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Resumen. El proyecto de investigacion que se presenta en este documento tiene como
propdsito el estudio de las expresiones de generalizacion que producen estudiantes de 10 a
12 afios, apoyados en sus experiencias y conocimientos previos, sin ensefianza o
entrenamiento en tareas de generalizacion. Se enfatizan el proceso de generalizacion y
alcance de la generalizacion algebraica que se identifican en tales expresiones.

Se parte de la premisa que la generalizacion es inherente al pensamiento algebraico y
expresar la generalidad matematica, atn incipiente, contribuye a la adquisicion del lenguaje
algebraico. El proceso de generalizacion de acuerdo con Mason (1989, 1996) consiste en una
espiral continua de acciones: manipular ejemplos particulares (primera accién), que permitan
obtener sentido de lo que ocurre en ellos (segunda accidn), a fin de articular generalidades
(tercera accidn) y expresarlas en alguna forma matematica Util. Respecto a las expresiones
de generalizacion, existen varias formas de registro que permiten apreciar la generalidad que
los estudiantes comunican (Mason et al., 1999). Antes de la notacion alfanumeérica, los
estudiantes suelen expresar la generalizacion algebraica mediante el lenguaje natural.

Los resultados muestran que los estudiantes en edades tempranas pueden formular
expresiones concisas de generalizacion algebraica mediante una combinacién de lenguaje
natural con simbolos aritméticos.

Palabras clave: generalizacion algebraica, edades tempranas, lenguaje natural.

Abstract. The purpose of the research project presented in this document is to study the
expressions of generalization produced by students aged 10 to 12, supported by their previous
experiences and knowledge, without teaching or training in generalization tasks. The
generalization process and the scope of algebraic generalization identified in such
expressions are emphasized.

The premise is, generalization is inherent in algebraic thinking, and expressing mathematical
generality, still incipient, is important because it is conceived to contribute to the acquisition
of algebraic language. The generalization process according to Mason (1989, 1996) consists
of a continuous spiral of actions: manipulation of particular examples (first action), to getting
a sense of what happens in them (second action), to articulate generalities (third action) and
express them in some useful mathematical form. Regarding the expressions of generalization,
there are several forms of registration that allow seeing the generality that the students
communicate (Mason et al.,1999). Before alphanumeric notation, students usually express
algebraic generalization through natural language.

The results show that students at early ages can formulate concise expressions of algebraic
generalization through a combination of natural language with arithmetic symbols.

Keywords: algebraic generalization, early ages, natural language.




Introduccion

El interés de esta investigacion se centra en el proceso de generalizacién y las expresiones de
generalizacion algebraica que producen estudiantes de 10 a 12 afios durante la resolucion de
tareas matematicas que promueven generalizacion. Para la resolucién de las tareas los
estudiantes se basan solamente en sus experiencias y conocimientos previos, no cuentan con

entrenamiento en tareas de generalizacion.

De acuerdo con Mason, Graham y Johnston-Wilder (2005) cada estudiante desde que inicia
la escuela tiene la capacidad de abstraer y generalizar a partir de casos particulares. De modo
que, resulta de gran importancia orientar esa cualidad hacia la generalizacion matematica
(Mason, 1996), lograr que la usen y desarrollen en un contexto de nimeros y relaciones para

dar lugar al pensamiento algebraico (Mason, 2008).

Asimismo, expresar la generalizacion que se reconoce es un proceso que contribuye al
desarrollo y adquisicion del lenguaje algebraico. De modo que, cuando los estudiantes
comunican las regularidades que observan en tareas matematicas de generalizacién, es
referencia del trabajo algebraico, ain principiante, que ellos producen (Mason, Graham,
Pimm y Gowar, 1999).

El lenguaje algebraico se caracteriza por su notacién alfanumérica, sin embargo, esta
investigacién se basa en una perspectiva que no hace énfasis en dicha notacion, sino en las
expresiones de generalizacion algebraica que pueden producir los estudiantes de manera
incipiente, en formato escrito y verbal, con base en sus conocimientos previos de aritmética
adquiridos durante sus cursos escolares anteriores, sin haber recibido ensefianza ni

entrenamiento previo en tareas de generalizacion.

Para dar cuenta de los objetivos de investigacion se organiza el contenido del presente

documento en siete capitulos.
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Introduccién

En el Capitulo | se presenta la problemaética de investigacion que concierne a las dificultades
de los escolares de educacion secundaria para transitar de un pensamiento aritmeético hacia
un pensamiento algebraico. Las dificultades reportadas proporcionan pautas para explorar si
cierto tipo de actividad algebraica puede ser accesible a estudiantes de educacion primaria 'y

asi, contribuir a una transicion hacia el estudio formal del &lgebra desde edades tempranas.

En este capitulo también se describen los antecedentes, mediante los cuales se proporciona
un panorama general de investigaciones en torno al desarrollo del pensamiento algebraico en
edades tempranas, especialmente, desde aquellas contribuciones enfocadas en la
generalizacién algebraica distinguiendo aquellas que provienen de algunos investigadores

cuya trayectoria en esta linea de investigacion es de mas de diez afos.

En el Capitulo Il se presenta un referente respecto a las expresiones de generalizacion que
suelen producir estudiantes en edades tempranas al resolver tareas de generalizacién
matematica. Se reconoce el lenguaje natural y las respuestas genuinas de los estudiantes en

la comunicacion de sus expresiones de generalizacion.

En el Capitulo 111 se proporciona el marco de referencia, el cual se basa en las contribuciones
de John Mason respecto a la capacidad de generalizar que poseen los estudiantes. Mason
(1996) opina que, expresar la generalidad es un proceso que se corresponde con una espiral
continua de acciones denominadas manipular, obtener sentido de y articular. Dicha espiral
consiste, a grandes rasgos, en la manipulacion de ejemplos particulares para obtener sentido
de lo que estd ocurriendo con dichos ejemplos, con el fin de dirigir ese sentido hacia la

articulacion de generalidades y expresarlas en alguna forma matematica util.

Respecto a las expresiones de generalizacion, es importante hacer notar que no sélo las
expresiones simbolicas son de naturaleza matematica (Mason et al., 1999). Se considera que
tanto las formas simbdlicas como las verbales representan medios para expresar la
generalidad y, por lo tanto, se consideran algebraicas, aunque se reconoce que para ciertas

tareas matematicas es imprescindible una forma simple y concisa de registrar.

Xit
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Se considera que el desarrollo del lenguaje algebraico es un proceso. Lo esencial en ese
proceso es tratar de expresar aquellas regularidades que se perciben en las actividades de
generalizacién matematica, por lo tanto, el trabajo algebraico surge en los estudiantes cuando
logran expresar la generalizacion que identifican en las tareas de generalizacion. De manera
que, se reconoce la importancia que los estudiantes traten de expresar esas ideas algebraicas,

aungue éstas no posean la notacion alfanumérica.

En el Capitulo IV se describe el disefio de las tareas de generalizacion que se aplicaron a los
estudiantes. Estan organizadas en cuatro bloques: el Blogue | se conforma de secuencias
figurales-numéricas, el Bloque Il de secuencias numéricas y los Bloques Il y IV de
problemas en contexto. Las tareas se rigen por una regla de generalizacion que corresponde
a la relacion entre dos variables y, es precisamente el registro de la expresion de dicha regla,
que permitird apreciar el alcance de la generalidad algebraica en los estudiantes. También, se
describen en el Capitulo IV el tipo de estudio, los participantes y la aplicacion llevada a cabo.

En el Capitulo V se presenta el andlisis de las secuencias figurales-numéricas y numéricas y
en el Capitulo VI, el andlisis de los problemas en contexto. El andlisis se realizd por
estudiante para poder identificar las manifestaciones de generalizacién en cada individuo; y
se organizo por bloque, debido a que las tareas de cada bloque presentan caracteristicas

comunes.

En el Capitulo VII se proporcionan las conclusiones y reflexiones finales. Los resultados de
esta investigacién dan cuenta no solo de la capacidad de generalizacion que poseen los
estudiantes, sino también de la facultad que tienen para producir expresiones precisas de

generalizacién algebraica.

En el transito por la espiral, en la accion manipular, los estudiantes pueden identificar las
regularidades que observan en los casos particulares y distinguir aquello que cambia y como
cambia, lo que a su vez los lleva a encontrar generalizaciones cercanas. Inicialmente, los
estudiantes suelen proceder por conteo y de forma recursiva, pero en la medida en que

identifican caracteristicas relevantes, algunos obtienen sentido de generalidad y logran

il
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articular una regla de generalizacion que les permite encontrar generalizaciones lejanas.
Proporcionar términos lejanos, a partir de los términos dados, da cuenta en ellos de su
capacidad para reconocer el comportamiento de las variables y establecer la relacion de

correspondencia que se define en cada tarea matematica.

Respecto a las expresiones y el alcance de generalizacion algebraica, se muestra que,
mediante los calculos aritméticos y el lenguaje natural o idiosincrasico, algunos estudiantes
pueden representar la generalizacion que perciben proporcionando expresiones exactas y

sofisticadas.
Por altimo, se incluyen los Anexos A, B, C y D, cada uno de ellos corresponde a un blogque

de tareas. En cada anexo se proporciona el resumen de resultados de cada una de las tareas

pertenecientes al bloque correspondiente.

Xiv



Capitulo I

Razonamiento algebraico en edades tempranas

En este capitulo se describe la problematica de investigacion que refiere, a grandes rasgos,
acerca de las dificultades de los escolares de educacion secundaria para transitar de un
pensamiento aritmético hacia un pensamiento algebraico. A raiz de las dificultades
reportadas en diversas investigaciones surgen estudios que proporcionan pautas para explorar
cierto tipo de actividad algebraica accesible a estudiantes de educacién primaria, de manera
que, se pueda contribuir a una transicién hacia el estudio formal del algebra desde edades

tempranas, referente en el cual se ubica el problema y propésito de esta investigacion.

1.1 Problemética de investigacion. Dificultades en el transito de la aritmética hacia
el &lgebra

Durante las ultimas décadas del siglo xX, las investigaciones en torno al algebra estuvieron
enfocadas principalmente en los escolares de educacion secundaria y los resultados
mostraron las dificultades que tienen para transitar de un pensamiento aritmético hacia un

pensamiento algebraico (Kieran, Pang, Schifter y Fong, 2016)*. Algunas dificultades se

! Todas las traducciones de las referencias bibliogréaficas en inglés, citadas en todo el documento, son
responsabilidad de la autora.
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atribuyen a que varios cursos de algebra empiezan con el uso de letras como objetos
matematicos y, posteriormente, se procede con las operaciones que involucran dichos
objetos. No se genera un vinculo entre la aritmética y el algebra, por lo tanto, los estudiantes
no tienen oportunidad de construir conexiones explicitas entre esos dos dominios (Kieran y
Chalouh, 1993).

Diversas investigaciones realizadas a partir de la década de los ochenta, como los trabajos
desarrollados por Matz (1980); Herscovics y Kieran (1980); Booth (1981, 1982); Filloy y
Rojano (1984, 1989) entre otros, dieron cuenta de cémo el arraigo al pensamiento numerico
influye en la interpretacion y uso de las letras y expresiones en las etapas iniciales del
aprendizaje del algebra (Filloy, Puig y Rojano, 2008).

En efecto, en la aritmética, la actividad matematica radica en hallar respuestas numéricas
particulares, mientras que en algebra se trata de establecer relaciones y expresarlas de forma
general y concisa. Una razon para producir expresiones generales en algebra es poder usarlas
como reglas de procedimiento para resolver y dar solucion a diversos problemas (Booth,
1988). Aunque las respuestas a ciertos problemas pueden ser numeéricas, lo importante en

algebra es la expresion general y la manipulacién matemaética de dicha expresion.

Ciertamente, los estudiantes de secundaria tienen conocimientos de conceptos y habilidades
algebraicas, sin embargo, con frecuencia no pueden aplicarlos en situaciones de resolucion
de problemas; tampoco parecen comprender muchas de las estructuras que subyacen a los
conceptos y procedimientos. Entonces, para cubrir esa falta de comprension, probablemente,
los estudiantes recurren a memorizar reglas y procedimientos (Kieran, 1992). A menudo,

Ilegan a creer que esta actividad representa la esencia del algebra.

Aunado a ello, Thorpe (1999) refiere a que, en algunos libros de texto el algebra suele ser
presentada como una coleccion de trucos, lo que no permite el desarrollo del pensamiento
algebraico en los estudiantes. En cambio, es necesario estimular en ellos la capacidad de

analizar y profundizar las situaciones en un contexto matematico para razonar como se estan
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manipulando los elementos matematicos, de tal manera que, puedan generar conclusiones

relevantes que, ademas, logren comunicar claramente.

Lodholz (1990) hace notar que, la expresion “transitar de lo aritmético hacia lo algebraico”
sugiere que existe algo entre la aritmética y el algebra, es decir, algin contenido que cierra
la brecha entre la aritmética de la escuela primaria y el algebra de la escuela secundaria. Bajo
esa idea, dicho autor hace notar la importancia de un curriculo deseable en algebra. No
obstante, un problema que surge de manera inmediata es pensar en el algebra como un curso
0 una secuencia de cursos llamados preélgebra, los cuales suelen, simplemente, extender
durante un periodo mayor de tiempo los temas presentados en un curso tradicional de algebra

(Herscovics y Linchevski, 1994).

Desde la postura de Kieran y Chalouh (1993), lo que se debe tener en consideraciéon como
prealgebraico es aquella area de aprendizaje matematico en la que los estudiantes construyen
su algebra a partir de su aritmética, es decir, construir significados para los simbolos y
operaciones del algebra en términos de su conocimiento de la aritmética. Aunado a ello,
Linchevski y Herscovics (1994) destacan la importancia de tomar en consideracion aquellos

obstaculos cognitivos que deben superarse para transitar de la aritmética hacia el algebra.

Varias dificultades que presentan los estudiantes reflejan el modo en que se les ha ensefiado
desde la primaria, por ejemplo, el uso del signo igual que generalmente enfatiza la nocion de
operacion-resultado (Kieran, 1981; Kieran y Sfard, 1999); el no poder restar un nimero
mayor a uno menor que suele ensefiarse como una regla; la multiplicacion que suele
presentarse como suma repetida; etc., es decir, se enfatiza la instruccion aritmética para
obtener resultados numeéricos de operaciones gque involucran nimeros y medidas particulares,
pero cuando posteriormente se introducen las letras como simbolos para las variables, estas
son mal interpretadas al tomar el lugar de numeros particulares (Schielmann, Carraher y
Brizuela, 2011).

Desde la perspectiva de Kaput (1999), el algebra escolar que se ha ensefiado y aprendido,

desde hace mas de un siglo, como un conjunto de procedimientos desconectados de otros
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saberes matematicos y del mundo real de los estudiantes ha generado dificultades en su
comprension. Asimismo, Kaput interpreta el hecho de simplificar expresiones algebraicas,
resolver ecuaciones y aprender reglas para manipular simbolos como una imagen tradicional

del algebra.

Otro aspecto, que conlleva a los estudiantes a tener dificultades para transitar de la aritmética
hacia el algebra, es el lenguaje propiamente algebraico al que no le encuentran sentido y que
los lleva a asignar valores numéricos a las letras, o hacia la generalizacion incorrecta de
ciertas propiedades (Castro, 2012). Los alumnos suelen aprender las reglas algebraicas, pero
no necesariamente entienden los simbolos, percibiendo el algebra como un sistema abstracto,
sin conexion con la realidad y vacio de significado, es decir, no hay comprension del lenguaje
algebraico en sus aspectos sintactico y semantico (Esquinas, 2009). Por ello, de acuerdo con
Kaput (2000), es importante tener en consideracion el aspecto linguistico del algebra desde
edades tempranas.

El lenguaje algebraico, si se compara con el dominio de un idioma, requiere el uso repetido
durante un tiempo prolongado para dominarlo. De hecho, el lenguaje que se aprende en la
infancia es sin acento y esta integrado a los patrones de pensamiento de cada individuo. De
manera que, el aprendizaje del algebra debe integrarse al aprendizaje de otras ramas de la
matematica, ya que para aprender un idioma las personas necesitan usarlo para expresar algo
significativo para ellos, como las relaciones cuantitativas que surgen dentro de las
matematicas (p. ej. en aritmética y geometria) y fuera de ellas cuando son usadas para

modelar los fendmenos del mundo (Kaput, 2000).

Para ir concluyendo, se puede decir que, la necesidad de establecer un puente entre la
aritméticay el algebra en un enfoque tradicional se plantea de tal modo que, el puente aparece
hacia el final de la aritmética y el comienzo del &lgebra. Pero la transicion de la aritmética
hacia el algebra implica conocimientos y habilidades desarrolladas, previamente, que
permitan entender los conceptos algebraicos. Por lo tanto, se sugiere que la aritmética sea

considerada como parte del algebra (Schielmann et al., 2011).
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Finalmente, las diversas dificultades manifestadas por escolares de educacion secundaria han
proporcionado referentes para investigar el desarrollo del pensamiento algebraico desde
edades tempranas, en la expectativa de contribuir a una transicion adecuada hacia el estudio
formal del algebra. En el marco de esta perspectiva, a continuacion, se describen algunos
antecedentes tedricos que ponen en contexto el problema de investigacion y orientan el

proposito de este trabajo.

1.2 Antecedentes

Estos antecedentes estan organizados de forma que proporcionan un panorama general de
investigaciones en torno al desarrollo del pensamiento algebraico en edades tempranas.
Especialmente, desde aquellas contribuciones enfocadas en la generalizacion algebraica,
destacandose aquellas que provienen de investigadores con trayectoria, en esta linea de

investigacion, por mas de diez afos.

1.2.1 Algebra en edades tempranas

Varias investigaciones revelan que los estudiantes en edades tempranas, de 6 a 12 afios,
deberian estar expuestos a actividades algebraicas a la par que desarrollan sus habilidades
aritméticas. Hay evidencia de cémo diversos nifios conjeturan, argumentan y justifican
ciertas tareas matematicas que promueven en ellos el desarrollo de ideas algebraicas (Blanton
y Kaput, 2005; Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest, 2006, Cooper y Warren, 2011,
Tanisli, 2011; Rivera, 2018).

El desarrollo del pensamiento algebraico en estudiantes de edades tempranas no es un
planteamiento nuevo; en Chinay Rusia, por ejemplo, en los afios 50 y 60 fueron introducidas
actividades algebraicas en estudiantes de escuela elemental. En otros paises de Europa y
Norteamérica, la discusion de integrar actividades algebraicas en el curriculo matematico en
los primeros grados de educacion empezé en los afios 70. Sin embargo, es en las tltimas dos
décadas que ha habido un mayor énfasis y aceptacion para desarrollar en los estudiantes
nociones algebraicas en edades tempranas. Muestra de ello es que en Estados Unidos el
National Council of Teachers of Mathematics (Consejo Nacional de Profesores de
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Matematicas) propuso introducir como parte del contenido matematico temas de algebra en
todos los niveles académicos. De hecho, es aceptado que para lograr la meta de “algebra para
todos”, los estudiantes de escuelas primarias y secundarias deben tener experiencias que los
preparen, adecuadamente, para un estudio formal del algebra en grados posteriores (Cai y
Knuth, 2011).

Cabe destacar que el estudio de nociones algebraicas en edades tempranas no significa mover
el curriculo de algebra de la secundaria a la primaria, sino que se requiere, fundamentalmente,
de un cambio que permita a la aritmética ser vista y ensefiada de tal modo que, contribuya a
la transicion hacia el algebra (Cai y Knuth, 2011).

Se considera importante mencionar que, se pueden encontrar en la literatura algunas
concepciones del algebra que fueron propuestas para guiar su ensefianza en la educacién
secundaria, entre ellas destacan las cuatro concepciones planteadas por Usiskin (1987):
aritmética generalizada; estudio de procedimientos para la resolucion de ciertos tipos de
problemas; estudio de relaciones entre cantidades y estudio de estructuras. Por su parte,
Kaput (1995) propuso cinco concepciones: algebra como generalizacion y formalizacion de
patrones y regularidades, especialmente, como razonamiento aritmético generalizado y como
razonamiento cuantitativo generalizado; como manipulacién de formalismos (tenues)
guiados sintacticamente; como estudio de estructuras y sistemas abstractos a partir de
célculos aritméticos y relaciones; como estudio de funciones, relaciones y variacion conjunta
y, finalmente, algebra como lenguaje de modelado. A su vez, Kieran (1996) planted tres
concepciones de acuerdo con las actividades que, tipicamente, realizan los estudiantes en el
marco del algebra escolar de secundaria: actividades de generalizar, de transformar y de

meta-nivel; siendo un rasgo caracteristico en su propuesta, el uso de un algebra simbdlica.

De manera similar, para dar lugar al estudio de nociones algebraicas en edades tempranas se
formularon concepciones respecto al algebra y pensamiento algebraico; distinguiéndose las
aportaciones de Kieran realizadas en 2004, con base en su propuesta de 1996, quien sugiere
que el pensamiento algebraico de los primeros grados implica el desarrollo de formas de

pensar, el cual se puede promover mediante las actividades meta-nivel. Tales actividades
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incluyen resolucion de problemas, modelado, percepcion de la estructura, estudio del cambio,
andlisis de relaciones, generalizacion, justificacion, prueba y prediccion; actividades en las
cuales el algebra puede usarse como herramienta, pero que no son exclusivas del algebra.
Asimismo, estas actividades de meta-nivel son esenciales para las otras actividades del
algebra, las de generalizar y transformar. La distincion relevante de esta propuesta es el hecho
de realizar actividades sin utilizar necesariamente algebra simbélica; convirtiéndose en
vehiculos ideales para el desarrollo, en edades tempranas, de un pensamiento algebraico con

un enfoque no simbolico o pre-simbdlico.

También se distinguen las aportaciones de Kaput (2014), quien considera dos aspectos
centrales del razonamiento algebraico en edades tempranas: la generalizacion y la expresion
de generalizaciones en forma cada vez mas sistematica hacia sistemas de simbolos
convencionales; y el razonamiento guiado sinticticamente en sistemas de simbolos
convencionales. Estos aspectos pueden promoverse a través de tres vertientes. La primera,
involucra la construccién de generalizaciones a partir de razonamientos aritméticos y
cuantitativos. Esta direccién es tomada por muchos educadores e investigadores como la ruta
primaria hacia el algebra. Incluye generalizar operaciones aritméticas y sus propiedades, asi
como razonar sobre relaciones méas generales y sus formas, por ejemplo, propiedades del
cero, conmutatividad, relaciones inversas, etc. Este es el corazon del dlgebra como aritmética
generalizada. Incluye la construccion del aspecto sintactico del algebra, a partir de la
estructura aritmética, construyendo la idea basica de que se puede reemplazar una expresion
por una equivalente. Implica observar las expresiones aritméticas de una manera nueva en

términos de su forma, en lugar de su valor, cuando se realiza el calculo de operaciones.

La segunda vertiente implica una generalizacion especial que involucra la nocion de funcion,
donde expresar la generalizacion puede ser considerada al describir una variacion sistematica
de elementos bajo algun dominio. Con frecuencia se comienza con actividades basicas de
patrones considerandose precursores de otras formas de generalizacion matematica. Las
ideas relacionadas con la de funcion, Kaput las considera enriquecedoras y de gran alcance,

éstas incluyen, por ejemplo, diversos tipos de cambio, linealidad, razon, proporcion, etc. En
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esta vertiente, también, se hace uso de una amplia gama de sistemas de simbolos que incluyen

tablas, graficos y otros.

La tercera vertiente que propone Kaput involucra la modelacion como actividad algebraica.
Un primer tipo de modelacion es respecto a un nimero o cantidad especifica, compete a
problemas aritméticos que tipicamente toman la forma de una ecuacion, por lo tanto, la
variable se considera como una incognita en lugar de una variable que representa un conjunto
de posibilidades. Un segundo tipo de modelacion consiste en generalizar y expresar patrones
y regularidades en situaciones o fendbmenos que surgen fuera o dentro de las matematicas.
Aqui, el dominio de generalizacion es la situacion que se estd modelando; con frecuencia la
expresion de generalizacion toma la forma de una o mas variables que luego pueden expresar
una funcion o clase de funciones. Finalmente, un tercer tipo de modelacion involucra la
generalizacion a partir de problemas aritméticos que no requirieren maniobras algebraicas
para resolverlos, pero se abordan desde una perspectiva algebraica para generalizar y
profundizar en las relaciones involucradas incluyendo comparaciones con otros modelos y

otras situaciones.

1.2.2 Generalizacién y razonamiento algebraico

En relacion con el apartado anterior, Kieran (1996, 2004) y Kaput (2014) refieren que las
actividades de generalizacion son consideradas promotoras del razonamiento algebraico en
edades tempranas. La generalizacién implica un nivel de razonamiento o comunicacién mas
alla de los casos particulares, observando y exponiendo aquello que es comdn, centrandose
en las regularidades y patrones, estructuras y relaciones que se identifican (Kaput, 1999).
Asimismo, la generalizacion se concibe como un factor determinante en el desarrollo del
pensamiento algebraico y la preparacion para el aprendizaje posterior del algebra (Cooper y
Warren, 2011).

Existen diversos trabajos de investigacion que se han enfocado en el estudio de la
generalizacion algebraica. En los siguientes apartados se destacan las aportaciones de
algunos investigadores, quienes han contribuido y dado continuidad a esta linea de
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investigacion durante varios afios, algunos de ellos con aportaciones iniciales con estudiantes
de secundaria, pero cuyos trabajos recientes se enfocan en edades tempranas (entre 6 a 12
afios). El trabajo de estos autores a lo largo de varios afios les permite proporcionar diversas
aportaciones, desde la construccion de aproximaciones tedricas, tipos de tareas de
generalizacion, estrategias de los estudiantes en la resolucion de diferentes tareas, etc. A

continuacion, se describen brevemente esos referentes.

1.2.3 Hacia una transformacion del estudio del algebra

Las contribuciones de Kaput en relacion al estudio de la transicion del pensamiento
aritmético hacia el algebraico empiezan en la década de los ochenta. Sus primeros trabajos
(Sims-Knight y Kaput, 1983) reportaron las dificultades que manifestaron los estudiantes al
resolver problemas que requerian la traduccién del lenguaje natural al lenguaje algebraico.
Dichas dificultades revelaron que fueron desarrolladas, de manera ingenua, a traves de la
experiencia previa de los estudiantes, tanto en su naturaleza cotidiana como en sus cursos de

matematicas, dando lugar a generalizaciones inapropiadas ante nuevas situaciones.

Posteriormente, en la década de los noventa, Kaput (1995) propuso la necesidad de
“algebrizar” el plan de estudios de matematicas de secundaria, considerando cinco
concepciones del algebra, desde aritmética generalizada hasta una extension del algebra que
comprende funciones, modelado y estructuras abstractas. Sin embargo, su visién implicaba
una reforma del estudio del &lgebra a través de todos los afios escolares. Las dos primeras
concepciones del algebra (aritmética generalizada y simbolizacion guiada sintacticamente)
incorporan caracteristicas centrales del razonamiento algebraico que impulsan a las demas;
la tercera y cuarta (estructuras y sistemas abstractos) abordan temas matematicos de
relevancia para el algebra; y la ultima (modelado) plantea al algebra como una red de
lenguajes. Todas las concepciones deben considerarse vinculadas y ricamente entretejidas,
de ninguna manera separadas. Y cada una tiene diferentes aportes en la cognicion humanay
capacidades linglisticas que permiten apoyar en diferentes tipos de experiencia,
particularmente, en aquellas que acontecen en nifios pequefios en sus formas primitivas y

emergentes.
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Para Kaput (1995, 1999), la generalizacion y la formalizacion son una caracteristica
intrinseca de gran parte de la actividad matematica. También, refiere que los sistemas
matematicos y los contextos en los que se puede promover la generalizacion y la
formalizacion son ilimitados. Por lo que, reconoce dos fuentes de generalizacion y
formalizacion: el razonamiento en el marco propio de las matemaéticas y el razonamiento

fuera de ellas, pero sujetas a matematizacion.

Asimismo, Kaput (1999) considera que, el objetivo de la generalizacion es establecer algunos
objetos simbolicos formales que pretenden representar lo que se generaliza. También,
considera importante hacer que las generalizaciones estén sujetas a un mayor razonamiento,
quizas con la ayuda de calculos aritméticos que se guian temporalmente por sintaxis y
patrones, asociados con el sistema formal, mas que con lo formalizado. Los actos de
generalizacion y formalizacion gradual de la generalidad construida deben preceder al trabajo
con formalismos; de lo contrario, los formalismos no tienen origen en la experiencia del
estudiante. De hecho, considera que la generalizacion se expresa, en el inicio, mediante el
lenguaje, la entonacién y el gesto naturales, en lugar del simbolismo formal, ya que éste no

esta desarrollado sino tiene que desarrollarse (Kaput, 2000).

Para contribuir en el desarrollo de la generalizacion en edades tempranas, Kaput y Blanton
(2000) sugieren como primera estrategia de algebrizacion tres tipos de cambio en el salén de
clases: algebrizar materiales de instruccion, contribuir en la formacion docente y crear una
cultura de practicas de ensefianza en el aula, de manera que, estos cambios promuevan en los
estudiantes el desarrollo del pensamiento algebraico. Dichos autores realizan un estudio
longitudinal trabajando con profesores de primaria durante los ciclos escolares 1997-1998 y
1998-1999; proyecto en el cual, conciben que una reforma del algebra implica reconocer que
la génesis del pensamiento algebraico se encuentra en las actividades matemaéticas de los
niflos mas pequefos, brindando oportunidades para que generalicen y formalicen su
pensamiento (Kaput y Blanton, 2000). De tal modo que, en la medida en que los maestros de
primaria sean capaces de desarrollar el pensamiento algebraico de los nifios, se puede

contribuir a una reforma del algebray, por tanto, a una reforma de las matematicas en general.
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Entre las tareas para estudiantes en edades tempranas, Blanton y Kaput (2002, 2004) sugieren
aquellas, en las que el razonamiento algebraico se promueve a través de la generalizacion de
patrones numéricos hasta la descripcién de relaciones funcionales. El disefio de estas tareas
se caracteriza por incorporar la aritmética en contextos que requieren de un pensamiento
matematico mas complejo como: saber representar datos; usar aritmética (nUmeros y
operaciones) para modelar un fendmeno que involucre variacion; examinar como ciertas
perturbaciones en un fendmeno afectan un modelo; razonar algebraicamente sobre las formas
de las secuencias numeéricas; apoyar el uso apropiado y eleccion de operaciones; y
finalmente, profundizar en el razonamiento aritmético para la comprension de relaciones
entre numeros. Los autores afirman, que este tipo de tareas ofrecen a los estudiantes una
experiencia matematica, donde los procesos aritméticos y algebraicos interactian

simbibticamente.

Una de las formas que adopta el razonamiento algebraico es el de pensamiento funcional, el
cual, Blanton y Kaput (2004, 2011) conceptualizan como aquel, que incorpora la
construccién y generalizacion de patrones y relaciones, utilizando diversas herramientas
linguisticas y de representacion; asi como aquel, que involucra el tratamiento de funciones,
objetos matematicos Utiles por su naturaleza misma. Por ultimo, estos autores consideran que
los nifios de primaria son capaces de pensar funcionalmente, de manera que el desarrollo de
este pensamiento en edades tempranas puede contribuir al éxito en matematicas en los grados

posteriores.

1.2.4 Naturaleza algebraica de la aritmética

Analucia Schliemann, David Carraher y Barbara Brizuela conforman un grupo de
investigadores quienes desde 1998, han estado investigando y documentando el aprendizaje
del algebra en edades tempranas, desde prescolar hasta secundaria. A través de sus
investigaciones han encontrado que la introduccion del algebra, como parte del plan de
estudios de matematicas en edades tempranas es factible. También, el uso de herramientas

especificas de representacion (tablas, graficos, notacion numérica, algebraica y ciertas
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estructuras del lenguaje natural) las cuales ayudan a los estudiantes a expresar relaciones

funcionales entre nimeros y cantidades, asi como en la resolucién de problemas algebraicos.

Asimismo, dichos autores conciben que la aritmética es parte del algebra, como tal, los temas
de aritmética deben abordarse como repertorio de ideas y conceptos mas abstractos. De tal
manera que, esto no solo enriquecerd la comprension de la aritmética en los nifios, sino que,
también, permitira sentar las bases para el aprendizaje significativo del dlgebra avanzada en
los afios posteriores. Opinan que este cambio hacia una aritmética algebrizada, puede incluir
enfoques diversos que posiblemente se superpongan, como la generalizacion aritmética; el
paso de numeros particulares a ndmeros generalizados; la introduccion de variables y
covariacion en problemas verbales; asi como la reorganizacion de curriculos que permitan

unir e incluir una serie de temas, como el concepto de funcién (Schielmann et al., 2011).

En sus primeros trabajos, estos investigadores estudian acerca de la comprension de
conceptos algebraicos, relaciones y notacion; investigan respecto a la comprension intuitiva
en estudiantes de segundo a cuarto grado de primaria y cdmo ésta, evoluciona a traves de
experimentos de ensefianza disefiados para explotar la naturaleza algebraica de la aritmética

y el razonamiento algebraico sobre cantidades.

Ademas, consideran que existe una evolucidon natural, desde la comprensién de las
matematicas como proceso hasta la comprension de las matematicas como estructura. Pero
también, opinan que muchas de las dificultades que experimentan los estudiantes de algebra
y prealgebra son producto de su instruccion temprana en matematicas, la cual suele centrarse
en la resolucion de problemas demasiado restringidas en lo aritmético; con un enfoque en la
notacion para registrar calculos, en lugar de proporcionar una descripcion de lo que se sabe
acerca de un problema; y con un enfoque en el calculo de valores, en lugar de las relaciones

entre conjuntos (Carraher, Schliemann y Brizuela, 2000).

Igualmente, proponen un enfoque de algebra como aritmética generalizada de nimeros y
cantidades, en el que el concepto de funcion tome un papel principal (Carraher et al., 2006).

De tal manera que, consideran la transicion de la aritmética al algebra como moverse de un
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pensamiento que compete a relaciones entre nimeros y medidas particulares hacia un
pensamiento acerca de relaciones entre conjuntos de numeros y medidas (relaciones
funcionales); y de calcular respuestas numéricas hacia describir relaciones entre variables.
Para lograr esto, se requiere proporcionar una serie de problemas a los estudiantes para que
puedan comenzar a notar y articular la generalidad que perciben entre variables. También
hacen notar, que las tablas juegan un papel crucial en este proceso, ya que permiten registrar
sistematicamente diversos resultados y buscar patrones en ellos (Schliemann, Carraher y
Brizuela, 2001).

Entre las tareas que implementan este grupo de investigadores (Carraher et al., 2006;
Schielmann et al., 2011) se pueden apreciar: a las operaciones aritméticas tratadas como
funciones (especialmente las funciones aditivas y multiplicativas); la generalizacion como
base del razonamiento algebraico y el uso temprano de notacién algebraica (uso de letras
para representar cantidades incognitas y variables).

Opinan que en los entornos escolares el algebra se introduce, comunmente, sin enfatizar las
funciones, ademas, la atencion se centra en “resolver x” en las ecuaciones donde x se trata
como un numero desconocido Unico. En cambio, una perspectiva funcional amplia el
significado de las expresiones algebraicas al tratar a “x” como una variable, es decir, como
un objeto que puede variar en su valor. Por lo que, se impulsa a los estudiantes a pasar de un
pensamiento basado en operaciones con numeros especificos hacia un pensamiento de

relaciones entre variables (Carraher, Martinez y Schielmann, 2008).

Respecto a la notacidn, este grupo de investigadores considera que la notacién algebraica
desempefia un papel importante, tanto en el aprendizaje del algebra como en la resolucion de
problemas algebraicos (Schielmann et al., 2011), destacando que la notacion puede servir
como registro y guia para el pensamiento matematico de los estudiantes, como seguimiento
de las diferentes partes de un problema o como ayuda para encontrar respuesta a un problema.
Reconocen que los nifios pueden combinar tanto la notacidn idiosincrasica como la

convencional en sus representaciones. Sin embargo, hacen notar que la notacién algebraica
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y convencional puede ser utilizada para fomentar su comprensién de los problemas y

conceptos algebraicos (Schielmann et al., 2011).

De igual manera, reconocen que es necesario documentar como se va ampliando
gradualmente en los nifios, el repertorio simbolico que utilizan para expresar propiedades
algebraicas generales, en virtud de que, los nifios no se mueven repentinamente de una
expresion sin simbolos a las representaciones escritas convencionales. Para finalizar, aunque
en sus primeras investigaciones se identifica una introduccion muy temprana de la notacién
algebraica, en recientes investigaciones admiten que las palabras son simbolos, los diagramas
son simbolos y la representacién matematica escrita es simbolica, se ajuste o no a las

convenciones matematicas.

1.2.5 Generalizacion algebraica

Luis Radford es un investigador cuyas aportaciones, respecto a la transicion del pensamiento
aritmético hacia el pensamiento algebraico, surgen en la década de los noventa. Como teorico
sociocultural opina que para los estudiantes resulta dificil alcanzar una competencia
adecuada en el complejo lenguaje simbolico del algebra, por lo que, considera de interés el
estudio de procesos que permiten a los alumnos dotar de significados a los simbolos y a las

letras del lenguaje algebraico (Radford, 1999).

En relacion con el desarrollo del pensamiento algebraico, reconoce que es dificil tener una
definicién precisa y concisa de este pensamiento, debido al amplio alcance de los objetos
algebraicos (p. ej. ecuaciones, funciones, patrones, etc.) y sus procesos (p. ej. simplificar),
asi como las diferentes maneras posibles de concebir el pensamiento en general (Radford,
2010a).

Sin embargo, Radford (2001) manifiesta que el pensamiento algebraico, tal como lo
conocemos hoy, ha sido un largo proceso de conceptualizaciones y reconceptualizaciones y
que la evolucion historica de este pensamiento requirio traducciones a otros idiomas y nuevas

interpretaciones culturales. De tal forma que, el pensamiento algebraico como lo
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identificamos en la actualidad es el resultado de interpretaciones matematicas babilonicas
por parte de los griegos, que a su vez fueron reinterpretadas y desarrolladas por los arabes en
el siglo IX y luego por los matematicos del Renacimiento en el siglo XVI. Las formas de
trabajo y produccion del siglo XVI, asi como las nuevas formas de relaciones sociales,
hicieron posibles nuevas ideas algebraicas (Radford, 2006). Por lo cual, opina que la
investigacion del desarrollo del pensamiento algebraico en los estudiantes solo puede llevarse
a cabo en el contexto de las formas culturales del pensamiento matematico, histéricamente
constituidas y dirigidas en los salones de clase mediante la eleccidn pedagdgica de problemas
y actividades (Radford, 2012).

Respecto a la generalizacion, considera, desde un punto de vista didactico, que se debe tener
en cuenta que ésta depende de los objetos matematicos que generalizamos. La generalizacion
no es una actividad libre de contexto. Por ejemplo, ¢cudles son las caracteristicas de la
generalizacién basada en patrones geométricos-numéricos? Opina que hay dos elementos
especificos en este tipo de generalizaciones. El primero trata de un aspecto légico y el
segundo esta relacionado con el papel que juegan las representaciones externas (Radford,
1996).

Hace énfasis en no confundir las generalizaciones algebraicas con otras formas de tratar lo
general. También, sugiere a los docentes estar equipados con estrategias adecuadas para que
los estudiantes se involucren con los patrones en un sentido algebraico, por lo que propone

la siguiente definicion de generalizacion:

“Generalizar un patron algebraicamente se basa en la capacidad de captar un elemento
comun observado en algunos elementos de una secuencia S, siendo consciente de que este
elemento comun se aplica a todos los términos de S y poder usarlo para proporcionar una

expresion directa de cualquier término de S” (Radford, 20103, p. 42).

En otras palabras, la generalizacién algebraica de un patrén se basa en percibir algo comun
en lo local, que posteriormente se generaliza a todos los términos de la secuencia y sirve

como referente para construir nuevos elementos que se encuentran fuera del campo
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perceptivo. Es la capacidad de notar algo general en lo particular y poder expresar dicha
generalidad. De acuerdo con Radford (2010a), la generalidad algebraica se compone de
diferentes capas, algunas mas profundas que otras, por lo que la expresion de generalidad
estd vinculada a la forma de razonar y expresar lo general (p. ej. el sistema semidtico

algebraico alfanumérico convencional, el lenguaje natural u otra forma).

La expresion directa de los términos de una secuencia requiere la elaboracion de una regla.
Pero no son las notaciones simbolicas las que hacen que el pensamiento sea algebraico, sino

la forma en que se piensa respecto a lo general (Radford, 2008a).

De hecho, Radford destaca que hay muchas formas semioticas (ademas de la simbolica) para
expresar la idea algebraica de incdgnita, variable, parametro, etc., considerando que esta
perspectiva es importante para la Educacion Matematica en virtud de que, ontogenéticamente
hablando, hay espacio para una gran zona conceptual donde los estudiantes pueden comenzar
a pensar algebraicamente, incluso, si aun no estan recurriendo a signos alfanuméricos. Esta
zona la denomina zona de aparicion del pensamiento algebraico y opina que ha permanecido
en gran parte ignorada, como resultado de una obsesion por reconocer lo algebraico s6lo en
lo simbdlico (Radford, 2010b).

Para Radford (2014a), el saber algebraico no es una secuencia de signos que se ven sobre un
papel, esos solamente son signos, no es saber; saber es algo diferente. Confundir los signos
con el saber, seria como confundir una partitura con la musica. El saber algebraico es una
sintesis, historica y culturalmente codificada de hacer y reflexionar en términos analiticos,
sobre numeros desconocidos y conocidos. Considera que las formas matematicas de
razonamiento se han forjado y refinado a través de siglos de actividad cognitiva, por lo tanto,

estan lejos de ser triviales para los estudiantes (Radford, 2010b).

Hace notar que el saber reposa en una idea dialéctico materialista; dialéctica entre lo potencial

y lo actual. Lo potencial es algo que puede suceder; y lo actual, la ocurrencia concreta de lo
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que potencialmente puede suceder. Asi, el saber, es aquello que se actualiza en labor?
conjunta con otros, al ser actualizado se vuelve objeto de conciencia y pensamiento para los
estudiantes; y la transformacion del saber, en objeto de conciencia, es lo que se concibe como
aprendizaje (Radford, 2014a).

El aprendizaje puede ser teorizado como procesos de objetivacion, es decir, aquellos procesos
sociales mediante los cuales los estudiantes comprenden la I6gica cultural con la que los
objetos de conocimiento han sido desarrollados; con los que llegan a familiarizarse
gradualmente mediante las formas de accion y pensamiento histéricamente constituidos
(Radford, 2008b). En los primeros trabajos de Radford, la objetivacion aparece como
concepto, mas adelante, la establece como teoria. A grandes rasgos, la teoria de la
objetivacion trata de dar cuenta de la produccion de saberes y de subjetividades en el aula de
clases, a través de lo que Radford (2014a) llama una légica cultural de produccion por medio
de dos conceptos, objetivacion y subjetivacion, mediante los cuales estudia el saber y el ser

respectivamente.

La logica cultural de produccion estd mediatizada por las formas de produccion de saberes
en las aulas de clase y por las formas de cooperacién humana. Las formas de produccion del
conocimiento incluyen nociones acerca del saber, la verdad, emision de juicios y pruebas que
se fomentan en el aula de clases; mientras que, en las formas de cooperacion humana se

involucran los tipos de interaccion con otros individuos (Radford, 2014a).

Radford (2014b) manifiesta que la teoria de la objetivacion se articula alrededor de dos ejes:
la educacion en general; y la ensefianza y aprendizaje vinculados al saber y ser. El saber hace
referencia al conocimiento y acto de conocer, es un proceso perpetuo de conocimiento, es un
proceso sin fin, proceso siempre en movimiento. El ser, es la transformacion perpetua del

sujeto, el sujeto como proyecto social, politico, cultural e historico. Estos dos ejes estan en

2En un sentido Hegeliano pero desarrollado por Leont’ev bajo el término “actividad”. Radford concibe maés
adecuado el término labor, y considera que es la categoria ontolégica fundamental de la teoria de la objetivacion.
La labor es una actividad humana, es algo que los maestros y estudiantes producen. Y que el saber se mueve de
la pura posibilidad a lo actual, a través de una labor.
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una relacion dialéctica, en la ensefianza y aprendizaje ocurren los dos, la transformacion del
sujeto a través de lo que conoce y al mismo tiempo ese conocimiento transforma al sujeto en

un sujeto nuevo, en un sujeto modificado.

En el marco de esta teoria, Radford (2012) argumenta que el pensamiento algebraico, en
edades tempranas, se basa en las posibilidades del estudiante para comprender patrones en
formas de covariacion culturalmente evolucionadas y usarlas para encontrar términos lejanos
no especificados. En contraste con los enfoques mentales de la cognicién, Radford (2010c)
opina que el pensamiento se considera una practica social tangible materializada en el cuerpo
(p. €j. a través de acciones cinestésicas, gestos), en el uso de signos (p. ej. simbolos
matematicos, graficas, palabras escritas y habladas) y artefactos de diferentes tipos (reglas,

calculadoras, etc.).

Destaca que el trabajo conjunto entre profesor y alumnos (desde una éptica de Zona de
Desarrollo Proximo de Vygotsky, 1999) contribuye a nuevas operaciones intelectuales, las
cuales no son inventadas por los nifios o adquiridas a través de los adultos, sino que surgen a
través de una serie de transformaciones cualitativas interconectadas. Asimismo, desde una
visién epistemoldgica, opina que las variables (asi como otros objetos algebraicos) pueden
expresarse, genuinamente, a través de signos distintos a los alfanuméricos del simbolismo
algebraico moderno convencional. Este punto de vista es totalmente compatible con el

desarrollo histérico del algebra (Radford, 2010c).

1.2.6 Generalizacién de patrones. Construccidn, expresion y justificacion

Ferdinand Rivera es un investigador joven en el &mbito de la generalizacion, sus estudios en
esta direccion datan del 2006 llevados a cabo con estudiantes de secundaria y en afios
recientes (2013, 2015, 2018) enfocados en edades tempranas. Entre sus primeros trabajos, se
reporta que la mayoria de los estudiantes de secundaria resuelven con éxito casos particulares
de patrones figurales lineales, mediante estrategias de tipo visual y numérica, solo algunos
usan algebra para expresar relaciones correctas o generalizar una formula explicita (Riveray
Becker, 2009).
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Rivera (2013) refiere el término generalizacion de patrones para aludir tanto las practicas
matematicas de construccion, como a la justificacion de formulas directas. Los patrones que
se consideran en sus investigaciones competen a aquellos que promueven estructuras
relacionales o alguna estructura matematica. Expresa que todas las estructuras deben ser
coherentes, generales y precisas. Coherentes en el sentido de que hay una sola regla que
puede determinar todos los resultados necesarios; generales, que pueden explicar el mayor
numero de términos posibles; y precisas en el entendido de que es factible predecir un término
hipotéticamente respecto al término real. Siempre que sea posible, se debe trabajar con

estructuras simples.

En relacidn con las estrategias de generalizacion visual, Rivera, Knott y Evitts (2007), en el
marco de un proyecto de investigacion con estudiantes de secundaria, reconocen que éstas
permiten la produccion de diferentes férmulas equivalentes para el mismo patrén, lo que no
se logra en la generalizacion numérica. Opinan que dichas estrategias permiten la discusion
del significado de expresiones y formulas equivalentes. Respecto a los estudiantes que usan
estrategias numéricas consideran que, aunque logran establecer formulas, algunos tienen

dificultades para justificar la formula y sus partes.

Rivera (2013) menciona que cuando los estudiantes resuelven actividades de patrones
figurales, se enfrentan al menos a dos dificultades. Primera dificultad, necesitan percibir de
manera diferente lo que visualizan, de hecho, es percibir desde una perspectiva matematica.
Existen diferencias entre la forma habitual de ver figuras, generalmente de forma iconica y
la forma matematica con la que se espera que se miren (Rivera et al., 2007). Por ejemplo, los
estudiantes pueden enfocarse en ciertas caracteristicas de una secuencia figural, identificando
lo que cambia o permanece invariante en cada término, lo que les permite reconocer
similitudes y diferencias. Sin embargo, no es tan simple percibir a primera instancia las
caracteristicas que distinguen a una secuencia, debido a la predisposicion humana o a la
tendencia natural de prestar atencion principalmente a lo que uno considera significativo ver,
es un fendmeno al que denota diversidad perceptual, es decir, lo que una persona considera

significativamente invariante o no, puede ser irreconocible o no trivial para otra.
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Segunda dificultad, especialmente entre los estudiantes de primaria, ellos necesitan adquirir
la préactica matematica de que un patron con pocos elementos se comportara, muy
probablemente, de acuerdo con una expresion general que logra ser extraida de la estructura
matematica proporcionada a partir de los elementos cercanos y que luego se proyectara a
elementos lejanos. Esta practica se concibe como la necesidad de una explicacion de
regularidad, relativa a la fase de estructuracion de alto nivel, que sigue a la fase concreta de

extension del patron (Rivera, 2013).

Para Rivera (2010), la generalizacion de patrones implica la coordinacion de dos acciones
interdependientes: (1) accion abductiva-inductiva sobre los objetos, que implica usar
diferentes formas de contar y estructurar objetos discretos o partes de un patrén, de una
manera algebraicamente Util; y (2) accion simbolica, que implica traducir (1) en forma de
generalizacion algebraica. La abduccion, tomada desde la vision de Charles Peirce, la
considera como una hipotesis preliminar generada a partir de las caracteristicas comunes que
se pueden apreciar en los elementos de un patron (Rivera, 2008). Existe una actividad de
razonamiento en la que permean conjeturas, de modo que, se van construyendo abducciones

parciales. Una abduccidn completa requiere un proceso combinado de abduccién-induccién.

Las pistas de tipo perceptual proporcionan una posible fuente de afirmaciones abductivas.
Cuando los estudiantes analizan los casos particulares de un patrén figural, suelen producir
interpretaciones plausibles. Al principio, la abduccion implica generar inicialmente una
hipotesis o un rango reducido de hipotesis, que luego se someten a verificacion a través de la
induccion. La abduccidn es la fuente de ideas originales y, a menudo, esta influenciada por
conocimientos y experiencias previas; a diferencia de la induccion que corrobora una
afirmacion abductiva probandola en casos particulares, con la esperanza de que los posibles

errores se corrijan a través de la validacion de mas casos (Rivera 2013).

Existen estudiantes que pueden emitir fuertes abducciones, éstas se caracterizan por ser
simples, conservadoras, unificadoras y de gran comprension. En la actividad matematica de
generalizacion de patrones y en otros contextos matematicos, una fuerte abduccion es una

condicion deseada (Rivera 2013). El término algebraicamente util, respecto a la
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generalizacion de patrones, consiste en la produccién de una fuerte abduccion que debe ser
emitida en forma de expresion directa o formula concreta (Lee, 1996 citado en Rivera, 2013).
Es importante mencionar que, las hipotesis abductivas proporcionan explicaciones o
justificaciones que no se prueban. De hecho, proporcionan explicaciones o justificaciones

que asignan ante todo responsabilidad causal.

Otros aspectos que va concretando Rivera (2015), en sus trabajos mas recientes de
investigacion, son los factores que configuran el procesamiento de la generalizacion de
patrones, los cuales influyen en la construccién, expresion y justificacion de las estructuras

interpretadas por los estudiantes. Dichos factores son los siguientes:

- La naturaleza y fuentes de generalizacion. Algunos estudiantes se centran en las relaciones
invariantes prestando atencion a lo que ocurre en cada término; mientras que otros tienden

a concentrarse en sus metodos o procedimientos, en vez de los objetos mismos.

- Tipos de estructuras. Dependiendo de la edad existen ciertos tipos de estructuras que suelen

construir los estudiantes, influenciados por lo que encuentran significativo y relevante.

- Atencion o conciencia de la estructura. La atencion puede ser orientada a través del nimero
suficiente de términos que se proporciona en una secuencia. También, en la variedad de
tareas que se proponen, incluyendo aquellas en las que s6lo se proporciona un caso
particular bien definido, donde el foco principal de atencién de los estudiantes esta dirigido
hacia la busqueda de la estructura del patron a generalizar.

- Representacién de las generalizaciones. Representar se refiere a comunicar, expresar y
transmitir explicitamente en algun medio (o medios) reconocibles, en forma y contenido,
desde expresiones aproximadas, idiosincrasicas y no estructuradas, hasta expresiones

exactas, sofisticadas y estructuradas.

- Contextos en la generalizacidn. Es importante cuidar la combinacion de contexto y célculo
para que los estudiantes expresen una adecuada generalizacion. Una aportacion de los

contextos (Ellis, 2007 citado en Rivera, 2015) es la evolucidn conceptual en los estudiantes,
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la cual resulta de trabajar primero con patrones numéricos (conjunto discreto) y después en
contextos de relaciones cuantitativas (conjunto continuo) para desarrollar principios

generales, méas poderosos, relacionados con la linealidad.

En edades tempranas, los estudios de investigacion empirica que desarrolla Rivera (2018)
sobre generalizacion de patrones, describen principalmente el papel de los factores
cognitivos, mencionados previamente, que suelen estar presentes en los estudiantes al
generalizar patrones figurales y numéricos. El autor expresa que no existe un camino Unico
u optimo para que un estudiante produzca una generalizacion exitosa, lo que lleva a
considerar diversos caminos que dependen en gran medida de cémo ellos interpretan las
caracteristicas de un patron (forma, propiedad figural o numérica, relaciones, etc.),
especialmente de cdmo procesan esas caracteristicas. Sin embargo, refiere que, en edades
tempranas, existen tres tipos de razonamiento inferencial involucrados en la construccion y
justificacién de la generalizacion de patrones: abduccidn, induccion y deducciédn cerrada; en
esta Ultima, tanto la regla establecida por abduccidon e induccion, los elementos conocidos,

asi como la extension del patron, se utilizan como hipotesis para justificar una conclusion.

Existen diversos aspectos que pueden ser objeto de estudio en el contexto de la generalizacion
algebraica en edades tempranas, algunos de estos se aprecian en este apartado. En esta
investigacion, es de particular interés el estudio de las expresiones de generalizacién que
producen los estudiantes cuando resuelven tareas que promueven generalizacion. En el

siguiente capitulo se explica sobre este tema.
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Capitulo 11

Expresiones de generalizacion algebraica

Se parte de la premisa que, expresar la generalidad es un proceso que contribuye al desarrollo
y adquisicion del lenguaje algebraico. De modo que, cuando los estudiantes comunican las
regularidades que observan en tareas matematicas de generalizacion, es referencia del trabajo
algebraico, aun principiante, que ellos producen (Mason, Graham, Pimm y Gowar, 1999).

2.1 Notacién alfanumérica del lenguaje algebraico

Una caracteristica del lenguaje algebraico es la notacién alfanumérica, lo que genera posturas
acerca del rol que juegan los signos en el pensamiento algebraico, sobre todo en edades
tempranas, sin experiencias en el uso de la notacién algebraica. Wagner (1983) relata la

siguiente anécdota al introducir literales simbdlicas:

El tema de la sesién fue enteros consecutivos. La profesora intentaba preparar a los
estudiantes hacia la secuencia x, x + 1, ... empezando con un ejemplo numérico, por lo
cual preguntd ¢cual es el entero consecutivo que sigue después de 17? Un estudiante

contesto, “18”. Considerando que la representacion de afiadir 1 podria ser un problema
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para los estudiantes, la profesora sabiamente pregunto: ;Qué tenemos que hacerle al 17
parallegar a 187, “Anadir 1 contestaron. “Bien”, alento la profesora. “Ahora supongamos
gque usamos x para representar un entero desconocido, ¢cémo podemos escribir el
siguiente entero consecutivo después de x?, es decir, ;cOmo podemos representar el

numero que obtenemos cuando afiadimos 1 a x?”. Sin dudar, la respuesta fue “y

(Wagner, 1983, p.474). En el abecedario, la “y” es la siguiente letra después de la “x”.

Cuando los estudiantes no tienen experiencias en percibir cantidades variables o usar
simbolos que representen esas cantidades variables, es dificil que puedan atribuir, de manera

espontanea, literales para representar sus expresiones de generalizacion.

En el marco de un proyecto de investigacion realizado por Radford (1999), un grupo
conformado por tres estudiantes de 14 afios interpretaron “n” como se expone en el siguiente
didlogo. La tarea que resolvieron corresponde a una secuencia geométrica-numérica, como
se aprecia en la Figura 2-1. Dicha tarea fue resuelta después de un mes de que los estudiantes

fueron introducidos a conceptos basicos de patrones.

OO0 OO0O0 OO0O0OO
@ OO OO0

Fig. 1 Fig. 2

;Cuantos circulos hay
* en la parte superior de la figuran® 6?
* en la parte inferior de la figuran® 6?
* en total en la figuran® 6?

!

ig. 3

;Cuantos circulos hay
* en la parte superior de lafiguran® 11?
* en la parte inferior de la figuran® 11?
* en total en la figuran® 11?

;Cuantos circulos hay en la parte superior de la figuran® “n”?
;Cuéantos circulos en total hay en la figuran® “n”?

jExplicar la respuesta!

Figura 2-1. Secuencia geométrica-numérica presentada por Radford (1999) en un estudio de investigacién
con estudiantes de secundaria.
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Alumno 2:

Alumno 1:
Alumno 2:
Alumno 1:
Alumno 2:
Alumno 1:

Alumno 1:
Alumno 2:
Alumno 1:

Alumno 3:
Alumno 2:
Alumno 1:

Profesor:

Alumno 2:
Alumno 1:

Profesor:

Alumno 3:

Profesor:

Alumno 1:

Profesor:

Alumno 2:

Profesor:

Alumno 1:
Alumno 2:
Alumno 1:
Alumno 2:
Alumno 1:

Wow! [refiriéndose al total en la figura n® 11] esa era facil. [Lee ahora la siguiente pregunta]
(Cuantos circulos hay en la parte superior de la figura “n”? ¢Qué? [proporcionando la hoja
con un gesto hacia sus compafieros] O.K. jEsto que lo haga otro!
(Cuantos circulos...? ;Qué significa esto?

No se.

¢Cual es la figuran? ... ;No es qué letra en el alfabeto?
Preguntale al profesor.

[Contando las letras del alfabeto que ha escrito] Catorce, n es 14 pues es la catorceava letra
del alfabeto ¢no es cierto?

¢ Cuéntos circulos tendra la fila superior de la figura 14? n es 14.
iNo! {No es 14!

iSil iSi es!

En ese momento el profesor se aproxima al grupo.

¢Qué esn?

(Qué es n? No lo sabemos...

n es 14 pues es la catorceava letra del alfabeto ¢no es cierto?

n es un nimero cualquiera.

O.K.

No entiendo.

¢No entiendes?

¢Para cual? [refiriéndose a las figuras] ¢ éste, éste o éste?

No importa cuél.

14

Puede ser 14...

[Interrumpiendo] ¢No importa qué nimero?

[Continuando la frase anterior]...puede ser 18, puede ser 25...
jAh! ;Puede ser cualquier nimero?

El nimero que decidamos.

0.k, n puede ser euhh...

Doce

Si

De acuerdo con Radford (1999), los alumnos entienden la expresion “un nimero cualquiera”

en el sentido del sistema semidtico de la aritmética, es decir, como un nimero arbitrariamente

escogido, pero concreto.

En otra investigacion, desarrollada por Schielmann et al. (2011), se entrevistd a dos alumnas

de tercer grado de primaria. El problema por resolver corresponde a un problema de alturas,

en el que se plantea que Martha es 3 pulgadas mas alta que Alan. Durante la entrevista, el

entrevistador e investigador (David Carraher) se centra en promover la expresion x + 3,

dando lugar al siguiente episodio.
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David: Bien, ahora, si no supiera la altura de Alan, entonces solo tendria que decir: “Bueno, no la
conozco asi que voy a llamarla ‘x’...”

Melisa: Podrias adivinarla.

Jennifer:  Se podria decir eso, pero, bueno, solo te diria que digas cualquier nimero.

David: ¢Por qué no uso una x y digo que cualquiera que sea lo voy a llamar x?

Ambas: [Perplejas]

David: ¢Les gusta esa idea o se siente extrafia?

Jennifer:  Es extrafia.

Melissa No, mas o0 menos...

David: [Hablandole a Jennifer] ;Se siente raro?

Jennifer:  Si, porque tiene que tener, tiene que tener un nimero. Porque...todas las personas en el mundo
tienen una altura

Para Jennifer no resulta apropiado usar la letra x que representa cualquier altura y describir
la altura de Alan, ya que Alan no puede tener cualquier altura, sino una altura determinada
(Schielmann et al., 2011). El entrevistador plantea otro ejemplo, con la intencion de que

Jennifer acepte usar la letra x para representar una cantidad variable.

David: OK. Bueno... lo voy a hacer un poco diferente. Tengo un poco de dinero en mi bolsillo.

David: Les voy a decir lo siguiente: voy a sacar una moneda de un peso, (OK? Y voy a dartela por
ahora. Tengo un poco de dinero aqui [en la billetera], ;podemos llamar x a lo que tengo? Porque,
sea lo que sea, es eso, es la cantidad de dinero que tengo.

Jennifer:  No se puede llamar x porque... si tienes algo de dinero alli, no puedes simplemente llamarlo x,
porque tienes que contar cuanto dinero [hay] ahi adentro.

David: Pero ¢qué pasa si no lo sabes?

Jennifer: Lo abresy lo cuentas.

Jennifer insistié en que no seria adecuado referirse al dinero en la billetera como x, ya que

ésta contenia una cantidad fija y determinada de dinero (Schielmann et al., 2011).

Aunque los estudiantes presentan dificultades para la notacion algebraica; Carpenter, Franke
y Levi (2003), citados en Blanton et al. (2017), argumentan que la transicion del lenguaje
natural a la notacion simbolica no es tan dificil si los estudiantes ya perciben y entienden las

cantidades variables que son representadas.
De hecho, en la directriz de Kaput (2014) se conciben las expresiones de generalizacion
orientadas sisteméaticamente hacia sistemas de simbolos convencionales. Y en la direccion

de Carraher et al. (2006) y Schielmann et al. (2011), ya se distingue el uso temprano de
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notacion algebraica, es decir, el uso de letras para representar cantidades incognitas y
variables, en virtud de que, consideran que dicha notacion influye en el aprendizaje del
algebra. Estos ultimos autores, afirman que los estudiantes como Jennifer y Melissa pueden
hacer la transicion de letras como incognitas, hacia letras como variables. En el caso de
Jennifer, expresan que con el tiempo se redujo su conflicto, al pensar que la cantidad de
dinero en la billetera hipotéticamente podria asumir mas de un valor. A continuacion, la

explicacion de Jennifer para la letra x:

Jennifer:  La cantidad de dinero que hay ahi es... cualquier cantidad ahi dentro. Y después... si quieres
agregar 5 centavos, si era como...imagina que son 50 centavos, le afiades 5 méas y entonces
serian 55 centavos.

Radford (2018), de igual manera, sugiere un simbolismo que incluye al alfanumérico, aunque
también involucra los sistemas semi6ticos no convencionales, como el lenguaje natural, los
gestos, el ritmo y otros recursos semioticos a través de los cuales considera que los
estudiantes dan significado a la generalidad algebraica. No obstante, para promover el
simbolismo alfanumérico se hace necesaria la intervencion del docente quien introduce el
uso de letras y orienta su significado (ver p. ej. Blanton y Kaput, 2004; Radford, 1999;
Carraher, Schliemann y Schwartz, 2013), ya que pasar de una notacién aritmética a una
notacién algebraica, implica un cambio conceptual que requiere ser desarrollado

paulatinamente.

Desde la perspectiva de Mason (1999, 2018), la notacion matematica formal se debe trabajar
de forma gradual, a la velocidad individual de quien aprende. Los estudiantes deben percibir
que los simbolos se usan para expresar generalidades, pero s6lo los emplearan en forma
exitosa cuando estén listos para hacerlo y cuando perciban una necesidad de hacerlo (Mason,
1999). Asimismo, Mason destaca que es importante examinar el significado que los

estudiantes le dan a las expresiones simbolicas.

Ciertamente, cuando los estudiantes resuelven tareas de generalizacion en las que las literales
juegan el rol de variables, suelen usar las letras como una etiqueta para representar un objeto

y no una cantidad. Esto debido a que, cuando se empieza a introducir en el aula el uso de las
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letras como simbolos matematicos, éstas suelen usarse, justamente, como etiquetas, por
ejemplo 8 pelotas (8 p), 10 manzanas (10 m), 20 metros (20 m) y esta connotacion es la que
suele influir posteriormente (Grimaldi e Itcovich, 2013). Wagner (1983) menciona que los

simbolos literales pueden resultar faciles de usar, pero dificiles de entender.

2.2 Expresiones de generalizacion algebraica no alfanuméricas

En el recorrido gradual hacia la notacion algebraica es importante reconocer que, cuando los
nifios no tienen experiencias formales en tareas de generalizacion, recurren a su repertorio de
conocimientos y experiencias previas para desarrollar representaciones que ellos consideran
significativas, aunque no siempre sean las correctas. A través de esas respuestas genuinas

transmiten la naturaleza de sus generalizaciones (Rivera, 2013).

Estas representaciones propias de los estudiantes, que no corresponden a representaciones
convencionales o institucionales, son denominadas representaciones funcionales por Cortés,
Hitt y Saboya (2014, 2016). Dichas representaciones estan vinculadas al pensamiento
espontaneo de los estudiantes cuando resuelven un problema o una situacién problema. De
tal modo que, los estudiantes suelen producir representaciones espontaneas que usualmente
no es posible catalogar dentro del repertorio de representaciones institucionales; sin embargo,
son las que ayudan principalmente a los estudiantes en la resolucién de las tareas solicitadas
(Hitt, Saboya y Cortés, 2017; Hitt 2020). De hecho, los autores opinan que existe una
tendencia a no considerar las representaciones espontaneas como elementos sustanciales para

hacerlas evolucionar hacia las representaciones institucionales.

También, es importante mencionar que, cuando los nifios se enfrentan por primera vez a
tareas de generalizacion, ver alguna regularidad puede ocurrir pasado un determinado tiempo

y expresarlo por escrito suele ser mas complicado que comunicarlo oralmente (Mason, 1999).
Para Mason et al. (1999) existen varias formas de registro que permiten apreciar la

generalidad que los estudiantes expresan. Y en la medida en que son expuestos a tareas de

generalizacion no so6lo van desarrollando su capacidad para generalizar, sino que pueden
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producir expresiones sofisticadas de generalizacion (Mason, 1999). Para dicho autor, no solo
las expresiones alfanuméricas son de naturaleza matemaética, sino que reconoce que las
expresiones verbales también se consideran algebraicas. Antes de los simbolos
alfanumeéricos, los estudiantes suelen expresar lo que perciben en las tareas de generalizacién
mediante el lenguaje natural. A continuacion, algunos ejemplos de manifestaciones de

generalizacion en edades tempranas.

En un estudio llevado a cabo por Warren (2005a), se les presento a nifios con edad promedio
de 9 afios el siguiente patrén figural Q' Q QIO O QL. Los nifios con instruccion del

docente registraron en una tabla la cantidad de corazones y cuadrados para 4 repeticiones, es
decir, 3, 6, 9, 12 para la columna etiquetada como ‘corazones’ y 1, 2, 3, 4 para la columna
etiquetada como ‘cuadrados’. Se les pregunté a los nifios cuantos cuadrados y cuantos
corazones habria para cien repeticiones. Una nifa contesto “cien cuadrados y ciento ocho
corazones” y cuando se le pregunt6 por qué, apuntd la ultima entrada de su tabla y menciono
que hay ocho corazones mas que rectangulos (en la cuarta repeticion se puede notar que hay
12 corazones y 4 cuadrados por lo que, se tienen 8 corazones méas que cuadrados). Cuando
se le preguntd a la clase si la respuesta era correcta, varios alumnos estuvieron de acuerdo
con dicho resultado, sin embargo, una nifia que estaba en desacuerdo, apuntando la tabla
respondid: “hay trescientos corazones y cien rectangulos porque tres veces uno es tres, tres

veces dos es seis, tres veces tres es nueve”.

Otro ejemplo que se presenta a continuacion pertenece al estudio denominado Generalizing
to Extend Arithmetic to Algebraic Reasoning (GEAAR) desarrollado por Blanton y Kaput
(2004). La tarea se denomina “Ojos y colas” y se aplicé a estudiantes de primaria, posterior
a sesiones previas de tareas de generalizacion. El objetivo del proyecto era que los profesores
transformaran el enfoque de la aritmética, hacia oportunidades para que los estudiantes

construyeran patrones, conjeturaran, generalizaran y justificaran relaciones matematicas.

Tarea: Ojosy colas
Supongamos que estuvieras en un refugio de perros y quisieras contar todos los ojos de los perros que se

encuentran ahi. Si hubiera un perro ¢cuantos ojos habria? ¢Y si hubiera dos perros? ¢ Tres perros? (100
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perros? ¢Ves alguna relacion entre el nimero de perros y el nimero de ojos? ¢Cémo describirias esta

relacion? ¢ Como sabes que dicha relacién funciona?

Supongamos ahora que quieres encontrar cuantos 0jos y colas habia en total. ¢ Cuantos ojos y colas hay
para un perro? ¢Dos perros? ¢ Tres perros? ¢100 perros? ;Como describirias la relacion entre el nimero

de perros y el nimero de ojos y colas? ¢C6omo sabes que dicha relacién funciona?

Entre los resultados se encontrd que los estudiantes de 6 y 7 afios representaron con un punto
cada 0jo y con una marca larga cada cola. Algunos de ellos expresaron el patrén como,
“contar por dos” 0 “cada vez que agregamos un perro mas, obtenemos dos ojos”. Los datos
se calcularon hasta para 10 perros. Algunas expresiones en estudiantes de 8 y 9 afios
evidenciaron una relacion multiplicativa “tienes que duplicar el nimero de perros para
obtener el numero de ojos”. Y en estudiantes de 10 a 12 afios se encontraron expresiones del

estilo “no importa cuéntos perros tengas, puedes multiplicarlo por 2".

Kaput, Carraher y Blanton (2014) reconocen que el lenguaje natural sirve como punto
importante de partida hacia la notacion simbolica y el aprendizaje del algebra, porque les

permite comenzar a entender y describir conceptos algebraicos usando un lenguaje conocido.

2.3 Tareas matematicas que promueven generalizacion

Existen diferentes tareas matematicas para promover el desarrollo de la generalizacion
algebraica en edades tempranas; y motivar a través de ellas las expresiones de generalizacion.
En esta investigacion se proponen la resolucién de secuencias figurales-numéricas,
numéricas y problemas en contexto. A continuacion, se describen las caracteristicas que

distinguen a estas tareas.

2.3.1 Secuencias y patrones

Una secuencia es un conjunto de elementos ordenados mediante un patron o relacion. Hay

dos clases de secuencias que suelen explorarse en edades tempranas para propiciar la
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generalizacién: aquellas que se conforman de patrones de repeticion y las que se conforman

de patrones de crecimiento (Warren, 2005b; Warren y Cooper, 2006; Rivera, 2013).

Un patron de repeticion se concibe como aquella unidad discernible de repeticion. La
repeticion del patron forma la secuencia, es decir, la secuencia tiene una estructura ciclica
que puede generarse por la aplicacion repetida del patron. Las secuencias que suelen
trabajarse con los escolares pequefios (principalmente de prescolar a tercer grado) son

figurales, mayormente geométricas, un ejemplo de ello se puede apreciar en la Figura 2-2.

AAOOALAOCO

Figura 2-2. Secuencia conformada por un patron de repeticion geométrico, presentada en Rittle-Johnson,
Fyfe, McLean y McEldoon (2013).

Este tipo de secuencias permite guiar a los estudiantes a moverse en un solo conjunto de
elementos; conduciéndoles a distinguir la unidad de repeticion (patron); crear nuevas
secuencias con la misma regla estructural; extender o continuar las secuencias (ya sea una o
mas unidades de repeticidn); o completar la parte faltante de la secuencia (al remover algunas
piezas para que el estudiante las coloque acorde con la unidad de repeticion). También, es
posible mediante este tipo de secuencias encauzar a los estudiantes pequefios a establecer

relaciones entre dos conjuntos, pero para ello se requiere mayor intervencion docente.

Las secuencias que involucran patrones de crecimiento se caracterizan por tener unidades
distinguibles Ilamadas términos y cada término depende del anterior o del valor numérico de
la posicion (Queensland Studies Authority, 2005). Pueden ser figurales o numéricas, los
términos aumentan de forma progresiva siguiendo una determinada regla que determina el
crecimiento. Tienen un nivel de dificultad mayor que las secuencias que involucran patrones
de repeticidn, por lo que en la educacién primaria estan recomendados para los cursos de
tercero a sexto grado. Dependiendo de la complejidad de la regla se incrementa la dificultad
para resolverlas (Zapatera, 2018). En la Figura 2-3 se presenta un ejemplo de secuencia
figural o geométrica, creciente (aumenta de forma progresiva) y lineal (porque la regla que

lo rige es 2n).

31



Capitulo II. Expresiones de generalizacion algebraica

1° 2°

Figura 2-3. Secuencia conformada por un patrén de crecimiento, presentada en Warren (2009).

Las secuencias figurales son de interés en diversas investigaciones (Carraher, Martinez y

Schielman, 2008; Bottinger y Sébbeke, 2009; Cafiadas, Brizuela y Blanton, 2016) porque los

patrones al ser visuales pueden conducir a encontrar la regla de generalizacion, expresandola

de varias maneras dando oportunidad, incluso, a trabajar con expresiones equivalentes (Lee

y Freiman, 2006; Villa, 2006; Rivera et al., 2007), por ejemplo, en la Figura 2-4 se muestran

algunas formas en las que estudiantes de secundaria visualizaron el patrén figural presentado,

proporcionando diferentes expresiones matematicas equivalentes. Sin embargo, no cualquier

forma visual es factible de expresar simbélicamente de manera inmediata, como en el inciso

a) en la que se visualiza facilmente la constante 3, pero no la expresion faltante que compete
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Tomado de Lee y Freimann (2006).
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b) 1+ (3n)

c(@n+1)+n

d)3(n+1) -2

Figura 2-4. Algunas formas en que los estudiantes visualizaron el patrén creciente.
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En cuanto a las secuencias numéricas, el trabajo en edades tempranas se centra primeramente
en encontrar el siguiente nimero de la secuencia y los estudiantes suelen hallarlo basdndose
del namero anterior (Wilkie, 2014). Para encontrar la regla es necesario poner en juego otro
tipo de habilidades visuales, asi como habilidades numeéricas y de abstraccion (Villa, 2006).
Cuando las secuencias numéricas corresponden a secuencias aritméticas, la técnica que suele
usarse es el de diferencias, la cual es propia de la definicion de secuencia aritmética (Zazkis
& Liljedahl, 2002a). Las diferencias pueden darse entre los términos o entre cada término y
su posicion, a partir de ahi abstraer la regla que define a la secuencia. Por ejemplo, en la

Figura 2-5 la diferencia entre dos términos consecutivos de la secuencia es 3.

2 5 8 11 14 17

D A N A N
3 3 3

Figura 2-5. Secuencia numérica presentada en Wilkie (2014).

Ademaés de la diferencia entre términos para encontrar la regla que define a la secuencia, es
necesario enfocarse en los elementos del conjunto posicion (ver Figura 2-6). Mason et al.

(2005) refieren a este enfoque de atencion como reconocimiento de relaciones.

Valor resultante que corresponde al

Diferencia entre términos término, disminuido en 1
Valor de la posicion Regla/_\/
3(L-1 3(2)—-1 33)—-1'"34 -1 3(n)—1
Término 2 5 8 11 14 17 ...
Posicion 1 2 3 4 5 6 n

Figura 2-6. Referentes para encontrar la regla que define a la secuencia humérica. Elaboracion propia.

Cuando se trabaja con secuencias es importante considerar que los estudiantes puedan
conjeturar una regla verdadera con los conocimientos previos que poseen. Sin embargo, es
importante mencionar que ninguna secuencia finita de elementos genera de manera tnica el
siguiente término, por ejemplo, en la secuencia numérica 1, 2, 3,4, 5, 6... el siguiente término

puede ser 7 si la secuencia es definida por a,, = n, 0 bien 727 si la secuencia esta definida
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pora, = n—1)(n—2)(n—3)(n—4) (n—5) (n—6) + n. Pero a simple vista, es

mas factible continuar la secuencia con el término 7, que con 727 (Zazkis y Liljedalh, 2002b).

2.3.2 Problemas en contexto hipotético

En los problemas en contexto hipotético, la situacidn que se plantea se construye a partir de
una serie de suposiciones acerca del comportamiento de las variables o pardmetros que
explican el desarrollo del problema (Barrera y Santos, 2002). Este comportamiento no se
basa en datos o informacién real o de laboratorio. Sin embargo, hay una intencion en la
organizacion de los datos para provocar que el proceso de solucion responda a ciertos fines

didacticos.

Estos problemas® se conforman de un texto informativo en el que se describe cierto evento a
ser resuelto; se involucra algun contexto en el que se incluyen personajes, hechos,
fendmenos, etc., que puedan ser interpretados por los estudiantes y cuya solucion o dominio
de la variable esta delimitado por el contexto mismo. En la resolucion, es de interés explorar
las maneras en las que los estudiantes interpretan los datos involucrados en la situacion, las
representaciones que suelen usar y cémo establecen las relaciones entre las variables

implicadas.

Carraher, Schielmann y Brizuela (2000) expresan que los contextos de naturaleza cotidiana
suelen proporcionar referentes significativos para la resolucién de tareas matematicas.
Inclusive, hacen referencia a que el rol que juega el estudiante en el contexto de la situacion
presentada (p. ej. situarse como cajero de una tienda, el nieto que ahorra dinero, el nifio que
compra en la tienda, etc.) en ocasiones puede contribuir a estrategias adecuadas de

resolucion.

También, estos autores refieren que las cantidades sirven como precursoras de las variables

matematicas, las cuales son componentes de las funciones (Schielmann, Carraher y Brizuela,

3 En lo sucesivo, cuando se use la frase problemas en contexto o incluso solo la palabra problemas se referira a
problemas en contexto hipotético.
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2011, p.133). Refiriéndose a Fridman (1991), estos autores destacan que, mediante la
asignacion de nameros a las cantidades, ya sea directamente (“toma 10 centimetros de
cuerda”) o a través del céalculo de la medicion, los individuos producen cantidades medidas.
Estas representaciones cuando se les da forma en la notacién contienen informacién tanto
acerca de la cantidad (a través de una unidad de medida), como acerca del nimero (cuantas
unidades hay). Los autores opinan que, las medidas son objetos matematicos especiales en

actividades de la vida cotidiana.

Asimismo, los autores toman en consideracién como los vendedores ambulantes manejan
cantidades haciendo “matematica oral”. Cuando calculan el precio de una cierta cantidad de
articulos que venden, comienzan a partir del precio de un articulo y por lo general realizan
sumas sucesivas de ese precio tantas veces como el nimero de articulos a ser vendido,
sumando dinero con dinero y articulo con articulo (realizando operaciones sobre medidas de
la misma naturaleza). Posteriormente, establecen una correspondencia de valores entre las
diferentes medidas, por ejemplo, 3 cocos son 105, 6 cocos son 210. De manera que, los
contextos cotidianos pueden crear condiciones que permitan a los estudiantes establecer
relaciones entre las variables involucradas y no centrarse, Unicamente, en los calculos

numéricos (Schielmann, et al., 2011).

Otros autores, como Cummins, Kintsch, Reusser y Weimer (1988), expresan que los
problemas en contexto, por ejemplo, Cada lapiz cuesta 6.5 pesos. Si deseo comprar 30
lapices ¢cuanto debo pagar? suelen ser mas dificiles de resolver por los nifios que los
problemas en formato numeérico (6.5 x 30), ya que el proceso de resolucion de un problema
en contexto requiere primero de una fase de comprension del texto para dar lugar a la fase de
solucion. En la fase de comprensidn, se procesa el texto y se crean representaciones y
relaciones cuantitativas internas correspondientes a lo expresado. En la fase de solucion, se
transforman dichas relaciones cuantitativas que se representan tanto interna como
externamente para llegar a una solucion. Por lo general, en la fase de solucion, el problema

es traducido a una expresion simbolica y luego dicha expresion es resuelta.
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Sin embargo, a pesar de la dificultad que implica la resolucién de problemas en contexto,
Mason (2018) manifiesta que los nifios responden a desafios que se perciben como accesibles
e incluso alcanzables, pero que, desafortunadamente, a menudo la escuela contribuye a
suprimir esta respuesta natural. Los nifios se acostumbran a que les digan exactamente qué
hacer, hasta el punto de la dependencia. Pero, en la resolucion de problemas no se trata
simplemente de obtener respuestas a tareas rutinarias, sino mas bien desarrollar la capacidad
y habilidades de los estudiantes ante tareas novedosas y exigentes que movilicen sus

conocimientos.

Considerando los referentes proporcionados, a continuacion, se plantea el problema de

investigacion.

2.4 Problema de investigacion

El presente estudio, el cual incursiona en el &mbito del razonamiento algebraico en edades
tempranas, tiene como proposito de investigacion analizar el proceso de generalizacion y las
expresiones incipientes que producen estudiantes de 10 a 12 afios cuando resuelven tareas
matematicas de generalizacion, basandose solamente en sus experiencias y conocimientos

previos, sin ensefianza o entrenamiento en tareas de generalizacion.

Aunque se comparte la postura de que una notacién alfanumérica es caracteristica del
lenguaje algebraico, esta investigacion se basa en una perspectiva que no hace énfasis en
dicha notacidn, sino en las expresiones de generalizacion algebraica que pueden producir los
estudiantes de manera incipiente en formato escrito y verbal, con base en sus conocimientos
previos de aritmética adquiridos durante sus cursos escolares anteriores, sin haber recibido

un entrenamiento en tareas de generalizacion.

De acuerdo con Mason, et al. (2005) cada estudiante desde que inicia la escuela tiene la
capacidad de abstraer y generalizar a partir de casos particulares. De modo que, resulta de
gran importancia orientar esa cualidad hacia la generalizacion matematica (Mason, 1996),

lograr que la usen y desarrollen en un contexto de numeros y relaciones para dar lugar al
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pensamiento algebraico (Mason, 2008). Asimismo, para las expresiones de generalizacion,
se debe permitir que fluya el lenguaje natural antes de introducir cualquier notacion externa,
asi como tratar de interpretar las generalizaciones que los estudiantes expresan como punto

de referencia para promover la notacion alfanumeérica.

Asi, el interés de esta investigacion consiste en analizar esas expresiones de generalizacion,
primitivas, que producen los estudiantes y poder apreciar en ellos ese potencial para
generalizar que refiere Mason (1996, 1999, 2014). También, son de interés el proceso de
generalizacion hasta llegar a la expresion emitida, asi como el tipo de registro que
proporcionan los estudiantes. Para dar cuenta de ello, el marco de referencia compete a las

aportaciones de John Mason, el cual se explicara con mayor detalle en el Capitulo 1V.

Respecto a las tareas matematicas de generalizacion, mediante las cuales se pretenden
observar el proceso y obtener las expresiones de generalizacion algebraica por parte de los
estudiantes, estas competen al disefio de secuencias figurales-numéricas, secuencias
numéricas y problemas en contexto, las cuales estan definidas por unaregla de generalizacion

que corresponde a la relacién entre dos variables.

2.4.1 Objetivos de investigacion

Los objetivos de investigacion son:

1. Analizar y describir el proceso de generalizacion de los estudiantes durante la resolucion

de secuencias figurales-numeéricas, numéricas y problemas en contexto.

2. Determinar el alcance de generalizacion algebraica en las expresiones producidas por los

estudiantes al explicitar la regla de generalizacion que subyace a cada tarea matematica.
Las tareas se proponen en un orden estructurado que conlleva ir gradualmente de secuencias

figurales-numéricas a problemas en contexto. Mediante las secuencias figurales-numeéricas

se pretende que los estudiantes pongan en préactica sus habilidades visuales y aritméticas.
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Posteriormente, a través de las secuencias numéricas y los problemas en contexto de texto
breve, con los datos numéricos organizados en tablas, se promueve que los estudiantes
trabajen solamente con relaciones numéricas. Finalmente, se proponen problemas en
contexto de texto extenso, promoviendo que los estudiantes establezcan las relaciones entre
las variables, apoyados por el contexto. Los detalles de dichas tareas matemaéticas se

describiran en el Capitulo IV.
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Capitulo III

Aportaciones tedricas de John Mason sobre
generalizacion algebraica

Este trabajo de investigacidn se sustenta en las contribuciones realizadas por John Mason,
durante méas de tres décadas, respecto a la capacidad de generalizar que poseen los
estudiantes; y como ésta, puede ser desarrollada mediante tareas matematicas que conduzcan
a los escolares a expresar la generalidad que observan. Para ir explicando los referentes que
conforman las aportaciones de este autor, analizaremos la siguiente secuencia® tomada de
Mason (1999).

Considérese la siguiente secuencia presentada horizontalmente, fila por fila:

1 x 6 + 6 =3 X 4

2 X 7 4+ 6 = 4 x5 @
3 x 8+ 6 =5 x 6

4

4 El andlisis y resolucién de dicha secuencia es realizado por la autora de este documento.
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Si nos preguntamos ¢qué sigue en la cuarta fila? Muy probablemente expresemos:

4 X 9 + 6 =6 X 7 1)

De acuerdo con Mason (1999), esto es posible porque uno experimenta una sensacion de
generalidad de cémo deberia continuar el patron. Mason et al. (2005) destacan que cada
estudiante tiene la capacidad de abstraer y generalizar a partir de casos particulares; y que

expresar la generalidad es natural y parte del ser humano.

Opina que la generalizacion es una raiz del algebra y que los estudiantes deben realizar tareas
de generalizacion desde la primera oportunidad para que esa capacidad natural pueda
fortalecerse. Aquellos estudiantes que no tienen oportunidad de generalizar se encuentran en
desventaja a medida que avanzan en la escuela (Mason, 2018). La manipulacién de objetos
—matematicos— familiares es el comienzo para empezar a apreciar la estructura matematica
que subyace en ellos, a partir de los cuales se espera que los estudiantes puedan,

eventualmente, expresar la generalizacion que perciben (Mason, 1999).

Continuando con el anélisis de la secuencia (I), se pueden proponer mas filas de nimeros y
simplemente responder a una secuencia creciente, identificando y reconociendo ciertas
caracteristicas en ellas. Pero también se puede ir mas alla preguntando por los nimeros que
conformarian determinada fila, por ejemplo, ¢cuales seran los numeros de la fila doce o que
inician con el numero 12? Este es un ejemplo que promueve una generalizacion cercana y
que suele caracterizarse por la intencidn de continuar la secuencia, dibujando o escribiendo

los numeros, fila por fila, hasta llegar a la solicitada.

Construir una fila, cuyo numero inicial sea mucho mas distante que el nimero 12, por
ejemplo 85, conlleva prestar mayor atencion a los detalles y empezar a generar conjeturas
para poder construir dicha fila. Los valores distantes promueven una generalizacion lejana,
que se caracteriza por la necesidad de buscar una regla general, ya que proceder fila por fila

resultaria engorroso.
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La accion de completar mas nimeros ya sea fisica 0 mentalmente, sirve para aclarar y
precisar el sentido de lo que esta sucediendo, asi como preparar el camino para la declaracion

de una regla general (Mason, 1989).

El proceso que conduce a la generalizacién de la secuencia (l), o cualquier otra secuencia,
puede corresponderse con una espiral de acciones continuas, denominadas manipular,

obtener sentido de y articular (Mason, 1996), que se describen a continuacion.

3.1 Espiral de acciones en el proceso de generalizacion

La espiral de acciones (ver Figura 3-1), propuesta por Mason (1996), consiste en la
manipulacion de ejemplos particulares para obtener sentido de lo que estd ocurriendo en

ellos, con el fin de llevar este sentido hacia la articulacion de generalidades y expresarlas en

Manipular ]

Articular

alguna forma matematica util.

Obtener sentido de

Figura 3-1. Espiral de acciones. Tomado de Mason, Graham y Johnston-Wilder (2005).

La manipulacién (sea de objetos fisicos, mentales o simbdélicos) proporciona las bases para
apreciar lo que esta sucediendo, permitiendo detectar patrones, relaciones, generalidades, etc.
Resulta util hacer un ejemplo o incluso varios para detectar lo que estd ocurriendo; esta
practica es algo natural y comun. Ademas, es productiva, ya que los ejemplos son casos
particulares de una situacion mas general (Mason, Burton y Stacey, 2010). Considerando la
secuencia (1) presentada como ejemplo, la manipulacion se lleva a cabo con las filas
proporcionadas y creando nuevas filas de nimeros para detectar las regularidades y

diferencias.
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Detectar lo que esta sucediendo, permite obtener sentido de alguna caracteristica o propiedad
de los objetos que se estdn manipulando, lo que da lugar, a tener referentes de la estructura
matematica que conlleva a la regla de generalizacion. Por ello, es importante proporcionar
actividades a los estudiantes, que los involucren en identificar caracteristicas con los casos
particulares proporcionados y al crear nuevos casos, permitiéndoles reflexionar sobre aquello
que van descubriendo. Asimismo, es necesario generar perturbaciones que conduzcan a la
obtencion de sentido, como ocurre en la secuencia (1) al solicitar los nimeros de la fila que
inician con el nimero 12, especialmente, con el nimero 85. Cuando se intenta generalizar,
resulta necesario prestar atencion a ciertos detalles, los cuales conducen a formular

conjeturas, que en ocasiones suelen ser verdaderas.

Obtener sentido de las regularidades y diferencias que se observan, permite articular
relaciones estructurales hasta obtener una articulacion precisa; es articular la caracteristica o
propiedad que se esta percibiendo y manifestarla como expresion de generalidad. Cuando
esto ocurre, tal expresion se convierte en una conjetura confiable, la cual puede ser
manipulada y usarse para encontrar otras propiedades; lo que permite continuar de forma
ascendente en la espiral empezando un nuevo ciclo de ascenso. Mason (1989) refiere
inclusive, que el proceso de abstraer en matematicas ocurre en un cambio momentéaneo de

articular a manipular (en una nueva accion de manipular, al ascender).

La obtencién de sentido va muy vinculada con la expresiéon de generalidad, la cual no
desaparece cuando la expresion llega a ser objeto de manipulacién. La expresion actia como
referente para hacer surgir evocaciones asociadas con ella. Por tal motivo, hay una gran
diferencia cuando uno da cuenta de su propia generalidad, que tratar de traducir la
generalidad de alguien mas (Mason, 1989). Existen estudiantes que pueden manipular la

generalidad expuesta por el profesor, pero no pueden explicar por qué hacen lo que hacen.

La articulacion de una visién de generalidad, primero en iméagenes o palabras y luego en
expresiones cada vez mas concisas utilizando simbolos, es un gran logro que sélo se consigue
después de un gran esfuerzo cognitivo. Ahora bien, cuando la resolucion resulta dificil y las

conjeturas erréneas, es sensato regresar nuevamente a manipular nuevos ejemplos, cercanos
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y lejanos, para volver a ascender en la espiral. Esta accion de construir nuevos ejemplos para
obtener sentido se conoce como especializacion; los ejemplos que uno escoge o construye
son especiales, en el sentido de que son instancias particulares de la situacion general (Mason,
1980). Ademas, cuando uno construye sus propios ejemplos, a menudo lo conducen al

reconocimiento de la estructura de generalizacion.

Mason et al. (2010) mencionan que estar atascado es algo natural, por eso sugieren
especializarse hasta obtener sentido y lograr articular la generalizacion deseada. En
ocasiones, el hecho de estar atascado puede favorecer al aprendizaje, siempre y cuando no
predomine la frustracion. Cuando se trabaja con estudiantes, es importante contribuir en dar
pautas que les permitan desatorarse del obstadculo para que puedan obtener sentido y

proseguir en la articulacién de la generalizacion.

3.2 Atencién

Para moverse en la espiral, entre las diferentes acciones de manipular, obtener sentido y
articular, es necesario reflexionar respecto a la atencién. Mason et al. (2010) hacen notar que
lo que contribuye a la resolucion de los problemas mateméticos son aquellos cambios de

atencion en el individuo.

Las personas pueden mirar sutil o fijamente una escena, situacion, un poster, diagrama o
ejercicio percibiendo el todo, pero al mismo tiempo reconociendo que hay componentes que
conforman ese todo. El foco dominante de la atencidn suele centrarse en mirar primero desde
una perspectiva holistica, la cual conllevara a desencadenantes metonimicos que traeran a la
mente posibles acciones (Mason et al., 2010). Para ejemplificar, préstese atencion a la Figura

3-2, ¢que se puede observar de manera inmediata?

Figura 3-2. Fractal de Sierpinski.
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Probablemente, uno observa un cuadro constituido por cuadrados negros de diferentes
tamarios; percibiendo un cuadrado central de mayor tamafio, rodeado de cuadrados de menor
tamafo (reconocimiento del todo). Sin embargo, el todo y cada una de sus partes se
encuentran vinculados, lo que permitird nuevas percepciones como, por ejemplo, que el
marco que rodea al cuadrado mayor, ubicado en el centro, esta formado por ocho imagenes
(Figura 3-3) de caracteristicas semejantes al cuadro principal. EI reconocimiento del todo es
determinante, es lo que permite mirar las partes que lo conforman, incluso, desencadenar el

reconocimiento de las relaciones involucradas.

-
H B B
Figura 3-3. La imagen presentada es un componente de la Figura 3-2.

Cuando el foco de atencion se centra en los detalles de discernimiento; se distinguen
elementos, “esto no, aquello si”, seleccionando partes del todo para una observacion mas
minuciosa. Al centrar la atencion se pueden resaltar algunas caracteristicas como primer plano
e ignorar otras como fondo (o segundo plano). Esta cualidad permite reconocer entre diferentes

objetos, identificar sus caracteristicas y detectar relaciones entre ellos (Mason, 2014).

En un trabajo reciente de Rivera (2018), se le solicité a David, un estudiante de 7 afios, que
proporcionara la etapa 10 de la siguiente secuencia figural (Figura 3-4). Este suceso acontecié
después de que David trabajara con patrones repetitivos y antes de que recibiera cualquier

instruccion formal sobre patrones no repetitivos.

Stage 1 Stage 2 Stage 3

Figura 3-4. Secuencia figural presentada a David mediante material concreto.
Tomado de Rivera (2018).

Durante la entrevista se le solicit a David construir las etapas 4 y 5 (ver Figura 3-5).
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Figura 3-5. Construccion de las etapas 4 y 5. Tomado de Rivera (2018).

Posteriormente, el entrevistador le dijo:

Entrevistador: Ahora supongamos que nos saltamos pasos y construimos la etapa 10. ;Como seria?
[David dibujé su etapa 10 en una hoja de papel, ver Figura 3-6].

Figura 3-6. Construccidn de la etapa 10. Tomado de Rivera (2018).

Al solicitarle que explique como supo lo que debia hacer, respondio:

David: Porgue los copio de éste [apunta la etapa 3] porque los tridngulos estaban como rodeando
estos pequefios cuadrados, asi que tengo éste [refiriéndose a la etapa 10].

Entrevistador: ¢Como sabias cuantos cuadrados poner ahi?

David: Porque queria que encajaran.

Cuando David construyd las etapas 4 y 5 (Figura 3-5), primero construy6 bordes triangulares
y luego agregé los cuadrados. En consecuencia, produjo etapas inconsistentes que le llevaron
a una generalizacién incorrecta. David percibi6 el todo, vio una unidad completa que

incrementaba en tamafio en cada etapa, pero no divisé lo detalles.
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Sin detenernos en aspectos filoséficos o psicoldgicos, se puede decir que la atencidn no es
algo material o tangible, sino que es parte de o reside en la mente (Mason, 1982); y por lo
general, no somos conscientes de ella. Sin embargo, se puede hacer referencia a una
“estructura de atencion” y distinguirla en actividades matematicas. Por estructura de atencion
se interpretan aquellas maneras en las que las personas prestan atencion, incluyendo los

cambios tenues y rapidos de atencidn que surgen durante la actividad matematica.

Con base en su experiencia, Mason (2004) sugiere cinco formas de atencion: apreciacion de
la totalidad, discernimiento de detalles (caracteristicas y atributos), reconocimiento de
relaciones (parte-parte, parte-todo), identificacion de propiedades y deduccion a partir de las
definiciones (los axiomas y las definiciones se expresan independientemente de los objetos
particulares). A continuacion, se presenta una descripcion general de como se concibe la

estructura de atencién, mediante dichas formas y la conexion entre ellas.

3.2.1 Estructura de atencion

Cuando se es confrontado con algo que no nos es familiar, la atencion suele centrarse en la
apreciacion de la totalidad o en algunas partes del todo, sin identificar los detalles o las
relaciones entre las partes. Pasado un breve momento o un periodo mayor de tiempo, los
detalles pueden empezar a distinguirse y algunos aspectos o partes del todo suelen percibirse

sobre el resto (Mason et al., 2005). Por ejemplo, ¢en qué se centra la atencion cuando uno
. 3 . . ., 3 -, . .
mira Z? ¢Se percibe simplemente la fraccion S Una operacion de division a realizar, el

resultado de la operacion de la division, o algo adicional?

Si se logran discernir los detalles, se espera que, a partir de ellos se empiecen a reconocer
las relaciones que estan involucradas entre las partes o el todo con las partes. Las relaciones
caracterizan lo que se quiere generalizar, por lo que deben imponerse en aquello que se
percibe. Sin embargo, detectar relaciones o propiedades no siempre resulta facil; porque éstas
suelen estar en términos de una accion y dicha accion opera sobre aquello que se percibe, es
decir, no suelen ser explicitas y estan involucradas en las diferentes partes del todo. Las

relaciones detectadas, finalmente, conducen a establecer propiedades.
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Prestar atencién solo a los detalles, puede dejar atrapado a un individuo en detalles
particulares. EI movimiento flexible, de un lado a otro entre los detalles y las relaciones,

conduce a la apreciacion del todo y con sus partes (Mason et al., 2005).

Retomemos la secuencia (1), podemos prestar atencidon a las relaciones entre los nimeros que
se observan en las filas verticales (la), estas relaciones pueden conducirnos a encontrar filas
horizontales consecutivas completando la secuencia de forma creciente, inclusive si se desea
encontrar una fila relativamente distante. Por ejemplo, para encontrar los nimeros de la fila
20 se puede proceder fila por fila para obtenerla. Sin embargo, este proceder no nos conducira
a la generalizacion de la secuencia. Ahora bien, si centramos la atencion en las relaciones
entre los ndmeros de las filas horizontales (Ib), éstas son las que nos llevaran a la
generalizacion de la secuencia, pero para ello resultan dtiles las relaciones entre los nimeros

de las filas verticales.

1] x [6] + [6] = [3] x[4 (1 x 6 + 6 = 3 x 4|
2| x |7/ +|6|=4|x |5 @ (2 x 7 + 6 =4 x 5| (b
3| x (8 + |6/ =|5|x|6 (3 x 8+ 6 =5 x 6|
4 U U uu 4 ]

El reconocimiento de las relaciones, entre los numeros de las filas horizontales o verticales,
es lo que Mason (2004) denomina relaciones parte-parte. Las relaciones parte-todo se
refieren al analisis de todas las relaciones entre las diferentes partes del todo, es decir, tanto
las filas horizontales como las verticales que en conjunto conducen a la generalizacion de la

secuencia.

Centrandonos en las relaciones horizontales se pretende reconocer alguna cualidad o
propiedad de los nimeros, que permita formular la regla de generalizacion. En este caso, se
identifica el sucesor de un numero natural y apoyandose en ello se puede deducir la

generalidad de la secuencia, como se aprecia en la secuencia (l11).
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1 X 6 + 6 = 3 X 4
2 X 7 + 6 = 4 X 5
3 X 8 + 6 =5 X 6 ()

12 X 17 + 6

1
_
N
X

15
n X n+1

n-2) x m+3) + 6 = n X (n+1) paran=3,ne€EN

Una vez que se logran identificar propiedades mediante los casos particulares y proporcionar
una regla de generalizacion, esta regla esta en camino de convertirse en definicion o axioma,

lo cual, de acuerdo con Mason (2003), es la esencia de la estructura de atencion.

3.2.2 Cambios de atencion

En cuanto a los cambios entre las diferentes formas de atencion, en ocasiones estos son
rapidos, a menudo sutiles, pero fundamentales en el pensamiento matemaético. Mientras se
observa, en un abrir y cerrar de ojos puede ocurrir un cambio de atencion y ser consciente de
los detalles, entre un cimulo de otros sin discernir (Mason, 2004). Por ello, cuando el
estudiante estd atascado en la tarea de generalizar, se le puede sugerir observar qué

permanece y qué cambia.

El discernimiento suele surgir al estar expuesto a varios ejemplos particulares, los cuales
permiten observar la variacion entre ellos y dan lugar al reconocimiento de cierta
sistematicidad. Cuando se toma conciencia de aquello que varia, se genera un cambio en la
estructura de la atencidn, ya que ese discernimiento puede desencadenar esa capacidad
natural para identificar relaciones, reconocer propiedades y razonar sobre la base de las
propiedades encontradas. Formalizar en matematicas es la accién evidente de un cambio,
para considerar ciertas propiedades como definitivas (Mason, 2004). De hecho, el proceso de
abstraer es un cambio sutil de atencion; de ver una expresion como una expresion de

generalidad, a verla como un objeto o propiedad (Mason, 1989).
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Sin embargo, encontrar relaciones no siempre es un proceso activo. Es posible que, a pesar
de discernir ciertos detalles, esa distincion no sea relevante para el estudiante en determinado
momento. Es probable que no haya vinculacion con experiencias pasadas o0 conocimientos
previos que permitan conectar la informacion nueva con informacion previa. Mason (1989)
hace notar que la experiencia es fragmentaria. Se suelen recopilar fragmentos de historias
que hemos escuchado o construido, en un intento de organizar nuestra propia experiencia. Se
recurre, constantemente, a la experiencia pasada para buscar situaciones similares y esa

similitud es la que conforma la estructura de nuestro entendimiento.

Ademas de la estructura y cambios de atencion, Mason et al. (1999) manifiestan que el
algebra es el lenguaje con el cual se expresa la generalidad en forma sucinta. Sin embargo,
opinan que la adquisicién del lenguaje algebraico es un proceso; y lo esencial en ese proceso,
es tratar de expresar aquellas regularidades que se perciben en las actividades de
generalizacion. El trabajo algebraico surge en los estudiantes cuando desean expresar algo
que han percibido, ese trabajo sera su algebra (aun incipiente). Por lo tanto, tiene sentido
invertir tiempo tratando de que los estudiantes obtengan alguna imagen mental que esté
involucrada o asociada a aquello que se desea generalizar, tratando de expresarlo verbalmente
ya sea con uno mismo o con otros y, solo luego, tratar de registrar o expresar sus ideas, ya
sea mediante dibujos o palabras. Los registros escritos pueden pasar por muchos borradores

diferentes, antes de convertirse en sucintos y formales.

3.3 Expresion de la generalidad

Mason et al. (1999) hacen notar que, en situaciones de generalizacién matematica existe una
tendencia a apresurar la introduccion y uso de la x. Pero la expresion de la generalidad es un
proceso. Dichos autores consideran tres etapas: ver, decir y registrar. “Ver” se refiere a la
identificacion mental de una regularidad o relacion, esto puede ocurrir después de un periodo
de tiempo trabajando con cierto numero de ejemplos particulares, hasta que se logra la
identificacion de algo comun. Ver generalidades, implica que los estudiantes puedan

identificar factores clave y combinarlos para producir una regla que funcione.
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El “decir” puede tener lugar tanto en voz baja (internamente) como en voz alta, en interaccion
con otras personas; es expresar con palabras aquello que se ha reconocido. Antes de decir las
generalidades observadas se suele decir qué ocurre en casos particulares. Mason (1989)
concibe que uno puede conversar consigo mismo, esto es, uno puede ponerse en contacto con
cierto contenido, leer un texto y tener un sentido activo (construir, especializarse, conjeturar,
generalizar, justificar) guiado por el texto o por materiales disefiados por alguien experto. De
cierta manera, el estudiante estd conversando con el contenido, mediado por un experto a

través de materiales estructurados.

Sin embargo, decir en voz alta en interaccion con otras personas permite ir clarificando lo
que se quiere expresar. Los estudiantes que no estan acostumbrados a explicar; con
frecuencia, en un primer intento, no incluyen todas las palabras o caracteristicas necesarias
para comunicar lo que se desea escuchar (Mason et al., 1999). Para enfocar la atencion en los
detalles, reconocer las relaciones involucradas y expresarlas a los demas, Mason (2019)
propone la accion pedagogica “decir lo que uno ve”, permitiendo asi, identificar las

propiedades que encaucen a formular una regla de generalizacion.

“Registrar” un patron o relacion es hacer visible el lenguaje, lo cual conduce a la
simbolizacion y la comunicacién escrita, aunque esto es algo que se ha encontrado dificil
tanto para pequefios como adultos, por lo que no hay que apresurar el uso de los simbolos si
aun es prematuro. Es mejor, emplear una mayor cantidad de tiempo en los procesos de ver y
decir, aunque estas actividades no parezcan de naturaleza explicitamente algebraica. Cuando
se esté en la etapa de registrar, se debe tomar en cuenta que ésta puede involucrar una
variedad de formatos: dibujos, dibujos con palabras, la mayor parte palabras y algunos

simbolos o la mayor parte de simbolos con algunas palabras (Mason et al., 1999).

3.3.1 Formas de registrar

Aunque existe la necesidad de que los estudiantes eventualmente aprendan simbolos
convencionales, se requiere invertir mucho tiempo para lograr esa meta. Hay ciertas formas

de registro que varian desde lo verbal hasta lo completamente simbdlico, pero de acuerdo
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con Mason et al. (1999), para algunas personas sélo se reconoce como algebra la dltima
forma. Para dichos autores, el registro de la notacion matematica es gradual, los estudiantes
necesitan ver que los simbolos se usan para expresar generalidades, pero sélo los usaran de

manera exitosa cuando estén preparados para ello y perciban la necesidad de hacerlo.

A medida que los estudiantes progresan de las palabras a los simbolos hay ciertas etapas
identificables. En el nivel méas simple los registros suelen ser mediante dibujos, o dibujos
combinados con palabras. En niveles mas sofisticados pueden identificarse solamente
palabras, asumiendo que alguien externo pueda entender lo manifestado; o una combinacion
de palabras y simbolos. EI uso completo de simbolos suele venir en Gltima instancia. Cabe
destacar, que no se sugiere que cada estudiante tenga que pasar en orden por dichas etapas;

posiblemente algunos estaran ya en alguna etapa.

Desde la perspectiva de este trabajo y de acuerdo con Mason et al. (1999), es importante
destacar que no solo las expresiones simbolicas son de naturaleza matematica, de hecho, estas
expresiones son de gran valor inicamente cuando tienen significado para los estudiantes. Los
registros verbales representan medios para expresar la generalidad y, por lo tanto, pueden
considerarse también algebraicas, aunque se reconoce que para ciertas tareas matematicas es
imprescindible una forma simple y sucinta de registrar. Adicionalmente, es importante que
los estudiantes generen su propia simbologia antes de usar la de alguien mas, esto ultimo

requiere de mayor experiencia.

Para valorar que los registros son de caracter algebraico, es necesario considerar la estructura

matematica que se identifica en ellos.
3.4 Estructura matematica
Existen diferentes posturas sobre lo que se considera estructura matematica, por ejemplo,

Kieran (2018) opina que la capacidad de percibir la estructura matematica es crucial para

tener éxito en la actividad de transformacion algebraica y dar sentido a esas transformaciones.
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Mientras que Venkat, Askew, Watson y Mason (2019) consideran que la palabra estructura

es dificil de precisar en el ambito de la educacién matemaética.

Para Mason, Stephens y Watson (2009), estructura matematica se concibe como aquella
identificacion de propiedades generales que se reconocen en situaciones particulares, por
ejemplo, relaciones entre conjuntos, relaciones entre elementos, estos elementos pueden ser

objetos matematicos como numeros y triangulos.

De acuerdo con estos autores, el dominio de procedimientos es un componente importante
para obtener sentido matematico, pero es de poco valor para los estudiantes si es meramente
procedimental, ya que la carga en la memoria y la recuperacion de la informacion se vuelve
cada vez mas pesada. En cambio, cuando los procedimientos son acompafiados de una
minima apreciacion de estructura matematica, de poder explicar, conectar relaciones etc., se
vuelven efectivos y el aprendizaje se enfoca en una reconstruccion de hechos y no depende
completamente de la memoria para ello. Asimismo, consideran que la apreciaciéon de la
estructura matematica es esencial para la comprension y esta al alcance de los escolares de

todas las edades, incluso si no es explicita 0 no estd completamente articulada.

Dichos autores hacen referencia también, a que el énfasis en lo sintactico conduce al énfasis
en las técnicas, mientras que el énfasis en lo semantico conduce al énfasis en las relaciones
estructurales. La caracteristica importante de las relaciones estructurales no es convertirlas
en contenido para ser aprendidas factualmente, sino promover que puedan ser percibidas
mediante ejemplos cuidadosamente disefiados y variados, de manera que los estudiantes
puedan reconstruirlas cuando las necesiten. Cuando este proceso de centrarse en las
relaciones estructurales se vuelve familiar, se produce una combinacion entre recordar la

sintaxis y la reconstruccion semantica basada en la comprension.

Por ello, Venkat et al. (2019) destacan la importancia de prestar atencion al grado de
generalidad en el lenguaje para explorar aquellas bases que se perciben en una estructura
emergente o matematica. La estructura emergente expresa un enfoque de relacion matematica

local entre los elementos, donde la apreciacion de las propiedades generales ain estaria por
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emerger. Mientras que, la estructura matemaética tiene un referente general, con un enfoque

en el que se identifican las propiedades de la relacion matematica entre los elementos.

En el siguiente ejemplo (Figura 3-7), la primera respuesta no hace referencia a relacion
alguna, ni entre las cantidades de las expresiones numéricas, ni entre las operaciones de
multiplicacién y division. Refleja ausencia del reconocimiento de alguna estructura

matematica.

En respuesta a la pregunta, qué es igual y qué diferente en las siguientes dos
expresiones numericas:
3IX2 =6 6+-2=3

Se escucha decir a los estudiantes:

(1) Ambasexpresiones numéricas tienenun tres, un dos y un seis.

(2) Sia tres personas les doy dos dulces a cada una, entonces podria decir que
seis dulces compartidos enfre tres personas, tocaria a cada persona dos
dulces.

(3) Sé que puedo invertir multiplicar por 3 con dividir por 3.

Figura 3-7. Respuestas de los estudiantes en una tarea matematica. Tomado de Venkat et al. (2019).

La segunda respuesta expresa una relacion matematica local entre los nimeros y operaciones
proporcionadas, considerandose presencia de una estructura emergente, en virtud de que las
propiedades generales aln estan por emerger. Finalmente, la tercera respuesta, aunque con
falta de precision en la estructura gramatical, evidencia caracteristicas mas generales con un
enfoque en las propiedades de las relaciones involucradas. Es importante hacer notar que, las

caracteristicas generales no se expresan con ejemplos particulares.

Para concluir este capitulo, con base en las aportaciones tedricas propuestas por John Mason
se realizara el analisis de las expresiones de generalizacién producidas por los estudiantes,
se determinard el alcance de generalidad algebraica que se identifique en ellas y se
evidenciara el proceso de generalizacion a través de la espiral de acciones; aspectos que se
esperan identificar cuando los estudiantes participantes resuelvan las tareas matematicas

disefiadas.
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Para dar cuenta del proceso y expresiones de generalizacion se disefiaron y aplicaron 17
tareas durante dos ciclos escolares. Los estudiantes participantes cursaban quinto grado de
primaria cuando se aplicaron las primeras tareas y se continud trabajando con ellos durante
sexto grado. De modo que, este estudio es de tipo longitudinal y de cohorte (Cohen y
Morrison, 2007), debido a que se realizd un seguimiento a los mismos estudiantes durante
dos afios aproximadamente. A continuacién, se presentan los apartados que conforman el

método de investigacion.

4.1 Disefo de las tareas matematicas

Las tareas disefiadas estan organizadas en cuatro bloques. ElI Bloque | se conforma de
secuencias figurales-numeéricas, el Bloque Il de secuencias numéricas y los Bloques I11'y IV
de problemas en contexto. Las tareas se rigen por una regla de generalizacién que
corresponde a la relacion entre dos variables, el registro incipiente de esa regla permitira
apreciar el alcance de la generalidad en los estudiantes. La transicion entre bloques se realiza
introduciendo nuevos elementos, que permitan ir gradualmente de las secuencias figurales-

numeéricas, hasta los problemas en contexto de texto extenso. En la Figura 4-1 se presenta
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un resumen de la organizacion de las tareas y los rasgos principales que las caracterizan.

= Secuencias que incluyen en primera instancia un referente figurativo
para posteriormente moverse hacia lo numérico.
BLOQUE | = Se promueven generalizaciones cercanas Yy lejanas mediante
determinados términos de la secuencia.
= Se promueve de manera implicita proporcionar una regla.

= Secuencias numéricas. Se omite lo figurativo.

= Los datos se organizan en tablas horizontales manteniendo la
horizontalidad en la que suelen presentarse los datos de una secuencia
numérica.

= Se solicita explicitamente proporcionar una regla.

BLOQUE II

= Se introducen problemas en contexto de texto breve.

BLOQUE IlI = | 0s datos estan organi;ado_s en tablas horizon_tales y ver_ticales.

= Se promueven generalizaciones cercanas y lejanas mediante el llenado
de valores faltantes en las tablas.

= Problemas en contexto de texto extenso.

= | os datos estan organizados en tablas verticales.

BLOQUE IV = Se promueven generalizaciones cercanas y lejanas mediante preguntas
en el contexto de la situacion presentada.

= Se solicita explicitamente proporcionar una regla.

| 44 ¢

Figura 4-1. Organizacion y orden de las tareas matematicas disefiadas.

Asimismo, las tareas disefiadas en este estudio se consideran instrumentos semiestructurados,
ya que incluyen un conjunto de preguntas que requieren ser contestadas por los participantes
de la manera que les parezca apropiada (Cohen et al., 2007). Los instrumentos
semiestructurados se identifican por ser de formato abierto, lo que permite a los encuestados
responder en sus propios términos. Sin embargo, por la naturaleza de la presente
investigacion las respuestas de las preguntas tienen un dominio prestablecido, ya que no son
preguntas en las que se les pide la opinion de los estudiantes, sino son resoluciones a tareas
matematicas. Como lo expresan dichos autores se establece un repertorio, pero no se
presupone la naturaleza de la respuesta. A continuacion, se describen a detalle las tareas que

conforman cada bloque.

Bloque I. Secuencias figurales-numericas. Este bloque se conforma de 8 secuencias, cada

una es presentada a los estudiantes mediante una figura con puntos y el nimero de la figura
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correspondiente. Existen trabajos de investigacién (Roig y Llinares, 2008; Warren, 2009)
que presentan secuencias numéricas usando dos conjuntos de nimeros diferentes: cardinales
para denotar el nimero de elementos del término y ordinales para denotar la posicion del
término. En este trabajo se considerd no involucrar a los nimeros ordinales, aunque las
secuencias poseen un orden, dicho orden se etiquetd con carécter cardinal. En lugar de
escribir 1°, 2°, 3° término, etc., se escribio Figura 1, Figura 2, Figura 3, etc., con el fin de
transitar adecuadamente al conjunto dominio de los problemas en contexto. La relacién entre
el numero de puntos y numero de la figura (estructura matematica) esta definida por alguna

funcion matematica de la forma f: N — N, presentadas en la Tabla 4-1.

Tabla 4-1. Funciones que definen a las secuencias figurales-numéricas del Bloque 1.

Secuencia | Funcién involucrada
1 fx)=x
2 f(x)=2x
3 fx)=2x-1
4 f(x) = x?
5 f(x)=3x
6 f(x)=x+3
7 f(x) =4x
8 fx)=x+4

Se considero iniciar este bloque de tareas con la secuencia definida por la funcién identidad,
valorando que los estudiantes podrian identificar y expresar sin dificultad la relacion que
corresponde al mismo ndmero de puntos y numero de figura, ademas, que este preambulo
pudiera servir de experiencia previa para las diferentes exigencias involucradas en las

siguientes tareas.

Las secuencias 2 y 3 involucran a los conjuntos de nimeros pares e impares respectivamente,
también se valor6 que los estudiantes pudieran expresar la regla de generalizacion
correspondiente a cada secuencia, por tener referentes de esos conjuntos de nimeros desde
sus primeros afios de educacion basica. Estas primeras secuencias empezaran a conformar el

repertorio de experiencias de los estudiantes en tareas de generalizacion.

La Secuencia 4, pretende que los estudiantes determinen una relacion cuadratica. Esta

secuencia se incluyo considerando que los estudiantes cuentan con conocimientos previos

56



Capitulo IV. Diseno y aplicacion de las tareas matematicas

sobre perimetro y area de rectangulos desde cuarto de primaria (Secretaria de Educacién
Publica, 2016). Inclusive, el patrén figural que se proporciona en esta secuencia presenta
intencionalmente puntos distribuidos formando cuadrados para ayudar a encontrar la relacion
correspondiente. En caso de que los conocimientos previos de area no emergieran en los
estudiantes, se opina que podrian establecer la relaciéon mediante el uso adecuado de la
multiplicacién; para ello es muy importante prestar atencion a la organizacién de los puntos

de las figuras.

Las secuencias 5y 7 pretenden que los estudiantes establezcan una relacion multiplicativa y
las secuencias 6 y 8 una relacion aditiva. Estan definidas por funciones de las formas
f(x) =axy f(x) = x + b respectivamente. Este tipo de secuencias se incluyeron porque
competen a operaciones basicas y se asume que los estudiantes poseen las habilidades para
trabajar con ellas. Asimismo, en cada par de secuencias (5y 6, 7 y 8) se consideré que los
pardmetros a y b sean de valor pequefio e iguales para apreciar como los estudiantes
establecen la distincion del rol del parametro. Como previamente se habia usado el valor
a = 2 en la secuencia numero 2, los valores que se usaron fueron el 3 para las secuencias 5

y 6, el 4 para las secuencias 7 y 8.

A continuacidn, se describen los elementos generales que conforman a todas las secuencias
del Bloque I. En vista de que poseen un formato similar con pequefias variantes, se hace
referencia a la Secuencia 1 (Figura 4-2) para explicar y referir dichos elementos. Las

secuencias de este bloque se conforman de cinco incisos:

- En el inciso a) se presenta la secuencia por medio de figuras y se solicita dibujar los puntos
que le corresponden a las siguientes dos o tres figuras de la secuencia. Esta solicitud
promueve una generalizacion cercana, debido a que se puede continuar la secuencia

dibujando los siguientes términos hasta llegar al requerido.

- En el inciso b) se sustituye la figura por el nimero de puntos que conforman cada figura.
La intencion de ello fue el de guiar posteriormente al estudiante hacia una generalizacion

lejana, prescindiendo de dibujar.
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- En el inciso c) se solicita, sin dibujar figura alguna, el nimero de puntos de determinada
figura no tan alejada de la secuencia numérica. Nuevamente, se promueve una
generalizacion cercana, pero en un ambito numérico. En las secuencias 5 a 8 ademas se

solicita explicar lo realizado.

Nombre:

a) Contimia la secuencia de figuras dibujando la figura 5. la figura 6 y 1a figura 7.

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4
La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numeérica escribiendo el numero de puntos que tiene cada figura. Asi
podriamos escribir los niimeros:

1.2.3.4, ..

b) Completa en cada cuadro la secuencia numeérica que corresponde al mimero de puntos de las figuras 5. 6 v 7 que dibujaste con
anterioridad.
a1
¢) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene Ia figura 10?
d) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el numero de puntos que tiene la figura 257

€) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el numero de puntos que tiene la figura 707 Explica como lo has hecho.

Figura 4-2. Secuencia 1, Bloque .

- En el inciso d) se pide el nimero de puntos de una figura que se encuentra mas distante que
la del inciso c). Se considera el valor pedido como generalizacion cercana, pero se
promueve lo que Mason (1996) denomina manipulacion de méas casos concretos, que
permiten ir apreciando la generalizacion para poder articularla correctamente. En las

actividades 3 a 8 se solicita, ademas, explicar lo realizado.

- Finalmente, el inciso e) promueve una generalizacién lejana, ya que solicita el nimero de
puntos de una figura que resultaria laborioso o tedioso hallarlo mediante dibujos o por
conteo. Se espera que esto, conlleve al estudiante a la necesidad de buscar una alternativa

maés eficiente (construccion y explicacion de una regla).
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Las acciones de la espiral se motivan en el disefio de las tareas (ver Figura 4-3) a través de la
organizacion y articulacion de las preguntas mediante las cuales se promueve un
razonamiento inductivo (manipulacion de casos particulares), con la intencion de que los
estudiantes identifiquen la relacion de correspondencia entre el nimero de puntos y el nimero

de figura (obtener sentido de) para articular la regla de generalizacion que la define.

Los cambios de atencion se promueven entre los incisos y seran explicitos a través de las
expresiones de generalizacion que emitan los estudiantes. En relacion con dichas expresiones
se espera que los estudiantes, a medida que manipulen los casos particulares, “vean” la
relacién entre las variables de la secuencia (etapa ver durante el proceso de expresar la
generalidad); e identifiquen aquello que permanece y lo que varia para articular la regla de
generalizacion que caracteriza dichas variables. En cada inciso se solicita hacer un registro
de tipo figural, numérico o con palabras (etapa registrar), lo cual permitira apreciar la
articulacion que va realizando el estudiante. En este tipo de tareas, en la que no hay
intervencion por parte del investigador o docente, la etapa decir se asume que ocurre
internamente en el estudiante en interaccion con el contenido; y al tener un sentido activo,
que le lleve a emitir sus expresiones de generalizacion guiado por la estructura de la tarea

disefiada.

a) Continua la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y 1a ﬁgu.ra 7.
‘ Etapa “Ver”. Ver se refiere a la identificacién mental de un ‘
esquema, estructura o una relacion.

Elementos a manipular en primera instancia para
empezar a obtener sentido y articular la relacién que hay

- o0 (YY) eoee £ 4 _
M ) o0 'Y Y ) o000 . entre el nimero de puntos y numero de figura.
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 \\j

Q\‘J Etapa “Registrar” con dibujos. ‘

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo el nimero de puntos que tiene cada figura. Asi

podriamos escribir los ntimeros:

2.4.6.8 /,J Etapa “Registrar” numéricamente. ‘

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimer (de puntos de las figuras 5, 6 v 7 que dibujaste con

anterioridad.
/ N e
{l "2.4,6,8,
Etapa “Ver” m 7 Orga.mzacmn inductiva mediante la cual se
e = U /T conduce a la obtencién de sentido. ‘
¢) Sin dibujarfalguna figura ;Cual es el niimero de puntos que tiene la figura wf“ Generalizaciones cercanas.

d) Sindibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 257
‘ Generalizacion lejana que permita apreciar la articulacion concisa que %\
emite el estudiante. M comunicacién escrita (incluyendo los dibujos).
e) Sin dibujar alguna figura ;Cuél es el niimero de puntos que tiene la figura 100? Explica cémg/lo has hecho. '

R

patrén o relacién es hacer visible el lenguaje,
lo cual conduce a la simbolizacién y la

Etapa “Registrar” con palabras. Registrar un

Figura 4-3. Interpretacion de la espiral de acciones y etapas en el disefio de las secuencias del Bloque I.
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= Bloque Il. Secuencias numeéricas. Transitando del Bloque I al Bloque Il se omite lo figural
en las secuencias. Los datos presentados en las dos secuencias que conforman este bloque
estan organizados en un registro tabular horizontal, acorde con la posicion de los datos en las
tareas del Bloque I. La relacion, entre los dos conjuntos de datos para cada secuencia, esta
definida por una de las funciones matematicas de la forma f: N — N que se presentan en la
Tabla 4-2.

La Secuencia 9 corresponde a una relacion multiplicativa y la Secuencia 10 a una relacion
aditiva. Las secuencias 2 y 9 tienen la misma estructura matematica f (x) = 2x permitiendo
que los estudiantes transiten gradualmente entre los bloques de tareas, manteniendo algunos

elementos y afiadiendo otros.

Tabla 4-2. Funciones que definen a las secuencias numéricas del Bloque I1.

Secuencia | Funcion involucrada
9 f(x) =2x
10 fx)=x+2

Cada secuencia de este bloque se conforma de 5 incisos (ver Figura 4-4):

- En el inciso a) se presentan los primeros siete términos de la secuencia numérica dispuestos
en una tabla horizontal. Se promueve una generalizacion cercana, ya que mediante conteo

se puede encontrar el término requerido.

- En el inciso b) se solicita de manera implicita una expresién que dé cuenta de una
generalizacion lejana, al requerir que se explique cémo se obtiene cada uno de los numeros
de dicha secuencia numérica. En el inciso c) se pide al estudiante explicitamente escribir
una regla que permita encontrar cualquier nimero de la secuencia. De acuerdo con Mason
et al. (1999), el lenguaje algebraico es un proceso y lo importante en ese proceso es que los
estudiantes expresen las regularidades que perciban, ese trabajo sera su algebra ain
incipiente. Durante el analisis es de interés poder valorar las expresiones de generalizacion

que registren los estudiantes.
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Nombre: Edad:

Observa la siguiente secuencia numerica:

Numero 5 5
dela se cia ‘ 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14,

Teémuno

Término 1  Tépmino 2 Témmino 3 Témmino 4 Témmino 5§ Témmino 6 Término 7  aun no conocido
de la secuencia

Término
de la secuencia

a) ;Qué nimero le corresponde al término 9 de la secuencia? Explica como lo has encontrado.

b) Explica con tus palabras como se obtiene cada uno de los mimeros de esta secuencia numérica.

¢) Escribe una regla precisa que permita a otros nifios encontrar cualquier niimero de esta secuencia numérica.

d) Ahora usemos la regla que has proporcionado y encontremos un nimero de 1a secuencia. Por ejemplo, ;Qué niimero le corresponde
al término 500 de la secuencia numérica? Escribe fu procedimiento obedeciendo 1a regla que diste.

e) Usemos nuevamente la regla que has proporcionado, pero ti escoge qué témmino de la secuencia quieres. Ahora completa la
nformacién:
El término de la secuencia numeérica, es el niimero

Figura 4-4. Secuencia 9, Bloque II.

- El inciso d) también promueve un regreso a la accion manipular mediante una
generalizacion lejana. Es posible que, el estudiante no pueda expresar la regla
explicitamente en el inciso c) pero si poder usarla implicitamente, de manera que, mediante
el valor lejano se pueda evidenciar el uso de una regla. También, es factible que aquellos
estudiantes que aun no hayan identificado alguna regla de generalizacion logren manipular,

obtener sentido y articular la regla, debido a la exigencia de un valor lejano.

- El inciso e) promueve que los estudiantes elijan el nmero que deseen, ese nimero peculiar
puede ser un valor cercano o lejano. Mason (1999) expresa gue estas encomiendas tienden,
por un lado, a estimular en ellos una conciencia de la gama de elecciones posibles que
pueden elegir (valores que corresponden al dominio de la funcién), y por otro, permiten
apreciar cudl es el alcance de la generalizacion que para ellos representa la secuencia. Asi,
los estudiantes se apropian de los ejemplos que ellos mismos generan, mientras tienen la

vivencia del alcance de la generalidad que estan expresando.
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En estas dos secuencias también se promueve un razonamiento inductivo, se destaca en ellas
la etapa “registrar” durante su resolucion. También juega un papel importante la
representacion tabular, que contribuye a una distincion de los dos conjuntos de elementos
definidos; y mediante las preguntas se promueve que los estudiantes identifiquen que hay
una relacion entre ellos, de tal forma que éstas sirven de apoyo para que los estudiantes

expresen la generalizacion, en términos de las dos variables involucradas.

La espiral de acciones se promueve a través de la manipulacion de los casos particulares
mediante el registro tabular, el cual permite a los estudiantes identificar la relacion de
correspondencia entre el nimero y término de la secuencia (obtener sentido de) para poder
articular la regla de generalizacion (Figura 4-5). En estas secuencias se fomentan dos ciclos
de acciones, el primero mediante los incisos a), b) y c); el segundo a través del inciso d).
Respecto a los cambios de atencidn, estos se promueven entre la transicion de los incisos y
se haran explicitos a través de las expresiones de generalizacién que proporcionen los
estudiantes. En el disefio hay un énfasis principal en aquellos cambios de atencién que lleven
a la articulacion y expresion de la regla de generalizacion, los cuales se impulsan solicitando

el registro explicito de dicha regla.

' Ejemplos a manipular para empezar a obtener sentido y |
7 articular |a relacién entre el nimero de puntos y nimero de la

[ f

Observa la siguiente secuencia numérica:

<4/ | figura (inciso a).
Numero )
de la 2, 4, 6, 8. 10, 12, 14,
secuencia
Término
Término Término Término Término Término Término Término Término atin no
dela 1 2 3 4 5 6 7 conocido
secuencia fmmmmmmmm e mm e m e e e — e m . — - - . dela .
| "Se promueve la articulacién de la regla de generalizacién. | secuencia

=Se destaca la etapa “registrar” durante el desarrollo de la secuencia. |

- .
d Generalizacién cercana. ] | "=e destaca la etapa ‘registrar durante el desarrolio de la secuencia.

secuencia numeérica.

[ Generalizacion lejana. ]
d) Ahora usemos la regla que has proporcionado'y encontremos un nimero de la secuencia. Por
ejemplo, ;Qué numero le corresponde al término 500 de la secuencia numérica? Escribe tu

procedimiento obedeciendo la regla que diste. [ Regreso. Manipulacién de casos particulares — obtencién de |
“J sentido — articular.

e) Usemos nuevamente la regla que has proporcionado, pero ti escoge que término de la secuencia )
quieres. Ahora completa la informacion: (| Alcance de la generalidad. |

El término de la secuencia numeérica, es el niimero

Figura 4-5. Interpretacion de la espiral de acciones y etapas en el disefio de las secuencias del Bloque II.

62



Capitulo IV. Diseno y aplicacion de las tareas matematicas

=Bloque I1l. Problemas en contexto de texto breve. Cada problema incluye una pequefia
descripcion que relaciona a las variables involucradas, enseguida se presenta el registro
tabular de algunos datos que satisfacen la regla correspondiente (Figura 4-6). La relacion
entre las variables estd determinada por las funciones matematicas que se muestran en la
Tabla 4-3.

Nombre: Edad:

Laura trabaja en una papeleria y tiene una tabla incompleta de los precios que debe cobrar, relacionado con el mimero de copias a color

que debe imprimir.

Ayuda a Laura a completar la tabla poniendo el nimero faltante en los espacios sombreados.

Precio $2 %4 $22 $50 $400
Numero . -
de copias 1 2 3 10 150

Figura 4-6. Problema 1 de contexto breve, Blogue IlI.

Tabla 4-3. Funciones que definen a los problemas del Bloque I1I.

Problema | Funcion involucrada
1 f(x) =2x
2 fx)=x+2
3 f(x) =4x

Este bloque se conforma de tres problemas. Los problemas 1 y 2 se determinan por las
mismas funciones que las secuencias 9 y 10. Como se mencioné anteriormente, la finalidad
de ello es para que los estudiantes transiten gradualmente entre las tareas, por ello, ademas
de las mismas funciones matematicas, los datos se registran en tablas horizontales como en
el Bloque Il. La nueva caracteristica en este Bloque Il es el contexto proporcionado,
promoviendo que los estudiantes puedan interpretar los valores numéricos en el contexto del
problema. Asimismo, ir preparandolos hacia los problemas de texto extenso que conforman
el Bloque 1V. En el Problema 3 los valores numéricos ahora son presentados en una tabla

vertical.

Respecto al registro tabular, las tablas pueden ser de ayuda para la presentacion e
interpretacion de los valores numéricos. Glazer (2011) destaca que la organizacion de los

valores numericos mediante tablas es un método invaluable de representacion para encontrar
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relaciones entre las variables, con el fin de determinar los patrones, propiedades y relaciones.
Asimismo, las representaciones visuales de los valores numéricos son muy importantes para
la comprension, ya que a menudo pueden revelar aquello que no se ve facilmente en otros

formatos como, por ejemplo, en una descripcion verbal (Burke, 2007).

Estrella (2014) considera que un modelo genérico de tabla contiene titulos o encabezados,
los cuales permiten conocer a las variables involucradas en el contexto; y contiene nimeros,
que representan los valores que van tomando las variables. Saber qué representan dichos
nameros permite compararlos e identificar como se relacionan. Las tablas suelen presentarse
en formato horizontal o vertical, su eleccién depende de como se desea organizar la

informacidn y pueda apreciarse su lectura.

En las secuencias figurales-numéricas del Bloque | se presentan los valores organizados
horizontalmente sin incluir tablas. En el Bloque 1l se introducen los registros tabulares en
formato horizontal; este formato se mantiene en los dos primeros problemas del Bloque I,
porque la variante en dichas tareas es transitar de las secuencias a los problemas en contexto.
Promovido este transito, entonces el Problema 3 de este Gltimo bloque incluye una tabla
vertical, este formato se mantendré en los problemas del Bloque IV. Se considera que las
tablas verticales pueden proporcionar un mejor referente visual para establecer las relaciones
entre las variables involucradas, porque promueven la lectura de pares de numeros (relacion

entre las variables) de izquierda a derecha, como se lleva a cabo la lectura de un texto.

En cuanto a la espiral de acciones de Mason, la accion manipular se motiva mediante la
lectura e interpretacion de los primeros pares de numeros registrados en la tabla, asi como al
encontrar valores de la variable dependiente dados valores cercanos de la variable
independiente (Figura 4-7). A medida que se manipulen valores cada vez mas distantes para
encontrar los valores correspondientes de la variable dependiente (operacion inversa), se
promueve la accion obtencion de sentido. La accion articular se impulsa al encontrar los
pares correspondientes de los valores distantes propuestos, ya que esto da cuenta en ellos del
uso de una regla implicita que compete a la relacion entre nimero de copias y precio. En

estos problemas no se invita a proporcionar explicaciones para obtener el registro de las
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expresiones de generalizacion porque el objetivo principal es que los estudiantes transiten de

las secuencias hacia los problemas.

Avuda a Lauwra a completar la tabla poniendo el nimero faltante en los espacios sombreados.

Laura trabaja en una papeleria v tiene una tabla incompleta de los precios que debe cobrar, relacionado con el
mimero de copias a color que debe imprimir.

m Accién manipular. D Accion articular.
Precio | $2 54 2 . $50 $400
::“"“.“’ 1 2 3 10 150
¢ copias

{ Accién obtencién de sentido. M

@ Etapa “Registrar” numéricamente. ]

Figura 4-7. Interpretacion de la espiral de acciones en el disefio de problemas en contexto del Bloque I1I.

= Bloque IV. Problemas en contexto de texto extenso. Los problemas que conforman este

bloque se caracterizan por tener méas informacion textual, una parte de dicha informacién

corresponde a una introduccion para contextualizar al estudiante y otra compete a los datos

que conciernen a las variables involucradas. Se puede apreciar un ejemplo de este tipo de

problemas en las Figuras 4-8 y 4-9.

Los sabados acostumbro comprar
panuchos con Dona Soco. Ella me
comenta que en la manana prepara
150 tortillas y las rellena de una vez
con su frijol. En la tarde cuando
empiezan a llegar los clientes, ella
empieza a freir los panuchos para
que los sirva calientitos.

Tiempo que transcurre
en minutos

Cantidad de tortillas de
panucho que le faltan freir

0 minutos 150 tortillas
1 minuto 149 tortillas
2 minutos 148 tortillas
3 minutos 147 tortillas
4 minutos 146 tortillas

En la siguiente tabla aparece la cantidad de tortillas que le falta freir.

Figura 4-8. Problema 5. Informacién y datos del problema.
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1.De acuerdo con la tabla contesta las siguientes preguntas:

a) Cuando transcurre un minuto, scuantas tortillas de panucho le faltan freir a
Dona Soco?

b) Cuando transcurren 2 minutos, ;cuantas tortillas de panucho le faltan freir?

¢} Cuando transcurren 5 minutos, ;cuantas tortillas de panucho le faltan freir?

d) Cuando transcurren 6 minutos, ;cuantas tortillas de panucho le faltan freir?

2.:Qué ocurre con la cantidad de panuchos que le faltan freir a Dofia Soco a
medida que pasan los minutos?

3.Escribe la regla que permita encontrar la cantidad de panuchos que le faltan
freir a Dofia Soco conforme pasan los minutos.

4.Usando la regla que has proporcionado encuentra la cantidad de panuchos que
le faltan freir a Dofia Soco cuando han transcurrido 20 minutos.

5.Usando la regla que has proporcionado encuentra la cantidad de panuchos que
le faltan freir a Dofia Soco cuando han transcurrido 45 minutos.

6.;Para qué otros valores de tiempo podemos encontrar la cantidad de panuchos
que le falta freir a Dofia Soco?

7.¢.Cuantos minutos transcurriran para que Dofa Soco haya frito todas las
tortillas de panucho?

Figura 4-9. Problema 5. Preguntas para promover la construccion de la regla de generalizacion y
el alcance de la generalizacion.

Las funciones matematicas involucradas en cada problema se presentan en la Tabla 4-4.

Tabla 4-4. Funciones que definen a los problemas del Bloque 1V.

Problema | Funcién involucrada
4 fo) =2~
5 f(x) =150 —x
6 f(x) = 5000 — 500x
7 flx) = x?

Se asume que las estructuras matematicas de los problemas que competen a este bloque son
de mayor grado de dificultad, comparadas con las de los bloques anteriores. Sin embargo, se
tiene la hipotesis de que los estudiantes, mediados por el contexto, podrian expresar o
aproximar la regla de generalizacion correspondiente, es decir, que si puedan articular y
expresar con sus palabras como se comportan y relacionan las variables. EI preAmbulo de
trabajar las 13 secuencias, asi como los conocimientos escolares y personales adquiridos
durante el desarrollo de este proyecto de investigacion son componentes que se consideran,

contribuiran a la resolucion de los problemas de este bloque.
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La estructura matemaética del Problema 4 corresponde a la relacion f(x) = 2*. No se asume
que los estudiantes puedan proporcionar expresiones que refieran textualmente a un
crecimiento exponencial, pero si que puedan expresar como perciben ese crecimiento. Para
contribuir a que puedan articular la relacion se incluyen dos registros de apoyo: un diagrama

figural y una tabla de valores.

El Problema 5 est4 definido por una relacion lineal de la forma f(x) = ax + b, cona = —1
lo cual indica que la relacion es decreciente. Se considera que la dificultad de esta situacion
estd justamente en que los estudiantes expresen ese comportamiento decreciente. Los
elementos de apoyo para resolver el problema son el contexto, con informacion propia de la

region de procedencia de los estudiantes, y el registro tabular.

El Problema 6 compete también a una relacién de la forma f(x) = ax + b, pero su dificultad
radica en que su dominio incluye nimeros negativos y los estudiantes de educacion basica
no trabajan con este campo de ndmeros, sin embargo, se considera que con una introduccion
breve acerca de lo que representan dichos nimeros en el contexto del problema, que trata
sobre temperatura, puedan usarlos para expresar la relacién entre las variables

correspondientes.

Finalmente, el Problema 7 esta definido por una relacion cuadratica. Para su resolucion, los
estudiantes deben estar inscritos al sexto grado y previamente haber resuelto en el Bloque |
una secuencia figural-numérica con la misma estructura matematica, por lo que, se tiene la
expectativa de que los estudiantes puedan expresar en este problema alguna notacion

algebraica incipiente.

La organizacion de las preguntas de estos problemas es analoga a las planteadas en las
secuencias figurales-numéricas, por lo tanto, la espiral de acciones de Mason se promueve
de la siguiente forma: en primera instancia se pregunta por casos particulares (accion
manipular) para que el estudiante obtenga sentido de la relacion entre las variables
involucradas y pueda articular la regla correspondiente de generalizacion, sobre todo
expresarla (Figura 4-10).
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Los sabados acostumbro comprar
panuchos con Dona Soco. Ella me
comenta que en la manana prepara
150 tortillas y las rellena de una vez
con su frijol. En la tarde cuando
empiezan a llegar los clientes, ella
empieza a freir los panuchos para
que los sirva calientitos.

En la siguiente tabla aparece la cantidad de tortillas que le falta freir.

Tiempo que transcurre | Cantidad de tortillas de
en minutos panucho que le faltan freir

0 minutos 150 tortillas

1 minuto 149 tortillas
2 minutos 148 tortillas
3 minutos 147 tortillas
4 minutos 146 tortillas 2)

Casos particulares. |
T Se promueve la
1.De acuerdo con la tabla contesta las siguientes preguntas: accién manipular.

a) Cuando transcurre un minuto, Jcuantas tortillas de panucho le faltan freir a
Dona Soco?

b) Cuando transcurren 2 minutos, ;cuantas tortillas de panucho le faltan freir?

¢) Cuando transcurren 5 minutos, ccuantas tortillas de panucho le faltan freir?

d) Cuando transcurren 6 minutos, ¢cuantas tortillas de panucho le faltan freir?

Se promueve la accién obtencién de sentido. b
a

2.:Qué ocurre con la cantidad de panuchos que le faltan freir a Dona Soco
medida que pasan los minutos?

‘ Se promueve la articulacién y expresién de la regla de generalizacién. b

3.Escribe la regla que permita encontrar la cantidad de panuchos que le faltan
freir a Dona Soco conforme pasan los minutos.

l Mediante los siguientes incisos se promueve el regreso a la espiral de acciones.

4.Usando la regla que has proporcionado encuentra la cantidad de panuchos que
le faltan freir a Dona Soco cuando han transcurrido 20 minutos.

S.Usando la regla que has proporcionado encuentra la cantidad de panuchos que
le faltan freir a Dofia Soco cuando han transcurrido 45 minutos.

6.:Para qué otros valores de tiempo podemos encontrar la cantidad de panuchos
que le falta freir a Dona Soco?

[ Se promueve el alcance de la generalizacién.

7.:.Cuantos minutos transcurriran para que Dona Soco haya frito todas las
tortillas de panucho?

Figura 4-10. Interpretacién de la espiral de acciones en el Problema 5.
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Adicionalmente, se incluyen preguntas que guian hacia la reflexion de diferentes valores que
pueden tomar las variables (alcance de la generalizacion), asi como la interpretacion de
dichos valores en el contexto proporcionado. Los cambios de atencion se promueven en el

transito de los incisos y la intencionalidad de las preguntas.

4.2 Pilotaje de las tareas disefiadas

Cohen et al. (2007) expresan que la redaccion de los instrumentos es de suma importancia y
que las pruebas preliminares son cruciales para su éxito. Un pilotaje tiene varias funciones,
principalmente para aumentar la confiabilidad, validez y practicabilidad del instrumento.

Pueden contribuir a:

- Verificar la claridad de los elementos del instrumento, instrucciones y disefio.
- Eliminar ambiguedades o dificultades en la redaccion.

- Verificar los niveles de legibilidad para el pablico objetivo.

- Realizar observaciones sobre el tipo de pregunta y su formato.

- Identificar omisiones, elementos redundantes e irrelevantes.

- Verificar el tiempo necesario para completar el instrumento.

- Etc.

En el pilotaje de las tareas disefiadas participaron 2 nifios voluntarios, pertenecientes a
diferentes escuelas publicas ubicadas en la ciudad de Mérida, Yucatan, México. El voluntario
1 participd durante el ciclo escolar 2017-2018 cuando cursaba el quinto grado de primaria,
pero su familia dejo la ciudad al término del ciclo escolar y no se pudo seguir contando con
su participacion en el periodo 2018-2019. Una problematica en los estudios a largo plazo es
que algunos de los participantes no puedan continuar colaborando, debido a circunstancias

que pueden acontecer durante el periodo de la investigacion (Cohen et al., 2007).

Por esta razon, se contd con la participacion del voluntario 2 a quien se le aplicaron todas las
secuencias y los problemas de texto breve durante el verano 2018. En la primera mitad del
ciclo escolar 2018-2019 se le aplicaron los problemas de texto extenso. El resumen de la
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participacion de los dos voluntarios se puede apreciar en la Tabla 4-5.

Tabla 4-5. Resumen de participacion de los voluntarios en el pilotaje de las tareas disefiadas.

Voluntarios | Grado escolar | Periodo Tareas aplicadas
. . . Secuencias 1-10
Voluntario 1 | Quinto grado | Ciclo escolar 2017-2018 Problemas 1-3
Secuencias 1-10
Problemas 1-3
Voluntario 2 | Sexto grado | Ciclo escolar 2018-2019 | Problemas 4-7

Voluntario 2 | Quinto grado | Verano 2018

El pilotaje de las tareas contribuyé a mejorar la redaccion de algunas preguntas e
instrucciones, identificar omisiones, mejorar el formato para una distribucién adecuada de la
informacién y medir el tiempo de resolucion de las tareas. También permitié considerar y

prever aspectos logisticos para la grabacion de las entrevistas.

4.3 Participantes. Muestra no probabilistica

El estudio considera una muestra no probabilistica, ya que la investigacion se lleva a cabo
con un grupo de estudiantes sabiendo que no representa a la poblacion en general, sino que
se representa a si mismo (Cohen et al., 2007). Sin embargo, aunque la muestra no es
representativa, si comparte caracteristicas comunes con otros grupos de la poblacién general
y los resultados pueden ser un referente para esos grupos. Entre los rasgos comunes se pueden
encontrar: estudiantes de educacion basica, de escuelas publicas en zonas urbanas, con los

mismos planes y programas de estudio que el resto del pais.

El muestreo se denomina de conveniencia (Cohen et al., 2007) porque se trabajo con
estudiantes pertenecientes a una escuela publica, que brindd las facilidades para llevar la
aplicacion de las tareas durante dos ciclos escolares. La escuela se llama Justo Sierra Méndez
y se encuentra ubicada en el municipio de Tekit, Yucatan, México. Durante el ciclo escolar
2017-2018 participaron 31 estudiantes, 18 mujeres y 13 varones, con edades entre 10 y 11
afios. Los alumnos estaban inscritos en quinto grado de primaria cuando inicio el estudio de

investigacion.
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Durante el ciclo escolar 2018-2019 participaron 25 estudiantes. Esto fue debido a que s6lo
se tomaron en cuenta, de los 31 estudiantes, a aquellos que completaron las trece tareas
aplicadas durante el ciclo escolar anterior. Cuando un estudiante no asistia el dia que se
Ilevaba a cabo la aplicacion de alguna tarea, se programaba otra visita para aplicarsela. Sin
embargo, algunos nifios en la siguiente visita para recuperacion de la tarea tenian nuevamente
inasistencia. Los estudiantes participantes, 14 mujeres y 11 varones, con edades entre 11y

12 afios ya se encontraban cursando sexto grado.

El plan y programa de estudios vigente en ambos ciclos escolares corresponde al afio 2011.
Cabe mencionar que, en el afio 2017 se emitié un nuevo plan de estudio que se empezé a
implementar en el ciclo escolar 2018-2019, pero durante la investigacion esta
implementacidn se realiz6 en primer y segundo grado de la educacion basica (Secretaria de
Educacion Publica, 2017).

4.4 Aplicacion

Durante el ciclo escolar 2017-2018 se aplicaron en formato impreso todas las secuencias
correspondientes a los Bloques | y 11, asi como los problemas de texto breve pertenecientes
al Bloque 1l1. Los estudiantes trabajaron de manera individual y no hubo intervencion por

parte del investigador.

Durante el ciclo escolar 2018-2019 se aplicaron los problemas del Bloque 1V también en
formato impreso y se realizaron entrevistas individuales semiestructuradas. El objetivo de
Ilevar a cabo entrevistas fue para obtener evidencias verbales (registro “decir) y por el grado
de dificultad de los problemas de este bloque. Mason (1989) hace notar que el “decir” puede
tener lugar en voz alta y que es mas facil poder verbalizar las ideas que escribirlas. Asimismo,
se considerd que mediante la intervencion del investigador se podria promover el transito en
la espiral de acciones, a través de sugerir la manipulaciéon de nuevos casos particulares o
sugerir cambios de atencion hacia el comportamiento de las variables involucradas en los

problemas.
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Cabe mencionar que las entrevistas semiestructuradas se caracterizan por tener un guion de
preguntas, pero se tiene libertad para profundizar en aquellas respuestas otorgadas por los
estudiantes que resulten relevantes o en aquellas que requieran mayor exploracion, para lo
cual se pueden realizar nuevas preguntas no establecidas previamente. Se considera que los
participantes puedan ampliar, brindar detalles, aclarar o precisar su respuesta cuando sea
necesario (Cohen, et al., 2007; Blasco y Otero, 2008). También se deben tener en cuenta
ciertos cuidados al realizar las entrevistas, por ejemplo, no influir en las respuestas, orientar
cortésmente a los entrevistados si se encuentran divagando, comunicar claramente, ser
pacientes en la espera de las respuestas, etc. Las preguntas consideradas como guion para
orientar la entrevista forman parte del disefio de los problemas.

Finalmente, cada problema del Bloque IV esta organizado de la siguiente forma: en la
primera hoja se presentan la descripcion y datos del problema; y en las siguientes hojas se
proporcionan, gradualmente, las preguntas, otorgando las pausas correspondientes entre una

pregunta y otra en la espera de la resolucién por parte del estudiante.
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Capitulo V

Analisis de las secuencias pertenecientes a los Bloques 1 y 11

El estudio es de naturaleza cualitativa y de corte descriptivo (Miles y Huberman, 1994), en
vista de que los datos de interés son: el proceso de generalizacion y las expresiones de

generalizacién que producen los estudiantes, las cuales se analizan, describen e interpretan.

Como se ha mencionado anteriormente, durante el ciclo escolar 2017-2018 se aplicaron las
tareas que conforman los Bloques | y II. El andlisis se realiza por estudiante para poder
identificar las manifestaciones de generalizacién en cada individuo y se organiza por bloque,
debido a que las tareas de cada bloque presentan caracteristicas comunes. Los estudiantes se

etiquetaron del 1 al 25 por orden alfabético de acuerdo con su primer apellido.

5.1 Bloque I. Espiral de acciones

El anélisis para dar cuenta del proceso de generalizacion en las secuencias del Bloque | bajo
la espiral de acciones de Mason se explica a continuacion y se esquematiza en la Figura 5-1.

Las respuestas o procedimientos correctos a los incisos a), b) y ¢) permiten apreciar en los

estudiantes la accion manipular. Ademas, son indicadores de que empiezan a identificar las
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regularidades que presentan las secuencias dadas, reconociendo aquello que permanece y lo
que cambia y; junto con la respuesta correcta del inciso d) se interpreta que los estudiantes
obtienen sentido de la generalizacion, aunque en algunos casos pueden continuar en la accion
manipular. Si adicionalmente se tiene una respuesta correcta en e), se interpreta que los
estudiantes logran articular alguna generalidad a través de una regla implicita. Las
explicaciones otorgadas en este inciso son las expresiones que permiten identificar la forma

del registro y el alcance de la generalidad que ellos manifiestan.

[ Inciso e). Generalizacién lejana b ]Acci()n articular (AH Expresiones de

- — i icita. generalizacion.
[ Inciso d). Generalizacion cercana l'Q‘egla 1mp11.(f1ta )
- — Accion obtencion de sentido (OS).
Inciso c¢). Generalizacion cercana

d Inciso b). Generalizacién cercana Accion manipulacion de

: — casos particulares (M).
Inciso a). Generalizacion cercana ]

Figura 5-1. Interpretacion de la espiral de acciones en las secuencias del Bloque I. Elaboracion propia.

A continuacion, mediante las respuestas obtenidas en algunas secuencias pertenecientes a
este blogue se ejemplifica la forma de realizar el andlisis del proceso de generalizacion.

Asimismo, a través del analisis se identifican algunas caracteristicas adicionales relevantes.

Secuencia 2. Estudiantes E15 y E8. La estructura matematica que caracteriza a esta
secuenciaes f(x) = 2x. Se identifica que E15 construye las figuras 5y 6 replicando la forma
del patrén (Figura 5-2). Posteriormente, en la Figura 7 pone la cantidad correcta de puntos,
pero ya no continua con la forma del patrén. Se evidencia en E15 una manipulacién adecuada

de los casos particulares tanto figural (inciso a) como numérica (inciso b).

a) Continda la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 v la figura 7.

' “..O.QOG

-
® (1] eoee seee @ p 20 @ eacd 9
L ] L 1 ] o8 (I 1T T ] pe,.'o Beoeso
Figura | Figura 2 Figura 3 Figura 4 0 g o0

] 2 r-"«’y‘-"” G Fguva .
La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo el nimero de puntos que tiene cada figura. Asi
pedriamos eseribir los nimeros:

24,680,121

by © d snci i i
) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al ndmero de puntos de las figuras 5, 6 y 7 que dibujaste con

anterioridad.
246816 [ ][], .

Figura 5-2. Respuestas de E15 en la Secuencia 2 del Bloque I. Incisos a) y b).
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A medida que E15 manipula ejemplos con valores cada vez mas distantes (incisos ¢ y d,
Figura 5-3) se interpreta en primera instancia que obtiene sentido de la generalidad, sobre
todo por la respuesta del inciso d). Sin embargo, al observar que no responde el inciso e) y
prestar atencion a la informacién que se encuentra en la parte inferior de su hoja de
respuestas, se evidencia que tanto el inciso d) como €) los resuelve por recursion (Figura 5-
3). Por lo tanto, las respuestas de E15 competen solo a la accién manipular, no transita a las

acciones obtencion de sentido ni articular.

¢) Sindibujar alguna figura ;Cuil es el nimero de puntos que tiene la figura 10?7

2B Funies

d) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es el nimero de puntos que tienc la figura 257
(g ¢ '
>0 Hu nHe

e) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es ¢l nimero de puntos que tiene la figura 1007 Explica como lo has hecho.

e dage  ale2 2324 A o a2 28 29
[ . “eefut 2 r!? F '3
i -'J-c_‘w. T '3 i p——""—‘F
31 32 33 S a5, 3c 37,38 3,40 YT A s ":E"r}‘sj' SR
! - - . .
16 12 19 9 26 2t 22 a2 54 a5

Figura 5-3. Respuestas de E15 en la Secuencia 2 del Bloque I. Incisos ¢), d) y e).

E8 al igual que E15 también construye correctamente las figuras 5, 6 y 7; y evidencia una
manipulacion adecuada de los casos particulares tanto figural (inciso a) como numérica para
valores cercanos y distantes (incisos b, ¢ y d). Pero a diferencia de E15, se interpreta en el
inciso e) que E8 obtiene sentido de la generalidad y logra articular, ademas de expresar, la
regla de generalizacion entre el numero de puntos y el numero de la figura (ver Figuras 5-4
y 5-5).

a) Continia la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura 7.

L] [ 1) L1 1) aeee
[ (1] e T :'::.’.‘ RS ep® P2oseres
Figura | Figura 2 Figura 3 Figura 4 3 ee gnegp ed dop e poPe

%

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica eseribiendo el nimero de puntos que tiene cada figura. Asi
podriamos escribir los nimeros:

2,4,6,8, ...

b) Comp1¢La en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nidmero de puntos de las figuras 5, 6 ¥ 7 que dibujaste con

2,4.5.3.D.D,D.

anterioridad.

Figura 5-4. Respuestas de E8 en la Secuencia 2 del Bloque . Incisos a) y b).
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¢) Sin dibujar alguna figura ;Cuil es el niimero de puntos que tiene la figura 107 -
d) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 257 '\ - 5

e) Sindibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 100? Explica cémo lo has hecho.
R.‘ 100 jReY que \o (:'(,.-
(e TY murreg T
\ A e € QRO
-“phila en ‘1 3

cin L vEeu adAs ,

Figura 5-5. Respuestas de E8 en la Secuencia 2 del Bloque I. Incisos ¢), d) y e).

De acuerdo con el diagrama de la Figura 5-1 en relacion con las acciones y los incisos de las
secuencias, las acciones de E15 se sintetizan en Manipular-Manipular-Manipular-Manipular-
No Contesto y las acciones de E8 en Manipular-Manipular-Manipular-Obtencion de Sentido-
Articular, es decir, M-M-M-M-NC y M-M-M-QOS-A respectivamente.

De manera analoga se realizo el analisis de la Secuencia 2 con los 23 estudiantes restantes y
las acciones que se reconocieron en cada uno se resumen en la Tabla 5-1, identificandose que
18 de ellos logran completar un ciclo de acciones; articulando una regla de generalizacion
que usan de manera implicita para responder correctamente de forma numérica, aunque no

todos consiguen expresarla apropiadamente.

Tabla 5-1. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 2, Blogue I.

E [a)|b)|c)]|d e E |a|b|c)|d | e E |ad|b|c|d|e
ELI|M|{M|M|OS | A EO9 M|M|M|OS| A EI8 M| M|M|OS|A
E2 | M EIOfM|M|M|OS| A EI9 | M| M
E3|M|{M|M|OS|A EI1|{M|M|M|OS| A E20 M | M
E4 El2({ M|M|M|OS| A E2LIM|M|M|OS | A
ESE|M|{M|M|OS|A EI3|M|M|M|OS| A E22 M|M|M|OS|A
E6| M|M|M|OS|A El4 | M|M|M|OS| A E23| M| M| M|OS|A
E7T | M|{M|M|OS|A EI5( M|M| M| M | NC E24 | M | M
EB  M|M|M|OS | A El6  M|M|M|OS| A E25 | M | M
El7| M|M|M|OS| A

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencion de Sentido; A=Accién Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-0S-A.

Es importante mencionar que hay una distincion entre articular y expresar. Se evidencia en

algunos estudiantes el uso de una regla implicita de generalizacion que les permite resolver
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correctamente los casos particulares lejanos, es decir, logran articular una regla de
generalizacidn, pero no logran explicarla (expresarla). En otro apartado se expondra respecto
a las expresiones de generalizacién que manifiestan los estudiantes. Para el caso de E8 se
observa que, ademas de articular una regla de generalizacion la cual usa, correctamente, al
resolver los incisos, la expresa apropiadamente en lenguaje natural especificando la relacion

correspondiente entre el nimero de la figura y el nimero de puntos (Figura 5-5, inciso e).

Secuencia 4. Estudiante E5. Esta secuencia compete a una relacion cuadratica, de tal manera
que los puntos estan distribuidos formando cuadrados con la intencion de ayudar a los
estudiantes a encontrar la relacion correspondiente. Analizando las respuestas de E5 se
identifica en el inciso a) que continda correctamente la secuencia para las figuras 5, 6 y 7
(ver Figura 5-6); incluso continda la forma de la figura, evidenciando la manipulacion de

casos particulares tanto figural como numérica (incisos ay b).

000
5885000
OOO( 0 (o] 7108
a) Continia la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura T)(" O (2, 88()6 Og o0 ngof?f
e00e S0P 0000EE 0002550
0000 6o VER ZA00
@9 °oe eoss 00000 000008 8556000
° XS soe esee 00000 QOSJO(%CQ Fqua 7
Figura | Figura 2 Figura 3 Figura 4 F.auvxos t.qv g

i i éri ibi ime i a figura. Asi
La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numernca escribiendo el nimero de puntos que tiene cada fig

podriamos escribir los niimeros:

1,4,9,1625,36, 14

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5,6 y7que

anterioridad. - T

dibujaste con

Figura 5-6. Respuestas de E5 en la Secuencia 4 del Bloque I. Incisos a) y b).

La respuesta al inciso c) permite interpretar que E5 transita de la accion manipular hacia la
obtencion de sentido. Cuando E5 resuelve para valores cada vez mas lejanos se interpreta la
articulacion de una regla correcta de generalizacion la cual usa para resolver los incisos d) y
e) (Figura 5-7). Aunque no responde correctamente dichos incisos porque no resuelve
correctamente el algoritmo de la multiplicacion, sus procedimientos dan cuenta de la
formulacién correcta de la regla que aplica para encontrar el nimero de puntos de los valores

solicitados.
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l ”~
¢) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 10? | 00

5 e = \
d) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es el niimero de puntos que tiene la figura 152 Explica como lo has hecho. ?6 Yoy que. ]
] ' ,(\?
(4]
> AR

¢) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es el nimero de puntos que tienc la figura 30? g0 ?0‘ qu e 3()0
£

0
j,%O__
=10

=P

Figura 5-7. Respuestas de E5 en la Secuencia 4 del Blogue 1. Incisos c), d) y e).

Se concluye que E5 transita, de forma adecuada, entre las acciones manipular, obtener
sentido y articular durante la resolucion de la Secuencia 4. Las acciones de E5 se resumen en
M-M-M-OS-A. De la misma manera, se realizé el andlisis de la Secuencia 4 con los 24
estudiantes restantes y las acciones que se reconocieron en cada uno se resumen en la Tabla
5-2.

Tabla 5-2. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 4, Blogue I.

E |[a|b)|c)]|d]|e E |a|b)|c)|d|e E |a)|b)|c)|d]e
ElLI M| M E9 EI8 M| M| M
E2 | M EIOfM|M|M|OS|A E19 | M
E3 | M EI1 |/  M|M|M|OS|A E20 NC
E4 El2 | M| M|M|OS| A E21
ES|M|{M|M|OS|A EI3/ M| M| M E22
E6 | M| M| M| OS El4 M| M|M|OS|A E23
ET/  M|{M|M|OS|A E15 E24
ESB  M|M|M|OS|A El6 M|M|M|OS|A E25
El7 M| M|M|OS| A

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencidn de Sentido; A=Accion Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-0S-A.

De acuerdo con la Tabla 5-2 se observa que esta secuencia result6 dificil de resolver para la
mayoria de los estudiantes. Aunque la distribucion de los puntos correspondia a formas
cuadradas, no todos prestaron atencion a esta cualidad figural de la secuencia. Por ejemplo,
dos estudiantes hicieron explicita la diferencia entre términos y se asume, que con base en
esas diferencias encontraron los siguientes términos cercanos (Figura 5-8), pero dicho

procedimiento no resulto factible para hallar términos distantes.
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a) Continua la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura 7[ "
1 3

3 05 4 o 00
) 0000 ADav0sv0ps @ob 033 s aT0300%
000 [TTT) @ dPvend 968 a5 Il 1t
oo eoe eooe A 220238
® L o000 .... 4 L @00 0o OC
9§‘,OOO o O
Figura | f a2 suirn 3 Figura 4 WRRPUEE —N g 3
igura igura Figura Figura a 5 ‘59‘"“(‘ f-q D S

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo ¢l nimero de puntos que tiene cada figura. Asi
podriamos escribir los niimeros:

14,976, ...

Figura 5-8. Estudiante E3 encontrando las diferencias entre los puntos de las figuras dadas.

Se interpreta en estos casos que la estructura de atencién de los estudiantes estaba centrada
solo en el discernimiento de los detalles (como la diferencia entre términos) y no en la
apreciacion de la totalidad (ademas de la diferencia, la distribucién cuadrada de los puntos)
que les permitiera identificar la relacidn entre el nimero de puntos y el nimero de la figura.
Mason (1989) hace referencia a que la busqueda de relaciones puede ser complicada, aunque
se puedan apreciar caracteristicas que se cumplen en una secuencia, éstas no siempre
resultaran Utiles para articular una generalizacion o se requeriran de caracteristicas

adicionales para conectarlas (lo que se denomina parte-parte o parte-todo).

También se interpreta, que la dificultad en la basqueda de relaciones matematicas radique en
que no se tengan experiencias previas o esas experiencias no sean lo suficientemente robustas
para conectar conocimientos anteriores con los nuevos, por ejemplo, la referencia del area de
un cuadrado. O que las experiencias previas tengan mucho énfasis en lo sintactico y no en lo
semantico lo que impide apreciar su utilidad en nuevos contextos, por ejemplo, que las
multiplicaciones tengan énfasis en lo memoristico de tal forma que en la Secuencia 4 algunos
estudiantes no perciben que en lugar del conteo se pueden multiplicar n filas por m puntos

de cada fila y ademas que m = n.

Adicionalmente, mediante la resolucion de esta secuencia se detectd que varios estudiantes

no sabian las tablas de multiplicar y tampoco el algoritmo de la multiplicacion.

Secuencia 8. Estudiante E3. La secuencia compete a la relacion aditiva f(x) = x + 4. El

estudiante E3 resuelve correctamente la secuencia para las figuras 5 y 6 de manera figural
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como numeérica (incisos a y b). A partir del inciso ¢) se puede interpretar que E3 empieza a
obtener sentido de la generalidad lo cual se confirma a través de los siguientes incisos d) y
e), concluyendo que el estudiante articula la regla de generalizacion que corresponde a la

secuencia proporcionada (Figura 5-9).

a) Continta la secuencia de figuras dibujando la figura 5 y la figura 6.

o0 [ eee o000 o000 Qoo [N :
oo oo o000 0000 . L,.,0.0 0 ¢ 00 @
Vgl Figura 2 Figura 3 Figura 4 Cgmo 5 Laua 6

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que comresponde al nimero de puntos de las figuras 5 y 6 que dibujaste con

anteniondad

¢) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 10? Explica cémo lo has hecho.

IH Chaavuando | 1A (qora N .
&0 fu1 obsetvande goe 1.5 de doscnla sile SOMAS | Al ono deda 5

d) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es ¢l ndmero de puntos que tiene la figura 25? Explica como lo has hecho.

24 obswardo \a (ywq 2. % de das coep\a i Ve Sumas N a2 teda

¢) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es ¢l nimero de puntos que tiene la figura 80? Explica como lo has hecho.

:\6*{ Toae ardd. \Qs(gutos ToqUE me do una \deas Yoando F\)i somado
0 \& Sume .

Figura 5-9. Respuestas proporcionadas por E3 en la Secuencia 8.

Es importante reconocer que las acciones obtencidn de sentido y articular no ocurren en un
momento especifico ya que esto es muy propio de lo que sucede cognitivamente en cada
estudiante. Sin embargo, el disefio de las secuencias y el anlisis intentan plasmar aquellos
dos momentos en los que se interpretan que ya ocurrieron tales acciones, de tal forma que
cuando se aprecia el transito entre las diferentes acciones, la accion obtencion de sentido

suele reconocerse en el inciso d) y la accidn articular en e).
El transito entre las acciones de la espiral de los 25 estudiantes respecto a la Secuencia 8 se

presenta en la Tabla 5-3. Esta secuencia resultd dificil de resolver de igual manera que la

Secuencia 6, ambas competen a relaciones aditivas de la forma f(x) =x+b. LosS

80



Capitulo V. Analisis de las secuencias pertenecientes a los Bloques 1 y 11

estudiantes identifican la variacion entre términos, pero resulta dificil para ellos encontrar la

regla de generalizacion.

Tabla 5-3. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 8, Bloque I.

E |a)|b)|c |d]e E |a|b)|c)|d e E |a|b)lc|d|e
ELLMIM| M EO9 M|M|M|OS|A EI8 M| M| M|OS
E2 EI0O | M| M EQ MM | M
E3|M|M| M |OS|A E11l | M| M E20 [ M | M
E4 M| M EI2 M|M|M|OS | A E2L| M| M| M
ESE| MM | M E3|M|M|M| M E2| MM M| M
E6 M| M El4 M|M|M|OS | A E23| M| M| M| M
ET/ M|M| M |OS|A E5|M|IM|M| M E24 | M | M
EB M| M|OS|OS| A El6 M| M| M E25 | M| M

El7 MM M| M

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencidn de Sentido; A=Accion Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-0S-A.

De modo andlogo al presentado en este apartado se realizd el andlisis para todas las
secuencias figurales-numéricas del Bloque I. En el Anexo A se incluye el resumen del

andlisis de acciones de los estudiantes para todas las secuencias.

5.2 Bloque I. Expresiones de generalizacion

El siguiente anélisis que se realiz6 tanto para el Blogue | como para los demas bloques
corresponde a las expresiones proporcionadas por los estudiantes en cada secuencia y
problema, con la finalidad de determinar en ellas el alcance de generalizacion algebraica. Las
diferentes expresiones encontradas en todas las tareas de los bloques se clasificaron en cinco
categorias, de acuerdo con el alcance de generalizacién algebraica comunicadas al expresar
la relacién de correspondencia que define a cada tarea. También fue de interés identificar el

tipo de registro proporcionado.

Las categorias se describen a continuacion y se ejemplifican con respuestas textuales
proporcionadas por los estudiantes en las secuencias 1 y 2 del Bloque I. Asimismo, para
mayor referente se muestra enseguida la clasificacion de todas las respuestas registradas en
la Secuencia 1. Las clasificaciones de las expresiones de generalizacidn de las secuencias

restantes se encuentran en el Anexo A.
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= Categoria 1. Incluye aquellas expresiones que no refieren a las variables involucradas, ni
a la variacion, ni a la relacion de correspondencia. Por ejemplo, en la Secuencia 1 definida
por f(x) = x, al responder cual es el nUmero de puntos que tiene la figura 70 y explicar
como se ha realizado, E21 escribe “tiene 70 me apoye en el ejemplo”. Se evidencia la
articulacion de una regla de correspondencia que el estudiante usa para contestar
correctamente de forma numeérica, pero no hay estructura matematica en la expresion que

produce.

= Categoria 2. Incluye expresiones en las que se menciona la variacién o las variables, pero
sin vincularlas a la relacion de correspondencia. Por ejemplo, en la Secuencia 1, E16 escribe
“70 porque las figuras ban de 1 en 1”. En este caso, el estudiante se centra s6lo en una
variable (nimero de figura) y expresa la variacion que percibe entre las figuras, pero no
establece una relacion de correspondencia. Otro ejemplo lo encontramos en E20 al expresar
“70 porque es lo mismo”, en esta expresion, aunque la palabra “mismo” apela a que E20
compara las dos variables involucradas, no escribe la relacion de correspondencia de

manera explicita.

= Categoria 3. Se consideran las expresiones que denotan la relacion de correspondencia para
un numero particular, es decir, se expresa la generalizacién, pero aplicada al nimero
solicitado u otro numero al ejemplificar (generalizacion local). En la Secuencia 1, E5
escribe “R=70 ;porque? porque aumenta de 1 en 1 y si es 70=70x1=70". La expresion
70x1=70 muestra la relacién de correspondencia formulada, pero aplicada especificamente
al nimero 70. Dos ejemplos en la Secuencia 2 definida por f(x) = 2x al responder cual es
el numero de puntos que tiene la figura 100 y explicar como se ha realizado, son los
siguientes: E11 escribe “200 por que el doble de 100 es = 200”; y E3 “100 lo puedes
multiplicar por 2 y asi te da 200”, en ambas expresiones se evidencia la regla correcta de

correspondencia, pero especificamente para el nimero 100.

= Categoria 4. Se consideran aquellas expresiones que dan cuenta de lo que ocurre de manera
general con la relacién entre las dos variables, por ejemplo, E14 en la Secuencia 1 escribe

“70 puntos porque cada punto tiene el mismo numero que el de las figuras”. La expresion
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evidencia la relacion de correspondencia, sin embargo, no cada punto tiene el mismo
namero que el de las figuras, sino el numero de puntos es el mismo nimero que el de las
figuras. También se asume que la expresion proporcionada en esta categoria da referencia
de que los estudiantes consideran que la regla se aplica a diferentes valores, sin que se

pretenda que ellos tengan nocion del conjunto dominio de la relacion de correspondencia.

= Categoria 5. Las expresiones son concisas y precisas. Evocan un término cualquiera.
Nuevamente se enfatiza que, aunque las expresiones dan cuenta de que los estudiantes
consideran una regla que se aplica a diferentes valores, no se asume que ellos tengan nocion
del conjunto dominio de la relacion de correspondencia. Por ejemplo, en la Secuencia 1,

E10 escribe “el nimero de la figura es el mismo que el de los puntos™.

Las expresiones que se destacan pertenecen a las categorias 3, 4 y 5. La Categoria 3 da
evidencia de una regla correcta pero aplicada de manera local, s6lo a un caso particular. Las
expresiones de las categorias 3 y 4 se distinguen por la generalidad algebraica que se formula

en ellas.

A continuacion, se presenta la clasificacion de las respuestas proporcionadas por los
estudiantes en el inciso e) de la Secuencia 1, Bloque I. De los 25 estudiantes, 23 de ellos
ofrecieron una explicacion de como habian encontrado el nimero de puntos para la figura
70. Aunque las 23 respuestas proporcionadas ofrecen el valor correcto, es decir, 70 puntos
que le corresponden a la figura 70, no todos los estudiantes lograron comunicar una expresion
de caracter algebraico. De las respuestas, 9 fueron clasificadas en la Categoria 1, 7 en la

Categoria 2, 3 en la Categoria 3, 2 en la Categoria 4 y 2 en la Categoria 5 (Tabla 5-4).

Tabla 5-4. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso €), Secuencia 1, Bloque I.

Categoria 1

E1. 70 puntos lo hice contando los numeros en mi mente y leyendo muy bien las preguntas
E7. 70 multiplicando y sumando

E12. 70 pensando cuantos puntos tendria si fuera dibujando

E15. con 70 puntos o otra figuras mas

E18. 70 puntos yo lo he hecho como me lo valla explicando la pregunta.

E19. viendo figuras y lo conte y me dio 70

E21. tiene 70 me apoye en el ejemplo

E23. sume de 10 en 10 asta que llege a 70, 10+10+10+10+10+10+10=70

E25. primero deberiamo escribir 70 bolitas y ya sabras el resultado
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Categoria 2

E3. 70 porque las figuras bande 1 en 1

E9. tiene 70 porque es de un puntito por ejemplo si pongo 10 siempre va a ser 10

E11. 70 porque el numero 70 que te muestra es esa cantidad que es

E16. 70 vaaumentandode 1 en 1

E17. 70. boy siguiendo por los nimeros o por los puntos.

E20. 70 porque es lo mismo

E24. 70 porque me fije de los puntos y nimeros

Categoria 3

E5. R=70 ¢porque? porque aumenta de 1 en 1y si es 70=70x1=70

E13. 70 puntos. En las figuras se puede ver que avanza de uno en uno asi que si la figura 1 tiene un punto la
figura 2 tendra 2 puntos.

E22. 70 puntos yo busque su patron la figura 1 tiene 1 punto y la figura 2 tiene 2 puntos y asi lo estube
haciendo

Categoria 4

E6. 70 puntitos cada figura tiene los mismos puntitos. ejemplo: figura 1 = 1 puntito

E14. 70 puntos porgue cada punto tiene el mismo numero gue el de las figuras

Categoria 5

E8. 70, porque el numero de figuras es lo mismo que el de puntos, ejemplo: si el numero de figura es 100
igual los puntos seran 100

E10. 70 puntos el nimero de la figura es el mismo que el de los puntos

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

5.3 Bloque Il. Espiral de acciones

A continuacion, se presenta el anlisis de las secuencias que corresponden al Bloque Il. En
esta seccion 5.3 se explica el analisis del transito por la espiral de acciones; en la seccion 5.4,

la clasificacion de las expresiones de generalizacion.

La Figura 5-10 presenta la interpretacion de la espiral de acciones respecto a las respuestas
de los incisos de las secuencias numéricas de este blogue. Las respuestas o procedimientos
correctos de los tres primeros incisos permiten interpretar en los estudiantes la transicién de
un primer ciclo de acciones: manipular (inciso a), obtener sentido de (inciso b) y articular
(inciso c). En c) se solicita explicitamente escribir una regla, sin embargo, si los estudiantes
no lograran articularla ni expresarla, entonces las respuestas correctas del inciso d) podrian

dar cuenta del uso implicito o explicito de la regla de generalizacién.

El inciso d) se caracteriza como el transito hacia un segundo ciclo de acciones mediante el
regreso a la accion manipular a través de un valor lejano (término 500) que de evidencia de
la obtencion de sentido y en su caso, a la formulacion o reformulacion de la regla de

generalizacién. La respuesta correcta en e) es referencia del alcance de la generalizacion que
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manifiestan los estudiantes, interpretado a través del valor que proporcionen, segun este sea
cercano o lejano. Finalmente, las explicaciones otorgadas en los incisos a) y b), la regla
explicita solicitada en c), la resolucién y explicacion en d) permiten analizar el registro y las

expresiones de generalizacion que producen los estudiantes.

l Incizo ). Alcance de 1a generalidad ]
i Regre=o.
Incizo d). Generalizacidn lejana } Acciones M-0O5-A. _ _
Expresiones
Inciso o). Solicitud explicita de una regla ] Accidn articular (A]. d"_a _
- - generalizacifn.
Incizob). Se promueve identificar aquello Accidn obtencidn de
que cambia v cdmo cambia ) zentido (0S).
Incizo a). Generalizacidn cercana I_ Accidn manipulacion de
caszosz particulares (M].

Figura 5-10. Interpretacion de la espiral de acciones en las secuencias del Blogue I1. Elaboracion propia.

En este apartado se presentan las diferentes respuestas de dos estudiantes en la Secuencia 9
para ejemplificar el andlisis del proceso de generalizacion. EI resumen de acciones de los

estudiantes respecto a la Secuencia 10 se encuentra en el Anexo B.

Secuencia 9. Estudiantes E9 y E13. La estructura matematica que compete a esta secuencia
numeérica es f(x) = 2x. Las respuestas de E9 proporcionan evidencia de que mediante la
manipulacion de los casos particulares identifica como varian los nimeros de la secuencia,
reconociendo esa variacién como una diferencia de 2 unidades (inciso a). La explicacion que

proporciona en b) permite apreciar esa variacion que reconoce (Figura 5-11).

Observa la siguiente secuencia numérica:

Nimero 5 4
de la secuencia " , 6, 8, 10, 12, 14, ¥ -18
Término Término 1 - . . Término
de la secuencia mine Término 2 Término 3 Término 4 Término § Término & Térming 7 =im no conocide -]

de la sccuencia

a) ¢Qué nimero le corresponde al érmino 9 de la secuencia? Explica como lo has encontrado.

1 - -
1% 1c Vo swiendo dos <, e % e (6 hz= 1%
ConeS le v .
b) Explica con tus palabras cémo se obtiene cada uno de los ndmeros de esta secuencia numérica.
! Y e SN Cl{:. ade L en i)

Figura 5-11. Respuestas del Estudiante E9 en los incisos a) y b) de la Secuencia 9, Bloque 1.
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En el inciso c), E9 expresa su regla mediante la ejemplificacion de casos particulares, desde
el término 8 hasta el 18 (Figura 5-12), distinguiéndose la continuacioén de los términos
proporcionados en el registro tabular. De acuerdo con el disefio de las secuencias, desde el
inciso a) hasta c) se promueve un ciclo de acciones, pero por las respuestas de E9 se interpreta
que no transita a las acciones obtencién de sentido y articular, sus acciones corresponden
solamente a la accion manipular, es decir, M-M-M. No obstante, la respuesta proporcionada
en el inciso c) permite dar cuenta que E9 lleva a cabo la accién que Mason (1980) denomina
especializacion. Esta accion refiere a la manipulacién de nuevos ejemplos cercanos o incluso
lejanos para volver a ascender en la espiral. Los nuevos ejemplos que se construyen suelen

conducir, a veces, al reconocimiento de la estructura de generalizacion.

¢) Escribe una regla precisa que permita a otros niflos encontrar cualquicr nimero de esta sccuencia numérica,
c SN D ) A \ 27 2 Z
M6 I8 20 22 2% 24 DR 30 32 39 3¢
7 \ 1 ’ | * | \ )/ o \'
6 C \ 10 [ > “1 10 \ 7) o

Figura 5-12. Respuesta del Estudiante E9 en el inciso ¢) de la Secuencia 9, Bloque II.

Continuando con las respuestas de E9, se identifica en el inciso d) la manipulacién del caso
particular lejano (término 500) el cual multiplica por 2. Se interpreta de los incisos c) y d)
que E9 asciende en la espiral de acciones evidenciado obtencién de sentido y articulacién de
la generalizacion deseada. Las acciones que se manifiestan en E9 para el inciso d) son M-
OS-A (Figura 5-13).

d) Ahora usemos la regla que has proporcionado y encontremos un nimero de la secuencia. Por ejemplo, ;Qué nimero le corresponde al
término 500 de la secuencia numérica? Escribe t procedimiento obedeciendo la regla que diste.

\oCo p

- ~ . ]

Cxyue fala ' L O Y <3 F(V-'!(-‘

Figura 5-13. Respuesta del Estudiante E9 en el inciso d) de la Secuencia 9, Bloque 1.

Se aprecia en las diferentes respuestas de E9 como se van modificando sus expresiones para
denotar la variacion que identifica entre términos: “16 + 2 = 18”, ““va avanzando de 2 en 2”

y “500 x 2 = 1000”. Pero es hasta el inciso d), en el segundo ciclo de acciones, que se
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reconoce en E9 la obtencion de sentido y articulacion de una regla de generalizacion
(Categoria 3) que usa, especificamente, para el valor 500.

Finalmente, en el inciso €) en el que se espera identificar el alcance de la generalidad se

aprecia que el cuestionamiento no resulto claro para E9 (Figura 5-14).

¢} Usemos nuevamente la regla que has proporcionado, pero ti escoge qué término de |

! | 0 secuencia quicres. Ahora ¢ ;
informacitn: ] ora completa la

El'término (- v 0 e la secuencia numérica, es el nimero Z

Figura 5-14. Respuesta del Estudiante E9 en el inciso €) de la Secuencia 9, Bloque 1.

A diferencia de E9, se puede apreciar claramente como E13 transita en las acciones
manipular, obtencion de sentido y articular completando un ciclo de acciones desde el inciso
a) hasta c), que culmina con la expresién de una regla de generalizacién algebraica en c). En
el inciso a) hace notar que los nimeros de la secuencia van de 2 en 2 (primer registro), en b)
expresa que los nimeros de la secuencia se obtienen “sumando 2” (segundo registro) y en c)
expresa una regla concisa al escribir “multiplicando por 2 el término que tiene” (Figura 5-
15). Se concluye que las acciones de E13 son M-OS-A, primer ciclo de acciones para los

incisos a)-c).

Observa la siguiente secuencia numérica:

: [ 1£
Nimero 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 1 B
de la secuencia — e
N Términe Teim: qo
Término J Témino 1 Términe2  Témine3  Téminod  TéminoS  Témino6  Término T adn mo conocido '
de la secuencia | e la secuencia
a) ;Qué nimero le corresponde al término 9 de la secuencia? Explica como lo has encontrado. 1% 1£.18
Cy =3
v | 4 1
19 Seqgo de en Dy encortie el ndmerc

b) Explica con tus palabras como se oblicne cada uno de los nimeros de esta secuencia numérica,
| ')
Gumando =~

¢} Escribe una regla precisa que permita a olros niflos encontrar cualquier ndmero de esta secuencia numérica.

[J':Ll;'-'}',z.{'z...ih- Poy L el terpling floe Trene

Figura 5-15. Respuestas del Estudiante 13 en la Secuencia 9, Bloque IlI. Incisos a), b) y c).

En el inciso d) se observa que E13 aplica para el término 500 (Figura 5-16) la regla que
articuld y expreso correctamente, por lo tanto, sus acciones se clasifican nuevamente en M-

OS-A, segundo ciclo de acciones definido para el inciso d).
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d) Ahora usemos la regla que has proporcionado y encontremos un nimero de la secuencia. Por ejemplo, ;Qué nimero le corresponde al
ui_n:‘um'?ufSl[I'l?I de la secuencia numérica? Escribe tu procedimicnto uhedccicn';!urfn I'SH'(U que diste. S00 » 2.=1000

[ L

SoC
€) Usemos nuevamenic la regla que has proporcionado, pero i escoge qué término de la secuencia quieres. Ahora completa la
informacion;
Eltérmino = ¢y de la secuencia numérica, es el ndmero L_ a6,

Figura 5-16. Respuestas del Estudiante 13 en la Secuencia 9 del Bloque II. Incisos d) y e).

Por ultimo, en el inciso €) al solicitarle que proporcione el término que desee y encuentre el
namero correspondiente, E13 escoge el término 600 (Figura 5-16). Se puede apreciar de
acuerdo con Mason (1999) el alcance de la generalidad que representa la secuencia para dicho

estudiante. El valor proporcionado se clasificd como generalizacion lejana (GL).

De modo similar se realiz6 el andlisis correspondiente de las respuestas de los otros 23
estudiantes para la Secuencia 9 y las acciones que se reconocieron en cada uno se resumen
en la Tabla 5-5. Cabe mencionar, nuevamente, que se promovieron dos ciclos de acciones,
uno inicial (incisos a, b y ¢) y uno de regreso (inciso d), asi como el alcance de la
generalizacién que percibe cada estudiante (inciso €). Se encontrd que algunos de ellos si
lograron transitar en el primer ciclo de acciones, mientras que otros estudiantes se quedaron
en la accion manipular; y fue hasta el segundo ciclo de acciones (inciso d) que se interpreto

a través de sus respuestas, la articulacion de la regla de generalizacion.

Tabla 5-5. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 9, Bloque I1.

E |a),h)c) d) e) E |a),b)c) d) e)
El M-M M-0S-A | GC1 E14 | M-OS-A | M-0S-A | GC1
E2 | M-OS-A | M-0S-A E15 M M-OS-A

E3 | M-OS-A | M-0S-A | GC2 E16 M M-0S-A | GC1
E4 NC E17 | M-OS-A | M-0S-A | GC1
E5 | M-OS-A | M-0S-A | GL E18 | M-OS-A | M-0OS-A | GC2
E6 | M-OS-A | M-0S-A E19 | M-OS | M-OS-A | GC1
E7 | M-OS-A | M-0S-A | GL E20 M-M NC NC
E8 | M-OS-A | M-0S-A | GC1 E21 | M-0OS-A | M-0OS-A | GL
E9 | M-M-M | M-0S-A E22 M M-0OS-A
E10 | M-OS-A | M-OS-A | GL E23 M
E11 M NC E24 M
E12 | M-M-M | M-OS-A | GC1 E25 M NC
E13 | M-OS-A | M-OS-A | GL

Nota: E=Estudiante; M=Acci6én Manipular; OS=Accion Obtencién de Sentido; A=Accion Articular;
GC1=Generalizacion Cercana Tipo 1 (valores entre 6 y 13); GC2=Generalizacion Cercana Tipo 2 (valores
30 y 47); GL=Generalizacion Lejana (valores entre 100 y 1000). Espacio en blanco=Se interpreta que el
estudiante no logra alguna de las acciones M, OS, A o no proporciona correctamente un valor en el inciso e).
NC=No contesto.
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Respecto al inciso €), a través de los valores proporcionados se aprecia el alcance de la
generalizacion que manifestaron algunos estudiantes en relacion con la secuencia, estos
valores se clasificaron como Generalizacion Cercana Tipo 1 o Tipo 2 (GCT1 o GCT2) o
Generalizacion Lejana (GL). Siete estudiantes escogieron valores entre 6 y 13 (GCT1), dos
estudiantes escogieron los valores 30 y 47 (GCT2) y cinco estudiantes valores entre 100 y
1000 (GL).

La Secuencia 10 de este bloque se analizdé de manera semejante, el resumen de resultados se

encuentra en el Anexo B.

5.4. Bloque Il. Expresiones de generalizacién

Respecto a las expresiones de generalizacion que proporcionaron los estudiantes para la
Secuencia 9, en la Tabla 5-6 se muestra la clasificacion de acuerdo con las cinco categorias

descritas en el apartado 5.2.

Las expresiones reportadas en la Tabla 5-6 fueron tomadas en su mayoria de las explicaciones
solicitadas en los incisos a) o b) de la secuencia, ya que se observo en varios estudiantes que
el vocablo “regla” no tuvo la connotacion de formula mateméatica como se esperaba propiciar.
En virtud de que los estudiantes no tienen entrenamiento en este tipo de tareas, las
expresiones de generalizacion como regla o formula matematica surgieron en varios de ellos

cuando se les solicitaba explicar lo realizado.

Tabla 5-6. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso a), b) o c) de la Secuencia 9,
Bloque II.

Categoria 1

E16. a) FijAndome en la secuencia

E25. b) Fui contando

Categoria 2

E1. b) si hay 2 y 4 es facil sabras que de 2 en 2 va / ¢) podrian contar de cuanto en cuanto va y el ultimo te
dara

E9. b) va abansando de 2 en 2

E11. b) la secuencia de dos en dos

E12. c) contando de 2 en 2

E15. a) abansa de 2 en 2

E19) b) multiplicando o a vese sumando
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Categoria 2

E20. b) los nimeros ban abansando de 2 en 2

E22. a) avansaen 2 en 2

E23. a) avansa de 2 en 2 / b) sumando lo que se pide

E24. b) esta secuencia avansa de 2 en 2

Categoria 3

E6. c) multiplicar2x1,2,3,4,5,6,7,8,9y 10

Categoria 4

E2. b) multiplicado por 2

E3. b) multiplicando x 2

E5. b) multiplicando de la tabla del 2

E18. ¢) multiplicar por 2 lo que te piden

E21. b) de la secuencia numérica el 8 es 16 el 9 es 18 es el doble de los nimeros
Categoria 5

E7. c) multiplicar el término por dos

E8. c) Multiplicando por 2 el término, por ejemplo, si el termino es 10, la secuencia es 20
E10. b) multiplicando 2 al numero / ¢) solo ve el numero que este y multiplicalo por 2
E13. ¢) Multiplicando por 2 el termino que tiene

E14. ¢) Multiplicar por 2 el nimero que te dan

E17. ¢) Es multiplicar el numero del termino por dos

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

En primer lugar, se puede concluir respecto a los Bloques I y 11 y acorde con Mason et al.
(2005), que los estudiantes si tienen la capacidad de generalizar y pueden expresar
generalizaciones algebraicas, en algunos estudiantes esta capacidad se percibe mas

desarrollada.

En segundo lugar, los estudiantes no tuvieron dificultades para trabajar con secuencias
figurales-numéricas y numéricas; e interpretar, adecuadamente, los datos presentados en
registros tabulares. Asimismo, pudieron identificar caracteristicas relevantes de las
secuencias, principalmente la variacion entre términos, lo que les permitié llevar a cabo
generalizaciones cercanas. Algunos estudiantes también pudieron encontrar generalizaciones
lejanas y articular una regla de generalizacion, principalmente para aquellas relaciones
matematicas de la forma f(x) = ax , esto puede ser debido a que la regla de generalizacion
se determina solamente por el valor de la variacién, lo cual no ocurre en aquellas de la forma
f(x) = x + b, en las que, ademas del valor de la variacion se requiere tomar en cuenta el
valor inicial de la secuencia y esto dificulta encontrar y expresar la regla de generalizacion.
Sin embargo, en la medida en que los estudiantes van adquiriendo experiencia al resolver las

secuencias se considera que incrementa su repertorio de conocimientos, por ejemplo, en las
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secuencias 2 y 9 que competen a la misma relacion f(x) = 2x, se pudo observar mayor

precision en las expresiones de generalizacion proporcionadas para la Secuencia 9.

Mason (1989) expresa que conforme los alumnos adquieren experiencia van refinando sus
expresiones, de manera que los registros escritos pueden pasar por diversos borradores antes
de convertirse en sucintos y formales (Mason, et al., 1999). Dicho autor destaca tener en
cuenta que se requiere tiempo para fortalecer y desarrollar esa capacidad natural para

generalizar, asi como tiempo para poder expresarla.

Por ultimo, con relacion a las expresiones de generalizacion, se puede apreciar que los
estudiantes se comunican principalmente mediante palabras con un lenguaje idiosincrasico.
Algunos registros son una combinacion de palabras con simbolos aritméticos y pocos
realizan dibujos. Las unicas respuestas que evidenciaron registro con dibujos fueron las de
E12y E16.

E12 resolvié los incisos ¢) y d) de la Secuencia 5 definida por f(x) = 3x continuando el
patron figural como se puede apreciar en la Figura 5-17; estas construcciones le permitieron

ir de lo figural a lo numérico.

3 Qoo
- D °°a .
~ 20 Bo o, © ¢ @ Incisoc)
9,.°% & 27 puntos
De lo e "~ © R Sk
figurativo a lo f ® e

NUmerico -j
»

>

2o
0,086 o ©e0esc0o0 000 0se ©0O
. LA TR ® g8 o o
Seee b Ges e

xgo . 0o gos & ®*
&
~ 240 ©eceatessos oy gua.
[-]
Inciso d)
75 puntos
3 X 25

Figura 5-17. Respuestas del Estudiante 12 en la Secuencia 5 del Bloque I. Incisos c) y d).

Por su parte E16, en la Secuencia 4 definida por f(x) = x? escribiéo su regla de
generalizacion mediante palabras y dibujos como se aprecia en el inciso d) de la Figura 5-18.

Adicionalmente, se interpreta que plantea la operacion 15 x 15, pero en lugar de multiplicar
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realizé la suma, lo que dio como resultado 30 en lugar de 225.

a) Continha la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 v la figura 7.

¢ CQCAgge

eesee & 8 :
pe eee esee ' ngogr?gﬁ 8 QU
. & i B e 8350
Figura | Figura 2 Figura 3 Figura 4 [;jms Org ?j.% 28 '(900?:%

, Fzova § F-‘?u‘rﬂ 3 .
La secuencia de figuras se pucde escribir como una secuencia numérica escribiendo el nimero de puntos que fiene cada figura. As

podriamos escribir los nimeros:
1,4,9, 16, ...

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que commesponde al nimero de puntos de las figuras 5, 6 ¥ 7 que dibujaste con
waoiel2e] Bl [

Sin dibujar alguna figura ;Cudl es ¢l niimero de puntos que tiene la figura 107 1[}0

anterioridad.

&

—

d) Sin dibujar alguna figura ;Cudl es el niimero de puntos que tiene la figura 157 Explica cmo lo has hecho. 3,‘_‘) p"jCl‘nﬂ"'E o

Povies dE‘ a Fueya Come NG ele L mulbi plics L Tmedq e\ ft":o”o&o

=

Figura 5-18. Respuestas del Estudiante 16 en la Secuencia 4 del Bloque I. Regla de generalizacion mediante
palabras y dibujos, inciso d).

Finalmente, con relacién a las expresiones de generalizacion, la mayoria de los estudiantes
proporcionan evidencia del manejo de una regla implicita que les permite encontrar las
respuestas correctas en las diferentes secuencias. Se encontr6 que algunos pueden comunicar
las relaciones de correspondencia mediante reglas de generalizacion algebraica; unos de
forma imprecisa y otros de forma concisa, incluso, haciendo referencia a un término
cualquiera.
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Analisis de los problemas pertenecientes a los Bloques Il y IV

Las tareas de los Bloques IlIl y IV competen a problemas en contexto, los cuales se
caracterizan por tener informacion textual que describe la situacion problema. Los problemas
pertenecientes al Bloque 111 se aplicaron durante el ciclo escolar 2017-2018 y los problemas
del Bloque IV durante todo el ciclo escolar 2018-2019.

6.1 Bloque I11. Espiral de acciones

En la Figura 6-1 se presenta el diagrama de la interpretacion de la espiral de acciones
realizada con base en los valores numéricos, correctos y faltantes de cada tabla proporcionada
en los problemas que competen a este bloque. Los valores correctos encontrados por los
estudiantes para la variable dependiente, a partir de los valores cercanos de la variable
independiente que les son proporcionados, dan referencia de que se encuentran en la accion
manipular. La obtencion de sentido se interpreta que ocurre cuando los estudiantes
encuentran los valores correctos para la variable independiente, a partir de valores cercanos
0 no tan lejanos de la variable dependiente. Finalmente, se considera que la accion articular
ha ocurrido cuando los estudiantes encuentran los valores correctos tanto de la variable

dependiente como independiente para valores lejanos proporcionados, ya que da cuenta de
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que los estudiantes hacen uso de la regla implicita que compete a la relacién de

correspondencia, asi como también evidencian el manejo de operaciones inversas.

P "y

Valores lejanos para la variable dependiente o independiente., Generalizacidn lejana.
Accidn articular (4).

Valores cercanos o no tan lejanos para la variable independiente.
Accidtn obtencitn de =zentido (0O5).

Valores cercanos para la variable dependiente. Generalizaciin cercana.

Accidn manipular (M)

Figura 6-1. Interpretacion de la espiral de acciones en los problemas del Bloque I11. Elaboracién propia.

A continuacion, se ejemplifica la forma de llevar a cabo, el analisis de la espiral de acciones

mediante las respuestas proporcionadas por algunos estudiantes en el Problema 2.

Problema 2. Estudiantes E21, E19 y E3. La estructura matematica que compete al
Problema 2 es f(x) = x + 2. Latabla que se incluye en el problema requiere ser completada
correctamente con cuatro valores: los valores de la variable dependiente para 10 y 15 (ver
Figura 6-2) que competen a la accion manipular, el valor de la variable independiente para
50 que evidencia la accion obtencion de sentido y, finalmente, el valor que le corresponde a
150 que manifiesta la accion articular.

En la pasteleria “El Retorno™ se tiene un registro de la cantidad de pasteles que se elaboran en determinando
mmero de horas. Completa el signiente registro poniendo el mimero faltante en los espacios sombreados.

| Accién manipular. Jj | Accién articular. ?
T
- L
OFAS PATA SU | 5 yoras | 4horas | 5horas | 6 horas| ... 50 horas
elaboracion
N y
timero I 2 3 4 w [ s | 150

de pasteles

f . AT
| Accidn obtencidon de sentido. N’

Figura 6-2. Interpretacion de la espiral de acciones en el Problema 2, Bloque I11.

Revisemos a continuacion, las respuestas de los estudiantes E21, E19 y E13 para ejemplificar

el andlisis de la espiral de acciones. E21 proporciona correctamente los valores
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correspondientes para 10 y 15 pero no para 50 ni 150, por lo tanto, se concluye que no transita

a las acciones obtencion de sentido y articular (Figura 6-3).

En la pasteleria “El Retorno™ s¢ tiene un registro de la cantidad de pasteles que se elaboran en determinando nimero de horas. Completa el
siguiente registro poniendo el niimero faltante en los espacios sombreados.

E;:;:f:ﬁ';::u/BHams]«ihum lihcm.s’ﬂzoras’ ’}Lr ! ‘? . | S0horas | ... _)_n/

| aepmews | ' [ 2 [ 3 [ e[ Jw]oTs [ (G0

Figura 6-3. Valores proporcionados por E21 en el Problema 2, Bloque I11.

En el caso de E19 si proporciona correctamente todos los valores faltantes requeridos, lo que
permite asumir que transita en las tres acciones de un ciclo completo de la espiral, asumiendo
que articula, implicitamente, de forma correcta la regla de generalizacién que compete al
problema. Se observa en la hoja de respuestas de E19 que manipula otros casos particulares
cercanos (Figura 6-4), desde el valor 5 de la variable independiente hasta el valor 15, de ahi,
se interpreta que E19 obtiene sentido y articula la regla de generalizacion que le permite

encontrar los valores restantes.

En la pasteleria “El Retorno™ se tiene un I'Egl'slm.‘ de la cantidad de pasteles que se elaboran en determinando nimero de horas. Completa el
siguiente registro poniendo el nimero faltante en los espacios sombreados.
Horas para su [ )
elaboracién 3 horas Jq horas I 5 horas J Ghoras | ... [ l z ’ “ s 50 horas .'15' sl
[ = e benas o=
Nimero l 2 3 4 I ‘
J_depns:eles 0 15 HB 150
- ieﬁq o BWAYE T Y =\ 1]
T g e et R -
5 G i 3 ~

Figura 6-4. Valores proporcionados por E19 en el Problema 2, Bloque I11.

Por su parte, el estudiante E13 procede de manera similar a E19 manipulando otros valores
particulares; reescribe los primeros pares de valores proporcionados en el problema y

encuentra los siguientes, hasta el par ordenado (10, 12). Se interpreta que E13 transita a las
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acciones obtencion de sentido y articular, incluso, se observa que escribe “15+2=17"
evidenciando la regla de correspondencia aplicada a un caso particular (ver Figura 6-5),

aunque en estas tareas no se solicitd explicar procedimientos ni escribir alguna regla.

Se reconoce que E19 y E13 construyen nuevos ejemplos que les permitan ascender en la
espiral de acciones. Como se ha mencionado con anterioridad, esta accion de construir
nuevos ejemplos para poder obtener sentido y lograr la articulacion deseada se conoce como

especializacion.

En la pasteleria “El Retorno™ se tiene un registro de la cantidad de pasteles que se elaboran en determinando nimero de horas, Completa el

siguiente registro poniendo ¢l nimero faltante en los espacios sombreados.

B

/ﬁ?ﬁfi’;:“’nm’amm 5 horas | 6 horas 12| ~ [F | - [sohons| ... 152
I df[l:::::l:s ‘ ! ' 2 ’ 3 ‘ 4 I we |10 | 15 . 48 | 150
> & g T10m 13¥2.=13
- 4 O + O
= &~ 5 £ 3% &8 9 10

4 . =

Figura 6-5. Valores proporcionados por E13 en el Problema 2, Bloque I11.

Se concluye que las acciones de E21 son M-M, mientras que para E19 y E13, M-M-0OS-A,
destacando que en E13 se evidencia la obtencion de sentido y la articulacién de la regla con
anticipacion. Se ha mencionado con anterioridad que estas Gltimas acciones no tienen un
momento especifico por su naturaleza cognitiva, pero el disefio de las secuencias y el analisis
intentan plasmar aquellos dos momentos en los que se interpretan que ya han ocurrido tales
acciones. Y para el Problema 2, la accidn obtencion de sentido suele concretarse con el par
ordenado (48, 50) y la accion articular con el par (150, 152), asumiendo correctos todos los

pares ordenados anteriores a ellos.

De manera analoga se realizo el analisis de los valores proporcionados para este Problema 2
por los 22 estudiantes restantes. El resumen de las acciones se presenta en la Tabla 6-1. Los
valores correctos V1 y V2 corresponden a la accion manipular, el valor V3 a la accion

obtencion de sentido y el valor V4 a la accién articular.
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Tabla 6-1. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 2, Bloque III.

E | V1 |V2|V3]|V4 E | V1|V2]|V3|V4 E | V1|V2]|V3|V4
El E9 EI8 | M| M |OS| A
E2 EIO| M| M |OS| A EI9 | M| M |OS| A
E3|M | M]|OS| A E1l| M | M | OS E200 M | M
E4| M | M | NC E12 E21| M | M
ES|M|M]|JOS| A EI3|M | M|OS| A E22
E6| M| M|OS| A El4| M| M |OS| A E23| M | M | OS
ET| M| M]|OS | A E15 E24
EB| M| M|OS | A E16 E25| M | M

El7| M| M |OS| A

Nota: E=Estudiante; V1-V4 representan los cuatro valores solicitados en el Problema 2, ordenados de
izquierda a derecha en el registro tabular; M=Accién Manipular; OS=Accién Obtencion de Sentido; A=Accion
Articular; NC=No contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.

El resumen de resultados para los problemas 1 y 3 se presentan en el Anexo C. En los
problemas de este bloque no se solicitd proporcionar explicaciones, por lo tanto, no hay

evidencia de expresiones de generalizacion.

6.2 Bloque IV. Espiral de acciones y expresiones de generalizacién

En el diagrama de la Figura 6-6 se muestra como se interpreta, de manera general, la espiral

de acciones en los problemas del Bloque IV.

| Encontrar la  wvariable dependients para
‘ diferentes valores de 1a variable |Alcancede la generalizacidn.

| independiente.

[ Solicitud de la regla que relaciona a las .. . Ex 5 .
g A Accidn articular (4). | 2XPTES10NES 'de
generalizacidn.

- . . Accidn obtencidn de sentido (OF).
comportamiento de las variables,

| variables.
Preguntaz que cusstionan acerca del

Accidn manipular (M).

|' Preguntas que relacionan a laz variables
mediante casos particulares.

Figura 6-6. Interpretacion de la espiral de acciones en los problemas del Bloque 1V.

Las respuestas o procedimientos correctos a las primeras preguntas que refieren casos
particulares, de valores cercanos, permiten apreciar en los estudiantes la accion manipular.
Asimismo, son indicadores de que los estudiantes empiezan a identificar aquello que
permanece o cambia y permiten el transito hacia la obtencion de sentido, accion que se

concreta al responder, correctamente, a las siguientes preguntas que cuestionan sobre el
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comportamiento de las variables involucradas en cada problema presentado. La respuesta
correcta 0 con mayor precision de la regla de correspondencia es referencia de que ha
ocurrido la accion articular y también da cuenta acerca de la expresion de generalizacion
algebraica que produce el estudiante. Es importante mencionar que cada problema tiene
caracteristicas particulares y, por tanto, el analisis de la espiral de acciones se describe
especificamente para cada problema.

A continuacion, se ejemplificara el analisis de la espiral de acciones presentando la
resolucion de dos problemas. La aplicacion de los problemas de este blogque se caracteriza
por tener informacion del registro “decir”, por ello se presentaran como referentes las hojas
contestadas por escrito de los estudiantes, asi como extractos de entrevista que en conjunto

dan cuenta de la espiral de acciones.

Problema 4. Estudiante E14. El Problema 4 corresponde a la relacion f(x) = 2*. En la
Figura 6-7 se presenta el planteamiento del problema y en la Figura 6-8 el transito en la
espiral de acciones mediante las preguntas planteadas.

¢Sabes qué son las bacterias? Las bacterias son

unos organismos Vivos muy pequenos, no visibles , ‘ ‘
a simple vista, suelen moverse y son de diversas i

formas. Existen bacterias que pueden causarnos ‘ ‘
enfermedades por eso es importante seguir ciertas

recomendaciones, como lavarnos las manos antes R Y

y después de comer.

WERE
TRIERINY

Las bacterias se reproducen de la siguiente forma. || Ticmpoen |Cantidadde

N i o minutos bacterias
De una bacteria surgen 2 bacterias hijas, cada 0 1
bacteria hija genera otras 2 bacterias y asi > 2
sucesivamente. Segun el tipo de bacteria esta 3 8
reproduccion ocurre cada cierto numero de

minutos. Analicemos el caso de una bacteria que
se reproduce cada minuto.

Figura 6-7. Planteamiento del Problema 4, Bloque 1V.
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1. De acuerdo con la informacion contesta las siguientes
preguntas:

a) ¢Cual sera el namero de bacterias al minuto 1? 4—‘3

b)¢Cual sera el numero de bacterias al minuto 2? ‘ Casos particulares.

¢) ¢Cual sera el numero de bacterias al minuto 3? Se promueve la accién manipular.

d)¢Cual sera el numero de bacterias al minuto 4? ¢Por qué? C—J

e) ¢Cual sera el numero de bacterias al minuto 5? sPor qué? ‘ S [ TIETE ) 222l ‘
obtencién de sentido.

2. ¢Qué pasa con la cantidad de bacterias conforme pasan los
minutos?
3. Escribe la regla que permita encontrar la cantidad de bacterias <

por minuto. | Se promueve la articulacién y expresion de la regla de generalizacién. |

4. Usando la regla que has proporcionado encontremos las”
cantidad de bacterias a los 10 minutos.

5. Observa los valores que corresponden al tiempo.
¢Habra otros valores de tiempo para determinar la cantidad de

bacterias correspondiente? N
jempo en minutos Ca.ntidafl de . v\ .
5 blctlemls Se promueve el alcance de la ‘
= 5 generalizacion.
2 4
3 8

Figura 6-8. Preguntas que guian la resolucion del Problema 4, Bloque IV.

A continuacion, se ejemplifica el analisis de la espiral de acciones mediante las respuestas
del estudiante E14 al resolver este problema. En primer lugar, E14 responde correctamente
los casos particulares que corresponden a los incisos a), b) y ¢) de la pregunta 1 apoyandose

de la informacion proporcionada en el registro tabular (Figura 6-9).

1. De acuerdo con la informacién contesta las siguientes preguntas:;

a) ¢Cudl sera el nimero de bacterias al minuto 1? 7).

b) ¢Cudl sera el niimero de bacterias al minuto 2?

¢)¢Cual sera el nimero de bacterias al minuto 37 %

Figura 6-9. Respuestas proporcionadas por E14 en los tres primeros incisos de la pregunta 1 del Problema 4.
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Posteriormente, E14 lee en voz alta la pregunta 1d) ““;Cual sera el nimero de bacterias al
minuto 4? ;Por qué?”’, toma una hoja de papel y realiza el dibujo que se muestra en la Figura
6-10. El nimero de bacterias al minuto 4 no se encuentra en el registro tabular con la
intencion de provocar un cambio de atencion que permita al estudiante identificar aquello

que cambia y como cambia.

Figura 6-10. Dibujo que realiza E14 para responder la pregunta 1d) del Problema 4.

Después de dibujar, se queda pensativo un instante mirando la pregunta 1d) y responde

verbalmente:

El4: 10
Investigador: ¢10?
E14: [Escribe el nimero 10 en la hoja de respuestas]®

El investigador toma la hoja del planteamiento del problema y sefialando el diagrama, le

sugiere:

Investigador: ¢Puedes dibujar aqui las bacterias que van surgiendo? [Mostrando en el diagrama la fila
en donde se encuentran las 8 bacterias] ¢Puedes dibujarlas ahi?... Dibujalas, o si quieres
poner el nimero [refiriéndose a poner el nimero 2 para representar el ndmero de
bacterias que nacen por cada bacteria]...

E14: [Dibuja 16 bacterias, Figura 6-11]

5> La informacidn en corchetes corresponde a descripciones que escribe el investigador.
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Investigador:

El4:

Investigador:

El4:

Investigador:

El4:

VAN
TRTARTRY
AN ENVANVAY
WO U B g

Figura 6-11. E14 dibuja 16 bacterias.

Vamos a contarlas

1,2,3,4,5/6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16

16 [enfatizando la respuesta]

¢ Qué te convence mas, 10 0 16?

16 [rie y escribe su respuesta]

[Continuando con la pregunta 1d)] ¢Por qué?

Porque cada bacteria... nacid... dio a dos mas [escribe en su hoja de respuestas “cada
bacteria dio a luz a dos bacterias mas”, Figura 6-12]

d) ¢Cual sera el nimero de bacterias al minuto 4? ¢Por qué?

Cﬂdﬂ bade'rtﬂ cfm
o loz a dof bacterwg
mas

16 |6

Figura 6-12. Respuesta final de E14 en el inciso d) de la pregunta 1 del Problema 4.

Posteriormente, E14 lee la pregunta 1e):

El4:

Investigador:

El4:

Investigador:

El4:

Investigador:

El4:

¢Cudl sera el nimero de bacterias al minuto cinco y por qué? [Responde] Aaayn [y
empieza a dibujar bacterias]

Sin que tengas que dibujar ¢qué hariamos?

Emm... [Observa el diagrama, apunta las 16 bacterias que dibujo y dice] dos por dos...
[Se queda observando, luego escribe la multiplicacion 16 x 2, y menciona] 16 por 2
Ok.

[Resuelve la multiplicacion y escribe en su hoja de respuestas] 32, porque al nimero 16
lo multipliqué por 2 (Figura 6-13)

Y si yo te preguntara por el nimero de bacterias al minuto 6

[Escribe y resuelve la multiplicacion 32 x 2 y dice] 64
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e) ¢Cuil sera el niimero de bacterias al minuto 5? ¢Por qué?
32 ,por que aladmero
i€ lo mo ltplique o 2

Figura 6-13. Respuesta de E14 en el inciso €) de la pregunta 1 del Problema 4.

Enseguida, E14 resuelve las siguientes preguntas planteadas en el problema, una por una, sin
intervencion del investigador. En la pregunta 2 escribe que las bacterias “se van
reproduciendo entre 2” conforme pasan los minutos (Figura 6-14). La regla que proporciona
para encontrar la cantidad de bacterias por minuto, en la pregunta 3, expresa lo siguiente:
“multiplicar el nimero de bacterias que da por 2”; esta expresion se considera de caracter
algebraico, aungue es de tipo recursivo. La palabra “da” se interpreta de la siguiente manera:
E14 refiere a un resultado previamente obtenido el cual se debe multiplicar por 2.
Posteriormente, aplicando la regla que ha proporcionado encuentra, en la pregunta 4, la

cantidad de bacterias (1024 en total) que se reproducen a los 10 minutos.

2. ¢Qué pasa con la cantidad de bacterias conforme pasan los
minutos? Se Van veproducceendo enfve 2

3. Escribe la regla que permita encontrar la cantidad de

bacterias por minuto. Mv |'+|icm' el nOmero de bacterias geda
po~¥ 2

4. Usando la regla que has proporcionado encontremos la
cantidad de bacterias a los 10 minutos. (024

'L
a~ D
Minute € 11% I
G 3‘\123 -
> 2 ]
"Hg'_l-l—haﬂfeﬂas ;_:‘l—g-g_-
Sra
8 2

—— et
102H

Figura 6-14. Respuestas de E14 a las preguntas 2, 3y 4 del Problema 4.
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Unavez que E14 encuentra la cantidad de bacterias para el minuto 10, el entrevistador plantea

la siguiente pregunta:

Investigador:
El4:
Investigador:
El4:
Investigador:

¢Y siyo pidiera a los 50 minutos?

ahaha

(Qué pasaria? ... ;Qué haria?

Multiplicaria lo que me dio en 49 minutos por 2
Ok.

La respuesta proporcionada por E14 para el minuto 50 compete a una generalizacion

algebraica, aunque corresponde a un ejemplo particular.

Finalmente, E14 resuelve la pregunta 5:

El4:

Investigador:
El4:
Investigador:

El4
Investigador
El4
Investigador

El4
Investigador
El4:
Investigador
El4:
Investigador
El4:

[Lee la pregunta 5] Observa los valores que corresponden al tiempo. ¢Habra otros valores
de tiempo para determinar la cantidad de bacterias correspondientes?

¢Queda claro lo que estoy preguntando?

[Mueve sus manos indicando mas o0 menos]

¢Mas 0 menos? Aqui dice: observa los valores que corresponden al tiempo ¢cudles son
€s0s?

[Apunta los valores de la columna que corresponde a la cantidad de bacterias]

Pero ¢esos son valores del tiempo? ¢ Cudles son los del tiempo?

[Apunta los valores de la columna que corresponde al tiempo y dice] 0, 1, 2, 3

Bien, entonces la pregunta es ;habré otros valores de tiempo para determinar la cantidad
de bacterias que le correspondan a esos valores?

Si

Puedes poner tu respuesta aqui [sefialando la hoja de respuestas]

[Escribe “si’’]

¢Me puedes dar ejemplos de esos otros valores?

Como el de 10 que usted dijo

¢Hay otros?

Como el de 50 que también me dijo... puede haber el de 100 también, el de 200 y habréan
mas

Con base en las respuestas dadas por E14 respecto a otros valores de tiempo para determinar

la cantidad de bacterias correspondientes, se evidencia en dicho estudiante el alcance de

generalidad para el problema planteado. De hecho, reconoce los valores dados por el

investigador, sugiere otros valores, incluso lejanos y manifiesta que hay mas.
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Se concluye que las acciones de E14 durante la resolucion del problema, desde el inciso a)
de la pregunta 1 hasta la pregunta 4 son: Manipular-Manipular-Manipular-Manipular-
Manipular-Obtencion de Sentido-Articular, con intervencion del investigador para
reconsiderar la respuesta proporcionada en el inciso d), de tal manera que se pueden resumir
dichas acciones en M-M-M-M-M-0OS-A. La letra M en negrillas indica que hubo
intervencion del investigador propiciando en el estudiante un cambio de atencion. Respecto
al alcance de la generalizacion se etiqueta con una “S” o “NS” si el estudiante responde “Si”

0 “No sabe” a la pregunta 5.
De modo analogo se realizo el analisis por cada estudiante para el Problema 4. En la Tabla
6-2 se presenta el transito en la espiral de acciones que se identifico en cada uno de los 25

estudiantes.

Tabla 6-2. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 4, Blogue IV.

E [1a)[1b)[1c)[1d) [1e)| 234 [ 5 E [1a)[1b)[1c)[1d) [1e) [ 234 | 5
EL{M|M|[M|M|M]|]OSA [s E4| M| M| M|[M|[M]| OSA | s
E2 | M| M| M NS| [ElI5s|M | M| M| M| M| OSA | s
E3|M|M|M|M|M]| OSA [ s EI6|M | M| M| M| M| OSA | S
E4A |[M | M| M| M NS| [El7[ M| M| M| M| M| OSA | NS
E5| M| M| M| M| M| OSA | s EI8|M | M| M| M| M| OSA | S
E6 |[M | M| M|M|M]| OSA | s EI9|M | M| M| M| M| OSA | S
E7|M|M|M|M|M]|OSA [s E20|M | M|M|[M|M]| OSA | S
EE [M| M| M|M|M]| OSA | s E2L|M | M| M| M| M| OSA | S
E9 [ M| M| M|M|M]| OSA [ s E2| M| M|M|M|M]| OSA | s
EIO|M | M| M| M| M| OSA | s E23| M| M| M| M|M]| OSA | S
EI1|M | M| M| M| M| OSA |5 E24| M| M| M| M| M| OSA | S
E2|[ M| M| M| M| M NS| [Es [ M| M| M| M NS
E3|M | M| M| M| M| OSA | s

Nota: E=Estudiante; M=Accién Manipular; OS=Accién Obtencién de Sentido; A=Accién Articular; S= Si,
NS=No Sabe, Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A. La letra en negrilla
indica intervencion por parte del investigador.

La intervencion del investigador, que se destaca en negrillas, se caracteriza por provocar un
cambio de atencion en los estudiantes que les permita transitar en la espiral de acciones o
precisar la expresion de generalizacion que producen. No es una intervencion con caracter
de ensefianza y no se insiste para que los estudiantes logren el transito en las acciones si se

observan dificultades para transitar.
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Existen otras intervenciones del investigador como se pueden apreciar en los extractos
compartidos, pero son de otro tipo, permiten obtener informacion adicional que contribuye a
tener mas referentes respecto a las producciones de los estudiantes. Como se ha mencionado
en el Capitulo 1V, durante las entrevistas se tiene libertad para profundizar en aquellas
respuestas otorgadas por los estudiantes que resulten relevantes o en aquellas que requieran

mayor exploracion.

Problema 4. Expresiones de generalizacion. Las diferentes expresiones de generalizacion
producidas por los estudiantes pertenecen a alguna de las categorias descritas con
anterioridad. A continuacion, se describen nuevamente y se ejemplifican con expresiones

producidas por los estudiantes en la resolucion del Problema 4.

= Categoria 1. Incluye aquellas expresiones que no refieren a las variables involucradas ni a
la variacién ni a la relacién de correspondencia. Por ejemplo, la respuesta de E9 para
expresar la regla que permita encontrar la cantidad de bacterias por minuto es la siguiente:

“observar y contarlos las bacterias, ejemplo en el minuto 1=2=4=8=16=32=64".

= Categoria 2. Incluye expresiones en las que se mencionan la variacién o las variables, pero
sin vincularlas a la relacion de correspondencia. Por ejemplo, E17 expresa la regla como
“multiplicar el nimero de un minuto y ba a dar dos y asi bas llendo multiplicando por dos”.
Aunque E17 identifica una multiplicacion por dos no establece una relacion de
correspondencia, sino s6lo describe el fenémeno de reproduccion de las bacterias.

= Categoria 3. Se consideran las expresiones que denotan la relacion de correspondencia para
un namero particular, es decir, se expresa la generalizacion, pero aplicada al nimero
solicitado u otro numero al ejemplificar. Las respuestas a esta categoria fueron propiciadas,
principalmente, por el investigador al cuestionar sobre la cantidad de bacterias para
determinada cantidad de minutos. Por ejemplo, al preguntarle a E14 cual seria el namero
de bacterias al minuto 50, el estudiante respondié “multiplicaria lo que me dio en 49
minutos por 2”. Aunque la expresion otorgada no expresa una relacion exponencial, debido

a que los estudiantes no tienen conocimientos previos de este tipo de crecimiento, que
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ocurre en determinados fendmenos biologicos, el tipo de respuesta otorgada de manera
recursiva por E14 y otros estudiantes, se considera la expresion de generalizacion con mayor

precision para el Problema 4 que se puede proporcionar para casos particulares distantes.

= Categoria 4. Se consideran aquellas expresiones que dan cuenta de lo que ocurre de manera
general con la relacion entre las dos variables. Para este problema de bacterias, se clasifican
en esta categoria aquellas expresiones de generalizacion que denotan ‘multiplicar por 2 a la
cantidad de bacterias’. Por ejemplo, las respuestas de E1 “multiplicando x 2 conforme van
las bacterias” y E24 “multiplicando el numero de vacterias que hay x 2” se clasifican en

esta categoria.

= Categoria 5. Las expresiones son concisas y precisas, evocan un término cualquiera,
interpretandose que los estudiantes consideran una regla que se aplica a diferentes valores,
sin asumir que ellos tengan nocion del conjunto dominio de la relacion de correspondencia.
La respuesta final de E5 “multiplicando/ x 2/ a la cantidad de bacterias/ del minuto al que
este atras” es un ejemplo de expresion de generalizacion en esta categoria. Las diagonales
intercaladas muestran cémo va modificAndose la respuesta del estudiante bajo la

intervencion del investigador.

A continuacion, en la Tabla 6-3 se comparten las expresiones de generalizacion que
proporcionaron los estudiantes. Se escribe la primera respuesta del estudiante en la que no
hubo intervencion y esta se clasifica en la categoria correspondiente, posteriormente, en caso
de intervencion se agrega la informacion que va proporcionando el estudiante separandola

mediante una diagonal y se incluye entre paréntesis la nueva clasificacion.

Tabla 6-3. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el Problema 4, Bloque 1V.

Categoria 1

E9. Observar y contarlos las bacterias, ejemplo en el minuto 1=2=4=8=16=32=64

E10. De cada bacteria en 1mn. salen 2 y asi se ban multiplicando

E22. Depende del numero de las bacterias

Categoria 2

E3. Multiplicando los minutos por las bacterias y observando/Para 50 minutos multiplicariamos el resultado
del nimero 49 x 2 (Categoria 3)

E5. Multiplicando/x 2/a la cantidad de bacterias (Categoria 4)/del minuto al que este atras (Categoria 5)
E17. Multiplicar el nimero de un minuto y ba a dar dos y asi bas llendo multiplicando por dos

E18. Multiplicar la bacteria en dos la mama en dos y cada mama se tiene que ir multiplicando en dos
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Categoria 2

E20. Le voy sumandole dos y luego otros dos

Categoria 4

E1. Multiplicando x 2 conforme van las bacterias

E6. Al anterior lo multiplicas x 2 y te da el siguiente

E7. Para llegar al resultado multiplicarlo por x 2/el numero de la respuesta anterior (Categoria 5)

E8. Multiplicando la cantidad de bacterias del minuto anterior/Multiplicando la cantidad de bacterias con el
numero que se obtuvo anteriormente, multiplicandolo x 2 (Categoria 5)

E11. Debo de contar todas las bacterias y multiplicar por dos

E13. El doble de la cantidad de las bacterias

Categoria 5

E14. Multiplicar el nimero de bacterias que da por 2/Multiplicaria lo que me dio en 49 minutos por 2
(Categoria 3)

E15. Multiplicar el nimero 2 por las bacterias y en la cantidad

E16. Multiplicar por 2 a las bacterias

E19. Multiplicando las bacterias x 2

E21. Duplicar las bacterias

E23. Multiplicar el numero de bacterias por 2

E24. Multiplicando el numero de vacterias que hay x 2

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

Problema 6. Estudiante E10. El Problema 6 presenta una relacion de correspondencia entre
la profundidad y la temperatura del océano Antéartico definida por f(x) = 5000 — 500x. En

la Figura 6-15 se presenta el planteamiento del problemay el registro tabular de los datos.

Wﬁ"o' Artico En nuestro planeta existen cinco
océanos: el Atlantico, Indico, Pacifico,

£ g T T R Artico y Antartico. Las temperaturas
Octng L et _ de sus aguas son diferentes, por

ejemplo, el océano Pacifico en su
superficie es de aguas mas calientes
Pacifico | Atianticol indico que las aguas de la superficie del
océano Antartico, sin embargo, en las
profundidades de todos los océanos la
temperatura es fria.

Océano

La profundidad del océano Antartico es de aproximadamente 7236 metros. Observemos
los datos de la tabla y prestemos atencion a diferentes profundidades del océano
Antartico y sus respectivas temperaturas.

Temperatura en Profundidad en
grados centigrados (°C) metros
-1°C 5500 metros
0°C 5000 metros
1°C 4500 metros
2°C 4000 metros

OCéano An tértico

Figura 6-15. Planteamiento del Problema 6, Bloque 1V.
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En la Figura 6-16 se muestra el transito en la espiral de acciones mediante las preguntas

planteadas.

1.De acuerdo con la tabla contesta las siguientes preguntas:

a) ¢A qué profundidad del océano la temperatura es de O °C (cero grados
centigrados)?

b)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 1 °C (un grado
centigrado)?

c) ¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 2 °C?

d)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 3 °C? ¢Como -
encontraste la respuesta?

Casos particulares temperatura positiva. T
Se promueve la accién manipular.

2.¢Qué ocurre con la profundidad del océano a medida que aumenta la <
temperatura? |

Se promueve la accién obtencion de sentido.

oL

VA"

<

3.51 la temperatura es de 8 °C ¢Cual es la profundidad del océano
Antartico?

4.0Observa la tabla de datos, sila temperatura es de -1 °C (menos un grado
centigrado o un grado bajo cero) ¢Cual es la profundidad del océano .

Antartico? ‘ Casos particulares temperatura negativa. =

Se promueve la accién manipular. =5
oA

/

5.81 la temperatura es de -2 °C (menos 2 grados centigrados o 2
centigrados bajo cero) ¢Cual es la profundidad del océano Antartico?

‘ Se promueve la accion obtencién de sentido. L‘:

) . . : - )
6.¢Qué ocurre con la profundidad del océano a medida que disminuye la~
temperatura?

| Sepromueve la articulacién y expresién de la regla de generalizacién. L\
N ]

7.Escribe la regla que permita encontrar la profundidad del océano
Antartico si conocemos la temperatura.

‘: Mediante los siguientes incisos se promueve el regreso a la espiral de acciones. R\
8.Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del «—

océano cuando la temperatura sea 9 °C.

9.Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del
océano cuando la temperatura sea 10 °C.

10. Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del
océano cuando la temperatura sea -3 °C.

Figura 6-16. Preguntas que guian la resolucion del Problema 6, Bloque IV.

Se presenta a continuacion, la resolucion al problema realizada por el estudiante E10 para
ejemplificar el andlisis de la espiral de acciones. E10 resuelve correctamente los incisos a),
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b) y ¢) de la pregunta 1 evidenciando la lectura apropiada del registro tabular y la

manipulacion de casos particulares cuando la temperatura incrementa (Figura 6-17).

1.De acuerdo con la tabla contesta las siguientes preguntas:

a)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 0 °C (cero grados
centigrados? 50(]0 metyss

b)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 1 °C (un grado
centigrado)? 4300 m e tres

¢) ¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 2 °C?

HOOD metrss

Figura 6-17. Respuestas de E10 a los incisos a), b) y c) de la pregunta 1 del Problema 6.

Posteriormente, en el inciso d) se pregunta por la profundidad del océano cuando la
temperatura es de 3°C, valor que no se encuentra proporcionado en el registro tabular. E10
proporciona correctamente el valor de 3500 m para 3°C y explica como cambia la

profundidad por cada grado de temperatura (Figura 6-18).

d)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 3 °C? ¢Coémo
encontraste la respuesta? % 500 mf’#ros’ cada

boog un graclo le

an Yes I‘l’-uuco

Figura 6-18. Respuesta de E10 al inciso d) de la pregunta 1 del Problema 6.

Seguidamente, E10 lee en voz alta la pregunta 2 “;Qué ocurre con la profundidad del océano

a medida que aumenta la temperatura? Y responde “disminuye 500 metros” (Figura 6-19).
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2.¢Qué ocurre con la profundidad del océano a medida que aumenta la

temperatura? ‘)‘-’-‘rﬂ"nvh 300 mefras,

Figura 6-19. Respuesta de E10 a la pregunta 2 del Problema 6.

Se evidencia que E10 identifica como varia la profundidad del océano a medida que
incrementa la temperatura. Asimismo, se interpreta que reconoce que por cada grado de

temperatura que incrementa, la profundidad del océano disminuye 500 m.

A continuacion, E10 resuelve la pregunta 3 que plantea hallar la profundidad del océano
cuando la temperatura es de 8°C. La primera respuesta de E10 fue 6000 m de profundidad.
Lo que hizo para llegar a ese resultado fue restar 3500—500 y multiplicar el resultado por 2.
El investigador espera que escriba su respuesta y luego pregunta ¢qué esta pasando con ese
valor?, intentando entender lo que el estudiante realizd. Se interpreta que E10 encontré la
profundidad para 4°C y multiplicé por 2 para obtener la profundidad a los 8°C. El
investigador intentando que E10 reflexione respecto a lo realizado le dice:

Investigador: Checa aca [le muestra la respuesta que escribié E10 en la pregunta 2], ;qué dijiste?

E10: Disminuye 500... [revisa las operaciones que realiz6 y de manera inmediata, sin
oportunidad de interactuar con él, dice] esta mal [tacha su respuesta y enseguida procede
a resolver recursivamente hasta encontrar 1000 metros para 8°C, Figura 6-20]

3.8i la temperatura es de 8 °C ¢Cual es la profundidad del océano

Anténico?% /0 w

3300

11500 00
00

2500
- boo

N—
2000.
- %00

R e

1500

Figura 6-20. Primera y segunda respuestas de E10 a la pregunta 3 del Problema 6.
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Una vez que el estudiante escribe la nueva respuesta que corresponde al valor de 1000, el

investigador le dice:

Investigador:

Investigador:

E10:
Investigador:
E10:
Investigador:
E10:
Investigador:
E10:
Investigador:
E10:
Investigador:

E10:
Investigador:

E10:
Investigador:
E10:
Investigador:
E10:
Investigador:
E10:
Investigador:
E10:
Investigador:
E10:
Investigador:

*E10:

Investigador:

E10:
Investigador:
E10:
Investigador:
E10:

Quiero retomar lo que hiciste porque me parece interesante lo que planteaste aca
[apuntando la multiplicacion], so6lo que tienes que reestructurar. .. si multiplicamos, qué
hacemos con esa cantidad...

¢ Qué observas que pasa con la profundidad a medida que aumenta la temperatura? ;Qué
me dijiste?

Disminuye 500

¢ Cuénto va disminuyendo? [Enfatizando]

500

Si yo pienso en un grado ¢cuanto disminuyo?

500 metros

Si yo pienso en dos grados ¢cudnto disminuyo?

500 metros

Pero si ahorita ya dije dos ;cuanto...?

Ah, 1000 metros

Aja... si pienso ahora que he cambiado a 20 grados de temperatura ;qué crees que va
pasando con los 5007 ;qué deberia hacer?

Restarlo

Si esta bien restarlo, pero si pienso en multiplicar...

Otra vez [explicando de nuevo]... un grado me dijiste que voy a bajar...

500

500 [afirma] cuando yo llegue a 2...

1000

Ya bajé 1000... cuando yo llegue a 3
1500

¢ Qué operacidn esta involucrada?
Multiplicar

¢ Qué multiplico?

1 por...500, 2 por 500, 3 por 500

Si yo pienso en 20 grados ¢qué multiplicaria?

20 por 500

Entonces, fijate que esa idea es interesante...cuando estoy pensando en los 8 grados
[valor de la temperatura en la pregunta 3] ;qué crees qué debe ocurrir?

[Escribe en la hoja de respuestas al mismo tiempo que va diciendo] multiplicar 8 por 500
[y resuelve la multiplicacién, Figura 6-21, respuesta 3]

Esa cantidad que tienes ahi [refiriéndose a los 4000] ¢qué significa? [pregunta retérica]
que por 8 grados hay 4000 metros... Ahora jqué hago con esa cantidad? Yo estoy
ubicada en cero grados centigrados... y en cero grados centigrados ¢cuanto tenia de
profundidad?

5000

Pero tU ya hiciste que aumente 8 grados de temperatura y algo paso6 con la profundidad. ..
Disminuye

¢Cuénto le voy a disminuir?

500
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Investigador: Otra vez [explicando de nuevo]... Yo estoy parada en los 5000 metros en cero grados,
5000 es mi profundidad, si pasa un grado yo debo de...

E10: Restarle 500

Investigador: Si pasan 2 grados debo de...

E10: Restarle 500

Investigador: Otros 500 més, en este caso serian...

E10: 1000

Investigador: Si pasan 3 [grados] yo debo de restarle... ;cuanto?

E10: 1500

Investigador: Pero ese 1500 ;como lo obtuve?... multiplicando...

*E10: Lo multipliqué [responde al mismo tiempo que el investigador dice multiplicando y

mueve afirmativamente la cabeza como si en ese momento lograra articular la regla] ah
si...eh... 4000 lo voy a restar a 5000 [escribe en su hoja de respuesta 5000-4000 y
resuelve obteniendo 1000, Figura 6-20, respuesta 4]

Mediante la interaccion entre investigador y estudiante se interpreta que E10 (en *) obtiene
sentido y articula una regla de correspondencia para aquellos casos en los que la temperatura

aumenta.

3.8i la temperatura es de 8 °C ¢Cudl es la profundidad del océano

Antanico?m !,rO CO

«E2Ry | 1550

10006 “Togg ) 2999 9

= 520

1 —_—

05 25a0"
- bag

000 2000.
- %00

1500

Figura 6-21. Tercera y cuarta respuestas de E10 a la pregunta 3 del Problema 6.

Posteriormente, E10 resuelve correctamente las preguntas 4 y 5 que competen a casos
particulares cuando la temperatura disminuye (Figura 6-22). El valor de la profundidad que
corresponde a —2°C no se proporciona en el registro tabular, por lo que se evidencia que E10
identifica como cambia la profundidad a medida que la temperatura cambia de —1°C a —2°C.

Cabe mencionar que E10 no necesitd ayuda para leer las expresiones negativas, incluso
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conocia el simbolo °C (el cual leyé como grados Celsius, nomenclatura que no se menciona

en el problema).

470bs*.'::rva la tabla de datos, sila temperatura es de -1 °C (menos un grado
centigrado o un grado bajo cero) ¢Cual es la profundidad del océano

Antartico? 3500 mefysg

5.8i la temperatura es de -2 °C (menos 2 grados centigrados o 2
centigrados bajo cero) ¢Cual es la profundidad del océano Antartico?

6000

Figura 6-22. Respuestas de E10 a las preguntas 4 y 5 del Problema 6.

Enseguida, en respuesta a la pregunta 6 “;Qué ocurre con la profundidad del océano a medida

que disminuye la temperatura?”” E10 contesta: “Aumenta 500” (Figura 6-23).

6.¢Qué ocurre con la profundidad del océano a medida que disminuye la
temperatura? Avmenta 3ep

Figura 6-23. Respuesta de E10 a la pregunta 6 del Problema 6.

Una vez resueltos los casos particulares y promovidos los cambios de atencion hacia la
profundidad del océano, conforme la temperatura aumenta o disminuye, se solicita la regla
de correspondencia que permita encontrar la profundidad del océano conociendo la
temperatura. E10 expresa la regla de la siguiente manera: “multiplicas el grado por 500 y

después restas la respuesta a S000 metros” (Figura 6-24).

7.Escribe la regla que permita encontrar la profundidad del océano

Antartico si conocemos la temperatura.

B’ru”,'p”
h"S"h!t la Vespues to  d 50:‘:'.0 Mp]t)’os‘ cus gf j:"-‘qd'd Pay Bag ¥ G/ﬁs'ﬂl'ﬁ

Figura 6-24. Regla de generalizacion que proporciona E10 en el Problema 6.
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Se considera que, con base en la resolucion realizada con anterioridad para el caso particular
8°C, E10 logra concretar la regla de generalizacion algebraica. Si bien, la expresion
proporcionada es correcta y por lo tanto permite sustituir cualquier valor de temperatura para
obtener la profundidad correspondiente, se interpreta que E10 no esta considerando en la
expresion aquellos casos en los que la temperatura es negativa, porque este hecho implica
conocer la regla de la multiplicacién para nimeros negativos, y se asume que aun no forma
parte del repertorio de conocimientos previos de E10. Sin embargo, es de destacar la forma

en que E10 expresa la regla de manera precisa y concisa.

Finalmente, E10 resuelve las Gltimas preguntas que conforman el Problema 6 (Figura 6-25).
Estas preguntas promueven el regreso a la accion manipular proporcionando un nuevo ciclo
de acciones que permita a aquellos estudiantes que ain no hayan logrado articular la regla de
generalizacion, formularla o reformularla. En aquellos estudiantes que hayan formulado la
regla de generalizacion, como E10, permite verificarla mediante la resolucién de los nuevos
casos particulares, asi como también permiten apreciar el reconocimiento del alcance de la

generalizacion.

8.Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del

océano cuando la temperatura sea 9 °C. 3% 00
Jo
00 RV
~#boa
85 0°

9.Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del

océano cuando la temperatura sea 10 °C. ()

10. Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del

océano cuando la temperatura sea -3 °C. 45 o(

Figura 6-25. Respuestas de E10 en las preguntas 8, 9 y 10 del Problema 6.
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Las acciones de E10 en la resolucién del problema se sintetizan de la siguiente forma: M-M-
M-M-0S-A-M-M-0S-A-M-0S-A-M-0S-A-M-0S-A. El andlisis de los 24 estudiantes
restantes respecto a este Problema 4 se realiz6 de manera similar y se resume en la Tabla 6-
4,

Tabla 6-4 Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 6, Bloque IV.

E [1a)[1b)[10)[1d)| 23 [4]5] 6 |7 8 9 10
EL|[M|M|[M|M|0OSM|M|M]|0S|A|M-OS-A | M-OS-A | M-0S-A
E2 | M| M| M M

E3| M| M| M| M|OSM|M|M]|0s|A|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E4 [M | M| M M

E5 | M| M| M| M|OSM|M|M]|0s|A|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
E6 [M | M| M| M|OSM|M|M]|0s|A|M-OS-A | M-OS-A | M-OS-A
E7 | M| M| M| M|OSM|M|M]|0S|A|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
EE [M | M| M| M|OSM|M|M]|OS|A|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
E9 [M | M| M| M|OSM|M|M]|OS|A|M-OSA | M-OS-A | M-0S-A
EIO|M | M| M| M| OSA|[M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EIL1|M | M| M| M]|OSM|M|M|0OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E12 | M M| M

EI3|M | M| M| M]|0OSM|M|M|0OS]|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EI4|M | M| M| M]|OSM|M|M|0OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EI5| M | M [ M| M |OSM|M|M|0OS]|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EI6|M | M| M| M]|OSM|M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
El7|M | M| M| M|OSM|M|M|OS|A]|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
EI8| M | M [ M| M| 0OSM|M|M|0OS]|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EI9|M | M |[M|M|OSM|M|M|0OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E20| M| M| M| M]|OSM|M|M|OS|A|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E2L{M | M| M| M|OSM|M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E2|M|M|[M|M]|OSA|[M|M|OS|A|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E2Z3/M | M| M| M|OSM|M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E24|M | M| M| M|0OSM|M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E25| M | M | M| M|0SM|M|M|0S]|A]|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencién de Sentido; A=Accion Articular; Espacio
en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A. La letra en negrilla indica intervencion por
parte del investigador.

Respecto a las expresiones de generalizacion, la mayoria de los estudiantes formularon la
regla de forma recursiva expresando lo que acontece con la profundidad cuando la
temperatura aumenta o disminuye. En la Tabla 6-5 se presentan las expresiones clasificadas

en las categorias correspondientes.
Para varios estudiantes el problema implicé conocer e interpretar nuevos términos y simbolos
como los grados centigrados y los nimeros negativos, pero se apropiaron de ellos en el

contexto del problema y los incluyeron adecuadamente al expresar su regla de generalizacion.
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Tabla 6-5. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el Problema 6, Bloque 1V.

Categoria 2
E1. Lo fui aumentando de 500 en 500 y disminuyendo también
E6. Cuando subes un grado debes de restar y cuando bajas un grado, cuando es mas frio le sumas los metros/

Debes saber si bajas de temperatura son mas metros y si subes son menos
5500

E11l. 1°C = +2000
7500

E12. Vamos disminuyendo o subiendo la cantidad de numeros

E13. Cada vez que sube la temperatura va disminuyendo la profundidad en metros y cada vez que baja la
temperatura la profundidad en metros va subiendo de 500 en 500

E15. Le voy subiendo el 500. Si es que se esta subiendo

E17. Que cuando esta en menos grados centigrados va aumentar los metros. Cuando esta después del cero
esta disminulle los metros de la profundidad

E20. Ir sumando metros o ir disminuyendo metros

E25. Fui aumentando 500 vy asi fui llendo al resultado

Categoria 3

E3. Cuando es -1°C o0 -2°C ba aumentando 500 y cuando es 1°C o 2°C va disminuyendo 500

Categoria 4

ES5. Que si subes o bajas siempre 500m se va quitando o va aumentando la temperatura (1°C)

E7. Restarle y sumarle 500 mientras va subiendo y bajando la temperatura

E8. Si es bajo grados centigrados se le aumenta 500 metros, ya si es grados centigrados se le resta 500

E9. Si es menos (temperatura) va a ser 500 (metros) mas y si es de mas (temperatura) va a ser menos 500
(metros)

E14. Restarle 500 a las temperaturas después del 0. Sumarle 500 a las temperaturas bajo 0

E16. Que cuando la temperatura disminuye ba aumentando de 500 y si la temperatura ba aumentando que le
quita 500 a la profundidad

E18. Si va subiendo la temperatura es menos 500 metros y si es mas fria es mas 500 metros

E19. Cuando es negativo (los grados sentigrados) la profundida haumenta 500. Cuando es positiva (los
grados centigrados) la profundidad disminuye 500

E21. Cuando la temperatura baje vas a ir sumando 500 — cuando suba la temperatura voy a ir restando 500
E23. Le fui sumando 500 cuando la temperatura baja y restandole 500 cuando la temperatura sube

E24. Devo de sumar 500 cuando la temperatura disminuye y cuando la temperatura este subiendo devo de
restar 500

Categoria 5

E10. Multiplicas el grado por 500 y después restas la respuesta a 5000 metros

E22. Primero es multiplicar el centigrado por 500 y el resultado lo restas por 5000

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

Se puede concluir de los Bloques Il y 1V que la mayoria de los estudiantes no tuvieron
dificultades para trabajar con problemas en contexto; pudieron interpretar y resolver las
situaciones planteadas y algunos lograron expresar las reglas de generalizacion algebraica

correspondientes a cada problema del Blogue IV.
Carraher, Schielmann y Brizuela (2000) refieren que los contextos, especialmente los
cotidianos, suelen proporcionar referentes significativos en la resolucién de problemas.

Compartiendo la perspectiva de los autores, se opina que los referentes significativos
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permiten a algunos estudiantes brindar argumentos de sus procedimientos, utilizando un
lenguaje peculiar, mediados por la interpretacion del planteamiento del problema. Por
ejemplo, ante el cuestionamiento del Problema 4 “; Cual sera el nimero de bacterias al minuto

47 ;Por que?” E14 responde “16, cada bacteria dio a luz a dos bacterias mas”.

Se opina también, en el marco del trabajo de investigacion, que los referentes significativos
que suelen proporcionar los contextos en edades tempranas promueven el alcance de la
generalizacion, es decir, permiten identificar un conjunto de valores diferentes que puede
tomar la variable e incluso reconocer aquellos que no pertenecen al conjunto solucion. Por
ejemplo, en el Problema 5 (Figura 6-26) al preguntar ¢Para qué otros valores de tiempo
podemos encontrar la cantidad de panuchos que le falta freir a Dofia Soco? Al término de
algunos valores proporcionados por los estudiantes, el investigador cuestiona sobre el valor
200 minutos, E6 responde que no se puede “porque solo frie 1507, E18 expresa “no porque
aca [apuntando el valor en la tabla] te estd dando unas 150, ya si tU quieres pedir... si es que
Dofia Soco tiene hecho mas, ya puedes pedir més, pero si no, como... en donde va a agarrar

las tortillas, no se puede”, E22 sonrie y dice “ya se gast6 porque 150 hizo”.

Los sabados acostumbro comprar
panuchos con Dona Soco. Ella me
comenta que en la manana prepara
150 tortillas y las rellena de una vez
con su frijol. En la tarde cuando
empiezan a llegar los clientes, ella
empieza a freir los panuchos para
que los sirva calientitos.

En la siguiente tabla aparece la cantidad de tortillas que le falta freir.

Tiempo que transcurre | Cantidad de tortillas de
en minutos panucho que le faltan freir
0 minutos 150 tortillas
1 minuto 149 tortillas
2 minutos 148 tortillas
3 minutos 147 tortillas
4 minutos 146 tortillas

Figura 6-26. Planteamiento del Problema 5, Bloque 1V.
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Una cualidad de los casos particulares en los problemas en contexto es que no son solamente
ndmeros de una secuencia, Sino que esos nimeros se reconocen directamente asociados a las
variables, lo que conlleva a que varios estudiantes tiendan a hacer referencia a las variables

en sus expresiones de generalizacion.

Los contextos suelen ser més fructiferos aun, cuando los estudiantes poseen un repertorio de
conocimientos que les permitan, no sélo interpretar la situacion que se plantea, sino también
extraer la informacion relevante en el marco del problema. Igualmente, es valioso el dominio
de los algoritmos de las operaciones basicas, dominio de las tablas de multiplicar, asi como
la lectura y reconocimiento de diferentes cantidades que permita a los estudiantes conectar
la informacion involucrada para resolver adecuadamente un problema. Cuando alguno de
estos factores no es robusto, los estudiantes pueden vencer los obstaculos, pero es necesario

identificar las dificultades para poder ayudarlos.

Mediante las entrevistas, se destaca la etapa “decir”. Esta etapa se caracteriza en que se
comunica primero aquello que se identifica en los casos particulares antes de decir la
generalidad que se reconoce. Cuando los estudiantes a partir de lo que observan empiezan a
formular conjeturas, decir en voz alta y en interaccion con otros individuos ayuda a clarificar
lo que se quiere expresar. En esta etapa juegan un papel importante la interaccién y la
intervencion, en este caso del investigador, quien promueve cambios de atencidén que
permiten estimular o potenciar la capacidad de generalizar por parte del estudiante.
Asimismo, cuando la resolucion resulta dificil y las conjeturas erréneas, el investigador
promueve la especializacion, es decir, promueve el regreso a la accion manipular para que

los estudiantes puedan, en determinado caso, ascender en la espiral.

Para finalizar este capitulo, respecto a las expresiones de generalizacion, ciertamente, como
refieren Mason et al. (1999), hay estudiantes que no estan acostumbrados a explicar, por lo
que, cuando manifiestan lo que observan o exponen aquello que se solicita, no incluyen todas
las palabras o caracteristicas necesarias para comunicar aquello que se desea escuchar y por
ello es recomendable invertir mayor tiempo en la etapa decir, para ayudar a que los

estudiantes formulen adecuadamente sus ideas.
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Conclusiones y reflexiones finales

Los aspectos de interés que orientaron esta investigacion son: el proceso de generalizacion y
las expresiones de generalizacion algebraica producidas por estudiantes en edades tempranas

durante la resolucion de tareas matematicas que promueven generalizacion.

Los estudiantes participantes en esta investigacion, quienes no tienen entrenamiento previo
en tareas de generalizacion, evidencian en primer lugar su capacidad de generalizar a partir
de casos particulares. Se identific que la mayoria de los estudiantes pueden proporcionar
términos cercanos, incluso lejanos a partir de los términos dados, lo que da cuenta en ellos
de su capacidad de reconocer el comportamiento de las variables y en algunos casos la

capacidad de formular la relacién de correspondencia que se define en cada tarea matematica.

Para establecer la relacion de correspondencia en las tareas matematicas, de acuerdo con
Mason (1996), los estudiantes llevan a cabo un proceso de generalizacién que concierne a
una espiral de acciones continuas: manipular, obtener sentido y articular. Se encontrd que
todos los estudiantes participantes pueden llevar a cabo la accion manipular, hecho que
se verifica cuando los estudiantes interpretan los registros tabulares o construyen los

términos inmediatos 0 muy cercanos, a partir de los casos particulares proporcionados en
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cada tarea matematica. Ademas, se identificé que la manipulacién de los casos particulares
permite a la mayoria de los estudiantes reconocer peculiaridades que los conducen a obtener

sentido y a articular las generalidades encontradas.

Cuando se hace referencia a la obtencion de sentido y a articular, se ha mencionado con
anterioridad que, estas acciones no ocurren en un momento concreto que permita determinar
cuando suceden, debido a la exigencia cognitiva de tales acciones. Sin embargo, son acciones
reconocibles durante la resolucion de las tareas matematicas. En algunos estudiantes estas
acciones se identificaron tempranamente, es decir, inmediatamente de la manipulacion de los
primeros casos particulares proporcionados. En otros estudiantes fue necesario llevar a cabo
la accion especializacion, es decir, la manipulacion de nuevos casos particulares para que
lograran transitar hacia dichas acciones y en unos cuantos estudiantes no fue posible dicho

transito, permanecieron en la accién manipular.

Con relacion a los estudiantes que lograron la accién articular, se reconocié que algunos
hacen un uso implicito de una regla de generalizacion y otros un uso explicito. Las
producciones explicitas de forma verbal o escrita son de gran importancia en este proyecto
de investigacion, porque permiten dar cuenta de la generalizacion algebraica que pueden
expresar los estudiantes desde edades tempranas, en particular estudiantes sin experiencias

previas en tareas matematicas de generalizacion.

Los resultados de esta investigacion no sélo dan cuenta de la capacidad de generalizacion
que poseen los estudiantes sino también de la facultad que tienen para producir expresiones
precisas de generalizacidn algebraica. Las expresiones proporcionadas, clasificadas en cinco
categorias descritas con anterioridad, permiten identificar rasgos que caracterizan las formas
de comunicar las generalidades, reconociéndose en ellas el alcance de la generalidad que
manifiestan los estudiantes. Debido a la evidencia de referentes algebraicos que estan por
manifestarse 0 ya se manifestaron en las expresiones producidas por los estudiantes se

destacan las categorias 3, 4,y 5.
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= En la Categoria 3 se clasificaron aquellas expresiones que denotan claramente la relacion
de correspondencia, pero s6lo para uno o algunos casos particulares, es decir, se expresa la
regla de generalizacion, pero aplicada a los nameros solicitados u otros numeros al
ejemplificar. Lo que se expresa en dichos casos es una relacion matematica local entre
nameros y operaciones. Desde el punto de vista de Venkat et al. (2019) se evidencia la
presencia de una estructura emergente, debido a que las propiedades generales, de acuerdo

con dichos autores, estan por manifestarse.

» En la Categoria 4 se incluyeron aquellas expresiones que dan cuenta de lo que ocurre de
manera general con la relacion entre las dos variables. Se identificaron en las expresiones,
referentes generales a partir de los casos particulares. Aunque la mayoria de las expresiones
proporcionadas por los estudiantes, en las diferentes tareas, no son precisas en un sentido
gramatical, se reconoce que tienen un referente general. Mason et al. (1999) hacen notar
que cuando los estudiantes expresan la generalidad que perciben es referencia de su algebra
aun incipiente. Los registros verbales o escritos pueden pasar por diferentes borradores

antes de convertirse en concisos y formales.

» En la Categoria 5 se clasificaron aquellas expresiones concisas y precisas que evocan un

término cualquiera.

De acuerdo con Rivera (2015), los nifios suelen comunicar las generalizaciones identificadas
en forma y contenido mediante expresiones idiosincrasicas y aproximadas (como las
encontradas en la Categoria 4); pero también pueden expresarlas exactas y sofisticadas como
aquellas clasificadas en la Categoria 5. Desde la perspectiva sociocultural de Radford (2010a)
la generalidad algebraica se compone de diferentes capas, algunas mas profundas que otras
y la expresion de generalidad esta vinculada a la forma de razonar y expresar lo general,
destacando que hay muchas formas semioéticas (ademas de la simbdlica) para expresar las

ideas algebraicas. Estas formas semioticas incluyen acciones corporales o el lenguaje natural.

Las expresiones de las categorias 4 y 5 se distinguen porgue se reconoce en ellas evidencia

de estructura matematica. La cualidad principal de una expresion que posee estructura
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matematica es el referente general que se manifiesta en ella, en la que se muestran las
propiedades de la relacion matematica entre los elementos. Es evidente que las caracteristicas
generales no suelen expresarse con ejemplos particulares. Por lo tanto, se asume de acuerdo
con Mason, et al. (2009), que los estudiantes identifican propiedades generales que reconocen

de los casos particulares y son capaces de poder expresarlas.

Adicionalmente, las expresiones de las categorias 4 y 5 se clasifican como generalizaciones
algebraicas, porque la generalizacion algebraica se basa en percibir algo comun en lo
particular, que posteriormente se generaliza y sirve como referente para construir nuevos

elementos que se encuentran fuera del campo perceptivo (Radford, 2010a).

Bajo la postura de Rivera (2013) se puede decir que aquellos estudiantes que formularon las
expresiones clasificadas en las categorias 4 y 5 emitieron fuertes abducciones. De acuerdo
con este autor, la abduccién es la fuente de ideas originales y, a menudo, esté influenciada
por conocimientos y experiencias previas. Las abducciones fuertes se caracterizan por ser
simples, integradoras y de gran comprension, es decir, son algebraicamente Gtiles porque se

emiten mediante una expresién directa o férmula concreta.

Se concluye entonces, que los estudiantes no s6lo poseen la capacidad para generalizar, sino
también son capaces de expresar generalizaciones algebraicas aln sin contar con
experiencias previas en tareas de generalizacion matematica. Se infiere, con base en los
resultados, que es factible desarrollar el pensamiento algebraico y promover el desarrollo del
lenguaje algebraico desde edades tempranas. La formulacion de una regla matematica, aun
con palabras, da cuenta del potencial matematico que poseen los estudiantes porque como
menciona Radford (2008a), no son las notaciones simbdlicas las que hacen que el
pensamiento sea algebraico, sino la forma en que se piensa respecto a lo general. Se especula
que, en la medida que se desarrolla el pensamiento algebraico, la notacion formal introducida
gradualmente cobrara significado y los estudiantes reconoceran, como refiere Mason (1999),
gue los simbolos se usan para expresar generalidades y podran hacer uso de ellos en forma

exitosa cuando estén listos para hacerlo y cuando perciban una necesidad de hacerlo.
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Es importante destacar que algunos estudiantes requieren superar las dificultades que
obstaculizan el desarrollo del pensamiento matematico y por tanto el desarrollo del
pensamiento algebraico. Las dificultades, por parte de algunos estudiantes identificadas en
esta investigacion, que obstaculizaron el transito hacia las acciones obtencion de sentido y
articular o para expresar una regla concisa de generalizacion en determinadas tareas

matematicas son las siguientes:

= Falta de dominio de las tablas de multiplicar. Varias de las tareas disefiadas involucran
relaciones multiplicativas de la forma f(x) = ax (p. €j. las secuencias 2, 5, 7, y 9), incluso,
la Secuencia 4 y el Problema 7 que corresponden a una relacion cuadratica requieren
conocimiento de las tablas de multiplicar para resolverse, al igual que el Problema 4 que

compete a una relacion exponencial.

Se encontrd, indudablemente, que aquellos estudiantes que no tienen dominio de las tablas
de multiplicar tienen dificultades para detectar las variaciones asociadas a la multiplicacion
que caracterizan a los casos particulares, por lo tanto, presentan obstaculos cognitivos que
interfieren para transitar hacia la obtencion de sentido y por ende articular una regla de
generalizacién, porque no hay o no es robusto en su repertorio de conocimientos previos ese
contenido medular que les permita la conexion hacia el conocimiento deseado. Esto no
implica que no tengan la capacidad para generalizar o que no muestren evidencia para
generalizar, pero es necesario propiciar los cambios de atencion en ellos y en ocasiones
ayudarlos a resolver las multiplicaciones para que logren realizar el transito hacia la

obtencion de sentido y la articulacion de una regla de generalizacion.

Para ejemplificar esta dificultad, se comparte un extracto de la resolucion del Problema 4,
que trata sobre bacterias, realizada por E24. En la pregunta 1d) ¢Cual sera el nimero de

bacterias al minuto 4? E24 responde:

E24: Si aca fueron ocho, estas ocho van a dar hijas... [escribe del 1 al 8 (Figura 7-1) y dice
refiriéndose a cada nimero] esta la primera bacteria, segunda, tercera ... octava. De aca
[dirigiéndose al nimero 1] salen una bacteria [corrige, salen dos y dibuja dos palitos para
representar a las bacterias], acé otros dos [dirigiéndose al nimero 2 y dibuja otros dos
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palitos. ContinGa asi hasta llegar al nimero 8. Finalmente cuenta los palitos y dice] 16

bacterias

~
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Figura 7-1. Respuesta de E24 en la pregunta 1d) del Problema 4.

Enseguida, E24 encuentra el nimero de bacterias al minuto 5 y procede de manera analoga

que en el inciso anterior. Dibuja dos palitos para cada una de las 16 bacterias obtenidas con

anterioridad, cuenta el total de bacterias y escribe en su hoja de respuestas el nimero 32.

Realizado esto, el entrevistador le pregunta:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

¢No crees que habra una manera mas facil para resolver? Si yo te pregunto a los 10
minutos, a los 20 minutos, ¢;crees que seria adecuado que pongamos muchos palitos?
No

¢Cémo podemos encontrar la respuesta de forma mas rapida?

[Pensativo]

[El entrevistador interviene] fijate, aqui fue dos, dos, dos, dos ... [le muestra la hoja en
donde dibujo las bacterias para 4 minutos, apuntando del 1 al 8], ... ;Cuantas bacterias
hay aqui?

8

Cada una da a dos...

A dos [al mismo tiempo que el investigador dice dos]

Para que me dé 16, si yo tengo 8 bacterias y nacen 2... ;qué hago para que me dé 16?
¢8 por 2?

8 por 2 [afirma] ;cuanto es?

16

y tl sabes que cada una de ellas va a dar...

[Completa la informacién] nacen 2 ... ah ya vi como...

¢Coémo llegamos a los 32?

Ya vi como... ;16 por 2? [toma la hoja y escribe la multiplicacion 16 x 2, resuelve con
cierta dificultad] 2 por 6 son [pausa] ...dieci...seis

2 por 6 ¢cuanto es? O 6 por 2

¢6 veces 2?

6 veces 2 0 2 por 6, 2 veces 6

6 [y moviendo cada dedo de su mano izquierda prosigue] 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13
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Investigador: 12 [le interrumpe el investigador], 12 [le confirma], 2 por 6, 12
E24: [ContinGa con el algoritmo de la multiplicacion] 2, llevo 1, 2 por 1, 2 mas 1, 3, 32
[respuesta final]

Se considera que debido a la intervencion del investigador E24 logra transitar hacia las
acciones obtencion de sentido y articular. Incluso, expresa la siguiente regla de
generalizacion: “Multiplicando el numero de vacterias que hay X 2” como se muestra en la
Tabla 6-3.

Se identifica que la falta de dominio de las tablas de multiplicar genero dificultades en E24
para articular, sin ayuda, la regla de generalizacion. Se observé que en todas las secuencias
figurales-numéricas y numéricas que involucran una relacion multiplicativa, las cuales se
aplicaron sin llevar a cabo entrevistas, E24 no transitd a las acciones obtencién de sentido ni
articular. Tampoco lo logr6 en la resolucion del Problema 7 que corresponde al area de
cuadrados, aun con la entrevista, ya que en este problema no era posible realizar dibujos de
apoyo para encontrar la solucién como en el caso del problema de las bacterias, sino que era

necesario reconocer las multiplicaciones de la forma n x n. Aunque el entrevistador incluyé

mas casos particulares, simplemente E24 no logré reconocer dichas multiplicaciones.

Investigador:

Investigador:

[Mencionando los ejemplos de la tabla del Problema 7] Si vale 1.7 cm su lado, su area
es 2.89; si vale 2 el lado, 4 de area; si vale 5 cm, 25 centimetros cuadrados; si vale 8,
64...

[Mencionando otros ejemplos que no estan en la tabla] si vale 3...

E24: 46
Investigador: Si vale 3, su area seria 9 centimetros cuadrados. Si vale 6
E24: 36

Investigador:

E24:

Investigador:

E24:

Investigador:

Su area seria 36 [confirma], si vale 10 su area seria 100 centimetros cuadrados, si vale
12 su area seria 144... jcual es la regla que esta detras de ello?

[Pensativo]

¢Como encontramos este 2.89, 4, 25, 64, 9, 36, 100, 144? ;Qué crees que se hizo?
[Pensativo]

Si vale 5 de lado ¢cuanto vale su area?

E24: [Pensativo]
Investigador: Checa la tabla
E24: 25
Investigador: Sivale 8

E24: 64

Investigador:

E24:

¢ QUE crees que se hizo para encontrar esos resultados? ;Cuél es la regla que esté alld?
[Pensativo]
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Investigador: (,Como encuentro ese resultado? ;Como encuentro el 25? ;647 ... ;Qué tuve que hacer
para encontrarlos?...

E24: [Pensativo]

Investigador: ¢Cémo encuentro el area?

E24: Contando lo de adentro...

Investigador: Asi es, pero como lo encuentro... ;como dio el 25?

E24: [Pensativo] Sonrie [El entrevistador no insiste]

Cuando E24 contesta 36, se tiene la expectativa de que ha percibido la multiplicacion de la
forman x n parael 2, 3, 5y 6 pero no es asi. Se concluye que el obstaculo que impide que
E24 transite hacia la obtencion de sentido y articulacién de una regla de generalizacion es la
falta de dominio de las tablas de multiplicar porque no puede relacionar, por ejemplo, 8x8

con 64 0 5x5 con 25.

= Falta de reconocimiento de nimeros grandes y de operar con ellos. Los nimeros forman
parte en la resolucion de tareas matematicas. A través de ellos se pueden calcular resultados
cuyo conteo en diversas ocasiones no se puede realizar directamente sobre los objetos.
Cuando los estudiantes aln estan en etapa de conteo suelen representar la cantidad de objetos
y contarlos, o bien proceder por percepcién global, lo cual significa determinar el cardinal

de una coleccion sin recurrir al conteo (Gonzalez y Weinstein, 1998).

Adicionalmente, cuando se trabaja con nimeros grandes dichos autores refieren que el
dominio de estos niumeros juega un rol mitico para el nifio, ya que no es frecuente que el nifio
pueda acceder a este tipo de nimeros mediante conteo, por lo general se ensefia a designarlos
oralmente 0 a reconocer su escritura. Por tal motivo, opinan que es necesario que los nifios
resuelvan diversas tareas en las que los nimeros jueguen diferentes usos y adopten diferentes

concepciones para que logren apropiarse de ellos.

Los nimeros més grandes que se involucraron en las tareas fueron los millares, en particular
en los Problemas 4 y 6. En el Problema 4 se solicitdé encontrar el niUmero de bacterias al
minuto 10y la respuesta encontrada, 1024, resulto dificil leer para unos estudiantes, se puede

interpretar que tuvieron dificultad para reconocer la escritura de dicho namero.
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El Problema 6 involucra millares en los datos y para hallar respuesta a las preguntas
planteadas es necesario operar con dichos nimeros. Se comparte el siguiente ejemplo para

dar cuenta de la dificultad de trabajar con nimeros grandes que manifestd E12.

La pregunta 1d) del Problema 6 plantea ¢ A qué profundidad del océano la temperatura es de
3°C? ;Como encontraste la respuesta? E12 responde correctamente 3500 y escribe “Por que

en el 3°C fui restando los ntimeros anteriores” (Figura 7-2).

d)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 3 °C? ¢Como

encontraste la respuesta? 38500

PO‘( qoc en T\ 4
hgme‘,OS [\(\\Qv \0(@.5

2% Qi wsyarde Llog

Figura 7-2. Respuesta de E12 en la pregunta 1d) del Problema 6.

Para obtener méas informacion respecto a los nimeros involucrados en la resta, el investigador

le pregunta:

Investigador:

E12:

Investigador:

El12:

Investigador:

E12:

Investigador:

E12:

Investigador:

E12:

Investigador:

E12:

¢ Y cuanto en particular restaste?

Fui restandole lo de 400 metros [lee 400 en lugar de 4000] y fui mediendo [se interpreta
que quiere decir metiendo] el qui... el cinco y los ceros

[El investigador adn sin entender el procedimiento de E11 comenta] o sea restaste por
ejemplo 4500 menos 4000? ;,Como le hiciste? Porque aca [sefialando lo que escribi6 el
estudiante en su hoja de respuestas] ya me dijiste que fuiste restando, pero ¢cémo fue tu
resta?

[Pensativo]

Esta respuesta es correcta [apuntando los 3500]... qué... ;jcomo restaste? O ;qué hiciste
para que llegues all&?

[Pensativo]

De hecho, aqui [apuntando su hoja de respuesta] me dijiste que fuiste restando, pero
quiero saber ;qué restaste con quién?... o ;jcomo hiciste tu resta para que llegues a esa
respuesta?

[Pensativo]

¢Qué hiciste para que llegues? Es correcto, nada méas que aqui no me queda muy claro,
porque me dices que restaste ... ;Qué hiciste?

Em, s6lo me vino la idea de que ...estén... 400 metros [lee 400 en lugar de 4000] estén...
no, a 400 ...

4000 [corrige sin identificar la dificultad de E12 para leer dichos nimeros]

En 4000 le restaria...esten... 1 para que yo llegue a 300
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Investigador: A 3000 [corrige nuevamente]
E12: 3000 [repite]... y quise meter los 500
Investigador: Ok.

Primero se interpretd que E12 realizo operaciones con los millares y centenas desglosando
4500 en 4000 + 500, restando 1000 a 4000 y agregando al resultado 500 para obtener los
3500. Sin embargo, conforme fue resolviendo el problema se observd que E12 tiene
dificultades para la lectura de millares, asi como para operar con esos numeros, porque dio
respuestas como seiscientos o seiscientos cincuenta en lugar de seis mil o seis mil quinientos
y no evidencio durante la resolucion realizar las sumas o restas correspondientes que se
requieren en la resolucion del problema. De manera que, finalmente, se infiere que E12
considero a los millares como un conjunto de 4 digitos, por lo que se interpreta que el patrén
que reconocio6 cuando la temperatura incrementa es el que se muestra en la Figura 7-3 y de
modo analogo se considera que procedié cuando la temperatura disminuye. La regla que
otorgd E12 proporciona referentes de la generalizacion que realizo: “bamos disminuyendo o

subiendo la cantidad de numeros”.

Temperatura en Profundidad en
grados centigrados (°C) metros

-1°C 5 5/0/0 metros

0 °C 5 0/0/0 metros

1°C 4 5|0 0 metros

2 °C 4 0|0/ 0 metros
3 +——— Resta 4—1

Nuevo valor 35 +——— Agregael 5

3 5/0/0 — Agrega los ceros

Figura 7-3. Patrén que identifica E12 para responder correctamente a la pregunta 1d) del Problema 6.

Es deseable que los estudiantes tengan referentes significativos de los nimeros grandes y

desarrollen habilidades para reconocerlos, leerlos y operar con ellos.

= Predominio de la operacién suma sobre la resta. Cuando los estudiantes resuelven

problemas suelen realizar diferentes estrategias de resolucion y aungue resultan ser correctas,
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en ocasiones no son las mas sofisticadas. En los problemas de generalizacion, la regla que se
produce se espera que sea precisa y concisa lo que implica, en ocasiones, que la estrategia de
resolucion deba ser la estrategia sofisticada. A continuacion, el siguiente ejemplo muestra la

estrategia de resolucion propuesta por E23 en el Problema 5.

La relacion involucrada en el Problema 5 es de la forma f(x) = 150 — x. E23 encuentra

la cantidad de panuchos que le falta freir a Dofia Soco a los 10 minutos de la siguiente forma:

Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:
Investigador:
E23:

Investigador:
E23:

Si pasan 10 minutos ¢cuantas ya frio?

10

¢Cuantas le faltan? ;/Qué debo de hacer?
[Pensando]

¢Con cuantas tortillas inicia ella [Dofia Soco]?
Con 150

Con 150 [confirmando], si pasan 10 minutos ¢;cuantas ya tiene listas?
10

¢ Qué debo hacer para encontrar lo que le falta?
Sumar

¢A quién le voy a sumar?

Al 10

¢A 10 qué le voy a sumar?

Lo que falta

¢Cuanto le falta?

[Pensando] 130

¢130y 10?

140

¢ Esta4 completo?

[Mueve la cabeza indicando que no y dice] 140
¢10y 1407

150

¢Estd completo?

[Mueve la cabeza afirmativamente]

Se puede apreciar que el planteamiento de E23 para el valor de 10 es de la forma:

10 + lo que falta = 150

El investigador le pregunta por la cantidad de panuchos a los 20 minutos y procede de forma
similar. Por tanteo encuentra la respuesta correcta mediante la validacién del investigador.
Seguidamente el investigador motiva a E23 a usar otra estrategia, que evite el tanteo, y a
través del andamiaje E23 plantea la operacion resta.
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El predomino de la suma sobre la resta puede deberse a la falta de experiencia de trabajar con
nameros grandes; y a la falta de discusion escolar acerca de los diferentes procedimientos
para resolver problemas en los cuales se analice la utilidad de la resta, como procedimiento
econdmico respecto a la suma. Broitman (2010) menciona que cuando se trabajan problemas
con numeros pequefios, en lugar de usar la operacion resta se suele proceder por conteo, por
ejemplo, en el problema: “Juan y Pedro tienen juntos 17 canicas. Si Juan tiene 12 canicas

(cuantas tiene Pedro?” Para resolver por conteo se parte de 12 y se cuenta 13, 14, 15, 16, 17.

Si el problema se planteara con nimeros grandes, por ejemplo, “Juan y Pedro tienen juntos
147 canicas. Si Juan tiene 63 canicas ¢cuantas tiene Pedro?”, se dificulta el procedimiento de
ir contando de uno en uno, incluso de probar nimeros hasta encontrar el correcto, lo cual
privilegia el uso de la resta como procedimiento adecuado respecto a los otros

procedimientos.

Se considera que E23 no cuenta con experiencia en resolucion de problemas que exigen el
uso de la resta. Broitman (2010) menciona que trabajar con operaciones basicas incluyen
tanto el dominio de diversas estrategias de céalculo, como el reconocimiento de diferentes
problemas que se resuelven con dichas operaciones. No es suficiente que los estudiantes
puedan resolver el algoritmo de las operaciones para encontrarse preparados respecto a

cuando y como usar dichas operaciones.

Las diferentes dificultades identificadas en los estudiantes permiten reflexionar sobre el
disefio de nuevas tareas matematicas que contribuyan a promover la generalizacion
algebraica a pesar de las dificultades. Y en la medida que los estudiantes refuercen sus
habilidades matematicas, plantearles tareas de generalizacién cada vez mas desafiantes.
Cuando una tarea matematica no se resuelve con los conocimientos matematicos que se
requieren se deben indagar las causas de ello, cuestionando por qué los detalles que son

evidentes para algunos estudiantes, no los son para otros.

Ademas de tomar en cuenta los conocimientos previos de los estudiantes, dos aspectos

esenciales que se deben considerar en el disefio de tareas de generalizacion matematica son:
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(1) el caracter algebraico que susciten la construccion de reglas o formulas de generalizacion
algebraica y (2) la adecuada orientacion de la atencion hacia la estructura matematica, esto
puede ser a traves del patron figural, el nimero suficiente de términos cercanos y lejanos, asi

como la factibilidad de poder predecir algun término.

Adicionalmente, desde un punto de vista didactico, el rol del docente de educacion basica es
imprescindible para contribuir en el desarrollo de la generalizacion matematica desde edades
tempranas y sus aportaciones pueden ser diversas. Se reconoce que no es una labor facil y
que se requiere un trabajo conjunto con otros docentes e investigadores para obtener
resultados satisfactorios en pro de la formacion de los estudiantes.

Finalmente, los resultados obtenidos y la experiencia de haber llevado a cabo el proyecto de
investigacion permiten plantear propuestas de investigaciones futuras. Una linea de gran
interés es acerca del lenguaje oral y escrito, ya que hablar y escribir son diferentes formas de
representacion mental. Asimismo, se reconoce que existe un proceso de transformacion del
lenguaje oral al escrito y del lenguaje de palabras hacia los signos matematicos. La escritura
aritmética y la algebraica son sistemas de simbolizacion que contribuyen a expresar la
generalizacion algebraica, pero es necesario realizar investigaciones como la expuesta en este

trabajo que permitan reconocer los sistemas simbdlicos que les preceden.
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Anexo A

Analisis de las tareas del Bloque 1

En este anexo se presenta el resumen de analisis de las secuencias del Bloque I. Se incluyen

las secuencias para proporcionar al lector mayor referente.

A.1l. Secuencia 1

(a) Continda la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura 7. )
[ ( X J (X X J 0000
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numeérica escribiendo el nimero de puntos que

tiene cada figura. Asi podriamos escribir los nimeros:

1,2,3,4, ...
b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5, 6
y 7 que dibujaste con anterioridad.

11 2! 31 41 d

c) Sin dibujar alguna figura ¢ Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10?

d) Sin dibujar alguna figura ¢Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 25?

e) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 70? Explica como lo has hecho.
- J

Figura A-1. Secuencia figural-numérica definida por f(x) = x.
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En la Tabla A-1 se presenta el transito entre las acciones de manipular, obtener sentido y
articular la regla de generalizacion que se evidencio en los estudiantes al resolver los incisos

de la Secuencia 1.

Tabla A-1. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 1, Bloque I.

E |a)|b)]|o d | e E |a|b)|c)|d e E |a|b)|c|d|e
ELLM|M| M OS | A EO9 M|M|M|OS|A EI8  M|M|M|OS | A
E2 M| M| M 0S EIOM|M|M|OS | A EI9 M|M|M|OS | A
E3|M| M| M OS | A EI1 | M|M|M|OS | A E200M|M|M|OS | A
E4A | M| M| M 0S EI2 M|M|M|OS | A E2ZL{M|M|M|OS | A
E5E| M| M| M OS | A EI3|]M|M|M|OS | A E22 M|M|M|OS | A
E6 M| M| M OS | A El4 M|M|M|OS | A E23| M|M|M|OS | A
E7T/ M| M| M OS | A EI5|M|M|M|OS|A E2Z4 M| M|M|OS| A
E8 M| M| M OS| A El6 M|M|M|OS|A E25 M| M|M|OS| A

El7/ M| M|M|OS|A

Nota: E=Estudiante; M=Accién Manipular; OS=Accion Obtencion de Sentido; A=Accidn Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-0S-A.

Las expresiones de generalizacion que proporcionaron los estudiantes para explicar cémo

hallaron el nimero de puntos que tiene la figura 70 se pueden apreciar en la Tabla A-2.

Tabla A-2. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso €), Secuencia 1, Blogue 1.

Categoria 1

E1. 70 puntos lo hice contando los numeros en mi mente y leyendo muy bien las preguntas
E7. 70 multiplicando y sumando

E12. 70 pensando cuantos puntos tendria si fuera dibujando

E15. con 70 puntos o otra figuras mas

E18. 70 puntos yo lo he hecho como me lo valla explicando la pregunta.

E19. viendo figuras y lo conte y me dio 70

E21. tiene 70 me apoye en el ejemplo

E23. sume de 10 en 10 asta que llege a 70, 10+10+10+10+10+10+10=70

E25. primero deberiamo escribir 70 bolitas y ya sabras el resultado

Categoria 2

E3. 70 porque las figuras bande 1 en 1

E9. tiene 70 porque es de un puntito por ejemplo si pongo 10 siempre va a ser 10

E11. 70 porque el numero 70 que te muestra es esa cantidad que es

E16. 70 vaaumentandode 1 en 1

E17. 70. boy siguiendo por los nimeros o por los puntos.

E20. 70 porque es lo mismo

E24. 70 porque me fije de los puntos y nimeros

Categoria 3

E5. R=70 ¢porque? porque aumenta de 1 en 1y si es 70=70x1=70

E13. 70 puntos. En las figuras se puede ver que avanza de uno en uno asi que si la figura 1 tiene un punto la
figura 2 tendrd 2 puntos.

E22. 70 puntos yo busque su patron la figura 1 tiene 1 punto y la figura 2 tiene 2 puntos y asi lo estube
haciendo
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Categoria 4

E6. 70 puntitos cada figura tiene los mismos puntitos. ejemplo: figura 1 = 1 puntito

E14. 70 puntos porque cada punto tiene el mismo numero que el de las figuras

Categoria 5

E8. 70, porque el numero de figuras es lo mismo que el de puntos, ejemplo: si el numero de figura es 100
igual los puntos seran 100

E10. 70 puntos el nimero de la figura es el mismo que el de los puntos

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

A.2. Secuencia 2

4 )
a) Continda la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura 7.
[ J o0 000 0000
[ ( X J 000 0000
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo el nimero de puntos que
tiene cada figura. Asi podriamos escribir los nimeros:

2,4,6,8, ...
b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5, 6
y 7 que dibujaste con anterioridad.

2,4,6,8, ; ) )

¢) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10?
d) Sin dibujar alguna figura ¢Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 25?
\e) Sin dibujar alguna figura ¢ Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 100? Explica como lo has hecho)

Figura A-2. Secuencia figural-numérica definida por f(x) = 2x.

En la Tabla A-3 se reportan como transitaron los estudiantes respecto a la espiral de acciones.
Las expresiones de generalizacion de los estudiantes se presentan en la Tabla A-4.

Tabla A-3. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 2, Blogue 1.

E [a)|b)|c)]|d e E |a|b|c)|d ]| e E |ad|b|c|d e
EILIM|{M|M|OS|A E9  M|M|M|OS| A EI8 M| M|M|OS|A
E2 | M EIOfM|M|M|OS| A EI9 | M| M
E3|M|{M|M|OS|A EI1|{M|M|M|OS| A E20 M | M
E4 El2|{ M|M|M|OS| A E2LIM|M|M|OS | A
ESE|M|M|M|OS|A EI3|M|M|M|OS| A E22 M|M|M|OS|A
E6| M|M|M|OS|A El4  M|M|M|OS| A E23| M| M| M|OS|A
E7T | M|{M|M|OS|A EI5(M|M| M| M | NC E24 | M | M
EB  M|M|M|OS | A El6  M|M|M|OS| A E25 | M | M
El7| M|M|M|OS| A

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencion de Sentido; A=Accién Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.
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Tabla A-4. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso €), Secuencia 2, Blogue 1.

Categoria 1

E7. 200 multiplicando y sumando

E18. 200 puntos yo todo lo que me pedia lo multiplicaba

E21. tendria 200 apoyandome con los que hice

Categoria 2

E9. 200 porque va llendo de 2 en dos

E13. 200 puntos. En las figuras conte de cuanto en cuanto va avanzando, avanza de 2 en 2
E22. 200 puntos. En el insiso a encontré su patron que ba ambansado de 2

Categoria 3

E3. 200 porque si te das cuenta que la secuencia ba de 2 en 2 y 100 lo puedes multiplicar por 2 y asi te da
200

E5. 200 ¢Porque? Porque aumenta de 2 por ejemplo: 2x100=200

E11. 200 por que el doble de 100 es = 200

E17. 200 es que ba en dos y el doble de cien es docientos

E23. Suméandolo 100+100=200

Categoria 4

E14. 200, por que cada punto o numero hay que multiplicarlo por 2

E16. 200 multiplicando entre 2 y para saber si esta bien lo divido

Categoria 5

E6. 100 + 100 =200 = 100 x 2 = 200 el numero de la figura multiplicado x 2

E8. 200, por que yo pienso que el numero de figura es multiplica en 2 y da el resultado
E10. 200 puntos multiplicas el numero de la figura por dos

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

A.3. Secuencia 3

/a) Continta la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura 7. A
° ° o0 e2°°
oo 000 o000
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo el nimero de puntos que
tiene cada figura. Asi podriamos escribir los nimeros:

1,3,5,7, ...
b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5, 6
y 7 que dibujaste con anterioridad.

11 3! 51 7| d

¢) Sin dibujar alguna figura ¢ Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10?
d) Sin dibujar alguna figura ¢Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 50? Explica cémo lo has hecho.
Qa) Sin dibujar alguna figura ¢Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 200? )

Figura A-3. Secuencia figural-numérica definida por f(x) = 2x — 1.

En la Tabla A-5 se muestra como transitaron los estudiantes respecto a la espiral de acciones.

Se puede observar gque la resolucion de la secuencia resulto dificil para la mayoria de los
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estudiantes, aunque 24 de ellos pudieron identificar como variaban los términos no todos
pudieron obtener sentido ni articular la regla de generalizacién. Varios estudiantes
encontraron el numero de puntos para términos cercanos consecutivos y no consecutivos por
recursion. Sin embargo, para los incisos d) y e) en los cuales se solicita el nimero de puntos
para las figuras 50 y 200 respectivamente, algunos estudiantes no pudieron articular unaregla

de generalizacion que los llevara a una respuesta o procedimiento correcto.

Tabla A-5. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 3, Bloque I.

E|a [b|c)]|d]|e E |a|b)|c)|d|e E |a|b)|c|d|e
ElLl M| M| M EQ9 |[M| M E1I8 | M| M| M| OS
E2 | M EI0O M| M EI9 | M| M
E3| M| M|M|OS|A EI1  M|M|M|OS | A E20 NC
E4 El2| M| M| M E21L | M| M| M
ES5| M| M|M|OS|A EI3' M| M| M E22 | M| M| M
E6 | NC/I M|M|OS|A ElM4 M| M|M|OS | A E23| M| M| M
ET| M| M|M|OS|A EIS5| M| M E24
E8| M M|M|OS|A El6 | M| M E25
El7 | M| M

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencién de Sentido; A=Accion Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-0S-A.

Como comentario particular, E6 no continud la secuencia figural del inciso a) dibujando los
puntos para las figuras 5, 6, y 7, sino que resolvié directo el inciso b) para completar
numeéricamente la secuencia. Las expresiones de generalizacion se clasifican en la Tabla A-
6.

Tabla A-6. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso d) o e), Secuencia 3,
Bloque I.

Categoria 1

E7. 99 multiplicando

E18. 99 a todo lo que e hecho le resto uno y lo sumo

Categoria 3

E5. 399 ;Porque? Porque 200+200=400-1 =399

E6. 399 puntitos 200-1=199+200=399

E11. 99 porque 50 mas 49 que es lo de arriba me da 49 y 49+50=99
E14. 99 porque esta respuesta deberia ser 100 pero menos uno es 99
Categoria 4

E3. 399 porque lo multipliqué x 2 y lo reste menos 1

Categoria 5

E8. R=99, Yo lo hice pensando que el numero de figura se multiplicaen 2y se resta 1

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente. EI nimero 99 corresponde al inciso d) y 399
al inciso e).
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A.4. Secuencia 4

(a) Continda la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura 7. N
000 ::"
o0
(X} 000 0000
o oo eoo ee0e
Figural Figura 2 Figura 3 Figura 4

La secuencia de figuras se puede escribir como una secuencia numérica escribiendo el nimero de puntos que
tiene cada figura. Asi podriamos escribir los nimeros:

1,4,9,16, ...
b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5, 6
y 7 que dibujaste con anterioridad.

1,4,9, 16, , ) y o

c) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10?
d) Sin dibujar alguna figura ¢Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 15? Explica cémo lo has hecho.
G) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 30? )

Figura A-4. Secuencia figural-numérica definida por f(x) = x2.

En la Tabla A-7 se presenta el resumen de las acciones manipular, obtener sentido y articular
que se observaron en los estudiantes al resolver esta secuencia y en la Tabla A-8 se muestran
las expresiones de generalizacién producidas.

Tabla A-7. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 4, Bloque 1.

E |[a)|b)|c|d]|e E |a|b)|c)|d|e E |a)|b)|c)|d]e
ElLI M| M E9 EI8 M| M| M
E2 | M EIOfM|M|M|OS|A E19 | M
E3 | M EI1 M| M|M|OS|A E20 NC
E4 El2 M|M|M|OS| A E21
ESE|M|{M|M|OS|A EI3/ M| M| M E22
E6 | M| M| M| OS El4 M| M|M|OS| A E23
E7T/  M|{|M|M|OS|A E15 E24
ESB  M|M|M|OS|A El6 M|M|M|OS|A E25
El7 M| M|M|OS| A

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencién de Sentido; A=Accion Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.

Tabla A-8. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso d) o e), Secuencia 4,
Bloque I.

Categoria 2
E8. 225 multiplicando

E16. 30 fijarme las partes de afuera como una ele L multiplico L y me da el resultado
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Categoria 3

ES. 75 porque 15x15=75

E6. 150 puntitos 15x15=150

E7. 30x30=900

E11. multiplicando el numero 15x15=205

E12. 15x15=75

Categoria 4

E10. Lo multiplicas por su mismo numero (15x15=90)

E14. 225 porque el numero de la figura multiplicalo, por ejemplo, 15x15 es 225
E17. 225 multiplicar lo mismo y te dara el resultado

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente. Las respuestas de E16 y E7 corresponden al
inciso e), la respuesta de los otros estudiantes al inciso d).

A.5. Secuencia 5

-
a) Continla la secuencia de figuras dibujando la figura 5 y la figura 6.
o o0 000 0000

o o0 000 0000

[ ( X J 000 0000

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

b) Completa en cada cuadro la secuencia humérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5y 6
que dibujaste con anterioridad.

3,6,9,12, : )

c) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10? Explica como lo has hecho.
d) Sin dibujar alguna figura ¢Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 25? Explica cémo lo has hecho.
\e) Sin dibujar alguna figura ¢Cuél es el nimero de puntos que tiene la figura 80? Explica como lo has hecho)

Figura A-5. Secuencia figural-numérica definida por f(x) = 3x.

En la Tabla A-9 se reportan cOmo transitaron los estudiantes respecto a la espiral de acciones.

Tabla A-9. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 5, Bloque 1.

E [a)|b)|c)]|d e E [a|b)|c)|d|e E |a|b)|c)|d | e
EILIM|{M|M|OS|A E9  M|M|M|OS|A EI8 M| M| M| M
E2 | M| M EIOfM|M|M|OS|A EI9 | M| M
E3|M|{M|M|OS|A EI1|{M|M|M|OS|A E200 M| M| M|OS| A
E4 El2({ M| M| M E21{ M| M| M| M | NC
EBE|M|M|M|OS|A EI3|M|M|M| M E22 | M| M| M|OS| A
E6| M|M|M|OS|A El4 M| M|M|OS|A E23
E7T | M|{M|M|OS|A EI5|M|M|M|OS|A E24 | M | M
EB  M|M|M|OS | A El6 M|M|M|OS|A E25 | M| M

El7I  M|M| M| M

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencion de Sentido; A=Accidn Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.
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Se puede apreciar que la mayoria no presenta dificultades para articular una regla implicita
de generalizacion. En la Tabla A-10 se presentan las expresiones de generalizacion que

emitieron los estudiantes.

Tabla A-10. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso e), Secuencia 5, Bloque I.

Categoria 2
E15. 240 punto lo multipligue
Categoria 3
E1. 240 puntos multiplicando 80x3=240
E3. 240 lo hise multiplicando 80x3=240
E5. 240 puntos. Porque al multiplicar 80x3 da 240 puntos
E6. 3x80=240
E9. 160 porque va de tres en tres y si multiplicas 80x3=160
E10. 204 puntos lo multipliqué por 3
E11. 280 porque 80 de abajo y de lado 3 asi que es 80x3=280
E14. “240” porque es multiplicar “3x80”
E15. 240 punto lo multiplique
E22. 240 puntos multipliqué 80x3=240
Categoria 4
E7. Multiplicando 80x3=240 < numero de puntos de la figura 80
E8. 240, poniendo la cantidad y después multiplicarlo x 3
Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

A.6. Secuencia 6

~
a) Continda la secuencia de figuras dibujando la figura 5, la figura 6 y la figura 7.
o [ 4 o0 o0
o o0 o0 o0
o0 ( X J o0 000
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5y 6
que dibujaste con anterioridad.

4,567, ) )

c) Sin dibujar alguna figura ¢Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10? Explica como lo has hecho.
d) Sin dibujar alguna figura ¢Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 25? Explica cémo lo has hecho.

e) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 80? Explica cémo lo has hecho.
J

Figura A-6. Secuencia figural-numérica definida por f(x) = x + 3.

Las acciones manipular, obtener sentido y articular se reportan en la Tabla A-11. En
comparacion con la Secuencia 5, esta secuencia resulto mas complicada de resolver para los

estudiantes.
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Tabla A-11. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 6, Bloque 1.

E [a)|b)|c)|d |e) E [a)|b)|c)| d | e E |a)|b)|c)|d | e
EL/|M|IM|M| M EQ9 M|M|M EI8 I M|M|M|OS| A
E2 | M EIO|M| M EI9 | M| M
ES/IM|IM|M| M El11L M| M|M|NC|NC E20 M| M| M
E4 E2 M|M|M|OS| A E2LI M| M| M| M | NC
ES|M|M|M|OS|A E3/ M|M|M| M E22 M| M|M| M
EEIM|M|M|OS|A EM4 M|M|M|OS| A E23| M| M| M| M
E7T/IM|M|M|OS|A ES5IM|IM|M| M E24
EBIM|M|M|OS|A El6 | M|M|M E25 | M | M

El7T/ M|IM|M| M

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencién de Sentido; A=Accion Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.

Los estudiantes pudieron identificar la variacion entre término y término, pero resultd dificil
para varios de ellos articular una regla de generalizacién que les permitiera escribir la
respuesta o procedimiento correcto para el inciso €). En la Tabla A-12 se presentan las

expresiones de generalizacion que emitieron algunos estudiantes.

Tabla A-12. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso d) o e), Secuencia 6,
Bloque 1.

Categoria 1

E18. 83 lo fui sumando y observando porque los 3 que me sobra que tienes que poner lo sume con los 80 y
me dio 83

Categoria 3

E6. Figura 25+3=28

E7. Sumando 80+3=83« numero de puntos de la figura 80

E12. 83 si en la figura ochenta tengo 80 puntos le sumo 3 y me da el resultado
E14. 83 por gue le sume 3 al 80

Categoria 4

E5. Porque solo aumenta 3 mas y da 83

E8. 83, sumandole 3 mas

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente. La respuesta de E6 corresponde al inciso d),
la respuesta de los otros estudiantes al inciso e).

A.7. Secuencia 7

En la Tabla A-13 se tiene el resumen de las acciones manipular, obtener sentido y articular
que presentaron los estudiantes durante la resolucion de la secuencia. Como se puede
apreciar, al igual que la Secuencia 5 que competen a relaciones multiplicativas, la mayoria
articula una regla de generalizacion para responder correctamente a todos los incisos de la

tarea.
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4 I
a) Continla la secuencia de figuras dibujando la figura 5 y la figura 6.
( X J 0000
( X ) 0000

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5y 6
que dibujaste con anterioridad.

4,8, 12, 16, , ,

c) Sin dibujar alguna figura ¢Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10? Explica como lo has hecho.
d) Sin dibujar alguna figura ¢Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 25? Explica cémo lo has hecho.
e) Sin dibujar alguna figura ¢ Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 80? Explica como lo has hecho.

- J

Figura A-7. Secuencia figural-numérica definida por f (x) = 4x.

Tabla A-13. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 7, Bloque I.

E [a)|b)|c)|d |e E |a)|b)|c)|d| e E |a)|b)|c)]| d |e
EL/M|M|M|OS EQ9 |[M|[M|M|OS El8IM|M|M|OS | A
E2| M| M EO|M|M|M|OS| A EO  M|M|M|OS | A
ES/M|M|M|OS| A EI1{M|M|M|OS| A E20/M|M|M|OS | A
E4A| M| M E2|  M|M|M NC E2LIM|M|M| M
ES|M|M|M|OS|A EI3|M|M|M]|OS| A E22 | M| M| M
EEIM|M|M|OS|A E4| M|M|M|OS| A E23| M | M
E7T/IM|M|M|OS|A EI5|M|M|M|OS| A E24 | M | M
EBIM|M|M|OS|A El6|M|M|M|OS| A E25 | M| M

E7/ M|M|M|OS| A

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencion de Sentido; A=Accion Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.

En la Tabla A-14 se muestran las expresiones de generalizacion que proporcionaron los

estudiantes en el inciso e).

Tabla A-14. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso €), Secuencia 7, Bloque I.

Categoria 1

E15. Son 320 puntos que tiene lo hice multiplicando
E16. Multiplicando =320

E17. 320 multiplicando y contando

E19. 320 porque 200+80+40=320

Categoria 3

E3. 320 multiplique 80x4=320 asi me dio

E5. 320 porque 80x4=320
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Categoria 3

E10. 220 puntos multiplique 4x80=220

E13. 320 porque 4x80 es 320

E14. “320” porque le multiplique 4 a la figura 80

E18. 320 sume el 80 4 veces

E20. 160 multipligue 4 bese 80

Categoria 4

E8. 320, poniendo el numero después multiplicarlo x 4

Categoria 5

E7. 320 porque supe que la figura se multiplica por 4
Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

A.8. Secuencia 8

4 )
a) Continua la secuencia de figuras dibujando la figura 5 y la figura 6.

(X J 000 000 0000
o000 o000 0000 o000
Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

b) Completa en cada cuadro la secuencia numérica que corresponde al nimero de puntos de las figuras 5y 6
que dibujaste con anterioridad.

5,6,7,8, ) ;

c) Sin dibujar alguna figura ;Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 10? Explica como lo has hecho.
d) Sin dibujar alguna figura ¢Cudl es el nimero de puntos que tiene la figura 25? Explica cémo lo has hecho.
e) Sin dibujar alguna figura ¢ Cual es el nimero de puntos que tiene la figura 80? Explica como lo has hecho.

- J

Figura A-8. Secuencia figural-numérica definida por f(x) = x + 4.

El trénsito entre las acciones de la espiral se presenta en la Tabla A-15. Esta secuencia
también resulto dificil de resolver de igual manera que la Secuencia 6. Los estudiantes
identifican la variacion entre términos, pero resulta dificil para ellos encontrar la regla de

generalizacion.
En la Tabla A-16 se encuentran las expresiones de generalizacion que competen a esta

secuencia, algunos estudiantes si identifican que para encontrar los términos solicitados en

los incisos d) y e) requieren sumar 4.
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Tabla A-15. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 8, Bloque 1.

E |a)|b)|c |d]e E [a)|b)|c)| d |e) E |a)|b)|c)|d|e
EL/IM|M| M EO M|M|M|OS|A EI8 | M| M| M|OS
E2 EIO| M| M EQO MMM
E3/M|M| M |OS|A EI1l| M| M E20 M| M
E4 | M| M E2| M|M|M|OS | A E2LIM|M|M
ES|M|M| M E3| M| M|M| M E2|  M|M| M| M
E6| M| M E4| M|M|M]|OS|A E23| M| M| M| M
E7T/M|M| M |OS|A E5IM|M|M| M E24 | M| M
EB|M|M|OS|OS|A EI6 | M|M|M E25 | M| M

EV M M|M| M

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencién de Sentido; A=Accion Articular; NC=No
contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.

Tabla A-16. Expresiones de generalizacién registradas por los estudiantes en el inciso c) o €), Secuencia 8,
Bloque I.

Categoria 1

E9. 84 puntos tiene la figura 80 lo ise mentalmente sumando y multiplicando

Categoria 2

E7. (llendo de 1 en 1) llendo sumando 4

Categoria 3

E3. 84 observando la figura porque me dio una idea cuando fui sumando 4 y yo le sume 4 al 80 asi me dio
el resultado de 84

E12. 84 a 80 le sumo 4 y me da el resultado

E14. “84” porque le sume 4 a la figura 80

Categoria 4

E8. 14 Poniendo el numero 4 y después sumarle este numero [indica con una flecha el numero de la Figura].

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente. La respuesta de E8 corresponde al inciso c),
la respuesta de los otros estudiantes al inciso e).
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Analisis de las tareas del Bloque 11

Este anexo incluye el resumen de analisis de las secuencias del Blogue I1.

B.1. Secuencia 9

(Observa la siguiente secuencia numérica: )
NUamero
de la 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14,
secuencia
Término
Término Término Término Término Término Término Término Término aln no
dela 1 2 3 4 5 6 7 conocido
secuencia de la
secuencia

a) ¢(Qué namero le corresponde al término 9 de la secuencia? Explica como lo has encontrado.
b) Explica con tus palabras como se obtiene cada uno de los nimeros de esta secuencia numeérica.

c) Escribe una regla precisa que permita a otros nifios encontrar cualquier nimero de esta secuencia
numeérica.

d) Ahora usemos la regla que has proporcionado y encontremos un nimero de la secuencia. Por ejemplo,
¢Qué numero le corresponde al término 500 de la secuencia numérica? Escribe tu procedimiento
obedeciendo la regla que diste.

e) Usemos nuevamente la regla que has proporcionado, pero ti escoge qué término de la secuencia quieres.
Ahora completa la informacion:

-

El término de la secuencia numérica, es el nUmero

J

Figura B-1. Secuencia numérica definida por f(x) = 2x.
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En la Tabla B-1 se presenta el transito entre las acciones de la espiral de Mason que se

reconocieron en los estudiantes al resolver los incisos de la Secuencia 9.

Tabla B-1. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 9, Blogue II.

E |a),b)c) d) e)
El M-M M-0OS-A | GC1
E2 | M-OS-A | M-0S-A
E3 | M-OS-A | M-0OS-A | GC2
E4 NC
E5 | M-OS-A | M-OS-A | GL
E6 | M-OS-A | M-0S-A
E7 | M-OS-A | M-OS-A | GL
E8 | M-OS-A | M-0S-A | GC1
E9 | M-M-M | M-0S-A

E10 | M-OS-A | M-OS-A | GL
E11 M NC

E12 | M-M-M | M-OS-A | GC1
E13 | M-OS-A | M-OS-A | GL

E |a),b)c) d) e)
E1l4 | M-0OS-A | M-0OS-A | GC1
E15 M M-0S-A
E16 M M-0S-A | GC1
E17 | M-OS-A | M-0OS-A | GC1
E18 | M-OS-A | M-0OS-A | GC2
E19 | M-OS | M-OS-A | GC1
E20| M-M NC NC
E21 | M-0OS-A | M-0OS-A | GL
E22 M M-0S-A
E23 M
E24 M
E25 M NC

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accion Obtencion de Sentido; A=Accioén Articular;
GC1=Generalizacién Cercana Tipo 1 (valores entre 6 y 13); GC2=Generalizacién Cercana Tipo 2 (valores
30 y 47); GL=Generalizacién Lejana (valores entre 100 y 1000). Espacio en blanco=Se interpreta que el
estudiante no logra alguna de las acciones M, OS, A 0 no proporciona correctamente un valor en el inciso e).

NC=No contesto.

En la Tabla B-2 se organizan las expresiones de generalizacién que proporcionaron los

estudiantes ya sea en el inciso a), b) o ¢) correspondiente a esta Secuencia 9.

Tabla B-2. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso a), b) o ¢), Secuencia 9,

Bloque I1.

Categoria 1

E16. a) FijAndome en la secuencia
E25. b) Fui contando

Categoria 2

dara

E9. b) va abansando de 2 en 2

E11. b) la secuencia de dos en dos

E12. c) contando de 2 en 2

E15. a) abansa de 2 en 2

E19) b) multiplicando o a vese sumando

E20. b) los nimeros ban abansando de 2 en 2

E22. a) avansaen 2 en 2

E23. a) avansa de 2 en 2 / b) sumando lo que se pide
E24. b) esta secuencia avansa de 2 en 2

E1. b) si hay 2 y 4 es facil sabras que de 2 en 2 va / ¢) podrian contar de cuanto en cuanto va y el ultimo te

Categoria 3

E6. c) multiplicar2x1,2,3,4,5,6,7,8,9y 10

Categoria 4

E2. b) multiplicado por 2
E3. b) multiplicando x 2
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Categoria 4

E5. b) multiplicando de la tabla del 2
E18. ¢) multiplicar por 2 lo que te piden
E21. b) de la secuencia numérica el 8 es 16 el 9 es 18 es el doble de los nimeros

Categoria 5

E7. c) multiplicar el término por dos

E8. c) Multiplicando por 2 el término, por ejemplo, si el termino es 10, la secuencia es 20
E10. b) multiplicando 2 al humero / ¢) solo ve el numero que este y multiplicalo por 2
E13. ¢) Multiplicando por 2 el termino que tiene

E14. c) Multiplicar por 2 el nimero que te dan

E17. ¢) Es multiplicar el numero del termino por dos

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

B.2. Secuencia 10

Observa la siguiente secuencia numeérica:

Ndmero
de la 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
secuencia
. Término
Término | emino  Término  Término  Término  Término  Término  Término aln no
de la . 1 2 3 4 5 6 7 conocido
secuencia de la
secuencia

a) ¢(Qué namero le corresponde al término 9 de la secuencia? Explica como lo has encontrado.
b) Explica con tus palabras cémo se obtiene cada uno de los nimeros de esta secuencia numérica.

c) Escribe una regla precisa que permita a otros nifios encontrar cualquier nimero de esta secuencia

numeérica.

d) Ahora usemos la regla que has proporcionado y encontremos un nimero de la secuencia. Por ejemplo,
¢Qué numero le corresponde al término 500 de la secuencia numérica? Escribe tu procedimiento

obedeciendo la regla que diste.

e) Usemos nuevamente la regla que has proporcionado, pero tu escoge qué término de la secuencia quieres.

Ahora completa la informacion:

K El término de la secuencia numérica, es el nimero

J

Figura B-2. Secuencia numérica definida por f(x) = x + 2.

En la Tabla B-3 se pueden observar como los estudiantes transitan en los dos ciclos de

acciones de la espiral de Mason. A diferencia de la Secuencia 9 esta secuencia resulto6 dificil

de resolver para varios estudiantes. Se identifica desde las secuencias del Bloque I que las

relaciones aditivas suelen ser de mayor complejidad para los estudiantes. En la Tabla B-4 se

muestran las expresiones de generalizacion proporcionadas por los estudiantes.
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Tabla B-3. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en la Secuencia 10, Bloque 1.

E |a)h)c) d) e) E |a)b)c) d) e)
El M El4 | M-OS-A | M-0OS-A | GC1
E2 E15 M

E3 M M-0S-A | GC1 E16 M

E4 NC E17 | M-OS-A | M-0S-A | GC1
E5 M-OS | M-OS-A E18 M M-0OS | GC1
E6 M M-0S E19

E7 | M-OS-A | M-OS-A | GL E20 NC

E8 | M-OS-A | M-0S-A | GC2 E21 M GC1
E9 | M-M-M | M-0S E22 M

E10 | M-OS-A | M-0S-A | GL E23 M

E1l M NC E24

E12 | M-M-M | M-OS-A | GC1 E25 NC

E13 | M-OS-A | M-0S-A | GL

Nota: E=Estudiante; M=Acci6én Manipular; OS=Accion Obtencién de Sentido; A=Accion Articular;
GC1=Generalizacion Cercana Tipo 1 (valores entre 7 y 13); GC2=Generalizacion Cercana Tipo 2 (valor 26);
GL=Generalizacién Lejana (valores 501, 700 y 10 000). Espacio en blanco=Se interpreta que el estudiante no
logra alguna de las acciones M, OS, A o no proporciona una respuesta correcta en el inciso €). NC=No
contesta.

Tabla B-4. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el inciso a), b), ¢) o d), Secuencia
10, Bloque II.

Categoria 3

E5. d) Si al nueve le sumamos 3 para gue sea 11 entonces el 500 le sumamos 3 y da 503.
Categoria 4

E3. d) 502 porque si te das cuenta a los términos le bas sumando 2 te da el resultado

E6. d) Porque le sumas 2 al num del termino y te da el de arriba

E10. ¢) Al numero de abajo ve suméndole 2 [el nimero de abajo corresponde al término de la secuencia]
E17. ¢) Multiplicas por 1y le sumas 3 [deberia sumar 2 en lugar de 3]

Categoria 5

E7. c) sumandole al termino 2

E8. ¢) sumar 2 a cada termino

E13. ¢) Sumando 2 al termino

E14. c) Siempre sumar 2 al término que se muestra

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.
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Anexo C

Analisis de las tareas del Bloque II1

Este anexo incluye el resumen de analisis de los problemas del Bloque I1l. Estos problemas
se disefiaron para llevar a cabo el transito gradual de las secuencias hacia los problemas y no

se solicitan explicaciones, por lo tanto, no hay produccién de expresiones de generalizacion.

C.1. Problemal

4 N
Laura trabaja en una papeleria y tiene una tabla incompleta de los precios que debe cobrar, relacionado con
el nimero de copias a color que debe imprimir.

Ayuda a Laura a completar la tabla poniendo el nimero faltante en los espacios sombreados.

Precio $2 $4 $22 | ... | $50 | ... ... | $400
Numero |, | 5 | 5 | | 19 .| 150
de copias
g J

Figura C-1. Problema 1 definido por f(x) = 2x.

La transicion entre las acciones de manipular, obtener sentido y articular para esta tarea

se proporcionan en la Tabla B-1. Los valores correctos V1y V2 corresponden a la accion

148



Anexo C. Analisis de las tareas del Bloque 111

manipular, los valores V3 'y V4 a la accion obtencion de sentido y los valores V5y V6 a la

accion articular.

Tabla C-1. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 1, Bloque II1.

E | V1 |V2|V3|V4]|V5|V6 E | V1|V2|V3|V4]|V5]|V6
El M| M El4| M| M |OS|OS| A A
E2 | M| M]J]OS|OS|NC| A EI5| M| M |OS | OS A
E3| M| M]J]OS|OS| A A El6| M| M |OS|OS| A A
E4 | M | M| OS | OS A El7| M| M |OS|OS| A A
ES M| M]|J]OS|OS| A A EI8 M| M |OS|OS| A A
E6 M| M]J]OS|OS| A A EI9 M| M |OS|OS| A A
ET M| M]J]OS|OS| A A E20 M | M M
EB8 | M| M|J]OS|OS| A A E21| M| M |OS|OS| A A
EQ9 | M E22| M| M |OS|OS| A A

EIOf M| M]J]OS|OS| A A E23 | M OS | OS 0S
EI1| M| M]J]OS|OS| A A E24| M | M | OS | OS A
El2| M | M | OS 0OS E25 | M 0OS | OS
EI3/l M| M]J]OS|OS| A A

Nota: E=Estudiante; V1-V6 representan los seis valores solicitados en el Problema 1, ordenados de izquierda
a derecha en el registro tabular; M=Acci6on Manipular; OS=Accion Obtencion de Sentido; A=Accion
Articular; NC=No contestd; Espacio en blanco=EI estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.

En el caso del estudiante E20, a pesar de que proporciona correctamente el valor V6, los
valores incorrectos otorgados para V3, V4 y V5 determinan que permanece en la accion
manipular. En el caso de E23, los valores correctos e incorrectos otorgados indican que
transita entre las acciones manipular y obtencién de sentido, pero no articular, aunque

también haya otorgado correctamente el valor V6.

C.2. Problema 2

En la pasteleria “El Retorno” se tiene un registro de la cantidad de pasteles que se elaboran en determinando
namero de horas. Completa el siguiente registro poniendo el nimero faltante en los espacios sombreados.

Horas para su 3horas | 4horas | 5horas | 6horas | ... ... | 50 horas
elaboracion

Numero de 1 2 3 4 SOV I T I U N - 150
pasteles

Figura C-2. Problema 2 definido por f(x) = x + 2.

149



Anexo C. Analisis de las tareas del Bloque 111

La transicion entre las acciones de la espiral de Mason se muestra en la Tabla C-2. Los valores
correctos V1 'y V2 corresponden a la accion manipular, el valor VV3 a la accion obtencion de

sentido y el valor V4 a la accion articular.

Tabla C-2. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 2, Bloque II1.

E |V1|V2|V3]|V4 E | V1|V2]|V3|V4 E |V1|V2]|V3|V4
El E9 EI8 | M| M |OS| A
E2 EIO| M| M |OS| A EI9| M| M |OS| A
E3|M | M]|JOS| A E1l| M | M | OS E200 M | M
E4| M | M | NC E12 E21| M | M
ES|M|M]|OS| A EI3|M | M|OS| A E22
E6[ M| M|OS| A El4| M| M |OS| A E23| M | M | OS
ET| M| M]|OS| A E15 E24
EB| M| M|OS| A E16 E25| M| M

EI7| M| M|OS| A

Nota: E=Estudiante; V1-V4 representan los cuatro valores solicitados en el Problema 2, ordenados de
izquierda a derecha en el registro tabular; M=Accion Manipular; OS=Accion Obtencion de Sentido; A=Accion
Articular; NC=No contestd; Espacio en blanco=EI estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.

C.3. Problema 3

4 )
Don Pepe es distribuidor de frutas en el mercado de Tekit. En esta temporada de mangos requiere dejar una

gran cantidad de kilos en diversos puestos del mercado. Completa la siguiente tabla de Don Pepe.

Cantidad Costo
1 kg 4 pesos
2 kg 8 pesos
3 kg 12 pesos
4 kg

20 kg

200 pesos

Figura C-3. Problema 3 definido por f(x) = 4x.

En la Tabla C-3 se pueden observar las acciones de manipular, obtener sentido y articular en
las que se sitUa a cada estudiante. En esta tabla se solicitan solamente tres valores. El valor
correcto V1 corresponde a la accion manipular, el valor V2 a la accion obtencion de sentido

y el valor V3 a la accion articular.
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Tabla C-3. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 3, Bloque II1.

E | V1|V2]|V3 E |Vl1]|V2]|V3 E |[V1]|V2]|V3
El NC E9 | M | OS E18 | M 0S
E2| M |OS| A EIO| M |OS | A E19 | M 0S
E3| M |OS| A E1l1| M |OS| A E20 | M 0S
E4| M 0S El2 | M E21
ES| M |]OS| A E1I3| M |OS| A E22 | M |OS | A
E6| M |OS| A El4| M |OS| A E23 | M
E7T| M |]OS| A E15 E24 | M 0S
E8| M |]OS| A E6 | M |OS | A E25 | M 0S

El7| M |]OS| A

Nota: E=Estudiante; V1-V3 representan los tres valores solicitados en el Problema 3, ordenados de arriba
hacia abajo en el registro tabular; M=Accion Manipular; OS=Accion Obtencion de Sentido; A=Acci6n
Articular; NC=No contestd; Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A.
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Anexo D

Analisis de las tareas del Bloque IV

En este anexo se incluye el resumen del analisis de los cuatro problemas de texto extenso que
conforman el Blogue IV. Se presenta cada problema y en cada uno, se muestran aquellas
preguntas en las cuéles se concretan las acciones manipular, obtencion de sentido y articular.
Posteriormente se comparte el resumen de acciones y las expresiones de generalizacion

producidas por los 25 estudiantes.

D.1. Problema 4

El Problema 4 corresponde a la relacion definida por f(x) = 2*. En las figuras D-1y D-2 se
presentan el planteamiento del problema y el transito en la espiral de acciones mediante las
preguntas planteadas. Se incluye en el planteamiento un diagrama para mostrar la
reproduccion de las bacterias y un registro tabular que presenta la relacién entre la cantidad
de bacterias que nacen por minuto. Las preguntas 1a) - 1d) promueven principalmente la
accion manipular, aunque las dos Gltimas ademas impulsan el transito hacia la obtencion de
sentido y articulacion de una regla, acciones que se reforzaran con las preguntas 2, 3y 4. La
pregunta 5 permite apreciar el alcance de la generalizacién que manifiesta el estudiante en el

contexto del problema.
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¢Sabes qué son las bacterias? Las bacterias son
unos organismos Vivos muy pequenos, no visibles
a simple vista, suelen moverse y son de diversas

formas. Existen bacterias que pueden causarnos ‘ I
enfermedades por eso es importante seguir ciertas
recomendaciones, como lavarnos las manos antes v .y

y después de comer.

Las bacterias se reproducen de la siguiente forma. || Ticmpoen |Cantidadde

N & s minutos bacterias
De una bacteria surgen 2 bacterias hijas, cada 0 1
bacteria hija genera otras 2 bacterias y asi 3 2
sucesivamente. Segun el tipo de bacteria esta 3 8

reproduccion ocurre cada cierto numero de
minutos. Analicemos el caso de una bacteria que
se reproduce cada minuto.

Figura D-1. Planteamiento del Problema 4, Bloque 1V.

1. De acuerdo con la informacién contesta las siguientes
preguntas:

a) ¢Cual sera el namero de bacterias al minuto 1?

b)¢Cual sera el numero de bacterias al minuto 27 Casos particulares,
Se promueve la accién manipular.

c) ¢Cual sera el namero de bacterias al minuto 3?
d)¢Cual sera el numero de bacterias al minuto 4? ¢Por qué?
€) ¢Cual sera el namero de bacterias al minuto 5? ¢Por qué? ( S [IETMNETE ) 22 J

obtencién de sentido.
2. ¢Qué pasa con la cantidad de bacterias conforme pasan los

minutos?
3. Escribe la regla que permita encontrar la cantidad de bacterias <

por minuto. [ Se promueve la articulacién y expresion de la regla de generalizacion.

-

4. Usando la regla que has proporcionado encontremos lac
cantidad de bacterias a los 10 minutos.

5. Observa los valores que corresponden al tiempo.
¢Habra otros valores de tiempo para determinar la cantidad de

bacterias correspondiente? 9
Caatidad de
bacterias Se promueve el alcance de la
generalizacion.

Figura D-2. Preguntas que guian la resolucién del Problema 4, Bloque V.
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En la Tabla D-1 se puede observar el transito en la espiral de acciones de los 25 estudiantes.
La ultima columna corresponde a las respuestas de la pregunta 5, se etiqueta con S si los
estudiantes interpretan adecuadamente la pregunta y ademas proporcionan otros valores;
también, si pueden explicar o encontrar el niUmero de bacterias para alguno de los valores
que han otorgado. En caso de tener dificultades para dar algin valor o interpretar los valores

gue hayan mencionado se etiqueta con NS.

Tabla D-1. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 4, Bloque IV.

E [1a)[1b) [1c) [1d)[1e) | 234 | 5 E [1a)[1b) [1c)[1d) [1e) | 234 | 5
EL|M|M|M|M|M]| OSSA | S El4| M | M | M| M| M| OSA | S
E2 M| M| M NS| [El5| M [ M M| M| M| OSA | s
E3|M|M|M|M|M| OSA | s El6| M | M | M| M| M| OSA | S
EA M| M| M| M NS| [El7[M | M | M| M| M| OSA |NS
ES| M| M| M| M|M| OSSA | s EI8| M [ M | M| M| M| OSA | S
E6 | M| M| M| M|M| OSA | s EI9| M [ M | M| M| M| OSA | S
EZ|M|M|M|M|M]| OSA | s E20| M | M | M| M| M| OSA | S
ES|M|M|M|M|M| OSA | s E21| M | M | M| M| M| OSA | S
E9 | M| M| M| M|M| OSA | s E2|M | M| M| M| M| OSA | S
ElO/M | M|M| M| M| OSA | S E23| M | M | M| M| M| OSA | S
EI1M | M| M| M| M| OSA | S E24| M | M | M| M| M| OSA | S
E2 (M | M| M| M| M NS| [E25 [ M | M | M| M NS
EI3 M| M| M| M| M| OSA | S

Nota: E=Estudiante; M=Accién Manipular; OS=Accién Obtencion de Sentido; A=Accién Articular; S= Si,
NS=No Sabe, Espacio en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A. La letra en negrilla
indica intervencion por parte del investigador.

En la Tabla D-2 se presentan las expresiones de generalizacion que proporcionaron los

estudiantes.

Tabla D-2. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el Problema 4, Bloque IV.

Categoria 1

E9. Observar y contarlos las bacterias, ejemplo en el minuto 1=2=4=8=16=32=64

E10. De cada bacteria en 1mn. salen 2 y asi se ban multiplicando

E22. Depende del numero de las bacterias

Categoria 2

E3. Multiplicando los minutos por las bacterias y observando/Para 50 minutos multiplicariamos el resultado
del nimero 49 x 2 (Categoria 3)

E5. Multiplicando/x 2/ a la cantidad de bacterias (Categoria 4)/del minuto al que este atras (Categoria 5)
E17. Multiplicar el nimero de un minuto y ba a dar dos y asi bas llendo multiplicando por dos

E18. Multiplicar la bacteria en dos la mama en dos y cada mama se tiene que ir multiplicando en dos
E20. Le voy suméndole dos y luego otros dos
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Categoria 4

E1. Multiplicando x 2 conforme van las bacterias

E6. Al anterior lo multiplicas x 2 y te da el siguiente

E7. Para llegar al resultado multiplicarlo por x 2/el numero de la respuesta anterior (Categoria 5)

E8. Multiplicando la cantidad de bacterias del minuto anterior/ Multiplicando la cantidad de bacterias con el
numero que se obtuvo anteriormente, multiplicandolo x 2 (Categoria 5)

E11. Debo de contar todas las bacterias y multiplicar por dos

E13. El doble de la cantidad de las bacterias

Categoria 5

E14. Multiplicar el nimero de bacterias que da por 2/ Multiplicaria lo que me dio en 49 minutos por 2
(Categoria 3)

E15. Multiplicar el nimero 2 por las bacterias y en la cantidad

E16. Multiplicar por 2 a las bacterias

E19. Multiplicando las bacterias x 2

E21. Duplicar las bacterias

E23. Multiplicar el numero de bacterias por 2

E24. Multiplicando el numero de vacterias que hay x 2

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

D.2. Problema s

El Problema 5 corresponde a la relacion definida por f(x) = 150 — x. En la Figura D-3 se

presenta el planteamiento del problema.

Los sabados acostumbro comprar
panuchos con Dona Soco. Ella me
comenta que en la manana prepara
150 tortillas y las rellena de una vez
con su frijol. En la tarde cuando
empiezan a llegar los clientes, ella
empieza a freir los panuchos para
que los sirva calientitos.

En la siguiente tabla aparece la cantidad de tortillas que le falta freir.

Tiempo que transcurre | Cantidad de tortillas de
en minutos panucho que le faltan freir
0 minutos 150 tortillas
1 minuto 149 tortillas
2 minutos 148 tortillas
3 minutos 147 tortillas
4 minutos 146 tortillas

Figura D-3. Planteamiento del Problema 5, Bloque 1V.
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En la Figura D-4 se presenta el transito en la espiral de acciones mediante las preguntas
planteadas. Las preguntas 1a) - 1d) promueven la accion manipular y las dos Gltimas ademas
impulsan el transito hacia la obtencion de sentido y articulacion de una regla porque son
valores que no se encuentran proporcionadas en el registro tabular. Las acciones obtencion
de sentido y articular se refuerzan con las siguientes preguntas del problema, principalmente
de la pregunta 2 hasta la 5. Aunque las preguntas 4 y 5 tienen como intencion promover la
especializacion, suscitando el regreso a la accion manipular para poder ascender en la espiral
en caso de que no se haya logrado mediante las preguntas anteriores. Las preguntas 6 y 7
permiten apreciar el alcance de la generalizacion, especialmente el de reconocer el maximo
valor que puede tomar la variable independiente o el maximo valor del conjunto dominio

solucioén.

1.De acuerdo con la tabla contesta las siguientes preguntas:

a) Cuando transcurre un minuto, ¢cuantas tortillas de panucho le faltan freir a
Dona Soco? { Casos
b) Cuando transcurren 2 minutos, ¢cuantas tortillas de panucho le faltan freir? | particulares. Se
c) Cuando transcurren 5 minutos, ;cuantas tortillas de panucho le faltan freir? | promueve la
d) Cuando transcurren 6 minutos, ccuantas tortillas de panucho le faltan freir? accién
T\ manipular.
2.:Qué ocurre con la cantidad de panuchos que le faltan freir a DoAa Soco a

medida que pasan los minutos?

& 2z . - ]
‘\‘_\J Se promueve la accién obtencién de sentido. |

3.Escribe la regla que permita encontrar la cantidad de panuchos que le faltan
freir a Dofia Soco conforme pasan los minutos. i

| Se promueve la articulacién y expresion de la regla de generalizacién. ‘

4.Usando la regla que has proporcmnado encuentra la cantidad de panuchos que
le faltan freir a Dofia Soco cuando han transcurrido 20 minutos. \
| Mediantelos siguientes incisos se promueve el regreso a la espiral de acciones. |
S.Usando la regla que has proporcionado encuentra la cantidad de panuchos que &
le faltan freir a Dofia Soco cuando han transcurrido 45 minutos.

6.:Para qué otros valores de tiempo podemos encontrar la cantidad de panuchos
< q Pop P
que le falta freir a Dofia Soco?

| Se promueve el alcance de la generalizacién.
J

7.:Cuantos minutos transcurriran para que Dona Soco haya frito todas las
tortillas de panucho?

Figura D-4. Preguntas que guian la resolucién del Problema 5, Bloque V.

La mayoria de los estudiantes no presentaron dificultades para resolver el Problema 5. En la
Tabla D-3 se puede observar el transito en la espiral de acciones de los 25 estudiantes y en la

Tabla D-4 la clasificacion de las expresiones de generalizacion que proporcionaron.

156



Anexo D. Analisis de las tareas del Bloque IV

Tabla D-3. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 5, Bloque IV.

E [1a)][1b)[1c) [ 1d) [ 2.3 4 5 6 |7
EL| M| M| M| M|OSA|MOSA|[MOSA| V |1
E2 | M| M| M NV | 1
E3| M| M| M| M]|OSA M M-OS-A| V |[C
E4A M| M| M| M NV | C
E5 | M| M| M| M|OSA|MOSA|MOSA| V |C
E6 |M | M| M| M|OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E7| M| M| M| M|OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E8 M| M| M| M|OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E9 M| M| M| M|OSA|MOSA|MOSA| V |[C
EIO|M | M | M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
EIL1|M | M| M| M|OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E2|[ M| M| M| M M M vV |
EI3|M | M | M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
El4| M | M | M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
EI5| M | M | M| M| OS M M-OS-A| V |[C
EI6 | M | M| M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
EI7|M | M| M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
EI8| M | M | M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
EI9|M | M | M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E20{ M | M | M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E2L| M | M| M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E22| M | M| M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E23| M | M | M| M |OSA M M-OS-A| V ||
E24| M| M | M| M |OSA|MOSA|MOSA| V |[C
E25| M | M | M| M |OSA M V|

Nota: E=Estudiante; M=Acci6én Manipular; OS=Accion Obtencién de Sentido; A=Accion Articular;
V=Proporciona valores, NV=No proporciona valores, I=Incorrecto, C=Correcto, Espacio en blanco=El
estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A. La letra en negrilla indica intervencién por parte del
investigador.

Tabla D-4. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el Problema 5, Bloque IV.

Categoria 1

E2. Todavia le faltan freir més

Categoria 2

E1. Rebisar la tabla y checar los minutos e hir disminuyendo y te dara la cantidad

E3. Que ballan quitando 1 tortilla/ Cada vez que pasa un minuto se le va quitando una tortilla (V)/Restando
el nimero total de tortillas por los minutos

E4. Dismillendo la cantidad de los minutos

E5. A medida que pasan los minutos va disminuyendo 1/si restamos 50 menos... menos 50 de tortillas da
100 porque son 150 (V, Categoria 3).

E7. Va disminuyendo en un minuto 1 tortilla/Restar la cantidad de minutos que te den al 150 (V, Categoria
5)

E13. Por cada minuto que pasa se le va restando 1/por ejemplo para 10 minutos todavia le faltaran 140
(Categoria 3)/Restarle la cantidad de minutos que quieres saber a 150 tortillas ejemplo 40 minutos 150-
40=110 (Categoria 4)

E15. Que cuando esten contando los ndmeros la van a quitar un 1 pera que el numero se baya disminuyendo
E18. Ir disminuyendo con forme pasan los minutos

E23. Debo de restarle uno en uno a la cantidad que sigue/Restar 150 con lo que ya frio (Categoria 5)

E24. Contar las tortillas que le faltan freir

E25. Yo le fui quitando 1 tortia a cada minuto que pasa
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Categoria 3

E9. En un minuto va friendo uno, ya pasaron 10 minutos 10 panuchos ya frio y resto 150 menos 10 son 140
(V, Ejemplo descrito para 10 minutos)

E10. (Ejemplo descrito para 10 minutos) Restarle 10 a 150 (V)/ (Ejemplo descrito para 60 minutos) 60 ya
frio, 90 le faltan, le reste 60 a 150 (\V)/ Del minuto que tenga es la cantidad de tortillas que vas a restar a la
cantidad con que empeso (150) (Categoria 5)

E11. Le faltan freir 140 porque a 150 le quitas 10 (V, Ejemplo descrito para 10 minutos)

E20. Por ejemplo si ya frio 5 a 150 le quitas 5 y te da 145

E21. La regla es bajandole 1/Restar las tortillas le debo quitar a 150 50

Categoria 4

E14. Quitarle los minutos a las tortillas que le falta freir

E19. La cantidad de panuchos es igual a los 150 pero como lo resto los minutos me da otra cantidad
Categoria 5

E6. Primero debes saber los minutos y después restarlo a 150 tortillas

E8. Restarle el numero de minutos a 150 tortillas

E16. Le vamos a quitar lo de 150 las tortillas que lla frio en el minuto pedido

E17. A 150 le restas los minutos transcurridos

E22. A 150 panuchos le resto la cantidad que me pidan de los minutos

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente. V=Respuesta Verbal.

D.3. Problema 6

El Problema 6 involucra a la relacién f(x) = 5500 — 500x. En la Figura D-5 se presenta el

planteamiento del problema.

Wéﬁno' Artico En nuestro planeta existen cinco
océanos: el Atlantico, Indico, Pacifico,

e g Artico y Antartico. Las temperaturas
i et : de sus aguas son diferentes, por

ejemplo, el océano Pacifico en su
superficie es de aguas mas calientes
Pacifico | Atiénticol# indico que las aguas de la superficie del
océano Antartico, sin embargo, en las
profundidades de todos los océanos la
temperatura es fria.

Océano

La profundidad del océano Antartico es de aproximadamente 7236 metros. Observemos
los datos de la tabla y prestemos atencion a diferentes profundidades del océano
Antartico y sus respectivas temperaturas.

Temperatura en Profundidad en
grados centigrados (°C) metros
-1°C 5500 metros
0°C 5000 metros
1°C 4500 metros
2°C 4000 metros

OCéano An tértico

Figura D-5. Planteamiento del Problema 6, Bloque IV.
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Las figuras D-6 y D-7 muestran el transito en la espiral de acciones mediante las preguntas
planteadas. Este problema incluye nimeros negativos, el disefio promueve en primer lugar
que los estudiantes identifiquen la profundidad del océano cuando la temperatura toma
valores positivos y seguidamente lo que ocurre cuando la temperatura toma valores
negativos. Desde la pregunta 1 hasta la 7 se promueve un primer ciclo de acciones y mediante

las preguntas 8 a 10 se promueve un segundo ciclo.

Para el primer ciclo de acciones las preguntas 1a)-1c) promueven la accién manipular. La
pregunta 1d) junto con las preguntas 2 y 3 impulsan las acciones obtener sentido y articular
para los valores positivos de temperatura (Figura D-6). Las preguntas 4 a 6 para valores
negativos de temperatura también impulsan las acciones obtener sentido y articular en el
primer ciclo de acciones, el cual se espera que se concrete con la articulacion y expresion de
una regla de generalizacion en la pregunta 7 (Figura D-7). Finalmente, las preguntas 8 a 10
tienen como intencién promover la especializacion, suscitando el regreso a la accién
manipular para poder ascender en la espiral en caso de que no se haya logrado mediante las
preguntas anteriores. También permite verificar el uso de la regla en caso de que ésta se haya

articular en el primer ciclo de acciones.

1.De acuerdo con la tabla contesta las siguientes preguntas:

a)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de O °C (cero grados
centigrados)?

b)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 1 °C (un grado
centigrado)?

c) ¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 2 °C?

d)¢A qué profundidad del océano la temperatura es de 3 °C? ¢Como

encontraste la respuesta? ‘ Casos particulares temperatura positiva. [
Se promueve la accién manipular.

2.¢Qué ocurre con la profundidad del océano a medida que aumenta la
temperatura? |

Se promueve la accién obtencién de sentido. ' N

3.51 la temperatura es de 8 °C ¢Cual es la profundidad del océano .
Antartico?

Figura D-6. Preguntas que guian la resolucién del Problema 6 para valores positivos de temperatura.
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4.0Observa la tabla de datos, sila temperatura es de -1 °C (menos un grado

centigrado o un grado bajo cero) ¢Cual es la profundidad del océano -
)

Antartico? Casos particulares temperatura negativa. F 4

Se promueve la accién manipular.

,,:'7;‘1
5.8i la temperatura es de -2 °C (menos 2 grados centigrados o 2~
centigrados bajo cero) ¢Cual es la profundidad del océano Antartico?

‘ Se promueve la accién obtencién de sentido. L’!li

6.¢Qué ocurre con la profundidad del océano a medida que disminuye la<— 1

temperatura?
|  Sepromueve la articulacién y expresién de la regla de generalizacion. b

)
7.Escribe la regla que permita encontrar la profundidad del océano‘—
Antartico si conocemos la temperatura.

| Mediante los siguientes incisos se promueve el regreso a la espiral de acciones. [=
8.Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del <=

océano cuando la temperatura sea 9 °C.

9.Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del
océano cuando la temperatura sea 10 °C.

10. Usando la regla que has proporcionado encuentra la profundidad del
océano cuando la temperatura sea -3 °C.

Figura D-7. Preguntas que guian la resolucién del Problema 6 para valores negativos de temperatura.

En la Tabla D-5 se presenta el resumen de acciones de los 25 estudiantes. Para varios
estudiantes el problema implicé conocer e interpretar nuevos términos y simbolos como los
grados centigrados y los nimeros negativos, pero se apropiaron de ellos en el contexto del

problema y pudieron transitar en la espiral de acciones.

En la Tabla D-6 se presentan las expresiones de generalizacion clasificadas en las categorias
correspondientes. La mayoria de los estudiantes formularon la regla de forma recursiva
expresando lo que acontece con la profundidad cuando la temperatura aumenta o disminuye

y considerando la regla en dos partes.

La expresion de una regla de generalizacion algebraica fue formulada por dos estudiantes.
Dichos estudiantes plantearon la multiplicacion de los minutos transcurridos por 500 metros,
pero la dificultad estuvo en interpretar ese resultado para poder realizar el siguiente paso,
motivo por el cual fue necesario la intervencion del investigador para apoyar la interpretacion

del resultado y propiciar un andamiaje en los estudiantes.
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Tabla D-5. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 6, Bloque IV.

E [1a)[1b)[10)[1d) | 23 [4]5] 6 |7 8 9 10
EL|[M|M|[M|M|0OSM|M|M]|0S|A|M-OSA | M-OS-A | M-0S-A
E2 | M| M| M M

E3| M| M| M| M|OSM|M|M]|0s|A|M-OSA | M-0OS-A | M-OS-A
E4 [M | M| M M

E5 | M| M| M| M|OSM|M|M]|0s|A|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
E6 [M | M| M| M|OSM|M|M]|0S|A|M-OSA | M-OS-A | M-0S-A
E7 | M| M| M| M|0OSM|M|M]|0s|A|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
ES [M | M| M| M|OSM|M|M]|OS|A|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
E9 [M | M| M| M|0OSM|M|M]|OS|A|M-OS-A | M-OS-A | M-OS-A
EIO|M | M| M| M]|OSA|[M|M|0OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EI1|M | M| M| M|0OSM|M|M|0OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E12 | M M| M

EI3|M | M| M| M|0OSM|M|M|0OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
El4|M | M| M| M]|OSM|M|M|0OS]|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EI5| M |[M [ M| M|OSM|M|M|0OS]|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EI6|M | M| M| M]|OSM|M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
El7|M | M| M| M|OSM|M|M|OS|A]|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
EI8| M [ M [ M| M |0OSM|M|M|0OS]|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
EI9|M | M| M| M|OSM|M|M|0OS]|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E20| M| M|[M|M]|OSM|M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E2L{M | M| M| M|OSM|M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E2|M|M|M|M]|OSA|[M|M|OS|A|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E2Z3|M | M| M| M|OSM|M|M|OS|A]|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A
E24|M | M| M| M]|0OSM|M|M|OS|A]|MOSA | M-OS-A | M-OS-A
E25|M | M| M| M|OSM|M|M|OS|A]|M-OSA | M-OS-A | M-OS-A

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accién Obtencién de Sentido; A=Accion Articular; Espacio
en blanco=El estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A. La letra en negrilla indica intervencion por
parte del investigador.

Tabla D-6. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el Problema 6, Bloque IV.

Categoria 2
E1. Lo fui aumentando de 500 en 500 y disminuyendo también
E6. Cuando subes un grado debes de restar y cuando bajas un grado, cuando es mas frio le sumas los metros

(V)/ Debes saber si bajas de temperatura son mas metros y si subes son menos
5500

E1l. 1°C = #2000
7500

E13. Cada vez que sube la temperatura va disminuyendo la profundidad en metros y cada vez que baja la
temperatura la profundidad en metros va subiendo de 500 en 500

E15. Le voy subiendo el 500. Si es que se esta subiendo

E17. Que cuando esta en menos grados centigrados va aumentar los metros. Cuando esta después del cero
esta disminulle los metros de la profundidad

E20. Ir sumando metros o ir disminuyendo metros

E25. Fui aumentando 500 vy asi fui llendo al resultado

Categoria 3

E3. Cuando es -1°C o0 -2°C ba aumentando 500 y cuando es 1°C o 2°C va disminuyendo 500

Categoria 4

ES5. Que si subes o bajas siempre 500m se va quitando o va aumentando la temperatura (1°C)

E7. Restarle y sumarle 500 mientras va subiendo y bajando la temperatura

E8. Si es bajo grados centigrados se le aumenta 500 metros, ya si es grados centigrados se le resta 500

Iel



Anexo D. Analisis de las tareas del Bloque IV

Categoria 4

E9. Si es menos (temperatura) va a ser 500 (metros) mas y si es de mas (temperatura) va a ser menos 500
(metros)

E14. Restarle 500 a las temperaturas después del 0. Sumarle 500 a las temperaturas bajo 0

E16. Que cuando la temperatura disminuye ba aumentando de 500 y si la temperatura ba aumentando que le
quita 500 a la profundidad

E18. Si va subiendo la temperatura es menos 500 metros y si es mas fria es mas 500 metros

E19. Cuando es negativo (los grados sentigrados) la profundida haumenta 500. Cuando es positiva (los
grados centigrados) la profundidad disminuye 500

E21. Cuando la temperatura baje vas a ir sumando 500 — cuando suba la temperatura voy a ir restando 500
E23. Le fui sumando 500 cuando la temperatura baja y restandole 500 cuando la temperatura sube

E24. Devo de sumar 500 cuando la temperatura disminuye y cuando la temperatura este subiendo devo de
restar 500

Categoria 5

E10. Multiplicas el grado por 500 y después restas la respuesta a 5000 metros

E22. Primero es multiplicar el centigrado por 500 y el resultado lo restas por 5000

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente.

D.4. Problema 7

El Problema 7 involucra larelacion f(x) = x2. En la Figura D-8 se presenta el planteamiento

del problema.

La semana pasada le tomé una foto al

. R . . Medida del lado z
acio Munici e Tekit, escogi una para | (en centimetros)
Pal M pal de Tekit, g p s
poner en mi perfil del celular (que s6lo me
permite poner fotos cuadradas). La misma 0.5 0.25
foto quiero imprimirla en mayor tamano
para ponerla en un marco cuadrado. ! 1
Ayudame a encontrar las areas adecuadas
para mis fotografias. En la tabla que se - il
encuentra a la derecha se tiene ya el registro - .
de algunos datos.
. 3 S 25
. - 7.4 54.76
‘ — 8 64
‘ = 12 144
< ‘\ * 20 200

&

Figura D-8. Planteamiento del Problema 7, Bloque V.
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En la Figura D-9 se presenta el transito en la espiral de acciones mediante las preguntas
planteadas. Las preguntas 1y 2 promueven la accion manipular, la pregunta 3 promueve la
accion obtencion de sentido y la pregunta 4 la articulacion de una regla de generalizacion.
Las preguntas 5y 6 promueven el regreso a la accion manipular para ascender en la espiral

en caso de que no se haya logrado mediante las preguntas anteriores.

1.Apoyandote en la tabla contesta las siguientes preguntas:

a)¢Cual es el area que le corresponde al lado de medida 1.7 centimetros?
b)¢Cual es el area que le corresponde al lado de medida 2 centimetros?

c) ¢Cual es el area que le corresponde al lado de medida S centimetros?
d)¢Cual es el area que le corresponde al lado de medida 8 centimetros?

| Casos particulares. Se promueve la accién manipular. L

3
2.¢Qué otros valores para la medida del lado podriamos proporcionar,

diferentes a los que se encuentran en la tabla? )

| Se promueve la accién obtencién de sentido. L .

3.Me gustaria imprimir un poster para la pared de mi cuarto, ¢de qué<—
tamarfo me sugieres que sea la medida de los lados del poster?
|~ Se promueve la articulacién y expresion de la regla de generalizacion. FT:":}
4.Escribe una regla que permita encontrar el area de cualquier fotografia <
cuadrada conociendo la medida del lado.

|' Mediante los siguientes incisos se promueve el regreso a la espiral de acciones. 1‘:.'::\\1
5.Usando la regla que has proporcionado encuentra el area de una

fotografia cuadrada que mida 25 centimetros de lado.

6.Usando la regla que has proporcionado encuentra el area de una
fotografia cuadrada que mida 0.75 centimetros de lado.

Figura D-9. Preguntas que guian la resolucién del Problema 7, Bloque IV.

En la Tabla D-7 se presenta el resumen de acciones de los 25 estudiantes. La mayoria de los

estudiantes transitaron sin dificultades en la espiral de acciones.

Las expresiones de generalizacion clasificadas en las categorias correspondientes se
muestran en la Tabla D-8. La mayoria de los estudiantes articuld la regla de generalizacion
intentando comunicar la multiplicacién lado por lado. Debido a que los estudiantes conocen
formulas de éareas, el investigador motivé a algunos estudiantes a escribir una formula

matematica para expresar la relacion “lado por lado” previamente manifestadas en palabras,
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obteniéndose satisfactoriamente expresiones alfanuméricas como se aprecian en la Tabla D-
8.

Tabla D-7. Acciones que se identificaron en los 25 estudiantes en el Problema 7, Bloque IV.

E 1a) 1b) 1c) 1d) 23 | 4 5 6
El M M M M 0s |A| M-0s | M-0S
E2 M M M M

E3 | M-OS-A | M-OS-A | M-0OS-A | M-OS-A | 0S | A | M-OS-A | M-0S-A
E4 M M M M

E5 M M M M 0S-A | A| M-OS-A | M-OS-A
E6 M M M M 0S-A | A| M-OS-A | M-OS-A
E7 M M M M 0S-A | A| M-OS-A | M-OS-A
E8 M M M M 0S-A | A| M-OS-A | M-OS-A
E9 M M M M 0S | A| M-OS-A | M-0S-A
E10 M M M M 0S-A | A| M-OS-A | M-OS-A
E1l M M M M M | A| M-OS-A | M-OS-A
E12 M M M M M-0S | A | M-OS-A | M-0S-A
E13 M M M M 0S-A | A| M-OS-A | M-OS-A
E14| M M M M 0S-A | A| M-OS-A | M-OS-A
E15 M M M M M-0S | A | M-OS-A | M-0S-A
E16 M M M M 0S | A| M-OS-A | M-OS-A
E17 M M M M 0S | A| M-OS-A | M-OS-A
E18 M M M M 0S-A | A| M-OS-A | M-OS-A
E1I9| M M M M 0S | A| M-OS-A | M-OS-A
E20 M M M M 0S | A| M-OS-A | M-OS-A
E21 M M M M

E22 M M M M 0S | A| M-OS-A | M-OS-A
E23 M M M M 0S | A| M-OS-A | M-OS-A
E24| M M M M

E25 | M M M M

Nota: E=Estudiante; M=Accion Manipular; OS=Accion Obtencion de Sentido; A=Accién Articular;
V=Proporciona valores, NV=No proporciona valores, I=Incorrecto, C=Correcto, Espacio en blanco=El
estudiante no logra alguna de las acciones M-OS-A. La letra en negrilla indica intervencién por parte del
investigador.

Tabla D-8. Expresiones de generalizacion registradas por los estudiantes en el Problema 7, Bloque IV.

Categoria 1

E11. Medirlo primero el espacio y pegar la foto

Categoria 2

E7. Multiplicar por el lado de centimetros

E12. Multiplicacidn de las areas (V)/ multiplicar el lado del lado y me da el Area (Categoria 5)

Categoria 3

E1. Multiplicando los nimeros de los lados

E5. Que siempre debe multiplicar por el mismo ndmero, como 1 por 1 me da el area 1, 2 por 2 me da el area
4,5 por 5 me da el area 25, 8 por 8 me da el 64, 12 por 12, 144 y 20 por 20, 400 y 50 por 50, 2500 (V). Por
el mismo numero que vas a multiplicar lo multiplico y me da el resultado (Categoria 4)/LxL = A (Categoria
5)
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Categoria 4

E10. Multiplicarlo por el mismo numero de la medida/ del lado/ MXM = A (Categoria 5)

E15. Multiplicar la medida del lado y volver a multiplicar por la medida del lado

E16. Multiplicar la medida del lado por otra vez

E17. Multiplicandolo al mismo numero

E18. Multiplicar la cantidad que tu quieres que sea tu fotografia por la misma cantidad. Por ejemplo: 78 y
los vas a multiplicar por dos esa cantidad (78x78) y te va a dar R=6048

E19. Multiplicar la medida de los lados/ multiplicar la medida de lado x la medida del lado (Categoria 5)
E20. Bas multiplicando los lados del cuadrado y bes el aria

E22. Multiplicar la cantidad que te de de los lados

Categoria 5

E3. Multiplicar la medida del lado por el otro lado/ LxL = A

E6. Debes de multiplicar la medida del lado por la otra medida del lado

E8. A = LxL

E9. Ay que multiplicar el lado por el lado

E13. Multiplicando el lado por lado

E14. Multiplicando el lado por su mismo lado

E23. Multiplicar el lado por el lado

Nota. Las respuestas de los estudiantes se copiaron textualmente. V=Respuesta Verbal.
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