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Resumen.

En este trabajo estudiaremos problemas de control con costo promedio a
largo plazo en sistemas deterministas a tiempo discreto. En el caso estocásti-
co, el problema de costo promedio (o costo ergódico) está bien estudiado, por
ejemplo si retrocedemos al art́ıculo pionero escrito por Richar Bellman, A Mar-
kovian decision process [2]. Sin embargo, en el caso determinista, no tenemos
herramientas como “ergodicidad” o “irreducibilidad” que son usadas en los sis-
temas Markovianos. Por lo tanto, en este trabajo nos restringimos al enfoque
del descuento desvaneciente, el cual usa algunos de los más conocidos teoremas
abelianos. Nuestra presentación sobre el problema de costo promedio está prin-
cipalmente basada en el art́ıculo de Vega-Amaya [16], el cual de hecho presenta
una versión más sencilla del trabajo hecho por Feinberg et al. [5]. Por lo tanto
nuestro resultado principal puede ser remontado este último art́ıculo.

Este trabajo está organizado en cuatro caṕıtulos. El caṕıtulo 1 introduce el
problema de control determinista a tiempo discreto que vamos a tratar. Tam-
bién presenta material preliminar de la teoŕıa de control óptimo. En el caṕıtulo
2 planteamos y probamos el resultado principal, el teorema 2.1 y el teorema 2.2.
Para ilustrar estos resultados, en el caṕıtulo 3 presentamos varios ejemplos y
aplicaciones de los problemas de costo promedio. Concluimos en el caṕıtulo 4
con un apéndice de material preliminar.
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Abstract.

The vanishing discount approach to the long-run average cost of the
deterministic control systems

We study long-run average cost problems for deterministic discrete-time con-
trol systems. In the stochastic case, the average cost problem (also known as
ergodic control) is well-known, going back to the pioneering paper by Richard
Bellman, A Markovian decision process [2]. In the deterministic case, however,
we do not have the tools of “ergodicity” and “irreducibility” used for Markovian
systems. Hence, in this work we restrict ourselves to the vanishing discount ap-
proach, which uses standard Abelian theorems. Our presentation on the average
cost problem is mainly based on the paper by Vega-Amaya [16], which in fact
presents a simpler version of the work by Feinberg et al. [5]. Hence, our main
result can be traced back to the latter paper.

This work is organized in four chapters. Chapter 1 introduces the discrete-
time deterministic control problem we are concerned with. It also presents back-
ground material on optimal control theory. In Chapter 2 we state and prove the
main results, Theorem 2.1 and Theorem 2.2. To illustrate this results, in Chap-
ter 3 we present several examples and applications of average cost problems. We
conclude in Chapter 4 with an appendix on background material.
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Introdución

En matemáticas (y más generalmente, en la vida), los problemas no siempre
tienen una sola respuesta correcta. De hecho, podemos tener varios métodos
que lleguen a un mismo resultado o incluso tener varios métodos con diferentes
resultados. Tal es el caso de los problemas de control óptimo. En este documento
se estudiará el “Costo promedio a largo plazo”, a veces también llamado costo
ergódico, el cual es un famoso criterio para resolver problemas de control óptimo.
Si tenemos una función de costo c(·, ·) que modela cierto problema y depende
del estado actual y de la acción a tomar en el estado actual, el costo promedio
a largo plazo es el ĺımite de los costos promedios acumulados, es decir, tomará
la siguiente forma

V (·, ·) := ĺım sup
k→∞

1

k

k∑
n=0

c(·, ·).

Este criterio de optimización fue originalmente introducido por Richard Bell-
man en 1957 [2] para un tipo especial de procesos de decisiones de Markov, sin
embargo el concepto de costo promedio a largo plazo es también conocido en
economı́a y la forma simbólica de definirlo es matemáticamente familiar, por
ejemplo aparece en la ley de los grandes números, sumas de Cesàro, teoremas
ergódicos o integrales expresadas por sumas de Riemann con particiones unifor-
mes.

Más concretamente, la pequeña contribución de esta disertación será desa-
rrollar la aproximación α−descontada y un resultado ergódico en el caso de-
terminista en sistemas discretos, pues estos resultados son bien sabidos en el
caso no determinista (ver por ejemplo [8]). La aproximación α−descontada es
un procedimiento “estandar” para el estudio del costo promedio a largo plazo, el
cual tiene como objetivo principal encontrar una sucesión de acciones π′ tales
que alcancen el mı́nimo posible entre todas las posibles de acciones π

V (·, π′) = ı́nf
π
V (·, π).

La aproximación α−descontada está inspirada en el descuento desvaneciente, la
cual fue introducida primero por Blackwell en 1962 [3], que consiste en tomar
problemas descontados por algún factor α en (0, 1), y despúes en la aproximación
α−descontada se toma el ĺımite cuando α tiende a 1 por la izquierda. Por otro
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lado, el resultado ergódico retoma la forma clásica de teoremas ergódicos como
la ley de los grandes números o el teorema de Birkhoff-Khinchin en la teoŕıa de
probabilidad. Parafraseando el resultado, nos dice bajo qué condiciones el costo
promedio a largo plazo óptimo es equivalente al promedio en tiempo del costo
acumulado óptimo, es decir

ĺım
k→∞

1

k
Vk(·) = V (·),

donde Vk(·) es el costo óptimo al tiempo k.

La importancia de estudiar la ergodicidad en sistemas aleatorios ha ayudado
en varios campos de la ciencia. Las aplicaciones van desde crear herramien-
tas para facilitar cálculos en economı́a [13] con la llamada hipótesis ergódica
hasta predecir el comportamiento humano [12] con la teoŕıa ergódica de de-
cisión/acción, donde se predice como los individuos deben tolerar el riesgo en
diferentes entornos. En nuestro caso veremos como el teorema ergódico nos ayu-
dará a calcular el costo promedio a largo plazo en ejemplos concretos.

Para cumplir con nuestros objetivos pasaremos por un par de herramientas.
En el caṕıtulo 1 empezaremos a ver propiedades de las funciones semicontinuas
por abajo. Dichas funciones nos ayudarán a generalizar los resultados haciendo
que las suposiciones sean menos restrictivas. También mencionáremos algunos
resultados que se saben en la teoŕıa de control óptimo, tales como la ecuación de
optimalidad del costo promedio y el control óptimo descontado. En el caṕıtulo 2
veremos los resultados importantes que son la aproximación α−descontada y el
teorema ergódico. La aproximación α−descontada está guiada e inspirada por
[16] y parte de la contribución es simplificar las pruebas y las hipótesis de algu-
nos resultados. La aproximación α-descontada desprende el resultado ergódico
el cual sigue los pasos de [15]. En el último caṕıtulo tenemos un conglomera-
do de ejemplos, que fueron encontrados en diversas fuentes como [8], [9], [10],
[11], [1]. En dichas fuentes, los ejemplos se encuentran planteados en su caso
no determinista y se trata de estudiar su costo promedio a largo plazo mediante
los resultados del caṕıtulo 2.



Caṕıtulo 1

Sistemas deterministas
discretos.

1.1. El modelo determinista.

Pensemos en el siguiente modelo sistémico:
Considere que en cierto contexto estamos en un estado incial x0. Entre un
repertorio de acciones que podemos tomar a partir del estado x0, escogemos una
acción a0 y mediante una regla de transición F avanzaremos a un nuevo estado
x1 (que depende del par (x0, a0)). De nuevo podremos tomar otra acción a1 entre
muchas otras acciones para x1 e inductivamente se escogerán (a0, a1, ...) tal que

xk+1 = F (xk, ak), k = 0, 1, ...

Sin embargo tomar cada acción requiere un costo, ya sea dinero, enerǵıa, com-
bustible, materia prima, etc. Dicho costo lo denotamos por c y comunmente lo
llamamos el costo por etapa. Como el costo, en general, depende del estado del
sistema y de la acción que se tome, pensaremos que c es una función de dos
variables “c(·, ·)”.

Este modelo es considerado t́ıpico en la teoŕıa de control óptimo. Pongamos
en contexto matemático dicho modelo. Sea X el espacio de estados y A el espa-
cio de acciones admisibles (generalmente son solo espacios de Borel). Para cada
estado x en X existe A(x) ⊂ A, llamado el conjunto de las acciones admisibles
para el estado x, el cual es siempre medible en A y como lo dice su nombre,
consta de todas las acciones a en A que admite el sistema dado que nos encon-
tramos en el estado x. Definiendo K := {(x, a) : x ∈ X, a ∈ A(x)} ∈ B(X ×A),
entonces la regla de transición es una función medible F : K → X. Por último
el costo por etapa es también una función medible c : K→ R.

Dado un estado inicial x0 en X, por una poĺıtica de lazo abierto (más adelan-
te solo poĺıtica) entenderemos una sucesión de acciones admisibles π = {at}∞t=0
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en A tal que at pertenece a A(xt) para t = 0, 1, . . . . Además definimos

Π := {{at} ∈ AN0 : at ∈ A(xt)}.

Dada una poĺıtica, nos podemos fijar en el costo que genera dicha poĺıtica,
es decir, el costo que genera la toma de acciones en cada etapa. En este escrito
vamos a tener diferentes funciones de costo como objetivo, las cuales definimos
a continuación.

Tomando α en (0, 1), x en X y π en Π definimos:

(I) El costo α−descontado de horizonte finito,

V αk (x, π) :=

k−1∑
n=0

αnc(xn, an).

(II) El costo α−descontado de horizonte infinito,

V α(x, π) :=

∞∑
n=0

αnc(xn, an).

(III) El costo promedio de horizonte finito,

V k(x, π) :=
1

k

k−1∑
n=0

c(xn, an).

(IV) El costo promedio de horizonte infinito,

V (x, π) := ĺım sup
k→∞

1

k

k−1∑
n=0

c(xn, an) = ĺım sup
k→∞

V k(x, a).

Al problema de averiguar cuando estos costos alcanzan su mı́nimo (o máxi-
mo) entre todas las poĺıticas disponibles se le llama problema de control óptimo.
Es conveniente denotar el mı́nimo de cada costo con un simbolo que lo reconozca:

V αk (x) := ı́nf
π∈Π

V αk (x, π),

V α(x) := ı́nf
π∈Π

V α(x, π),

V k(x) := ı́nf
π∈Π

V k(x, π),

V (x) := ı́nf
π∈Π

V (x, π).
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Cuando obtengamos una poĺıtica π en Π tal que el ı́nfimo se alcance, esto
es, para todo x en X:

V αk (x) = V αk (x, π)

V α(x) = V α(x, π)

V k(x) = V k(x, π)

V (x) = V (x, π)

diremos que π es α-óptima en el horizonte k, α-óptima, óptima en costo pro-
medio en el horizonte k y óptima en costo promedio, respectivamente.

Para poder obtener resultados fundamentales, necesitamos suponer dos con-
diciones, que en realidad no son tan restrictivas, pero ayudarán con detalles
técnicos.

Suposición 1. (a) El costo por etapa c : K→ R es no negativo.

(b) Para todo α ∈ (0, 1), existe una poĺıtica de control π ∈ Π tal que

V α(x, π) <∞, ∀x ∈ X.

♦

Gracias a (a), el criterio V α(·, π) en (II) está bien definido, pues esta serie
converge o será infinito, pues acabamos de convertir a {V αk (x, π)}k∈N en una
sucesión creciente. Sin embargo, no sabemos si la sucesión {V k(x, π)}k∈N con-
verge, por lo que el criterio (IV ) tiene que estar definido por el ĺımite superior.
Las condiciones para que exista el ĺımite en (IV ), śı pueden ser muy restrictivas
o poco naturales. (b) es una condición para no caer en el caso trivial en que todo
es infinito.

Debido a que la “ruta”que siguen los costos y los costos promedios depen-
den del estado inicial y la poĺıtica seleccionada, es natural que pensemos en una
función medible f : X → A tal que f(x) está en A(x) para todo x en X. A
dicha función se le llama selector o selectora. Podemos pensar que un selec-
tor f forma “automaticamente” una poĺıtica {f(xt)}∞t=0 ∈ Π y por esta razón,
haremos un abuso de la notación para evaluar a f en los costos anteriores en
vez de la poĺıtica {f(xt)}∞t=0. Denotaremos al conjunto de los selectores como
F := {f : X → A : f(x) ∈ A(x),∀x ∈ X}.

Se dice que π = {at}∞t=0 en Π es una poĺıtica de lazo cerrado o markoviana
o de retroalimentación si para todo t = 0, 1, . . . tenemos at = ft(xt) para alguna
función ft : X → A tal que ft(xt) está en A(xt). Se dice que es estacionaria si
para todo t = 0, 1, . . . existe f en F tal que at = f(xt).

Nos propondremos dos objetivos:
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(1) Encontrar condiciones para que exista f ∈ F tal que

V (x, f) = V (x), ∀x ∈ X.

(2) Encontrar condiciones para que se cumpla que

ĺım sup
k→∞

V k(x) = V (x), ∀x ∈ X.

El primer objetivo es clásico en la teoŕıa de control óptimo, mientras que el
segundo es muy parecido a los teoremas ergódicos en procesos estocásticos o a
la ley de grandes números en teoŕıa de probabilidad.

1.2. Teoŕıa preliminar.

Para obtener cualquiera de nuestros objetivos, necesitamos de ciertos concep-
tos bastante técnicos y necesitamos conocer resultados que aportarán contexto e
información. Esta es la razón por la que escribimos está sección.

Para el resto de esta disertación, supondremos que X y A son espacios métri-
cos.
Empezamos con las siguientes definiciones:

Definición 1.1. Bajo los mismos objetos escritos en la sección anterior:

(a) Una función u : X → R ∪ {∞} se dice semicontinua por abajo en un punto
x en X, si

ĺım inf
n→∞

u(xn) > u(x),

para cualquier sucesión {xn}n∈N en X que converge a x. Se dice semiconti-
nua por abajo en X, si es semicontinua por abajo en todo punto de X.

(b) Sea u : X → R∪{∞} una función. La envoltura semicontinua por abajo de
u, denotada por ue, esta definida como

ue(x) := sup
r>0

ı́nf
y∈Br(x)

u(y)

donde Br(x) es la bola abierta de radio r con centro en x. Note que ue es
semicontinua por abajo y es tal que si u′ es semicontinua por abajo con
u′ 6 u, entonces u′ 6 ue.

(c) Una función v : K→ R se dice:

(c1) inf-compacta, si para cada r en R, el conjunto

{(x, a) ∈ K|v(x, a) 6 r}

es compacto.
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(c2) K-inf-compacta, si para cada conjunto compacto K subconjunto de X
y cada r en R, el conjunto

{(x, a) ∈ G(K)|v(x, a) 6 r}

es compacto, donde G(K) := {(x, a) ∈ K ×A|a ∈ A(x)}.
(c3) inf-compacta en K, si para todo x en X, la función a 7→ v(x, a) es

inf-compacta en A(x), esto es, para cada r en R, el conjunto

{a ∈ A(x)|v(x, a) 6 r} ⊂ A

es compacto.

♦

Se pueden demostrar varias propiedades acerca de las funciones semiconti-
nuas y de las diferentes compacidades que acabamos de definir. A continuación
mencionamos algunas, pero no las demostraremos.

Proposición 1.1. Se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Siempre tenemos que (c1) =⇒ (c2) =⇒ (c3).

(ii) Sean u, u1, . . . , un tal que u, uk : X → R ∪ {∞} son semicontinuas por
abajo para cada k = 1, . . . , n y α > 0. Entonces αu, u1 + · · ·+un y mı́ni ui
son funciones semicontinuas por abajo.

(iii) Sea u : X → R∪{∞} semicontinua por abajo. Si X es compacto, entonces
u alcanza el mı́nimo, es decir, existe un punto x∗ en X tal que u(x∗) =
mı́nx∈X u(x).

(iv) Para v : K→ R semicontinua por abajo, acotada por abajo e inf-compacta
en K, tenemos que existe f∗ en F tal que v(x, f∗(x)) = mı́na∈A(x) v(x, a).

(v) Si u, un : X → R∪{∞} con n en N son acotadas por abajo e inf-compactas
en K y además un ↑ u, entonces

ĺım
n→∞

ı́nf
a∈A(x)

un(x, a) = ı́nf
a∈A(x)

u(x, a).

(vi) Si un : X → R∪ {∞} con n en N son funciones semicontinuas por abajo,
entonces supi∈N ui(·) es semicontinua por abajo.

Las propiedades (i)− (iii) y (vi) las puede ver en [8], (iv) en [14], mientras
que (v) se pueden ver en un curso de control optimo por ejemplo [7].



6 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DETERMINISTAS A TIEMPO DISCRETO.

Es conveniente definir la siguiente notación. Para cualquier espacio de Borel
B pongamos

Lb(B) := {u : B → R|u es semicontinua por abajo y acotada por abajo}.

También definamos para cada α en (0, 1] y l : X → R el, a veces llamado,
operador α de Bellman aplicado a l como

Kαl(x) := ı́nf
a∈A(x)

{c(x, a) + αl(F (x, a))}, x ∈ X,

y el operador

Kα
f l(x) := c(x, f(x)) + αl(F (x, f(x))), x ∈ X, f ∈ F.

Por convención pondremos Kl(x) ≡ K1l(x) y Kf l(x) ≡ K1
f l(x).

El operador de Bellman es crucial en la teoŕıa de control óptimo, pues es
muy frecuente preguntarse bajo que condiciones V α es solución de la ecuación de
Bellman o ecuación dinámica de programación o la ecuación de α−óptimalidad,
esto es, cuando se cumple que

V α(x) = ı́nf
a∈A(x)

{c(x, a) + αV α(F (x, a))}, ∀x ∈ X

y equivalentemente
V α(x) = KαV α(x), ∀x ∈ X.

Queremos que nuestros objetos de estudio tengan algunas propiedades de
compacidad, por lo que necesitaremos suponer algunas cosas adicionales.

Suposición 2.

(a) La función de costo por etapa c(·.·), es semicontinua por abajo en K.

(b) La función de transición F : K→ X es continua.

(c) Si {(xn, an)}n∈N es una sucesión en K, xn converge a x enX y {c(xn, an)}n∈N
es acotada por arriba, entonces existe a en A(x) tal que a es un punto de
acumulación de {an}n∈N.

♦

Para entender mejor el inciso (c) de la suposición 2, veremos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1.1. Pongamos X = A = [0, 1] con las métricas usuales. Definamos
para cada x en X \ {0}, A(x) := (0, x] y A(0) := {0}.
Supongamos que

c(x, a) := x+ a y F (x, a) := 1− a.
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Tanto c como F son funciones continuas en K.
Note que para x0 := 1 y an := 1

n+2 para n = 0, 1, . . . tenemos que xn = 1− 1
n+1

para n en N, por lo que

an =
1

n+ 2
∈
(

0, 1− 1

n+ 1

]
= A(xn) y c(xn, an) = 1− 1

n+ 1
+

1

n+ 2
6 1,

para cada n en N, aśı que en resumen {(xn, an)}n∈N ∈ KN, xn → 1 ∈ X y
{c(xn, an)}n∈N es acotada por arriba. Sin embargo el único punto de acumula-
ción de {an}n∈N es 0 pero A(1) = (0, 1], es decir que a = 0 no es una acción
admisible en el estado x = 1, por lo que perderemos acciones admisibles cuando
n tienda al ĺımite.

♦

La suposición 2 (c) nos brinda la seguridad de seguir encontrando acciones
admisibles en el ĺımite cuando todo se comporta “localmente bien”. De hecho la
suposición 2 (a) y (c) están ı́ntimamente relacionados con la compacidad en K
(ver nota después del teorema 1.1).

Teorema 1.1. Considere las suposiciónes 1 y 2, para α ∈ (0, 1], u ∈ Lb(X)
arbitrarios se tiene:

(i) c(·, ·) es inf-compacta en K.

(ii) c(·, ·) + αu(F (·, ·)) está en Lb(K) y es inf-compacta en K.

(iii) Kαu está en Lb(X) y existe f en F tal que Kαu = Kα
f u.

Demostración
Considerese una función u ∈ Lb(X) arbitraria y α ∈ (0, 1].

(i) Gracias a la suposición 2 incisos (a) y (c) se puede demostrar que c(·, ·) es
K−inf-compacta, (vea lemma 2.5 de [6] o [4]), y por la proposición 1.1-(i)
tenemos c(·, ·) es inf-compacta en K.

(ii) Como F es continua, es fácil probar que u(F (·, ·)) está en Lb(K). Por la
proposición 1.1-(ii), tenemos que c(·, ·) + αu(F (·, ·)) está en Lb(K). Por
esto último y por que se puede verificar una propiedad similar a la de la
suposición 2-(b), al igual en (i), podemos verificar que c(·, ·) + αu(F (·, ·))
es inf-compacta en K.

(iii) Por el inciso anterior y la proposición 1.1-(ii) tenemos que Kαu ∈ Lb(X).
De nuevo, por el inciso anterior y por la proposición 1.1-(iv) tenemos que
existe f en F tal que Kαu = Kα

f u.

�

NOTA. Los incisos (a) y (c) de la suposición 2 son equivalentes a que c(·, ·) sea
K−inf-compacta (ver lemma 2.5 de [6]). Pero esto sucede en el caso donde X
y A son espacios métricos. Para ver generalizaciones sobre los espacios X y A
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se recomienda ver [4]. La razón por la que se opta escribir (a) y (c) en vez de
que c(·, ·) sea K−inf-compacta es por que los incisos (a) y (c) son más fáciles de
comprobar dada la función c(·, ·) ♦

El siguiente teorema es un compilado de resultados conocidos en la teoŕıa
de control óptimo descontado (i) − (iii) y costos promedios (iv), por lo que no
presentaremos una prueba. Para ver las pruebas puede consultar [7].

Teorema 1.2. Considere las suposiciónes 1 y 2. Sea α ∈ (0, 1). Entonces

(i) V α(·) está en Lb(X) y V α(·) = KαV α(·).

(ii) Existe f en F tal que V α(·) = Kα
f V

α(·). Además f es α-óptima desconta-
da, esto es, V α(·) = V α(·, f).

(iii) V αk (·) ↑ V α(·).

Sin considerar la suposición 2.

(iv) Sean v∗ en R y l : X → R. Suponga que para alguna f en F tenemos

v∗ + l(x) > c(x, f(x)) + l(F (x, f(x))), ∀x ∈ X.

Si ĺımt→∞ l(xft )/t existe y es no negativo, entonces v∗ > V (x, f(x)) para
todo x en X.



Caṕıtulo 2

Costo promedio
determinista.

2.1. La aproximación α−descontada.

La aproximación α−descontada es utilizada para estudiar el costo promedio
a largo plazo, más comunmente se encuentra para procesos Markovianos como
en [8] o [16] y tiene la peculiaridad de desarrollarse en términos de objetos
auxiliares, aśı que ahora definiremos los últimos objetos para alcanzar nuestras
metas.

Definamos para cada α en (0, 1),

mα := ı́nf
x∈X

V α(x), y hα : X → R hα(·) := V α(·)−mα.

Aqúı mα se puede interpretar como el valor más pequeño que pudiera llegar a
tomar V α(·) y pensando en la siguiente desigualdad 0 6 mα 6 V α(·) notamos
que hα(·) es la distancia entre el costo del estado actual y el costo más pequeño
que se puede llegar a tomar. En particular, considerando la suposición 1, tene-
mos 0 6 mα < ∞. Considerando la suposición 1 y 2, por el teorema 1.2-(i)
tenemos que hα esta en Lb(X).

Para poder trabajar, necesitamos de las siguientes hipótesis.

Suposición 3.

(a) La constante V ∗ := ı́nfx∈X V (x) <∞.

(b) La función h(·) := ĺım infα↑1 hα(·) es finita.

♦

9
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Con (a), evitamos el caso trivial en donde V (x) = ∞, para toda x en X. Más
adelante servirá para verificar la finitud de una constante.
Con (b) aseguramos que los hα’s seran finitos en el ĺımite inferior cuando α
tiende crecientemente a 1, lo que nos ayuda en al menos en una vecindad de 1,
pero es menos restrictivo que pedir que el ĺımite exista y que sea finito.

Ahora pongamos Hα(·) := ı́nfβ∈[α,1) hβ(·), para cada α en (0, 1). Note que
dicha colección de funciones es creciente respecto a su ı́ndice; por lo que

0 6 h(·) = ĺım
α↑1

Hα(·) = sup
α∈(0,1)

Hα(·).

Por el momento solo reescribimos a la función h(·). Al tomar He
α(·), la envoltura

semicontinua por abajo de Hα(·) para cada α en (0, 1), note que tambien tenemos
una colección de funciones crecientes, pues para α < β, ambos en (0, 1), tenemos

He
α(·) 6 Hα(·) 6 Hβ(·),

con He
α(·) semicontinua por abajo; aśı que por definición de envoltura semicon-

tinua por abajo
He
α(·) 6 He

β(·).

Por lo tanto, {He
α(·)}α∈(0,1) es creciente y además no negativa (0 es una función

semicontinua por abajo menor o igual que Hα(·)) Aśı que el ĺımite cuando α ↑ 1
estará bien definido. Tomemos

ρ∗ := ĺım sup
α↑1

(1− α)mα, h∗(·) := ĺım
α↑1

He
α(·) = sup

α∈(0,1)

He
α(·).

NOTA. Considerando la suposición 3, como h(·) es finita, entonces h∗(·) es
finita. Además ρ∗ es finita, pues por algunos teoremas abelianos (ver colorario
4.1 en el apéndice) tenemos la siguiente desigualdad

ĺım sup
α↑1

(1− α)V α(x) 6 V (x), ∀x ∈ X,

y por definición de mα tenemos

ρ∗ = ĺım sup
α↑1

(1− α)mα 6 ĺım sup
α↑1

(1− α)V α(x), ∀x ∈ X.

Uniendo ambos hechos
ρ∗ 6 V (x) ∀x ∈ X.

Luego
ρ∗ 6 V ∗ <∞.

Ahora considere la suposición 1. Entonces existe {αn}n∈N contenida en (0, 1)
tal que αn ↑ 1 y además ρ∗ = ĺımn→∞(1−αn)mαn . En efecto, por la suposición
1 (b), para todo α en (0, 1) existe π en Π tal que

V α(x, π) <∞, ∀x ∈ X.
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Luego para α en (0, 1) y cualquier x en X

(1− α)mα 6 mα 6 V
α(x) <∞.

Por lo tanto

{(1− α)mα}α∈(0,1) ⊂ R.

Como cada sucesión en R tiene una subsucesión monotona, obtenemos lo desea-
do. ♦

Es momento de probar uno de nuestros resultados principales. La demostra-
ción sigue las ideas de [16].

Teorema 2.1. Considere la suposición 1, 2 y 3. Entonces existe f∗ en F tal
que

ρ∗ + h∗(·) > Kf∗h∗(·).

Además f∗ es costo promedio-óptima, esto es, V (·) = V (·, f∗).

Demostración
Sea α en (0, 1). Por el teorema 1.2-(i) tenemos V α(·) = KαV α(·) y como hα(·)
está en Lb(X), entonces

Kαhα(·) = Kα(V α(·)−mα) = KαV α(·)− αmα

= V α(·)− αmα

= hα(·) + (1− α)mα.

Dado que He
α(·) 6 Hα(·) 6 hβ(·) para α en (0, 1) y β en [α, 1), entonces por la

definición de Kα tenemos KαHe
α(·) 6 Kαhβ(·), luego

KαHe
α(·) 6 hβ(·) + (1− β)mβ ∀α ∈ (0, 1), β ∈ [α, 1). (1)

Por otro lado, por definición de ρ∗, para ε > 0 arbitrario, existe α0 en (0, 1) tal
que

ε+ ρ∗ > (1− β)mβ , ∀β ∈ (α0, 1). (2)

Combinando (1) y (2) obtenemos

KαHe
α(·) 6 hβ(·) + ε+ ρ∗, ∀α ∈ (α0, 1), β ∈ [α, 1),

luego

KαHe
α(·) 6 Hα(·) + ε+ ρ∗, ∀α ∈ (α0, 1).

Debido a que He
α(·) es semicontinua por abajo, por el teorema 1.1-(iii), tenemos

que KαHe
α(·) es semicontinua por abajo y por definición de envoltura semicon-

tinua por abajo

KαHe
α(·) 6 (Hα(·) + ε+ ρ∗)e ∀α ∈ (α0, 1).
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Como ε y ρ∗ son constantes, tendremos que (Hα(·) + ε+ ρ∗)e = He
α(·) + ε+ ρ∗

y por lo tanto

KαH
e
α(·) 6 He

α(·) + ε+ ρ∗ ∀α ∈ (α0, 1) (3).

Ahora tomemos αn ↑ 1 sucesión arbitraria y definamos las siguientes funciones
de K en R,

vn(·, ·) := c(·, ·) + αnH
e
αn(F (·, ·)), ∀n ∈ N, v(·, ·) := c(·, ·) + h∗(F (·, ·)).

Note que:

1. Por los cálculos hechos antes del teorema He
αn ↑ h

∗, entonces vn ↑ v.

2. Por el teorema 1.1-(ii), vn(·, ·) y v(·, ·) son semicontinuas por abajo e inf-
compactas en K.

Aśı que por la proposición 1.1-(v), tenemos

ĺım
n→∞

ı́nf
a∈A(x)

vn(x, a) = ı́nf
a∈A(x)

v(x, a)

⇒ ĺım
n→∞

Kαn(He
αn(·)) = Kh∗(·).

Por esto último, tomando el ĺımite cuando α ↑ 1 en (3), tenemos

Kh∗(·) 6 ĺım
α↑1

He
α(·) + ε+ ρ∗ = h∗(·) + ε+ ρ∗.

Como ε > 0 fue arbitrario,

K(h∗(·)) 6 h∗(·) + ρ∗.

Por la proposición 1.1-(vi), sabemos que h∗ es semicontinua por abajo, luego
por el teorema 1.1-(iii) sabemos que existe f∗ en F tal que Kh∗(·) = Kf∗h∗(·).
Finalmente

ρ∗ + h∗(·) > Kf∗h∗(·). (4)

Por algunos cálculos hechos antes sabemos que

ρ∗ 6 V (x) ∀x ∈ X.

Al tener (4) y h∗(·) > 0 (que es ĺımite de funciones no negativas), por el teorema
1.2-(iv) se tiene

ρ∗ > V (x, f∗(x)), ∀x ∈ X.

Con ambas desigualdades llegamos a V (x, f∗(x)) 6 V (x) para todo x en X, y
siempre tenemos V (x, f(x)) > V (x) para todo x en X y toda f en F. Por lo
tanto

V (·) = V (·, f∗).

�
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Corolario 2.1. Bajo las hipótesis del teorema anterior

ρ∗ = V (·).

Demostración
Del teorema anterior V (x, f∗(x)) 6 ρ∗ 6 V (x), para todo x en X. Pero por la
conclusión se tiene que V (·, f∗) = V (·). �

Corolario 2.2. Bajo las hipótesis del teorema anterior

ρ∗ + h∗(·) = Kh∗(·).

Demostración
Sea αn ↑ 1 una susesión. Sea n en N. Note que por el teorema 1.2-(i)

(1− β)mβ + hβ(·) = KβV β(·)− βmβ = Kβhβ(·), ∀β ∈ [αn, 1)

lo que implica que

ı́nf
β∈[αn,1)

(1− β)mβ +He
αn(·) 6 (1− β)mβ + hβ(·)

6 c(·, f) + βhβ(F (·, f))

6 c(·, f) + hβ(F (·, f)), ∀f ∈ F, β ∈ [αn, 1).

Como ı́nfβ∈[αn,1)(1−β)mβ +He
αn(·)−c(·, f) está por debajo de hβ(F (·, f)) para

toda β en [αn, 1), entonces

ı́nf
β∈[αn,1)

(1− β)mβ +He
αn(·)− c(·, f) 6 Hαn(F (·, f)),

pero el lado izquierdo es una función semicontinua por abajo (proposición 1.1),
por lo que

ı́nf
β∈[αn,1)

(1− β)mβ +He
αn(·)− c(·, f) 6 He

αn(F (·, f)).

Por la nota antes del teorema 2.1, sabemos que existe {αn}n∈N contenida en
(0, 1) tal que αn ↑ 1 y ρ∗ = ĺımn→∞(1− αn)mαn . Para esta sucesión, tomando
el ĺımite cuando n→∞ en la última desigualdad obtenemos

ĺım inf
αn↑1

(1− αn)mαn + h∗(·) 6 c(·, f) + h∗(F (·, f)),

y luego
ρ∗ + h∗(·) 6 c(·, f) + h∗(F (·, f)) ∀f ∈ F.

Aśı que
ρ∗ + h∗(·) 6 Kh∗(·).

Por el teorema anterior tenemos la otra desigualdad.

�



14 CAPÍTULO 2. COSTO PROMEDIO DETERMINISTA.

2.2. Un teorema ergódico.

Ahora toca probar el segundo resultado principal. Afortunadamente ya está
todo preparado gracias a la sección anterior.

La idea de la demostración es tomada del teorema principal en [15].

Para cada t = 1, 2, . . . considere Vt(·, ·) el costo de horizonte finito dado por

Vt(x, π) := t V t(x, π) =
∑t−1
n=0 c(xn, an) y definimos Vt(x) := ı́nfπ∈Π Vt(x, π).

Teorema 2.2. Suponga las hipótesis 1, 2 y 3. Además suponga que
ĺımt→∞

1
th
∗(xftt ) existe y es 0 para cada ft en F tal que Vt(·, ft) = Vt(·). Enton-

ces
ĺım
k→∞

V k(x) = V (x), ∀x ∈ X.

Demostración
Sea x = x0 en X arbitrario. Para cada f en F podemos formar {xfk}∞k=0 una

sucesión en X tal que xfk = F (xk−1, f(xk−1)) para todo k = 1, 2, ..., y por el
corolario anterior tenemos que

ρ∗ + h∗(xk) 6 c(xk+1, f(xk)) + h∗(xk+1).

Sumando las primeras n ecuaciones que se obtienen para k = 0, . . . , n− 1 obte-
nemos

nρ∗ + h∗(x0) 6
n−1∑
k=0

c(xk+1, f(xk)) + h∗(xn) = Vn(x, f) + h∗(xn).

Tomando fn en F tal que Vn(x, fn) = Vn(x) (similar al teorema 1.2-(ii)) obte-
nemos

nρ∗ + h∗(x0) 6 Vn(x) + h∗(xfnn ).

Por otro lado, como ĺımt→∞
1
th
∗(xftt ) = 0, entonces para ε > 0 existe n0 natural,

tal que
1

n
h∗(xfnn ) < ε ∀n > n0,

luego tenemos

ρ∗ 6 ρ∗ +
1

n
h∗(x0) <

1

n
Vn(x) + ε, ∀n > n0. (1)

Por otro lado, podemos obtener f∗ como en el teorema 2.1 y proceder de manera
análoga para obtener

nρ∗ + h∗(x0) >
n−1∑
k=0

c(xk+1, f
∗(xk)) + h∗(xf

∗

n )

> Vn(x) + h∗(xf
∗

n )

> Vn(x)

⇒ ρ∗ +
1

n
h∗(x0) >

1

n
Vn(x).
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La penúltima desigualdad se debe a que h∗(·) es siempre positiva. Como 1
nh
∗(x0)→

0 cuando n→∞, pues h∗(·) 6 h(·) y h(·) es finita por la suposición 3, entonces
existe n1 natural tal que si n > n1 se tiene 1

nh
∗(x0) < ε, aśı

ρ∗ + ε >
1

n
Vn(x), ∀n > n1. (2)

Finalmente, de (1) y (2), para n > máx{n0, n1} =: k, obtenemos

−ε < ρ∗ − 1

n
Vn(x) < ε,

es decir que para ε > 0 existe k tal que si n > k, entonces |ρ∗ − 1
nVn(x)| < ε.

Por lo tanto
ĺım
k→∞

V k(x) = V (x), ∀x ∈ X.

�
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Caṕıtulo 3

Ejemplos

Este caṕıtulo está dedicado a ejemplos que ilustren la aproximación α−descontada
y el teorema ergódico. Pasaremos primero por ejemplos sencillos con un con-
texto muy pobre (y que se deja a la imaginación del lector) y después por otros
ejemplos que tienen aplicación y un contexto muy espećıfico (aunque fácilmente
adaptable a otros contextos).

En cada ejemplo se dará la referencia de donde fue ”tomado”. Sin embargo
en cada referencia se presenta una versión no determinista, es decir, dependerán
también de algunas variables aleatorias.

3.1. Ejemplos sencillos.

El siguiente ejemplo se puede encontrar en [9] caṕıtulo 10.

Ejemplo 3.1. Sea X = Z+. Pongamos A = A(x) := {1, 2}, para toda x en X.
Definamos F : K→ X como

F (0, a) := 0, F (x, 1) := 0, F (x, 2) := x+ 1, ∀a ∈ A,∀x ∈ X\{0}.

Definamos el costo por etapa c : K→ R como

c(0, a) := 0, c(x, 1) :=
1

x
+ 1, c(x, 2) := 0, ∀a ∈ A,∀x ∈ X\{0}.

En este sistema, podemos verificar las suposciones 1, 2 y 3. Brevemente
las mencionamos. La función c es positiva y continua, la función F es conti-
nua, para π := {1, 0, . . . } ∈ Π tenemos que V α(x, π) < ∞, para todo x en X.
Toda sucesión en A := {1, 2} debe tener algún punto de acumulación en A,
aśı que se cumple el inciso (c) de la suposición 3. Como V (x) 6 2, entonces
V ∗ = ı́nfx∈X V (x) < ∞. Note que V α(x) es acotada por arriba y por abajo,
luego hα(x) = V α(x) − mα < ∞, para toda x en X. Aśı que se cumplen las
suposciones 1, 2 y 3. Luego podemos aplicar los teoremas 2.1 y 2.2.

17
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Por un lado, si ponemos f(x) = 1 para todo x en X, tenemos

Vn(0, f) = 0, Vn(x, f) =
1

x
+ 1, ∀x > 1, n > 1.

Por otro, no es muy dif́ıcil ver que

Vn(0) = 0, Vn(x) =
1

x+ n− 1
+ 1, ∀x > 1, n > 1.

Luego

ĺım
n→∞

1

n
[Vn(f, x)− Vn(x)] = ĺım

n→∞

1

n

[
1

x
+ 1− 1

x+ n− 1
− 1

]
= 0. (∗)

Note que

V (x) 6 V (x, f) = ĺım sup
1

n
Vn(x, f)

y que para π en Π

1

n
Vn(x) 6

1

n
Vn(x, π) =⇒ ĺım sup

n→∞

1

n
Vn(x) 6 ĺım sup

n→∞

1

n
Vn(x, π) = V (x, π)

=⇒ −V (x) 6 − ĺım sup
n→∞

1

n
Vn(x).

Entonces

0 6 V (x, f)− V (x) 6 ĺım
n→∞

1

n
[Vn(f, x)− Vn(x)] = 0.

Por lo tanto V (x, f) = V (x) para toda x en X. Es decir, f es óptima en costo
promedio.
Por el teorema 2.2, tenemos

V (x) = ĺım
n→∞

1

n
Vn(x) = ĺım

n→∞

1

n

[
1

x+ n− 1
+ 1

]
= 0.

♦

NOTA. Cuando una poĺıtica cumple (∗), se dice que es óptima en costo pro-
medio F -fuerte (o óptima en costo promedio fuerte en el sentido de Flynn). En
general, F -fuerte implica óptimo en costo promedio y la demostración es muy
similar a lo que presentamos en el ejemplo anterior. ♦

El siguiente ejemplo se puede encontrar en [8] caṕıtulo 5.

Ejemplo 3.2. Sea X := {1, 2, 3} y A := {1}. Definamos el costo por etapa como
c(x, 1) := cx con 0 < c1 < c2, c3 y la función de transición por F (x, 1) := x si
x = 1, 2 y F (3, 1) := 1.
Entonces

V α(1) = V α(1, 1) =

∞∑
k=0

αkc(1, 1) =
c1

1− α
,
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y análogamente V α(2) = c2/(1− α) y V α(3) = c3 + αc1/(1− α).

Ahora mα = ı́nfx∈X V
α(x) = c1/(1− α), por lo que

hα(x) = V α(x)−mα =


0 si x = 1,

c2−c1
1−α si x = 2,

c3 − c1 si x = 3.

Luego

h(x) = ĺım sup
α↑1

hα(x) =

 0 si x = 1,
+∞ si x = 2,

c3 − c1 si x = 3.

Aśı que no se cumple la suposición 3 (b).
Por otro lado, al poner ρ∗ := ĺım supα↑1(1−α)mα = c1 y f en F como f(x) := 1,
entonces

ρ∗ + h(x) > Kf (h)(x), ∀x ∈ X;

esto es, se cumple una conclusión del teorema 2.1 (De hecho se cumple la igual-
dad, aunque para x = 2 la igualdad es ∞ =∞). Además note que

Vn(x) = Vn(x, f) =

n−1∑
k=0

c(x, f(x)) = ncx,

y luego V (x) = V (x, f) = ĺım supn→∞
1
nVn(x, f) = cx. Aśı que se cumple el

resultado del teorema 2.2

V (x) = ĺım
n→∞

1

n
Vn(x).

Sin embargo, NO se cumple que ρ∗ = V (x) para todo x en X.

♦

3.2. Sistema LQ.

En esta parte mostraremos el sistema LQ en su forma más sencilla. Las
siglas LQ provienen del ingles “linear quadratic” y se deben a que la función
de transición del sistema adquiere una forma lineal respecto a sus argumentos
mientras que el costo por etapa tiene una forma cuadrática. Las aplicaciones
para este sistema son extensas pero en particular los problemas de seguimiento
que son t́ıpicos en economı́a e ingenieŕıa son descritos através de sistemas LQ.
El problema de seguimiento lo trataremos más adelante, después de introducir
el sistema LQ.

Ejemplo 3.3. Sistema LQ.
Sea X = A = R. Definamos

F (x, a) := γx+ βa, t = 0, 1, 2, . . .
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con γ, β en R distintas de cero. La función objetivo o la función a optimizar es

VT (x, π) =

T−1∑
t=0

(qx2
t + ra2

t ),

con q, r > 0.
Note que:

(a) c : X × A → R definida como c(x, a) := qx2 + ra2, es positiva y continua,
por lo tanto, tambien es semicontinua por abajo.

(b) Sea x ∈ X y π := {0, 0, . . .}. Entonces

V (x, π) :=

∞∑
t=0

qx2
t =

∞∑
t=0

q(γtx)2 = qx2
∞∑
t=0

(γ2)t,

suponiendo que γ2 < 1, tenemos que V (x, π) <∞ para toda x en X y luego
para toda α en (0, 1) tenemos

V α(x, π) <∞, ∀x ∈ X.

(c) F : K→ X es continua.

(d) Suponga que x 7→ A(x) esta definida. Sea {(xn, an)}n∈N una sucesión en KN

tal que xn converge a x en X y {c(xn, an)}n∈N es acotada por arriba. Por
la continuidad de c, existe M en R tal que 0 6 qx2

t + ra2
t 6 M para toda

t en N. Luego −
√
M/r 6 at 6

√
M/r. Aśı que {at}∞t=0 es acotada en R

y por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe una subsucesión {ank}k∈N
convergente a algún a en A. Luego a ∈ {ank}k∈N ⊂ {an}n∈N. Suponga que
siempre tendremos a en A(x) (por ejemplo A(x) = R).

(e) V ∗ = ı́nfx∈X V (x) 6 V (0) 6 V (0, π), donde

V (0, π) = ĺım supk→∞
1
k

∑k
n=0 c(0, 0) = 0, por lo tanto V ∗ 6 0 <∞.

(f) Es fácil notar que V α(x) > 0 para todo x en X. Por otro lado V α(0, π) = 0 lo
que implica que mα = ı́nfx∈X V

α(x) = 0. Por lo tanto hα(·) = V α(·)−mα =
V α(·). Aśı que

h(·) = ĺım inf
α↑1

hα(·) = ĺım inf
α↑1

V α(·) 6 ĺım inf
α↑1

V α(·, π),

luego para toda x en X

h(x) 6 ĺım inf
α↑1

V α(x, π) = ĺım inf
α↑1

∞∑
t=0

αtq(xt)
2 = ĺım inf

α↑1
qx2

∞∑
t=0

(αγ2)t,

como suponemos que γ2 < 1 y α < 1, entonces

h(x) 6 ĺım inf
α↑1

qx2

1− αγ2
=

qx2

1− γ2
<∞. (∗)

Por tanto h(·) es finita.
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Con estos incisos verificamos que se cumple la suposición 1, 2 y 3. Para con-
seguir que este sistema verifique el teorema 2.2, necesitamos que 1

th
∗(xftt )→ 0,

para cada ft en F tal que Vt(·, ft) = Vt(·), es decir, ft genera una poĺıtica ópti-
ma para el horizonte t. Para probarlo necesitaremos apoyarnos en un resultado
que calcula la poĺıtica óptima que se conoce como el teorema de programación
dinámica (ver Apendice 4.2).

Para nuestro modelo LQ de horizonte finito T , definamos

F (x, a) := αx+ βa y VT (x, π) :=

T−1∑
k=0

(qx2
k + ra2

k) + qTxT ,

donde qT es un coeficiente positivo que se interpreta como un costo final que
en nuestro caso qT = 0; las ecuaciones de programación d́ınamica, al resolverlas
quedan como:

JT (x) := 0, Js(x) := Ksx
2, s = t− 1, . . . , 0,

con

KT := qT , Ks := (r +Ks+1β
2)−1Ks+1rα

2 + q, s = t− 1, . . . , 0,

y por el teorema de programación dinámica se cumple que J0(x) = VT (x) =
ı́nfπ∈Π VT (x, π). Además

a∗s(x) := Gsx, donde Gs := −(r +Ks+1β
2)−1Ks+1αβ, s = T − 1, . . . , 0

es tal que fT (x) = π∗(x) := (a∗0(x), a∗1(x), . . . , a∗T−1(x)) es una poĺıtica óptima.

Suponga que Ks+1 > 0 para algún s en {T − 2, . . . , 0}. Entonces, por defi-
nición Ks > 0 pues r, q > 0 y además

xfTs+1 = xs+1 = F (xs, fT (xs)) = αxs + βa∗s(xs)

= αxs − (r +Ks+1β
2)−1Ks+1αβ

2xs

= αxs[1− (r +Ks+1β
2)−1Ks+1β

2].

Como r > 0 y Ks+1 > 0 entonces r + ks+1β
2 > ks+1β

2 > 0 lo que implica
1 > (r +Ks+1β

2)−1Ks+1β
2 > 0 y finalmente

0 < 1− (r +Ks+1β
2)−1Ks+1β

2 6 1,

aśı que en resumen:

Śı Ks+1 > 0 entonces Ks > 0 y |xfTs+1| 6 |αxs| = |αxfTs |.

Como KT = 0 entonces KT−1 = q > 0 y aplicando recursivamente el argumento
anterior obtenemos

|xfTT | 6 |α
Txft0 | = |αTx|, ∀T ∈ N.
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Usando (∗) y lo anterior

ĺım
t→∞

1

t
h∗(xftt ) 6 ĺım

t→∞

1

t

q(xftt )2

1− γ2
6 ĺım
t→∞

1

t

q(γtx)2

1− γ2
=

qx2

1− γ2
ĺım
t→∞

(γ2)t

t
,

y como α2 < 1, finalmente obtenemos

ĺım
t→∞

1

t
h∗(xftt ) = 0.

Usando el teorema 2.2, obtenemos que

ĺım
k→∞

V k(x) = V (x), ∀x ∈ X,

lo que resulta muy útil, pues V k(x) se puede obtener de manera expĺıcita gracias
al teorema de programación dinámica.

♦

Suponga que tenemos un controlador que actua sobre una máquina o un
proceso, tales como un inyector de gasolina en un satélite o un regulador de
temperatura en un reactor qúımico. Además dicha máquina tiene una “ruta”de
funcionamiento pre-establecida tanto de estados como de control, que en nues-
tros ejemplos podŕıa ser una órbita junto con el mı́nimo combustible de fun-
cionamiento o temperaturas espećıficas de acuerdo al tiempo. Al problema de
control óptimo que mejor se aproxime a las rutas pre-establecidas se le llama
problema de seguimiento. Formalmente se describen de la siguiente forma:

Dada una ruta de control nominal {a∗t }∞t=0 y una trayectoria de estados no-
minal {x∗t }∞t=0, deseamos optimizar el “costo de seguimiento”

V (x, π) :=

∞∑
t=0

[(xt − x∗t )2 + (at − a∗t )2].

Básicamente deseamos minimizar la distacia de `2 entre la trayectoria de estados
y control {(xt, at)}∞t=0 y la trayectoria nominal {(x∗t , a∗t )}∞t=0. Si este sistema está
sujeto a una función de transición dada como en el ejemplo 3.3, este problema
se reduce a un sistema LQ.

3.3. Sistema de administración forestal de Mitra-
Wan.

Con anterioridad mencionamos que en ocasiones se desea maximizar en vez
de minimizar las funciones de costo. Sin embargo, este caso se puede analizar
con la teoŕıa que hemos desarrollado y se podŕıa pensar que “se pone un signo
menos” a todas las hipótesis y resultados anteriores.
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Suponga que r : K→ R es una función medible que en cierto modelo sistémi-
co representa una ganancia o recompensa. Entonces será deseable encontrar
cuando

Uαk (x, π) :=

k−1∑
n=0

αnr(xn, an), α ∈ [0, 1], x ∈ X,π ∈ Π,

alcance un máximo. Aśı que si definimos (de manera analoga) Uα(x, π), U(x, π),
deseamos encontrar π∗, π̃ en Π tal que para toda x en X

Uα(x, π∗) = sup
π∈Π

Uα(x, π) =: U(x),

U(x, π̃) = sup
π∈Π

U(x, π) =: U(x).

Tomando c : K→ R como c(·, ·) := −r(·, ·) y definiendo V αk , V
α, V de la manera

usual, tenemos que

minimizamos


V αk (·, ·),
V α(·, ·),
V (·, ·),

sujeto a F (·, ·)

⇐⇒

maximizamos


Uαk (·, ·),
Uα(·, ·),
U(·, ·),

sujeto a F (·, ·).

Gracias a esta analoǵıa, podremos obtener los mismos resultados del teorema
2.1 y teorema 2.2 con sus respectivas suposiciones análogas. Se deja al lector
profundizar en los detalles.

Para la suposición 1, tenemos la siguiente analoǵıa:

(a) La recompensa por etapa r : K→ R es acotada por arriba.

(b) Para toda α en (0, 1) existe una poĺıtica de control π en Π tal que

Uα(x, π) > −∞, ∀x ∈ X.

Para la suposición 2, obtenemos:

(a) La función de recompensa por paso r(·.·) es semicontinua por arriba en K
(f es semicontinua por arriba si y solo si −f es semicontinua por abajo).

(b) La función de transición F : K→ X es continua.

(c) Si {(xn, an)}n∈N es una sucesión en K, xn converge a x en X y {r(xn, an)}n∈N
es acotada por abajo, entonces existe a en A(x) tal que a es punto de acu-
mulación de {an}n∈N.

Para la suposición 3, obtenemos:
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(a) La constante U∗ := supx∈X U(x) > −∞.

(b) La función g(·) := ĺım supα↑1 gα(·) es finita. Donde gα(·) := Uα(·) − ηα y
ηα := supx∈X U

α(x).

Con estas nuevas suposiciones obtenemos, por el teorema 2.1 y corolario 2.2
que existe f∗ en F tal que

σ∗ + g∗(·) = r(·, f∗) + g∗(F (·, f∗)),

para σ∗ := −ρ∗, g∗ := −h∗; además, U(·) = U(·, f∗).
Si suponemos que ĺımt→∞

1
t g
∗(xftt ) = 0, para cada ft en F tal que Ut(·, ft) =

Ut(·). Entonces por el teorema 2.2

ĺım
k→∞

Uk(x) = U(x), ∀x ∈ X.

Con un ejemplo mostraremos la utilidad de los cálculos.

Ejemplo 3.4. Sistema de manejo forestal de Mitra-Wan.
Supongamos que tenemos un terreno fértil del cual deseamos extraer made-

ra. Podemos considerar a todo el terreno como una unidad y que tiene árboles
de una especie en particular de distintas edades. Supongamos que las edades os-
cilan de 1 año a n años. Dicho de esta forma podemos considerar que el terreno
(la unidad) puede ser dividido en porciones que correspondan a cada edad. Esto
es, podemos describir al terreno v́ıa x = (x1, . . . , xn) donde xi es la fracción del
terreno que está ocupada por árboles de edad i y x1 + · · · + xn = 1. Además
suponga que después de n-años, el árbol muere o que pierde su valor económico
o que después de esta edad el árbol no crecerá más y por tanto, no producirá
más madera en los siguientes años. Por este motivo, pasado el año n, los árboles
de n años son cortados y la superficie es replantada.

Definamos ∆ como el conjunto de todas las posibles configuraciones/estados
del terreno, es decir

∆ := {x ∈ [0, 1]n : x1 + x2 + · · ·+ xn = 1}.

Pensemos que en el peŕıodo del tiempo t ∈ {0, 1, . . . , T − 1}, observamos
nuestro terreno y nos encontramos la configuración x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
en ∆. Entonces deseamos encontrar una acción para recolectar madera, la cual
podemos escribir como u(t) = (u1(t), . . . , un(t)), donde ui(t) es el área a talar
de árboles de i-años, por lo que 0 6 ui(t) 6 xi(t). Como despues de n-años,
los árboles pierden su valor económico, supondremos que un(t) = xn(t) para
todo t = 0, 1, . . . , T −1. Además, como el terreno lo mantendremos en constante
reforestación, tendremos que plantar un área

∑n
i=1 ui(t) de árboles de edad 1.

Con esta información ya sabremos que la siguiente configuración o estado será

x(t+ 1) = (

n∑
i=1

ui(t), x1(t)− u1(t), . . . , xn−1(t)− un−1(t)).
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También tenemos que dada una configuración x en ∆, el conjunto de las
acciones admisibles para x es

A(x) := {u ∈ [0, 1]n : ui 6 xi, i = 1, . . . , n− 1, un = xn},

y el conjunto de estados admisibles es

K := {(x, u) : x ∈ ∆, u ∈ A(x)}.

Definiendo

A :=


0 0 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 0

 y B :=


1 1 · · · 1 1
−1 0 · · · 0 0
0 −1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · −1 0

 ,

podemos ver que la función de transición F : K→ ∆ está dada como

F (x(t), u(t)) := x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t), u(t) ∈ A(t), t = 0, 1, . . . , T − 1.

La producción de madera por unidad de área puede ser diferente y depende
de las edades de los árboles. Por este motivo, relacionamos la producción de
madera con un vector ξ = (ξ1, . . . , ξn) en Rn donde ξi > 0, i = 0, . . . , n donde ξi
representa la madera producida por unidad de área con arboles de i-años. Por
lo que la madera producida en toda la recolección al tiempo t es

〈ξ, u(t)〉 =

n∑
i=1

ξiui(t).

Por las mismas razones, podemos considerar un vector γ := (γ1, . . . , γn)
con γi > 0, i = 1, . . . , n donde γi representa los recursos de mantenimiento
(agua, abono, etc) de árboles de i-años por unidad de área. Aśı que los recursos
administrados totales al tiempo t son

〈γ, x(t)〉 =
n∑
i=1

γixi(t).

Ahora considere una función de beneficio (o función de ingreso) por la ma-
dera producida p : [0,∞) → [0,∞). Entonces dado el plan de recolección u, el
beneficio obtenido por 〈ξ, u(t)〉 madera recolectada es p(〈ξ, u(t)〉). De manera
análoga, considere una función de costo por mantenimiento c : [0,∞)→ [0,∞)
tal que dado un estado x del terreno, el costo por 〈γ, x(t)〉 recursos de mante-
nimiento es c(〈γ, x(t)〉). Finalmente la función de recompensa dado el estado x
y la acción u, es decir r : K→ R es

r(x, u) := p(〈ξ, u(t)〉)− c(〈γ, x(t)〉).
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En general, las funciones p y c pueden ser cualesquiera, pero para fijar ideas
(y seguir los resultados de [10] o [11]), supondremos que p es cóncava, c es con-
vexa y ambas continuas. De esta forma, tenemos r una función continua cóncava.

Está claro que dado un estado inicial x0 en ∆, queremos encontrar una
poĺıtica π en Π para maximizar la recompensa. Por el momento pensemos en
maximizar la recompensa promedio U(x, π).

Definamos para cada i = 1, . . . , n

xi := (
1

i
, . . . ,

1

i
,

1

i
, 0, . . . , 0) ∈ ∆, ui := (0, . . . , 0,

1

i
, 0, . . . , 0) ∈ A(xi).

Se puede demostrar (para más detalles vea [10] o [11]) que si pedimos que exista
un único k en {1, . . . , n} tal que

r(xk, uk) = máx{r(xi, ui) : i = 1, . . . , n},

y además que r sea estrictamente cóncava en (xk, uk), entonces

U(x) = p(
ξk
k

)− c(γ1 + · · ·+ γk
k

) = r(xk, uk),∀x ∈ ∆. (1)

En [10] o [11] se nos presentan un grupo de poĺıticas en las que el supremo
se alcanza. Suponga que queremos encontrar una de estas poĺıticas v́ıa el teore-
ma 2.1. Entonces deseamos verificar que se cumplen las hipótesis análogas a la
suposiciónes 1, 2 y 3.

Para la suposición 1 no hay mucho problema, pues para x en ∆ y u en A(x)

0 6 〈ξ, u〉 =

n∑
i=1

ξiui 6 máx
i
ξi

n∑
i=1

ui 6 máx
i
ξi

n∑
i=1

xi = máx
i
ξi,

aśı que podemos restringir el dominio de p a [0,máxi ξi] y como p es continua,
entonces p alcanza un máximo m. Aśı r(x, u) 6 p(〈ξ, u〉) 6 m. Por lo tanto r es
acotada por arriba. Es relativamente fácil imponer condiciones sobre p y c para
que dado α en (0, 1) podamos encontrar π en Π tal que Uα(x, π) > −∞ para
toda x en ∆.

Como p y c son continuas entonces r es semicontinua por arriba. Por la de-
finición de la función de transición F : K → X, tenemos que F es continua. Si
hacemos los calculos pertinentes, podemos verificar el inciso (c) del análogo a
la suposición 2 (Se hace similar al ejemplo LQ usando el teorema de Bolzano-
Weierstrass).

Por lo anterior tenemos que la suposición 1 y 2 valen para este ejemplo. Sin
embargo, en general no se cumplirá la suposción 3. Para esto, nos concentrare-
mos en un caso particular del modelo que describimos a continuación.
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Pensemos que los árboles a plantar en todo el terreno son árboles endémi-
cos, esto quiere decir que se pueden reproducir y crecer con los recursos que
el ecosistema entrega. Por este motivo podemos pensar que c(·) = 0 y luego
r(x, u) = p(〈ξ, u〉). Además tomemos p(t) :=

√
t. Tanto c como p, cumplen las

condiciones previamente escritas.

Sea T en N y α en (0, 1). Por el teorema de la programación dinámica (ver
Apéndice 4.2), si definimos

Jαs (x) := máx
a∈A(x)

{r(x, a) + αJs+1(F (x, a))}, ∀x ∈ ∆, s = T − 1, . . . , 0,

con JαT (x) := 0 para toda x en ∆, entonces UαT (x) = Jα0 (x). Resolvamos estas
ecuaciones “hacia atras”para el punto xi := (δi,m)nm=1 con i en {1, . . . , n}. Por
definición tenemos que A(xi) := {a ∈ [0, 1]n : ai 6 1, aj = 0, j 6= i}. Luego

JαT−1(xi) = máx
a∈A(xi)

{r(x, a)} = máx
a∈A(xi)

{
√
ξiai} =

√
ξi,

lo que implica que

JαT−2(xi) = máx
a∈A(xi)

{r(x, a) + α
√
ξi} = máx

a∈A(xi)
{
√
ξiai + α

√
ξi} =

√
ξi + α

√
ξi,

e inductivamente

Jαs (xi) =
√
ξi(1 + α+ · · ·+ αT−s−1) =

√
ξi

1− αT−s

1− α
.

Aśı que

UαT (xi) = Jα0 (xi) =
√
ξi

1− αT

1− α
.

Al cumplirse la suposición 1 y 2, por el teorema 1.2 (iii) tenemos que

Uα(xi) = ĺım
T→∞

UαT (xi) =

√
ξi

1− α
.

Lo siguiente está inspirado en la proposición 4.2 de [1]. Ahora mostremos

que para toda z en ∆, Uα(z) > αk

1−α

√
ξk
k con k definido como en la hipótesis de

la ecuación (1).

Sea z en ∆ y T > k. Considere la siguiente poĺıtica π = {at}Tt=0 definida
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como

z0 = z a0 = z

z1 = (1, 0, . . . , 0) a1 = (
k − 1

k
, 0, . . . , 0)

z2 = (
k − 1

k
,

1

k
, 0, . . . , 0) a2 = (

k − 2

k
, 0, . . . , 0)

...
...

zj = (
k − j + 1

k
,

1

k
, . . . ,

1

k
, 0, . . . , 0) aj = (

k − j
k

, 0, . . . , 0)

...
...

zt = xk at = uk ∀T > t > k.

Entonces

UαT (z) >
T−1∑
t=0

αtr(zt, at) >
T−1∑
t=k

αtr(xk, uk) =

T−1∑
t=k

αtp(〈ξ, uk〉)

= p(
ξk
k

)
αk − αT

1− α
,

y de nuevo por el teorema 1.2 (iii)

Uα(z) = ĺım
T→∞

UαT (z) = 0 > ĺım
T→∞

p(
ξk
k

)
αk − αT

1− α
=

αk

1− α

√
ξk
k
.

Finalmente, ηα > αk

1−α

√
ξk/k y luego

gα(xi) = Uα(xi)− ηα 6
√
ξi

1− α
− αk

1− α

√
ξk
k

=

√
ξi − αk

√
ξk/k

1− α
,

aśı que si tomamos i en {1, . . . , n} tal que
√
ξi <

√
ξk/k, entonces

g(xi) = ĺım sup
α↑1

gα(xi) = −∞.

Por lo tanto g(·) no es finita y luego no se cumple la condición (b) del análogo
a la suposición 3.

Para ver que en general, puede que exista dicho i, pongamos n = 4 y ξ =
(0, 2, 9, 11). En este caso k = 3 y

√
ξk/k =

√
3, por lo que i = 1, 2, 4 funcionará.

♦
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3.4. Sistema de Consumo e inversión.

Las ideas del siguiente ejemplo se pueden encontrar en [8] caṕıtulo 3.6.

Ejemplo 3.5. Consumo e inversión.
Suponga que queremos asignar presupuesto al consumo e inversión en nuestra
cartera o en nuestro balance. Dada nuestra riqueza al tiempo t, digamos xt,
podemos invertir cierta cantidad at en A(xt) := [0, xt] y por tanto, dejar una
cantidad para el consumo xt−at en cada periodo t = 0, 1, . . . . Hasta este punto
definimos X := [0,M ] con M >> x0, y A := [0,M ].

Suponga que al invertir tenemos cierta tasa de retorno fija (o porcentaje de
ganancia fijo), de tal manera que

xt+1 = F (xt, at) := mat,

con m > 1. Finalmente , tenemos una función de retorno en un paso

r(x, a) := u(x− a),

para alguna función u : R+ → R+ llamada en este contexto utilidad de consu-
mo. Para este ejemplo, pondremos u = (b/γ)xγ , con b > 0 y 0 < γ < 1; la cual
es llamada como utilidad isoelástica marginal.

Demostremos que las suposiciones 1 y 2 se cumplen. Note que r es acotada
por arriba por que r(x, a) 6 r(x, 0) 6 (b/γ)Mγ . Además, como 0 6 r(x, a)
entonces para todo α en (0, 1), x en X y π en Π tenemos Uα(x, π) > −∞. Aśı
que la suposición 1 se cumple. Por definición, r y F son continuas (luego r es
semicontinua por arriba). La suposición 2-(c) es fácil comprobar usando el teo-
rema de Bolzano-Weierstrass similar al sistema LQ. Todas estas ideas verifican
las suposiciones 1 y 2.

Ahora veamos que pasa con la suposición 3. Una parte es sencilla, por que
U∗ = supx∈X U(x) > 0 > −∞. La otra parte es calcular g(x) = ĺım supα↑1 U

α(x)−
ηα con ηα = supx∈X U

α(x) y verificar si es finita. Para esto, primero tendremos
que maximizar

UαT (x, π) =

T−1∑
n=0

αnu(xn − an),

para T en N y α en [0, 1]. La manera de calcular la recompensa descontada
de horizonte T la haremos mediante la programación dinámica, la misma que
usamos en el ejemplo 3.3, solo que en su versión máximo. Esto es, encontrar
para todo x en X

Jt(x) := máx
a∈A(x)

[u(x− a) + αJt+1(F (x, a))], t = T − 1, . . . , 0,

con Jk(x) := 0. De esta forma, UαT (x) = J0(x).
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Note que

JT−1(x) = máx
a∈A(x)

(b/γ)(x− a)γ = (b/γ)xγ , ∀x ∈ X.

Vamos a demostrar inductivamente que para todo x en X,

Jt(x) = (b/γ)Dtx
γ , t = N − 1, . . . , 0,

y la poĺıtica que alcanza el máximo esta dada por

aT−1 = 0, at =
x

1 + δD
1

γ−1

t+1

, t = T − 2, . . . , 0,

donde δ := (αmγ)
1

γ−1 y Dt como DT−1 = 1 y Dt = δγ−1Dt+1/[1 + δD
1

γ−1

t+1 ]γ−1

para t = T − 2, . . . , 0.

Para T−1 se cumple. Aśı que suponga que se cumple Jt+1(x) = (b/γ)Dt+1x
γ

para algún 0 6 t 6 T − 2. Luego

Jt(x) = máx
a∈A(x)

(b/γ)[(x− a)γ + αmγDt+1a
γ ].

Pongamos f(a) := (x − a)γ + αmγDt+1a
γ . Note que Jt+1 es una función es-

trictamente cóncava y como u tambien es cóncava, entonces f es estrictamente
cóncava y además diferenciable, por lo que podemos calcular f ′ y luego resolver
f ′(a) = 0 para a en A(x), y aśı a será tal que Jt(x) = (b/γ)f(a). Note que

f ′(a) = −γ(x− a)γ−1 + αmγDt+1γa
γ−1,

de aqúı que f ′(a) = 0 implica que

at =
x

1 + δD
1

γ−1

t+1

y como δ,Dt+1 > 0 entonces 0 6 at < x, por lo que at está en A(x). Luego

Jt(x) = (b/γ)Dtx
γ ,

como lo deseabamos. Por otro lado, se puede demostrar recursivamente que

Dt =
[

δT−t−1

1+δ+···+δT−t−1

]γ−1

, lo que implica que

D0 =

[
δT−1(1− δ)

1− δT

]γ−1

.

Aśı que

UαT (x) = J0(x) =
b

γ

[
δT−1(1− δ)

1− δT

]γ−1

xγ , δ = (αmγ)
1

γ−1 .



3.4. SISTEMA DE CONSUMO E INVERSIÓN. 31

Luego, por el teorema 1.2-(iii) y para α lo suficientemente cercano a 1 tal que
δ > 1, tenemos que

Uα(x) = ĺım
T→∞

UαT (x) = ĺım
T→∞

b

γ

[
δT−1(1− δ)

1− δT

]γ−1

xγ

= ĺım
T→∞

b

γ

[
(1− δ)
1

δT−1 − δ

]γ−1

xγ =
b

γ

[
(1− δ)
−δ

]γ−1

xγ

=
b

γ

[
δ − 1

δ

]γ−1

xγ .

Ahora, como x ∈ X = [0,M ], entonces

ηα = sup
x∈X

Uα(x) =
b

γ

[
δ − 1

δ

]γ−1

Mγ .

Finalmente

g(x) = ĺım sup
α↑1

Uα(x)− ηα = ĺım sup
α↑1

b

γ

[
(αmγ)

1
γ−1 − 1

(αmγ)
1

γ−1

]γ−1

(xγ −Mγ)

=
b

γ

[
m

γ
γ−1 − 1

m
γ
γ−1

]γ−1

(xγ −Mγ) =
b

γ

[m
γ
γ−1 − 1]γ−1

mγ
(xγ −Mγ).

Aśı que g es finita. En resumen, se cumple la suposición 3. Aśı que estamos
en condiciones de aplicar el teorema 2.1. Verifiquemos la última hipótesis del
teorema 2.2. Como m > 1 y 0 < γ < 1, entonces 0 < m

γ
γ−1 < 1. Además xγ 6

Mγ , por lo que g(·) > 0. Por la definición de g∗ (via envolturas semicontinuas)
tenemos que 0 6 g∗(·). Ahora no es dificil observar que

0 6
1

t
g(xftt ) 6

1

t

b

γ

[m
γ
γ−1 − 1]γ−1

mγ
((xftt )γ −Mγ)

6
1

t

b

γ

[m
γ
γ−1 − 1]γ−1

mγ
(−Mγ)→t→∞ 0,

por lo que 0 6 1
t g
∗(xftt ) 6 1

t g(xftt )→t→∞ 0. Finalmente ĺımt→∞
1
t g
∗(xftt ) = 0.

Aplicando el teorema 2.2, obtenemos

U(x) = ĺım
T→∞

1

T
UT (x) = ĺım

T→∞

1

T

b

γ

[
(m

γ
γ−1 )T−1(1−m

γ
γ−1 )

1− (m
γ
γ−1 )T

]γ−1

xγ

= 0 · b
γ

[
m

γ
γ−1 − 1

m
γ
γ−1

]γ−1

xγ = 0.

♦
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3.5. Nota del caṕıtulo 3.

Como se puede ver a lo largo de esta sección, hemos intuido un camino
“estandar” para verificar la suposición 3−(b) y aplicar el teorema 2.2, pues en
principio los objetos h(·), V k(·) y V (·) no se conocen a priori. A continuación
presentamos un breve resumen.

Suponga que las suposiciones 1 y 2 se cumplen.

Para verificar la finitud de h(·) es necesario obtener hα(·) = V α(·) − mα

para α en (0, 1), aśı que basta calcular V α(·), pues mα está en terminos de V α.
Para calcular V α(·) primero calculamos V αk (·) resolviendo inductivamente hacia
atras las ecuaciones del teorema de programación dinámica (ver apéndice 4.2).
Usando el teorema 1.2−(iii) obtenemos que

V α(·) = ĺım
k→∞

V αk (·),

luego calculamos mα = ı́nfx∈X V
α(x) y finalmente calculamos

h(·) = ĺım inf
α↑1

hα(·) = ĺım inf
α↑1

V α(·)−mα.

El teorema de programación dinámica nos ayuda a encontrar explicitamente
xftt , donde ft es tal que Vt(·, ft) = Vt(·) para cada t = 0, 1, . . . y aśı poder
verificar que

ĺım
t→∞

1

t
h∗(xftt ) = 0.

De nuevo mediante el teorema de programación dinámica aplicado a Vt(·, ·)
podemos encontrar V t(·) pues

V t(·) = ı́nf
π

1

t
Vt(·, π) =

1

t
ı́nf
π
Vt(·, π) =

1

t
Vt(·).

Finalmente podemos calcular el ĺımite correspondiente al teorema 2.2

V (·) = ĺım
t→∞

V t(·) = ĺım
t→∞

1

t
Vt(·).



Caṕıtulo 4

Apéndice.

4.1. Teorema abeliano

Aqúı repasamos algunos teoremas abelianos que ocupamos en la nota an-
terior al teorema 2.1. Hay diferentes teoremas abelianos pero cada uno de-
penden del método para sumar, es decir, de una función L : `c → R, donde
`c := {(sn)n∈N0

∈ RN0 | (sn)n converge en R} y N0 := N ∪ {0}. En general,
podemos pensar que un teorema abeliano tiene la siguiente estructura.

Definición 4.1. Sea L un método para sumar. Decimos que L tiene un teorema
abeliano si para cualquier sucesión S := (sn)n∈N0 en `c con S → s, entonces
L(S) = s.

♦

Nosotros sólo utilizamos dos teoremas abelianos, que popularmente se cono-
cen como el teorema Abeliano para la suma de Cesàro y el teorema de Abel para
series de potencias.

Teorema 4.1. Suma de Cesàro.

Sea L : RN → R definida como

L((sn)n∈N0
) := ĺım sup

n→∞

1

n

n−1∑
k=0

sk.

Entonces L tiene teorema Abeliano.

Teorema 4.2. Teorema de Abel.

Sea L : RN → R definida como

L((sn)n∈N0) := ĺım sup
α↑1

∞∑
k=0

αksk.

Entonces L tiene teorema Abeliano.
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Usando ambos teoremas tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1. Sea (sn)n∈N0
una sucesión convergente. Entonces

ĺım sup
α↑1

∞∑
k=0

αksk = ĺım sup
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

sk.

4.2. Teorema de programación dinámica.

El teorema de programación dinámica es una herramienta poderosa en la
teoŕıa de control óptimo, ya que nos permite encontrar de manera inductiva el
costo mı́nimo α−descontado de horizonte finito, además de proveer una poĺıti-
ca α−óptima de manera expĺıcita. En general hay muchas variantes para este
teorema como la variante α− descontada (que presentaremos a continuación),
la variante para la máximización, la variante no descontada, etc, pero cada una
de ellas tienen estructura muy similar.

Sean X y A los espacios de estados y de acciones admisibles respectivamente.
Sean T en N, α en (0, 1] y c, CT : K→ R. Considere x0 en X y π en Π, definimos

V αT (x, π) :=

T−1∑
t=0

αtc(xt, at) + αTCT (xT ).

Definamos las siguientes funciones recursivamente hacia atras

JT (x) := CT (x),

Js(x) := mı́n
a∈A(x)

[c(x, a) + αJs+1(F (x, a))] ∀s = 0, . . . , T − 1,

Las funciones anteriores son llamadas las ecuaciones de programación dinámi-
ca y son las protagonistas en el teorema de interés.

Teorema 4.3. Teorema de programación dinámica.
Suponga que para cada s = 0, 1, . . . , T − 1 existe una función a∗s : X → A
tal que alcanza el mı́nimo del lado derecho de las ecuaciones de programación
dinámica para todo x en X. Entonces la poĺıtica de control π∗ := {a∗0, . . . , a∗T−1}
es α−óptima en el horizonte T y además coincide con el valor en J0, es decir

ı́nf
π∈Π

V αT (x, π) = V αT (x, π∗) = J0(x), ∀x ∈ X.
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El Colegio de México, ISBN 978-607-564-285-7. (2021-for coming), Chapter
10, pp.189-209.

[11] L. R. Laura-Guarachi, O. Hernández-Lerma, The Mitra-Wan forestry mo-
del: A discrete-time optimal control problem, Natural Resource Modeling
(2015), p. 152-168.

35



36 BIBLIOGRAFÍA
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