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Índice general

Agradecimientos III

Resumen VII

Abstract VII

Introducción 1

1. Álgebras C∗ 5
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Resumen

En este trabajo proporcionamos los resultados básicos tanto de las álgebras C∗ co-
mo de la K-teoŕıa para álgebras C∗. Estudiamos el producto gráfico de una familia de
grupos parcialmente ordenados; mostramos que el producto gráfico de cuasi-ret́ıculas
ordenadas es una cuasi-ret́ıcula ordenada y que cuando los grupos subyacentes son
promediables, entonces el producto gráfico es promediable en el sentido de Nica. Ve-
mos que los grupos de Artin de ángulo recto son promediables y damos una condición
suficiente que garantiza la unicidad de un álgebra C∗ generada por una colección de
isometŕıas satisfaciendo las mismas relaciones de conmutación que el grupo de Ar-
tin de ángulo recto. Calculamos la K-teoŕıa de las álgebras C∗ que surgen cuando
tal condición se cumple. Finalmente probamos que estas álgebras C∗ universales son
isomorfas a productos tensoriales de extensiones de álgebras de Cuntz E

sgn(n)
1+|n| , con

tantos factores como componentes conexas tenga el grafo opuesto asociado.

Abstract

In this work we provide the basic facts of both the C∗-algebras and the K-theory
for C∗-algebras. We study the graph product of a family of partially ordered groups;
we show that the graph product of quasi-lattice ordered groups is a quasi-lattice orde-
red group, and that when the underlying groups are amenable, then the graph product
is amenable in the sense of Nica. We see that right-angled Artin groups are amenable,
and we give a sufficient condition which guarantees the uniqueness of a C∗-algebra
generated by a collection of isometries satisfying the same commutation relations as
the right-angled Artin group. We compute the K-theory of the C∗-algebras that arise
when such a condition is fulfilled. Finally we prove that these universal C∗-algebras
are isomorphic to tensor products of extensions of Cuntz algebras E

sgn(n)
1+|n| , with as

many factors as connected components has the associated opposite graph.
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Introducción

Un álgebra C∗ es un álgebra de Banach con una involución satisfaciendo

||a∗a|| = ||a||2 ∀a ∈ A (1)

Para cualquier espacio de Hilbert H, el álgebra de operadores acotados B(H) con la
norma y adjunto usuales obedece (1). Esta ecuación es extremadamente restrictiva;
en efecto, una función entre álgebras C∗ con identidad que preserva sumas, multipli-
cación por escalares, producto y adjuntos es continua y de norma 1 (ver Proposición
1.34). Además un álgebra C∗ no puede ser un álgebra C∗ más que con una norma,
un comportamiento muy exclusivo en comparación con las álgebras de Banach. Por
tanto si completamos un álgebra-∗ con dos normas distintas ambas cumpliendo (1),
obtendremos dos álgebras C∗ distintas.

El aśı llamado teorema de Gelfand, afirma que toda álgebra C∗ conmutativa con
identidad es isomorfa a C(X) para algún espacio Hausdorff compacto X, bajo la
transformada de Gelfand. Desde otro punto de vista, esto significa que la categoŕıa
opuesta de las álgebras C∗ conmutativas con identidad es equivalente a la categoŕıa
de espacios Hausdorff compactos. Esta dualidad es conocida como topoloǵıa no con-
mutativa; cada propiedad con respecto a un espacio Hausdorff compacto X puede ser
establecida en términos de una propiedad del álgebra C(X). La idea es que como un
isomorfismo de álgebras entre C(X) y C(Y ) induce un homeomorfismo de X con Y
y viceversa, toda la información sobre X es almacenada algebraicamente en C(X).

Uno de los mayores éxitos de la topoloǵıa no conmutativa es la generalización
de la K-teoŕıa topológica desarrollada por Atiyah y Hirzebruch en [1], basados en el
trabajo de A. Grothendieck en su formulación del teorema de Riemann-Roch [4]. Fue
introducida como una herramienta en la teoŕıa de álgebras de operadores a principios
de la década de los 70 a través de algunas aplicaciones espećıficas.

A grosso modo, la K-teoŕıa para álgebras C∗ es un par de funtores covariantes
K0 y K1 de la categoŕıa de álgebras C∗ a la categoŕıa de grupos abelianos, con la
peculiaridad de que el grupo conmutativo K0(A) de un álgebra C∗ establemente finita
A, es ordenado.

1
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Entre las propiedades más sobresalientes que goza la K-teoŕıa están:

Continuidad. Para toda sucesión inductiva

A1
ϕ1−→ A2

ϕ2−→ A3
ϕ3−→ · · ·

de álgebras C∗, se tieneK0

(
ĺım
−→
An

)
∼= ĺım
−→

K0(An) yK1

(
ĺım
−→
An

)
∼= ĺım
−→

K1(An).

Fórmula de Künneth. Dadas álgebras C∗ A y B con A ∈ N, existe una
sucesión exacta corta

0 K∗(A)⊗K∗(B) K∗(A⊗B) Tor(K∗(A), K∗(B)) 0

Sucesión exacta de seis términos. Para toda sucesión exacta corta de álge-
bras C∗

0 I A B 0
ϕ ψ

existen mapeos δ0 y δ1 tales que

K0(I)
K0(ϕ) // K0(A)

K0(ψ)// K0(B)

δ0
��

K1(B)

δ1

OO

K1(A)
K1(ψ)
oo K1(I)

K1(ϕ)
oo

es una sucesión exacta.

Estos hechos constituyen maquinaria poderosa que hace posible calcular la K-teoŕıa
de muchas álgebras C∗. Es por esto que la K-teoŕıa es el instrumento más conveniente
para extraer información de tales objetos. En la actualidad la K-teoŕıa juega un papel
importante en la clasificación de álgebras C∗, un tema que ha tenido enormes avances
recientemente; ejemplo de esto son las álgebras AF que fueron clasificadas por G.
Elliott en [20] por medio de sus grupos ordenados K0 (el grupo K1 de un álgebra
AF siempre es cero), y la clasificación de Kirchberg-Phillips [36, 29] de álgebras C∗

simples, nucleares, puramente infinitas y separables. Otro caso que exhibe la trascen-
dencia de la K-teoŕıa, es el de la ı́ntima relación que mantiene con los operadores
de Fredholm, tal como lo muestra el teorema de Atiyah-Jänich, el cual identifica el
grupo K0(C(X)) con el conjunto de clases de homotoṕıa de familias de operadores
de Fredholm sobre X.

Varios resultados célebres en la teoŕıa de álgebras C∗ aseveran que el álgebra C∗

generada por un semigrupo de isometŕıas no depende de las isometŕıas especificadas,
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siempre que satisfagan una condición apropiada. Como ejemplos tenemos el teorema
de Coburn sobre el álgebra C∗ generada por una sola isometŕıa [8], y el teorema de
Douglas sobre el álgebra C∗ de un semigrupo uniparamétrico de isometŕıas [17]; en
ambos casos la condición apropiada dice que las isometŕıas no son unitarias.

Nica [34] consideró una clase de grupos parcialmente ordenados (G,P ) que llamó
cuasi-ret́ıculas ordenadas y les asoció el álgebra C∗ de Toeplitz T (G,P ) generada por
la representación regular izquierda del cono positivo P . Inspirado por lo que pasa
con dicha representación, aisló una condición de covarianza, la cual es automática
para un orden total. En [30] un estudio más a fondo de T (G,P ) fue llevado a cabo
en términos de una propiedad universal caracteŕıstica de representaciones isométricas
covariantes. En el caso de grupos de Artin de ángulo recto (A,A+), las álgebras C∗ de
Toeplitz T (A,A+) tienen tal propiedad universal y satisfacen un teorema de unicidad
(Teorema 3.47), que generaliza los resultados de Coburn [8], Douglas [17] y Cuntz [13].
Una caracteŕıstica clave de este resultado de unicidad es que solo las representaciones
isométricas del monoide de Artin que satisfacen una condición apropiada, dan lugar
a representaciones fieles del álgebra de Toeplitz.

En esta tesis nos abocamos a calcular la K-teoŕıa de estas álgebras C∗ universales
asociadas a ciertos grupos de Artin de ángulo recto con centro trivial, la importancia
de las cuales es señalada por los hechos bien conocidos que en la situación de Coburn
se obtiene el álgebra T , y en la situación de Cuntz se obtienen las álgebras En de [13].

En el Caṕıtulo 1 damos un breve repaso de la teoŕıa de álgebras C∗. Iniciamos
discutiendo los aspectos elementales sobre álgebras de Banach con identidad, enfati-
zando la trascendencia de la transformada de Gelfand. Continuamos con las álgebras
C∗; exploramos diferentes construcciones que ocupamos en lo sucesivo, incluimos la
unitalización, el producto tensorial y el producto cruzado.

En el caṕıtulo 2 estudiamos la K-teoŕıa para álgebras C∗. Definimos el grupo
K0(A) de un álgebra C∗ A con identidad v́ıa la construcción de Grothendieck y lo
extendemos a la categoŕıa de todas las álgebras C∗. Enseguida introducimos Kn(A)
para todo n ≥ 1; damos ejemplos concretos y ponemos de manifiesto la funtorialidad
e invariancia homotópica. También enunciamos la continuidad, periodicidad de Bott
y la sucesión exacta de seis términos, que conforman los pilares de la K-teoŕıa.

En el caṕıtulo 3 presentamos el concepto de producto gráfico. Caracterizamos e
ilustramos con varios ejemplos a las cuasi-ret́ıculas ordenadas (G,P ). Construimos
el álgebra C∗ universal C∗(G,P ) examinada por Nica y decimos qué entendemos
por promediabilidad. Nuestros principales resultados técnicos son el Teorema 3.18,
el cual muestra que el producto gráfico de cuasi-ret́ıculas ordenados es una cuasi-
ret́ıcula ordenada y el Teorema 3.39, el cual da una condición suficiente para su
promediabilidad. Una clase interesante de cuasi-ret́ıculas promediables es la de los
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grupos gráficos. En el Teorema 3.47 probamos que las correspondientes álgebras C∗

de Toeplitz T (A,A+) son universales y únicas.
En el caṕıtulo 4 calculamos la K-teoŕıa de los cocientes de las álgebras C∗ de

Toeplitz T (A,A+), asociadas a grafos Γ cuyos grafos opuestos Γopp son conexos (por
definición, Γopp tiene el mismo conjunto de vértices que Γ y aristas uniendo los vértices
que no están en Γ). La demostración es hecha por inducción sobre el número de
vértices de Γ y utilizando la sucesión exacta de Pimsner-Voiculescu [37]. La respuesta
final es proporcionada en términos de la caracteŕıstica de Euler del grafo Γ visto como
complejo simplicial. Con ayuda del teorema de Kirchber-Phillips somos capaces de
clasificar estas álgebras C∗.

Concluimos con un ápendice dedicado a grupos de Artin, que por śı mismo es
un tema muy importante en teoŕıa geométrica de grupos. Hacemos hincapié en las
propiedades algebraicas y geométricas de los grupos de Artin de ángulo recto debido
a su significativo rol que desempeñan a lo largo de la tesis.



Caṕıtulo 1

Álgebras C∗

Este caṕıtulo contiene hechos básicos sobre la teoŕıa de álgebras C∗. Comenzamos
introduciendo las álgebras de Banach y algunas de sus propiedades, destacando la
importancia de la transformada de Gelfand. Continuamos abordando aspectos rele-
vantes sobre álgebras C∗, incluimos el producto tensorial y el producto cruzado. La
mayoŕıa de las demostraciones son omitidas y pueden ser encontradas en [41, 3, 40].

1.1. Álgebras de Banach

En esta y en las próximas dos secciones asumiremos que las álgebras tienen iden-
tidad a menos que se diga lo contrario.

Definición 1.1. Un álgebra de Banach A compleja, es un álgebra con identidad junto
con una norma || || satisfaciendo las siguientes condiciones:

1. A es completa con respecto a la norma || ||.

2. ||1|| = 1.

3. ||xy|| ≤ ||x|| ||y|| para todo x, y ∈ A.

El ejemplo más simple de un álgebra de Banach es el campo complejo C con norma
igual al módulo.

Ejemplo 1.2. Si K es un espacio compacto, entonces C(K) es un álgebra de Banach
con la norma ||f || = sup{|f(x)| : x ∈ K}. La función constante 1 es la identidad
multiplicativa.

5
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Ejemplo 1.3. Para un espacio de Hilbert H denotamos por B(H) al espacio de los
operadores acotados. B(H) es un álgebra con la estructura lineal obvia y composición
como multiplicación. B(H) también es un álgebra de Banach con la norma

||T || = sup{||Tx|| : ||x|| ≤ 1}, T ∈ B(H).

Ejemplo 1.4. Si A es un álgebra de Banach e I es un ideal cerrado de A, entonces
el álgebra cociente A/I es un álgebra de Banach con la siguiente norma cociente:

||[x]|| = ı́nf{||x− y|| : y ∈ I} [x] ∈ A/I. (1.1)

En particular si K denota al conjunto de todos los operadores compactos en un espacio
de Hilbert H, entonces K es un ideal cerrado de B(H) y el cociente Q(H) = B(H)/K
es un álgebra de Banach, conocida como el álgebra de Calkin.

Definición 1.5. Sea A un álgebra de Banach y x ∈ A. El espectro de x, denotado
por σA(x) o simplemente por σ(x), es el conjunto de todos los números complejos λ
tales que λ1− x no es invertible.

Ejemplo 1.6. Sea A = C(K) con K compacto. Entonces f ∈ A es invertible si y
solo si 0 6∈ f(K), aśı σ(f) = f(K).

Ejemplo 1.7. Sea A = B(Cn) = Mn(C). Entonces para todo T ∈ A el espectro σ(T )
consiste de todos los eigenvalores de la matriz T .

Si consideramos matrices reales, el espectro puede ser un conjunto sin elementos.
Sin embargo esto no puede suceder para álgebras complejas.

Teorema 1.8 ([41], Theorem 3.1). Sea A un álgebra de Banach y x ∈ A. Entonces
σ(x) es no vaćıo.

Notemos que en los dos ejemplos anteriores el espectro es compacto. En general
esto siempre es verdadero.

Teorema 1.9 ([41], Theorem 3.3). Sea A un álgebra de Banach y x ∈ A. Entonces
σ(x) es compacto en C y está contenido en el disco cerrado {z ∈ C : |z| ≤ ||x||}.

1.2. Funcionales lineales multiplicativos

En esta sección examinamos los funcionales lineales multiplicativos en un álgebra
de Banach e introducimos la transformada de Gelfand.
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Definición 1.10. Un funcional lineal ϕ en un álgebra de Banach A es multiplicativo
si ϕ es no trivial y ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) para todo x, y ∈ A. Denotamos por MA
al conjunto de funcionales lineales multiplicativos sobre A. MA se conoce como el
espacio de ideales maximales de A.

Ejemplo 1.11. Si A = C(K) para algún espacio compacto K, entonces toda evalua-
ción en un punto de K es un funcional lineal multiplicativo en A.

Sea ϕ ∈MA, es fácil ver que ϕ(1) = 1. En particular ||ϕ|| ≥ 1. De hecho tenemos
la igualdad:

Proposición 1.12 ([41], Proposition 4.1). Sea ϕ un funcional lineal multiplicativo
en un álgebra de Banach A. Entonces ||ϕ|| = 1.

El espacio de ideales maximales de A siempre está contenido en la bola unitaria
cerrada del espacio dual A∗. Dotamos a MA de una topoloǵıa usando la topoloǵıa
débil-estrella heredada del dual de Banach de A, la cual está definida como la topo-
loǵıa más pequeña sobre A∗ que hace a toda evaluación puntual continua.

Proposición 1.13 ([41], Proposition 4.2). MA es un espacio Hausdorff compacto
con la topoloǵıa débil-estrella.

Ejemplo 1.14. Denotamos por A(D) al álgebra de funciones continuas en D que son
anaĺıticas en D. El mapeo z 7→ ϕz donde ϕz(f) = f(z) para todo f ∈ A(D), es un
homeomorfismo de D sobre el espacio de ideales maximales del algebra A(D) (ver [41,
Theorem 6.1]).

Ejemplo 1.15. Sea K un espacio Hausdorff compacto. Para todo x ∈ K, sea
ϕx ∈ MC(K) la evaluación en x. Entonces el mapeo x 7→ ϕx es un homeomorfis-
mo de K en MC(K) (ver [41, Theorem 6.2]).

Cuando el álgebra es conmutativa, el espacio de funcionales lineales multiplicativos
se puede identificar con el conjunto de ideales maximales del álgebra.

Teorema 1.16 ([41], Theorem 4.3). Si A es un álgebra de Banach conmutativa, en-
tonces ϕ 7−→ Ker(ϕ) define una biyección entreMA y el espacio de ideales maximales
(propios) de A.

Gleason, Kahane y Zelazko caracterizaron a los funcionales lineales multiplicativos
tal y como se muestra a continuación.

Teorema 1.17 ([41], Theorem 4.5). Un funcional lineal ϕ en un álgebra de Banach
A es multiplicativo si y solo si ϕ(1) = 1 y ϕ(x) 6= 0 cuando x es invertible.
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La transformada de Gelfand

Definición 1.18. Sea A un álgebra de Banach. La transformada de Gelfand es el
mapeo Γ : A → C(MA) definido por

Γ(x)(ϕ) = ϕ(x), x ∈ A, ϕ ∈MA

Es fácil ver que la transformada de Gelfand es un homomorfismo con norma
||Γ|| ≤ 1. En general Γ no es ni inyectiva ni suprayectiva; el espacio de ideales maxi-
males incluso puede ser vaćıo. Sin embargo, si el álgebra de Banach A es conmutativa,
la transformada de Gelfand distingue elementos invertibles.

Proposición 1.19 ([41], Proposition 5.1). Sea A un álgebra de Banach conmutativa
y x ∈ A. Entonces x es invertible en A si y solo si Γ(x) es invertible en C(MA).

Definición 1.20. Sea A un álgebra de Banach y x ∈ A. Definimos el radio espectral
de x como r(x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x)}.

Proposición 1.21. Si x está en un álgebra de Banach conmutativa A, entonces

σA(x) = σC(MA)(Γ(x)) = Im(Γ(x)) y r(x) = ||Γ(x)||∞ = sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈MA}.

Demostración. Es inmediato del Ejemplo 1.6 y de la Proposición 1.19

Como el espectro está definido en una manera puramente algebraica, el radio es-
pectral es una cantidad dependiendo solamente de la estructura algebraica del álgebra
de Banach. Sin embargo, el radio espectral también puede ser definido en términos
puramente topológicos.

Teorema 1.22 (La fórmula del radio espectral ([41], Theorem 5.5)). Para todo
elemento x en un álgebra de Banach A tenemos

r(x) = ĺım
n→∞
||xn||

1
n = ı́nf

n
||xn||

1
n

Observación 1.23. Supongamos que A es un álgebra de Banach y B es una subálge-
bra cerrada conteniendo la identidad. Si x ∈ B, entonces σA(x) 6= σB(x) en general.
Aśı el espectro de un elemento depende del álgebra que lo contiene. Sin embargo, la
fórmula del radio espectral muestra que el radio espectral de un elemento es indepen-
diente del álgebra de Banach que lo contiene.
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1.3. Álgebras C∗

Definición 1.24. Un álgebra C∗ es un álgebra de Banach A junto con un mapeo
x 7→ x∗ en A satisfaciendo las siguientes condiciones:

(1) (x∗)∗ = x para todo x ∈ A

(2) (ax+ by)∗ = ax∗ + by∗ para todo x, y ∈ A y a, b ∈ C.

(3) (xy)∗ = y∗x∗ para todo x,∈ A.

(4) ||x∗x|| = ||x||2 para todo x ∈ A.

Cualquier mapeo x 7→ x∗ en un álgebra satisfaciendo (1), (2) y (3) se conoce como
involución. El elemento x∗ usualmente es llamado el adjunto de x.

Ejemplo 1.25. Dado K compacto A = C(K) con f ∗ = f es un álgebra C∗ conmu-
tativa. Notemos que si K consiste de n puntos distintos, entonces C(K) ∼= Cn. Aśı
existen álgebras C∗ de cualquier dimensión.

Ejemplo 1.26. A = B(H) con la operación adjunto usual como involución es un
álgebra C∗. Si H tiene dimensión n, entonces B(H) = Mn(C) es el álgebra de todas
las matrices complejas n×n y el adjunto de una matriz es su transpuesta conjugada.

Ejemplo 1.27. Supongamos que A es un álgebra C∗ y B es una subálgebra cerrada
de A que es cerrada bajo la involución. Entonces B es un álgebra C∗ con la norma,
involución y estructura algebraica heredada de A. Llamamos a tal B una subálgebra
C∗ de A.

Ejemplo 1.28. Si A1, . . . ,An son álgebras C∗, la suma directa A1 ⊕ · · · ⊕ An es un
álgebra C∗ con las operaciones algebraicas componente a componente y con la norma
||(a1, . . . , an)|| = sup ||ai||.

Teorema 1.29 ([41], Theorem 15.7). Sea A un álgebra C∗ e I un ideal cerrado en
A. Entonces A/I, dotado con la estructura algebraica natural y la norma cociente
(1.1), es un álgebra C∗.

Ahora definimos algunos elementos especiales que frecuentemente se encuentran
en las álgebras C∗.

Definición 1.30. Sea A un álgebra C∗ y x ∈ A.
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1. Decimos que x es autoadjunto si x∗ = x

2. Decimos que x es unitario si x∗x = xx∗ = 1.

3. Decimos que x es normal si x∗x = xx∗.

4. Decimos que x es positivo si existe y ∈ A tal que x = y∗y.

5. Decimos que x es una proyección si x∗ = x = x2.

Es claro que los elementos autoadjuntos y unitarios son normales. Escribimos x ≥ 0
si x es positivo.

Teorema 1.31 ([41], Theorem 8.1). Si x es normal en un álgebra C∗ A, entonces
r(x) = ||x||.

Como una consecuencia del teorema anterior, es que hay a lo más una norma
haciendo de A un álgebra C∗. De hecho, si || || hace de A un álgebra C∗, entonces

||x||2 = ||x∗x|| = r(x∗x) = sup{|λ| : λ ∈ σ(x∗x)}.

Aśı la norma está uńıvocamente determinada por la estructura algebraica de A y por
la involución usada.

Proposición 1.32 ([41], Proposition 8.2). Sea A un álgebra C∗ y x ∈ A.

1. Si x es autoadjunto, entonces σ(x) ⊂ R.

2. Si x es unitario, entonces σ(x) ⊂ S1.

Definición 1.33. Sean A y B álgebras C∗. Un mapeo Φ : A → B es un homomorfismo
C∗ si

1. Φ(ax+ by) = aΦ(x) + bΦ(y) para todo a, b ∈ C y x, y ∈ A.

2. Φ(xy) = Φ(x)Φ(y) para todo x, y ∈ A.

3. Φ(x∗) = Φ(x)∗ para todo x ∈ A.

4. Φ mapea la identidad de A a la identidad de B.

Si además Φ es biyectivo, decimos que Φ es un isomorfismo C∗.

Los homomorfismos C∗ tienen la cualidad de que siempre son continuos. Además
todo homomorfismo C∗ inyectivo es una isometŕıa (ver [41, Theorem 10.7]).
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Proposición 1.34. Sean A y B álgebras C∗ y Φ : A → B un homomorfismo C∗.
Para todo x ∈ A tenemos σ(Φ(x)) ⊂ σ(x) y ||Φ(x)|| ≤ ||x||.

Demostración. La contención σ(Φ(x)) ⊂ σ(x) es clara. Esta contención, junto con la
fórmula de radio espectral para elementos normales también da

||x||2 = ||x∗x|| = r(x∗x) ≥ r(Φ(x∗x)) = r(Φ(x)∗Φ(x)) = ||Φ(x)∗Φ(x)|| = ||Φ(x)||2

Corolario 1.35. Sean A y B álgebras C∗ y Φ : A → B un isomorfismo C∗. Entonces
σ(Φ(x)) = σ(x) y ||Φ(x)|| = ||x|| para todo x ∈ A.

El siguiente teorema muestra que las únicas álgebras C∗ conmutativas con iden-
tidad son las álgebras de funciones continuas C(K) para algún espacio Hausdorff
compacto K.

Teorema 1.36 ([41], Theorem 9.4). Para un álgebra C∗ conmutativa A, la transfor-
mada de Gelfand es un isomorfismo C∗ de A en C(MA).

Supongamos ahora que A es un álgebra C∗ y F ⊂ A. La subálgebra C∗ de A
generada por F , denotada por C∗(F ), es la intersección de todas las subálgebras C∗

de A que contienen a F . El álgebra C∗(F ) puede ser descrita como sigue. Para todo
número natural n definimos Wn = {x1 . . . xn : xj ∈ F ∪F ∗} y W =

⋃∞
n=1Wn. Usando

que W = W ∗ es cerrado bajo multiplicación, vemos que el generado lineal cerrado de
W es una subálgebra-∗ de A. Se sigue que

C∗(F ) = span W.

Ejemplo 1.37. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y {en}n∈N
una base ortonormal para H. Consideremos el operador S : H → H definido por

S(en) = en+1 para todo n ∈ N, entonces S∗(en) =

{
en−1, n > 1,

0, n = 1,
y S∗S = I 6= SS∗.

Coburn mostró en [8] que el álgebra C∗ generada por S es universal, en el sentido que
si A es un álgebra C∗ con identidad y V es una isometŕıa no unitaria en A, entonces
C∗(S) ∼= C∗(V ).

Ejemplo 1.38. Sea n ≥ 2 y H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita.
Si s1, . . . , sn ∈ B(H) satisfacen

s∗1s1 = . . . = s∗nsn = 1 = s1s
∗
1 + · · ·+ sns

∗
n
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entonces C∗(s1, . . . , sn) se conoce como el álgebra de Cuntz y es denotada por On. Fue
introducida por J. Cuntz en [12], donde él prueba que On tiene la siguiente propiedad
universal: si A es un álgebra C∗ conteniendo elementos t1, . . . , tn satisfaciendo t∗j tj =
1 = t1t

∗
1 + · · · + tnt

∗
n, entonces C∗(t1, . . . , tn) ∼= On. También existe una contraparte

O∞, el álgebra C∗ universal generada por una sucesión de isometŕıas {Si}i∈N con
rangos mutuamente ortogonales.

Gelfand y Naimark se dieron cuenta que toda álgebra C∗ se puede realizar como
un álgebra de operadores en un espacio de Hilbert. La construcción es como sigue.

Definición 1.39. Una representación de un álgebra C∗ A es una pareja (H, π) con-
sistiendo de un espacio de Hilbert H y un homomorfismo C∗ π : A −→ B(H).
Decimos que la representación (H, π) es fiel si π es inyectiva y que es no degenerada
si π(x)ξ = 0 para toda x ∈ A implica ξ = 0.

Definición 1.40. Sea A un álgebra C∗ y ϕ un funcional lineal en A. Decimos que ϕ
es un estado si ϕ(x) ≥ 0 para todo x ≥ 0 y ϕ(1) = 1. Denotamos por S(A) al espacio
de los estados en A.

Proposición 1.41 ([41], Proposition 14.1). Si ϕ es un estado en un álgebra C∗ A,
entonces Lϕ := {x ∈ A : ϕ(x∗x) = 0} es un ideal izquierdo cerrado en A. Además
ϕ(y∗x) = 0 cuando x o y están en Lϕ.

Dado un estado ϕ en un álgebra C∗ A, sea H0
ϕ = A/Lϕ. Denotamos por [x] a las

clases de equivalencia en el cociente. Es claro que H0
ϕ es un espacio pre-Hilbertiano

con el producto interno 〈[x], [y]〉 := ϕ(y∗x) para todo x, y ∈ A.
Denotamos por Hϕ a la completación de H0

ϕ con respecto a este producto interno.

Teorema 1.42 (Construcción GNS ([41], Theorem 14.4)). Sea A un álgebra C∗,

entonces existe un homomorfismo C∗ inyectivo π : A −→ B
(⊕

ϕ∈S(A) Hϕ

)
. Más aún,

(
⊕

ϕ∈S(A) Hϕ, π) es una representación no degenerada.

1.4. Unitalización

Para algunas aplicaciones puede ser necesario considerar álgebras sin identidad.
El siguiente argumento muestra que toda álgebra de Banach (sin identidad) se puede
pensar como una subálgebra cerrada de un álgebra de Banach con identidad.

Sea A un álgebra (posiblemente sin identidad) equipada con una norma completa
|| || satisfaciendo ||xy|| ≤ ||x|| ||y|| para todo x, y ∈ A. Sea

Ã = {(x, a) : x ∈ A, a ∈ C}
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Es claro que Ã es un espacio vectorial con las operaciones lineales definidas compo-
nente a componente. También Ã es un álgebra si definimos una multiplicación por
(x, a)(y, b) = (xy + ay + bx, ab) y definimos una norma en Ã por

||(x, a)|| = ||x||+ |a|. (1.2)

Entonces es fácil checar que Ã se vuelve un álgebra de Banach con identidad 1 = (0, 1).
Es obvio que el mapeo x 7→ (x, 0) es un isomorfismo isométrico de A sobre un ideal
cerrado de Ã. Al álgebra Ã se le conoce como la unitalización de A.

Si adicionalmente A es un álgebra C∗, la función (x, a) 7→ (x∗, a) es una involución
en Ã. Sin embargo, la norma (1.2) no es compatible con esta involución cuando se
intenta hacer a Ã un álgebra C∗. No obstante, siempre es posible extender la norma
de A a una sobre Ã que hace de Ã un álgebra C∗.

Teorema 1.43 ([41], Theorem 15.1). Sea A un álgebra C∗ sin identidad, entonces

||(x, a)|| = sup{||xy + ay|| : y ∈ A, ||y|| ≤ 1} (1.3)

es una norma sobre Ã que hace de Ã un álgebra C∗ y ||(x, 0)|| = ||x|| para todo x ∈ A.

Observación 1.44. Supongamos que A es un álgebra C∗ con identidad, en este caso
la función (x, a) 7→ (x + a1, a) define un isomorfismo-∗ de Ã en A ⊕ C. Por tanto
||(x, a)|| := sup{||x+ a1||, |a|} es una norma en Ã haciéndola un álgebra C∗.

Ejemplo 1.45. Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto (pero no compacto).
Sea C0(X) el espacio de las funciones continuas sobre X que se anulan en∞, i.e. una
función continua f pertenece a C0(X) si y solo si para todo ε > 0 existe un conjunto
compacto Kε en X tal que |f(x)| < ε para todo x ∈ X \ Kε. Si X∞ = X ∪ {∞} es
la compactificación unipuntual de X, entonces una función f ∈ C(X∞) pertenece a
C0(X) si y solo si f(∞) = 0. El espacio C0(X) es un álgebra C∗ conmutativa sin
identidad cuando es dotada de la norma del supremo y las operaciones algebraicas
obvias.

Consideremos la unitalización C̃0(X) con la norma (1.3) y definamos la función

ρ : C̃0(X) → C(X∞) mediante ρ(f, λ) = f̃ + λ donde f̃(x) =

{
f(x), x 6=∞,
0, x =∞.

Afirmamos que ρ es un isomorfismo C∗.

Para ver la inyectividad supongamos que f̃1 + λ1 = f̃2 + λ2, evaluando en ∞
tenemos que λ1 = λ2 y por tanto f1 = f2.
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La suprayectividad es inmediata de la igualdad ρ(f − f(∞), f(∞)) = f para
f ∈ C(X∞).

Para verificar que es homomorfismo tomamos f1, f2 ∈ C0(X) y λ1, λ2 ∈ C,
entonces

ρ((f1, λ1)(f2, λ2)) =ρ(f1f2 + λ1f2 + λ2f1, λ1λ2)

=f̃1f̃2 + λ2f̃1 + λ1f̃1 + λ1λ2

=(f̃1 + λ1)(f̃2 + λ2) = ρ(f1, λ1)ρ(f2, λ2)

Evidentemente ρ preserva involuciones y ρ(0, 1) = 1.

En particular C̃0(Rn) ∼= C(Sn) y ˜C0([0, 1)) ∼= C([0, 1]).

Un resultado análogo al Teorema 1.36 se puede obtener para álgebras C∗ conmu-
tativas sin identidad.

Teorema 1.46 ([41], Theorem 15.9). Supongamos que A es un álgebra C∗ conmuta-
tiva sin identidad y M es el espacio de ideales maximales de A. Entonces la trans-
formada de Gelfand Γ : A → C0(M) es un isomorfismo C∗.

1.5. Producto tensorial

Si A y B son álgebras C∗, podemos formar su producto tensorial algebraico A�B
sobre C. A � B tiene una estructura natural como un álgebra-∗ con multiplicación
(a1 ⊗ b1)(a2 ⊗ b2) = a1a2 ⊗ b1b2 e involución (a⊗ b)∗ = a∗ ⊗ b∗. Si existe una norma
C∗ γ en A� B, escribiremos A⊗γ B para la completación.

Ejemplo 1.47. Si A es un álgebra con involución, entonces A � C ∼= A. En efec-
to, consideramos el mapeo bilineal (a, λ) 7→ λa y lo extendemos a un mapeo lineal
suprayectivo

∑
ai ⊗ λi 7→

∑
λiai de A � C sobre A. Para ver la inyectividad basta

notar que
∑
ai⊗λi = (

∑
λiai)⊗ 1. El mapeo claramente es multiplicativo y preserva

involución.

A�B tiene la propiedad universal que cuando πA y πB son homomorfismos-∗ de A
y B respectivamente, a un álgebra-∗ C, tales que πA(A) y πB(B) conmutan, entonces
existe un único homomorfismo π : A � B → C tal que π(a ⊗ b) = πA(a)πB(b) para
todo a ∈ A, b ∈ B. Tomando C = B(H), obtenemos representaciones de A�B y por
tanto seminormas C∗ inducidas.
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Una manera estándar de generar tales representaciones es v́ıa producto tensorial
de espacios de Hilbert: si (H1, πA) y (H2, πB) son representaciones de A y B respec-
tivamente, podemos formar la representación (H1 ⊗H2, π = πA ⊗ πB) de A� B por
π(a ⊗ b) = πA(a) ⊗ πB(b). Si πA y πB son fieles, entonces no es dif́ıcil mostrar que
πA ⊗ πB es fiel, aśı A�B tiene al menos una norma C∗. También, para cualquier πA
y πB tenemos ||(πA ⊗ πB)(

∑n
i=1 ai ⊗ bi)|| ≤

∑n
i=1 ||ai|| ||bi||, aśı la norma∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ai ⊗ bi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
mı́n

:= sup

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣(πA ⊗ πB)

(
n∑
i=1

ai ⊗ bi

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

(sobre todas las representaciones πA de A y πB de B) es finita y por tanto una norma
C∗, llamada la norma espacial sobre A�B; también se conoce como la norma minimal
porque en efecto resulta ser la norma C∗ más pequeña sobre A�B. (Una consecuencia
de la minimalidad de || · ||mı́n es que si πA y πB son cualesquiera representaciones
fieles de A y B respectivamente, y x ∈ A � B, entonces ||(πA ⊗ πB)(x)|| = ||x||mı́n,
i.e. la norma espacial es independiente de las representaciones fieles elegidas). La
completación de A� B con respecto a esta norma es escrita A⊗mı́n B y es conocido
como el producto tensorial espacial o minimal de A y B.

Proposición 1.48. Sean A,B y C álgebras C∗ y sean ϕ : A → C y ψ : B → C
homomorfismos C∗ inyectivos tales que ϕ(A) conmuta con ψ(B). Entonces existe un
único homomorfismo C∗ inyectivo ϕ⊗ψ : A⊗mı́nB → C tal que ϕ⊗ψ(a⊗b) = ϕ(a)ψ(b)
para todo a ∈ A y b ∈ B.

Demostración. Puesto que ϕ(A) y ψ(B) conmutan, existe un único homomorfismo
ϕ ⊗ ψ : A � B → C tal que ϕ ⊗ ψ(a ⊗ b) = ϕ(a)ψ(b) para todo a ∈ A y b ∈ B. Sea
ahora (H, πC) una representación fiel de C, entonces (H, πC ◦ ϕ) y (H, πC ◦ ψ) son
representaciones fieles de A y B respectivamente. Aśı, dado x =

∑
k ak ⊗ bk ∈ A�B

tenemos

||x||mı́n =||(πC ◦ ϕ)⊗ (πC ◦ ψ)(
∑
k

ak ⊗ bk)|| = ||πC(
∑
k

ϕ(ak)ψ(bk))||

=||
∑
k

ϕ(ak)ψ(bk)|| = ||ϕ⊗ ψ(
∑
k

ak ⊗ bk)|| = ||ϕ⊗ ψ(x)||.

Por tanto ϕ⊗ ψ se extiende a una isometŕıa sobre todo A⊗mı́n B.

También existe una norma C∗ maximal en A�B. En efecto, toda representación
de A� B viene de un par de representaciones que conmutan de A y B:
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Teorema 1.49 ([3], II.9.2.1). Sean A y B álgebras C∗ y (H, π) una representación
no degenerada de A � B. Entonces existen representaciones no degeneradas (H, πA)
de A y (H, πB) de B tales que π(a⊗ b) = πA(a)πB(b) = πB(b)πA(a) para todo a, b.

Corolario 1.50. Sean A y B álgebras C∗. Entonces toda seminorma C∗ γ en A�B
satisface γ(a ⊗ b) ≤ ||a|| ||b|| para todo a, b y se extiende a una seminorma C∗ de
Ã � B̃.

Demostración. Sea α := máx{γ, || ||mı́n}, entonces α es una norma C∗ en A�B. Sea
(H, π) una representación fiel no degenerada de A⊗α B, por el Teorema 1.49 existen
representaciones no degeneradas (H, πA) y (H, πB) tales que π(a⊗ b) = πA(a)πB(b) =
πB(b)πA(a) para todo a ∈ A y b ∈ B. Por tanto

γ(a⊗ b) ≤ α(a⊗ b) = ||π(a⊗ b)|| ≤ ||πA(a)|| ||πB(b)|| ≤ ||a|| ||b||

El resto de la demostración puede consultarse en [33, 6.4.10 Theorem]

Aśı ||π(
∑n

i=1 ai⊗ bi)|| ≤
∑n

i=1 ||ai|| ||bi|| para cualquier representación π de A�B
y por tanto ∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ai ⊗ bi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
máx

:= sup

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣π
(

n∑
i=1

ai ⊗ bi

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

donde el supremo es tomado sobre todas las representaciones, es una norma C∗ (finita)
sobre A�B. La completación es denotada por A⊗máxB, y se conoce como el producto
tensorial maximal de A y B.

La notaciones || · ||mı́n y || · ||máx están justificadas por el siguiente hecho:

Proposición 1.51 ([3], II.9.5.2). Supongamos que A y B son álgebras C∗. Para toda
norma C∗ γ en A� B se tiene || · ||mı́n ≤ γ ≤ || · ||máx y γ satisface

γ(a⊗ b) = ||a|| ||b|| ∀a ∈ A, b ∈ B.

Definición 1.52. Un álgebra C∗ A se dice que es nuclear, si para toda álgebra C∗

B, existe una única norma C∗ sobre A� B. Si A es nuclear, escribimos A⊗ B para
A⊗máx B = A⊗mı́n B.

Por la Proposición 1.51, un álgebra C∗ A es nuclear si y solo para toda álgebra
C∗ B, la norma espacial || · ||mı́n y la norma maximal || · ||máx en A� B coinciden.
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Ejemplo 1.53. Sea A un álgebra C∗ y {eij} la base canónica para Mn(C). Todo
elemento en t ∈ A�Mn(C) puede ser escrito t =

∑
aij⊗ eij donde los aij son únicos

(ver [40, T.2.8]). El mapeo

ψ : A�Mn(C) −→Mn(A),
∑

aij ⊗ eij 7→ (aij),

es lineal, multiplicativo (eijekm = δjkeim), preservando la involución (e∗ij = eji), y
claramente biyectivo. Como Mn(A) es un álgebra C∗ (ver [3, II.6.6.2]), A �Mn(C)
es un álgebra C∗ con la norma inducida por ψ. Aśı Mn(C) es nuclear.

Ejemplo 1.54. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita, entonces
K(H) es nuclear (ver [33, 6.3.2. Example]). Además, dado que H⊗H también es un
espacio de Hilbert separable de dimensión infinita, se tiene que H ∼= H ⊗ H y por
tanto K(H) ∼= K(H⊗H) ∼= K(H)⊗K(H).

Otro ejemplo importante es:

Teorema 1.55 ([40], Corollary T.6.17). Sea X un espacio Hausdorff compacto, B un
álgebra C∗ con identidad y α una norma C∗ sobre C(X)� B. Entonces α = || · ||mı́n

y C(X)⊗ B puede ser identificado con C(X,B) bajo el mapeo f ⊗ b 7→ (x 7→ f(x)b).
En particular, si B = C(Y ) entonces C(X)⊗ C(Y ) ∼= C(X,C(Y )) ∼= C(X × Y ).

Teorema 1.56. Toda álgebra C∗ A conmutativa es nuclear.

Demostración. Es suficiente mostrar el caso donde A = C0(X) para X un espacio
Hausdorff localmente compacto. Sea B un álgebra C∗ arbitraria (con o sin identidad),
y considere una norma C∗ γ en A�B. De acuerdo al Corolario 1.50 podemos extender
γ a una norma C∗ γ̃ sobre Ã�B̃ y como Ã ∼= C(X∞), γ̃ debe ser la norma espacial en
Ã� B̃. Pero entonces γ, siendo la restricción de γ̃ a A�B, es la norma espacial.

La extensión a productos tensoriales infinitos se da en la sección 2.3. Más resul-
tados sobre productos tensoriales pueden ser hallados en [3, 40, 33].

1.6. Producto cruzado

Si X es un espacio localmente compacto, denotamos por Cc(X) al conjunto de
todas las funciones continuas con soporte compacto en X. Una integral positiva en
Cc(X) es un funcional lineal

∫
: Cc(X)→ C tal que

∫
X
f(x)dx :=

∫
(f) ≥ 0 si f ≥ 0.

Si H es un espacio de Hilbert y F : X → B(H) es una función débilmente continua
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(i.e., x 7→ 〈F (x)ξ, η〉 es continua para todo ξ, η ∈ H) con soporte compacto, entonces
existe un único operador

∫
X
F (x)dx ∈ B(H) tal que〈(∫

X

F (x)dx

)
ξ, η

〉
=

∫
X

〈F (x)ξ, η〉dx ∀ξ, η ∈ H.

Si G es un grupo localmente compacto, entonces existe una integral positiva distinta
de cero

∫
: Cc(G) → C, conocida como la integral de Haar sobre Cc(G), tal que∫

G
f(gx)dx =

∫
G
f(x)dx para todo f ∈ Cc(G) y g ∈ G. La integral de Haar es

única salvo multiplicación por un número positivo, lo cual implica que para todo
g ∈ G existe ∆(g) ∈ R+ tal que

∫
G
f(x)dx = ∆(g)

∫
f(xg)dx para todo f ∈ Cc(G)

(pues el lado derecho de la ecuación define una nueva integral de Haar). La función
∆ : G → (0,∞) es un homomorfismo de grupos continuo. Un grupo G es llamado
unimodular si ∆(g) = 1 para todo g ∈ G. Todos los grupos discretos, compactos y
abelianos son unimodulares. Como una referencia general a la integral de Haar vea
[16].

Definición 1.57. Una acción de un grupo localmente compacto G en un álgebra C∗

A es un homomorfismo α : G → Aut(A); s 7→ αs de G en el grupo Aut(A) de
automorfismos C∗ de A tal que s 7→ αs(a) es continuo para todo a ∈ A. La terna
(A,G, α) se conoce como sistema dinánimo C∗ (o sistema covariante).

Ejemplo 1.58. Si G × X → X; (s, x) 7→ s · x es una acción continua de G so-
bre un espacio Hausdorff localmente compacto X, entonces G actúa en C0(X) por
(αs(f))(x) := f(s−1 · x).

Si (A, G, α) es un sistema dinámico C∗, entonces Cc(G,A) se vuelve un álgebra-∗
con respecto al producto e involución definidos por

f ∗ g(s) =

∫
G

f(t)αt(g(t−1s))dt, f ∗(s) = ∆(s−1)αs(f(s−1))∗,

Una representación covariante de (A, G, α) en un espacio de Hilbert H es un par
(π, U), donde π : A → B(H) es una representación y U : G → U(B(H)) es un
homomorfismo fuertemente continuo 1 satisfaciendo

π(αs(a)) = Usπ(a)Us−1 ∀s ∈ G.

1Esto significa que para todo ξ ∈ H, el mapeo g 7→ Ug(ξ) es continuo.
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Si (π, U) es una representación covariante, su forma integrada π × U : Cc(G,A) −→
B(H) está dada por

(π × U)(f) :=

∫
G

π(f(s))Usds ∈ B(H).

Es sencillo checar que π × U es un homomorfismo-∗.
Las representaciones covariantes existen. En efecto, si π : A −→ B(H) es cualquier

representación, entonces podemos construir una representación covariante como sigue:
Sea π̃ : A → B(L2(G,H)) dada por (π̃(x)ξ)(s) := π(α−1

s (x))(ξ(s)) para todo x ∈ A,
ξ ∈ L2(G,H) y s ∈ G. También considere U : G → U(B(L2(G,H))) dada por
(Utξ)(s) = ξ(t−1s) para todo t, s ∈ G y ξ ∈ L2(G,H). Es fácil verificar que π̃ es
una representación C∗ de A y U una representación unitaria de G. Verificamos la
condición de covarianza

(Utπ̃(x)U∗t ξ)(s) =(π̃(x)U∗t ξ)(t
−1s) = π(α−1

t−1s(x))(U∗t ξ(t
−1s))

=π(α−1
s αt(x))ξ(s) = (π̃(αt(x))ξ)(s)

Definición 1.59. Sea (A, G, α) un sistema dinámico C∗. El producto cruzado AoαG
(o solo AoG si α es entendido) es la completación de Cc(G,A) con respecto a

||f || := sup ||(π × U)(f)||

donde (π, U) vaŕıa en todas las representaciones covariantes de (A, G, α). Otras no-
taciones también son usadas para el producto cruzado, tales como C∗(A, α), GnαA.

Observación 1.60. Si G es discreto, entonces A se encaja en A oα G v́ıa
ι : a 7→ δe ⊗ a ∈ Cc(G,A) ⊆ A oα G. Si en adición A tiene identidad, entonces
G también se encaja en Aoα G v́ıa j : g 7→ δg ⊗ 1A. Tenemos las relaciones

j(g) ∗ ι(a) = ι(αg(a)) ∗ j(g) para todo a ∈ A y g ∈ G (1.4)

Además f =
∑
x∈G

δx ⊗ f(x) =
∑
x∈G

(δe ⊗ f(x)) ∗ (δx ⊗ 1A) =
∑
x∈G

ι(f(x)) ∗ j(x) para to-

do f ∈ Cc(G,A). El producto cruzado es entonces el álgebra C∗ generada por ι(A) y
j(G) sujeta a la relación (1.4).

Ejemplo 1.61. El álgebra de rotación irracional Aθ es el álgebra C∗ universal genera-
da por dos elementos unitarios satisfaciendo la relación uv = e2πiθvu con θ ∈ [0, 1]\Q.
Si Z actúa en S1 v́ıa n·z = ei2πθnz, entonces Aθ ∼= C(S1)oZ. En efecto, como Z es dis-
creto y C(S1) tiene identidad, tenemos encajes canónicos de C(S1) y Z en C(S1)oZ.
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Si denotamos v = ι(idS1) y u = j(1), entonces u, v son elementos unitarios y la
relación (1.4) muestra que uv = e2πiθvu y por lo tanto

Aθ ∼= C∗(u, v) = C∗(ι(C(S1)), j(Z)) = C(S1) oθ Z.

Observación 1.62. Cuando A tiene identidad, un producto cruzado de la forma
Aoα Z es el álgebra C∗ generada por una copia de A junto con un unitario u satis-
faciendo α1(a) = uau∗ para todo a ∈ A.

El lector interesado en más detalles del producto cruzado puede consultar [3, 14,
35].



Caṕıtulo 2

K-teoŕıa de álgebras C∗

A grandes rasgos la K-teoŕıa de álgebras C∗ consiste de un par de funtores co-
variantes, conocidos como K0 y K1, que a toda álgebra C∗ A le asocian dos grupos
abelianos K0(A) y K1(A). Estos funtores son invariantes homotópicos, lo que permite
sustituir objetos exóticos por otros mejor conocidos. La K-teoŕıa revela propiedades
del álgebra C∗ en cuestión, e incluso en circunstancias favorables, clasifica las álge-
bras C∗. En este caṕıtulo describimos la K-teoŕıa para álgebras C∗; enunciamos los
resultados fundamentales y exploramos herramientas para el cálculo de la K-teoŕıa.

2.1. El grupo K0 de un álgebra C∗ con identidad

La K-teoŕıa de un álgebra C∗ está definida en términos de clases de equivalencia de
sus proyecciones y elementos unitarios. En esta sección damos los resultados necesarios
sobre estos elementos y definimos K0 para un álgebra C∗ con identidad.

Definición 2.1. Sea X un espacio topológico. Decimos que dos puntos a, b ∈ X son
homotópicos en X, escrito a ∼h b, si existe una función continua v : [0, 1] −→ X tal
que v(0) = a y v(1) = b. La relación ∼h es una relación de equivalencia sobre X.

Denotamos por P(A) al conjunto de todas las proyecciones de un álgebra C∗ A.

Definición 2.2. Definimos dos relaciones de equivalencia sobre P(A):

p ∼ q si existe v ∈ A con p = v∗v y q = vv∗ (equivalencia Murray-von Neu-
mann),

p ∼u q si existe u ∈ U(Ã) con q = upu∗ (equivalencia unitaria).

21
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Tenemos tres relaciones de equivalencia ∼h,∼u y ∼ en el conjunto de proyeccio-
nes en un álgebra C∗. La Proposición 2.4 dice que homotoṕıa es más fuerte que la
equivalencia unitaria la cual es más fuerte que la equivalencia Murray-von Neumann.

Proposición 2.3 ([38], Proposition 2.2.2). Sea A un álgebra C∗ con identidad y sean
p, q ∈ P(A). Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. p ∼u q,

2. q = upu∗ para algún u ∈ U(A),

3. p ∼ q y 1A − p ∼ 1A − q.
Proposición 2.4 ([38], Proposition 2.2.7). Sean p, q ∈ P(A). Entonces

p ∼h q =⇒ p ∼u q =⇒ p ∼ q.

Ninguna de las implicaciones p ∼ q ⇒ p ∼u q y p ∼u q ⇒ p ∼h q se cumple en
general.

Ejemplo 2.5. Sea S : `2(N) −→ `2(N) el operador dado por S(en) = en+1 para todo
n ∈ N, entonces S∗S = I 6= SS∗. Notemos que 0 = I − S∗S 6∼ I − SS∗, porque de lo
contrario V ∗V = 0 y V V ∗ = I−SS∗ para algún V ∈ U(`2(N)), aśı V = 0 y por tanto
I − SS∗ = 0 lo cual es absurdo. Por la Proposición 2.3 concluimos que S∗S 6∼u SS∗.

Aunque las relaciones no son equivalentes, śı son iguales módulo álgebras matri-
ciales.

Proposición 2.6 ([38], Proposition 2.2.8). Sean p, q ∈ P (A). Entonces

1. Si p ∼ q =⇒
(
p 0
0 0

)
∼u
(
q 0
0 0

)
en M2(A).

2. Si p ∼u q =⇒
(
p 0
0 0

)
∼h
(
q 0
0 0

)
en M2(A).

Definición 2.7. Sea A un álgebra C∗, definimos

Pn(A) = P(Mn(A))∀n ∈ N, P∞(A) =
∞⋃
n=1

Pn(A)

Definimos una relación sobre P∞(A). Si p ∈ Pn(A) y q ∈ Pm(A) entonces p ∼0 q si
existe v ∈Mm×n(A) tal que p = v∗v y q = vv∗. Definimos una operación binaria por

p⊕ q = diag(p, q) =

(
p 0
0 q

)
∈ Pn+m(A).
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La relación ∼0 es una relación de equivalencia sobre P∞(A). Combina la relación
de equivalencia Murray-von Neumann ∼ con una identificación de proyecciones en
álgebras matriciales de diferentes tamaños sobre A.

Proposición 2.8. Sean p, q, r, p′, q′ ∈ P(A) para un álgebra C∗ A.

1. p ∼0 p⊕ 0n ∀n ∈ N,

2. si p ∼0 p
′ y q ∼0 q

′ entonces p⊕ q ∼0 p
′ ⊕ q′,

3. p⊕ q ∼0 q ⊕ p,

4. (p⊕ q)⊕ r = p⊕ (q ⊕ r).

Demostración. 1. p =
(
p∗ 0

)(p
0

)
∼0

(
p
0

)(
p∗ 0

)
=

(
p 0
0 0

)
= p⊕ 0n

2. Si p ∼0 p
′ y q ∼0 q

′, entonces existen v, w tales que

p = v∗v, p′ = vv∗, q = w∗w, q′ = ww∗

Sea u2 = diag(v, w). Entonces p⊕ q = u∗2u2 ∼0 u2u
∗
2 = p′ ⊕ q′.

3. p⊕ q =

(
0 p∗

q∗ 0

)(
0 q
p 0

)
∼0

(
0 q
p 0

)(
0 p∗

q∗ 0

)
= q ⊕ p

4. Es trivial.

Definición 2.9 (El semigrupo D(A)). Sea A un álgebra C∗ con identidad. Defini-
mos

D(A) := P∞(A)/ ∼0

Para todo p ∈ P∞(A) denotamos [p]D ∈ D(A). Definimos una suma en D(A) por
[p]D + [q]D = [p⊕ q]D para p, q ∈ P∞(A).

Se sigue de la Proposición 2.8 que esta operación está bien definida y (D(A),+)
es un semigrupo abeliano. A este semigrupo le asociamos un grupo abeliano v́ıa la
construcción de Grothendieck:
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Definición 2.10. Sea (S,+) un semigrupo abeliano. Definimos una relación de equi-
valencia en S×S por (x1, y1)R(x2, y2) si existe z ∈ S tal que x1 +y2 +z = x2 +y1 +z.

Denotamos por G(S) = (S × S)/R y 〈x, y〉 a la clase de equivalencia de
(x, y) ∈ S × S. La operación 〈x1, y1〉 + 〈x2, y2〉 = 〈x1 + x2, y1 + y2〉 está bien de-
finida y hace de (G(S),+) un grupo abeliano. Al grupo G(S) se le conoce como el
grupo de Grothendieck de S.

Dado z ∈ S fijo, la función γS : S −→ G(S) definida por γS(x) = 〈x + z, z〉 es
independiente de la elección de z y es aditiva. Se conoce como la función de Grothen-
dieck.

Ejemplo 2.11. 1. El grupo de Grothendieck del semigrupo abeliano (Z+,+) es
(Z,+).

2. El grupo de Grothendieck del semigrupo abeliano (Z+ ∪ {∞},+) es isomorfo a
{0} pues

n1 +m2 +∞ =∞ = m1 + n2 +∞ ∀n1,m1, n2,m2 ∈ Z+

Presentamos algunas propiedades del grupo de Grothendieck.

Proposición 2.12. 1. Propiedad universal. Si H es un grupo abeliano y
ϕ : S −→ H es un mapeo aditivo, entonces existe un único homomorfismo
de grupos ψ : G(S) −→ H tal que ψ ◦ γS = ϕ.

S
ϕ //

γS !!

H

G(S)
ψ

<<

2. Funtorialidad. Para todo homomorfismo de semigrupos ϕ : S −→ T existe
un único homomorfismo de grupos G(ϕ) : G(S) −→ G(T ) haciendo el siguiente
diagrama conmutativo.

S

γS
��

ϕ // T

γT
��

G(S)
G(ϕ)

// G(T )

3. G(S) = {γS(x)− γS(y) : x, y ∈ S}.
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4. Sean x, y ∈ S. Entonces γS(x) = γS(y) si y solo si x + z = y + z para algún
z ∈ S.

Definición 2.13 (El grupo K0 para un álgebra C∗ con identidad). Sea A un
álgebra C∗ con identidad. Definimos K0(A) como el grupo de Grothendieck de D(A),
es decir K0(A) := G(D(A)). Definimos

[·]0 : P∞(A) −→ K0(A), [p]0 = γ([p]D) ∈ K0(A)

con p ∈ P∞(A) y γ : D(A) −→ K0(A) la función de Grothendieck.

Observación 2.14. La definición de K0(A) dada arriba también tiene sentido pa-
ra álgebras C∗ sin identidad. Denotamos por K00(A) al grupo de Grothendieck del
semigrupo D(A) para toda álgebra C∗ A (con o sin identidad).

Las dos proposiciones de abajo dan una descripción concreta y útil del grupo K0

de un álgebra C∗ con identidad.

Proposición 2.15 ([38], Proposition 3.1.7). Sea A un álgebra C∗ con identidad.
Entonces

K0(A) = {[p]0 − [q]0 : p, q ∈ P∞(A)} = {[p]0 − [q]0 : p, q ∈ Pn(A), n ∈ N}.

Además,

1. Si p, q ∈ Pn(A) para algún n ∈ N y p ∼h q en Pn(A), entonces [p]0 = [q]0.

2. Si p, q son proyecciones mutuamente ortogonales en Pn(A), entonces [p+ q]0 =
[p]0 + [q]0.

Proposición 2.16 (Propiedad universal de K0 ([38], Proposition 3.1.8)). Sea A
un álgebra C∗ con identidad, sea G un grupo abeliano, y supongamos que
ν : P∞(A) −→ G satisface:

(1) ν(p⊕ q) = ν(p) + ν(q) para todas las proyecciones p, q ∈ P∞(A),

(2) ν(0A) = 0,

(3) Si p, q ∈ Pn(A) para algún n ∈ N y p ∼h q en Pn(A), entonces ν(p) = ν(q).
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Entonces existe un único homomorfismo de grupos α : K0(A) −→ G que hace el
diagrama conmutativo.

P∞(A)

[·]0
��

ν

""
K0(A) α

// G

Sean A y B álgebras C∗ con identidad, y sea ϕ : A −→ B un homomorfismo C∗.
Le asociamos a ϕ un homomorfismo de grupos K0(ϕ) : K0(A) −→ K0(B) como sigue.
Extendemos ϕ a un homomorfismo C∗a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann

 7→
ϕ(a11) · · · ϕ(a1n)

...
. . .

...
ϕ(an1) · · · ϕ(ann)


Un homomorfismo C∗ mapea proyecciones a proyecciones, y aśı ϕ mapea P∞(A)
en P∞(B). Definimos ν : P∞(A) −→ K0(B) por ν(p) = [ϕ(p)]0 para p ∈ P∞(A).
Entonces ν satisface (1), (2) y (3) de la Proposición 2.16, y por tanto ν se factoriza
uńıvocamente a través de un homomorfismo de grupos K0(ϕ) : K0(A) −→ K0(B)
dado por K0(ϕ)([p]0) = [ϕ(p)]0.

Proposición 2.17 (Funtorialidad de K0 ([38], Proposition 3.2.4)). 1. Para to-
da álgebra C∗ con identidad A, K0(idA) = idK0(A).

2. Si A,B y C son álgebras C∗ con identidad, y si ϕ : A −→ B y ψ : B −→ C son
homomorfismos C∗, entonces K0(ψ ◦ ϕ) = K0(ψ) ◦K0(ϕ).

Definición 2.18. Sean A y B álgebras C∗. Dos homomorfismos C∗ ϕ, ψ : A → B
son homotópicos si existe un homomorfismo C∗ F : A −→ C([0, 1], B) tal que
F (a)(0) = ϕ(a) y F (a)(1) = ψ(a) ∀a ∈ A.

A y B son homotópicamente equivalentes, en śımbolos A ' B, si existen homo-
morfismos C∗ ρ : A→ B y σ : B → A tales que σ ◦ ρ es homotópico a idA y ρ ◦ σ es
homotópico a idB.

Proposición 2.19 (Invariancia homotópica ([38], Proposition 3.2.6)). Sean A y
B álgebras C∗ con identidad.

1. Si ϕ, ψ : A −→ B son homomorfismos C∗ homotópicos, entonces K0(ϕ) =
K0(ψ) : K0(A)→ K0(B).

2. Si A ' B entonces K0(A) ∼= K0(B).
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Ahora introducimos el concepto de sucesión exacta, el cual juega un papel pro-
tagónico en la K-teoŕıa.

Definición 2.20. Una sucesión (finita o infinita) de objetos en una categoŕıa C y de
morfismos

· · · −→ An
ϕn−→ An+1

ϕn+1−→ An+2 −→ · · ·

es exacta si Im(ϕn) = ker(ϕn+1) ∀n. Una sucesión exacta de la forma

0 −→ I
ϕ−→ A

ψ−→ B −→ 0

se conoce como sucesión exacta corta (S.E.C.). Si existe un morfismo λ : B → A tal
que ψ ◦ λ = idB, se dice que la S.E.C. se escinde.

Ejemplo 2.21. 1. Sea A un álgebra C∗, π : Ã −→ C la proyección sobre la se-
gunda coordenada y λ : C −→ Ã definido por λ(α) = (0, α). Entonces

0 A Ã C 0ι π

λ

(2.1)

es una sucesión exacta corta que se escinde.

2. Sean H,G y N grupos abelianos. Supongamos que tenemos una S.E.C.

0 −→ H
f−→ G

g−→ N −→ 0 (2.2)

Si N es libre, entonces (2.2) se escinde.

Si h : N → G es un homomorfismo tal que g ◦ h = idN , entonces
G = f(H)⊕ h(N) ∼= N ⊕H.

Proposición 2.22 ([38], Lemma 3.2.8). Para toda álgebra C∗ con identidad A, la
sucesión exacta corta

0 A Ã C 0ι π

λ

induce una sucesión exacta corta que se escinde

0 K0(A) K0(Ã) K0(C) 0
K0(ι) K0(π)

K0(λ)
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Ejemplo 2.23 (Cálculo de K0(Mn(C))). Sea p ∈ Mn(C) una proyección. Elegi-
mos bases ortonormales {vi}ki=1 y {wj}n−kj=1 para ker(p) y (ker(p))⊥ respectivamente.

Entonces {vi}ki=1 ∪ {wj}n−kj=1 es una base ortonormal para Cn. Aśı

Tr(p) =
k∑
i=1

〈p(vi), vi〉+
n−k∑
j=1

〈p(wj), wj〉 =
n−k∑
j=1

〈p(wj), wj〉

=
n−k∑
j=1

(〈p(wj)− wj, wj〉+ 〈wj, wj〉) =
n−k∑
j=1

||wj||2

= n− k = dim(Cn)− dim(ker(p)) = dim(Im(p))

Ahora sea q ∈ Mn(C) proyección tal que dim(Im(p)) = dim(Im(q)), selecciona-
mos bases ortonormales {ei} y {fi} para Im(p) e Im(q) respectivamente. Definimos
U : Im(p) −→ Im(q) por U(ei) = fi ∀i y consideramos el operador L : Cn −→ Cn

dado por

L(x) =

{
U(x) x ∈ Im(p)

0 x ∈ Im(1− p)

Entonces q = LL∗ ∼ L∗L = p. Rećıprocamente si r, s ∈ Mn(C) son proyecciones con
r ∼ s es evidente que Tr(r) = Tr(s).

De todo esto resulta que

K0(Tr) : K0(Mn(C)) −→ Z, [p]0 − [q]0 7→ Tr(p)− Tr(q)

es un monomorfismo. Más aún, es suprayectivo pues 1 = K0(Tr)([E11]0) donde E11

es una proyección en Mn(C) con rango uno. Por tanto K0(Mn(C)) ∼= Z.

Ejemplo 2.24. Sea H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita. Para
cualesquiera dos proyecciones p, q ∈ B(H), p ∼ q si y solo si dim(p(H)) = dim(q(H)).
En efecto, suponemos que existe v ∈ B(H) tal que p = v∗v y q = vv∗, entonces
v∗ : q(H) → p(H) es un isomorfismo isométrico, aśı dim(p(H)) = dim(q(H)). Para
el rećıproco se puede proceder como en el ejemplo anterior.

En conclusión la función

D(B(H)) −→ {0, 1, 2, · · · ,∞}, [p]D 7→ dim(p(H))

es un isomorfismo de semigrupos y por lo tanto K0(B(H)) ∼= {0}.

Ejemplo 2.25. K0(C(X)) ∼= Z cuando X es un espacio Hausdorff, compacto y
contráıble. En efecto, como X es contráıble existe x0 ∈ X tal que X ' {x0} de aqúı
que C(X) ' C({x0}) ∼= C, en consecuencia K0(C(X)) ∼= K0(C) ∼= Z.
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2.2. El funtor K0

Como lo muestra [38, Ejemplo 3.3.9], el funtor K00 no es exacto en medio, de modo
que perdemos mucha información sobre la K-teoŕıa de un álgebra C∗ sin identidad
con la Definición 2.13. Por eso optamos por una construcción alternativa que extienda
el concepto a la categoŕıa de álgebras C∗ sin identidad y resuelva este problema.

Definición 2.26. Sea A un álgebra C∗ sin identidad. Definimos K0(A) := ker(K0(π))
donde π : Ã→ C está dado por π(x, α) = α.

Observación 2.27. Si A es un álgebra C∗ con identidad tenemos una S.E.C.

0 K0(A) K0(Ã) K0(C) 0
K0(ι) K0(π)

K0(λ)

luego K0(A) ∼= Im(K0(ι)) = ker(K0(π)).

Definición 2.28. Sea ϕ : A −→ B un homomorfismo C∗ y sea ϕ̃ : Ã −→ B̃ el
homomorfismo C∗ definido por ϕ̃(x, α) = (ϕ(x), α). El diagrama conmutativo

induce por funtorialidad de K0 para álgebras C∗ con identidad el diagrama conmuta-
tivo

Definimos K0(ϕ) : K0(A) −→ K0(B) como el único homomorfismo de grupos que
hace el diagrama conmutativo.

En analoǵıa con la Proposición 2.17, la siguiente proposición muestra que K0 es
un funtor covariante de la categoŕıa de álgebras C∗ a la categoŕıa de grupos abelianos.
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Proposición 2.29 ([38], Proposition 4.1.3). Sean A,B y C álgebras C∗.

1. K0(idA) = idK0(A).

2. Si ϕ : A → B y ψ : B → C son homomorfismos C∗, entonces K0(ψ ◦ ϕ) =
K0(ψ) ◦K0(ϕ).

3. K0({0}) = {0}.

Proposición 2.30 ([38], Proposition 4.1.4). Sean A y B álgebras C∗.

1. Si ϕ, ψ : A −→ B son homomorfismos C∗ homotópicos, entonces K0(ϕ) =
K0(ψ) : K0(A) −→ K0(B).

2. Si A ' B entonces K0(A) ∼= K0(B).

La Proposición 2.32 da una descripción práctica de cómo lucen los elementos en
K0(A).

Definición 2.31. Definimos el mapeo escalar s : Ã → Ã por s(a, α) = (0, α) y
denotamos por sn : Mn(Ã) → Mn(Ã) a la función dada por sn((aij)i,j) = (s(aij))i,j.
Omitiremos el sub́ınidce y escribiremos s en lugar de sn.

Proposición 2.32 ([38], Proposition 4.2.2). Para toda álgebra C∗ A sin identidad se
tiene

K0(A) = {[p]0 − [s(p)]0 : p ∈ P∞(Ã)}.

Además si ϕ : A −→ B es un homomorfismo C∗, entonces

K0(ϕ)([p]0 − [s(p)]0) = [ϕ̃(p)]0 − [s(ϕ̃(p))]0 ∀p ∈ P∞(Ã).

Proposición 2.33 ([38], Proposition 4.3.2). Toda S.E.C. de álgebras C∗

0 −→ I
ϕ−→ A

ψ−→ B −→ 0 (2.3)

induce una sucesión exacta de grupos abelianos

K0(I)
K0(ϕ)−→ K0(A)

K0(ψ)−→ K0(B) (2.4)

Más aún, si (2.3) se escinde entonces (2.4) también se escinde.
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Ejemplo 2.34. La sucesión exacta corta (2.1) da lugar a la S.E.C.

0 K0(A) K0(Ã) K0(C) 0
K0(ι) K0(π)

K0(λ)

∴ K0(Ã) ∼= K0(A)⊕ Z para toda álgebra C∗ A.

Proposición 2.35 ([38], Proposition 4.3.4). Para todo par de álgebras C∗ A y B,
tenemos

K0(A⊕B) ∼= K0(A)⊕K0(B).

Ejemplo 2.36. Consideremos la sucesión exacta corta

0 −→ C0((0, 1))
ι−→ C([0, 1])

ψ−→ C⊕ C −→ 0 (2.5)

donde ψ(f) = (f(0), f(1)).
Afirmamos que (2.5) no se escinde. En efecto, suponemos que ψ ◦ λ = idC2 para

algún homomorfismo C∗ λ : C2 → C([0, 1]), entonces λ ◦ ψ : C([0, 1]) → C([0, 1]) es
un homomorfismo C∗, por lo cual existe una función continua ϕ : [0, 1] → [0, 1] tal
que f ◦ ϕ = λ(ψ(f)) = λ(f(0), f(1)) para toda f ∈ C([0, 1]) (ver [3, II.2.2.5]), en
particular ϕ = λ(0, 1) = ϕ2. Por otra parte

(f(ϕ(0)), f(ϕ(1))) = ψ(f ◦ ϕ) = ψ(λ(f(0), f(1))) = (f(0), f(1))

para toda f ∈ C([0, 1]), en particular (ϕ(0), ϕ(1)) = (0, 1). Por tanto ϕ([0, 1]) = {0, 1}
lo cual es absurdo porque ϕ es continua.

Notemos que K0(ψ) no puede ser suprayectivo porque Z ∼= K0(C([0, 1])) ([0, 1] es
Haudsdorff, compacto y contráıble) y K0(C⊕ C) ∼= K0(C)⊕K0(C) ∼= Z2.

2.3. Ĺımites inductivos de álgebras C∗

En esta sección definimos ĺımites inductivos de álgebras C∗ y de grupos. El resul-
tado principal dice que formar ĺımites inductivos conmuta con el funtor K0.

Definición 2.37. Sea Ω un conjunto dirigido. Un sistema inductivo en una categoŕıa
C, es una pareja ordenada ((Ai)i∈Ω, (φji)i≤j), abreviada {Ai, φji}, donde {Ai}i∈Ω son
objetos en C, y {φji : Ai → Aj}i≤j son morfismos con φii = idAi

y φki = φkj ◦ φji
para i ≤ j ≤ k.
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Dado un sistema inductivo {Ai, φij} de álgebras C∗, consideramos el conjunto

A∞ =

{
a = (ai)i∈Ω ∈

∏
i∈Ω

Ai | ∃i0 ∈ Ω tal que ak = φki0(ai0) ∀k ≥ i0

}
.

A∞ es un álgebra con las operaciones componente a componente. Observemos que
||ak|| = ||φkj(aj)|| ≤ ||aj|| si i0 ≤ j ≤ k, aśı {||ai||}i∈Ω es eventualmente decreciente y
por tanto converge. La función p(a) = ĺımi ||ai|| para todo a = (ai)i∈Ω ∈ A∞, es una
seminorma C∗ sobre A∞, el conjunto N := p−1(0) es un ideal autoadjunto de A∞ y
A∞/N es un álgebra-∗.

Definición 2.38. Sea {Ai, φji} un sistema inductivo de álgebras C∗. El ĺımite induc-
tivo (a veces llamado ĺımite directo) ĺım

−→
(Ai, φji) o solo ĺım

−→
Ai si los φji son entendidos,

es la completación de A∞/N con respecto a la norma ||a+N || = p(a).

Teorema 2.39. Sea {Ai, φji} un sistema inductivo de álgebras C∗.

1. Para todo i ∈ Ω, la función

φi : Ai −→ ĺım
−→

Ai

x 7−→ (ak)k∈Ω +N
, donde ak =

{
0, k 6> i,

φki(x), k ≥ i,

es un homomorfismo C∗ tal que φj ◦ φji = φi cuando i ≤ j.

2. Sea B un álgebra C∗ y ψi : Ai → B un homomorfismo C∗ tal que ψj ◦ φji = ψi
cuando i ≤ j, entonces existe un único homomorfismo C∗ ψ : ĺım

−→
Ai → B tal

que ψ ◦ φi = ψi para todo i ∈ Ω.

ĺım
−→

Ai
ψ // B

Aj

φjbb ψj

@@

Ai

φi

VV

ψi

KK

φji

OO

Además se satisface lo siguiente:

a) ĺım
−→

Ai =
⋃
i∈Ω φi(Ai);
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b) ψ es inyectivo si y solo si Ker(ψi) ⊆ Ker(φi) para todo i ∈ Ω.

c) ψ es suprayectivo si y solo si B =
⋃
i∈Ω ψi(Ai).

Observación 2.40. Supongamos que {An}∞n=1 es una sucesión de objetos en una
categoŕıa C y {ϕn : An −→ An+1}∞n=1 una sucesión de morfismos en C. Para m > n
consideremos la composición de morfismos

ϕmn := ϕm−1 ◦ ϕm−2 ◦ · · · ◦ ϕn : An −→ Am.

Aśı la colección {An, ϕmn} es un sistema inductivo en C.

Ejemplo 2.41. Para todo n ∈ N consideremos el homomorfismo C∗

ϕn : Mn(C) −→Mn+1(C), a 7−→
(
a 0
0 0

)
.

El ĺımite directo del sistema inductivo {(Mn(C), ϕmn) : m,n ∈ N, n < m} es isomorfo
a K, el álgebra de operadores compactos en un espacio de Hilbert H separable de
dimensión infinita. En efecto, sea {ei}i∈N una base ortonormal en H, para i, j ∈
N sea Eij el operador dado por Eij(x) = 〈x, ej〉ei y sea Fn =

∑n
j=1Ejj para todo

n ∈ N, entonces FnB(H)Fn = span{Eij : 1 ≤ i, j ≤ n} y K =
∞⋃
n=1

FnB(H)Fn. Si

ιn : Mn(C) ↪→ K es el encaje obvio, tenemos un diagrama conmutativo

Mn(C)
ϕmn //

ιn
%%

Mm(C)

ιm
��
K

El homomorfismo inducido ĺım
−→

Mk(C)→ K es inyectivo porque cada ιn es inyectivo.

También es suprayectivo pues
⋃∞
n=1 ιn(Mn(C)) es denso en K.

Definición 2.42. Sea {An}n∈Z+ una sucesión de álgebras C∗ con identidad. Consi-
deremos el conjunto dirigido Ω := {G ⊂ Z+ : |G| < ∞}. Para todo conjunto finito
G = {i1, . . . , in} ∈ Ω, definimos el álgebra C∗

AG := Ai1 ⊗mı́n · · · ⊗mı́n Ain .

Si F ⊆ G, entonces AG ∼= AF ⊗mı́n AG\F . Hay una inclusión natural φGF : AF → AG
dada por x 7→ x ⊗ 1G\F . Aśı la colección {AF , φGF} forma un sistema inductivo. El

ĺımite ĺım
−→

AF denotado por
⊗mı́n

n∈ZAn se conoce como el producto tensorial infinito.
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Ahora introducimos ĺımites inductivos de grupos.

Definición 2.43. Sea {Gi, ϕij} un sistema inductivo de grupos, consideremos los
conjuntos

G∞ :=

{
g = (gi)i∈Ω ∈

∏
i∈Ω

Gi | ∃i0 ∈ Ω tal que gk = ϕki0(gi0) ∀k ≥ i0

}
,

⊕
i∈Ω

Gi :=

{
(gi)i∈Ω ∈

∏
i∈Ω

Gi | ∃i0 ∈ Ω tal que gk = 1 ∀k ≥ i0

}
.

G∞ es un grupo con las operaciones componente a componente y
⊕

iGi es un subgrupo
normal de G∞. Definimos el ĺımite inductivo ĺım

−→
Gi := G∞/

⊕
iGi.

Proposición 2.44. Sea {Gi, ϕji} un sistema inductivo de grupos.

1. Para todo i ∈ Ω existe un homomorfismo ϕi : Gi → ĺım
−→

Gi tal que ϕj ◦ϕji = ϕi

cuando i ≤ j.

2. Sea H un grupo y ψi : Gi → H un homomorfismo tal que ψj ◦ ϕji = ψi cuando
i ≤ j, entonces existe un único homomorfismo ψ : ĺım

−→
Gi → H tal que ψ ◦ϕi =

ψi para todo i ∈ Ω.

ĺım
−→

Gi
ψ // H

Gj

ϕj
bb ψj

@@

Gi

ϕi

VV

ψj

KK

ϕji

OO

Más aún, se cumple lo siguiente:

a) ĺım
−→

Gi =
⋃
i∈Ω ϕi(Gi).

b) ψ es inyectivo si y solo si Ker(ψi) ⊆ Ker(ϕi) para todo i ∈ Ω.

c) ψ es suprayectivo si y solo si H =
⋃
i∈Ω ψi(Gi).

Teorema 2.45 (Continuidad de K0 ([40], Proposition 6.2.9)). Si A es el ĺımite
directo del sistema inductivo de álgebras C∗ {Ai, φji}, entonces {K0(Ai), K0(φji)} es
un sistema inductivo de grupos abelianos y

K0(A) = K0

(
ĺım
−→

Ai

)
∼= ĺım
−→

K0(Ai).
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Ejemplo 2.46. Por el Ejemplo 2.41 el sistema inductivo {Mn(C), ϕmn} donde

ϕn : Mn(C) −→ Mn+1(C) definido por ϕn(a) =

(
a 0
0 0

)
, tiene ĺımite inductivo iso-

morfo a K, luego

K0(K) ∼= K0

(
ĺım
−→

Mn(C)
)
∼= ĺım
−→

K0(Mn(C))

Por otro lado, tenemos un diagrama conmutativo para todo m > n:

K0(Mn(C))
K0(ϕm,n) //

K0(Tr)
%%

K0(Mm(C))

K0(Tr)
yyZ

Aśı existe un homomorfismo ψ : ĺım
−→

K0(Mn(C)) → Z el cual es biyectivo porque

Ker(K0(Tr)) = {0} para todo n ∈ N y Z =
⋃
n∈NK0(Tr)(K0(Mn(C)). Por tanto

K0(K) ∼= Z.

2.4. El funtor K1

En esta sección construimos el otro grupo K1(A), a partir de los elementos uni-
tarios de Mn(A). Vamos a ver que K1 se parece en una manera funtorial a K0. En
particular K1 respeta sucesiones exactas y es insensible a deformaciones continuas.

Definición 2.47. Sea A un álgebra C∗ con identidad, ponemos

Un(A) = U(Mn(A)), U∞(A) =
∞⋃
n=1

Un(A)

Definimos una operación binaria en U∞(A) por

u⊕ v =

(
u 0
0 v

)
∈ Un+m(A), u ∈ Un(A), v ∈ Um(A).

Definimos una relación ∼1 en U∞(A). Para u ∈ Un(A) y v ∈ Um(A), u ∼1 v si existe
un número natural k ≥ máx{m,n} tal que u ⊕ 1k−n ∼h v ⊕ 1k−m en Uk(A) (con la
convención de que w ⊕ 10 = w ∀w ∈ U∞).

Lema 2.48 ([38], Lemma 8.1.2). Sea A un álgebra C∗ con identidad. Entonces
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1. ∼1 es una relación de equivalencia en U∞(A),

2. u ∼1 u⊕ 1n ∀u ∈ U∞(A) y n ∈ N,

3. u⊕ v ∼1 v ⊕ u ∀u, v ∈ U∞(A),

4. si u, u′, v, v′ ∈ U∞(A), u ∼1 u
′ y v ∼1 v

′ entonces u⊕ v ∼1 u
′ ⊕ v′,

5. si u, v ∈ Un(A) para algún n, entonces uv ∼1 vu ∼1 u⊕ v,

6. (u⊕ v)⊕ w = u⊕ (v ⊕ w).

Definición 2.49 (El grupo K1). Para toda álgebra C∗ A definimos

K1(A) := U∞(Ã)/ ∼1

Denotamos por [u]1 ∈ K1(A) la clase de equivalencia conteniendo a u ∈ U∞(Ã).
Definimos una operación binaria + en K1(A) por [u]1 + [v]1 := [u⊕ v]1.

El Lema 2.48 muestra que (K1(A),+) es un grupo abeliano con elemento identidad
[1]1(= [1n]1) y −[u]1 = [u∗]1 para todo u ∈ U∞(Ã).

Seŕıa natural definir K1(A) de un álgebra C∗ con identidad por U∞(A)/ ∼1 y, en
efecto, esto es consistente con la Definición 2.49.

Proposición 2.50 ([38], Proposition 8.1.6). Sea A un álgebra C∗ con identidad.
Entonces K1(A) ∼= U∞(A)/ ∼1. Por tanto K1(A) ∼= K1(Ã) para toda álgebra C∗ A.

Proposición 2.51 (Propiedad universal de K1 ([38], Proposition 8.1.5)). Sea A
un álgebra C∗, sea G un grupo abeliano y ν : U∞(Ã) −→ G una función con las
siguientes propiedades:

1. ν(u⊕ v) = ν(u) + ν(v),

2. ν(1) = 0,

3. si u, v ∈ Un(Ã) y u ∼h v, entonces ν(u) = ν(v).

Entonces existe un único homomorfismo de grupos α : K1(A) −→ G haciendo el
diagrama

U∞(Ã)

[·]1
��

ν

""
K1(A) α

// G

conmutativo.
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Definición 2.52. Sean A y B álgebras C∗ y ϕ : A −→ B un homomorfismo C∗.
Definimos ν : U∞(Ã) −→ K1(B) por ν(u) = [ϕ̃(u)]1 para todo u ∈ U∞(Ã). Es sencillo
verificar que ν satisface 1., 2. y 3. en la Proposición 2.51, y por tanto se factoriza
a través de un único homomorfismo de grupos K1(ϕ) : K1(A) −→ K1(B) con la
propiedad K1(ϕ)([u]1) = [ϕ̃(u)]1.

Si A y B son álgebras C∗ con identidad y ϕ : A −→ B es un homorfismo C∗,
entonces K1(ϕ)([u]1) = [ϕ(u)]1.

Ejemplo 2.53. K1(Mn(C)) = {0}. En efecto, sea k ∈ N y U ∈ Uk(Mn(C)) ∼=
U(Mkn(C)). Definimos γ : [0, 1]→ U(Mkn(C)) por γ(t) = etLog(U) para todo t ∈ [0, 1],
entonces Ikn = γ(0) ∼h γ(1) = eLog(U) = U . Esto muestra que U∞(Mn(C))/ ∼1= {0}.

Ejemplo 2.54. Más generalmente K1(B(H)) = {0} para todo espacio de Hilbert H
de dimensión infinita (ver [38, Example 8.1.8]).

La proposición de abajo muestra que K1 es un funtor covariante que preserva
objetos cero y es invariante homotópico.

Proposición 2.55 ([38], Proposition 8.2.2). Sean A y B álgebras C∗. Entonces

1. K1(idA) = idK1(A).

2. K1(ψ ◦ ϕ) = K1(ψ) ◦K1(ϕ).

3. K1({0}) = {0}.

4. Si ϕ, ψ : A→ B son homomorfismos C∗ homotópicos, entonces K1(ϕ) = K1(ψ).

5. Si A ' B, entonces K1(A) ∼= K1(B).

Proposición 2.56 ([38], Proposition 8.2.4). Sea

0 I A B 0
ϕ ψ

(2.6)

una sucesión exacta corta de álgebras C∗. Entonces la sucesión

K1(I) K1(A) K1(B)
K1(ϕ) K1(ψ)

(2.7)

es exacta, esto es, Im(K1(ϕ)) = Ker(K1(ψ)). Además si (2.6) se escinde, entonces
(2.7) también se escinde.
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Proposición 2.57. Sean A y B álgebras C∗. Entonces

K1(A⊕B) ∼= K1(A)⊕K1(B).

Teorema 2.58 (Continuidad de K1 ([40], Proposition 7.1.7)). Si A es el ĺımite
directo del sistema inductivo {Ai, φji} de álgebras C∗, entonces {K1(Ai), K1(φji)} es
un sistema inductivo de grupos abelianos y

K1(A) = K1

(
ĺım
−→

Ai

)
∼= ĺım
−→

K1(Ai).

Ejemplo 2.59. Por el Ejemplo 2.53 tenemos

K1(K) ∼= K1

(
ĺım
−→
Mn(C)

)
∼= ĺım
−→

K1(Mn(C)) = {0}

2.5. Funtores Kn

En esta sección definimos los funtores Kn, para todo n ≥ 2. Enunciamos el teorema
de periodicidad de Bott el cual nos dice que Kn

∼= Kn+2 y estudiamos algunas de sus
aplicaciones.

Definición 2.60. La suspensión, SA, de un álgebra C∗ A está definida por

SA = {f ∈ C([0, 1], A)|f(0) = f(1) = 0} = C0((0, 1), A)

A todo homomorfismo C∗ ϕ : A −→ B entre álgebras C∗ A y B, le asociamos un
homomorfismo C∗ Sϕ : SA −→ SB dado por Sϕ(f) = ϕ ◦ f . De esta manera S se
vuelve un funtor covariante que es exacto (ver [38, Proposition 10.1.2]).

Teorema 2.61 ([38], Theorem 10.1.3). Los grupos K1(A) y K0(SA) son isomorfos
para toda álgebra C∗ A.

El Teorema 2.61 por supuesto puede ser tomado como una definición de K1 cuando
K0 es conocido. Motivados por esto hacemos la siguiente

Definición 2.62. Para todo n ≥ 2 definimos inductivamente Kn(A) := Kn−1(SA)
y para todo homomorfismo C∗ ϕ : A −→ B entre álgebras C∗ A y B, definimos
Kn(ϕ) = Kn−1(Sϕ) = K1(Sn−1ϕ) : Kn(A) −→ Kn(B).

Observación 2.63. Kn es un funtor covariante al ser la composición de dos funtores
covariantes.
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Proposición 2.64 (La sucesión exacta larga en K-teoŕıa ([38], Proposition
10.2.4)). Para toda sucesión exacta corta de álgebras C∗

0 I A B 0
ϕ ψ

existe una sucesión de homomorfismos {δn : Kn(B) −→ Kn−1(I)}n∈N tal que la suce-
sión

es exacta.

El homomorfismo δ1 de la Proposición 2.64 es de particular importancia y se
conoce como el mapeo ı́ndice. En el caso de la sucesión exacta corta

0 K B(H) Q(H) 0ι π

con H un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita y π : B(H) −→ Q(H)
el mapeo cociente, δ1 generaliza el ı́ndice de Fredholm:

Proposición 2.65 ([38], Proposition 9.4.2). Para todo operador de Fredholm T en
H,

dim(Ker(T ))− dim(Ker(T ∗)) = (K0(Dim) ◦ δ1)([π(T )]1),

donde K0(Dim) : K0(K)
∼=−→ Z está definido por K0(Dim)([E]0) = dim(E(H)).

El siguiente teorema conocido como periodicidad de Bott, dice que en realidad
hay solamente dos K-funtores para álgebras complejas, a diferencia del fenómeno que
sucede para álgebras reales donde existe un isomorfismo de Kn con Kn+8.

Teorema 2.66 (Periodicidad de Bott ([38], Theorem 11.1.2)). Para toda álgebra
C∗ A, los grupos K0(A) y K1(SA) son isomorfos.

Corolario 2.67. Para toda álgebra C∗ A y n ≥ 0, Kn+2(A) ∼= Kn(A).

Demostración. Aplicamos inducción. El caso n = 0 es precisamente el contenido del
Teorema 2.66. Supongamos que el resultado se cumple para algún n > 0, entonces

Kn+2(A) = Kn+1(SA) ∼= Kn−1(SA) = Kn(A)
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Ejemplo 2.68. Notemos que SA ∼= C0(R, A). También C0(X,C0(Y )) ∼= C0(X × Y ),
luego SnC ∼= C0(Rn) y por tanto

K0(C0(Rn)) ∼= K0(SnC) ∼= Kn(C) ∼=

{
K0(C) ∼= Z, n par,

K1(C) = {0}, n impar.

Similarmente tenemos

K1(C0(Rn)) ∼= Kn+1(C) ∼=

{
K0(C) ∼= Z, n impar,

K1(C) = {0}, n par.

Ejemplo 2.69. Como C̃0(Rn) ∼= C(Sn) para todo n ∈ N se sigue que

K0(C(Sn)) ∼= K0(C̃0(Rn)) ∼= K0(C0(Rn))⊕ Z ∼=

{
Z⊕ Z, n par,

Z, n impar,

K1(C(Sn)) ∼= K1(C̃0(Rn)) ∼= K1(C0(Rn)) ∼=

{
Z, n impar,

{0}, n par.

2.6. La sucesión exacta de seis términos

Combinando la periodicidad de Bott con la sucesión exacta larga en K-teoŕıa,
obtenemos la sucesión exacta de seis términos la cual será la culminación de esta
introducción de K-teoŕıa para álgebras C∗.

Teorema 2.70 (La sucesión exacta de seis términos ([38], Theorem 12.1.2)).
Para toda sucesión exacta corta de álgebras C∗

0 I A B 0
ϕ ψ

existe un homomorfismo δ0 : K0(B) −→ K1(I) tal que la siguiente sucesión de seis
términos

K0(I)
K0(ϕ) // K0(A)

K0(ψ)// K0(B)

δ0
��

K1(B)

δ1

OO

K1(A)
K1(ψ)
oo K1(I)

K1(ϕ)
oo

(2.8)

es exacta.
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Además δ0 y δ1 son transformaciones naturales en el siguiente sentido. Dado un
diagarama conmutativo

0 // I

γ
��

ϕ // A

α
��

ψ // B

β
��

// 0

0 // I ′
ϕ′
// A′

ψ′
// B′ // 0

con renglones exactos de álgebras C∗, los siguientes diagramas conmutan

K0(B)

K0(β)
��

δ0 // K1(I)

K1(γ)
��

K0(B′)
δ′0

// K1(I ′)

K1(B)

K1(β)
��

δ1 // K0(I)

K0(γ)
��

K1(B′)
δ′1

// K0(I ′)

Ejemplo 2.71. Dado un espacio de Hilbert separable de dimensión infinita H, tene-
mos una S.E.C.

0 K B(H) Q(H) 0ι π

la cual da lugar a la sucesión exacta de seis términos

K0(K)
K0(ι) // K0(B(H))

K0(π) // K0(Q(H))

δ0
��

K1(Q(H))

δ1

OO

K1(B(H))
K1(π)
oo K1(K)

K1(ι)
oo

Como K0(B(H)) = K1(B(H)) = 0 se sigue que δ0 y δ1 son isomorfismos y conse-
cuentemente K0(Q(H)) ∼= K1(K) = 0 y K1(Q(H)) ∼= K0(K) ∼= Z.

Abajo señalamos muy brevemente cómo puede ser calculada la K-teoŕıa de álge-
bras C∗ involucrando productos cruzados por Z. La herramienta es la aśı llamada
sucesión PV, cuya demostración puede ser encontrada en [37].

La K-teoŕıa para productos cruzados por Z: La sucesión PV (Pimsner-Voiculescu)
establece para toda álgebra C∗ con identidad A y todo automorfismo α de A, una
sucesión exacta de seis términos:

K0(A)
id∗−α∗ // K0(A)

ι∗ // K0(Aoα Z)

��
K1(Aoα Z)

OO

K1(A)ι∗
oo K1(A)

id∗−α∗
oo
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Ejemplo 2.72. Sea θ ∈ [0, 1] \ Q y Aθ el álgebra de rotación. El Ejemplo 1.61
muestra que Aθ ∼= C(S1) oα Z donde α : Z → Aut(C(S1)) es el homomorfismo dado
por αn(f)(z) = f(−n · z) = f(e−2πinθz) para todo z ∈ S1 y n ∈ Z. Notemos que
si Rθ(z) = e−2πiθz, entonces αn(f) = f ◦ Rn

θ = C(Rn
θ )(f) = C(Rθ)

n(f) para todo
f ∈ C(S1) y n ∈ Z.

Ahora sea f ∈ C(S1), definimos

F (f) : [0, 1] −→ C(S1)

t 7−→ (z 7→ f(e−2πitθz))

entonces F : C(S1) → C([0, 1], C(S1)) es un homomorfismo C∗ tal que F (f)(0) = f
y F (f)(1) = f ◦ Rθ = α1(f) para toda f ∈ C(S1). Por tanto Kj(α1) = Kj(id) =
idKj(C(S1)) para j = 0, 1.

Por la sucesión PV tenemos:

K0(C(S1)) cero // K0(C(S1))
ι∗ // K0(Aθ)

��
K1(Aθ)

OO

K1(C(S1))ι∗
oo K1(C(S1))cero

oo

Aśı
0 // K0(C(S1)) ∼= Z // K0(Aθ) // K1(C(S1)) ∼= Z // 0

y

0 // K1(C(S1)) ∼= Z // K1(Aθ) // K0(C(S1)) ∼= Z // 0

En consecuencia K0(Aθ) ∼= Z2 y K1(Aθ) ∼= Z2.



Caṕıtulo 3

Álgebras de Toeplitz de grupos
gráficos

El producto gráfico de una colección de grupos generaliza su producto directo y
producto libre. En este caṕıtulo mostramos que el producto gráfico de cuasi-ret́ıculas
ordenadas es una cuasi-ret́ıcula ordenada y cuando los grupos subyacentes son pro-
mediables, entonces su producto gráfico satisface la condición de promediabilidad de
Nica. Las álgebras de Toeplitz asociadas tienen una propiedad universal y sus repre-
sentaciones son fieles si las isometŕıas generadoras satisfacen una condición apropiada.
Cuando es aplicado a grupos de Artin de ángulo recto esto produce un teorema de
unicidad para las álgebras C∗ generadas por una colección de isometŕıas tales que
cualesquiera dos de ellas conmutan-∗ ó bien tienen rangos ortogonales.

3.1. Producto gráfico de grupos

Los productos gráficos de grupos fueron definidos en la tesis de Green [25] y han
sido estudiados de manera subsecuente por varios otros autores. Denotamos por Γ
a un grafo (no orientado) con conjunto de vértices Λ y conjunto de aristas E(Γ) ⊂
{(I, J) : I, J ∈ Λ y I 6= J} i.e. ninguna arista une un vértice consigo mismo. Decimos
que los vértices I y J son adyacentes en Γ si hay una arista (I, J) ∈ E(Γ).

Definición 3.1. Sea Γ un grafo con conjunto de vértices Λ. Dada una familia {GI}I∈Λ

de grupos, definimos el producto gráfico ΓI∈ΛGI como el cociente del producto libre∗ΛGI por el subgrupo normal generado por los elementos x1x2x
−1
1 x−1

2 ∀x1 ∈ GI , x2 ∈
GJ , donde I y J son adyacentes en Γ. Cuando todos los GI son isomorfos a Z, el
producto gráfico se conoce como grupo gráfico o grupo de Artin de ángulo recto.

43
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Ejemplo 3.2. Como casos extremos tenemos a un grafo que tiene todos sus vértices
aislados y a un grafo cuyos vértices están todos conectados entre śı por una arista,
ver Figura 3.1. El producto gráfico de grupos es el producto libre y el producto directo,
respectivamente.

Figura 3.1: Grafo con todos sus vértices aislados a la izquierda y grafo completo a la
derecha.

Durante el resto de la sección supondremos dado un grafo Γ como antes y grupos
{GI}I∈Λ. Denotamos por G = ΓI∈ΛGI al producto gráfico.

Como conjunto de generadores para G podemos tomar al conjunto

G =
∐
I∈Λ

GI \ {1}.

Asimismo implementaremos las siguientes convenciones y notaciones:

Dado x ∈ G escribimos I(x) para el único vértice I tal que x ∈ GI . Decimos
que x pertenece a I(x).

Por una expresión X para un elemento x ∈ G nos referimos a una palabra en
los generadores G representando x.

Dada una expresión X = x1x2 · · ·xl, los elementos xi son llamados śılabas de
X y el número l es llamado la longitud de X, escrito l = `(X).

Diremos que I ∈ Λ es un vértice de X si I = I(xi) para una śılaba xi de X.

Dada una expresión X = x1x2 · · ·xl para x ∈ G, las relaciones del producto gráfico
permiten modificar a X para obtener una expresión diferente de x al reemplazar una
subexpresión xixi+1 con xi+1xi si I(xi) es adyacente a I(xi+1). Tal sustitución se cono-
ce como intercambio, y decimos que dos expresiones son equivalentes por intercambios
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si una puede ser obtenida de la otra v́ıa una sucesión finita de intercambios. Si la ex-
presión contiene una subexpresión de la forma xixi+1 con I(xi) = I(xi+1), entonces
podemos dar una expresión más corta para x por reducción, esto es, al eliminar xixi+1

en el caso que xi+1 = x−1
i o de lo contrario al reemplazar las dos śılabas xi, xi+1 por

su producto en GI(xi).
Decimos que una expresión es reducida si no es equivalente por intercambios a

alguna expresión que admita una reducción.

Lema 3.3 ([10], Lemma 1). Dada una expresión X = x1x2 · · ·xl, los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1. X es reducida

2. para todo i < j tal que I(xi) = I(xj) existe k con i < k < j tal que I(xk) no es
adyacente a I(xi).

Dada una expresión X = x1x2 · · ·xl para x ∈ G fácilmente podemos producir una
expresión reducida para x. Si X no satisface la condición 2 del Lema 3.3, es decir,
existe i < j tal que I(xi) = I(xj) y xi conmuta con xk para todo i < k < j, entonces
una sucesión obvia de intercambios permitirá que las śılabas xi y xj sean multiplicadas,
reduciendo la longitud de X. Uno puede continuar reduciendo la longitud de esta
manera hasta que la condición 2 se satisfaga.

El siguiente teorema, debido a Green [25], reduce la solución al problema de la
palabra en un producto gráfico a la solución del problema de la palabra en cada uno
de los grupos componentes.

Teorema 3.4 (Green [25]). Cualesquiera dos expresiones reducidas para el mismo
elemento de G son equivalentes por intercambios.

Como consecuencia del Teorema 3.4 podemos definir la longitud `(x) de un ele-
mento x ∈ G como la longitud de cualquier expresión reducida para x. Notemos que
`(x) es la longitud minimal de cualquier expresión para x. Si X es una expresión
reducida para x, nos referiremos a una śılaba o a un vértice de x como una śılaba de
X o un vértice de X, respectivamente.

Sea X = x1x2 · · ·xl una expresión reducida, y xi cualquier śılaba de X. Si I(xi)
es adyacente a I(xj) para todo j < i entonces decimos que xi es una śılaba inicial de
X, y que I(xi) es un vértice inicial de X. Escribimos ∆(X) para el conjunto de todos
los vértices iniciales de X.

Los siguientes hechos son fácilmente verificados.

Lema 3.5 ([10], Lemma 3). Sea X = x1x2 · · ·xl una expresión reducida.
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(i) Si xi es una śılaba inicial de X, entonces X es equivalente por intercambios a
la expresión

xix1 · · ·xi−1xi+1 · · ·xl

(ii) Los vértices iniciales de X son adyacentes por pares.

(iii) Para todo I ∈ ∆(X) existe una única śılaba inicial de X perteneciendo a I.
Definimos la función δX : ∆(X) −→ G tal que δX(I) es igual a la śılaba inicial
de X perteneciendo a I.

(iv) Si X ′ es otra expresión que es equivalente por intercambios a X, entonces
∆(X ′) = ∆(X) y δX′ = δX .

En virtud del Lema 3.5 y el Teorema 3.4 podemos hacer las siguientes definiciones.

Definición 3.6. Sea x ∈ G. Definimos el conjunto de vértices iniciales de x como
el conjunto ∆(x) = ∆(X) donde X es cualquier expresión reducida para x. También
definimos, para todo I ∈ Λ, el elemento xI como la śılaba inicial de x que pertenece
a I si I es un vértice inicial de x, y 1 si no; esto es,

xI :=

{
δX(I), I ∈ ∆(x),

1, I 6∈ ∆(x).

Dada una expresión X = x1x2 · · ·xl denotemos por rev(X) a la expresión xlxl−1 · · ·x1.
Esto nos permite definir el conjunto de vértices finales de x ∈ G como el conjunto
∆r(x) = ∆(rev(X)), donde X es cualquier expresión reducida para x. Similarmente,
para todo I ∈ Λ, definimos el elemento

xrI :=

{
δrev(X)(I), I ∈ ∆r(x),

1, I 6∈ ∆r(x),

donde X es cualquier expresión reducida para x.

Observación 3.7. Usando el Lema 3.5 (i) y (ii) se puede encontrar para cualquier
elemento x ∈ G, una expresión reducida que comience con el producto, en cualquier
orden, de los xI para I ∈ ∆(x). Igualmente, uno siempre puede encontrar una expre-
sión reducida para x que termine con el producto, en cualquier orden, de los xrI para
I ∈ ∆r(x).
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3.2. Cuasi-ret́ıculas ordenadas

Sea G un grupo y P un submonoide de G tal que P ∩ P−1 = {1}. Entonces
podemos definir un orden parcial invariante por multiplicación por la izquierda en
G como sigue: x ≤ y cuando x−1y ∈ P . Notemos que x ∈ P si y sólo si 1 ≤ x.
Rećıprocamente si ≤ es un orden parcial invariante por la izquierda en G, definimos
P := {x ∈ G|1 ≤ x} el cual es un submonoide de G tal que P ∩ P−1 = {1}. Decimos
que (G,P ) es un grupo parcialmente ordenado con cono positivo P .

Definición 3.8. Un grupo parcialmente ordenado (G,P ) es una ret́ıcula ordenada si
para toda pareja de elementos x, y ∈ G existe una mı́nima cota superior en común,
la cual denotamos por x∨ y. Por invariancia izquierda, una condición equivalente es
que todo elemento x ∈ G tiene una mı́nima cota superior en P .

Dado un grupo G con cono positivo P igualmente podemos definir un orden parcial
invariante por multiplicación por la derecha en G: x ≤r y cuando yx−1 ∈ P . Deno-
tamos por x ∧r y a la máxima cota inferior de x y y con respecto a ≤r. Claramente
tenemos

x ≤r y ⇐⇒ y−1 ≤ x−1 y x ∧r y = (x−1 ∨ y−1)−1.

Ejemplo 3.9. Sea X un espacio topológico compacto y C(X,R) el grupo aditivo
de funciones continuas real valuadas. Consideramos el orden usual: f ≤ g si y
solo si f(x) ≤ g(x), para todo x ∈ X. Como este orden es parcial e invariante
por la izquierda, (C(X,R), P ) es un grupo parcialmente ordenado con cono positivo
P := {f ∈ C(X,R)|f(x) ≥ 0, ∀x ∈ X}. Además si f, g ∈ C(X,R) entonces su
máximo está dado por la función continua 1

2
(f + g+ |f − g|). Por tanto (C(X,R), P )

es una ret́ıcula ordenada.

Definición 3.10. Un grupo parcialmente ordenado (G,P ) es una cuasi-ret́ıcula orde-
nada si todo conjunto finito en G con una cota superior en G tiene una mı́nima cota
superior (necesariamente única). Equivalentemente, cada pareja x, y de elementos de
G con una cota superior en común en G tiene una mı́nima cota superior. Si x y y no
tienen cota superior en común en G, entonces por convención x ∨ y =∞.

Lema 3.11 ([10], Lema 7). Para un grupo parcialmente ordenado (G,P ) los siguientes
enunciados son equivalentes.

(i) (G,P ) es una cuasi-ret́ıcula ordenada.

(ii) Todo conjunto finito en G con una cota superior en común en P tiene una
mı́nima cota superior en P .
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(iii) Todo elemento x de G teniendo una cota superior en P tiene una mı́nima cota
superior en P .

(iv) Si x ∈ PP−1, entonces existe un par de elementos a, b ∈ P con x = ab−1 y tal
que para cualesquiera u, v ∈ P con ab−1 = uv−1, se tiene a ≤ u y b ≤ v. (La
pareja a, b es claramente única).

(v) Cualquier pareja u, v ∈ P tiene una máxima cota inferior u∧r v con respecto al
orden parcial invariante por la derecha sobre G.

(vi) Si x ∈ PP−1, entonces existe un par de elementos a, b ∈ P con x = ab−1 y tal
que a ∧r b = 1.

Suponiendo que (i) − (vi) se cumplen, y dado x ∈ PP−1, existe una única pareja
a, b ∈ P satisfaciendo (vi), siendo precisamente la pareja a, b del enunciado (iv).

Observación 3.12. Mientras los enunciados (v) y (vi) del Lema 3.11 pueden apa-
rentar ser condiciones solamente en el monoide P , de hecho no lo son, porque uno
debe tener que w ≤r u ∧r v no solo para toda cota inferior en común w ∈ P sino
también para toda cota inferior en común w ∈ G.

Ejemplo 3.13. Cualquier grupo totalmente ordenado es claramente una cuasi-ret́ıcu-
la ordenada. En particular, si G es un subgrupo de R y P = G ∩ [0,∞), entonces
(G,P ) es una cuasi-ret́ıcula ordenada. De hecho cualquier grupo Arquimediano total-
mente ordenado puede ser puesto en esta forma (ver [23]).

Ejemplo 3.14. Si {(Gj, Pj)}j∈Λ es una colección de cuasi-ret́ıculas ordenadas, en-
tonces también lo es (

∏
j∈ΛGj,

∏
j∈Λ Pj) con el orden del producto. En efecto, sea

x = (xj)j ∈
∏

j∈ΛGj, supongamos que existe p = (pj)j ∈
∏

j∈Λ Pj tal que x ≤ p,
entonces xi ≤ pi para todo i ∈ Λ. Como cada (Gi, Pi) es una cuasi-ret́ıcula ordenada,
existe una mı́nima cota superior yi ∈ Pi para xi. Aśı (yj)j ∈

∏
j∈Λ Pj es la mı́nima

cota superior de x. Por tanto (
∏

j∈ΛGj,
∏

j∈Λ Pj) es una cuasi-ret́ıcula ordenada. En
particular, si {Gj|1 ≤ j ≤ n} son subgrupos de R y si ponemos G := G1 × . . .×Gn,
P := G ∩ [0,∞)n, entonces (G,P ) es una cuasi-ret́ıcula ordenada.

Ejemplo 3.15. Sean (G,P ) y (H,R) cuasi-ret́ıculas ordenadas tales que G tiene
una acción Φ por automorfismos sobre H, y tal que R es Φ-invariante, es decir
Φ : G → Aut(H) es homomorfismo tal que Φx(R) ⊆ R para todo x ∈ G. Afirmamos
que (HoΦG,R×P ) es cuasi-ret́ıcula ordenada. Sean (x1, y1), (x2, y2) ∈ R×P , enton-
ces y1 ·x2 = Φy1(x2) ∈ Φy1(R) ⊆ R luego (x1, y1)(x2, y2) = (x1(y1 ·x2), y1y2) ∈ R×P .
Aśı R×P ⊂ HoΦG es un monoide. Además claramente (R×P )∩(R×P )−1 = {(1, 1)}.
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Por otro lado (x1, y1) ≤ (x2, y2) ⇐⇒ (y−1
1 · (x−1

1 x2), y−1
1 y2) = (x1, y1)−1(x2, y2) ∈

R × P ⇐⇒ y−1
1 · (x−1

1 x2) ∈ R y y−1
1 y2 ∈ P ⇐⇒ x−1

1 x2 ∈ R y y−1
1 y2 ∈ P , la última

equivalencia se obtiene de x−1
1 x2 = Φy1(y−1

1 · x−1
1 x2) ∈ Φy1(R) ⊆ R. En consecuencia

H oΦ G tiene el orden del producto; esto implica que (H oΦ G,R× P ) es una cuasi-
ret́ıcula ordenada.

Las ret́ıculas ordenadas son casos especiales de las cuasi-ret́ıculas ordenadas; de
hecho tenemos la siguiente caracterización.

Proposición 3.16 ([10], Lema 27). Los siguientes enunciados son equivalentes para
un grupo parcialmente ordenado (G,P ):

1. (G,P ) es una ret́ıcula ordenada.

2. (G,P ) es una cuasi-ret́ıcula ordenada y G = PP−1.

3. (G,P ) es una cuasi-ret́ıcula ordenada, P genera a G, y aP ∩ bP 6= ∅ para todo
a, b ∈ P .

Supongamos ahora que G = ΓI∈ΛGI es un producto gráfico en el cual todo grupo
GI , para I ∈ Λ, es parcialmente ordenado con cono positivo PI . Decimos que una
expresión reducida X = x1x2 · · ·xl es positiva si xi ∈ PI(xi) para todo i = 1, 2, . . . , l.
Notemos que esta propiedad es invariante bajo equivalencia por intercambios. Decimos
que un elemento x ∈ G es positivo si tiene una expresión reducida positiva. Se sigue,
por el Teorema 3.4, que toda expresión reducida para un elemento positivo es positiva.
Denotemos por P el submonoide de G consistiendo de todos los elementos positivos
i.e. el submonoide generado por la unión de los PI para I ∈ Λ. Más aún, dos elementos
positivos son iguales en P si y solamente si sus expresiones reducidas son equivalentes
por intercambios. Aśı P puede ser presentado como el producto gráfico ΓI∈ΛPI , este
es el monoide obtenido del producto libre ∗I∈ΛPI al introducir las relaciones xy = yx
para todo x ∈ PI y y ∈ PJ con I adyacente a J en Λ.

Es fácilmente visto que P∩P−1 = {1} y por tanto (G,P ) es un grupo parcialmente
ordenado. Nos referimos a (G,P ) como el producto gráfico sobre Γ de los grupos
parcialmente ordenados {(GI , PI)}I∈Λ, y escribimos (G,P ) = ΓI∈Λ(GI , PI). Notemos
que cada (GI , PI) es un subgrupo parcialmente ordenado de (G,P ). Esto es, el mapeo
inclusión preserva el orden.

Lema 3.17 ([10], Lema 9). Supongamos que (G,P ) = ΓI∈Λ(GI , PI) es un producto
gráfico de cuasi-ret́ıculas ordenadas y denotemos por ∆r(x, y) a la intersección ∆r(x)∩
∆r(y) de los conjuntos de vértices finales de los elementos x y y en G. Para cualquier
pareja u, v ∈ P , existen a, b ∈ P satisfaciendo las siguientes condiciones.
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1. ab−1 = uv−1, con a ≤ u, b ≤ v y arI ∧ brI = 1 para todo I ∈ ∆r(a, b).

2. Escribiendo expresiones reducidas A(
∏

∆r(a,b) a
r
I) y (

∏
∆r(a,b)(b

r
I)
−1)B para a y

b−1 respectivamente, se tiene que

A

 ∏
∆r(a,b)

(arI(b
r
I)
−1)

B (3.1)

es una expresión reducida para ab−1.

Teorema 3.18. Un producto gráfico (G,P ) = Γ∈Λ(GI , PI) de causi-ret́ıculas ordena-
das es una cuasi-ret́ıcula ordenada.

Demostración. Probamos que (G,P ) satisface la condición (iv) del Lema 3.11
Dado x ∈ PP−1, el Lema 3.17 implica que x tiene una expresión reducida X =

x1x2 · · · xm en la cual cada śılaba xi pertenece a PI(xi)P
−1
I(xi)

. (Más espećıficamente,

X puede tomar la forma de (3.1), con las śılabas estrictamente positivas aparecien-
do primero y las śılabas estrictamente negativa apareciendo al último). Como cada
(GI , PI) es una cuasi-ret́ıcula ordenada podemos, en vista del Lema 3.11 (vi), escribir
cada xi uńıvocamente como aib

−1
i con ai ∧r bi = 1. Definimos elementos a,b ∈ P

por a = a1a2 · · · am y b = bmbm−1 · · · b1. Como cualquier intercambio de las śılabas
x1, x2, . . . , xm induce un intercambio de los ai’s no triviales (respectivamente de los bi’s
no triviales) se sigue del Teorema 3.4 que el par de elementos a,b está uńıvocamente
determinado por x (independientemente de la elección de la expresión reducida).

Dada cualquier pareja u, v ∈ P con uv−1 = x, sean a, b ∈ P cualquier pareja como
en el Lema 3.17. La única pareja a,b que acabamos de definir puede ser calculada
de cualquier expresión reducida para x, en particular de la expresión (3.1) del Lema
3.17. Se sigue que a = a y b = b. Esto muestra que x = ab−1 y que a ≤ u y b ≤ v
para todo u, v ∈ P tales que x = uv−1, como es requerido por el Lema 3.11 (iv).

Lema 3.19 ([10], Lema 11). Supongamos que (G,P ) es un producto gráfico de grupos
parcialmente ordenados (GI , PI) para I ∈ Λ. Sean x, z ∈ P tales que x ≤ z. Entonces,
para todo I ∈ Λ,

1. xI ≤ zI , y

2. escribiendo x = xIx
′, entonces xI = zI o bien I es adyacente a todo vértice de

x′.
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Definición 3.20. Consideramos un producto gráfico de cuaśı-ret́ıculas ordenadas
(G,P ) = ΓJ∈Λ(GJ , PJ), y elegimos I ∈ Λ. Dados elementos x, y ∈ P , escribimos
x = xIx

′ y y = yIy
′. Decimos que los elementos x, y ∈ P son I-adyacentes si las

siguientes tres condiciones se satisfacen:

(a) xI y yI tienen una cota superior en común;

(b) xI = xI ∨ yI o bien I es adyacente a todo vértice de x′;

(c) yI = xI ∨ yI o bien I es adyacente a todo vértice de y′.

Esta definición nos permite dar un algoritmo inductivo para decidir si dos elemen-
tos x, y ∈ P tienen una cota superior en común, y para calcular x ∨ y cuando exista.
Notemos primero que si x ∈ GI y y ∈ GJ , entonces la mı́nima cota superior de x y y
en (G,P ) está dada por

x ∨ y =


x ∨I y si I = J ;

xy I y J son adyacentes;

∞ I y J no son adyacentes.

Proposición 3.21. Supongamos que (G,P ) = ΓJ∈Λ(GJ , PJ) es un producto gráfico
de cuasi-ret́ıculas ordenadas. Sean x, y ∈ P y, para una elección arbitraria de I ∈ Λ,
escribimos x = xIx

′ y y = yIy
′. Entonces tenemos lo siguiente.

1. Los elementos x, y ∈ P tienen una cota superior en común si y solamente si
son I-adyacentes y x′ ∨ y′ 6=∞

2. Supongamos que los elementos x, y ∈ P tiene una cota superior en común.
Entonces

x ∨ y = (xI ∨ yI)(x′ ∨ y′).
Notemos que las condiciones (b) y (c) de la Definición 3.20 aplican a esta ex-
presión.

Demostración. Supongamos inicialmente que los elementos x y y son I-adyacentes
y, por la condición (a) de la Definición 3.20, escribimos xI ∨ yI = xIu = yIv para
algunos u, v ∈ PI . Entonces, por la condición (b), u = 1 ó I es adyacente a todo
vértice de x′, en cuyo caso x′ no tiene componente en I. En cualquier caso se tiene
que ux′ = x′u = u∨x′. Similarmente, por la condición (c), tenemos vy′ = y′v = v∨y′.
Por tanto, suponiendo adicionalmente que x′ ∨ y′ 6=∞ tenemos:

(xI ∨ yI)(x′ ∨ y′) = (xI ∨ yI)x′ ∨ (xI ∨ yI)y′ = xIux
′ ∨ yIvy′
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pero xIux
′ = xI(u∨ x′) = xIu∨ xIx′ = (xI ∨ yI)∨ x y de manera análoga obtenemos

yIvy
′ = (xI ∨ yI) ∨ y, luego

(xI ∨ yI)(x′ ∨ y′) = xIux
′ ∨ yIvy′

= [(xI ∨ yI) ∨ x] ∨ [(xI ∨ yI) ∨ y]

= (xI ∨ yI) ∨ x ∨ y = x ∨ y
(3.2)

Se sigue que x y y tienen una cota superior en común y x∨y está dada por la ecuación
de arriba.

Por otro lado, supongamos que z = x∨y 6=∞. Primero observamos que x y y son
I-adyacentes. Claramente xI ∨ yI ≤ z, justificando (a), y las condiciones (b) y (c) se
siguen directamente del Lema 3.19. Finalmente, como x ∨ y 6= ∞, las igualdades de
(3.2) pueden ser léıdas en orden inverso para mostrar que x′ ∨ y′ 6=∞

Observación 3.22. Para ver que la Proposición 3.21 conduce a un algoritmo efectivo,
notamos que al escoger siempre I ∈ ∆(x)∪∆(y) aseguramos que `(x′)+ `(y′) siempre
es estrictamente menor que `(x) + `(y).

Ejemplo 3.23. Consideremos el grafo Γ de la Figura 3.2. Sean G1 = Z〈a〉,
G2 = Z〈b〉, G3 = Z〈c〉 y G4 = Z〈d〉. Consideremos los elementos x = c2bd y
y = cabd2, entonces x2 = b = y2, x′ = c2d y y′ = cad2, luego x ∨ y = b(x′ ∨ y′).
Ahora notemos que x′4 = d, y′4 = d2, x′′ = c2 y y′′ = ca por lo cual x′ ∨ y′ =
(d ∨ d2)(c2 ∨ ca) = d2c(c ∨ a) =∞ y en consecuencia x ∨ y =∞.

Figura 3.2: Grafo Γ

3.3. Promediabilidad de cuasi-ret́ıculas ordenadas

Desde el punto de vista de las álgebras C∗, promediabilidad significa la coinciden-
cia de dos álgebras C∗, una de ellas siendo universal y la otra siendo el álgebra C∗ de
Toeplitz.
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Definición 3.24. Sea (G,P ) una cuasi-ret́ıcula ordenada y sea V : P −→ Isom(H)
una representación isométrica en un espacio de Hilbert H (V ∗x Vx = I, VxVy = Vxy y
V1 = I ∀x, y ∈ P ). V se dice covariante si para todo x, y ∈ P

VxV
∗
x VyV

∗
y = Vx∨yV

∗
x∨y

Esta definición incluye la convención V∞ = 0. Aśı ser covariante implica VxV
∗
x VyV

∗
y =

0 si x y y no tienen una cota superior en común.

El ejemplo principal de una representación covariante es la representación de Toe-

plitz T : P → Isom(`2(P )) definida por Txεy = εxy con adjunto T ∗xεz =

{
εx−1z, x ≤ z,

0, x 6≤ z,

donde `2(P ) =
{
f : P → C :

∑
p∈P |f(p)|2 <∞

}
y εx denota al vector correspondien-

te a x en la base canónica ortonormal de `2(P ).

Definición 3.25. El álgebra C∗ generada por los Tx se conoce como el álgebra C∗ de
Toeplitz de la cuasi-ret́ıcula ordenada (G,P ) y es denotada T (G,P ).

Ejemplo 3.26. Cualquier representación isométrica V : P → Isom(H) de un grupo
totalmente ordenado (G,P ), es covariante. En efecto, sean p, q ∈ P , sin pérdida de
generalidad suponemos que p ≤ q, entonces p−1q ∈ P y p ∨ q = q. Aśı

VpV
∗
p VqV

∗
q = VpV

∗
p VpVp−1qV

∗
q = VpVp−1qV

∗
q = VqV

∗
q = Vp∨qV

∗
p∨q.

Observación 3.27. Si V : P −→ Isom(H) es una representación isométrica co-
variante de la cuasi-ret́ıcula ordenada (G,P ) y si p, q ∈ P no tienen cota superior
común en P , entonces VpV

∗
p VqV

∗
q = 0 y por tanto

0 = (V ∗p Vp)V
∗
p Vq(V

∗
q Vq) = V ∗p Vq.

Ahora bien, si p, q tienen una cota superior en común en P , entonces

V ∗p Vq = (V ∗p Vp)V
∗
p Vq(V

∗
q Vq) = V ∗p Vp∨qV

∗
p∨qVq

= V ∗p (VpVp−1(p∨q)V
∗
q−1(p∨q)V

∗
q )Vq = Vp−1(p∨q)V

∗
q−1(p∨q).

Esto implica que el conjunto de productos VpV
∗
q es cerrado bajo multiplicación y

adjuntos:

(VxV
∗
y )(VpV

∗
q ) =

{
Vxy−1(y∨p)V

∗
qp−1(y∨p), y ∨ p 6=∞,

0, y ∨ p =∞.
(3.3)
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Proposición 3.28. Para cualquier cuasi-ret́ıcula ordenada (G,P ), los operadores
{TxT ∗y | x, y ∈ P} son linealmente independientes y su espacio lineal generado es una
subálgebra-∗ densa de T (G,P ).

Demostración. Suponemos que {TxT ∗y |x, y ∈ P} son linealmente dependientes. En-
tonces podemos encontrar {λj|1 ≤ j ≤ n} en C \ {0} y {(xj, yj)|1 ≤ j ≤ n} con
(xj, yj) 6= (xk, yk) para j 6= k, tales que

∑n
j=1 λjTxjT

∗
yj

= 0. Por supuesto n ≥ 2,
porque TxT

∗
y nunca puede ser cero (TxT

∗
y εy = εx). El conjunto finito {y1, . . . , yn}

debe contener un elemento yk que es minimal, en el sentido que para cualquier

1 ≤ j ≤ n, yj ≤ yk implica yk = yj. Ahora recordemos que T ∗xεz =

{
εx−1z, x ≤ z,

0, x 6≤ z,

luego

0 =

(
n∑
j=1

λjTxjT
∗
yj

)
εyk = λkεxk +

∑
{j 6=k:yj≤yk}

λjεxjy−1
j yk

implica que existe al menos un j 6= k tal que yj ≤ yk y xjy
−1
j yk = xk; para tal j

claramente obtenemos yj = yk y xj = xk lo cual es absurdo.
El resto de la demostración se sigue de la Observación 3.27

Notemos que span{TxT ∗y |x, y ∈ P} tiene una identificación obvia con Cc(P×P ) =
span{χ(x,y)|x, y ∈ P}, el espacio de funciones complejas con soporte finito definidas en
P×P . Bajo esta identificación obtenemos una estructura de álgebra-∗ sobre Cc(P×P ),
determinada por las relaciones:

χ(x,y)χ(p,q) =

{
χ(xy−1(y∨p),qp−1(y∨p)), y ∨ p 6=∞,
0, y ∨ p =∞,

y χ∗(x,y) = χ(y,x). En particular

χ(x,x)χ(p,p) =

{
χ(x∨p,x∨p), x ∨ p 6=∞,
0, x ∨ p =∞.

La identidad de Cc(P × P ) es χ(1,1).

Proposición 3.29. Dada una cuasi-ret́ıcula ordenada (G,P ), existe una biyección
canónica entre las representaciones-∗ de Cc(P × P ) sobre un espacio de Hilbert dado
y las representaciones isométricas covariantes de P en el mismo espacio de Hilbert.



55 3.3. PROMEDIABILIDAD DE CUASI-RETÍCULAS ORDENADAS

Demostración. Sea H un espacio de Hilbert. Sea V : P −→ Isom(H) una representa-
ción isométrica covariante, definimos πV : Cc(P×P ) −→ B(H) por πV (χ(x,y)) = VxV

∗
y

para todo x, y ∈ P y lo extendemos por linealidad. Se tiene:

πV (χ(x,y)χ(p,q)) = πV (χ(xy−1(y∨p),qp−1(y∨p)))

=

{
Vxy−1(y∨p)V

∗
qp−1(y∨p), y ∨ p 6=∞,

0, y ∨ p =∞,

=

{
VxVy−1(y∨p)V

∗
p−1(y∨p)V

∗
q , y ∨ p 6=∞,

0, y ∨ p =∞,
= VxV

∗
y VpV

∗
q = πV (χ(x,y))πV (χ(p,q)).

Adicionalmente πV (χ∗(x,y)) = πV (χ(y,x)) = VyV
∗
x = (VxV

∗
y )∗ = πV (χ(x,y))

∗ y πV (χ(1,1)) =

V1V
∗

1 = I. Por tanto πV es una representación-∗ de Cc(P × P ).
Por otro lado sea L : Cc(P × P ) −→ B(H) una representación-∗. Consideramos

ρL : P −→ B(H) dada por ρL(p) = L(χ(p,1)) para todo p ∈ P , entonces

ρL(p1p2) = L(χ(p1p2,1)) = L(χ(p1,1)χ(p2,1)) = L(χ(p1,1))L(χ(p2,1)) = ρL(p1)ρL(p2).

Además ρ∗L(p)ρL(p) = L(χ(p,1))
∗L(χ(p,1)) = L(χ(1,p)χ(p,1)) = L(χ(1,1)) = I y

ρL(p1)ρL(p1)∗ρL(p2)ρL(p2)∗ = L(χ(p1,1)χ(1,p1)χ(p2,1)χ(1,p2)) = L(χ(p1,p1)χ(p2,p2))

=

{
L(χ(p1∨p2,p1∨p2)), p1 ∨ p2 <∞,
0, p1 ∨ p2 =∞,

=

{
ρL(p1 ∨ p2)ρL(p1 ∨ p2)∗, p1 ∨ p2 <∞,
0, p1 ∨ p2 =∞.

Por tanto ρL : P −→ Isom(H) es una representación covariante.
Finalmente observemos que ρπV (p) = πv(χ(p,1)) = VpV

∗
1 = Vp para todo p ∈ P y

πρL(χ(x,y)) = ρL(x)ρL(y)∗ = L(χ(x,1)χ(1,y)) = L(χ(x,y)) con x, y ∈ P .

Ahora definimos para cualquier f ∈ Cc(P × P ):

||f || := sup{||π(f)|| : π es una representación ∗ de Cc(P × P )}. (3.4)

Observemos que ||f || ≤
∑

x,y∈P |f(x, y)|, porque f =
∑

x,y∈P f(x, y)χ(x,y) y cada χ(x,y)

es una isometŕıa parcial. Por otra parte, la representación de Toeplitz
T : P −→ Isom(`2(P )) induce, de acuerdo a la Proposición 3.29, una representa-
ción-∗ πT : Cc(P × P ) −→ B(`2(P )) tal que πT (χ(x,y)) = TxT

∗
y para todo x, y ∈ P .

Más aún, πT es inyectiva pues {TxT ∗y |x, y ∈ P} es linealmente independiente. Por
tanto ||f || ≥ ||πT (f)|| > 0 para f 6= 0. De esto resulta inmediatamente que || · || es
una norma C∗ sobre Cc(P × P ).
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Definición 3.30. La completación de Cc(P × P ) con respecto a la norma (3.4) es
denotada por C∗(G,P ) y se conoce como el álgebra C∗ universal de (G,P ).

Observación 3.31. 1. Consideremos el mapeo ι : P −→ C∗(G,P ) dado por
ι(x) = χ(x,1). Entonces ι(x)∗ι(x) = χ(1,1) e ι(x)ι(x)∗ι(y)ι(y)∗ = ι(x∨y)ι(x∨y)∗.
Además C∗({χ(x,1) : x ∈ P}) = span{χ(x,1)χ

∗
(y,1) : x, y ∈ P} = C∗(G,P ).

2. El álgebra C∗(G,P ) tiene la siguiente propiedad universal: para toda represen-
tación isométrica covariante V : P −→ Isom(H) ⊂ B(H), existe un único
homomorfismo C∗ V̂ : C∗(G,P ) −→ B(H) tal que V̂ ◦ ι = V .

C∗(G,P )
V̂

%%
P

V
//

ι

OO

B(H)

Por la observación anterior, la representación de Toeplitz T : P → Isom(`2(P ))
se extiende a una representación C∗ T̂ : C∗(G,P ) → B(`2(P )) tal que T̂ (χ(x,y)) =
TxT

∗
y ∀x, y ∈ P .

Definición 3.32. Cuando T̂ : C∗(G,P ) −→ B(`2(P )) es inyectiva decimos que la
cuasi-ret́ıcula ordenada (G,P ) es promediable.

Es obvio que la imagen de T̂ es T (G,P ). Aśı, cuando (G,P ) es promediable,
T̂ : C∗(G,P ) −→ T (G,P ) establece un isomorfismo. También es obvio que tenemos
una reformulación equivalente:

Proposición 3.33. (G,P ) es promediable ⇐⇒ para toda representación isométrica
covariante V : P → B(H) existe una única representación C∗ π : T (G,P ) → B(H)
tal que π ◦ T = V .

Observación 3.34. Por el Ejemplo 3.36, se tiene que si (G,P ) es una cuasi-ret́ıcula
ordenada tal que G es promediable,1 entonces (G,P ) es promediable. Resulta que para
ret́ıculas ordenadas el rećıproco también se cumple (ver [10, Proposition 28]).

1Un grupo discreto G es promediable si existe un estado µ : `∞(G)→ C tal que µ(λsf) = µ(f),
donde λsf(x) := f(s−1x) para todo s, x ∈ G.

Todos los grupos finitos, abelianos y nilpotentes son promediables, por mencionar algunos. Los
grupos que contienen subgrupos isomorfos a F2, no son promediables.
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Otras formulaciones del concepto de promediabilidad para cuasi-ret́ıculas ordena-
das pueden ser encontradas en [34].

Existe un sistema dinámico de semigrupos (BP , P, α) canónicamente asociado al
semigrupo P , en la cual BP es la subálgebra C∗ de `∞(P ) generada por las funciones
caracteŕısticas 1y de los intervalos semi-infinitos [y,∞) para y ∈ P ; el endomorfismo
αx correspondiente a x ∈ P está definido por αx(1y) = 1xy. Las representaciones
isométricas covariantes de P están en correspondencia biyectiva con representaciones
covariantes del sistema dinámico (BP , P, α) y esto lleva a la realización de C∗(G,P )
como un producto cruzado, ver [31, Section 2] para los detalles. Existe una esperanza
condicional canónica de BP oαP sobre BP , la cual es fiel si y solo si (G,P ) es prome-
diable [34, Section 4.3]. Esta propiedad, tomada como la definición de promediabilidad
de (G,P ) en [31], es instrumental en la demostración directa de la promediabilidad
para productos libres, la cual generalizamos en esta sección.

Ahora necesitaremos reformular la Proposición 6.6 de [31].

Proposición 3.35 (Laca, Raeburn [31]). Supongamos que φ : (G,P ) −→ (G,P) es
un homomorfismo de cuasi-ret́ıculas ordenadas preservando el orden tal que, cuando
x, y ∈ P tienen una cota superior en común en P ,

(a) φ(x) = φ(y) solo si x = y y

(b) φ(x) ∨ φ(y) = φ(x ∨ y).

Si G es un grupo promediable, entonces (G,P ) es una cuasi-ret́ıcula promediable.

Ejemplo 3.36. Sea (G,P ) una cuasi-ret́ıcula ordenada y G un grupo promediable.
El homomorfismo identidad id : G −→ G preserva el orden y satisface los incisos (a)
y (b) de la Proposición 3.35. Por tanto (G,P ) es promediable.

Supongamos ahora que (G,P ) = ΓI∈Λ(GI , PI) es un producto gráfico de cuasi-
ret́ıculas ordenadas. Definimos el homomorfismo de grupos

φ : (G,P ) −→
⊕
I∈Λ

(GI , PI)

tal que cada factor (GI , PI) de (G,P ) es mapeado al correspondiente factor en⊕
I∈Λ(GI , PI) v́ıa la identidad en GI . En lo que sigue escribiremos por simplicidad

φ(u) como u cuando u ∈ GI para algún I ∈ Λ.
Vemos a la suma directa

⊕
I∈Λ(GI , PI) como un producto gráfico de grupos (sobre

el grafo completo en Λ). Sea x ∈ G y sea X cualquier expresión reducida para
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x. Entonces, eligiendo un vértice I ∈ Λ, observamos que φ(x)I es simplemente el
producto de todas las śılabas de X que pertenecen al vértice I, tomado en el orden
en que aparecen. En particular, si x = xIx

′ entonces φ(x)I = xIφ(x′)I . Por otro lado,
φ(x)J = φ(x′)J para todo J 6= I.

Lema 3.37. Sea φ el mapeo definido arriba. Supongamos que x, y ∈ P satisfacen
x ∨ y 6= ∞ y para una elección arbitraria de I ∈ Λ, escribimos x = xIx

′ y y = yIy
′.

Entonces

φ(x)I ∨ φ(y)I = (xI ∨ yI) · (φ(x′)I ∨ φ(y′)I). (3.5)

Demostración. Como los elementos x, y ∈ P tiene una cota superior común, por la
Proposición 3.21 x y y son I-adyacentes, en particular yI ≤ xI ∨ yI = xI o bien
I es adyacente a cada vértice de x′. La última condición implica que φ(x)I = xI y
φ(x′)I = 1. Un enunciado similar también se cumple con respecto a y′. Aśı tenemos
los siguientes casos a considerar:
Caso 1. φ(x)I = xI y φ(y)I = yI . Como en este caso φ(x′)I y φ(y′)I ambos son
triviales, (3.5) es evidente.
Caso 2. φ(x)I = xI y xI ≤ xI ∨ yI = yI . En este caso φ(x)I ≤ yI ≤ φ(y)I . También
φ(x′)I = 1 y xI ∨ yI = yI . Aśı (3.5) se reduce a φ(y)I = yIφ(y′)I
Caso 3. yI ≤ xI ∨ yI = xI y φ(y)I = yI . Este caso es similar al anterior.
Caso 4. Si xI = yI = xI ∨ yI ; (3.5) se sigue en este caso por invarianćıa izquierda.

Proposición 3.38. Sea (G,P ) = ΓI∈Λ(GI , PI) un producto gráfico de grupos cuasi-
ret́ıculas ordenadas. Entonces el mapeo φ : (G,P ) −→

⊕
I∈Λ(GI , PI) (definido por

la identidad sobre cada factor) es un homomorfismo preservando el orden tal que,
∀x, y ∈ P con una cota superior en común en P , lo siguiente se cumple:

(a) φ(x) = φ(y) solo si x = y, y

(b) φ(x) ∨ φ(y) = φ(x ∨ y).

Demostración. El mapeo claramente es un homomorfismo preservando el orden.
Sean ahora x, y ∈ P tales que x ∨ y 6= ∞. Primero probamos la condición (a)

asumiendo que (b) se cumple: Observemos que si u ∈ P entonces uI ≤ φ(u)I para
todo I. Aśı φ(u) = 1 implica u = 1. Supongamos que φ(x) = φ(y). Entonces, por la
condición (b), tenemos

φ(x ∨ y) = φ(x) ∨ φ(y) = φ(x) = φ(y)
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Escribiendo x ∨ y = xu = yv para u, v ∈ P , se sigue que φ(u) = φ(v) = 1. Pero por
la observación precedente debemos tener u = v = 1 y por tanto x = y.

Ahora probamos la condición (b): Elegimos I ∈ Λ tal que xI 6= 1 o yI 6= 1, y
escribimos x = xIx

′ y y = yIy
′. Por la Proposición 3.21 podemos escribir x ∨ y =

(xI ∨ yI)(x′ ∨ y′), y por tanto

φ(x ∨ y) = (xI ∨ yI)φ(x′ ∨ y′)

Por inducción sobre `(x) + `(y) tenemos que φ(x′ ∨ y′) = φ(x′)∨ φ(y′). Aśı queda por
mostrar que

φ(x) ∨ φ(y) = (xI ∨ yI) · (φ(x′) ∨ φ(y′)) (3.6)

Notemos que en la suma directa
⊕

J∈Λ(GJ , PJ) todo elemento ξ puede ser escrito
ξ =

∏
J∈Λ ξJ . Combinando esto con la Proposición 3.21 tenemos:

φ(x) ∨ φ(y) = (φ(x)I ∨ φ(y)I)
∏

J∈Λ:J 6=I

(φ(x)J ∨ φ(y)J)

φ(x′) ∨ φ(y′) = (φ(x′)I ∨ φ(y′)I)
∏

J∈Λ:J 6=I

(φ(x′)J ∨ φ(y′)J)

Recordando que φ(x)J = φ(x′)J y φ(y)J = φ(y′)J para todo J 6= I se sigue

φ(x)∨φ(y) = (xI∨yI)(φ(x′)I∨φ(y′)I)
∏

J∈Λ:J 6=I

(φ(x′)J∨φ(y′)J) = (xI∨yI)(φ(x′)∨φ(y′))

Ahora podemos extender el Teorema 6.7 de [31] al producto gráfico de grupos
promediables.

Teorema 3.39. Cualquier producto gráfico de una familia de cuasi-ret́ıculas ordena-
das en donde los grupos subyacentes son promediables, es una cuasi-ret́ıcula prome-
diable (esto es, la representación de Toeplitz es fiel).

Demostración. Denotemos por (G,P ) al producto gráfico de la familia {(GI , PI)}I∈Λ

de cuasi-ret́ıculas ordenadas, y denotemos por (G,P) a su suma directa
⊕

I∈Λ(GI , PI).
Por la Proposición 3.38, el mapeo φ : (G,P ) −→ (G,P) inducido por la identidad en
cada factor satisface la hipótesis de la Proposición 3.35. Si cada GI es promediable
como grupo, entonces también lo es G. Se sigue entonces, por la Proposición 3.35, que
(G,P ) es promediable.
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Como una aplicación del Teorema 3.39, obtenemos la siguiente caracterización
de fidelidad de representaciones de C∗(G,P ), y el resultado correspondiente sobre
unicidad del álgebra C∗ generada por una representación isométrica covariante de P .

Definición 3.40. Dos representaciones (de monoides) V : P −→ Isom(H) y
W : Q −→ Isom(H) conmutan-∗ si

VxWy = WyVx, V ∗xWy = WyV
∗
x ∀x ∈ P, y ∈ Q,

y son ortogonales si V ∗xWy = 0 para todo x ∈ P y y ∈ Q.

Teorema 3.41. Sea (G,P ) el producto gráfico de una familia de cuasi-ret́ıculas or-
denadas {(GI , PI)}I∈Λ.

(i) Si {VI : PI −→ Isom(H)}I∈Λ es una familia de representaciones isométricas
covariantes tal que VI conmuta-∗ con VJ cuando I y J son adyacentes en Γ
y VI es ortogonal a VJ cuando I y J no son adyacentes en Γ, entonces existe
una (única) representación isométrica covariante V : P −→ Isom(H) tal que
V |PI

= VI . Todas las representaciones covariantes de P surgen de esta manera.

Supongamos que GI es un grupo promediable para todo I ∈ Λ. Entonces también
tenemos lo siguiente:

(ii) La representación del álgebra universal C∗(G,P ) asociada a V es fiel si y sola-
mente si∏

x∈F

(1− VxV ∗x ) 6= 0 para todo subconjunto finito F ⊂
⋃
I∈Λ

(PI \ {1}) (3.7)

(iii) Si {VI} y {WI} son dos familias de representaciones isométricas covariantes
como en la parte (i) satisfaciendo (3.7), entonces el mapeo canónico VI(x) 7→
WI(x) se extiende a un isomorfismo de C∗(Vx : x ∈ P ) sobre C∗(Wx : x ∈ P ).

Demostración. Las isometŕıas satisfacen las relaciones de conmutación que definen
a P como producto gráfico de monoides. Por tanto los mapeos s ∈ PI 7→ VI(s) se
extienden a una representación isométrica V del monoide P = ΓI∈ΛPI .

Necesitamos mostrar que esta representación es covariante, esto es, necesitamos
mostrar que Vx∨yV

∗
x∨y = VxV

∗
x VyV

∗
y para todo x, y ∈ P .

Procedemos por inducción sobre `(x) + `(y). Seleccionemos I ∈ ∆(x) ∪ ∆(y) y
escribimos x = xIx

′ y y = yIy
′. Como xI y yI no pueden ser ambos triviales, esto

asegura que `(x′) + `(y′) < `(x) + `(y).
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Supongamos primero que x ∨ y < ∞. Por la Proposición 3.21 y la hipótesis de
inducción, tenemos

Vx∨yV
∗
x∨y = VzVx′V

∗
x′Vy′V

∗
y′V

∗
z , (3.8)

donde z = xI ∨ yI ∈ PI . Más aún, x y y son I-adyacentes, y de la Definición 3.20
tenemos cuatro casos a considerar:
Caso 1. El vértice I es adyacente a todos los vértices de x′ y a los de y′. Entonces
VI conmuta-∗ con Vx′ y con Vy′ , aśı que (3.8) se vuelve

Vx∨yV
∗
x∨y = Vx′V

∗
x′VzV

∗
z Vy′V

∗
y′

= Vx′V
∗
x′VxIV

∗
xI
VyIV

∗
yI
Vy′V

∗
y′

= VxIVx′V
∗
x′V

∗
xI
VyIVy′V

∗
y′V

∗
yI

= VxV
∗
x VyV

∗
y

Caso 2. z = xI e I es adyacente a todos los vértices de y′. Escribimos z = yIv con
v ∈ PI ; entonces Vy′V

∗
y′V

∗
z = V ∗v Vy′V

∗
y′V

∗
yI

= V ∗z VyV
∗
y . Aśı (3.8) se vuelve

Vx∨yV
∗
x∨y = VzVx′V

∗
x′V

∗
z VyV

∗
y = VxV

∗
x VyV

∗
y

Caso 3. z = yI e I es adyacente a todos los vértices de x′. (Esto es análogo al Caso
2).
Caso 4. z = xI = yI . Insertando V ∗z Vz en el medio del lado derecho de (3.8) obtenemos
Vx∨yV

∗
x∨y = VxV

∗
x VyV

∗
y .

Supongamos ahora que x ∨ y = ∞. Entonces por convención Vx∨yV
∗
x∨y = 0 y es

suficiente mostrar que V ∗x Vy = 0. Claramente si xI ∨ yI =∞ entonces, por covarianza
de VI , tenemos V ∗xIVyI = 0, aśı V ∗x Vy = 0. Aśı, podemos suponer que xI ∨ yI 6= ∞,
escribimos xI ∨ yI = xIu = yIv donde u, v ∈ PI luego

VxIV
∗
xI
VyIV

∗
yI

= VxI∨yIV
∗
xI∨yI = VxIVuV

∗
v V
∗
yI

(3.9)

multiplicando (3.9) a la derecha por V ∗xI y a la izquierda por VyI se consigue V ∗xIVyI =
VuV

∗
v . Aśı

V ∗x Vy = V ∗x′VuV
∗
v Vy′ .

Sea A = a1a2 · · · ak una expresión reducida para y′. Supongamos que v 6= 1 y A tiene
una śılaba con vértice no adyacente a I, sea ai la primera śılaba de A para la cual
I(ai) no es adyacente a I. Notemos que I(ai) 6= I porque y′ no puede tener vértice
inicial I. Escribimos α = a1a2 · · · ai−1 y β = ai+1ai+2 · · · ak. Ahora tenemos

V ∗v Vy′ = V ∗v VαVaiVβ = VαV
∗
v VaiVβ = 0

usando el hecho que V ∗v Vai = 0 por ortogonalidad.
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Aśı podemos suponer que la condición (c) de la Definición 3.20 se cumple, en
cuyo caso V ∗v Vy′ = Vy′V

∗
v . Por un argumento similar podemos suponer que también

la condición (b) se cumple y que V ∗x′Vu = VuV
∗
x′ . Ya hemos asumido que xI ∨ yI 6=∞

(parte (a) de la Definición 3.20). Todas estas condiciones implican que x y y son
I-adyacentes y que

VxVy = VuV
∗
x′Vy′V

∗
v

Por la Proposición 3.21 ahora tenemos x′∨y′ =∞ (pues x∨y =∞ y x es I-adyacente
a y), y aplicando la hipótesis de inducción a x′ y y′ completa la prueba de que V es
covariante.

Para probar (ii) notemos primero que de [31, Theorem 3.7], se sigue que una
representación es fiel si y solo si∏

x∈F

(1− VxV ∗x ) 6= 0 para todo subconjunto finito F ⊂ P.

Esto es equivalente a considerar solo productos de la forma enunciada, porque reem-
plazando cada x ∈ F por una de sus śılabas iniciales tiene el efecto de reemplazar
cada factor (1−VxV ∗x ) por uno más pequeño. La parte (iii) se sigue del Teorema 3.39
y del Corolario 3.9 de [31].

Observación 3.42. En algunos casos la condición (3.7) es automáticamente satisfe-
cha por todas las representaciones covariantes, en cuyo caso el álgebra C∗ de Toeplitz
es simple y puramente infinita por [31, Theorem 5.4]. El ejemplo mejor conocido de
esto es O∞[12]. Ver [30, Corollary 5.2 & Corollary 5.3] y [15, Theorem 2.4] para más
ejemplos involucrando productos libres.

3.4. El álgebra C∗ de un grupo de Artin de ángulo

recto

Sea Λ un conjunto (usualmente tomado finito, aunque no haremos esta restric-
ción aqúı). Una matriz M = (ms,t)s,t∈Λ es una matriz de Coxeter si ms,t = mt,s ∈
{2, 3, . . . ,∞} para s 6= t y ms,s = 1. Denotamos por 〈st〉m a la palabra sts . . ., co-
menzando con s y teniendo longitud m, en la cual las letras s y t se alternan.

Ejemplo 3.43. Sea M ∈ Mn(N) dada por mi,i+1 = 3 ∀i ∈ {1, . . . , n − 1}, mi,j = 2
si |i− j| > 1 y mi,i = 1 ∀i ∈ {1, . . . , n}. Entonces M es una matriz de Coxeter. Por
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ejemplo, cuando n = 4, la matriz M =


1 3 2 2
3 1 3 2
2 3 1 3
2 2 3 1

 es de Coxeter.

El grupo de Artin AM asociado a M es el grupo con presentación

〈Λ|〈st〉ms,t = 〈ts〉ms,t ∀s, t ∈ Λ〉,

en la cual una relación de la forma 〈st〉∞ = 〈ts〉∞ es interpretada como vaćıa. El
monoide de Artin A+

M está definido v́ıa la misma presentación, tomada en la cate-
goŕıa de monoides (semigrupos con identidad). Podemos ver a AM como un grupo
parcialmente ordenado con cono positivo PM generado por Λ.

Añadiendo las relaciones s2 = 1 para s ∈ Λ a las de arriba produce una presenta-
ción un tanto inusual del grupo de Coxeter WM asociado con M , el cual es usualmente
presentado v́ıa las relaciones 〈st〉ms,t = 1.

Un grupo de Coxeter y su grupo de Artin AM se dicen de ángulo recto si cada
entrada no diagonal de la matriz de Coxeter M es 2 ó ∞. (Por abuso de notación
también nos referimos a la matriz como de ángulo recto).

Definición 3.44. Si el grupo de Coxeter WM es finito, el grupo de Artin asociado se
dice de tipo finito o esférico.

Ejemplo 3.45. Sea M ∈ Mn(N) la matriz del Ejemplo 3.43. El grupo de Artin
asociado

AM =〈σ1, . . . , σn−1| σiσj = σjσi para |i− j| > 1

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 para i = 1, . . . , n− 2〉

es el grupo de trenzas de Artin Bn con n cuerdas. Su grupo de Coxeter

WM =〈σ1, . . . , σn−1| σiσj = σjσi para |i− j| > 1

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 para i = 1, . . . , n− 2

σ2
i = 1 para i = 1, . . . , n− 1〉

es el grupo simétrico Σn, el cual tiene n! elementos y por tanto AM es esférico.

Toda matriz de Coxeter de ángulo recto M sobre Λ determina y está determinada
por un grafo Γ con conjunto de vértices Λ teniendo una arista uniendo s y t cuando
ms,t = 2. Las únicas relaciones en la presentación de AM dicen que dos generadores
conmutan si están unidos por una arista, por tanto AM es precisamente el producto
gráfico ΓI∈ΛZ de copias de Z. Los grupos de Artin de ángulo recto también se conocen
como grupos gráficos.
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Ejemplo 3.46. Consideremos la matriz M =


1 ∞ ∞ 2 2 2
∞ 1 ∞ 2 2 2
∞ ∞ 1 2 2 2
2 2 2 1 ∞ ∞
2 2 2 ∞ 1 ∞
2 2 2 ∞ ∞ 1

 . El grafo

determinado por M , es el grafo bipartita mostrado en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Grafo asociado a M .

En este caso el grupo de Artin de ángulo recto es AM ∼= F3 × F3.

Por [5, Proposition 5.5] y [5, Theorem 5.6], si AM es de tipo finito entonces el
semigrupo de Artin A+

M se encaja como un subsemigrupo de AM y la pareja (AM , A
+
M)

es una ret́ıcula ordenada.
En virtud del Teorema 3.4 el monoide de Artin de ángulo recto A+

M puede ser
identificado con el cono positivo del correspondiente grupo de Artin y (AM , A

+
M) es

una cuasi-ret́ıcula ordenada por el Teorema 3.18. Aplicando el Teorema 3.39 vemos
que esta cuasi-ret́ıcula ordenada es promediable.

Teorema 3.47. Sea Γ un grafo con conjunto de vértices Λ y supongamos que {Vs :
s ∈ Λ} es una colección de isometŕıas en un espacio de Hilbert H, tal que para todo
par de vértices distintos s y t se tiene

VsVt = VtVs y V ∗s Vt = VtV
∗
s si s y t son adyacentes en Γ

V ∗s Vt = 0 si s y t no son adyacentes en Γ

Sea AM = Γs∈ΛZ〈s〉 el grupo de Artin de ángulo recto asociado a Γ. Entonces

1. los mapeos
N〈s〉 −→ Isom(H)

sn 7−→ V n
s

, para s ∈ Λ, se extienden a una representación

isométrica covariante V del semigrupo de Artin de ángulo recto A+
M ,
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2. la correspondiente representación de C∗(AM , A
+
M) es fiel si y solamente si∏

s∈F

(I − VsV ∗s ) 6= 0 para todo conjunto finito F ⊆ Λ (3.10)

3. si {Ws : s ∈ Λ} es otra colección de isometŕıas satisfaciendo las mismas re-
laciones y la condición (3.10), entonces el mapeo Vs 7→ Ws se extiende a un
isomorfismo de álgebras C∗ de C∗(Vs : s ∈ Λ) a C∗(Ws : s ∈ Λ).

Demostración. Como los generadores Vs satisfacen las relaciones enunciadas, la co-
lección de representaciones isométricas {sn 7→ V n

s }s∈Λ satisfacen las hipótesis del
Teorema 3.41 y aśı se extienden a una representación isométrica del semigrupo A+

M ,
dando 1. La hipótesis de promediabilidad se satisface porque en este caso cada factor
en el producto gráfico es isomorfo a Z, aśı 2 y 3 se siguen directamente del Teorema
3.41.

Observación 3.48. Si el conjunto Λ de generadores es finito, la proyección
∏

s∈Λ(I−
TsT

∗
s ) pertenece al álgebra de Toeplitz T (AM , A

+
M) = span{TxT ∗y |x, y ∈ A+

M}. Como
Tx
∏

s∈Λ(I − TsT
∗
s )T ∗y = 〈·, εy〉εx ∀x, y ∈ A+

M , se sigue que K = 〈
∏

s∈Λ(I − TsT
∗
s )〉.

Es fácil ver que (3.10) se cumple si y solo si se cumple para F = Λ, aśı este ideal es
minimal.

Observación 3.49. Notemos que la representación de Toeplitz T : A+
Γ −→ B(`2(A+

Γ ))
da lugar a una colección de isometŕıas {Ts : s ∈ Λ} tales que

∏
s∈F (I − TsT ∗s )ε1 =

ε1 6= 0 si F ⊆ Λ finito y

T ∗siTsj = (T ∗siTsi)T
∗
si
Tsj(T

∗
sj
Tsj) =

{
T ∗siTsisjT

∗
sisj

Tsj , (si, sj) ∈ E(Γ),

0, (si, sj) 6∈ E(Γ),

=

{
TsjT

∗
sj
T ∗siTsj , (si, sj) ∈ E(Γ),

0, (si, sj) 6∈ E(Γ),
=

{
TsjT

∗
si
, (si, sj) ∈ E(Γ),

0, (si, sj) 6∈ E(Γ).

Ejemplo 3.50. Sea Γ un grafo con n vértices aislados, entonces T ∗siTsj = 0 ∀i 6= j
y I −

∑n
i=1 TsiT

∗
si

=
∏n

i=1(I − TsiT
∗
si

) 6= 0. El álgebra T (Fn,F+
n ) se conoce como el

álgebra de Toeplitz-Cuntz y es denotada por En := T (Fn,F+
n ).

Por el Ejemplo 1.38 se tiene que En/〈I −
∑n

i=1 TsiT
∗
si
〉 ∼= On.

Laca y Li completaron la clasificación de los grupos de Artin promediables al
mostrar en [32, Theorem 4.2] que solo los grupos de Artin de ángulo recto satisfacen
la condición de promediabilidad.
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Teorema 3.51. Sea AM un grupo de Artin. Entonces (AM , A
+
M) es promediable ⇐⇒

AM es de ángulo recto.

Como una consecuencia del Teorema 3.51, el análogo del Teorema 3.41 (ii) falla
para grupos de Artin que no son de ángulo recto, en su lugar tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.52 ([10], Theorem 30). Sea AM un grupo de Artin que no es de ángulo
recto. Supongamos que {Vs : s ∈ Λ} es una colección de isometŕıas satisfaciendo las
relaciones de Artin relativas a M :

〈VsVt〉ms,t = 〈VtVs〉ms,t s, t ∈ Λ. (3.11)

Entonces el mapeo s 7→ Vs se extiende a una representación isómetrica, denotada
también por V , del semigrupo de Artin A+

M . La representación V es covariante siempre
que

VsV
∗
s VtV

∗
t = Vs∨tV

∗
s∨t s, t ∈ Λ. (3.12)

Observación 3.53. La representación de Toeplitz T en `2(A+
M) satisface (3.11) y

(3.12) y además la proyección
∏

Λ(1 − TsT ∗s ) no se anula. Sin embargo, la represen-
tación de Toeplitz de C∗(AM , A

+
M) no es fiel; en particular el álgebra C∗ generada

por una colección {Vs : s ∈ Λ} como arriba no es canónicamente única, incluso si
suponemos que

∏
Λ(1− VsV ∗s ) 6= 0, esto gracias a [30, Corollary 3.9].



Caṕıtulo 4

K-teoŕıa de álgebras de Toeplitz de
grupos gráficos

En este caṕıtulo estudiamos los cocientes C∗Q(Γ) de las álgebras C∗ de Toeplitz
de grupos gráficos (con centro trivial) módulo sus ideales cerrados. Para cierta clase
de grafos finitos Γ, calculamos K∗(C

∗
Q(Γ)). Usamos inducción sobre el número de

vértices de Γ y la sucesión exacta de Pimsner-Voiculescu para encontrar la K-teoŕıa
de C∗Q(Γ), la cual es presentada en términos de la caracteŕıstica de Euler del grafo
Γ visto como complejo simplicial. Finalmente aplicamos el teorema de clasificación
de Kirchberg-Phillips para mostrar que estas álgebras C∗ son isomorfas a productos
tensoriales de On con 1 ≤ n ≤ ∞.

4.1. El álgebra C∗Q(Γ)

Definición 4.1. Dado un grafo Γ con conjunto de vértices Λ, el grafo opuesto o
complementario Γopp, es el grafo con conjunto de vértices Λ y con aristas

E(Γopp) = {(v, w)|u,w ∈ Λ, (u,w) 6∈ E(Γ)}.

La Figura 4.1 muestra a un grafo G y su grafo opuesto Gopp. Notemos que un
grupo gráfico AΓ tiene centro trivial si y solo si Γopp no tiene vértices aislados.

Ahora enunciamos [11, Theorem 6.7] y [10, Corollary 8.5] que usaremos a lo largo
del caṕıtulo.

Teorema 4.2 ([11], Theorem 6.7). Sea Γ un grafo con un conjunto de vértices Λ tal
que Γopp no tiene vértices aislados. Supongamos que {Vs|s ∈ Λ} es una colección de
isometŕıas sujetas a las relaciones:

67
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Figura 4.1: Grafo G y su grafo opuesto Gopp.

(1) VsVt = VtVs y V ∗s Vt = VtV
∗
s si s y t son adyacentes en Γ;

(2) V ∗s Vt = 0 si s y t son distintos y no son adyacentes en Γ;
(3)

∏
s∈Si

(I − VsV ∗s ) = 0 donde Si ⊂ Λ es el conjunto de vértices de una compo-
nente conexa finita arbitraria de Γopp.

Entonces el álgebra C∗ universal generada por {Vs|s ∈ Λ} es puramente infinita y
simple.

Denotaremos al álgebra C∗ de este teorema por C∗Q(Γ), donde Q hace alusión a
((quotient)). Esta notación está justificada por el siguiente hecho.

Teorema 4.3 ([10], Corollary 8.5). Sea Γ un grafo con un conjunto de vértices Λ
tal que Γopp no tiene vértices aislados. Denotemos por C∗(Γ) el álgebra C∗ universal
generada por una colección de isometŕıas {Vs|s ∈ Λ} sujetas a la relaciones:

(1) VsVt = VtVs y V ∗s Vt = VtV
∗
s si s y t son adyacentes en Γ;

(2) V ∗s Vt = 0 si s y t son distintos y no son adyacentes en Γ.
Entonces cualquier cociente de C∗(Γ) se obtiene al imponer relaciones adicionales

de la forma
(R)

∏
s∈Si

(I − VsV ∗s ) = 0 donde Si ⊂ Λ es el conjunto de vértices de una unión
finita arbitraria de componentes conexas de Γopp.

Más aún, siempre podemos reducir la presentación de arriba a una en la cual
ninguno de los conjuntos Si y Sj estén contenidos uno en el otro.

Notemos que el Teorema 4.3 impĺıcitamente está asumiendo la unicidad estable-
cida por el Teorema 3.47.

Ejemplo 4.4. Consideremos el grafo Γ de la Figura 4.2. En este caso los úni-
cos cocientes no triviales son: C∗(Γ)/〈

∏3
i=1(I − ViV

∗
i )〉, C∗(Γ)/〈

∏6
i=4(I − ViV

∗
i )〉,

C∗(Γ)/〈
∏6

i=1(I − ViV ∗i )〉 y C∗(Γ)/〈
∏3

i=1(I − ViV ∗i ),
∏6

i=4(I − ViV ∗i )〉 ∼= C∗Q(Γ).

Cuando Γ es un grafo finito con más de un vértice y tal que el grafo opuesto Γopp es
conexo, C∗Q(Γ) es el cociente de C∗(Γ) módulo el ideal generado por

∏
s∈V (Γ)(I−VsV ∗s ).
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Figura 4.2: Grafo Γ a la izquierda y su grafo opuesto Γopp a la derecha.

Denotamos por IΓ : 〈
∏

s∈V (Γ)(I−VsV ∗s )〉 → C∗(Γ) al mapeo inclusión y QΓ : C∗(Γ)→
C∗Q(Γ) al mapeo cociente.

Ejemplo 4.5. Si Γ tiene dos vértices y sin aristas, entonces de la construcción de
C∗(Γ) es claro que C∗(Γ) está generada por isometŕıas V1 y V2 con rangos ortogonales
y tales que V1V

∗
1 +V2V

∗
2 < I. Por el Ejemplo 3.50 C∗Q(Γ) ∼= E2/〈I−

∑2
i=1 ViV

∗
i 〉 ∼= O2.

Fijemos ahora un grafo Γ con conjunto de vértices Λ tal que 2 < |Λ| < ∞ y
supongamos que Γopp es conexo. Como Γopp es conexo si no es un árbol, podemos
quitar una arista arbitraria de su ciclo arbitrario y el grafo obtenido de esta manera
(lo denotamos por Γopp1 ) seguirá siendo conexo. Continuando de esta forma en un
número finito de pasos llegaremos a Γoppl , el cual será un árbol. Sea s ∈ Λ una hoja
(vértice de grado uno) para Γoppl . Quitando s y la arista que salen de s no alterará la
conexidad. Todo esto muestra que si Γ′ es el grafo obtenido de Γ al quitar el vértice
s y todas las aristas que salen de s, entonces su grafo opuesto (Γ′)opp será conexo.

Sea Λ′ ⊂ Λ el conjunto de vértices de Γ′. Podemos suponer que Λ = {1, . . . , n, n+
1} y que Λ′ = {1, . . . , n} para algún n ≥ 2.

Lema 4.6 ([28], Lema 2.1). Toda palabra en las letras {V1, . . . , Vn+1, V
∗

1 , . . . , V
∗
n+1}

puede ser escrita en la forma w1w
∗
2 donde w1, w2 son palabras en {V1, . . . , Vn+1}.

Denotemos por V a la isometŕıa Vn+1 ∈ C∗Q(Γ) y supongamos sin pérdida de
generalidad que V ∗Vi = 0 para k < i ≤ n. Si k > 0, entonces V también conmuta-∗
con V1, . . . , Vk (notemos que k < n porque si k = n entonces el vértice n + 1 estaŕıa
conectado con todos los vértices, contradiciendo la conexidad de Γopp).

Sea T0 := C∗(V1, . . . , Vn). Entonces del Teorema 4.3 es fácil ver que T0
∼= C∗(Γ′).

Definimos por inducción a Tm como el generado lineal cerrado de elementos de la forma
wV tm−1V

∗(w′)∗, donde w,w
′

son palabras en las letras {V1, . . . , Vn} y tm−1 ∈ Tm−1.
El siguiente lema caracteriza los conjuntos Tm.
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Lema 4.7. Tm es una subálgebra C∗ de C∗(Γ), isomorfa a K⊗m⊗T0 (∼= K⊗C∗(Γ′)).

Demostración. Denotemos por Ω al conjunto de todas las palabras w en las letras
{V1, . . . , Vn} tales que las letras de la palabra wV no pueden ser conmutadas más
allá de V; i.e., wV = w1V w2 para algunas palabras w1, w2 en las letras {V1, . . . , Vn}
implica w2 = I. Es fácil ver que de la conexidad de Γopp se sigue que Ω es un conjunto
infinito numerable. Por tanto podemos enumerar sus elementos: Ω = {wn}n≥0 donde
w0 = I. Asumimos que las palabras en Ω no se repiten, es decir, wp 6= wq para p 6= q
después de usar las relaciones de conmutación. Supongamos por inducción que Tm−1

∼=
K⊗(m−1)⊗T0 para algún m ≥ 1. Claramente {wpV tm−1V

∗w∗q |p, q ∈ N0} es un conjunto
cerrado-∗. Es fácil ver que cada elemento w′V tm−1V

∗w∗ de Tm, después de aplicar las
relaciones de conmutación puede ser escrito en la forma wpV t

′
m−1V

∗w∗q para algunos
p, q ∈ N0 y algún t′m−1 ∈ Tm−1. Por lo tanto {wpV tm−1V

∗w∗q |p, q ∈ N0, tm−1 ∈ Tm−1}
genera un subconjunto denso de Tm. Concluimos que Tm es cerrado-∗.

Por [28, Lemma 2.2] tenemos que V ∗w∗qwpV = δp,qI para todo p, q ∈ N0. Aśı
Tm es cerrado bajo multiplicación y por lo tanto es un álgebra C∗. La ecuación
V ∗w∗qwpV = δp,qI también implica que

C∗({wpV V ∗w∗q |0 ≤ p, q ≤ l − 1}) ∼= Ml(C)

Es claro que V Tm−1V
∗ es un álgebra C∗, isomorfa a Tm−1. Por tanto

C∗({wpV tm−1V
∗w∗q |0 ≤ p, q ≤ l − 1, tm−1 ∈ Tm−1})

∼=C∗({
l−1∑
i=0

(wiV tm−1V
∗w∗i )|tm−1 ∈ Tm−1})⊗ C∗({wpV V ∗w∗q |0 ≤ p, q ≤ l − 1})

∼= Tm−1 ⊗Ml(C)

pues
∑l−1

i=0(wiV tm−1V
∗w∗i ) conmuta con wpV V

∗w∗q para todo 0 ≤ p, q ≤ l − 1 y para
todo tm−1 ∈ Tm−1. Finalmente del Ejemplo 2.41 concluimos que

Tm−1⊗K ∼= ĺım
l→∞

(Tm−1⊗Ml(C)) ∼= C∗({wpV tm−1V
∗w∗q |p, q ∈ N0, tm−1 ∈ Tm−1}) = Tm

De la demostración de este lema faćilmente se sigue Tm es el generado lineal
cerrado de

{wpmV · · ·V wp1V t0V
∗w∗q1V

∗ · · ·V ∗w∗qm|wp1 , . . . , wpm , wq1 , . . . , wqm ∈ Ω, t0 ∈ T0}.
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Esto implica que Tm · Tl ⊂ Tm y Tl · Tm ⊂ Tm para todo m ≥ l ≥ 0.
Ahora introducimos las siguientes subálgebras C∗ de C∗Q(Γ): definimos B0 := T0

y Bm := C∗(Bm−1 ∪ Tm) = C∗(T0 ∪ · · · ∪ Tm). De lo que dijimos arriba es claro que
Tm es un ideal de Bm. Por tanto tenemos una extensión

0 −→ Tm
im−→ Bm

pm−→ Bm/Tm −→ 0 (4.1)

donde im : Tm → Bm es el mapeo inclusión y pm : Bm → Bm/Tm es el mapeo cociente.
De [33, Theorem 3.1.7] se sigue que Bm = Bm−1 +Tm como espacio lineal. De [33,

Remark 3.1.3] se sigue que el mapeo πm : Bm−1/(Bm−1 ∩ Tm) −→ Bm/Tm dado por
bm−1 +Bm−1 ∩ Tm 7→ bm−1 + Tm es un isomorfismo (bm−1 ∈ Bm−1).

Definimos Im := 〈V m[
∏n

i=1(I−ViV ∗i )](V ∗)m〉Tm . Por el Teorema 4.3, I0 es el único
ideal no trivial de T0. Además como el mapeo Vs 7→ Ts se extiende a un isomorfismo
de T0 en T (AΓ′ , A

+
Γ′), se sigue de la Observación 3.48 que I0 es isomorfo a K. Entonces

del Lema 4.7 se sigue que Im es el único ideal no trivial de Tm y es isomorfo a K⊗m⊗K.
Por definición de C∗Q(Γ) tenemos (I − V V ∗)

∏n
i=1(I − ViV

∗
i ) = 0 o

∏n
i=1(I −

ViV
∗
i ) = V V ∗

∏n
i=1(I − ViV ∗i ). Por tanto usando las relaciones (1) y (2) del Teorema

4.2 obtenemos

n∏
i=1

(I − ViV ∗i ) = V V ∗
n∏
i=1

(I − ViV ∗i )

= V
k∏
i=1

(I − ViV ∗i )V ∗
n∏

i=k+1

(I − ViV ∗i ) = V
k∏
i=1

(I − ViV ∗i )V ∗ ∈ T1

(4.2)

Se sigue que V m[V
∏k

i=1(I − ViV ∗i )V ∗](V ∗)m ∈ V mT1(V ∗)m ⊂ Tm+1. En virtud de
que Tm · Tm+1 ⊂ Tm+1 y Tm+1 · Tm ⊂ Tm+1 tenemos que Tm ∩ Tm+1 es un ideal de Tm,
luego Im ⊆ Tm ∩ Tm+1 para todo m ∈ N0. La inclusión inversa también se cumple:

Lema 4.8. Bm ∩ Tm+1 = Tm ∩ Tm+1 = Im para todo m ∈ N0

Demostración. Como I0 es el único ideal no trivial de T0 y como T0 ∩ T1 es un ideal
de T0, entonces si suponemos que I0 ( T0 ∩ T1 se seguirá que T0 = T0 ∩ T1. Entonces
I = 1T0 ∈ T0 ⊂ T1. Esto implicará que T1

∼= K ⊗ T0 es un álgebra C∗ con identidad,
lo cual es una contradicción. Por tanto I0 = T0 ∩ T1.

Si suponemos que Tm = Tm ∩ Tm+1, entonces T0 = (V ∗)mTmV
m ⊂ (V ∗)mTm+1V

m

= T1. Esta es una contradicción con lo que probamos en el último párrrafo. Por tanto
Tm ∩ Tm+1 ( Tm y aśı Tm ∩ Tm+1 = Im

La segunda parte del lema puede consultarse en [28, Lemma 2.3].
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Este lema muestra que tenemos una extensión

0 −→ Im−1
i′m−→ Bm−1

p′m−→ Bm−1/Im−1 −→ 0 (4.3)

donde i′m : Im−1 −→ Bm−1 es el mapeo inclusión y p′m : Bm−1 −→ Bm−1/Im−1 es el
mapeo cociente.

De las ecuaciones (4.1) y (4.3) tenemos el diagrama conmutativo con renglones
exactos:

0 // Im−1

I′m
��

i′m // Bm−1

Im
��

p′m// Bm−1/Im−1

∼= πm
��

// 0

0 // Tm
im // Bm

pm // Bm/Tm // 0

(4.4)

donde I ′m : Im−1 → Tm e Im : Bm−1 −→ Bm son los mapeos inclusión.

4.2. Construcción del producto cruzado

En esta sección vemos que C∗Q(Γ) tiene K-teoŕıa isomorfa a un producto cruzado
por Z. Esto nos permitirá utilizar métodos K-teóricos (la sucesión exacta de Pimsner-
Voiculescu) para el cálculo de K∗(C

∗
Q(Γ)).

Definimos B :=
⋃∞
i=0Bi

∼= ĺım
−→

(Bm, Im) ⊂ C∗(Γ). Denotamos por β : B −→ B al

endomorfismo inyectivo dado por b 7→ V bV ∗.
Similarmente a la construcción de Cuntz de [12] definimos B̃ := ĺım

−→
(Bm, αm) como

el ĺımite de la sucesión

(4.5)
donde jm : Bm → B son isomorfismos C∗. Como B̃ es un ĺımite directo tenemos
homomorfismos C∗ αm : Bm → B̃ tales que αm = αm+1 ◦ αm para todo m ∈ Z.

Ahora definimos un homomorfismo C∗ Φ de B̃ a śı mismo, que está inducido
por ((desplazamiento a la izquierda)) sobre (4.5). En otras palabras, si tenemos una
sucesión estabilizadora (bm)m∈Z donde bm ∈ Bm para todo m, entonces Φ((bm)m∈Z) =
(j−1
m ◦ jm+1(bm+1))m∈Z. En particular para b ∈ B el elemento αm ◦ j−1

m (b) puede ser
representado como la sucesión (0, 0, . . . , 0, j−1

m (b), αm◦j−1
m (b), αm+1◦αm◦j−1

m (b), . . .) =
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(0, . . . , 0, 0, j−1
m (b), j−1

m+1 ◦ β(b), j−1
m+2 ◦ β2(b), . . .). Por tanto Φ(αm ◦ j−1

m (b)) puede ser
representado como la sucesión (0, . . . , 0, 0, j−1

m−1(b), j−1
m ◦ β(b), j−1

m+1 ◦ β2(b), . . .). Esto

muestra que Φ(αm ◦ j−1
m (b)) = αm ◦ j−1

m ◦ β(b). La extensión de este mapeo a B̃
(también lo llamamos Φ) es un isomorfismo C∗, porque Φ es una isometŕıa en el
conjunto denso de todas las sucesiones estabilizadoras. Ahora sea Ã := B̃oΦZ. Por la
Observación 1.62, esta álgebra contiene un elemento unitario U tal que Φ(b) = UbU∗

para b ∈ B̃ y Ã = C∗(B̃ ∪ {U}). Cada elemento de Ã es un ĺımite de la forma
ã =

∑N
i=−N biU

i =
∑−1

i=−N U
ibi + b0 +

∑N
i=1 biU

i, con bi ∈ B̃, donde bi = U−ibiU
i ∈ B̃

para i = −N, . . . ,−1. Por tanto el conjunto de elementos de Ã de la forma de arriba
es denso en Ã.

Definimos P̃m := αm(1Bm) ∈ B̃ para todo m ∈ Z. Notemos que αm(1Bm) =
αm◦j−1

m (I) = αm+1◦αm◦j−1
m (I) = αm+1◦j−1

m+1(β(I)). Por tanto P̃m = Φ−m(P̃0), m ∈ Z.

Consideremos el álgebra C∗ A := P̃0ÃP̃0. Claramente P̃0B̃P̃0 ⊂ P̃0ÃP̃0. Como los
elementos de la forma ã =

∑−1
i=−N U

ibi + b0 +
∑N

i=1 biU
i son densos en Ã, entonces

los elementos de la forma P̃0ãP̃0 =
∑−1

i=−N P̃0U
ibiP̃0 + P̃0b0P̃0 +

∑N
i=1 P̃0biU

iP̃0 son

densos en P̃0ÃP̃0. Por otro lado tenemos

P̃0Φ(P̃0) = (α0 ◦ j−1
0 (I))(α0 ◦ j−1

0 (β(I))) = α0 ◦ j−1
0 (β(I)) = Φ(P̃0)

aśı P̃0UP̃0U
∗ = P̃0Φ(P̃0) = Φ(P̃0) = UP̃0U

∗ de donde P̃0UP̃0 = UP̃0. Aśı

P̃0ãP̃0 =
−1∑

i=−N

P̃0U
ibiP̃0 + P̃0b0P̃0 +

N∑
i=1

P̃0biU
iP̃0

=
−1∑

i=−N

(P̃0U
i)(P̃0biP̃0) + P̃0b0P̃0 +

N∑
i=1

(P̃0biP̃0)(U iP̃0)

Esto muestra que si ponemos S := UP̃0, entonces P̃0ÃP̃0 = C∗(P̃0B̃P̃0∪{S}). También
denotamos Si := α0(j−1

0 (Vi)) i = 1, . . . n.
Como Span(

⋃
l≥0 Tl) es denso en B se sigue que Span(

⋃
i≥0 α

i ◦ j−1
i (
⋃
l≥0 Tl))

es denso en B̃. Por tanto P̃0Span(
⋃
i≥0 α

i ◦ j−1
i (
⋃
l≥0 Tl))P̃0 = Span(P̃0

⋃
i≥0 α

i ◦
j−1
i (
⋃
l≥0 Tl)P̃0) es denso en P̃0B̃P̃0. Para todo i ∈ N tenemos

P̃0α
i ◦ j−1

i (
∞⋃
l=0

Tl)P̃0 = αi ◦ j−1
i (βi(I))αi ◦ j−1

i (
∞⋃
l=0

Tl)α
i ◦ j−1

i (βi(I))

= αi ◦ j−1
i (βi(I)(

∞⋃
l=0

Tl)β
i(I)) = αi ◦ j−1

i (V i(V ∗)i(
∞⋃
l=0

Tl)V
i(V ∗)i)
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=αi ◦ j−1
i ((V i(V ∗)i)2(

∞⋃
l=0

Tl)(V
i(V ∗)i)2) ⊂ αi ◦ j−1

i ((V i(V ∗)iTi)(
∞⋃
l=0

Tl)(TiV
i(V ∗)i))

⊂αi ◦ j−1
i (V i(V ∗)i(

∞⋃
l=i

Tl)V
i(V ∗)i) = αi ◦ j−1

i (V i(
∞⋃
l=0

Tl)(V
∗)i) = αi ◦ j−1

i (βi(
∞⋃
l=0

Tl))

=αi ◦ αi−1 ◦ · · ·α1 ◦ α0 ◦ j−1
0 (

∞⋃
l=0

Tl) = α0 ◦ j−1
0 (

∞⋃
l=0

Tl)

De esto se sigue que α0 ◦ j−1
0 (Span(

⋃∞
l=0 Tl)) es denso en P̃0B̃P̃0. Esto muestra que

P̃0ÃP̃0 = C∗(α0 ◦ j−1
0 (
⋃∞
l=0 Tl) ∪ {S}).

Observemos que

Sα0 ◦ j−1
0 (b)S∗ =UP̃0α

0 ◦ j−1
0 (b)P̃0U

∗ = Uα0 ◦ j−1
0 (b)U∗

=Φ(α0 ◦ j−1
0 (b)) = α0 ◦ j−1

0 ◦ β(b) = α0 ◦ j−1
0 (V bV ∗)

(4.6)

Puesto que para todo m > 0, Tm puede ser construido de T0, la ecuación de arriba
muestra que

P̃0ÃP̃0 = C∗(α0 ◦ j−1
0 (

∞⋃
l=0

Tl) ∪ {S}) = C∗(α0 ◦ j−1
0 (T0) ∪ {S}) = C∗(S1, . . . , Sn, S)

Ahora queremos aplicar el Teorema 4.2 al álgebra C∗ A = P̃0ÃP̃0. Si = α0◦j−1
0 (Vi) son

claramente isometŕıas (i = 1, . . . , n). S∗S = P̃0U
∗UP̃0 = P̃0 y por tanto S también es

una isometŕıa.

Es claro de (4.6) que SS∗ = α0 ◦ j−1
0 (V V ∗). Por tanto

0 = α0 ◦ j−1
0 (0) = α0 ◦ j−1

0 ((I − V V ∗)
n∏
i=1

(I − ViV ∗i ))

= (P̃0 − α0 ◦ j−1
0 (V V ∗))

n∏
i=1

(P̃0 − α0 ◦ j−1
0 (ViV

∗
i )) = (P̃0 − SS∗)

n∏
i=1

(P̃0 − SiS∗i )

Esto prueba que la condición (3) se satisface.

Las condiciones (1) y (2) obviamente se cumplen para todas las parejas de iso-
metŕıas de {S1, . . . , Sn}. Si n ≥ i > k, entonces S∗i S = α0 ◦ j−1

0 (V ∗i V ) = 0, aśı la
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condición (2) se cumple para todas las parejas (Si, S) con k < i ≤ n. Para 1 ≤ i ≤ k
se tiene

SSi =Sα0 ◦ j−1
0 (Vi) = Sα0 ◦ j−1

0 (Vi)S
∗S = Φ(α0 ◦ j−1

0 (Vi))S = α0 ◦ j−1
0 (V ViV

∗)S

=α0 ◦ j−1
0 (ViV V

∗)S = α0 ◦ j−1
0 (Vi)α

0 ◦ j−1
0 (V V ∗)S = SiSS

∗S = SiS

Del mismo modo podemos mostrar SS∗i = S∗i S. Por tanto las condiciones (1) y (2)
se cumplen para todas las parejas (S, Si) con 1 ≤ i ≤ k. Aplicando el Teorema 4.2
obtenemos A ∼= C∗Q(Γ).

Recordamos aqúı (ver [3, IV.3.1]) que toda álgebra C∗ en la clase N satisface el
Teorema de Coeficientes Universales. La clase o (categoŕıa) small bootstrap N es la
clase más pequeña de álgebras C∗ separables, nucleares con las siguientes propiedades:

(i) C ∈ N.
(ii) N es cerrado bajo isomorfismo estable.
(iii) N es cerrado bajo ĺımites inductivos.
(iv) N es cerrado bajo productos cruzados por Z.
(v) Si 0→ J→ U→ U/J→ 0 es una sucesión exacta, y dos de J,U,U/J están en

N, entonces también el tercero.

Teorema 4.9 ([28], Theorem 2.4). Ambas álgebras C∗ A ∼= C∗Q(Γ) y Ã = B̃ oΦ Z
pertenecen a N y K∗(Ã) = K∗(A). También si suponemos que [P̃0]0 genera K0(Ã),
entonces se sigue que [P̃0]0 genera K0(A).

Notemos que C∗(Γ) ∈ N porque K, C∗Q(Γ) ∈ N y 0 → K → C∗(Γ) → C∗Q(Γ) es
una sucesión exacta corta.

4.3. La caracteŕıstica de Euler

En esta sección introducimos la caracteŕıstica de Euler de un grafo finito G. La
definición se basa en considerar a G como el 1-esqueleto del complejo de banderas
que determina, el cual contiene un n-simplejo para todo subgrafo completo de G con
n+ 1 vértices, ver Figura 4.3.

Definición 4.10. Sea G un grafo finito con conjunto de vértices V y conjunto de
aristas E(G), definimos K0(G) = V y para todo m ≥ 1

Km(G) := {{vi0 , . . . , vim} ⊆ V : (vil , vit) ∈ E(G) para todo l, t ∈ {0, . . . ,m}, l 6= t}.

Entonces la caracteŕıstica de Euler de G está definida como

χ(G) := 1−
∞∑
m=0

(−1)m|Km(G)|.
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Figura 4.3: Complejo de banderas asociado al grafo de la izquierda.

Ejemplo 4.11. Sea G el grafo de la Figura 4.4. En este caso K2(G) = {{2, 3, 4}},
K1(G) = {{3, 4}, {2, 4}, {2, 3}, {1, 3}}, K0(G) = {1, 2, 3, 4} y Km(G) = ∅ para m ≥ 3.
Por tanto χ(G) = 1− (4− 4 + 1) = 0.

Figura 4.4: Grafo G

Ejemplo 4.12. Si G es el grafo bipartita con 2m + 2 vértices y una arista borrada,
claramente se tiene χ(G) = 1− [2m+ 2− ((m+ 1)2− 1)] = m2− 1. Por tanto existen
grafos con caracteŕısitica de Euler arbitrariamente grande. Aumentando un número
finito de vértices aislados a G, podemos disminuir el valor de χ(G).

Recordemos que el vértice n + 1 de Γ, está conectado con los vértices 1, . . . , k y
ningún otro. También recordemos que Γ′ es un subgrafo de Γ tal que (Γ′)opp es conexo.

De aqúı en adelante denotaremos Q :=
∏k

i=1(I − ViV
∗
i ) y Pm := V m(V ∗)m con

m ∈ N0. Definimos el grafo Γk con conjunto de aristas {(i, j) ∈ E(Γ′) : 1 ≤ i, j ≤ k}.

Observación 4.13. Dado m ≥ 1 ponemos

∆m(Γ) := {{n+ 1, j1, . . . , jm} : (jl, jt) ∈ E(Γ) ∀ l 6= t y (n+ 1, jl) ∈ E(Γ) ∀ l},

entonces Km(Γ) = Km(Γ′) t ∆m(Γ) ∀m ≥ 1 y K0(Γ) = {n + 1} ∪ K0(Γ′). Es claro
que {j1, . . . , jm} ∈ Km−1(Γk) si y solo si {n + 1, j1, . . . , jm} ∈ ∆m(Γ) ∀m ≥ 1, luego
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|∆m(Γ)| = |Km−1(Γk)| ∀m ≥ 1. Aśı |Km(Γ)| = |Km(Γ′)|+ |Km−1(Γk)| para todo m ≥ 1
y |K0(Γ)| = |K0(Γ′)|+ 1. Por lo tanto

χ(Γ) = 1−
∞∑
m=0

(−1)m|Km(Γ)|

= 1−

(
|K0(Γ′)|+ 1 +

n−1∑
m=1

(−1)m|Km(Γ′)|+
k∑

m=1

(−1)m|Km−1(Γk)|

)

= 1−
n−1∑
m=0

(−1)m|Km(Γ′)| −

(
1−

k−1∑
j=0

(−1)j|Kj(Γk)|

)
= χ(Γ′)− χ(Γk)

Lema 4.14. Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm (para m ∈ N0) tenemos

χ(Γ′)[Pm]0 = [Pm+1Q]0 (en K0(E)). (4.7)

Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm y Tm+1 (para m ∈ N0) tenemos

χ(Γ′)[Pm]0 = χ(Γk)[Pm+1]0 (en K0(E)). (4.8)

Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm+1 (para m ∈ N0) tenemos

[Pm+1Q]0 = χ(Γk)[Pm+1]0 (en K0(E)). (4.9)

Demostración. En la sección 4.1 mostramos que

n∏
i=1

(I − ViV ∗i ) = V

k∏
i=1

(I − ViV ∗i )V ∗ (4.10)

Como V m
∏n

i=1(I −ViV ∗i )(V ∗)m =
∏n

i=1(V m(V ∗)m−V mViV
∗
i (V ∗)m), entonces multi-

plicando la ecuación (4.10) por V ma la izquierda y por (V ∗)m a la derecha obtenemos

n∏
i=1

(V m(V ∗)m − V mViV
∗
i (V ∗)m) = V m+1

k∏
i=1

(I − ViV ∗i )(V ∗)m+1

= V m+1(V ∗)m+1Q.

Esto implica lo siguiente:
Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm (para m ∈ N0) tenemos

n∏
i=1

(V m(V ∗)m − V mViV
∗
i (V ∗)m) = V m+1(V ∗)m+1Q (4.11)
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GRÁFICOS 78

Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm+1 (para m ∈ N0) tenemos

V m+1

k∏
i=1

(I − ViV ∗i )(V ∗)m+1 = V m+1(V ∗)m+1Q (4.12)

Notemos que si E es una subálgebra C∗ apropiada deB, entonces para toda proyección
P que conmute con V1V

∗
1 tenemos [V mP (V ∗)m−V mPV1V

∗
1 (V ∗)m]0 = [V mP (V ∗)m]0−

[V mPV1V
∗

1 (V ∗)m]0 pues V mP (V ∗)m−V mPV1V
∗

1 (V ∗)m es ortogonal a V mPV1V
∗

1 (V ∗)m.
Supongamos por inducción que para algún n > l ≥ 1, si P es una proyección que
conmuta con V1V

∗
1 , . . . , VlV

∗
l tenemos

[V m

l∏
i=1

(P − PViV ∗i )(V ∗)m]0 = [V mP (V ∗)m]0 −
l∑

i=1

[V mPViV
∗
i (V ∗)m]0

+
l∑

j=2

(−1)j(
∑

1≤i1<···<ij≤l
(is,it)∈Γ′, 1≤s<t≤j

[V mPVi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V
∗
i1

(V ∗)m]0).
(4.13)

Sabemos que Vl+1V
∗
l+1 conmuta con cada una de V1V

∗
1 , · · · , VlV ∗l . Si P conmuta con

V1V
∗

1 , . . . , Vl+1V
∗
l+1, entonces podemos aplicar (4.13) a la proyección PVl+1V

∗
l+1 y a la

familia V1V
∗

1 , . . . , VlV
∗
l para obtener la siguiente ecuación:

[V mVl+1V
∗
l+1

l∏
i=1

(P − PViV ∗i )(V ∗)m]0 = [V m

l∏
i=1

(PVl+1V
∗
l+1 − PVl+1V

∗
l+1ViV

∗
i )(V ∗)m]0

= [V mPVl+1V
∗
l+1(V ∗)m]0 −

n∑
i=1

[V mPVl+1V
∗
l+1ViV

∗
i (V ∗)m]0

+
l∑

j=2

(−1)j(
∑

1≤i1<···<ij≤l
(is,it)∈Γ′, 1≤s<t≤j

[V mPVl+1V
∗
l+1Vi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V

∗
i1

(V ∗)m]0).

(4.14)
Como V mVl+1V

∗
l+1

∏l
i=1(P − PViV ∗i )(V ∗)m < V m

∏l
i=1(P − PViV ∗i )(V ∗)m tenemos

[V m(P − PVl+1V
∗
l+1)

l∏
i=1

(P − PViV ∗i )(V ∗)m]0

=[V m

l∏
i=1

(P − PViV ∗i )(V ∗)m − V mVl+1V
∗
l+1

l∏
i=1

(P − PViV ∗i )(V ∗)m]0
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= [V m

l∏
i=1

(P − PViV ∗i )(V ∗)m]0 − [V mVl+1V
∗
l+1

l∏
i=1

(P − PViV ∗i )(V ∗)m]0

= [V mP (V ∗)m]0 −
l∑

i=1

[V mPViV
∗
i (V ∗)m]0

+
l∑

j=2

(−1)j
∑

1≤i1<···<ij≤l
(is,it)∈Γ′, 1≤s<t≤j

[V mPVi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V
∗
i1

(V ∗)m]0

− [V mPVl+1V
∗
l+1(V ∗)m]0 +

l∑
i=1

[V mPVl+1V
∗
l+1ViV

∗
i (V ∗)m]0

−
l∑

j=2

(−1)j
∑

1≤i1<···<ij≤l
(is,it)∈Γ′, 1≤s<t≤j

[V mPVl+1V
∗
l+1Vi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V

∗
i1

(V ∗)m]0

= [V mP (V ∗)m]0 −
l+1∑
i=1

[V mPViV
∗
i (V ∗)m]0

+
l+1∑
j=2

(−1)j
∑

1≤i1<···<ij≤l+1
(is,it)∈Γ′, 1≤s<t≤j

[V mPVi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V
∗
i1

(V ∗)m]0

Entonces para P = I obtenemos por inducción

[
l∏

i=1

(V m(V ∗)m − V mViV
∗
i (V ∗)m)]0 = [V m(V ∗)m]0 −

l∑
i=1

[V mViV
∗
i (V ∗)m]0

+
l∑

j=2

(−1)j
∑

1≤i1<···<ij≤l
(is,it)∈Γ′, 1≤s<t≤j

[V mVi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V
∗
i1

(V ∗)m]0.

Combinando la última ecuación con las ecuaciones (4.11) y (4.12) obtenemos las
siguientes ecuaciones:
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Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm para m ∈ N0 tenemos

[V m(V ∗)m]0 −
n∑
i=1

[V mViV
∗
i (V ∗)m]0

+
n∑
j=2

(−1)j(
∑

1≤i1<···<ij≤n
(is,it)∈Γ′, 1≤s<t≤j

[V mVi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V
∗
i1

(V ∗)m]0)

=[V m+1(V ∗)m+1Q]0

(4.15)

Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm+1 para m ∈ N0, tomando P = V V ∗

y l = k tenemos

[V m+1(V ∗)m+1]0 −
k∑
i=1

[V m+1ViV
∗
i (V ∗)m+1]0

+
k∑
j=2

(−1)j(
∑

1≤i1<···<ij≤k
(is,it)∈Γk, 1≤s<t≤j

[V m+1Vi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V
∗
i1

(V ∗)m+1]0)

=[V m+1(V ∗)m+1Q]0

(4.16)

En cada subálgebra C∗ deB que contiene Tm la proyección V mVi1 · · ·VijV ∗ij · · ·V
∗
i1

(V ∗)m

es Murray-von Neumann equivalente a V m(V ∗)m v́ıa V mVi1 · · ·Vij(V ∗)m ∈ Tm donde
{i1, . . . , ij} ⊆ {1, . . . n}.

Esta observación junto con las ecuaciones (4.15) y (4.16) dan:
Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm tenemos

[Pm+1Q]0 = [Pm]0 −
n∑
i=1

[Pm]0 +
n∑
j=2

(−1)j(
∑

1≤i1<···<ij≤n
(is,it)∈Γ′, 1≤s<t≤j

[Pm]0) = χ(Γ′)[Pm]0

Si E es una subálgebra C∗ de B que contiene Tm+1 tenemos

[Pm+1Q]0 = [Pm+1]0−
k∑
i=1

[Pm+1]0 +
k∑
j=2

(−1)j(
∑

1≤i1<···<ij≤k
(is,it)∈Γk, 1≤s<t≤j

[Pm+1]0) = χ(Γk)[Pm+1]0

La fórmula (4.8) se sigue de (4.7) y (4.9).
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Observación 4.15. También se sigue de la demostración de este lema que si deno-
tamos a las isometŕıas que generan C∗(Γ) por Ṽ , Ṽ1, . . . , Ṽn, entonces

[(I − Ṽ Ṽ ∗)
n∏
i=1

(I − ṼiṼ ∗i )]0 = χ(Γ)[I]0 en K0(C∗(Γ))

Por tanto en la extensión

0 −→ 〈(I − Ṽ Ṽ ∗)
n∏
i=1

(I − ṼiṼ ∗i )〉 IΓ−→ C∗(Γ)
QΓ−→ C∗Q(Γ) −→ 0 (4.17)

el mapeo IΓ∗ en K0 está dado por

[(I − Ṽ Ṽ ∗)
n∏
i=1

(I − ṼiṼ ∗i )]0 7−→ χ(Γ)[I]0.

4.4. La K-teoŕıa de C∗Q(G) y C∗(G)

El objetivo de esta sección es calcular la K-teoŕıa de C∗Q(Γ) y C∗(Γ) para un grafo
finito Γ con al menos dos vértices y Γopp conexo. Usaremos inducción sobre el número
de vértices de Γ. Cuando Γ tiene dos vértices el resultado es inmediato del Ejemplo
4.5. Mientras que por el Lema 4.14 tenemos que K0(I ′m) y K0(i′m) están dados por
multiplicación por χ(Γk) y χ(Γ′), respectivamente. El paso inductivo es probado al
investigar los diferentes casos que se presentan, dependiendo de χ(Γk) y χ(Γ′).

Teorema 4.16. Supongamos que G es un grafo finito con al menos dos vértices y
supongamos que Gopp es conexo. Entonces

K0(C∗Q(G)) ∼=

{
Z|χ(G)|, si χ(G) 6= 0,

Z, si χ(G) = 0,
K1(C∗Q(G)) ∼=

{
0, si χ(G) 6= 0,

Z, si χ(G) = 0,
(4.18)

y [1C∗Q(G)]0 genera K0(C∗Q(G)) en todos los casos.

Además K0(C∗(G)) ∼= Z, K1(C∗(G)) = 0 y [1C∗(G)]0 genera K0(C∗(G)).

Demostración. Si G tiene dos vértices (sin arista porque Gopp es conexo), entonces
C∗Q(G) ∼= O2 y C∗(G) ∼= E2 y en este caso ciertamente el enunciado es verdadero.
Supongamos que el enunciado es verdadero para todos los grafos G con a lo más
n ≥ 2 vértices y con Gopp conexo. El grafo Γ considerado en la sección 4.1 página 69
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fue un grafo aleatoriamente elegido con n+ 1 vértices y con la propiedad de que Γopp

es conexo. Si mostramos que el enunciado se cumple para Γ, entonces probaremos el
enunciado por inducción.

Supongamos que K0(Tm−1) = Z[Pm−1]0 para algún m > 1, esto es cierto para
m = 1. Del Lema 4.7 tenemos K0(Tm) ∼= K0(K⊗C∗(Γ′)) ∼= K0(C∗(Γ′)) ∼= Z. Además

Tm
∼=−→ Tm−1 ⊗K

wiV tm−1V
∗w∗j 7−→ tm−1 ⊗ Si(I − SS∗)(S∗)j,

donde S es el operador de desplazamiento. Como el homomorfismo Tm−1 → Tm−1⊗K
mapeando a 7→ a⊗ (I−SS∗), induce un isomorfismo K0(Tm−1) ∼= K0(Tm−1⊗K) (ver
[40, Corollary 6.2.11]), se sigue que

K0(Tm)
∼=−→ K0(Tm−1 ⊗K)

∼=−→ K0(Tm−1)
[Pm]0 7−→ [Pm−1 ⊗ (I − SS∗)]0 7−→ [Pm−1]0

y por tanto K0(Tm) = Z[Pm]0. Por otro lado, de acuerdo con [40, Corollary 7.1.9]
K1(Tm) ∼= K1(K ⊗ C∗(Γ′)) ∼= K1(C∗(Γ′)) = 0.

También como Im ∼= K tenemos K0(Im) = Z[Pm+1Q]0 y K1(Im) = 0 para todo
m ∈ N0. Finalmente recordamos que πm es un isomorfismo para todo m ∈ N0.

De la sucesión exacta de seis términos en K-teoŕıa para los dos renglones exactos
de (4.4) tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

K0(Im−1)
i′m∗ //

I′m∗

%%

K0(Bm−1)

Im∗

��

p′m∗ // K0(Bm−1

Im−1
)

∼=
πm∗

yy

��

K0(Tm)
im∗ // K0(Bm)

pm∗ // K0(Bm

Tm
)

��
K1(Bm

Tm
)

δind
m

OO

K1(Bm)
pm∗oo 0oo

K1(Bm−1

Im−1
)

γind
m

OO

∼=
πm∗

99

K1(Bm−1)
p′m∗oo

Im∗

OO

0oo

ee

(4.19)

donde γindm y δindm son los mapeos ı́ndices para las correspondientes sucesiones exactas
de seis términos.
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Como Im−1 está generado por PmQ, del Lema 4.14 se sigue que el mapeo i′m∗ :
K0(Im−1)→ K0(Bm−1) está inducido por [PmQ]0 7→ χ(Γ′)[Pm−1]0. También el mapeo
I ′m∗ : K0(Im−1)→ K0(Tm) está inducido por [PmQ]0 7→ χ(Γk)[Pm]0.

Ahora podemos empezar a examinar los cinco casos diferentes dependiendo de
χ(Γ′) y χ(Γk):

(caso I): χ(Γ′) = χ(Γk) = 0

Por suposición i′m∗ = 0 = I ′m∗ luego δindm = I ′m∗ ◦ γindm ◦ π−1
m∗ = 0. Por tanto (4.19)

se descompone en dos:

· · · i′m∗=0// K0(Bm−1)

Im∗

��

p′m∗
∼=
// K0(Bm−1

Im−1
)

∼=πm∗

��

// 0

0 // K0(Tm)
im∗ // K0(Bm)

pm∗ // K0(Bm

Tm
) // 0

(4.20)

0 // K1(Bm−1)

Im∗

��

p′m∗ // K1(Bm−1

Im−1
)

πm∗ ∼=
��

γind
m // K0(Im−1) // 0

0 // K1(Bm)
pm∗
∼=

// K1(Bm

Tm
)
δind
m =0 // · · ·

(4.21)

Por suposición tenemos K0(B0) = Z[P0]0 y K1(B0) = 0. Supongamos por inducción
que K0(Bm−1) = Z[P0]0 ⊕ · · · ⊕ Z[Pm−1]0. Entonces de (4.20) se sigue que

K0(Bm) = im∗(K0(Tm))⊕ Im∗ ◦ (p′m∗)
−1 ◦ (πm∗)

−1(K0(Bm/Tm))

= im∗(K0(Tm))⊕ Im∗(K0(Bm−1))

= Z[P0]0 ⊕ · · · ⊕ Z[Pm]0 (Im∗ es inyectivo)

Notemos que β∗([Pi]0) = [β(Pi)]0 = [V PiV
∗]0 = [Pi+1]0 para todo i = 0, . . . ,m − 1

por lo cual βi∗([P0]0) = [Pi]0 para todo i, aśı que podemos escribir

K0(Bm) = Z[P0]0 ⊕ Zβ∗([P0]0)⊕ . . .⊕ Zβm∗ [P0]0.

Como K0(Im−1) = Z[PmQ]0 es libre, existe σm : K0(Im−1) −→ K1(Bm−1/Im−1)
homomorfismo tal que γindm ◦ σm = idK0(Im−1). Supongamos por inducción que

K1(Bm−1) = Z(p1∗)
−1 ◦ π1∗ ◦ σ1([P1Q]0)⊕ · · ·
· · · ⊕ Z(pm−1∗)

−1 ◦ πm−1∗ ◦ σm−1([Pm−1Q]0)
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Esto es cierto para m = 1 por suposición. De (4.21) vemos que K1(Bm) = (pm∗)
−1 ◦

πm∗(K1(Bm−1/Im−1)) y que K1(Bm−1/Im−1) = p′m∗(K1(Bm−1))⊕σm(K0(Im−1)). Aśı

K1(Bm) = (pm∗)
−1 ◦ πm∗ ◦ p′m∗(K1(Bm−1))⊕ (pm∗)

−1 ◦ πm∗ ◦ σm(K0(Im−1))

= Im∗(K1(Bm−1))⊕ Z(pm∗)
−1 ◦ πm∗ ◦ σm([PmQ]0)

= Z(p1∗)
−1 ◦ π1∗ ◦ σ1([P1Q]0)⊕ · · · ⊕ Z(pm∗)

−1 ◦ πm∗ ◦ σm([PmQ]0)

Esto concluye la inducción. Por otra parte los diagramas conmutativos

0 // Im−1

β

��

i′m // Bm−1

β

��

p′m// Bm−1/Im−1

β
��

// 0

0 // Im
i′m+1 // Bm

p′m+1 // Bm/Im // 0

y

0 // Tm

β

��

im // Bm

β

��

pm // Bm/Tm

β
��

// 0

0 // Tm+1
im+1 // Bm+1

pm+1// Bm+1/Tm+1
// 0

donde β y β son los mapeos obvios inducidos por β, dan lugar a

(pm∗)
−1 ◦ πm∗ ◦ σm([PmQ]0) = (pm∗)

−1 ◦ πm∗ ◦ σm ◦ β∗([Pm−1Q]0)

= β∗ ◦ (pm−1∗)
−1 ◦ πm−1∗ ◦ σm−1([Pm−1Q]0).

Aśı, si u ∈ B1 es un unitario con [u]1 = (p1∗)
−1 ◦ π1∗ ◦ σ1([P1Q]0) podemos escribir

K1(Bm) = Z[u]1 ⊕ · · · ⊕ Zβm−2
∗ ([u]1)⊕ Zβm−1

∗ ([u]1).

De esto obtenemos K0(B) =
⊕∞

i=0 Zβi∗([I]0) y K1(B) =
⊕∞

i=0 Zβi−1
∗ ([u]1).

Sea ũ = α0 ◦ j0(u) ∈ B̃. Entonces es fácil ver que K1(B̃) =
⊕∞

i=−∞ ZΦi−1
∗ ([ũ]1) y

K0(B̃) =
⊕∞

i=−∞ ZΦi
∗([P̃0]0).

La sucesión exacta de Pimsner-Voiculescu da⊕∞
i=−∞ ZΦi

∗([P̃0]0)
id∗−Φ∗ //

⊕∞
i=−∞ ZΦi

∗([P̃0]0)
ι∗ // K0(Ã)

γ0

��
K1(Ã)

γ1

OO

⊕∞
i=−∞ ZΦi−1

∗ ([ũ]1)
ι∗oo

⊕∞
i=−∞ ZΦi−1

∗ ([ũ]1)
id∗−Φ∗oo
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Notemos que si
∑j

i=−j tiΦ
i
∗([P̃0]0) ∈ Ker(id∗ − Φ∗), donde ti ∈ Z para todo i =

−j, . . . , j, entonces

0 = t−jΦ
−j
∗ ([P̃0]0) +

j∑
i=−j+1

(ti − ti−1)Φi
∗([P̃0]0)− tjΦj+1

∗ ([P̃0]0)

luego tj = 0, t−j = 0 y ti − ti−1 = 0 para todo i = −j + 1, . . . , j. Aśı ti = 0 para
todo i = −j . . . , j, es decir K0(id) − K0(Φ) es inyectivo. Similarmente se muestra
que K1(id) − K1(Φ) es uno a uno. De aqúı que Im(γ1) = Ker(id∗ − Φ∗) = 0 e
Im(γ0) = Ker(id∗ − Φ∗) = 0 por lo que γ0 = 0 y γ1 = 0. Esto a su vez significa que
K0(ι) y K1(ι) son suprayectivos, en consecuencia

K0(Ã) = {
∞⊕

i=−∞

ZΦi
∗([P̃0]0)|Φi

∗([P̃0]0)− Φi+1
∗ ([P̃0]0) = 0, i ∈ Z} = Z[P̃0]0

y de forma análoga K1(Ã) ∼= Z.

Del Teorema 4.9 se sigue que K1(Ã) ∼= K1(C∗Q(Γ)) ∼= Z y K0(Ã) ∼= K0(C∗Q(Γ)) ∼= Z
y que [1C∗Q(Γ)]0 genera K0(C∗Q(Γ)).

De la Observación 4.15 se sigue que el mapeo IΓ∗ en K0 es cero, obteniendo aśı la
siguiente sucesión exacta de seis términos:

Z IΓ∗=0 //K0(C∗(Γ)) //Z[1C∗Q(Γ)]0

��
Z

δ1

OO

K1(C∗(Γ))oo 0oo

Esto muestra que K0(C∗(Γ)) = Z[1C∗(Γ)]0 y K1(C∗(Γ)) = 0.

(caso II): χ(Γ′) 6= 0 y χ(Γk) = 0.

Por suposición K0(B0) = Z[P0]0, K1(B0) = 0, K0(B0/I0) = Z|χ(Γ′)|p
′
1∗([P0]0) y

K1(B0/I0) = 0. Supongamos por inducción que

K0(Bm−1) = Z[Pm−1]0 ⊕ Z|χ(Γ′)|[Pm−2]0 ⊕ · · ·Z|χ(Γ′)|[P0]0,

K0(Bm−1/Im−1) = Z|χ(Γ′)|p
′
m∗([Pm−1]0)⊕ Z|χ(Γ′)|p

′
m∗([Pm−2]0)⊕ · · ·Z|χ(Γ′)|p

′
m∗([P0]0),

K1(Bm−1) = K1(Bm−1/Im−1) = 0

Entonces del diagrama (4.19), se sigue que K1(Bm/Tm) = 0 y K1(Bm) = 0. Aśı (4.19)
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se reduce al siguiente diagrama conmutativo con renglones exactos:

0 // K0(Im−1)

I′m∗=0

��

i′m∗ // K0(Bm−1)

Im∗

��

p′m∗ // K0(Bm−1

Im−1
)

∼= πm∗

��

// 0

0 // K0(Tm)
im∗ // K0(Bm)

pm∗ // K0(Bm

Tm
) // 0

(4.22)

Ahora sea G = 〈[P0]0, . . . , [Pm−1]0〉K0(Bm) y
∑m−1

i=0 αi[Pi]0 ∈ Ker(pm∗). Como Im∗([Pi]0)
= [Im(Pi)]0 = [Pi]0 para todo i = 0, . . . ,m− 1 se sigue que

0 = pm∗

(
m−1∑
i=0

αi[Pi]0

)
= pm∗ ◦ Im∗

(
m−1∑
i=0

αi[Pi]0

)
= πm∗ ◦ p′m∗

(
m−1∑
i=0

αi[Pi]0

)
,

de la inyectividad de πm∗ tenemos p′m∗(
∑m−1

i=0 αi[Pi]0) = 0 de manera que existe l ∈ Z
tal que

∑m−1
i=0 αi[Pi]0 = i′m∗(l[PmQ]0) = lχ(Γ′)[Pm−1]0, de donde

m−1∑
i=0

αi[Pi]0 = Im∗

(
m−1∑
i=0

αi[Pi]0

)
= Im∗(lχ(Γ′)[Pm−1]0) = lχ(Γk)[Pm]0 = 0

Aśı pm∗ restringido a G es un isomorfismo. Este hecho también implica que no hay
relaciones entre [Pm]0 y G pues [Pm]0 ∈ Im(im∗) = Ker(pm∗) y en caso de tener
[Pm]0 ∈ G, necesariamente [Pm]0 = 0 lo cual es absurdo. Como [Pm]0 es de orden infi-
nito en K0(Tm) e im∗ es inyectivo, entonces [Pm]0 es de orden infinito en K0(Bm). Cla-
ramente K0(Bm) está generado por [Pm]0 y G. Puesto que χ(Γ′)[Pl]0 = 0 en K0(Bm)
para todo l = 0, . . . ,m− 1 concluimos que

K0(Bm) = Z[Pm]0 ⊕ Z|χ(Γ′)|[Pm−1]0 ⊕ . . .⊕ Z|χ(Γ′)|[P0]0

De la siguiente sucesión exacta de seis términos

K0(Im)
i′m+1∗ // K0(Bm)

p′m+1∗ // K0(Bm

Im )

��
K1(Bm

Im )

OO

0oo 0oo

y el hecho que i′m+1∗ está dado por [Pm+1Q]0 7→ χ(Γ′)[Pm]0 obtenemos que el orden de
pm+1∗([Pm]0) en K0(Bm/Im) es |χ(Γ′)| (pues χ(Γ′)[Pm]0 ∈ Im(i′m+1∗) = Ker(pm+1∗)),
en consecuencia

K0(Bm/Im) = p′m+1∗(K0(Bm)) = Z|χ(Γ′)|p
′
m+1∗([Pm]0)⊕ . . .⊕ Z|χ(Γ′)|p

′
m+1∗([P0]0)
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Además K1(Bm/Im) ∼= Ker(i′m+1∗) = 0. Esto completa la inducción.
Tenemos K0(B) =

⊕∞
i=0 Z|χ(Γ′)|[Pi]0 =

⊕∞
i=0 Z|χ(Γ′)|β

i
∗([P0]0) y K1(B) = 0. Por

tanto K0(B̃) =
⊕∞

i=−∞ Z|χ(Γ′)|Φ
i
∗([P̃0]0) y K1(B̃) = 0.

La sucesión exacta de Pimsner-Voiculescu da:⊕∞
i=−∞ Z|χ(Γ′)|Φ

i
∗([P̃0]0)

id∗−Φ∗ //
⊕∞

i=−∞ Z|χ(Γ′)|Φ
i
∗([P̃0]0)

ι∗ // K0(Ã)

��
K1(Ã)

OO

0oo 0oo

Por tanto

K0(Ã) = {
∞⊕

i=−∞

Z|χ(Γ′)|Φ
i
∗([P̃0]0)|Φi

∗([P̃0]0)− Φi+1
∗ ([P̃0]0) = 0, i ∈ Z} = Z|χ(Γ′)|[P̃0]0.

Por otra parte si
∑j

i=−j tiΦ
i
∗([P̃0]0) ∈ Ker(id∗ − Φ∗), donde ti ∈ Z para todo

i = −j, . . . , j, entonces

0 = t−jΦ
−j
∗ ([P̃0]0) +

j∑
i=−j+1

(ti − ti−1)Φi
∗([P̃0]0)− tjΦj+1

∗ ([P̃0]0)

por lo cual χ(Γ′)|ti para todo i = −j, . . . , j, de manera que existe si ∈ Z tal que
ti = siχ(Γ′) para todo i, luego

∑j
i=−j tiΦ

i
∗([P̃0]0) =

∑j
i=−j siχ(Γ′)Φi

∗([P̃0]0) = 0.

Aśı 0 = ker(id∗ − Φ∗) ∼= K1(Ã). Del Teorema 4.9 obtenemos K1(C∗Q(Γ)) = 0 y
K0(C∗Q(Γ)) = Z|χ(Γ)|[1C∗Q(Γ)]0 (notemos que χ(Γ) = χ(Γ′)− 0).

De la Observación 4.15 concluimos que el mapeo IΓ∗ es ((multiplicación por χ(Γ′))),
aśı K0(C∗(Γ)) = Z[1C∗(Γ)]0 y K1(C∗(Γ)) = 0.

(caso III): χ(Γ′) = 0 y χ(Γk) 6= 0
Por suposición tenemos que K0(B0) = Z[P0]0, K0(B0/I0) = Zp′1∗([P0]0), K1(B0) =

0 y K1(B0/I0) = Z. Supongamos por inducción que

K0(Bm−1) = Z[P0]0 ⊕ Z|χ(Γk)|[P1]0 ⊕ . . .⊕ Z|χ(Γk)|[Pm−1]0

y que K1(Bm−1) = 0. Entonces del diagrama (4.19) y en virtud de i′m∗ = 0 vemos que
los mapeos γindm y p′m∗ : K0(Bm−1) −→ K0(Bm−1/Im−1) son isomorfismos.

También como πm∗ es un isomorfismo esto implica que Im∗ : K0(Bm−1)→ K0(Bm)
es inyectivo y que pm∗ restringido a G = 〈[P0]0, . . . , [Pm−1]0〉K0(Bm) es un isomorfismo.
De esto se sigue que no existe relación entre [Pm]0 y G.
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La conmutatividad de

K1(Bm−1

Im−1
)

γind
m

∼=
//

∼=πm∗

��

K0(Im−1)

I′m∗(=×χ(Γk))

��
K1(Bm

Tm
)

δind
m // K0(Tm)

implica que χ(Γk)Z[Pm]0 = Im(δindm ) = Ker(im∗). Aśı [Pm]0 tiene orden χ(Γk) en
K0(Bm). Por tanto

K0(Bm) = Z[P0]0 ⊕ Z|χ(Γk)|[P1]0 ⊕ . . .⊕ Z|χ(Γk)|[Pm]0

También δindm es inyectivo y por tanto K1(Bm) ∼= Im(pm∗) = Ker(δindm ) = 0.
Ahora fácilmente obtenemos K0(B) = Z[P0]0⊕

⊕∞
i=1 Z|χ(Γk)|β

i
∗([P0]0) y K1(B) = 0.

De esto se sigue que K0(B̃) =
⊕∞

i=−∞ Z|χ(Γk)|Φ
i
∗([P̃0]0) y K1(B̃) = 0. La sucesión

exacta de Pimsner-Voiculescu da

⊕∞
i=−∞ Z|χ(Γk)|Φ

i
∗([P̃0]0)

id∗−Φ∗//
⊕∞

i=−∞ Z|χ(Γk)|Φ
i
∗([P̃0]0)

ι∗ // K0(Ã)

��
K1(Ã)

OO

0oo 0oo

Concluimos que K0(Ã) = Z|χ(Γk)|[P̃0]0 y K1(Ã) = 0. Del Teorema 4.9 obtenemos
K0(C∗Q(Γ)) = Z|χ(Γ)|[1C∗Q(Γ)]0 y K1(C∗Q(Γ)) = 0 (notemos que χ(Γ) = 0− χ(Γk)).

De la observación 4.15 se sigue que IΓ∗ es ((multiplicación por χ(Γ))) aśıK0(C∗(Γ)) =
Z[1C∗(Γ)]0 y K1(C∗(Γ)) = 0.

(casos IV y V): χ(Γ′) 6= 0, χ(Γk) 6= 0.
Por suposición tenemos que K0(B0) = Z[P0]0, K1(B0/I0) = 0, K1(B0) = 0 y

K0(B0/I0) = Z|χ(Γ′)|p
′
1∗([P0]0).

Entonces 0 = K1(B0/I0) ∼= K1(B1/T1) lo cual implica K1(B1) = 0 y Ker(i1∗)=0.
De la inyectividad de i1∗ en K0 y del diagrama (4.19) para m = 1, se sigue que
K0(B1) = {Z[P0]0 ⊕ Z[P1]0|χ(Γ′)[P0]− χ(Γk)[P1]0 = 0} es un grupo infinito.

Supongamos por inducción que para m ≥ 2, K1(Bm−1) = 0 y que

K0(Bm−1) = {Z[P0]0 ⊕ · · · ⊕ Z[Pm−1]0|χ(Γ′)[P0]0 − χ(Γk)[P1]0 = 0, . . . ,

χ(Γ′)[Pm−2]0 − χ(Γk)[Pm−1]0 = 0}
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De la hipótesis de inducción se sigue que [Pm−1]0 es de orden infinito en K0(Bm−1) y
por tanto i′m∗ : K0(Im−1) −→ K0(Bm−1) es inyectivo, luego K1(Bm/Tm) ∼=
K1(Bm−1/Im−1) ∼= Ker(i′m∗) = 0. Esto muestra que K1(Bm) = 0 y que (4.19) se
reduce a

0 // K0(Im−1)

I′m∗
��

i′m∗ // K0(Bm−1)

Im∗
��

p′m∗// K0(Bm−1/Im−1)

∼= πm∗
��

// 0

0 // K0(Tm)
im∗ // K0(Bm)

pm∗ // K0(Bm/Tm) // 0

Es fácil ver que

K0(Bm−1/Im−1) = {Zp′m∗([P0]0)⊕ · · · ⊕ Zp′m∗([Pm−1]0)|χ(Γ′)p′m∗([Pm−1]0) = 0,

χ(Γ′)p′m∗([Pi]0)− χ(Γk)p
′
m∗([Pi+1]0) = 0 ∀i = 0, . . . ,m− 2}

Como I ′m∗ : K0(Im−1) −→ K0(Tm) está determinado por [PmQ]0 7−→ χ(Γk)[Pm]0, es
inyectivo y por el Lema del Quinto se sigue que Im∗ también es inyectivo. Por tanto
K0(Bm) = 〈[Pm]0, Im∗(K0(Bm−1))〉. Una relación obvia en K0(Bm) además de las
relaciones que vienen de K0(Bm−1), es χ(Γ′)[Pm−1]0 − χ(Γk)[Pm]0 = 0 y esta relación
es consecuencia del Lema 4.14.

Por tanto K0(Bm) es un cociente del grupo

F = {Zρ0 ⊕ · · · ⊕ Zρm|χ(Γ′)ρm−1 − χ(Γk)ρm = 0, . . . , χ(Γ′)ρ0 − χ(Γk)ρ1 = 0}

donde el mapeo cociente f : F → K0(Bm) está definido en los generadores como
ρl 7→ [Pl]0 para todo l = 0, . . . ,m. Entonces si F ′ = Zρm, el cociente Fq = F/F ′ es
isomorfo a

Fq = {Zρ0 ⊕ · · · ⊕ Zρm−1|χ(Γ′)ρm−2 − χ(Γk)ρm−1 = 0, . . . ,

χ(Γ′)ρ0 − χ(Γk)ρ1 = 0, χ(Γ′)ρm−1 = 0}

Obviamente tenemos el diagrama conmutativo de grupos abelianos con renglones
exactos

0 // F ′

f ′

��

// F

f

��

// Fq

fq
��

// 0

0 // K0(Tm)
im∗ // K0(Bm)

pm∗// K0(Bm/Tm) // 0

donde fq es el homomorfismo inducido por f , y f ′ es la restricción de f a F ′. Entonces
obviamente f ′ y fq son isomorfismos (pues πm∗ es un isomorfismo). Por tanto por el
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Lema del Quinto se sigue que f también es un isomorfismo. Esto muestra que

K0(Bm) = {Z[P0]0 ⊕ · · · ⊕ Z[Pm]0|χ(Γ′)[P0]0 − χ(Γk)[P1]0 = 0, . . . ,

χ(Γ′)[Pm−1]0 − χ(Γk)[Pm]0 = 0}.

Esto concluye la inducción. Aśı K1(B) = 0 y

K0(B) = {
∞⊕
i=0

Zβi∗([P0]0)|χ(Γ′)βi∗([P0]0)− χ(Γk)β
i+1
∗ ([P0]0) = 0, i ∈ N0}.

Entonces K1(B̃) = 0 y

K0(B̃) = {
∞⊕

i=−∞

ZΦi
∗([P̃0]0)|χ(Γ′)Φi

∗([P̃0]0)− χ(Γk)Φ
i+1
∗ ([P̃0]0) = 0, i ∈ Z}.

La sucesión exacta de Pimsner-Voiculescu da

K0(B̃)
id∗−Φ∗// K0(B̃) // K0(Ã)

��
K1(Ã)

OO

0oo 0oo

(Caso IV): χ(Γ′) 6= 0, χ(Γk) 6= 0 y χ(Γ′) = χ(Γk).
En este caso

K0(Ã) = {
∞⊕

i=−∞

ZΦi
∗([P̃0]0)|χ(Γ′)Φi

∗([P̃0]0)− χ(Γ′)Φi+1
∗ ([P̃0]0) = 0,

Φi
∗([P̃0]0)− Φi+1

∗ ([P̃0]0) = 0, i ∈ Z} = Z[P̃0]0

Para examinar Ker(id∗ − Φ∗) tomemos ω =
∑j

i=−j tiΦ
i
∗([P̃0]0) ∈ Ker(id∗ − Φ∗),

donde ti ∈ Z para todo i = −j, . . . , j. Entonces

0 = t−jΦ
−j
∗ ([P̃0]0) +

j∑
i=−j+1

(ti − ti−1)Φi
∗([P̃0]0)− tjΦj+1

∗ ([P̃0]0).

Por tanto ti = siχ(Γ′) para algunos enteros si, i = −j, . . . , j. De esto se sigue que
ω =

∑j
i=−j siχ(Γ′)Φi

∗([P̃0]0) =
∑j

i=−j siχ(Γ′)[P̃0]0. Aśı Ker(id∗−Φ∗) = |χ(Γ′)|Z[P̃0]0.

Esto muestra que K1(Ã) ∼= Z.
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Del Teorema 4.9 obtenemos K0(Ã) ∼= K0(C∗Q(Γ)) ∼= Z, K1(Ã) ∼= K1(C∗Q(Γ)) ∼= Z
y que [1C∗Q(Γ)]0 genera a K0(C∗Q(Γ)).

De la Observación 4.15 concluimos que la función IΓ∗ en K0 es cero (ya que
χ(Γ) = χ(Γ′)− χ(Γk) = 0). Por tanto K1(C∗(Γ)) = 0 y K0(C∗(Γ)) = Z[1C∗(Γ)]0.

(Caso V): χ(Γ′) 6= 0, χ(Γk) 6= 0 y χ(Γ′) 6= χ(Γk).
En este caso

K0(Ã) = {
∞⊕

i=−∞

ZΦi
∗([P̃0]0)|χ(Γ′)Φi

∗([P̃0]0)− χ(Γk)Φ
i+1
∗ ([P̃0]0) = 0,

Φi
∗([P̃0]0)− Φi+1

∗ ([P̃0]0) = 0, i ∈ Z}
= {Z[P̃0]0|χ(Γ′)[P̃0]0 − χ(Γk)[P̃0]0 = 0} = Z|χ(Γ′)−χ(Γk)|[P̃0]0 = Z|χ(Γ)|[P̃0]0

Ahora sea ω =
∑j

i=−j tjΦ
i
∗([P̃0]0), ti ∈ Z y supongamos que (id∗ − Φ∗)(ω) = 0.

Entonces

0 = t−jΦ
−j
∗ ([P̃0]0) +

j∑
i=−j+1

(ti − ti−1)Φi
∗([P̃0]0)− tjΦj+1

∗ ([P̃0]0).

Si χ(Γ′) no divide t−j, entonces −t−jΦ−j∗ ([P̃0]0) =
∑j

i=−j+1(ti − ti−1)Φi
∗([P̃0]0) −

tjΦ
j+1
∗ ([P̃0]0) es imposible. Si χ(Γ′) divide t−j, entonces ω puede ser expresado en

términos de Φ−j+1
∗ ([P̃0]0), . . . ,Φj

∗([P̃0]0). Por inducción podemos escribir ω = t[P̃0]0
para algún t ∈ Z. Pero entonces claramente (id∗ − Φ∗)(ω) = 0 es posible si y solo si
t = 0. Esto muestra que id∗ − Φ∗ es inyectivo y por tanto que K1(Ã) = 0.

Del Teorema 4.9 obtenemos K0(C∗Q(Γ)) = Z|χ(Γ)|[1C∗Q(Γ)]0 y K1(C∗Q(Γ)) = 0. De

la Observación 4.15 se sigue que IΓ∗ es multiplicación por χ(Γ), aśı K0(C∗(Γ)) =
Z[1C∗(Γ)]0 y K1(C∗(Γ)) = 0.

4.5. Algunas aplicaciones y ejemplos

Ahora mostramos cómo las álgebras C∗Q(G) y C∗(G) asociadas a un grafo G tal
que Gopp no tiene vértices aislados, son isomorfas a productos tensoriales de álgebras
Cuntz y de extensiones de álgebras de Cuntz, respectivamente.

Enunciamos un teorema de clasificación probado independientemente por Eber-
hard Kirchberg [29] y por Christopher Phillips [36].

Teorema 4.17. Sean A y B álgebras C∗ separables, nucleares, simples y puramente
infinitas que satisfacen el Teorema de Coeficientes Universales. Supongamos que A y
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B tienen identidad. Si K1(A) ∼= K1(B) y existe un isomorfismo α : K0(A)→ K0(B)
tal que α([1A]0) = [1B]0, entonces existe un isomorfismo ϕ : A→ B con K0(ϕ) = α.

Un álgebra C∗ que cumple todas las hipótesis del Teorema 4.17 y satisface el
Teorema de Coeficientes Universales, se conoce como álgebra de Kirchberg. Deno-
tamos por O1 un álgebra de Kirchberg con identidad tal que K0(O1) = Z[1O1 ]0 y
K1(O1) ∼= Z.

Corolario 4.18. Sea G un grafo finito tal que Gopp es conexo y con al menos dos
vértices, entonces C∗Q(G) ∼= O1+|χ(G)|.

Demostración. Se sigue del Teorema 4.2, Teorema 4.9, Teorema 4.16 y Teorema 4.17.

Ejemplo 4.19. Consideremos los grafos G1 y G2 mostrados en la Figura 4.5 junto
con sus grafos opuestos. Como χ(G2) = 1−(4−2) = −1 y χ(G1) = 1−(4−3+1) = −1,
obtenemos de la conexidad de Gopp

1 y Gopp
2 que C∗Q(G1) ∼= C∗Q(G2) ∼= O2.

Figura 4.5: Grafos G1 y G2 con sus respectivos grafos opuestos.

Ejemplo 4.20. Consideremos los grafos G3 y G4 mostrados en la Figura 4.6 junto
con sus grafos opuestos. Como χ(G3) = 1− (4− 1) = −2, χ(G4) = 1− (4− 3) = 0 y
Gopp

3 , Gopp
4 son conexos, se sigue que C∗Q(G3) 6' C∗Q(G4).

Figura 4.6: Grafos G3 y G4 con sus correspondientes grafos opuestos.
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Un resultado análogo al Teorema 4.16 se puede conseguir para grafos infinitos.

Proposición 4.21. Sea G un grafo infinito con una cantidad numerable de vértices
y tal que Gopp es conexo. Entonces C∗(G) = C∗Q(G) pertenece a la clase N. Además
K0(C∗(G)) = Z[1C∗(G)]0 y K1(C∗(G)) = 0.

Demostración. Por inducción encontraremos una sucesión creciente Gn de subgrafos
de G con n vértices, n ≥ 2, tales que Gopp

n son conexos para n ≥ 2 y Gn
n→∞−→

G. Obviamente podemos encontrar dos vértices v1 y v2 que no están conectados
(pues Gopp es conexo). Entonces elegimos G2 al grafo con vértices v1 y v2 sin aristas.
Supongamos que hemos definido el subgrafo Gn para algún n ≥ 2. Sean v1, . . . , vn los
vértices de Gn. Como Gopp es conexo podemos encontrar un vértice vn+1 de G diferente
de v1, . . . , vn tal que vn+1 no está conectado con todos los vértices v1, . . . , vn. Entonces
obviamente el subgrafo Gn+1 de G con vértices v1, . . . , vn+1 y aristas viniendo de G
es tal que Gopp

n+1 es conexo. Esto completa la inducción.
Aśı tenemos K0(C∗(Gn)) = Z[1C∗(Gn)]0 y K1(C∗(Gn)) = 0. Es fácil ver que

C∗(G) = ĺım
−→

C∗(Gn). Por tanto C∗Q(G) pertenece a la categoŕıa N. También

K0(C∗(G)) = ĺım
−→

K0(C∗(Gn)) = Z[1C∗(G)]0 y K1(C∗(G)) = ĺım
−→

K1(C∗(Gn)) = 0.

Del Teorema 4.2 sabemos que C∗(G) = C∗Q(G) es puramente infinita y simple. De
nuevo usando el Teorema 4.17 obtenemos que siG es un grafo infinito con una cantidad
numerable de vértices tal que Gopp es conexo, entonces C∗(G) = C∗Q(G) ∼= O∞. Si
definimos χ(G) := ∞ para un grafo infinito numerable G con Gopp conexo, entonces
una vez más obtenemos C∗Q(G) ∼= O1+|χ(G)|.

Observación 4.22. Sean G1 y G2 dos grafos disjuntos. Entonces por G1 ∗G2 deno-
tamos a su join, el cual es el grafo obtenido a partir de G1 y G2 al conectar todos los
vértices de G1 con todos los vértice de G2, ver Figura 4.7.

Figura 4.7: Join de G1 y G2.



CAPÍTULO 4. K-TEORÍA DE ÁLGEBRAS DE TOEPLITZ DE GRUPOS
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Si iniciamos con un grafo G con a lo más una cantidad numerable de vértices tal
que Gopp no tiene vértices aislados, entonces existe una sucesión de subgrafos {Gn}n∈N
algunos de los cuales pueden tener cero vértices, tales que Gopp

n son todos conexos y
G = ∗∞n=1Gn (tal sucesión se puede encontrar al mirar las componentes conexas de
Gopp). Para un grafo F con cero vértices escribimos C∗Q(F ) = C∗(F ) = C.

Ejemplo 4.23. En la Figura 4.8 se muestra un grafo conexo G. Su grafo opuesto
Gopp tiene 3 componentes conexas Gopp

1 , Gopp
2 y Gopp

3 . Al tomar el join de G1, G2 y
G3 recobramos a G. Por tanto G = ∗∞n=1Gn, donde Gn es un grafo vaćıo para todo
n ≥ 4.

Figura 4.8: Descomposición de G como join de grafos disjuntos.

Del Teorema 4.2 fácilmente obtenemos que C∗Q(G) =
⊗∞

n=1C
∗
Q(Gn).

Teorema 4.24. Sea G un grafo con al menos dos vértices y a lo más una cantidad
numerable de vértices tal que Gopp no tiene vértices aislados. Escribimos G =∗∞n=1Gn

como en la Observación 4.22 donde Gn es un subgrafo de G tal que Gopp
n es conexo.

Entonces

C∗Q(G) =
∞⊗
n=1

C∗Q(Gn) ∼=
∞⊗
n=1

O1+|χ(Gn)|.

Ejemplo 4.25. Sea Gn un grafo con dos vértices sin aristas para todo n ∈ N, escri-
bimos G = ∗∞n=1Gn. Entonces Gopp no tiene vértices aislados y Gopp

n es conexo para
todo n ∈ N, de modo que C∗Q(G) ∼=

⊗∞
n=1O2

∼= O2 (ver [39, Corollary 5.2.4]).

Ejemplo 4.26. Sea Gn un grafo con una cantidad numerable de vértices sin aristas

para todo n ∈ N. Entonces C∗Q

(∗∞n=1Gn

)
∼=
⊗∞

n=1O∞ ∼= O∞ (ver [39, Theorem

7.2.6]).

Solo resta ver cómo se comportan las álgebras C∗(G). El Corolario 4.29 da una
respuesta parcial a esta incógnita.
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Teorema 4.27 ([19], Theorem 3.1). Consideremos las siguientes propiedades para un
álgebra C∗ con identidad A:

(1) A contiene a K como un ideal, y A/K es un álgebra de Kirchberg satisfaciendo
el Teorema de Coeficientes Universales,

(2) K0(A) = Z[1A]0.

Para todo k ∈ Z \ {0} existe una única álgebra C∗ satisfaciendo (1), (2) y

(3) La sucesión exacta de seis términos para K y A está dada por

Z k // Z // Zk

��
0

OO

0oo 0oo

También existe una única álgebra C∗ satisfaciendo (1), (2) y

(3’) La sucesión exacta de seis términos para K y A está dada por

Z 0 // Z Z

��
Z 0oo 0oo

Seguimos la nomenclatura de [21] para denotar E
sgn(k)
1+|k| a las únicas álgebras C∗

(salvo isomorfismo) satisfaciendo (1), (2) y (3) del Teorema 4.27. Asimismo denotamos
E0

1 a la única álgebra C∗ satisfaciendo (1), (2) y (3’).

Observación 4.28. Cuando k < 0, E
sgn(k)
1+|k| = E−1

1−k = E1−k es el álgebra de Toeplitz-
Cuntz.

Corolario 4.29. Sea G un grafo finito con al menos dos vértices tal que Gopp es
conexo, entonces C∗(G) ∼= E

sgn(χ(G))
1+|χ(G)| .

Demostración. Directo del Teorema 4.16, Teorema 4.27 y [21, Teorema 3.1].

La Observación 4.22 nos permite quitar la restricción sobre Gopp y obtener el
siguiente resultado general.
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Corolario 4.30. Sea G un grafo con conjunto de vértices Λ tal que Gopp no tiene
vértices aislados. Escribimos G = ∗∞n=1Gn como en la Observación 4.22 donde Gn

es un subgrafo de G tal que Gopp
n es conexo. Entonces

C∗(G) ∼=
∞⊗
n=1

C∗(Gn) ∼=
∞⊗
n=1

E
sgn(χ(Gn))
1+|χ(Gn)| ,

en donde ponemos E
sgn(χ(Gn))
1+|χ(Gn)| := O∞ si Gn es infinito.

Demostración. Sea G = {j1, . . . , jn} ⊂ Z+ y consideremos las inclusiones canónicas
ψjk : C∗(Gjk)→ C∗(G) para todo k = 1, . . . n. Las relaciones del Teorema 4.3 implican
que ψjk(C∗(Gjk)) y ψjl(C

∗(Gjl)) conmutan para todo k 6= l. Por la Proposición 1.48,
existe un único homomorfismo C∗ inyectivo ψG : C∗(Gj1)⊗· · ·⊗C∗(Gjn)→ C∗(G) tal
que ψG(xj1 ⊗ · · · ⊗ xjn) = ψj1(xji) · · ·ψjn(xjn) = xj1 · · ·xjn para todo xjk ∈ C∗(Gjk)
con k = 1, . . . , n. Sea ahora F ⊂ G, si

∑
i xi1 ⊗ · · · ⊗ xi|F| ∈ AF =

⊗
k∈F C

∗(Gk)
entonces

ψG(φGF(
∑
i

xi1 ⊗ · · · ⊗ xi|F|)) =ψG(
∑
i

xi1 ⊗ · · · ⊗ xi|F| ⊗ 1⊗|G\F|)

=
∑
i

xi1 · · ·xi|F| = ψF(
∑
i

xi1 ⊗ · · · ⊗ xi|F|).

Por tanto existe un único homomorfismo C∗ ψ : ĺım
−→

(AF , φGF) → C∗(G) el cual es

inyectivo porque cada ψF es inyectivo. Además Vs = ψs(Vs) ∈
⋃
|F|<∞ ψF(AF) para

todo s ∈ Λ, de manera que C∗(G) = C∗({Vs : s ∈ Λ}) =
⋃
|F|<∞ ψF(AF). Aśı ψ es

suprayectivo, esto es,
⊗∞

n=1C
∗(Gn) := ĺım

−→
AF ∼= C∗(G).

Ejemplo 4.31. Sea G = G1∗G2 el grafo de la Figura 4.6. Como Gopp no tiene vértices
aislados y Gopp

1 , Gopp
2 son conexos, se sigue que C∗(G) ∼= C∗(G1)⊗ C∗(G2) ∼= E2 ⊗ E2

y C∗Q(G) ∼= O2 ⊗O2
∼= O2 (ver [39, Theorem 5.2.1]).



Apéndice A

Grupos de Artin

Los grupos de Artin de ángulo recto resultan tener una sorprendente riqueza y
flexibilidad que llevan a algunas aplicaciones notables. En este apéndice introducimos
los grupos de Artin en general y damos las propiedades esenciales de los grupos de
Artin de ángulo recto. Un resumen con más propiedades algebraicas y geométricas se
señalan en [7].

A.1. Grupos de trenzas

Empezamos nuestra discusión con el grupo de trenzas clásico, definido rigurosa-
mente por Artin en 1925.

Sean p1, . . . , pn puntos distintos en C. Una trenza consta de una colección de n
caminos bi : [0, 1] −→ C×[0, 1] conocidos como cuerdas y de una permutación σb ∈ Σn

tales que

bi(t) ∈ C× {t} para todo 1 ≤ i ≤ n y t ∈ [0, 1].

bi(0) = (pi, 0) y bi(1) = (pσb(i), 1) para todo 1 ≤ i ≤ n.

las cuerdas bi([0, 1]) son disjuntas, i.e. bi(t) 6= bj(t) para todo i 6= j y todo
t ∈ [0, 1].

Ver el lado izquierdo de la Figura A.1 para un ejemplo t́ıpico de una trenza en tres
cuerdas.

El grupo de trenzas en n cuerdas, denotado Bn, es el grupo de clases de isotoṕıa
de trenzas. La multiplicación está dada por concatenación de trenzas, una debajo de
la otra. Ver el lado derecho de la Figura A.1 para un ejemplo de multiplicación de

97
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Figura A.1: Izquierda: una muestra de una 3-trenza. Derecha: el producto de dos
3-trenzas.

trenzas. El inverso de una trenza es obtenido al tomar su reflexión ya sea a través del
plano C× {0} o bien a través del plano C× {1}.

El grupo de trenzas Bn está generado por n− 1 elementos σ1, . . . , σn−1, donde σi
es la trenza que cruza la i-ésima cuerda sobre la (i + 1)-ésima cuerda. Esto da lugar
a una presentación bien conocida

Bn =〈σ1, . . . , σn−1| σiσj = σjσi para |i− j| > 1

σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 para i = 1, . . . , n− 2〉

Si añadimos las relaciones σi = σ−1
i a esta presentación, entonces el grupo se reduce

al grupo simétrico Σn. Aśı existe un epimorfismo de grupos Bn → Σn.

Si pensamos en una trenza colocada dentro de un cilindro sólido, entonces al
tomar rebanadas horizontales del cilindro da una descripción de una trenza como un
conjunto de n puntos moviéndose en el disco, o equivalentemente en el plano complejo.
Podemos ver esto como un camino en el espacio de configuraciones

Cord(C, n) = {(z1, . . . , zn) ∈ Cn : zi 6= zj ∀i 6= j}.

Salvo permutación, los n puntos comienzan y terminan en la misma posición, aśı
este camino forma un lazo en Cord(C, n)/Σn, donde Σn actúa en Cn al permutar
coordenadas. Fue mostrado por Fox y Neuwirth [22] que esta correspondencia da un
isomorfismo

Bn ∼= π1(Cord(C, n)/Σn).
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A.2. Grupos de Artin

Los grupos de Artin surgieron como generalizaciones naturales de los grupos de
trenzas. Un grupo de Artin A es un grupo con presentación de la forma

A = 〈s1, . . . , sn : sisjsi . . .︸ ︷︷ ︸
mij

= sjsisj . . .︸ ︷︷ ︸
mij

∀i 6= j〉,

donde mij = mji ∈ {2, 3, . . .} ó mij = ∞ en cuyo caso omitimos la relación entre si
y sj. Si añadimos a esta presentación las relaciones si = s−1

i para todo i = 1, . . . , n,
obtenemos un grupo de Coxeter

W = 〈s1, . . . , sn : (si)
2 = 1, (sisj)

mij = 1 ∀i 6= j〉.

Notemos que (sisi)
1 = s2

i = 1. Por esta razón definimosmii = 1 para todo i = 1, . . . , n.

Ejemplo A.1. Sea M =

(
1 k
k 1

)
con 2 ≤ k <∞. Entonces el grupo de Coxeter está

dado por

W = 〈r1, r2|(r1r2)k = 1, r2
1 = r2

2 = 1〉 ∼= 〈s1, s2|sk1 = s2
2 = (s1s2)2 = 1〉 = D2k

el grupo diédrico de orden 2k. En particular W es lineal.

En general es cierto que si {H1, . . . , Hn} es una configuración de hiperplanos (que
pasan por el origen) con Hi intersectando a Hj en un ángulo de π

mij
, entonces el grupo

generado por las reflexiones en estos hiperplanos es isomorfo al grupo de Coxeter.
Decimos que un grupo de Artin es de tipo finito si el grupo de Coxeter asociado es

finito. Notemos que un grupo de Artin nunca es finito; en efecto, los grupos de Artin
de tipo finito son libres de torsión [5] (los grupos de Artin que no son de tipo finito se
conjetura que son libres de torsión). Los grupos de Artin de tipo finito se comportan
muy parecido a los grupos de trenzas y sabemos bastante sobre ellos. En contraste,
conocemos muy poco sobre los grupos de Artin que no son de tipo finito excepto en
algunos casos especiales. Por ejemplo, los grupos de Artin de tipo finito se sabe que
tienen las siguientes propiedades.

(1) Existen espacios K(A, 1) finitos [6].
(2) El centro de A es ćıclico infinito [5].
(3) A es libre de torsión [5].
(4) A tiene problemas de la palabra y de conjugación solubles [5].
En contraste, ninguna de la propiedades de arriba se sabe que se cumplan en

general.
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A.3. Grupos de Artin de ángulo recto

Un grupo de Coxeter y su grupo de Artin se dicen de ángulo recto si mij ∈ {2,∞}
para todo i 6= j. La manera más fácil de especificar un grupo de Artin de ángulo
recto ó grupo de Coxeter de ángulo recto es por medio del grafo Γ que define. Este
es el grafo con conjunto de vértices Λ = {s1, . . . , sn} teniendo una arista uniendo si y
sj cuando mij = 2. Los grupos determinados por Γ los denotamos por AΓ y WΓ. Es
demostrado en [18] que para cualesquiera dos grafos finitos G y Γ, AG ∼= AΓ si y solo
si G ∼= Γ.

La terminoloǵıa está motivada al notar que el grupo de Coxeter WΓ es isomorfo a
un grupo generado por reflexiones cuyos hiperplanos son paralelos ó se intersectan en
un ángulo recto, donde las aristas de Γ dan lugar a intersecciones ortogonales entre
los hiperplanos.

Ejemplo A.2. En un extremo, tenemos un grafo Γ sin aristas, en cuyo caso AΓ = Fn,
el grupo libre en n generadores. En el otro extremo está el caso de un grafo completo
Γ, en cuyo caso AΓ = Zn y WΓ = Zn2 .

Figura A.2: Grafo sin aristas a la izquierda y grafo completo a la derecha.

Entre estos hay muchas posibilidades. Por ejemplo, si Γ es un cuadrado como en
la Figura A.3 entonces AΓ se descompone como un producto directo de dos grupos
libres AΓ = F[a, d] × F[b, c]. Notemos que el único caso en el cual un grupo de Artin
de ángulo recto es de tipo finito, es cuando Γ es un grafo completo.

Figura A.3: AΓ = F[a, d]× F[b, c]
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Los grupos de Artin de ángulo recto también surgen como subgrupos de grupos
de Artin arbitrarios. Fue conjeturado por Tits y probado por Crisp y Paris [9] que
para cualquier grupo de Artin A, el subgrupo generado por los cuadrados de los
generadores s2

1, . . . , s
2
n es un grupo de Artin de ángulo recto; las únicas relaciones

son conmutadores entre los cuadrados de los generadores que conmutan en el grupo
original A.

El complejo de Salvetti

Asociado a un grupo de Artin de ángulo recto AΓ está un complejo cúbico (el
análogo cúbico de un complejo simplicial) S̃Γ construido como sigue. Comenzamos
con un wedge de ćırculos unidos a un punto x0 y etiquetados por los generadores
s1, . . . , sn. Para toda arista, digamos de si a sj en Γ, adjuntamos un 2-toro con
frontera etiquetada por la relación sisjs

−1
i s−1

j . Para todo triángulo en Γ conectando
tres vértices, adjuntamos un 3-toro con caras correspondiendo a los toros para las
tres aristas del triángulo. Continuando con este proceso, adjuntamos un k-toro para
todo conjunto de k generadores que conmuten mutuamente (i.e. vértices generando
un subgrafo completo en Γ). El espacio resultante, SΓ, se conoce como el complejo de
Salvetti para AΓ. Es claro, por construcción, que el grupo fundamental de SΓ es AΓ.1

Por ejemplo, el complejo de Salvetti para un pentágono está constituido de cinco
2-toros, cada uno pegado al siguiente a lo largo de una curva, mientras que el complejo
de Salvetti para el grafo Γ en la Figura A.4 es un wedge de un ćırculo con un 2-toro
y π1(SΓ) = π1(S1 ∨ T2) = π1(S1) ∗ π1(T2) = 〈s1, s2, s3|s2s3s

−1
2 s−1

3 = 1〉 = AΓ.

Teorema A.3 ([7], Theorem 2.6). El recubrimiento universal del complejo de Salvetti,
S̃Γ, es contráıble. Por tanto SΓ es un espacio K(AΓ, 1).

Se sigue del teorema que AΓ tiene un espacio K(π, 1) finito y por tanto es libre
de torsión (ver [26, Proposition 2.45]). También obtenemos del trabajo de Niblo y
Reeves que AΓ tiene problema de la palabra y de conjugación soluble.

Figura A.4: Grafo Γ y su complejo de Salvetti.

1El término complejo de Salvetti a menudo es usado para denotar el recubrimiento de SΓ. Abu-
saremos de la terminoloǵıa y llamaremos a SΓ el complejo de Salvetti.
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