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mi corazón.

A mi esposa Yadith por su amor, apoyo y comprensión.
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Resumen

Durante la embriogénesis ocurren una serie de complejos procesos que culminan
con la formación de un organismo con todos sus órganos definidos. En esta etapa
es cuando se definen por completo las caracteŕısticas morfológicas y funcionales de
todo ser vivo multicelular. Para que este proceso se desarrolle satisfacatoriamen-
te, es necesario que exista una gran coordinación entre los múltiples mecanismos
involucrados. Uno de los procesos que exhibe esta gran coordinación durante el
desarrollo embrionario de los vertebrados es la somitogénesis; etapa embrionaria
en la que a partir del mesodermo presomı́tico se originan los somitas. Durante la
somitogénesis se hace evidente el acoplamiento espacio-temporal de mecanismos
que operan a diferente escala, ya que se observa como una expresión oscilatoria
en el tiempo de diversas protéınas se coordina con la aparición de aglomerados
celulares que comparten un estado de diferenciación que culmina con una agrupa-
ción espacial de las células que componen a los somitas. En este trabajo se busca
analizar mediante modelos matemáticos aspectos fundamentales que intervienen
en esta coordinación espacio-temporal de la somitogénesis. Para esto se plantea el
uso de dos modelos con una perspectiva a diferente escala.
Por un lado, se plantea el estudio de la somitogénesis con un modelo a escala del
tejido tomando como base un modelo de reacción-difusión ya reportado (modelo
PORD) el cual explica algunos resultados experimentales que otro modelo muy
acaptado (modelo de reloj y frente de onda) no puede explicar. Sin embargo, el
modelo PORD tiene como desventaja que es muy sensible a pequeñas variaciones,
además que requiere de condiciones iniciales espećıficas para reproducir estos re-
sultados. La propuesta de esta parte del trabajo es plantear un modelo h́ıbrido
que reúna las virtudes de los modelos PORD y reloj y frente de onda para obtener
un modelo más completo. Este objetivo se cumple parcialmente, ya que el modelo
h́ıbrido planteado, aunque obtiene cierta robustez, no es suficiente para reproducir
esta caracteŕıstica de la somitogénesis. Pero, a partir de este resultado surge la
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posibilidad que las interacciones a nivel celular que no se consideran en el modelo
h́ıbrido contribuyan con la robustez. En ese sentido se propone un segundo modelo
a escala celular para analizar un fenómeno muy interesante de la somitogénesis: la
sincronización que exhiben las células del mesodermo presomı́tico. Con este modelo
se busca analizar el efecto de factores como: la cantidad de células, el nivel de co-
nectiviad, la fuerza de interacción y la variabilidad celular afectan la sincronización
entre estas células. Interesantemente se encontró que los efectos de la variabiliadad
se ven disminuidos mientras más grande sea el grupo de células que se consideran
en el modelo.



Abstract

During embryogenesis, occurs a series of complex processes that culminate in the
formation of a living being with all its organs defined. It is at this stage that
the morphological and functional characteristics of any organism are completely
defined. For this process to develop satisfactorily, it is necessary a great coordina-
tion between the multiple mechanisms involved. One of the processes where this
great coordination is evident during the embryonic development of vertebrates is
somitogenesis; embryonic stage in which somites originate from the presomitic me-
soderm. During somitogenesis, the spatio-temporal coupling of mechanisms that
operate at different scales becomes evident, since it is observed how an oscilla-
tory expression in time of various proteins is coordinated with the appearance of
cellular agglomerates that share a state of differentiation which is represented by
the spatial grouping of the cells that constitute the somites. This work aims to
analyze fundamental aspects that intervene in this spatio-temporal coordination
of somitogenesis through mathematical models. For this, the use of two models
with a perspective on a different scale is proposed.

On the one hand, is proposed the study of somitogenesis with a model based on

a reaction-diffusion model already reported (PORD model) which explains some

experimental results that a highly accepted model (clock and wavefront model)

cannot explain. However, the PORD model has as disadvantage that it is very

sensitive to small variations, in addition it requires specific initial conditions to

reproduce these results. The proposal of this part of the work is to pose a hybrid

model that combines the virtues of the PORD and wavefront models to obtain a

more complete model. This goal is partially met, since the hybrid model, although

it obtains robustness, is not enough to reproduce this characteristic of somitoge-

nesis. But this result, arises the possibility that considering interactions at the
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cellular level contribute to somitogenesis robustness. In this sense, a second mo-

del is proposed on a cellular scale to analyze a very interesting phenomenon of

somitogenesis: the synchronization between cells of the presomitic mesoderm. The

aim of this model is to analyze the effect of factors such as the amount of cells,

the connectivity level, the coupling strength, and the cellular variability on the

synchronization between these cells. Interestingly, it was found that the effects of

variability are diminished the larger the group of cells considered in the model.
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Apéndice A 64

Bibliograf́ıa 81
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Introducción

El proceso de la somitogénesis se lleva a cabo durante el desarrollo embrionario

de los vertebrados. En el ser humano este proceso esta precedido por una serie

de etapas que inician con la fecundación del óvulo, posteriormente inicia la etapa

de segmentación, que consiste de varias divisiones celulares a un ritmo acelerado,

cuando se llega a un estadio aproximado de 16 células el embrión entra en una fase

de compactación en donde las células más externas se adhieren fuertemente entre si

al punto que pierden su identidad individual cuando se observa con microscopio [1,

2]. Posteriormente se inicia un proceso de cavitación, que consiste en la formación

de un espacio en el interior del embrión que está lleno de ĺıquido. En este punto

el embrión ya consta de 2 tipos diferentes de células, uno que corresponde a la

capa externa denominada trofoblasto y otro correspondiente a un grupo interno de

células llamado masa celular interna. Las células de la masa celular interna darán

origen al cuerpo del embrión y algunas estructuras extraembrionarias, mientras que

las células del trofoblasto solo formarán estructuras extraembrionarias, incluidas las

capas más externas de la placenta [3]. Posteriormente, en la masa celular interna se

produce una invaginación que da origen al blastoporo, al tiempo que sus células se

diferencian en tres tipos de células germinales primarias que componen los tejidos

del ectodermo, mesodermo y endodermo.
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La siguiente etapa de desarrollo corresponde a la gastrulación. Esta etapa se ca-

racteriza por que las células diferenciadas en ectodermo, mesodermo y endodermo

empiezan a organizarse en capas [4]. Posteriormente estas capas se pliegan para for-

mar un cuerpo ciĺındrico que después tomará la forma representativa del embrión.

En este nivel de desarrollo ya se pueden diferenciar varias estructuras embrionarias

como son la notocorda, el tubo neural, y la cresta neural [2]. Posteriormente, las

células del mesodermo sufren una diferenciación adicional y dan origen a otros te-

jidos: el mesodermo lateral, mesodermo intermedio y mesodermo presomı́tico. En

este último es donde se llevará a cabo el proceso de la somitogénesis.

1.1. Somitogénesis

La somitogénesis es un proceso del desarrollo embrionario común a todos los verte-

brados, consiste en la segmentación secuencial del Mesodermo Presomı́tico (MPS)

en bloques de células llamados somitas [1]. Los somitas son aglomerados celulares

formados por una gran cantidad de células que estan delimitadas por una capa

epitelial que separa a cada somita. La fase inicial de la formación de los somitas

comienza con una agrupación de células que se identifican como somitómeros, los

cuales se originan partir de dos bandas homogéneas de células mesenquimantosas

del MPS. Estas agrupaciones se pueden observar al microscopio e indican la posi-

ción en la que posteriormente se formaran los somitas como se muestra en la figura

1.1.

Los somitas son estructuras celulares transitorias, ya que a través de diferenciacio-

nes posteriores darán origen a diversos tejidos del dorso como: vértebras, costillas,

músculo esquelético, cart́ılago y dermis [5]. Eventos que interfieren con el desarrollo

normal de la somitogénesis dan lugar a enfermedades congénitas como la disosto-

sis espondilocostal [6, 7]. En la figura 1.2 se pueden ver las malforaciones en las

costillas y vértebras que presentan los individuos que padecen esta enfermedad.

La formación de los somitas se da en pares y de manera periódica, organizándose

de manera bilateral a lo largo del eje del embrión, esta periodicidad en la aparición
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SomitasSomitómeros

Crecimiento

MPS

Figura 1.1: Microscopia óptica de un embrión de ratón donde se puede apreciar

la agrupación de células correspondiente a los somitómeros que posteriormete se

segmentaran para dar origen a los somitas.
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Figura 1.2: Sintomatoloǵıa que presentan los individuos que padecen la disostosis

espondilocostal, enfermedad congénita relacionada con el desarrollo anormal de la

somitogénisis.

de los somitas es un proceso muy regular entre individuos de la misma especie. En

el ser humano un par de somitas se forma aproximadamente cada 4.5 horas, en

embriones de ratón cada 120 minutos, en embriones de pollo cada 90 minutos y

en pez cebra cada 30 minutos . Por esta razón el número de somitas es un buen

indicador para medir la edad de los embriones cuando se encuentran en este nivel

de desarrollo.

La somitogénesis es un proceso que va más allá de la segmentación del MPS, ya que

para cuando un par de somitas se ha formado, las células que los componen poseen

información que les permite guiar diferenciaciones posteriores. Estas diferencia-

ciones estan mediadas por una compleja red de regulación genética en la que se

han identificado una gran cantidad de interacciones [8]. Estas interacciones dirigen

diferenciaciones subsiguientes que provocan que una vez formado los somitas las

células que los componen cambien su organización inicial causando que dentro de

cada somita se pudean identificar 3 secciones con grupos de células diferenciadas

como se muestra en la figura 1.3. Las células que se ubican cerca de la notocorda
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Figura 1.3: Una vez que el somita se ha formado las células que lo componen

sufren una re-organización dando origen a 3 diferentes tipos celulares: esclerotoma,

miotoma y dermotoma.

formaran el esclerotoma, a partir de estas células se originaran las vértebras, las

costillas y la columna vertebral. Por su parte las células agrupadas en la sección

dorsomedial del somita forman el miotoma del cual se originaran los músculos de

la caja torácica y extremidades. Finalmente la sección dorsal del somita generará

el dermotoma del cual se originaran la dermis de la región torácica.

El trabajo desarrollado en esta tesis no se ocupará de estudiar como se controlan

los detalles moleculares de la diferenciación de los somitas, únicamente abordará

aspectos relacionados con la periodicidad y regularidad de la segmentación del

MPS.
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1.2. Antecedentes

La somitogénesis es un proceso que se manifiesta a nivel del tejido del MPS, en el

que las interacciones de miles de células presomı́ticas son influenciadas por los dife-

rentes tejidos embrionarios que las circundan. Estas diferentes interacciones, tanto

celulares como entre tejidos tienen un efecto en el desarrollo de la somitogénesis

y contribuyen en elevar el nivel de complejidad que se ha hecho evidente en los

resultados que se han obtenido al analizar este proceso, donde se ha encontrado

que debido a la gran cantidad de células y a las interacciones multiescala que pre-

sentan, permiten la aparición de comportamientos emergentes que no se observan

en sus componentes individuales [9].

Estas caracteŕısticas han demandado el uso de distintas herramientas que se han

desarrollado para el estudio de sistemas complejos, entre las que están el uso de

modelos matemáticos. En general, la estrategia que se ha seguido, es desarrollar

modelos para estudiar aspectos de la somitogénesis a cierta escala en espećıfico.

De este modo, se han desarrollado modelos que buscan dar una explicación a

algunos aspectos de la somitogénesis basandose en las diferentes caracteŕısticas

que exhibe este proceso. Por ejemplo, a nivel celular se ha asociado la periodicidad

de la somitogénesis al ciclo de la división celular en el MPS [10]. También se ha

planteado que la adhesión celular juega un papel primordial [11, 12], aśı como las

interacciones mecánicas entre las células del MPS [13, 14]. También hay modelos

que analizan este proceso al estudiar la distribución de morfogénos, sustancias que

dirigen las correcta diferenciación de las células en el MPS [15, 16]. De los diferentes

modelos desarrollados, uno que asocia la interacción de un mecanismo oscilador

con la distribución de morfógenos como mecanismo de información posicional, es el

que ha sido de los más aceptados. Este modelo ha sido denominado como modelo

de reloj y frente de onda.

Este modelo fue planteado en 1976 por J. Cooke y E. C. Zeeman [17], en escencia

propone que la interacción de un mecanismo de reloj con un frente de diferenciación

o frente de onda que viaja en dirección anterior-posterior puede explicar como es

controlada la periodicidad espacio-temporal caracteŕıstica de la somitogénesis. En



1.2. Antecedentes 7

la figura 1.4 se presenta un esquema de la propuesta de este modelo. En esta figura

se esquematiza como las oscilaciones en la concentración de diversas protéınas

(reloj de segmentación), que se generan en las células del MPS, se detienen en el

sitio donde el futuro par de somitas se formará. La ubicación donde se forma cada

par de somitas esta determinada por la posición de un frente de onda, el cual se

va desplazando de acuerdo al crecimiento que va teniendo el embrión.

Figura 1.4: Esquema que ilustra la explicación que da el modelo de reloj y frente

de onda para la somitogénesis.

Después del planteamiento de este modelo, las investigaciones entorno a la somi-

togénesis continuaron desarrollándose, lográndose obtener evidencia experimental

que le dió respaldo, siendo aśı que se lograron identificar los posibles componentes

moleculares en que se fundamenta.

La primer evidencia que se obtuvo en apoyo a este modelo, fue acerca de la exis-

tencia de un mecanismo molecular capaz de generar oscilaciones en el MPS. Se

trató del gen harly1, el cual tiene un patrón de expresión oscilatoria en las células

del MPS en embriones de pollo [18]. Posteriormente se identificaron en embriones

de ratón 22 genes con esta caracteŕıstica [19].

Con estos descubrimientos se confirmó la presencia de un oscilador genético que

opera dentro del MPS de los embriones de vertebrados, el cual es el responsable de

generar las oscilaciones que dirigen la periodicidad en la formación de los somitas
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de acuerdo al crecimiento que va presentando el embrión [3, 20].

La explicación mas aceptada sobre el origen de las oscilaciones en la expresión de

estos genes es que tienen un efecto inhibitorio en su propia expresión. Además de

que en este efecto inhibitorio hay retardos involucrados. Estos retardos correspon-

den al tiempo necesario para que la śıntesis de las protéınas se complete, e involucra

principalmente el tiempo necesario para la transcripción y traducción [21]. En la

figura 1.5 se esquematiza de forma resumida este mecanismo.

gene

delay

delay

protein

mRNA

Figura 1.5: Mecanismo del reloj de segmentación. Las oscilaciones en las concen-

traciones de las protéınas son originadas debido a los retardos τm (tiempo necesario

para la transcripción) y τp (tiempo necesario para la traducción) en el efecto au-

toinhibitorio.

Por otra parte, el mecanismo correspondiente al frente de onda, esta asociado con

el crecimiento del embrión producido por la proliferación de las células situadas en
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la porción más posterior de la región no segmentada del MPS conocida como tail

bud. Las células de esta zona se reproducen por la influencia de una concentración

local elevada del Factor de Crecimiento Fibroblástico (FGF ) que es producida por

estas células [2]. Por otro lado, en la parte más anterior la concentración de FGF

es menor, ya que las moléculas de FGF difunden hacia el resto del embrión y se

degradan conforme pasa el tiempo. Durante este proceso llega un punto en el que

las células del MPS se exponen a una concentración umbral (frente de onda) que

permite que estas células sigan con el proceso de maduración y se puedan formar

los somitas. Este valor umbral se va desplazando de acuerdo al crecimiento del

embrión y de esta forma indica la posición donde se formará el siguiente par de

somitas (ver figura 1.4).

El mecanismo descrito anteriormente se ha validado experimentalmente, ya que se

han descubierto diversas moléculas que se distribuyen en forma de gradiente a lo

largo de embriones de diferentes especies, que cumplen con las caracteŕısticas de

un frente de onda. Por ejemplo se ha encontrado que Wnt3a y FGF se distribuyen

con una mayor concentración en la parte posterior y una menor en la parte anterior

en embriones de ratón [22], también se ha identificado al ácido retinoico que esta

distribuido de manera opuesta a la de Wnt3a y FGF [23].

Posterior a la identificación de los componentes moleculares que le dan sustento al

modelo de reloj y frente de onda, se obtuvieron resultados experimentales adicio-

nales que respaldaron a este modelo. Por ejemplo, se llevo a cabo un experimento

utilizando embriones de pez cebra donde al alterar externamente la velocidad del

frente de onda representado por un gradiente de FGF, da como resultado la for-

mación de somitas de diferente tamaño, lo cual concuerda con la explicación del

modelo de reloj y frente de onda [24]. Los resultados de este experimento respaldan

la explicación que da el modelo de reloj y frente de onda.

Sin embargo, también hay estudios cuyos resultados no se explican con el modelo

de reloj y frente de onda. Por ejemplo, se realizó un experimento en embriones de

pollo en el que se transplanta un segmento de MPS a la periferia de un embrión

anfitrión para dejar el tejido libre por completo del efecto de cualquier molécula
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que pudiera representar el frente de onda, y se pudo observar que aún aśı se lleva a

cabo la formación de somitas aunque de manera irregular, además, esta formación

se da de manera simultánea [25].

En otro experimento en embriones de ratón, se suprimió la expresión de las pro-

téınas FGF4 y FGF8 y a pesar que el desarrollo del embrión no continúo más

allá de unos d́ıas se pudo observar que en ausencia del frente de onda formado por

la difusión de estas protéınas, se formaron los somitas aunque también de forma

irregular [26]. Además, hay otra observación que no se ha logrado determinar aque

se debe, la cual es que en embriones de ratón normales, los primeros 4 pares de

somitas aparecen de manera simultánea [25].

Todos estos aspectos quedan fuera de la explicación que da el modelo de reloj y

frente de onda ya que de acuerdo con este modelo, para la formación de los somitas

se requiere de la interacción de los dos mecanismos, debido a que, por un lado el

reloj de segmentación indica cuando se forma cada par de somitas y el frente de

onda indica la posición donde se forman.

Poco después que se propusiera el modelo de reloj y frente de onda, Meinhardt

propuso un modelo conceptualmente diferente [27]. Este modelo esta basado en

el descubrimiento realizado por el matemático Alan Turing, en el que al analizar

la estabilidad de un modelo de reacción-difusión pudo determinar las condiciones

necesarias en las que los estados de equilibrio espacialmente homogéneos pod́ıan

evolucionar en la generación de patrones de alta y baja concentración. Debido a este

decubrimiento, cuando se determina que un sistema de reacción-difusión presenta

este tipo de inestabilidad se le denomina inestabilidad de Turing. Este comporta-

miento es provocado por un cambio en la estabilidad del sistema ocasionado por

el efecto de la difusión [28].

De acuerdo al modelo propuesto por Meinhardt [27], el movimiento del frente de

onda es un fenómeno emergente, que no es originado por una señal de posiciona-

miento externo [27, 29]. En otras palabras, se puede reproducir la dinámica de la

somitogénesis sin necesidad de un frente de onda externo.

Encontrar las discrepancias experimentales referentes al modelo de reloj y frente de
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onda descritas anteriormente, propició que el mecanismo propuesto por el modelo

de Meinhardt fuera retomado recientemente por Cotterell y colaboradores (2015)

para plantear un modelo para la somitogénesis [30].

El modelo propuesto por Cotterell y colaboradores [30] fue denominado modelo

PORD (Modelo de Reacción-Difusión Progresivo Oscilatorio). De acuerdo a los re-

sultados reportados [30], este modelo puede reproducir la formación simultánea de

somitas y además es compatible con caracteŕısticas importantes de la somitogéne-

sis como la regulación del tamaño de los somitas. También, el modelo PORD hace

predicciones respecto a experimentos de manipulación del gradiente de FGF y de

cortes de tejido en el MPS que son más consistentes con las observaciones experi-

mentales que el modelo de reloj y frente de onda.

A pesar de que el modelo PORD puede explicar los resultados experimentales

que no puede el modelo de reloj y frente de onda, este modelo tiene un gran

incoveniente: es muy sensible a pequeñas variaciones en las variables de estado.

Por ejemplo cuando el modelo se prueba con condiciones iniciales aleatorias o se

considera el ruido intŕınseco inherente a cualquier proceso biológico, los patrones

de expresión genética se producen de manera desordenada. Sin embargo, hay que

notar que este comportamiento es el que se observa experimentalmente cuando las

células del MPS no están bajo la influencia de un frente de onda externo, pero

contrasta con la robustez observada en la formación de los somitas en condiciones

normales.

1.3. Planteamiento del problema

Durante la somitogénesis se hace evidente el acoplamiento espacio-temporal de

mecanismos que operan a diferente escala, ya que se observa como una expresión

oscilatoria en el tiempo de diversas protéınas se coordinan con la aparición de

aglomerados celulares que componen a los somitas. Esta coordinación espacio-

temporal ha inspirado el desarrollo de diferentes modelos que buscan explicar como

es controlada esta caracteŕıstica.
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El modelo PORD, es un modelo a escala del tejido en el que las interacciones

a largo alcance mediadas por la difusión juegan un papel fundamental. Una de

las principales caracteŕısticas de este modelo es que no requiere de la información

posicional del frente de onda para reproducir el proceso de segmentación del MPS,

pero tiene el inconveniente que es muy sensible a pequeñas variaciones y requiere

condiciones iniciales espećıficas para reproducir los resultados.

Analizando estos aspectos, surge la posibilidad que si se integra en el modelo

PORD el efecto del frente de onda es posible que se superen estos inconvenientes.

Adicionalmente, el modelo PORD al estudiar la somitogénesis a escala del tejido no

contempla las diferentes interacciones a nivel celular que se llevan a cabo durante

este proceso. En ese sentido un fenómeno que depende de estas interacciones y

que interviene de manera fundamental en el desarrollo de la somitogénesis es la

sincronización de las oscilaciones en la expresión de protéınas en las células del

MPS. Hay estudios que muestran que cuando se pierde la sincronización en las

células del MPS la somitogénesis se desarrolla de manera anormal [31, 32].

La sincronización es un fenómeno que se presenta en un amplio rango de sistemas

cuando sus componentes interactúan entre si, y se ha determinado que indepen-

dientemente del sistema el comportamiento de la sincronización depende princi-

paemente de factores como la cantidad de componentes que integran el sistema,

el número de componentes que interactúan, la fuerza de conexión entre ellos y la

variabiliad que presentan los componentes, por lo tanto es conveniente determinar

el efecto de estas caracteŕısticas sobre la sincronización en las células del MPS.

Al determinar que la pérdida de la sincronización provoca una segmentación anor-

mal del MPS se expone como las interacciones a nivel celular tienen un efecto a

nivel del tejido, sin embargo, un modelo que solo considere las interacciones a es-

cala celular dif́ıcilmente podrá dar una explicación al proceso de segmentación. En

este contexto queda por determinar la influencia de estas interacciones multiescala

sobre la robustez de la somitogénesis.

Con este contexto, en esta tesis nos planteamos la siguiente hipótesis.
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Hipótesis y objetivos

2.1. Hipótesis

La robustez espacio-temporal de la somitogénesis es afectada por interacciones a

escala del tejido e interacciones a escala celular.

2.2. Objetivo general

Estudiar la dinámica espacio-temporal de la somitogénesis mediante dos modelos

a diferente escala, uno a escala del tejido y otro a escala celular.

2.3. Objetivos espećıficos

2.3.1. Estudiar un modelo a escala del tejido y analizar su estabilidad para carac-

terizar su robustez ante diferentes variaciones.

2.3.2. Estudiar con un modelo a escala celular como el número de células, el nivel

de conectividad, la fuerza de conexión y la variabilidad celular afectan la sincroni-

zación de las células del MPS.
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Metodoloǵıa

En los últimos años, estudios sobre la somitogénesis han revelado que este proceso

es regulado por una compleja red de interacciones tisulares, celulares y moleculares

[3, 8]. Esta complejidad hace que el entendimiento de este proceso sea un verdadero

desaf́ıo. En ese sentido el uso de modelos matemáticos han cobrado una gran

relevancia. Normalmente, la implementación de modelos sigue dos estrategias, una

que involucra analizar cuantitativamente cada componente y sus interaciones para

después realizar las simulaciones. Esta estrategia es efectiva cuando se implementan

modelos para estudiar sistemas relativamente simples. Sin embargo para sistemas

más complejos en los cuales están involucrados parámetros espacio-temporales se

vuelve casi imposible obtener una predicción significativa con estos modelos. En

este caso normalmente se utiliza una segunda estrategia en la que se omiten los

detalles de los componentes, con esto se busca obtener información útil que permita

entender cualitativametne la dinámica del sistema en estudio.

La selección de una u otra estrategia para estudiar un sistema se basa en la ca-

rateŕıstica que se quiere analizar. En esta tesis se busca estudiar un aspecto clave

de la somitogénesis: su robustez en la periodicidad espacio-temporal. Para este fin,

inicialmente se plantea analizar el modelo PORD (un modelo a escala del tejido)

para determinar si la inclusión del frente de onda permite eliminar su sensibilidad
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a las variaciones. Posteriormente mediante un modelo a escala celular se plantea

el estudio de un fenómeno que esta mediado por las interacciones a nivel celular

en el MPS: la sincronización. Con este modelo se busca analizar el efecto de carac-

teŕısticas como el tamaño de la red, el número de conexiones en la red, la fuerza

de conexión, y la variabilidad en los parámetros tienen sobre la sincronización.



Caṕıtulo 4

Resultados y discusión

4.1. Estudio a escala del tejido

La intrincada red de interacciones genéticas involucradas en la somitogéneis que se

ha documentado hasta el momento muestra lo d́ıficil que resulta definir el impacto

que cada interacción tiene en el comportamieto de todo el sistema. Además, si se

busca desarrollar un modelo matemático para describir este proceso es necesaria

la definición de los parámetros requeridos por el modelo, lo cual para el caso de la

somitogénesis aunque ha habido avances aún hay mucho que se desconoce. Cuando

se presenta el caso de desarrollar un modelo que reproduzca un resultado pero no

hay información suficiente acerca de las interacciones y valores de los parámetros

es posible usar técnicas computacionales para investigar las posibles redes de in-

teracción y parámetros que den los resultados esperados. Este fue el procedimiento

realizado por Cotterel y colaboradores [33]. En este trabajo mediante un barrido

de las posibles combinaciones de redes de máximo 3 componentes pudieron definir

la red más simple que pudó reproducir el proceso de la segmentación del MPS. Es

aśı que llegaron a el planteamiento de una red de dos componentes y las interac-

ciones requeridas para reproducir el proceso de la somitogénesis. Basados en este

resultado es como se originó el modelo PORD.
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4.1.1. Desarrollo del modelo

La propuesta del modelo PORD se basa en la red de regulación genética mostrada

en la figura 4.1A. Esta red esta compuesta de dos genes hipotéticos, que codifican

una protéına activadora A y una represora R. Como se muestra en el esquema, la

protéına A promueve su propia expresión aśı como la de R, por su parte la protéına

R reprime la expresión de A. Adicionalmente, la protéına R tiene la capacidad de

difundir a través del medio extracelular y afectar a otras células.

El esquema original planteado por Cotterell y colaboradores en [30] contempla que

solo la protéına R puede difundir como se muestra en la figura 4.1A. En nuestro

caso, iniciaremos con una modificación a este esquema y consideraremos que tam-

bién la protéına activadora puede difundir lo que da lugar al esquema de la figura

4.1B. Esto se propone de esta forma ya que es necesario considerar la difusion del

activador para poder acoplar el frente de onda con el modelo PORD (ver apendice

A), debido a estas modificaciones al modelo planteado en esta tesis lo denomina-

remos modelo h́ıbrido. Estas interacciones definen una red de interacciones t́ıpica

denominada sistema de interacción activador-represor [34].

Para el desarrollo del modelo h́ıbrido representado en el esquema de la figura 4.1B,

partiremos de la premisa que, en general el tiempo de vida del ARN mensajero

es mucho menor que el de las protéınas, entonces es posible considerar una apro-

ximación de estado cuasi-estacionario, con lo que la dinámica del activador A y

su represor R puede ser representado mediante un modelo de reacción-difusión

compuesto por el siguiente sistema ecuaciones en derivadas parciales:

∂A

∂t
= αAPA(A,R)− µAA+DA∇2A , (4.1a)

∂R

∂t
= αRPR(A)− µRR +DR∇2R , (4.1b)

donde αA y αR son las tasas máximas de expresión para el activador y el represor

respectivamente; PA y PR son las probabilidades de que el promotor del gen A y

R estén activos; µA y µR son las correspondientes tasas de degradación de cada

protéına y DA y DR son los respectivos coeficientes de difusión.
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A
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β

A

A

R

β

B

Figura 4.1: Red de interacción activador-represor. A) Representación esquemática

de la red de regulación genética propuesta por Cotterell y colaboradores (2015) para

el modelo PORD [30]. B) Red propuesta para el desarrollo del modelo h́ıbrido.

Esta red consiste de dos genes que codifican para una protéına activadora A y

una represora R. Las ĺıneas continúas con punta de flecha y ĺınea perpendicular

denotan regulación positiva y negativa respectivamente. β representa la regulación

externa sobre la protéına A debido al efecto del frente de onda. Las ĺıneas punteadas

corresponden a la difusión. El proceso de difusión representado por la flecha azul

no habia sido considerada en el modelo PORD, pero es incluida para el desarrollo

del modelo h́ıbrido propuesto en el presente trabajo.

Como se explicó anteriormente, A tiene un efecto activador sobre si mismo a la vez

que es reprimido por R, por lo tanto Pa(A,R) debe ser una función creciente de

A y decreciente de R. Por otro lado R es activado por A, aśı que PR(A) debe de

ser una función creciente de A. Tomando esto en cuenta, Meinhardt [27] consideró
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que PA(A,R) = ρ1A
2/R y PR(A) = ρ2A

2, con ρ1,2 > 0. Estas expresiones tienen

algunos problemas desde un punto de vista bioqúımico, ya que PA(A,R) diverge

cuando A → ∞, sin embargo, en la realidad la tasa de expresión génica se debe

saturar para concentraciones altas del activador. Por otro lado, ambas PA(A,R) y

PR(A) divergen cuando R→ 0, esto se deduce al notar que: PA(A,R) se incrementa

al cuadrado sin ĺımite a medida que R se aproxima a 0, por lo tanto promueve un

crecimiento del activador ya que ∂A/∂t > 0, en consecuencia se da un crecimiento

sin ĺımite para PR(A).

Por su parte, para superar los inconvenientes señalados anteriormente, en Cotterell

et. al. [30] se propusieron las siguientes funciones:

PA(A,R) = Φ

(
l1A− l2R + β

1 + l1A− l2R + β

)
, (4.2a)

PR(A) =
l3A

1 + l3A
, (4.2b)

donde l1, l2 y l3 definen la fuerza de interacción entre A y R, y β es el efecto externo

del frente de onda sobre A. Para evitar valores negativos se introdujo la función

φ(x) = x.H(x), donde H(x) es la función Heaviside estándar (H(x) = 1 para x ≥ 0

y H(x) = 0 para x < 0). Aunque la función PA(A,R) definida en 4.2a cumple con

los requisitos de ser una función creciente de A y decreciente de R , esta presenta

caracteŕısticas que también son inadecuadas biológicamente. La función φ(x) no es

continua en x = 0. Esta caracteŕıstica no es conveniente para modelos matemáticos

inspirados en procesos biológicos ya que puede causar complicaciones cuando se

analiza el comportamiento dinámico del sistema; en Hang y Zhang (2010) y Castillo

et. al. (2015) se presenta una discusión acerca del comportamiento dinámico en

sistemas oscilatorios compuestos por funciones de este tipo.

Para el desarrollo del modelo h́ıbrido, se propone un enfoque en el que las funciones

PA(A,R) y PR(A) se obtienen al asumir que el activador y el represor comparten el

mismo sitio de unión al promotor del gen A, y que ambos, el activador y el represor,

interactúan con sus respectivos sitios de unión al promotor de los genes A y R de
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manera cooperativa. Con esto se tiene que las funciones PA(A,R) y PR(A) quedan

definidas como:

PA(A,R) =
β + (A/K1)

n1

1 + (A/K1)n2 + (R/K2)n2
, (4.3a)

PR(A) =
(A/K3)

n3

1 + (A/K3)n3
, (4.3b)

donde K1 representa la constante de saturación media para la reacción de unión

entre el activador y el promotor del gen A; n1 es el coeficiente de Hill que indica

la cooperatividad entre activador y el promotor del gen A; β es la regulación

externa que el frente de onda tiene sobre A, la constante de saturación media y

el coeficiente de Hill para la interacción entre el represor y el promotor del gen A

están representados por K2 y n2, respectivamente; y K3 y n3, son la constante de

saturación media y el coeficiente de Hill para la interacción entre el activador y el

promotor del gen R.

Es aśı que, las ecuaciones (4.1) y (4.3) constituyen el sistema de reacción-difusión

para la red de expresión génetica que modela las interacciones espacio-temporales

entre las concentraciones de las dos protéınas representadas en la figura 4.1B.

Adicionalmente, el modelo representado por las ecuaciones (4.1) y (4.3) se puede

adimensionalizar al definir las siguientes variables:

x′ = x/L, y′ = y/L, z′ = z/L, t′ = tµA,

a =
AµA
αA

, da =
DA

µAL2
, k1 =

K1µA
α1

, k2 =
K2µR
α3

,

r =
Bµr
αr

, dr =
DR

µAL2
, k3 =

K3µR
αR

, µ =
µR
µA
,

donde L es la longuitud caracteŕıstica de sistema (4.1). Aśı obtenemos el siguiente

sistema de reacción-difusión adimensional:
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∂a

∂t′
= Pa(a, r)− a+ da∇′2a, (4.4a)

∂r

∂t′
= µ

(
Pr(a)− r + dr∇′2r

)
, (4.4b)

donde ∇′2 es el laplaciano con respecto a (x′, y′, z′), y

Pa(a, r) =
β + (a/k1)

n1

1 + (a/k1)n1 + (r/k2)n2
, (4.4c)

Pr(a) =
(a/k3)

n3

1 + (a/k3)n3
. (4.4d)

Por claridad, se eliminará la notación (·)′ de aqúı en adelante.

4.1.2. Estimación de los parámetros

Dado que los genes que se están considerando en el modelo son hipotéticos, no

es posible estimar los valores de los parámetros a partir de datos experimentales

espećıficos. Para determinar sus valores, se realizó un análisis de bifurcación del

sistema sin difusión, para esto se empleó el método de continuación numérica

implementado en XPPAUT [35]. Para empezar, siguiendo las mismas consideraciones

que en Cotterell et. al. [30], se tomó n3 = µ = 1, y n = n1 = n2.

Posteriormente, se realizó el análisis de bifurcación para determinar los intervalos

de los parámetros para los que el sistema exhibe oscilaciones sostenidas en ausencia

de difusión. Esta caracteŕıstica es esencial para establecer la periodicidad de la

somitogénesis.

En la figura 4.2 se muestra el diagrama de bifurcación para cada parámetro. Ah́ı

es posible observar el intervalo de valores cuando el sistema está en un régimen

oscilatorio. Este intervalo esta delimitado por los puntos donde se presenta una

bifurcación de Hopf. Analizando este diagrama, podemos ver que para el parámetro

β (figura 4.2A) ocurre solo una bifurcación de Hopf, en el que se puede apreciar

que para determinado valor de β las oscilaciones desaparecen. Esto indica que
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A

B C

D

3

E

Figura 4.2: Diagrama de Bifurcación del sistema (4.4) (sin considerar los térmi-

nos de difusión) al variar: A) la regulación externa de activator β. Los parámetros

correspondientes a las constantes de saturación B) k1, C) k2 y D) k3, y E) el coefi-

ciente de Hill n. Las ĺıneas continuas color azul (naranja) corresponden a puntos

de equilibrio estables (inestables), y las ĺıneas verdes (rojas) correspondes a ciclos

ĺımite estables (inestables). Los cuadrados (ćırculos) rellenos indican bifurcaciones

de Hopf supercŕıticas (subcŕıticas) y los triángulos bifurcaciones Pitchfork. Los

valores para los parámetros restantes en cada panel son: k1 = 0.05, k2 = 0.01,

k3 = 2.0, n = 3.0, y β = 0.5, respectivamente.
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para valores pequeños de β la amplitud de las oscilaciones se incrementa y estas

oscilaciones desaparecen para valores de β mayores a 2.25. También podemos ver

en las figuras 4.2 B)-D) que para los parámetros k1, k2 y k3 existen dos puntos

de bifurcación de Hopf, los cuales determinan el intervalo de valores en los que se

mantiene un comportamiento oscilatorio. Es interesante observar en la figura 4.2

E), que para el parámetro n existe un intervalo de biestabilidad, ya que en ese

intervalo coexiste un estado de equilibrio estable con un ciclo ĺımite. Esto indica

que existe un sistema de “encendido y apagado” del gen, esto significa que el

sistema presenta histéresis, la cual esta controlada por el nivel de cooperatividad

del sistema que esta representado por el parámetro n.

Los valores de los parámetros dr y da se determinaron del análisis de estabilidad

espacial desarrollado en el Apéndice A. En las simulaciones realizadas, se consi-

deraron valores intermedios dentro de los intervalos determinados en la figura 4.2.

Estos valores se presentan en la Tabla 4.1. Dado que el parámetro β representa el

efecto externo del frente de onda este funcionará como parámetro de control y su

valor se establecerá de acuerdo a las caracteŕısticas de cada simulación.

Parámetro valor

k1 0.05

k2 0.01

k3 2.0

n 3.0

dr 2.5 ×10−3

da 5.0 ×10−5

Tabla 4.1: Valores de los paramétros utilizados en las simulaciones. Se obtuvieron

a partir del análisis de bifurcación del sistema (4.4) y el análisis de estabilidad

espacial realizado en el Apéndice A.
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4.1.3. Métodos numéricos

Partiendo de la suposición que el MPS puede ser considerado como una estructura

unidimensional, se tomó en cuenta una única dimensión espacial, x, con ĺımites en

x = 0 y x = 1. Con estos ĺımites se establece una ventana de observación en el MPS

donde x = 0 corresponde a el extremo posterior. Para solucionar numéricamente

el sistema (4.3) se implementó el algoritmo de Euler con el método estándar de

diferencias finitas de tres puntos en Julia; aśı como condiciones de frontera de

Newman:

∂a

∂x

∣∣∣∣
(0,t)

=
∂a

∂x

∣∣∣∣
(1,t)

=
∂r

∂x

∣∣∣∣
(0,t)

=
∂r

∂x

∣∣∣∣
(1,t)

= 0, (4.5)

con las siguientes condiciones iniciales (a no ser que se establezca de otra manera):

a(x, 0) =

{
0.05 for x = 1,

0 for 0 ≤ x < 1,
r(x, 0) = 0, for 0 ≤ x ≤ 1 . (4.6)

Esta condiciones iniciales indican que el sistema esta inicialmente homogéneo, ex-

cepto por una perturbación en el extremo anterior de la ventana de observación.

También se realizaron simulaciones estocásticas, en las que se agregó ruido blanco

Gaussiano al sistema. Para estas simulaciones se sustituyeron las ecuaciones

(4.1a) y (4.1b) por:

∂a

dt
= Pa(a, r)− a+ da∇2a+ cva dW, (4.7a)

∂r

dt
= µ(Pr(a) + r − dr∇2r) + cvr dW, (4.7b)

donde a y r representan respectivamente los valores del punto de equilibrio inesta-

ble de a y r, cv es el coeficiente de variación del ruido blanco y dW/dt es el ruido

blanco que tiene una distribución normal con media 0 y varianza 1. Para resolver

el sistema de ecuaciones parciales estocásticas representado por las ecuaciones 4.7,

se utilizó el método Euler-Murayama implementado en Julia.
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4.1.4. Resultados

Debido a que las funciones originales del modelo PORD se modificaron, iniciare-

mos con simulaciones para validar si el modelo h́ıbrido es capaz de reproducir los

resultados obtenidos por Cotterell et. al. [30] con el modelo PORD.

Para esto, se consideró a da = 0, dr = 2.5× 10−3, β = 0.5, y se solucionó numéri-

camente el sistema (4.1). Estos resultados se muestran en la figura 4.3A.
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Figura 4.3: Evolución espacio-temporal de a en el sistema (4.4), con condición de

frontera como en (4.5), para diferentes condiciones iniciales: A) r(x, 0) = 0 para

todo x ∈ [0, 1], a(x, 0) = 0 para 0 ≤ x < 1, y a(1, t) = 0, 05; B) r(x, 0) = a(x, 0) = 0

para todos x ∈ [0, 1]; C) r(x, 0) = 0 y a(x, 0) = 0 para todo x ∈ [0, 1] y a(x, 0) =

0.05 en x = 0.325, 0.675, 0.9975. Los valores de los parámetros se establecieron de

la siguiente manera: k1 = 0.05, k2 = 0.01, k3 = 2, n = 3, β = 0.5, da = 0 y

dr = 2.5× 10−3.

Podemos ver que el comportamiento oscilatorio gradualmente da lugar a un patrón

que consiste en regiones alternadas de alta y baja expresión genética. Se observa

también que la dinámica de formación de patrones comienza en la posición de
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la perturbación inicial y se propaga con velocidad constante. Esto muestra que

la perturbación inicial es esencial para la aparición del patrón, si el sistema esta

inicialmente homogéneo, el comportamiento oscilatorio continúa indefinidamente

como se muestra en la figura 4.3B. Por otro lado, en la figura 4.3C podemos ver

que cuando se soluciona el sistema con más de una perturbación inicial, cada una

de ellas origina una secuencia de formación de patrones. y cunado dos de estas

secuencias chocan se cancelan. Estos resultados concuerdan y son equivalentes a

los obtenidos con el modelo PORD planteado por Cotterell et. al. [30].

Después de analizar estos resultados, se puede sugerir que la transición de un com-

portamiento oscilatorio a un estado de expresión constante (que corresponde a la

aparición de las regiones de alta y baja expresión) es provocado por una inesta-

bilidad causada por la difusión que interactúa con un ciclo ĺımite [36, 37]. Para

verificar esto, en el apéndice A se presenta un análisis de la estabilidad espacial

del sistema (4.4)-(4.5). Con este análisis se pudo confirmar que, con los valores

de los parámetros utilizados para obtener los resultados anteriores el sistema es

espacialmente inestable. Recordemos que los resultados que se acaban de describir

son consistentes con lo que se ha reportado en experimentos donde se observa que

los somitas pueden formarse en ausencia de un frente de onda. También explican

porqué los somitas se forman casi simultáneamente y de forma irregular, ya que

cualquier perturbación inicial en el tejido del MPS origina rápidamente un ĺımite

del somita y la secuencia de formación del patrón choca casi de inmediato con

secuencias vecinas. Estos resultados muestran que, el frente de onda no es estric-

tamente necesario para la formación de somitas, sin embargo, hay varios estudios

que confirman su importancia durante el proceso de la somitogénesis [24, 26].

En particular, se ha reportado que el frente de onda representado por el gradiente de

FGF es requerido para mantener a las células en un estado indeferenciado [38]. A

partir de esto, se puede especular que aunque un frente de onda no es estrictamente

necesario para generar un patrón de segmentación, la robustez caracteŕıstica de la

somitogénesis se puede alcanzar al acoplar el sistema de reacción-difusión con un

frente de onda, y con esto también eliminar la dependencia de condiciones iniciales
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espećıficas.

La dinámica del frente de onda esta asociado con un gradiente del factor de cre-

cimiento fibroblástico (FGF ) [26], el cual es producido en la parte posterior del

embrión conocida como tail bud y de ah́ı difunde al resto del MPS. En consecuen-

cia la concentración del FGF decrece en dirección posterior-anterior, y conforme

el embrión crece, el tail bud se desplaza provocando que el frente de onda se mue-

va en dirección anterior-posterior conforme transcurre el tiempo. Sabiendo esto y

considerando que este efecto externo es capturado por el parámetro β, el siguiente

paso será acoplar este parámetro con la dinámica del frente de onda.

Al hacer esto se espera que para valores grandes de β el sistema exhiba un ciclo

ĺımite estable y conforme va disminuyendo se vuelva inestable para cierto valor

umbral de β. En otras palabras niveles altos de β (que correspoden a niveles altos

de FGF ) mantienen la expresión oscilatoria estable y se evita la formación de

somitas y una vez que β cruza cierto valor umbral hace que el ciclo ĺımite se vuelve

inestable y entonces cualquier inhomogeneidad dispara la formación de los somitas

en la posición donde el umbral es alcanzado.

Este razonamiento se confirmó al realizar el análisis de estabiliadad en función de

los parámetros β y da presentado en el Apéndice A. En este análisis se encontró

que cuando el sistema es equivalente al modelo PORD, esto es, da = 0, el sistema

nunca se vuelve espacialmente estable, incluso para valores muy grandes de β

(vea la figura 6.2c con κ2 = 0). Con este resultado queda claro que con da =

0 no es posible obtener un cambio de estabilidad. Sin embargo, como ya se ha

comentado anteriormente, una caracteŕıstica de los modelos de reacción-difusión es

que su estabilidad puede cambiar en función de los coeficientes de difusión [28, 34].

Entonces, esto suguiere que al incluir el coeficiente de difusión en el activador se

logre afectar la estabilidad del modelo y sea posible acoplarlo con el frente de

onda. En la figura 6.1 del Apéndice A, se puede ver que para un valor fijo de

da = 5× 10−5 el sistema experimenta una bifurcación de un ciclo ĺımite estable a

inestable a medida que el valor de β varia.

Para apreciar este cambio de estabilidad, presentamos en la figura 4.4 los resultados
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Figura 4.4: Evolución espacio-temporal de a para el sistema (4.4), con condicio-

nes de frontera como en (4.5), para: A) espacialmente estable con β = 0.5; B)

espacialmente inestable con β = 0.01. En ambos casos, las condiciones iniciales pa-

ra a se seleccionaron de una distribucion uniforme aleatoria en el intervalo [0, 0.1],

mientras que r(x, 0) = 0 para todo x ∈ [0, 1]. Los valores de los parámetros se esta-

blecieron de la siguiente manera: k1 = 0.05, k2 = 0.01, k3 = 2, n = 3, da = 5×10−5

y dr = 2.5× 10−3.

de dos simulaciones, una en la que el ciclo ĺımite es estable y otra en la que es

inestable. Como se puede ver en la figura 4.4A, que corresponde a un valor para β

donde el sistema es estable, el comportamiento oscilatorio se mantiene sin que se

genere ningún patrón. Por el contrario, en la figura 4.4B, en el que el valor de β

corresponde al régimen inestable, podemos ver como inmediatamente después de

iniciar la simulación emerge una serie de patrones irregulares.

Para probar si la bifurcación mencionada anteriormente es suficiente para que al

acoplar el comportamiento oscilatorio del sistema con el frente de onda se logre

controlar la estabilidad y con esto dirigir la aparición de los somitas, se realizaron

simulaciones en las cuales en lugar de tomar un valor constante de β se le asignó

un valor de la forma:

β(x, t) = β0
Km

1/2

Km
1/2 + (x− vt)m . (4.8)

Se puede apreciar que esta expresión corresponde a una regulación externa del
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Figura 4.5: Evolución espacio-temporal de a de acuerdo al sistema (4.4) para β

como en (4.8) y condiciones de frontera como en (4.5). A) Evolución del frente de

onda β con v = 0.02 y B) formación de patrones correspondientes a los somitas

para una velocidad v = 0.02; C) evolución del frente de onda β con v = 0.04 y D)

formación de patrones correspondientes a los somitas para una velocidad v = 0.04.

Las condiciones iniciales para a consisten en valores aleatorios tomados de una

distribución uniforme en el intervalo [0, 0.1], mientras que r(x, 0) = 0 para todos

x ∈ [0, 1]. Los valores de los parámetros se establecieron de la siguiente manera:

k1 = 0.05, k2 = 0.01, k3 = 2, n = 3, da = 5× 10−5 y dr = 2.5× 10−3.

gen A con un perfil sigmoideo que decae en función del tiempo y la posición y

se desplaza en dirección posterior-anterior a una velocidad v. Es decir, captura el

comportamiento dinámico del perfil de FGF .

En la figura 4.5 se presentan los resultados de dos simulaciones en las cuales se

tomaron dos valores diferentes para la velocidad; v = 0.02 y v = 0.04, además se

estableció K1/2 = 1.6, m = 4. Observe que, en ambas simulaciones, el patrón se

origina con el mismo periodo de las oscilaciones, pero las regiones correspondientes

a los somitas son más grandes para el frente de onda con mayor velocidad. Para
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visualizar más claro esta relación, en la figura 4.6A se muestran los resultados en

donde se confirma que el tamaño de los somitas es proporcional a la velocidad del

frente de onda. Este resultado concuerda con la observación experimental en la

cual se producen somitas más grandes cuando la velocidad del perfil de FGF se

incrementa [24].

También se muestra en la figura 4.6B, que el tamaño de los somitas no esta regulado

por la velocidad del frente de onda cuando da = 0, confirmando que la difusión

del activador es necesaria para un correcto acoplamiento de las oscilaciones con

el frente de onda. Además, una caracteŕıstica importante que se obtiene cuando

da > 0, es que no es necesario asignar una condición inicial espećıfica para obtener

un patrón correcto de segmentación. Las simulaciones de las figuras 4.5 y 4.6A se

realizaron tomando condiciones iniciales aleatorias, pero los mismos resultado se

obtienen con condiciones iniciales homogéneas.

Por el contrario, en las simulaciones de la figura 4.6B fue necesario considerar

condiciones iniciales homogéneas con una pequeña perturbación en x = 1 (ya

que da = 0 en este caso). El comportamiento observado en las figuras 4.5 y 4.6 es

similar a otros modelos para la somitogénesis, en los que el efecto del frente de onda

provoca una transición de un estado oscilatorio a uno biestable [39]. Lo que hace

diferente al presente modelo es el mecanismo dinámico que activa la segmentación.

En este modelo cuando el parámetro β (el cual representa el efecto externo del

frente de onda) disminuye debajo de cierto valor umbral la dinámica del sistema se

vuelve inestable. Por lo tanto cualquier inhomogenieidad es intesificada y provoca

un patrón bien diferenciado de alta y baja expresión.

Este mecanismo tiene dos caracteŕısticas que lo hacen interesante: 1) ya que el

comportamiento del sistema cambia cuando se modifica el valor de β, un gradiente

en β da lugar a inhomogeneidades, por lo que no se necesita de una condición

inicial especial para la creación de patrones; y 2) el hecho de que el sistema sea

espacialmente estable para valores altos de β, significa que β introduce un control

externo sobre la estabilidad, que a su vez modula el tamaño del patrón y atenúa

las inhomogeneidades iniciales que se presentan de forma natural.
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Figura 4.6: Gráficas del tamaño promedio del somita (L) en función de la velocidad

del frente de onda (v) para dos casos diferentes: A) considerando la difusión del

activador, da = 5× 10−5 (la ĺınea roja corresponde a L = vT , con T el periodo de

las oscilaciones) y B) sin considerar la difusión en el activador. En ambos casos el

tamaño promedio del somita fue calculado sobre 10 simulaciones independientes.

Se verificó que en este modelo la frecuencia de las oscilaciones disminuye con el

valor de β. Esto implica que la región anterior del MPS oscila a una frecuencia

menor que la región posterior, lo cual concuerda con observaciones experimentales

[40, 41]. Estos resultados se pueden ver en la figura 4.7. Este es un resultado

interesante, ya que se puede obtener un perfil de frecuencias acorde a resultados

experimentales por medio de un modelo muy simple, ya que la mayoŕıa de las veces

esto es algo que se asume a priori [42], dado que generalmente se requieren modelos

más complejos para reproducir estos resultados [41].

Hasta el momento hemos visto que el sistema genera los patrones de forma co-

rrecta cuando las condiciones iniciales son aleatorias en el rango de [0, 0.1]. Para

determinar que tan robusto es el sistema a las condiciones iniciales, se realizaron

10 simulaciones independientes para diferentes niveles de variabilidad en las con-

diciones iniciales. Se tomaron condiciones iniciales aleatorias de una distribución

uniforme en el intervalo de [0, m], donde m es un parámetro cuyo valor determina
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Figura 4.7: Gráfica de la frecuencia de las oscilaciones en función del parámetro β.

Este perfil de frecuencias concuerda con observaciones experimentales en donde la

región anterior (valores de β pequeños) oscila a una frecuencia menor.

el nivel de variabilidad. En cada simulación se calculó el coeficiente de variación

para la longuitud de los somitas (CVL) y se graficó el promedio de las 10 simula-

ciones para cada nivel de variabilidad. Los resultados se presentan en la figura 4.8.

Ah́ı podemos ver que el coeficiente de variación promedio para el tamaño de los

somitas es muy pequeño para todos los casos y prácticamente el mismo para todos

los niveles de variabilidad, por lo tanto no depende del nivel de variabilidad de las

condiciones iniciales. Esto nos confirma que el modelo h́ıbrido es muy robusto a

este tipo de variabilidad.

Como una prueba adicional a la robustez del modelo, se realizaron simulaciones

en las que se agregó ruido blanco Gaussiano a ambas variables (a y r), con esto se

buscó probar la robustez del sistema a este tipo de variabilidad. Como se puede ver

en la figura 4.9, estos resultados muestran que, cuando el coeficiente de variación

del ruido es CVruido = 0.05, la formación de somitas procede de una manera casi

normal a pesar de las fluctuaciones en los niveles de expresión genética. Por el

contrario, cuando CVruido = 0.1, aunque al inicio algunos somitas logran formarse

secuencialmente, posteriormente se pierde la periodicidad, aśı como la regularidad

en el tamaño de los somitas.
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Figura 4.8: Gráficas del coeficiente de variación del tamaño de los somitas en

función de la varibilidad en las condiciones iniciales (CI).

Para cuantificar la robustez del modelo a este tipo de variabilidad, se realizaron

simulaciones con diferentes intensidades de ruido. Espećıficamente, se realizaron 10

simulaciones independientes para cada intensidad de ruido y se calculó el coeficiente

de variación del tamaño de los somitas. Los resultados se muestran en la figura

4.10. En esta gráfica podemos ver que la variabilidad en el tamaño de los somitas se

incrementa a medida que aumenta la intensidad del ruido añadido. Esto indica que

el sistema no es tan robusto al ruido como lo es a la variabilidad en las condiciones

iniciales, ya que la segmentación se llava a cabo de manera correcta únicamente

con un nivel bajo de ruido.

4.1.5. Discusión

Los resultados presentados en la sección anterior muestran que el modelo h́ıbrido

sufre una bifurcación en la que un ciclo ĺımite estable se vuelve inestable como

resultado de su interacción con el frente de onda. Desde una perspectiva biológica,

esta bifurcación permite explicar por que los somitas pueden formarse en ausencia

de un frente de onda (caraceŕıstica que el modelo de reloj y frente de onda falla
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Figura 4.9: Evolución espacio-temporal de a para el sistema (4.7) con β como en

(4.8) y condiciones de frontera como en (4.5). A) Perfil de velocidad para β con

v = 0.02, B) patrón de formación de somitas con intensidad de ruido cv = 0.05 y

C) cv = 0.1. Las condiciones iniciales para a consisten en valores aleatorios de una

distribución uniforme en el intervalo [0, 0.1], mientras que r(x, 0) = 0 para todos

x ∈ [0, 1]. Los valores de los parámetros se establecieron como sigue: k1 = 0.05,

k2 = 0.01, k3 = 2, n = 3, da = 5× 10−5 y dr = 2.5× 10−3.

en explicar). Con estos resultados se redefine la función del frente de onda durante

la somitogénesis al eliminar la sensibilidad del modelo ante la variabilidad en las

condiciones iniciales aśı como la dependiencia de condiciones iniciales espećıficas,

recordemos que estos aspectos son dos de los puntos débiles del modelo PORD

original.

Sin embargo, el modelo presenta una robustez limitada ante el ruido intŕınseco,

elemento que esta presente en todo proceso biológico. Este resultado no concuer-

da con la robustez que caracteriza a la somitogénesis. Ya que hay estudios en los

cuales para observar anomaĺıas durante la somitogénesis es necesario realizar per-
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Figura 4.10: Gráfica del coeficiente de variación del tamaño de los somitas (CVL) en

función del coeficiente de variación del ruido blanco Gaussiano añadido (CVruido)

turbaciones mayores que generalmente no se presentan en condiciones normales

[43].

Hay que recordar que el modelo h́ıbrido estudia la somitogénesis considerando

aspectos a una escala del tejido, en la que la difusión tiene un gran impacto en su

dinámica, pero no considera que las células del MPS interactúan de manera activa

cuando estan en contacto [32, 44]. Sabiendo esto, una posibilidad que queda por

explorar es si estas interacciones a nivel celular tienen un efecto sobre la robustez

que exhibe la somitégenesis. Un fenómeno relacionado con estas interacciones es

la sincronización que logran las células del MPS. Como ya se mencionó se ha

demostrado que este fenómeno esta estrechamente relacionado con el desarrollo

correcto de la somitogénesis [44]. Por lo tanto es posible que el mecanismo que

permite la sincronización en las células del MPS pueda contribuir en la robustez

que presenta la somitogénesis. Por lo tanto, enseguida se continuará con un estudio

de la sincronización durante la somitogénesis con un modelo que considere las

interacciones a escala celular.
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4.2. Estudio a escala de redes de células

Las oscilaciones que se observan a nivel del MPS se originan en cada una de las

células que lo componen, las cuales exiben una gran diferencia cuando se analizan

de manera individual [45]. Sin embargo, debido a que las células pueden interactuar

entre ellas pueden llegar a sincronizarse y es posible observar en la escala del tejido

oscilaciones uniformes.

La sincronización es un fenómeno universal que se presenta desde escalas as-

tronómicas en el movimiento de los planetas, hasta niveles nanoscópicos en donde

los átomos excitados emiten fotones que logran sincronizarse en una misma frecuen-

cia para formar un haz de luz láser [46]. Interesantemente, este fenómeno juega un

papel fundamental en muchos procesos biológicos incluyendo la somitogénesis. Se

ha identificado que, independientemente de la escala y si se manifiesta en objetos

inanimados o en sistemas biológicos, este fenómeno presenta propiedades comunes

que determinan su comportamiento, entre las más representativas están: la canti-

dad de elementos que interactúan para sincronizarse, la fuerza de conexión entre

estos componentes, aśı como la variabilidad de los componentes [46, 47].

Por lo tanto, como complemento a los resultados presentados hasta el momento

en el presente trabajo, se plantea el desarrollo de un modelo para estudiar la

robustez de la sincronización entre las células del MSP durante la somitogénesis

en función de los factores mencionados anteriormente. Para la implementación de

dicho modelo, lo primero es considerar que a nivel celular la interacción entre las

células del MPS que permite su sincronización se da mediante la v́ıa de señalización

Delta-Notch.

Para que la esta v́ıa de señalización se active, es necesario que las células del

MPS tengan contacto f́ısico entre ellas. La interacción mediante esta v́ıa involucra

principalmente a la red de regulación genética del reloj de segmentación como se

muestra en la figura 4.11.

Este esquema corresponde a la interacción entre dos células del MSP de pez cebra

cuando están en contacto. La red esta compuesta por las protéınas Her1, Hes6 y

Her7, las cuales son protéınas que estan directamente relacionadas con la segmen-
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Figura 4.11: Representación esquemática de la v́ıa de señalización Delta-Notch

en células del MPS de pez cebra. La unión de un ligando Delta de una célula

al receptor transmembranal Notch de su célula vecina provoca que se libere el

dominio intracelular de Notch (NICD), el cual llega al núcleo y actúa como factor

de trancripción promoviendo la activación de los genes her1/her7.
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tación del MPS [48]. Estas protéınas forman d́ımeros entre ellas con cualquier com-

binación, pero solo los homod́ımeros Her1/Her1 y los hetero-d́ımeros Hes6/Her7

son los que tienen un efecto inhibitorio en la expresión de Her1 y Her7, aśı como

también en la expresión de la protéına Delta. La importancia de la protéına Delta

radica en que actúa como ligando para el receptor Notch de células adyacentes.

Notch es una protéına transmembranal compuesta por 3 segmentos: el dominio

celular externo de Notch (NECD), el dominio transmembranal (TM) y el dominio

intracelular de Notch (NICD). En general NECD actúa como receptor de varios

ligandos, para el caso de células del MPS, se une a ligandos de la familia Delta.

Por medio de esta protéına se activa la v́ıa de señalización Delta-Notch cuando las

células del MPS entran en contacto.

Esta v́ıa de señalización funciona de la siguiente manera: una vez que el ligando

Delta de una célula es sintetizado, viaja y se ancla a la membrana celular, de esta

forma puede tener contacto f́ısico con el receptor Notch (NECD) de una célula ve-

cina provocando que se libere el NICD, el cual es capaz de llegar al núcleo celular

y actuar como factor de transcripción para los genes her1 y her7 promoviendo su

activación. De esta forma es como las células adyacentes pueden afectarse mutua-

mente y con esto llegan a sincronizarse. Es aśı que, para desarrollar un modelo

matemático para analizar la sincronización se puede considerar a cada célula como

un oscilador y la v́ıa Delta-Notch el medio por el cual estos osciladores se acoplan

para sincronizarse.

4.2.1. Desarrollo del modelo

Para iniciar con el desarrollo del modelo, tomaremos como punto de partida el tra-

bajo realizado por Scroter et. al. [48]. En este, se desarrolló un modelo matemático

para analizar el efecto que tiene cada protéına sobre la amplitud y frecuencia de

las oscilaciones en una célula del MPS. El modelo desarrollado por Schroter et.

al. [48], considera las interacciones mostradas en la figura 4.12. En esta red de

interacción genética, el origen de las oscilaciones en cada célula es debido a la au-

torepresión de los genes her1 y her7, después de que sus protéınas han formado



4.2. Estudio a escala de redes de células 39

d́ımeros con Hes6, otro miembro de la misma familia bHLH (de sus siglas en in-

gles basic helix loop helix), la cual ya se ha reportado que no tiene una expresión

oscilatoria [49, 50, 51, 52]. Como ya se comentó anteriormente estas tres protéınas

forman d́ımeros de cualquier combinación, pero solo los homod́ımeros Her1/Her1

y los heterod́ımeros de Hes6/Her7 tienen un efecto represor en la expresión de

Her1 y Her7. Basándose en estas interacciones y al normalizar las variables de

estado, Scroter et. al. [48] planteó el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

con retardo (DDE) para modelar el comportamiento temporal de la concentración

de las protéınas Her1, Hes6 y Her7 dentro de una célula del MPS.

dh1(t)

dt
= γ1

1

1 + (h1(t− τ1))2 + h7(t− τ1)h6(t− τ1))2
(4.9)

−h1(t)− δ(h1(t)(2h1(t) + h6(t) + h7(t)),

dh6(t)

dt
= γ6 − h6(t)− δh6(t)(h1(t) + 2h6(t) + h7(t)), (4.10)

dh7(t)

dt
= γ7

1

1 + (h1(t− τ7))2 + h7(t− τ7)h6(t− τ7))2
(4.11)

−h7(t)− δ(h7(t)(h1(t) + h6(t) + 2h7(t)),

donde, hk (k = 1, 6, 7) representa la concentración normalizada de cada protéına,

γk denota la tasa máxima de transcripción, δ es la tasa efectiva de degradación

de cada uno de los d́ımeros y τk corresponde al tiempo necesario desde el inicio

de la transcripción hasta terminar las modificaciones postraduccionales de cada

protéına.

El modelo conformado por las ecuaciones (4.9) - (4.11), representa el reloj de

segmentación dentro de una sola célula. Nuestro interés esta en analizar la sincro-

nización en grupos de células del MPS, como ya se mencionó esta sincronización

se da mediante la interacción entre células por medio de la v́ıa de señalización

Delta-Notch. Por lo tanto, es necesario modificar este modelo para considerar es-

tas interacciones. En ese sentido, se ha reportado que los d́ımeros que reprimen

la expresión de las protéınas Her1 y Her7 también reprimen la expresión de la

protéına Delta [48, 53]. Por lo tanto, después de hacer las mismas simplificaciones
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Figura 4.12: Vı́a de regulación del reloj de segmentación del pez cebra. Las pro-

téınas Her1, Hes6 y Her7 se ensamblan en d́ımeros de cualquier combinación,

pero solo los d́ımeros Her1/Her1 y Hes6/Her7 tienen un efecto inhibitorio sobre

la transcripción de los genes her1/her7, esto después de los retardos debidos al

tiempo necesario para la transcripción y traducción de las protéınas.

que Scrotter et al. [48], obtenemos que la ecuación para modelar la dinámica de la

protéına Delta es:

dD(t)

dt
= γD

1

1 + (h1(t− τD))2 + h7(t− τD)h6(t− τD))2
−D(t), (4.12)

donde D denota la concentración de la protéına Delta, mientras que γD y τD están

definidas como en las ecuaciones (4.9) - (4.11). El conjunto de ecuaciones (4.9) -

(4.12) constituyen el modelo para la dinámica del reloj de segmentación del pez

cebra incluyendo a la protéına Delta en una célula aislada del MPS. Para modelar

un grupo de células que interactúan mediante la v́ıa Delta-Notch, el modelo requiere
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ser modificado de la siguiente manera:

dh1i(t)

dt
= γ1

1

1 + (h1i(t− τ1))2 + h7i(t− τ1)h6i(t− τ1))2
× g

(∑
j

Dj

)
(4.13)

−h1i(t)− δ(h1i(t)(2h1i(t) + h6i(t) + h7i(t)),

dh6i(t)

dt
= γ6 − h6i(t)− δh6i(t)(h1i(t) + 2h6i(t) + h7i(t)), (4.14)

dh7i(t)

dt
= γ7

1

1 + (h1i(t− τ7))2 + h7i(t− τ7)h6i(t− τ7))2
× g

(∑
j

Dj

)
(4.15)

−h7i(t)− δ(h7i(t)(h1i(t) + h6i(t) + 2h7i(t)),

dDi(t)

dt
= γD

1

1 + (h1i(t− τD))2 + h7i(t− τD)h6i(t− τD))2
−Di(t), (4.16)

donde el sub́ındice i se refiere a la i-esima célula en la red, mientras que la sumatoria

en el argumento de la función g(
∑

j Dj) se realiza sobre las células que interactúan

con la célula i, por medio de la v́ıa Delta-Notch. La función g(
∑

j Dj) representa

el efecto que las protéınas Delta de las células con las que esta en contacto tienen

sobre la tasa de transcripción de la i-ésima célula. Dado que, la protéına Delta de

las células vecinas promueven la liberación de NICD dentro de la i-ésima célula y

estos dominios actúan como activadores de los genes her1 y her7, una propuesta

plausible para g(
∑

j Dj) es una función de Hill creciente [54, 55]:

g

(∑
j

Dj

)
=

(
∑

j Dj)
2

k2D + (
∑

j Dj)2
, (4.17)

donde kD es la constante de saturación media. Con esto el sistema de ecuaciones

(4.13) - (4.17) define el modelo que se usará para estudiar la sincronización en

grupos de células del MPS.

Para cuantificar el nivel de sincronizazión entre un grupo de células del MPS,

utilizaremos el parámetro de orden R definido en [56]. Este parámetro determina

la distribución de fases de un grupo de osciladores y esta definido como sigue:
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R =
V ar(M)

V ar(bi)
, (4.18)

donde V ar(M) se refiere a la varianza de la media del grupo de osciladores, mien-

tras que V ar(bi) es el promedio de la varianza de cada uno de los osciladores que

conforman el grupo. Este parámetro toma valores entre 0 (caundo no hay sincro-

nización) y 1 (cuando hay sincronización con todos los osciladores en fase) [57].

4.2.2. Estimación de los parámetros

Los valores de los parámetros que usaremos en las simulaciones fueron tomados

de [48, 58]. Estos valores se presentan en la tabla 4.2, después del proceso de

normalización. kD es un parámetro de control cuyo valor es variado en secciones

subsecuentes para investigar su influencia en el comportamiento del sistema.

Parameter Value Ref.

γ1 10 [48]

γ6 25 [48]

γ7 10 [48]

γD 2 [58]

δ 1 [48]

τ1 1.02 [48]

τ7 1 [48]

τD 1.85 [58]

Tabla 4.2: Valores de los parámetros usados en las simulaciones para estudiar la

sincronización en grupos de células del MSP.
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4.2.3. Métodos numéricos

Para solucionar las ecuaciones del modelo, se realizó una implementación en Python

utilizando la biblioteca PyDelay, la cual utiliza el método Bockagi-Shampine para

resolver ecuaciones diferenciales con retardo.

En la tabla 4.2 se puede ver que τ7 = 1. Esto significa que en el modelo adi-

mensional el tiempo esta normalizado respecto al retardo asociado con el tiempo

requerido para la producción de una protéına funcional que incluye los tiempos

requeridos en la transcripción, el empalme, la traducción y demás modificacio-

nes postraduccionales de la protéına Her7, que se ha estimado en alrededor de 18

minutos [21]. Tomando esto en consideración, todas las simulaciones fueron reali-

zadas por un periodo de 5500 unidades de tiempo normalizadas, pero solamente las

últimas 500 unidades fueron consideradas para el cálculo del parámetro de orden,

de esta forma nos aseguramos que el sistema ha alcanzado un estado estacionario

independientemente de las condiciones iniciales.

Para realizar las simulaciones, se utilizaron condiciones iniciales aleatorias en don-

de a todas las variables de cada célula en la red se les asignó un mismo valor inicial

seleccionado aleatoriamente de una distribución uniforme en el intervalo [0, 1]. Es

decir, todas las variables correspondientes a una célula dada tienen el mismo va-

lor inicial, pero a cada célula se le asignaron condiciones iniciales diferentes. Con

esto, nos aseguramos que todas las células de la red tengan fases iniciales distin-

tas. Debido a lo anterior, el resultado de cada simulación puede ser diferente, por

este motivo se realizaron 10 simulaciones independientes para cada caso, esto con

la finalidad de poder analizar estad́ısticamente los resultados obtenidos. Adicio-

nalmente para algunos de los experimentos, los parámetros también se variaron

aleatoriamente.

4.2.4. Resultados

El planteamiento general, es estudiar el efecto del tamaño de la red, el nivel de

conectividad, la fuerza de conexión y la variabilidad en los parámetros sobre la
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sincronizción en grupos con diferente cantidad de células del MPS. Para este fin,

se configuraron los grupos de células en un tipo de red circular como la que se

muestra en la figura 4.13. En esta configuración cada uno de los nodos de la red

representa una célula. Además, cada nodo esta conectado por aristas (que repre-

senta la interacción mutua de las células) a m nodos adelante y m nodos atrás.

Por convenencia solo se consideraron redes con un número impar de nodos, de esta

manera el número máximo de niveles de conexión de una red con n nodos será

siempre entero y esta determinado por (n− 1)/2.

A B C

Figura 4.13: Ejemplos de diferentes niveles de conectividad para grupos de células

del MPS configuradas en redes circulares. A) Las células estan ordenadas en un

ćırculo y cada una interactúa con sus primeros vecinos (nivel de conexión igual

a 1). B) Las células interactúan con sus primeros y segundos vecinos (nivel de

conexión igual a dos). C) Cada célula interactúa con sus primeros, segundos y

terceros vecinos (nivel de conexión igual a 3).

Las redes circulares propuestas tienen caracteŕısticas que las hacen convenientes

para estudiar la sincronización en las células del MPS. Por ejemplo dado que todos

los nodos son idénticos, es posible enfocarse en el efecto que la cantidad de nodos,

la fuerza de interacción y la variabilidad de los parámetros de cada nodo tienen

sobre la sincronización sin tener que preocuparse por otros factores como el efecto

de las condiciones de frontera.
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Efecto del tamaño de la red y los niveles de conexión sobre la sincroni-

zación

Primero, vamos a investigar que efecto tiene el tamaño de una red de células del

MPS y su nivel de conexión en la sincronización. Para esto se realizaron simula-

ciones para redes de diferente tamaño (11, 21 y 41 células), con los valores de los

parámetros mostrados en la tabla 4.2 (en experimentos preliminares se confirmó

que con estos valores las células generan oscilaciones sostenidas). Mientras que se

estableció el parámetro kD = 1, para cada simulación, las condiciones iniciales se

establecieron como se describió en la sección 4.2.3.

En la figura 4.14, se presentan los resultados obtenidos de 3 simulaciones para los

niveles de conectividad 1, 3 y 6 en la red de 21 células. Se puede ver que, a medida

que aumenta el nivel de conectividad, comienzan a aparecer grupos de células

sincronizadas, y que todas las células se sincronizan en el nivel de conectividad

igual a 6. El fenómeno en el cual grupos de osciladores dentro de una red se

sincronizan es conocido como sincronización en clústeres y es un campo activo de

investigación [59, 60, 61, 62, 63].

Para extender y cuantificar los resultados mostrados en la figura 4.14, se conside-

raron todos los niveles de conectividad posibles para dicha red, se realizaron 10

simulaciones para cada configuración de la red y se calculó el promedio del paráme-

tro de orden en función del nivel de conectividad. Lo mismo se hizo para las redes

de 11 células y 41 células, con esto se buscaba analizar la influencia del tamaño de

la red y el nivel de conectividad en la sincronización. Los resultados obtenidos se

resumen en la figura 4.15. Ah́ı podemos ver que a medida que aumenta el nivel de

conexión se facilita la sincronización de las células.

Es interesante notar que este comportamiento no depende del tamaño de la red,

ya que la sincronización de todas las células siempre se logra cuando el nivel de

conectividad es igual o mayor que 6. Es decir, cuando cada célula de la red inter-

actúa con al menos 12 de sus vecinos más cercanos (6 antes y 6 después a lo largo

de la red circular). Esto también sugiere que existe un tamaño mı́nimo de red que

permite la sincronización de todas las células, que para el conjunto de parámetros
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Figura 4.14: Resultados de simulaciones con la red de 21 células y niveles de conectividad iguales

a 1 (paneles A y B), 3 (paneles C y D) y 6 (paneles E y F). En las gráficas de la primera columna

se muestra la evolución temporal de la protéına Her1 para un grupo de células de la red (IDs:

1, 5, 9, 13, 17 y 21), al inicio de la simulación, y una vez que se ha alcanzado un comportamien-

to estacionario. En general, el comportamiento estacionario se alcanza aproximadamente a las

1,000 unidades de tiempo, sin embargo, las simulaciones se prolongaron hasta 5,500 unidades de

tiempo para asegurar haber llegado a dicho estado estacionario. También se muestra el valor del

parámetro de orden (R) cuando se ha alcanzado el comportamiento estacionario. Las figuras en

la columna de la derecha ilustran (por medio de mapas de calor) el correspondiente comporta-

miento estacionario de las 21 células de la red para el periodo de tiempo de la columna izquierda

donde se ha alcanzado el comportamiento estacionario.
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usados en estas simulaciones, la red debe estar compuesta de al menos 13 células

para lograr la sincronización.

Nivel de conexión
5 10 15 20

Tam
año de la red

11
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41
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0.0
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0.6

0.8
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Figura 4.15: Gráficas del valor promedio del parámetro de orden (R) en función del

nivel de conexión para las 3 redes de células. Las barras de error indican el error

estándar. Se consideraron todos los niveles de conectividad posibles para cada red.

El máximo nivel de conectividad para una red de tamaño 2n + 1 es n, el cual

corresponde a una red conectada completamente. En ese sentido, los niveles de

conectividad máximos son: 5, para la red de tamaño 11; 10, para la red de tamaño

21; 20, para la red de tamaño 41.

Los resultados mostrados en la figura 4.15 corresponden a una conectividad simétri-

ca como se describe en la figura 4.13. Para verificar si esta simetŕıa tiene algún

efecto en la sincronización, se realizaron simulaciones variando aleatoriamente las

células con las que determinada célula interactúa. Los resultados se muestran en

la figura 4.16.

Como se puede ver, los resultados muestran la misma tendencia hacia la sincro-

nización, coincidiendo en que un nivel de conexión igual o mayor a 6 es necesario

para alcanzar la sincronización, sin importar la simetŕıa de la red.
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Figura 4.16: Gráficas del valor promedio del parámetro de orden (R) en función del

nivel de conexión para las 3 redes de células. Las barras de error indican el error

estándar. En estas simulaciones se seleccionaron aleatoriamente las células con las

que determinada célula interactúa a diferencia de las redes de la Figura 4.15 donde

la conectividad era simétrica.
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Figura 4.17: Comportamientos observados en la red de 21 células, con nivel de conectividad igual a 2, con

diferentes fuerzas de conexión En las gráficas de la primera columna se muestra la evolución temporal del

nivel de la protéına Her1 para un grupo de células (ID: 1, 5, 9, 13, 17 y 21), una vez que se ha alcanzado

un comportamiento estacionario. También se muestra el valor correspondiente del parámetro de orden

(R) en la parte superior. Las figuras en la columna de la derecha muestran (mediante mapas de calor) el

comportamiento estacionario de las 21 células en la red. El valor del parámetro kD es diferente para cada

gráfica: kD = 0 para los paneles A y B, kD = 0.16 para los paneles C y D, kD = 0.64 para los paneles D y

F, y kD = 10.24 para los paneles G y H. Note la diferencia de escala en los gráficos G y H, en comparación

con los demás paneles.
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Efecto de la fuerza de conexión en la sincronización

El siguiente paso será estudiar cómo la fuerza de conexión afecta la sincronización.

En el modelo las interacciones entre células estan representadas por la función

g(D), la cual representa el efecto sobre el nivel de expresión de los genes involu-

crados en el reloj de segmentación debido a la activación de la v́ıa Delta-Notch,

cuando entran en contacto un grupo de células. Se puede ver en la definición de

g(D) (ecuación 4.17) que valores pequeños de kD significa que se requieren niveles

menores de la protéına Delta para activar los genes del reloj de segmentación. Con

esto se deduce que la fuerza de conexión es una función decreciente de kD. Para

analizar como la fuerza de conexión entre células afecta la sincronización, se rea-

lizaron simulaciones para la red de 21 células variando el valor del parámetro kD

en un rango de [0, 164]. Con este rango de valores es posible observar la variedad

de comportamientos que se ilustran en la figura 4.17. En esta figura se puede ver

que las células no se sincronizan cuando el valor de kD es cero o esta muy cerca

de cero (tomar kD = 0 es equivalente a asumir que todas las células de la red son

independientes ya que g(D) = 1 con este valor de kD). Pero a medida que aumenta

el valor de kD, grupos de células sincronizadas comienzan a aparecer y aumentan

de tamaño hasta que, finalmente, todas las células se sincronizan (figura 4.18). La

sincronización completa se mantiene para un rango de valores de kD pero, cuando

el valor de kD es suficientemente grande, la interacción entre células se debilita y

las células de la red empiezan a oscilar con diferentes fases. Si el valor de kD se

incrementa aun más, se inicia un régimen en el que todas las células oscilan en

sincrońıa pero con una amplitud muy reducida.

Para esta red se realizaron simulaciones adicionales tomando más valores de kD.

Espećıficamente, se realizaron 10 simulaciones para cada valor de kD y se calculó

el promedio de parámetro de orden correspondiente. En la figura 4.18 se puede ver

la dependencia del parámetro de orden R en función del parámetro kD. Esta figura

muestra de una forma más detallada los rangos de valores para kD en los que se

observan los diferentes comportamientos ilustrados en la figura 4.17.

Aunque los resultados de la figuras 4.17 y 4.18 corresponden a una red en espećıfico,
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Figura 4.18: Gráfica del promedio del parámetro de orden R en función del paráme-

tro kD para la red de 21 células y nivel de conectividad igual a 2 (las barra de error

denotan el error estándar).

se obtiene el mismo comportamiento para diferentes tamaños de red y diferentes

niveles de conexión. Esta generalidad, se observó al investigar el comportamiento

de la sincronización en las 3 diferentes redes con todos los niveles de conectividad

posibles. Los resultados se muestran a manera de resumen en la figura 4.19. En

esta figura se pueden observar comportamientos similares, independientemente del

tamaño de la red y el nivel de conectividad. Para que las gráficas sean más claras,

no se muestran los intervalos donde R alcanza valores cercanos a 1 cuando kD toma

valores altos, pero este comportamiento se observa en todos los casos. Interesante-

mente, podemos ver que la sincronización se logra con valores de kD más elevados a

medida que aumenta el nivel de conectividad. Esto indica que, aumentar el núme-

ro de conexiones por célula compensa la reducción de la fuerza de conexión. En

otras palabras, es necesario que más células interactúen para mantener un nivel de

expresión dado de la protéına Delta cuando se aumenta el valor de kD.

Además, resulta interesante que en estos resultados se presente un régimen de

sincronización con baja amplitud para valores altos de kD. Este fenómeno denomi-

nado en inglés “oscillation death” [64], normalmente se presenta cuando un grupo

de osciladores tiene un acoplamiento fuerte, pero en este caso se presenta cuando
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el acoplamiento es débil, esto se debe probablemente, a que en nuestro modelo hay

retardos involucrados.

Para integrar los resultados de la figura 4.19, se elaboró el diagrama de fases que

se muestra en la figura 4.20, donde se puede ver cómo la sincronización depende

del parámetro kD y del nivel de conectividad. Este diagrama corresponde a la red

de 21 células, pero se obtienen resultados cualitativamente similares para las redes

de los diferentes tamaños. Este diagrama es el resultado de analizar el valor del

parámetro de orden R y la amplitud de las oscilaciones al variar kD en el rango [0,

164] para cada nivel de conectividad. En el diagrama se pueden apreciar de manera

clara los diferentes cambios en el comportamiento de la sincronización mostrados

en la figura 4.18.

También se exploró como los resultados presentados en la figura 4.19 dependen de

los demás parámetros. Se encontró que estos no tienen un efecto significativo en la

sincronización a excepción del parámetro γD, que representa la tasa de expresión

máxima de la protéına Delta. Por este motivo se realizaron simulaciones variando

también este parámetro, los resultados se presentan en la figura 4.21.

En estos resultados se puede ver que, si bien, el incrementar el valor del parámetro

γD favorece la sincronización, se da un mayor efecto cuando se incrementa el nivel

de conexión. Esto nos indica que el parámetro que más influye en la sincronización

es kD, el parámetro relacionado con la fuerza de conexión.

Robustez de la sincronización ante la variabilidad de parámetros en las

células del MPS.

Otro de los factores que determinan el comportamiento de la sincronización es el

grado de diferencia que tienen los elementos que inteactúan. En ese sentido, una

manera de representar esas diferencias en el nuestro modelo es considerar valores

diferentes para los parámetros de cada célula en la red. Para estudiar como las di-

ferencias entre células del MPS afecta la sincronización, se realizaron simulaciones

en las que todos los parámetros de las ecuaciones para cada célula en la red se

variaron de acuerdo a una distribución normal con media igual al valor base co-
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Figura 4.19: Gráficas del valor promedio del parámetro de orden R, en función del

parámetro kD y el nivel de conexión para los tres tamaños de red, A) red de 11

células, B) red de 21 células y C) red de 41 células. Las barras de error denotan el

error estándar
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Figura 4.20: Diagrama de fases que ilustra los diferentes comportamientos de la

sincronización en la red de 21 células en función del parámetro kD y el nivel de

conectividad. Las 4 secciones del diagrama corresponden a los comportamientos

ilustrados en la figura 4.17. Las secciones con colores intermedios entre las regiones

Sinc y No Sinc representan combinaciones de valores kD y niveles de conexión en

los que se forman grupos de células sincronizadas.
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Figura 4.21: Gráficas del valor promedio del parámetro de orden R con sus co-

rrespondientes barras de error estándar en funcion del parámetro γD, para los 3

diferentes tamaños de red estudiados, A) red de 11 células, B) red de 21 células y

C) red de 41 células.

rrespondiente reportado en la tabla 4.2, y con una desviación estándar en el rango
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de 5 % a 25 % de este valor base. Dado que el valor más grande para la desviación

estandar es 0.25 veces el valor base para cada parámetro, la probabilidad de que

se obtenga un valor negativo es baja, sin embargo, para evitar esta posibilidad, se

agregó una instrucción en el algoritmo que soluciona el sistema de ecuaciones de

manera que cuando se obtenga un valor negativo este sea establecido a cero.

En la figura 4.22 se muestra el comportamiento estacionario de una simulación

individual para la red de 21 células, con un nivel de conexión igual a 4 y diferentes

niveles de variabilidad. Es interesante ver que para este caso particular, altos niveles

de variabilidad inducen la aparición de grupos sincronizados y en un caso (paneles

E y F) se alcanza prácticamente la sincronización total.

Para tener una perspectiva general del comportamiento de la sincronización, se

realizaron las simulaciones para los 3 grupos de células con todos los niveles de

conexión posibles para los diferentes niveles de variabilidad. Para estos resultados

se realizaron 10 simulaciones independientes para cada red y se calculó el promedio

del parámetro de ordenR y su error estándar. Los resultados obtenidos se presentan

en la figura 4.23.

Se puede observar que sin importar el tamaño de la red, la variabilidad en los

parámetros tiene un efecto positivo en la sincronización para los niveles de cone-

xión menores a 6, ya que el valor del parámetro de orden R se incrementa en estos

niveles. Este resultado es importante, ya que en la realidad biológica las células

del MPS tiene contacto f́ısico con una cantidad limitada de células, que intere-

santemente se ha determinado de forma experimental que cada célula del MPS

interactúa f́ısicamente con aproximadamente 10 células [49], lo cual, de acuerdo a

este resultado seŕıa un factor que facilita su sincronización.

Para ilustrar esta observación, en la figura 4.24 se muestran las gráficas del paráme-

tro de orden R en función de los niveles de variabilidad en los parámetros para las

3 redes y un nivel de conectividad igual a 4. En esta figura se puede apreciar que en

la mayoria de los casos se obtiene un valor del parámetro de orden mayor cuando

esta presente la variabilidad. Por el contrario, la variabilidad en los parámetros

tiene un efecto negativo para niveles de conectividad mayores a 6, ya que el valor
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Figura 4.22: Comportamiento estacionario en la red de 21 células con un nivel de

conectividad igual a 4 y varios niveles de variabilidad. En las figuras de la primer

columna se muestra la evolución temporal de los niveles de la protéına Her1 para

una selección de células en la red (IDs: 1, 5, 9, 13, 17 y 21), una vez que el

estado estacionario se ha alcanzado. Se muestra también el valor correspondiente

del parámetro de orden R. Las figuras de la columna de la derecha muestran por

medio de mapas de calor, el comportamiento estacionario de las 21 células de la

red. El nivel de variabilidad es de 0 % para los paneles A y B, 10 % para paneles

C y D y 25 % para paneles E y F.
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Figura 4.23: Gráficas del promedio del parámetro de orden R con sus correspon-

dientes barras de error estándar en función del nivel de conectividad para diferentes

niveles de variabilidad en los parámetros. Los resultados en cada panel correspon-

den a las 3 redes estudiadas A) red de 11 células, B) red de 21 células, y C) red de

41 células.
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de R disminuye ligeramente para los niveles mayores a 6.

También se puede apreciar que el efecto de la variabilidad es atenuado conforme el

tamaño de la red se incrementa. Este resultado suguiere que, mientras mas grande

sea la red, los efectos de la variabilidad entre las células del MPS se ven disminuidos.

Este resultado es relevante, ya que es posible observar una disminución de los

efectos de la variabiliad al considerar un grupo de solo 41 células, si extendemos

estos resultados y consideramos que el MPS esta compuesto por miles de células

es de esperarse que los efectos de esta variabilidad se vean muy disminuidos.

4.2.5. Discusión

Al analizar los resultados mostrados anteriormente es posible hacer algunas obser-

vaciones interesantes.

Al determinar que existe un nivel de conexión mı́nima para que es logre la sin-

cronización, esto implica que debe existir una cantidad mı́nima de células que

interactúen para que se pueda lograr la sincronización. Además, es interesante el

resultado que muestra que la desaparición de las oscilaciones tenga lugar en el régi-

men de acoplamiento débil cuando se ha reportado que generalmente este fenómeno

se de cuando la fuerza de conexión es fuerte [64]. Otro resultado importante se da

al observar que la variabilidad pueda tener un efecto benéfico en las sincroniza-

ción lo cual tiene impliciones biólogicas interesantes ya que la variabilidad es una

propiedad inherente en todo sistema biológico. Además, este fenómeno ya se ha

observado en otros procesos biológicos [65, 66]

Pero el resultado mas sobresaliente es que los efectos de la variabilidad disminuyen

al aumentar el tamaño de la red, lo cual implica que si consideramos la gran

cantidad de células que componen al MPS nos indica que las interacciones a nivel

celular en una red muy grande eliminaria los efectos negativos de la variabilidad.
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Figura 4.24: Gráficas del valor del parámetro de orden R para los diferentes niveles

de variabiliadad en las redes de: A) 11 células, B) 21 células y C) 41 células. Note

como en el panel B) para el 25 % de variabiliadad se llega a un nivel alto de
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Conclusiones

La mayoria de los modelos que se han desarrollado para explicar la somitogénesis

normalmente se enfocan en dar una explicación desde una perspectiva espećıfica,

este enfoque esta justificado dada la complejidad de este proceso, sin embargo, ha

sido escasa la conexión que se ha podido hacer al intentar relacionar los resultados

obtenidos en cada escala.

En la presente tesis se realizó un estudio mediante modelos matemáticos para

estudiar aspectos clave que caracterizan a la somitogénesis. Para este fin se estudió

la somitogénesis con dos modelos a diferente escala (uno a escala del tejido y otro

a escala de decenas de células). Al analizar los resultados del modelo a escala del

tejido se encontró que al acoplar un modelo de reacción-difusión con el mecanismo

de frente de onda (modelo h́ıbrido), es posible explicar aspectos que el modelo

PORD original no puede. Esta explicación se basa en el efecto en la estabilidad

que el parámetro relacionado con el frente de onda tiene en el modelo. Esto da

como resultado que mediante este parámetro sea posible controlar donde se origina

espacialmente un patrón diferenciado de expresión genética. Sin embargo el efecto

en la estabilidad que tiene este parámetro no es suficiente para explicar la gran

robustez que presenta la somitogénesis. Sin embargo, el resultado obtenido con

el modelo a escala celular cuando se probó con la variabilidad en los parámetros
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mostró que al aumentar el tamaño de la red los efectos de la variabilidad se ven

disminuidos, lo que indica que si se implementa un modelo que considere la gran

cantidad de células que conforman el MPS los efectos de la variabilidad se veŕıan

minimizados, esto indica que las interacciones a nivel celular tienen un impacto en

la robustez a nivel del tejido.

Esto confirma la hipótesis planteada, con lo que se puede concluir que: las inter-

acciones multiescala estan involucradas en la robustez de la coordinación espacio-

temporal de la somitogénesis.



Caṕıtulo 6

Perspectivas

La periodicidad temporal de la somitogénesis es establecida por el mecanismo de

interacción genética conocido como reloj de segmentación. Aunque el planteamien-

to más aceptado para el origen de las oscilaciones es el retardo en la autorepresión

de genes principalmente pertenecientes a las v́ıas de señalización Wnt, FGF y

Notch, esta no es la única posibilidad que se puede considerar para explicar este

comportamiento, ya que es posible que estas oscilaciones sean el resultado de las

diferentes interacciones entre esta gran cantidad de genes. Debido a esto, no se ha

llegado a definir si existe un oscilador maestro o si las oscilaciones son un fenómeno

emergente debido a estas diferentes interacciones.

Por este motivo, la propuesta presentada para el desarrollo del modelo PORD al

plantear una red de interacciones activador-represor hipotética que sea capaz de

generar oscilaciones y con esto capturar de manera simplificada este comporta-

miento es valiosa. Además, al plantear una reacción que genere oscilaciones sin la

inclusión de los retardos permite que, mediante el análisis de estabilidad se pueda

determinar de manera más directa el efecto de la difusión en su dinámica, ya que

los retardos cambian de manera significativa el comportamiento de los modelos de

reacción-difusión [67]. Aunque los mecanismos planteados para la generación de

oscilaciones en cada modelo son diferentes, es posible encontrar a ambos dentro de
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la arquitectura comprendida en las v́ıas Wnt, FGF y Notch [8, 21], por esta razón

nos planteamos como perspectiva definir un modelo de reacción-difusión que consi-

dere de manera general estas v́ıas y sus interacciones para determinar si es posible

extender los resultados obtenidos en este trabajo a un modelo donde expĺıcita-

mente se considere las v́ıas Wnt, FGF y Notch. Con esto, se podŕıa avanzar hacia

la posible identificación de los componentes que plantea de manera hipotética el

modelo PORD.



Apéndice A

Análisis de estabilidad espacial

El modelo de reacción-difusión propuesto por las ecuaciones 4.4, captura el efecto

del frente de onda por medio del parámetro β, adicionalmente, también considera

que la protéına del gen activador puede difundir. A continuación se realizará un

análisis de estabilidad para estudiar el efecto que estos dos parámetros tienen en

la estabilidad del sistema y aśı determinar si este afecto les permite controlar la

aparición de los patrones que representan la formación de los somitas. El modelo

correspondiente a las ecuaciones (4.4) puede ser representado en forma general

como:

∂a

∂t
= f(a, r) + da∇2a (6.1a)

∂r

∂t
= g(a, r) + dr∇2r , (6.1b)

donde los términos de reacción f(a, r) y g(a, r) están definidos de la siguiente

manera:

f(a, r) =
β + (a/k1)

n

1 + (a/k1)n + (r/k2)n
− a, (6.1c)

g(a, r) =
(a/k3)

n3

1 + (a/k3)n3
− r. (6.1d)
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Primeramente, se debe considerar que las soluciones biológicamente relevantes co-

rresponden a las ráıces positivas del sistema 6.1. Si definimos w = (a, r)T , te-

nemos que el sistema 6.1 puede representarse con notación vectorial como: wt =

F (w)+D∇2w, donde F (w) = (f(a, r), g(a, r))T y D = diag (da, dr). Haciendo esto,

para una solución de F (w) = 0 dada por w∗ = (a∗, r∗) > 0 el sistema 6.1 tiene una

solución local de la forma:

w(x, t) =
∞∑
m=0

γme
−λ(κ2)twm(x) , (6.2)

donde wm(x) satisface la ecuación de Helmholtz ∇2wm+κ2wm = 0, con κ represen-

tando el modo de onda. Los coeficientes γm están determinados por la expansión

en serie de Fourier de las condiciones iniciales y λ es el valor propio de la evolución

temporal. Estos tres parámetros determinan la solución de (6.2), y además son

intŕınsecos a la geometŕıa y condiciones de frontera del sistema. Más aún, también

dependen del número de onda m ∈ N [34]. Para iniciar con el análisis primero se

obtendrá la relación de dispersión, que brinda una perspectiva de las caracteŕısti-

cas de la solución linealizada en función de sus parámetros. Para esto, se inicia con

linealizar el sistema (6.1) en el punto de equilibrio w∗, que en notación vectorial

tiene la forma

wt = Jw +D∇2w , (6.3)

donde J es la matriz Jacobiana evaluada en w∗. Dado que, nuestro interés está

en analizar la dinámica en una dimensión espacial, tenemos que wm(x) = cos(κx),

donde κ = mπ/L satisface la ecuación de Helmholtz para condiciones de frontera

de Neumann definidas en (4.5). Aśı, la ecuación (6.2) satisface a (6.3), cuando la

relación de dispersión λ = λ(κ) está dada por

|J −Dκ2 − λI| = 0 , I ∈ R2×2 , (6.4)
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esto se puede confirmar al sustituir (6.2) en (6.3). Como resultado, tenemos una

ecuación que relaciona la tasa de crecimiento temporal y el modo de onda espacial

κ. Al desarrollar (6.4) se llega a

λ2 + b(κ2)λ+ c(κ2) = 0 , (6.5a)

donde

b(κ2) = (da + dr)κ
2 − (fa + gr) , (6.5b)

c(κ2) = dadrκ
4 − (drfa + dagr)κ

2 + (fagr − frga) . (6.5c)

Se busca analizar la estabilidad lineal del punto de equilibrio w∗, en función de los

parámetros β y da, y determinar si presenta una inestabilidad de Turing la cual

está dada por las siguientes condiciones [34]:

fa + gr < 0 , fagv − frga > 0 , (6.6a)

drfa + dagr > 0 , drfa + dagr > 2
√
dadr(fagr − frga) . (6.6b)

Estas condiciones definen los valores de los parámetros que dan lugar a un esta-

do espacialmente no homogéneo del estado estacionario. En nuestro caso se bus-

ca analizar un mecanismo que desencadena oscilaciones en la red genética que

posteriormente termina dando lugar a un patrón estacionario. Dicho proceso es-

ta dinámicamente determinado por una Bifurcación de Turing-Hopf. [68, 69]. De

acuerdo a las ecuaciones (6.5), esta bifurcación se presenta cuando se obtienen

números imaginarios puros para los valores propios λ al variar da o β. Al hacer

esto, se deben de cumplir dos condiciones: (1) que fa + gr = 0 en el punto de una

Bifurcación Turing-Hopf, y (2) que dλ(κ2; p∗)/dp 6= 0, también conocida como con-

dición de tranversalidad, donde p∗ = d∗a o p∗ = β∗ representa el valor del parámetro

correspondiente en la Bifurcación de Turing-Hopf. Entonces, para obtener los va-

lores de los parámetros donde ocurre una Bifurcación de Turing, una Bifurcación
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Figura 6.1: Estabilidad para los parámetros da y β. La región para cada patrón esta

reresentada de acuerdo a la tabla de colores en el lado derecho. Los valores para los

demás parámetros son dr = 2.5× 10−3, k1 = 5× 10−2, k2 = 10−2, k3 = 2.0, n = 3.0.

de Hopf o una Bifurcación de Turing-Hopf en el sistema (6.1), se resuelve (6.5)

para λ(κ2).

En la figura 6.1, se muestra el espacio de parámetros donde se presentan 4 diferen-

tes tipos de estabilidad en función de los parámetros β y da en el rango de valores

mostrados en la figura 6.1, los diferentes tipos de estabilidad estan identificados

como: I (Turing Inestable), II (Turing-Hopf Inestable), III (Hopf Estable) y IV

(Estable). Se puede ver que en la curva de transición entre las regiones II y III, los

parámetros β y da siguen una relación inversa, esto es, mientras más grande sea

el valor del parámetro β, se requerirá un valor del coefieciente de difusión da más

pequeño para que la bifurcación ocurra. Además podemos notar que para un valor

fijo de da = 5 × 10−5, si se varia el valor de β de 0 hasta 1 el sistema cruza por

dos bifurcaciones, las cuales originan tres diferentes tipos de estabilidad. Estas son:

Estable para 0 ≤ β < 0.5×10−2, el cual es seguido por una región de Inestabilidad

Turing-Hopf para 0.5× 10−2 < β < 0.5, y finalmente se llega a una región de Hopf

Estable para 0.5 < β ≤ 1.0.

Los 4 tipos de estabilidad representados en la figura 6.1 están clasificadas de
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acuerdo a la solución de (6.5). Una muestra para cada tipo de solución se muestra

en la figura 6.2, donde la ĺıneas continuas representan la parte real de los valores

propios y la ĺınea punteada corresponde a la parte imaginaria.

Para la región I, que corresponde a una Inestabilidad de Turing, se puede ver que

la relación de dispersión tiene una parte real positiva lo cual da lugar a un intervalo

de modos de onda inestables. La region II corresponde a una relación de dispersión

para una inestabilidad de Turing-Hopf, donde la parte imaginaria es diferente de

cero para una porción de valores de la parte real, y cuando la parte imaginaria se

hace cero la parte real es positiva como en la región de Inestabilidad de Turing. Esto

es, este tipo de estabilidad tiene dos caracteŕısticas: comportamiento oscilatorio y

no oscilatorio inestable. La región III, corresponde a valores de β y da en los cuales

el sistema se mantiene oscilando, el cual se caracteriza por tener una relación de

dispersión en la que la parte real es solo positiva para los modos de onda donde la

parte imaginaria es diferente de cero. Finalmente, la región IV se caracteriza por

que la relación de dispersión tiene la parte real negativa para todos los modos de

onda y por lo tanto el estado homogéneo nunca se pierde. En otras palabras, la

combinación de las partes real e imaginaria de λ(κ2) en (6.4), determinan cada

tipo de estabilidad, aśı como las transiciones entre regiones [69].

Este resultado nos da la información sobre el mecanismo de formación de los patro-

nes, ya que la región II de la figura 6.1 corresponde a un comportamiento dinámico

que consiste de oscilaciones transitorias seguidas por un estado estacionario. Esta

respuesta dinámica revela la influencia de la difusión del activador en la estabi-

lidad; en otras palabras, las oscilaciones sostenidas espacialmente estables para

valores del parámetro β en la región III se vuelven inestables cuando β, para cierto

valor fijo de da decrece para ubicarse en la región II, que corresponde a la región

de Turing-Hopf inestable.

Por otro lado, las regiones I y II son especialmente relevantes ya que en esas regiones

es donde se origina un patrón estacionario, aunque hay que notar que hay una

diferencia clave en el comportamiento dinámico en cada escenario. Para ilustrar

esta diferencia, se realizaron simulaciones para cada región al considerar como
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Figura 6.2: Muestras de algunas relaciones de dispersión para las regiones mostra-

das en la figura 6.1. La parte real de los valores propios están en ĺınea continua

y la parte imaginaria en ĺıneas punteadas. Panel (a) corresponde a la región IV,

en la que la parte real es negativa para todos los modos de onda κ2; en el panel

(b) la parte real tiene dos raices las cuales dan lugar a un patrón del tipo Turing;

en el panel (c), Ocurren bifurcacioens de Turing y Hopf para diferentes modos de

onda: La parte real es positiva para modos de onda que corresponde a cuando la

parte imaginaria es cero y una inestabilidad de Turing ocurre como en el panel (b);

en el panel (d), se aprecia una t́ıpica bifurcación de Hopf donde la parte real es

positiva solo cuando la parte imaginaria es diferente de cero. Los valores de da y β

se muestran respecticamente en cada panel, y los valores de los otros parámetros

son k1 = 5× 10−2, k2 = 10−2, k3 = 2.0, n = 3.0.
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Figura 6.3: Resultados de la solución del sistema (6.1) con condiciones de frontera

Neumann y valores de los parámetros como en la región I and II graficados en la

figura 6.1. Una solución particular de una vista espacio-temporal de la solución

que muestra la dinámica de la formación del patrón para un tipo Turing (panel

a) y una tipo Turing-Hopf (panel c). La evolución temporal para cada caso en la

columna del lado izquierdo para el activador a y el represor r en x = 0.6125 y

x = 0.4875 (ĺıneas punteadas en paneles a y c) se muestran en paneles (b) y (d),

respectivamente. Las condiciones iniciales fueron tomados como una perturbación

del punto de equilibrio correspondiente a las regiones I y II de la figura 6.1.
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Figura 6.4: Simulaciones con el parámetro β como función de x y t como se indica

en (4.8). Para (a), las condiciones iniciales como perturbaciones del punto de equi-

librio, mientras que en (b) las condiciones iniciales son el estado final de (a).
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condiciones iniciales una perturbación al estado de equilibrio. Estos resultados

se muestran en la figura 6.3. Como se puede ver en el panel 6.3a, el sistema esta

inicialmente en un estado homogéneo con una ligera perturbación. A medida que el

tiempo transcurre una secuencia de patrones emerge. Esto como una consecuencia

de los modos de onda inestables, como se puede ver en la figura 6.2b, el cual

corresponde a una región Turing Inestable (región I, en la figura 6.1).

Para apreciar esto con más claridad, en la figura 6.3b, se muestra la evolución tem-

poral del activador y el represor para x = 0.6125. Por otro lado, en la ficura 6.3c se

puede ver como el sistema presenta una dinámica transitoria que inicialmente os-

cila como una consecuencia de la parte imaginaria diferente de cero de λ(κ2). Esta

dinámica oscilatoria se mantiene hasta que los modos de onda inestables permiten

la aparición de un patrón estacionario. Esta caracteŕıstica es claramente observa-

da en la figura 6.3d. En otras palabras, aunque ambas configuraciones dinámicas

dan lugar a patrones estacionarios, el comportamiento oscilatorio que finalmente

termina en un patrón estacionario esta dado cuando se presenta una Inestabiliad

de Turing-Hopf.

En la figura 6.4 se muestran resultados adicionales donde se toma a β como una

función espacio-temporal de acuerdo a la ecuación (4.8) con v = 0.02 y v = −0.02

para los resultados en las figura 6.4a y 6.4b respectivamente. Las condiciones ini-

ciales para la figura 6.4b corresponden a el estado final de la figura 6.4a. Se puede

ver que, una vez que el patrón esta completamente formado, aunque β varie en

una dirección inversa el patrón no se destruye. En otras palabras, este resultado

indica que el mecanismo propuesto describe un proceso irreversible dado que, una

vez que el frente de onda representado por β en (4.8) inicia el proceso de formación

de los somitas este proceso no se puede deshacer.
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synchronization in delay-coupled networks. Physical Review E, 86(1):016202,

July 2012.

[64] G. B. Ermentrout. Oscillator death in populations of .all to allçoupled nonli-
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