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Resumen

Muchas aplicaciones importantes dentro de la robótica involucran la interacción entre

el manipulador y el ambiente. En el presente trabajo se proponen dos enfoques distintos

para controlar la posición y la fuerza de contacto entre el efector final y el ambiente en

manipuladores robóticos, en el cual se diseñan controladores basados en el algoritmo de

super twisting (STA) para ambos casos.

En el primer enfoque se realiza un modelado matemático considerando que el manipulador

no se encuentra bajo ninguna restricción referente a su movimiento y el objetivo de control es

lograr el seguimiento de la referencia en cualquier dirección y regular la fuerza de contacto a

un valor deseado. En este enfoque los cambios en la geometría del ambiente son considerados

en el diseño de control.

En el segundo enfoque se realiza un modelado matemático incluyendo restricciones de

tipo holonómicas al sistema, las cuales originan una reducción de los grados de libertad, y
como consecuencia una reducción en el movimiento del sistema. Esto ocurre en el punto de

contacto con el entorno. Este modelo dinámico se desarrolla mediante una transformación

no lineal particionada en control de posición y control de fuerza. El objetivo de este enfoque
consiste en desacoplar la ley de control en dos partes, una para posición y otra para fuerza.

Análisis detallados de estabilidad y convergencia de los controladores propuestos han

sido desarrollados mediante funciones de Lyapunov. Se lleva a cabo un estudio de simula

ción, donde se consideran perturbaciones externas y variaciones paramétricas para mostrar

el desempeño de los controladores propuestos en ambos enfoques.



Abstract

Many important applications in robotics involve interaction between themanipulator and

environment. In this master thesis two different approaches able to control the position and

to regúlate the contact forcé between the end effector and the environment are proposed. The

proposed controllers are based on super twisting control algorithm (STA) for both approaches.

In the first approach, ít is carried out a mathematical modelling considering that the

manipulator is not under any restriction concerning their movement. The control objective
is to track a motion trajectory in unconstrained directions and to regúlate the contact forcé

between the end effector and the environment at a desired valué. The controller was designed

taking into account changing environment constraints.

In the second approach, it is performed a mathematical modelling including holonomic

constraints to the system, which causes a reduction of degrees of freedom, and consequently
a reduction in the movement of the system. This occurs at the point of contact with the

environment. The dynamic model is split by using a nonlinear transformation, so that the

control is decoupled in two: one for position and the other for forcé.

The stability and convergence of the proposed controllers has been proven by using Lya

punov functions. A simulation study that considers external disturbances and parametric
uncertainties is carried out in order to show the performance of the proposed controllers.
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Capítulo 1

Introducción

En este capítulo se describen ¡os objetivos y problemática a resolver. Se mencionan algunos

trabajos previos en el control de fuerza y posición. Finalmente se detalla la estructura de la

tesis.

1.1. Preliminares

El uso de manipuladores robóticos en la industria permite automatizar muchas activida

des norma-mente realizadas por el hombre. Estas actividades dependen en gran medida de

las características dd manipulador a utilizar como: grados de Ubertad (GDL). número de

actuadores. dimensiones de los eslabones y el tipo de elector final que pueda manejar.

Gran variedad de aplicaciones de ks robots manipuladores hoy en día están basados en

controles de posición, sin embargo cuando el robot manipulador entra en contacto o interactúa

con su entorno, el control de posición resulta insuficiente, por lo que es nesesario incluir la

variable fuerza en la estrategia de control.

Las estrategias de oontrol de posición son adecuadas para tareas, donde el manipulador

no está interactuando significativamente con el ambiente como: el transporte de diversos

materiales, soldadura de pantos o tareas de pintura, sin embargo tareas como ensambles.

agarres, desvastado involucran un contacto excesivo con el ambiente generando fuerzas de

contacto que deben de ser controladas para evitar daños (ej. daños al efector final- estructura

del manipulador o el ambiente) y efectuar satisfactoriamente dichas tareas. 8 10 24

La principal problemática para lograr controlar la fuerza y posición son:

I Conmutar las ordenes de fuerza-posición y posición-fuerza.

II Seguimiento de trayectoria y regulación de fuerza deben ocurrir en presencia de variacio-

1



2 1. Introducción

nes paramétricas, perturbaciones externas y no lineaUdades provenientes de la fricción

en las uniones del manipulador.

III El controlador debe ser capaz de manejar cambios en las restricciones geométricas (

fenómeno de colisión), ya que el ambiente puede modificarse de un momento a otro.

Con el fin de cumplir los requisitos para lograr el control de la posición y la fuerza de con

tacto entre el efector final y el ambiente, una extensa variedad de trabajos se han propuesto.

Entre eUos podemos encontrar la técnica passive compliance, donde un dispositivo flexible

compuesto de resortes y amortiguadores es insertado cerca del efector final, el cual se deforma

en respuesta a las fuerzas causadas por dezlisamiento, mostrándose que puede llevarse a un

comportamiento estable en ambientes rígidos. Sin embargo, el inconveniente de estos disposi
tivos se encuentra en su limitada aplicación a tareas muy especificas [39] [40] . El dispositivo

passive compliance mas famoso es el Remote Center of Compliance [7], además existen dife

rentes versiones como en [30], [27]. Otra estrategia de control de fuerza es active compliance
con la cual el robot modifica su comportamiento basándose en la salida de un sensor de

fuerza como el control por impedancia [10, 5]. Este esquema de control esta basado en el

control de dinámica inversa [10]. La desventaja es que aplicaciones típicas de este esquema

requieren un conocimiento exacto de la planta. Para mejorar el desempeño de esta técnica

varias modificaciones (ej.[23, 26, 7]) fueron propuestas usando control adaptable. El esquema
de control por impedancia logra controlar la fuerza de manera indirecta, en otras palabras,
no es posible especificar una fuerza de contacto deseada [10]. Otro esquema propuesto de

control fue el control híbrido [8] el cual se basa en controlar la fuerza en cierta dirección

mientras se controlar la posición en direcciones restantes. Varias mejoras del control híbrido

han sido propuestas (ej. [4, 9, 20, 33, 45]), donde algunas de ellas utilizan combinaciones de

control adaptable con modos deslizantes.

La mayoría de los esquemas mencionados han sido aplicados en el espacio operacional. La

razón fundamental del control de fuerza y posición en el espacio operacional es la geometría
del mundo externo definido como un conjunto de cordenadas que pueden ser particionadas
en variables de posición y variables de fuerza por lo que el control se formula en términos

de esas variables, necesitando transformaciones a variables de uniones. Otros trabajos tratan

sobre modificaciones de los controladores híbridos y trasformaciones en el espacio operacio
nal donde existen inestabilidades cinemáticas, recientemente explicadas en [13]. Dadas estas
inestabilidades cinemáticas surgieron trabajos basados en la aplicación de restricciones ho-

lonómicas reduciendo los grados de libertad del manipulador y transformando el sistema en

subsitemas como [28] ó [29] aplicando la técnica de control basada en linealización por retro-
alimentación. Más recientemente desarrollaron controladores basados en modos deslizantes

como en [46, 25, 42] o como en [34] que emplea una combinación de control adaptable y

modos dezlizantes. Sin embargo, bajo este esquema el efector final debe de estar en contacto

con una superficie infinitamente rígida, además no debe de perder contacto y en algunos casos
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o apUcaciones esto no sucede. En apUcaciones como agarres en manos robóticas [1] o robots

cooperativos se utiliza este esquema de control, por lo que en esta tesis también se contempla
este esquema. En esta tesis se eUgió utüizar controladores basados en modos deslizantes ya

que es un candidato natural para resolver este problema debido a ya que esta técnica provee

al sistema robustez ante variaciones paramétricas y perturbaciones. Esencialmente, este tipo

de controladores utilizan un ley de control discontinua que lleva el estado del sistema a una

variedad específica en el espacio de estados y mantener el estado del sistema en esa variedad

en todo tiempo. Las principales ventajas de este enfoque son dos

I El sistema en la superficie dezlisante se comporta como un sistema de orden reducido

con respecto a la planta original

II La dinámica del sistema mientras esté en la variedad deslizante es insensible a incerti

dumbre y perturbaciones.

Sin embargo, a pesar de estas propiedades descritas de robustez, en la implementación pre
senta su mayor inconveniente produciedo un efecto de cascabeleo (chattering) lo cual genera
vibraciones en alta frecuencia del sistema controlado. Estos inconvenientes son mucho más

evidentes cuando se tratan sistemas electromecánicos, ya que los cambios rápidos de control

introducen deformación y desgaste en las partes mecánicas y el sistema rápidamente podría

dañarse. En [21] se propuso un esquema diferente de control de fuerza y posición basado en

la combinación de control adaptable y modos desUzantes proporcionando al sistema robustez

ante incertidumbre en el modelo. Sin embargo con el fin de evitar el chattering se propuso

aplicar una aproximación continua de los modos deslizantes de primer orden. Un consecuen

cia de este método es que la propiedad de invarianza se pierde. Se señalo en [40] que esta

metodología es altamente sensible a dinámica no modelada provocando bajo desempeño. Re

cientes algoritmos surgieron para evitar estos problemas y se propusieron modos deslizantes

de alto orden, cuya idea principal fue cambiar la dinámica a una pequeña vecindad de la

superficie discontinua para evitar la discontinuidad real, al mismo tiempo preservar propie

dades principales de todo el sistema. En este trabajo se presentan controladores de posición

y fuerza basados en el algoritmo super-twisting (STA) brindando robustez al sistema en lazo

cerrado mientras se reduce el efecto chattering [14], generando una ley de control totalmente

continua [36] y asegurando convergencia en tiempo finito.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de esta tesis consiste en la apUcación de un controlador basado en

STA que permita lograr el seguimiento de la referencia de posición y de regular la fuerza de

contacto entre el efector final y el ambiente a un valor deseado en presencia de variaciones



4 1 . Introducción

paramétricas y perturbaciones externas. Para lograr el objetivo principal de esta tesis, se

plantean dos metodologías diferentes enfocándose en restricciones referente al movimiento

del manipulador.

En el primer enfoque planteado no se incluye ninguna restricción en el movimiento del

manipulador (Enfoque: No Restringido), en el cual además de lograr el objetivo principal se

plantean diferentes objetivos específicos para este enfoque:

I Desarrollar un modelado matemático adecuado para controlar la fuerza y posición.

II Desarrollar un controlador capaz de manejar cambios en las restricciones geométricas.

III Lograr que el controlador conmute de fuerza-posición y de posición-fuerza.

IV Desarrollar los anáUsis de estabilidad para el controlador propuesto en lazo cerrado,

utilizando el enfoque de Lyapunov.

En el segundo enfoque planteado se incluyen restricciones de tipo holonómica reduciendo los

grados de libertad del manipulador y consecuentemente la dinámica del sistema (Enfoque:

Restringido), en el cual se plantean diferentes objetivos específicos para este enfoque:

I Convertir el modelado matemático del sistema en dos subsistemas reducidos matemáti

camente tratables.

II DesarroUar un controlador basado en STA para cada subsistema.

III Desarrollar los análisis de estabilidad para el controlador propuesto en lazo cerrado,

utiUzando el enfoque de Lyapunov.

1.3. Estructura de la tesis

El contenido y desarroUó de los principales temas de esta tesis se encuentra distribuido

de la siguiente manera: en el capitulo 2 se presentan los fundamentos matemáticos necesarios

para la comprensión del modelado matemático en robots manipuladores y los fundamentos

de las técnicas de control empleadas para lograr los objetivos planteados. En el capítulo 3 se

presentan los diferentes enfoques para el modelado matemático adecuados para controlar la

fuerza y la posición. El desarrollo de los controladores y las demostraciones de estabilidad

y robustez son presentados en el capítulo 4- En el capítulo 5 se presentan los resultados de

simulación de ambos esquemas de control. La conclusiones de este trabajo y el trabajo futuro

son mostrados en el capítulo 6. En el Apéndice se incluyen datos numéricos y propiedades de

los modelos del manipulador, además de definiciones y suposiciones utilizadas a lo largo del

diseño de los esquemas de control.



Capítulo 2

Fundamentos matemáticos

En este capítulo se presentan fundamentos matemáticos del modelado de robots manipu

ladores con el fin de facilitar la comprensión de los modelos construidos en el capítulo 3.

En la segunda sección se abordan conceptos sobre el control basado en modos deslizantes.

Inicialmente, se introducen los conceptos correspondientes al control por modos deslizantes

de primer orden, para posteriormente abordar los de orden superior.

2.1. Modelado Matemático de Manipuladores Robóti

cos

Dos características importantes que se pueden modelar de un manipulador son su ci

nemática y su dinámica. Una manera de modelar la cinemática de un manipulador es uti

lizando el concepto de cadena cinemática. Una cadena cinemática es una serie de cuerpos

rígidos, también llamados eslabones, interconectados por pares cinemáticos. Un par cinemáti

co, unión o articulación es el acoplamiento de dos cuerpos rígidos de tal forma que delimita su

movimiento relativo. Un robot manipulador no redundante consiste en una cadena cinemáti

ca de n -r 1 eslabones conectados por n uniones. Existen muchos tipos de pares cinemáticos,

pero la mayoría se pueden modelar como una combinación del par de rotación o revolutivo

y el par de deslizamiento o prismático, los cuales se consideran los pares básicos. En la Fig.
2.3 se muestran estos tipos de pares cinemáticos o uniones.

Al primer eslabón de una cadena cinemática se le suele Uamar base y al último se le deno

mina efector final que es el destinado a colocar la herramienta para la apUcación específica.

o



6 2. Fundamentos matemáticos

Figura 2.1: Unión Prismática

Figura 2.2: Unión Rotativa

Figura 2.3: Representación típica de una articulación.

2.1.1. Modelo Cinemático

Este tipo de modelado se refiere a la descripción del movimiento del manipulador con

respecto a un sistema de referencia fijo, sin considerar las fuerzas y momentos que generan

dicho movimiento. En pocas palabras, a la cinemática solo le concierne la geometría del

sistema. En el modelado de manipuladores se pueden distinguir tres tipos de cinemática: la

cinemática directa, la cinemática inversa y la diferencial.

Cinemática Directa

La cinemática directa de un manipulador consiste en determinar el mapeo entre las va

riables de las uniones (posiciones angulares o lineales) y la pose (posición y orientación) del

elemento o efector final, con respecto a algún sistema de referencia. De la mecánica clásica de

los cuerpos rígidos, se puede expresar la cinemática directa de un manipulador por medio de

la matriz de transformación homogénea de dimensiones 4x4 que se muestra a continuación:

*T(„\-( hR^) hPe(q)\
le{q)

~

v o o o i )

Donde q es el vector de las variables de uniones o articulaciones con dimensiones (n x 1),

bpe(q) es el vector de la posición del elemento actuador final de dimensiones (3 x 1) y Re(q) =

( bne bse bae ) es la matriz de (3 x 3) de rotación del marco de referencia del elemento

actuador final e con respecto al marco de referencia base b. El superíndice que precede a una

(2.1)
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variable que denota el marco de referencia en el que esta expresada. Nótese que la matriz

bRi:(q) es ortogonal y sus columnas *ne, bse, bae son vectores unitarios de los ejes de referencia

del elemento actuador final. Uno de los procedimientos más efectivos y utilizados para obtener

la cinemática directa de un manipulador, es la notación de Denavit-Hartenberg, ver [10] para
más detalles. De una manera más formal la cinemática directa es una función vectorial que

relaciona las cordenadas articulares q € 3?" con las coordenadas cartesianas asociadas al

efector final x, y, z <E 3?" del robot representando la posición y 0, d>, i¡, 6 8?" los ángulos de

Euler o RPY (RoU,pitch,yaw) [41], que describe una representación mínima [10, 41] de la

orientación del efector final con respecto al sistema de referencia fijo en la base del robot.

Formando un vector de (m x 1)

X =[x y z 6 <f> x/.]T (2.2)

Esta representación de la posición y orientación permite la descripción del efector final con

un número de parámetros inherentemente independientes. El vector X esta definido en un

espacio Uamado espacio cartesiano, operacional o task space. La dimensión en el espacio

cartesiano a lo mas es m = 6. donde 3 cordenadas especifican posición y 3 ángulos especifican
orientación. Por otro lado el espacio angular o espacio de configuración es el espacio donde

está definido el vector q. La noción del espacio operacional y el espacio articular permite

introducir el concepto de espacio de trabajo o workspace. El espacio de trabajo es la región

descrita por el origen del marco de referencia del efector final cuando todas las articulaciones

del manipulador ejecutan todos los movimientos posibles como se muestra en la Fig. 2.4.

Figura 2.4: Espacio de trabajo de un robot manipulador.

El espacio de trabajo se caracteriza por la geometría del manipulador y por los Umites

articulares mecánicos.
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Cinemática Inversa

A diferencia de la cinemática directa- que obtiene la posición y orientación del elemento

actuador final en base a las variables de las uniones, la cinemática inversa determina los

valores de las variables de las uniones a partir de una posición pe y orientación /?« dadas para

el elemento actuador final. Este problema es muy importante, ya que las tareas a realizar

están definidas en base a posiciones y orientaciones del elemento actuador final. Entonces para

que el manipulador las ejecute correctamente se debe traducir esta información en valores de

las variables de uniones q . En cuanto a la cinemática directa se refiere, una vez que se tiene

la información de las variables de uniones, la posición y orientación del elemento actuador

final está definida de forma única. En general, esto no sucede para la cinemática inversa, lo

que hace a este problema mucho más complejo. Esta complejidad se debe a las siguientes

razones [10]:

1. Las ecuaciones a resolver son, en general, no lineales: para las cuales no siempre es

posible encontrar soluciones en forma cerrada.

2. Pueden existir múltiples o hasta infinitas soluciones (en el caso de manipuladores re

dundantes).

3. Puede no existir solución, debido a la estructura cinemática del manipulador.

La existencia de solución se puede garantizar solo si la posición y orientación del elemen

to actuador final pertenecen al espacio de trabajo del manipulador. En [40. 41. 10, 8] se

encuentran diferentes procedimientos para resolver la cinemática inversa.

Cinemática Diferencial

Este tipo de cinemática se requiere al mapeo entre el vector de velocidades de uniones q

n x 1 y el vector de velocidad del elemento actuador final v. Dicha relación se puede observar

en la ecuación siguiente

= J(q)q (2-3)

donde p es el vector de velocidad lineal de dimensión 3 x 1, w es el vector de \elocidad

angular de dimensión 3 x 1, y J(q) es lo que se conoce como matriz jacobiana o jacobiano.

Existen dos formas para calcular el jacobiano de un sistema mecánico: el jacobiano geométri

co y el jacobiano analítico. El jacobiano geométrico se obtiene mediante un procedimiento

geométrico, basado en el calculo de lo que contribuye cada velocidad de unión
a la velocidad

Uneal y angular del elemento actuador final. Estas contribuciones están dadas por la siguiente

-2)
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relación:

( Pn \
=

í ílOl +^(«1 * Pin) - -CnOn +«fl(<»n * pm)

\ u„ ) \ -Cía, ... ¡-^On

Definiendo Z__ como el eje de rotación de la unión A:, donde o* es el vector unitario de Z__ y

píen denota el vector definido desde el origen del marco de referencia k al origen del marco de

referencia n . Los términos & y & definen las características del tipo de unión de la siguiente

manera:

^, = 0 si la unión t es rotativa.

■fi = 1 si la unión / es prismática.

Tenga en cuenta que J„ es una función de q a través de los vectores ak y pkn ,
los cuales pueden

ser obtenidos sobre la base de la cinemática directa. El jacobiano analítico suele utilizarse si

la orientación y posición del elemento actuador final están especificados en términos de un

número mínimo de parámetros en el espacio cartesiano del manipulador. Es posible calcular

el jacobiano por diferenciación de la cinemática directa es decir

* = ( t ) = Mq)4 (25)

donde pe es el vector de posición y <¡>e el de orientación y la matrix J_ es el jacobiano analítico.

Existe ima relación entre los dos tipos de jacobianos, determinada por

J=(í r(°*))=r-<*>* (2-6)

donde T(</>e) es una matriz de transformación que depende de los parámetros usados para

representar la orientación del elemento actuador final. Cabe mencionar que siempre se puede

encontrar una matriz de mapeo entre el jacobiano anáütico y el geométrico si T(<¡-e) tiene

rango pleno. En general, cuando el jacobiano no posee rango completo presenta singularidades
cinemáticas y estas se pueden clasificar como:

1. Singularidades de contorno. Ocurren cuando el manipulador se extiende o se contrae.

Esto resulta cuando el extremo del manipulador Uega a la frontera de su espacio alcan-

zable.

2. Singularidades internas. Ocurren dentro del espacio alcanzable y son generalmente cau

sadas por el alineamiento de dos o más ejes de movimiento o por la configuración del

efector final. Al contrario de la anterior, estas singularidades constituyen un problema
debido a que se pueden dar en cualquier punto dentro del espacio alcanzable.

= Jn(q)q (2.4)
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2.1.2. Modelo Dinámico

El modelado dinámico de un robot manipulador consiste en encontrar el mapeo entre las

fuerzas ejercidas sobre la estructura del manipulador y las posiciones, velocidades y acelera

ciones de las uniones. Las formas mas usadas para calcular dicho modelo son: las ecuaciones

de Lagrange y las ecuaciones de Newton-Euler. La primera es más simple y sistemática, la

segunda más eficiente desde un punto de vista computacional. En el resto de esta sección se

explicarán los fundamentos de estos dos procedimientos de modelado dinámico.

Ecuaciones de Lagrange

Si tomamos en cuenta que las variables de las uniones g¿ constituyen un conjunto de

coordenadas generalizadas del sistema, el modelo dinámico delmanipulador puede ser inferido

por las ecuaciones de Lagrange como:

dt

dL(q, q)

dQi
dJM>=n l-l n (2.7)

donde

L(q,q)=K(q,q)-U(q) (2.8)

donde r¿ es el vector de fuerzas y pares generados por los actuadores en las uniones, un

esfuerzo torsión para una unión rotativa y un fuerza lineal para una unión prismática, y L

es un término conocido como el Lagrangiano, donde K es la energía cinética del sistema y

U es la energía potencial. Nótese que se tendrán tantas ecuaciones escalares dinámicas como

grados de libertad tenga el robot manipulador. El uso de las ecuaciones de Lagrange para el

modelado dinámico de manipuladores se reduce a cuatro etapas:

1. Calculo de la energía Cinética: K(q, q)

2. Calculo de la energía Potencial: U(q)

3. Calculo del Lagrangiano:L(q, q)

4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange

La energía cinética K(q, q) de un robot manipulador de n grados de Ubertad formado por

eslabones rígidos puede expresarse siempre como:

K(q,q)=l-qTH(q)q (2.9)

donde H(q) es una matriz simétrica definida positiva de n x n denominadamatriz de inercia.

La energía potencial U(q) no tiene una forma específica como el caso de la energía cinética,
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pero se sabe que depende del vector de posiciones articulares q. El lagrangiano L(q, q) dado

por la Ec. (2.8), es en este caso:

L(q,q) = --qTH(q)q-U(q)

Con esta forma para el lagrangiano, la Ec. (2.7) puede expresarse como:

d_
dt

d_
dq \qTH(qK \fH(q)q

(2.10)

(2.11)

Por otra lado, puede verificarse que:

dq
IfH^q = H(q)q

\qTH(q)q = H(q)q+H(q)q
dt [dq

Considerando las expresiones anteriores, la ecuación de movimiento toma la forma:

o de modo compacto

donde

nm +Hm
- ~

[?H(q)q] +^ =

H(q)q + C(q,q)q + g(q) (2.12)

C(q,q)q = H(q)q

g(q) =
dU(q)

dq

La Ec. (2.12) es la ecuación dinámica para robots de n grados de Ubertad. Nótese que la Ec.

(2.12) es una ecuación diferencial vectorial no Uneal de segundo orden acoplada, que relaciona

las posiciones, velocidades y aceleraciones de las uniones con los momentos de fuerza de las

mismas. El término C(q, q)q es un vector de n x 1 llamado vector de fuerzas centrífugas y de

Coriolis1
, g(q) es un vector de n x 1 de fuerzas o pares gravitacionales y r es un vector de

nxl llamado vector de fuerzas torques, siendo generalmente los pares y fuerzas aplicada**;

por los actuadores en las articulaciones.

La matriz C(q, q) € •Rnxn puede no ser única, pero el vector C(q, q)q si lo es. Una manera

de obtener C(q,q) es a través de los coeficientes o símbolos de Cnristoffel Cijk(q) definidos

como:

1

djk(q)
dHkj(q) dHkl(q) dHtj(q)

dq¿ dqj dqk
(2.13)

1
Es la fuerza que experimenta un cuerpo con masa que se desplaza sobre otro objeto en rotación.
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Los elementos H(q) C(q, q) y g(q) son funciones de los parámetros cinemáticos y dinámicos

de los eslabones, y se pueden obtener expresando la energía cinética y potencial en termmos

de la posición y velocidad de las uniones. La energía cinética está dada por la sumatoria
de

las energías cinéticas de cada eslabón del manipulador, es decir,

K = Y,Ki (2-14)
¿=i

donde /_". denota la energía cinética del eslabón i. Esto puede ser calculado haciendo referencia

a todas las cantidades al marco de referencia del eslabón i como:

Ki = jCwW* + KPÍ'Pi +MrfCPi x¿ Wi)) (2*15)

En la Ec. (2.15), m. es la masa del eslabón i, iIi es el tensor de inercia del eslabón i con

respecto al marco de referencia del origen i

(lixx
*ixy *ixz \

lixy hyy Hyz I (.'■-'• **-DJ

*ixz -'íd*! •"■tzz /

y m\ri es el primer momento de inercia con respecto al marco de referencia del origen i

m\ri = ( mirix miriy m,iTiz ) (2.17)

siendo r¿
—

Pá
—

pi, donde Pd que es el vector de posición del centro de masa del eslabón . y

Pi es el vector de posición del marco de referencia del eslabón origen i. Procediendo como la

energía cinética, la energía potencial esta dada por

v=Y*Ui (2-18)
i=l

Donde Ui denota la energía potencial del eslabón i

U¿ = -m,V°Pci (2.19)

siendo g es el vector de gravedad.

Ecuaciones de Newton-Euler

Este tipo de formulación permite obtener la dinámica de un manipulador rígido sin derivar

las expresiones expUcitas de los términos H, C y g. Las ecuaciones son obtenidas como

resultado de dos cálculos recursivos; nombrados recursivo hacia adelante, para calcular las
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Unión t Unión i + 1

• /

Figura 2.5: Caracterización del i-ésimo eslabón para las ecuaciones de Newton Euler.

velocidades y aceleraciones de los eslabones del eslabón 0 al n ; y recursivo hacia atrás, para

calcular las fuerzas y momentos de los eslabones desde eslabón n al 0. Si definimos a p, como

el vector de posición del origen del marco de referencia del eslabón t. Entonces la velocidad

lineal del origen del marco de referencia del eslabón i está dada por:

Pi
=

Pi-i +Wí-i x p^ + (¿qiOi (2.20)

donde la velocidad angular del eslabón i está dada por

j¿í
=

o;.--. + ¿ó-O. (2.21)

Derivando la Ec. (2.20) y la Ec. (2.21) se obtiene

Pi
= Pi-i +w.-i x pi__i x (u.._i x Pí_i,í) + ¿-(-fto,- -I- 2w._i x -joj) (2.22)

y

w-¡
= ü)i-i + ii(q\Oi +Ui-i x q¡a_) (2.23)

Además, si se define p_¡ como el centro de masas del eslabón i
,
su aceleración estaría dada

por

Pá=Pi+ ¿» x ri + -j, x (_*., x r.) (2.24)

Con referencia a la Fig. 2.5 donde definimos a 0¿ como el origen del marco de referencia del

iésimo eslabón, las ecuaciones de Newton definen un balance de fuerzas actuando sobre el

eslabón i en la forma de

1,
= rr^pd

-

n^g + -?l+1 (2.25)

donde -*, denota la fuerza ejercida por el eslabón i — 1 sobre el eslabón i en el origen del

marco de referencia del eslabón i Sustituyendo la Ec. (2.24) en la Ec. (2.25) quedando

7¿
= niipi + úiX niiri + u>¿ x (t*.. x m,^) + /,-_i (2.26)
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El efecto de m-ig será automáticamente introducido tomando po
= —g- Las ecuaciones dc

Euler también ofrecen un equiUbrio de momentos actuando sobre el eslabón t (referido al

centro de masas) en la forma de

/i-
= /,-C, + r¿. X (/.o.,) + Tj x 7, + fli+l + PeM+1 * 7t+l (2.27)

donde /é es el tensor de inercia del eslabón i con respecto de su centro de masas. ApUcando

el teorema de Steiner [32. 10). el tensor de inercia respecto al origen del marco de referencia

i. está dado por

/, = /, + m,ST(ri)S(r,) (2.28)

entonces la Ec. (2.27) via la Ec. (2.24) puede ser reescrita como

fii
= I,l\ + *•, x (I,nj,) + m^r, xpt-\- /i,>i + pu+l x 7,4-1 (2.29)

El momento de fuerza del iésimo eslabón u¿ puede ser obtenido proyectando ~a(n_) sobre el

eje Z,. es decir

u»
= (Cili + Íilk)TOi + /m.9. + F^signiqi) + Fw«, 1/2.30)

donde las contribuciones del motor de inercia y la fricción de las uniones se han agregado.
Para mayor información de este método referirse a [10].

Dinámica Directa e Inversa

Las dinámicas directas del manipulador nesesarias para que un conjunto conocido de mo

mentos de fuerza de unión u*, se obtengan las posiciones, velocidades y aceleraciones resul

tantes. Para lo segundo, nos conciernen las dinámicas inversas del manipulador que, contrario

a las dinámicas directas, de un conjunto conocido de posiciones, velocidades y aceleraciones

de las uniones se obtienen los momentos de fuerza de uniones resultantes. El cálculo para

la dinámica directa es. en general, mayor que el necesario para obtener la dinámica inversa

de un manipulador. Esto es. porque el modelado dinámico da naturalmente el mapeo de

posiciones, velocidades y aceleraciones de unión a los momentos de fuerza de unión, como se

muestra en la Ec. (2.12). En cambio para la dinámica inversa suele precederse a través de la

Ec. (2.12) se obtiene

q=H-\q)(u-h(q.q)) (2.31)

donde h(q, q) = C(q, q)q+g(q)+((> y <t> representa dinámica no modelada, términos de fricción.

perturbación externa, etc. De esta ecuación podemos obtener una representación en espacio

de estados como:

¿i

.

■*"■»

Donde xi = q es el vector de posiciones angulares (n x 1) de las uniones y
j

_

=

q os el vector

de velocidades angulares (n x 1), está representación nos provee de
2ti ecuaciones diferenciales

■T2

H-l(q)h(q.q)
+

0

H'x(q)u
(2.32)
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ordinarias, las cuales pueden ser integradas en el tiempo bajo condiciones iniciales conocidas

para obtener los estados x_ y x_> . Cabe destacar que la representación (2.32) está en la forma

No-Lineal Controlable por Bloques (NLCB) véase (A.l). Los términos H y h pueden ser

obtenidos por medio de las ecuaciones de Lagrange, pero un método mas eficiente consiste en

usfir las ecuaciones de Newton-Euler de la siguiente manera: los vectores C(x_, X2) y g(x\) se

obtienen de computar u con x_
= 0 de la Ec. (2.32). Entonces, las columnas Hi de la matriz

H(x\) se obtienen como el momento de fuerza u con g
= 0, x2 = 0, <j. = 1 y g¿

= 0 para j ^ ..

Iterando este procedimiento para i = 1, ...,n podemos obtener toda la matriz de inercia.

2.2. Control por Modos Deslizantes (MD)

Esencialmente, el control basado en modos desUzantes utiUza leyes de control discontinuas,

las cuales forzan a las trayectorias del sistema a evolucionar sobre la variedad2 determinada

por la restricción planteada, en el espacio de estados. A este modo de funcionamiento, ilustra

do en la Fig. 2.6 se lo denomina operación por modos desUzantes (MD). Se caracteriza por
ser altamente robusto o invariante ante cierto tipo de perturbaciones externas y variaciones

en los parámetros del sistema. Además, la operación en modo deslizante es de orden reducido,

quedando fijada tal dinámica por la función de restricción diseñada.

trayectoria

del HÍHteiua

variedad de

conmutación

Figura 2.6: Operación en modo deslizante ideal.

2
Una variedad es una generalización del concepto intuitivo de superficie, cuando se trabaja en espacios de

cualquier dimensión. Algo más formalmente, una variedad n-dimensional es un espacio topológico localmente

Euclídeo, es decir que cada punto de la variedad tiene un entorno topológicamente igual a un conjunto abierto

en»".
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2.2.1. Planteamiento del Problema

Se considera el siguiente sistema no lineal con control afín

x(t) = f(t,x) + g(t,x)u(t) (2.33)

donde x(í) G 5Rn, u(í) € 5tm, f(t,x) € SRnxn, y g(t,x) 6 3£nxm. El cual se puede describir

de manera más general como x = F(x,u). Luego, se define una función suave de los estados

compatible con algún objetivo de control deseado, a partir de la cual queda determinado el

conjunto:

S = {xCRn : <Ji(x) = 0}

que representa la ¿-ésima superficie o variedad de conmutación en el espacio de estados n-

dimensional

a(x) - Mx),<r2(x),...,írm(x)]T = 0

La ley de control más sencilla que puede plantearse, con la idea de lograr que el sistema

opere sobre la superficie de conmutación, consiste en alternar los valores de u entre dos

valores posibles, según el signo de <r(x):

Ut

t«T(í,
x), si ffi(x) > 0

,2 g4-
x), si (Ji(x) < 0

i = 1,2, ...,m

donde los niveles de u. son funciones suaves de los estados. En estas condiciones, el sistema de

la Ec. (2.33) controlado podrá expresarse a través de dos subsistemas continuos, dependiendo
del signo de a(x):

_,, v / F(x,u+) = F+(x), si o(x) > 0
fr)QKr

x = F(x,u) = < „; _( __) ( ) ( _ (2.35)v ' '

\ F(x,u ) = F (x), st <t(x) < 0
v '

Se dice que existe un régimen deslizante sobre la variedad S, cuando la aplicación de la ley

de conmutación de la Ec. (2.34) resulta en que las trayectorias alcanzan tal variedad y se

mantienen localmente en su entorno. Para que esto suceda, los campos vectoriales controlados

de los dos subsistemas continuos, F+(x) y F~(x), deben apuntar localmente a S, como se

muestra en la Fig. 2.7. Para que esto ocurra, es necesario que en el sistema controlado se

satisfagan las siguientes desigualdades en las proximidades de S

{
&(x) < 0, si a(x) > 0

^ og*»

a(x) > 0, si a(x) < 0

es decir, que si <7.(x) > 0, se debe decrecer a(x) < 0 y viceversa. Estas condiciones son las

necesarias para garantizar la convergencia a la variedad de deslizamiento y la permanencia
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<*-(.*•) >o

. *r(r) = 0

(7(-r) <0

Figura 2.7: Condición para la existencia de régimen deslizante sobre S.

en una vecindad de la misma, es decir, para la existencia de un régimen deslizante. Las

desigualdades anteriores pueden condensarse en una única desigualdad:

&(x)cr(x) < 0

que deben cumplirse al menos en las vecindades de S. Cuando la frecuencia de conmutación

no es infinita, como sucede en cualquier implementación práctica, o en caso de que existan

dinámicas no modeladas, las conmutaciones generan oscilaciones de amplitud finita y alta fre

cuencia en las trayectorias al evolucionar sobre la variedad de deslizamiento. A este fenómeno

se lo denomina efecto chattering y constituye el principal defecto de los modos desUzantes.

Una idea esquemática de esta situación puede observarse en la Fig. 2.8.

trayectoria

dt*l sistema

variedad dc

conmut ación

Figura 2.8: Conmutación a frecuencia finita.

2.2.2. Existencia del Modo Deslizante

El problema de la existencia puede ser visto como un problema de estabiUdad generali

zada, por lo tanto, el método de Lyapunov proporciona un entorno natural para el análisis.
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Específicamente, la estabilidad en la superficie deslizante requiere seleccionar una función

Lyapunov generalizada V(t, x) que es definida positiva y tiene una derivada temporal nega

tiva en la región de la atracción. Definiendo formalmente como:

Teorema 1.1 Un dominio D C S sea el dominio del modo deslizante, es suficiente que en

alguna región ü C i?" donde Í2 D D existe una función V(t, x, a) continuamente diferenciable

con respecto a la totalidad de sus argumentos, satisfaciendo las condiciones siguientes:

1. V(t, x, cr) es definida positiva con respecto a a, es decir, V(t,x, a) > 0, si a -^ 0 para

todo x G íí, y en la esfera \\ a \\= p, para todo x G í_.

inf V(t, x, a) = hp and hp>0 para p^O (2.37)

sup V(t, x, <t) = Hp Hp>0 (2.38)
IMI=P

donde hp, y Hp , depende de p.

2. La derivada temporal total de V(t, x, a) tiene un supremo negativo para todo x G

í. excepto en puntos en la superficie deslizante donde las entradas de control están

indefinidas, y por lo tanto la derivada de V(t,x,a) no existe [12].

La estructura de la función V(t,x,a) determina la facilidad con la que se calculan las ga

nancias de realimentación implementando un diseño de control basado en modos deslizantes.

Desafortunadamente, no existen métodos estándares para encontrar funciones de Lyapunov

para sistemas no lineales.

Tenga en cuenta que, para sistemas de una entrada una función de Lyapunov muy usada es

V(t,x,) = \o\x)
la cual es globalmente positiva definida. En control con modos deslizantes, a dependerá del

control y por lo tanto las ganancias de realimentación pueden ser elegidas de modo que

V(t,x,a) = a~<0 (2.39)

En el dominio de atracción, a continuación, la trayectoria de estado converge a la superficie

y está restringida a la superficie por todo el tiempo posterior. Esta ultima condición se

denomina condición de alcance o de alcanzabilidad y se asegura de que la variedad deslizante

se alcanza asintóticamente. La condición (2.39) a menudo se sustituye por la llamada r¡-

condición de alcanzabilidad (r¡ -reachability condition) [43]

V(t,x,a) = a^<-r,\o\<0 (2-40)
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la cual asegura convergencia en tiempo finito a o(x) = 0, ya que por la integración de (2.40)
se tiene

\a[x(t)]\
-

|<x[x(0)]| < -v¡t

mostrando que el tiempo requerido para alcanzar la superficie, a partir de la condición inicial

cr[x(0)] esta acotada por

|q[x(0)]|
í»

—

2.2.3. Control Equivalente

El método de FiUppov es una técnica posible para determinar el movimiento del sistema

en modo de desUzamiento, paramás detaUes [43, 36, 38]. Una técnica más fácilmente aplicable
a sistemas mult i-entrada es el método de control equivalente, como se propone en [43]. Se ha

demostrado que el método de control equivalente produce la misma solución de el método

de FiUppov si el sistema controlado es afín en la entrada de control. El método de control

equivalente puede ser utilizado para determinar el movimiento en modo de deslizamiento.

Considere el sistema de la Ec. (2.33), el primer paso de la estrategia de control equivalente
es encontrar la entrada u^ tal que la trayectoria de estado permaneszca en la variedad

deslizante a(x) = 0. La existencia del modo desUzante únpüca que <r(x) — 0 para todo f > ín

y á(x) = 0

Al diferenciar o(x) con respecto al tiempo se tiene que

do'

dx
x(t) =

da

dx
[f(t,x) + g(t,x)Ueq]=0 (2.41)

donde u^ es llamada control equivalente. Tener en cuenta que, bajo la acción del control

equivalente u^ cualquier trayectoria que inicie en la variedad o(x) = 0 permanece a eUa, ya

que á(x) = 0. Para calcular tie,, se asume que el producto de matrices [||] g(t, x) son no

singulares para todo tyx. Entonces

*eq ^-£7(í,x)
OX

1

£>«**> (2.42)

Por lo tanto, dado <7[x(í0)] = 0, la dinámica de el sistema en la superficie desUzante para

t > t0, se obtiene sustituyendo la Ec. (2.42) en la Ec. (2.33), es decir,

x(í) = I-g(t,x) -¿-9(t,x)
ax

-x -1

do

dx
f(t,x) (2.43)
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Esta estructura puede ser ventajosa en el diseño de la superficie deslizante. Tenga en

cuenta que Ec. (2.43) con la restricción de o(x) = 0 determina el comportamiento del sistema

en la superficie deslizante.

El sistema equivalente debe satisfacer no solo las n-dimensionales dinámicas de estado de

la Ec. (2.43), sino también las m ecuaciones algebraicas dadas por cr(x) = 0. El uso de ambas

restricciones reduce la dinámica del sistema a partir de un n-ésimo orden a un (n
—

m)-ésimo
orden.

2.2.4. Diseño de Controlador por MD

El diseño del controlador es la segunda fase del procedimiento de diseño de control basado

en modos desUzantes. El problema es elegir las ganancias capaces de forzar la trayectoria
del sistema a la superficie deslizante manteniendo una condición de modo deslizante. La

suposición es que la superficie deslizante ya ha sido diseñada.

En el diseño de control existe un enfoque denominado método de diagonalización y la

caracteristica escencial de este método es la conversión de un problema de múltiples entradas

en m entradas simples. Este método se basa en la construcción de un nuevo vector de control

u" a través de una transformación no singular del control original definido como

g(t,x)u(t) (2.44)

Donde Q(t,x) es una arbitraria mxm matriz diagonal con elementos c/.(í,x), .

= 1, ...,m,
tal que |<_.(£,x)| > 0 para todo t > 0. En términos de u* el estado dinámico se convierte en

-i

Q(t,x)u*(t) (2.45)

A pesar de que esta nueva estructura de control parece más complicada, la estructura de

á(x) = 0 permite de forma independiente elegir las m-entradas de u* para satisfacer las

condiciones suficientes de existencia y alcanzabilidad de un modo deslizante. Una vez u*

es conocido, es posible invertir la transformación para producir la u nesesaria. Como ya se

menciono que para la existencia y alcanzabilidad de un modo deslizante es suficiente satisfacer

la condición a(x)a(x) < 0. En términos de u*

x = -£f(t,x) + Q(t,x)u*(t) (2.46)

De está manera, si las entradas u*+ y u¡~ se eUgen de tal forma que satisfacen

n

qá(t, x)u¡+ < - 53 *ufj(tt x) cuando -x,(x) > 0 (2.47)

u*(t) = -Q~1(t,x)
da

dx

x(t) = f(t,x)+g(t,x)
da

dx
g(t, x)
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g,*(í, x)u¡ > - ^2 °ijfj(t, x) cuando Oj(x) < 0 (2.48)
.=i

Entonces las condiciones suficientes para la existencia y alcanzabilidad, en particular
las condiciones (2.47) y (2.48) obligan a cada término en la sumatoria de aTa ser definida

negativa.

Además del método de diagonalización, diferentes enfoques han sido propuestos en la

literatura ver [36, 43]. Una posible estructura de control paxa la Ec. (2.34) es

Ui = uieq + UiN (2.49)

donde u^ es la i-esima componente del control equivalente (cual es continuo) y donde unf es
un término discontinuo de la Ec. (2.34). Para controladores que poseen la estructura (2.49),
resulta que

ó{x) = fa.i= ^[/(¿■•*O + 0(*.**c)("eí + Uav)]

=

fclfi1' X) + 9(t, x)Ueq] + fcÁt, X)UN

da . .

=

Q-dit. X)UN

Por simplicidad ,
se asume que = ^g(t, x) = /. Entonces a(x) = u/v, entonces lo cual permite

una fácil comprobación de condiciones de existencia y alcanzabilidad de el modo desUzante, es

decir, la condición ai(x)ái(x) < 0 cuando ai(x) ^ 0. Se muestran algunas diferentes posibles
estructuras de control para u_v

Uín
= —asign(a(x)) a > 0

uN
= -Lo(x) LG»mxro y L>0

a(x)

UN=~ü(xñp
p>0

2.2.5. Control de Sistemas No Lineales basado en MD

La motivación para la exploración de los sistemas con incertidumbre es el hecho de que

la identificación del modelo de sistemas del mundo real introduce errores de parámetros. Por

lo tanto, los modelos contienen parámetros inciertos que a menudo se sabe que se encuen

tran dentro de ciertos límites. Para representar las incertidumbres en la planta debido a las

variaciones paramétricas considerando la dinámica
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x(í) = [f(t, x) + A/(í, x, r)] + [g(t, x) + Ag(t, x, r)] u(t) (2.50)

donde r(t) es una función vectorial de parámetros inciertos cuyos valores pertenecen a un

conjunto cerrado y acotado. Las incertidumbres de la planta A/ y Ag se requiere que estén

en la imagen de g(t, x) para todos los valores de t y x. Este requisito es llamado condición

vinculante3 Asumiendo que las condiciones matching condition se satisfacen, es posible

agrupar a la incertidumbre total de la planta en un solo vector e(í, x(í), r(í), u(t)) y representa
la incertidumbre de la planta como

x(í) = f(t, x) + g(t, x)u(t) + g(t, x)e(t, x(í), r(t), u(t)) (2.51)

con condición inicial x(í0) = x0.

La estructura de control basado en modos deslizantes para el sistema (2.33) será

u = ueg + uN (2.52)

donde «e, es el control equivalente para la Ec. (2.33) asumiendo que todas las incertidumbres

e(t, x, r, u) son cero y tijv debe ser diseñado para tener en cuenta las incertidumbres diferentes

de cero. Considerando la superficie deslizante a(t, x) — 0, se puede calcular que

da

Tx9

-i

da da

dt dx
(2.53)

asumiendo que ^g es no singular y que e(t, x, r, u) = 0. Es nesesario tomar en cuenta las

incertidumbres y desarrollar una expresión para un.

Se supone que

II e(t,x,r,u) ||2<p(í,x)

donde p(t, x) es una función escalar no negativa.

Antes de especificar la estructura de control, se elige la función de Lyapunov generalizada
como sigue

V(t,x)=l-aT(t,x)a(t,x) (2.54)

Con el fin de asegurar la existencia de un modo deslizante y sea atractivo a la superficie, la

condición de alcanzabilidad

dV
, -r ,v t. n

-_-(*, X) = V = aT&<0
dt

3
Condición vinculante (en inglés matching condition), significa que tal perturbación es colineal con el

vector de campo de control g(t, x).



2.3. Modos Deslizantes de Alto Orden 23

debe satisfacerse cuando a(t, x) *j¿ 0 donde

. ,
. da da

^X) = Yt+-diX

de forma del controlador de la Ec. (2.49), el término u^ puede ser elegido como se mostró en

el apartado anterior, verificando que V(t, x) sea definida negativa.

2.2.6. Chattering

En apUcaciones reales, no es razonable suponer que la señal de control que evoluciona en

el tiempo puede conmutar a frecuencia infinita. La frecuencia de oscilación de control resulta

ser no solo finita sino también casi impredecible. La principal consecuencia es que el modo

desUzante tiene lugar en una pequeña vecindad de la variedad deslizante, cuya dimensión es

inversamente proporcional a la frecuencia de conmutación del control [43, 36].

Un enfoque basado en el uso de aproximaciones continuas de la función sign(-) (como la

función sat(-), la función tanh(-) y así sucesivamente) en la aplicación de la ley de control.

Una consecuencia de este método es que la propiedad de invariancia se pierde. El sistema

posee robustez que es una función de la anchura de la capa límite. Se señaló en [40] que
está metodología es altamente sensible a la dinámica rápida no modelada, y en algunos casos

puede conducir a un rendimiento inaceptable. En conclusión, los enfoques de aproximaciones

continuas que eliminan el chattering, se paga el precio de perder la propiedad de invarian

cia. Un enfoque más reciente e interesante para la atenuación del chattering consiste en los

denominados modos deslizantes de alto orden. Estos restringen aún más el movimiento del

sistema sobre la variedad de deslizamiento, estableciendo condiciones de mayor suavidad al

mismo.

2.3. Modos Deslizantes de Alto Orden

Los modos desUzantes de orden superior generalizan la idea básica de modo deslizante

que actúan directamente sobre las derivadas temporales de orden superior de la variable de

desUzamiento en lugar de influir en su primera derivada temporal como ocurre en modos

deslizantes estándar. Manteniendo las principales ventajas del enfoque original, al mismo

tiempo disminuyen el efecto chattering y proporcionan una precisión aún mayor en la práctica.

El principal problema en la implementación de los modos deslizantes de orden superior es la

demanda creciente de información. En términos generales, cualquier controlador basado en

modos desUzantes de r-ésimo orden requiere el conocimiento de las derivadas temporales de

la variable desUzante hasta el (r
-

l)-ésimo orden. Las únicas excepciones son los algoritmos

de control basados en modos deslizantes de segundo orden.
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Por esta razón, estos controladores basados en modos deslizantes de segundo orden son los

más utilizados en la práctica entre los controladores de orden superior debido a su simplicidad

y de su baja demanda de información.

2.3.1. Orden Deslizante y Conjunto Deslizante

El orden del modo deslizante define el grado de suavidad de la dinámica del sistema en las

proximidades de la variedad de deslizamiento. Más concretamente, es el número de derivadas

totales de a que son continuas en las cercanías de la variedad (incluyendo la derivada cero,

es decir a misma).

Matemáticamente, r-MD está caracterizado por que las primeras derivadas r derivadas

de a, r = 0, 1, .

, (r — 1) son continuas, la r-ésima es discontinua y se verifica:

a = a = a = = a(r_1) = 0 (2.55)

ecuación que resulta en una condición de dimensión r en el estado del sistema dinámico. Así,
el modo deslizante original 1-MD, ya que su primera derivada resulta discontinua. Supóngase
una restricción dada por a(x) — 0, donde es suficientemente suave y sus derivadas temporales

a = a = = cr^7--1) existen y son funciones que toman un único valor para cada x y son

continuas. Es decir, la discontinuidad no aparece ni en cr ni en sus primeras (r
—

1) derivadas.

En estas condiciones, el conjunto de igualdades dado por la Ec. (2.55) define unívocamente
el conjunto de deslizamiento de orden r. Si este conjunto no vacío y localmente integrable en

el sentido de Filippov, entonces el movimiento restringido a este conjunto se denomina r-MD

o modo deslizante de orden r con respecto a la función de restricción a.

2.3.2. Modos Deslizantes de Segundo Orden

Entre las razones que han motivado la actividad de desarrollo de los 2-MD corresponde a

la atenuación del chattering característico del 1-MD, mientras que la segunda tiene que ver

con disponer de métodos de control robustos para sistemas con salidas de grado relativo 2,

perturbados y con incertidumbre.

En sistemas de grado relativo 1, los algoritmos 2-MD pueden emplearse como mejora del

MD estándar (1-MD) reduciendo el chattering. Para ello puede utilizarse una ley por 2-MD

en la derivada de la acción de control en vez de en la acción misma. De este modo, la entrada

de control del sistema es la integral de la ley discontinua por 2-MD, que es continua y permite
lidiar en forma robusta con la incertidumbre y las perturbaciones pero reduciendo el efecto de

chattering. Otra posibilidad es emplear un algoritmo 2-MD desarrollado específicamente para
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atacar este problema, como el STA o variantes del mismo. El precio a pagar consiste en una

disminución de la robustez, ya que no puede garantizarse la precisión frente a perturbaciones

discontinuas, es decir, la continuidad de la acción de control tiene como desventaja el no

poder compensar inmediatamente variaciones abruptas.

2.3.3. Planteamiento del Problema

Considérese un sistema dinámico con una entrada de la forma

x = a(t, x) + b(t, x)u (2.56)

donde x G 5f" son los estados del sistema, u G K es la entrada de control, y a(t, x) and b(t, x)
son campos vectores que representan incertidumbre Sea a(t, x) = 0 la variedad desUzante

elegida, entonces el objetivo de control es forzar el modo deslizante de segundo orden en la

variedad deslizante a(t, x) = 0, es decir,

a(t, x) = á(t, x) = 0 (2.57)

en tiempo finito. Dependiendo de el grado relativo4 del sistema, dos casos diferentes deben

de considerarse, es decir,

A: Grado Relativo r = 1, i.e., 4-ij ^ 0

B: Grado Relativo r = 2, i.e., -¿ó = 0, £¡á ¿ 0

Caso A: En este caso, el problema de control se puede resolver basándose en el control por

modos desUzantes de primer orden, sin embargo, el control por modos desUzantes de segundo
orden también se puede utilizar con el fin de evitar el efecto chattering. Para este proposito
u se considera como una salida de algún sistema dinámico de primer orden y la derivada

temporal de la planta de control ti es considerado como una variable de control auxiliar [36].

Un control discontinuo ú(í) conduce la variable de deslizamiento a a cero, manteniendo

cr = 0 en el modo de desUzamiento de segundo orden, de modo que el control de la planta
u es continua y el efecto chattering se evita. La primera y segunda derivada temporal de la

variable de desUzamiento están dadas por

/*) fi

a = —a(t, x) + -r-o(t, x) [a(t, x) + b(t, x)u(t)] (2.58)
at ox

a = xpA(t,x,u) + -yA(t,x)ú(t) (2.59)

4
El grado relativo de una función de los estados de un sistema o de una salida de un sistema, es igual a

la cantidad de veces que es necesario derivar aquélla respecto del tiempo para que aparezca la entrada del

control en forma explícita.
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donde

<pA(t, x, u) = JU(Í, x, u) + -^a(t, x, u) [a(t, x) + b(t, x)u(t)] (2.60)

lA(t,x) = -^a(t,x)b(t,x) (2.61)

La entrada de control u es entendida como una perturbación desconocida que afecta al

término <pA(t, x, u). La derivada del control ü se utiUza como una variable auxiUar de control

que es diseñado con el fin de satisfacer el objetivo de control de conducir a y a a cero. La

derivada con respecto al tiempo del control ú afecta a la dinámica a.

Caso B: El control no afecta directamente la dinámica de a pero afecta directamente a, es

decir,

a = -a(t, x) +—a(t, x)a(t, x) (2.62)

ó = <^b(í, x. u) + jB(t, x)u(t) (2.63)

donde

rpB(t, x) = gi^(t, x, u) + g-Ht. xr u)a(t, x) (2.64)

7s(í, x) = o-ó"(í, x, u)b(t, x) (2.65)

Debe asumirse que

TbM/O (2.66)

lo que significa que la variable de deslizamiento, entendida como una salida del sistema,

deberá tener el grado relativo dos. En este caso el control actual u es discontinuo. Ambos

casos AyB pueden ser tratados como un tratamiento unificado, como la estructura del

sistema que ha de estabiUzarse es exactamente igual, es decir, un sistema de segundo orden

con incertidumbres con dependencia afín en la señal de control correspondiente (la derivada

del control ú en el caso A, el control actual u en el caso B). Por esta razón será abordado y

resuelto el problema de la estabilización del sistema

yi (í) = a(t,x)

y1(t)=y2(t) (2.67)

y2(t) = v(-)+-y(t,x)v(t)

Los términos </;(•), y v(t) tienen diferentes siginificados y estructuras en el caso AyB. Más

precisamente:

Caso A:

<p(-) = <pA(t,x,u) (2.68)

v(t) = ú(t) (2-69)
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CasoB:

<p(-) = <pB(t,x,u) (2.70)

v(t) = u(t) (2.71)

Como se expuso anteriormente, en el caso A, Uamado el caso antichattering, el enfoque

basado en modo deslizante de segundo orden alcanza el objetivo de control por medio de

una entrada de control continuo. De hecho, la señal de control actual discontinua v(t) es la

derivada de la entrada de la planta u, la cual, obtenido mediante la integración de la derivada

discontinua, resulta ser continua. En el caso B, que es el grado relativo dos, el control actual

u(t) es dicontinuo.

El problema de la estabiUzación se resuelve bajo el supuesto de que a no está disponible

para las mediciones. Este hecho, junto con la presencia de incertidumbres, hace que el pro

blema no sea fácil solucionarse. La existencia de una solución es, obviamente, una relación

estrecha en la hipótesis pertinentes sobre la dinámica incierta. La suposición de acotación

global de la incertidumbre, es decir, los términos inciertos están deUmitadas por términos

conocidos constantes positivos según

|V(")I < * (2-72)

0 < Gt < 7(í, x) < G2 (2.73)

En resumen, el problema de control por modos deslizantes de segundo orden para sistemas

de n-ésimo orden de tipo

x = a(t, x) + b(t, x)u a = a(t, x) (2.74)

donde x G §?" estado del sistema, u G 3i es la entrada de control, y a(t, x) y b(t, x) cam

pos vectores inciertos, puede ser reducido a un problema de estabilización de sistemas con

incertidumbres de segundo orden, es decir,

yi(t) = y2(t) , r

y2
= <p(-) + -r(t,x)v(t)

V-7b>

donde t/i y yi representan la variable deslizante actual y sus derivadas, respectivamente, y-¿

no está disponible para medición, y los términos inciertos xp y 7 son tales que

IVÍOI < * (2-76)

0<G1<-y(t,x)<G2 (2.77)
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2.3.4. El Controlador Super Twisting

Este algoritmo de control Ua sido desarroUado para el control de sistemas con un grado

relativo uno con el fin de evitar el efecto chattering además de brindar una ley de control

totalmente continua, permitiendo compensar exactamente perturbaciones Lipshitz y asegu

rando convergencia en tiempo finito. Su nombre proviene de las trayectorias en el plano

2-deslizante que se caracterizan por un simular un twisting sobre el origen, para más detalles

refiérase a [43]. La ley de control continua está constituida por dos términos; uno se define

por la derivada de un término discontinuo y el otro es una función continua de la variable

desUzante conocida como se muestra en la Fig. 2.9

Figura 2.9: Trayectoria de controlador STA en el retrado de fase.

Considere el sistema de la Ec. (2.75) con incertidumbre que satisface la Ec. (2.76) y la Ec.

(2.77), t/2 no esta disponible para mediciones, y asumimos que el grado relativo de el sistema

es uno. Entonces, el algoritmo de control está definido como

u(i) = -\\yi\psign(y-i) + u-l

u'i = asign(y{)

con las restricciones

a >

$

A2>

Gx

4§G2(a + $)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

G\Gx(a - $)

0 < p < 0.5

es capaz de forzar el modo deslizante de segundo orden a la variedad desUzante a(t, x) —

a(t, x) = 0 en tiempo finito. Tenga en cuenta que el STA no necesita ninguna información

sobre la derivada temporal de la variable de deslizamiento.



Capítulo 3

Modelado del sistema

En este capítulo se presenta la construcción de modelos matemáticos adecuados para con

trolar la fuerza y la posición en robots manipuladores de n grados de Ubertad. En la primera

sección se fórmula un modelado matemático (Enfoque: No Restringido) que no toma en cuen

ta ninguna restricción referente a su morimtento. En la sección final del capítulo se presenta

un modelado matemático (Enfoque: Restringido) el cual incorpora restricciones de tipo ho-

lonómicas al sistema.

3.1. Modelado Matemático: Enfoque No Restringido

El modelo matemático del manipulador robótico está dado por la Ec. (2.12) pero consi

derando la fuerza externa generada por el ambiente está dado de la siguiente manera como

en 32]:
H(q)q + h(q,q) + K = T + JZF0 (3.1)

donde g 6 S" es el vector de variables de uniones; r G 5?" el vector de los pares generados

por los actuadores en las uniones; H G 3?"xn es matriz de inercia y h G S?"*1 represente los

términos no Uneales concerniente a los efectos de fuerzas de Coriolis. centrípetas, gravitacio-

nales y de fricción, el término Ap corresponde a perturbaciones y variaciones paramétricas

y el término Fa es la fuerza de contacto con respecto al marco de referencia de la base del

sistema y Jj denota la matriz jacobiana o jacobiano del manipulador.

También, sea °fí- una matriz de rotación la cual transforma vectores expresados con

respecto al marco de referencia del ambiente en el espacio cartesiano a vectores expresados

con respecto al marco de referencia de la base del sistema quedando como

H(q)q +^4) + AP
= t + Jj(°R_F) (3.2)

donde F es medido en el espacio cartesiano Uustrado en la Fig. 3.1.

29
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IÍWI*l¡llafll,¡llí»_rHm

Figura 3.1: Configuración del manipulador.

Se tiene que </T(<7) = jJ(q)°R<_ tal que

H(q)q + h(q,q) + \p = T + JT(q)F (3.3)

Ahora sea x un vector de posición del efector final y T(-) sea un mapeo que transforma del

espacio de uniones joint space al espacio cartesiano task space. Se presentan los mapeos ci

nemáticos abordados en el capítulo 2 necesarios para la construcción del modelo matemático.

x = T(q)=*q = T(x)-1

± = J(q)q =>q = J(q)~1x (3.4)

x = J(q)i¡ + j(q)q => q
= J(q)~1(x - J(q)q)

Se asume que el manipulador no pasa por ninguna singularidad, esto es nesesario para que

las transformaciones sean invertibles.

Se definen las variables de estado u_
=

q y v2
—

q, con las cuales se puede obtener una

representación en variables de estado como en (2.32)

t-i

¿2

V2

H-^v^t + JT(q)F - h(vi,vi)) + A(v,, Va, í)

De la Ec. (3.3) se sustituye la Ec. (3.4) como:

# (<.)(./(<7r1(¿ - J(q)q)) + K +%. ?) = T + jT(<i)F

(3.5)

(3-6)
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En este punto se procede a obtener la dinámica del manipulador en el espacio cartesiano en

la forma

H*x + h*(x,x) + X;
= Q* + F

donde Q* representa las entradas de fuerza generalizada en el espacio cartesiano, sin embargo
está representación es inconveniente debido a que la entrada física actual está en r y no en

Q*. Por lo que es apropiado utilizar la dinámica inversa. Se apUca una retroaUmentación

parcial como en [41]

r = H(q)J(q)-l(u - J(q)q) + h(q, q)
- ^(9)F (3.7)

donde H(q), h(q, q), J(q) son los valores nominales de H(q), h(q, q), J(q) respectivamente y u

representa una nueva entrada al sistema. Sustituyendo la Ec. (3.7) en la Ec. (3.6) se obtiene

que

fffoXJCg)-1^- J(9).)) + fc(-,_) + Ap = H(q)J(q)-\u-J(q)q) + h(q,q)-JT(q)F + JT(q)F
(3.8)

Reordenando la 13c. (3.8) para obtener x

x - J(q)H(q)-lH(q)J(q)-1u + J(q)H(q)-l{(H(q)J(q)-lJ(q) - H(q)J(q)-1J(q))q
+ 'h(q, q) - h(q, q) - Ap} + J(q)H(q)-\jT(q) - JT(q))F

Se define

xp(X) = J(q)H(q)-lH(q)J(q)-x

i(X) = J(q)H(q)-l{(H(q)J(q)-xJ(q) - H(q)j(q)-xhq)))q + h(q,q)
-

h(q,q)
-

Ap}

HX) = J(q)H(q)-\JT(q) - ^(q))
(3.10)

donde X = (x, x)T entonces la Ec. (3.9) se reescribe como:

x = xp(X)u + t(X) + i¡)(X)F (3.11)

Nótese que si se conoce la dinámica de manera exacta del robot manipulador y además no

existe ninguna perturbación externa, entonces ¡p(X) = I, £(X) = 0 y ip(X ) = 0 Uevando a

una simple ecuación dinámica no acoplada x
= u . Para más información sobre esta equación

ver [10], [24].
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3.2. Modelado Matemático: Enfoque Restringido

Como se mostró en el modelado anterior, el manipulador no estaba sujeto bajo ninguna

restricción en lo que su movimiento concierne. Un enfoque diferente se presentará en esta

sección cuando el efector final del manipulador se considera que se encuentra en contacto

con el ambiente, por ejemplo como se muestra en la Fig. 3.2, esto origina una reducción de

los grados de Ubertad del sistema, y como consecuencia una reducción en el movimiento del

sistema. De esta manera, los grados de Ubertad de movimiento perdidos, se convierten en

fuerzas de contacto, los cuales deben ser incluidas en la dinámica del sistema.

Figura 3.2: Configuración del manipulador en contacto con el ambiente.

El modelo dinámico del robot manipulador con movimiento restringido se obtiene em

pleando la formulación de Lagrange como en [34]:

H(q)q + C(q,q)q + Dq + G(q) r + Jl(q)X (3.12)

donde q es el vector de coordenadas generalizadas de las articulaciones, H(q) es la matriz

de inercia, C(q, q)q es el vector de pares centrífugos y de Coriolis, G(q) es el vector de pares

gravitacionales, D es la matriz diagonal positiva semidefinida que considera los coeficientes de

fricción de las articulaciones, r es el vector de pares actuando en las articulaciones y A G 5tm

es el vector de multiplicadores de Lagrange; físicamente representan la fuerza aplicada en el

punto de contacto. J<s>(q) — V*3>(g) G 3ím><n es unamatriz ortogonal, que en esta tesis su rango
se supone completo debido a que se considera que todas las restricciones son independientes.

V$(q) denota el gradiente de la superficie del objeto <b(q) G 3?m que mapea un vector sobre

el plano normal al plano tangente en el punto de contacto.
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Las ecuaciones que describen la dinámica de un robot manipulador que incorporan un

conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias no Uneales acoplado a un conjunto de res

tricciones holonomas impuestas a nivel dinámico se conocen como sistema de ecuaciones

diferenciales-algebraicas o sistema singular de ecuaciones diferenciales [28]. En este trabajo

se consideran robots manipuladores de n grados de libertad y m restricciones independientes

originadas por la interacción con el ambiente.

El ambiente a ser manipulado por el sistema es modelado mediante un conjunto de res

tricciones holonomas (véase en (B.3)) que restringen el movimiento del robot manipulador en

cada punto de contacto. Con eUo, la dinámica del objeto o ambiente no tiene que ser calcu

lada explícitamente para controlar el sistema robótico, es decir; la función de una restricción

es relacionar la configuración de la cinemática del robot con el entorno. En este trabajo,
se considera que restricciones de tipo holonomo se satisfacen en todo instante y se utiUzan

únicamente para fines de anáfisis durante todo el análisis matemático.

Dado que restricciones impuestas son holónomicas expresadas directamente en el espacio

de uniones como:

*(g) = 0 (3.13)

El mapeo $ : 3?"

se tiene que

3fím se asume que es dos veces diferencible. Diferenciando la Ec. (3.13)

d$
J*q

dq
o (3.14)

UtiUzando el teorema de la función impUcita (véase en B.2) siempre es posible particionar el

vector q en dos vectores qT = [q[,q2], «7i G 5ftn-m, q2 G íí"1 Para mayor información véase

(B.l). Asumiendo que la ecuación de restricción puede ser expresada como [10]:

$(9l, _!(<?!)) = 0

donde q2
= fi(<3i)- El vector en el espacio de uniones puede ser expresado como:

(3.15)

•7i

fifo)
(3.16)

La derivada de la Ec. (3.16) es:

*•■-*.—m *n—m 0

díl_gi) •7i
=

sn(?i)
Im

3(<n) J 9(91 )
N.

9i

0 (3.17)

Tx es no singular. Se tiene que

q
= Txx (3.18)
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Diferenciando la Ec. (3.18)

donde x —

0

q
= Txx + Txx (3.19)

Entonces el sistema dinámico del robot manipulador de la Ec. (3.12)

puede ser transformado utilizando la Ec. (3.18) y la Ec. (3.19) como:

T_jH(X)TxX + T?(C(X, X)TX + H(X)tx)X + T?G(X) + TjD(x) = Tjr + 2?Jff(ff)A (3.20)

La ecuación dinámica pueder ser reescrita como:

Ax + Rx + B + N + ^ = T^T + Tj4(q)X (3.21)

donde:

A = TlH(X)Tx

R = Tj(C(x,x)Tx + H(X)tx)
B = TJG(X)

N = TjD(x)

(3.22)

los términos A,R,B,N denotan los valores nominales de robot; ^ representan variaciones

paramétricas y perturbaciones externas las cuales se asumen como acotadas. Analizando las

primeras n
—

my las últimas m ecuaciones. Se introduce la siguiente matriz

/« =
EL I 0

0 /
(3.23)

donde las matrices identidad por bloques tiene las dimensiones de E\ G 9f-(" m)xn, E2 G

9i

0
sjj(mxn) Entonces x puede ser expresítda como x ■

forma reducida como:

AEfx + REJx + B + N + y = T*T + T¡J%(q)\

La Ec. (3.24) se separa premultipUcando por la Ec. (3.23) obteniéndose

E__AE\q_ + ErRE^qx + EXB + E*N + E^ = E-J^U

E2AElq\ + FhREUx + E2B + E2N + £2* = £_Tjí/ + £_TjjJ(g)A

Se destaca que el término E_T£JjA -= 0. Para probar esto se deriva la Ec. (3.15)

—

J 9i
= ( dj¡ a« ) ( ^"(gi) ) 9i = */-.7.£i 9i = 0

= £^9i- La Ec. (3.21) queda en

(3.24)

(3.25)

(3.26)

*(9i,íí(9i))
/a*

+

dq2 dqi

(3.27)
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Se tiene en cuenta que «71 es coordenada independiente en el espacio de uniones, por lo que:

J*TXÉ[ = E_TJ4 = ExTTJlX = 0 (3.28)

Entonces la Ec. (3.25) se descarta para obtener el valor actual del multipUcador A.

Propiedad 1

E_ £"-, = /n_m E2El = 0

-S-j-E*. = Im E\E2 = 0
(3.29)

Propiedad 2

Los términos A y R de la Ec. (3.24)

M = EXAE* L = EiRE* (3.30)

M — IL es una matriz antisimétrica.

Demostración

M = El(TjHTx)El

M = El(fxTHTx + TjHTx + TjHTx)E(

M-2L = ExljjHTx + TjHTx + TjHTx - 2(TjCT_. + TjJf_TI))J__f

lM-2L = Ex (txt (#
-

2C) Tx + fxHTx - (r_iíTx)T) Ef
por lo que H — IC es antisimétrica, entonces M — 2L es una matriz antisimétrica. Para

obtener la solución del multipUcador de la Ec. (3.25) se despeja ¡ii obteniéndose

ñ = (EtAEfy^Cl^U - nx) (3.31)

los términos por simpUcidad se agrupan nx
= REjqi +B+N+ ^. La Ec. (3.31) se sustituye

en Ec. (3.26) quedando

E^AEKFhAED^E^TjU -n1) + E2n1 = E^TjU + -SzTjjjA (3.32)

A - (EkTjJlr^Ek - E2AElM~1El)(n1 - TjU) (3.33)





Capítulo 4

Control Robusto de Fuerza y Posición

por STA

En este capítulo se presentan los esquemas de control de fuerza y posición basados en STA

pam los modelos desarrollados en el capítulo anterior. En este capítulo también se muestran

detallados análisis de estabilidad y robustez para cada controlador propuesto.

4.1. Estructura del Controlador: Enfoque No Restrin

gido

El problema de seguimiento de la trayectoria del efector final puede resolverse incluyendo

el controlador de la forma en que se muestra en la Fig. 4.1, donde xr representa la referencia

deseada expresada en espacio operacional y x es la señal de error entre la posición deseada y

la actual.

s Controlador de Posición i i Cinemática

Inversa

-

Dinámica del

por STA Robot

9- 9

Cinemática

Direct¡i

Figura 4.1: Controlador de posición.

Para lograr controlar la fuerza y la posición, se plantea el esquema que se muestra en

37
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la Fig. 4.2, en donde a es una señal de control interno. Si a ± 0 significa que el sistema

está controlando la fuerza, de lo contrario la posición.

.
f~\

F Coiitrolador de Fuerza

por STA

O -

.1 «
. ^ '■. Controlado* de posición

'
<J

por STA

-tr

ti

F .. . i Cinemática

Inversa

-

Cinemática Dinámica del

., . .i* Directa
q.q

Robot

Figura 4.2: Controlador de fuerza y posición.

Es importante señalar que el control de fuerza no se logra através de la posición como en

el caso del control de impedancia. En este caso ambos controladores tanto el de fuerza como

el de la posición comparten términos, por lo que ambos controladores interactúan y no son

entidades separadas como en el caso del controlador híbrido.

4.2. Diseño de controlador: Enfoque No Restringido

4.2.1. Controlador de Posición por STA

En esta sección se considera como la identidad el término no Uneal que multiplica a la

entrada de control de la Ec. (3.11) con el objetivo de ilustrar la aplicación del controlador,

quedando como:

x = u + ^(X) +HX)F (4.1)

La variable u es la entrada de control y F representa la fuerza de reacción ejercida por el

ambiente Se considera que los errores de modelado están acotados y esto es debido a las

propiedades expuestas en (A.4). Formalmente, la variable de interés es J°°xdT y se define
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una superficie variante en el tiempo s(t) en el espacio de estados (ver [2, 40]) como:

>={í+xT
[

ííir (4.2)

Sea A un parámetro de diseño y se define x = x
—

x_ como el error entre la posición actual

y el término x¿. El término x¿ se obtiene restando la posición deseada y la señal de control

interno a(t) como x<_
=

xT
—

a(t).

La superfice deslizante definida en la Ec. (4.2) ayuda a eliminar la fase de Uegada o reaching

phase [43] y asegura insensibilidad en la planta con respecto a perturbaciones externas y

incertidumbres en el modelo desde el inicio del proceso de control [3]. En este trabajo, r
= 3

como en [40] lo que conduce a

s = í + 2\x + X2 f xdT- ¿(O) + 2Ax(0) (4.3)

»=0ot t=0

Derivando la Ec. (4.3)
é = x + 2Ax + A2x

s = x
—

x_ + 2Ax + A2x

s = u + Z(X) + ip(X)F-xd + 2\í + \2x (4.4)

Ahora se diseña la ley de control aplicando STA

U — —Ki y/\ s \sign(s) + v

v = —K3sign(s)

u = x_
- 2A¿ - A2x + U (4.6)

Sustituyendo la ley de control de la Ec. (4.6) en la Ec. (4.4)

s = í(X) + x¡>(X)F + U (4.7)

En el caso del control de posición F = 0, debido a que el efector final no se encuentra en

contacto con el ambiente, por lo que se tiene que <j> = |<f(X)| y sustituyendo en la Ec. (4.7)

se obtiene

s = -Kx y/\~s~\sign(s) + v + <p

i) = —K3sign(s)

Para establecer la condición de estabiUdad del modo desUzante, la siguiente suposición se

introduce. Se asume que

\4>(t)\ <q Ví > 0 (4.9)

(4.5)
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(4.10)

con cierta constante g. Por medio de la transformación

u — d> — K3 I sign(s)
Jo

el sistema original de la Ec. (4.8) puede también ser reordenada como [37]

s = —Kiy/\ s \sign(s) + lj

új = —K3sign(s) + <t>

Se establecen las desigualdades que definen los parámetros de control con la forma

Kx > 0 K3 > 3. + 2(g/K1)2 (4.11)

Estos valores se definieron para asegurar la estabilidad del sistema en lazo cerrado, bajo la

suposición (4.9) el origen s = 0 es un punto de equiUbrio globalmente asintóticamente estable

del sistema (4.10), por lo que todas las trayectorias convergen en tiempo finito al origen.

De la síntesis anterior, la ley de control u hará que x siga a xr, es decir el control de posición

se lleva a cabo. La obtención de los valores 4.11 se explicará en detalle a continuación.

4.2.2. Análisis de Estabilidad: Controlador de Posición por STA

La función de Lyapunov propuesta basados en el desarrollo propuesto [31] puede ser

escrita de forma cuadrática como V%(s) = CfPiCi donde Ci" = [ \s\*sign(s), u ] ,

Pi =-
4K3 + K2 -Kx

-Kx 2

Nótese que V_(s) es continua pero no diferenciable en s — 0. Es positiva y radialmente no

acotada si K3 > 0, es decir

Am¿„Pi || Ci lll< Vi(s) < X^Pi || Ci lll (4.12)

donde || Ci |||= N +U}2 es *-a norma EucUdeana de Ci- Su derivada temporal a lo largo de las

soluciones del sistema (4.10) es

1

^(s) = -iTiT7_CíQiCi + 07ÍCi
ISIV2

(4.13)

2K3 + K¡ -Ki

-Ki 1

perturbación en (4.9) se puede demostrar que

donde 7-f = [ -Ki 2 ] y Qi = f . Teniendo en cuenta la cota de la

*« ^ -üilT-^iCi
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donde
~

2K3 + K2 - 2q *
Qi =
^

^l
2 ~{Ki + &) 1

F = Jfcx F = F-Fd

F = kx F = kx-Fd

F = kx F = kx-Fd

Se puede observar que V_ es definida negativa si Qi > 0. Si las ganancias Ki y K3 se

definen como en (4.11) el estado converge a cero en un tiempo finito. Por lo tanto, se puede
concluir que el origen del sistema de error es un punto de equilibrio, y que es globalmente
asintóticamente estable [31].

4.2.3. Controlador de Fuerza por STA

En este punto, el control de posición está resuelto. Cuando a ^ 0 la entrada de control u

hará que x siga a xr
—

a. Entonces el control de fuerza se logra, si el término a varia de tal

manera que F Uegue a la fuerza de contacto deseada Fd cuando el sistema se encuentra en

contacto con el ambiente. El término F se presenta como en [2, 10, 24] y colocado en x = 0.

Durante el contacto

(4.14)

donde A; es la rigidez del ambiente y se asume como conocida. Además, las medidas de

fuerza son a menudo ruidosa sobre todo debido a la fricción y otras imperfecciones. Aunque
está basado en una aproximación, F — kx generalmente conduce a una mejor estimación de

F que las que se obtendría de diferenciar una señal de fuerza ruidosa [2] .

oo F

Formalmente, la variable de interés es f°°
— dT y se define una superficie desUzante

variante en el tiempo p(t) en el espacio de estados

(j
\ r-l pt p

s+A) }-¡'a <415>

entonces

kp= F + 2XF + X2 í FdT - F(0)
-

2AF(0) (4.16)
J v

/

s=0 at í=0

Derivando la Ec. (4.16)

p=^(F + 2XF + X2F) (4.17)



42 4. Control Robusto de Fuerza y Posición por STA

Por consiguiente, desarroUando la Ec. (4.17) y empleando (4.14)

F + 2XF + X2F = -X2Fd-2XFd-Fd+
^ ^

k{(xr + 2Axr + A2xr) - (fi + 2AÓ + A2a) + £(_Y) + i_b(X)F + U}

Sustituyendo la Ec. (4.18) en la Ec. (4.17)

= _

X2Fd + 2XFd + Fd+ + 2X¿r +^ _

(¿. +2M+A.a) + ^(x) + ^_y)F+ v (419)
fc

Entonces, eligiendo el control interno como

á + 2Xá + X2a = -
x2F* + 2*F* + F*

+ (¿; + 2Xxr + A2xr) + í/ - U2 (4.20)
fc

y aplicando el control interno (4.20) en la Ec. (4.19) se obtiene

p
= Z(X) + i>(X)F + U2 (4.21)

donde U2 se define usando el STA como

U2 = -Ciy/\~p]sign(p) + v2

ih = -C3sign(p)

entonces, definiendo (¡)2 = \£(X) + i/,(X)F\ y sustituyendo en la Ec. (4.21)

(4.22)

V
= ~Gi y/\~p]sign(p) + v2 + (j)2

v2
= -C3sign(p)

(4.23)

Para establecer la condición de estabilidad del modo deslizante, la siguiente suposición se

introduce. Se asume que

\Mt)\<Q2 Ví>0 (4.24)

con cierta constante
__.

Por medio de la transformación

u2
= (j>2-C3 / sign(jp)

Jo

el sistema original de la Ec. (4.23) puede también ser reordenada como [37]

p
= -Ci y/\p\sign(p) + u2

2g.

ÚJ2 = -C3sign(p) + <j)2
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Se establecen las desigualdades que definen los parámetros de control con la forma

Cx > 0 C3> 3g2 + 2(g2/Ci)2 (4.26)

Estos valores se definieron para asegurar la estabilidad del sistema en lazo cerrado, bajo la

suposición (4.24) el origen p = 0 es un punto de equilibrio globalmente asintóticamente estable

del sistema (4.25), por lo que todas las trayectorias convergen en tiempo finito al origen. De

la síntesis anterior, la ley de control u hará que x siga a xr
—

a, es decir el control de fuerza

se Ueva a cabo. La obtención de los valores (4.26) se explicará en detalle a continuación.

4.2.4. Análisis de Estabilidad: Controlador de Fuerza por STA

La función de Lyapunov propuesta basados en el desarrollo propuesto [31] puede ser

escrita de forma cuadrática como V2(p) = Cj^C. si C_T — [ \p\^sign(p), v2 ] ,

4C3 + C2 -Ci

-Cx 2

Nótese que V2(p) es continua pero no diferenciable en p
= 0. Es positiva y radialmente

no acotada si C3 > 0, es decir

Ami„P2 II C2 ||_< v2(P) < XmaxP2 || c2 1|. (4.27)

donde || C2 ||_= \p\ +w| es la norma EucUdeana de £2. Su derivada temporal a lo largo de las

soluciones del sistema (4.25) es

^(p) = -^7?C2TQ2C2 + f?27ÍC2

donde 72T =[~Gx, 2 ] y Q2 = ■

perturbación en (4.24) se puede demostrar que

|p|V2

2C3 + C\ -Cx

-Cx 1

(4.28)

Teniendo en cuenta la cota de la

fcM * -jgvsíMtf»
donde

4 =f
2C3 + C2-2g2 *

______

Ci-(C_ + fP) 1

Se puede observar que V_ es definida negativa si Q2 > 0. Si las ganancias Cx y C3 se

definen como en (4.26) el estado converge a cero en un tiempo finito. Por lo tanto, se puede
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concluir que el origen del sistema de error es un punto de equiUbrio, y que es globalmente
asintóticamente estable [31].

Sin embargo, si se aplican las dos leyes de control diferentes y conmutar entre eUas cuando

el sistema entre o salga de contacto es difícil probar que el sistema es estable en lazo cerrado.

Para resolver esta problemática se propone apUcar una ley de control como

u - xd
- 2Xx - X2x + U (4.29)

Paxa probar la Ec. (4.29) en modo de control de posición se sustituye en la Ec. (4.1) como

x = xd-2Xx-X2x + U + £(X) + ip(X)F

la cual resulta como la Ec. (4.7). Para probar la Ec. (4.29) en modo de control de fuerza se

considera a ^ 0 y se sustituye en Ec. (4.1)

x = xT + 2Xxr + X2xT —

(á + 2Xá + X2a)
-2Ax - A2x + U + £(X) + ip(X)F

(4.30)

Utilizando la Ec. (4.30) y la Ec. (4.20) resulta

„

=

A2F_ + 2XFd + Fd+ ^x) + ^x^p +^_ 2Xi _ A2_ (431)
K

aplicando la Ec. (4.14) a la Ec. (4.31) resultando la Ec. (4.21). La cual demuestra que la ley
de control (4.29) logra el control de fuerza y posición.
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4.3. Estructura del Controlador: Enfoque Restringido

Como ya se mencionó anteriormente el efector final está restringido por un entorno rígido.
En el capítulo anterior se mostró el modelado para convertir un sistema restringido a dos

subsistemas reducidos matemáticamente tratables. El objetivo es diseñar un algortimo de

control para los subsitemas de la Ec. (3.25) y la Ec. (3.26), tal que el sistema en lazo cerrado

permita el seguimiento de la posición y de la fuerza.

9d

-6
9« Controlador de Posición

por STA
SuKsistema 1

Dinámica del

Robot

O
Controlador de Fuerza

por STA

Figura 4.3: Controlador de posición y fuerza.

En la Fig. 4.3 se muestra el esquema de control donde qe
=

qi
—

qxd representa el error en

la posición en el espacio articular y Ae = Xd — X representa el error de la fuerza de contacto.
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4.4. Diseño del Controlador: Enfoque Restringido

4.4.1. Controlador de Posición por STA

Para lograr el seguimiento de la posición como de la fuerza, se emplean dos superficies des

lizantes. En el cual una de las superficies es selecciona con el fin de garantizar el seguimiento

de la posición y la otra para asegurar seguimiento de la fuerza.

Las superficies deslizantes son:

Si = qe + eqe (4.32)

S2= I E2T?JT(Xe)dt (4.33)

donde e = diag[ei, e2,..., £n-m]
e» >0

Si € 5Rn_TO, S2€?Rm. El control propuesto es:

TfU = fe + F + EfUx + E¡U2 (4.34)

donde:

fe = -Tl JTXd

F = AElqal + REfqx + B + N

9si
=

91
~ Si = qxd

-

e(qi
-

qu)

Sustituyendo la Ec. (4.34) en el subsistema de la Ec. (3.25)

ExAE^qx + ExREUi + EiB + EiN + Eh* = Ei(fe + F + EfUx + E¡;U2) (4.35)

Considerando la Ec. (4.35) y aplicando las propiedades mostradas en (3.29)

EiAEf (q\ - q"sl) + Ei* = Ui (4.36)

Tenga en cuenta que Si = (<j'i
—

qsi) y Si = (qi
—

qsi) por lo que se tiene

Sx = (ExAEfy^Ux - Ex*) (4.37)

Se considera que r¡
= \Ei*\ y Í7_ es el STA obtiéndose

Sx = ~GxV\ Sx \sign(Sx) + M + V

fi — —G3sign(Sx)
(4.38)
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Para establecer la condición de estabiUdad del modo deslizante, la siguiente suposición se

introduce. Se asume que

l»?(í)| < P Ví > 0 (4.39)

con cierta constante p. Por medio de la transformación

sign(Si)

el sistema original de la Ec. (4.38) puede también ser reordenado como [37]

= V~G3 f
Jo

Si = -Gxy/TsT&ffniSJ + v

v = -G3sign(Si) + t¡

Se establecen las desigualdades que definen los parámetros de control con la forma

d > 0 G3 > 3p+ 2(p/G1)2 (4.41)

Estos valores se definieron para asegurar la estabiUdad del sistema en lazo cerrado, bajo la

suposición (4.39) el origen Si = 0 es un punto de equiUbrio globalmente asintóticamente

estable del sistema (4.40), por lo que todas las trayectorias convergen en tiempo finito al

origen. La obtención de los valores (4.41) se exphcará en detalle a continuación.

4.4.2. Análisis de Estabilidad: Controlador de Posición por STA

La función de Lyapunov propuesta basados en el desarroUó propuesto [31] puede ser

escrita de forma cuadrática como Vi(Si) = Cf -*°iCi donde Cf = [ \Si\*sign(Si), v ] ,

*-i
4G3 + Gf -Gx

-d 2

Nótese que Vx(s) es continua pero no diferenciable en Sx = 0. Es positiva y radialmente

no acotada si G3 > 0, es decir

A^Pi || Ci ||_< Vx(Si) < X^Pi || Ci ||i (4.42)

donde || Ci ll_= I Sil -h i^ es la norma Eucüdeana de Ci- Su derivada temporal a lo largo de

las soluciones del sistema (4.40) es

Vx(Sx) - -~y2ClQiCi + /ryfCi (4.43)
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donde y[ = [ -Gi 2 ] y Q_ =
2G3 + G\ -Gi

-d 1

perturbación en (4.39) se puede demostrar que

. Teniendo en cuenta la cota de la

Vi(Si) < -

|Si|V2
CiTQiCi

donde

Qi =
Gi 2G3 +G\-2p *

2_r-(Gi + f) 1

Se puede observar que Vi es definida negativa si Qi > 0. Si las ganancias Gi y G3 se

definen como en (4.41) el estado converge a cero en un tiempo finito. Por lo tanto, se puede
concluir que el origen del sistema de error es un punto de equiUbrio, y que es globalmente
asintóticamente estable [31].

4.4.3. Controlador de Fuerza por STA

En este punto, el control de posición está resuelto. Ahora se aplica la Ec. (4.34) en la Ec.

(3.26) para el segundo subsistema y poder así controlar la fuerza

E2AEfq\ + E2RÉ[q\ + E2B+ E2N+E2* = E2(fe+F+Eff/. + Éj¡U2) + E2TjjTX (4.44)

Considerando la Ec. (4.44) y aplicando las propiedades mostradas en (3.29)

E2AEf(q\ - q¿) + E2* = U2 + E2T¿JT(X - A_)

Por lo tanto se tiene que

E2AE[ (Si) + E2V = U2 + E2T^JT(X - A_)

(4.45)

(4.46)

Para poder mostrar estabilidad en el subsistema 2 la superficie «Si debe estar en modo de

deslizamiento, es decir Si . La posición debe ser controlada inicialmente antes de controlar la

fuerza. La Ec. (4.46) se reduce a

S2 = U2- E2* (4.47)

Se considera que r¡2
= \E2*\ y U2 es el STA obtiéndose

S2 = -Li y/\ S2 \sign(S2) + _u2 + r\2

_ú2 = -L3sign(S2)
(4.48)

Para establecer la condición de estabilidad del modo deslizante, la siguiente suposición se

introduce. Se asume que

|%(í)l < Pi Ví > 0 (4-49)
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con cierta constante p2. Por medio de la transformación

v2 = Tk
- L3 / sign(S2)

Jo

el sistema original de la Ec. (4.48) puede también ser reordenado como [37]

S2 = -Li\/\ S2 \sign(S2) + v2

¿_ = -L3sign(S2) + i)2

Se establecen las desigualdades que definen los parámetros de control con la forma

Li > 0 L3 > 3p2 + 2(^1Li)2

(4.50)

(4.51)

Estos valores se definieron para asegurar la estabüidad del sistema en lazo cerrado, bajo la

suposición (4.49) el origen S2 = 0 es un punto de equilibrio globalmente asintóticamente

estable del sistema (4.50), por lo que todas las trayectorias convergen en tiempo finito al

origen. La obtención de los valores 4.51 se explicará en detalle a continuación.

4.4.4. Análisis de Estabilidad: Controlador de Fuerza por STA

La función de Lyapunov propuesta basados en el desarrollo propuesto [31] puede ser

escrita de forma cuadrática como V2(S2) — Q2P2C,2 donde Cj = [ \S2\* sign(S2) , v2 j,

P2 = t
AL3 + L\ -Li

-Li 2

Nótese que V2(S2) es continua pero no diferenciable en S2 = 0. Es positiva y radialmente

no acotada si L3 > 0, es decir

A™„P2 || C2 HÍ< V_(52) < XmaxP2 || C2 lli (4-52)

donde || C2 ||i= |S2| + v\ es Ia norma EucUdeana de C2- Su derivada temporal a lo largo de

las soluciones del sistema (4.50) es

v2(s2) =
|52|V2

CÍQ2C2 + P27ÍC2 (4.53)

2
donde 7J = [ -la 2 ] y Q2 =

perturbación en (4.49) se puede demostrar que

2L3 + L2 -Li

-Li 1
. Teniendo en cuenta la cota de la

V2(S2) < -TgJJ-2ClQ2C2
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donde

2L3 + L\-2p2 *
'

-(¿i + fc) 1
.

Se puede observar que t_ es definida negativa si Q2 > 0. Si las ganancias Li y L3 se

definen como en (4.51) el estado converge a cero en un tiempo finito. Por lo tanto, se puede

concluir que el origen del sistema de error es un punto de equiUbrio, y que es globalmente

asintóticamente estable [31].

Con el análisis anterior se demuestra que los objetivos de control tanto de la posición

como de la fuerza se satisfacen.

Qi
Lx

2



Capítulo 5

Resultados de Simulación

En este capítulo se presentan los resultados obtenidos en simulación de los algoritmos
descritos.

5.1. Simulaciones: Enfoque No Restringido

En el primer escenario consiste en que el efector final trace un trayectoria deseada en el

cual no existe ningún obstáculo, es decir posición pura como se muestra en la Fig. 5.1.

Figura 5.1: Escenario 1

51
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En el segundo escenario consiste que el efector final trace una trayectoria deseada, en

el cual existe un ambiente que se interpone entre la trayectoria y el efector final como se

muestra en la Fig. 5.2.

Figura 5.2: Escenario 2

5.1.1. Control por STA: Escenario 1

Se aplica el modelo de la planta y el modelo nominal descrito en el (A.l) que corres

ponde entre 15-20% de variación paramétrica. Los parámetros utilizados en la ley de con

trol son: Kx — 20, K3 = 30, Cx = 55, C3 = 6. Se apUca una perturbación de Ar —

[ 2sen(t) + 1.5cos(t)sen(t) + 0.5cos(5í) 2 + sin(t) ] La constante del ambiente k =- 1 x

104A//m y la posición de referencia xT
= [ -0.07cos(0.57rí) -0.28 + 0.07sm(0.57rí) ]T En

la Fig. 5.3 y Fig. 5.4 se muestra el seguimiento en el eje x y en el eje y respectivamente.
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Figura 5.3: Seguimiento en el eje x

Figura 5.4: Seguimiento en el eje y

En la Fig. 5.5 y Fig. 5.6 se muestra el error de seguimiento en el eje x y en el eje y

respectivamente.

Figura 5.5: Error de seguimiento en el eje x
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a _?o

Figura 5.6: Error de seguimiento en el eje y

En la Fig. 5.7 se muestra la posición angular de las uniones. En la Fig. 5.8 y 5.9 se muestra

el par en las respectivas uniones.

g-o. lis

Figura 5.7: Uniones

is 20

Figura 5.8: Torque en unión 1
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Tiempo (»)

Figura 5.9: Torque en unión 2

La simulación presentada muestra un buen desempeño ante variaciones paramétricas y

perturbaciones externas logrando satisfactoriamente el control de posición.

5.1.2. Control por STA: Escenario 2

El segundo escenario consiste en que el efector final trace una trayectoria deseada, en el

cual se interpone el ambiente en el eje x que se interpone entre la trayectoria y el efector

final. El controlador debe ser capaz de manejar el impacto entre el efector final y el ambiente

y Uegar a la fuerza deseada, en este caso 5_V. En el eje y no existe ningún ambiente por

lo que el sistema debe de alcanzar la trayectoria planteada. En la simulación se muestra el

impacto en el ambiente, después de algún tiempo las condiciones del ambiente se modifican,

desapareciendo del espacio operacional y permitiedo al efector final moverse libremente a la

referencia deseada. Esto se muestra en la Fig. 5.10 y 5.11.

Tiempo <s)

Figura 5.10: Seguimiento en el eje x
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Tiempo (a)

a 20

Figura 5.11: Seguimiento en el eje y

En la Fig. 5.12 y 5.13 se muestra el error de seguimiento en el eje x y en el eje y respec

tivamente.

io 12 1 ** ie ia ao

Tiempo <s>

Figura 5.12: Error de seguimiento en el eje x

a 20

Figura 5.13: Error de seguimiento en el eje y
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En la Fig. 5.14 se muestra la posición angular de las uniones. En la Fig. 5.15 y 5.16 se

muestra el torque en las respectivas uniones.

02 A

.i 1
-02 1 /\ A A
-0-. \ /\ / \ / \ / \ '

-0« ^-^ \ / \ l \
-09

I v v \

?'■

8 B 10 12 16 18 20 IS 18 20

Figura 5.14: Uniones

Figura 5.15: Torque en unión 1

Tiempo <s)

Figura 5.16: Torque en unión 2

En la Fig. 5.17 muestra la fuerza de contacto entre el efector final y el entorno, el cual se

puede apreciar que al cambiar las restricciones del ambiente y desaparecer del contacto del

manipulador, la fuerza de contacto se vuelve cero.
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18 20

Tiempo <s)

Figura 5.17: Fuerza de Contacto

La simulación presentada muestra un buen desempeño ante variaciones paramétricas

y perturbaciones externas logrando satisfactoriamente ambos objetivos de control, incluso

cuando la restricciones del ambiente cambian. Además el controlador mostró una reacción

favorable cuando el efector final impacta con el ambiente.

5.2. Simulaciones: Enfoque Restringido

En este caso el robot manipulador está restringido de la forma en que se muestra en la Fig.

5.18. El efector final se mueve a lo largo de una superficie vertical, es decir esta restringida
en el espacio operacional x = d.

Figura 5.18: Configuración Restringida del Robot
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5.2.1. Control por STA: Escenario Restringido

Se apUca el modelo de la planta y el modelo nominal descrito en el (A.l) solo que lx y l2 son

iguales a 1. Los parámetros utilizados en la ley de control son: Gx = 7, G2 = 15, Lx = 6, Z_ =

20. Se aplica una perturbación de Ar = [ 2sen(t) + 1.5cos(t)sen(t) + 0.5cos(5í) 2 -f sin(t) ]
El término d ■=■= 0.2m, la posición deseada es qd = 0.25cos(0.5.), la fuerza deseada es 5_V. La

unión 2 se tiene como q2
= acos((d —

llcos(ql))/l2) —

qx. En la Fig. 5.19 se muestra el

seguimiento angular 1 y en la Fig. 5.20 muestra su error correspondiente.

s

10

Tiempo (s)

Figura 5.19: Seguimiento Angular de Unión 1

Tiempo (s)

Figura 5.20: Error de Seguimiento Angular de Unión 1
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En la Fig. 5.21 muestra la posición del efector final en el espacio operacional.

Figura 5.21: Posición del Efector Final

En la Fig. 5.22 y 5.23 muestra los pares en las respectivas uniones.

10

Tiempo (s)

Figura 5.22: Torque en unión 1

10

Tiempo (s)

Figura 5.23: Torque en unión 2
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En la Fig. 5.24 se muestra la fuerza de contacto apUcada.

•3.B -

«S ■

O.S -

S X-

10

"Tla-r—po (*»)

Figura 5.24: Fuerza de Contacto ApUcada

La simulación presentada muestra un buen desempeño ante variaciones paramétricas y

perturbaciones externas logrando satisfactoriamente ambos objetivos de control. En este es

quema la superficie de fuerza depende de la convergencia de la superficie de posición. Es decir,

para poder lograr el control de fuerza es nesesario que la posición sea controlada primero.



Capítulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Conclusiones Generales

Durante el desarroUó de esta tesis se propuso resolver el problema de controlar la fuerza y

posición en manipuladores robóticos. Para resolver este problema, se presentan dos enfoques

diferentes. El primero de eUos Uamado en esta tesis enfoque no restringido considera que el

manipulador no se encuentra bajo ninguna restricción referente a su movimiento Uamado en la

üteratura free motion. El otro enfoque presentado en esta tesis Uamado enfoque restringido se

incluyen restricciones de tipo bolonómicas las cuales originan una reducción de los grados de

Ubertad del sistema, y como consecuencia una reducción en el movimiento del sistema. De esta

manera, los grados de Ubertad de movimiento perdidos, se convierten en fuerzas de contacto.

La principal contribución de esta tesis es la apUcación del STA a los enfoques mencionados

permitiendo brindar al sistema robustez en lazo cerrado ante variaciones paramétricas y

perturbaciones externas, asegurado convergencia en tiempo finito logrando así los objetivos
de control tanto de la posición como la de fuerza de contacto evitando los problemas que

presentan los controladores basados en modos deslizantes de primer orden generando una

señal de control continua y reduciendo el dañino efecto chattering.

En el enfoque no restringido, el controlador desarrollado mostró ser capaz de mantener

un buen desempeño ante el fenómeno de impacto, además un aspecto deseable a resaltar, es

la apUcación de una ley de control para ambos objetivos permitiendo así asegurar estabiUdad

en lazo cerrado de manera más senciUa cuando las restricciones geométricas del ambiente

cambian. El controlador planteado no es capaz de desacelerar antes de entrar en contacto con

el ambiente generando un sobresalto en el esquema de fuerza como muestra en las simulaciones

presentadas, pero es posible combinar esta técnica con visión computacional teniendo un

conocimiento estimado del ambiente y del efector final con el fin desarroUar algoritmos que

permitan desacelerar antes de entrar en contacto con el ambiente, disminuyendo la fuerza de

impacto, pero eso se propone como trabajo futuro.

63
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Al aplicar el controlador basado en STA en el enfoque restringido mostró un buen desem

peño logrando los objetivos de control satisfactoriamente. Sin embargo, al desarrollar el mo

delado matemático bajo este enfoque aplicado a manipuladores robóticos de muchos grados

libertad, se convierte en un problema muy complejo debido a la cantidad de transformaciones

requeridas. Este enfoque puede ser muy útil en el control de manos robóticas o robots coope

rativos. Basado en el trabajo reaUzado en esta tesis se puede concluir que el STA es un buen

candidato para resolver la problemática planteada en el capítulo 1
, pero es posible combinar

esta técnica con otras más, con el fin de lograr un enfoque más realista e implementar tareas

más complejas como son agarres en manos robóticas, tareas cooperativas, sistemas hapticos

etc.

6.2. Trabajo futuro

Los resultados planteados en esta tesis pueden mejorarse, estos pueden extenderse a mo

delos matemáticos más reales y pueden implementarse combinándolos con otros métodos de

control. Para este trabajo se pueden mencionar los siguientes:

• En esta tesis se toma como suposición que k que es referente a la rigidez del ambiente

es conocida, pero en la realidad esto no sucede, por lo que se sugiere aplicar alguna

técnica de adaptación.

• Aplicar a robots manipuladores con eslabones y uniones flexibles.

• Desarrollar controladores capaces de eliminar perturbaciones unmatched.

• Extender los controladores propuestos en robots manipuladores redundantes.

• Combinar con técnicas de visión computacional.

• Implementación en tiempo real



Apéndice A

Modelo Matemático: Robot de 2 DOF

A.l. Modelo Cinemático

A.l.l. Cinemática Directa

Parámetros de Denavit-Hartenberg

Eslabón k di di Oí

1 lx 0 0 qi

2 k 0 0 92

Matrices de transformación homogénea

Hl = HRzO(qx)HTzO(0)HTxO(h)H^o(0)

cos(qx) —sen(qx) 0 lxeos(qx)

sen(qx) cos(qx) 0 lisin(qi)
0 0 10

0 0 0 1

Hl = HRzl(q2)HTzl(0)HTxl(l2)H^(0)

cos(q2) -sen(q2) 0 l2cos(q2)

sen(q2) cos(q2) 0 l2sin(q2)
0 0 10

0 0 0 1

i/2 — r/i r/2
M0

—

H0 tix
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cos(qx + q2) -sen(qx + q2) 0 hcos(qx) + l2cos(qx + q2)
sen(qx + q2) cos(qx + q2) 0 lisin(qí) + l2sin(qi + q2)

0 0 1 0

0 0 0 1

La cinemática directa de las coordenadas cartesianas del efector final del robot esta dada

por:

Xq

yo

z0

kcos(qi) + l2cos(qi + q2)

lisin(qi) + l2sin(qi + q2)
0

A. 1.2. Cinemática Inversa

qx
= atan

U-J

q2
= acos

_ atan ( Wg*)
\li + l2cos(q2)

x0 ~r yo
—

h.
—

**2

2hl2

A.2. Modelo Dinámico

El modelo dinámico del manipulador está dado por

r = M(q)q + C(q, q)q + g(q) + fc(q)

mxllx + m2l\ + m2l2c2 + 2m2lxlc2cos(q2) + h+I2 m2l2c2 + m2lxlC2Cos(q2) + I2

m2l2c2 + m2lxlC2COs(q2) + I2 m2l2c2 + I2

M,q)

+
-2m2hlc2sen(q2)q2 -m2lxlc2sen(q2)q2

m2lxlc2sen(q2)qx 0
q+

C(qA)

lclmxsen(qx) + m2lxsen(qx) + m2lc2sen(qx + q2)

m2lc2sen(qx + q2)

9{Q)

Mi + fcxsign(qx)

hq.2 + fc2sign(q2)

Mq)
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A.3. Parámetros del Robot

Terminología y significado de los parámetros de la planta

Significado Notación Valor

Masa del eslabón 1 mi 8kg

Longitud del eslabón 1 k 0.30m

Inercia del eslabón 1 h 0.02Nmseg'2/rad
Centro de masa del eslabón 1 ld 0.15m

Coeficiente de fricción viscosa bi O.OINmseg/rad
Coeficiente de fricción de Couloumb fcl 0.05-Vm

Masa del eslabón 2 m2 lkg

Longitud del eslabón 2 h 0.27m

Inercia del eslabón 2 h 0.004Nmseg2/rad
Centro de masa del eslabón 2 lc2 0.130m

Coeficiente de fricción viscosa h 0.5-Vm

Coeficiente de fricción de Couloumb fc2 0.003iVm

Gravedad 9 9Mm/seg2

Parámetros nominales utilizados en simulación

Significado Notación Valor

Masa del eslabón 1 mi 6.8fc<7

Longitud del eslabón 1 k 0.256m

Inercia del eslabón 1 h 0.017Nmseg2/rad
Centro de masa del eslabón 1 leí 0.17m

Coeficiente de fricción viscosa bi ONmseg/rad
Coeficiente de fricción de Couloumb fcl ONm

Masa del eslabón 2 JT-2 0.85%

Longitud del eslabón 2 k 0.2295m

Inercia del eslabón 2 h 0.0034-Vm.se<?2/W
Centro de masa del eslabón 2 <*c2 O.lOm

Coeficiente de fricción viscosa &2 ONm

Coeficiente de fricción de Couloumb fc2 ONm

Gravedad 9 9.81m/seg'¿
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A.4. Propiedades de Robots Manipuladores

La matriz de inercia H(q) E \)tnxn es una matriz simétrica, H(q) = H(q)T definida

positiva H(q) > 0. La matriz inversa H(q)~1 6 _f_nxn también es una matriz simétrica,

H(q)~1 = H(q)~T y definida positiva H(q)~1 > 0.

La matriz de inercia H (q) satisface que

XX)I < H(q) < X^I (A.l)

donde / denota la matriz identidad de dimensión nxn. Los términos A™A y X|y representa

los valores propios mínimo y máximo de la matriz de inercia, respectivamente.

El fenómeno inercial de un robot satisface que ||._-r(g)$"|| < A^J|g|| Vg G Kn; donde A^
representa el valor propio máximo de la matriz de inercia.

La matriz C(q, q) definida en (2.12) esta relacionada con la matriz de inercia H(q) por

la expresión:

0 q,q,x<E\Rn (A.2)
rr.?
X l-H(q)-C(q,q)

donde \H(q)—C(q, q) es una matriz antisimétrica. En forma análoga lamatriz H(q)—2C(q, q)
es antisimétrica y también resulta cierto que

H(q) = C(q,q) + C(q,q)T (A.3)

La matriz C(q, q)q se puede verificar que

II CM)g ||< O, || g||2 (A.4)

La matriz C(q, q) se puede verificar que

||C(g.g)||<M_ll (A-5)

donde son constantes Cq, kc > 0

El vector de pares gravitacionales g(q)

II 9(q) ll< 9o || q II (A-6)

El vector de fricción f(q)

II /(<.) ||< /o II 411 (A*7)
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Se considera que el vector Ar asociado a perturbación se encuentra acotado de la siguiente

manera

\\K\\<P (A.8)

donde g0, fo,/3>0 son constantes. Para ver las demostraciones de las propiedades presentadas

ver [18].

A.5. Forma No-Lineal Controlable por Bloques

La mayoría de los sistemas robóticos, se encuentra en una forma conocida como Forma

No-Lineal Controlable por Bloques. Para un sistema MIMO (Multi Input-Multi Output) no

Uneal perturbado en la forma No-Lineal Controlable por Bloques (NLCB) tenemos:

xi
= Mxi) + h(xi)x2

!
(A-9)

¿r-l = fr-l(xr-l) + bT-i(xr-i)xr
Xr
= fr(xr) + br(xr)u + Xr(xr, t)

donde x.
= (xi, ...,x.), x. G X. C 5R™ La salida del sistema es y

= h(X), las funciones /.(-)

y bi(-) son campos de vectores suaves definidos en X¡ ; y Ar es el término de perturbaciones

generados por variaciones paramétricas e incertidumbre en el modelo de la planta. El vector

Ar es denominado comunmente como perturbación matched debido a que se encuentra dentro

del subespacio de control. El subespacio de control es el generado por las columnas de br(-),

y se denomina a una perturbación matched, si el vector de control u puede afectar a todos

los componentes de la perturbación.



Apéndice B

B.0.1. Teorema de la función Implícita

Dada un función / : 3in x 5Rm —> 3?" que es continuamente diferenciable en cada punto

(x,y) en un conjunto abierto S C _■?" x 5?m, si existe un punto (xo,yo) en S donde

f(x0,yo) = Q (B.l)

y

|^(xo,y0)^0 (B.2)

entonces existen vecindades U C 5?n y V C 5?m de xo y j/o» respectivamente, tal que para

todo y G V la expresión en B.l tenga una solución única x G Í7. Esta solución única puede
ser escrita como x = <;(_/) donde g es una función continuamente diferenciable en y

—

yo-

Este teorema es conocido como teorema de la función implícita.

B.0.2. Principio de ortogonalización

Considere la posibilidad de una partición del espacio articular q como:

q=[qí,qí] (B.3)

donde -j-* G 3*."1 y qi G 5Rn-m. Debido a las restricciones cinemáticas ip G Dt"1 hay rn coorde

nadas dependientes. Se tiene que al derivar la restricción de la superficie xp(q) = 0.

^q=Mq)q = 0 (B-4)
dq

Al aphcar la Eq. B.3 en la Eq. B.4 se tiene que

Jxp(q)q " J<pi(q)qi + J<^(a)<h (B.5)
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donde Jvi(q) G 3Rmxm y Jvl(q) G 3Jmx"-"> Para obtener <h se tiene que

<h
= n(g)á íí(g) = -(-^(fl))-1^) (B.6)

donde íí(g) : »n-m -->■ 3^". Tomando en cuenta la Eq. (B.3) y la Eq. B.6 la velocidad

generalizada puede ser escrita como

q
= Q<Í2 (B.7)

donde Q G 3f-"x(n_m) esta dada por

.__
a

(B.8)

Entonces Jv(q)Q ■= 0m, la imagen de Jv(q) yace en el espacio nulo de Q. En otras palabras,
el principio de ortogonalización permite que g pueda ser descompuesto en dos subespacios

ortogonales y que puede ser escrito como la suma directa de Q y de Jp(q).

B.0.3. Suposiciones del sistema

Suposición 1. Los eslabones del manipulador son rígidos.

Suposición 2. El manipulador no entra en configuraciones singulares.

Suposición 3. El manipulador se considera no redundante.

Suposición 4. Desde el punto de vista práctico, las fuerzas de restricción serán sujetas a su

perficies del ambiente que están bajo efectos de fricción, esos efectos pueden ser simplemente
tratados como perturbaciones [11].

Suposición 5. En el enfoque restringido. El ambiente es rígido y no sufre deformaciones
cuando está en contacto.

Suposición 6. En el enfoque restringido. El manipulador no pierde contacto con el ambiente.

Suposición 7 Las restricciones de movimiento impuestas sobre el sistema son holonomas.

Una restricción holonoma se define como aquella ecuación algebraica que aparece en un sis

tema a nivel cinemático.
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