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Resumen

Los decaimientos de particulas que involucran cambios de sabor con corrientes neutras son
considerados decaimientos raros debido a las supresiones tedricas presentes en el Modelo
Estandar. El decaimiento B — K%u™u~ entra en esta categoria de decaimientos raros y su
distribucion angular tedrica de las particulas, producto del decaimiento, esta en términos de un
solo parametro denotado por Fy, en el modelo estandar el valor tedrico de Fy esta cerca de su
frontera permitida. En esta tesis se utilizaron técnicas estadisticas que consideran las
restricciones de los pardmetros estimados, se obtuvieron intervalos de confianza de Fy por
medio de pseudo datos aleatorios generados con la técnica de Toys Monte Carlo, la libreria zfit,
SLSQP y un método algoritmico proporcionado por el trabajo de Karbach [1] que incluye la
técnica de Feldman-Cousins [2]. De los resultados obtenidos se concluyd que las técnicas
utilizadas no se obtuvieron sesgos significativos y se logrdé consistencia del pardmetro
estimado, por ultimo, los resultados mostraron que la cobertura obtenida de los intervalos de
confianza fue aproximadamente valida para una muestra representativa.



Abstract

Particle decays that involve flavor changes with neutral currents are considered rare decays due
to the theoretical suppressions present in the Standard Model. The decay B — K?u*p~ falls
into this category of rare decays and their theoretical angular distribution of particles, a product
of the decay, is in terms of a single parameter denoted by Fy, where its theoretical value is
close to its allowed boundary. In this thesis statistical techniques were used that consider the
restrictions of estimated parameters, confidence intervals of Fy were obtained by means of
pseudo-random data generated from Toys Monte Carlo technique, the zfit library, SLSQP, and an
algorithmic method provided by the work of Karbach [1] which includes the Feldman-Cousins
technique [2]. From the results obtained, it was concluded that the techniques used did not
result in significant biases and consistency of the estimated parameter was achieved. Finally,
the results showed that the coverage obtained from the confidence intervals was approximately
valid for a representative sample.
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1. Motivacion Teorica

1.1. Introduccion

La fisica de particulas es una rama de la fisica que estudia las particulas elementales y sus
interacciones. Las particulas elementales son aquellas particulas que no tienen subestructura,
en otras palabras, son los objetos que no estdn hechos de objetos mas pequefios [3]. Nuestro
actual entendimiento de esta area de la fisica estd englobado en el Modelo Estdndar (Figura
1-1). El Modelo Estandar (ME) es una teoria de campos interactuantes que es consistente con
las teorias de mecdnica cuantica y relatividad especial, en otras palabras es una teoria de
campos cuanticos (TCC). El modelo estandar afirma que el material del universo estd formado
por fermiones elementales que interactdan a través de campos donde las particulas asociadas
con los campos de interaccion son bosones [4].
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Figura 1-1.: Modelo estandar de la fisica de particulas.



1.1 Introduccién 3

Cuatro tipos de campos interactuantes se han distinguido en la naturaleza. A la escala de fisica
de particulas, las fuerzas gravitacionales son insignificantes. El modelo estandar excluye al
campo gravitacional. Los otros tres campos de interaccion estan constituidos por los bosones
W+ W~y 79 estos bosones son mediadores de la interacciéon débil, el fotén es el mediador
de la interaccion electromagnética y el gluon de la interaccion nuclear fuerte. Los fermiones
elementales del modelo estandar se clasifican en dos tipos: leptones y quarks. Todos los
fermiones tienen espin % en unidades de h. Los leptones interactian por medio de la
interaccion electromagnética y débil, en cambio, los quarks interactian por medio de la
interaccion débil, fuerte y electromagnética. Las particulas compuestas de quarks son llamados
hadrones, estos se clasifican en bariones (particulas constituidas por 3 quarks) y mesones
(particulas constituidas por un quark y un antiquark), por ejemplo el meséon B° esta

constituido por un quark d y un antiquark b.

Desde un punto de vista mas formal, la teoria que describe las interacciones de las particulas
estd estructurada de acuerdo a un grupo de gauge que es invariante bajo las siguientes
transformaciones de simetria:

SU(g)color X SU(Z)débil X U(l)hipercarga- (1'1)

La simetria SU(3)c0r €s la simetria de color que describe las interacciones fuertes
(cromodindmica cuantica) y SU(2)4epit X U (1)nipercarga €5 1a simetria de isospin e hipercarga que
describe las interacciones electrodébiles (electromagnética y débil), estos dos grupos de
simetria estan incluidas en el Lagrangiano del modelo estandar

Lye = Lsua) + Lsuexuq) (1-2)
La fisica del sabor es un 4rea dentro del modelo estdndar. El Lagrangiano electrodébil
Lsu(2)xsu(1) contiene a las interacciones débiles y de Yukawa, estas son las interacciones que
estudia la fisica del sabor [5]. El término sabor es usado para caracterizar diferentes copias de
particulas o especies con los mismos nimeros cudnticos de sabor [6], por ejemplo los nimeros
cudnticos de sabor de los quarks son:

- Tercera componente de isoespin /,.
- Extraneza S.

- Encanto C.

+ Numero cuintico fondo B.

+ Numero cuantico cima 7.

en otras palabras, la fisica del sabor es el estudio entre los diferentes sabores de quarks y
leptones, su espectro y sus transiciones (cambios de sabor). De la Figura 1-1 se pueden
identificar los seis diferentes sabores de quarks: arriba (u), abajo (d), extrafo (s), encantado (c),
fondo (b) y cima () y seis diferentes tipos de sabores leptonicos: electrén (e), muodn (u), tau (7),
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neutrino electronico (v.), neutrino muoénico (v,) y neutrino tauénico (v,). Para lo que resta de
este capitulo la interaccion fuerte no serd de interés ya que no ésta no produce cambios de
sabor debido a que las interacciones fuertes conservan el sabor.

En esta tesis es de interés el decaimiento dado por B® — K?u"u~, decaimiento que involucra
un cambio de sabor dado por la transicion de quarks b — s, para comprender mejor esta
transicion es necesario definir unos conceptos asociados a la teoria electrodébil. En teoria
electrodébil el eigenestado débil 1) estd compuesto de un doblete izquierdo (I) y dos singletes
derechos (D) del grupo de gauge débil SU(2) [7], expresados por

’QD = <,Zf;) > ¢I = (lcllj) ) ¢D = uD7dD (1-3)

donde u; representa todos los quarks arriba (u,c,t) y d; representa todos los quarks abajo
(d, s,b). Una notacion alternativa de (1-3) se puede escribir como

—(("™) () (¢ _ (. dp = : (1-4)
wf_ d Ia s 17 b , , Up = ; 5 D — eZ
D D

los quarks interaccionan con los campos gauge obedeciendo la simetria SU(2) x U(1), el
Lagrangiano de interaccioén Ly,,; es dado por

Line = V1) r + p(iDpp) (1-5)

donde 1) = v,D" y ~, es la matriz de Dirac y las derivadas covariantes D* se definen como

iviri Y
D} = 0" +igT'W, + zg/gBu (1-6)
p Y
DD = 8u + 19 5BH (1-7)

Las cantidades ¢ y ¢’ son las constantes de acoplamiento de los grupos SU(2) y U(1)
respectivamente, W', i = 1,2,3y B, son los campos de gauge (sin masa), 7" es el generador
de isoespin débil y Y es el generador de hipercarga. Los bosones electrodébiles fisicos (W=,
Z,,y el foton A,) se expresan como combinaciones lineales de los campos de gauge WZL y By,
dado por

1
Wi = S WEW) (1-8)

AN cosby,  sinfy B, (1.9)
Z,) — \—sinfy cosby ) \W?
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donde 6y es el angulo de mezcla débil, los bosones (Wj, Z,,A,) son bosones masivos que
adquieren su masa después del rompimiento espontaneo de simetria por medio del mecanismo
de Higgs[8]. Los bosones Wj participan en las interacciones que cambian el sabor de los
fermiones.

1.2. Cambios de Sabor con Corrientes Cargadas (CSCC)

Los bosones cargados electrodébiles Wj tienen la propiedad de cambiar el sabor de los quarks y
su carga eléctrica por medio de un acoplamiento como se muestra en el diagrama de Feynmann
de la Figura 1-2, este cambio de sabor se da entre quarks arriba (u, ¢, t) con carga % y quarks
abajo (d, s, b) con carga —%, estos procesos son conocidos como transiciones con cambios de
sabor de corriente cargada.

Figura 1-2.: Diagrama de Feynmann que representa un cambio de sabor de quarks por medio de
un acoplamiento con la corriente cargada electrodébil W*.

De la Figura 1-2, V;; es el vértice de acoplamiento y corresponde a los elementos de la matriz CKM
(Cabibbo, Kobayashi y Maskawa). La matriz CKM se puede derivar partiendo del Lagrangiano de
Yukawa [7], sin embargo, en esta tesis solo se presenta su definicion. La matriz de CKM es una
matriz unitaria 3x3 que describe la probabilidad de transicion entre los quarks arriba y quarks
abajo, esta matriz corresponde a una rotacion entre los eigenestados débiles y los eigenestados
de masa de los quarks que surge después del rompimiento de simetria electrodébil, lo que da
lugar a mezclas de quarks (cambios de sabor) por medio de transiciones que son proporcional a
los factores | V;; |%. Todos los elementos que conforman la matriz CKM esta dado por

Vud Vus Vub
Vern = | Vea Ves Vi | VoruViga = 1. (1-10)
Vie Vis Vi
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En el modelo estandar, los acoplamientos entre los bosones neutros (fotén, bosén neutro débil y
gludn) y quarks (leptones) no cambian el sabor a nivel arbol, es decir, los diagramas de Feynmann
a minimo orden no tienen como resultado un cambio de sabor como se muestra en la Figura 1-3.

Figura 1-3.: Acoplamiento de quarks ¢;, 7 = u, ¢, t,d, s, by bosones neutros. Estos acoplamientos
no cambian el sabor de los quarks.

Se puede observar de la matriz CKM que no hay acoplamientos entre la corriente cargada y los
quarks de una misma familia, por ejemplo, no hay cambios de sabor a nivel arbol para la
transicion b — s, sin embargo, esto no significa que estos procesos de cambio de sabor para
esta transicion no sean posibles sino que solo no ocurren a nivel arbol [9], las transiciones
b — s ocurren a ordenes superiores y son transiciones de cambios de sabor con corrientes
neutras.

1.3. Cambios de Sabor con Corrientes Neutras (CSCN)

Los cambios de sabor con corrientes neutras (CSCN) son procesos que cambian el sabor de los

quarks sin cambiar su carga eléctrica [10]. Un ejemplo de este tipo de procesos es la transicion

de un quark fondo b en un quark extrano s, ambos pertenecen a la misma familia de quarks
: 1

abajo con carga —z.

Desde un tratamiento mas formal se puede demostrar que no existen CSCN a nivel arbol [7], si
partimos del Lagrangiano de interaccion L,,; entre bosones electrodébiles fisicos y quarks, este
se puede escribir en términos de las corrientes electrodébiles

g — g
L = —eJpyAu — Q(chW: + JEEW) — mJgNZu (1-11)

estos tres términos contienen las tres corrientes electrodébiles, esto es, la corriente
electromagnética JfM, la corriente débil cargada JEC y la corriente débil neutra JEN, como se
muestra a continuacion:
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Jey = §u7“u - %Jv“d (1-12)
Joe = uryd; (1-13)
Jon = art (1 — %sin2 HW) Uy — UD'YM% sin? Oy up (1-14)

—dy* (1 — g sin? 9W> dr + dDy’é sin? Oy dp (1-15)

donde u; p son los quarks arriba y d; p son los quarks abajo (izquierdos y derechos). Sin entrar
en mas detalle analiticos, de estas corrientes se puede observar sus acoplamientos
fundamentales entre quarks y con esto hacer conclusiones:

Las corrientes cargadas son entre quarks arriba y quarks abajo

- Son interacciones que cambian el sabor
- Ejemplos son las transiciones ¢ — Wby b — We

Los términos de corrientes neutra (y también de corriente electromagnética) solo contienen
interaccion entre quarks arriba y su respectivo antiquark arriba, lo mismo para los quarks abajo,
de esto se concluye que los CSCN

- No cambian el sabor de los quarks.

Estas conclusiones son importantes ya que si se pretende investigar los CSCN se sabe por los
resultados anteriores que estas transiciones no ocurren a nivel arbol en el modelo estandar, lo
que se traduce transiciones con mayor supresion (debido a la mayor cantidad de vértices
presentes en los diagramas de Feynmann a 6rdenes superiores) y la evidencia experimental
obtenida de los colisionadores lo corrobora, de los datos del Particle Data Group las fracciones
ramificadas para el decaimiento con CSCC B® — D~ 77 v, es de

BR(B® — D™ 7"v,) = 0.0108 £ 0.0023 (1-16)

mientras que para el decaimiento con CSCN B® — K°u™ 1~ esta dado por

BR(B® — K°utpu™) = (3.3940.34) - 107", (1-17)

La diferencia significativa entre las dos fracciones ramificadas muestra que los decaimientos
con corriente neutra del meson BY decaen con mucho menos frecuencia al canal K%t~
relativo al decaimiento con corriente cargada (1-16).
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Ademas de la prohibicion de que no existen CSCN a nivel arbol, se debe tomar en cuenta otro
mecanismo de supresion dado por los elementos de la matriz CKM relevantes al decaimiento de
interés b — sll, los diagramas de Feynmann de este decaimiento se muestran en la Figura 1-4.

l+
V. Z 1 W v w*
b W 5 b t 5
4%
q q q q

Figura 1-4.: Diagramas de Feynmann asociados al decaimiento b — sll. Las particulas dentro
del bucle (loop) son particulas virtuales. En la teoria es posible obtener informacion
fisica del decaimiento exclusivo B® — K?u"u~ usando estos diagramas.

De la Figura 1-4 se observa que los decaimientos ocurren a nivel de bucle por medio de
diagramas de pingiiino (figura izquierda) y diagramas de caja (figura derecha), los vértices de
CKM relevantes son Vs y Vj, estos vértices entran en los calculos de la amplitud de
decaimiento[11] y ya que V;s es un elemento no diagonal tiene como efecto una supresion
significativa a la amplitud de decaimiento. El dltimo mecanismo de supresion estd dado por el
mecanismo GIM[12].

Por tanto, lo importante de esta seccion, es que los cambios de sabor con corriente neutra son
procesos que se consideran raros en fisica de particulas por dos motivos, el primero es por las
supresiones teoricas presentes en el modelo estdndar (prohibiciéon de nivel arbol, supresion
por factor CKM y mecanismo GIM), el segundo son los valores experimentales relativamente
pequenos de las fracciones ramificadas de estos decaimientos neutros. Estos resultados tienen
como conclusién que debido a la gran supresion en el modelo estandar, los decaimientos con
CSCN son lugares ideales para buscar evidencia de nueva fisica mas alld del modelo
estandar[13] ya sea por nuevas particulas que sean detectadas por medio de colisiones
altamente energéticas o por mediciones mas precisas de las propiedades de las particulas que
decaen (ej. BY), tales decaimientos pueden ocurrir a través de particulas transitorias que
tienen una masa fisica mayor que la cantidad de masa-energia disponible de la particula en
descomposicion. Estas particulas transitorias se denominan virtuales (ej. quark top y boson W
de la Figura 1-4). Las nuevas particulas pesadas pueden causar grandes desviaciones de las
predicciones del modelo estandar. Las mediciones precisas de tales cantidades son sensibles a
particulas mas alla del modelo estdndar que tienen masas que superan con creces la energia de
colision disponible del LHC (Gran Colisionador de Hadrones) [10].
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A pesar de la importancia de las conclusiones anteriores para la fisica de particulas, una
conclusion relevante para esta tesis es que los decaimientos de particulas que involucran CSCN
son considerados decaimientos raros y por tanto, la informaciéon fisica que se extrae de las
mediciones pertinentes pueden tener valores cerca de la frontera fisica permitida, de aqui se
implica que es necesario usar herramientas estadisticas que tomen en cuenta estas
consideraciones y la técnica de Feldman-Cousins toma en cuenta estas situaciones donde los
resultados pueden estar cerca de la frontera fisica permitida y con esto proporcionar
resultados con una buena cobertura de los errores o intervalos de confianza correspondientes
a las mediciones.

1.4. Distribucion Angular y Parametro Fy

Larazon de decaimiento I que se estudia en fisica de particulas esta dada por dos contribuciones,
una cinematica (espacio fase accesible) y otra dindmica (amplitud de decaimiento), dentro de
la region cinemadtica esta la distribucion angular de decaimiento de las particulas del estado
final, esto es, la region fisica accesible en términos de variables angulares para las particulas
producto. Las distribuciones angulares de interés para esta tesis son las asociadas a los siguientes
decaimientos exclusivos:

B+ N K+u+,u_

B’ = Kjup~
La distribucién angular del decaimiento B™ — K pu*t ™~ puede ser parametrizada en términos
de dos parametros [14] dado por

%%1;61 = Z(l—FH)(l—cos291)+%FH—l—AFB cos b, (1-18)
donde 6, es el angulo entre la direccién del muon p* () y el meson K (K ™) ala particula que
decae BT (B™) respectivamente (Figura 1-5). Los parametros de (1-18) son los parametros Agp
y Fy, el primero es la asimetria “adelante-atras” (forward-backward) del sistema del dimuén y el
segundo corresponde a la contribucion fraccionaria de las amplitudes escalares y tensoriales a la
anchura de decaimiento en la aproximacién de muones sin masa. Las predicciones del modelo

estandar para estos pardmetros son App = 0y Fy ~ 0[15] y las constricciones son

0< Fy

IA
w

(1-19)
F

[ Aps| < (1-20)

Haciendo App = 0 y multiplicando por un factor de 2 a la ecuacion (1-18) se puede eliminar

cualquier asimetria residual haciendo anilisis en términos de | cos6,

, lo que resulta en la
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distribucion angular para el decaimiento B® — K%u" ™, esta distribucion es:

1 dI’ 3

—— = —(1— Fy)(1— 6, |2 F 1-21

['dcos ¥, 2( )= | costh [F) + Fu ( )
la constriccién 0 < Fy < 3 prevalece tal que la distribuciéon (1 — 21) se mantenga positiva para
todos los valores de | cos @ |.

Figura 1-5.: Diagrama esquematico del decaimiento B® — K%u*pu~.

La distribucion angular (1-21) se usard en esta tesis con el objetivo de obtener resultados
estadisticos asociados al pardmetro Fy usando técnicas de estimacion paramétrica y la técnica
de Feldman-Cousins para obtener intervalos de confianza y cobertura del pardmetro Fpy
mediante la generacion de pseudo datos.



2. Probabilidad y Estadistica Basica

2.1. Probabilidad en Fisica de Particulas Experimental

Dentro de la fisica de particulas, la teoria de la probabilidad es una herramienta matematica
indispensable para extraer informacion de los sistemas fisicos que son investigados, esta teoria
es un marco conceptual que evalda el conocimiento de los procesos aleatorios, sin embargo el
enfoque no es unico y varia dependiendo de la interpretaciéon de probabilidad[16], estos
enfoques son el frecuentista y Bayesiano. En este trabajo se seguird el enfoque frecuentista de
probabilidad que se definird mas adelante. El principal objetivo de un fisico experimental es el
medir cantidades fisicas de interés, posiblemente con la mejor precision, ejemplos de estas
cantidades en fisica de particulas experimental son las masas de hadrones, el tiempo de vida
media de las particulas, los dngulos de decaimiento, los pardmetros asociados a la fisica del
sabor, etc. Debido a que estas cantidades son resultados de experimentos aleatorios, es
necesario definir unos conceptos concretos de probabilidad, empezando por la definiciéon de
probabilidad frecuentista.

Desde el enfoque frecuentista, la probabilidad es la frecuencia con la cual un evento ocurre
cuando el numero de experimentos tiende a infinito[17], esto es:

P(A) = lim — Numero de ocurrencias del evento A (2-1)

n—00 n

donde las cantidades fisicas de interés permanecen fijas a un valor, por ejemplo las masas de
las particulas elementales. Ejemplos de probabilidad frecuentista en fisica de particulas son: la
probabilidad de que el intervalo [5.3-5.7] GeV contenga la masa del mesén BY o que el intervalo
[0, 0.2] contenga al pardmetro Fj de la distribucion angular del decaimiento B® — K%uTpu™.
Estos resultados son aleatorios por diversos factores[18]:

- Limite de resolucién de los instrumentos de medicion
- Errores de medicion aleatorios cuasi-irreducibles (ejemplo: efectos térmicos).
- Teoria no determinista (mecanica cuantica)
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2.2. Espacio de Probabilidad

Para modelar un experimento aleatorio es necesario definir la triada (€2, F, P) que en conjunto es
llamado espacio de probabilidad. El lenguaje matematico es la teoria de conjuntos que se usara para
poder definir otros objetos matematicos de interés, consideraremos al espacio de probabilidad
como estructura basica y otros conceptos como variable aleatoria o densidad de probabilidad seran
definidos con base en (2, F,P). La definicion de estos elementos es la siguiente: El espacio
muestral (2 es el conjunto de todos los posibles resultados elementales w, este conjunto puede
ser finito, numerable o infinito, como ejemplo es el tiempo de decaimiento de una particula
inestable, para este caso el espacio muestral se define como Q2 = {t € R | t¢ > 0} o para
un parametro fisico de interés Fjy el espacio muestral es 2 = {Fy € R | 0 < Fy < 3}. El
espacio de eventos F es definido como un conjunto cuyos elementos representan sub conjuntos
del espacio muestral, donde cada elemento A de F es llamado evento. Del ejemplo anterior el
tiempo de decaimiento o el pardmetro fisico Fy los eventos corresponden intervalos de la recta
real[19]. Por ultimo tenemos la medida de probabilidad P es una funcién entre conjuntos que
asigna una probabilidad entre 0 y 1 a cada elemento del espacio de eventos que satisface los
siguientes axiomas también conocidos como axiomas de Kolmogorov [17]:

-+ P(A) > 0 para todo evento A en F

- P(Q) =1

- Si Ay, Ao, As, ... € F son mutualmente excluyentes, entonces
P (U AZ-) => P(A)
i=1 i=1

Estos tres elementos conforman el espacio de probabilidad.

2.3. Densidad de Probabilidad

Consideremos un experimento cuyas realizaciones es caracterizado por una variable aleatoria
continua X. El espacio muestral corresponde a todo el conjunto de posible valores que X puede
tomar. La probabilidad de observar un valor en el intervalo infinitesimal [z, z + dx] estd dada
por la densidad de probabilidad

P(X € [z +dzx]) = f(x)dx (2-2)

en la interpretacion frecuentista, f(x)dx da la fraccién de las veces que x es observado en el
intervalo [z, x + dx] en el limite de que el nimero total de observaciones es infinitamente largo.
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La densidad de probabilidad es normalizada tal que la probabilidad total es igual a la unidad

/f(:(:)dx =1 (2-3)
s

donde laregion de integracion S se refiere al dominio completo de x, esto es, el espacio muestral
completo. También es necesario definir la funciéon de distribucién o funcién cumulativa, sea
(Q, F,P) un espacio de probabilidad y X : 2 — R una variable aleatoria, la funcién cumulativa
de la variable aleatoria X es una funciéon F' : R — [0, 1] definida como

F(z) =P[X < «] (2-4)

esto es, la funcion cumulativa evaluada en un numero x cualquiera es la probabilidad de que la
variable aleatoria tome un valor menor o igual a z. Usando esta definicion también es posible
definir a la densidad de probabilidad como

Flz)=P(X < z) = /_ "t (2-5)

Valor de Expectacion y Varianza

La media o valor de expectacion de una variable aleatoria se escribe como F(X). Si observamos
N valores de la variable aleatoria X, entonces la media de los N valores serd aproximadamente
igual a F(X) para largos valores de V. Sea X una variable aleatoria continua con una densidad
de probabilidad fx(z), el valor de expectacion de X es

B(X) = / "y (0)da 2-6)

—0o0
La varianza de una variable aleatoria X es una medida de cuan dispersa estd. La varianza mide
que tan lejos estan los valores de X de la media

V(X) = B((X - B(X))?) = B(X?) — (E(X))™ @7)

2.4. Funcion Likelihood

Cuando tratamos con datos que son resultados de mediciones en experimentos y queremos
interpretarlos para extraer informacion fisica entramos en terreno de la estadistica y
necesitamos, por tanto, herramientas estadisticas que nos ayuden a interpretar los datos
recolectados. En general la estadistica es una rama de la matemadtica que se encarga de la
recopilacion, andlisis, interpretacion y presentacion de masas de datos numéricos.

Funcion Likelihood
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Cuando una variable aleatoria continua o discreta X se mide n veces (o se extrae una muestra
de tamano n de una poblacién infinita) se obtiene un conjunto de datos ¥ = {zo, x1, ..., x, }. La
variable X se distribuye de acuerdo a una densidad de probabilidad fx(z | 67) donde
0 = {6,6,,...,0,} son parametros desconocidos, estos parametros definen lo que es una
densidad de probabilidad parameétrica, por ejemplo una variable aleatoria X sigue una
densidad de probabilidad Gaussiana G(x | p,0) donde p y o son la media y la desviacién
estandar o los parametros de la densidad de probabilidad. EI producto de las densidades de

probabilidades evaluadas en cada realizacion de X es la funcién likelihood [20], dado por

LO]T) =L 20, wa) = [ [ Fx(a: | 6) (2-8)
i=1

donde el simbolo | es el simbolo condicional, nos sirve para separar los significados entre la
densidad de probabilidad y la funcién likelihood, en el caso de la densidad de probabilidad
fx(xz | @) se entiende al objeto como una funcién que depende de la variable x cuyos
parametros estan fijos y la funciéon likelihood £(6 | z) una “funcién” que depende de los
parametros (espacio de p pardmetros en general) y la variable x queda fija (espacio de datos).
La funcion likelihood es una funcién aleatoria, ya que depende de muestras aleatorias de
datos, esto es, por ejemplo el conjunto de datos que se obtuvieron del experimento. La
utilidad de la funcién likelihood es transmitir informacién de cantidades desconocidas.
Cantidades desconocidas en problemas estadisticos pueden ser pardmetros fijos, de la funcién
likelihood podemos hacer estimaciones de estos parametros de interés y obtener informacion
sobre la fisica que subyace al sistema que es estudiado, o en nuestro caso a decaimientos de
particulas. Otra utilidad de la funcion likelihood es obtener intervalos de confianza clasicos e
intervalos de confianza dado por el cociente de likelihoods, esto se verd mas a detalle en los
siguientes capitulos, por ahora basta con su definicion.

Funcion Likelihood Extendida

Si el namero datos observados n es también una variable aleatoria que sigue una densidad de

probabilidad P(n | §) que también puede depende de p pardmetros desconocidos, la funcién
likelihood extendida se define como:

L=Pnlb) H flai | 6) (2-9)

La funciéon de probabilidad extendida aprovecha el numero de eventos registrados n como
informacion extra para determinar los parametros estimados. Usualmente en fisica de

—

particulas la distribucién P(n | #) es una distribucién de Poisson [21].

Razon de Likelihood
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Con el objetivo de evaluar un pardmetro de interés yu (en general un vector de pardmetros /i) con
respecto a su estimador de maximo likelihood /i dado un conjunto de datos {x, ...z, } = T se
define la razén de likelihoods R(u) dado por:

R(u) = ﬁ(u | 7) (2-10)

(] )
el estimador de maximo likelihood i es el valor de ;1 que maximiza la funcion likelihood, por
definicién (2-12) esta restringido a 0 < R(p) < 1. Cuando el pardmetro u coincide o se
aproxima a /i la razén de likelihood se aproxima a R(u) ~ 1, de este resultado se debe inferir
buena compatibilidad entre los datos (o estimador /i) y el valor probado de p, en cambio
cuando existe una gran diferencia numeérica entre p y /i se infiere lo contrario, esto es, una gran
incompatibilidad entre los datos y el parametro p [22].

En el caso de que la funcion likelihood dependa de dos vectores de parametros /iy 0 (en una
dimension por simplicidad), conocidos como pardmetros de interés (PDI) y parametros nuisance
respectivamente y so6lo estemos interesados en los parametros de interés, definimos la razon
likelihood de perfil [23], cuya expresion es:

(2-11)

El numerador de (2-13) es la funcioén likelihood de perfil, § es el valor de 6 que maximiza £ para
un p dado, este objeto también es conocido como estimador condicional de maximo likelihood
[24], en el denominador de la ecuacion (2-13) se tiene a los dos pardmetros que maximizan
la funcién likelihood simultdneamente, al igual que (2-12) la razén de likelihood de perfil esta
restringida al intervalo [0, 1]. Aplicando el negativo dellogaritmo natural de (2-13) y definiendo la
prueba estadistica t, = —21In R, (1) en algunos casos es posible obtener la distribucién analitica
f(t, | 1) [25]y de esta obtener el p valor que se define como una medida de compatibilidad entre
los datos observados (estimador /i) y la hipotesis nula p, entre mas grandes sean los valores de p
significa una mayor compatibilidad entre los datos observados y la hipotesis nula, esta cantidad
se obtiene cuando se compara la prueba estadistica ¢, de un conjunto de datos observados
Tobs — ty0bs con la distribucion f(¢, | p) para un p de prueba, formalmente el p-valor queda
expresado como:

o0

p= / £t | )it (212)
11, 0bs

La funciéon f(t, | i) no siempre es posible obtener su forma analitica, sin embargo se puede

obtener una aproximacion usando métodos computacionales como se vera en el capitulo 4. Las

definiciones (2-12)-(2-14) son de suma importancia para esta tesis, ya que se utilizaron

fundamentalmente como criterios estadisticos asociados a la técnica de Feldman-Cousin para la
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estimacion de cinturones de confianza y curvas 1 — C'L (se definird mas adelante) o curvas de p
valor mediante un método algoritmico usando pseudo datos.



3. Estimacion de Parametros

Introduccion

En este capitulo se describe como determinar los mejores estimadores de los parametros
asociados a la funcion likelihood (2-8) dado un conjunto de datos. También se define la
distribucién muestral de los estimadores para validar las propiedades que estos estimadores
deben satisfacer. Por tanto podemos definir la estimacién paramétrica como el proceso de
determinar y evaluar los estimadores de pardmetros desconocidos de un especifico modelo
probabilistico. Para obtener los estimadores se hace uso del método estadistico de maximo
likelihood y se emplea el método de Toys Monte Carlo como fuente de pseudo datos por
medio de generacion de numeros pseudo aleatorios.

Las componentes de una estimacion paramétrica son las siguientes:

—

- Un modelo de probabilidad f(x | #), que contiene a los pardmetros desconocidos.

- Muestras aleatorias de eventos del modelo de probabilidad.

- Funcion de costo con la que se obtiene las estimaciones de los parametros.

- Un conjunto de estimadores de los pardmetros desconocidos basados en la informacién
contenida en las muestras aleatorias.

- Las propiedades especificas de los estimadores que se utilizan para evaluar la precision
del estimador.

- Incertidumbres clasicas correspondientes a los estimadores.

El proceso de estimacién de parametros es también llamado ajuste de modelos y es una de las
tareas fundamentales de analisis de datos en la fisica experimental de altas energias [26].

3.1. Ajuste de Modelos

Cuando se ajustan modelos dado por una densidad de probabilidad paramétrica a un conjunto
de datos, tenemos que determinar qué tan bien los datos coinciden con el modelo o cuales son
los valores de los pardmetros que mejor se ajustan a los datos. Uno de los casos mas simples y
comunes es cuando se ajustan los datos a una linea recta y se determina la pendiente y la
interseccion de la recta con el eje de ordenadas, esto es posible extenderlo para casos mas
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complicados como el que se muestra en la Figura 3-1 por medio de la minimizacién de una
funcion de costo.

Modelo Datos
— f(x|8)

Funcion de costo Resultado

Minimizador

Figura 3-1.: Ajuste de modelos de probabilidad a datos mediante un optimizador (minimizador).

Con el objetivo de encontrar los estimadores de un conjunto de datos se emplea la funcion
likelihood o de “costo” con la cual al maximizar (o minimizar ya sea el caso) mediante un
proceso de optimizacion este método nos proporciona el valor del pardmetro que mejor se
ajusta a los datos, ademas de sus errores asociados. Por otro lado, al evaluar el
comportamiento de un estimador de un pardmetro 6, los valores probables del estimador, la
media del estimador y la variabilidad del estimador son caracteristicas importantes que deben
considerarse. El comportamiento de un estimador y su eficacia para estimar un parametro 6 se
basan en la distribucion de probabilidad del estimador, que se denomina distribucion muestral. En
otras palabras para una muestra aleatoria {x, ..., x, } el estadistico 7' = T'(zy, ...x,) tiene una
distribucion de probabilidad fr asociada a la variable aleatoria 7'. Se verd mas adelante que es
posible ajustar una densidad de probabilidad a un conjunto de datos conformado por un vector
de estimadores y con esto obtener conclusiones acerca de que tan buenas son las propiedades
del estimador.
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3.2. Estimador de Maximo Likelihood

Para obtener valores numéricos de los estimadores se emplea el método de maximo likelihood.
Con este método se obtiene un conjunto de valores de los pardmetros del modelo que
maximizan la funcién likelihood. Intuitivamente, este método maximiza el “acuerdo” entre el
modelo y los datos como se ve en la Figura 3.1, siendo la funcién likelihood la funcién de costo.

Consideremos la funcion likelihood dada por la definicion (2-10), cuya muestra aleatoria
{zg,...,x,} de datos estadisticamente independientes son provenientes de una densidad de
probabilidad f(x | ) de un solo parametro # desconocido, con esto tenemos que la funcién
likelihood es dada por

n

Loz =]]r0) (3-1)

=1

Por razones practicas de computo es mejor trabajar con el negativo del logaritmo de la funcion
likelihood. El objetivo es encontrar el valor del pardmetro que maximiza la ecuacién 3.1 (tanto
L como In £ tienen el maximo en el mismo punto), para obtener el pardmetro que maximiza £
derivamos (3-1) con respecto al pardmetro  y hacemos la derivada igual a cero

din £(0 | 7)

70 =0 (3-2)

0=0

La ecuacién (3-2) es se le conoce como ecuacion likelihood y el valor de 0 que satisface la
ecuacion es llamado estimador o en particular para este método es llamado estimador de
maximo likelihood. Este estimador es una funcion de los datos é(f) y por tanto es también una
variable aleatoria. Es posible extender al caso multiparamétrico con p pardmetros
0 = {6,,6,,...,0,} con la diferencia de tener que resolver en este caso p ecuaciones likelihood
dado por

dnL(f | 7)
0

Como ejemplo consideremos una densidad de probabilidad Gaussiana dada por la siguiente

=0, Vi=1,..p (3-3)

expresion

1

2mo

[ | p,0) = (3-4)

o]

202

exp [—

2

la densidad de probabilidad (3-4) puede servir para modelar la masa de particulas tanto
compuestas como elementales, si la masa es medida n veces cuyas mediciones da un conjunto
de datos {xo, ..., z,} que se distribuyen normalmente y el objetivo es obtener el estimador del
parametro p, la funcion likelihood de (3-4) es
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Lo |®) = TL5G o) =[] ey op {—ﬂ} 35

_ 1 " io(i — p)? .
- (\/27702) o {_ 207 ] e

aplicando el logaritmo natural

InL(p,0 | Z) =nln (ﬁ) b z:(xz — p)? (3-7)

derivando con respecto a p e igualando a cero

Lo |7) _ 1 ¢

.1
P Rl P I =

=0 =0
En este caso particular el estimador maximo likelihood coincide con la media de la muestra.

3.3. Propiedades de los Estimadores

La validez de un estimador queda determinada por sus propiedades. Usando el método de
maximo likelihood podemos construir estimadores con las siguientes propiedades:

- Consistencia: un estimador # es consistente (o asintéticamente consistente) si converge
al valor verdadero 6 conforme el nimero de mediciones o datos n se incrementa:

lim 6 = 0 (3-9)

n—oo
- Sesgo: El sesgo (b) es definido como la diferencia entre los valores de expectacion del
estimador y el pardmetro verdadero 6:

N

b=E[f] — 0 (3-10)

El método de maximo likelihood nos permite obtener estimadores consistentes y sin sesgo.
Estas tres propiedades se pueden determinar mediante muestras aleatorias de pseudo datos y
un ajuste a la distribucion muestral de los estimadores.

3.4. Varianza de un Estimador

Ya vimos que podemos estimar el valor de los pardmetros desconocidos de una densidad de
probabilidad dado un conjunto de datos usando la funcion likelihood, debido a que el estimador
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no es exactamente igual al valor verdadero del pardmetro es necesario incluir la incertidumbre
asociada al estimador. Los resultados se presentan con la siguiente notacion

0=0+o0; (3-11)

donde 0, es la incertidumbre del estimador . La incertidumbre de un estimador esta ligada a
su varianza, esta la podemos aproximar desarrollando una serie de Taylor del logaritmo de la
funcion likelihood alrededor del estimador 6, esto es

~ dIn L(0)

In £(6) = In £(6) + (6 — ) jy2d*In L(0)

1
500 -0 — (3-12)

0=0 0=0
el segundo término del lado derecho de la ecuacion (3-12) es igual a cero por (3-2) y haciendo

_j = L)

10 , 1a funcion likelihood es proporcional a

0=0

L(6) x exp [—g(e - 6)2] (3-13)
de (3-13) se obtiene la varianza del estimador

d?1n £(0)
2 —1
G =h = (_T

) (3-14)
6=>0

La varianza (3-14) es valida cuando los datos siguen una densidad de probabilidad Gaussiana [26],
la incertidumbre o desviacion estandar se obtiene tomando la raiz cuadrada de la varianza. Para
el caso multiparamétrico, comportamiento Gaussiano y conjuntos de datos finitos la varianza se
convierte en la matriz de covarianza V y se puede aproximar usando la siguiente expresion

9 o= —1
V= [—M ] =H! (3-15)
0

06?

donde H es la matriz Hessiana y la incertidumbre 0; se obtiene tomando la raiz cuadrada de los
elementos diagonales de (3-15) dado por

05, = Vi (3-16)

los intervalos de confianza cldsicos se obtienen de las incertidumbres estandar o, y se pueden
escribir como

[0 —0; <6 <0+0y (3-17)

estos son intervalos de confianza simétricos, sin embargo, es posible obtener intervalos de
confianza asimétricos (capitulo 4) sin las restricciones mencionadas en esta seccion.



22 3 Estimacién de Parametros

3.5. Método Toys Monte Carlo

Con el objetivo de comprobar que los estimadores obtenidos de una densidad de probabilidad
cumple las propiedades mencionadas anteriormente se utiliza la técnica de Toys Monte Carlo,
que consiste en obtener muestras aleatorias de pseudo datos por medio de un generador
algoritmico de numeros aleatorios que siguen una densidad de probabilidad fija, esto es, la
generacion de numeros aleatorios es la obtenciéon sucesiva de la variable aleatoria X de una
densidad de probabilidad definida fy, estos ndmeros aleatorios se usan para simular la fisica
del experimento.

Usando el método Monte Carlo es posible obtener la distribuciéon de los estimadores o
distribucién muestral. Como primera prueba consideramos una densidad de probabilidad
Gaussiana G(x | p, o) donde la gaussiana puede modelar una senal asociada a la distribucion de
masas de una particula cuyo parametro de interés es el parametro u, procedemos a obtener
muestras aleatorias o Toys Monte Carlo de la densidad G, después de haber obtenido los datos
de n eventos se maximiza el likelihood para cada vector de pseudo datos {xq, ..., z,,} generados
y se grafica la distribucion del estimador; con mas claridad los pasos son los siguientes:

- Se elige una densidad de probabilidad paramétrica (ej. Gaussiana)
Gz | p,o) (3-18)
- Generar N muestras aleatorias o Toy MC con n eventos
Gz | p,o) = [{xo, -y Tntos s {T0, ooy Tn } N]

- Aplicar el método de maximo likelihood para cada i-ésimo vector de datos {zo, ..., T, };
extrayendo el estimador /i y su incertidumbre asociada o, en cada iteracion

{IOJ 7‘T'ﬂ}z — £Z — (/17 U[L)z
- Se grafica en un histograma del conjunto de estimadores obtenidos en el paso anterior
[ft0, -, fun] — Histograma

- Por ultimo se ajusta la distribucion de estimadores a un modelo Gaussiano para obtener
el sesgo y consistencia del estimador.

Usando herramientas computacionales, en este caso Python, la libreria zfit [27] y Sci-Py, con
estas librerias se obtienen las muestras aleatorias de datos y se calculan los estimadores asi
como las incertidumbres asociadas a cada estimador, con esto podemos obtener resultados del
algoritmo anterior y presentarlos tanto numérica como graficamente. Empleando el algoritmo
con los pardmetros verdaderos p, = [1.0,2.0,3.0,5.0], 0, = 1.0, n = 1000 eventos y N = 500
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muestras (vectores de datos) de los n eventos, se obtiene las distribuciones de los estimadores
[t (Figura 3-2). Los resultados que se reportan son los siguientes

i Bl o (0] | Ra=|b] Jea
1.0 | 0.9997 4 0.0010 | 0.0316 £ 0.0007 | 0.0003 0.30000
2.0 | 1.9987 + 0.0010 | 0.0305 4+ 0.0007 | 0.0013 1.30000
3.0 | 3.0007 £ 0.0010 | 0.0326 £ 0.0007 | 0.0007 0.70000
4.0 | 4.0001 +0.0010 | 0.0317 &= 0.0007 | 0.0001 0.10000

Tabla 3-1.: Valores obtenidos de la estimacion paramétrica del pardmetro p de una Gaussiana.

donde ¢; es el error obtenido del ajuste a la distribucion de ji. De los datos obtenidos
presentados en la Tabla 3-1 se concluye que el estimador es consistente y con un sesgo
despreciable.

Pulls

Para comprobar que los estimadores son consistentes y con poco sesgo se usa también el método
de pulls. Si una variable aleatoria X es generada repetidamente de una distribucién Gaussiana
con media p y desviacion estdndar o, entonces el pull de la distribucién se define como

—
o
en nuestro caso anterior X son los estimadores /i, ¢ es nuestro valor verdadero del pardmetro

Pull = (3-19)

y o es la incertidumbre de /i, esto es

~

pull = L H

I

(3-20)

Si la distribucion de pulls siguen una distribucién Gaussiana estandar, es decir una Gaussiana
con media cero y desviacion estandar igual aproximadamente a la unidad se puede concluir
que no hay sesgo [28]. Siguiendo el ejemplo de la Gaussiana los pulls asociados a los resultados
de la Figura 3-2 se muestran en la Figura 3-3.

Los valores reportados son los siguientes:

f,  0.0001

Ry(p, =1.0) = ., 00316 = 0.0032 (3-21)
Rag(p, =2.0) = 1.1401 (3-22)
Ra(py = 3.0) 0.7025 (3-23)
Ra(p, = 4.0) = 0.1041 (3-24)
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donde ¢, es el error de ajuste de la distribucion de pulls asociados al parametro .

—H=10 =29
S 1ogl E[li] = 0.9997 £ 0.0010 ] G 1401 ]
|.?>j 120 0.0516 1 0.0007 g E[ji] = 1.9987 + 0.0010
.= +
[ orTRRER 120l o4 =0.0305 0.0007 ]
100 -
i 100[- :
80
80| .
60 i
i 60|~ .
o 40f
8. 0 1.90 195 2.00 205 210
p
=4.0
@ 120 i » T T T T T HE — T
£ | Ei1=3.0007 £ 0.0010 £ MOr Efji = 4.0001 £ 0.001 1
I e | .
T 100|- 0 = 0.0326 £ 0.0007 ] £l %7 0.0317 +0.0007 ]
80[- ] 100 i
|- 80; -
60} . i
I 60| i
40| . i
I 401 ]
2r | 20:
07 | Gi . e R I R
2.90 2.95 3.00 3.05 3.90 3.95 4.00 4.05 410
A A

Figura 3-2.: Distribuciéon muestral de los estimadores (histograma) y ajuste gaussiano (curva
roja). Los valores de p y o presentados junto a sus errores son los correspondientes
al ajuste Gaussiano.
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| u,=0.0001+0.0316
| o,=1.0001+0.0224

Eventos
)
o

100~
80~
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| 1, =0.0229+0.0326
100} 0, =1.0322£0.0231
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201~

3 2 14 0
Pulls
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=
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20}
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0,=0.9676+0.0217

sof
60}
40}

20}

M, =0.0033+0.0317
0,=1.0018+0.0224

3 2 1 0
Pulls

Figura 3-3.: Distribucion de pulls asociados a diferentes valores del pardmetro .

Cada uno de los resultados dado por (3-21)-(3-24) es menor que 30, por tanto se concluye que

no hay sesgo con nuestra distribucion de pulls.
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Introduccion

La estimacion de parametros descrita en el capitulo 3 nos proporciona informacién sobre como
extraer parametros con buenas propiedades utilizando el método de méximo likelihood. Los
valores numeéricos de los estimadores no es lo tnico que podemos extraer del likelihood de
un modelo o de una densidad de probabilidad dado un conjunto de datos, también es posible
obtener sus intervalos de confianza, esto es necesario ya que necesitamos una caracterizacion
de la confiabilidad de la estimacion, ademas de considerar las restricciones fisicas a las que esta
impuesto nuestro modelo, la estimacioén de intervalos cubre estas dos tareas. En lugar de una
sola estimacion numérica del estimador se proporcionaran dos limites numéricos (simétricos
o asimétricos) mas un nivel de confianza sobre el valor real del pardmetro de interés. Con el
objetivo de lograr esta confiabilidad en los intervalos de confianza se siguen dos algoritmos
creados por Karbach[1], que en resumen, son métodos algoritmicos que se desarrollan usando
pseudo datos por medio del método de Toys Monte Carlo para calcular intervalos de confianza,
en estos algoritmos se incluye la regla de ordenacion de Feldman Cousins[2]. Por ultimo, los
resultados de los intervalos de confianza no son tnicos, esto es, son cantidades que dependen de
los datos y por tanto es necesario reportar cobertura. En este capitulo se aplic6 sistematicamente
tres algoritmos (dos algoritmos de Karbach y un algoritmo adicional) y se obtuvo la cobertura
de cada uno para el caso de una densidad de probabilidad Gaussiana, en el capitulo siguiente se
aplicaron estos algoritmos al pardmetro F del decaimeinto B® — K%u™u~.

4.1. Intervalos de Confianza

En el caso clésico, los resultados que se reportan de un experimento es una estimaciéon de
algin pardmetro junto con su desviacion estandar donde esta dltima es una medida de que
tanto los estimadores pueden distribuirse si el experimento es repetido muchas veces. Como
tal, la desviaciéon estandar ¢ informa la incertidumbre estadistica de una medicién y se
denomina error estandar, este enfoque se presento6 en el ejemplo de la Gaussiana del capitulo
anterior. Los intervalos de confianza no tienen que seguir esta formulacion clasica de
incertidumbre asociada a los pardmetros de interés, para desarrollar un tratamiento mas
general primero definimos lo que es un intervalo de confianza:
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Definicion (Intervalos de confianza): Sea {zy,...,z,} una muestra de la densidad de
probabilidad f(x | ) donde 6 es el pardmetro de interés. Supongamos que es posible
construir dos funciones de la muestra de valores 6;,, (o, ..., ) ¥ Osup (o, .., ,,) de modo
que la probabilidad del intervalo aleatorio [0, f, 0y, cubre al parametro verdadero 6 con
una fraccion 1 — a. Esto es

PlOins(xo, ...tn) < 0 < Osyp(@o, ..., Tn)] = 1 — @ (4-1)

La cantidad 1 — « es el nivel de confianza, 8;,s es el limite de confianza inferior y 0, es
el limite de confianza superior. La longitud 0,,, — 0;,s es el intervalo de confianza.

Para validar la confiabilidad del nivel de confianza y por lo tanto del intervalo de confianza se
define la probabilidad de cobertura:

Definicion (Probabilidad de cobertura): Dado un conjunto de intervalos de confianza
C([@inf Osup)), la probabilidad de cobertura 3 es la fraccion del conjunto de intervalos
de confianza que contienen al pardmetro verdadero 6,

P(ev € C([Qinfa Hsup]) = ﬁ (4-2)

Dado un conjunto finito de experimentos que se realizan bajo condiciones similares y que miden
al pardmetro verdadero 6,, la probabilidad de cobertura finita es la fraccion de veces que el
intervalo de confianza contiene al pardmetro verdadero, esto es

N(C([Oing, Osup))v) _ Iv

PO, € C([Oinf, Osup)) = N(C([Oing Osup))7) o E

(4-3)

donde N(C([fins,0sup])v) = Iv es el numero de intervalos de confianza que contienen al
parametro verdadero y N(C([0inf, Osup))7) = I es el numero total de intervalos de confianza
capturados. Si el numero total de intervalos de confianza tiende a infinito (enfoque
frecuentista) y la probabilidad de cobertura /3 tiende al nivel de confianza 1 — « entonces los
intervalos de confianza quedan validados. Un ejemplo es necesario para resaltar el significado
de los intervalos de confianza: podemos pensar que la probabilidad de que la masa del mes6n
mp € [my, my] sea del 90%, sin embargo este enunciado es incorrecto, ya que la masa del
meson B esta fija a un valor tnico, por otro lado si corremos un conjunto de experimentos toy
MC, cada experimento tendra como resultado un intervalo de confianza distinto (caracteristica
de un estimador), entonces, la afirmacién correcta es: si hay un meséon B con una masa mp,
entonces, en un conjunto de experimentos, el 90% de los intervalos de confianza obtenidos
contendra el valor verdadero de mp. Esto es parte del enfoque frecuentista que considera que
los pardmetros verdaderos o “pardmetros de la naturaleza” como cantidades fijas y los
intervalos de confianza como estimadores (variables aleatorias) cuyos resultados varian en



28 4 Estimacion de Intervalos de Confianza

funcion de los datos obtenidos del experimento.

Existen propiedades deseables que se deben considerar al construir intervalos de confianza[26]:

- Efecto de las fronteras fisicas: Cuando el pardmetro de interés tiene fronteras impuestas
por alguna restriccion, algunas construcciones de intervalos pueden caer en region
donde no es fisicamente posible interpretar los resultados, un ejemplo son la restriccion
a las masas de las particulas donde se define positiva y cualquier resultado negativo no
es deseable. Por tanto siempre hay que considerar las restricciones fisicas impuestas al
sistema para obtener intervalos de confianza validos, por ejemplo la restriccion fisica de
masas i > 0 o que el parametro Fjy esté definido en el intervalo [0 < Fy < 3].

- Relacion con la estimacion puntual: Cuando se mide la propiedad de un sistema que se
sabe que existe usualmente se reportan tanto la estimaciéon puntual como los intervalos
de confianza y es deseable que el primero sea incluido en el segundo.

- Validacion de los intervalos de confianza: Si la probabilidad de cobertura [ es
aproximadamente igual al nivel de confianza 1 — « entonces los intervalos de confianza
son validos.

No existe un solo método para la obtencion de estos intervalos de confianza, sin embargo, en
esta tesis usaremos la construccion frecuentista de Neymann y Feldman-Cousins por medio de
un algoritmo computacional de Karbach. Se obtendra la cobertura para validar los intervalos de
confianza.

4.2. Construccion de Neymann

En el capitulo 3 vimos como obtener intervalos de confianza clasicos al asumir un likelihood
Gaussiano cuyos resultados se presentan como

6+ 0] (4-4)

Una construccién mas general de intervalos de confianza que sigue el enfoque frecuentista es
gracias al trabajo de Neymann. Consideremos una variable aleatoria X que sigue una densidad
de probabilidad paramétrica y que depende (por simplicidad) de un sélo parametro . El
procedimiento de Neymann para determinar los intervalos de confianza sigue tres pasos:

- Eleccion de la regla de ordenacion.
- Construccion del cinturén de confianza.
- Inversion del cinturén de confianza para determinar el intervalo de confianza.
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Primero hay que escoger un conjunto de valores del pardmetro de interés

00, .... 0] (4-5)

donde 7 es el numero total de nuestro conjunto de pardmetros. Para cada parametro de (4-5)
se obtiene su densidad de probabilidad correspondiente y con esto obtenemos un conjunto de
densidades de probabilidad

(00, 0] = [f (x| 00), ... f(x | 0)] (4-6)

para cada valor del pardmetro ¢ = 6, la densidad f(z | §,) es conocida. Ya definido nuestras
densidades de probabilidad procedemos a obtener los “intervalos de aceptacion”
[Zing(0), Tsup(f)], estos intervalos se obtienen tal que cubran con un nivel de confianza
deseado 1 — « para cada una de las densidades de probabilidad, esto es, la construccion de
Neymann de los intervalos de aceptacion es tal que la probabilidad

P([E € [xinfwmsup] ‘ 0) =1—« 4-7)

Los niveles de confianza que frecuentemente se reportan son niveles de confianza en términos
de o, por ejemplo para el caso unidimensional: 1o = 68.27%, 20 = 95.5%, 30 = 99.73%, etc. La
relacion 4-7 es equivalente a

/xm flz|0)dx=1—« (4-8)

ing
La eleccion del intervalo de aceptacion es arbitraria y se le conoce como regla de ordenacion,
esta es una regla con la que se decide cudles valores de x son incluidos en el intervalo de
aceptacion, la unica restriccion es que el intervalo debe cumplir con la ecuaciéon (4-8). Las 3
ordenaciones mas comunes se muestran en la Figura 4-1.

En esta eleccion se tiene total libertad siempre y cuando la decisiéon no esté influenciada por los
datos. La probabilidad que corresponde a intervalos superiores es dado por

Plx<z]0)=1-a (4-9)
y para intervalos centrales, tenemos

o

Plx <z1]0)=Plx>x9|0) = 5 (4-10)
Se concluye la construccion cuando se obtienen todos los intervalos de aceptacion para cada
valor del parametro ¢ del intervalo (4-5). El conjunto de todos los intervalos de aceptacion

definen al cinturén de confianza como se muestra en la Figura 4-2.
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Figura 4-1.: Tres posibles opciones de regla de ordenacion: intervalo central (izquierda), limite
superior (derecha) y limite inferior (abajo), todos a un nivel de confianza 1 — a.

X X X X

Xinf sup sup

Figura 4-2.: Cinturones de confianza clasicos de intervalos centrales (izquierda) y limites
superiores (derecha). Las lineas rojas horizontales son algunos de los intervalos
de aceptacion.

Lo siguiente es hacer una inversion del cinturén confianza, esto es, al trazar una linea vertical
dado por una medicion xzg, ésta se intersecta con el cinturén de confianza y las intersecciones
dan como resultado un intervalo de confianza [0;,, (o), @sup(20)] @ un nivel de confianza definido
como se muestra en la Figura 4-3.
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sup

s

Figura 4-3.: Inversion del cinturén de confianza para la obtencion del intervalo de confianza
[ing(20), Osup(z0)] dado una medicion .

Xp X

El intervalo [0, ¢(z0), Osup(o)] tiene, por construccion, una cobertura igual al nivel de confianza
1—a. Laobtencion de la cobertura asociada al cinturén de confianza es la siguiente: supongamos
un valor definido del pardmetro verdadero 6 = 6, si se hacen IV observaciones x, de cada una de
estas observaciones se obtiene su intervalo de confianza, la fracciéon de intervalos que contiene
a 0, sobre el total es la probabilidad de cobertura (4-13). La region de confianza S, esto es, la
region con los intervalos de confianza que contienen a pardmetro verdadero 6, queda definida
por la linea horizontal como se muestra en la Figura 4-4.

6

X

Figura 4-4.: Region de confianza S formada por todos los intervalos de confianza que contienen
al pardmetro verdadero 6,. La region estd delimitada por las dos lineas verticales
verdes.

Esta construccion de Neymann se puede extender para el caso donde el valor de x es igual a los
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estimadores [21] z = 0(xy, ..., z,), la construccién es similar solo que en lugar de la densidad

de probabilidad f(z | €) es sustituida por la densidad de probabilidad del estimador ¢(0(%), 0)
[17], por tanto el cinturén de confianza obtenido estaria en el plano (6, 9),

4.3. Método de Feldman-Cousins

Los cinturones de confianza clasicos de Neymann de la secciéon anterior nos proporcionan
intervalos de confianza sin embargo hay valores de = que no intersectan con el cinturdn (Figura
4-3), es decir, no se obtienen intersecciones de la recta vertical con el cinturén de confianza y
por tanto el intervalo de confianza es igual al vacio, con el objetivo de remediar este problema
se empez0 a usar la politica “flip-flop”, que consiste en dividir en regiones distintas al cinturén
de confianza, la primera y segunda region permiten obtener intervalos de limites superiores y
la tercera region permite obtener intervalos centrales; esta politica produce una cobertura
incorrecta. Para obtener cinturones de confianza que preserven cobertura y hagan una
transicion natural de limites superiores a intervalos centrales, Feldman y Cousins introdujeron
una nueva regla de ordenacién dado por la razén de de likelihoods (2-10), esto es, para una
densidad de probabilidad f(z | #) con un parametro de interés 6 la razén de likelihoods que se
usa como ordenaciéon esta dado por

R EOI2) (4-11)
L0 x)

donde 6 es el valor del parametro que maximiza la funcion likelihood y la constante &, determina
el intervalo de aceptacion C,, tal que la integral de f(x | #) sea igual al nivel de confianza 1 — «,
esto es

flx]0)der=1—-« (4-12)
Ca

el intervalo de aceptacion es dado por todos los valores de x tal que

Co={2|R>ks}, R(wins) = R(Tsup) (4-13)

Para ilustrar este método consideremos una distribucién Gaussiana G(x | ) con un o
conocido, considerando estimadores fisicamente accesibles, esto es, el valor de u que
maximiza el likelihood se obtiene por medio de la siguiente relacién

fi = max [0, z] (4-14)

la expresion anterior restringe nuestros resultados a valores positivos del estimador /i, esta
restriccion hace que el likelihood Gaussiano se divida en dos regiones acordes al valor de =z,
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esto es

1 .
R o \/—2—” S1x Z 0 i
Lolir] o) = {L exp(—x2/2)  siz <0 @15
V2T p

con esto, nuestra razon de likelihoods queda determinada por

R:

Lo(p|z) {exp(—(w—ﬂ)2/2) siz 20 (4-16)

alp |
La(i | x) exp(zp — p%/2) siz <0

El intervalo de aceptacion [z, f, Tsyp| Se puede obtener numéricamente (seccién 4.4) a partir
de la ecuacion (4-16) por medio de la implementacion de un algoritmo y con esto construir el
cinturén de confianza de Feldman Cousins. Los valores de x se agregan a la region de aceptacion
para un p dado en orden decreciente de R hasta que se alcanza el nivel de confianza deseado
(Figura 4-5 y Figura 4-6).

RX) - ‘ “.:2'0. ‘ - G(x | 1)

10
™
=)

0.8~ 1

0.4 1

00 | | | | | | | | |
- inf 2 Xgyp 4 S 2 0 Xy 2 Xsup 4 6 X

Figura 4-5.: (Izquierda) Razoén de likelihood de Feldman Cousins para una Gaussiana con pu =
2. El valor de k, (linea horizontal) define el intervalo de aceptacion [T, Tsup)-
(Derecha) El intervalo de aceptaciéon obtenido define un 4rea en la densidad de

probabilidad con un nivel de confianza 1 — a.
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Figura 4-6.: Raz6n de likelihood para un Gaussiana con p = 0.2 donde los efectos de la frontera
son evidentes.

4.4. Método Algoritmico de Karbach

El método algoritmico de Karbach se divide en dos partes, la primera es una construccion de
los cinturones de confianza combinando la construccién de Neymann y la regla de ordenacion
de Feldman-Cousins, la segunda es la construccion de curvas 1 — C'L (C'L: confidence level por
sus siglas en inglés) usando la ecuacién (4-11) como prueba estadistica cuya distribucion se
compara con los datos medidos para obtener su p valor o 1 — C'L valor, la diferencia entre
estas dos partes es que la primera solo incluye mediciones singulares dentro de la funciéon
likelihood, esto es, el tratamiento del algoritmo es dato por dato, la segunda es posible incluir
ensembles o vectores de datos ademas de poder incluir pardmetros nuisance en la funciéon
likelihood y a partir de esto obtener la distribuciéon de R por medio de la técnica Toys MC. En
ambas construcciones se puede elegir con libertad el nivel de confianza 1 — « deseado. Es
necesario realizar la prueba de cobertura para corroborar que esta sea aproxime al nivel de
confianza definido, logrando esto, es posible concluir que los intervalos de confianza generados
tienen buena confiabilidad.

4.4.1. Cintur6én de Confianza

Para construir los cinturones de confianza de Feldman-Cousins por medio del algoritmo de
Karbach empezamos por tomar el negativo del logaritmo natural de la ecuacion (4-11), esto con
el objetivo de reducir la cantidad de computo, a este nuevo objeto lo definiremos como Ax7,,,
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—2InR=Ax;,, = —2InL(p,x)—2InL(j, ) (4-17)
= X*(mx) = x*(, ) (4-18)

Notar que x es una cantidad singular, no un vector de datos. El algoritmo para el caso de una
Gaussiana es el siguiente:

- Para un valor parametro verdadero p se generan n eventos x,, que siguen la densidad
de probabilidad G(o, i = 1) con un o conocido.
- Para cada evento generado x,,, se obtiene Axfoys aplicando la restriccién i = max|0, z|.
- Encontrar el valor k, = Ax? tal que una fraccion de los eventos x,, cumpla que
2 2
Axtoys < Ax:.
- Obtener el intervalo de aceptacion [Z;,f, Tsup) éste es dado por todos los valores de x;,,
2 2
tal que Axj,,s < Ax:.

La construccién queda completa cuando se itera el algoritmo variando solamente el pardmetro
verdadero jio sobre un intervalo de interés [z, fiy).

De la ecuacién (4-17) vemos como los efectos de la frontera se vuelven visibles, esto es, para
valores z < 0 la curva Axfoys tiende convertirse en wuna recta dado por

AXtys = (¢ — p)*> —2® = p? — 2ux y para la region 2 > 0 sigue una pardbola
Axgoys = ("E - :u)Q’ :

Validacion del Algoritmo

Con el objetivo de validar este algoritmo se desarrollan los pasos anteriores y se comparan los
resultados con los resultados originales de Feldman-Cousins, ademas se obtiene la probabilidad
de cobertura. El algoritmo anterior se implementa con los siguientes valores:

- Consideremos una densidad de probabilidad Gaussiana con G(x | ¢ = 1,) con un o
conocido.

+ n = 10000 eventos.

- Un intervalo dado por [p9 = 0.01, ..., 1, = 8.01] con pasos Ay = 0.01.

« 1 —a=0.90.

Los resultados graficos del algoritmo se muestran en las Fig. 4-7 y 4-8.
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Figura 4-7.: Funcion cumulativa de Ay, (curva azul) y Ay? (linea roja vertical). La cantidad
Ax? queda determinada por el nivel de confianza elegido 1 — « (linea horizontal
verde), en este caso 0.90.
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Figura 4-8.: (Izquierda) Distribucion de x,, (histograma), curva Ax7,, . (curva
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I — Intervalos de aceptacion
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negra) y Ax?

(recta horizontal roja). (Derecha) Cinturén de confianza resultante.
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Feldman-Cousins

ZTops | Algoritmo de Karbach

-1.00 [0.00, 0.81] [0.00, 0.81]
-0.50 [0.00, 1.17] [0.00, 1.18]
0.00 [0.00, 1.65] [0.00, 1.64]
0.50 [0.00, 2.15] [0.00, 2.15]
1.00 [0.00, 2.64] [0.00, 2.64]
1.50 [0.22, 3.15] [0.22, 3.14]
2.00 [0.58, 3.64] [0.58, 3.64]
2.50 [0.96, 4.12] [0.95, 4.14]
3.00 [1.37, 4.66] [1.37, 4.64]

Tabla 4-1.: Intervalos de confianza obtenidos al aplicar el algoritmo de Karbach para diferentes
valores de x,,, a un nivel de confianza de 0.90.

De la Fig. 4-8 (izquierda) vemos como se transita de intervalos superiores a intervalos centrales
dependiendo de la forma de la curva definida por Ax7,,,, también se puede observar como se
obtienen los intervalos de aceptacion que son determinados por el conjunto de valores @,
que estan abajo de linea recta horizontal roja dado por Ay?. Esta transicion natural entre
limites superiores e intervalos centrales es la razén por la cual la técnica de Feldman-Cousins
también se le conoce como “enfoque unificado” De la figura derecha de 4-8 se observa la forma
caracteristica de la curva de Feldman-Cousins a diferencia de una construccion clasica de
Neymann.

La tabla 4-1 muestra los intervalos de confianza que se obtuvieron del algoritmo de Karbach y
junto a los reportados por Feldman Cousins. De la tabla 4-1 podemos observar como al
aumentar los valores medidos u observados xy = x5 pasamos de intervalos de confianza con
limites superiores [0, /5] @ intervalos centrales [(,, fsup), l0s resultados coinciden con los
valores reportados por Feldman-Cousins.

Lo ultimo de esta validacion del algoritmo es obtener la cobertura para todos los valores del
parametro . El procedimiento fue el siguiente, para cada uno de los valores del intervalo |19 =
0.01, ..., u,, = 8.01] se generaron I = 10000 intervalos de confianza y se contaron el nimero
total de estos intervalos que contuvieron al pardmetro p y esto se repite para cada p del intervalo,
con esta informacion se aplica el cociente dado por la probabilidad de cobertura (4-3). Los
resultados se muestran en la Tabla 4-2 y en la Figura 4-9.



38 4 Estimacion de Intervalos de Confianza

1% IT = 104 IT == 105 IT = 106 IT == 107
0.1 | 0.9036 0.8985 0.8994 0.8995
0.5 | 0.9038 0.8975 0.8993 0.8991
1.0 | 0.9105 0.9064 0.9070 0.9066
3.0 | 0.9015 0.9010 0.9021 0.9020
5.0 | 0.8938 0.8985 0.8981 0.8984
8.0 | 0.8946 0.9014 0.9026 0.9025

Tabla 4-2.: Comportamiento asintotico de 5 — 1 — « (cuadricula gris) para diferentes valores de
e [T~

B100 | T T T T T T T T T T

0.95

0.90

0.85

0.80

0.75

0.70

0.65

N ST
0'600 2 4 6 8

v

Figura 4-9.: Cobertura obtenida para Iy = 10000. Los resultados muestran fluctuaciones
alrededor de 1 — a = 0.90.

De los resultados de la tabla 4-2 y de la probabilidad de cobertura 5 ~ 1 — « se concluye que el
algoritmo de Karbach-Feldman-Cousins presentan coberturas con buena aproximacién al nivel
de confianza elegido, por tanto el algoritmo es valido.
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4.4.2. Curvas1l — CL

El algoritmo Karbach-Feldman-Cousins para la generacion de los cinturones de confianza nos
sirve cuando consideramos un solo pardmetro de interés a un nivel de confianza especifico, con
esto es posible obtener los intervalos de confianza para cualquier mediciéon que esté dentro
del dominio de z, por otro lado, las curvas 1 — C'L proporcionan intervalos de confianza para
todos los niveles de confianza 1 — « € [0, 1] en una grafica asociada a una medicioén s, por lo
que cada medicion tiene su respectiva curva 1 — C'L. Estas curvas se construyen mediante una
modificacion al algoritmo anterior de Karbach-Feldman-Cousins:

- Al valor considerado del pardmetro verdadero i, se genera una muestra aleatoria de n
eventos Ty, de la densidad de probabilidad.

- Para cada evento x4, se obtiene Axfoys con la restriccion i = max|0, T4y ).

- Se calcula AxZ,,.. = AX*(Tobs, o) para el valor observado Z yps.

- Elvalor 1 — C'L es dado por la fracién de eventos z;,, que tienen un mayor Axfoys que el
valor de datos medidos Ax?2 ,..:

N(Ax?iatos < AX?O];)

1-CL=
Ntoy

(4-19)

donde Ny, es el nimero total de eventos generados. El algoritmo anterior calcula solo un
punto de la curva 1 — C'L, para obtener la curva completa es necesario iterar el algoritmo para
todos los valores del pardmetro p de un intervalo de interés.

De nuevo desarrollando el procedimiento anterior para una Gaussiana obtenemos los resultados
que se muestra en la Figura 4-10. Los intervalos de confianza asociados a las curvas 1 — C'L para
diferentes valores de x5 se muestran en la Tabla 4-3
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Figura 4-10.: (Izquierda) Curva 1 — C'L para una Gaussiana con restriccion fi = max|0, x,,] para
la observacion x,,, = 1.0. (Derecha) Curva 1 — C'L sin restriccion. Los intervalos
de confianza estd dado por la interseccion de las rectas horizontales con la curva

negra.

Algoritmo de Karbach Feldman Cousins
Lobs 68.27% 95% 68.27% 95%
0.00 | [0.00, 1.00] | [0.00, 1.94] | [0.00, 1.00] | [0.00, 1.96]
0.10 | [0.00, 1.10] | [0.00, 2.06] | [0.00, 1.10] | [0.00, 2.06]
0.50 | [0.01, 1.50] | [0.00, 2.45] | [0.02, 1.50] | [0.00, 2.46]
1.00 | [0.24, 1.99] | [0.00, 2.95] | [0.24, 2.00] | [0.00, 2.96]
1.50 | [0.56, 2.51] | [0.00, 3.47] | [0.56, 2.50] | [0.00, 3.46]
2.00 | [1.00, 3.01] | [0.34,3.93 ] | [1.00, 3.00] | [0.35, 3.96]

Tabla 4-3.: Intervalos de confianza usando el método de curvas 1 — C'L de Karbach. Los
resultados coinciden con los reportados por Feldman-Cousins.

4.4.3. Curvas 1 — C'L Algoritmo Extendido

El algoritmo definido para la obtencion de las curvas 1 — C'L de la seccidon anterior nos sirve
si el tratamiento es dato por dato, en cambio, si tenemos un conjunto de datos con n eventos
Z = {xo, ..., x, } es posible extender el algoritmo anterior, el cambio radica en la ecuacién (4-17)
en lugar de recibir un dato singular x recibe un vector de datos ¥y R es considerado una prueba
estadistica[29], esto es, es posible obtener distribuciones de i de N muestras toy Monte Carlo,
con esto, los datos medidos Ax3,,,, se comparan con la distribucién Ax7, . y se obtiene el p o
1—C L valor para cada pardmetro que se itera. La ventaja de este enfoque es que podemos incluir



4.4 Método Algoritmico de Karbach 41

parametros nuisance definidos en la ecuacion (2-11), es decir, mediante el razéon de likelihood
de perfil

R = E(M—M (4-20)
L(p,0|7)
AX?oys = _anﬁ(ﬂ,é | f) 4+ 21In E(ﬂ,é | f) (4-21)

donde 6 es el valor del pardmetro nuisance ¢ que maximiza la funcion likelihood para un x fijo,
0y [i son los estimadores de maximo likelihood.

Los pasos resumidos del algoritmo extendido son los siguientes:

- A un valor de pardmetro verdadero j, generamos N muestras toys MC con n eventos de
una densidad de probabilidad arbitraria.

- Calculamos Axfoy para cada uno de los NV toy MC.

+ Calculamos Axflatos (Zops, 1o) de los datos observados Zpps.

» Elvalor 1 — C'L es dado por la fraccion de toys MC Axz,,, mayor que el valor medido

N[AX?latos(H’Ov fobs) < AX?oy(:an f)]

1-CL =
Nue

(4-22)

donde Ny;¢ es el numero total de muestras toys MC generadas. La restriccion del parametro
debe ser incluida en la minimizacion. Al igual que los algoritmos anteriores es necesario iterar
para todos los valores del pardmetro p. El algoritmo anterior se puede visualizar por medio del
diagrama de la Figura 4-11. Cabe destacar que los datos observados pueden ser datos reales,
sin embargo aqui se usaron pseudo datos, ademas es necesario que al implementar el algoritmo
se consideren las restricciones fisicas cuando se minimiza Ax2,,. ¥ AXZaz0s-

Aplicando el algoritmo extendido a una Gaussiana con ¢ como parametro nuisance y con las
siguientes entradas:

- Intervalo de i dado por [1.00, 2.00] para pasos de Au = 0.005.

+ N = 250 toy MC con n = 1000 eventos por muestra.

- Nivel de confianza 1 — a = 0.90.

- Datos observados ;s obtenidos dado los pardmetros p, = 1.5y o, = 0.5.

Las distribuciones Axfoys y la fraccion 1 — C'L para un valor de p se muestran en la Figura 4-12.
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Figura 4-11.: Diagrama de operaciones del algoritmo extendido para un valor de p = .
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Figura 4-12.: (Izquierda) Distribuciones Axfoys obtenidas con el algoritmo extendido para todos

los valores de j del intervalo [1.00, 2.00]. (Derecha) Distribucion de Axfoys(uo)
para un valor de p = pig y Ax2,;,, con el cual se obtiene la fraccion 1 — C'L tal que
Ax?iatos < AXw?oys'



4.4 Método Algoritmico de Karbach 43

Iterando el algoritmo extendido para todos los valores de p del intervalo [1.00,2.00], por cada
iteracion se obtiene un punto de la curva 1 — C'L, los resultados de todos los puntos conforman
la curva 1 — C'L como se muestra en al Figura 4-13 para dos conjuntos de datos observados.

1-CL Hops = 1.503 1-CL Hobs = 1.428
1O R B | B 1o
0.8 . 0.8 5
0.6 . 061 .
0.4 g 04} :
0.2 . 0.2 5
0. | J.I;duﬂx} | Lo idia] 0 ke | | " i Fl i

'FSD 135 140 145 150 155 160 165 170 "PSO 135 140 145 150 155 160 165 170
H H

Figura 4-13.: (Izquierda) Curva 1 — C'L para un conjunto de datos observados con estimador
flobs = 1.503 cuyo intervalo de confianza contiene al parametro verdadero p, =
1.5. (Derecha) Curva 1 — C'L con intervalo de confianza de datos observados que
no cuyo intervalo de confianza no contiene al pardmetro verdadero.

El maximo de las curvas 1 — C'L se alcanza cuando el pardmetro u es aproximadamente igual al
estimador [i,s de los datos observados Z,. La cobertura de este algoritmo se obtiene
generando un conjunto de curvas 1 — C'L para un parametro verdadero. La cobertura § para
100 intervalos de confianza generados se muestran en la Tabla 4-2 para distintos valores del
pardmetro verdadero ji,.

fo | B

1.2 ] 0.88
1.4 | 0.90
1.5 | 0.88
1.6 | 0.93
1.8 | 0.89

Tabla 4-4.: Cobertura obtenida usando el algoritmo extendido para distintos valores de .

Los 100 intervalos de confianza (100 curvas 1 —C'L) se visualizan en la Figura 4-14, como se vio al
inicio de esta seccion la cobertura de los intervalos de confianza tiene que ser aproximadamente
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igual al nivel de confianza con el cual se generaron dichos intervalos. De la Tabla 4-4 se concluye
que los intervalos de confianza generados tienen una confiabilidad aproximadamente correcta.

— =12 — p, =1 D R
— Intervalo de confianza — Intervalo de confianza
| | | | |
1.0 1.4 1.5 1.6 1.7 1.0 1.1 1.2 1.6
AL B L L LA L L B L B
— M, =16 — u, =18
— Intervalo de confianza — Intervalo de confianza
| | | | | |
11 12 1.3 14 1.8 1.3 14 1.5 1.6 2.0
H

Figura 4-14.: Visualizacion de los intervalos de confianza generados con el algoritmo extendido
que cubren o no al pardmetro verdadero.



5. Aplicacic’m y Resultados: Decaimiento
B = K| S php

5.1. Estimacion del Pardmetro Fly

En el capitulo 1 se defini6 la distribucion angular teérica asociada al decaimiento B — K%u™pu~,
la densidad de probabilidad que describe la fisica total del sistema est4 dado por:

C(m,cos(0) | Fy,Ys,Yg) = E(Ys)Cs(m,cos(0) | Fu)+ E(Ys)Cp(m,cos(f))

)
)[S(m) x D(cos(8 | Fu)| + E(Yp)[Bang(m) x B(cos(8))]
)
)

&
o

Il
>

Y5)[CB(m) + G(m)] x [A(cos(0) | Fu) x Ef(cos(0)] +

(
(
(
(Vi) [E(m) + G(m)] x [LB(cos(f) + RB(cos(9)] (5-1)

E

La construccion de la expresion (5-1) no es de interés para los resultados de esta tesis, las
densidades de probabilidad que se usaron son las siguientes:

Densidad de probabilidad de sefial C's(m, cos(f) | Fp)

S(m) = CB(m)+ G(m) : Masa de sefal.
D(cos(0) | Fy) = A(cos(f) | F) x Ef(cos()) : Eficiencia del decaimiento.
E(Y;) : Poisson (senal).
CB(m) : Bolade cristal.
G(m) Gaussiana.
A(cos(0) | Fr) Distribucién angular (ecuacion 1-21).
Ef(cos(0)) Eficiencia.
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Densidad de probabilidad de fondo Cz(m, cos(f))

B(m) = FE(m)+ G(m) : Masa de fondo.
Bang(cos(f)) = LB(cos(#)) + RB(cos(#)) : Fondo angular.
E(Y,) : Poisson (fondo).
E(m) : Exponencial.
G(m) : Gaussiana.
LB(cos(6)) Polinomios de Bernstein (banda izquierda).
RB(cos(0)) Polinomios de Bernstein (banda derecha).

Este modelo describe la fisica del decaimiento B® — K%u"u~, a esta distribucion la
llamaremos densidad de probabilidad completa o total. El primer objetivo es aplicar los
conceptos tedricos de los capitulos 2 y 3 con el fin de presentar los resultados de las
estimaciones del pardmetro Fy que sean consistentes y con sesgo despreciable.

Teniendo definida la densidad de probabilidad completa se generan N = 2000 muestras toy
MC, de estas muestras obtenemos los N estimadores de F'y mediante el método de maximo
likelihood usando la libreria zfit para el ajuste y al optimizador de SLSQP en aplicacion de la
restriccion 0 < Fy < 3; la distribucion de estimadores se grafica en un histograma y se
procede a realizar un ajuste Gaussiano para obtener la media y la desviacion estandar del
estimador Fjy. Los resultados para un valor verdadero de Fz = 0.2 junto con su ajuste se
muestran en la Figura 5-1.

La distribucion de pulls de la Figura 5-1 da buenos resultados, ya que la media obtenida p, ~ 0
y 0, = 1, por tanto se concluye que la estimacion del parametro Fjy es consistente y sin sesgo,
el resultado que se reporta es

pp — 0 0.0001 -0
e 0.0022
donde ¢, es el error del ajuste Gaussiano de pulls, del resultado (5-2) se concluye que el valor

estd a 0.045¢ del valor que debe salir. De la distribucion de estimadores el valor que se reporta
es

Ryuits = = 0.045 (5-2)

E[Fy] —Fy  0.2025—0.2
- = — 1.1364 5-3
Ra €4 0.0022 30 (5-3)

donde ¢, es el error de ajuste de la distribucion de estimadores.
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Distribucion de F R
» —_—H - Distribucion de pulls
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Figura 5-1.: Estimacion del pardmetro Fy para N = 2000 toy MC junto con sus errores asociados
al ajuste Gaussiano.

5.2. Intervalos de Confianza y Cobertura de Fy

En esta seccidén se presentan los resultados que se obtuvieron al emplear el algoritmo
extendido de Karbach-Feldman-Cousins del capitulo 4. La validacion de la confiabilidad de los
intervalos de confianza queda definido por la cobertura de las curvas 1 — C'L.

5.2.1. Curvas 1-CL para I'y

Para obtener la curvas 1 —C'L asociadas al parametro Fj de un conjunto de datos ¥ = {xo, ..., T, }
partimos de la funcion likelihood asociada densidad de probabilidad completa (5-1)

L(Fy, Y., Yy | £) = [[ C(mi,cosb; | Fir,Ys, V3) (5-4)
i=1
consideramos a Fy como parametro de interés y a los yields Y; y Y, como pardmetros nuisance,
con esto la razon de likelihood de perfil queda
C(Fy, Yo(Fi), Yo(Fir) | ©
p - LEY(Fu), Yo (Fr) | 2) (5.5)
Habiendo definido nuestra funcién R, se construyen las curvas 1 —C'L para un intervalo de Fiy €
[0.00, 3.00] con pasos AFy = 0.05 y de 500 muestras Toys MC para cada valor Fjy del intervalo
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anterior, implementando paso a paso el algoritmo extendido de la seccion 4.4.3 obtenemos las
curvas 1 — C'L para un parametro verdadero Fy = 0.2 y un nivel de confianza de 1 — a = 0.68
que se muestran en la Figura 5-2 y Figura 5-3.

1-CL Fops =0.012 1-cL Fiy.ops =0.148
L L LA B B L BRI T L B R B R T
----- 1-a =068 1.0 - 1-0=068 |
|| — Limites 1 — Limites
0.8 — Fy=02 i — Fy=02
0.8} s
08 ] 06 ]
04 i 0.4} .
0.2 - 02H i
0.0 0.0}
| | | | | | | | | |
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0 0.0 05 10 15 2.0 25 3.0
Fu Fu
1-CL Fu,ons =0.274 1-CL Fii.ops =038
10T T~ T T T T T T ]
Hin | 1-a=0.68 “Utn | 1-a=068
— Limites H — Limites
0l — Fy=02 | 05l — Fy=02 |
0.6H = 0_5: |
04 1 04} .
0.2H — 0.2H i
0.0} 0.0H
| | | | | | | | | |
0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0
Fu Fu

Figura 5-2.: Curvas 1 — C'L e intervalos de confianza (limites) del pardmetro Fjy que contienen
al parametro verdadero Fy = 0.2.

Es necesario resaltar que los datos observados {xo, ...z, }obs que se usaron para obtener Ax? .
fueron generados con pseudo datos, es decir, en esta tesis no se usaron datos reales.
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Figura 5-3.: Curvas 1 —C'L e intervalos de confianza (Iimites) del pardametro Fy que no contienen

al parametro verdadero Fy = 0.2.

Los intervalos de confianza numéricos de las graficas asociadas a la Figura 5-2 y Figura 5-3 se

presentan en la Tabla 5-1.

Ya que no todos los intervalos de confianza contienen al pardmetro verdadero es necesario
validar los intervalos de confianza generados, se procede a obtener la cobertura de los 500
intervalos de confianza obtenidos de cada una de las curvas 1 — CL, la totalidad de los
intervalos de confianza para distintos valores de nivel de confianza se visualizan en la Figura

5-4y Figura 5-5.
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Intervalos de confianza para Fiy = 0.2

Fir obs 68% 90% 95% 99%

0.012 | [0.000, 0.543] | [0.000, 0.860] | [0.000, 1.023] | [0.000, 1.433]
0.148 | [0.000, 0.595] | [0.000, 0.867] | [0.000, 0.988] | [0.000, 1.333]
0.274 | [0.000, 0.749] | [0.000, 1.069] | [0.000, 1.264] | [0.000, 1.625]
0.380 | [0.051, 0.969] | [0.000, 1.369] | [0.000, 1.493] | [0.000, 1.862]
0.574 | [0.219, 1.005] | [0.067, 1.233] | [0.000, 1.360] | [0.000, 1.596]
0.729 | [0.340, 1.137] | [0.189, 1.421] | [0.077,1.517] | [0.000, 1.825]
0.847 | [0.340, 1.351] | [0.185, 1.721] | [0.000, 1.829] | [0.000, 2.110]
0.951 | [0.400, 1.556] | [0.210, 1.866] | [0.000, 1.969] | [0.000, 2.250]

Tabla 5-1.: Intervalos de confianza numéricos para unos estimadores Fl ,,; obtenidos a partir
del pardmetro verdadero Fiy = 0.2.

—1-CL=032

— Fy=02

— Intervalos de confianza

(=] ol
-

_17CL=0.01

— Fy=02

— Intervalos de confianza

Figura 5-4.: Visualizacion de los intervalos de confianza obtenidos de cada una de las 500 curvas
1 — CL generadas para los niveles de confianza de 68% y 90%.
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Figura 5-5.: Visualizacion de los intervalos de confianza obtenidos de cada una de las 500 curvas
1 — C'L generadas para los niveles de confianza de 95% y 99%.

Ya que no todos los intervalos de confianza contienen al pardmetro verdadero, se presenta la
cobertura numérica, esta se obtiene de la razén de intervalos de confianza que contienen al

parametro verdadero Fiy = 0.2 entre el numero total de intervalos generados, estos resultados

se muestran en la Tabla 5-2.

Cobertura Fy = 0.2
11—« 6]

0.68 0.69
0.90 0.89
0.95 0.94
0.99 0.99

Tabla 5-2.: Coberturas obtenidas de todos los intervalos de confianza generados.
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5.3. Conclusiones

La estimacion de pardmetros e intervalos de confianza realizados en esta tesis por medio de la
generacion de pseudo datos aleatorios Toys MC para valores cercanos a la frontera del
pardmetro Fy nos permitieron presentar resultados con buenas propiedades estadisticas
asociadas a la distribucién angular de particulas del decaimiento B — K%utp~. La
estimacion parameétrica fue consistente y se obtuvo sin sesgo, lo que validé la técnica de ajuste
utilizada.  Se logr6é reproducir el cinturén de confianza de Feldman-Cousins con buena
aproximacion para el caso de una Gaussiana y la cobertura obtenida fue aproximadamente igual
al nivel de confianza definido. Los intervalos de confianza para Fy obtenidos de las curvas
1 — CL por medio del algoritmo extendido y frecuentista de Karbach-Feldman-Cousins
presentaron su caracteristica de estimador, se logré corroborar que la cobertura fuera
aproximadamente igual a los niveles de confianza definidos para un valor del pardmetro Fpy
verdadero cercano a la frontera, por tanto se concluye que los intervalos de confianza
resultantes del algoritmo extendido aplicado al parametro Fy son validos para una muestra
representativa de 500 curvas 1 — C'L.
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En fisica experimental de altas energias el lenguaje de programacidén que usualmente se usa
es el C++ y el modelado estadistico es hecho con la herramienta ROOT/RooFit. En Python, la
libreria zfit [27] esta hecha para el ajuste de modelos estadisticos, es decir, su objetivo basico es
maximizar la concordancia de un conjunto de datos a una densidad de probabilidad descrita por
un conjunto de parametros. Los componentes basicos son los siguientes:

- Modelo estadistico.

+ Datos.

+ Funcioén de costo (Likelihood).
+ Minimizador.

- Resultados.

El uso basico es el siguiente:

- Definicioén de los limites del observable de interés o variable aleatoria del modelo.

(0,10))

obs = zfit.Space(obs = "x", limits

- Importacion de datos (por ejemplo de numpy).

datos = zfit.Data.from numpy(array = data_np, obs = obs)

- Creacion del modelo estadistico (una gaussiana como ejemplo).

mu = zfit.Parameter("mu", value = 1.0)\\
sigma = zfit.Parameter("sigma", value = 0.5)\\
gauss = zfit.pdf.Gauss(obs=obs, mu=mu, sigma=sigma)

- Funci6n de costo.

nll = zfit.loss.UnbinnedNLL(model = gauss, data = datos)

+ Minimizador (Minuit).
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minimizador = zfit.minimize.Minuit()

- Resultado.

resultado = minimizador.minimize(nll)

El objeto resultado contiene toda la informacion del ajuste, de aqui se obtienen los estimadores
e incertidumbres asociadas al estimador. Este procedimiento se puede extender para modelos
estadisticos mas complejos, sin embargo las componentes siguen siendo las mismas.

Cuando se requiere hacer minimizaciones con restricciones impuestas por la fisica del sistema, la
paqueteria SLSQP se puede integrar a las componentes bésicas de zfit con el objetivo de obtener
resultados fisicamente validos, por ejemplo, si se requiere restringir los valores del pardmetro p
(usado en el modelo Gaussiano anterior) al intervalo [0 < p < 3], el minimizador de SLSQP se
usa con la siguiente lineas de codigo:

constriccion = ({'type': 'ineq', 'fun': lambda x: x[0]},\\
{'type': 'ineq', 'fun': lambda x: x[0]-3})\\
SLSQP_FULL = SLSQP_zfit.SLSQP(constraints=constriccion)
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