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Resumen

El estudio de los factores de forma electromagnéticos de los hadrones ha
sido un enorme esfuerzo desde los 60’s en la parte teérica y experimental.
En especial los factores de forma del pion y el kaén tienen un gran interés
por estar asociados a modos de Goldstone producidos por el rompimiento
espontaneo de la simetria quiral. Por esta razén el modelo Nambu—Jona-
Lasinio (NJL) es muy util debido a que es construido basandose en la simetria
quiral. Sin embargo, es un modelo no renormalizable.

Este trabajo se divide en seis capitulos. El primer capitulo es una intro-
duccién. En el segundo se revisan aspectos fundamentales de la cromodina-
mica cudntica, como por ejemplo la simetria quiral, el confinamiento de color
y la libertad asintética. En el tercer capitulo se revisa aspectos generales del
modelo Nambu—Jona-Lasinio. En el capitulo cuatro se explican la masa di-
némica, la masa de los mesones, la constante de acoplamiento y la constante
de decaimiento que surgen en el modelo NJL para el pion y el kadén, ademas
se muestra dichas observables en diferentes métodos de regularizaciéon. El
desarrollo de los factores de forma electromagnéticos del pion y el kaén en el
modelo NJL esté en el capitulo cinco y se desarrolla su sensibilidad a los mé-
todos de regularizacién. Finalmente el capitulo seis incluye las conclusiones
de este trabajo.
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Abstract

The study of the electromagnetic form factors of hadrons has been an
enormous effort since the 1960s in the theoretical and experimental part.
Especially the pion and kaon form factors are of great interest because they
are associated with Goldstone modes produced by the spontaneous breaking
of chiral symmetry. For this reason the Nambu-Jona-Lasinio (NJL) model
is very useful because it is built based on chiral symmetry. However, it is a
non-renormalizable model.

This work is divided into six chapters. The first chapter is an introduc-
tion. In the second, fundamental aspects of quantum chromodynamics are
reviewed, such as chiral symmetry, color confinement and asymptotic free-
dom. The third chapter reviews general aspects of the Nambu - Jona-Lasinio
model. Chapter four explains the dynamic mass, the mass of the mesons, the
coupling constant and the decay constant that arise in the NJL model for
pion and kaon, and also shows these observables in different regularization
methods. The development of the electromagnetic form factors of pion and
kaon in the NJL model is in Chapter Five and their sensitivity to regulari-
zation methods is developed. Finally, chapter six includes the conclusions of
this work.
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Capitulo 1

Introduccion

El universo no es solo mds extrano de lo
que pensamos, es también mds extrano
de lo que podamos pensar.

Werner Heisenberg

El lagrangiano de la cromodinédmica cuantica (QCD por sus siglas en
inglés) es el tinico que se conoce que cumple con simetria de gauge local
SUc(3), invarianza de Lorentz, localidad y renormalizable en 4 dimensiones
espacio tiempo. Es aquel que describe las interacciones fuertes entre quarks y
gluones. Una de las caracteristicas que posee es la libertad asintotica. Aquella
donde un tratamiento perturbativo es valido cuando se consideran cortas
distancias o energias muy grandes. Cuando dicha condicién no se cumple
y se consideran energias pequenias, la constante de acoplamiento se vuelve
grande y fenémenos como el confinamiento de quarks se hace inviable de
estudiar con métodos perturbativos.

El modelo de Nambu-Jona-Lasinio (NJL) es una teoria efectiva a bajas
energias de QCD. Ella cumple con las mismas simetrias que QCD pero sin
considerar a los gluones y solo se consideran interacciones entre quarks. En
este modelo, la simetria quiral esta rota espontaneamente ya que el valor de
expectacion en el vacio de un estado ligado quark-antiquark (gg) no es cero.
Gracias a esta caracteristica del modelo, la generacién dinamica de masa de
los quarks esta incluida y es especialmente ttil para estudiar a los mesones
més ligeros (7, K y n).

Sin embargo, tiene como desventaja que no es un modelo renormalizable
por lo que es necesario usar un esquema de regularizacién para poder usar
el modelo NJL. Un esquema de regularizaciéon trata expresiones infinitas,
divergentes mediante la introduccién de un regulador. Entre las técnicas de
regularizacién se encuentran regularizaciéon en tiempo propio, corte 4 dimen-
sional y regularizacion Pauli—Villars.

Este trabajo se divide en seis capitulos. El primer capitulo es una intro-
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duccién. En el segundo se revisan aspectos fundamentales de la cromodina-
mica cuantica como por ejemplo la simetria quiral, el confinamiento de color
y la libertad asintética. En el tercer capitulo se revisa aspectos generales del
modelo Nambu—Jona-Lasinio, donde se muestra como se obtiene su lagran-
giano. En el capitulo cuatro se explican diferentes observables para el pion y
el kadn en diferentes métodos de regularizaciéon y se estudia su dependencia
del esquema de regularizacion. El desarrollo de los factores de forma del pion
y el kaén en el modelo NJL y su dependencia del esquema de regularizacion
esta en el capitulo cinco. Las conclusiones se incluyen en el capitulo seis.



Capitulo 2

Cromodinamica cuantica

Lo que sabemos es una gota de agua; lo
que ignoramos es el océano.

Isaac Newton

RESUMEN: Se revisa el modelo de quarks desde una perspectiva his-
torica. Para la cromodinamica cuantica se revisa su lagrangiano. Se
revisan diferentes propiedades tnicas de la cromodindmica cuéntica,
como la libertad asintoética, el confinamiento de color y la simetria
quiral.

2.1. Modelo de quarks

Para el ano 1960 se habian descubierto una gran cantidad de mesones
y bariones. Se conocian algunas de sus propiedades como masa, carga y
extraneza, sin embargo, poco mas se conocia. El avance en la comprensiéon
del mundo subnuclear llegd por las manos de Murray Gell-Mann.

Posteriormente se haria una analogia histérica en el siglo 19, época donde
la tabla periddica fue ideada para clasificar la enorme cantidad de elementos
que se descubrieron en dicho siglo. Fue pues Murray Gell-Mann el que trajo
una “tabla periodica’” a la fisica de particulas.

La idea de Gell-Mann (eightfold way) consistio en clasificar los hadrones
respecto a su extraneza y su carga. Lo que ademés le permitié predecir
la existencia de un barién (£27) con extraneza —3, carga eléctrica —1 (en
unidades de la carga del positron) y una masa cercana a los 1680 MeV (en
unidades naturales). En 1964 se descubre dicha particula con una masa de
1686 = 12 MeV en un grupo del acelerador de particulas de Brookhaven [2].

3



4 CAPITULO 2. Cromodinamica cuantica

S=0
S=-1

Q=1
S=-2

Q=-1 Q=0

Figura 2.1: Octete de los bariones més ligeros. El protén y el neutrén se
encuentran en la parte superior.

2.1.1. Eightfold way

El eightfold way fue introducido en 1961 por Murray Gell-Mann [3]. Con-
siste en ordenar los bariones y los mesones en un patrén geométrico. Los
ocho bariones mas ligeros se ordenan en un hexégono, con dos particulas en
el centro, por ejemplo, en la figura [2.1

Este conjunto es conocido como octete de bariones. El orden que hizo
Gell-Mann es en las lineas horizontales colocar las particulas con la misma
extrafieza (S). Asi pues, las particulas con S = 0 son n (neutrén) y p (pro-
ton). Las particulas con S = —1 son: ¥7, X9 A y Y. Y finalmente las
particulas con S = —2 son: 2~ y =V,

Ahora, las particulas también se ordenan segiin su carga en unas lineas
inclinadas imaginarias. De esta forma las particulas con carga () = —1 estan
en la misma linea. En la linea ) = —1 estan los bariones ¥~ y =Z7. En la
linea con @ = 0 estéan las particulas n, 3°, A y Z°. Y en la tltima linea estan
los bariones ¥ y p.

Los ocho mesones més ligeros también se organizan en un octete, tal
como se ve en la figura Aqui los mesones tienen una extrafieza que va
desde S = —1 hasta S = 1. El pion y el kaén que pertenecen a este octete
son de particular interés en este trabajo. Los piones cargados 7 tienen una
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S=0 KO
S=-1

Q=1
S =—-2 K~

Q=1 Q=0

Figura 2.2: Octete de los mesones (pseudoescalares). El triplete de piones se
encuentra en la linea horizontal S = 0. Un arreglo similar existe para los
mesones vectoriales.

masa de 139.6 MeV (en unidades naturales). Su principal decaimiento es a
pty, siendo del 99.98 %. Su vida media es de 2.6 x 1078 s. El pion neutro
70 tiene una masa de 134.98 MeV. Los kaones estan conformados por kaones
con carga positiva y negativa KT, el kaon neutro K° y su antiparticula i
Los decaimientos principales de K* son ptv, al 63.6% y 7t n° al 20.7%.
Sin embargo, no solo surgieron hexagonos. Bariones més pesados forman un
decuplete como se muestra en la figura2.3] En esa época solo se conocian 9 de
los 10 bariones del decuplete. Gell-Mann predijo la existencia y propiedades
del barion Q7. En 1964 [2], Q~ fue descubierto con una masa de 1686 + 12
MeV, cercana a la prediccion de Gell-Mann de 1680 MeV.

2.1.2. Modelo de quarks

A pesar de que aun hoy los quarks no se han visto aislados, el modelo
de quarks coseché muchos éxitos. Fue propuesto por Gell-Mann y Zweig in-
dependientemente como una idea para explicar el eightfold way [4]. Expresa
que todos los hadrones estdn compuestos por constituyentes elementales lla-
mados quarks. En la tabla se muestran algunas de sus propiedades como
carga y masa. FEn la tabla se aprecia como los quarks u, d y s generan
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S=0

S=-1
S=-2
S=-3

Q=-1

Figura 2.3: Decuplete de los bariones.

todas las propiedades del decuplete de bariones. Por ejemplo el barion AT+
esta formado por 3 quarks u. Si sumamos las cargas en unidades de la carga
del positron de los 3 quarks se obtiene una carga total igual a 2, es decir la
carga del barion A*". Sin embargo, la masa de A™" no es la suma de las
masas corrientes de los tres quarks.

Hay algo que es importante mencionar. En el modelo de quarks el proton
y el bariéon AT estan formados ambos por dos quarks u y un quark d. Asi, de
las misma manera que el hidrégeno tiene diferentes niveles de energia, una
coleccién dada de quarks puede unirse de muchas maneras diferentes con
diferentes niveles de energia. El proton y el barion A™ serian dos niveles de
energia de los mismos 3 quarks ligados. Sin embargo, a diferencia del hidré-
geno que tiene los niveles de energia muy cercanos entre si (el espaciamiento
de los estados es del orden de unos cuantos eV, siendo la energia en reposo
del hidrégeno del orden de 10° ¢V), los estados ligados de quarks tienen una
energia muy separada entre ellos. Otra cosa que diferencia al protéon y a A™
es el espin, el proton tiene espin 1/2 y AT tiene espin 3/2. Por estas razones
son entes distintos.

El modelo de quarks entraba en contradiccién con el principio de exclu-
sion de Pauli por lo que en 1964 O. W. Greenberg propus6 que los quarks
no solo tenian sabor (en ese entonces solo u, d y s), si no que ademaés tenian
otro ntimero cuéantico llamado color el cual puede toamr tres valores (rojo,
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Tabla 2.1: Algunas propiedades de los quarks que conforman la cromodina-
mica cuantica obtenidas de [I]. La carga estd dada en unidades de la carga
del positron.

Nombre Simbolo Generacién Carga Masa corriente
arriba (up) u 1 +2/3 2.141039 MeV
abajo (down) d 1 ~1/3 4677035 MeV
encanto (charm) ¢ 2 +2/3  1.27+0.02 GeV
extrano (strange) S 2 —1/3 93tL MeV
cima (top) t 3 +2/3  172.76 £ 0.30 GeV
fondo (bottom) b 3 -1/3 4.18%33, GeV

q q g g ’ !

! g g g

Figura 2.4: Vértices fundamentales en QCD. El vértice quark—gluon esta a
la izquierda, los vértices de gluones son los dos restantes.

verde y azul) [5].

2.2. Cromodinamica cuantica

La cromodinamica cuéantica (QCD, por sus siglas en inglés) es la teoria
fundamental de la interaccién fuerte. La interaccion fuerte es la que permite
que existan los hadrones. Al igual que el modelo de quarks, en QCD todos
los hadrones estan formados por quarks. A cada quark se le asocia un campo
quark y a cada gluon se le asocia un campo gluon.

Los quarks tienen espin 1/2, por lo que son fermiones. Tienen carga
fraccionaria en unidades de la carga del positron y se dividen en 6 sabores
distintos: up (u), down (d), charm (c), strange (s), top (¢) y bottom (b). Como
ya se mencion6 en la seccion [2.1.2]1os quarks tienen un grado de libertad extra
llamado carga de color. Al igual que las cargas eléctricas generan campos
eléctricos las cargas de color generan campos de color. Ademas, los quarks
interactiian a través de dicho campo. La carga de color, a diferencia de la
carga eléctrica es un vector con tres componentes (también llamados rojo,
verde y azul).
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La cromodindmica cuéntica es una teoria de norma con el grupo de norma
de color SU(3). Aqui, los gluones resultan ser los cuantos del campo de color,
de la misma forma que los fotones son los cuantos del campo eléctrico en la
electrodindmica cuantica. Los gluones pueden cambiar el color de un quark.
Por ejemplo, un quark azul se puede transformar a un quark de color rojo
si se emite un gluon con carga de color rojo y anti azul. Fenémeno que no
sucede con los fotones que no tienen carga eléctrica. Cuando un fotén se
emite desde un electrén, no cambia su carga.

La interaccién entre los quarks se realiza mediante el intercambio de
gluones. No obstante ya que los gluones también tienen carga de color, la
interaccion entre ellos es posible. Por lo tanto los gluones pueden emitir
gluones.

La teoria de campo para los quarks y gluones pertenece a las teorias
de campo de norma o teorias de campo gauge. Para los quarks y gluones, al
requerir que su lagrangiano sea invariante ante una transformacién de norma
local aparece como requisito que los gluones no tengan masa.

2.2.1. Lagrangiano de la cromodinamica cuantica

Como ya se dijo, la cromodindmica es construida basada en el grupo
de gauge SU(3) en el espacio de color. A partir de esto se puede obtener
el lagrangiano de QCD. El siguiente desarrollo se basa en [6]. En teoria de
grupos, SU(3) es el grupo unitario especial de las matrices de 3 x 3. La
representacion fundamental de SU(3) consiste en 8 generadores linealmente
independientes.

Para construir el lagrangiano de la cromodinamica cuantica se debe de
tomar en cuenta la energia potencial y la energia cinética de la interaccién
entre quarks y la interaccién con gluones. La deduccion del lagrangiano de
QCD consiste en tomar el lagrangiano de Dirac e imponer que sea invariante
ante transformaciones locales del grupo SU¢(3), donde el subindice C indica
que las transformaciones actian en el espacio de color. El lagrangiano de
Dirac (el de un fermion libre) es

L= Z @}(iy“@uélj - mf5w)1/1§c (21)
f=u,d,s,...

donde 1/)3[ denota el campo de un quark con indice de color i = (R, G, B)
y donde f, el indice de sabor, puede tomar los valores: (u,d,s,c,b,t). v
son las matrices de Dirac. La matriz de masa en el espacio de sabor es m =
diag(m., mgq, ms, me, my, my). El lagrangiano de la ecuacion es invariante
bajo cualquier transformacion global del grupo SU¢(3). Ahora se considera
una transformacion local. Bajo una transformacién local los campos de quark
se transforman como

vy — w} = Uy (2.2)
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donde UUT =1y Det(U) = 1. Las matrices unitarias U de 3 x 3 actuando
en el espacio de color se pueden representar por

U = 7i9: % Oa(a) (2.3)

Las matrices A* son matrices hermitianas de 3 X 3 y se les conoce como
las matrices de Gell-Mann, ademés son los generadores de SU¢(3). €2, es un
pardmetro arbitrario real, con a = 1,2,...,8. g5 es la constante de acopla-
miento fuerte (g2 = 4rayg) y es adimensional. Esta constante es la analoga a
e en electrodindmica cuantica. Las matrices de Gell-Mann tienen traza nula
y cumple con la siguiente algebra de Lie

(A%, AP] = 24 fabeye (2.4)

Como ya se dijo para obtener el lagrangiano de la cromodinamica cuénti-
ca libre hay que imponer que la ec. [2.I] sea invariante bajo transformaciones
locales de SU¢(3). Esto implica que la derivada parcial 0, se reemplaza por
la derivada covariante D,,. Al ser invariante local se cumplira que

Aa
Dy = 0, +igs 5 G, (2.5)

donde el campo de gauge en SUx(3) es G- Su indice de Lorentz es pu =
0,1,2,3. Para cada valor de a, que puede tomar un valor entre 1y 8, G}, es
el campo de un gluon. Es decir, hay 8 gluones en la cromodindmica cuantica.
Las transformaciones de gauge SU¢(3) se pueden expandir en serie de Taylor.
A primer orden se tiene

U=e 0% ~ 1 igs%Qa (2.6)
Entonces se obtiene
/ (A"
'¢f — '¢f = ¢f —19s 7 5Qa7w[)f (27)
Go — GIf = G% — 0,(0900) + gs fabe OGS, (2.8)

Los gluones son grados fisicos de libertad y transportan energia e impul-
so. Luego, para construir un término cinético para los campos de gluones
que satisfagan la invariancia del gauge se debe agregar un término adicio-
nal (gs fachZGf/) al tensor de campo de gluones. Los términos adicionales
son agregados de forma analoga a la electrodindmica cuéntica. El tensor de
campo de gluones es entonces

ng = a,uGg - aszZ + gSfabCGZGlc/ (29)
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Por lo que bajo una transformaciéon de gauge se tiene que
i, — (Fy) =UFLU! (2.10)

Lo que significa que la traza en el espacio de color, tro[F, /‘j,/F# “], es invariante.
G}, es el campo del gluon con indice de color a. £ son las constantes de
estructura del grupo SUx(3). Finalmente el lagrangiano de la cromodinémica
clésica que satisface la invarianza local del grupo de gauge SUc(3) es

Locp = —%FSVF(?V + > @iy Dy — m o)) (2.11)
F=ud,s,...
Desarrollado
Laop = = 104GE — 0,GRI[0"GL - "GEI + Y Tyl Dy — i)
F=u,d,s, ...
b 0O Ty v L a0l - A,GIIGHGY
F=ud,s,...

2
gS aoc a v
= I fane GGG G
(2.12)

La primera linea de la ecuacién contiene los términos cinéticos de los
diferentes campos. El primer término de la segunda linea del lagrangiano
describe la interaccion de color de los quarks y de los gluones. Los términos
ciibicos y cuarticos son auto interacciones de los gluones y surgen de los tér-
minos de Yang-Mills, F’ ;}VF(QL Y. El lagrangiano de QCD que surge al mantener
la consistencia de la formulacion de integral de caminos es [6]

1 1
Loop = —7FaFl" + =

L Fu Qé(a“GZ)QJr > (v Dubi; — mydig)i

f=u,d,s,...
+ (0" DY) (2.13)

donde el segundo término fija el gauge y el cuarto término incluye campos
llamados fantasmas de Faddeev-Popov.

2.2.2. Libertad asintotica

La libertad asintética es una propiedad muy interesante en cromodina-
mica cuantica. Fue descubierta en 1973 por Frank Wilczek, David Gross y
David Politzer en procesos de dispersion inelastica profunda [7]. En estos,
un electréon choca con un quark dentro de un hadrén transfiriendo parte de
su momento. Por medio de la medicién del momento inicial y final del elec-
tréon se obtuvo la distribuciéon de momento de los quarks dentro del hadrén.
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Tabla 2.2: Bariones del decuplete

qqq Carga (Q) Extraneza (S) Barion

uuu +2 0 ATt
uud +1 0 AT
udd 0 0 A
ddd -1 0 A~
uuUS +1 -1 et
uds 0 —1 »*0
dds -1 -1 h i
UuSSs 0 -2 =0
dss -1 -2 =*
§S8 -1 -3 Q-

Para transferencias de momento muy grandes los quarks se comportaban
casi como particulas libres. La intensidad de fuerza de la interaccién entre
los quarks y gluones depende de la constante de acoplamiento fuerte. Dicha
constante a su vez depende de la transferencia de momento. En la figura
se observa la dependencia de la constante de acoplamiento fuerte con
respecto al momento transferido. Para interacciones a distancias cortas la
constante de acoplamiento tiende asintéticamente a cero. Este es el caso de
la libertad asintotica. Cuando la constante de acoplamiento es grande (es
decir cuando la transferencia de momento es pequena) un tratamiento per-
turbativo es inviable por lo que son necesarios otros modelos para estudiar,
por ejemplo, la estructura del estado base de un hadrén. El estudio de QCD
no perturbativa se puede llevar a acabo con diferentes enfoques: 1) Teorias
de campo efectivas, como la teoria de perturbaciéon quiral, 2) Lattice QCD
que es el tnico método conocido que resuelve QCD en el régimen no per-
turbativo, 3) Las ecuaciones de Schiwinger-Dyson, 4) Modelos basados en
simetrias QCD. El modelo de Nambu—Jona-Lasinio se coloca dentro de los
modelos del apartado cuarto.

2.2.3. Confinamiento de color

La conjetura del confinamiento de color postula que las particulas con
carga de color no pueden estar aisladas y que por lo tanto no pueden ser ob-
servadas en la naturaleza. Sin embargo, no se ha demostrado analiticamente
a la fecha y continta siendo un problema abierto. Para poder demostrar el
confinamiento de color es necesario una comprension de la cromodindmica
cuéntica en el régimen no perturbativo. Fenomenolégicamente se considera
que el potencial de color entre dos cargas de color es proporcional a una
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Figura 2.5: Compilacion de datos del Particle Data Group [I] sobre el com-
portamiento de la constante de acoplo fuerte a5 con el momento @ o 1/7.

potencia de la distancia entre ellas.

V(r)=kr® (2.14)

Otra forma es que el potencial proporcional al logaritmo de la distancia.
Esto implica que para poder separar dos cargas de color (al menos clésica-
mente) seria necesario una energia infinita. Sin embargo, cuanticamente, dos
pares de quark antiquark pueden ser creados a partir del vacio si la distancia
es del orden de unos cuantos femtémetros. En dichas distancias la energia
del campo es méas grande que dos veces la energia en reposo del quark. Por
lo tanto, es energéticamente mas viable que el sistema creé dos quarks a
mantener el campo. Ademas, ya que los gluones tampoco pueden alejarse de
sus respectivas cargas de color, los campos de color entre dos cargas estan
confinados en un pequeno tubo. Como consecuencia, en la naturaleza solo
existen particulas con color neutro y las cargas de un solo color (quarks y
gluones) no se pueden observar.
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2.3. Simetria quiral y su rompimiento espontaneo

Para un campo de quark, 1, los componentes derechos e izquierdos estan
dados por la siguiente expresion

Yo = 5(1+ )0 (215)
Yr = %(1 — )Y (2.16)

donde v¥p y 11 son los componentes de mano derecha y de mano izquierda del
campo Y respectivamente. Pp = %(1 + 75) es el proyector de mano derecha
y Pr= %(1 — 75) es el proyector de mano izquierda y 75 = iypy17273. Cabe
mencionar que la quiralidad de una particula es igual a su helicidad cuando
dicha particula tiene masa cero. La helicidad, H, se define como la proyeccién
del espin en la direccién de movimiento de la particula

5P

=BT (2.17)

Se puede reescribir el lagrangiano de QCD en términos de los componentes
derechos e izquierdos con el objetivo de obtener mas informacién sobre las
simetrias. El lagrangiano de la ecuacion (2.11) se vuelve

Locp = —iFﬁyFé"W + i Por + i pPop — bpmy — Yy (2.18)

Si despreciamos la masa de los quarks, el lagrangiano se obtiene

1 — —
Loop = — Fu, Fo¥ + W DY + i p Pop (2.19)

Este lagrangiano tiene simetria quiral SU(Ny). La aproximacion de hacer
nula la masa de los quarks es buena para los quarks mas ligeros u, d y s,
tal como se puede ver en la tabla Sin embargo, consideraremos que los
6 quarks tienen masa cero solo para simplificar el algebra. El lagrangiano
ahora es invariante ante las siguientes transformaciones

ur
d[ 5 ,a a

Y= — Py = e I Ty (2.20)
(QNf)[
up
dD 5 ,a a

vp = | — Py = e Wiy (2.21)

(qu)D
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Tabla 2.3: Simetrias en cromodindmica cuantica

Simetria  Transformacion Corriente Nombre Manifestacion
SUv(Ny) ¢ — eI W/ 2y J/’f = EWT’“w Isoespin ~ Aprox. conservada
Uy (1) P — e Ju =YV Barionica Siempre conservada
SUA(Ny) ¥ — e~ im0/ 2y, Jé“u =¢y,578p  Quiral Romp. espontaneo
Ua(1) P — e ) J5u = VY5 Axial Problema Uy (1)

donde T = 47 Es decir es invariante bajo SU(Ny) ® SUp(Ny) que se des-
compone en SUy (N¢) @ SUA(Ny)@Uy (1) @ Ua(1). Estas simetrias son muy
importantes en QCD y también las contiene el modelo NJL. Aqui Ny indica
el ntimero de sabores que se consideraron que tienen masa despreciable, mas
adelante se tomara Ny = 3. Debido al teorema de Noether la invarianza de
Locp bajo Uy (1) implica la conservacion del ntmero bariénico. La tabla
muestra mas informacion asociada a cada simetria.

Nambu observd, mucho antes del establecimiento de QCD como la teoria
de la interaccion fuerte, que la simetria quiral, se rompia espontaneamente
[8]. Las simetrias SUA(N¢) y Ua(1) son conocidas como las simetrias quirales
o axiales. Las transformaciones axiales cambian la paridad. Por lo tanto pa-
ra poder afirmar que la simetria SU4(Ny) esta en la naturaleza tendria que
observarse una duplicidad de multipletes hadrénicos con paridades opuestas,
cosa que no sucede. J. Goldstone, A. Salam y S. Weinberg [9] mostraron que
esta duplicidad desaparece solo si el lagrangiano es invariante bajo el grupo
de gauge pero el estado del vacio no lo es, es decir, solo cuando la simetria
esta rota espontdneamente. Asi mismo desarrollaron un teorema (teorema
de Goldstone) que afirma que cuando una simetria es rota espontaneamente
aparecen bosones de Goldstone sin masa. Ya que la simetria quiral no so-
lo esta rota espontaneamente si no también explicitamente hay bosones de
pseudoGoldstone con masas, pero muy ligeras. Para Ny = 3 el octete de los
mesones mas ligeros son identificados con los bosones (7, K, n). El grupo
U4(1) es especial en QCD. A diferencia de las demés simetrias quirales de
QCD, Ux4(1) es una simetria solamente rota explicitamente. Por lo tanto 7’
no es un bosén de Goldstone. Esto es conocido como el problema Uyx(1). El
problema es que la masa entre los mesones 17 y 1/ son demasiado grandes
para ser explicadas por el modelo de quarks. Este problema fue resuelto por
't Hooft con el mecanismo de instantones [10].



Capitulo 3

El modelo
Nambu—Jona-Lasinio

La ausencia de pruebas no es prueba de
ausencia.

Carl Sagan

RESUMEN: Se muestra como el lagrangiano de Nambu-Jona-Lasinio
(NJL) surge a través de simetrias que debe de cumplir, siendo la sime-
tria quiral la més importante. Distintas propiedades del modelo NJL
se desarrollan. Se discute la transformacion de Bogoliubov—Valatin que
diagonaliza el lagrangiano de NJL.

Como ya se dijo en la seccion el rompimiento espontaneo de SU4(3)
es la que produce al octete de los mesones mas ligeros, entre ellos el pion
y el kaon [I1]. Esto es soportado por el hecho de que experimentalmente se
ha observado que el pion tiene una masa muy ligera [I]. En el lagrangiano
Lgcp si se considera como aproximacion las masas del quark u, d y s iguales
a cero entonces las simetrias que se obtienen son

SUy(3) @ SUA(3) @ Uy (1) @ Ua(1) (3.1)
que también puede expresarse en la siguiente descomposiciéon
[SUB)@U1)] e [SUB)@U1)]p (3.2)

La idea es buscar un lagrangiano o modelo que sea mas sencillo de manejar
que la cromodinamica cuantica pero que conserve todas sus simetrias. Nambu
y Jona-Lasinio (NJL) construyeron un modelo para la interaccion de nucleo-
nes que contenia las simetrias de isoespin SUy (2) ® SUA(2) @ Uy (1) @ U4 (1),
posteriormente dejo de considerar la simetria bajo Us(1). En los grupos de

15



16 CAPITULO 3. El modelo Nambu—Jona-Lasinio

la ecuacion la simetria Uys(1) esta violada [12, [I3]. Si en vez de usar los
nucleones del modelo de Nambu y Jona-Lasinio usamos los quarks se obtie-
ne el modelo més sencillo y con las mismas simetrias que la cromodinamica
cuantica. Bajo estas consideraciones el lagrangiano de Nambu Jona-Lasinio
para tres sabores de quarks que es simétrico ante SUy (3) ® SU4(3) @ Uy (1)
es [111, [14]

8
Lygr =Ygy —m)p + G Y [(PAD)” + (PisA )7

a=0
— K[det (¢¥(1 4+ 75)¢) + det (¥ (1 —v5)¢)]  (3.3)

donde A\* son las matrices de Gell-Mann en el espacio de color. El segundo
termino rompe U4 (1) y es conocido como el determinante de t-Hooft, G y
K son constantes de acoplamiento, det es el determinante en el espacio de
sabor. Una descripcion més detallada del lagrangiano de NJL se da en la
seccion [3.2)

3.1. Transformacién de Bogoliubov—Valatin

Las transformaciones de Bogoliubov-Valatin permiten diagonalizar Ha-
miltonianos. Lo cual permite obtener entre otras cosas el valor de expectaciéon
de la energia en el estado base. Sea el lagrangiano de Nambu—Jona-Lasinio
para dos sabores en el limite quiral (SU(2))

Lygr = @idp)? + Gl(v)? + (PirsTeh)?) (3.4)
La densidad hamiltoniana correspondiente es
HyiL = =iy - Vi — Gl(¥)? + (YinsTe))?] (3.5)

Usando la expansiéon de Fourier en términos de operadores de creaciéon y
aniquilaciéon del operador campo 1) en el tiempo ¢t = 0 es

3 ‘ 4
Y(x,0) = Z / (377];3[1)(1)7 s)u(p, s)e’P® + alT(p7 s)v(p,s)e "P*]  (3.6)

donde b(p,s) y d(p,s) son los operadores de aniquilacion de la particu-
la y de la antiparticula respectivamente de momento p y helicidad s. Por
definicién con el estado de vacio normal o sin paridad |0) se cumple que
b(p, s)|0) = d(p,s)|0) = 0. Los espinores u(p, s) y v(p, s) son eigenestados
de helicidad que satisface pu(p,s) = pv(p,s) = 0. Ademas estdan normali-
zados, es decir uf(p, s)u(p, s) = vi(p, s)v(p,s) = 1. Se considera ahora un
estado fundamental de tipo BCS [15]. Es decir, es el estado de vacio al aplicar
las transformaciones de Bogoliubov.

lvac) = H [cosO(p) + ssin O(p)b (p, s)d"(—p, 5)] |0) (3.7)
p,s==1
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Es de tipo BCS ya que es el mismo estado fundamental que se usa en la teoria
BCS, pero usando los operadores de aniquilacién del modelo NJL que son de
particula y antiparticula a diferencia en la teoria BCS donde son particulas
solamente. El estado de la ecuacion corresponde a un sistema donde
los pares de particula y antiparticula tienen un momento total igual a cero
y también una helicidad total igual a cero. Los operadores que aniquilan el
estado fundamental de la ecuacion son [16, [17]

B(p, s) = cos(6(p))b(p, s) + ssin(é(p)))d' (—p, ) (3.8)
D(p, s) = cos(6(p))d(p, s) — ssin(6(p)))b' (—p, 5) (3.9)

Lo cual son las transformaciones de Bogoliubov—Valatin. Usando las ecuacio-

nes (3.8) y(3.9), la relacion entre espinores yosv(—p, s) = u(p, s) y la suma
de helicidad

> ulp, s)ul (p, s) = %(1 —v-p°) (3.10)

s

el operador campo de los quarks se vuelve

3 4 '
P(x,0) = Z/ (21753 [B(p, )M (p, s)e™®® + D (p, s)Ms(p, s)e P2

(3.11)

donde
My (p, s) = [cos(0(p)) + " sin(0(p))]u(p, s) (3.12)
My(p, 5) = [cos(8(p)) — " sin(0(p))]u(p, ) (3.13)

Por lo tanto ahora usando las ecuaciones (3.11)y (3.5) se calcula W[g] =
(vac|Hy g |vac) (¢(p) = 20(p)), es decir, el valor de expectacion de Hy s,
con respecto al estado fundamental. El resultado es [11]

3

Wigl = — 2NNy | (ij‘;gp cos(6(p))
3

) ) (3.14)
—16VeNy [ [ 2 sin(oto)]

donde N¢ es el nimero de color y Ny es el nimero de sabores. Al imponer
la condicion OW/9¢p(p) = 0, que minimiza W[¢] se obtiene [11]

3
pran(o(p) = 1GNeNy [ 45 sin(o(a) (3.15)

que es conocida como la ecuaciéon de gap, que permite calcular la masa
dinamica de quarks. Ya que el lado derecho de esta ecuacién no depende del
momento p podemos igualar el lado izquierdo a una constante (M). Por lo
tanto

M

tan(¢(p)) = s (3.16)
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Tabla 3.1: 5 y ¢ son los generadores de SU(Ny) y SU(N¢), respectivamente.
ADJ quiere decir representacion adjunta.

Corriente  SU;(Ny) SU;(Ne¢) SUp(Ny) SUp(Ne)
@I’Y}ﬂpl 1 1 1 1
YrvuBir ADJ 1 1 1
Yrutr 1 ADJ 1 1
$ryuBty;  ADJ ADJ 1 1
Up¥p 1 1 1 1
YpVuBYp 1 1 ADJ 1
Yot 1 1 1 ADJ
YpYuBtyp 1 1 ADJ ADJ
’ M
sin(¢(p)) = 5 5vas (3.17)

(p + M?2)1/2

Combinando las ecuaciones (3.16]), (3.17) y (3.15) finalmente se obtiene la
forma conocida de la ecuacién de gap en el modelo NJL cuando la masa
corriente es

dp M

P E, (3.18)

M = 4GN¢ Ny /

donde E, = \/p? + M?2.

3.2. El lagrangiano Nambu—Jona-Lasinio

Para obtener el lagrangiano de la ecuacion (3.3]) se consideran las siguien-
tes simetrias

SZSU](Nf)®SUD(Nf)®SUv(N0)®Uv(1)®D (3.19)

donde SU(Ny)r @ SU(Nf)p = SU(Ny) es la simetria de sabor (quiral),
SU(N¢)y es la simetria de color vectorial y U(1)y es la simetria del nimero
bariénico, D representa todas las simetrias discretas (paridad, conjugacion
de carga e inversion temporal). Ya que en NJL no hay gluones en SUy (N¢)
se toman las transformaciones globales. No aparece la simetria completa de
color ya que si estuviera apareceria bosones de Goldstone con color.

Para construir el lagrangiano se debe de buscar términos de interaccion de
los quarks que respeten las simetrias deseadas. Se considera, por lo tanto, las
corrientes quirales construidas con los campos de los quarks (¢). En la tabla
estan las distintas corrientes y como se transforman bajo SUr(Ny) ®
SUp(Ny) ® SU(N¢) ® SUp(N¢) Los términos de interaccion de quarks
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vectoriales o pseudovectoriales que se pueden construir son

Ly = ($ryuon)? + (@ pyutp)? (3.20)
Ly = ($yuByn)® + (@ prubin)? (3.21)
Ly = (Yyutibr)® + (@ pyutvon)? (3.22)
Ly = ($ryuBter)* + ($ pyuBivp)? (3.23)
Ls = ($17u%1) (¥ prutp) (3.24)
Ls = (¥ 1vutr) (¥ pyutibp) (3.25)

Los términos L; al L; tienen una simetria completa bajo SUr(N¢)®@SUp(N¢),
lo cual no se desea. Para evitar dicha simetria solo se debe de agregar el tér-
mino Lg al lagrangiano de Nambu—Jona-Lasinio que no la cumple. Se sabe
que no importa las combinaciones que se tome entre los términos de Ly al Ls
o incluso que se tomen todos, ya que producen resultados cualitativamente
similares [I4]. Tomando Ls y Lg, que simplifican la estructura de la ecuacion
Bethe-Salpeter [14], y aplicando los operadores %(1 + v5) para regresar al
campo completo v el lagrangiano obtenido es

8
Lnjr = Lpirac — %GZ [t ) = (yuyst®e)?] (3.26)
a=0

Lamentablemente el lagrangiano de la ecuacion (3.26)) es simétrico bajo el
grupo Ux4(1). Hay que proceder de una forma analoga a la que se agregd
Lg a la ecuacion . Es decir, buscar términos que sean invariantes ante
SU(Ny) pero que no lo sean ante U4 (1). Ya que hasta ahora se ha considera-
do en la tabla[3.I] todos los términos vectoriales posibles, ahora se considerara
los términos tensoriales. Los tinicos tensores invariantes ante SU(Ny) son dj
Y €ar,05,...an,» POT lo tanto se consideran los siguientes términos construidos

con los campos de los quarks

b
Iy = 65,
Iy = €a17a2,...7a1\rf WYY ¢aNf (3.27)
a1,a2,....aN, . T —-
-[3:6 b Nf¢a1¢a2¢--~1/’a]\,f
Los términos que no son invariantes ante Uy (1) son I3 e I3, ergo los inclui-

mos en el lagrangiano. Es decir, se agrega el siguiente lagrangiano que fue
primeramente sugerido por G ’t-Hooft [12]

Lot-Hoott = 2K [det(¢ pipr) + det(1p1¢p)] (3.28)
= K[det((1 + v5)¢) + det(P(1 — v5)1))] (3.29)
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Combinando la ecuacion (3.26]) con (3.28)

8
Lxas =96 —m) — 3G Y @t — st
a=0
— Kdet(B(1 +15)6) + det(@(1 — 15)6)] (330)
.

Considerando t* = 5~ con A\* las matrices de Gell-Mann y ademas tomando

en cuenta v, 7" = 4l4 se obtiene

8
Lygr =90 —m)yd + G Y [(GA")? + (PisA )]
a=0
— K[det(D(1 + 75)¢) + det(D(1 — 75)¢)]  (3.31)

En este trabajo vamos a tomar K = 0 ya que no describiremos los mesones
ny 1. Es decir nuestro lagrangiano sera

8
Lngr = P(idy —m)yp + G D [(DAD)” + (PisA*0)?) (3.32)

a=0



Capitulo 4

El pion y el kaén en el modelo
NJL

No me gusta y me disqusta haber tenido
que ver con ella.

Erwin Schrédinger en referencia a la
teoria cuantica

RESUMEN: En este capitulo se desarrollan las ecuaciones para las
masas dindmicas de los quarks, las masas del pion y el kaén, las cons-
tantes de decaimiento y las constantes de acoplamiento del pion y el
kaon. Todos estas cantidades se expresan en términos de las integrales
que necesitan ser regularizadas.

4.1. Masa dinamica y ecuaciéon de gap

Una de las caracteristicas del modelo de NJL es que la masa dindmica
calculada es independiente del momento, por lo que el modelo es una descrip-
ciéon efectiva de la cromodinamica cuantica a bajas energfas. En el modelo
NJL el lagrangiano estéd dado segtn la ecuacion

8
Ly =P@d —m)y + G D [([PAD)” + (§rsA"e)?] (4.1)

a=0

donde ¢ = diag(Yy, V4, 1s) representa el campo del quark u, d o s, m es la
matriz de las masas corrientes, GG es la constante de acoplamiento, A\, son las
matrices de Gell-Mann en el espacio de color. La aproximacion de Hartree (o

21
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Figura 4.1: Representacion grafica de la ecuacion de gap para el modelo NJL.

aproximacion de campo medio) se usa en el modelo NJL y consiste en tomar
la siguiente aproximacion (¢;1;) ~ ¢;, donde

¢; =Tr [ / g&gi(k)] (4.2)

kM,
=5
(3

el propagador es

St (k) (4.3)
la traza es tomada en el espacio de sabor, de color y en el espacio de Dirac.
Es decir en esta aproximacion aparece la masa dindmica de los quarks. Apli-
cando la aproximacion del campo medio en la ecuacion (3.32)) se obtiene el
siguiente lagrangiano linealizado

Lnr = P(in, 0" — M) — 2G(¢2 + ¢2 + ¢2) (4.4)

donde M es la matriz diagonal cuyos elementos son las masas dinamicas de
los quarks [I§]

M, = my — 4G¢, (4.5)

M, es la masa dinamica, m, es la masa corriente correspondientes al quark
de sabor ¢ = u, d, s y ¢4 es llamado el condensado de quarks. Esta ecuacion es
conocida como la ecuacién de gap y nos permitira obtener las masas vestidas
de los quarks. La ecuacion de gap describe la interaccién de una particula
con el vacio. Esqueméaticamente, se muestra en la figura [£.1] Consideramos
que hay N¢g colores y ya que la traza de un ntmero impar de matrices de
Dirac es igual a cero se obtiene

d*k  4M;
i = N, . 4.

La integral es divergente por lo tanto se necesitan aplicar algtin método de
regularizacion. La regularizaciéon es un método para poder tratar con integra-
les divergentes. Se usa en modelos donde hay integrales divergentes. Hay tres
métodos de regularizacién que consideraremos: tiempo propio, regularizaciéon
corte en 4 dimensiones y regularizacion Pauli—Villars.
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Regularizaciéon en tiempo propio

La regulariazacion en tiempo propio (regularizacion PT por sus siglas en
inglés proper time) consiste en introducir un factor exponencial que elimine
las divergencias en las integrales. Se usa basicamente la siguiente igualdad

1 L A R
- n—le—r 4
A7 T /0 dr™™ ‘e (4.7)

donde Re(a) > 0. Luego se le introduce un cut-off. Aunque solo es necesario
el cut-off en el limite inferior se puede considerar un limite superior. El cut-
off superior surge para evitar polos en las integrales. Si se trabaja en regiones
donde el confinamiento no es importante el cut-off extra no es necesario. Para
el caso del calculo de la masa de los mesones més ligeros el cut-off infrarrojo

es necesario. ,

1 1 [N

- = / drr e ™4 (4.8)
A I'[n] 1/A%,

Considerando la rotacion de Wick
kH— kM = (iK% k) (4.9)

en la ecuacion (4.6]) se obtiene

dk0d3k  AM;
i = _NC/ (2m)* k2 + M2 (4.10)

Cambiando a coordenadas esféricas

—Nc AM; k:3
4.11
/ / k2 +M2 (4.1)
La integral del d&ngulo solido es igual a 272 (ver la apéndice |A.1)
NeM; [ kE3dk
= — 4.12
¢ 272 /0 k% + M? (4.12)

La integral se puede considerar respecto a k>

NeM; [ k2dk?

- 4.13
¢z 47r2 0 k2 +Mi2 ( )
Introduciendo la ecuacion (4.8))
1
g = —NMi [Nk 2 g2 / " dre M) (4.14)
a7 1 0

2
Aty
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Finalmente integrando en k2

Me € (4.15)

La ecuacion (4.15]) se puede expresar en términos de la integral exponencial
Ei(z) = [ e tdt/t

NeM,
47?2

b1 =

[A%]VQ_ME/A?]V — A%Re_MiQ/AgR

2 2
wa2Ei (MO g (MO (4.16)
) A2 ) A2
IR uv

Ya que la integral exponencial tiene un comportamiento logaritmico para
valores pequenos de z [I9] también lo tendra ¢;. Usando ec. (4.15) en ec.
(4.5)) se obtiene la ecuaciéon de gap en tiempo propio

L M2
GNcM, (a2, e ™a

M, = 4.17
g =Mmg+ 2 ; ) ( )
AUV

Regularizaciéon en corte en 4 dimensiones

El corte en 4 dimensiones consiste en introducir un cut-off, A4p, después
de aplicar rotacién de Wick y cambiar al espacio euclidiano. Retomando la

expresion (4.13)) se aplica el cut-off

NeM; [Mb o g24dk2

;= —_— 4.18
2 42 Jo k24 M? (4.18)
Integrando por partes
N M A4D A4D
B = — [kQ In(k + M?) —/ In(k* + M7?)dk? (4.19)
47 0 0
A la integral restante se le vuelve aplicar integraciéon por partes. El resultado
final es
NeM; [ 5 o, (A2, + M?

Por lo tanto la ecuaciéon de gap para este caso es
GNc M, Al + M2
=9 A2, — Mq2 In (]\/pq (4.21)

M,=m
q gt 2
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Regularizaciéon Pauli—Villars

La regularizacion Pauli-Villars (regularizacion PV) consiste en eliminar
las divergencias de las integrales al introducir particulas virtuales pesadas.
Se hace la siguiente sustitucion en ¢ (M)

1 1 a;
k27M2_>k2—M2_Zk:2 A2

(4.22)

donde las constantes a; se escogen de tal forma que no existan potencias de k
en el numerador. Veamos como ejemplo la regularizacion de ¢;. Retomando

la ecuacion (4.12)

NeM; [ Kdk
= 4.23
/ k2 + M? (4.23)
Se hace la siguiente sustitucion
1 1 ay a
— — 4.24
M2 R+ M R+ A2 K21 AL (4.24)
donde
M? — A3
ap = A2 A; (4.25)
A2 — M?
ag = A2 A2 (4.26)

El resultado al simplificar

_ NCM M;)(A3 — M?)dk?
b= / k:2 + A2)(l<:2 + A2)(k? + M?) (4.27)

con A1 = AQ = APV

NCM k

[e.e]
_ Ay — M2 / 4.98
Usando fracciones parciales el integrando se expresa como
4 — _NCMi 0o [ ]\[L2 B Mz2 B A%’V(M? — A%;V):| (429)
4n?  Jo  k+ AL, k+ M? (k+ A%,)?
El resultado final es
NeM; M?
bi= 1o {A 1\42+Man<A2 )} (4.30)
PV
Insertando este resultado en la ecuacion (4.5) se obtiene
GNCM M?
My =mg+——5—"2 |Apy — M7+ M, 1n<A2‘1 (4.31)
PV

que es la ecuacion de gap para la regularizaciéon de Pauli—Villars. Otra forma
de regularizar la ecuacién de gap es utilizando regularizacién dimensional.
Un desarrollo se encuentra en [1§].
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4.2. Masas del pion y del kaén

La ecuacién de Bethe-Salpeter describe estados ligados en teorfas cuan-
ticas de campos. Al ser los mesones estados ligados ¢g entonces satisfacen
dicha ecuaciéon. En el modelo NJL la forma de la ecuacion es

d*k 1 1
Tp) =K+ 2m)? —KS | k+ 5P Tp)S k- 2P (4.32)
Su solucién para el caso pseudoescalar en termino de las matrices 7, reduci-
das (las matrices T sin el vértice gg-meson) es |20} 21} 22| 23]

—2iG

1+ 2GIIp(p?) (433)

Tpp(p) =

donde P = 7, KT y la contribucién del loop quark-antiquark, IIp(p?), es
dada por
I+ (p?) = 21,7 (p?) (4.34)

e+ (p°) = 210,°(p%) (4.35)

I3 (p?) = / g;k) tr [%SZ (k + ;p> 7557 <k - ;pﬂ (4.36)

donde la traza es en el espacio de Dirac y en el espacio de color. Los super-
indices corresponden al quark (7) y al antiquark (7). El polo en (4.33) define
las masas de los mesones

con

1+ QGHp(pQ)’p2:m2 =0 (4.37)

por lo que la ecuacion (4.37)) sirve para calcular las masas del pion y el kaon.
Después de resolver las trazas y aplicar parametrizaciéon de Feynman en la

ecuacion ([4.36]) se obtiene (ver apéndice [A.3)

M) = S+ 0 [

+—L+

2M; ' 2M; - (M = MJ)Q} 1 (%) (4.38)

donde ¢; y Ii(jl) son integrales divergentes. Las ecuaciones para ¢; son ({4.15)),
(4.20) y (4.30)). Las diferentes expresiones para IZ-(]-U en cada regularizacion

So1n (1)
1/A2, —7Al
IOPT () / / Y drda (4.39)

para la regularizacion tiempo propio (ver apendlce m Y donde se define

AD = o(ME — M2) — p*e(1l —2) + M? (4.40)
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_ Ay (A% + A5 ) ~m(af)

N, 1
Ii(jl)4D(p2) =1 / dx 2 (1)
0 A+ Aij

T 4n2

(4.41)
para el corte dimensional en 4 dimensiones (ver apéndice [A.7). Y

17 0=~ [ aen(a) - () - (et

(4.42)
)

se

para la regularizacion Pauli-Villars (ver apéndice [A.8). Ademas AS\PV

obtiene de A,Ejl-) al hacer la sustitucion M; — Apy.

4.3. Constante de acoplamiento pion-quark

Al considerar la dispersion de dos quarks de sabores j e i en el modelo
NJL se obtiene la siguiente amplitud de dispersion [24]
2iG
Ui (k%) = (i) T | ——am—5s | (i73)T; 4.4
Ui 0) = (0)T: (g ) (00T (4.43

donde G es la constante de acoplamiento en el lagrangiano del modelo
Nambu—Jona-Lasinio en la ecuacion (3.32)), T; y Tj son A3 para ™, T, =

A E i), Tj = S5\ Fide) para 7t y 77y T; = 5(M £ i),
T, = %(/\4 Fi)s). Se expande la ecuacion (4.43) alrededor de k? = m?

y considerando que 1 + 2GTp(k? = m?) = 0 se obtiene

iUij(k*) = (i7s)T; (i5)T; (4.44)

k2—M2

donde m? es la masa del meson, por ejemplo del pion o del kaon. Por otra
parte la matriz de dispersiéon puede ser obtenida del siguiente lagrangiano
efectivo

Lagq = igagg(x)ys57 - Pi(x) (4.45)

donde o« = 7, K. La amplitud de dispersion es

-9
“"Yaqg

iU (K?) = (W@ﬂm(i%ﬂ} (4.46)
Comparando (4.43)) y (4.46]) se obtiene
Ol pz
—9 q
q = 4.47
Yaqq k2 P ( )

que es la constante de acoplamiento efectivo gg-meson en términos de grados
de libertad de quarks.
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7k

Figura 4.2: Diagrama de Feynman para obtener la constante de decaimiento.
Las dos lineas con la flecha representan un meson pseudoescalar y la linea
ondulada es un campo vectorial axial externo.

4.4. Constante de decaimiento

Usando el diagrama de Feynman de la figura se define la constante
de decaimiento del mesén pseudoescalar

— 1
<0‘1/1’Y/ﬁ5 57a

5 ab(p)> = ipufadab (4.48)

Lo que da como resultado [24]

. d*k 1 1
Zpufa = _Ncgaqﬁ W“"D ’Y//YE;S k+ 5;0 55 | k — 5]) (4.49)

donde la traza es solo en el espacio de Dirac y p> = m?, m la masa del

mesoén. La constante de decaimiento determina la fuerza de los decaimientos
leptonicos. Por ejemplo para el pion con el decaimiento 7~ — £~ 7y, £ = e, i
se tiene [25]

2 2 2 2\ 2
1"(0)(7r — ) = mem% ( _ mf) (4.50)

2
8T ma

Luego de resolver las trazas de la ecuacion (4.49) (ver apéndice [A.4) se
obtiene

_ Yoqg(M; + M;)

fo .

Yaqg
15 (0) = St (M = M) 1 07) (4.51)
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donde Il-(jl) (p?) esta dada por las ecuaciones ([£.39), (4.41) y (4.42). En la

regularizacion de tiempo propio Iz‘(j2) (p?) es (ver apéndice [A.6

2 2 —— —TA
(2)PT, 2y P D p p~Nc
Ly %) = L (p W / / " dﬂsdT (4.52)

Para el corte en 4 dimensiones se obtiene (ver apéndice A7)
—Alp
A2+ A
1
+1n(AiD n A§j>) m(A( >)} dz  (4.53)

2 2N 1
[P0 (2) P02y P 0/
i (%) ") = s v

Y para la regularizacion de Pauli—Villars el resultado es (ver apéndice [A.8))
2 1
@pPv 2y _ P Ne M) _ 31, (A0 A
1P ) =55 /0 dz [m(% )- ln n(all,,al,;)
1 (1)
+§ In (AAPVAPV):|

el / s [m(Agy) “In(al,) - ;m(Awiﬂ

(4.54)

4.5. Resultados numeéricos

Nuestro modelo tiene 4 parametros (consideramos m, = my), ms, G
y el cut-off A (que es diferente para cada método de regularizacion). Para
obtener nuestros pardmetros que fueron utilizados en este trabajo fijamos
la masa dinamica del quark u, las masas del kaén y del pion en mg =
0.495 GeV y m,; = 0.14 GeV y la constante de decaimiento del pion en
fr =0.093 MeV en todos los esquemas de regularizaciéon. Usamos diferentes
masas vestidas para el quark u: M, = 0.20,0.25,0.30,0.35,0.40 GeV. Los
pardametros se observan en las tablas 42y A3 A cada renglon de las
tablas le corresponde una masa fija del quark u. Para la masa desnuda de los
quarks u y d consideramos que m, = myg, lo cual es una buena aproximaciéon
ya que se ha mostrado que tiene efectos despreciables en la constante de
decaimiento y de acoplamiento [26]. Empiricamente se conocen que ms/m,, =
27.3£0.7 [1l, fx/fr = 1.1928(26) [27] y a través de lattice QCD se conoce
(8s)/(uu) = 1.08 £ 0.16. [28].

Para comparar los resultados que obtuvimos con los datos empiricos com-
paramos si una prediccién esta dentro del margen de error del dato reportado,
por ejemplo en la regularizaciéon de tiempo propio con M,, = 0.25 GeV la pre-
diccion es mg/m,, = 27.69 (tabla que esta dentro de mg/m, = 27.3£0.7.
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Tabla 4.1: Parametros utilizados en la regularizacion tiempo propio (PT)
obtenidos al fijar My, m;, mg y fx.

my (GeV)  my (GeV) mg/my G (GeV™2) App (GeV)

0.0035 0.117 32.96 2.06 1.32
0.0076 0.212 27.69 5.55 0.88
0.0114 0.280 24.54 9.90 0.73
0.0143 0.325 22.70 14.53 0.67
0.0164 0.356 21.66 19.04 0.65

Por lo tanto en ese caso la prediccion es buena y se dira que acertd. Sin em-
bargo, si dos predicciones estdn dentro del error de la medicién entonces
aquella que este méas cercana al valor medio diremos que es mejor.

En base a los resultados empiricos se observa en las tablas [£.1], [£.7] y 4]
que para el método de regularizaciéon de tiempo propio los parametros que
mejor se ajustan a los valores experimentales de mg/my, fx/fxy (3s)/(uu)
son aquellos con M, = 0.25 GeV (ms/m, 1% méas grande que el valor
medio experimental, fr/fr 1% mas grande que el valor medio experimental
y (3s)/(uu) 10 % mas grande que el valor medio experimental), resultado
similares a los obtenidos a Y. Ninomiya, W. Bentz y I.C. Cloét [29], pero
que difiere del valor tipicamente escogido de M, = 0.4 GeV.

Para el método de corte 4 dimensional considerando las tablas y
ms/my y fi/fr se acercan més al valor experimental cuando M,, = 0.25
GeV (mg/m,, 5% mas pequeno que el valor medio reportado y fx/fr 3%
més pequeno que el valor reportado) y (Ss)/(uu) cuando M, = 0.30 GeV
(13 % mas grande que el valor medio reportado).

Finalmente para la regularizacion Pauli-Villars mg/my,,, fx/f= coinciden
mejor cuando M, = 0.30 GeV (respectivamente 3% y 2% mas pequenios
que el valor medio empirico) y (3Ss)/(uu) es més razonable a [28] cuando
M, = 0.25 GeV (6 % més pequenio que el valor experimental). Esto se puede
observar de las tablas y

Por lo tanto los parametros que mas coinciden con datos empiricos en
los 3 métodos de regularizacién son aquellos que tienen una masa entre
M, = 025 y M, = 0.30 GeV. Para cada M, los métodos de regu-
larizacién que mejor dan resultados fueron los siguientes. Para M, = 0.20
GeV la regularizacion 4D se acercd més a los valores medios reportados de
ms/my Y fi/fr, pero PV fue mejor para el valor de (ss)/(uu). Por lo tanto
el corte 4 dimensional es mejor cuando M, = 0.20 GeV. En M,, = 0.25 GeV,
la regularizacion PT predijo con mayor acierto ms/my y fi/fr pero de nue-
vo PV fue mejor para el valor de (ss)/(wu). Sin embargo para M, = 0.25
GeV la regularizacion de tiempo propio es la que més se acerca a los datos
experimentales. En la region de M, = 0.30 GeV la regularizaciéon Pauli-
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Tabla 4.2: Parametros utilizados en el corte 4 dimensional (4D) obtenidos al
ﬁjar Mua My, MK Y f7r-

my (GeV) my (GeV) mg/my G (GeV™2)  Ayp (GeV)

0.0034 0.102 29.76 1.97 1.34
0.0059 0.154 25.92 4.28 0.96
0.0076 0.182 23.99 6.57 0.82
0.0085 0.197 22.99 8.63 0.77
0.0090 0.202 22.49 10.42 0.74

Tabla 4.3: Parametros utilizados en la regularizacion Pauli-Villars (PV) ob-
tenidos al fijar My, my, mg v fx.

my (GeV)  my (GeV) mg/my G (GeV™2) Apy (GeV)

0.0037 0.123 33.30 2.12 1.31
0.0070 0.207 29.23 5.09 0.92
0.0102 0.270 26.50 8.80 0.79
0.0129 0.318 24.60 13.10 0.74
0.0154 0.359 23.22 17.96 0.73

Tabla 4.4: Constantes de acoplamiento y de decaimiento usando regulariza-
cion PT.

M, (GeV)  gr (GeV) gk (GeV)  fr (GeV)  fx (GeV)  fi/fr G (GeV™?)

0.20 2.05 221 0.093 0.131 1.41 3.00
0.25 2.57 2.77 0.093 0.113 1.21 4.25
0.30 3.09 3.32 0.093 0.102 1.09 5.90
0.35 3.62 3.86 0.093 0.095 1.02 8.12
0.40 4.15 4.38 0.093 0.091 0.98 11.04

Tabla 4.5: Constantes de acoplamiento y de decaimiento usando el corte 4
dimensional.

M,y (GeV)  gr (GeV) gx (GeV)  fr (GeV) fi (GeV) fr/fx G, (GeVT?)

0.20 2.09 2.21 0.093 0.150 1.31 1.34
0.25 2.62 2.81 0.093 0.129 1.16 0.96
0.30 3.15 3.39 0.093 0.117 1.08 0.82
0.35 3.69 3.97 0.093 0.110 1.04 0.77

0.40 4.23 4.53 0.093 0.105 1.01 0.74
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Tabla 4.6: Constantes de acoplamiento y de decaimiento usando regulariza-

cion PV.

My (GeV)  gr (GeV) gk (GeV)  fr (GeV)  fr (GeV)  fk/fx

0.20 2.09 2.08 0.093 0.136 1.46
0.25 2.62 2.63 0.093 0.120 1.28
0.30 3.16 3.22 0.093 0.109 1.17
0.35 3.70 3.82 0.093 0.102 1.10
0.40 4.24 4.44 0.093 0.097 1.04

Tabla 4.7: Masas obtenidas en el método de regularizacién tiempo propio.

Apr (GeV) M, (GeV) M; (GeV) (3s)/(uu) my (GeV) mg (GeV)

1.32 0.20 0.47 1.77 0.14 0.495
0.88 0.25 0.50 1.19 0.14 0.495
0.73 0.30 0.54 0.89 0.14 0.495
0.67 0.35 0.57 0.74 0.14 0.495
0.65 0.40 0.61 0.66 0.14 0.495

Tabla 4.8: Masas obtenidas en el corte 4 dimensional.

Asp (GeV) M, (GeV) M, (GeV) (ss)/(uu) my (GeV) mg (GeV)

1.34 0.20 0.47 1.87 0.14 0.495
0.96 0.25 0.50 1.43 0.14 0.495
0.82 0.30 0.54 1.22 0.14 0.495
0.77 0.35 0.57 1.10 0.14 0.495
0.74 0.40 0.61 1.04 0.14 0.495

Tabla 4.9: Masas obtenidas en el método de regularizacion Pauli—Villars.

Apy (GeV) M, (GeV) M, (GeV) (5s)/(uu) mg (GeV) mg (GeV)

1.31 0.20 0.43 1.58 0.14 0.495
0.92 0.25 0.45 1.02 0.14 0.495
0.79 0.30 0.48 0.73 0.14 0.495
0.74 0.35 0.51 0.57 0.14 0.495

0.73 0.40 0.54 0.47 0.14 0.495




4.5. Resultados numéricos 33

Villars es la que tiene mayor éxito a excepcion de (ss)/(uu) donde el corte 4
dimensional tiene el valor mas indicado. La regularizacion Pauli-Villars de
nuevo acierta a los valores reportados de ms/m,, y fr/fr y la regularizacion
4D lo hace para (Ss)/(uu) cuando M, = 0.35 GeV. Esto mismo se repite
para M, = 0.40 GeV. Por lo tanto de los 5 valores de M, la regularizacion
de Pauli—Villars es mejor en 3. Sin embargo, la combinacién del método de
regularizaciéon y masa M, cuyas predicciones estan mas cercanas al valor pro-
medio de los datos experimentales son aquellas con la regularizaciéon tiempo
propio y M, = 0.25 GeV.






Capitulo 5

Factores de forma
electromagnéticos del pion y el
kaon

Conforme pasa el tiempo, es cada vez
mds evidente que las normas que el
matemdtico encuentra interesantes son
las mismas por las que ha optado la
naturaleza.

Paul Dirac

RESUMEN: Se muestran los resultados de los factores de forma y se
muestra su dependencia del método de regularizaciéon. Finalmente se
analiza y se explica su dependencia.

5.1. Factores de forma electromagnéticos

Los factores de forma electromagnéticos tienen su importancia en el estu-
dio de la transicion entre QCD a bajas energias y QCD a altas energias. Asi
como para conocer aspectos de la estructura de los hadrones, por ejemplo
del pion y el kaén. Durante la tltima década se ha podido generar con-
fiabilidad en la electroproduccién de piones en mediciones del JLab 6 GeV
[30, 3], 32, B3] B4] como una herramienta para la extraccion de factores de
forma. En el futuro se espera realizar mediciones en el 12 GeV JLab lo que
permitira extraer los factores de forma del pion y el kaén a regiones de transi-
cion entre el dominio QCD perturbativo y el dominio QCD no perturbativo.
Para el kaon se realizara mediciones con Q? ~ 5 GeV? [35]. En este trabajo

35
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Figura 5.1: Representacion de los factores de forma electromagnéticos para
el kaon y el pion. El diagrama de Feynman de la izquierda representa el
acoplamiento quark-foton. El derecho el acoplamiento antiquark-foton. El

vértice es %e (% + )\3) .

nos centraremos en los factores de forma en la region space-like (Q? > 0)
donde hay poco esfuerzo tedrico [36]. La region de time-like corresponde a
(Q? < 0), mediciones en esta regién se han hecho para el kaén en Q? > —10
GeV? [37].

Para poder hablar de los factores de forma hay que introducir la interac-
cion electromagnética con el pion o el kaén. Para esto es necesario acoplar el
campo electromagnético al lagrangiano de NJL. Esto se logra con la sustitu-
cién minima: i@ — i(‘?—@Alﬁ“. Donde A, es el 4 potencial electromagnético,
e es la carga del positron y @ = diagley, eq,es] = § </\3 + %Ag). A3y Ag
son las matrices de Gell-Mann en el espacio de sabor. La corriente elec-
tromagnética se expresa proporcional a los factores de forma. Esto se hace
considerando la invarianza de Lorentz y la conservacion de la corriente [3§].
Por lo tanto la corriente electromagnética para el kaén y el pion es

T (pp') = (@) |a(p)) = (0" + p") Fa(Q?) (5.1)
donde o = 7, K. p y p' son los 4 momentos inicial y final del meson pseu-
doescalar. ¢ = p —p=—Q? con ¢" el 4 momento transferido por el foton

virtual. J# es la corriente electromagnética. |a(p)) representa el estado del
pion o el kaon y F,(Q?) es el factor de forma electromagnético del kaén o
del pion.

El vértice desnudo quark-foton es

(a5 ) (52)

AL (p,p) =

DO | =
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Que también se pude expresar como

et + et 0 ) (5.3)

173 / _ |: u
A'yq(p ,p) - < 0 es')“u

Usando esta expresion y el diagrama de Feynman de la figura [5.1] se obtiene
el factor de forma. En la figura [5.J] un diagrama el foton se acopla al quark
v en el otro el fotén se acopla al antiquark. El resultado final es

To 0. 0') = T} (0:0) + T30 (0, 0) (5.4)
= e}, (0, 0) + €A%, (—p, —p) (5.5)

donde e; es la carga eléctrica del quark i, en fracciones de la carga del proton
y aes m™ o KT. Ahora el término AY, (p,p’) es [24]

i/a
4

) d*k
Af/a(p,p’) _ 22Ncgiqq/ th (55 (p" + k)" Si(p+ k)vsS;]  (5.6)

donde la traza es en el espacio de Dirac y

/
S0 +0) = G 5.7
5= (5.5
Definimos el numerador como
N = trplys(k+p' + M)y (k + p + Mi)ys (K + M) (5.9)
Y el denominador
D = [(k+p)? = M7[(k +p)* — MP][k* — M;] (5.10)
Por lo que
A (p,p') = 2iNcGag / (;1113:4]1\; (5.11)

Trabajando en el numerador
N = trp[(vsk " 4+ sy + s M) (Fys + pys + Minys) (F 4 M;)  (5.12)
Realizamos todos los productos

N = trp[—fy" kE — Py kR — Byt pk — Pt pk

(5.13)
— MPy"F + MMy § + M Moy'p + M MEy" + M; M+
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Usando las propiedades de la matrices gamma (apéndice [A.2))
NH = —4kFE? — 4™ k% + 4p' - kk* — 4p' - kk*
— 4p - kkM + 4k - pkH — 4K>pH

) (5.14)
+ 4kH(—M; + M; M; + M; M)
-+ 4p“MiMj -+ 4p’NMiMj
Eliminando los términos iguales queda
Nt = —4]{:2[/@“ +p + pH] — dp - kp'" + 4p’ - pkH (5.15)

— A - kpt + ARM(—MZE + 2M; M) + AM; M (p" + p'*)
Sumamos un cero, 4Mj2(k“ + pH 4+ pH) — 4Mj2(k“ + p'* + p*), y se obtiene
Nt = —4[(K* — M?)(k* + p* + p'™)] — 4p - kp'* + 4p' - pk#*
4y kpt AR (— M2+ 2M M) + AMM; (P + p)  (5.16)
— —4Mj2(k“ + pH 4 p™*)

Sumando otro cero, 4(p* +p™)(—MZ+2M; M;) —4(pH+p'*)(— M2 +2M; M;),
y reacomodando términos

NF = —4[(k* — M7) (k" + p* + p'*) — MZ(p™ + p*)
+ (M — M) (K" +p + ") +p - kp* —p-p'k* +p-kp* (5.17)
+ M; M; (pH + p'*)]

Definimos
NI = g# + pt + p* (5.18)

Ny = =ME(p" +p") + (Mj — My)* (K" + p!' +p™)

5.19
+p-kpt —p-p' k4 p - kp! + MM (p" 4 p™) (519
Por lo tanto
NF = —4[(k* — M7)N{' + N} (5.20)
Luego la ecuacion (5.11)) queda
4 —4[(k* — M2)N!" + N
AY (p,p’)=2iNch/ ah ! > Ak 22] P
i/ “)@mt(k+p)? — MA[(k+p)? — MZ][k* — M7
(5.21)
A, (p,p) = —8iNcg> / 'k Ny
el = TR | )t (e p')? = ME[(k + p)? — D]

. d4k NM
(5.22)
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donde se definen las siguientes expresiones

4 o
B : 2 d’k N
I;”" = —=8iNggy, / 5.23
S T Rl 7 (s v B
4 H
Dpy, 2 . 2 d*k N,
1Y — _8iN~g2 -
ij (p ) ? Cgaqq/ (271.)4 [(k +p/)2 _ Ml~2][(k+p)2 _ MZZsz _ Mj2]
(5.24)
Por lo tanto , A
N, p) = I 4+ 1P () (5.25)
Aplicando parametrizacion de Feynman se obtiene (ver apéndice |A.5))
1 = 4+ )L (5.26)
") = 0" + )L ) (5.27)
donde .
/ @k / @) (5.28)
—A
(4 l-z A(g)dzdx
Li; (p / / / ))3 (5.29)
y con

A? = 2z — 22) + M? (5.30)

)

A =M +p((+2)? — 2 —2) — Pz — (M? — M) (z +2)  (5.31)
Por lo tanto la ecuacion (5.6) se vuelve
3 4
A (00 = (0 + ) [1) + 1) (m2)] (5.32)

Para A;‘ /a( , —p') solo se considera el cambio de variable p — —p, p’ — —p/
y el cambio 7 <> j. Finalmente los factores de forma estaran dados por

Fo(ébare)(QQ) — ¢ <L§3) _i_LE;l)(m(QX)) +e (L§3) + Lgf)<m3)> (5.33)

donde a = 77, KT y la etiqueta (bare) quiere decir que el factor de forma

es desnudo. Las expresiones para L§3) en regularizacion PT, corte 4 dimen-
sional y regularizaciéon PV estan dadas por las ecuaciones (A.102)), (A.121)

y (A.137) respectivamente. Las expresiones para Ll-;-l (p?) en regularizacion
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PT, corte 4 dimensional y regularizacién PV estan dadas por las ecuaciones
(A.104), (A.124) y (A.140) respectivamente. La contribucion del quark i al
factor de forma electromagnético del meson « es

ii 2y _ 7(3) 4),, 2
F(Q7) =L + L;;’ (mg) (5.34)

donde i = u,d,s es el indice del quark, j = %,d,5 es el superindice del
antiquark y o = 7+, K+ Por lo tanto en términos de la ecuacion (5.34), la

ecuacion ([5.33)) se vuelve
Fﬁ”e)(Qz) = e, F"(Q%) — eaF™(Q?)
FRTQ?) = euFie (Q) — e Fit (Q7)

donde e; es la carga eléctrica del quark i, en fracciones de la carga del proton.

(5.35)

5.1.1. Resultados numeéricos

Las ecuaciones las graficamos numéricamente para diferentes ma-
sas del quark u, M, = 0.2,0,25,0.3,0.35,0.4. Ademas para dos métodos
de regularizaciéon, tiempo propio y corte 4 dimensional. Los resultados se
muestran en 5.3 y[B.5 Graficamos comparado con datos de Cornell
Experiment [39], NA7 Collaboration [40], JLab 7 Collaboration 2001 [30] y
2008 [31), 32, B3, 134] para el pion. Para el kaon comparamos con datos de
[41].

Para el caso del pion con vértice desnudo obtuvimos que con M, = 0.2
GeV (figura la regularizacién corte 4 dimensional coincide mejor con
los datos experimentales. Lo mismo sucede para M, = 0.25 GeV en la figura
La tendencia cambia cuando M, = 0.30 GeV donde la regularizacion
en tiempo propio es mejor que el corte 4 dimensional. Para M, = 0.35 y
M, = 0.40 GeV de nuevo es mejor la prediccién en corte 4 dimensional en
las figuras [5.2d] y [5-2¢} Por lo tanto la regularizacion de tiempo propio es
mejor en 3 de lo 5 casos.

En las graficas y se observa que la prediccion de NJL mejora
cuando M, es mayor para el caso de regularizaciéon de tiempo propio. Caso
contrario para el corte 4 dimensional, donde la mejor prediccién fue para
M, = 0.25 GeV y luego empeoraba mientras aumentaba la masa dinamica
de u. En la figura se aprecia que el corte 4 dimensional tiene una menor
dependencia respecto a la masa vestida del quark u, esto mismo se observa
en las predicciones de ms/my, fx/fz y (3s)/(uu). En las figuras de
observamos que conforme Q2 crece Q?F(Q?) tiende a un valor constante.
Para el pion con el vértice desnudo por lo tanto la mejor predicciéon fue para
M, = 0.40 GeV y con la regularizacion de tiempo propio.

En el caso del kaon en las figuras y[5.5 el corte 4 dimensional mejor6
la prediccién a comparaciéon de la regularizacion de tiempo propio cuando
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Figura 5.2: Factores de forma con vértice quark-fotén desnudo comparados
con datos de Cornell Experiment, NA7 Collaboration, JLab 7 Collaboration
2001 y JLab 7w Collaboration 2008.
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Figura 5.3: Factores de forma con vértice desnudo usando NJL en distintos

(€) M, = 0.40 GeV.

esquemas de regularizacion junto con datos del CERN.
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Figura 5.4: Se grafica Q?F(Q?) vs Q? comparado con datos de Cornell Ex-
periment, NA7 Collaboration, JLab 7 Collaboration 2001 y 2008. El vértice
esta desnudo.
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Figura 5.5: Se grafica Q*F(Q?) vs Q? en diferentes esquemas de regulariza-
ci6n. El vértice estéd desnudo.
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M, = 0.20 GeV. Lo mismo se observa en las figuras [5.3b] con M, =
0.25 y M, = 0.30 GeV. En la figura ambos métodos de regularizacion
producen basicamente los mismos resultados. Y finalmente cuando M, =
0.40 GeV la regularizacion tiempo propio es mejor que el corte 4 dimensional.

Con las diferentes masas dindmicas del quark u el factor de forma elec-
tromagnético del pion y el kadén, con vértice desnudo y con el método de
regularizacién de tiempo propio, la prediccién mejoré cuando M, era gran-
de. Para el mismo caso pero con corte dimensional en 4 dimensiones el modelo
acert6 mas a los datos experimentales cuando M, = 0.25 GeV.

La regularizacién corte 4 dimensional tiene mejores resultados cuando
M, = 0.25 GeV en los factores de forma electromagnéticos desnudos y en
la prediccion de mg/my, fx/fz v (Ss)/(uu). Esto no sucede en la regula-
rizacion tiempo propio donde la prediccion de mg/my, frx/fxy (3s)/(uu)
es mejor cuando M,, = 0.25 GeV pero los factores de forma electromagnéti-
cos desnudos tienen mayor acierto en M, = 0.40 GeV esto podria significar
que la regularizaciéon de tiempo propio es més afectada a la aproximacion
m, = mg ya que en ambos esquemas se uso la simetria isoespin y se ha
mostrado [26] que dicha aproximacion tiene efectos despreciables en la cons-
tante de decaimiento y de acoplamiento pero no en los factores de forma
electromagnéticos.

Las conclusiones son que la mejor prediccion se logré para la regulariza-
ci6én de tiempo propio y con M,, = 0.40 GeV. Para saber cual regularizacion
predice mejor los datos empiricos se debe de fijar la masa dindmica M, ya
que ambas regularizaciones son buenas dependiendo de cual M, se hable.
La regularizaciéon en corte 4 dimensional depende menos de M, que la re-
gularizaciéon de tiempo propio. La regularizaciéon corte dimensional produce
las mejores predicciones en M, = 0.25 GeV en los factores de forma elec-
tromagnéticos con vértice desnudo y en la prediccion de mg/my, fx/fx y
(8s)/(uu), lo que no sucede con la regularizacion de tiempo propio.
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Figura 5.6: El vértice quark-fotén que incluye los estados intermedios de los
mesones vectoriales. El circulo sombreado grande es la solucién de la ecuaciéon
Bethe-Salpeter, que representa el vértice quark-foton.

5.2. Factores de forma electromagnéticos, vértice
vestido

Una forma de mejorar el factor de forma obtenido en el modelo NJL es en
vez de usar un vértice de quark-foton con el quark desnudo (es decir suponerlo
puntual) es cambiando dicho vértice por uno vestido. El vértice quark-foton
vestido en el modelo NJL se obtiene al resolver la ecuacion de Bethe-Salpeter
en el canal vectorial. Esquematicamente el vértice quark-foton esta dada por
la figura Por lo tanto para este caso el vértice vestido del quark-fotén
que se obtiene al resolver la ecuacion de Bethe-Salpeter (BSE) es [24], 29]

1 2 T3 2
Ang’“(Plyp) - (bFlw(Q )+02 Al —éFwO(Q?)W) (5:30)

9 1

Bl = T e,y
con ¢ = w,p,¢. G; es la constante de acoplamiento del mesén ¢ = w, p, ¢
y I, (Q?) se obtiene de la soluciéon de la ecuacién Bethe-Salpeter que se
menciona el la seccién pero para el caso vectorial

B —2iG;
142G, (p?)

donde

(5.37)

(5.38)

Tvv (p )

y el término de burbuja

oV d4k‘
e (v — 2L} — 9, /t 1S, (k)Y Sp(k .
(=200 —aine [ S Ktrol ik 4 p)] (539
La expresion para el corte 4 dimensional es (con a = b = u) [29]
6 ! —A?
P02y — > 2/ 2 1D
wl@)= 0@ [ @ o ey 2l - )
+In(Alp + M2+ Q*z — 2%)) — In(M2 + Q*(z — 2%))] dz (5.40)
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Para la regularizacion en tiempo propio se obtiene [24]

3 . 2 TIQ (@—a?)+ M2
Iy (@) = 5Q° d:c/Al’R ar T T)e . (5.41)
O TRy

En este trabajo, sin embargo, por simplicidad se considera G, = G,, = Gj.
Aunque mejora la prediccion tomando el caso mas realista G, # G, # Gy
nos interesa méas estudiar la dependencia del método de regularizacién en
los factores de forma. Otra forma de obtener A’WLQ (p',p) es usar A5, (p',p) de
la ecuacion y hacer las sustituciones e, — Fipy(Q?), eq — Fip(Q?) y
es — F15(Q?) [38]. Se obtiene

, F PAR Y o) 2y1=13] A1 0
ABSEuGf ) ([ @5+ Fn(@)'57] F15(Q2)’Y”> (5.42)

Comparando las ecuaciones ((5.36]) y (5.42]) se obtienen los factores de forma
de los quarks vestidos con respecto a sus contribuciones de w, py ¢

Fio(@) = §Fu(@) + 5 F1p(QY) (5.43)
Fin(@) = S Ful(@) — 5F1,(Q?) (544
Fis(Q*) = —%FM(Qz) (5.45)

Finalmente los factores de forma del kaén y pion considerando quarks
vestidos se obtienen al hacer la sustitucion e, — Fiy(Q?), eq — Fip(Q?) y
es — F15(Q?) en las ecuaciones (5.35). Los resultados son

FEeD(Q?) = Fy (QY)F4(Q?) — Fip(Q1) FE(Q?) (5.46)
FE Q) = Fip(Q))Fi (QF) — Fus(Q)) FRt (QP) (5.47)

Donde los términos Ffrﬂ y F}g+ estan dados por la ecuacion ([5.34). Los
resultados de las ecuaciones ([5.46) y (5.47)) se grafican numéricamente en

.7 5.8 b9y b-10

5.2.1. Resultados numeéricos

Las ecuaciones las graficamos numéricamente para diferen-
tes masas del quark u, M, = 0.2,0,25,0.3,0.35,0.4 GeV y en dos métodos
de regularizacion, tiempo propio y corte 4 dimensional. Los resultados se
muestran en y [6-10] De nuevo comparamos con datos empiricos
de Cornell Experiment [39], NA7 Collaboration [40], JLab = Collaboration
2001 [30] y 2008 [31), 32, [33] [34] para el pion. Para el kaén comparamos con
datos de [41]. Los resultados con el vértice vestido mejoran la prediccion a
comparaciéon del vértice desnudo.
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Para el pion con vértice vestido obtuvimos que para el caso de M,, = 0.2
GeV (figura la regularizacion en tiempo propio es mejor prediccion
que el corte 4 dimensional. Lo mismo sucede para M, = 0.25, M, = 0.30,
M, = 035 y M, = 0.40 GeV en las figuras [5.7D] [5.7c, [5.7d| y [5.7¢l Por
lo tanto la regularizacién de tiempo propio es mejor en todos los casos, a
diferencia del caso donde el vértice es desnudo donde era mejor en 3 de 5
Casos.

En las graficas [5.7] de los factores de forma electromagnéticos del pion
observamos que la prediccién de NJL mejora cuando M, tiene valores grandes
cuando se usa la regularizacién de tiempo propio. Esto no sucede en el corte
4 dimensional, donde la mejor prediccion fue para M, = 0.25 GeV y después
se alejaba de los datos empiricos mientras aumentaba la masa dinamica de u.
Con el 4 corte dimensional el modelo acertdé mas a los datos experimentales
cuando M, = 0.25 GeV. Esto mismo se cumple cuando el vértice es desnudo.
En las figuras de observamos que conforme Q? crece Q?F(Q?) tiende
a un valor constante. El factor de forma electromagnético del pion con el
vértice vestido con la mejor prediccion fue para M, = 0.40 GeV y con la
regularizacién de tiempo propio.

En el caso del kaon en las figuras [5.8] y [5.10] el corte 4 dimensional da
mejores predicciones a comparacion de la regularizaciéon de tiempo propio.
En la figura [5.10d] ambos métodos de regularizacion producen basicamente
los mismos resultados. La regularizacién en tiempo propio no muestra una
gran dependencia de M,,.

De nuevo la regularizaciéon corte 4 dimensional tiene mejores resultados
cuando M, = 0.25 GeV en los factores de forma electromagnéticos vestidos y
en la prediccion de mg/my, fx/fr v (Ss)/(uu). En la regularizacion tiempo
propio los factores de forma electromagnéticos con vértices vestidos coinciden
mas con los datos empiricos en M, = 0.40 GeV, pero esto no sucede en la
prediccion de mg/my, fi/fr vy (3s)/(uu). Ya que para el tiempo propio es
mejor cuando M, = 0.25 GeV.

Concluimos que la mejor prediccion para el factor de forma electromag-
nético con vértice vestido del pion es para la regularizacién de tiempo propio
y con M, = 0.40 GeV. Para el factor de forma electromagnético del kaon la
mejor prediccion es para el corte 4 dimensional con M,, = 0.25 GeV. Incluir
el vértice vestido hace que la regularizacién de tiempo propio sea mejor para
el factor de forma del pion y el corte 4 dimensional sea mejor para el factor
de forma del kaén. El incluir el vértice vestido hace que la regularizaciéon
de tiempo propio y el corte 4 dimensional dependa menos de M, lo cual es
una ventaja para nosotros ya que buscamos la dependencia que tienen los
métodos de regularizacion en los factores de forma. La regularizacion cor-
te dimensional produce las mejores predicciones en M, = 0.25 GeV en los
factores de forma electromagnéticos con vértice vestido o desnudo y en la
prediccion de mg/my, fi/fry (3s)/{Tu), esta consistencia no sucede con la
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Figura 5.7: Factores de forma del pion con vértice vestido comparados con
datos de Cornell Experiment, NA7 Collaboration, JLab 7 Collaboration 2001

y JLab 7w Collaboration 2008.
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Figura 5.8: Factores de forma del kaon con vértice vestido usando NJL en
distintos esquemas de regularizacién junto con datos del CERN.
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Figura 5.9: Se grafica Q*F(Q?) vs Q? para el pion comparado con datos de
Cornell Experiment, NA7 Collaboration, JLab 7 Collaboration 2001 y 2008.

El vértice esta vestido.
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Figura 5.10: Se grafica Q?F(Q?) vs Q? para el kaén en diferentes esquemas
de regularizacion. El vértice esté vestido.
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regularizaciéon de tiempo propio.
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Tabla 5.1: Radio de carga en femtometros en la regularizacién PT.

M, (GGV) T7(Tbare) Tgare) T7(Tbm'e) Tgare) rgrdressed) rgressed) T7(Td7'essed) r%iressed)

0.20 0.40 0.39 1.05 0.60 0.57 1.06
0.25 0.45 0.43 1.04 0.62 0.58 1.07
0.30 0.46 0.45 1.04 0.63 0.58 1.07
0.35 0.47 0.45 1.04 0.63 0.59 1.07
0.40 0.46 0.44 1.03 0.63 0.58 1.07

Tabla 5.2: Radio de carga en femtémetros en corte 4 dimensional.

M, (GGV) n(rbare) rg?are) n(TbaTe)/rggaTe) r7(rdressed) r(dressed) T(dressed) T%ressed)

K ™
0.20 0.59 0.54 1.08 1.25 1.13 1.10
0.25 0.55 0.51 1.07 1.03 0.93 1.10
0.30 0.52 0.49 1.07 0.84 0.77 1.10
0.35 0.48 0.46 1.06 0.70 0.65 1.09
0.40 0.45 0.43 1.05 0.67 0.62 1.08

5.3. Radio de carga

Cuando la transferencia de 4 momento q es pequena, los factores de forma
son la transformada de Fourier de la distribucion de carga p(x)

Flq) = / B p(a)elia) (5.48)

Ademas, en dicho caso, se puede asumir simetria esférica en la distribucién
de carga. La serie de Taylor de la ecuacion (5.48)) es

F(q)=1- é (r*)lgl* + ... (5.49)

Por lo tanto el valor medio del radio al cuadrado del pion y el kaén se puede
calcular por medio de la siguiente expresiéon

OFp(Q?
(rp) = \/—6 56(222 )

(5.50)

Q2=0

donde P = 7, K. Los resultados empiricos reportados en la literatura son
[42): (rz) = 0.672£0.008 fm y (rx) = 0.560£0.031 fm. Con una razon igual
a (rz)/(rx) =1.20 £ 0.08.

Obtuvimos el radio del pion y el kaén en el método de regularizaciéon de
tiempo propio y corte 4 dimensional con 5 masas vestidas del quark u, los
resultados se muestran en las tablas [5.1] y

En la regularizaciéon de tiempo propio las predicciones del radio de carga
del pion con vértice vestido y desnudo dan resultados cercanos de los valores
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empiricos reportados del pion [42]. Para el vértice vestido la prediccion se
acerca al valor experimental a comparacion de la prediccion con el vértice
desnudo. El radio del kadén en regularizaciéon PT coinciden dentro del rango
de error del radio experimental cuando el vértice es vestido con todas las
masas del quark u (M,,).

El corte 4 dimensional dio valores més altos en los radios del pion y el kaén
ya sea con el vértice desnudo o vestido. Para el pion en esta regularizaciéon solo
el valor con la masa M, = 0.40 GeV y con el vértice vestido esta dentro del
margen de error del radio del pion empirico. El radio del kaén en la predicciéon
del corte 4 dimensional esta dentro del rango de error del experimento cuando
M, = 0.20 GeV y el vértice es desnudo. La mejor predicciéon para el kaom
cuando el vértice es vestido es con M, = 0.40 GeV, siendo 11 % mas grande
que el valor reportado del kaon.






Capitulo 6

Conclusiones

Hicimos un estudio de las masas, constantes de acoplamiento, constantes
de decaimiento, factores de forma electromagnético con vértice desnudo y
factores de forma electromagnéticos con vértice vestido del pion y el kaon.
Todo esto realizado en dos métodos de regularizaciéon. Lo que nos permi-
ti6 ver como era la sensibilidad de las observables fisicas a los métodos de
regularizacion.

La regularizacion de Pauli-Villars predice mejor mg/my,, fx/f= v (Ss)/{uu)
en 3 de las 5 masas de M, que consideramos. Por lo que se recomienda ha-
cer estudios de la dependencia de la regularizaciéon de Pauli—Villars en los
factores de forma.

Para los factores de forma con vértice desnudo tenemos que la mejor pre-
diccién se logré para la regularizaciéon de tiempo propio y con M, = 0.40
GeV. No hay una tendencia clara de cual regularizaciéon es mejor una ma-
yor cantidad de veces en cada M,,. La regularizaciéon en corte 4 dimensional
depende menos de M, que la regularizacién de tiempo propio. La regula-
rizacién corte dimensional produce las mejores predicciones en M, = 0.25
GeV en los factores de forma electromagnéticos con vértice desnudo, vértice
vestido y en la prediccion de ms/my, fx/fx v (3s)/(uu), esta consistencia
no sucede con la regularizacién de tiempo propio.

Considerando el vértice vestido tenemos que la mejor predicciéon para
el factor de forma electromagnético del pion es para la regularizacion de
tiempo propio con M, = 0.40 GeV. Para el factor de forma electromagnético
del kaén la mejor prediccién es para el corte 4 dimensional con M, = 0.25
GeV. El incluir el vértice vestido hace que la regularizacion de tiempo propio
y el corte 4 dimensional dependan menos de M,,.

En la regularizacién de tiempo propio las predicciones del radio del pion
con vértice desnudo no coinciden dentro de los valores empiricos reporta-
dos del pion. Sin embargo el vértice vestido acerca la prediccién al valor
experimental. El radio del kaén en regularizacién PT coinciden con el radio
experimental cuando el vértice es vestido. Esto en todas las masas vestidas

o7
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del quark u.

El corte 4 dimensional dio valores més altos en los radios del pion y el
kaén, ya sea con el vértice desnudo o vestido a comparacién de la regula-
rizacion PT. Para el pion en esta regularizaciéon solo el valor con la masa
M, = 0.40 GeV y con el vértice vestido esta dentro del margen de error del
radio del pion empirico. Ningtin valor del radio del kaén en la prediccion del
corte 4 dimensional coincide con el valor experimental.
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Apéndice

A.1. Angulo s6lido en d dimensiones

El objetivo de esta seccion es demostrar que

Q) _ Al
[ 4=, (A1)

Se considera que

o0 2
vt = </ d$612> :/ddazezglﬂg”z2 (A.2)

Ahora se hace el cambio de variables a coordenadas hiperesféricas donde
se cumple que r? = 2?21 xf El diferencial de volumen en coordenadas
hiperesféricas se puede obtener del Jacobiano, pero analizando las unidades
se obtiene

dz = rtdQudr (A.3)

ya que el angulo solido representa en R? el area infinitesimal de la esfera en

R? representara lo mismo pero para una hiperesfera. 7! se agrega para que

el drea tenga exactamente d — 1 dimensiones y ya que el area infiniteimal es
perpendicular a la direccion radial 74~ 1dQ dr es el volumen deseado. Por lo
tanto se llega a que

Vit = / r e dQydr (A.4)

:/de/ rd=le=dy (A.5)
0

= [doug [ awt)e?yte (A6)

_ / de%F(d/2) (A7)

99
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Lo que significa que

o7rd/2
/ 4% = T (A.8)
A.2. Propiedades de las matrices gamma

Las matrices gamma se definen como las matrices v*, p = 0,1,2,3 que
cumplen con

{y,7"} =20 (A.9)
Ademés se define la matriz gamma cinco como
7’ =iy (A.10)

Algunas identidades importantes de las matrices gamma son
Py, =41
» VY = 20"
w VP = APl
()2 =1
= {(7#,9°}=0

Las propiedades que cumplen las trazas de las matrices son

= ir(y") =0
= La traza de cualquier producto impar de matrices gamma es cero

» La traza de +° por cualquier producto impar de matrices gamma es
cero

w tr(yfy) = dnt
. tr(’Y/L’YV’Y)\’YO') = 4(”#1”7)@ — Nu\Nvo + nuanu)\)
i (2
A3, IIp(p%)
Retomando la ecuacion (4.36))
. d*k : 1 A 1
I500°) = | g ' = ik—2 Al
(07 /i<27r>4t7" [755 <k'+ 219) ¥55 (k 219)] (A.11)
Definimos

) 1 . 1
A=y55" (k: + 2p) ~5.57 <k — 2p> (A.12)
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Por lo tanto

.. 4
") = [ oA (A13)

La traza es

(A.14)

tr(A) = Nctr <V5 K gp+ M £ 3p+ M, )

2 75 2
(k+3p)" = M7 (k—gp)" — M7

Los denominadores pueden salir de la traza por ser escalares

N¢
(G 39)° = 222] [ (k= 3)" — 223]

X tr K—% - ;p‘f‘Mi) 7 (% - ;;zwerﬂ

_ No s
[+ dp)* - 2] [(/c—;p)Q—M;][ (") hyki

tr(A) =

1
+ Z”(’Y“’Y”)pupy + 4M; M;]
pero tr(y*y") = 4n*", entonces

tr(A) =

4N, 1
¢ ] |:—]{72 + ZPQ + MZ'MJ':|

(k4 3p)" = 2] [ (6 = 3p)" - 02
(A.15)

Por otro parte

[ b =] (= b =] ~ 2 (k2 bt~ oz - o)

pero

1
- (k2 — Zp2 — M,-Mj> =
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 . 2 2 2
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Usando estos resultados en la ecuacion (|A.15))
(12 + 17 — 302 — 057) — MM — 407 + 3007 + 0

tr(A) = —4N¢ 3
>+t~ M~ 100

1 1
x +
<(’f+%p)2—Mf (k—%p)Q—Mf>

1 1
_|_
(k+ 4p)* — M2 (k—%p)z—le

J
_ 4N, : {pQ ~ <M’2 ] _QMiMjﬂ

[+t = 227] [ 37 - 2]

Reagrupando el binomio cuadrado

1

tr(A) = —4N02

1 1
+
(k+ )" — M7 k—%p)2—M2]

Los dos primeros términos son propagadores del quark y el antiquark

Ctr(Sik+3p)  tr (S7(k = 3p)

tr(4) = 2M, oM,
<p2 — (Mz — Mj)Q) tT‘]lD,C
B 1.\2 2 1.\2 2 (A.19)
2[(k+ 3p)° - 2] [k — 1p)° - 02]
Y finalmente usando la ecuacion (A.19)) en la ecuacion (A.13)
ik [tr (SUE+ 3 tr (S9(k — L
H}ﬁ(pz):—/, . (S'( 2p))+ (87 (k = 5p))
’L(27T) 2]\4Z 2Mj
2
. (p2 = (M; — Mj) )]/ d'k tripc
(27)4 2 2
: O (k- g)” - 2] [k 4)” - 227
(A.20)
En una notaciéon més compacta
ooy i =0 1o 2] (1) 2
WY = Sap +oar ) [? - (i = 21;?) 1D %) (A.21)

donde ¢; v I Z-(jl) son integrales divergentes
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A.4. Constante de decaimiento

ip“pufa = _pMNCgaqq

44k (K+3p+ M) (K- 35p+ M)
</ 2myt P [W e o =2 (e ) _;4]2 e
iM?f, = —p"NcGagg
di WuYs (K + 39+ Mi) 5 (K — 5p + M;)
) N (A.23)
/<2w>4 i {((m;p)QM?) (k= 4p)" - 223)
Ja=— u%
d'k s (B ap+ M) (E+ap M) | )
f | (4 g —08) (16— o) | 7

_ MNCgaqE d'k , Y5

b WQ/WWDL@@WWN@%MW)

X <—;é;é + }é%p + kM — %kp + %pp +p%M]~ — M;f + %Mip + MZ-M]-) 75]
(A.25)

Seusa 3 =1y {yu,75} =0

NCgaqﬁ / d*k
_ Y2 t
fa L VP (2m)4 D

Vo (KK + F3p — M, — 5kp+ 1pp — p3M; + Mift — 3 Mip + M M;)
((-+ 39)" = 2a2) (k= )" = 2?)
(A.26)

Ya que la traza es una aplicacion lineal y ademaés la traza de matrices gamma
impares es igual a cero se obtiene:

_NCgaqﬁ
iM?

/ dth | o (RM; = py M+ Mik — 5 Mip)
CrIm L (e 30 = va2) (= )" - )

fa:

] o
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NCgaqq
iM?

d'k | _—pEM; — ppy M + pEM; — ppy M, A28
X/k%*tD{Ok+@fA@)0k@fﬂﬁ) o

fa:_

Usando tr(y,v,) = 41,

_ NC'goqu
fo = iM?
X/ d4k [—477Wp“kVMj - 477Wp”py%Mj + 47]ul/pukyMi - 477uup'upy%Mi]
4 2 2
0 (k4 3)" = 02) (k= 3)" 013
(A.29)
_ _4Ncgag
fa= iM?2
d*k [—k-pM; —p-piM; +k-pM; —p- pih;
X/ (2m)* [ j1 2 . 2] 1,2 z ] (4.30)
(("?Jr 2P) *Mi> <(k‘* 2P) *Mj>
Agrupando términos
- _4NCgaq§
fo= iM?2
/ d*k [k p(M; — Mj) — M2L(M; + M;)] (4.31)
(ke 39)" = 222) (k= )" - a)
Se puede expresar la constante de decaimiento de la siguiente forma
fo = — NCoa / dk 4k - p(M; — M;)
M COY (o )" - 0a2) (- 39)° - 003)
n ANCGaqe(M; + M;) / d*k 1
; 4 2 2
. (e 30)”  2a2) (- 30" - 002)
(A.32)
fo = Gaqg(M; + M;) / d*k trp,clp,c
: O (49" - 2) (k= 3)° - 0
Jaqq d*k k- pt?”D,CIlDC
— o (M — M-)/ . (A.33)
e (e LN (CREORT)
El segundo término tiene un término que ya se ha calculado.
aqq M; + Mz aqq
fo = St M M) 0y Sout g Pty (A
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A.5. Parametrizacion de Feynman

La parametrizaciéon de Feynman es una técnica que nos permite expresar
una integral de una forma més conveniente para poder resolverla. Bésica-
mente el objetivo es aislar la variable de integracion del resto de términos.
El caso méas comun es cuando se multiplican dos términos en el denominador.

1 1 dx
AB ~ /0 [zA+ (1 - z)B] (A.35)

El caso general, para Re(oj) >0y 1< j<n,es

1 —_—
ASL L A o

=1 on—1
F 041 + - / duy - - / dun Zk 1 uk) ulZ - Un (A36)
T(a1) - T(am) (D ko upAg) ==

Las integrales que surgen en este trabajo y que se les aplica parametrizacion
de Feynamn estan dadas por las ecuaciones (A.37), (A.38), (A.39), (A.40) y

(AAT).
d*k  4M;
O; = Nc/ i2m)A k2 — M? (4.37)
@, 2 B d4k_ 1
167 = ane | @ (1 + 1p)* - 2] [(k— 3p)° - 112] -
102y _ AN .d4k sk A3
Do =ane | Y (k+ 4p)” = M2] | (k= 4p)" - M2] .
) B d4k NM
I (") = 8Ne / T (RN e Vo (sl 77 A
@ d4]€ N“
10k () = 8NC/ o U P G +2p)2 — M2][k? — M?]
(A.41)
Nf = kbt —|—le (A.42)
NY = —M2(p" +p) + (M; — M) (K + p* + p™) (A.43)

+p-kp™ —p-p'k* +p- kp" + M;M;(p" + p™)
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También se definen las siguientes cantidades

(1 — 2 2 2 2
AP = —¢*(x — 2?) + M? (A.45)
A =202 (@ + 2) + (M; — M;)*(x + 2) — 2M? + 2M;M;]  (A.46)

AP =M+ (@ + 2 — o= 2) - Poz — (MF = MP)(a+2)  (A4T)
AR = —¢*(@—a?) + A? - 2(A? - MP) (A.48)

Al(?) = MJ2 +p?((z42)* —x—2) = *xz+ (N> — M)z + (Mj2 —M?)z (A.49)

donde x y z son los parametros de Feynman.

A.5.1. Parametrizacion de Feynamn de ]Z-(jl)(pQ)

La expresion [ Z-(jl)(p2) de la ecuacion (A.38) es

(1) _ d*k 1
I;; (p?) = 4Nc/ i2n) [(k N %p)Q - MZ.Q} [(k - %p)Q - MZ} (A.50)

Usando parametrizacion de Feynman de la ecuacion (A.35))

1), 2 4NC
Z]( ) )4

d*k
/ dﬂf/ Mg] (-2 [(k_ 1) _M2H2 (A51)

k+2p

Luego se define

1 2

Expandiendo términos

D=x

1 1
D:x<k2+k-p+4p2—M§>+(1—x) <k2—k-p+4p2—Mj2> (A.53)
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Agrupando
1\2
Dzzxk-p—x(Mf—Mf)Jr(k—Zp) - M? (A.54)
Se hace el siguiente cambio de variable kL =k, - %pu
1
D =2zp- (k’ + 2p> —x (M7 — M7) + k* + M; (A.55)

D=k?+2zp K +p?a? —p?2®> +p*z —zx (Mi2 — MJQ) + MJ2 (A.56)

D= —a(M?— M?) + (K +pz)’ + p*a(l — z) — M? (A.57)

Ahora el siguiente cambio de variable, kZ = kL + puT, entonces

2 2 2 2 2
D = —x(M; — M7) + k" + p°z(1 — z) — M; (A.58)

Omitiendo biprima y usando la ecuaciéon 1' la integral se vuelve

4

A.5.2. Parametrizacién de Feynamn de [ff )(p?)

Las ecuaciones (|A.38) y (A.39) son practicamente las mismas excepto
por el factor (k- p) en el numerador de (A.39)). Por lo tanto el resultado de
aplicar la parametrizacién de Feynman es la misma, a excepcién de que k en
el numerador se le realizan los mismo cambios de variable que los que fueron

aplicados en (|A.38)). El resultado es

4
1967) = e [ 25 ’““’/2 P (a60)
A(l))

k en el numerador desaparece porque la integral tiene un intervalo simétrico
en k y el integrando que acompana a k es impar

12 / d4 2/2 Aﬁ)ﬂ)ﬁ) (A61)

Usando la ecuacion (A.59)

2 4 1
2) 2y _ P~ (1) _ 2 d’k / x
L7 (p7) = 2Iij 4Ncp /Z,(27T)4 ; dx 5 (A.62)
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A.5.3. Parametrizacion de Feynamn de I¥ (p?)

1(3)#

Trabajando en la integral I;

Gl _ _g; 'k [t x =
1= s [ o [ {al(k+p)? = M2 + (1 = 2)[(k +p)> — MP)}"
(A.63)

El denominador se puede expresar de una forma més conveniente
Dy = {al(k +p')? = M7 + (1 = 2)[(k +p)* = M7]}’ (A.64)
Realizando todos los productos posibles

Dy = (E*+2xp' - k—2xp-k+2k-p— M?+p* —ap? +2p')®>  (A.65)

Dy = (K + 2k - [xp’ —zp + p| — M} +p* — ap” + zp/)? (A.66)
Sumando un cero se obtiene
Dy = ((k+zp —xp+p)*—(zp —xp+p)* — M} +p* —zp® +2p')? (A.67)
Se hace el siguiente cambio de variable ko = k + (zp’ — zp + p)

Dy = (ki — (wp' —ap+p)* = M{ + p* —ap® + ap')? (A.68)

D1 = (K2 — a2 — 22p% — p? + 20 -p—2apl - p+2up? — M2 +p* — ap® + ap )2

(A.69)
Como p? = p? y usando p + ¢ = p/, se obtiene p’ - p = (p* — ¢*/2). Por lo
tanto

Dy = (ki —22°p" — p* +20%(p* — ¢°/2) — 22(p” — ¢*/2) + 22p” — M} + p°)°
(A.70)
Desarrollando los productos y eliminando los términos iguales se obtiene

Dy = (k3 + ¢*(z — x*) — M?)? (A.71)

El numerador NI con el cambio de variable ki = k* + (xp/** — xpt + p*)
queda igual a
N{' = ky — axq" +p (A.72)

Usando las ecuaciones (A.71) y (A.72) en la integral Ii(g)“ de la ecuacion
o3

4 1 no m m
1P = _8iNg / d—ki / dop— T2 —Td" D - (A.73)
(2m)* Jo (k3 + ¢*(z — 22) — M?)
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Pero, ya que la integral es simétrica y ki es impar, entonces se elimina.
Ademés eliminamos el subindice 2 en la variable k

4 1 1ph /1
11(3)!‘:82'NC/ ;““4/ dz 2 (P + ) — (A.74)
(2m)* Jo (k2 + ¢*(x — 2?) — M?)

Usando la ecuacion (A.45) finalmente se obtiene

4 " m
(3),u d*k p +p )
— 8N, / / e (A7)
que también se puede expresar como
1% = (p 4 L) (A.76)
donde . )
1
L = 4Ny / ,‘é k4 / dz 5 (A.77)
i(2m)* Jo (kz _ Az('2)>

A.5.4. Parametrizacion de Feynamn de Ii(;l M (p?)

Para la integral I Z-(;-L)“ (p?) de la ecuacion (A.41)) se usa de nuevo la para-
metrizaciéon de Feynman y se obtiene

4 1 pl—z 7k
B 2y _ 1 d*k / / N, dzdx
L7 (p7) = 16ZNC/ et ) o T Dy (A.78)

El denominador es por lo tanto

Do

(K = M7) + [(k +p)* = M7 — k> + M)z
—[[(k+p')* — M7] — k* + M7]2)}*  (A.79)

Desarrollando los productos y eliminando los términos iguales se obtiene

Dy = {kQ—Mf+2k~px+p2x—Mi2x+
Mf:p +p%2+2k-plz — M2z + Mfz}?’ (A.80)

Dy = {k? — Mj2 + 2k - (px + p'2) + pPx
— M2z + fo +p?z — MPz+ M2z} (A.81)

Se agrega (px + p'2)? — (pz + p'2)?

Dy = {[k+ (px +p'2)]* — M]2 — (pz +p'2) + p’x
— MPx + MJQx +p%z — Mz + szz}?’ (A.82)
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Considerando el cambio de variable k = ko — (zp + 2p’)

Dy = {k‘%—MJZ—(px+p'z)2+p2x—MZ-2x+Mj2x—|—p’2,z—Mfz—i—Mfz}S (A.83)

Dy = {k% - MJ2 —p?a? — p?2% — 2xzp - q — 2x2p® + pPx
2 2 2 2 2,13
— Mix+ Mix+p“z — Miz+ M;z}° (A.84)
Usando la conservacion de energia y momento (p'* = p* + ¢*), ademas de
p? = p'?, se encuentra que 2q - p = —q>
Dy = {k% — M]2 — p?2? — p?22 + w2¢® — 2w2p*p’n
2 2 2 2 2,13
— M7z + Mjx+p°zs — Miz+ M:z}° (A.85)
Agrupando términos y omitiendo el subindice 2, finalmente
Dy = {k* — Mj2 —p*[(x42)? — (x4 2)] +x2¢° — MPz + Mf:z: —M?z+ ]\4j2,2}3
(A.86)
Por supuesto el cambio de variable también se incluye en el numerador NJ'.

Ademas, de nuevo, el término lineal en k desaparece en el integrando por la
simetria de la integral.

N = —MZ(p" +p") + (M — M;)*(1 — z)p* + (M; — M;)*(1 — z)p™*
+ M;M;(p* + pt) — zp*p" — 2p”p*

(A.87)
Ahora se usa la siguiente identidad
1 1
P =" )+ 50" - ) (A.88)
1 1
I SR e ) (A.89)
Reacomodando los términos
2 2 2 2
rp® + zp —xp° + zZp
N = =TI gy 4 T iy
r oz T —2z A.
+(M; — M;)? [(1 -5~ 5) (" + ") + =" = ") (4.90)

— M7 (p™ + p") + M M;(p™ + p*)

Luego los términos de la ecuacion (A.90) que contienen x — z son igual a
cero cuando se integran. Esto se puede ver méas facilmente con el cambio de
variable z — 3(z + 2) y 2 = 3(2 — z). El resultado final del numerador N}’
es

1
NY = |—=p*(z + 2)

1
5 — i(Mj — M;)*(x + 2) + Mf — MZ-MS} (p" + p™)

(A.91)



A.6. Regularizacion en tiempo propio 71

Usando N)' de la ecuacion (A.91) y Do de la ecuacion (A.86) en la integral
Il-(;-l 4 (p?) de la ecuacion (A.78)

4 1 11—z
@p 2y _  qps d’k / /
I; (p°) = —16iN¢ 7(2%)4 s

[—%pQ(I +2) — 5(Mj — My)*(x + z) + M7 — MiMs} (p" + p'*)dedz

{k2 — MJ2 —p?(x+2)? = (x4 2)] + z2¢®> + (Mj2 - M2)(z+2)}3
(A.92)

X

Para simplificar la expresion se consideran las ecuaciones (A.46|) y (A.47))

1=z A H 4 p'"Mdzdz
I(4)u - _ NC/ / / I; p(4))}3 (A.93)
— AL
ij
o también \ )
I (p?) = (" + )L (p) (A.94)

con

L( —4N¢ / / / o dm}g (A.95)

A.6. Regularizaciéon en tiempo propio

A6.1. IV(p?)

ij
Aplicando la identidad (4.8)) a la ecuacion ({A.59)

2 e T 11 > 3 _—1k?
2772/ / R i Tdea:/O k’e” ™" dk (A.96)

La integral en k es facil de resolver si integramos respecto a k?

1 [ 1 [ / 1
- / e ™M dK? = = / eV k' = (A.97)
2 0 2 0 27’2
Por lo que se obtiene
1 1
W2y = Ve [0 M —ral) 1
L (p7) = 27r2/0 /1 e "7 rdrdr 5.2 (A.98)
Afy
T SRy N )
1), 2y _ & AR € Y
I’ (p”) = 471’2/0 /21 . drdx (A.99)
A
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A6.2. I

Para la integral Ii(f) (p?) se observa que tiene una estructura similar a la

: % : 1) ,2 . ;
de la ecuacion (A.59) perteneciente a L (p®) por lo que se puede aplicar el
mismo resultado

2 2
2),. 2y _ P (1 p“No
1507 = 51000 - 5 / /

A.6.3. LY

—TA( )

dadr (A.100)

El resultado al aplicar rotacion de Wick e integrando el angulo solido en

la integral (A.77)) es

N, > 1 1
L =2¢ / K3 dk / do— (A.101)
2% Jo 0 (k:2+A(2-))
ij

Introduciendo la regularizacion del tiempo propio el resultado final es

—5— 77'A()
L = / / " (A.102)

A.6.4. LWY"p?)

v

En coordenadas esféricas con previa rotacién de Wick en la integral

(A99)
)

), oy dQ4k3dk/ /1 r
Ly (07) = 4NC/ o A(4)}3 (A.103)

Al integral el angulo solido y aplicar la identidad .
1— z AW
p?) =302 / dm/ / R dTA ) re A (A.104)

A.7. Corte en 4 dimensiones

1) ,2
AT1. L(p?)
Para (A.59)

Ap
1% = 4NC —dxd (A.105)
17 1) 2

zj )
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Se hace rotacion de Wick

1= e / / ¥ (A.106)
47T k2 +A(1))

Integrando en k2

Ne (! —A2, 1
1) = / de |—2 — 4 (A2, + AY) — (Al
J 47T2 0 AA21D+A() ( 4D > ( J )
(A.107)
Para poder integrar en x reescribimos Al(jl-)
Az(jl») = pQ[(l’ — Aij)2 + Bz‘j] (A.108)
con
1 M? — M}
Aij = 3 1+ T (A.109)
1 MZ+M? (M?— M?)?
By —m gt g T Al
J 4 + 2p2 4p4 ( O)
(D2
I;;7 (p*) se vuelve
1P0*) = 3P0 + I8 0% + I (0P (A.111)
Considerando la primera integral con el cambio de variable tan(6) = %
4D v
N,
- /da (A.112)
A2Dp + B”p
Cuyo resultado se vuelve
N AZ 1— Ay
Ji(jl)(p2) = —4—02 4D arctan _p = Ay)
"\ Aipp? + Bipt Aip + Bijp?
— arctan —pAij (A.113)

VAl + Bijp?

Para Ji(f) (p?) la integracion por partes posterior al cambio de variable p(z —
A;;) — x produce el siguiente resultado

p(1—As5)

4772 {ln(A4D+B,]p +x)

222 dx
Alp + Bijp® +2?

} (A.114)
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Se puede realizar la dltima integral si se considera que tanf = L

(2), 2 N¢ 2 2 2 2
Jiy (%) = 12 {In[AZp + Bijp® + p° (1 — Aij)°Ip(1 — Ayj)
+In[ASp + Bijp® + p* A} IpAij
2 2 1—A;;
- P + arctan M
\/A?;D +Bijp2 \/A?,LD +Bijp2 \/ALZLD —i—BZ'ij
2 —pA;;
\/Aip + Bisp? Aip + Bijp?
(A.115)

La dltima integral con las mismas ténicas usadas para Ji(jl) y Ji(jg) da como
resultado

3 NC
Ji(j )(pz) = T 42 {m[Biij +p*(1 = Ayj)?Ip(1 — Ajj)

4m4p
2, 242
+ In[B;;p° + p~ A7;IpAij
1— Ay
—2p+24/Bjjp arctan( \/B7”> (A.116)
ij

— A
—2p+/B;j arctan 2
A/ BZ]

(2) (2
A7.2. L (p?)
Retomando la ecuacion (A.62)

2 4 1
@), ov _ P°) 2/dk/ T
10 =21 _yp, e S A A117
g ) =51 v )it <k2_A(1.>)2 ( )
ij

Basicamente tiene la misma integral en k que I (»1)(p2). Al aplicar rotacién

ij
de Wick y usando el cut-off Ayp
—A%p
Aip+ AEJI')
+in(a3p+45) ~m(al)] e (A118)

2 2 1
@), 2\ M (1) M*N¢g
L") = 2 L = 472 /0
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A.7.3. LB

)

Recordando la ecuaciéon (A.77))

_ Nc/ /dx k2 ))2 (A.119)

Usando rotacion de Wick e integrando el angulo sélido

A4D 1
L® = N—CQ / K dk / d—fCQ (A.120)
212 Jo 0 (k2+A(2)>

De nuevo la integral en k es la misma que la contenida en Iz-(jl)(pQ), pero
A - AP

. R (A% +a5) ~m(aP)

) dx
Ajp +4;

1
£ = )G |
™ Jo

(A.121)

A74. LY (p?)

1]

La ultima integral es la ecuacion (A.95))

4 1—x d d
LY (p?) = —4NC/ d’k / / w (A.122)
A(4)}3

Aqui integramos por partes ([ udv = uv — [ vdu) posterior a la rotacion de

Wick
2 11—z 3)
A dz
471-2 / /

—Alp
2 (4)\2
2(Ajp + A7)

Alb dk

| (A2

+/o 4))? (A.123)
2 (k+4)

Por lo tanto

11—z A4 A(3)
»?) = / dz / D e (A.124)
20 (A3, + A7)
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A.8. Regularizacién Pauli—Villars
D2
A8.1. I;'(p7)
Se considera la siguiente integral

d*k 1
Cm [+ 40)* = 222] [ (6 4p)° - 223

1D %) :4N0/i (A.125)

se tiene que diverge logaritmicamente. Si se hace una sustraccién en la in-
tegral se tendré mas potencias en el denominador por lo tanto solo se hace
una sustracciéon. La sustraccion se puede de hacer de la siguiente forma

1 1
X — (A.126)
[(k—ép 2_Mj2 (k—$p)2 — A%y,
O de la siguiente forma
I(;)(pQ) _ 4NC/ d4k 1 B 1
” i@ [(k+3p)" = M2 (k+3p)" =A%y
1
X — 5 (A.127)
(k—3p)" - M;
Ya que ambas expresiones son equivalentes se tiene
4
(1) (2 d’k 1
I;; (P>:4NC/.
’ O [+ 40)° - 222] [(k— 0)° - a22]
1 1
9 2 2 A.128
2 [+ 40)" = 222] [(k = 30)" — A3 ] (128
1 1

2[(k+59)° = Ady | (k= 4p)" — 23]

Las integrales son las mismas que la ecuacion (A.38) solo que para la se-
gunda y tercera integral se hace el cambio de M jQ — A%V y M? — A%?v
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respectivamente. Usando la ecuacion (A.59) se obtiene

) 1 K3
4 2 dk dm 1 2 (1) 2
T k2+A( )> (k +A’I,Apv)
1 k3
TG (A.129)
2(k24+ A Apy j)
La integral en k es facil de resolver
1
W2 _Ne W) _ L1 (AW (1)
1= [ o) - (o) - En(a)]
(A.130)

1)

1 . ., .
Donde AS\,)DV ;es la misma expresion que Al(-j pero con el cambio M; — Apy.

A8.2. I9(p?)

2

Para la integral de la ecuacion (A.39) se hace la misma sustraccion ya de
esa manera habria mas potencias de k en el denominador

Las integrales son las mismas que (A.39)). Usando la ecuacion ((A.62)), pero
considerando que para la segunda integral M JQ — AQPV y que para la tercera
ME — A?DV se obtiene

5] 7 j 9 iApy 9 Apvy 272
1 [e') 3 3 3

X/ v | dk : ) - k() - k(l) 2
D (RO R AN S RN
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El resultado final es

[ _ MNo /Oldx [1H(A<4>)_31H(A<l> D)+ si(al) )}
1

ij {72
S [ (o) - sm(atl,) ()] s
0

A.83. LY

)

Para ((A.40) el resultado al sustraer es

G d*k 8NN
B = / i(2m)! { [(k+p)* - Mf][(klﬂLp)Q — M?]

- ANCNY - ANCNY }
[(k+p)? = MZ][(k +p)? = Aby]  [(k+p)2 = ABy][(k +p)? — M7

(A.134)
Las integrales son las mismas que (A.40]). Bajo un procedimiento analogo al

usado para obtener ((A.77))

1% = AN (p* + ™) / /
A(Q))

1 1 1 1
D) 2 9 2
2 (k:? A§i>PV) 2 <k2 - A@vi>
Al aplicar rotacion de Wick e integrar en k se obtiene el resultado final

R Su(al,) +3in(af, ) -m(a®)]

(A.136)

(A.135)

donde se define

L(3>ENC/01dx Bln(A@ )+%1H(A<5) .)_m(A?))] (A.137)

i 472 iApy Apvi

A.8.4. LYW(p?)

ij
Para (A.41)) también se sustrae solo un término

(4) B d*k N# 1
10t = v [ i) (5 p)? =007 { (k& p)% — MR — M2

1 1 1 1
2kt p)? - MR~ ABy]  2((ktp)? — AR IR - AL }
(A.138)
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Anélogamente a como se obtuvo la ecuacion (A.95), aplicando rotacion de
Wick e integrando k

1—x 5) (3) (3)

A, 1 A 14

z(f)u(p) <2l "+ ") / / (31) (4§ D) (j6)
8 A 2 Ai—/\PV 2 Aij

(A.139)

donde se define

3 3 3

™, e AT 1A 1Al
!} (A.140)

A(4) 2 A™ 2 A0

iNpy ]
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