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Resumen

Las propiedades estructurales y difusivas de coloides confinados a moverse sobre
curvas y superficies ofrece un terreno fértil para originales anadlisis, puesto que las
restricciones geométricas inducen interesantes caracteristicas que no estan presentes
en espacios planos. Dada la pertinencia de tales fenémenos a los procesos biolégicos
y fisicoquimicos, ambos con innovadoras y potenciales aplicaciones, el desarrollo de
conceptos vy metodologias necesarias para su profundo entendimiento es imprescindible.
El presente estudio discute dos algoritmos generales y rigurosos sobre la implementacién
de simulaciones de dindmica browniana, que resuelven las dificultades y deficiencias
inherentes a los esquemas convencionales de primer orden. Aun basados en el precepto
de Ermak-McCammon, este enfoque identifica los fundamentos de los espacios curvos,
y senala las propiedades candnicas que deben cumplir los algoritmos que simulan estos
sistemas. En particular para los sistemas sobre curvas, se encuentra que para particulas
libres de gas ideal, el desplazamiento cuadrdtico medio, {((AS)?), tendrd la misma forma y
regimenes, siempre y cuando se exprese en coordenadas de arco .S, definidas por medio de
la primera forma fundamental. Manifestando un régimen libre y uno saturado, el cambio
de un régimen al otro se presenta cuando la difusién ha alcanzado aproximadamente
una porcién de 1/27 (~16%) del perimetro. Para sistemas con interacciones de largo
alcance, se observa correlacién con la curvatura y concavidad de la curva; la funcion de
distribucién de un sélo cuerpo, g,,(.5), presenta sus mayores valores para los sitios céncavos
de mayor curvatura, y valores siempre por debajo del valor de control para los convexos
de mayor curvatura. Por otro lado, para coloides confinados a superficies, se encuentra
que su auto-difusion, p®(rg|r;t), exhibe una dependencia con el gradiente de curvatura,
propagandose mas deprisa hacia las regiones de mayor curvatura gaussiana, que hacia los
de menor curvatura. Ademads, una vez alcanzadas tales regiones, la propagacién se ralentiza
notoriamente, de manera que su estructura muestra una correlacién con la curvatura
gaussiana. La minimizacién de la energia libre de Helmholtz, aunada a las restricciones

geométricas, ofrecen una explicacién para la aparicion de estructuras en ambos sistemas.
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Abstract

The structural and diffusive properties of colloids confined to moving over curves
and surfaces offer fertile ground for original analyses, since geometric constraints induce
interesting features that are not present in flat spaces. Given the pertinence of such
phenomena to biological and physicochemical processes, both with innovative and
potential applications, the development of concepts and methodologies necessary for their
deep understanding is essential. The present study discusses two general and rigorous
algorithms about the implementation of Brownian dynamics simulations, which solve the
difficulties and deficiencies inherent to conventional first-order schemes. Still based on the
Ermak-McCammon guideline, this approach identifies the foundations of curved spaces,
and indicates the canonical properties that the algorithms that simulate these systems
must accomplish. In particular, for systems along curves, it is found that for free ideal gas
particles, the mean square displacement, ((AS)?), will have the same shape and regimes,
as long as it has expressed in arc coordinates S, defined by means of the first fundamental
form. Manifesting a free regime and a saturated one, the change from one regime to the
other occurs when the diffusion has reached approximately a portion of 1/27 (~16 %) of
the perimeter. For systems with long-range interactions, a correlation with the curvature
and concavity of the curve is observed; the one-body distribution function, g, (.5), presents
its highest values for the concave sites with greater curvature, and values always below of
the control value for the convex ones with greater curvature. On the other hand, for colloids
confined to surfaces, it is found that their self-diffusion, p*(ro|r;¢), exhibits a dependence
on the curvature gradient, propagating faster towards the regions of greater Gaussian
curvature, than towards those with less curvature. Furthermore, once such regions are
reached, the propagation slows down markedly, so their structure shows a correlation
with the Gaussian curvature. Helmholtz energy minimization, coupled with geometric

constraints, offers an explanation for the appearance of structures in both systems.
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CAPITULO

Introduccion.

“There  can be Argumentum  ad
verecundiam legitimate, but fallacy
occur when one party presses too
hard in deploying authority to try to
suppress the critical questioning of the
other party”

Douglas Walton [1]

En el presente trabajo estudiamos dos clases de sistemas: particulas coloidales
restringidas a moverse sobre superficies y restringidas a moverse sobre curvas. En ambos

casos consideramos superficies y curvas cerradas, arbitrarias y analiticamente tratables.

Aunque la dindamica coloidal sobre superficies es una generalizacién de la dinamica
sobre curvas, los temas responden a intereses fisicos diferentes. La dinamica sobre curvas
es conocida en la literatura como difusién en fila inica o SFD (Single File Diffusion), y
se refiere al movimiento restringido de particulas a lo largo de canales cuyo didametro es
comparable con el didmetro de las particulas, de manera que éstas no puedan rebasarse
entre si. La difusién en fila inica exhibe peculiaridades en comparacion con el movimiento
tridimensional o bidimensional no confinado y su existencia silvestre se ha reportado
desde hace méas de 50 anos en el campo de la biologia. Se presenta a nivel celular en
canales i6nicos y poros de membranas bioldgicas [2-6]. El fenémeno SFD esta relacionado
con el transporte de nutrientes hacia la célula y por tanto, con su mecanismo de vida,
de manera que entender este fenémeno desde el punto de vista fisico relaciona ambas
ciencias, por lo que cominmente y aun sin llegar a un consenso, la exploracién de los
temas con estas caracteristicas pertenece al dominio de la biofisica. Mas recientemente,
hace aproximadamente 25 anos, se comenzé a especular que el fendmeno pudiera ser
aprovechado artificialmente en el campo de la nanotecnologia, donde nanotubos pudieran
ser usados para generar transporte selectivo de moléculas por tamanos [7,8], logrando con

ello ingenieria mesoscépica, la cual hace referencia a la manipulacién de la materia en un



2 Capitulo 1. Introduccién.

rango de escalas entre nanometros y micras. Esto comenzé a ser ampliamente estudiado
desde hace 15 anos aproximadamente, llevando a cabo procesos selectivos experimentales
mediante nanotubos de carbono [9-13]. El interés sobre esta tecnologia versa en el filtrado
de sustancias, incluyendo en ello la desalacion y depuracién de agua, separacion de COq

de biocombustibles y la produccién de farmacos |14-17].

Por su parte, la dinamica coloidal sobre superficies tiene un rol critico en una amplia
gama de procesos de desarrollo, como la migracién celular [18-20] y la difusién de proteinas
sobre membranas [21H25]. Asimismo, dilucidar los mecanismos que rigen esos procesos
puede ayudar a incrementar el entendimiento sobre la formacién de defectos durante la
cristalizacion y el empaquetamiento de particulas sobre superficies [2632]; inclusive puede
ayudar en la comprension del movimiento colectivo de particulas activas confinadas [33-36).
Al igual que en la difusién en fila tnica, esta clase de fenémenos ha sido de interés
para el campo de la biologia a lo largo de las tultimas décadas, y recientemente lo son
para la fisico-quimica [37-47], dandole asi un cardcter interdisciplinario al tema. Los
conceptos y técnicas desarrollados para el andlisis de sistemas bidimensionales pueden
también emplearse para mejorar nuestro entendimiento sobre emulsiones Pickering [48-57],
las cuales tienen muchas potenciales aplicaciones industriales y biomédicas [36,[53H59]. A
fin de estabilizar esas suspensiones, particulas coloidales anfifilicas son adsorbidas sobre
la superficie de una gota esférica de aceite, la cual se encuentra inmersa en agua, de
manera que, realizar experimentos simples pero atractivos, de la dinamica estocastica
considerada aqui es asequible [44]. En general, aunque los sustratos tienden a ser esféricos,
bajo circunstancias particulares pueden adoptar formas no esféricas (como elipsoides o
toroides) [26]. En esas situaciones, desarrollar herramientas que consideren los aspectos de

la movilidad coloidal en superficies con gradientes de curvatura es crucial.

Ambos fendémenos, la difusion sobre superficies y curvas, responden a intereses
convergentes en la fisica, quimica y biologia, de manera que comparten un
caracter altamente interdisciplinario y de igual manera la dificultad para abordarlos
apropiadamente. Durante este trabajo nos centraremos en el enfoque que nos brinda la
fisica estadistica. Presentaremos el desarrollo y uso de un par de sofisticados algoritmos de
dindmica browniana, los cuales nos permiten simular los sistemas mencionados. Ambos
parten del algoritmo estandar de dindamica browniana, conocido como Algoritmo de
Ermak-McCammon, al que posteriormente se le incorpora la informaciéon geométrica

intrinseca a cada modelo en particular. De modo que el resultado es un par de algoritmos



geométricos. Ademas, veremos cémo la condicién de balance detallado tiene un rol crucial
en esta investigacién, y en buena medida, marca una referencia en la construccién de

nuestros algoritmos.

Sobre la organizaciéon de este trabajo: comenzaremos detallando los fundamentos
geométricos y fisicos en los capitulos dos y tres, respectivamente. El capitulo cuatro versa
sobre los algoritmos geométricos con los cuales generamos resultados, abordando todas
las dificultades que se superaron durante su construccién. Posteriormente se presentan los
sistemas modelos propuestos. En el capitulo seis se someten los resultados a un estricto
escrutinio escéptico. El texto concluye con el capitulo siete, donde se expresan algunas

conclusiones y perspectivas.



CAPITULO 2

Fundamentos geométricos

“It is not knowledge, but the act of
learning, not possession but the act of
getting there, which grants the greatest
enjoyment.”

Carl Friedrich Gauss [60]

En este capitulo se describen los principales aspectos geométricos que competen a este
trabajo. Iniciando con las ecuaciones de Frenet-Serret [61,62], un tema indispensable en el
entendimiento de trayectorias. Seguido de la primera y segunda forma fundamental [63],
lo cual nos da las bases para el tratamiento de superficies. Finalizando con la curvatura
de Gauss y las ecuaciones geodésicas, topicos cruciales y ampliamente mencionados en el

transcurso de los capitulos subsecuentes.

2.1. Ecuaciones de Frenet-Serret

Cualquier curva continua y diferenciable, en el espacio euclidiano tridimensional R?,

puede ser descrita mediante un parametro, y expresada de la siguiente manera:

r(@) = (o). pfa),5(0) ). (21)

Luego, podemos expresar el diferencial de arco, dS, en funcién del pardmetro «, siguiendo

la definicién de distancia:

dr

dSE\/dr-dr:\/@-ﬁdaédS:
da do d

v

dov. (2.2)




2.1. Ecuaciones de Frenet-Serret 5

Es decir, integrando la ultima igualdad es posible obtener la coordenada de longitud de
arco de una curva cualquiera S(«), en funcién de algin pardmetro «(S) (o el valor del
pardametro correspondiente a su coordenada de arco). Definimos ahora el vector tangente

unitario a la curva:

dr dr

i_ da _ da _ ;_ dr

t= I _ﬁzﬂs—dS' (2.3)
da do

t-t=1=1t-— =0, (2.4)
de manera que dt /dS es ortogonal al vector tangente. Con esto construimos los vectores

n y n, los cuales son ortogonal y ortonormal, respectivamente, al vector t:

nS)=>  ag) = 42 - dS (2.5)

d?r dt
dS2 ds

El diagrama [2.1] muestra la informacién que tenemos hasta el momento. La trayectoria

de la curva r esta representada en color azul, los vectores unitarios tangentes evaluados
en los puntos P y () en color rojo, y el vector normal unitario evaluado en P en verde. La
linea obscura punteada es una circunferencia con la que aproximamos la trayectoria entre

Py Q. A medida que AS — 0 las lineas azul y punteada se superponen.

Dado que n estd dado por la derivada del vector unitario tangente con respecto a
la longitud de arco, es conveniente usar la definicién de derivada a fin de interpretar la

ecuacion anterior:

di o H(S +AS) —§(S)
4S ~ AS50 AS '

(2.6)

De la derecha de la figura H observamos: Hf:(S + AS) —t(S)
la izquierda de esa figura vemos: AS = pA#. Sustituyendo esto en tenemos:

‘ = (Af); mientras que de
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-

(S + AS)

Figura 2.1: Los puntos obscuros, P y @, son el resultado de evaluar r(S) y r(S + AS)
respectivamente. La linea azul representa a la curva r, mientras que la linea obscura
punteada muestra la circunferencia con la cual la aproximamos. Notese que a medida que
Py @ se aproximan, la linea punteada tiende a superponerse.

dt

A6 1
a S == n) = (27)

T S50 pAl - p

De la figura vemos que p es el radio de la circunferencia que usamos para aproximar
la curva r. El reciproco de esa cantidad le llamaremos k, la cual es una medida de
desviacién de la curva r con respecto a una linea recta. Es decir, mientras més grande
sea la circunferencia que mejor se ajuste al trozo de trayectoria AS, mas recta serd la
trayectoria y mas pequeno serd k; y tanto mas pequena sea la circunferencia ajustada,
mas grande serda x. Dicho de otro modo, a medida que k se incrementa, la trayectoria r
serd mas curva. Llamaremos entonces a «: la curvatura de la curva. Notemos de 2.0 que la
magnitud del vector normal n es igual a la curvatura de curva, de modo que tiene sentido
llamarlo también: vector de curvatura.

Es importante senalar que para el caso de curvas cerradas planas, esta definicion nos ayuda
a definir si la curva es céncava o convexa. Si el vector de curvatura apunta hacia adentro de
la curva, lo llamaremos convexo y si apunta hacia afuera, lo llamaremos céncavo. Se ilustra

esta arbitraria definicién en la figura 2.2l En la cual podemos ver las regiones convexas
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marcadas con linea morada, y las céncavas en negro. Ademds, el circulo que mejor ajusta

al par de puntos senalados se representan en verde.

Es importante advertir que cuando se presenta un cambio de concavidad, el radio de
curvatura presenta una transiciéon. Es decir, el radio del circulo que mejor se ajusta a
la curva tiende a cero. Es entonces que analizando el comportamiento de la curvatura,

podremos conocer donde ocurren los cambios de concavidad de la curva.

Figura 2.2: Curva cerrada con cambios de concavidad. Las regiones donde el vector
curvatura n apunta hacia afuera las llamaremos convexas, y estan marcadas con morado.
Mientras que las regiones donde el vector apunta hacia adentro, concavas, con linea negra.

Podemos definir ahora el vector binormal unitario b, el cual es ortonormal a t y n.
Con ello tendremos una triada de vectores ortonormales, que nos ayudaran a caracterizar

la naturaleza de toda curva:

o
Il
>
X
=>

. A=bxt ; t=nxb. (2.8)

Las tultimas dos relaciones de son una consecuencia de la construccién del vector
binormal. Por otro lado, si diferenciamos la primera relacién (la definicién del vector

binormal), con respecto a S, tendremos:
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. n
— =—Xn+tx— (2.9)

en donde dado que f tiene la misma direccién que dt/dS, podemos anular el primer
término. Y debido a la ortonormalidad de la triada 2.8 podemos asumir que di/dS serd
una combinacién lineal de t y E), puesto que su resultado sera ortogonal a n, como ocurrié

en 2.4

db . . .
5= X (ft+9b) = —y(b x t) = —— = —1, (2.10)

donde el término t x St se anula por colinealidad. Notemos ademés que hemos usado la
segunda relacién de la triada Podemos entonces interpretar v como la variacion del
vector binormal a medida que S cambia. Es decir, es una medida de la rotacién del plano
al cual pertenecen los vectores t y 11 con respecto a t. Dependiendo de su signo la rotacién
de ese plano sera en una direccién o en otra. Es entonces que llamaremos a ~: torsién de

la curva.

Para finalizar esta seccién y por completez, derivamos con respecto a S la segunda

relacién de y usamos los argumentos que ya hemos usado para encontrar [2.10}

d db . . d dn A

Y con ello hemos reunido las ecuaciones de Frenet-Serret, las cuales relacionan todas las
caracteristicas de cualquier curva. Involucrando la triada [2.§ de vectores ortonormales que

caracterizan a cada punto de la curva, asi como su curvatura y torsion:

ds

din _
as !

A~

kKA ;. — = —yn b — kt. (2.12)
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2.2. Primera forma fundamental

Cualquier superficie continua y diferenciable en el espacio euclidiano tridimensional R?

puede ser descrita mediante dos parametros, y es expresada de la siguiente manera:
r(ul ) = (sl )yl ). 200 ) ) (2.13)

Es conveniente definir ahora los vectores tangentes a la superficie, los cuales en general no

son ortogonales entre si.

or

- ou®

€eq =0,r ; a=12 (2.14)

De manera que el diferencial total de puede escribirse como una combinacién lineal
de los vectores tangentes. Es entonces que se constituye un vector dr, capaz de apuntar en

cualquier direccion en el plano tangente desde algin punto determinado sobre la superficie.

dr = e;du’ + eydu?. (2.15)

Tal y como hemos hecho en [2.T] haremos uso de la definicién de distancia:

dS = Vdr - dr = dS? = e, - ey (du')? + 2e; - ex(du'du®) + ey - ey(du?)?. (2.16)

Es ventajoso definir el objeto matematico g,s, comtinmente llamado métrica, y con ello
reescribir [2.16| Notemos que debido a la conmutabilidad del producto escalar: g,5 = gga-

Jop = €4 - €3 = dS* = g1 (du')? + 2g19(du' du?) + goo(du®)*. (2.17)

La segunda ecuacién de es conocida como primera forma fundamental y la
representaremos con el simbolo F}. F; contiene la informacién para mensurar distancias
en la superficie definida por es decir, en sus coeficientes g, se codifica la informacion
de la geometria del espacio. Notemos que para llegar a ello, hemos usado la definicién mas
basica de distancia, la cual proviene del concepto de distancia en un espacio plano; nos

hemos apoyado en el teorema de planicidad local.
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Notemos que para el caso de una sola dimensién (un solo pardmetro), inicamente podremos
formar un vector tangente e,, por lo que la primera forma fundamental tendrd un soélo
coeficiente g,.. En ese caso la primera forma fundamental tomara la siguiente forma, la
cual es equivalente a

dS = \/giidu". (2.18)

Haciendo uso de aproximar cualquier espacio curvo como localmente plano, podemos
encontrar el drea del paralelogramo con vértices r(u', u?), r(u' +dul, u?), r(u', v* + 6u?) y
r(ut +6ul, u® + 6u?), tal y como es ilustrado en la figura[2.3] De la definicién de derivada

parcial podemos ver que:

or o r(u® + du, uP) — r(u®, W) N o o B o B
s _ai}}go S = e, 0u” = r(u® + ou®,u’) — r(u*,u”). (2.19)

1

Figura 2.3: Seccién de una superficie con vértices: r(u', u?), r(u' 4 du', u?), r(u', u® + du?)
v r(u! + dul, u? + du?). Su drea dA es determinada mediante [2.21

Cuando du' — 0y du®? — 0 es valido encontrar el drea mediante:

dA =|le;du’ x exdu?|| . (2.20)
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Luego, haciendo uso de la identidad vectorial [[A x B|| = \/(A-A)(B-B) —2(A-B), y
usando la definicién de g,p vista en llegamos a:

dA = \/g11922 — (g12)%du’ du’. (2.21)

Es decir, haciendo uso de los coeficientes de la primera forma fundamental, g,g, podemos
encontrar el area de cualquier superficie suave. La informacién sobre la medicion de
distancias y areas de cualquier superficie analiticamente tratable la podemos obtener

mediante g,g.

Construimos ahora el vector normal unitario a la superficie mediante el producto
vectorial de los vectores tangentes e, (2.14)):

o e X €
= 2.22
le1 x e (2:22)

El vector unitario normal es una caracteristica que podemos asociar a cada punto sobre
una superficie. De la misma manera como lo es la curvatura, torsién y el vectores unitario

tangente, normal y binormal, a la curva.

2.3. Segunda forma fundamental

A fin de cuantificar la curvatura de una superficie S°, debemos considerar una curva
C € §° que pase por el punto P tal como se muestra en la figura 2.4} El vector de curvatura
[2.5] de la curva C' en P puede ser expresado como la suma de dos vectores. Uno que tenga
la direccién de la normal de la superficie, y otro cuya direccién y magnitud sea la necesaria

para que al sumarse al primero, dé como resultado el vector de curvatura de C' en P:

n=sh=mn,+n, ; n,=x,N, (2.23)

donde k, es la curvatura de la superficie en P en la direccion N . Es decir, k, es la

magnitud de la proyeccion del vector de curvatura n sobre la normal a la superficie N
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entro de curvatura

Figura 2.4: Definicién de la curvatura normal

por lo que se le conoce como curvatura normal. Es posible demostrar que para un punto
determinado de la superficie, k,, dependera tinicamente del vector tangente unitario de la
curva, t. Es decir, existirdn una infinidad de valores &, cada uno asociado a una direccién
diferente. La interpretacion geométrica de k,, es la misma que la que le hemos dado a k,
es el reciproco del radio de la circunferencia que mejor se aproxima a la curva en el punto
P, pero con la diferencia que esta circunferencia esta contenida en el plano que contiene a
tyN.

Dado que el vector t es tangente a la curva en el punto P, entonces pertenece al plano
tangente a la superficie, y por tanto es ortonormal a N. Diferenciando el producto N-t=0

con respecto a S obtenemos:

0, (2.24)

y por tanto
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. dN  dr dN

Donde reconocemos el denominador como la primera forma fundamental Si definimos
el objeto matemdtico b,z = Je,/Ou’ - N = N - 8 /0u*du’ (usando , podemos

reescribir el numerador de la siguiente forma:

Fy = —dr - dN = by (du')? 4 2015 (du' du?) + baa(du?)?. (2.26)

La expresién anterior es llamada segunda forma fundamental y b,s son entonces sus
coeficientes. Es posible demostrar que por construccion se cumple: b,z = bg,. Al igual
que como encontramos para la primera forma fundamental, veremos que los coeficientes
bas contienen informacién sobre la geometria de la superficie, la cual nos permitira clasificar

regiones de la misma. [61-63].

2.4. Curvatura de Gauss

Reescribiendo la ecuacién [2.25 como la razén de la primera y segunda formas
fundamentales, y caracterizando a una curva por medio de un pardmetro A que cumple

con A = du?/du', vemos que la curvatura normal toma la siguiente forma:

Py i+ 2019A + by N°
Fi  g11 4 2g12X + g2 A%

(2.27)

Kn

Donde podemos ver que k,(\), y en A estd contenida la informacién de la direccién, de
modo que, como en la seccién anterior, vemos que k, estd definida por la direccion de la
curva en algtin punto determinado. Podemos encontrar los valores extremos de x,, mediante

la resolucién de dk,,/d\ = 0, es decir

boo A + b1
Fy(bos\ + bys) — F A = y = —" 2.2
1(baa A + b12) b(goeA + g12) = 0=k P (2.28)
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Luego, si factorizamos Fy = (g11 + g12A) + A(g12 + 922A), Fo = (b1 + b12A) + A(bia + ba2\),

y sustituimos en la primera ecuacién de [2.28 obtendremos

bz b2 A biy A+ b1
912+ g22A g1 + g\

(2.29)

Kn

Por lo tanto, los valores extremos de k,, satisfacen simultaneamente dos ecuaciones:
(bu — Iingn)dul + (b12 - Iingm)dUQ =0 (230)

(b12 — /‘ingm)dul + (b22 - linggg>du2 =0. (231)

Es decir, un problema de eigenvalores que tendrd soluciones no triviales si y sélo si su
determinante es igual a cero. Con lo cual llegamos a la siguiente ecuacién cuadrética para

K

K2 —2Hk, + K =0, (2.32)

donde K = (biibay — b7y)/ (911922 — 972) ¥ H = (911022 + ga2b11 — 2g12b12) / (2(911922 — 97a))-
Las soluciones a [2.32], los eigenvalores del sistema, son entonces de la siguiente forma

K/mam:H"i_ VH2_K 3 ffmz'n:H_\/HQ—K. (233)

Por lo tanto, K,,.. €s la curvatura maxima del punto P de la superficie; mientras que
Kmin S€réd la curvatura minima de ese mismo punto. A tales curvaturas se les conoce como
curvaturas principales. A medida que cambiemos el vector tangente t, es decir, la direccién
de la curva que pasa por el punto P, veremos que la proyeccion de la curvatura de C' tendra

un Unico valor méximo, y un tinico minimo.

De [2.33| vemos que las cantidades H y K pueden ser rescritas de la siguiente manera:
K = KmazFmin (2.34)

jig "“'WHT*“’WL (2.35)
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Donde H es llamada curvatura media y K curvatura de Gauss. La curvatura media es
entonces el promedio de todas las proyecciones de los vectores de curvatura que pueden
ser asociados a P. Es decir, es la media de los valores k, vistos en [2.23| asociados a P.
Notemos que a diferencia de la curvatura de una curva , la cual es definida positiva,
sus proyecciones en la normal de la superficie, x,,, pueden ser negativos. Su signo responde
a una convencion dada por la orientacién del centro de curvatura determinado por k,, en
relacion al plano normal a la curva en P. k,, serd positiva si el centro de curvatura de la
seccién normal a la curva, la cual es una curva que pasa por P, cortada por un plano que
contiene a t y N, est4 del mismo lado del plano normal. Si el centro de curvatura dado

por kK, esta en el lado opuesto que el plano tangente entonces serd negativa:

Fy
F

Ry =

(2.36)

Figura 2.5: Las curvas C} y (3 pertenecen a la superficie. El centro de curvatura
correspondiente x, de la curva C (naranja) estd hacia donde apunta N, por lo que su
curvatura s, serd positiva. Mientras que el centro de curvatura de C5 estd en el lado
opuesto del sentido de N. La curvatura Kk, de Cy es entonces negativa.

Algunas superficies, como el hiperboloide, tendran puntos con una de sus curvaturas

principales negativa y otra positiva. Una superficie cilindrica tendra una curvatura
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principal nula. Una elipsoide tendra ambas curvaturas principales del mismo signo. De
modo que la curvatura de Gauss K y la curvatura media H [2.35 son definiciones
utiles para describir la naturaleza de una superficie. La caracteristica a la que haremos
referencia en este trabajo es la curvatura de Gauss K. Exploraremos cémo la variacién de

esta cantidad juega un papel importante en la fisica de coloides confinados a superficies.

2.5. Curvas Geodésicas

La trayectoria geodésica es usualmente definida como el camino mas corto entre dos
puntos; para los casos a tratar en este trabajo ese par de puntos pertenecen a una superficie.
Sin embargo, esa definicion, aunque bastante intuitiva, no siempre es satisfactoria, puesto
que para superficies cerradas o periddicas, veremos que no cubre adecuadamente todos los

Ccasos.

Una definicién méas apropiada para los temas a tratar aqui, y que ademads contiene
los casos que se describen con la definicién anterior, es la siguiente: las geodésicas son
curvas con HngH = 0, véase De modo que es conveniente llamar a n, = ks, vector
de curvatura geodésico, y su magnitud k, curvatura geodésica, que corresponde con la
componente de k en el plano tangente a P. La ecuacién [2.23] es entonces reescrita de la

siguiente manera:

KD = K, + KNy (2.37)

Si se cumple que K, = 0 VP C C = C es una geodésica. Por tanto k = k,, la curvatura
de C' € S° que pasa por P es completamente su proyeccién en N. Esto ocurre cuando el

plano que contiene a t y a n también contiene a N.

De esta definiciéon podemos ver que la geodésica que une a dos puntos cualesquiera A
y B sobre una esfera, son los llamados circulos méaximos. Un circulo maximo es la curva
que obtenemos al cortar a una esfera por un plano que contenga al centro del circulo y a
los dos puntos los cuales queremos unir, A y B. Ademas, ese plano es el mismo plano que
contiene simultdncamente a t, iy N, y por tanto k, = 0. Es decir, la interseccién de ese
plano con la esfera determina los puntos que componen a la geodésica de esa geometria. Sin
embargo, existen dos posibles trayectorias que unen a los puntos A y B. La representacion

gréfica de las ideas anteriores es mostrada en la figura
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Figura 2.6: Los vectores rojos corresponden con N, los azules con t, y los celestes con n;
C es el centro de la esfera. Todos y cada uno de esos vectores, definidos a lo largo de las
trayectorias verde y naranja, pertenecen al plano en el que C; A y B estan contenidos. Las
trayectorias marcadas en verde y naranja son geodésicas, pero solo la trayectoria naranja
marca el camino méas corto entre los puntos A y B.

Siguiendo la regla de la mano derecha y observando , podemos escribir ny, = N x t,

y dado que kK, = n - n, entonces:

= 3—; (N x t). (2.38)

Kg

La curva mencionada en la figura puede ser expresada en términos de los parametros

de la superficie de la siguiente manera:
r(S) = r(ul(S), u2(5)). (2.39)

La forma [2.39] puede ser representada en el espacio euclideo tridimensional, siendo

equivalente a Expresando r como funcién de u® podemos ahora representar a t y
dt/dS usando de la siguiente manera:



18 Capitulo 2. Fundamentos geométricos

N du®

t= ea% (2.40)
dt du® du? d*uf
a5 =% gg g e g (241)

donde 0,eg = Oeg/0u”. Sustituyendo [2.40]y[2.41|en|2.38|y usando A-(BxC) = B-(CxA),

llegamos a:

Eﬂﬁ@+(e xe>d2“6dﬁ A
ds ds ds AP TSI T

kg = |(eq X 0y€3) (2.42)

Sabemos que las curvas geodésicas deben satisfacer x, = 0. Aplicando esta condicién a

sustituyendo en ella[2.22] 2.17 y usando (AxB)-(CxD) = (A-C)(B-D)—(A-D)(B-C),

llegamos a la siguiente ecuacion:

d*uf du® du”
+I8 = (2.43)

ds? 7dS dS

El resultado es la ecuacion de las geodésicas. Al resolver este sistema para superficies

obtendremos la familia de curvas que pertenecen a la superficie y cuya curvatura geodésica

kg = 0; es decir N = +n. Los coeficientes que vemos en m '8 son los llamados

ary?
simbolos de Christoffel, y la forma mas general de expresarlos es la siguiente:
N, 0 0
Fg — g_ gwa + ng i ga'y ’ (244)
g 2\ ou ou®  Ou¥

donde ¢” es el inverso de la matriz gg,, y por tanto, usando la delta de Kronecker,
cumple con ¢*gg, = 6°. Aunque es la forma mas general de expresar los
simbolos de Christoffel, y en consecuencia, la forma mas general de expresar la ecuacion
de las geodésicas. Sin embargo, para superficies la ecuacién de las curvas geodésicas, [2.43]

se expresa como sigue:
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d*ut [ dul ’ L dutdu? [ du? ’
goz TTulgg | *Megggg tlalgg ) =0 (2.45)

2 2
d?u? dut dut du? du?
| — o2 — — 412 [ — =0. 2.4
a5z 11<ds> Ty e T 22<d5> 0 (2.46)

Las ecuaciones y [2:46) forman un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales

acopladas de segundo orden. Las cuales, al introducir T* = du®/dS, pueden ser rescritas

como un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales acopladas de primer orden:

d 1
% — 7! (2.47)
d 2
—dg = 7? (2.48)
dTl 1 1\2 1 12 1 2\2
dT2 2 1\2 2 12 2 2\2

Las cuatro ecuaciones anteriores son entonces el sistema a resolver para determinar la
trayectoria geodésica, partiendo desde cualquier punto dado por u! y u?, y apuntando

hacia cualquier direccién dada por T y T2.



CAPITULO 8
Fundamentos fisicos

“Argumentum ad antiquitam is a fallacy
that occurs when it is assumed that
something is better or correct simply
because it is older or traditional”

Michael C. LaBossiere [64|]

El objetivo de este capitulo es dar a conocer la teoria fisica en que se sustenta el
presente trabajo, abordando un principio clave para la conjuncién de los conceptos fisicos
y geométricos, la condicion de balance detallado, seguido de la ecuacién de Langevin, que
retomaremos en el capitulo siguiente. Finalizaremos con informacién propia de la fisica

estadistica: el ensamble candnico.

3.1. Balance detallado

Imaginemos un sistema que tiene n estados posibles. La probabilidad de que pase del

estado j al estado 7 es Pj;, mientras que la probabilidad de que pase del ¢ al j serd P;.

Balance detallado se cumple si:

Notemos que el sistema que hemos imaginado se caracteriza por tener cambios de estado,

es decir, el sistema presenta un movimiento. A esos sistemas se les llama sistemas cinéticos.

Con todo lo anterior podemos decir que: balance detallado es una condicién que implica

equilibrio entre los procesos elementales de sistemas cinéticos.

El equilibrio que involucra la condicién de balance detallado en los procesos elementales

de un sistema se ve reflejado en su condicién global. Ademaés, en sentido contrario este

20
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0

Figura 3.1: La condicién de balance detallado se cumple si la probabilidad de cambiar de
7 a j es la misma que de j a 1.

razonamiento es también acertado, un sistema que esta en equilibrio global necesariamente

cumple con la condicion de balance detallado.

3.2. Ecuacion de Langevin

Para poder describir el movimiento a escala mesoscépica (nm a um), vale la pena
pensar en el movimiento browniano. Con un simple microscopio, en 1827 Robert Brown
observd que los granos de polen en el agua se mueven al azar, sin embargo, no se
determiné la causa de movimiento en aquel tiempo. Desde una perspectiva newtoniana,
esto es sorprendente ya que se requiere fuerza para iniciar el movimiento y causar cambios
de direccion. Algunos anos después, el misterio fue resuelto por Albert Einstein, quien
demostré que las fuerzas generadas por las moléculas de agua excitadas térmicamente,

pueden explicar el movimiento de los granos.

Le ecuacion de Langevin es una ecuacién diferencial estocastica usada para describir
la evolucién temporal de variables que cambian lentamente con respecto a otras, lo cual la
hace adecuada para describir una particula inmersa en un solvente, puesto que el cambio de
velocidad de la particula inmersa es lento en relacién al cambio velocidad de una particula
de solvente. Se sabe que, por cada particula inmersa en el solvente existen miles o millones
de particulas del solvente, por lo que describir el sistema como una colecciéon de ecuaciones

de movimiento, una por cada particula involucrada, es demasiado complicado. Es entonces
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que usamos la ecuacion de Langevin.

La ecuacién de Langevin cuenta con un término determinista, uno estocédstico y uno
de friccion. La informacién del solvente estd contendida en los términos estocdstico y

de friccion, mientras que la posible interaccién entre las particulas brownianas, en el

determinista.
dv;
! - Fz - i fi7 32
m- Wi+ (3.2)
donde F; = — ", Vu(r;;) es la fuerza neta ejercida sobre la particula i debido a todas las

demaés particulas del sistema, f; es la fuerza estocastica, la que siente la particula browniana
debido al choque con las particulas del solvente, v es el coeficiente de friccion, m es la masa

de la particula browniana y v; es su velocidad.

La fuerza estocastica debe de cumplir que su promedio en el tiempo sea nulo. Esto
quiere decir que no apunte en promedio hacia ninguna direccion; que no presente direccién

preferencial.

(f(t)) = 0. (3.3)

Ademas, para sistemas donde la condicién de balance detallado se cumple, la fuerza

estocéstica se auto-correlaciona en el tiempo de la siguiente manera:

(f;(t1) - £i(t2)) = 2KpTd(t, — t2)1. (3.4)

El solvente transferira a la particula browniana una magnitud de fuerza neta en cada
intervalo de tiempo t; — t5. Y que ademas, en promedio, la fuerza transferida es cero
. Las fuerzas aleatorias que obedecen estos supuestos se denominan ruido blanco, o
mas precisamente, ruitdo gaussiano blanco. En resumen, la distribucion de probabilidad de
f;(t) es de tipo gaussiana con media y varianza [3.4 Es entonces que un aumento de

temperatura implica un aumento de varianza en la distribucién gaussiana de f;(¢).
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3.3. Ensamble canonico

Un ensamble es un conjunto hipotético de sistemas termodinamicos, los cuales se usan
para estudiar el comportamiento estadistico de un sistema real. Es decir, es un artilugio en
el cual se exploran todas las posibles versiones microscopicas que un sistema termodinamico
pudiera tener. Existe mas de un ensamble estudiado por la mecanica estadistica. Sin
embargo, concentraremos nuestros esfuerzos en el ensamble canénico. Este consiste en un
sistema termodinamico cerrado, en contacto con un reservorio térmico, es decir, un sistema
que puede intercambiar energia con el reservorio pero no particulas. En consecuencia su
temperatura 7', volumen V' y numero de particulas N, son constantes. Un ejemplo de
ello es una botella cerrada, que permanece inmévil al fondo de un lago, siendo el lago el

reservorio térmico.

Ensamble
candnico
(const. NVT)

Figura 3.2: Esquematizacién del ensamble candnico, tambien llamado ensamble NV'T,
puesto que su nuimero de particulas, volumen y temperatura son constantes.

Consideremos un gas o liquido clasico con N particulas cuyas posiciones y momentos

N

son denotados por r¥ = (r,r,..r5) y PV = (p1,p2, ..., py) respectivamente. Su funcién

de densidad de probabilidad en el espacio fase esta dada como

N(I‘N, N) _ eXp[_ﬁHN(vapN)] (35)

P hINNIQ(N,V,T)

donde h es la constante de Planck, d es la dimensién del sistema y 5 = 1/KgT, siendo

Kp la constante de Boltzmann. Q(N,V,T) es la constante de normalizacién, y por lo
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tanto la funcién de particion del sistema. Considerando un sistema conservativo donde el
hamiltoniano tiene una energia potencial que solo depende las posiciones, y una energia

cinética que sélo depende de los momentos:

N
1
Hy(eN,pV) = 5 > pN+UE), (3.6)
i=1

donde m corresponde a la masa de cada particula. Adicionalmente consideraremos un
potencial aditivo por pares U(rV) = > i< U(Irijl). Luego, integrando sobre los momentos

podemos reescribir la funcién de densidad de probabilidad de la siguiente forma:

N(..N _exp[—BU(rN)]
PY (") = ZNV.T) (3.7)

Con Z(N,V,T) como la funcién de particién simplificada:
Z(N}Vﬂf):u/expkﬁﬂ]&Nﬂdﬁv (3.8)

Una de las conexiones con la termodinamica que se satisfacen para el ensamble candnico

es la relacion de la funcién de particién con la energfa libre de Helmholtz F(N,V,T):

F(N,V,T) = —KgTWZ(N,V,T). (3.9)

Para sistemas donde la energia potencial interparticula decae con la distancia (1/r"), se
cumple que, la minimizaciéon de la energia potencial implica también la minimizacién de
la energia libre de Helmholtz. En sentido contrario, este razonamiento es también valido:
por lo que si se realiza una medicion indirecta de F' a lo largo del tiempo y se encuentra
una minimizacion de ésta, podremos decir que microscépicamente, el sistema ha llegado a
un estado estable. Esto es importante porque es posible medir la energia potencial media
en una simulacién y, en principio, es factible medir su analogo macroscopico F' en un

experimento.

Como comentario final y a modo de resumen y contexto: las simulaciones presentadas
aqui se rigen por la dindmica de Langevin, cumpliendo, como veremos en el capitulo
siguiente, la condicion de balance detallado, y se encuentran en el formalismo del ensamble

canénico, con N, V (o su anédlogo) y T constantes.



CAPITULO 4

Algoritmos

“You need the willingness to fail all the
time. You have to generate many ideas
and then you have to work very hard
only to discover that they don’t work.
And you keep doing that over and over
until you find one that does work. ”

John Backus [65]

En este capitulo se describen los algoritmos usados para generar la informacion
presentada en el capitulo 6. Abordaremos las ideas necesarias para llegar a cada uno

de ellos, asi como los problemas y soluciones que se presentan en cada implementacion.

4.1. Contraste dual.

Las teorias fisicas tienen muy pocos ejemplos en los que se encuentren soluciones
exactas a problemas planteados. Posiblemente no exista una sola situacion del mundo real
en donde, sin hacer uso de aproximaciones, se llegue a un resultado analitico. En general,
sera necesario hacer uso de una o mas aproximaciones para encontrar soluciones analiticas.
La preocupacién estd en si la fisica es realmente capturada al hacer una aproximacion
dentro de una teoria, la cual, en cierta medida ya es idealizada. Ademas del hecho que, atin
mediante el uso de aproximaciones, podrian no existir soluciones analiticas a los problemas
abordados. Una manera de aliviar si las soluciones a las que llegamos son adecuadas, es
mediante la realizacién de un experimento, el cual, en ltima instancia va a decidir si la
teoria o el modelo es correcto o no. Sin embargo, las condiciones en las cuales se alcanzan las
predicciones tedricas no siempre son faciles de reproducir, sin mencionar el costo que esto
podria llegar a implicar. A fin de eludir los obstaculos antes mencionados, una simulacién

por computadora es una ruta alterna asequible.

25
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Una simulacién por computadora usa los principios basicos de una teoria, sin hacer uso
de aproximaciones pertinentes dentro de la misma, para llegar a resultados comparables
con el experimento. El modelo usado dentro una simulacién se pone a prueba cuando
comparamos sus resultados con los de su experimento correspondiente, de este modo
es posible descubrir si el modelo es suficientemente bueno como para reproducir la
realidad; si los resultados de la simulacion y el experimento no concuerdan, entonces cabria
descartar el modelo con el argumento que no es valido para reproducir alguna situacién
en particular. Por otra parte, al contrastar las predicciones tedricas con lo obtenido
mediante la simulacion, conseguiremos una prueba para las aproximaciones hechas dentro
de la teorfa; si ambos resultados coinciden entonces la fisica es captada. Si lo encontrado
mediante simulacién es compatible con el resultado de la teoria entonces es razonable

tomar cierta confianza en el resultado. Vemos los posibles contraste en la figura [1.1]

Realidad
[Experimentoj{ : >

Simulacion -@

Resultados por Resultados por Predicciones por
experimentacion simulacién aproximacion

—b[ Contraste |4

Figura 4.1: Posibles contrastes de los resultados obtenidos mediante simulacién,
experimentacién y teoria.

Adicionalmente, la simulacién se desempenia como una alternativa para la obtencién
de informacién en todos aquellos sistemas con condiciones extremas, en los cuales, debido
a su naturaleza, son dificiles de reproducir en un laboratorio. Contando ademas con que,
algunos sutiles detalles, 1tiles para la teoria, podrian ser captados facilmente dentro de

una simulaciéon y muy dificilmente o hasta imposible en un experimento.
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4.2. Algoritmo de Ermak-McCammon.

El algoritmo de Ermak-McCammon (EM) es un método de solucién computacional
para una coleccién de ecuaciones de Langevin acopladas, Es decir, un método
para simular el comportamiento difusivo de un sistema de N particulas brownianas que
interactian entre si. Veremos a continuacién una simplificacién del método original [66],
en la cual ignoraremos las interacciones hidrodinamicas. Tomando la ecuacién de Langevin
B.2] y partiendo de la idea que la inercia de una particula es despreciable en relacién a la

capacidad del solvente para frenarla, llegamos a la siguiente ecuacion:

dz; F; i
’ —+—f. (4.1)
r}/ f}/

dt

La idea detras de la ecuacién anterior es equivalente a que la variacién de la cantidad
de movimiento con respecto al tiempo se anule dentro de las escalas de tiempo que nos
interesan describir. La ecuacién[f.T]es unidimensional, y la variable z; representa la posicién
de la particula 2. Consideremos ahora tiempos tales que ¢ < 71, donde 7 es el tiempo
caracteristico en el que la fuerza debida al potencial entre particulas no cambia. En esta
escala de tiempos, podemos pensar en la fuerza interparticula como si fuera constante.
Recordemos que los tiempos en los que la fuerza estocéstica varia, son mucho mas pequenos
que 71, de modo que la componente aleatoria no es afectada por esta consideracion. Es

entonces que integrando .1 obtenemos:

Aai(t) = T - % /0 F(t)dt. (4.2)

Apoyéndonos en el trabajo de Ermak-McCammon [66], el término con la integral es
correspondiente a un desplazamiento aleatorio 0 R(t), con una distribucién gaussiana de
promedio cero, (§R(t)) = 0, y varianza con (§R(t1)R(t2)) = 2DgAt. Dy es el coeficiente
de difusién de una particula libre, el cual mantiene una relacion con el coeficiente de
friccién de la siguiente manera: v = KgT/Dy. Tomando intervalos discretos en el tiempo

At llegamos a la siguiente ecuacion:

Do par- SR(AL). (4.3)
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Finalmente es necesario determinar una escala de distancia. Llamaremos a este factor de
escalamiento oy, el cual toma un valor diferente para los resultados correspondientes a
curvas con respecto a los de superficies. o7 para curvas es el diametro de las particulas

brownianas, y para superficies o1 = Inm. La forma reescalada de es como sigue:

Az (At) = Fr AL — SR* (AL, (4.4)

donde At* = At/(0?/Dy), y F* = 0, F/KgT. El término 0 R*(At*) hereda las propiedades
de la contribucién aleatoria presentada en la seccién 3.2} 6 R*(At*) es una variable aleatoria

con distribucién gaussiana de media cero, y varianza 2t*.

4.3. Algoritmo para curvas.

A continuacién abordaremos el algoritmo usado para simular el comportamiento
difusivo de una coleccién de particulas brownianas en curvas arbitrarias analiticamente
tratables. Como hemos visto en la secciéon anterior, el algoritmo de Ermak-McCammon
genera diferencias entre las posiciones iniciales y finales de una particula gobernada por
la ecuacién de Langevin. Tomando Ermak-McCammon como punto de partida,

sofisticaremos el algoritmo tal y como se describe en el diagrama de flujo

Sea una coleccion de N particulas brownianas confinadas a moverse sobre una curva
arbitraria. Es siempre posible encontrar la posicion de la particula j-ésima en el espacio

R? euclidiano mediando la ecuacién paramétrica de la curva

Introduciendo esta informacién al algoritmo de Ermak-McCammon, y suponiendo
un sistema conservativo F = —VU(r), podemos con esta informacién generar un

desplazamiento Ar. Luego este desplazamiento es proyectado sobre la curva usando

AS = Ar - &,. (4.5)

Mediante obtenemos un desplazamiento sobre la curva AS. Sin embargo, es necesario
encontrar las nuevas posiciones en el espacio R? euclidiano, puesto que esta informacién es
necesaria para calcular las fuerzas interparticula: F(|r;;|). Para ello usaremos la primera
forma fundamental . No obstante, en pocas ocasiones (casi ninguno de los casos

aqui presentados) es analiticamente integrable.
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Ecuaciones
Parametricas

(Posiciones den partl'culasj

[Encontramos fuerzas, generamos AR]

Proyeccion

Mejoramos la aprox

[Teorema de valor medio]

5

Figura 4.2: Algoritmo de Ermak-McCammon modificado para curvas.

Una vez transformada la diferencia de arco a diferencia del parametro, AS = Aa«, es
importante mejorar la aproximacion que tenemos de esta informacion. Observemos que la

proyeccion dr - €, es equivalente a:

dr || dr ds
da! || da Yo
Donde hemos usado [2.3] y 2.14 Notamos que f(a) = dS/da, de modo que para
intervalos discretos podemos hacer:

dr (4.6)

dr - é, ~ Aaf(a). (4.7)

Es decir, computacionalmente, la proyeccién es equivalente a la integracién numérica
mas simple, la regla del rectangulo. La cual es la regla de cuadratura basada en funciones
de interpolacién mas sencilla; consiste en interpolar a la funcién f(«) por un conjunto de

funciones constantes.

/ = f(x)dx ~ (b—a)f(a). (4.8)
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En principio, la precision de la regla del rectangulo aumenta a medida que el intervalo
de integracién decrece. Sin embargo, esto no siempre ocurre, en particular para las curvas
presentadas aqui esto no se cumple debido a que se presenta un error de tipo sistematico.
Los detalles sobre el error al que hacemos referencia es descrito en [67]. Es por esto que
es indispensable mejorar el resultado usando un tipo de algoritmo categorizado como
predictor-corrector, una mejora a posteriori a la aproximacion. Para esto caso hemos usado

el teorema de valor medio para integrales.

Teorema de wvalor medio para integrales. Si la funcion f es continua en el

intervalo cerrado [a,b], entonces existe un nimero ¢ en [a,b] tal que

b
[ #aids =0~ arso) (1.9)

Usando este teorema, podemos obtener una mejor aproximacion para el valor A«
correspondiente a AS, y as{ mejorar la integracién de primer orden [£.7] Los detalles sobre

este tema en particular podemos encontrarlos en las referencias [46.(67].

Hemos entonces finalizado el diagramal4.2] Cabe mencionar que la condicién de balance
detallado mencionado en[3.I]se cumple cabalmente en este algoritmo. Imaginemos aplicarlo
a una curva cerrada como la mostrada en la figura (a). Una manera de comprobar si
la condicién se cumple, es usar la probabilidad condicional; encontrar el histograma
de posicién S de una particula de gas ideal, dado que inicialmente (¢ = 0) se encuentra en

un cierto punto Sy de la curva, y ha transcurrido un tiempo 7.

De cumplirse balance detallado este histograma debe corresponder con una curva
gaussiana, centrada en la coordenada de inicio Sy, y cuya varianza aumenta a medida
que 7 aumenta. En particular cuando 7 = At*, un paso elemental temporal, su varianza
serd 2At*. Si esto ocurre sin importar el valor de inicio Sy, entonces la condicién de balance
detallado se satisface. En (b) se esquematiza la idea anterior. Se muestra una seccion
de la curva vista en (a) y una coleccién de valores (S5, Sz, ..., S8) en los cuales pudiera

comienza a medirse el histograma de posicion S.

Dado que la idea plasmada en se cumple para el algoritmo presentado en esta
seccion, entonces la condicién de balance detallado se cumple. Es decir, para el caso del
gas ideal libre, a una particula le es indiferente en que lugar de la curva se encuentre, y

tampoco sera capaz de distinguir una curva de otra.
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Figura 4.3: En (a) se presenta una curva cerrada arbitraria parametrizable. En (b) una
seccién de la curva presentada en (a). Se esquematizan histogramas de posicién S, de una
particula de gas ideal, dado que estan en la posicién S a tiempo ¢* = 0 y ha transcurrido
un tiempo 7.

Si medimos los histogramas mencionados en (b) en todos y cada uno de los puntos
sobre la curva (a), y esperamos un largo tiempo 7, — 00, entonces la varianza de cada
gaussiana medida serd muy grande. Al promediar todos estos histogramas obtendremos la
informacion global de la curva. Obtendremos la probabilidad de encontrar a una particula
de gas ideal en algun sitio S de la curva. De cumplirse balance detallado encontraremos
que cada sitio S§ es equiprobable. Es decir, la distribucién de posicién es homogenea.
Tal homogeneidad es, el llamado equilibrio global, mencionado en la seccion 3.1} el cual
estd implicado en la condicién de balance detallado. La probabilidad de encontrar a una

particula libre en alguna regién de la curva Q: P(€)) serd entonces proporcional a dS:

P(Q)  dS. (4.10)

Debido a que 0 < P(£2) < 1, y que la cantidad de particulas sobre la curva no cambia,
la constante de proporcionalidad que se ajusta es el perimetro total Sy. Con ello y [2.18]

podemos reescribir [£.10] como:

Oéo[d @
P(dS) = SdeS - —VgST“. (4.11)
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Notemos que .1}, se cumple para las coordenadas de longitud de arco S. No asi para el
espacio de parametros «. La Unica manera en que la homogeneidad se cumpla en ambos

espacios es cuando g,, = cte. Esto lo observamos en la primera forma fundamental 2.18]

dS = \/Gaadu®. (4.12)

Por tanto, el cumplir balance detallado para S con g,, # cte implica que la distribucién
de probabilidad en « no es constante. Es decir, no se observara homogeneidad en « si se

observa en Sy viceversa.

Finalmente es importante destacar que aunque el algoritmo presentado en esta seccion
genera una estructura homogénea y una difusion isotropica para el gas ideal en coordenadas
S. Es posible construir un algoritmo que tenga esas caracteristicas en «, sin embargo «
es un parametro arbitrario, y la fisica debe ser invariable ante pardmetros. La decisién
fisicamente admisible es tomar S como las correctas coordenadas para dilucidar los secretos

de estos sistemas.

4.4. Algoritmo para superficies.

En esta seccién describiremos el algoritmo que simula el comportamiento difusivo
de un sistema de particulas brownianas sobre cualquier superficie parametrizable. Asi
como para el método para curvas, una caracteristica sumamente importante es hacer
cumplir la condiciéon de balance detallado Como hemos visto, generar un equilibrio
global significa, para nuestros casos, encontrar homogeneidad e isotropia. Sin embargo, las
coordenadas fisicamente admisibles en las cuales hacer cumplir la condiciéon de balance
detallado podrian, en este caso, no ser tan claras como para el caso de curvas. La nocién
mas clara, y quizd también la maés intuitiva, es que la homogeneidad e isotropia deben
estar ligadas al area de la superficie puesto que ésta es independiente de la eleccion de los
parametros. Establecemos entonces el punto de partida: el equilibrio global que se implica
al cumplir balance detallado significa que, para un sistema de particulas libre con t* — oo,
la probabilidad de encontrar a una particula en una seccién de la superficie €2 determinada

sera proporcional al area de esa seccién:

P(Q) x dA. (4.13)
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Sustituyendo en vemos que, de cumplirse balance detallado, la probabilidad de
encontrar a una particula de gas ideal en una seccién de la superficie dA esta en funcién
de los coeficientes de la primera forma fundamental. Ademds, dado que 0 < P(dA) <1,y
que la cantidad de particulas sobre la superficie no cambia (P(Ar) = 1), la constante de

proporcionalidad Ky = 1/Ar, con Ar el drea total de superficie:

1
P(dA) = KN\/gnggg — (glg)Zduldzf = P(dA) = _A \/guggg — (glg)QduldUQ. (414)
T

Para lograr la condicién [4.13] debemos asegurarnos que la cantidad de caminos posibles,
que tenga una particula de gas ideal, de cambiar de la posicién A a la posicién B, Pathsi?,
sean iguales que de B a A, PathsP# . Si esto se cumple y la probabilidad de tomar cada
camino es la misma para cada uno, vemos que usando la definicién clésica de probabilidad:
PathsP _ PathsPA ' (4.15)

S Paths® " PathsBA

es entonces equivalente a la condicién de balance detallado [3.1] Para cumplir balance

detallado debemos establecer igual nimero de caminos entre dos puntos cualesquiera,
y tomarlos de manera equiprobable. Una manera, quiza la mas sencilla, de lograr esto,
es imponiendo un Unico camino; para ellos nos apoyaremos del teorema de existencia
local y unicidad, también llamado teorema de Picard—Lindeldf. Tal teorema establece que
dado un problema de valores iniciales, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
encontraremos una Unica soluciéon en una vecindad alrededor del valor inicial. Esto nos
resulta de especial utilidad, puesto que la solucién a nuestras ecuaciones geodésicas [2.50]
serd unica. Es decir, existird una tunica geodésica entre dos puntos A y B, siempre y
cuando A y B se encuentren suficientemente cerca. Dado que, para el gas ideal, la distancia
AB dependeré de nuestros saltos elementales At, v estos siempre seran suficientemente
pequenos (At < 7p), entonces la cercania entre A y B no debe preocuparnos. En
todos nuestros casos siempre existird un unico camino geodésico que una a dos puntos

cualesquiera.

Analogamente a como hemos visto para el caso de curvas, la figura muestra los
histogramas de posicién condicionales para una particula de gas ideal que estd en A a
t =0, y a transcurrido un tiempo 73 para el caso de superficies. La figura muestra cuatro
trayectorias geodésicas, todas de la misma longitud y en diferentes direcciones. Si medimos

la difusién de una particula libre sobre algin camino geodésico, todos comenzando en el
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punto A, encontraremos medio perfil gaussiano que comienza en A y cuya varianza aumenta

a medida que aumenta 73, en concreto cuando 73 = At la varianza sera 2At.

om

Figura 4.4: Cuatro caminos geodésicos sobre una porcion de area AA. Sobre cada camino
se representa el histograma de posicién medido en cada caso. El histograma corresponde a
la probabilidad condicional: dada una particula de gas ideal que se encuentraen Aat =0
y a transcurrido un tiempo 3.

Dado que podemos trazar una infinidad de caminos geodésicos con la misma longitud
y que comiencen en A, entonces podremos medir una infinidad de histogramas de difusién
condicional, todos y cada uno con el mismo medio perfil gaussiano (es decir encontraremos
una superficie gaussiana de revolucion, con eje de revolucién el vector normal a la
superficie, como funcién de distribucién de difusién total). Si tomamos cada camino con
la misma frecuencia, y en cada uno encontramos medio perfil gaussiano con las mismas

caracteristicas, la condicién de balance detallado sera satisfecha.

Notemos que la condicién de balance detallado debe cumplirse en coordenadas
independientes de los parametros u® de la superficie. Para el caso de curvas la coordenadas
invariante es S, la longitud de arco, y para el caso de superficies es la longitud de las

trayectoria geodésica o, y el angulo en el cual éstas trayectorias varian ¢.

Ahora que hemos abordado los motivos para simular la difusiéon de una coleccién de
particulas brownianas N, sobre caminos geodésicos, describiremos el algoritmo presentado
en el esquema Partimos de premisas andlogas con respecto al algoritmo para curvas.

Suponemos que el sistema es conservativo y su potencial uinicamente depende de las
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posiciones U(r,,), con m = 1,..,N. De modo que bastard conocer las ecuaciones

paramétricas y las posiciones u$,, con o = 1,2, para encontrar toda la informacién

que necesita el algoritmo de Ermak-McMammon para funcionar.
[Posiciones den partl'culasj

Ecuaciones
Parametricas

[Encontramos fuerzas, generamos AR]

RK1

RKS

Figura 4.5: Algoritmo de Ermak-McCammon modificado para superficies.

Una vez encontrada la contribucién sin constricciones espaciales (el desplazamiento
euclidiano), procederemos a encontrar una primera aproximacién para Au® apoyandonos

en el trabajo |41], el cual indica seguir el proceso:

dry, - ¢°%eq(ry,) = duP . (4.16)

Notemos que la ecuacion anterior es directamente equivalente a dos de las cuatro ecuaciones

geodésicas [2.47 y 2.48}

dST* = dr - e* = du“. (4.17)

Dado que T* = T*(S) y e* = e“(r) podemos reescribir con el siguiente molde:

£1(8)dS = £(x) - dr = du”. (4.18)
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Es entonces que, similarmente a como ocurrié para el algoritmo de curvas, 4.16| es
equivalente a resolver dos de las cuatro ecuaciones geodésicas por medio de la Regla del
rectangulo, la cual es a su vez idéntico a solucionar todo el sistema geodésico mediante
el método de Runge-Kutta de primer orden. En particular el lado izquierdo de [4.18
representa la aplicacion de los métodos mencionados en términos de la primera forma
fundamental S; mientras que para el miembro central, en términos del vector de posicién
r. Es interesante notar que la funcién f(r) es un campo vectorial que representa la variacion
de los parametros u®con respecto al vector de posicion r, de modo que es equivalente a
utilizar la regla del rectangulo en tres ocasiones, una para cada componente. Es importante
destacar que usar unicamente [4.16| para obtener las variaciones Au®, nos arrojard en
general resultados erréneos. Esto se debe a dos diferentes motivos; uno de ellos, quiza el
mas evidente es que la solucion numérica de integrales a un tnico paso, como lo es la Regla
del rectdngulo 6 Runge-Kutta de primer orden, no es en general confiable y no siempre
mejora al reducir los pasos de integracion, tal y como detalla las referencias [46,/67]. Otro
motivo es que las cuatro ecuaciones geodésicas [2.47], 2.48], [2.49] 2.50, estdn acopladas, y
una integracion de primer orden ignora esa caracteristica. El uso de desatiende toda

la informacion geométrica contenida en y lo cual, por supuesto, es desacertado.

Atun con toda la problematica que conlleva usar [4.16] es una expresion util para
encontrar una primera aproximacion de los pardmetros iniciales que necesita un método
de integracion de orden superior para funcionar, uf y T;*. u{ contiene la posicién inicial
de la particula que moveremos, y 7;* la direccién en la cual se movera. Un método de
integraciéon de orden superior arrojard diferencias en todos los pardametros Auf, AT.
Usaremos entonces .16 para encontrar una aproximacion de Au® y con ella encontraremos

una direccién 7%, tal y como se muestra a continuacion.

i
" TS T (ot du)

(4.19)

Una vez obtenido T se procede a resolver las ecuaciones geodésicas [2.47, 2.48) [2.49]

usando algin método de Runge-Kutta de orden superior a 3. En particular hemos

encontrado que a partir del orden 4 los resultados son confiables puesto que cumplen
cabalmente con las condiciones esquematizadas en la figura[d.4] y en[4.14 Como ya hemos
mencionado, el método de Runge-Kutta de orden 2, o mayor, arroja Auf*, AT, sin embargo
nuestro interés lo tendra tinicamente Aug', puesto que contendra la informacion de posicién

a un tiempo posterior t* + At*.



4.5. Atributos medidos en curvas. 37

4.5. Atributos medidos en curvas.

Como hemos visto en [£.3] cumplir balance detallado implica .11} Por lo que la
densidad de equilibrio m(r)dS, definida como el nimero de particulas en una seccién

de la curva dS, dada por la primera forma fundamental, cumple con:

m(r)dS  \/Gaadu® dS
N =T =% (4.20)

Siempre y cuando el sistema conste de particulas libres de gas ideal y ¢ — oco. Para los
casos estudiados aqui, y debido a que S es independiente de la parametrizacion usada,
expresaremos la funcién de densidad como m(.S). De modo que la funcién de distribucién

de probabilidad de un solo cuerpo es definida como:

0u(S) = %m(S). (4.21)

Notemos que g, = 1 no sélo para sistemas no interactuantes, si no también para particulas
que interaccionan y que se encuentran confinadas a moverse a lo largo de una trayectoria
circular. De modo que g, medira los efectos de la curvatura en la estructura microscopica
de nuestros sistemas. Es importante destacar que si imponemos m(u®)du®/N = dS/Sr, en
lugar de[4.20] es decir si usamos los pardmetros para definir homogeneidad en la estructura
(9 = 1), haciendo g,, = Spm(u®)/N/Jaa, estamos imponiendo equiprobabilidad tanto en
los parametros u® como en S lo cual como hemos visto en [2.18 no es posible puesto que
balance detallado no puede cumplirse en ambas coordenadas simultaneamente. Aunque
ponderando los valores de la funcién de densidad de equilibrio, mediante el reciproco de la
primera forma fundamental es posible obtener homogeneidad en la estructura, es claro que
imponer tal condicién no reproducira la dinamica correctamente. No es posible reproducir
correctamente la dindmica del sistema y a la vez obtener homogeneidad en S y algin otro

parametro o simultaneamente.

Es posible encontrar méas informacion sobre la microestructura definiendo
H(]So — S|)dS como el nimero promedio de particulas que se encuentran apartadas entre
si una distancia |Sy — 5], la cual como cumple con:

So—S|)dS dS
—b<]|VEN _‘i) =5 (4.22)
Notemos que el denominador N (N —1) corresponde con el nimero de mediciones realizadas

a lo largo de todo el perimetro. Es decir, al nimero de permutaciones que responden a la
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cantidad de maneras en que es posible tomar dos elementos de una lista de N elementos.
Las permutaciones son obtenidas mediante: nPr = N!/(N —r)!, cuando r = 1 = nPr =
N!/(N —1)! = N, que corresponde con el denominador de [1.20] Cuando r = 2 = nPr =
N!/(N —2)l = N(N — 1), que es el denominador de [£.22] Es entonces que la funcién de

correlacion de dos cuerpos es definida como:

St

9(|So — S) = NN =)

h(1So — S]). (4.23)

Analogamente a g(|So — S|) = 1 cuando el sistema conste de una o mas particulas
libres de gas ideal. Sin embargo, ain para el caso de particulas con interacciones de largo
alcance sobre una circunferencia, g(|Sy — S|) # 1. Por lo que al analizar esta propiedad,
nos enfocaremos en resaltar las variaciones con respecto al caso circular. Adicionalmente,
esta propiedad no ha sido reportada nunca para los sistemas aqui estudiados, y dada
su popularidad, es interesante conocer como se presentan los efectos de curvatura en
tales mediciones. Es importante destacar que si la funcién de correlacion de dos cuerpos
es medida de manera condicionada en sistemas con interacciones de largo alcance y
no circulares (manteniendo un valor fijo de Sj), entonces verfamos una dependencia
g(|So — S|; S, S), donde los efectos de curvatura se manifiestan claramente. Es entonces
que la informacién que veremos es el resultado de promediar g(|.Sy — S|; So, .S), variando

Sp a lo largo de toda la curva.

Finalmente la dinamica de los sistemas es estudiada mediando el desplazamiento
cuadratico medio ([AS(#*)]?), el cual nos indica la cantidad del espacio S que es explorado
por la coleccién de particulas. Asi como g(|Sy — S|), si medimos ([AS(t*)]?) en algiin
punto en particular para sistemas interactuantes no circulares, obtendremos resultados
diferentes. De modo que los resultados presentados en este trabajo son un promedio de la
informacién en todo punto S. La forma explicita para encontrar ({AS(#*)]?) no es més que

su misma definicién:

Ne—1

([AS@E)]”) = A NN > |Si(ty + t) — Siltw)]. (4.24)

%=1 I=1 1

&

i

Donde N, es el nimero de configuraciones tomadas después de termalizado el sistema, N
es el numero de particulas, y N, es el nimero de origenes temporales usado para el calculo.
Notemos que involucra encontrar las diferencias de posicién de la i-ésima particula

consigo misma en diferentes intervalos temporales At, 2A¢t, ..., (N, — 1)At.
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4.6. Atributos medidos en superficies.

Con respecto a la estructura estatica microscépica, el interés central serd la densidad
de equilibrio n(r)dA, definida como el nimero promedio de particulas en un paralelogramo
de drea dA, dado por 2.2} Como hemos mencionado en [4.4] la probabilidad de encontrar
a una particula libre de gas ideal en una secciéon dA cuando t* — oo es [£.14 De modo

que, en esas condiciones podemos escribir lo siguiente:

n(r)dA _ V911922 — (g12)?du’ du? _ dA
N AT AT‘

(4.25)

Es decir, P(dA) «x dA. De vemos que bajo las circunstancias mencionadas n(r) =

N/Ar. Es entonces conveniente definir la funcién de distribucién de un solo cuerpo:

9o = 7y 0(r). (4.26)

Por construccién, siempre que P(dA) o< dA obtendremos g, = 1. Esto se cumple en dos
escenarios. El primero, como ya hemos mencionado, es cuando el sistema se compone de
particulas libres de gas ideal, independientemente de la superficie en la que se encuentren.
El segundo es para cuando las particulas interaccionan entre si y se encuentran confinadas
a una superficie esférica sin campo externo [41/47]. Dado que la curvatura de Gauss K ,
de una esfera es constante en todos los puntos de su superficie, g, medira los efectos de
curvatura cuando las particulas interactien entre si. Por lo tanto, g, implica una medicién

indirecta de los cambios de curvatura sobre una superficie.

Con respecto al comportamiento difusivo, la propiedad de interés sera la funcion de
auto-difusion condicional p*(ro|r;t)dA, la cual nos indica la probabilidad de encontrar a
una particula etiquetada en un paralelogramo infinitesimal dA, alrededor de la posicion r
a un tiempo dado ¢, dado que la particula se encontraba en la posicion ro a t = 0. Por

tanto, p*(ro|r;t) cumple con:

p°(rolr;0) =d(rg—1r) vy tlg?o Nyp®(ro|r;t) = n(r). (4.27)

Donde §(rp — r) es una delta de Dirac dos-dimensional. Las condiciones nos indican
que, en t = 0, al comenzar la medicién, encontraremos con total certeza a la particula
etiquetada en rg, y que si medimos p*(rg|r;¢) después de un largo tiempo, encontraremos

la misma informacién que para el caso estatico. Es decir, la funcién de auto-difusién
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p®(ro|r; t) habra dejado de depender del tiempo. El sistema habrd llegado al equilibrio.

Recordemos que los vectores de posicién r hacen referencia a puntos que estdn
contenidos en la superficie. Por tanto es posible expresarlos en coordenadas geodésicas
normales locales, también llamadas geodésicas polares 6 coordenadas normales de
Riemann, (o, ), cuyo centro corresponde con ry en el plano tangente. Ya hemos hecho
referencia a estas coordenadas en la figura en donde el punto A es equivalente a ry.
Como ya hemos comentado, ¢ es la longitud de alguna geodésica que comienza en ry;
mientras que ¢ es el angulo que hay entre los vectores tangentes de una geodésica tomada
como referencia con respecto a los vectores tangentes de alguna otra, ambas que comiencen
en ry . Es decir, ¢ es medido en el plano tangente a ry. Tal y como se muestra en la figura
4.6

Figura 4.6: Se muestra como Ad es el angulo entre los vectores tangentes t; y to,
correspondientes a las curvas geodésicas radiales G; y G5 en el punto ry. La coordenada o
corresponde con la longitud de las trayectorias geodésicas radiales.

Podemos ademas expresar todas y cada una de las geodésicas que comienzan en ry al
plano tangente a ese punto mediante el llamado mapeo exponencial. En el cual, cualquier

geodésica que pase por su origen es expresada como una linea recta. Por lo tanto, al
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conjunto de puntos que comparten un valor constante ¢g, le designaremos el nombre
de geodésica radial; mientras que si unimos todos los puntos a un valor constante de gg
le llamaremos circulo geodésico, a pesar de que la trayectoria a gy no es una geodésica
y tampoco corresponde necesariamente con ser un circulo que pueda ser contenido en un
plano en el espacio R? euclidiano. Sin embargo, notemos que los circulos geodésicos siempre

se veran como circulos una vez usado el mapeo exponencial, véase figura [4.7]
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Figura 4.7: Se muestra un ejemplo de mapeo exponencial. Las curvas en color rojo, rosa
y celeste son geodésicas radiales; mientras que las curvas naranjas y verde son circulos
geodésicos. En el mapeo exponencial los circulos geodésicos (a) son circulos geométricos
(todo punto a la misma distancia de otro punto fijo que llamaremos centro), atin cuando
las curvas correspondientes sobre la superficie (b) no estén contenidas en un plano y
por tanto no sean circulos geométricos. Toda geodésica que pase por el centro del mapeo
exponencial serd mapeada como una linea recta. Fijando una geodésica de referencia (curva
celeste), y usando el mapeo exponencial, veremos a las coordenadas geodésicas (o, ¢) como
coordenadas polares.

Existe ademas las llamadas coordenadas asociadas de Riemann, las cuales estan
dadas por x' = pcosp y x? = psing; estas coordenadas funcionan como un sistema
dos-dimensional euclidiano para cuando ¢ < VK, donde K es la curvatura gaussiana
medida en ry. Notemos que aunque el uso del mapeo exponencial parece simplificar
la expresién de algunos de los resultados presentados en este trabajo, implica cuatro
complicaciones adicionales. Tres de ellos estrechamente relacionados con el teorema de

existencia local y unicidad. El primero, es que tal teorema garantiza que exista solucién
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al sistema de ecuaciones no lineales 2.47][2.48]2.49] y 2.50] s6lo en una vecindad cercana al

valor inicial. Es decir, més alld de esa vecindad (>AS) podria no existir solucién; segundo,

aun si hubiese solucién, es posible que no exista ninguna geodésica que conecte el punto de
partida con alguno otro punto determinado fuera de la vecindad. La tercera es que podrian
existir mas de dos geodésicas que pasen por el mismo punto, lo cual provocaria ambigiiedad
en el mapeo exponencial. Y la cuarta desventaja es que, en la mayoria de los casos tratados
aqui no existe forma analitica del mapeo exponencial r — (o, ). Los primeros tres
problemas son solucionados delimitando la regién a mapear, 0 < 0 < 0ymaz, donde 0,4 €S
suficientemente grande como para obtener informacion relevante de los graficos presentados
en el capitulo Por otro lado, segin las fuentes [39,40], la auto-difusion p®(ro|r;?)
presentard anisotropia para cuando ¢ Z K(rp). Por lo tanto, el andlisis presentado es
estrictamente local, y a la vez, suficientemente extenso como para mostrar los efectos
debido a la curvatura.

Como comentarios finales, es importante mencionar que la generacién de nimeros
pseudoaleatorios fue llevada a cabo mediante la subrutina ran2, tomada del libro Numerical
Recipes [68], la cual a su vez sirvié como entrada para la subrutina gasdev, para as{ generar
un perfil gaussiano pseudoaleatorio con periodo de 2x10*® elementos. Ademds, la semilla
de tal generador ha sido cambiada cuidadosamente para evitar correlaciones indeseables.
Por otro lado, por cuestiones de rendimiento, se han usado lenguajes de programacion de
bajo nivel para generar todos los resultados del presente trabajo, los cddigos se han escrito
principalmente en FORTRAN. Para analizar los resultados se hizo uso de lenguajes de
alto nivel, mayormente R. Se llevaron a cabo dos diferentes paradigmas de programacion,

secuencial para la generacién de informacion, y tipo MapReduce para su analisis.



CAPITULO 5
Sistema modelo

“There is a place for skepticism in sound
reasoning, but it should be selectively
employed...skepticism as a permanent
attitude, a philosophical point of view,
s deadly.”

Dennis Q. McInerny [69]

5.1. Sistema modelo para curvas

Como ya hemos comentado en el capitulo aun sin descartar algin traslape, la
dinamica coloidal a lo largo de trayectorias arbitrarias contempla objetivos propios con
respecto a la dindmica sobre superficies. Debido a ello y al hecho de que ejecuciones
experimentales sobre los sistemas aqui presentados son plausibles, el potencial de

interaccién modelo difiere con respecto al usado para superficies.

El sistema experimental contemplado aqui se remonta al ano 1997, cuando Zahn
y colaboradores [70] sintetizaron un patrén experimental que permite la manipulacién
del potencial de interaccién de particulas brownianas. Este modelo consta de coloides
compuestos de poliestireno y 6xido de hierro (Fe5O3), confinados a moverse sobre una
interfaz aire-agua. Debido a que el éxido de hierro tiene propiedades paramagnéticas,
es posible inducirles un momento magnético M neto al aplicar un campo magnético
B, los cuales en buena aproximacioén, cumplirdn la siguiente relacion M = x.¢/B, con
Xeff como la susceptibilidad magnética efectiva de los coloides. Es decir, el M tendra
la misma direcciéon y sentido que B. De modo que si un campo magnético externo y
constante es aplicado perpendicularmente a la interfaz, provocard momentos magnéticos
perpendiculares a la misma, en cada particula coloidal, provocando con ello un potencial
repulsivo de la forma dipolo-dipolo entre los coloides. El potencial de interaccién modelo

entre la particula i-ésima y j-ésima es:

43
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_ Ho M?
5u(7ﬂ”) N 47TkBTai3 T?j ’

(5.1)

donde iy es la permeabilidad magnética del vacio y o; es el didmetro de las particulas
en cuestion. Es importante mencionar que [5.1| inicamente es valido para dipolos paralelos
sobre un plano, ya que si algin dipolo sale de dicho plano seria necesario considerar otros
términos y por tanto el potencial de interaccion tendria otra forma. Escalando con las

longitudes oy, es posible escribirlo de la forma:

|

w

T

=
<.

donde v = pB(uo/ 47?)ng fBQUi)’ y 1 es la distancia interparticula. Los resultados
presentados en este trabajo implican la variacion del campo magnético B, y con ello el
cambio numérico de v tomando valores entre 0 y 625. Es interesante anadir que modelos
similares pueden ser obtenidos mediante técnicas experimentales més recientes |71-73],
en las cuales las dificultades y costos para llevarse a cabo se ven disminuidos. Con ello y
la informacién que se tiene de trabajos previos [46,/67], es prudente probar el algoritmo
presentado aqui para curvas diversas con trayectorias exoticas. La tabla muestra una

coleccién de curvas con su respectiva parametrizacion y valores paramétricos fijos.

Los fragmentos rojos en la curvas presentadas en corresponden con las vecindades
alrededor del punto de mayor curvatura, cuyo vector de curvatura apunta hacia adentro
(céncavas); mientras que las regiones en celeste con las de mayor curvatura convexa.
Recordemos que tales caracteristicas son diferenciadas en [2.2] Se presentardn resultados
para una particula de gas ideal sin campo externo para todas las trayectorias de la tabla
antes mencionada, sin embargo, sélo se presentaran resultados con el potencial para

aquellas con secciones rojas o celestes y para la circunferencia.

Dado que el objetivo de este trabajo es, ademas de explotar el método de simulacién,
explorar el efecto inducido por el gradiente de curvatura en la estdtica y dindmica de
colecciones de particulas coloidales confinadas a curvas, la referencia a tomar sera la
circunferencia, puesto que su curvatura es constante k! = R, con R el radio de la
circunferencia. Es prudente notar a diferencia de trabajos previos, el efecto del cambio

de concavidad es explorado en este trabajo.
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Trayectoria Parametrizacion Pardmetros fijos
R, =8,9039
Ry = 1,1871
=1
(R cos(wia) + Ry cos(waav), o
. . Wo = 4
Ry sin(wyar) + Ry sin(waa),
0) | Ry =8,7367
Ry = 1,0526
w, = 1
Wo = 5
a=10
b=5
c=1
. (acos(wa), a = 14,284
] bsin(wa), b= 2,843
° 'o ccos(wa)) c=0
o
'A5 "0 10
a = 9,5492
=
i b =9,5492
°] c=0
o]
45 "0 10
Ry = 2,8557
© 1 ~ (cos(a)(Ry — cos(wyar))?, Ry = 2,8557
o] sin(a)(Ry — sin(wya))?, wy =3
(VI') ] O) ’u}2 = 2
VI P
R, Ry = 5,637
o ([R1 - cos(wyar)|cos(a), R, = 5,637
] R =
©] [Ry — =2 cos(waa)]sin(a), b
© ] 2 wy =4
' | ] O
RO )

Tabla 5.1: Una compilacién de todas las trayectorias presentadas en este trabajo es
mostrada.
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5.2. Sistema modelo para superficies

Pese a que la dinamica coloidal en superficies curvas responde a una vasta gama de
intereses, tal y como hemos abordado someramente en el capitulo 1, nuestros esfuerzos se
enfocan en simular los sistemas que responden al nombre de emulsiones Pickering |[48-57].
Denominada también como estabilizacion Pickering, es un fenémeno de estabilizacién de
emulsiones mediante particulas sélidas las cuales son absorbidas en la interfaz de dos
fluidos inmiscibles. Una manera de clasificarlas es en funcién de la relacién de sus fluidos
inmiscibles. En particular nos interesan las emulsiones creadas a partir de agua y algin
aceite y que dada la razon entre ellos, pequenas gotas de aceite se forman y dispersan en el
agua, tal como se muestra la figura[5.1] Tales gotas de aceite son estabilizadas absorbiendo

en su interfaz particulas coloidales enriquecidas con un promedio de 40 cargas elementales.

I\

,.-""'.-F
—

Figura 5.1: Emulsiones estabilizadas por fendmeno Pickering. Tambien llamadas
emulsiones Pickering. La figura muestra el sistema de interés: gotas de aceite en agua.

Se sabe que, aunque los substratos (gotas de aceite) tienden a ser esféricos, bajo
circunstancias particulares pueden adaptar otras formas [26]. Es entonces imprescindible

preguntarse cémo sera la dinamica coloidal bajo tales circunstancias.

Dado que el objetivo de este trabajo es estudiar los efectos inducidos por el gradiente
de curvatura, y que para lograrlo es imprescindible contrastar los resultados con sistemas
con curvatura gaussiana K constante; es natural considerar a la elipsoide como sistema

modelo:
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2 2 2
1 2 3
x x x
—| +({=) +|=] =1, 5.3
a b c (5:3)
puesto que cuando a = b = ¢ = R es posible recuperar una superficie esférica con

curvatura constante K = R~2. La variacién de alguno de los pardmetros con respecto
al resto, implica la aparicién de un gradiente de curvatura. Es importante mencionar que
todos los cambios de pardmetros involucran en general un cambio en los coeficientes de
la primera forma fundamental 2.18, y por tanto un cambio en su &drea total Az [2.21]
Una A7 variante significaria una complicacion innecesaria, por lo que todas las superficies
presentadas aqui comparten el valor Ar. Nétese que [2.21 no tiene solucién analitica para
la elipsoide, por lo que un analisis numérico es imprescindible para mantener At fija y no
asi los parametros. El problema se complica aiin mas si se exige que la variacion numérica,
AAr, entre dos superficies sea pequena. En concreto para los resultados presentados aqui
AArp < 10~ "nm. Para lograr esto en un tiempo razonable, y ademds obtener conjuntos de
juegos de parametros que cumplieran con esa condicion, se han usado ideas de un algoritmo,
conocido dentro de la disciplina de machine learning, como drbol de decision. A fin de
resolver el sistema de ecuaciones geodésicas [2.472.482.49] v 2.50, debemos parametrizar

b.3] Una de las parametrizaciones que usaremos sera:

! = asin (ul) Cos (u2)
x> = bsin (ul) sin (uQ)
® = ccos(u'). (5.4)

La cual cubre la mayoria de la superficie, sin embargo falla alrededor de los polos norte y

sur. Debido a ello introducimos la parametrizacion secundaria:

r = a
=
1) A
o B Y (i R e : (5.5)
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que falla en la regiéon cercana al ecuador, pero funciona perfectamente en las vecindades de
ambos polos, usando el signo més para el polo norte y el menos para el polo sur. Por tanto,
si requerimos encontrar la solucién a las ecuaciones geodésicas en |23| < 0,8¢, usaremos
H, y si |z3] > 0,8¢c usaremos . Notemos que esta metodologia involucra la correcta
conversiéon de informacién de una parametrizacion a otra, codificando la informacion de la
posicién u' <= ! <= u’.

Segun la teoria DLVO, para dos esferas de radio o y carga ¢y (expresada en unidades
de carga elemental e), separadas una distancia r de centro a centro, en un fluido de
constante dieléctrica €, conteniendo una concentraciéon c¢; de iones monovalentes, el
potencial electrostatico toma la forma de Coulomb apantallado o potencial de Yukawa.
Es decir, un potencial de interacciéon a pares dependiente unicamente de la distancia

interparicula wu(r)

pu(r) = é exp(—kr), (5.6)

! es la longitud de apantallamiento de Debye inducida por la presencia de

donde Kk~
pequeiios iones de agua y el cual estd dado por k? = 4nlpc;, donde I = [e? /dme,eq es la
longitud Bjerrum. A es el parametro de fuerza y tiene la forma A = [ [W(fw/2)qM/e]2,
con W(x) = exp(x)/(1+ x) y € la permitividad del vacio [74,75].

Tres diferentes elipsoides son considerados en este estudio: prolato con a = b = 76.5nm
y ¢ = 152.9527nm; oblato con a = b = 120nm y ¢ = 60.9419nm; y esférico cona =b =c =
100nm (y por tanto Ap = 125663,7nm? para todos los casos). Con respecto potencial ,
los pardmetros usados son A = 1146.69nm y k! = 96nm [47]. Los cuales fueron elegidos
asi con el fin de enfatizar los efectos de largo alcance entre las nanoparticulas absorbidas.
La escala de tiempo relevante es 79 = ¢?/Dg con ¢ = Inm, esto implica que 7y corresponde
al tiempo que le toma a una particula de gas ideal difundirse alrededor de un radio de
Inm. Para garantizar que los saltos elementales sean mucho menores que la distancia
promedio entre vecinos y que la AF debido al potencial sea pequeno, la cantidad total de
particulas N < 50 y At* =0.1257y. Esto implica que las condiciones de Ermak-McCammon
se cumplen, las condiciones para llegar a[{.4]y que las nanoparticulas nunca se toquen, es
decir introducir un potencial de esfera dura no es necesario. Es importante mencionar que
todos los resultados presentados para superficies implican un tiempo de termalizacién de
t < 35007 y que para simplificar la notacién no colocaremos mas el superindice * a las

unidades adimensionales.



CAPITULO 6

Resultados

“The ad hominem attack is the negative
use of personal argumentation to
undermine or destroy the credibility
of a person in a critical discussion.
An opposite type of tactic is the
argumentum ad verecundiam”

Douglas Walton [1]

6.1. Resultados en curvas

A continuacion se presentara la informacion dinamica obtenida mediante simulacion,
para sistemas de particula libre de gas ideal, correspondientes a todas y cada una de las
trayectorias mostradas en la tabla [5.I] Como ya se ha comentado con anterioridad, las
coordenadas idoneas para esclarecer las propiedades tanto estructurales como dinamicas
de los sistemas aqui presentados, es la longitud de arco S. Puesto que si la informacién
es expuesta en cualquier otro pardmetro, veremos (en general) distorsiones meramente
geométricas , las cuales, claramente, dificultaran el analisis. La ﬁgura muestra el
desplazamiento cuadrdtico medio en coordenadas S, ((AS)?). El cual es convenientemente
escalado con el cuadrado del perimetro P?. Recordemos que sélo las trayectorias con
segmentos rojos y/o azules comparten un valor fijo de perimetro con la circunferencia
(P = 60 o01). Con el propésito explorar regimenes temporales cortos y largos, se han
considerado dos diferentes pasos elementales temporales, 1x10~°7 y 1x10737. Dichos
pasos corresponden con una propagacién promedio de 4.47x1073c; y 4.47x107%0,
respectivamente, manteniendo as{ una relaciéon 1:10 entre cada tamano de paso. Esto
significa que si una particula se mueve siempre en el mismo sentido, le tomaria 13,400
pasos volver a su posicion inicial para el caso de las curvas con perimetro 60c; y el

paso temporal menor. Por otro lado, para el mayor salto temporal le tomara al menos
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1340. Con ello se pretende que, inclusive para el salto elemental mayor, se cumplan las
condiciones necesarias para que el algoritmo de Ermack-McCammon sea valido. El
tiempo méximo alcanzado es de 1x10°7, y por lo tanto una particula libre puede difundirse
aproximadamente 1x10* veces alrededor de cualquier curva; ademds, a fin de mejorar la
estadistica, se han tomado hasta N = 650 particulas libres de gas ideal, logrando asi que
las barras de error presentadas sean mas pequenas que el ancho de las simbolos o lineas

presentadas.

Notemos que es posible distinguir dos comportamientos, uno con pendiente 2, el cual
es llamado régimen libre, que es interpretado como el intervalo de tiempo en que una
particula se comporta como si no tuviera restricciones geométricas. Este régimen finaliza
aproximadamente a un valor 1/27, el cual corresponde con el niimero reciproco de veces
en que un radio compone el perimetro de una circunferencia. Esta caracteristica es justo
la esperada, puesto que al exigir que la condicién de balance detallado se cumpla en
coordenadas S, una particula libre de gas ideal se comportara de la misma manera que

como lo hace para una circunferencia, sin importar la trayectoria que se le imponga.

10° 10* 10 102 10~ )0‘2’ 10" 10% 10° 10*
At* /P

Figura 6.1: Desplazamiento cuadratico medio en coordenadas de longitud de arco S para
todas las trayectorias de la tabla[5.1] y el caso de una particula libre de gas ideal. El valor
1/27 divide los regimenes temporales, mostrando el libre del lado izquierdo y geométrico
en el derecho.
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Es entonces que el tiempo que le toma a una particula libre de gas ideal difundirse
una distancia de aproximadamente el radio de una circunferencia de perimetro P es la
escala de tiempo que separa los dos regimenes temporales. Dado el escalamiento (1/P?),

este valor es 1/2.

El segundo régimen temporal es el llamado limite geométrico, que implica que
la variacién de ((AS)?) se anule, y que la tendencia sea ((AS)?)/P? — 1/12. El
comportamiento de este régimen indica que la restriccién geométrica impuesta se ha
manifestado. Podemos entonces diferenciar los intervalos temporales mediante la linea
roja vertical. Es importante mencionar que tales regimenes se han reportado en trabajos
previos para el caso de la circunferencia. Segun la fuente [41], el comportamiento difusivo

en una trayectoria circular de radio R tiene la siguiente forma.

2D0t/R2

<S;<; :% 137 (-1 . (6.1)

m=1

En donde, si en lugar de escalar con R se escala con el perimetro P y encontramos el
comportamiento a tiempos largos, obtendremos (para el régimen geométrico): (S?(t)) =
1/12, y para tiempos cortos la predicciéon es (S?(t)) = 2Dyt. Es entonces que, imponiendo
balance detallado la prediccion hecha por se cumple para toda curva. Es crucial resaltar
(nuevamente) que al usar otro pardmetro, el comportamiento observado sera diferente, en
particular veriamos como la pendiente en el régimen libre cambiara ligeramente. Esto, por
supuesto, tiene mucho sentido, puesto que de cumplirse la condicién de balance detallado
en una coordenada (S) no se cumplird en ninguna otra a menos que el coeficiente de la

primera forma fundamental sea constante.

Como ya hemos mencionado en la seccién [4.5], una de las propiedades para cuantificar
la microestructura es g,,(5), la cual es presentada en la figura Se muestra un sistema
con parametro de interaccién I' = 125 y N = 8 particulas coloidales. El paso elemental
corresponde con un movimiento de 0.0010y y el perimetro permanece constante (600 ).
Por lo tanto, si una particula se mueve siempre en el mismo sentido, le tomaria 6000
pasos elementales llegar al punto de inicio. Cabe senalar que en los casos con interacciones
de largo alcance y curvatura variable, el valor del paso elemental es muy importante;
puesto que un valor grande en relacién al radio de curvatura menor, no permitira
suficientes mediciones alrededor del punto de menor curvatura. Es decir, la resolucién
de las propiedades estructurales se veran afectadas, y por tanto los efectos de curvatura no

seran mensurados con fidelidad. Por otro lado, si el paso elemental es demasiado pequeno,
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el tiempo de computo necesario para alcanzar estadisticas similares a las presentadas
aqui podria no ser asequible. Empiricamente se ha encontrado que si el paso elemental
espacial y el radio de curvatura mantienen una relacion 1:450, la definicién en las zonas
mas curvadas es adecuada; y que cualquier decremento en el paso elemental no implica
mejores resultados. Esta cantidad concuerda con experiencias previas [46,67], donde se
sabe que una resolucién adecuada en las propiedades estructurales, se encuentra, cuando
la cantidad de pasos elementales para completar un ciclo es de alrededor de 2,000. Si una
particula se moviera siempre en el mismo sentido, en la circunferencia que mejor se ajusta

al punto de menor curvatura, le llevarian aproximadamente 2800 pasos para completar un

ciclo.
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Figura 6.2: Distribucién de un sélo cuerpo g, (S) de tres curvas cerradas. Dos de ellas
tienen variacién en su vector de curvatura |n| y cambios de concavidad. Los picos mayores
a1 (g.(S) > 1) corresponden con la mayor curvatura céncava (segmentos rojos en la
trayectoria); mientras que los picos con g,(S) < 1 a las de mayor curvatura conveza
(segmentos celestes).

Los picos observados en que estan por encima de g,(S) = 1, corresponden con
los puntos concavos de mayor curvatura, los cuales estan representados por segmentos
rojos en las trayectorias cerradas (es conveniente hacer referencia a la figura @, donde

hemos definido cuédndo una trayectoria cerrada es céncava, y cuando convexa). Para el
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caso de la figura con cuatro pétalos, se tienen 8 puntos céncavos de mayor curvatura, los
cuales corresponden con los picos localizados en S ~ 3.7504, 11.2501, 18.7507, 26.2507,
33.7501, 41.2501, 48.7501, 56.2501. Por su parte, los puntos convexos de mayor curvatura,
representados en color celeste en las trayectorias, les corresponden los picos con valores
menores a ¢,(S) = 1. En la figura con 4 pétalos se tienen 4 puntos convexos de mayor

curvatura, que coinciden con los picos observados en S ~ 7.501, 22.501, 37.501, 52.507.

Andlogamente para la trayectoria de 3 pétalos (linea roja), se observan 6 picos por
encima de ¢,(S) = 1 y 3 por debajo. Los cuales se localizan aproximadamente en
los puntos céncavos y convexos de mayor curvatura respectivamente. En concreto se
tiene picos altos para los segmentos céncavos y bajos para los convexos. Es importante
observar que las desviaciones con respecto al caso de curvatura constante (linea verde)
son aproximadamente un orden de magnitud mayor que el ruido estadistico. Aunque es
posible notar la aparicién de una microestructura, todas las secciones de la trayectoria son
mas o menos accesibles para todas las particulas. Justo lo contrario es lo observado en la
figura en donde al aumentar el parametro de interaccion I', a valores no mayores a
650, encontramos una estructura mucho mas definida. Esa figura muestra g, (.S) al imponer
la ultima trayectoria de la tabla La cantidad de particulas simuladas se mantiene a
N = 8 y I" toma los valores de 0 (linea negra), 125 (roja), 250 (verde) y 625 (azul). Los
datos son contrastados con los correspondientes valores de curvatura (linea morada), la
cual es cuantificada en el eje derecho. Ademas, el color de fondo de esa figura indica hacia
donde apunta el vector de curvatura n, el color gris claro para las zonas céncavas, y el gris
obscuro para las convexas. De este modo es posible notar una clara relacién entre los puntos
concavos y convexos de mayor curvatura, con el valor de g,(S). De inmediato notamos
que a los puntos coéncavos les corresponden mayores valores de g, (S), mostrandose como
picos, mientras que los convexos como valles. Asi como en la figura anterior, los puntos
concavos de mayor curvatura tienen mayor probabilidad de encontrar una particula que
para los puntos convexos. Es decir, se encuentra una preferencia de estadia en los puntos
a concavos que convexos. Notemos ademas que, como es de esperarse, aumentar la fuerza
de interaccion entre particulas implica su localizacién en ciertas zonas. La amplitud de los
picos y valles observados es cada vez mayor a medida que la interaccién aumenta. Y en

particular para I' = 625, algunos valles han llegado, para fines practicos, a 0.
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einjeany

Figura 6.3: Distribucién de un sélo cuerpo g,(S), para la ultima trayectoria mostrada
en la tabla y diferentes valores de I'. El eje izquierdo cuantifica g, (.S), mientras que
le derecho los valores de curvatura correspondientes, k. La curvatura es representada en
morado. El color de fondo indica la concavidad, gris claro para céncavo y obscuro para
convexo.

Se han construido barreras de potencial debido al confinamiento geométrico. Podemos
decir, con alta probabilidad, que existe una y sélo una particula en cada zona alrededor de
los puntos céncavos de mayor curvatura (los picos mas altos). Y una y sélo una particula
alrededor de los convexos (los pares de picos mas pequenios). Es entonces que una posible
sintesis para los datos encontrados hasta ahora es que la funcién de distribucion de un
sélo cuerpo, g, (.S), presenta valores mayores (siempre picos) para los puntos céncavos de

mayor curvatura, y menores (picos o valles) para los de convexos.

Finalmente abordaremos informaciéon de la funciéon de distribucién de dos cuerpos
g(|So — S|) para cuatro curvas cerradas. En la figura se observa que la distancia en
longitud de arco S, a la cual se localiza el primer pico es aproximadamente la misma en
todos los casos. Es decir, en términos de .S, la mayor correlacion ocurre aproximadamente

a la misma distancia sin importar la forma de curva, situdndose aproximadamente a 607 .
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Figura 6.4: Funcién de distribucién de dos cuerpos ¢(|So — S|), de cuatro trayectorias
cerradas. La informacion de las figuras con pétalos no exhiben cambios radicales con
respecto a la circunferencia.

Se observa que la correlacién para las figuras con pétalos no difiere con respecto
al caso circular. Los efectos de curvatura no son percibidos en estas geometrias para
g(|So — S|). Este resultado es destacable puesto que para cuando existe gradiente en
de curvatura en sistemas de interaccion de largo alcance, la funciéon de distribucién de
dos cuerpos depende no sélo de diferencia de posicién, si no también de su minuendo
y sustraendo: g(|Sy — S|, S, S). Los efectos de curvatura implican inhomogeneidad. Sin
embargo, como observamos en [6.4] es necesario un cambio radical de trayectoria con
respecto a la circunferencia para notarlo en g(|So— S]); el cual es el resultado de promediar
g(|So — S|, So, S) en toda posicién Sy a lo largo de la curva. La correlacién medida en
la elipse con excentricidad e = 0,98, indica que la cercania entre las particulas que
se encuentran en el hemisferio superior e inferior es suficiente para manipular entre si
su movimiento. Presentando en cierta medida el llamado efecto engranaje, reportado

en [4667]. Tal efecto se presenta al cumplirse alguna relacién entre el alcance de la
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interaccién y la cercania de las trayectorias (hemisferio superior e inferior en el caso
de la elipse). Es interesante que cuando tal efecto se presenta, podria incluir estados
meta-estables. Por lo que encontrar otra geometria que presente este efecto y que ademas

tenga cambios de concavidad podria llevar a nuevos e interesantes resultados.

6.2. Resultados en superficies

Debido a la simetria azimutal de los sistemas modelos estudiados aqui (elipsoides de
revolucién), la funcién de distribucién de un sélo cuerpo g, (u', u?) es independiente de u?
cuando es expresada en las coordenadas mostradas en 5.4, En concreto para el presente
analisis se han usado particiones Au' = 3.6° y Au? = 7.2°, partiendo asi el espacio de
parametros en 2500 unidades; 50 particiones para cada parametro u® . Se ha computado,
en cada caso, un lapso temporal de 8x10°7, post-termalizacidn, a fin de obtener suficiente

informacion para los promedios de tiempo requeridos.

La figura muestra una representacién tres-dimensional de g,(r), donde el panel
superior corresponde con una elipsoide oblata y el inferior con una prolata; ambos
correspondientes con N = 21. Las regiones con mayor densidad de probabilidad estan
indicadas con colores claros (celeste); mientras que los colores mdas obscuros (azul)

significan valores de densidad menores.

Se observa que las regiones con mayor curvatura gaussiana K (aquellas regiones que son
aproximadas por medio de conjuntos de circunferencias con radio mas corto) corresponden
con las zonas de mayor densidad de probabilidad. Es decir, una vez alcanzado el equilibrio,
las particulas absorbidas prefieren permanecer en las zonas de mayor curvatura gaussiana
K. Tales zonas corresponden con el ecuador para el caso oblato, y los polos norte y sur para
el prolato. Una explicaciéon plausible para este comportamiento es maximizar la distancia
interparticula y asi reducir su energia potencial total. Alcanzando de este modo, la mas

estable configuracién que permita el confinamiento geométrico en particular.

Es posible observar bandas difusas de densidad probabilistica en regiones que no
corresponden con las zonas de mayor curvatura gaussiana. La mas claramente senalada se
encuentra en el caso oblato, la cual esta dispuesta alrededor del polo. Presentandose asi

como un disco hueco de acrecién probabilistica.
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Figura 6.5: Representacion tres-dimensional de la funcién de distribucién de un sélo cuerpo

go(ut,u?) en equilibrio, correspondiente con N = 21 particulas brownianas. El panel

superior corresponde con una superficie elipsoidal oblata, mientras que el inferior al caso
prolato. Ambas superficies comparten el valor numérico de area total Ar = 125664, 7nm?

Para mas detalles cuantitativos es recomendable analizar la figura [6.6] en la cual
se representa la informacién g,(u') para el caso esférico (azul), prolato (rojo) y oblato
(negro). Tal y como se indica en cada panel, la figura superior muestra los datos que
competen a N = 11, el de en medio a N = 21 y el inferior a N = 31. Notemos que
la informacién observada en corresponde unicamente con el panel intermedio de [6.6]
Como ya hemos comentado con anterioridad, la microestructura en el caso esférico es
homogénea, la probabilidad de que una nanoparticula se encuentre en algtin sitio sobre

la esfera es la misma en todo punto. Es entonces que los efectos debido al gradiente de
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curvatura son evidentes para los casos oblato y prolato. En todos los casos se observa para
el caso prolato una mayor concentracién de particulas en la zona ecuatorial (u' =90°)
con respecto a cualquier otra regién. Notamos, ademds, que a medida que la densidad de
particulas se incrementa, picos secundarios se manifiestan y la amplitud se ve disminuida.
En particular para N = 21 se sitdan en u! =32° y u! =148°; mientras que para N = 31
se observan en los polos u' =0° y u' =180°, u! =40 y u! =140. El caso de menor cantidad
de particulas N = 11 tiene un sélo pico secundario situado justo en las regiones de menor
curvatura u! =0° y u! =180°. Nétese que los picos secundarios vistos en el panel intermedio

corresponden con la banda difusa del panel superior de la figura

Notemos que para el caso prolato con N = 11 un par de valles secundarios se
manifiestan en u! =35° y u! =145° y a medida que el niimero de particulas aumenta estos
valles desaparecen; manteniendo en todos los casos su valle principal sobre el ecuador
u! =90°. Ademds, el incremento de densidad de particulas implica una disminucién
probabilistica en las regiones polares. Esta clase de microestructuras inducidas por
minimizacion de energia, han sido antes reportadas en sistemas de particulas coloidales en
canales estrechos, fenémeno conocido como difusion en fila iinica o por sus siglas en inglés

SFD [46,67].
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Figura 6.6: Se muestra la informacién de la microestructura g, (u') correspondiente al caso
esférico, oblato y prolato. La cantidad de nanoparticulas adsorbidas es N = 11,21, 31 para
los paneles superior, medio e inferior respectivamente

Con respecto al andlisis del proceso de auto-difusiéon, han sido consideradas una
cantidad de copias del sistema que varia entre Ny = 2.1x10°% y Ny = 3x10°, para todos los
resultados que seran mostrados a continuacién. La figura [6.7) muestra las redes geodésicas
utilizadas para analizar p'*)(rq|r) en los casos oblato (panel superior) y prolato (panel
intermedio), con ry el punto que es equivalente a las coordenadas uj =45° y ug =45°. En

todos los casos es Ap=15°, con lo cual obtenemos un total de 24 geodésicas radiales. La
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geodésica de color rosa, ¢ =90°, pasa a través del polo norte; mientras que la geodésica

celeste es la referencia para comenzar a medir la coordenada geodésica angular, ¢ =0°.

o -70-70 ,(nm)
70

Figura 6.7: Visualizaciéon de las redes geodésicas empleadas en el caso oblato (panel
superior) y prolato (panel intermedio) inicializadas en u! =45° y u? =45°. El circulo
geodésico més externo (en color verde) corresponde con g,,,s =141nm. La geodésica radial,
en color rosa, cruza por el polo norte y corresponde con ¢ =90°; mientras que la geodésica
radial celeste con ¢ =0°. Las particiones angulares constantes, A¢ =45°, indicadas por
colores en panel inferior, son las usadas en el analisis de grano grueso. Los colores marcan
los intervalos promediados entre si, a los cuales se le asignan siglas.

El espacio entre circulos geodésicos es de Ap =4.7nm y se tienen un total de 30 circulos,
dando como resultado ¢,,,. =141nm que corresponde con la circunferencia en verde. El
panel inferior de la figura muestra un mapeo exponencial de algunas de las redes
geodésicas que comienzan en el punto mencionado. La figura dispone de cambio de color

cada A¢ =45°, que son los intervalos usados para el analisis de grano grueso. Notese que
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debido a la geometria de los sustratos y a la ubicacion y orientacion de la red geodésica las
direcciones ¢, =90°—¢ v ¢, =90°+¢ son equivalentes. Puesto que en tales direcciones la
curvatura cambia de la misma manera. Por lo tanto, es conveniente expresar la informacién
de la auto-difusion en cuatro direcciones representativas; tomando £ los valores de 22.5°,
67.5°, 112.5°, 157.5°. Es entonces que las direcciones ¢,, =67.5° son promediadas junto
con ¢, =112.5°, para las cuales usaremos las siglas uw, a modo de abreviacién de la
palabra anglosajona upward. Haremos lo propio con ¢,, =22.5° y ¢,, =157.5° asignando
su (sideward-up). sd (sideward-down) para ¢, =-22.5° y ¢, =-157.5% y dw (downward)
para ¢, =-67.5°y ¢, =112.5°. Tal y como se indica en el panel inferior de la figura [6.7]

En las figuras y se ilustra una proyeccion en dos dimensiones de la propiedad
dindmica p®®) (o, ¢; t) correspondiente con el caso prolato y oblato respectivamente. Ambas
para N = 11. Notemos que siempre que nos referimos a p{)(p, ¢;t) estd implicito que
el punto de inicio, a t = 0, es p =0 y ¢ =0°, el origen de la red geodésica. Los colores
brillantes de esas figuras indican valores mayores de p®)(p, ¢;t); mientras que menores
valores son representados por colores obscuros. En ambos casos es posible percatarse de
la propagacion asimétrica de la particula etiquetada atn para ¢t = 10007y, indicada en
los paneles superiores. Y es mucho mas evidente para ¢t = 70007, ilustrada en los paneles
inferiores. La equis roja en tales figuras indica la posicion del polo norte; mientras que la
linea con puntos amarilla nos muestra el recorrido del ecuador. Claramente, la particula
etiquetada presenta preferencia a moverse hacia el polo norte para el caso prolato y hacia la
linea ecuatorial para el oblato; las zonas de mayor curvatura en cada ocasion. La tendencia
en ambos ejemplos es alcanzar las regiones de mayor curvatura gaussiana y permanecer

en ella una vez alcanzada; consistentemente con lo observado en el panel superior de

A fin de obtener un escrutinio cuantitativo mas claro para la funcién de auto-difusion,

es conveniente definir la funcién de auto-difusién de grano grueso:

1 Pm+Adc/2
R(0, Pm;t) = / do p' (o, d; 1), (6.2)
AQSC Om—Adc/2

mediante la cual es posible analizar la informacién las cuatro direcciones
representativas clasificadas por colores en el panel inferior de la figura

Dado que en el caso esférico las cuatro direcciones representativas son equivalentes
entre si, y ademds la informacién recopilada mediante p'® (r|ry) es independiente de ry,

tal y como se espera que sea para este sistema uniforme [47]. Es conveniente abordar en
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90°

90°

Figura 6.8: Representacion dos-dimensional de p®®)(p, ¢;t) para el caso prolato y N =
11 particulas. El punto de partida estd dado por u! =45° y u? =45°. El panel superior
corresponde con lo encontrado a t = 10007y y el inferior con ¢ = 70007,. El simbolo
rojo indica la posicion del polo norte y la linea con puntos amarilla marca el recorrido
ecuatorial.

primera instancia este caso, el cual es dispuesto en la figura [6.10, donde la linea obscura
representa la informaciéon de R(o, ¢m;t) a t = 1007, la roja a ¢ = 100079, y la azul a
t = 70007. Ademas, el panel superior corresponde con N = 11 particulas y el inferior

con N = 21. La forma de la funcién de auto-difusiéon de grano grueso es semejante a una
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Figura 6.9: Representacién dos-dimensional de p(*)(o, ¢;t) para el caso oblato y N =
11 particulas. El punto de partida estd dado por u! =45° y u? =45°. El panel superior
corresponde con lo encontrado a t = 10007y y el inferior con ¢ = 70007,. El simbolo
rojo indica la posicion del polo norte y la linea con puntos amarilla marca el recorrido
ecuatorial.

campana gaussiana en cada direccién medida (similarmente a la idea abordada en |4.4)) a
tiempos cortos, mientras que en su limite asintético (t — oo) tiende al valor constante
A;l, y por tanto es idoneo escalar la informacion con ese valor. Se observa que incrementar

la densidad de particulas implica una ralentizacién del proceso de auto-difusion, que es
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provocada por el aumento del aprisionamiento de particulas vecinas [41,46]. La informacion
extraida de esta figura no sélo es indispensable para comparar los efectos provocados por

el gradiente de curvatura, si no también para asegurar la fiabilidad del método presentado.
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Figura 6.10: Funcién de auto-difusién de grano grueso R(o, ¢m;t) para el caso esférico.
En esta geometria ¢,, es independiente de A¢ y por tanto la informacién presentada es
equivalente p®®) (o, ¢; ).

Las figuras y muestran la informacion de la auto-difusion de grano grueso para
N =11 y el caso prolato y oblato respectivamente. Se han considerado los mismo tiempos

que en la figura de modo que las direcciones representativas uw (linea obscura), su
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(roja), sd (azul), dw (verde) son directamente comparables con el caso esférico a tiempos
respectivos. Se observa que la propagacion de la particula etiquetada es practicamente
isotrépica para el caso prolato a t = 1007y, mostrando tnicamente una pequena
preferencia a moverse en la direccién del polo norte a ¢ = 10007,. Tal anisétropica tendencia
es completamente evidente a t = 70007y, la protuberancia en la direccién uw coincide con
la localizacién del polo norte. El caso mas interesante, sin embargo, es el caso oblato (fig
7 donde inclusive para el tiempo mas corto presentado, es posible apreciar asimetria
en su difusién. Ademas, a tiempos intermedios y largos la anisotropia de la difusién de
la particula etiquetada es dramaticamente conspicua, mostrando una tendencia muy clara
de moverse en la direccion dw, hacia el ecuador. Es importante destacar que la distancia
desde el punto inicial, rg, hacia el ecuador, es diferente segiin en que direcciéon se mida
(uw, su, sd 6 dw). Para la direccién dw, el ecuador se localiza a ~62nm; mientras que
para sd a ~85nm. Tales distancias corresponden aproximadamente con los picos de esas
direcciones al mayor tiempo ¢ = 70007,. El abultamiento observado en la direcciones uw
estd relacionado con la preferencia secundaria de estadia en el polo norte; similarmente a
lo que hemos notado en el panel superior de la figura [6.6] Andlogamente para la direccién

su, la cual tenderd a corresponder con el valle situado en u! = 45 del la figura mencionada.

En los tres casos analizados hasta ahora, el comportamiento difusivo a tiempos largos
concuerda con la segunda condicién de [£.27] Es crucial enfatizar que en ausencia de
toda interaccién (particulas libres de gas ideal), el proceso de auto-difusién es localmente
isotrépico debido a que se ha supuesto que la superficie no tiene ninguna direccién
preferencial en ningtin punto, y que es posible observar tal comportamiento de manera clara
debido a la incorporaciéon del mapeo exponencial. La anisotropia observada en la difusién
es por tanto puramente inducida por las interacciones entre las nanoparticulas absorbidas,
que a su vez se concentran en una regién especifica de la superficie debido al gradiente de
curvatura. Es también importante senalar que, inclusive para el caso esférico, la omision del
mapeo exponencial inducird anisotropia espuria, con o sin interaccién entre las particulas
absorbidas. Por esa razén, las coordenadas geodésicas radiales, centradas en la posicion
inicial de una particula browniana, permite la correcta estimacién de sus desplazamientos
en una superficie curva. El uso de las coordenadas geodésicas es imprescindible para medir

con claridad los efectos debido a la curvatura.

Una apreciacién diferente del rol que tiene el gradiente de curvatura puede obtenerse

analizando la auto-difusion de una particula localizada inicialmente en el polo norte
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Figura 6.11: Funcién de auto-difusién de grano grueso R(g, ¢.,;t) para el caso prolato.
Las circunstancias corresponden con las mostradas en Las direcciones son explicadas
en

por tanto ry estd dado por ' = 0, 22 = 0y 2 = ¢). En este caso la
y Yy

propagacién de p®) (o, ¢;t) es invariante con respecto a la direccién, esto para las tres
superficies consideradas. Consecuentemente, la distribucién se torna independiente de ¢.
La proyeccion dos-dimensional para el caso oblato con N = 21 particulas es mostrada en
la figura donde tres tiempos son exhibidos. A ¢ = 1007, mostrado en el panel

superior, la propagacién tiene ain forma similar a una gaussiana, con una muy alta
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Figura 6.12: Funcién de auto-difusién de grano grueso R (o, ¢,;t) para el caso oblato. Las
circunstancias corresponden con las mostradas en [6.9] Las direcciones son explicadas en
0.7

probabilidad de encontrar a la particula etiquetada en el polo norte. La situacién es
claramente diferente para el panel intermedio, correspondiente con ¢t = 70007, donde
la densidad de probabilidad ha decrecido en el centro y se ha formado un anillo de
valores p®) (g, ¢; t) altos, a una distancia de aproximadamente 65nm del centro. Finalmente,
a t = 150007y, representado en el panel inferior, la auto-difusiéon muestra dos anillos

concéntricos centrados en el polo norte. El anillo exterior se encuentra aproximadamente
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en el ecuador, y el interior en la misma posicion que el visto en el panel intermedio.
La informacién del panel inferior presenta, como es de esperarse, concordancia con la
informacion de la microestructura presentada en el panel intermedio de la figura Los
graficos de R(o, dm;t) = p®(o;t) correspondientes con N = 21 son mostrados en la
figura para el caso prolato y oblato en el panel superior e inferior respectivamente
(notemos que la informacién del panel inferior concierne a la auto-difusién mostrada en la
ﬁgura. Se muestran cuatro diferentes escenarios temporales: ¢ = 1007, es presentado
mediante una linea obscura, t = 10007 en rojo, t = 70007y en azul y ¢t = 150007 en
color verde. Por tanto, la informacion presentada es comparable con el panel inferior de
la figura De esa comparacion se observa, en primera instancia, que para tiempos
suficientemente cortos (¢t < 10007,), la auto-difusién de una particula que comienza en el
polo norte es un poco mas rapida para el caso oblato que para el esférico; mientras que lo
opuesto ocurre para el prolato: una vez mas se observa que, la particula etiquetada muestra
una clara preferencia de permanecer y migrar hacia las regiones de mayor curvatura
Gaussiana. Notemos ademads, que aunque a t = 1007, la auto-distribucion ain se asemeja
a una campana gaussiana para los casos oblato y prolato, se muestra distorsionada con
respecto al caso esférico. Y como es de esperar, esta tendencia es mucho mas clara para
tiempos posteriores, cuando la segunda condicién de toma presencia en las etapas
finales de la evolucién de p'®) (g, ¢;t); es decir, la distribucién de particulas ilustrada en el
panel intermedio de la figura moldeara la forma a la que tiende la auto-difusion en sus
fases finales ejemplificadas en la figura En particular, los abultamientos de g, (u')
localizados en u! = 32° y u! = 90°, estdn relacionados con los dos picos distintivos de
R(0, dm;t), respectivamente a o ~70nm y p ~140nm, lo cual es claramente observado a
t = 150007y, e incluso a t = 70007,. Por otro lado, para el caso prolato, el abultamiento
de g, (u'), encontrado en u' = 0°, es por tanto asociado al pico encontrado en ¢ = Onm,

el cual es visible a ¢ = 150007.

Con toda la informacion presentada hasta ahora, es posible argumentar que las
repulsiones de largo alcance entre particulas brownianas confinadas a superficies, provocan
una friccién efectiva, la cual claramente ralentiza la auto-difusiéon de la particula
etiquetada; la propagacién es, en efecto, mas lento para N = 21 que para N = 11.
La resistencia a la cual esta particula debe sobreponerse para alejarse de su posicién
inicial estd relacionada con la distribucion de las particulas vecinas, la cual a su vez esta
controlada por la magnitud de la curvatura local. Un coeficiente efectivo de difusién [75],

determinado por el desplazamiento cuadratico medio, podria caracterizar la propagacién
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Figura 6.13: Representacién en dos dimensiones de p(*)(o, ¢;t) para el caso oblato con
N = 21 particulas. La particula etiquetada parte del polo norte. Los paneles superior,
intermedio e inferior corresponden respectivamente con ¢t = 1007y,t = 70007y y t = 150007.

de la particula etiquetada en un intervalo temporal de 1007y < t < 10007y para los
tres sustratos considerados (aunque esto, por supuesto, depende del valor de N). Una
perspectiva interesante es que podria ser factible encontrar, para tiempos mayores a ese

intervalo, coeficiente medios de difusion por cada direccion.
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Figura 6.14: Funcién de auto-difusién de grano grueso R(o, ¢m;t) para el caso prolato
(panel superior) y oblato (panel inferior). La particula etiquetada comienza en el polo
norte. En estos casos la informacién mostrada es independiente de ¢, y A4 y por tanto
es equivalente a p(*)(o; ).



CAPITULO 7
Conclusiones

“I commit the fallacy of the false dilemma
when, i a situation entailing several
possibilities, I attempt to persuade you
that there are only two. The dilemmoa is
false because it represents a distortion
of the actual state of affairs.”

Dennis Q. McInerny [69]

7.1. Conclusiones para curvas

Hemos explorado como las variaciones del valor absoluto del vector de curvatura n,
modifican las propiedades estructurales y dindmicas de sistemas coloidales restringidos a
moverse en trayectorias cerradas. Ademas, el estudio incluye cambios en la direccién de n,
estudiando asi la alternancia de la concavidad. En concreto, hemos encontrado que para los
maximos valores de curvatura en secciones concavas, se encuentra la mayor preferencia de
estadia para las particulas coloidales; mientras que para los maximos valores en secciones
convexas, se observa oposicion de permanencia. Los valores arrojados por la funcién de
distribucion de un sélo cuerpo, son siempre mayores en los puntos concavos de maxima
curvatura que en los convexos. Hemos establecido la importancia de incluir las coordenadas
de longitud de arco S, las cuales permiten aislar los efectos debido a la curvatura.
Estableciendo la condicion de balance detallado en esta coordenada, encontramos como
las predicciones hechas en [41], son vélidas para cualquier curva, sin importar su forma.
Analizando el desplazamiento cuadratico medio en S, ((AS)?), para sistemas libres de
gas ideal, observamos como el valor 1/27 separa dos regimenes temporales. Tal valor
corresponde con el tiempo en el cual una particula de gas ideal se difunde un radio R
correspondiente con el perimetro P, de la trayectoria impuesta. Es decir, para particulas

libres de gas ideal, todo sistema se comporta como en una circunferencia. Se ha corroborado

71
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también que el limite geométrico corresponde con ((AS)?)/P? — 1/12, utilizando en estos

resultados diferentes trayectorias y diferentes valores de P.

Para las curvas analizadas, no se encuentra el efecto engranaje reportado en trabajos
previos, por lo que una perspectiva interesante es definir la relacion entre el alcance de las
interacciones con la cercania media de las trayectorias: encontrar bajo que condiciones el
efecto engranaje se presenta y cuando los estados meta-estables se manifiestan. Ademas
de saber cual sera la relacién de ello con el cambio de concavidad. Es importante no
dejar de mencionar que reproducir los resultados aqui presentados por medio potenciales
dependientes del espacio (campos vectoriales espaciales), representaria una complicacién
importante. Las variacién de la magnitud de las fuerzas involucradas debera ser muy grande
para mantener a las particulas coloidales sobre los caminos impuestos, lo cual implica una
reduccion importante en el paso temporal de la simulacién. Esto representa un aumento

considerable del poder de computo necesario y posiblemente lo haria inviable.

Figura 7.1: Se presenta un sistema dos-dimensional donde la difusién podria ocurrir
en multiples caminos. No es descartable que en tales circunstancias pudiera presentarse
fenémenos no reportados.

Otra perspectiva interesante es el uso del algoritmo de SF'D para simular sistemas como
los presentados en . Los cuales podrian modelarse como un conjunto de caminos con
condiciones periddicas, y asi explorar como se afectaria la difusién de sistemas tipo SFD en
el bulto. Otra interesante alternativa es explorar la naturaleza de la difusiéon en multiples

elecciones de caminos |77], y no sélo cuando existen dos sentidos de movimiento. Esto,
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por supuesto, implica ambigiiedad en la definicién de los vectores tangentes en el punto
en el que existan multiples trayectorias. Sin embargo, esto puede ser resuelto mediante
una funcion sigmoide, de manera similar a una regresion logistica. Los efectos y métodos
presentados aqui podrian llevar a nuevas e interesantes manipulaciones coloidales por
métodos geométricos. Si en un sistema es posible modificar el alcance de las interacciones

interparticula, sera posible predecir la preferencia de estadia de sus componentes.

7.2. Conclusiones para superficies

El gradiente de curvatura de la superficie del sustrato juega un rol crucial en
la determinacién de la estructura colectiva y propiedades dinamicas de las particulas
adsorbidas. En particular, inclusive en la ausencia de campo externo, es posible conseguir
distribuciones inhomogeneas de particulas, tomando tnicamente la contribucion de
las repulsiones de largo alcance entre los coloides confinados. Bajo las circunstancias
consideradas en este trabajo, la minimizacion global de la energia libre lleva a
configuraciones energéticamente estables, en las cuales se busca la mayor distancia
euclidiana interparticula posible . En consecuencia las nanoparticulas permanecen en las
zonas de mayor curvatura local. Para la propagacién, dependiendo de la posicién inicial,
se presentan direcciones preferenciales gobernadas por la segunda condicién de [.27] Es
importante senalar que, la acumulacién de particulas brownianas en las regiones de mayor
curvatura gaussiana, es definitivamente un efecto conjunto del confinamiento geométrico
y la naturaleza de largo alcance de las interacciones entre las particulas coloidales. Si el
apantallamiento se incrementa, las fuerzas ente pares disminuyen y por tanto la estructura
se desvanece y la anisotropia en los procesos de auto-difusion son cada vez menos notorios.
Adicionalmente, es posible que la minimizacion de la energia implique que las particulas
absorbidas presenten tales preferencias de microestructura y propagacién tinicamente para
superficies con género cero (es decir, sin agujeros), y con curvatura gaussiana positiva
en todos sus puntos. Para superficies mas generales es posible que no sélo la curvatura
gaussiana K juegue un papel importante, si no también la curvatura media H (2.34]y[2.35)).
Es imprescindible destacar que para elucidar la contribucién especifica de cada tipo de
curvatura, es absolutamente necesario usar adecuadamente el algoritmo de desplazamiento

y analisis geodésico desarrollados en este estudio.

Por otra parte, atracciones de largo alcance podrian llevar a resultados completamente

diferentes, esto con respecto a la estructura y difusién de particulas coloidales absorbidas
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en elipsoides o superficies similares. Bajo circunstancias apropiadas podria producirse
agregacion en las regiones de menor curvatura gaussiana, y por tanto, inhibir su dispersién
hacia regiones de mayor curvatura. Algunos trabajos previos han reportado efectos de
curvatura consistentes con esa idea [78,/79]. Por supuesto, nuevos estudios serdn necesarios
para determinar los efectos provocados por el gradiente de curvatura en esas circunstancias,
en particular con respecto al rol que toma la fuerza y alcance de las atracciones. Los
métodos descritos en el presente estudio podrian ayudar a entender procesos como el

crecimiento de cristales y formacién de defectos en superficies no uniformes [28-30].

Yang y Li [80] desarrollaron un enfoque alternativo basado en aproximar la superficie
de interés por otra fabricada por medio de una malla triangulada, y complementado
por un procedimiento que regula el transito entre tridngulos contiguos. Una descripcién
general del desplazamiento cuadratico medio en términos de las distancias euclidianas
tridimensionales, llevé a conclusiones similares a las encontradas en el presente estudio:
se encuentra una difusiéon como la que observada en regiones planas a tiempos cortos,
seguido de un cambio a un régimen de saturacién en el limite asintético [80]. Sin
embargo, la descripcion adecuada y completa de los detalles geométricos involucrados en
los procesos auto-difusivos, naturalmente, requiere del uso extensivo de las coordenadas
geodésicas radiales centradas en la posicién inicial de la particula observada. Lo anterior
estd intimamente relacionado con la necesidad de implementar correctamente el mapeo
exponencial para proyectar los saltos elementales del algoritmo de dinamica browniana.
Dados los valores r,,(t) y dr,,(t), el uso directo e ingenuo de la solucién a primer orden
4.16] conduce a resultados diferentes para r,,(t + At) si se usan coordenadas cartesianas
b.4] en lugar de angulares 5.5} este error es corregido empleando la informacién provista

en la seccién [£.4] donde se discute la implementacién de la informacién geométrica de las
ecuaciones geodésicas [2.47], [2.48], [2.49] y [2.50]

Los efectos descritos aqui, podrian ofrecer métodos novedosos de manipular el

comportamiento y propiedades de sistemas coloidales confinados a superficies curvas.
Adicionalmente, estructuras mas complejas pueden ser obtenidas, considerando mejoras
en el modelo bésico esbozado en este estudio. La inclusién de atracciones de corto
alcance podrian llevar, por si mismas, a estructuras més sofisticadas con fuertes respuestas
a las condiciones externas [81},82]. Es ademds posible modificar la curvatura de una
membrana cambiando su composicién [83], y de esa manera inducir coeficientes de

difusién dependientes de la posicién [25]. Las particulas auto-propulsadas muestran
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comportamientos colectivos que provocan propiedades nada obvias, inclusive cuando son
confinadas a superficies esféricas [34]. Esta riqueza de rasgos ofrece una amplia e interesante
gama de oportunidades ingenieriles relacionadas con la materia blanda y que podrian

concretarse en aplicaciones eficaces y ttiles.

7.3. Comentarios finales

Existen algunas caracteristicas destacables que tienen en comun el contenido para
curvas y para superficies. En ambas instancias se partié del conocido algoritmo de
Ermak-McCammon, y posteriormente se refin6 incluyendo aportaciones geométricas. El
resultado es un par de elaborados algoritmos geométricos de dinamica browniana. En
ambos casos se ha impuesto la condicién de balance detallado, siendo muy clara su
implementacién para el de curvas (en S), y no asi para superficies; donde no sélo era
necesario su cumplimiento en p, si no también para ¢. Las propiedades estructurales y
dindmica medidas fueron mostradas, en las que la condicién de balance detallado fue

satisfecho. Y con ello, los efectos provocados por el gradiente de curvatura fue aislado.

Puesto que en ambos trabajos se encuentran expresiones insolubles analiticamente,
se tiene una fuerte componente numérica como resultado. Los perimetros, areas,
primera y segunda forma fundamental, y solucién a ecuaciones geodésicas presentan esta
caracteristica. Es entonces que el uso de soluciones numéricas, es imprescindible para la

reproduccién de los resultados mostrados en esta tesis.
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