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Resumen

En este trabajo, estudiamos los operadores radiales que actúan en el espacio de
Bergman pluriarmónico con peso en la bola unitaria de Cn. Vemos que el álgebra C∗

generada por operadores de Toeplitz radiales acotados es isométricamente isomorfa
a la cerradura topológica del conjunto de sus sucesiones de valores propios. Resulta
que dicha álgebra C∗ coincide con la generada por las sucesiones lentamente oscilan-
tes, es decir, sucesiones que son uniformemente continuas con respecto a la métrica
logaŕıtmica. Esta tesis se basa principalmente en los art́ıculos [6], [8], [11], [14], [16],
[22] y [25].
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Abstract

In this work, we study radial operators acting on the pluriarmonic Bergman space
with weight in the unit ball of Cn. We see that the C∗−álgebra generated by bounded
radial Toeplitz operators is isometrically isomorphic to the topological closure of the
set of its sequences of eigenvalues. It turns out that this C∗−álgebra coincides with the
one generated by slowly oscillating sequences, that is, sequences that are uniformly
continuous with respect to the logarithmic metric. This thesis is mainly based on the
articles [6], [8], [11], [14], [16], [22] and [25].
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Introducción

En este trabajo estudiamos operadores radiales de Toeplitz actuando en el espacio
de Bergman pluriarmónico con peso sobre la bola unitaria de Cn. Mostramos algunas
propiedades de sus sucesiones de valores propios y describimos el álgebra C∗ generada
por las mismas. Resulta que dicha álgebra C∗ coincide con las sucesiones lentamente
oscilantes, es decir, sucesiones que son uniformemente continuas con respecto a la
métrica logaŕıtmica.

En el Caṕıtulo 1 presentamos las propiedades básicas de las álgebras C∗ y describi-
mos las álgebras C∗ generadas por operadores de multiplicación y por operadores nor-
males. También estudiamos la descomposición homogénea de las funciones armónicas
complejo valuadas en Cn, la representación de L2(S2n−1) en términos de armónicos
esféricos y propiedades de las funciones pluriarmónicas. Las referencias principales
para este primer caṕıtulo son [9], [4], [1] y [16].

En el Caṕıtulo 2 establecemos la relación entre el espacio de Bergman pluriarmóni-
co sobre la bola unitaria de Cn y los espacios de Bergman anaĺıtico y anti-anaĺıtico.
Comparamos sus respectivos núcleos reproductores y proyecciones de Bergman. Este
caṕıtulo tiene muchas similitudes y algunas diferencias con los trabajos [12] y [13] de
Loaiza y Lozano.

Los criterios de compacidad para operadores radiales actuando en el espacio de
Bergman armónico sobre el disco unitario de C los examinamos en el Caṕıtulo 3
utilizando resultados de Lee en [11]. Vemos el concepto de radialización y probamos
que un operador de Toeplitz es radial si y sólo si es un operador de Toepliz con
śımblo radial. Generalizamos los resultados de Korenblum y Zhu en [10] al trabajar
con śımbolos radiales en L1(D). Terminamos el caṕıtulo revisando el trabajo de Miao
en [14] acerca de los criterios de compacidad para operadores de Toeplitz con śımbolo
radial acotado actuando en el espacio de Bergman armónico sobre la bola unitaria de
Cn.

Un operador que actúa en el espacio de Bergman es radial si y sólo si se diagonaliza
con respecto a la base canónica. Este hecho es establecido en [10] para el caso de
operadores de Toeplitz con śımbolo radial acotado actuando en el espacio de Bergman
anaĺıtico sobre el disco unitario por Korenblum y Zhu y en [14] para el caso de
operadores de Toeplitz con śımbolo radial acotado actuando en el espacio de Bergman
armónico sobre la bola unitaria de Rn por Miao. Posteriormente, Zhou, Chen y Dong
muestran este hecho para operadores radiales actuando en el espacio de Bergman
anaĺıtico sobre la bola unitaria de Cn en [24].
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2 CONTENIDO

La diagonalización de operadores radiales implica que existe un isomorfismo iso-
métrico entre los operadores radiales y sus sucesiones de valores propios. Grudsky,
Maximenko y Vasilevski demuestran que dichos valores propios dependen sólamente
del módulo del multi-́ındice en el caso del espacio de Bergman anaĺıtico sobre la
bola unitaria de Cn en [8]. Con ayuda de un resultado de Suárez [21], prueban que
el álgebra C∗ generada por las sucesiones de valores propios de los operadores de
Toeplitz con śımbolo radial acotado coincide con el conjunto de sucesiones acotadas
que son lentamente oscilantes.

En el espacio de Bergman anaĺıtico sobre la bola unitaria de Cn, en [23], Vasilevski
construye un operador unitario que reduce a cada operador de Toeplitz del álgebra
C∗ generada por los operadores de Toeplitz con śımbolo radial acotado a un operador
de multiplicación, proporcionándonos una representación tipo espectral y la mayoŕıa
de sus principales propiedades, como criterios de compacidad.

En el Caṕıtulo 4 de esta tesis revisamos los resultados de Grudsky, Maximenko,
Vasilevski, Bauer y Herrera sobre las sucesiones lentamente oscilantes en [8] y [3].
En el Caṕıtulo 5, seguimos los métodos de Grudsky, Karapetyants y Vasilevski en
[6] para construir un operador unitario que reduce a cada operador de Toeplitz del
álgebra C∗ generada por los operadores de Toeplitz con śımbolo radial acotado que
actúan en el espacio de Bergman pluriarmónico con peso sobre la bola unitaria de Cn

a un operador de multiplicación. Se obtienen resultados análogos al caso anaĺıtico.
Este caṕıtulo está basado en los trabajos [6], [23] y [22].

Cinvestav Departamento de Matemáticas



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo presentamos las definiciones y proposiciones fundamentales, aśı
como la notación que empleamos en el desarrollo de caṕıtulos siguientes. Comenzamos
con algunas propiedades básicas de las álgebras C∗ y algunos ejemplos, para continuar
con las caracteŕısticas espectrales del álgebra C∗ de los operadores de multiplicación
y del álgebra C∗ generada por un operador normal. Para ver con mayor profundidad
estos temas se sugiere consultar [4] y [9].

Posteriormente estudiaremos algunas propiedades de las funciones armónicas, los
armónicos esféricos y las funciones pluriármonicas basándonos principalmente en [1]
y [16].

1.1. Álgebras C∗

Un álgebra compleja es un espacio vectorial A sobre C con una operación llamada
multiplicación tal que para todo x, y, z ∈ A y λ ∈ C se tiene

a) x(yz) = (xy)z,

b) (x+ y)z = xz + yz, z(x+ y) = zx+ zy,

c) λ(xy) = (λx)y = x(λy).

Si además A es un espacio de Banach, con respecto a una norma submultiplicativa;
es decir, para todo x, y ∈ A,

‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖;
decimos que A es un álgebra de Banach. Si esta álgebra tiene identidad multipli-
cativa de norma 1 diremos que es un álgebra de Banach unitaria.

Dadas dos álgebras A y B, un homomorfismo (de álgebras) es una función lineal
h : A −→ B que es multiplicativa; es decir, h(xy) = h(x)h(y). Si B = C y h 6= 0,
diremos que h es un homomorfismo escalar.

Si A es un álgebra de Banach, una involución es una función

∗ : A −→ A
x 7→ x∗ := ∗(x)

3



4 Caṕıtulo 1

tal que para todo x, y ∈ A y λ ∈ C,

a) (x∗)∗ = x,

b) (xy)∗ = y∗x∗,

c) (λx+ y)∗ = λx∗ + y∗.

Notemos que cuando A tiene identidad multiplicativa, 1∗ = 1, pues

1∗x = (1∗x)∗∗ = (x∗1)∗ = x∗∗ = x.

En este caso, podemos identificar a C con el conjunto {α1 : α ∈ C} ⊆ A. Si α ∈ C,
entonces α∗ = (α1)∗ = α1∗ = α.

Un álgebra C ∗ es un álgebra de Banach A con una función involución tal que
para todo x ∈ A,

‖x∗x‖ = ‖x‖2. (1.1)

La función involución en un álgebra C∗ es una isometŕıa, lo cual se sigue de

‖x‖2 = ‖x∗x‖ ≤ ‖x∗‖‖x‖

y
‖x∗‖2 = ‖xx∗‖ ≤ ‖x‖‖x∗‖.

Observemos que la condición (1.1) es equivalente a que para todo x ∈ A,

‖xx∗‖ = ‖x‖2

pues
‖x‖2 = ‖x∗‖2 = ‖x∗∗x∗‖ = ‖xx∗‖.

Además, si x es invertible en un álgebra con identidad, entonces x∗ también lo es y
(x∗)−1 = (x−1)∗, pues

x∗(x−1)∗ = (x−1x)∗ = 1∗ = 1 = (xx−1)∗ = (x−1)∗x∗.

Rećıprocamente, si x∗ es invertible, entonces x = x∗∗ también lo es. Por lo tanto,
σ(x∗) = σ(x), donde σ(x) es el espectro de x; es decir, el conjunto de todos los
λ ∈ C tales que x− λ no es invertible.

Si h : A −→ B es un homomorfismo (de álgebras) entre álgebras C∗ y, para todo
x ∈ A, h(x∗) = h(x)∗ diremos que h es un ∗−homomorfismo. Notemos que si
h : A −→ B es un ∗−isomorfismo, entonces h−1 : B −→ A también lo es, pues dados
x ∈ A y y ∈ B con h(x) = y, entonces

h−1(y∗) = h−1(h(x)∗) = h−1(h(x∗)) = x∗ = h−1(y)∗.

Si h : A −→ B es un ∗−homomorfismo, entonces σ(h(x)) ⊆ σ(x) y ‖h(x)‖ ≤ ‖x‖.
Esto implica que todo ∗−homomorfismo es continuo y todo ∗−isomorfismo es una
isometŕıa que preserva el espectro.

Cinvestav Departamento de Matemáticas



Preliminares 5

Si A es un álgebra C∗ y B es una subálgebra de Banach de A la cual es cerrada
bajo la operación involución, entonces B es un álgebra C∗. Se dirá que B es una
subálgebra C ∗ de A.

El espacio de operadores acotados B(H) con H espacio de Hilbert es un álgebra C∗

con unidad cuya función involución es la que a cada operador T le asocia su operador
adjunto T ∗ y cuya norma está dada por

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖.

Si dimH = n con n ∈ N, entonces B(H) es ∗−isomorfo al álgebra C∗ de las matrices
n×n con la operación involución dada por la matriz transpuesta conjugada. También
tenemos que el subespacio de operadores compactos K(H) es un álgebra C∗ con la
función involución de B(H) restringida y es unitaria si y sólo si H tiene dimensión
finita.

Sea X 6= ∅ un espacio de Hausdorff compacto. El espacio de funciones continuas
C(X) es un álgebra C∗ unitaria conmutativa con la operación involución que asocia
a cada f ∈ C(X) la función f , donde f(x) = f(x) para cada x ∈ X y cuya norma
está dada por

‖f‖ = sup
x∈X
|f(x)|.

En particular, si X es un conjunto finito con n elementos tenemos C(X) = Cn con
la operación involución (z1, . . . , zn) 7→ (z1, . . . , zn) y si n = 1, entonces obtenemos al
álgebra C∗ compleja más simple: C con involución z 7→ z.

En [4, Teorema 2.1] se muestra que toda álgebra unitaria conmutativa es ∗−isomorfa
a C(X) v́ıa la transformada de Gelfand donde X es su espacio de ideales maximales
dotado con la topoloǵıa w∗.

Dado X 6= ∅, el espacio de funciones acotadas l∞(X) es un álgebra C∗ unitaria y
conmutativa con la operación involución dada por f 7→ f y norma definida por

‖f‖ = sup
x∈X
|f(x)|.

Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto no compacto, entonces el
espacio de funciones continuas en X que se anulan en infinito:

C0(X) = {f ∈ C(X) : para todo ε > 0, {x ∈ X : ‖f(x)‖ ≥ ε} es compacto}

es un álgebra C∗ conmutativa sin identidad con la misma involución y norma que
el caso anterior. En [4, Corolario 2.2] se muestra que toda álgebra conmutativa sin
identidad es ∗−isomorfa a C0(X) v́ıa la transformada de Gelfand donde X es su
espacio de ideales maximales dotado con la topoloǵıa w∗.

Dado (X,Σ, µ) es un espacio de medida, donde X es un conjunto no vaćıo, Σ
es una σ−álgebra de subconjuntos de X y µ es una medida en Σ. El conjunto (de
equivalencias) de funciones acotadas casi en todas partes L∞(X,Σ, µ) es un álgebra
C∗ con involución dada por f 7→ f y con la norma esencial:

‖f‖ = ı́nf
µ(S)=0

sup
x/∈S
|f(x)|.

Cinvestav Departamento de Matemáticas



6 Caṕıtulo 1

Esto equivale a decir que ‖f‖ es el ı́nfimo de todas las constantes C tales que
|f(x)| ≤ C casi en todas partes.

Cuando µ es la medida de Lebesgue y Σ es la σ−álgebra de Borel de X, escribi-
remos L∞(X) en lugar de L∞(X,Σ, µ).

Si A un álgebra C∗, una representación de A es una función ρ : A −→ B(H), que
es un ∗−homomorfismo para algún espacio de Hilbert H tal que ρ(1) = 1. Diremos
en este caso que ρ es la representación de A en H.

Si A es una subálgebra C∗ de B(H), entonces claramente la inclusión es una
representación de A en H.

Además, toda álgebra C∗ es ∗−isomorfa a una subálgebra C∗ de B(H) para
algún espacio de Hilbert H. La demostración se puede revisar en [4, Teorema 7.10] y
[5, Teorema 2.6.1].

En la siguiente sección daremos más ejemplos de representaciones de álgebras C∗.

1.2. Álgebra C∗ generada por operadores de mul-

tiplicación

En esta sección veremos una representación de L∞(X,Σ, µ), para ello recordemos
que el espacio de las funciones medibles que son cuadrado integrales L2(X,Σ, µ) es
un espacio de Hilbert con el producto interno

〈f, g〉 =

∫
X

fg dµ

para f, g ∈ L2(X,Σ, µ).
Cuando µ es la medida de Lebesgue y Σ es la σ−álgebra de Borel de X, escribimos

L2(X) en lugar de L2(X,Σ, µ).
Sea Mf el operador de multiplicación con śımbolo acotado en el espacio de

Hilbert L2(0, 1). Es decir,

Mf : L2(0, 1) −→ L2(0, 1)
g 7→ fg

donde f es un elemento de L∞(0, 1). El operador Mf es lineal y

‖Mfg‖2 =

1∫
0

|f(t)|2|g(t)|2 dt ≤ ‖f‖2‖g‖2,

donde ‖f‖ es la norma esencial de f . En este caso, Mf ∈ B(L2(0, 1)) con ‖Mf‖ ≤ ‖f‖.
El ejemplo anterior lo podemos generalizar tomando (X,Σ, µ) un espacio de me-

dida, donde X es un conjunto no vaćıo, Σ es una σ−álgebra de subconjuntos de X
y µ es una medida en Σ. Se define Mf el operador de multiplicación con śımbolo

Cinvestav Departamento de Matemáticas



Preliminares 7

acotado en el espacio de Hilbert L2(X,Σ, µ) por Mfg = fg para g ∈ L2(X,Σ, µ),
donde f ∈ L∞(X,Σ, µ). Entonces Mf es un operador lineal acotado de L2(X,Σ, µ)
con ‖Mf‖ ≤ ‖f‖, donde ‖f‖ es la norma esencial de f .

En general no se tiene la igualdad ‖Mf‖ = ‖f‖. Por ejemplo, si X = [0, 1], Σ es
la σ−álgebra de Borel de X y µ coincide con la medida de Lebesgue en los elementos
de Σ que no contengan a 0 y µ(S) = ∞ si 0 ∈ S, definimos f = χ{0} . Entonces

f ∈ L∞(X,Σ, µ) con ‖f‖ = 1. Además, para todo g ∈ L2(X,Σ, µ),

|g(0)|2µ({0}) =

∫
X

|g|2χ{0} dµ ≤
∫
X

|g|2 dµ <∞,

por lo que g(0) = 0 para todo g ∈ L2(X,Σ, µ). Esto implica que Mf = 0 y por lo
tanto ‖Mf‖ < ‖f‖.

Cuando (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ−finito, entonces ‖Mf‖ = ‖f‖: Sea
ε > 0, Sε = {x ∈ X : |f(x)| ≥ ‖f‖ − ε} es medible y como µ es σ−finita, existe
S ⊆ Sε de medida finita con µ(S) > 0. Sea g = χS√

µ(S)
, entonces g ∈ L2(X,Σ, µ) con

‖g‖ = 1 y

‖Mfg‖2 =

∫
S

|f |2

µ(S)
dµ ≥ (‖f‖ − ε)2.

Entonces, para todo ε > 0, tenemos ‖Mf‖ ≥ ‖f‖ − ε y por lo tanto ‖Mf‖ ≥ ‖f‖.
Si Mf : L2(X,Σ, µ) −→ L2(X,Σ, µ) es el operador de multiplicación con śımbolo

acotado f ∈ L∞(X,Σ, µ), entonces M∗
f = Mf , donde f(x) = f(x) para x ∈ X, en

particular, Mf es normal. Además, Mf es autoadjunto cuando f(x) ∈ R para casi
todo x ∈ X y unitario cuando |f(x)| = 1 para casi todo x ∈ X.

Definimos el rango esencial de f por

Ress(f) =
⋂{

f(S) : S ∈ Σ, µ(X\S) = 0
}
.

Notemos que, para todo f ∈ L∞(X,Σ, µ), ‖f‖ = sup
λ∈Ress(f)

|λ|, donde ‖f‖ es la norma

esencial de f . En particular, Ress(f) es un conjunto compacto no vaćıo para todo
f ∈ L∞(X,Σ, µ).

Probaremos que σ(Mf ) = σap(Mf ) = Ress(f), donde σap(T ) denota al espectro
aproximadamente puntual de T ; es decir, el conjunto de escalares λ ∈ C para los
cuales existe una sucesión {gn}n∈N ⊆ L2(X,Σ, µ) cuyos elementos tienen norma 1 y
ĺım
n→∞

(T − λ)gn = 0. La primera igualdad se obtiene del hecho de que Mf es normal.

Si λ /∈ Ress(f), entonces existe S ∈ Σ con µ(X\S) = 0 tal que λ /∈ f(S). Por lo tanto
existe δ > 0 tal que

|f(x)− λ| ≥ δ (1.2)

para todo x ∈ S. Sea g : X −→ C la función definida por g(x) = 1
f(x)−λ para x ∈ X.

Por (1.2), g está bien definida casi en todas partes y |g(x)| ≤ 1
δ

para todo x ∈ S. Esto

Cinvestav Departamento de Matemáticas



8 Caṕıtulo 1

implica que g ∈ L∞(X,Σ, µ) con ‖g‖ ≤ 1
δ
. Además, Mg(Mf − λ) = 1 = (Mf − λ)Mg;

es decir, Mf − λ es invertible con inverso Mg. Por lo tanto λ /∈ σ(Mf ).
Rećıprocamente, si λ ∈ Ress(f), entonces para cada n ∈ N, existe Sn ∈ Σ tal que

0 < µ(Sn) <∞ (µ es σ−finita) y

|f(x)− λ| < 1

n
(1.3)

para todo x ∈ Sn. Para cada n ∈ N definimos fn =
χ
Sn

(µ(Sn))1/2
, entonces fn ∈ L2(X,Σ, µ)

con

‖fn‖2 =

∫
X

χ
Sn

(x)

µ(Sn)
dµ =

1

µ(Sn)

∫
Sn

dµ = 1.

Además, utilizando (1.3),

‖(Mf − λ)fn‖2 =

∫
X

|f(x)− λ|2χ
Sn

(x)

µ(Sn)
dµ =

1

µ(Sn)

∫
Sn

|f(x)− λ|2 dµ < 1

n2
.

Es decir, ĺım
n→∞

(Mf − λ)fn = 0. Esto implica λ ∈ σap(Mf ). Por lo tanto,

σ(Mf ) = σap(Mf ) = Ress(f).

Sea M = Mf el operador de multiplicación en el espacio L2(R) con śımbolo f(x) = eix

para x ∈ X. Entonces M es unitario, σ(M) = S1 y su conjunto de valores propios
σp(M) es vaćıo. En efecto, M es un operador lineal suprayectivo pues es invertible
con inverso Mg donde g(x) = e−ix para x ∈ X. Además, M es isometŕıa pues

‖Mh‖2 =

∫
R

|Mh(x)|2 dx =

∫
R

|eix|2|h(x)|2 dx =

∫
R

|h(x)|2 dx = ‖h‖2

para todo h ∈ L2(R). Por lo tanto M es unitario.
Por otro lado, λ es valor propio de M si y sólo si existe h 6= 0 en L2(R) tal que

eixh(x) = λh(x) para casi todo x ∈ X. Como eix = λ sólo en un conjunto numerable
de R, entonces h(x) = 0 para casi todo x ∈ X. Por lo tanto M no tiene valores
propios. Finalmente σ(M) = S1.

Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida. Si ρ : L∞(X,Σ, µ) −→ B(L2(X,Σ, µ)) es la
función definida por ρ(f) = Mf para f ∈ L∞(X,Σ, µ), donde Mf es el operador de
multiplicación con śımbolo f , entonces ρ es una representación de L∞(X,Σ, µ) en
L2(X,Σ, µ).

Recordemos que dados X un conjunto no vaćıo, Σ una σ−álgebra de X y H un es-
pacio de Hilbert, una medida espectral en (X,Σ, H) es una función E : Σ −→ B(H)
que satisface las siguientes condiciones:

a) E(S) es una proyección ortogonal para cada S ∈ Σ,
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Preliminares 9

b) E(∅) = 0,

c) E(X) = 1,

d) E(S1 ∩ S2) = E(S1)E(S2) para todos S1, S2 ∈ Σ,

e) Si {Sn}n∈N ⊆ Σ es una sucesión de conjuntos disjuntos a pares, entonces

E

(
∞⋃
n=1

Sn

)
= ĺım

m→∞

m∑
n=1

E(Sn),

donde el ĺımite de la última expresión se toma en la topoloǵıa fuerte de operadores.
Los detalles de la existencia de dicho ĺımite, aśı como la demostración de los siguientes
resultados pueden consultarse en [9, Sección 4.1].

Si E es una medida espectral en (X,Σ, H) y x, y ∈ H, entonces

Ex,y(S) = 〈E(S)x, y〉

define una medida compleja en Σ con una variación total menor o igual que ‖x‖‖y‖. En
este caso se puede definir la integral de funciones f : X −→ C acotadas y Σ−medibles
en el sentido débil: 〈(∫

X

f dE

)
x, y

〉
=

∫
X

f dEx,y,

la cual resulta ser el único operador en B(H) tal que si ε > 0 y {S1, . . . , Sk} ⊆ Σ
es una partición de X tal que para todo k, sup

s,t∈Sk
|f(s) − f(t)| < ε, entonces para

cualquier selección de tk ∈ Sk,∥∥∥∥∥
∫
X

f dE −
n∑
k=1

f(tk)E(Sk)

∥∥∥∥∥ < ε.

Sea (X,Σ, µ) un espacio de medida σ−finito sobre la σ−álgebra de Borel y
Mf : L2(X,Σ, µ) −→ L2(X,Σ, µ) el operador de multiplicación con śımbolo acota-
do f . Entonces la medida espectral asociada a Mf está dada por E(S) = Mχ

f−1(S)

para S ⊆ Ress(f).
En efecto, en [9] se puede ver que E es una medida espectral. Veamos que ésta es

la medida espectral asociada a Mf ; es decir,

Mf =

∫
z dE(z). (1.4)

Notemos que χ
f−1(S)

= χ
S
◦ f . Sean g, h ∈ L2(X,Σ, µ) y S ∈ Σ, entonces∫

χ
S
dEg,h = Eg,h(S) = 〈E(S)g, h〉 = 〈Mχ

S
◦f (g), h〉 =

∫
(χ

S
◦ f)gh dµ.
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10 Caṕıtulo 1

Como S ∈ Σ fue arbitrario, ∫
φ dEg,h =

∫
(φ ◦ f)gh dµ (1.5)

para toda función simple φ y por lo tanto para toda función Borel medible acotada
en σ(Mf ) = Ress(f). En particular, para la función φ(z) = z se tiene∫

z dEg,h(z) =

∫
f(z)g(z)h(z) dµ(z),

es decir, 〈(∫
z dE(z)

)
g, h

〉
= 〈Mfg, h〉 = 〈Mfg, h〉.

Como g, h ∈ L2(X,Σ, µ) fueron arbitrarios, esto prueba (1.4) y por lo tanto E es la
medida espectral de Mf .

Finalmente notemos que, por (1.5),

φ(Mf ) = Mφ ◦f

para toda función φ Borel medible acotada en Ress(f).
La siguiente proposición resume la mayoŕıa de los resultados obtenidos en esta

sección.

Proposición 1.1. Si (X,Σ, µ) es un espacio de medida σ−finito, f, g ∈ L∞(X,Σ, µ)
y α, β ∈ C, entonces:

a) Mαf+βg = αMf + βMg,

b) MfMg = Mfg = MgMf ,

c) ‖Mf‖ = ‖f‖,

d) Mf es normal con M∗
f = Mf ,

e) σ(Mf ) = σap(Mf ) = Ress(f),

f) M = {Mf : f ∈ L∞(X,Σ, µ)} es un álgebra C∗ conmutativa con unidad,

g) f 7→Mf es un ∗−isomorfismo entre L∞(X,Σ, µ) y M,

h) f 7→Mf define una representación de L∞(X,Σ, µ) en L2(X,Σ, µ),

i) Mf =

∫
Ress(f)

z dE(z), donde E(S) = Mχ
f−1(S)

para S ⊆ Ress(f) Borel medible

define la medida espectral asociada a Mf ,

j) φ(Mf ) = Mφ ◦f para toda función Borel medible acotada en Ress(f),
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k) una red {fα}α∈A ⊆ L∞(X,Σ, µ) converge a una función f ∈ L∞(X,Σ, µ)
en la topoloǵıa w∗ si y sólo si la red {Mfα}α∈A ⊆ B(L2(X,Σ, µ)) converge a
Mf ∈ B(L2(X,Σ, µ)) en la topoloǵıa débil de operadores,

l) f 7→Mf es un homeomorfismo de L∞(X,Σ, µ) con la topoloǵıa w∗ a L2(X,Σ, µ)
con la topoloǵıa débil de operadores, cuya imagen es M,

m) si T ∈ B(L2(X,Σ, µ)) conmuta con todo elemento de M, entonces existe
h ∈ L∞(X,Σ, µ) tal que T = Mh.

El siguiente ejemplo es un caso particular del anterior cuando X = N, Σ es el
conjunto potencia de N y µ es la medida de conteo. Sea λ una sucesión acotada
λ = {λn}n∈N ∈ l∞(N). Definimos el operador de multiplicación Mλ : l2(N) −→ l2(N)
por (Mλx)n = λnxn para x = {xn}n∈N ∈ l2(N) y n ∈ N. Entonces Mλ ∈ B(l2(N)) con
‖Mλ‖ = sup

n∈N
|λn|. Dados x = {xn}n∈N, y = {yn}n∈N ∈ l2(N),

〈Mλx, y〉 =
∞∑
n=1

λnxnyn =
∞∑
n=1

xnλnyn.

Por lo que M∗
λ = Mλ, donde λ = {λn}n∈N ∈ l∞(N). Mλ es normal y en el ca-

so en que la sucesión λ = {λn}n∈N es real, Mλ es autoadjunto. Esto es conse-
cuencia de que MλMκ = Mλκ para λ = {λn}n∈N, κ = {κn}n∈N ∈ l∞(N), donde
λκ = {λnκn}n∈N ∈ l∞(N) y de que M∗

λ = Mλ. Notemos también que Mλ es unitario
si y sólo si |λn| = 1 para todo n ∈ N.

Sea n ∈ N, Mλ − λn no es inyectiva pues si x = {en}n∈N ∈ l2(N), entonces
(Mλ − λn)x = 0. Por lo tanto {λn} ⊆ σp(Mλ).

Sea α /∈ {λn} y x = {xn}n∈N ∈ l2(N), entonces (Mλ − α)x = 0 si y sólo si
(λn − α)xn = 0 para todo n ∈ N. Como α /∈ {λn}, entonces x = 0. Es decir, Mλ − α
es inyectiva en este caso. Por lo tanto,

σp(Mλ) = {λn}.

Si α /∈ {λn} es un punto de acumulación de {λn}, entonces existe una subsucesión
{λnj}j∈N de {λn}n∈N tal que ĺım

j→∞
λnj = α. Notemos que

ĺım
j→∞
‖(Mλ − α)enj‖ = ĺım

j→∞
|λnj − α| = 0,

es decir, la sucesión {(Mλ − α)enj}j∈N converge a 0. Además, como Mλ − α es in-
yectivo, podemos definir la función inversa (Mλ − α)−1 : R(Mλ − α) −→ l2(N).
Sin embargo esta función no es continua, pues la sucesión {(Mλ − α)enj}j∈N con-
verge a 0, pero la sucesión {(Mλ − α)−1(Mλ − α)enj}j∈N no converge a 0 ya que
‖(Mλ − α)−1(Mλ − α)enj‖ = ‖enj‖ = 1 para todo j ∈ N. Por el Teorema de la Fun-

ción Inversa, R(Mλ − α) 6= l2(N). Aśı, α ∈ σ(Mλ). Por lo tanto {λn} ⊆ σ(Mλ).
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12 Caṕıtulo 1

Finalmente, si α /∈ {λn}, entonces existe ε0 > 0 tal que Bε0(α) ∩ {λn}n∈N = ∅; es
decir, |α − λn| > ε0 para todo n ∈ N. Esto implica que la sucesión κ = { 1

α−λn}n∈N
está acotada por 1

ε0
. Luego, Mκ ∈ B(l2(N)) con ‖Mκ‖ ≤ 1

ε0
. Además,

(Mλ − α)Mκ = 1 = Mκ(Mλ − α),

es decir Mλ − α es invertible.

Por lo tanto, σ(Mλ) = {λn} con σp(Mλ) = {λn}. Además, σr(Mα) = ∅ por ser Mλ

un operador normal.

SeaMλ : l2(N) −→ l2(N) el operador de multiplicación definido por (Mλx)n = λnxn
para todo x = {xn}n∈N ∈ l2(N), donde λ = {λn}n∈N ∈ l∞(N). Para cada n ∈ N, defi-
nimos el operador Tn : l2(N) −→ l2(N) dado por

(Tnx)m =

{
λnxn si m ≤ n,

0 si m > n,

para x = {xn}n∈N ∈ l2(N). Cada Tn es de rango finito y por lo tanto es compacto.
Además, la sucesión de operadores {Tn}n∈N converge a Mλ en la topoloǵıa fuerte de
operadores pues para todo x = {xn}n∈N ∈ l2(N),

‖(Mλ − Tn)x‖2 =
∞∑

j=n+1

|λj|2|xj|2 ≤ C
∞∑

j=n+1

|xj|2,

donde |λj| ≤ C para todo j ∈ N. Sin embargo, el operador Mλ es compacto si y sólo
si la sucesión λ = {λn}n∈N converge a 0.

En efecto, si ĺım
n→∞

λn = 0, entonces dado ε > 0 existe N ∈ N tal que |λn| < ε para

todo n ≥ N . Dado x = {xn}n∈N ∈ l2(N), para todo n ≥ N ,

‖(Mλ − Tn)x‖2 =
∞∑

j=n+1

|λj|2|xj|2 < ε2
∞∑

j=n+1

|xj|2 ≤ ε2‖x‖2.

Luego, ‖(Mλ − Tn)x‖ < ε‖x‖ si n ≥ N . Esto implica que la sucesion de operadores
compactos {Tn}n∈N converge a Mλ en la topoloǵıa de la norma y por lo tanto Mλ es
compacto. La otra implicación se demuestra construyendo una sucesión acotada en
l2(N) de la forma

{ enk
λnk

}
k∈N, cuya imagen bajo Mλ no contiene alguna subsucesión

convergente (pues ‖enk1 − enk2‖
2 = 2 para k1 6= k2).

Sea Mλ : l2(N) −→ l2(N) el operador de multiplicación con śımbolo λ = { 1
n
}n∈N.

Por el ejemplo anterior sabemos que Mλ es un operador compacto y tenemos que

σ(Mλ) = { 1
n
} con σp(Mλ) = { 1

n
} y σr(Mλ) = ∅. Por lo tanto, 0 ∈ σc(Mλ).

La siguiente proposición es análoga a la Proposición 1.1 y resume la mayoŕıa de
los resultados obtenidos en el caso discreto.
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Proposición 1.2. Si λ = {λn}n∈N, κ = {κn}n∈N ∈ l∞(N) y α, β ∈ C, entonces:

a) Mαλ+βκ = αMλ + βMκ,

b) MλMκ = Mλκ = MκMλ,

c) ‖Mλ‖ = ‖λ‖,

d) Mλ es normal con M∗
λ = Mλ,

e) σ(Mλ) = σc(Mλ) ∪ σp(Mλ) = {λn} y σp(Mλ) = {λn},

f) M = {Mλ : λ ∈ l∞(N)} es un álgebra C∗ conmutativa con unidad,

g) λ 7→Mλ es un ∗−isomorfismo entre l∞(N) y M,

h) λ 7→Mλ define una representación de l∞(N) en l2(N),

i) Mλ(x) =
∑
k∈N

λk〈x, ek〉ek, para x = {xn}n∈N ∈ l2(N),

j) si T ∈ B(l2(N)) conmuta con todo elemento de M, entonces existe η ∈ l∞(N)
tal que T = Mη.

Sea A un álgebra C∗. Si {Aα}α∈J una familia no vaćıa de subálgebras C∗ de A,

entonces
⋂
α∈J

Aα es una subálgebra C∗ de A. Dado B ⊆ A, definimos el álgebra C∗

generada por B como la intersección de todas las subálgebras C∗ de A que contienen
a B y la denotamos por C∗(B).

Terminaremos esta sección enunciando una versión del cálculo funcional para ope-
radores normales con resultados análogos a las Proposiciones 1.1 y 1.2. Su demostra-
ción se puede visualizar en [4] y [9].

Proposición 1.3. Si A es un álgebra C∗ unitaria y x ∈ A es normal, entonces:

a) C∗({x, 1}) = {p(x, x∗) : p(z, w) es un polinomio en dos variables} es un álgebra
C∗ conmutativa con unidad,

b) si X es el espacio de ideales maximales de C∗({x, 1}), la transformada de Gel-
fand G : C∗({x, 1}) −→ C(X) es un ∗−isomorfismo,

c) el espacio de ideales maximales dotado con la topoloǵıa w∗ es homeomorfo al
espectro de x v́ıa G(x) : X −→ σ(x),

d) definiendo f(x) = G−1(f) para todo f ∈ C(σ(x)), f 7→ f(x) es un ∗−isomor-
fismo entre C(σ(x)) y C∗({x, 1}),

e) σ(f(x)) = f(σ(x)) para todo f ∈ C(σ(x)),

f) ‖f(x)‖ = ‖f‖ para todo f ∈ C(σ(x)),
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14 Caṕıtulo 1

g) si A = B(H) para H espacio de Hilbert, f 7→ f(x) define una representación de
C(σ(x)) en H, la cual se extiende a una representación del álgebra C∗ formada
por las funciones Borel acotadas en σ(x),

h) en este caso, existe una única medida espectral E definida en la σ−álgebra de

Borel de σ(x) tal que f(x) =

∫
σ(x)

f(z) dE(z), para todo f ∈ C(σ(x)). Esta

expresión se extiende a funciones Borel acotadas en σ(x). En particular,

x =

∫
σ(x)

z dE(z),

i) N = {f(x) : f es una función Borel acotada en σ(x)} es un álgebra C∗ con-
mutativa unitaria,

j) si H es separable y µ es una medida positiva en σ(x) tal que µ y E tienen los
mismos conjuntos de medida cero, entonces f 7→ f(x) es un ∗−isomorfismo
entre L∞(σ(x),Σ, µ) y N , donde Σ es la σ−álgebra de Borel,

k) f 7→ f(x) define una representación de L∞(σ(x),Σ, µ) en H,

l) f 7→ f(x) es un homeomorfismo de L∞(σ(x),Σ, µ) con la topoloǵıa w∗ a B(H)
con la topoloǵıa débil de operadores, cuya imagen es N ,

m) σ(f(x)) = Ress(f) para todo f ∈ L∞(σ(x),Σ, µ),

n) si T ∈ B(H) conmuta con todo elemento de N , entonces existe f ∈ L∞(σ(x),Σ, µ)
tal que T = f(x).

De hecho, en [4, Teorema 11.5] se prueba que todo operador
normal N ∈ B(H) es unitariamente equivalente a un operador de multiplicación
Mf : L2(X,Σ, µ) −→ L2(X,Σ, µ) para algún espacio de medida (X,Σ, µ) y una fun-
ción f ∈ L∞(X,Σ, µ). Cuando H es separable, el espacio de medida es σ−finito.

En este trabajo estamos interesados en describir álgebras C∗ generadas por opera-
dores que resultan de componer un operador de multiplicación con ciertas proyecciones
ortogonales y ver si cumplen propiedades análogas a las Proposiciones 1.1, 1.2 y 1.3.

Recordemos que dados H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H.
Se tiene

H = M ⊕M⊥,

donde M⊥ denota al complemento ortogonal de M . Luego, cada x ∈ H puede escribir-
se de manera única en la forma x = x1+x2, donde x1 ∈M y x2 ∈M⊥. Los operadores
P,Q : H −→ H definidos por P (x) = x1 y Q(x) = x2 son lineales, P 2 = P = P ∗ y
Q2 = Q = Q∗ Además, como para todo x ∈ H se cumple 〈Px,Qx〉 = 0, del Teorema
de Pitágoras obtenemos la identidad

‖x‖2 = ‖Px‖2 + ‖Qx‖2
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para todo x ∈ H. De aqúı vemos que ‖Px‖ ≤ ‖x‖ y ‖Qx‖ ≤ ‖x‖ para todo x ∈ H
y por lo tanto ‖P‖ ≤ 1 y ‖Q‖ ≤ 1. Si M 6= {0}, entonces P 6= 0. Como P 2 = P ,
se tiene 0 < ‖P‖ = ‖P 2‖ ≤ ‖P‖2. De esto último se sigue ‖P‖ ≥ 1, y por lo tanto
‖P‖ = 1. Análogamente, si M 6= H, entonces ‖Q‖ = 1. Los operadores P y Q se
llaman las proyecciones ortogonales de H sobre M y M⊥ respectivamente.

1.3. Funciones armónicas en Cn

Sea n ∈ N. Identificaremos (topológicamente) Cn = R2n escribiendo

zk = xk + iyk

para cada k = 1, . . . , n. Para todo z = (z1, . . . , zn) y w = (w1, . . . , wn) en Cn, consi-
deramos el producto interior

〈z, w〉 = z · w =
n∑
k=1

zkwk

y la norma

|z| = 〈z, z〉1/2 =
√
z · z =

√
|z1|2 + · · ·+ |zn|2.

Para el multi-́ındice α = (α1, . . . , αn) y el elemento z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, escribimos

zα = zα1
1 · · · zαnn ,

donde αk ∈ Z+ := N ∪ {0},
α! = α1! · · ·αn!

y definimos la longitud del multi-́ındice por

|α| = α1 + · · ·+ αn.

Sea D el disco unitario abierto en el plano complejo C; es decir,

D = {z ∈ C : |z| < 1}.

Denotamos por Bn a la bola unitaria abierta del espacio vectorial complejo Cn; es
decir,

Bn = {z ∈ Cn : |z| < 1}.

Su frontera es la esfera

S2n−1 = {z ∈ Cn : |z| = 1}.

Dado w ∈ Cn y r > 0, escribimos

B(w, r) := {z ∈ Cn : |z − w| < r} y ∂B(w, r) := {z ∈ Cn : |z − w| = r}.
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16 Caṕıtulo 1

Notemos que B(0, 1) = Bn, ∂B(0, 1) = S2n−1 y B1 = D. En este caṕıtulo Ω denotará
a un subconjunto no vaćıo, abierto y simplemente conexo de Cn.

Los operadores de Wirtinger están definidos por

∂f

∂zk
=

1

2

(
∂f

∂xk
− i ∂f

∂yk

)
y

∂f

∂zk
=

1

2

(
∂f

∂xk
+ i

∂f

∂yk

)
,

para f : Ω −→ C con derivadas parciales continuas y escribiendo zk = xk + iyk para
cada k = 1, . . . , n. En este caso, si para cada k

∂f

∂zk
= 0,

entonces diremos que f es una función anaĺıtica. Análogamente, decimos que la
función f : Ω −→ C es anti-anaĺıtica si tiene derivadas parciales continuas y

∂f

∂zk
= 0

para cada k = 1, . . . , n. Notemos que f es anti-anaĺıca si y sólo si f es anaĺıtica dado
que (

∂f

∂zk

)
=

∂f

∂zk
y

(
∂f

∂zk

)
=

∂f

∂zk
,

para k = 1, . . . , n.
Definimos el operador laplaciano ∆ por

∆f =
n∑
k=1

(
∂2f

∂x2
k

+
∂2f

∂y2
k

)
para f : Ω −→ C con segundas derivadas parciales continuas.

Notemos que el laplaciano, en términos de operadores de Wirtinger, se puede
escribir como

∆f = 4
n∑
k=1

∂2f

∂zk∂zk
. (1.6)

A una función f : Ω −→ C con segundas derivadas parciales continuas la llama-
remos armónica si su laplaciano es igual a cero. Por (1.6), toda función anaĺıtica y
toda función anti-anaĺıtica son funciones armónicas.

Además, una función real valuada f : Ω ⊆ C −→ R es armónica si y sólo si
localmente es la parte real de una función anaĺıtica.

El laplaciano ∆ es lineal por lo que sumas y múltiplos escalares de funciones
armónicas son armónicas. Además, si w ∈ Cn, r > 0 y f : Ω −→ C es una función
armónica, entonces la función traslación

g : Ω + w −→ C
z 7→ f(z − w)
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es armónica y la función dilatación

fr : 1
r
Ω −→ C
z 7→ f(rz)

también es armónica pues
∆(fr) = r2(∆f)r. (1.7)

Recordemos que una transformación lineal U : R2n −→ R2n que preserva la esfera
unitaria S2n−1 se llama transformación ortogonal. Por lo que si U : R2n −→ R2n

es lineal entonces es ortogonal si y sólo si |Ux| = |x| para todo x ∈ R2n. Sea O(2n) el
grupo de transformaciones ortogonales en R2n.

Dada f : Ω −→ C, y U ∈ O(2n), decimos que f ◦ U : U−1(Ω) −→ C es una
rotación de f . La rotación de funciones armónicas son armónicas pues

∆(f ◦ U) = (∆f) ◦ U.

El valor de una función armónica en el centro de una bola es el promedio de sus va-
lores en su frontera. Esto lo establece su Propiedad del Valor Medio, la cual se deduce
de la identidad de Green y cuya demostación se puede encontrar en [1, Proposición 1.2].

Si f : Ω −→ C es armónica, r > 0 y z ∈ Ω con B(z, r) ⊆ Ω, entonces

f(z) =

∫
S2n−1

f(z + rw) dσ(w), (1.8)

donde σ es la medida de superficie de Lebesgue normalizada en S2n−1.
Si v es la medida de volumen de Lebesgue normalizada en Bn, entonces las inte-

grales respecto a estas medidas están relacionadas por la ecuación

dv = 2nr2n−1 dr dσ. (1.9)

Otra versión de la Propiedad del Valor Medio resulta de (1.8) y (1.9):

Proposición 1.4. Si f : Ω −→ C es armónica, r > 0 y z ∈ Ω con B(z, r) ⊆ Ω,
entonces

f(z) =
1

v
(
B(z, r)

) ∫
B(z,r)

f(w) dv(w).

Una consecuencia de la Propiedad del Valor Medio de las funciones armónicas es
su Principio del Máximo:

Si f : Ω −→ C es armónica (Ω es conexo) y |f | tiene un máximo en Ω, entonces
f es constante. En particular, si f, g ∈ C(Ω) son armónicas en Ω con Ω acotado y
f = g en ∂Ω, entonces f = g en Ω.

La integral de Poisson de una función f ∈ C(S2n−1) está definida por

P [f ](z) =

∫
S2n−1

1− |z|2

|z − w|2n
f(w) dσ(w)
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18 Caṕıtulo 1

para z ∈ Bn.

A la expresión P (z, w) = 1−|z|2
|z−w|2n la llamaremos Núcleo de Poisson. Notemos

que para todo z ∈ Bn y w ∈ S2n−1, P (z, w) > 0.
Para cada w ∈ S2n−1, la función Pw : Bn −→ C definida por Pw(z) = P (z, w) es

armónica en Bn. Además, la integral de Poisson resuelve el problema de Dirichlet para
Bn y por (1.7), tenemos que el problema de Dirichlet tiene solución para dominios de
la forma B(ζ, r) con ζ ∈ Cn y r > 0. En particular tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.5. Si f ∈ C(Bn) es armónica en Bn, entonces f = P [f |S2n−1 ] en Bn.

Por lo que las funciones f ∈ C(Bn) armónicas en Bn se pueden representar por

f(z) =

∫
S2n−1

1− |z|2

|z − w|2n
f(w) dσ(w)

para todo z ∈ Bn.
Por ejemplo ∫

S2n−1

P (z, w) dσ(w) = 1

para z ∈ Bn.
Esto implica que toda función armónica es infinitamente diferenciable y el siguiente

resultado.

Proposición 1.6. Si {fm}m∈N es una sucesión de funciones armónicas en Ω que
convergen uniformemente a f en cada subconjunto compacto de Ω, entonces f es
armónica en Ω.

1.4. Armónicos esféricos

Un polinomio complejo en R2n es una combinación lineal finita de monomios xα.
Un polinomio f : R2n −→ C se llama homogéneo de grado k si es de la forma

f(x) =
∑
|α|=k

cαx
α

para x ∈ R2n y k ∈ Z+. Notemos que si f : R2n −→ C es un polinomio homogéneo de
grado k, entonces

f(tx) = tkf(x)

para todo t ∈ R y x ∈ R2n. Por lo tanto, todo polinomio homogéneo f : R2n −→ C está
completamente definido por sus valores en la esfera S2n−1. Un armónico esférico de
grado k es la restricción a S2n−1 de un polinomio armónico y homogéneo de grado k.

Para cada k ∈ Z+ denotamos por Hk(R2n) al espacio vectorial de todos los polino-
mios f : R2n −→ C armónicos y homogéneos de grado k. El espacio vectorial complejo
de todos los armónicos esféricos de grado k lo denotaremos por Hk.
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Para p, q ∈ Z+, H(p, q) es el espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos
armónicos f : Cn −→ C que tienen grado total p en las variables z = (z1 · · · zn) y
grado total q en las variables z = (z1 · · · zn).

Notemos que los elementos de H(k, 0) son funciones anaĺıticas y los elementos de
H(0, k) son funciones anti-anaĺıticas para cada k ∈ Z+.

Denotamos por Hp,q al espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos
armónicos de H(p, q) restringidos a la esfera S2n−1. Los espacios Hp,q ⊆ L2(S2n−1) tie-
nen dimensión finita y por lo tanto son espacios de Hilbert. Además, son ortogonales
a pares y

Hk =
⊕
p+q=k

Hp,q (1.10)

para k ∈ Z+.
Cada Hk(R2n) es invariante bajo O(2n); es decir, si f ∈ Hk(R2n) y U ∈ O(2n),

entonces f ◦U ∈ Hk(R2n). Análogamente, Hk también es invariante bajo O(2n) para
k ∈ Z+.

Con la identidad de Green se puede demostrar que si k 6= l, entonces Hk y Hl son
ortogonales en L2(S2n−1). Se puede ver dicha demostración en [17, Teorema 12.1.2].

Si denotamos por Pk(R2n) al espacio vectorial complejo de polinomios homogéneos
de grado k, se puede demostrar

Pk(R2n) = Hk(R2n)⊕ |x|2Pk−2(R2n) (1.11)

Por inducción se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.7. Todo polinomio homogéneo f de grado k puede ser escrito de manera
única en la forma

f(x) = fk(x) + |x|2fk−2(x) + · · ·+ |x|2b
k
2
cfk−2b k

2
c(x)

donde fk−2j ∈ Hk−2j(R2n) con j = 0, 1, . . . , bk
2
c y bk

2
c es el entero inferior más próxi-

mo a k
2
.

El siguiente corolario se deduce de que todo polinomio es la suma de polinomios
homogéneos y del Teorema 1.7.

Corolario 1.8. Todo polinomio de grado k restringido a S2n−1 es igual a la suma de
armónicos esféricos de grado menor o igual a k.

Recordemos que, por el Teorema de Stone-Weierstrass, el espacio lineal generado
por todos los polinomios homogéneos f : R2n −→ C es denso en C(S2n−1) respecto
la norma del supremo. Como todo polinomio homogéneo de grado k restringido a
S2n−1 se puede expresar como suma finita de armónicos esféricos de grados menores
o iguales a k y C(S2n−1) es denso en L2(S2n−1), entonces

L2(S2n−1) =
⊕
k∈Z+

Hk. (1.12)
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Para mayor detalle de este resultado se puede consultar [17, Caṕıtulo 12].

Utilizando (1.10) y (1.12) vemos que toda función f ∈ L2(S2n−1) se puede repre-
sentar como serie de polinomios armónicos homogéneos:

f =
∑
p,q∈Z+

fp,q (1.13)

donde fp,q ∈ Hp,q y la convergencia de la serie es incondicional y en la norma de
L2(S2n−1).

Si n = 1, Hp,q = {0} cuando pq > 0 y dimHp,0 = dimH0,q = 1 para todo p, q ∈ Z+.
Por lo tanto, para cada k ∈ Z+, Hk = span{zk, zk} con |z| = 1 y para cada función
f ∈ L2(S1), su descomposición como serie de Fourier coincide con su descomposición
como serie de polinomios armónicos homogéneos.

Dado que cada Hk es un espacio de Hilbert finito con el mismo producto interno
que L2(S2n−1), para cada w ∈ S2n−1, la función evaluación

ϕ : Hk −→ C
f 7→ f(w)

es lineal y acotada, por lo que existe un único elemento Zw,k ∈ Hk tal que

ϕ(f) = 〈f, Zw,k〉 (1.14)

para todo f ∈ Hk. El elemento Zw,k es llamado armónico zonal de grado k con polo
en w.

Definimos la función

Zk : S2n−1 × S2n−1 −→ C
(z, w) 7→ Zw,k(z)

(1.15)

la cual tiene la siguiente propiedad reproductora por (1.14).

f(w) =

∫
S2n−1

fZw,k dσ =

∫
S2n−1

f(z)Zk(z, w) dσ(z) (1.16)

para w ∈ S2n−1 y f ∈ Hk.

Dado w ∈ S2n−1, sea p = ImZw,k. Tenemos que p es real valuada y p ∈ Hk,
utilizando (1.16):

0 = Im p(w) = Im

∫
S2n−1

pZw,k dσ = −
∫

S2n−1

(p)(ImZw,k) dσ = −
∫

S2n−1

(ImZw,k)
2 dσ.

Por lo que ImZw,k = 0; es decir, Zw,k es real valuada.
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Sea p1, . . . , phk ∈ Hk una base ortonormal para Hk. Entonces,

Zw,k(z) =

hk∑
i=1

〈Zw,k, pi〉pi(z)

=

hk∑
i=1

pi(w)pi(z)

=

hk∑
i=1

pi(w)pi(z)

=

hk∑
i=1

〈Zz,k, pi〉pi(w)

= Zz,k(w), (1.17)

para w, z ∈ S2n−1. Es decir, Zk(z, w) = Zk(w, z) para todo w, z ∈ S2n−1.
Por (1.17) y la igualdad de Bessel, tenemos

Zw,k(w) =

hk∑
i=1

pi(w)pi(w) =

hk∑
i=1

|pi(w)|2 = ‖Zw,k‖2, (1.18)

para w ∈ S2n−1 y k ∈ Z+.
Dados U ∈ O(2n), p ∈ Hk y z ∈ S2n−1,

〈p, ZU(z),k〉 = p(U(z))

=

∫
S2n−1

(p ◦ U)Zz,k dσ

=

∫
S2n−1

p(U(w))Zz,k(w) dσ(w)

=

∫
S2n−1

p(w)Zz,k(U−1(w)) dσ(w)

=

∫
S2n−1

(p)(Zz,k ◦ U−1) dσ

= 〈p, Zz,k ◦ U−1〉. (1.19)

Por lo que
ZU(z),k = Zz,k ◦ U−1 (1.20)

para todo U ∈ O(2n). Evaluando U(z) en (1.20) tenemos

ZU(z),k(U(z)) = Zz,k ◦ U−1(U(z)) = Zz,k(z).
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Es decir, la función z 7→ Zz,k(z) es constante en S2n−1. Dicho valor constante coincide
con la dimensión de Hk, pues utilizando (1.18):

Zz,k(z) =

∫
S2n−1

Zz,k(z) dσ(z)

=

∫
S2n−1

hk∑
i=1

|pi(z)|2 dσ(z)

=

hk∑
i=1

∫
S2n−1

|pi(z)|2 dσ(z)

=

hk∑
i=1

‖pi‖2

= hk (1.21)

Además, por la desigualdad de Schwarz, (1.14) y (1.18)

|Zz,k(w)| = |〈Zz,k, Zw,k〉| ≤ ‖Zz,k‖‖Zw,k‖ =
√
hk
√
hk = hk. (1.22)

Aśı, todo armónico zonal de grado k alcanza su valor máximo en su polo y éste coincide
con dimHk = hk. Además, dado z ∈ S2n−1, Zz,k ◦ U = Zz,k para todo U ∈ O(2n)
que tenga al polo z como punto fijo, sólo se necesita evaluar U(w) en (1.20) para
w ∈ S2n−1. Antes de calcular el valor de hk veamos una forma de generalizar la
descomposición en series de Fourier de funciones cuadrado integrables f : S1 −→ C a
otras dimensiones.

Teorema 1.9. Si f ∈ L2(S2n−1), entonces

f(z) =
∞∑
m=0

〈f, Zz,m〉

en L2(S2n−1).

Demostración. Utilizando (1.12), expresamos a f como f =
∑∞

k=0 pk con pk ∈ Hk y
k ∈ Z+, donde la convergencia de la serie es en L2(S2n−1). Aśı,

〈f, Zz,m〉 = 〈
∞∑
k=0

pk, Zz,m〉 = 〈pm, Zz,m〉 = pm(z).

Por lo tanto,

f(z) =
∞∑
m=0

pm(z) =
∞∑
m=0

〈f, Zz,m〉.
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Notemos que dimHm(R2n) = dimHm = hm,

h0 = 1 y h1 = 2n,

pues H0(R2n) es el espacio de funciones constantes y H1(R2n) es el espacio de funciones
lineales en R2n. Calcularemos a continuación el valor de hm para m ≥ 2.

Si dimPm(R2n) = dm, por (1.11)

dm = hm + dm−2 (1.23)

para m ≥ 2. Además, {xα : |α| = m} forma una base para Pm(R2n), por lo que dm es
igual al número de multi-́ındices α = (α1, . . . , α2n) con |α| = m, esto es,

dm =

(
2n+m− 1

2n− 1

)
.

Despejando de (1.23), para m ≥ 2,

hm =

(
2n+m− 1

2n− 1

)
−
(

2n+m− 3

2n− 1

)
.

Por el triángulo de Pascal sabemos que
(
k+1
l

)
=
(
k
l

)
+
(
k
l−1

)
. Aśı,(

2n+m− 1

2n− 1

)
=

(
2n+m− 2

2n− 1

)
+

(
2n+m− 2

2n− 2

)
(

2n+m− 3

2n− 1

)
=

(
2n+m− 2

2n− 1

)
−
(

2n+m− 3

2n− 2

)
hm =

(
2n+m− 2

2n− 2

)
+

(
2n+m− 3

2n− 2

)
hm =

(
2n+m− 3

2n− 2

)[
2n+m− 2

m
+ 1

]
hm =

(
2n+m− 3

2n− 2

)[
2n+ 2m− 2

m

]
(1.24)

para m ≥ 2. En particular, para n = 1, hm = (m−1)!(2m)
(0)!(m−1)!(m)

= 2 para m ≥ 2. En este

caso, 1 = h0 < 2 = h1 = h2 = . . ., de hecho, Hm = span{eimθ, e−imθ} para m ∈ Z+.
Si n > 1, sea k = 2n− 2. Entonces k > 1 y por (1.24),

hm =
(2m+ k)(m+ k − 1)!

(k!)(m− 1)!(m)
=

(2m+ k)(m+ k − 1)(m+ k − 2) · · · (m+ 1)

k!

para m ≥ 2. Por lo tanto, 1 = h0 < 2n = h1 < h2 < . . . Además,

hm
mk

=
1

k!

(
2m+ k

m

)(
m+ k − 1

m

)(
m+ k − 2

m

)
· · ·
(
m+ 1

m

)
.

Luego,

ĺım
m→∞

hm
mk

=
2

k!
.

Como consecuencia, tenemos el siguiente resultado.
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Corolario 1.10. Existe una constante C > 0 tal que hm ≤ Cm2n−2 para todo m ∈ N.

Recordemos que un polinomio homogéneo está completamente determinado por
su restricción en S2n−1. Además, todo elemento p ∈ Hm tiene una única extensión a
un elemento p̃ ∈ Hm(R2n). Sea z ∈ Cn no nulo y p ∈ Hm, entonces

p̃(z) = |z|mp
(
z

|z|

)
= |z|m

∫
S2n−1

p(w)Zm

(
z

|z|
, w

)
dσ(w).

Por lo que

p̃(z) =

∫
S2n−1

p(w)Z̃m(z, w) dσ(w) (1.25)

para todo z ∈ Cn.

Teorema 1.11. La integral de Poisson de un polinomio f en R2n de grado m es un
polinomio de grado a lo más m. Además, para todo z ∈ Bn,

P [f ](z) =
m∑
k=0

∫
S2n−1

Z̃k(z, w)f(w) dσ(w).

Demostración. Del Corolario 1.8, tenemos que

f |S2n−1 =
m∑
k=0

pk (1.26)

con pk ∈ Hk, k = 0, . . . ,m.
Por la unicidad de la solución del problema de Dirichlet en Bn, tenemos

P [f ](z) =
m∑
k=0

p̃k(z) (1.27)

para z ∈ Bn, donde p̃k ∈ Hk(R2n), k = 0, . . . ,m.
Por (1.25) y (1.12), tenemos que∫

S2n−1

Z̃k(z, w)f(w) dσ(w) =
m∑
j=1

∫
S2n−1

Z̃k(z, w)p̃j(w) dσ(w)

=

∫
S2n−1

Z̃k(z, w)p̃k(w) dσ(w)

= p̃k(z) (1.28)

para z ∈ Cn. De (1.28) y (1.27),

P [f ](z) =
m∑
k=0

∫
S2n−1

Z̃k(z, w)f(w) dσ(w)

para z ∈ Bn.
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Utilizando (1.26), si f es un polinomio de grado m, entonces f |S2n−1 es ortogonal
a Hk para todo k > m. Este hecho junto con el Teorema 1.11 nos proporciona la
llamada expansión armónica zonal del núcleo de Poisson.

Teorema 1.12. Dado n ∈ N,

P (z, w) =
∞∑
m=0

Z̃m(z, w)

para z ∈ Bn y w ∈ S2n−1. La serie converge absoluta y uniformemente en K × S2n−1

para todo subconjunto compacto K de Bn.

Demostración. Sea n ∈ N. Por el Corolario 1.10 y la Ecuación 1.22, existe una cons-
tante C > 0 tal que

∣∣Z̃m(z, w)
∣∣ = |z|m

∣∣∣∣Zm( z

|z|
, w

)∣∣∣∣ ≤ |z|mhm ≤ Cm2n−2|z|m, (1.29)

para z ∈ Cn no nulo y w ∈ S2n−1. Como ĺım
m→∞

m
√
m2n−2 = 1, por el Teorema de

Cauchy-Hadamard
∞∑
m=0

Z̃m(z, w)

converge absoluta y uniformemente en K × S2n−1 para todo K ⊆ Bn compacto.

Además, para cada z ∈ Bn, tenemos por el Teorema 1.11

〈
f,
∞∑
m=0

Z̃z,m

〉
=

∫
S2n−1

∞∑
m=0

Z̃m(z, w)f(w) dσ(w)

= P [f ](z) =

∫
S2n−1

P (z, w)f(w) dσ(w) = 〈f, Pz〉

para todos los armónicos esféricos f . Como las sumas finitas de armónicos esféricos
son densos en L2(S2n−1), entonces

P (z, w) = Pz(w) =
∞∑
m=0

Z̃z,m(w) =
∞∑
m=0

Z̃m(z, w)

para z ∈ Bn y w ∈ S2n−1.

Uno de los principales resultados de esta sección se deduce del Teorema 1.12 y es
la llamada expansión homogénea de funciones armónicas.
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26 Caṕıtulo 1

Corolario 1.13. Si w ∈ Cn, r > 0 y f : B(w, r) −→ C es armónica, entonces existen
pm ∈ Hm(R2n) tales que

f(z) =
∞∑
m=0

pm(z − w)

para todo z ∈ B(w, r). La serie converge absoluta y uniformemente en subconjuntos
compactos de B(w, r).

Demostración. Por la unicidad de la expansión homogénea y como la dilatación y
traslación de funciones armónicas son armónicas, basta realizar la demostración su-
poniendo que f ∈ C(Bn) es armónica en Bn. Por el Teorema 1.12,

f(z) =

∫
S2n−1

P (z, w)f(w) dσ(w) =

∫
S2n−1

∞∑
m=0

Z̃m(z, w)f(w) dσ(w) (1.30)

para z ∈ Bn. Sean pm ∈ Hm(R2n) definidos por

pm(z) =

∫
S2n−1

Z̃m(z, w)f(w) dσ(w)

para z ∈ Cn. La serie
∑∞

m=0 pm converge absoluta y uniformemente en subconjuntos
compactos de Bn debido a que

|pm(z)| ≤
∫

S2n−1

|Z̃m(z, w)||f(w)| dσ(w)

=

∫
S2n−1

|z|m
∣∣∣∣Z̃m( z

|z|
, w

)∣∣∣∣ |f(w)| dσ(w)

≤
∫

S2n−1

|z|mhm|f(w)| dσ(w)

= hm|z|m
∫

S2n−1

|f | dσ

≤ Cm2n−2|z|m
∫

S2n−1

|f | dσ

para todo z ∈ Cn no nulo.
Aśı, por (1.30),

f(z) =
∞∑
m=0

∫
S2n−1

Z̃m(z, w)f(w) dσ(w) =
∞∑
m=0

pm(z) (1.31)

para z ∈ Bn.
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1.5. Funciones pluriarmónicas

Diremos que una función f : Bn −→ C con segundas derivadas continuas es plu-
riarmónica si

∂2f

∂zi∂zj
= 0,

para i, j = 1, . . . , n.

De esta definici”on se sigue que toda función anaĺıtica y toda función anti-anaĺıtica
definidas en la bola unitaria son funciones pluriarmónicas.

Notemos que si f es una función pluriarmónica, entonces su laplaciano es igual a
cero:

∆f = 4
n∑
k=1

∂2f

∂zk∂zk
= 0

y por lo tanto es armónica.

Para n = 1, de las definiciones se sigue que una función f : D −→ C es plu-
riarmónica si y sólo si es armónica. Esto no se cumple en otras dimensiones, por
ejemplo f : B2 −→ C definida por f(z1, z2) = z1z2 +z1z2 es una función armónica que
no es pluriarmónica.

La siguiente proposición nos dice que una función es pluriarmónica si y sólo si es
armónica en cada dirección.

Proposición 1.14. Dada una función f : Bn −→ C con segundas derivadas conti-
nuas, para a ∈ Bn y b ∈ Cn, definimos la función

fa,b : Ω −→ C
λ 7→ f(a+ λb)

donde Ω = {λ ∈ C : a + λb ∈ Bn} es una vecindad del cero. Entonces f es pluri-
armónica si y sólo si cada fa,b es armónica.

Demostración. Sea a = (a1, . . . , an) ∈ Bn y b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn. Aplicando la regla
de la cadena a la función fa,b = f ◦ h con h = (h1, . . . , hn) y

hk : Ω ⊆ C −→ C
λ 7→ ak + λbk

para cada k = 1, . . . , n, tenemos

(
∂

∂z
fa,b

)
(z) =

n∑
i=1

(
∂

∂zi
f

)
(w)(bi)
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para z ∈ Ω ⊆ C y w = h(z). Aśı,

(∆fa,b)(z) = 4
n∑
i=1

bi
∂

∂z

(
∂

∂zi
f(w)

)
= 4

n∑
i=1

bi

n∑
j=1

[
∂

∂zj

(
∂

∂zi
f

)]
(w)(bj)

= 4
n∑
i=1

n∑
j=1

bjbi

(
∂2

∂zj∂zi
f

)
(w)

= 4〈Hf (w)b, b〉 (1.32)

para z ∈ Ω ⊆ C y w = h(z), donde Hf (w) es la matriz Hessiana compleja de f en w; es

decir, Hf (w) es la matriz de orden n×n cuyos elementos son
(
Hf (w)

)
i,j

= ∂2

∂zj∂zi
f(w)

para w = h(z). En particular, para z = 0, w = h(0) = a y por (1.32), cada fa,b es
armónica si y sólo si f es pluriarmónica.

Una consecuencia inmediata de la Proposición 1.14 y la Proposición 1.6 es el
siguiente corolario.

Corolario 1.15. Si {fm}m∈N es una sucesión de funciones pluriarmónicas en Ω que
convergen uniformemente a f en cada subconjunto compacto de Ω, entonces f es
pluriarmónica en Ω.

Sea ∆̃ el operador de Laplace-Beltrami definido por

(∆̃f)(z) = (1− |z|2)

[
(∆f)(z)− 4

n∑
i,j=1

zizj
∂2f

∂zi∂zj
(z)

]
,

para z ∈ Bn.

Teorema 1.16. Una función f : Bn −→ C es pluriarmónica si y sólo si ∆f = 0 y
∆̃f = 0.

Demostración. Si f : Bn −→ C es una función pluriarmónica, entonces claramente
∆f = 0 y ∆̃f = 0. Ahora, si f : Bn −→ C es una función con ∆f = 0 y ∆̃f = 0,
definimos el operador Λ por

(Λg)(z) =
n∑

i,j=1

zizj
∂2g

∂zi∂zj
(z)

para z ∈ Bn y g : Bn −→ C.
Dado que ∆f = 0, f es una función armónica. Por el Corolario 1.13 puede expre-

sarse como la serie

f(z) =
∞∑
k=0

fk(z) (1.33)
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para z ∈ Bn, en donde fk ∈ Hk. La serie converge absoluta y uniformemente en
subconjuntos compactos de Bn.

Como ∆f = 0 y ∆̃f = 0, entonces Λf = 0. Utilizando (1.33) y el hecho de que
Λfk ∈ Hk para cada k ∈ Z+, tenemos

Λfk = 0 (1.34)

para k ∈ Z+. Además, por (1.10), cada fk se puede expresar como

fk(z) =
∑
p+q=k

fp,q(z) (1.35)

para z ∈ Bn, en donde fp,q ∈ H(p, q). Sea M el monomio en H(p, q) definido por

M(z) = czα1
1 · · · zαnn zβ11 · · · zβnn = czαzβ,

con |α| = p y |β| = q. Como

zizj
∂2

∂zi∂zj
czα1

1 · · · zαnn zβ11 · · · zβnn = cαiβjz
α1
1 · · · zαnn zβ11 · · · zβnn ,

entonces ΛM = pqM y por lo tanto Λfp,q = pqfp,q para cada p, q ∈ Z+.
Utilizando (1.34) y la ecuación anterior, tenemos que pqfp,q = 0 para cada p, q ∈ Z+.

Es decir, fp,q = 0 para todos p y q tales que pq 6= 0. Por (1.35),

fk = fk,0 + f0,k (1.36)

para cada k ∈ N. Los polinomios fk,0 y f0,k son funciones anaĺıticas. Esto muestra
que para k ∈ Z+, fk es un polinomio pluriarmónico. Por (1.33) y el Corolario 1.15, f
es una función pluriarmónica.

Notemos que el Teorema 1.16 se pudo demostrar utilizando la Ecuación 1.32,
sin embargo quisimos enfatizar la expansión homogénea vista en (1.31) para funcio-
nes pluriarmónicas. Utilizando la misma notación que en la demostración pasada, si
f : Bn −→ C es pluriarmónica, por (1.33) y (1.36),

f(z) = f0(z) +
∞∑
k=1

fk,0(z) +
∞∑
k=1

f0,k(z) (1.37)

para z ∈ Bn, en donde las series convergen absoluta y uniformemente en subconjun-
tos compactos de Bn. Como f0 es un polinomio constante y fk,0, f0,k son funciones
anaĺıticas, definiendo

g(z) =
1

2
f0(z) +

∞∑
k=1

fk,0(z) y h(z) =
1

2
f0(z) +

∞∑
k=1

f0,k(z) (1.38)

y utilizando (1.37) se demuestra uno de los principales resultados de esta sección:
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30 Caṕıtulo 1

Proposición 1.17. Una función f : Bn −→ C es pluriarmónica si y sólo si existen
funciones g, h : Bn −→ C anaĺıticas tales que

f = g + h

con g(0) = h(0). En este caso, la descomposición es única.
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Caṕıtulo 2

Espacios de Bergman

En este caṕıtulo repasamos las propiedades más importantes de los núcleos re-
productores de los espacios de Bergman anaĺıtico y anti-anaĺıtico, aśı como de las
proyecciones de Bergman y anti-Bergman asociadas a estos espacios. Como bien es
tratado en [12] y [13], muchas de estas propiedades se cumplen en los espacios de
Bergman armónico y pluriarmónico. Los resultados de la primera sección se pueden
revisar en [23].

2.1. Espacios de Bergman anaĺıtico y anti-anaĺıtico

sobre D
Sea v la medida de área normalizada en D. En coordenadas rectángulares y polares

dv(w) =
1

π
dxdy =

1

π
r dr dθ,

con w = x+ iy = reiθ.
Definimos ahora el espacio de Bergman anaĺıtico del disco A2(D) como el

espacio de las funciones anaĺıticas en L2(D) = L2(D,Σ, dv).
El espacio de Bergman anaĺıtico A2(D) es un subespacio cerrado de L2(D), esto

equivale a que la función evaluación puntual es una función continua. Es decir, para
cada z ∈ D, la evaluación puntual

ϕ : A2(D) −→ C
f 7→ f(z)

es un funcional lineal acotado.
Por el Teorema de Representación de Riesz existe un único elemento Kz ∈ A2(D)

tal que para todo f ∈ A2(D), ϕ(f) = 〈f,Kz〉; es decir,

f(z) =

∫
D

fKz dv.
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32 Caṕıtulo 2

La función
K : D× D −→ C

(z, w) 7→ Kz(w)

se llama el núcleo de Bergman de D y tiene la propiedad reproductora:

f(z) =

∫
D

f(w)K(z, w) dv(w),

para f ∈ A2(D) y z ∈ D.
El núcleo de Bergman K es una forma hermitiana que es anaĺıtica en la primera

variable y anti-anaĺıtica en la segunda variable.
Como A2(D) es un subespacio cerrado de L2(D) y este último espacio es separable,

se sigue que A2(D) es separable. De hecho, {ϕk}k∈Z+ con ϕk(z) =
√
k + 1zk, k ∈ Z+

y z ∈ D es una base ortonormal para A2(D). Aśı, podemos escribir a K en forma
expĺıcita:

K(z, w) =
∞∑
k=0

〈Kz, ϕk〉ϕk(w) =
∞∑
k=0

ϕk(z)ϕk(w) =
∞∑
k=0

(k + 1)(zw)k =
1

(1− zw)2
,

para w, z ∈ D. Tenemos que el núcleo reproductor de Bergman normalizado

kz =
Kz

‖Kz‖

converge débilmente a cero cuando |z| → 1−. Donde

‖Kz‖ =
√
〈Kz, Kz〉 =

√
K(z, z) =

1

1− |z|2
. (2.1)

Como A2(D) es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L2(D), entonces existe
la proyección ortogonal B de L2(D) sobre A2(D), la cual es llamada la proyección
de Bergman. La proyección de Bergman coincide con el operador integral con núcleo
de Bergman; es decir, B tiene la representación integral

(Bf)(z) =

∫
D

f(w)K(z, w) dv(w) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2
dv(w), (2.2)

para f ∈ L2(D) y z ∈ D.
Definimos el espacio de Bergman anti-anaĺıtico del disco A2(D) como el

espacio de las funciones anti-anaĺıticas en L2(D).
Consideremos el operador unitario J : L2(D) −→ L2(D) definido por (Jf)(z) = f(z).

Notemos que J
(
A2(D)

)
= A2(D). Por lo tanto, A2(D) es cerrado y su núcleo repro-

ductor es

K(z, w) =
1

(1− zw)2
,
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al cual llamamos el núcleo de Bergman anti-anaĺıtico de D y tiene la propiedad

f(z) =

∫
D

f(w)K(z, w) dv(w),

para f ∈ A2(D) y z ∈ D. La proyección ortogonal B de L2(D) sobre su subespacio
cerrado A2(D) es llamada la proyección de Bergman anti-anaĺıtica y tiene la
representación integral

(Bf)(z) =

∫
D

f(w)K(z, w) dv(w) =

∫
D

f(w)

(1− zw)2
dv(w),

para f ∈ L2(D) y z ∈ D.

2.2. Espacio de Bergman armónico sobre D
Este espacio está relacionado con los espacios de Bergman anaĺıtico y anti-anaĺıti-

co, por lo que muchas de las propiedades que satisfacen estos últimos se cumplen
también para el espacio de Bergman armónico.

El espacio de Bergman armónico del disco b2(D) es el espacio de las funciones
armónicas en L2(D).

La siguiente proposición nos ayudará a establecer que cada evaluación puntual es
continua en b2(D).

Proposición 2.1. Dado z ∈ D existe una constante C tal que

|f(z)| ≤ C‖f‖
para toda f ∈ b2(D).

Demostración. Sea z ∈ D y r = 1−|z|
2

. Aplicando la Proposición 1.4 para f en
B(z, r) ⊆ D obtenemos

|f(z)| ≤ 1

r2

∫
B(z,r)

|f(w)| dv(w).

Entonces,

|f(z)| ≤ 1

r2

∫
D

|f(w)χ
B(z,r)

(w)| dv(w)

≤ 1

r2

∫
D

|f(w)|2 dv(w)

1/2
 ∫
B(z,r)

dv(w)


1/2

=
1

r2
‖f‖(r2)1/2

=
1

r
‖f‖.
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Mostraremos a continuación que el espacio de funciones armónicas b2(D) es un
espacio de Hilbert.

Teorema 2.2. El espacio de Bergman armónico b2(D) es un subespacio cerrado de
L2(D).

Demostración. Supongamos que {fm}m∈N es una sucesión de funciones armónicas que
converge a una función f en L2(D). Sea K un subconjunto compacto de D. Por la
Proposición 2.1 existe una constante CK tal que

|fm(z)− fk(z)| ≤ CK‖fm − fk‖

para todo z ∈ K y m, k ∈ N. Dado que {fm}m∈N es una sucesión de Cauchy en
b2(D) ⊆ L2(D), la desigualdad anterior implica que {fm}m∈N es una sucesión de
Cauchy en C(K). Por lo que {fm}m∈N converge uniformemente en K, entonces por la
Proposición 1.6, {fm}m∈N converge uniformemente en subconjuntos compactos de D
a una función armónica g en D. Por otro lado, como {fm}m∈N converge a f en L2(D),
alguna subsucesión de {fm}m∈N converge a f puntualmente casi en todas partes de
D. Se sigue que f = g casi en todas partes y por lo tanto f ∈ b2(D).

Por la Proposición 2.1, para cada z ∈ D la función

ϕ : b2(D) −→ C
f 7→ f(z)

es un funcional lineal acotado en el espacio de Hilbert b2(D). Por el Teorema de
Representación de Riesz existe una única función Rz en b2(D) tal que ϕ(f) = 〈f,Rz〉,
esto es,

f(z) =

∫
D

fRz dv

para cada f ∈ b2(D). La función R(z, w) = Rz(w) se llama núcleo de Bergman
armónico de D.

Demos una base ortonormal para b2(D) y en encontremos una expresión del núcleo
de Bergman armónico de D. Sean

e0(z) = 1 = ϕ0(z),

e2m−1(z) =
√
m+ 1zm = ϕm(z),

e2m(z) =
√
m+ 1zm = ϕm(z) (2.3)
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para m ∈ N y z ∈ D, donde {ϕm}m∈Z+ es base ortonormal para A2(D). Notemos que
para m, k ∈ Z+,

∫
D

zmzk dv(z) =
1

π

1∫
0

2π∫
0

(rmeimθ)(rke−ikθ)r dr dθ =
1

π

1∫
0

rm+k+1 dr

2π∫
0

e(m−k)iθ dθ,

(2.4)∫
D

zmzk dv(z) =
1

π

1∫
0

2π∫
0

(rmeimθ)(rkeikθ)r dr dθ =
1

π

1∫
0

rm+k+1 dr

2π∫
0

e(m+k)iθ dθ,

(2.5)∫
D

zmzk dv(z) =
1

π

1∫
0

2π∫
0

(rme−imθ)(rke−ikθ)r dr dθ =
1

π

1∫
0

rm+k+1 dr

2π∫
0

e(−m−k)iθ dθ,

(2.6)

donde (2.4) se anula para m 6= k, (2.5) y (2.6) se anulan para todo m, k ∈ N. Además,

∫
D

zmzm dv(z) =
1

π

1∫
0

r2m+1 dr

2π∫
0

dθ =
2(r2m+2)

2m+ 2

∣∣∣∣1
0

=
1

m+ 1

para todo m ∈ Z+. Estos cálculos junto con la Proposición 1.17 muestran que
{en}n∈Z+ es una base ortonormal para b2(D).

Teorema 2.3. El núcleo de Bergman armónico está dado expĺıcitamente por

R(z, w) =
1

(1− zw)2
+

1

(1− zw)2
− 1, (2.7)

para w, z ∈ D.

Demostración. Recordemos {ϕk}k∈Z+∪ {ϕk}k∈N ordenados como en (2.3) es una base
ortonormal para b2(D). Aśı, dados z, w ∈ D,

R(z, w) = Rz(w)

=
∑
k∈Z+

〈Rz, ϕk〉ϕk(w) +
∑
k∈N

〈Rz, ϕk〉ϕk(w)

=
∑
k∈Z+

〈ϕk, Rz〉ϕk(w) +
∑
k∈N

〈ϕk, Rz〉ϕk(w)

=
∑
k∈Z+

ϕk(z)ϕk(w) +
∑
k∈N

ϕk(z)ϕk(w).
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Entonces

R(z, w) =
∑
k∈Z+

(k + 1)(zw)k +
∑
k∈N

(k + 1)(zw)k

=
1

(1− zw)2
+

1

(1− zw)2
− 1, (2.8)

para w, z ∈ D.

El núcleo de Bergman anaĺıtico en A2(D) es una forma hermitiana que es anaĺıtica
en la primera variable y anti-anaĺıtica en la segunda variable. Sin embargo, el núcleo
de Bergman armónico en b2(D) es real y simétrico como se muestra a continuación:
Sean w, z ∈ D, entonces

R(z, w) =
1

(1− zw)2
+

1

(1− zw)2
− 1

=
1

(1− zw)2
+

1

(1− zw)2
− 1

= R(z, w).

R(z, w) =
1

(1− zw)2
+

1

(1− zw)2
− 1

=
1

(1− wz)2
+

1

(1− wz)2
− 1

= R(w, z)

= R(w, z).

Observemos que el Teorema 2.3 muestra que el núcleo de Bergman armónico de D
está en términos del núcleo de Bergman del espacio A2(D) y de su conjugado:

Rz = Kz +Kz − 1 (2.9)

El objetivo de la siguiente proposición es acotar la norma del núcleo reproductor
armónico.

Proposición 2.4. La norma del núcleo reproductor armónico satisface

1

1− |z|2
< ‖Rz‖ <

√
2

1− |z|2
.

Demostración. Tomando z = w en (2.7) tenemos

R(z, z) =
2

(1− |z|2)2
− 1.

Cinvestav Departamento de Matemáticas
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Observemos que
1

(1− |z|2)2
<

2

(1− |z|2)2
− 1 <

2

(1− |z|2)2

y que

‖Rz‖2 = 〈Rz, Rz〉 =

∫
D

R(z, w)R(z, w) dv(w) = R(z, z) = R(z, z).

Por lo tanto, 1
1−|z|2 < ‖Rz‖ <

√
2

1−|z|2 .

Al igual que el núcleo de Bergman anaĺıtico normalizado, el núcleo de Bergman
armónico normalizado converge débilmente a cero conforme los puntos se acercan a
S1. Esto será útil para caracterizar la compacidad de ciertos operadores.

Teorema 2.5. El núcleo reproductor armónico normalizado rz = Rz
‖Rz‖ converge a

cero débilmente en b2(D) cuando |z| → 1.

Demostración. Sea f un elemento del espacio dual de b2(D), por el Teorema de Re-
presentación de Riesz, existe g ∈ b2(D) tal que

f

(
Rz

‖Rz‖

)
=

1

‖Rz‖
f(Rz) =

1

‖Rz‖
〈Rz, g〉 =

1

‖Rz‖
g(z),

para z ∈ D. Por lo tanto,

|f(rz)| =
|g(z)|
‖Rz‖

.

Utilizando la Proposición 2.4, tenemos

1√
2

(1− |z|2)|g(z)| < |f(rz)| < (1− |z|2)|g(z)|,

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la función g es acotada, pues por el
Lema 2.10, b2(D) ∩ L∞(D) es denso en b2(D). Por lo tanto,

(1− |z|2)|g(z)| ≤ (1− |z|2)‖g‖

para toda z ∈ D y esta última expresión tiende a cero cuando |z| → 1, por lo que

ĺım
|z|→1
|f(rz)| = 0.

Aśı, el núcleo reproductor armónico normalizado converge a cero débilmente en b2(D)
cuando |z| → 1.

La proyección ortogonal Q de L2(D) sobre su subespacio cerrado b2(D) se llama la
proyección de Bergman armónica en D y por el Teorema 2.3 se puede representar
en términos de las proyecciones ortogonales de Bergman en los espacios anaĺıtico y
anti-anaĺıtico de D:
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Teorema 2.6. La proyección de Bergman armónica Q tiene la representación

Qf = Bf +Bf −
∫
D

f dv,

para f ∈ L2(D), donde B es la proyección de Bergman anaĺıtica en A2(D) y B la

proyección de Bergman anti-anaĺıtica en A
2
(D).

Demostración. Sean z ∈ D y f ∈ L2(D). Entonces de la propiedad reproductora del
núcleo, tenemos

(Qf)(z) = 〈Qf,Rz〉
= 〈f,QRz〉
= 〈f,Rz〉

=

∫
D

f(w)R(z, w) dv(w)

=

∫
D

f(w)

(
1

(1− zw)2
+

1

(1− zw)2
− 1

)
dv(w)

=

∫
D

f(w)

(1− zw)2
dv(w) +

∫
D

f(w)

(1− zw)2
dv(w)−

∫
D

f(w) dv(w)

= (Bf)(z) + (Bf)(z)−
∫
D

f(w) dv(w).

Esto es, Q puede escribirse como

Q = B +B + S,

donde B y B son las proyecciones de Bergman en A2(D) y A
2
(D) respectivamente y

S es el operador integral dado por

(Sf)(z) = −
∫
D

f(w) dv(w),

para z ∈ D Este operador es unidimensional y por lo tanto compacto.

2.3. Espacio de Bergman armónico sobre Bn

A diferencia de lo que sucede en el disco, el núcleo reproductor del espacio de
Bergman armónico en Bn con n > 1 no se puede representar en términos de los núcleos
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de Bergman anaĺıtico y anti-anaĺıtico. Sin embargo, veremos una representación del
mismo en términos de armónicos esféricos.

El espacio de Bergman armónico de la bola unitaria b2(Bn) es el espacio de
las funciones armónicas en L2(Bn). La siguiente proposición nos ayudará a verificar
que cada evaluación puntual es continua en b2(Bn).

Proposición 2.7. Dado z ∈ Bn existe una constante C tal que

|f(z)| ≤ C‖f‖

para toda f ∈ b2(Bn).

Demostración. Sea z ∈ Bn y r = 1−|z|
2

. Aplicando la Proposición 1.4 para f en
B(z, r) ⊆ Bn obtenemos

|f(z)| ≤ 1

v
(
B(z, r)

) ∫
B(z,r)

|f(w)| dv(w).

Entonces

|f(z)| ≤ 1

v
(
B(z, r)

) ∫
Bn

|f(w)χ
B(z,r)

(w)| dv(w)

≤ 1

v
(
B(z, r)

)
∫

Bn

|f(w)|2 dv(w)

1/2
 ∫
B(z,r)

dv(w)


1/2

=
1

v
(
B(z, r)

)‖f‖[v(B(z, r)
)1/2
]

=
1

v
(
B(z, r)

)1/2
‖f‖.

Teorema 2.8. El espacio de Bergman armónico b2(Bn) es un subespacio cerrado de
L2(Bn).

Demostración. Supongamos que {fm}m∈N es una sucesión de funciones armónicas que
converge a una función f en L2(Bn). Sea K un subconjunto compacto de Bn. Por la
Proposición 2.7 existe una constante CK tal que

|fm(z)− fk(z)| ≤ CK‖fm − fk‖

para todo z ∈ K y m, k ∈ N. Dado que {fm}m∈N es una sucesión de Cauchy en
b2(Bn) ⊆ L2(Bn), la desigualdad anterior implica que {fm}m∈N es una sucesión de
Cauchy en C(K). Por lo que {fm}m∈N converge uniformemente en K, entonces por
la Proposición 1.6, {fm}m∈N converge uniformemente en subconjuntos compactos de
Bn a una función armónica g en Bn. Por otro lado, como {fm}m∈N converge a f en
L2(Bn), alguna subsucesión de {fm}m∈N converge a f puntualmente casi en todas
partes de Bn. Se sigue que f = g casi en todas partes y por lo tanto f ∈ b2(Bn).
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Por la Proposición 2.7, para cada z ∈ Bn la función

ϕ : b2(Bn) −→ C
f 7→ f(z)

es un funcional lineal acotado en el espacio de Hilbert b2(Bn). Por el Teorema de
Representación de Riesz existe una única función Rz en b2(Bn) tal que ϕ(f) = 〈f,Rz〉;
esto es,

f(z) =

∫
Bn

fRz dv (2.10)

para cada f ∈ b2(Bn). La función R(z, w) = Rz(w) se llama núcleo de Bergman
armónico de Bn.

Cuando n = 1, podemos dar una base ortonormal expĺıcita para b2(D) y con ella
hallar una expresión del núcleo de Bergman armónico de D en términos de los núcleos
de Bergman anaĺıtico y anti-anaĺıtico como se realizó en la sección anterior. Cuando
n > 1, esto no es posible. Sin embargo, deducimos algunas propiedades del núcleo de
Bergman armónico en Bn con los mismos métodos que utilizamos en la Sección 1.4
para los armónicos zonales.

Dado z ∈ Bn, sea u = ImRz. Tenemos que u ∈ b2(Bn) es real valuada y por (2.10),

0 = Imu(z) = Im

∫
Bn

uRz dv = −
∫
Bn

u ImRz dv = −
∫
Bn

(ImRz)
2 dv.

Por lo que ImRz = 0; es decir, Rz es real valuada para cada z ∈ Bn.
Como L2(Bn) es un espacio de Hilbert y b2(Bn) ⊆ L2(Bn) es cerrado por el Teo-

rema 2.8, entonces b2(Bn) es un espacio de Hilbert separable. Sea {φm}m∈N una base
ortonormal para b2(Bn). Entonces, para todo w, z ∈ Bn,

Rw(z) =
∞∑
m=1

〈Rw, φm〉φm(z)

=
∞∑
m=1

φm(w)φm(z)

=
∞∑
m=1

φm(z)φm(w)

=
∞∑
m=1

φm(z)φm(w)

=
∞∑
m=1

〈Rz, φm〉φm(w)

= Rz(w). (2.11)

Es decir, R(w, z) = R(z, w) para todo w, z ∈ Bn.
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Además,

‖Rz‖2 = 〈Rz, Rz〉 = Rz(z)

para todo z ∈ Bn.

La proyección ortogonal Q de L2(Bn) sobre su subespacio cerrado b2(Bn) se llama
la proyección de Bergman armónica en Bn. Utilizando la propiedad reproductora
de R podemos representar a la proyección de Bergman armónica en Bn como un
operador integral:

(Qf)(z) = 〈Qf,Rz〉 = 〈f,Rz〉 =

∫
Bn

f(w)R(z, w) dv(w) (2.12)

para f ∈ L2(Bn) y z ∈ Bn.

Para representar la proyección de Bergman armónica en Bn en términos de armóni-
cos zonales, empezamos extendiendo la definición de armónico zonal de (1.15) ho-

mogéneamente; es decir, Z̃0 = 1 y para k > 0, Z̃k : Cn × Cn −→ C se define por

Z̃k(w, z) = |w|k|z|kZk
(
w

|w|
,
z

|z|

)

para w, z ∈ Cn no nulos. Si w o z son iguales a 0, Z̃k(w, z) = 0. Por (1.14) y (1.17),

Z̃k ∈ Hk(R2n) y Z̃k es simétrica y real valuada para todo k ∈ Z+. Utilizando (1.25) y

(1.9), obtenemos la siguiente propiedad reproductora de (1 + k
n
)Z̃k.

∫
Bn

f(w)
(

1 +
k

n

)
Z̃k(z, w)dv(w) = 2n

1∫
0

∫
S2n−1

r2n−1f(rζ)
(

1 +
k

n

)
Z̃k(z, rζ) dr dσ(ζ)

= 2n

1∫
0

r2n+2k−1 dr
(

1 +
k

n

) ∫
S2n−1

f(ζ)Z̃k(z, ζ) dσ(ζ)

= 2n

1∫
0

r2n+2k−1 dr
(

1 +
k

n

)
f(z)

=
2n

2n+ 2k

(
1 +

k

n

)
f(z)

= f(z) (2.13)

para f ∈ Hk(R2n) y z ∈ Cn.
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Lema 2.9. Si m 6= k, entonces Hm(R2n) es ortogonal a Hk(R2n) en L2(Bn).

Demostración. Para f ∈ Hk(R2n) y g ∈ Hm(R2n) se tiene

〈f, g〉 =

∫
Bn

f(z)g(z) dv(z)

=

∫
Bn

|z|kf
(
z

|z|

)
|z|mg

(
z

|z|

)
dv(z)

= 2n

1∫
0

rk+m+2n−1 dr

∫
S2n−1

f(w)g(w) dσ(w). (2.14)

Como Hm y Hk son ortogonales en L2(S2n−1) para m 6= k,∫
S2n−1

f(w)g(w) dσ(w) = 0. (2.15)

Por (2.14) y (2.15) se sigue que Hm(R2n) y Hk(R2n) son ortogonales en L2(Bn) para
m 6= k.

Utilizando el Lema 2.9 y la propiedad reproductora de (2.13) tenemos

f(z) =

〈
f,

m∑
k=0

(
1 +

k

n

)
Z̃z,k

〉
(2.16)

para todo polinomio armónico f de grado m.

Lema 2.10. El conjunto de polinomios armónicos es denso en b2(Bn).

Demostración. Es consecuencia inmediata del Corolario 1.13, que las dilataciones son
armónicas y de que C(Bn) es denso en L2(Bn).

Teorema 2.11.

R(w, z) =
∞∑
k=0

(
1 +

k

n

)
Z̃k(w, z)

para w, z ∈ Bn, donde la serie converge absoluta y uniformemente en K × Bn para
todo compacto K ⊆ Bn.

Demostración. Utilizando (1.22) y el Corolario 1.10, para w, z ∈ Bn no nulos se tiene

|Z̃k(w, z)| = |w|k|z|k
∣∣∣∣Zk( w

|w|
,
z

|z|

)∣∣∣∣ ≤ |w|k|z|khk ≤ |w|k|z|kCk2n−2.
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Como ĺım
k→∞

k

√
(1 + k

n
)k2n−2 = 1, por el teorema de Cauchy-Hadamard la serie

φw(z) :=
∞∑
k=0

(
1 +

k

n

)
Z̃k(w, z)

converge absoluta y uniformemente en K×Bn para todo compacto K ⊆ Bn. Notemos

que Z̃w,k

∣∣∣
Bn
∈ b2(Bn) para k ∈ Z+, implica que φw ∈ b2(Bn) por el Teorema 2.8.

Por (2.16),

〈f, φw〉 = f(w) = 〈f,Rw〉

para w ∈ Bn y todo polinomio armónico f . Por el Lema 2.10, Rw = φw para todo
w ∈ Bn; es decir,

R(w, z) =
∞∑
k=0

(
1 +

k

n

)
Z̃k(w, z)

para w, z ∈ Bn.

Si f es un polinomio de grado m en R2n, entonces su dilatación fr también es un
polinomio de grado m para cada 0 < r < 1. Por el Corolario 1.8∫

S2n−1

f(rζ)Zk,w(ζ) dσ(ζ) = 0

para k > m y 0 < r < 1. Aśı,∫
Bn

f(z)Z̃k(w, z) dv(z) =

∫
Bn

f(z)|z|kZw,k
(
z

|z|

)
dv(z)

= 2n

1∫
0

rk+2n−1

∫
S2n−1

f(rζ)Zw,k(ζ) dσ(ζ) dr

= 0 (2.17)

para todo k > m. Finalmente, del Teorema 2.11, (2.12) y (2.17) se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 2.12. Si f es un polinomio de grado m en R2n, entonces Q(f) es un
polinomio de grado menor o igual a m. Además,

(Qf)(z) =
m∑
k=0

(
1 +

k

n

)∫
Bn

f(w)Z̃k(z, w) dv(w)

para z ∈ Bn.
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2.4. Espacio de Bergman pluriarmónico sobre Bn
con peso

Debido a que toda función pluriarmónica en Bn es la suma de una función anaĺıtica
y una función anti-anaĺıtica por la Proposición 1.17, este espacio se vincula con los
espacios de Bergman anaĺıtico y anti-anaĺıtico en la bola unitaria.

Sea µ : (0, 1) −→ R+ medible tal que {r ∈ (0, 1) : µ(r) > 0} tiene medida igual a
uno y∫

Bn

µ(|z|) dv(z) = 2n

1∫
0

µ(r)r2n−1 dr

∫
S2n−1

dσ = 2n

1∫
0

µ(r)r2n−1 dr es finita,

donde v es la medida de volumen de Lebesgue normalizada en Bn y σ es la medida
de superficie de Lebesgue normalizada en S2n−1.

El espacio de Bergman pluriarmónico con peso b2
µ(Bn) es el espacio de las

funciones pluriarmónicas en L2
µ(Bn) := L2(Bn,Σ, vµ), donde vµ es la medida definida

por dvµ(z) = µ(|z|) dv(z).

Proposición 2.13. Dado z ∈ Bn existe una constante C tal que

|f(z)| ≤ C‖f‖

para toda f ∈ b2
µ(Bn).

Demostración. Sea z ∈ Bn y r = 1−|z|
2

. Aplicando la Propiedad del Valor Medio 1.8
para f en ∂B(z, r):

f(z) =

∫
S2n−1

f(z + rw) dσ(w)

y después integrando en coordenadas polares obtenemos

|f(z)| ≤ 1

vµ
(
B(z, r)

) ∫
B(z,r)

|f(w)| dvµ(w).

Por lo tanto

|f(z)| ≤ 1

vµ
(
B(z, r)

) ∫
Bn

|f(w)χ
B(z,r)

(w)| dvµ(w)

≤ 1

vµ
(
B(z, r)

)
∫

Bn

|f(w)|2 dvµ(w)

1/2
 ∫
B(z,r)

dvµ(w)


1/2

=
1

vµ
(
B(z, r)

)‖f‖[vµ(B(z, r)
)]1/2

=
1

vµ
(
B(z, r)

)1/2
‖f‖.
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Teorema 2.14. El espacio de Bergman pluriarmónico b2
µ(Bn) es un subespacio ce-

rrado de L2
µ(Bn).

Demostración. Supongamos que {fm}m∈N es una sucesión de funciones pluriarmóni-
cas que converge a una función f en L2

µ(Bn). Sea K un subconjunto compacto de Bn.
Por la Proposición 2.13 existe una constante CK tal que

|fm(z)− fk(z)| ≤ CK‖fm − fk‖

para todo z ∈ K y m, k ∈ N. Dado que {fm}m∈N es una sucesión de Cauchy en
b2
µ(Bn) ⊆ L2

µ(Bn), la desigualdad anterior implica que {fm}m∈N es una sucesión de
Cauchy en C(K). Por lo que {fm}m∈N converge uniformemente en K, entonces por
el Corolario 1.15, {fm}m∈N converge uniformemente en subconjuntos compactos de
Bn a una función pluriarmónica g en Bn. Por otro lado, como {fm}m∈N converge a f
en L2

µ(Bn), alguna subsucesión de {fm}m∈N converge a f puntualmente casi en todas
partes de Bn. Se sigue que f = g casi en todas partes y por lo tanto f ∈ b2

µ(Bn).

Por la Proposición 2.13, para cada z ∈ Bn la función

ϕ : b2
µ(Bn) −→ C
f 7→ f(z)

es un funcional lineal acotado en el espacio de Hilbert b2
µ(Bn). Por el Teorema de

Representación de Riesz existe una única función Rµ
z en b2

µ(Bn) tal que ϕ(f) = 〈f,Rµ
z 〉,

esto es,

f(z) =

∫
Bn

fRµ
z dvµ (2.18)

para cada f ∈ b2
µ(Bn). La función Rµ(z, w) = Rµ

z (w) se llama núcleo de Bergman
pluriarmónico de Bn.

Damos una base ortonormal expĺıcita para b2
µ(Bn) para encontrar una expresión

del núcleo de Bergman pluriarmónico de Bn. Sean

eα,0(z) =

√
(n− 1 + |α|)!

(n− 1)!α!

2n

1∫
0

t2|α|+2n−1µ(t) dt

−
1
2

zα = ϕα(z),

e0,β(z) =

√
(n− 1 + |β|)!

(n− 1)!β!

2n

1∫
0

t2|β|+2n−1µ(t) dt

−
1
2

zβ = ϕβ(z) (2.19)
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para |α|, |β| ∈ Z+ y z ∈ Bn, donde {ϕα}|α|∈Z+ es base ortonormal para el espacio de
Bergman anĺıtico con peso A2

µ(Bn). Notemos que para α, β ∈ Zn+,

∫
Bn

zαzβ dv(z) = 2n

1∫
0

r|α|+|β|+2n−1µ(r) dr

∫
S2n−1

wαwβ dσ(w), (2.20)

∫
Bn

zαzβ dv(z) = 2n

1∫
0

r|α|+|β|+2n−1µ(r) dr

∫
S2n−1

wαwβ dσ(w), (2.21)

∫
Bn

zαzβ dv(z) = 2n

1∫
0

r|α|+|β|+2n−1µ(r) dr

∫
S2n−1

wαwβ dσ(w), (2.22)

donde (2.20) se anula para α 6= β, (2.21) y (2.22) se anulan para todo α, β distintos
de (0, . . . , 0) por la invarianza de σ bajo rotaciones. Además,

∫
Bn

zαzα dv(z) = 2n

1∫
0

r2|α|+2n−1µ(r) dr

∫
S2n−1

|wα|2 dσ(w) (2.23)

para α ∈ Z+, donde ∫
S2n−1

|wα|2 dσ(w) =
(n− 1)!α!

(n− 1 + α)!
, (2.24)

ya que por el Teorema de Fubini∫
Cn

|zα|2e−|z|2 dV (z) =
n∏
k=1

∫
R2

(x2 + y2)αke−(x2+y2) dx dy

=
n∏
k=1

∞∫
0

rαke−r
(1

2

)
dr

2π∫
0

dθ

=
n∏
k=1

π

∞∫
0

rαke−r dr

= πn
n∏
k=1

Γ(αk + 1)

= πnα! (2.25)

donde V es la medida de Lebesgue en Bn; es decir,

dV = V (Bn) dv.
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Por otro lado, integrando en coordenadas polares tenemos∫
Cn

|zα|2e−|z|2 dV (z) = 2nV (Bn)

∞∫
0

r2|α|+2n−1e−r
2

dr

∫
S2n−1

|wα|2 dσ(w)

= 2nV (Bn)

∞∫
0

t|α|+n−
1
2 e−t

(
t−

1
2

2

)
dt

∫
S2n−1

|wα|2 dσ(w)

= nV (Bn)Γ(|α|+ n)

∫
S2n−1

|wα|2 dσ(w)

= nV (Bn)(|α|+ n− 1)!

∫
S2n−1

|wα|2 dσ(w). (2.26)

Comparando (2.25) y (2.26) obtenemos∫
S2n−1

|wα|2 dσ(w) =
πnα!

nV (Bn)(|α|+ n− 1)!
. (2.27)

Tomando α = (0, · · · , 0) en (2.27) tenemos

1 =
πn

nV (Bn)(n− 1)!
.

Es decir, V (Bn) = πn

n!
. Sustituyendo en (2.27) obtenemos (2.24) y por lo tanto, (2.23)

se puede escribir como∫
Bn

|zα|2 dv(z) =
(n− 1)!α!

(n− 1 + |α|)!
(2n)

1∫
0

r2|α|+2n−1µ(r) dr, (2.28)

para α ∈ Z+. Estos cálculos junto con la Proposición 1.17 muestran que {eα,β}|α|+|β|∈Z+

es una base ortonormal para b2
µ(Bn).

Teorema 2.15. El núcleo de Bergman pluriarmónico se expresa en términos del
núcleo de Bergman del espacio A2

µ(B):

Rµ = Kµ +Kµ −

2n

1∫
0

t2n−1µ(t) dt

−1

,

donde Kµ es el núcleo de Bergman anaĺıtico con peso del espacio A2
µ(B).

Demostración. Recordemos {ϕα}|α|∈Z+∪ {ϕα}|α|∈N ordenados como en (2.19) es una
base ortonormal para b2

µ(Bn). Aśı, dados z, w ∈ Bn,

Rµ(z, w) = Rµ
z (w) =

∑
|α|∈Z+

〈Rµ
z , ϕα〉ϕα(w) +

∑
|α|∈N

〈Rµ
z , ϕα〉ϕα(w).
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Observemos que para |α| ∈ Z+

〈Rµ
z , ϕα〉 = 〈ϕα, Rµ

z 〉 = ϕα(z) y 〈Rµ
z , ϕα〉 = 〈ϕα, Rµ

z 〉 = ϕα(z).

Entonces

Rµ(z, w) =
∑
|α|∈Z+

ϕα(z)ϕα(w) +
∑
|α|∈N

ϕα(z)ϕα(w)

=
∑
|α|∈Z+

(n− 1 + |α|)!
(n− 1)!α!

2n

1∫
0

t2|α|+2n−1µ(t) dt

−1

(zw)α

+
∑
|α|∈N

(n− 1 + |α|)!
(n− 1)!α!

2n

1∫
0

t2|α|+2n−1µ(t) dt

−1

(zw)α

= Kµ(z, w) +Kµ(z, w)−

2n

1∫
0

t2n−1µ(t) dt

−1

, (2.29)

para w, z ∈ Bn.

El núcleo de Bergman pluriarmónico en b2
µ(Bn) es real valuada y simétrico como

se muestra a continuación:
Dado z ∈ Bn, sea u = ImRµ

z . Tenemos que u ∈ b2
µ(B) es real valuada y por (2.18),

0 = Imu(z) = Im

∫
Bn

uRµ
z dvµ = −

∫
Bn

u ImRµ
z dvµ = −

∫
Bn

(ImRµ
z )2 dvµ.

Por lo que ImRµ
z = 0; es decir, Rµ

z es real valuada para cada z ∈ Bn.
Consideremos la base ortonormal {eα,β}|α|+|β|∈Z+ para b2

µ(Bn) descrita en (2.19).
Entonces, para todo w, z ∈ Bn,

Rµ
w(z) =

∞∑
|α|+|β|=0

〈Rµ
w, eα,β〉eα,β(z)

=
∞∑

|α|+|β|=0

eα,β(w)eα,β(z)

=
∞∑

|α|+|β|=0

eα,β(z)eα,β(w)

=
∞∑

|α|+|β|=0

eα,β(z)eα,β(w)

=
∞∑

|α|+|β|=0

〈Rµ
z , eα,β〉eα,β(w)

= Rµ
z (w). (2.30)
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Es decir, Rµ(w, z) = Rµ(z, w) para todo w, z ∈ Bn.

Además,

‖Rµ
z‖2 = 〈Rµ

z , R
µ
z 〉 = Rµ

z (z)

para todo z ∈ Bn.

La proyección ortogonal Qµ de L2
µ(Bn) sobre su subespacio cerrado b2

µ(Bn) se llama
la proyección de Bergman pluriarmónica en Bn y por el Teorema 2.15 se puede
representar en términos de las proyecciones ortogonales de Bergman en los espacios
anaĺıtico y anti-anaĺıtico con peso de Bn:

Teorema 2.16. La proyección de Bergman pluriarmónica Qµ tiene la representación

Qµf = Bµf +Bµf −

2n

1∫
0

t2n−1µ(t) dt

−1 ∫
Bn

f dvµ,

para f ∈ L2
µ(Bn), donde Bµ es la proyección de Bergman anaĺıtica sobre A2

µ(Bn) y Bµ

la proyección de Bergman anti-anaĺıtica sobre A
2

µ(Bn).

Demostración. Sean z ∈ Bn y f ∈ L2
µ(Bn). Entonces de la propiedad reproductora

del núcleo, tenemos

(Qµf)(z) = 〈Qµf,R
µ
z 〉

= 〈f,QµR
µ
z 〉

= 〈f,Rµ
z 〉

=

∫
Bn

f(w)Rµ(z, w) dvµ(w)

=

∫
Bn

f(w)

Kµ(z, w) +Kµ(z, w)−

2n

1∫
0

t2n−1µ(t) dt

−1
 dvµ(w)

=

∫
Bn

f(w)Kµ(z, w) dvµ(w) +

∫
Bn

f(w)Kµ(z, w) dvµ(w)

−

2n

1∫
0

t2n−1µ(t) dt

−1 ∫
Bn

f(w) dvµ(w)

= (Bµf)(z) + (Bµf)(z)−

2n

1∫
0

t2n−1µ(t) dt

−1 ∫
Bn

f(w) dvµ(w).
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Esto es, Qµ puede escribirse como

Qµ = Bµ +Bµ + Sµ,

donde Bµ y Bµ son las proyecciones de Bergman en A2
µ(Bn) y A

2

µ(Bn) respectivamente
y Sµ es el operador integral unidimensional dado por

(Sµf)(z) = −

2n

1∫
0

t2n−1µ(t) dt

−1 ∫
Bn

f(w) dvµ(w).

Notemos que si

µ : (0, 1) −→ R+

r 7→ Γ(n+λ+1)
n!Γ(λ+1)

(1− r2)λ

con λ > −1, entonces {r ∈ (0, 1) : µ(r) > 0} tiene medida igual a uno y

∫
Bn

µ(|z|) dv(z) =
2nΓ(n+ λ+ 1)

n!Γ(λ+ 1)

1∫
0

(1− r2)λr2n−1 dr

∫
S2n−1

dσ

=
2nΓ(n+ λ+ 1)

n!Γ(λ+ 1)

1∫
0

(1− r2)λr2n−1 dr

=
nΓ(n+ λ+ 1)

n!Γ(λ+ 1)
· Γ(n)Γ(λ+ 1)

Γ(n+ λ+ 1)

= 1.

En este caso, la base ortonormal para b2
µ(Bn) descrita en (2.19) toma la forma

eα,0(z) =

√
(n− 1 + |α|)!

(n− 1)!α!

2nΓ(n+ λ+ 1)

n!Γ(λ+ 1)

1∫
0

t2|α|+2n−1(1− t2)λ dt

−
1
2

zα

=

√
Γ(n+ |α|+ λ+ 1)

α!Γ(n+ λ+ 1)
zα

e0,β(z) =

√
(n− 1 + |β|)!

(n− 1)!β!

2nΓ(n+ λ+ 1)

n!Γ(λ+ 1)

1∫
0

t2|β|+2n−1(1− t2)λ dt

−
1
2

zβ

=

√
Γ(n+ |β|+ λ+ 1)

β!Γ(n+ λ+ 1)
zβ
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De (2.29) vemos que el núcleo de Bergman pluriarmónico es

Rµ(z, w) =
∑
|α|∈Z+

(n− 1 + |α|)!
(n− 1)!α!

2n

1∫
0

t2|α|+2n−1µ(t) dt

−1

(zw)α

+
∑
|α|∈N

(n− 1 + |α|)!
(n− 1)!α!

2n

1∫
0

t2|α|+2n−1µ(t) dt

−1

(zw)α

=
∑
|α|∈Z+

Γ(n+ |α|+ λ+ 1)

α!Γ(n+ λ+ 1)
(zw)α +

∑
|α|∈N

Γ(n+ |α|+ λ+ 1)

α!Γ(n+ λ+ 1)
(zw)α

=
1(

1− 〈z, w〉
)n+λ+1

+
1(

1− 〈w, z〉
)n+λ+1

− 1,

para w, z ∈ Bn. En este caso la proyección de Bergman pluriarmónica puede escribirse
como

Qµ = Bµ +Bµ + Sµ,

donde Bµ y Bµ son las proyecciones de Bergman sobre A2
µ(Bn) y A

2

µ(Bn) respectiva-
mente y Sµ es el operador integral unidimensional dado por

(Sf)(z) = −
∫

S2n−1

f(w) dvµ(w).
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Caṕıtulo 3

Operadores radiales en el espacio
de Bergman armónico

Una de las clases más importantes de operadores en la teoŕıa de espacios de Berg-
man son los operadores de Toeplitz, los cuales están definidos en términos del núcleo
reproductor. En este caṕıtulo estudiamos operadores de Toeplitz radiales actuando en
el espacio de Bergman armónico. Demostramos que un operador acotado que actúa
sobre este espacio es radial si y sólo si se diagonaliza con respecto a la base canónica.
Esto es, existe un isomorfismo isométrico entre los operadores radiales y sus sucesiones
de valores propios. En este caṕıtulo nos basamos principalmente en [11].

Como antecedentes de estos resultado tenemos que en [10], Boris Korenblum y
Kehe Zhu demuestran que los operadores de Toeplitz con śımbolo radial acotado en
el espacio de Bergman anaĺıtico del disco unitario son diagonales respecto a la base
polinómica estándar en A2(D) y obtienen criterios de compacidad para este tipo de
operadores. Posteriormente, en [2], S. Axler y D. Zheng estudian a operadores que se
pueden expresar como sumas finitas de productos finitos de operadores de Toeplitz
con śımbolos acotados. En espacios de Bergman anaĺıticos en la bola unitaria en Cn,
esto es realizado por K. Stroethoff en [19]. Jie Miao y Karel Stroethoff extienden estos
criterios de compacidad para el espacio de Bergman armónico en la bola unitaria en
Cn en [14] y [20], respectivamente.

Por lo que vemos, la caracterización de los operadores de Toeplitz compactos con
śımbolo radial se ha tratado en el espacio de Bergman anaĺıtico en [2], [10], [19] y [25].
En [20] se muestra que si a es un śımbolo radial acotado, Ta es compacto en b2(Bn)
si y sólo si su transformada de Berezin tiende a cero cuando |z| → 1.

3.1. Operadores radiales y de Toeplitz

Para a ∈ L∞(D), definimos el operador de Toeplitz con śımbolo a por
Ta = QMa, donde Q es la proyección de Bergman sobre b2(D). Es decir,

Ta : b2(D) −→ b2(D)
f 7→ Q(af).
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El operador Ta es un operador lineal y acotado con norma menor o igual que ‖a‖,
pues ‖Taf‖ = ‖QMaf‖ ≤ ‖Q‖‖Ma‖‖f‖ = ‖a‖‖f‖ para f ∈ b2(D). Además, por el
Teorema 2.16 el operador de Toeplitz Ta tiene la representación integral

(Taf)(z) =

∫
D

a(w)f(w)R(z, w) dv(w)

=

∫
D

a(w)f(w)

(1− zw)2
dv(w) +

∫
D

a(w)f(w)

(1− zw)2
dv(w)−

∫
D

a(w)f(w) dv(w)

para f ∈ b2(D) y z ∈ D.
Al igual que en el espacio de Bergman anaĺıtico A2(D), los operadores de Toeplitz

sobre b2(D) cumplen las siguientes propiedades.

Proposición 3.1. Si a, b ∈ L∞(D) y α, β ∈ C, entonces:

a) Tαa+βb = αTa + βTb,

b) T ∗a = Ta y Ta es autoadjunto cuando a es real valuado,

c) ‖Ta‖ ≤ ‖a‖,

d) Ta = 0 si y sólo si a = 0 casi en todas partes,

e) si a es radial, Ta es unitariamente equivalente a un operador de multiplicación.

Dada una función a ∈ L1(D), el operador de Toeplitz Ta con śımbolo a está
definido por

(Taf)(z) =

∫
D

a(w)f(w)R(z, w) dv(w)

para f ∈ b2(D) ∩ L∞(D). Por el Lema 2.10, Ta está densamente definido en b2(D).
Si a es un śımbolo acotado, entonces Ta es acotado en b2(D). Sin embargo, en [7] y
[6] se muestra que existen śımbolos no acotados que inducen operadores de Toeplitz
acotados.

Los operadores de Toeplitz sobre b2(D) cumplen claramente las primeras tres pro-
piedades de la Proposición 3.1, la cuarta condición está establecida en el Lema 3.6 y
la última propiedad de dicha proposición la revisaremos en el siguiente caṕıtulo.

Para cada t ∈ R definimos al operador Ut : b
2(D) −→ b2(D) por

(Utf)(z) = f(e−itz)

para z ∈ D y f ∈ b2(D).
Notemos que Ut+2π = Ut para todo t ∈ R y que si f ∈ b2(D) es una función radial,

entonces
(Utf)(z) = f(e−itz) = f(z)
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para z ∈ D y t ∈ R. Además, cada Ut es un operador unitario con U−1
t = U∗t = U−t.

Dado un operador acotado T : b2(D) −→ b2(D), definimos el funcional
ψ : b2(D)× b2(D) −→ C por

ψ(f, g) =
1

2π

2π∫
0

〈U∗t TUtf, g〉 dt (3.1)

para f, g ∈ b2(D). Si α, β ∈ C y f1, f2, g1, g2 ∈ b2(D), entonces

ψ(αf1 + f2, g1) =
1

2π

2π∫
0

〈U∗t TUt(αf1 + f2), g1〉 dt

=
1

2π

2π∫
0

〈αU∗t TUtf1 + U∗t TUtf2, g1〉 dt

=
1

2π

2π∫
0

(
α〈U∗t TUtf1, g1〉+ 〈U∗t TUtf2, g1〉

)
dt

=
α

2π

2π∫
0

〈U∗t TUtf1, g1〉 dt+
1

2π

2π∫
0

〈U∗t TUtf2, g1〉 dt

= αψ(f1, g1) + ψ(f2, g1);

ψ(f1, βg1 + g2) =
1

2π

2π∫
0

〈U∗t TUtf1, βg1 + g2〉 dt

=
1

2π

2π∫
0

〈f1, U
∗
t T
∗Ut(βg1 + g2)〉 dt

=
1

2π

2π∫
0

〈f1, βU
∗
t T
∗Utg1 + U∗t T

∗Utg2〉 dt

=
1

2π

2π∫
0

(
β〈f1, U

∗
t T
∗Utg1〉+ 〈f1, U

∗
t T
∗Utg2〉

)
dt

=
1

2π

2π∫
0

(
β〈U∗t TUtf1, g1〉+ 〈U∗t TUtf1, g2〉

)
dt

=
β

2π

2π∫
0

〈U∗t TUtf1, g1〉 dt+
1

2π

2π∫
0

〈U∗t TUtf1, g2〉 dt

= βψ(f1, g1) + ψ(f1, g2).
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Aśı, ψ es un funcional sesquilineal. Además ψ es acotado, pues

|ψ(f, g)| ≤ 1

2π

2π∫
0

∣∣〈U∗t TUtf, g〉∣∣ dt
≤ 1

2π

2π∫
0

‖U∗t ‖‖T‖‖Ut‖‖f‖‖g‖ dt

= ‖T‖‖f‖‖g‖

para f, g ∈ b2(D). Por el Teorema de Representación de Riesz-Fréchet para funcionales
sesquilineales acotados, existe un operador R : b2(D) −→ b2(D) tal que

ψ(f, g) = 〈Rf, g〉 (3.2)

para f, g ∈ b2(D). Llamamos a dicho operadorR la radialización de T y lo denotamos
por

Rad(T ) =
1

2π

2π∫
0

U∗t TUt dt. (3.3)

Esta integral la podemos pensar definida en el sentido débil, ya que por (3.1), (3.2) y
(3.3) podemos escribir〈

1

2π

2π∫
0

U∗t TUt dtf, g

〉
=

1

2π

2π∫
0

〈U∗t TUtf, g〉 dt (3.4)

para f, g ∈ b2(D).
Decimos que un operador acotado T : b2(D) −→ b2(D) es radial si

T = Rad(T ).

Recordemos que la sucesión {en}n∈Z+ definida en (2.3):

e0(w) = 1,

e2n−1(w) =
√
n+ 1wn,

e2n(w) =
√
n+ 1wn

para n ∈ N y w ∈ D, forma una base ortonormal para b2(D).
Para un operador acotado T : b2(D) −→ b2(D), definimos

an(T ) = (n+ 1)〈Twn, wn〉,
ãn(T ) = (n+ 1)〈Twn, wn〉 (3.5)

para n ∈ Z+.
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Proposición 3.2. Sea T un operador radial y acotado de b2(D). Entonces T es un
operador diagonal con respecto a la base ortonormal {en}n∈Z+.

Demostración. Notemos que

Ut(e0) = 1,

Ut(e2n−1) = e−inte2n−1,

Ut(e2n) = einte2n

para n ∈ N. Por lo tanto, tenemos para n 6= m,

1

2π

2π∫
0

〈TUten, Utem〉 dt = 0.

Como T es radial se sigue que

〈Ten, em〉 = 〈Rad(T )(en), em〉 =
1

2π

2π∫
0

〈U∗t TUten, em〉 dt =
1

2π

2π∫
0

〈TUten, Utem〉 dt = 0

cuando n 6= m. Por lo tanto T es un operador diagonal con respecto a la base orto-
normal {en}n∈Z+ y los elementos de la diagonal están dados por 〈Ten, en〉.

3.2. Compacidad de operadores radiales

En esta sección estudiamos el problema de caracterización de la compacidad de los
operadores radiales en el espacio de Bergman armónico y describimos los operadores
de Toeplitz compactos con śımbolo radial en el espacio de Bergman armónico. La
demostración del siguiente lema puede encontrarse en [15].

Lema 3.3. Sea {cn}n∈Z+ una sucesión acotada de números complejos. Si

ĺım
t→1

(1− t)
∞∑
n=0

cnt
n = 0,

entonces se tiene

ĺım
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=0

ck = 0.

Dada una función a ∈ L1(D), su transformada de Berezin ã está definida por

ã(z) =

∫
D

a(w)|rz(w)|2 dv(w)
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para z ∈ D, donde rz = Rz
‖Rz‖ es el núcleo reproductor armónico normalizado con Rz

dado por (2.8).
Para demostrar el siguiente teorema, el cual es uno de los resultados más im-

portantes de este caṕıtulo, recordemos de la Sección 2.1 que el núcleo reproductor
anaĺıtico normalizado kz se puede expresar como

kz(w) = (1− |z|2)
∞∑
n=0

(n+ 1)wnzn

para todo w ∈ D. Por lo que para todo operador T : b2(D) −→ b2(D) y todo z ∈ D se
tiene

〈Tkz, kz〉 = (1− |z|2)2

∞∑
n,m=0

(n+ 1)(m+ 1)〈Twn, wn〉znzm, (3.6)

〈Tkz, kz〉 = (1− |z|2)2

∞∑
n,m=0

(n+ 1)(m+ 1)〈Twn, wn〉znzm. (3.7)

Teorema 3.4. Sea T : b2(D) −→ b2(D) un operador radial acotado tal que las sucesio-
nes

{
n
(
an(T )−an−1(T )

)}
n∈Z+

y
{
n
(
ãn(T )−ãn−1(T )

)}
n∈Z+

son acotadas. Entonces

T es compacto si y sólo si 〈Tkz, kz〉 → 0 y 〈Tkz, kz〉 → 0 cuando |z| tiende a 1.

Demostración. Si T es compacto, dado que los núcleos normalizados kz y kz convergen
débilmente a 0 en b2(D) cuando |z| tiende a 1, entonces 〈Tkz, kz〉 → 0 y 〈Tkz, kz〉 → 0
cuando |z| → 1.

Supongamos ahora que 〈Tkz, kz〉 → 0 y 〈Tkz, kz〉 → 0 cuando |z| tiende a 1. Como
T es un operador radial acotado en b2(D), la prueba de la Proposición 3.2 muestra
que 〈Twn, wm〉 = 0 para todo m 6= n. Se sigue de (3.6) que para todo z ∈ D,

〈Tkz, kz〉 = (1− |z|2)2

∞∑
m,n=0

(n+ 1)(m+ 1)〈Twn, wm〉znzm

= (1− |z|2)2

∞∑
n=0

(n+ 1)an(T )|z|2n

= (1− |z|2)

{
a0(T ) +

∞∑
n=1

[
(n+ 1)an(T )− nan−1(T )

]
|z|2n

}
.

Como 〈Tkz, kz〉 → 0 cuando |z| tiende a 1, entonces

ĺım
t→1

(1− t)
{
a0(T ) +

∞∑
n=1

[
(n+ 1)an(T )− nan−1(T )

]
tn
}

= 0.

Además,

(n+ 1)an+1(T )− nan−1(T ) = n
(
an(T )− an−1(T )

)
+ an(T ),
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para n ∈ N. La sucesión
{
n
(
an(T )− an−1(T )

)}
n∈Z+

es acotada por hipótesis y

|an(T )| = (n+ 1)|〈Twn, wn〉| ≤ ‖T‖

para n ∈ N. Por lo tanto, la sucesión {(n + 1)an+1(T ) − nan−1(T )}n∈Z+ es acotada.
Por el Lema 3.3 se sigue que

ĺım
n→∞

1

n+ 1

{
a0(T ) +

n∑
k=1

[
(k + 1)ak(T )− kak−1(T )

]}
= 0.

Pero para todo n ∈ N,

1

n+ 1

{
a0(T ) +

n∑
k=1

[
(k + 1)ak(T )− kak−1(T )

]}
= an(T ),

por lo que an(T ) converge a cero cuando n→∞ y por lo tanto

ĺım
n→∞
〈Te2n−1, e2n−1〉 = ĺım

n→∞
(n+ 1)〈Twn, wn〉 = 0. (3.8)

Análogamente para todo z ∈ D,

〈Tkz, kz〉 = (1− |z|2)

{
ã0(T ) +

∞∑
n=1

[
(n+ 1)ãn(T )− nãn−1(T )

]
|z|2n

}
.

Como 〈Tkz, kz〉 → 0 cuando |z| → 1, utilizando el mismo argumento tenemos

ĺım
n→∞
〈Te2n, e2n〉 = 0. (3.9)

Por (3.8) y (3.9), los elementos en la diagonal de T bajo la base {en}n∈Z+ tienden a
cero cuando n→∞. Por la Proposición 3.2, esto implica que T es compacto.

3.3. Compacidad de operadores de Toeplitz radia-

les

La radialización Rad(a) de una función a ∈ L1(D) está definida por

Rad(a)(z) =
1

2π

2π∫
0

a(eitz) dt

para z ∈ D.
El operador Rad está bien definido ya que, por la invarianza bajo rotaciones de la

medida dt, para toda a ∈ L1(D) se tiene Rad(a) ∈ L1(D). Además, si
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Ta : b2(D) −→ b2(D) es acotado, entonces TRad(a) : b2(D) −→ b2(D) también es aco-
tado.

Decimos que una función a ∈ L1(D) es radial si a = Rad(a). Es decir, a es una
función radial si a(z) = a(|z|) para todo z ∈ D.

La radialización del operador de Toeplitz con śımbolo a ∈ L1(D) es otro operador
de Toeplitz, con śımbolo Rad(a):

Proposición 3.5. Sea a ∈ L1(D) tal que Ta : b2(D) −→ b2(D) es acotado. Entonces
Rad(Ta) = TRad(a) : b2(D) −→ b2(D).

Demostración. Sean f, g dos polinomios armónicos en b2(D). Por el Teorema de Fubini
vemos que

〈Rad(Ta)f, g〉 =
1

2π

2π∫
0

〈U∗t TaUtf, g〉 dt

=
1

2π

2π∫
0

〈Q(aUtf), Utg〉 dt

=
1

2π

2π∫
0

∫
D

a(w)f(e−itw)g(e−itw) dv(w) dt

=
1

2π

2π∫
0

∫
D

a(eitw)f(w)g(w) dv(w) dt

=

∫
D

f(w)g(w)
1

2π

2π∫
0

a(eitw) dt dv(w)

=

∫
D

f(w)g(w) Rad(a)(w) dv(w)

= 〈TRad(a)f, g〉.

Esto es, 〈Rad(Ta)f, g〉 = 〈TRad(a)f, g〉 para todos los polinomios armónicos f, g. Como
el conjunto de todos los polinomios armónicos es denso en b2(D) por el Lema 2.10,
entonces Rad(Ta) = TRad(a).

Lema 3.6. Sea a ∈ L1(D). Entonces Ta = 0 en b2(D) si y sólo si a = 0.

Demostración. Si Ta = 0, entonces Q(azn) = 0 para todo n ∈ N, usando la represen-
tación integral de la proyección Q del Teorema 2.6, tenemos∫

D

(
1

(1− zw)2
+

1

(1− zw)2
− 1

)
a(w)wn dv(w) = 0
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para z ∈ D y n ∈ N. Derivando m veces con respecto a z tenemos∫
D

(m+ 1)!wm

(1− zw)m+2
a(w)wn dv(w) = 0,

y evaluando en z = 0 obtenemos

(m+ 1)!

∫
D

a(w)wnwm dv(w) = 0

para todo m,n ∈ Z+. Como el conjunto de todos los polinomios en z y z es denso en
C(D) y C(D) es denso en L1(D), tenemos que a = 0.

Proposición 3.7. Sea a ∈ L1(D) tal que Ta : b2(D) −→ b2(D) es un operador acotado.
Entonces Ta es un operador radial si y sólo si a es una función radial en D.

Demostración. Si a es radial, es decir, a = Rad(a), por la Proposición 3.5 tenemos

Ta = TRad(a) = Rad(Ta),

esto es que Ta es un operador radial. Para la implicación rećıproca, sea Ta un operador
radial. Por la Proposición 3.5 tenemos

Ta = Rad(Ta) = TRad(a),

por lo que Ta−Rad(a) = 0 en b2(D) y por lo tanto a = Rad(a) por el Lema 3.6, es decir,
el śımbolo a es radial.

Lema 3.8. Sea a ∈ L1(D) una función radial. Entonces

ã(z) =
2〈TaKz, Kz〉 − 〈a, 1〉

‖Rz‖2
(3.10)

para z ∈ D.

Demostración. Recordemos que el núcleo de Bergman armónico de D es real valuado
y se escribe en términos del núcleo de Bergman anaĺıtico como lo establece (2.9):

Rz = Kz +Kz − 1,

para z ∈ D. Por lo que

‖Rz‖2ã(z) = 〈TaRz, Rz〉
= 〈Ta(Kz +Kz − 1), Kz +Kz − 1〉
= 〈TaKz, Kz〉+ 〈TaKz, Kz〉 − 〈TaKz, 1〉+ 〈TaKz, Kz〉

+ 〈TaKz, Kz〉 − 〈TaKz, 1〉 − 〈Ta, Kz〉 − 〈Ta, Kz〉+ 〈Ta, 1〉, (3.11)

para z ∈ D. Como a ∈ L1(D) es radial, utilizando coordenadas polares en cada
término de (3.11) tenemos

‖Rz‖2ã(z) = 2〈aKz, Kz〉 − 〈a, 1〉.

para z ∈ D, de donde se obtiene (3.10).
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Aplicando el Teorema 3.4 a operadores de Toeplitz radiales obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.9. Sea a ∈ L1(D) una función radial para la cual Ta : b2(D) −→ b2(D) es
acotado y

M = sup
0≤r<1

∣∣∣∣∣a(r)− 1

1− r2

1∫
r

a(t)t dt

∣∣∣∣∣ <∞ (3.12)

Entonces Ta es compacto si y sólo si ã(z) converge a cero cuando |z| tiende a 1.

Demostración. Si Ta es compacto, dado que el núcleo de Bergman armónico normali-
zado converge débilmente a 0 en b2(D) cuando |z| tiende a 1, entonces
ã(z) = 〈Tarz, rz〉 → 0 cuando |z| → 1.

Para la implicación rećıproca, por (2.1) y la Proposición 2.4, para z ∈ D tenemos

‖Kz‖ =
1

1− |z|2
< ‖Rz‖ <

√
2

1− |z|2
=
√

2‖Kz‖,

por lo que

1

2‖Kz‖2
≤ 1

‖Rz‖2
≤ 1

‖Kz‖2
,

(C1)(2〈TaKz, Kz〉 − 〈a, 1〉)
‖Kz‖2

≤ 2〈TaKz, Kz〉 − 〈a, 1〉
‖Rz‖2

≤ (C2)(2〈TaKz, Kz〉 − 〈a, 1〉)
‖Kz‖2

,

con C1 y C2 constantes positivas. Aśı, por el Lema 3.8,

(C1)(2〈Takz, kz〉 − 〈a, 1〉(1− |z|2)2) ≤ ã(z) ≤ (C2)(2〈Takz, kz〉 − 〈a, 1〉(1− |z|2)2).

Por lo tanto, ã(z)→ 0 cuando |z| → 1 si y sólo si 〈Takz, kz〉 = 〈Takz, kz〉 → 0 cuando
|z| → 1.

Como a es una función radial, Ta es radial por la Proposición 3.7. Además,

an(Ta) = (n+1)〈Tawn, wn〉 = (n+1)

∫
D

a(w)|w|2n dv(w) = (n+1)〈Tawn, wn〉 = ãn(Ta)

para n ∈ Z+.

Por el Teorema 3.4, basta probar que la sucesión
{
n
(
an(Ta)− an−1(Ta)

)}
n∈Z+

es

acotada. Sea n ∈ Z+ y notemos que

|an(Ta)| = |ãn(Ta)| = |〈Tae2n, e2n〉| ≤ ‖Ta‖. (3.13)
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Además, integrando en coordenadas polares obtenemos

an(Ta) = (n+ 1)

∫
D

a(w)|w|2n dv(w)

=
n+ 1

π

1∫
0

a(r)r2n+1 dr

2π∫
0

dθ

= 2(n+ 1)

1∫
0

a(r)r2n−1 dr. (3.14)

De (3.14) obtenemos que nan−1(Ta) = 2n(n)
∫ 1

0
u(r)r2n−1 dr, por lo que

∣∣n(an(Ta)− an−1(Ta)
)∣∣ =

∣∣∣∣∣−2n2

1∫
0

a(r)r2n−1(1− r2) dr + 2n

1∫
0

a(r)r2n+1 dr

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣2n2

1∫
0

[
a(r)− 1

1− r2

1∫
r

a(t)t dt

]
r2n−1(1− r2) dr

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣2n2

1∫
0

1

1− r2

1∫
r

a(t)t dtr2n−1(1− r2) dr

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣2n
1∫

0

a(r)r2n+1 dr

∣∣∣∣∣.
(3.15)

Además,

2n2

1∫
0

r2n−1(1−r2) dr = 2n2

1∫
0

r2n−1 dr−2n2

1∫
0

r2n+1 dr =
2n2

2n
− 2n2

2n+ 2
=

n

n+ 1
. (3.16)

Por el Teorema de Fubini y (3.14),

2n2

1∫
0

r2n−1

1∫
r

a(t)t dt dr = 2n2

1∫
0

t∫
0

r2n−1 dra(t)t dt

= n

1∫
0

t2na(t)t dt

= n

1∫
0

a(t)t2n+1 dt

=
n

2(n+ 1)
an(Ta). (3.17)

Utilizando (3.12), (3.14), (3.15), (3.16) y (3.17) obtenemos∣∣n(an(Ta)− an−1(Ta)
)∣∣ ≤ n

n+ 1
(M) +

n

2(n+ 1)
|an(Ta)|+

n

n+ 1
|an(Ta)| ≤M + 2|an(Ta)|.
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Finalmente, por (3.13), la sucesión
{
n
(
an(Ta) − an−1(Ta)

)}
n∈Z+

está acotada por

M + 2‖Ta‖. Utilizando el Teorema 3.4, T es compacto.

Toda función radial acotada satisface (3.12), por lo que se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.10. Sea a una función radial y acotada en D. Entonces
Ta : b2(D) −→ b2(D) es compacto si y sólo si la transformada de Berezin de su śımbolo
converge a 0 cuando |z| tiende a 1.

3.3.1. En el espacio de Bergman armónico sobre Bn

Sea {pk,j}hkj=1 una base ortonormal de Hk para k ∈ Z+ y hk = dimHk, cuyo valor
está dado por (1.24). Definimos

φk,j =

(√
1 +

k

n

)
p̃k,j (3.18)

para k ∈ Z+ y j = 1, . . . , hk, donde p̃k,j ∈ Hk(R2n) es la extensión homogénea del
armónico esférico pk,j ∈ Hk.

Notemos que

〈p̃m,l, p̃k,j〉 =

∫
Bn

p̃m,l(z)p̃k,j(z) dv(z)

=

∫
Bn

|z|m|z|kpm,l
(
z

|z|

)
pk,j

(
z

|z|

)
dv(z)

= 2n

1∫
0

rm+k+2n−1 dr

∫
S2n−1

pm,l(w)pk,j(w) dσ(w), (3.19)

para k,m ∈ Z+, j = 1, . . . , hk y l = 1, . . . , hm. Por lo que 〈p̃m,l, p̃k,j〉 = 0 para
(m, l) 6= (k, j) y

〈p̃k,j, p̃k,j〉 = 2n

1∫
0

r2k+2n−1 dr

∫
S2n−1

|pk,j(w)|2 dσ(w)

= 2n

1∫
0

r2k+2n−1 dr

=
n

k + n
, (3.20)

para k ∈ Z+ y j = 1, . . . , hk. Aśı, utilizando el Lema 2.10, tenemos que

{φk,j : j = 1, . . . , hk}k∈Z+
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es una base ortonormal de b2(Bn).
Para a ∈ L∞(Bn), definimos el operador de Toeplitz con śımbolo a por

Ta = QMa, donde Q es la proyección de Bergman sobre b2(Bn). Es decir,

Ta : b2(Bn) −→ b2(Bn)
f 7→ Q(af)

El operador Ta es un operador lineal y acotado con norma menor o igual que ‖a‖,
pues ‖Taf‖ = ‖QMaf‖ ≤ ‖Q‖‖Ma‖‖f‖ = ‖a‖‖f‖ para f ∈ b2(Bn).

Proposición 3.11. Sea un śımbolo radial a ∈ L∞(Bn). Entonces Ta es un operador
diagonal con respecto a la base ortonormal {φk,j : j = 1, . . . , hk}k∈Z+.

Demostración.

〈Taφm,l, φk,j〉 = 〈Q(aφm,l), φk,j〉
= 〈aφm,l, Q(φk,j)〉
= 〈aφm,l, φk,j〉

=
(

1 +
k

n

)
〈ap̃m,l, p̃k,j〉

=
(

1 +
k

n

)∫
Bn

a(z)p̃m,l(z)p̃k,j(z) dv(z)

=
(

1 +
k

n

)∫
Bn

a(z)|z|m|z|kpm,l
(
z

|z|

)
pk,j

(
z

|z|

)
dv(z)

=
(

1 +
k

n

)
(2n)

1∫
0

a(r)rm+k+2n−1 dr

∫
S2n−1

pm,l(w)pk,j(w) dσ(w)

para k,m ∈ Z+, j = 1, . . . , hk y l = 1, . . . , hm. Por lo que 〈Taφm,l, φk,j〉 = 0 para
(m, l) 6= (k, j) y

〈Taφk,j, φk,j〉 =
(

1 +
k

n

)
(2n)

1∫
0

a(r)r2k+2n−1 dr

∫
S2n−1

|pk,j(w)|2 dσ(w)

= 2(k + n)

1∫
0

a(r)r2k+2n−1 dr (3.21)

para k ∈ Z+ y j = 1, . . . , hk.

Lema 3.12. Existen constantes C1, C2 > 0 tales que

C1(m+ 1)2n−1 ≤ 2(m+ n)hm ≤ C2(m+ 1)2n−1

para m ∈ Z+.
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Demostración. Recordemos que para n = 1, 1 = h0 < 2 = h1 = h2 = . . . y bastaŕıa
tomar C1 = 2 y C2 = 4.

De (1.24), para n > 1, 1 = h0 < 2n = h1 < h2 < . . . y para m ≥ 2 tenemos

hm = [2m+(2n−2)][m+(2n−2)−1][m+(2n−2)−2]···[m+1]
(2n−2)!

, por lo que

2(m+ n)hm
(m+ 1)2n−1

=

(
2(m+ n)

m(2n− 2)!

)(
2m+ (2n− 2)

m

)(
m+ (2n− 2)− 1

m

)
· · ·
(
m+ 1

m

)
.

Por lo tanto,

ĺım
m→∞

2(m+ n)hm
(m+ 1)2n−1

=
4

(2n− 2)!
.

Luego, existen constantes C1, C2 > 0 tales que

C1(m+ 1)2n−1 ≤ 2(m+ n)hm ≤ C2(m+ 1)2n−1

para m ∈ Z+.

Lema 3.13. Existe una constante C > 0 tal que

4(m+ n)2(hm+1 − hm) ≤ C(m+ 1)2n−1

para m ∈ Z+.

Demostración. Recordemos que para n = 1, 1 = h0 < 2 = h1 = h2 = . . . y bastaŕıa
tomar C = 4.

De (1.24), para n > 1, 1 = h0 < 2n = h1 < h2 < . . . y para m ≥ 2 tenemos

hm+1 − hm =

(
2n+m− 1

2n− 2

)
+

(
2n+m− 2

2n− 2

)
−
(

2n+m− 2

2n− 2

)
−
(

2n+m− 3

2n− 2

)
.

Por el triángulo de Pascal sabemos que
(
k+1
l

)
=
(
k
l

)
+
(
k
l−1

)
. Aśı,(

2n+m− 1

2n− 2

)
=

(
2n+m− 2

2n− 2

)
+

(
2n+m− 2

2n− 3

)
(

2n+m− 3

2n− 2

)
=

(
2n+m− 2

2n− 2

)
−
(

2n+m− 3

2n− 3

)
hm+1 − hm =

(
2n+m− 2

2n− 3

)
+

(
2n+m− 3

2n− 3

)
hm+1 − hm =

(
2n+m− 3

2n− 3

)[
2n+m− 2

m+ 1
+ 1

]
hm+1 − hm =

(
2n+m− 3

2n− 3

)[
2n+ 2m− 1

m+ 1

]
para m ≥ 2. Es decir, hm+1 − hm = [2m+2n−1][m+(2n−3)][m+(2n−3)−1]···[m+2]

(2n−3)!
, por lo que

4(m+ n)2(hm+1 − hm)

(m+ 1)2n−1
=

(
4(m+ n)2

m2(2n− 3)!

)(
2m+ 2n− 1

m

)(
m+ (2n− 3)

m

)
· · ·
(
m+ 2

m

)
.
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Por lo tanto,

ĺım
m→∞

4(m+ n)2(hm+1 − hm)

(m+ 1)2n−1
=

8

(2n− 3)!
.

Luego, existe una constante C > 0 tal que

4(m+ n)2(hm+1 − hm) ≤ C(m+ 1)2n−1

para m ∈ Z+.

Dado el śımbolo radial a ∈ L∞(Bn) consideramos la sucesión {am}m∈Z+ definida

por am = 4(m+ n)2hm
∫ 1

0
a(r)r2m+2n−1 dr para m ∈ Z+ y estimamos |am+1 − am|:

|am+1 − am| =

∣∣∣∣∣4(m+ n+ 1)2hm+1

1∫
0

a(r)r2k+2n+1 dr − 4(m+ n)2hm

1∫
0

a(r)r2k+2n−1 dr

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣[4(m+ n+ 1)2hm+1 − 4(m+ n)2hm
] 1∫

0

a(r)r2k+2n+1 dr

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣4(m+ n)2hm

1∫
0

a(r)(r2m+2n+1 − r2m+2n−1) dt

∣∣∣∣∣. (3.22)

Denotamos por I =
[
4(m+ n+ 1)2hm+1 − 4(m+ n)2hm

]∫ 1
0 a(r)r2k+2n+1 dr. Como

4(m+ n+ 1)2hm+1 − 4(m+ n)2hm = 4(m+ n)2(hm+1 − hm) + 8(m+ n)hm+1 + 4hm+1,

utilizando el Corolario 1.10 y el Lema 3.13 existe C1 > 0 tal que

|I| ≤
(

‖a‖
2(m+ n+ 1)

)∣∣4(m+ n)2(hm+1 − hm) + 8(m+ n)hm+1 + 4hm+1

∣∣
≤ C1(m+ 1)2n−2 (3.23)

para m ∈ Z+. Además, denotando J = 4(m+ n)2hm
∫ 1

0 a(r)(r2m+2n+1 − r2m+2n−1) dt, por
el Lema 3.12 existe C2 > 0 tal que

|J | ≤ 4(m+ n)2hm‖a‖
∣∣∣∣ 1

2m+ 2n+ 2
− 1

2m+ 2n

∣∣∣∣
=

2(m+ n)hm
m+ n+ 1

≤ C2(m+ 1)2n−2 (3.24)

para m ∈ Z+. Por (3.22), (3.23) y (3.24), existe C > 0 tal que

|am+1 − am| ≤ C(m+ 1)2n−2 (3.25)

para m ∈ Z+.
El siguiente lema nos ayudará a establecer un criterio de compacidad para los operadores

de Toeplitz con śımbolo radial acotado actuando en b2(Bn).
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68 Caṕıtulo 3

Lema 3.14. Sea k ≤ 1 y {cm}m∈Z+ una sucesión de números complejos tal que existe
C > 0 con |am+1 − am| ≤ C(m+ 1)k−2 para m ∈ Z+. Entones

ĺım
t→1

(1− t)k
∞∑
m=0

cmt
m = 0,

si y sólo si

ĺım
m→∞

am
(m+ 1)k−1

= 0.

Dada una función a ∈ L∞(Bn), su transformada de Berezin ã está definida por

ã(z) =

∫
Bn

a(w)|rz(w)|2 dv(w)

para z ∈ Bn, donde rz = Rz
‖Rz‖ es el núcleo reproductor armónico normalizado con Rz dado

en el Teorema 2.11.

Teorema 3.15. Sea a una función radial y acotada en Bn. Entonces Ta : b2(Bn) −→ b2(Bn)
es compacto si y sólo si la transformada de Berezin de su śımbolo converge a 0 cuando |z|
tiende a 1.

Demostración. Por el Teorema 2.11, el Lema 2.9, (1.16) y (1.21)

ã(z) =
1

‖Rz‖2

∫
Bn

a(z)|R(z, w)|2 dv(w)

=
1

‖Rz‖2

∫
Bn

a(z)
∞∑
m=0

1

(2n)2
(2n+ 2m)2(Z̃m(z, w))2 dv(w)

=
1

‖Rz‖2

∫
Bn

a(z)

∞∑
m=0

1

(2n)2
4(n+m)2|z|2m|w|2m

[
Zm

(
z

|z|
,
w

|w|

)]2

dv(w)

=
1

‖Rz‖2
∞∑
m=0

4(n+m)2|z|2m

(2n)2
(2n)

1∫
0

a(r)r2m+2n−1 dr

∫
S2n−1

[
Zm

(
z

|z|
, ζ

)]2

dσ(ζ)

=
1

‖Rz‖2
∞∑
m=0

[
4(n+m)2|z|2m

2n

]
Zm

(
z

|z|
,
z

|z|

) 1∫
0

a(r)r2m+2n−1 dr

=
1

2n‖Rz‖2
∞∑
m=0

4(n+m)2|z|2mhm

1∫
0

a(r)r2m+2n−1 dr

=
1

2n‖Rz‖2
∞∑
m=0

am|z|2m,

donde am = 4(m + n)2hm
∫ 1

0 a(r)r2m+2n−1 dr para m ∈ Z+. Como existen constantes

C1, C2 > 0 tales que C1
(1−|z|2)2n

≤ ‖Rz‖2 ≤ C2
(1−|z|2)2n

para z ∈ Bn, entonces ĺım
|z|→1

ã(z) = 0 si
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y sólo si

ĺım
|z|→1

(1− |z|2)2n
∞∑
m=0

am|z|2m = 0.

Por (3.25) y el Lema 3.14, esto equivale a

ĺım
m→∞

am
(m+ 1)2n−1

= 0. (3.26)

Por el Lema 3.12, la Ecuación 3.26 es equivalente a

ĺım
m→∞

am
2(m+ n)hm

= 0;

es decir,

ĺım
m→∞

2(m+ n)

1∫
0

a(r)r2m+2n−1 dr = 0,

lo cual se cumple si y sólo si el operador Ta es compacto utilizando (3.21) y la Proposi-
ción 3.11.
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Caṕıtulo 4

Valores propios de operadores de
Toeplitz radiales

En el espacio de Bergman armónico en D, la Proposición 3.2 muestra que todo operador
radial y acotado T en b2(D) es un operador diagonal con respecto a la base ortonormal
{em}m∈Z+ definida en (2.3):

e0,0(z) := e0(z) = 1,

em,0(z) := e2m−1(z) =
√
m+ 1zm,

e0,m(z) := e2m(z) =
√
m+ 1zm (4.1)

para m ∈ N y z ∈ D. Los elementos de su diagonal están dados por 〈Tem, em〉. Para el caso
de operadores de Toeplitz con śımbolo radial acotado actuando en el espacio de Bergman
anaĺıtico sobre el disco unitario, este hecho es establecido en [10].

Sea Ta : b2(D) −→ b2(D) el operador de Toeplitz con śımbolo radial a ∈ L∞(D). En
(3.14) se determinó que

〈Tae2m, e2m〉 = 〈QMae2m, em〉
= 〈Mae2m, em〉

= (m+ 1)

∫
D

a(z)zmzm dv(z)

= (m+ 1)

∫
D

a(w)|w|2m dv(w)

=
m+ 1

π

1∫
0

a(r)r2m+1 dr

2π∫
0

dθ

= 2(m+ 1)

1∫
0

a(r)r2m+1 dr.
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Es decir,

〈Tae0,m, e0,m〉 = 〈Tae2m, e2m〉 = (m+ 1)

1∫
0

a(
√
t)tm dt (4.2)

para m ∈ Z+. Análogamente,

〈Taem,0, em,0〉 = 〈Tae2m−1, e2m−1〉 = (m+ 1)

1∫
0

a(
√
t)tm dt (4.3)

para m ∈ N. A cada śımbolo radial a ∈ L∞(D), le asociamos la sucesión γa = {γa(k)}k∈Z+ ,
donde

γa(k) = (k + 1)

1∫
0

a(
√
t)tk dt. (4.4)

Notemos que (4.2) y (4.3) implican

Taep,q = γa(p+ q)ep,q

para p, q ∈ Z+ con pq = 0.
En este caṕıtulo estudiamos el álgebra C∗ generada por el conjunto

Γ := {γa : a ∈ L∞(D) es radial } ⊆ l∞(Z+) (4.5)

con base en el trabajo de Grudsky, Maximenko y Vasilevski en [8].

4.1. Espacio de sucesiones lentamente oscilantes

La función ρ : Z+ × Z+ −→ [0,+∞) definida por

ρ(m, k) = | ln(m+ 1)− ln(k + 1)|

es una métrica en Z+ porque es obtenida de la composición de la métrica euclidiana en R
con una función inyectiva. Llamamos a la función ρ la métrica logaŕıtmica en Z+.

Dada una sucesión x = {xk}k∈Z+ , definimos el módulo de continuidad de x con
respecto a la métrica logaŕıtmica como la función ωρ,x : [0,+∞) −→ [0,+∞) definida por

ωρ,x(δ) = sup{|xk − xm| : k,m ∈ Z+, ρ(m, k) ≤ δ}

Sea SO(Z+) el conjunto de todas las sucesiones que son uniformemente continuas con res-
pecto a la métrica logaŕıtmica. Es decir,

SO(Z+) = {x ∈ l∞(Z+) : ĺım
δ→0+

ωρ,x(δ) = 0}.

A cada elemento de SO(Z+) lo llamamos sucesión lentamente oscilante en el sentido de
Schmidt [18].

Para cada sucesión x ∈ l∞(Z+), la función ωρ,x : [0,+∞) −→ [0,+∞] es no decreciente
por lo que la condición

ĺım
δ→0+

ωρ,x(δ) = 0

es equivalente a
dado ε > 0,∃ δ > 0 tal que ωρ,x(δ) < ε.
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Proposición 4.1. La función ρ1 : Z+ × Z+ −→ [0,+∞) definida por

ρ1(m, k) =
|m− k|

máx(m+ 1, k + 1)
= 1− mı́n(m+ 1, k + 1)

máx(m+ 1, k + 1)

es una métrica en Z+.

Demostración. De la definición tenemos que ρ1 es no negativa, simétrica y ρ1(m, k) = 0 si
y sólo si m = k. Para probar la desigualdad del triángulo:

ρ1(m, k) + ρ1(k, j)− ρ1(m, j) ≥ 0, (4.6)

usando la simetŕıa entre m y j podemos considerar solamente tres casos: m ≤ j ≤ k,
m ≤ k ≤ j, k ≤ m ≤ j. Si m ≤ j ≤ k, entonces

ρ1(m, k) + ρ1(k, j)− ρ1(m, j) =
k −m
k + 1

+
k − j
k + 1

− j −m
j + 1

=
kj −mj + k −m+ kj − j2 + k − j − kj + km− j +m

(k + 1)(j + 1)

=
km+ kj + 2k − jm− j2 − 2j

(k + 1)(j + 1)

=
(k − j)(m+ j + 2)

(k + 1)(j + 1)
. (4.7)

Si m ≤ k ≤ j, entonces

ρ1(m, k) + ρ1(k, j)− ρ1(m, j) =
k −m
k + 1

+
j − k
j + 1

− j −m
j + 1

=
jk − jm+ k −m+ jk + j − k2 − k − jk + km− j +m

(k + 1)(j + 1)

=
jk − jm− k2 + km

(k + 1)(j + 1)

=
(j − k)(k −m)

(k + 1)(j + 1)
. (4.8)

Si k ≤ m ≤ j, entonces

ρ1(m, k) + ρ1(k, j)− ρ1(m, j) =
m− k
m+ 1

+
j − k
j + 1

− j −m
j + 1

=
mj − jk +m− k +mj − km+ j − k −mj +m2 − j +m

(k + 1)(j + 1)

=
m2 +mj + 2m− km− kj − 2k

(k + 1)(j + 1)

=
(m− k)(m+ j + 2)

(k + 1)(j + 1)
. (4.9)

Notemos que (4.7), (4.8) y (4.9) son no negativas y por lo tanto se satisface (4.6).
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Proposición 4.2. Para todo m, k ∈ Z+ la siguiente desigualdad es válida

ρ1(m, k) ≤ ρ(m, k).

Además, para todo m, k ∈ Z+ tales que ρ1(m, k) ≤ 1
2 ,

ρ(m, k) ≤ 2 ln(2)ρ1(m, k).

Demostración. Como ρ y ρ1 son simétricas y ρ(m,m) = 0 = ρ1(m,m), basta considerar
que m < k. Sea t = k+1

m+1 − 1, entonces

ρ(m, k) = ln(k + 1)− ln(m+ 1) = ln

(
k + 1

m+ 1

)
= ln(1 + t) (4.10)

y

ρ1(m, k) = 1− m+ 1

k + 1
= 1− 1

1 + t
=

t

1 + t
. (4.11)

Sea f : (0,+∞) −→ (0,+∞) definida por f(t) = ln(1+t)

1− 1
1+t

, entonces

f ′(t) =
t− ln(1 + t)

t2
> 0.

Por lo tanto f es creciente en (0,+∞). Por la Regla de L’Hopital,

ĺım
t→0+

f(t) = 1.

Además f(1) = 2 ln(2). Aśı,

f(t) > 1 para todo t > 0, (4.12)

f(t) ≤ 2 ln(2) para todo t ∈ (0, 1]. (4.13)

Por (4.10) y (4.11) tenemos que f(t) = ρ(m,k)
ρ1(m,k) . Por lo tanto, el resultado se sigue de (4.12)

y (4.13).

Por lo tanto, SO(Z+) puede ser definido como la clase de sucesiones que son uniforme-
mente continuas respecto a la métrica ρ1:

SO(Z+) =

{
λ ∈ l∞(Z+) : ĺım

δ→0+
sup

ρ1(m,k)≤δ
|λm − λk| = 0

}
.

Proposición 4.3. SO(Z+) es una subálgebra C∗ de l∞(Z+).

Demostración. Usando las siguientes propiedades elementales del módulo de continuidad se
demuestra que SO(Z+) es cerrado respecto a las operaciones algebraicas:

ωρ,f+g ≤ ωρ,f + ωρ,g,

ωρ,λf = |λ|ωρ,f ,
ωρ,fg ≤ ‖g‖ωρ,f + ‖f‖ωρ,g,
ωρ,f = ωρ,f .
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De la desigualdad

|f(m)− f(k)| ≤ |f(m)− g(m)|+ |g(m)− g(k)|+ |g(k)− f(k)|

se obtiene que
ωρ,f (δ) ≤ 2‖f − g‖+ ωρ,g(δ);

es decir, SO(Z+) es topológicamente cerrado en l∞(Z+) y por lo anterior una subálgebra C∗.

Proposición 4.4. El conjunto de sucesiones convergentes c(Z+) está contenido propiamen-
te en SO(Z+).

Demostración. Sea Z+ = Z+ ∪{∞} la compactificación a un punto de Z+. La topoloǵıa en
Z+ es inducida por la métrica

dZ+
(m, k) =

∣∣∣∣ m

m+ 1
− k

k + 1

∣∣∣∣.
Sea λ ∈ c(Z+), entonces λ es uniformemente continua con respecto a la métrica dZ+

.
Para m, k ∈ Z+,

dZ+
(m, k) =

|m− k|
(m+ 1)(k + 1)

≤ |m− k|
máx{m+ 1, k + 1}

= ρ1(m, k) ≤ ρ(m, k),

entonces c(Z+) es subconjunto de SO(Z+).
Sea x = {xk}k∈Z+ con xk = cos(ln(k)).

|xm − xk| = | cos ln(m)− cos ln(k)| ≤ | ln(m)− ln(k)| = ρ(m, k)

y por lo tanto x ∈ SO(Z+) y x /∈ c(Z+).

Denotemos por R y L a los operadores lineales de l∞(Z+) definidos por

(Lx)k = xk+1,

(Rx)k =

{
0, k = 0;

xk−1, k 6= 0.

Estos operadores son llamados corrimiento a la izquierda y corrimiento a la derecha
respectivamente. Notemos que ‖Rx‖ = ‖x‖, ‖Lx‖ ≤ ‖x‖ y LR(x) = x para toda sucesión x.
En la siguiente proposición se muestra que SO(Z+) es invariante respecto a estos operadores.

Proposición 4.5. Para todo x ∈ SO(Z+), Rx,Lx ∈ SO(Z+).

Demostración. Sea δ > 0, m, k ∈ Z+, con m < k y ρ(m, k) ≤ δ, entonces

ρ(m+ 1, k + 1) = ln
k + 2

m+ 2

= ln

(( k + 1

m+ 1

)(
1 +

1

k + 1

)(
1 +

1

m+ 1

)−1
)

= ln
( k + 1

m+ 1

)
+ ln

(
1 +

1

k + 1

)
− ln

(
1 +

1

m+ 1

)
< ln

k + 1

m+ 1

= ρ(m, k)

≤ δ.
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Por lo tanto ωρ,Lx(δ) ≤ ωρ,x(δ) y Lx ∈ SO(Z+).

Sea 0 < δ < 1
3 , m, k ∈ Z+, con m < k y ρ(m, k) ≤ δ, entonces 0 < m < k y

ρ1(m− 1, k − 1) =
(k − 1)− (m− 1)

k

=
k + 1

k

(k −m
k + 1

)
=
(

1 +
1

k

)
ρ1(m, k)

≤ 3

2
ρ1(m, k). (4.14)

Aplicando la Proposición 4.2 y (4.14) tenemos

ρ1(m− 1, k − 1) ≤ 3

2
ρ1(m, k) ≤ 3

2
ρ(m, k) ≤ 3

2
δ <

1

2

y

ρ(m− 1, k − 1) ≤ 2 ln(2)ρ1(m− 1, k − 1) ≤ 2 ln(2)
3

2
δ = 3 ln(2)δ.

Aśı, para todo 0 < δ < 1
3 ,

ωρ,Rx(δ) ≤ ωρ,x(3 ln(2)δ).

Por lo tanto ĺım
δ→0+

ωρ,Rx(δ) = 0, es decir, Rx ∈ SO(Z+).

Como consecuencia de la siguiente proposición tenemos que Γ ⊆ SO(Z+), donde Γ es el
conjunto definido en (4.5).

Proposición 4.6. Sea a ∈ L∞([0, 1]), entonces ‖γa‖ ≤ ‖a‖ y γa es Lipschitz continua con
respecto a la métrica ρ.

Demostración. Recordemos que actuando en el espacio de Bergman armónico b2(D),
Taep,q = γa(p+ q)ep,q para p, q ∈ Z+ con pq = 0, donde

γa(m) = (m+ 1)

1∫
0

a(
√
r)rm dr = 2(m+ 1)

1∫
0

a(r)r2m+1 dr

y por lo tanto

|γa(m)| ≤ 2(m+ 1)

1∫
0

r2m+1‖a‖ dr = ‖a‖.

Esto implica que ‖γa‖ ≤ ‖a‖.
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Además; para m < k,

|γa(m)− γa(k)| = 2

∣∣∣∣∣
1∫

0

(m+ 1)a(r)r2m+1 − (k + 1)a(r)r2k+1 dr

∣∣∣∣∣
≤ 2

1∫
0

∣∣(m+ 1)r2m+1 − (k + 1)r2k+1
∣∣|a(r)| dr

≤ 2‖a‖
1∫

0

∣∣(m+ 1)r2m+1 − (k + 1)r2k+1
∣∣ dr.

Sea r0 =
(
m+1
k+1

) 1
2(k−m)

. Entonces r0 < 1 y

|γa(m)− γa(k)| ≤ 2‖a‖
r0∫

0

[(m+ 1)r2m+1 − (k + 1)r2k+1] dr

+ 2‖a‖
1∫

r0

[(k + 1)r2k+1 − (m+ 1)r2m+1] dr

= 2‖a‖
[

1

2
r2m+2

0 − 1

2
r2k+2

0 +
(1

2
− 1

2
r2k+2

0

)
−
(1

2
− 1

2
r2m+2

0

)]
= 2‖a‖

[
r2m+2

0 − r2k+2
0

]
= 2‖a‖r2m+2

0

[
1− r

k+1
m+1

0

]
≤ 2‖a‖r2m+2

0

[
1−

(m+ 1

k + 1

) k+1
2(m+1)(k−m)

]
(4.15)

Como m < k, notemos que

0 <
k + 1

2(m+ 1)(k −m)
=

1 +m−m+ k

2(m+ 1)(k −m)

=
1 +m

2(m+ 1)(k −m)
+

−m+ k

2(m+ 1)(k −m)

=
1

2(k −m)
+

1

2(m+ 1)

≤ 1

2
+

1

2
= 1. (4.16)

Dado que 0 < m+1
k+1 < 1, entonces (4.16) implica

(
m+ 1

k + 1

) k+1
2(m+1)(k−m)

≥ m+ 1

k + 1
. (4.17)
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Por (4.15) y (4.17),

|γa(m)− γa(k)| ≤ 2‖a‖r2m+2
0 ρ1(m, k)

≤ 2‖a‖ρ1(m, k)

≤ 2‖a‖ρ(m, k).

Es decir, γa es Lipschitz continua con respecto a la métrica ρ.

Sea d1(Z+) el conjunto de todas las sucesiones acotadas x = {xm}m∈Z+ tales que

sup
m∈Z+

(
(m+ 1)|xm+1 − xm|

)
es finito.

Proposición 4.7. El conjunto d1(Z+) está contenido propiamente en SO(Z+).

Demostración. Sea x ∈ d1(Z+) y M = sup
m∈Z+

(
(m + 1)|xm+1 − xm|

)
. Entonces, para todo

m, k ∈ Z+ con m < k tenemos

|xk − xm| ≤
k−1∑
j=m

|xj+1 − xj |

≤M
k−1∑
j=m

1

j + 1

≤M
k−1∑
j=m

ln

(
j + 1

j

)

= M ln

k−1∏
j=m

j + 1

j


= M ln

k

m
< Mρ(m, k),

por lo tanto d1(Z+) ⊆ SO(Z+).

Encontremos ahora un elemento de SO(Z+) que no pertenezca a d1(Z+). Sea
x = {xm}m∈Z+ la sucesión definida por

xm = sen
πblog2(m+ 2)c√

log2(m+ 2)
,

donde bxc denota el máximo entero menor o igual a x.
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Para todo m, k ∈ Z+ con k > m,

|xk − xm| ≤
πblog2(k + 2)c√

log2(k + 2)
− πblog2(m+ 2)c√

log2(m+ 2)

≤ π log2(k + 2)√
log2(k + 2)

− π(log2(m+ 2)− 1)√
log2(m+ 2)

= π(
√

log2(k + 2)−
√

log2(m+ 2)) +
π√

log2(m+ 2)

=
π(log2(k + 2)− log2(m+ 2))√

log2(k + 2) +
√

log2(m+ 2)
+

π√
log2(m+ 2)

=
π log2

k+2
m+2√

log2(k + 2) +
√

log2(m+ 2)
+

π√
log2(m+ 2)

Por lo tanto x ∈ SO(Z+).

Por otro lado, si m = 2k
2 − 3 con k > 1, entonces

|xm+1 − xm| =

∣∣∣∣∣sen
πblog2(2k

2 − 2 + 2)c√
log2(2k2 − 2 + 2)

− sen
πblog2(2k

2 − 3 + 2)c√
log2(2k2 − 3 + 2)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣sen(kπ)− sen
πblog2(2k

2 − 1)c√
log2(2k2 − 1)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣sen
πblog2(2k

2 − 1)c√
log2(2k2 − 1)

∣∣∣∣∣ . (4.18)

Como 2k
2 ≥ 2k

2 − 1, entonces

k2 − 1 ≥ log2(2k
2 − 1)− 1. (4.19)

Además, 2
(
1 − 1

2k2

)
≥ 1, por lo que 2(2k

2 − 1) ≥ 2k
2
. Es decir, 2k

2 − 1 ≥ 2k
2−1 y por lo

tanto

log2(2k
2 − 1) ≥ k2 − 1. (4.20)

Notemos que de (4.19) y (4.20) tenemos

k2 − 1 = blog2(2k
2 − 1)c. (4.21)

Por (4.18) y (4.21),

|xm+1 − xm| =

∣∣∣∣∣sen
π(k2 − 1)√
log2(2k2 − 1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣sen

(
kπ − π(k2 − 1)√

log2(2k2 − 1)

)∣∣∣∣∣ .
Utilizando (4.19),

kπ − π(k2 − 1)√
log2(2k2 − 1)

≤ πk − π(k2 − 1)√
k2

=
π

k
≤ π

2
.
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De la desigualdad | sen(t)| ≥ 2|t|
π , la cual se cumple para todo t con |t| ≤ π

2 y de (4.20),
obtenemos

|xm+1 − xm| ≥ 2

(
k − k2 − 1√

log2(2k2 − 1)

)
≥ 2(k −

√
k2 − 1) ≥ 1

k
,

Aśı,

(m+ 1)|xm+1 − xm| ≥
m+ 1

k
=

2k
2 − 2

k
.

Por lo tanto, x /∈ d1(Z+).

Lema 4.8. Sea

yj =
1

1 + bjδc

j+bjδc∑
k=j

xk (4.22)

con x = {xm}m∈Z+ ∈ l∞(Z+) y δ ∈ (0, 1), entonces y ∈ d1(Z+) y ‖y − x‖ ≤ ωρ,x(δ).

Demostración. Notemos que

|yj | ≤
1

1 + bjδc

j+bjδc∑
k=j

‖x‖ =
1 + bjδc
1 + bjδc

‖x‖ = ‖x‖.

Sea j ∈ Z+. Entonces

|yj+1 − yj | =

∣∣∣∣∣ 1

1 + b(j + 1)δc

j+b(j+1)δc∑
k=j

xk −
1

1 + bjδc

j+bjδc∑
k=j

xk

∣∣∣∣∣
≤ b(j + 1)δc − bjδc

(1 + b(j + 1)δc)(1 + bjδc)

j+bjδc∑
k=j

|xk|+
1

1 + b(j + 1)δc
|xj+b(j+1)δc|

≤ ‖x‖(bjδc+ 1)(1 + δ)

(j + 1)δ(1 + bjδc)
+

‖x‖
(j + 1)δ

≤ 3‖x‖
(j + 1)δ

.

Aśı, y ∈ d1(Z+). Además, para j ≤ k ≤ j + bjδc se tiene

ρ(j, k) = ln
k + 1

j + 1
≤ ln

k

j
≤ ln(1 + δ) ≤ δ.

Por lo tanto

|yj − xj | ≤
1

1 + bjδc

j+bjδc∑
k=j

|xk − xj | ≤ ωρ,x(δ).
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Proposición 4.9. d1(Z+) es un subconjunto denso de SO(Z+).

Demostración. Sea ε > 0 y x ∈ SO(Z+). Como ωρ,x(δ)→ 0 cuando δ → 0, podemos elegir
δ > 0 tal que ωρ,x < ε. Sea y como en (4.22). Entonces y ∈ d1(Z+) y ‖x− y‖ < ωρ,x < ε por
el Lema 4.8.

La demostración del siguiente lema se puede consultar en [21].

Lema 4.10. El álgebra C∗ generada por Γ coincide con la cerradura topológica de Γ en
l∞(Z+), la cual coincide con la cerradura topológica de d1(Z+) en l∞(Z+).

Del Lema 4.10 y de la Proposición 4.9 concluimos el siguiente resultado.

Teorema 4.11. El álgebra C∗ generada por Γ coincide con la cerradura topológica de Γ en
l∞(Z+), la cual es SO(Z+).

Demostración. La Proposición 4.6 implica que Γ ⊆ SO(Z+). Solo resta probar que Γ es
denso en SO(Z+). Sea x ∈ SO(Z+) y ε > 0. Por la Proposición 4.9 podemos encontrar
una sucesión y ∈ d1(Z+) tal que ‖y − x‖ < ε

2 . Por el Teorema 4.10 existe una función
a ∈ L∞([0, 1]) tal que ‖γa − y‖ < ε

2 . Entonces

‖γa − x‖ ≤ ‖γa − y‖+ ‖y − x‖ < ε.

4.2. Sucesiones lentamente oscilantes y su relación

con los operadores de Toeplitz radiales en el

espacio de Bergman armónico

Una consecuencia del Teorema 4.11 es el siguiente resultado.

Corolario 4.12. El álgebra C∗ generada por

{Ta : b2(D) −→ b2(D) : a ∈ L∞(D) es radial }

es ∗−isomorfa a SO(Z+).

En el espacio de Bergman armónico en Bn, la Proposición 3.11 muestra que todo ope-
rador de Toeplitz con śımbolo radial y acotado Ta en b2(Bn) es un operador diagonal con
respecto a la base ortonormal {φk,j : j = 1, . . . , hk}k∈Z+ definida en (3.18). Los elementos
de su diagonal están dados por 〈Taφk,j , φk,j〉.

En (3.21) se estableció que

〈Taφk,j , φk,j〉 = 2(k + n)

1∫
0

a(r)r2k+2n−1 dr. (4.23)
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A cada śımbolo radial a ∈ L∞(Bn), le asociamos la sucesión γn,a = {γn,a(k)}k∈Z+ , donde

γn,a(k) = 2(k + n)

1∫
0

a(r)r2k+2n−1 dr = (k + n)

1∫
0

a(
√
t)tk+n−1 dt, (4.24)

para k ∈ Z+. Notemos que (4.23) y (4.24) implican

Taφk,j = γn,a(k)φk,j

para k ∈ Z+ y j = 1, . . . , hk.
Determinemos el álgebra C∗ generada por el conjunto

Γn := {γn,a : a ∈ L∞(Bn) es radial } ⊆ l∞(Z+).

Es claro de (4.4) y (4.24) que γ1,a = γa y Γ1 = Γ. Además, γn,a = Ln−1(γ1,a) para
cada śımbolo radial a ∈ L∞(Bn), donde L es el corrimiento a la izquierda estudiado en la
Proposición 4.5.

Teorema 4.13. El álgebra C∗ generada por Γn coincide con la cerradura topológica de Γn
en l∞(Z+), la cual es SO(Z+).

Demostración. Por la Proposición 4.6, Γ1 ⊆ SO(Z+) y por la Proposición 4.5,
Γn = Ln−1(Γ1) ⊆ SO(Z+). Sea x ∈ SO(Z+) y ε > 0. Utilizando la Proposición 4.5,
y := Rn−1(x) ∈ SO(Z+). Aplicando el Teorema 4.11, existe un śımbolo radial a ∈ L∞(Bn)
tal que ‖y − γ1,a‖ < ε. Por lo tanto,

‖x− γn,a‖ = ‖Ln−1(y)− Ln−1(γ1,a)‖ = ‖Ln−1(y − γ1,a)‖ ≤ ‖y − γ1,a‖ < ε;

es decir, Γn es denso en SO(Z+).

Por lo tanto, tenemos una generalización del Corolario 4.12:

Corolario 4.14. El álgebra C∗ generada por

{Ta : b2(Bn) −→ b2(Bn) : a ∈ L∞(Bn) es radial }

es ∗−isomorfa a SO(Z+).
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Operadores de Toeplitz con
śımbolo radial en el espacio de
Bergman pluriarmónico con peso

Recordemos de la Sección 2.4 que el espacio de Bergman pluriarmónico con peso b2µ(Bn)
es el espacio de las funciones pluriarmónicas en L2

µ(Bn). En el Teorema 2.14 se demuestra
que b2µ(Bn) es un subespacio cerrado de L2

µ(Bn) con núcleo reproductor Rµ, el cual vimos
que es simétrico y real valuado. De acuerdo con el Teorema 2.16, la proyección ortogonal Qµ
de L2

µ(Bn) sobre b2µ(Bn) se puede representar en términos de las proyecciones ortogonales

de Bergman Bµ y Bµ:

Qµf = Bµf +Bµf −

2n

1∫
0

t2n−1µ(t) dt

−1 ∫
Bn

f dvµ,

para f ∈ L2
µ(Bn). Dada una función a ∈ L1

µ(Bn), el operador de Toeplitz Ta con śımbolo a
está definido por

(Taf)(z) =

∫
Bn

a(w)f(w)Rµ(z, w) dv(w)

para f ∈ b2µ(Bn) ∩ L∞µ (Bn). Por el Lema 2.10, el operador Ta está densamente definido en
b2(Bn). Si a es un śımbolo acotado, entonces Ta es acotado en b2µ(Bn).

En este caṕıtulo trabajamos con operadores de Toeplitz con śımbolo radial en el espacio
de Bergman pluriarmónico con peso b2µ(Bn). Construimos un operador R cuya restricción
al espacio de Bergman pluriarmónico con peso b2µ(Bn) es un isomorfismo isométrico entre
b2µ(Bn) y un subespacio de l2 := l2(Z) con RR∗ = I y R∗R = Qµ. Usando al operador R
probamos que cada operador de Toeplitz Ta con śımbolo radial acotado es unitariamente
equivalente a un operador de multiplicación con śımbolo γµn,a actuando en un subespacio de
l2.
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5.1. Representación del espacio de Bergman plu-

riarmónico con peso

En esta sección seguimos los trabajos de Sun y Lu en [22] y de Grudsky, Karapetyants
y Vasilevski en [6].

Por (1.10) y (1.12), toda función f ∈ L2(S2n−1) se puede representar como serie de
polinomios armónicos homogéneos y

L2(S2n−1) =
⊕

p,q∈Z+

Hp,q,

donde Hp,q es el espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos armónicos que tienen
grado total p en las variables z = (z1, . . . , zn) y grado total q en las variables z = (z1, . . . , zn)
restringidos a la esfera S2n−1, para p, q ∈ Z+

El espacio de Hardy H2(Bn) en la bola unitaria Bn es isométricamente isomorfo a un
subespacio cerrado de L2(S2n−1) tal que H2(Bn) = ⊕∞p=0Hp,0. Una base ortonormal para
H2(Bn) es {ψα}|α|∈Z+

, donde

ψα(w) =

√
(n− 1 + |α|)!

(n− 1)!α!
wα

para |α| ∈ Z+ y w ∈ S2n−1. Sea {ψα,β}|α|+|β|∈Z+
con α, β ∈ Zn+ una base ortonormal para

el espacio L2(S2n−1) tal que
ψα,0(w) = ψα(w),

ψ0,α(w) = ψα(w)

para |α| ∈ Z+ y w ∈ S2n−1.
Utilizando coordenadas polares de la bola unitaria tenemos

L2
µ(Bn) = L2((0, 1), µ(r)r2n−1 dr)⊗ L2(S2n−1). (5.1)

Por lo que cualquier función f ∈ L2
µ(Bn) tiene la descomposición

f(z) =

∞∑
|α|+|β|=0

cα,β(r)ψα,β(w) (5.2)

con z ∈ Bn, r = |z| y w = z
r . Los coeficientes cα,β(r) cumplen

‖f‖2L2
µ(Bn) =

∞∑
|α|+|β|=0

1∫
0

|cα,β(r)|2µ(r)r2n−1 dr <∞.

Utilizando (5.1), (5.2) y la desigualdad de Parseval, el siguiente operador es unitario.

U1 : L2
(
(0, 1), µ(r)r2n−1dr

)
⊗ L2(S2n−1) −→ L2

(
(0, 1), µ(r)r2n−1dr

)
⊗ l2

= l2
(
L2
(
(0, 1), µ(r)r2n−1dr

))
,
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definido por (U1f)(z) = {cα,β(r)} y

‖f‖2L2
µ(Bn) = ‖cα,β(r)‖2

l2
(
L2((0,1),µ(r)r2n−1dr)

) =
∞∑

|α|+|β|=0

‖cα,β(r)‖2
L2
(

(0,1),µ(r)r2n−1dr
).

Sea f una función pluriarmónica en la bola unitaria Bn. Entonces, por la Proposición 1.17
f se puede expresar como

f = g + h,

donde las funciones g, h son anaĺıticas en Bn con g(0) = h(0). Sean

g(z) =

∞∑
|α|=0

cαz
α, h(z) =

∞∑
|β|=0

cβz
β

las representaciones en series de potencias de g y h respectivamente. Estas convergen abso-
luta y uniformemente en compactos de Bn. Además, tenemos

f(z) =
∞∑
|α|=0

cαz
α +

∞∑
|β|=0

cβzβ =
∞∑
|α|=0

cα(r)ψα(w) +
∞∑
|β|=0

cβ(r)ψβ(w),

donde cα(r) = cα

√
(n−1)!α!

(n−1+|α|)!r
|α|, cβ(r) = cβ

√
(n−1)!β!

(n−1+|β|)!r
|β|, r = |z| y w = z

|z| .

Aśı, para caracterizar las funciones f en b2µ(Bn) consideremos la representación

f(z) = g(z) + h(z) =
∞∑
|α|=0

cα,0(r)ψα,0(w) +
∞∑
|β|=0

c0,β(r)ψ0,β(w),

donde g y h satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir,

∂

∂zk
g(z) =

1

2

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
g(z) = 0,

∂

∂zk
h(z) =

1

2

(
∂

∂xk
+ i

∂

∂yk

)
h(z) = 0

para todo k ∈ N y z ∈ Bn.
Aplicando ∂

∂zk
y ∂
∂zk

a g y a h respectivamente, tenemos

∂

∂zk

∞∑
|α|=0

cα,0(r)ψα,0(w) =
zk
2r

∞∑
|α|=0

(
d

dr
cα,0(r)− |α|

r
cα,0(r)

)
ψα,0(w),

∂

∂zk

∞∑
|β|=0

c0,β(r)ψ0,β(w) =
zk
2r

∞∑
|β|=0

(
d

dr
c0,β(r)− |β|

r
c0,β(r)

)
ψ0,β(w),

para k ∈ N. De aqúı obtenemos el sistema infinito de ecuaciones diferenciales lineales ordi-
narias

d

dr
cα,0(r)− |α|

r
cα,0(r) = 0, |α| ∈ Z+,

d

dr
c0,β(r)− |β|

r
c0,β(r) = 0, |β| ∈ Z+.
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La solución general a este sistema de ecuaciones diferenciales tiene la forma

cα,0(r) = bαr
|α| =

 1∫
0

t2|α|+2n−1µ(t) dt

−1/2

cα,0r
|α|,

c0,β(r) = bβr
|β| =

 1∫
0

t2|β|+2n−1µ(t) dt

−1/2

c0,βr
|β|.

Por lo tanto, para todo f ∈ b2µ(Bn) tenemos

f(z) =

∞∑
|α|=0

cα,0λ(n, |α|)r|α|ψα,0(w) +

∞∑
|β|=0

c0,βλ(n, |β|)r|β|ψ0,β(w),

para z ∈ Bn y w = z
|z| , donde λ(n,m) =

(∫ 1
0 t

2m+2n−1µ(t) dt
)−1/2

. Además,

‖f‖2L2
µ(Bn) =

∞∑
|α|=0

|cα,0|2 +
∞∑
|β|=0

|c0,β|2.

Entonces

b21,µ(Bn) := U1(b2µ(Bn))

es el subespacio cerrado de L2
(
(0, 1), µ(r)r2n−1 dr

)
⊗ l2 = l2

(
L2
(
(0, 1), µ(r)r2n−1 dr

))
que

consiste de las sucesiones {cα,β(r)} de la forma

cα,β(r) =


cα,0λ(n, |α|)r|α|, |β| = 0,

c0,βλ(n, |β|)r|β|, |α| = 0,

0, |α||β| 6= 0.

Además,

‖f‖L2
µ(Bn) = ‖cα,β(r)‖

l2
(
L2((0,1),µ(r)r2n−1dr)

) =

 ∞∑
|α|+|β|=0

|cα,β|2
1/2

.

Consideramos un operador unitario um : L2((0, 1), µ(r)r2n−1) −→ L2((0, 1), r2n−1 dr) pa-
ra cada m ∈ Z+, tal que

(umf)(r) = ψm(r)f(φm(r)), (5.3)

con ψm(r) ≥ 0, 0 < r < 1, φm biyectiva y continua en [0, 1] con inversa ϕm en (0, 1), de tal
forma que

um(λ(n,m)rm) =
√

2n. (5.4)

Al ser um unitario, se tiene

|ψm(ϕm(ρ))|2ϕ2n−1
m (ρ)ϕ′m(ρ) = ρ2n−1µ(ρ). (5.5)
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Además, de (5.3) y (5.4)
ψm(r)λ(n,m)φmm(r) =

√
2n.

Elevando al cuadrado y tomando ρ = φm(r) obtenemos[
ψm(ϕm(ρ))

]2
λ(n,m)2ρ2m = 2n,

lo cual, junto con (5.5) implica

2nϕ2n−1
m (ρ)ϕ′m(ρ) = λ(n,m)2ρ2n+2m−1µ(ρ);

es decir,

ϕ2n
m (ρ) = λ2(n,m)

ρ∫
0

r2n+2m−1µ(r) dr.

Aśı, para cada m ∈ Z+, podemos definir la función ϕm por

ϕm(ρ) = λ(n,m)
1
n

 ρ∫
0

r2m+2n−1µ(r) dr

 1
2n

para todo ρ ∈ [0, 1]. La función inversa de ϕm en [0, 1] la denotamos por φm(r) y definimos
el operador

(umf)(r) =

√
2n

λ(n,m)
φ−mm (r)f(φm(r)).

El operador um es unitario de L2((0, 1), µ(r)r2n−1) sobre L2((0, 1), r2n−1 dr) de tal forma
que

um(λ(n,m)rm) =
√

2n, (5.6)

para m ∈ Z+. Definimos al operador unitario

U2 : l2
(
L2((0, 1), µ(r)r2n−1)

)
−→ l2

(
L2((0, 1), r2n−1 dr)

)
{cα,β(r)} 7→ {(u|α|+|β|cα,β)(r)}.

Por (5.6), tenemos que el espacio b22,µ(Bn) := U2(b21,µ(Bn)) coincide con el espacio de todas
las sucesiones {kα,β} tales que

kα,β =


√

2ncα,0, |β| = 0,√
2nc0,β, |α| = 0,

0, |α||β| 6= 0.

Sea l0(r) =
√

2n. Tenemos que l0(r) ∈ L2((0, 1), r2n−1 dr) con ‖l0‖L2((0,1),r2n−1 dr) = 1.
Denotamos por L0 al subespacio de dimensión 1 de L2((0, 1), r2n−1 dr) generado por l0(r).
La proyección ortogonal P0 de L2((0, 1), r2n−1 dr) sobre L0 tiene la forma

(P0f)(r) = 〈f, l0〉l0 =
√

2n

1∫
0

f(ρ)
√

2nρ2n−1 dρ, (5.7)
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para 0 < r < 1. Sea

dα,β =
kα,β√

2n
.

Denotemos por l2# al subespacio de l2 que consiste en todas las sucesiones {dα,β} y sea p#

la proyección ortogonal de l2 sobre l2#. Entonces p# = χ+(α, β)I, donde

χ+(α, β) =

{
0, |α||β| > 0,

1, |α||β| = 0.

Observemos que b22,µ(Bn) = L0 ⊗ l2# y que la proyección ortogonal B2 de

l2
(
L2((0, 1), r2n−1 dr)

)
= L2((0, 1), r2n−1 dr)⊗ l2

sobre b22,µ(Bn) es B2 = P0 ⊗ p#. Esto prueba el siguiente teorema.

Teorema 5.1. El operador unitario U := U1U2 es un isomorfismo isométrico de L2
µ(Bn)

sobre l2
(
L2((0, 1), r2n−1 dr)

)
= L2((0, 1), r2n−1 dr)⊗ l2 tal que

a) La imagen del espacio de Bergman pluriarmónico b2µ(Bn) es L0 ⊗ l2#:

U
(
b2µ(Bn)

)
= L0 ⊗ l2#,

donde L0 es el subespacio uno-dimensional de L2((0, 1), r2n−1 dr) generado por la fun-
ción l0(r) =

√
2n;

b) La proyección de Bergman pluriarmónica Qµ es unitariamente equivalente a P0⊗p#:

UQµU
−1 = P0 ⊗ p#,

donde P0 es la proyección unidimensional de L2((0, 1), r2n−1 dr) sobre L0 definida
en (5.7).

Definimos
R0 : l2# −→ L2((0, 1), r2n−1 dr))⊗ l2

{dα,β} 7→ l0(r){χ+(α, β)dα,β}.

El operador R0 es un morfismo isométrico cuyo Rango coincide con el espacio b22,µ(Bn). El
operador adjunto

R∗0 : L2((0, 1), r2n−1 dr)⊗ l2 −→ l2#

está dado por

R∗0({cα,β(r)}) =

χ+(α, β)

1∫
0

cα,β(ρ)
√

2nρ2n−1 dρ

 ,

con

R∗0R0 = I : l2# −→ l2#,

R0R
∗
0 = B2 : L2((0, 1), r2n−1 dr)⊗ l2 −→ b22,µ(Bn) = L0 ⊗ l2#.
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Además, el operador R := R∗0U mapea el espacio L2
µ(Bn) sobre l2# y su restricción

R|b2µ(Bn) : b2µ(Bn) −→ l2#

es un isomorfismo isométrico. El operador adjunto

R∗ = U∗R0 : l2# −→ b2µ(Bn) ⊆ L2
µ(Bn)

es un isomorfismo isométrico de l2# sobre el subespacio b2µ(Bn) de L2
µ(Bn).

Notemos que

RR∗ = I : l2# −→ l2#,

R∗R = Qµ : L2
µ(Bn) −→ b2µ(Bn). (5.8)

Teorema 5.2. El isomorfismo isométrico R∗ = U∗R0 : l2# −→ b2µ(Bn) está dado por

R∗
(
{dα,β}

)
=

∞∑
|α|=0

λ(n, |α|)cα,0r|α|ψα,0(w) +
∞∑
|β|=0

λ(n, |β|)c0,βr
|β|ψ0,β(w).

Demostración. Sea {dα,β} ∈ l2#. Entonces

R∗
(
{dα,β}

)
= U∗1U

∗
2R0

(
{dα,β}

)
= U∗1U

∗
2

(
{
√

2nχ+(α, β)dα,β}
)

= U∗1
(
{λ(n, |α|)cα,0r|α|}+ {λ(n, |β|)c0,βr

|β|}
)

=
∞∑
|α|=0

λ(n, |α|)cα,0r|α|ψα,0(w) +
∞∑
|β|=0

λ(n, |β|)c0,βr
|β|ψ0,β(w).

Corolario 5.3. El isomorfismo R : b2µ(Bn) −→ l2# está dado por R(ϕ) = {kα,β√
2n
}, donde

kα,0√
2n

= cα,0 = 〈ϕ, eµα,0〉 = λ(n, |α|)dn,α
∫
Bn

ϕ(z)zα dv(z);

k0,β√
2n

= c0,β = 〈ϕ, eµ0,β〉 = λ(n, |β|)dn,β
∫
Bn

ϕ(z)zβ dv(z);

|α|, |β| ∈ Z+ y {eµα,0}∞|α|=0 ∪ {e
µ
0,β}

∞
|β|=1 es la base ortonormal del espacio de Bergman pluri-

armónico b2µ(Bn) dada en (2.19):

eµα,0 = dn,αλ(n, |α|)zα =

√
(n− 1 + |α|)!

(n− 1)!α!

2n

1∫
0

t2|α|+2n−1µ(t) dt

−
1
2

zα,

eµ0,β = dn,βλ(n, |β|)zβ =

√
(n− 1 + |β|)!

(n− 1)!β!

2n

1∫
0

t2|β|+2n−1µ(t) dt

−
1
2

zβ.
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5.2. Operadores de Toeplitz radiales y sucesiones

lentamente oscilantes

Recordemos que dado a ∈ L∞(Bn), definimos el operador de Toeplitz con śımbolo a por
Ta = QµMa, donde Qµ es la proyección de Bergman sobre b2µ(Bn). Es decir,

Ta : b2µ(Bn) −→ b2µ(Bn)

f 7→ Qµ(af).

El operador Ta es un operador lineal y acotado con norma menor o igual que ‖a‖.
Dada una función a ∈ L1

µ(Bn), el operador de Toeplitz Ta con śımbolo a está definido
por

(Taf)(z) =

∫
Bn

a(w)f(w)Rµ(z, w) dv(w)

para f ∈ b2µ(Bn) ∩ L∞µ (Bn). Por el Lema 2.10, el operador Ta está densamente definido en
b2(Bn). Si a es un śımbolo acotado, entonces Ta es acotado en b2µ(Bn).

Teorema 5.4. Sea un śımbolo radial a ∈ L∞µ (Bn). Entonces el operador de Toeplitz Ta
actuando en b2µ(Bn) es unitariamente equivalente al operador de multiplicación con śımbolo
γµn,a actuando en l2#. La sucesión {χ+(α, β)γµn,a(|α|+ |β|)} está dada por

γµn,a(m) = λ2(n,m)

1∫
0

a(r)r2m+2n−1µ(r) dr (5.9)

para m ∈ Z+.

Demostración. Utilizando (5.8), el operador Ta es unitariamente equivalente al operador

RTaR
∗ = RQµaQµR

∗

= R(R∗R)a(R∗R)R∗

= (RR∗)RaR∗(RR∗)

= RaR∗

= R∗0U2U1a(r)U−1
1 U−1

2 R0

= R∗0U2{a(r)}U−1
2 R0

= R∗0{χ+(α, β)a(φ|α|+|β|(r))}R0. (5.10)
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Además, dada {dα,β} una sucesión de l2#. Por (5.1), tenemos

R∗0{χ+(α, β)a(φ|α|+|β|(r))}R0{dα,β}

= R∗0{
√

2ndα,βχ+(α, β)a(φ|α|+|β|(r))}

=


1∫

0

χ+(α, β)a(φ|α|+|β|(r))2ndα,βr
2n−1 dr


=

χ+(α, β)dα,β

1∫
0

a(y), dϕ2n
|α|+|β|(y)


=

χ+(α, β)dα,βλ
2(n, |α|+ |β|)

1∫
0

a(y)y2(|α|+|β|)+2n−1µ(y) dy


= {χ+(α, β)γµn,a(|α|+ |β|)dα,β}. (5.11)

Notemos que el teorema anterior se puede generalizar a śımbolos radiales a ∈ L1
µ(Bn)

con L1
µ(Bn) = {a ∈ L1

µ(Bn) : af ∈ L2
µ(Bn) para toda f ∈ b2µ(Bn)}.

Corolario 5.5. El operador de Toeplitz Ta con śımbolo radial a ∈ L1
µ(Bn), es acotado en

b2µ(Bn) si y sólo si sup
k∈Z+

|γµn,a(k)| <∞. Además,

‖Ta‖ = sup
k∈Z+

|γµn,a(k)|. (5.12)

Corolario 5.6. El operador de Toeplitz Ta con śımbolo radial a ∈ L1
µ(Bn) es compacto en

b2µ(Bn) si y sólo si ĺım
k→∞

γµn,a(k) = 0. En este caso, el espectro del operador acotado Ta está

dado por
σ(Ta) = {γµn,a(k) : k ∈ Z+} (5.13)

y su espectro esencial coincide con el conjunto de puntos ĺımite de la sucesión

{γµn,a(k)}k∈Z+ .

Denotamos por Lµα(Bn) al subespacio unidimensional de b2µ(Bn) generado por los elemen-
tos base eµα,0, |α| ∈ Z+. Entonces las proyecciones ortogonales Pµα de b2µ(Bn) sobre Lµα(Bn)
tienen la forma

Pµα f = 〈f, eµα,0〉e
µ
α,0 = eµα,0(z)

∫
Bn

f(w)eµα,0(w)µ(|w|) dv(w). (5.14)

De manera similar, denotamos por Lµβ(Bn) al subespacio unidimensional de b2µ(Bn) generado

por los elementos base eµ0,β, |β| ∈ Z+. Entonces las proyecciones ortogonales Pµβ de b2µ(Bn)

sobre Lµβ(Bn) tienen la forma

Pµβ f = 〈f, eµ0,β〉e
µ
0,β = eµ0,β(z)

∫
Bn

f(w)eµ0,β(w)µ(|w|) dv(w). (5.15)
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92 Caṕıtulo 5

Teorema 5.7. Sea Ta un operador de Toeplitz acotado con śımbolo radial a ∈ L1
µ(Bn).

Entonces la descomposición espectral del operador Ta es

Ta =

∞∑
|α|=0

γµn,a(|α|)Pµα +

∞∑
|β|=0

γµn,a(|β|)P
µ
β − γ

µ
n,a(0)Pµ0 . (5.16)

Recordemos que el valor γµn,a(|α|+|β|) depende solamente de |α|+|β|. Usando la fórmula

(z · w)k =
∑
|α|=k

k!

α!
zαwα, (5.17)

la proyección ortogonal de b2µ(Bn) sobre el subespacio generado por todos los elementos eµα,β
con |α|+ |β| = k, |α||β| = 0 y k ∈ N es

(Qµ(k)f)(z) = l(k, n)

∫
Bn

f(w)(z · w)kµ(|w|) dv(w) + l(k, n)

∫
Bn

f(w)(w · z)kµ(|w|) dv(w);

Por lo tanto la descomposición espectral de Ta puede ser escrita como

Ta =
∞∑
k=0

γµn,a(k)Qµ(k).

Finalmente, determinemos el álgebra C∗ generada por los operadores de Toeplitz con
śımbolo radial acotado para el peso radial µ(|z|) = Γ(n+λ+1)

n!Γ(λ+1) (1− |z|2)λ con λ > −1.

En [3, Teorema 5.4] se muestra que el álgebra C∗ generada por

Γλn := {γµn,a : a ∈ L∞µ (Bn) es radial }

coincide con su cerradura topológica en l∞(Z+), la cual es SO(Z+). Por lo tanto, tenemos
otra generalización del Corolario 4.12:

Corolario 5.8. Para µ(|z|) = Γ(n+λ+1)
n!Γ(λ+1) (1− |z|2)λ con λ > −1, el álgebra C∗ generada por

{Ta : b2µ(Bn) −→ b2µ(Bn) : a ∈ L∞µ (Bn) es radial }

es ∗−isomorfa a SO(Z+).

Con la notación:

τn := {Ta : b2(Bn) −→ b2(Bn) : a ∈ L∞(Bn) es radial }

T λn := {Ta : b2µ(Bn) −→ b2µ(Bn) : a ∈ L∞µ (Bn) es radial},

con µ(|z|) = Γ(n+λ+1)
n!Γ(λ+1) (1−|z|2)λ y λ > −1, al igual que en los casos anaĺıtico y anti-anaĺıtico,

del Corolario 4.14 y del Corolario 5.8 nos damos cuenta que la estructura de álgebra C∗ de
C∗(τn) y C∗(T λn ) no depende de la dimensión n ni del peso λ. Para todos n ∈ N y λ > −1,
C∗(τn) y C∗(T λn ) son ∗−isomorfos a SO(Z+). Sin embargo, los operadores de multiplicación
unitariamente equivalentes a cada operador de Toeplitz de τn y T λn śı dependen de la
dimensión n de la bola unitaria:
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En el caso pluriarmónico, los valores propios γµn,a(k) se repiten en la diagonal

2

(
n+ k − 1

n− 1

)
veces para k ∈ N y γµn,a(0) aparece sólo una vez.

En el caso armónico, los valores propios γn,a(k) se repiten en la diagonal[
2n+ 2k − 2

k

](
2n+ k − 3

2n− 2

)
veces para k ∈ N y γn,a(0) aparece sólo una vez.

En particular para n = 1 y µ = 1, b2(D) = b21(D) y por lo tanto, γa(0) aparece sólo una
vez en la diagonal y γa(k) se repite dos veces para cada k ∈ N.
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