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Resumen

En este trabajo, estudiamos los operadores radiales que actiian en el espacio de
Bergman pluriarménico con peso en la bola unitaria de C". Vemos que el algebra C*
generada por operadores de Toeplitz radiales acotados es isométricamente isomorfa
a la cerradura topoldgica del conjunto de sus sucesiones de valores propios. Resulta
que dicha algebra C* coincide con la generada por las sucesiones lentamente oscilan-
tes, es decir, sucesiones que son uniformemente continuas con respecto a la métrica
logaritmica. Esta tesis se basa principalmente en los articulos [6], [3], [11], [11], [10],

[22] y [29).
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Abstract

In this work, we study radial operators acting on the pluriarmonic Bergman space
with weight in the unit ball of C™. We see that the C*—algebra generated by bounded
radial Toeplitz operators is isometrically isomorphic to the topological closure of the
set of its sequences of eigenvalues. It turns out that this C*—élgebra coincides with the
one generated by slowly oscillating sequences, that is, sequences that are uniformly
continuous with respect to the logarithmic metric. This thesis is mainly based on the

articles [0], [5], [11], [14], [10], [22] and [25].
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Introduccion

En este trabajo estudiamos operadores radiales de Toeplitz actuando en el espacio
de Bergman pluriarménico con peso sobre la bola unitaria de C". Mostramos algunas
propiedades de sus sucesiones de valores propios y describimos el algebra C* generada
por las mismas. Resulta que dicha algebra C* coincide con las sucesiones lentamente
oscilantes, es decir, sucesiones que son uniformemente continuas con respecto a la
métrica logaritmica.

En el Capitulo 1 presentamos las propiedades basicas de las algebras C* y describi-
mos las algebras C* generadas por operadores de multiplicacién y por operadores nor-
males. También estudiamos la descomposicion homogénea de las funciones armoénicas
complejo valuadas en C", la representacion de L?*(S*"~!) en términos de armdnicos
esféricos y propiedades de las funciones pluriarménicas. Las referencias principales
para este primer capitulo son [9], [1], [1] y [10].

En el Capitulo 2 establecemos la relacién entre el espacio de Bergman pluriarmoni-
co sobre la bola unitaria de C" y los espacios de Bergman analitico y anti-analitico.
Comparamos sus respectivos ntcleos reproductores y proyecciones de Bergman. Este
capitulo tiene muchas similitudes y algunas diferencias con los trabajos [12] y [13] de
Loaiza y Lozano.

Los criterios de compacidad para operadores radiales actuando en el espacio de
Bergman armonico sobre el disco unitario de C los examinamos en el Capitulo 3
utilizando resultados de Lee en [11]. Vemos el concepto de radializacién y probamos
que un operador de Toeplitz es radial si y sélo si es un operador de Toepliz con
simblo radial. Generalizamos los resultados de Korenblum y Zhu en [10] al trabajar
con sfmbolos radiales en L!(DD). Terminamos el capitulo revisando el trabajo de Miao
en [14] acerca de los criterios de compacidad para operadores de Toeplitz con simbolo
radial acotado actuando en el espacio de Bergman arménico sobre la bola unitaria de
(O

Un operador que actia en el espacio de Bergman es radial si y sélo si se diagonaliza

con respecto a la base canénica. Este hecho es establecido en [10] para el caso de
operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado actuando en el espacio de Bergman
analitico sobre el disco unitario por Korenblum y Zhu y en [l1] para el caso de

operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado actuando en el espacio de Bergman
armonico sobre la bola unitaria de R™ por Miao. Posteriormente, Zhou, Chen y Dong
muestran este hecho para operadores radiales actuando en el espacio de Bergman
analitico sobre la bola unitaria de C" en [21].



2 CONTENIDO

La diagonalizacion de operadores radiales implica que existe un isomorfismo iso-
métrico entre los operadores radiales y sus sucesiones de valores propios. Grudsky,
Maximenko y Vasilevski demuestran que dichos valores propios dependen sélamente
del médulo del multi-indice en el caso del espacio de Bergman analitico sobre la
bola unitaria de C™ en [%]. Con ayuda de un resultado de Sudrez [21], prueban que
el algebra C* generada por las sucesiones de valores propios de los operadores de
Toeplitz con simbolo radial acotado coincide con el conjunto de sucesiones acotadas
que son lentamente oscilantes.

En el espacio de Bergman analitico sobre la bola unitaria de C", en [23], Vasilevski
construye un operador unitario que reduce a cada operador de Toeplitz del algebra
C* generada por los operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado a un operador
de multiplicacién, proporcionandonos una representacion tipo espectral y la mayoria
de sus principales propiedades, como criterios de compacidad.

En el Capitulo 4 de esta tesis revisamos los resultados de Grudsky, Maximenko,
Vasilevski, Bauer y Herrera sobre las sucesiones lentamente oscilantes en [3] y [3].
En el Capitulo 5, seguimos los métodos de Grudsky, Karapetyants y Vasilevski en
[6] para construir un operador unitario que reduce a cada operador de Toeplitz del
algebra C* generada por los operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado que
actuan en el espacio de Bergman pluriarménico con peso sobre la bola unitaria de C™
a un operador de multiplicacién. Se obtienen resultados analogos al caso analitico.
Este capitulo estd basado en los trabajos [0], [23] v [22].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos las definiciones y proposiciones fundamentales, asi
como la notacién que empleamos en el desarrollo de capitulos siguientes. Comenzamos
con algunas propiedades basicas de las algebras C* y algunos ejemplos, para continuar
con las caracteristicas espectrales del algebra C* de los operadores de multiplicacion
y del algebra C'* generada por un operador normal. Para ver con mayor profundidad
estos temas se sugiere consultar [1] y [9].

Posteriormente estudiaremos algunas propiedades de las funciones arménicas, los
armonicos esféricos y las funciones pluridrmonicas basdndonos principalmente en [1]

y [16].

1.1. Algebras C*

Un algebra compleja es un espacio vectorial A sobre C con una operacion llamada
multiplicacién tal que para todo x,y,z € A y A € C se tiene

a) x(yz) = (vy)z,
b) (x+y)z =2zz+yz, z(x+y) = zx + 2y,
c) AMzy) = (Az)y = z(Ay).

Si ademas A es un espacio de Banach, con respecto a una norma submultiplicativa;
es decir, para todo x,y € A,
lzyll < llz[lllyll;

decimos que A es un algebra de Banach. Si esta dlgebra tiene identidad multipli-
cativa de norma 1 diremos que es un algebra de Banach unitaria.

Dadas dos élgebras A y B, un homomorfismo (de dlgebras) es una funcién lineal
h: A — B que es multiplicativa; es decir, h(xzy) = h(z)h(y). Si B=Cy h # 0,
diremos que h es un homomorfismo escalar.

Si A es un algebra de Banach, una involucién es una funcién

x: A — A
r = =)
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tal que para todo z,y € Ay X € C,
a) (¢%)" =,
b) (zy)* =y a*,
¢) Az +9y)* =¥ +y*.
Notemos que cuando A tiene identidad multiplicativa, 1* = 1, pues
e = (1"2)" = (") = 2™ = x.

En este caso, podemos identificar a C con el conjunto {al : « € C} C A. Si a € C,
entonces o* = (al)* =al* =a.
Un algebra C* es un édlgebra de Banach A con una funcién involucion tal que
para todo x € A,
lz*z]| = ll=]*. (1.1)

La funciéon involucién en un algebra C* es una isometria, lo cual se sigue de
Il2]* = ll="z]l < fl2*||[|]

y
l2*|I* = flzz™|| < ll[ll|="]-

Observemos que la condicién (1.1) es equivalente a que para todo = € A,
lza™|| = |||

pues
l]* = [l2"]|* = |l=™2"|| = [Jaz"].

Ademas, si x es invertible en un algebra con identidad, entonces x* también lo es y
(")~ = (a71)", pues

I*(l’_l)* _ (iL'_ll')* _ 1* = 1= (I{L’_l)* — (I_l)*l'*.

Reciprocamente, si z* es invertible, entonces x = ™ también lo es. Por lo tanto,
o(x*) = o(x), donde o(z) es el espectro de x; es decir, el conjunto de todos los
A € C tales que x — A no es invertible.

Si h: A — B es un homomorfismo (de élgebras) entre dlgebras C* y, para todo
x € A, h(z*) = h(z)* diremos que h es un *—homomorfismo. Notemos que si
h: A — B es un *—isomorfismo, entonces h=': B — A también lo es, pues dados

x € Ay y € B con h(x) =y, entonces
R = B () = B A G) = o = )

Si h: A — B es un *—homomorfismo, entonces o(h(z)) C o(x) y ||h(z)| < ||z
Esto implica que todo *—homomorfismo es continuo y todo *—isomorfismo es una
isometria que preserva el espectro.

Cinvestav Departamento de Matematicas



Preliminares 5

Si A es un algebra C* y B es una subdlgebra de Banach de A la cual es cerrada
bajo la operacion involucién, entonces B es un algebra C*. Se dird que B es una
subalgebra C* de A.

El espacio de operadores acotados B(H ) con H espacio de Hilbert es un dlgebra C*
con unidad cuya funcién involucion es la que a cada operador 7' le asocia su operador
adjunto T™ y cuya norma estd dada por

1T = sup [Tz
llzll=1
Si dim H = n con n € N, entonces B(H) es x—isomorfo al dlgebra C* de las matrices
n X n con la operacién involucién dada por la matriz transpuesta conjugada. También
tenemos que el subespacio de operadores compactos K(H) es un dlgebra C* con la
funcién involucién de B(H) restringida y es unitaria si y sélo si H tiene dimensién
finita.

Sea X # () un espacio de Hausdorff compacto. El espacio de funciones continuas
C(X) es un algebra C* unitaria conmutativa con la operacién involucién que asocia
a cada f € C(X) la funcién f, donde f(x) = f(z) para cada = € X y cuya norma
estd dada por

If]l = sup [ f(z)].
rzeX

En particular, si X es un conjunto finito con n elementos tenemos C'(X) = C" con
la operacién involucién (z1,...,2,) — (Z1,...,2,) ¥ si n = 1, entonces obtenemos al
algebra C* compleja mas simple: C con involucién z +— Z.

En [1, Teorema 2.1] se muestra que toda dlgebra unitaria conmutativa es x—isomorfa
a C(X) via la transformada de Gelfand donde X es su espacio de ideales maximales
dotado con la topologia w*.

Dado X # 0, el espacio de funciones acotadas [*°(X) es un dlgebra C* unitaria y
conmutativa con la operacién involucién dada por f — f y norma definida por

IfII = sup [f ()]
zeX

Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto no compacto, entonces el
espacio de funciones continuas en X que se anulan en infinito:

Co(X)={feC(X): paratodoe>0,{z € X :||f(x)| > €} es compacto}

es un algebra C* conmutativa sin identidad con la misma involucién y norma que
el caso anterior. En [1, Corolario 2.2] se muestra que toda dlgebra conmutativa sin
identidad es x—isomorfa a Cy(X) via la transformada de Gelfand donde X es su
espacio de ideales maximales dotado con la topologia w*.

Dado (X,X, u) es un espacio de medida, donde X es un conjunto no vacio, ¥
es una o—algebra de subconjuntos de X y p es una medida en X. El conjunto (de
equivalencias) de funciones acotadas casi en todas partes L>°(X, 3, u) es un dlgebra
C* con involucién dada por f — f y con la norma esencial:

= 1inf su x)|.
I£11= ot sup 1)

Cinvestav Departamento de Matematicas



6 Capitulo 1

Esto equivale a decir que ||f| es el infimo de todas las constantes C' tales que
|f(z)] < C casi en todas partes.

Cuando p es la medida de Lebesgue y X es la o—algebra de Borel de X, escribi-
remos L®(X) en lugar de L™ (X, %, u).

Si A un édlgebra C*, una representacion de A es una funcién p: A — B(H), que
es un *—homomorfismo para algin espacio de Hilbert H tal que p(1) = 1. Diremos
en este caso que p es la representacion de A en H.

Si A es una subdlgebra C* de B(H), entonces claramente la inclusién es una
representacién de A en H.

Ademas, toda algebra C* es x—isomorfa a una subdlgebra C* de B(H) para
algin espacio de Hilbert H. La demostracién se puede revisar en [/, Teorema 7.10] y
[5, Teorema 2.6.1].

En la siguiente seccion daremos mas ejemplos de representaciones de algebras C*.

1.2. Algebra C* generada por operadores de mul-
tiplicacién

En esta seccién veremos una representacion de L (X, 3, ), para ello recordemos
que el espacio de las funciones medibles que son cuadrado integrales L*(X, Y, i) es
un espacio de Hilbert con el producto interno

(r9) = [ radu

para f,g € L*(X, %, u).

Cuando p es la medida de Lebesgue y X es la 0 —élgebra de Borel de X, escribimos
L*(X) en lugar de L*(X, 3, p).

Sea M/ el operador de multiplicacién con simbolo acotado en el espacio de
Hilbert L?(0,1). Es decir,

My L*0,1) — L*(0,1)
g = fg

donde f es un elemento de L*>°(0,1). El operador My es lineal y

1
gl = [ 17OPlo0)P de < 115179
0

donde || f|| es la norma esencial de f. En este caso, M; € B(L?(0,1)) con || M| < || f]]-

El ejemplo anterior lo podemos generalizar tomando (X, Y, i) un espacio de me-
dida, donde X es un conjunto no vacio, ¥ es una o—algebra de subconjuntos de X
y p es una medida en X. Se define My el operador de multiplicacién con simbolo

Cinvestav Departamento de Matematicas



Preliminares 7

acotado en el espacio de Hilbert L?(X, 3, u) por M;g = fg para g € L*(X,%, u),
donde f € L>(X,3, ). Entonces My es un operador lineal acotado de L*(X, X, u)
con | My|| < ||f]l, donde || f]| es la norma esencial de f.

En general no se tiene la igualdad ||M¢|| = ||f||. Por ejemplo, si X = [0, 1], X es
la o—algebra de Borel de X y u coincide con la medida de Lebesgue en los elementos
de 3 que no contengan a 0 y u(S) = oo si 0 € S, definimos f = x,,,. Entonces
feL>(X,3, ) con ||f]]| = 1. Ademds, para todo g € L*(X, X, ),

19(0)1”u({0}) =/|g|2x{o} du§/|g|2du<oo,

por lo que g(0) = 0 para todo g € L*(X, X, u). Esto implica que My = 0 y por lo
tanto [|M[| < [|f]-

Cuando (X, X, 1) es un espacio de medida o—finito, entonces ||My|| = || f]|: Sea
€e>0,S ={zr e X :|f(x)] > |f]l — €} es medible y como u es o—finita, existe
S C S, de medida finita con u(S) > 0. Sea g = —X5—_ entonces g € L*(X, 3, 1) con

V()

2
Mjg|l? = / I g > 1) - o2

Entonces, para todo € > 0, tenemos ||[My|| > || f|| — € y por lo tanto || M|| > || f]|.

Si My: L*(X,3, u) — L*(X, 3, ) es el operador de multiplicacién con simbolo
acotado f € L*(X, 3, u), entonces M; = My, donde f(z) = f(z) para z € X, en
particular, My es normal. Ademds, M; es autoadjunto cuando f(z) € R para casi
todo x € X y unitario cuando |f(z)| = 1 para casi todo x € X.

Definimos el rango esencial de f por

lgll =1y

Rews(f) = ﬂ{m: S € 5.u(X\8) = 0}.

Notemos que, para todo f € L¥(X,%, u), ||[fll= sup |\, donde ||f]| es la norma
AERess(f)

esencial de f. En particular, Ress(f) es un conjunto compacto no vacio para todo
feLrL=>X,x .

Probaremos que o(My) = 04,(My) = Ress(f), donde 0,4,(T) denota al espectro
aproximadamente puntual de T'; es decir, el conjunto de escalares A € C para los
cuales existe una sucesion {g, }neny € L*(X, X, 1) cuyos elementos tienen norma 1 y
lim (7" — A)g,, = 0. La primera igualdad se obtiene del hecho de que My es normal.

n—oo

Si A ¢ Ress(f), entonces existe S € 3 con u(X\S) = 0 tal que A ¢ f(.5). Por lo tanto
existe 0 > 0 tal que

|f(z) = Al =6 (1.2)

para todo z € S. Sea g: X — C la funcién definida por g(x ) = s para x € X.

1
f(@)—
Por (1.2), g estd bien definida casi en todas partes y |g(z)| < % s para todo z € S. Esto

Cinvestav Departamento de Matematicas



8 Capitulo 1

implica que g € L=(X, ¥, u) con ||g]] < 3. Ademds, My(M; — \) =1 = (M; — \)My;
es decir, M; — X es invertible con inverso M,. Por lo tanto A ¢ o(Mj).

Reciprocamente, si A € Res5(f), entonces para cada n € N, existe S,, € ¥ tal que
0 < u(Sy) < oo (ues o—finita) y

Fla) M < (1.3

paratodo z € S,,. Para cadan € N definimos f,, = (Mén%, entonces f,, € L*(X, 3, )
con

o [ Xs, () 1 _
1l = A= s [ =1,

n

Ademis, utilizando (1.3),

oty =gl = [P g 170 - AP < 2
X Sn

Es decir, lim (My — X)f, = 0. Esto implica A € 0,,(M). Por lo tanto,
n—oo

J<Mf) - Uap(Mf> = Ress(f)'

Sea M = M el operador de multiplicacién en el espacio L*(R) con simbolo f(x) = €™
para z € X. Entonces M es unitario, o(M) = S! y su conjunto de valores propios
op(M) es vacio. En efecto, M es un operador lineal suprayectivo pues es invertible
con inverso M, donde g(z) = e~ para x € X. Ademds, M es isometria pues

MwwaﬂMWWMz/wﬂmWw:/WMMwwW
R R R

para todo h € L*(R). Por lo tanto M es unitario.

Por otro lado, A es valor propio de M si y sélo si existe h # 0 en L*(R) tal que
eh(x) = Ah(x) para casi todo x € X. Como € = ) sélo en un conjunto numerable
de R, entonces h(x) = 0 para casi todo = € X. Por lo tanto M no tiene valores
propios. Finalmente o(M) = S*.

Sea (X, 3, 1) un espacio de medida. Si p: L®(X, 3, u) — B(L*(X, %, i) es la
funcién definida por p(f) = My para f € L>(X,3, u), donde My es el operador de
multiplicacién con simbolo f, entonces p es una representacion de L>®(X, Y, ) en
LA(X, 3, ).

Recordemos que dados X un conjunto no vacio, > una o—algebra de X y H un es-
pacio de Hilbert, una medida espectral en (X, ¥, H) es una funcién £: ¥ — B(H)
que satisface las siguientes condiciones:

a) E(S) es una proyeccién ortogonal para cada S € ¥,

Cinvestav Departamento de Matematicas



Preliminares 9

=)

E0) =
E(X) =
d) E

)

)
) E(S1NSy) = E(S1)E(Ss) para todos 51,5, € X,
)

e) Si{S,}nen € X es una sucesién de conjuntos disjuntos a pares, entonces
(U) - S

donde el limite de la ultima expresion se toma en la topologia fuerte de operadores.
Los detalles de la existencia de dicho limite, asi como la demostraciéon de los siguientes
resultados pueden consultarse en [9, Seccién 4.1].

Si E es una medida espectral en (X, %, H) y 2,y € H, entonces

Ex,y(s) = (E(5)z,y)

define una medida compleja en ¥ con una variacién total menor o igual que [|z||||y||. En
este caso se puede definir la integral de funciones f: X — C acotadas y X—medibles

en el sentido débil:
<(/fﬂ§ay>=/#dm%
X X

la cual resulta ser el unico operador en B(H) tal que si € > 0y {S1,...,5} C X

es una particion de X tal que para todo k, sup |f(s) — f(t)| < €, entonces para
s,teSk

cualquier seleccién de t, € S,

JEEDLEY

< €.

Sea (X,X,u) un espacio de medida o—finito sobre la o—&lgebra de Borel y
M;: LA(X, %, pn) — L*(X,X, u) el operador de multiplicacién con simbolo acota-
do f. Entonces la medida espectral asociada a M, estd dada por E(S) = MX,-A(S)
para S C Ress(f).

En efecto, en [9] se puede ver que E es una medida espectral. Veamos que ésta es
la medida espectral asociada a Mjy; es decir,

M; :/sz(z). (1.4)

Notemos que x sof.Sean g,h € L*(X,%,u) y S € ¥, entonces

s X

[ X By = Eya(5) = (B(S)0.) = (04, osl). ) = [ (0 P

Cinvestav Departamento de Matematicas



10 Capitulo 1

Como S € X fue arbitrario,

/(deg,h:/((bof)gEdﬂ (1.5)

para toda funcion simple ¢ y por lo tanto para toda funcion Borel medible acotada
en 0(My) = Ress(f). En particular, para la funcién ¢(z) = z se tiene

[ o) = [ 1o G autz),
<(/ZdE(Z)>9’ h> = (Mg, h) = (Mgg,h).

Como g,h € L*(X, %, u) fueron arbitrarios, esto prueba (1.4) y por lo tanto E es la
medida espectral de M.
Finalmente notemos que, por (1.5),

¢(My) = Mgop

para toda funcién ¢ Borel medible acotada en R.gs(f).
La siguiente proposicion resume la mayoria de los resultados obtenidos en esta
seccion.

es decir,

Proposicién 1.1. Si (X, X, u) es un espacio de medida o—finito, f,g € L>®(X, %, 1)
y a, 8 € C, entonces:

a) Maypypg = aMy+ BM,
b) MyM, = M, = M,Mjy,
o) [[M¢ll =l
d) My es normal con M7 = Mz,
e) U(Mf) = Uap<Mf> Ress(f),
f) M={M;:feLl>*X,X n} esun dgebra C* conmutativa con unidad,
g) f— My es un s—isomorfismo entre L>(X,%, u) y M,
)

h) f+ M; define una representacion de L>(X, %, ) en L*(X, X, n),

i) My = / z2dFE(z), donde E(S) = foil(s> para S C Ress(f) Borel medible

Ress(f)
define la medida espectral asociada a My,

i) @(My) = Myoy para toda funcion Borel medible acotada en Ress(f),
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k) una red {fataca C L>®(X,%,u) converge a una funcion f € L¥(X,%, )
en la topologia w* si y solo si la red { My, }oea C B(L*(X, X, 1)) converge a
My € B(L*(X,3, 1)) en la topologia débil de operadores,

1) f+ M; es un homeomorfismo de L(X, %, u) con la topologia w* a L*(X, %, u)
con la topologia débil de operadores, cuya imagen es M,

m) st T € B(L*(X,%,u)) conmuta con todo elemento de M, entonces existe
h e L*(X, %, n) tal que T'= My,.

El siguiente ejemplo es un caso particular del anterior cuando X = N, Y es el
conjunto potencia de N y p es la medida de conteo. Sea A una sucesién acotada
A = { A }nen € I1%°(N). Definimos el operador de multiplicacién My : [I2(N) — [2(N)
por (My\z),, = Az, para © = {x, }nen € I*(N) y n € N. Entonces M), € B(I*(N)) con
| My || = sup |\n]- Dados 2 = {x }nen, ¥ = {Yn nen € B(N),

(Maz, ) = > MtuTia = > T Aalhn
n=1 n=1

Por lo que M} = My, donde A = {\,}nen € [®(N). M, es normal y en el ca-
so en que la sucesion A = {A,}n.en es real, M, es autoadjunto. Esto es conse-
cuencia de que M M, = My, para A = { A\, }nen, £ = {Kn}nen € [®°(N), donde
A& = {Anhin tnen € [P(N) y de que M5 = M;. Notemos también que M) es unitario
si y sélo si |A,| = 1 para todo n € N.

Sea n € N, My — A\, no es inyectiva pues si x = {e,}neny € [*(N), entonces
(M — A\,)x = 0. Por lo tanto {\,} C 0,(M,).

Sea o ¢ {\} v o = {Zy}tnen € [3(N), entonces (My — a)r = 0 si y sélo si
(A — @)z, = 0 para todo n € N. Como a ¢ {\,}, entonces z = 0. Es decir, M) — «
es inyectiva en este caso. Por lo tanto,

Up(MA) = {/\n}

Si a ¢ {\,} es un punto de acumulacién de {\, }, entonces existe una subsucesién
{An, }ien de {An}nen tal que lim A, = a. Notemos que

lim [[(M — ey, | = lim |\, —a] =0,
]—N)O j—)OO

es decir, la sucesién {(My — a)ey, }jen converge a 0. Ademds, como My — « es in-
yectivo, podemos definir la funcién inversa (M) — a)™': R(M), — o) — *(N).
Sin embargo esta funcién no es continua, pues la sucesion {(My — a)ey,, }jen con-
verge a 0, pero la sucesién {(My — ) ' (M) — a)ep, }jen no converge a 0 ya que
(M — a) ' (M) — a)ey,|| = ||len,|| = 1 para todo j € N. Por el Teorema de la Fun-
cién Inversa, R(M, — ) # I2(N). Asi, a € o(M,). Por lo tanto {\,} C o(M,).
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12 Capitulo 1

Finalmente, si a ¢ {\,}, entonces existe €y > 0 tal que B, («) N {\, }neN
decir, |a — A,| > € para todo n € N. Esto implica que la sucesién Kk = {
estd acotada por % Luego, M, € B(I*(N)) con [|M,|| < +. Ademés,

0; e
X I nen

(A4X-—(J)A4k =1 =:A4F(A4X —>OQ,

es decir My — « es invertible.

Por lo tanto, a(My) = {\,} con 0,(My) = {\,}. Ademas, o,.(M,) = 0 por ser M)
un operador normal.

Sea My : 1*(N) — [?(N) el operador de multiplicacién definido por (Myz), = A\, 2,
para todo = {z, }nen € (*(N), donde A = {\, }nen € [®(N). Para cada n € N, defi-
nimos el operador T),: [*(N) — [*(N) dado por

(Tyz) = {)\na:n si m < n,

0 si m > n,

para z = {2, ey € [*(N). Cada T}, es de rango finito y por lo tanto es compacto.
Ademas, la sucesién de operadores {7}, },en converge a M, en la topologia fuerte de
operadores pues para todo x = {z, }nen € [*(N),

I(My = T, )z||* = Z Al * < € Z ;.

j=n+1 j=n+1

donde |A;| < C para todo j € N. Sin embargo, el operador M) es compacto si y sélo
si la sucesion A = {\, }nen converge a 0.
En efecto, si lim \, = 0, entonces dado € > 0 existe N € N tal que |\,| < € para

n—oo

todo n > N. Dado x = {x, }nen € [*(N), para todo n > N,

[o¢] o0
1My = To)al> = D NPl < D fagl” < el
Jj=n+1 j=n+1

Luego, |[(My — T,)z|| < €||z| si n > N. Esto implica que la sucesion de operadores
compactos {7}, }nen converge a M)y en la topologia de la norma y por lo tanto M) es
compacto. La otra implicacién se demuestra construyendo una sucesiéon acotada en
I>(N) de la forma { ™ } pen CUya imagen bajo M) no contiene alguna subsucesion

convergente (pues ||enk1 eny, |17 = 2 para ky # ky).

Sea My: I?(N) — I?(N) el operador de multiplicacién con simbolo A = {1},en.
Por el ejemplo anterior sabemos que M) es un operador compacto y tenemos que
o(My) = {1} con 0,(My) = {1} y 0.(M,) = 0. Por lo tanto, 0 € o.(M,).

La siguiente proposicion es analoga a la Proposicién 1.1 y resume la mayoria de
los resultados obtenidos en el caso discreto.
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Proposicion 1.2. Si A = {\, }nen, & = {kntnen € (®(N) y o, 5 € C, entonces:

a ar+Br — OéM/\ + ﬁMn;

b M)\M M)\n MHM)U

c) [[Mxll = [[All,

e) o(My) = o.(My) Uoy(My) = M} y op(My) = {\},

f) M ={M,:\Xe€l>*(N)} es un dlgebra C* conmutativa con unidad,

) M.
)
)

d) My es normal con M} = My,
)
)

g) A= M, es un x—isomorfismo entre [*°(N) y M,
)

h) A+~ M) define una representacion de [*(N) en [*(N),

i) Ma(z) = Al ex)er, para z = {zy bnen € 2(N),

keN

j) si T € B(I*(N)) conmuta con todo elemento de M, entonces existe n € [°(N)
tal que T' = M,,.

Sea A un élgebra C*. Si {A,}aecs una familia no vacia de subdlgebras C* de A,
entonces ﬂ A, es una subdlgebra C* de A. Dado B C A, definimos el dlgebra C*

acJ
generada por B como la intersecciéon de todas las subalgebras C* de A que contienen

a By la denotamos por C*(B).

Terminaremos esta seccién enunciando una version del calculo funcional para ope-
radores normales con resultados andlogos a las Proposiciones 1.1 y 1.2. Su demostra-
cién se puede visualizar en [1] y [9].

Proposicién 1.3. Si A es un dlgebra C* unitaria y x € A es normal, entonces:

a) C*({x,1}) = {p(x,z*) : p(z,w) es un polinomio en dos variables} es un dlgebra
C* conmutativa con unidad,

b) si X es el espacio de ideales mazimales de C*({z,1}), la transformada de Gel-
fand G: C*({z,1}) — C(X) es un x—isomorfismo,

c) el espacio de ideales mazimales dotado con la topologia w* es homeomorfo al
espectro de x via G(z): X — o(x),

d) definiendo f(x) = G7(f) para todo f € C(o(x)), [+ f(x) es un x—isomor-
fismo entre C'(o(x)) y C*({z,1}),

e) o(f(x)) = fo(x)) para todo f € C(o(x)),
) I1f @)l = [l para todo f € Clo(x)),
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14 Capitulo 1

g) si A= B(H) para H espacio de Hilbert, f — f(x) define una representacion de
C(o(z)) en H, la cual se extiende a una representacion del dalgebra C* formada
por las funciones Borel acotadas en o(x),

h) en este caso, existe una unica medida espectral E definida en la o—dlgebra de
Borel de o(z) tal que f(x) = /f(z) dE(z), para todo f € C(o(x)). Esta

o(x)
expresion se extiende a funciones Borel acotadas en o(x). En particular,

xr = / zdE(z),

o(x)

) N = {f(z) : [ es una funcion Borel acotada en o(z)} es un dlgebra C* con-
mutativa unitaria,

j) si H es separable y p es una medida positiva en o(x) tal que p y E tienen los
mismos conjuntos de medida cero, entonces f +— f(x) es un x—isomorfismo
entre L= (o(x), 2, pu) y N, donde ¥ es la o—dlgebra de Borel,

k) f+ f(x) define una representacion de L>®(o(x), >, u) en H,

) f— f(x) es un homeomorfismo de L>(o(x),3, 1) con la topologia w* a B(H)
con la topologia débil de operadores, cuya imagen es N,

m) o(f(x)) = Ress(f) para todo f € L*®(o(x), %, 1),

n) siT € B(H) conmuta con todo elemento de N, entonces existe f € L*(o(x), %, 1)
tal que T' = f(z).

De hecho, en [!, Teorema 11.5] se prueba que todo operador
normal N € B(H) es unitariamente equivalente a un operador de multiplicacién
M;: LA(X,3, u) — L*(X, %, p) para algin espacio de medida (X, %, ) y una fun-
cion f € L>®(X, X, u). Cuando H es separable, el espacio de medida es o—finito.

En este trabajo estamos interesados en describir dlgebras C* generadas por opera-
dores que resultan de componer un operador de multiplicacion con ciertas proyecciones
ortogonales y ver si cumplen propiedades andlogas a las Proposiciones 1.1, 1.2 y 1.3.

Recordemos que dados H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de H.
Se tiene

H=MaoM*,
donde M+ denota al complemento ortogonal de M. Luego, cada = € H puede escribir-
se de manera tinica en la forma = = 1 +5, donde 21 € M y x5 € M*. Los operadores
P,Q: H — H definidos por P(z) = x; y Q(x) = y son lineales, P? = P = P* y
Q? = Q = Q* Ademss, como para todo z € H se cumple (Pz,Qz) = 0, del Teorema
de Pitagoras obtenemos la identidad

l[* = [ P]l* + Q|
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para todo x € H. De aqui vemos que ||Pz| < ||z|| v ||Qx| < ||z|| para todo 2 € H
y por lo tanto ||P]| < 1y ||Q] < 1. Si M # {0}, entonces P # 0. Como P? = P,
se tiene 0 < ||P|| = ||P?|| < ||P||>. De esto tltimo se sigue ||P|| > 1, y por lo tanto
|P|| = 1. Anédlogamente, si M # H, entonces ||@Q|| = 1. Los operadores P y @ se
llaman las proyecciones ortogonales de H sobre M y M+ respectivamente.

1.3. Funciones armoénicas en C"
Sea n € N. Identificaremos (topolégicamente) C* = R?*" escribiendo
2y = Tp + iyk

para cada k = 1,...,n. Para todo z = (z1,...,2,) y w = (wy,...,w,) en C", consi-
deramos el producto interior

n
(z,w) :z~@:szw_k
k=1

y la norma

ol = (22 = Vo 7 = VTP 4 [l
Para el multi-indice o« = (avq, ..., ) y el elemento z = (z1, ..., z,) € C", escribimos

2% =2z

Qn
n

donde oy € Z, :=NU {0},

al =aq! - o)
y definimos la longitud del multi-indice por
o) =+ + .
Sea D el disco unitario abierto en el plano complejo C; es decir,
D={zeC:|z| <1}

Denotamos por B™ a la bola unitaria abierta del espacio vectorial complejo C"; es
decir,
B"={zeC":|z|] <1}.

Su frontera es la esfera
Sl ={zeC": 2| = 1}.

Dado w € C" y r > 0, escribimos

B(w,r) ={z€C":|z—w|<r} y 0B(w,r):={z€C":|z—w|=r}.
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16 Capitulo 1

Notemos que B(0,1) = B", 9B(0,1) = §?*~! y B! = D. En este capitulo {2 denotara
a un subconjunto no vacio, abierto y simplemente conexo de C".
Los operadores de Wirtinger estan definidos por

af _ (31” 3f) v o _ (01” n 3f)

para f: €2 — C con derivadas parciales continuas y escribiendo z, = x; + iy, para
cada k= 1,...,n. En este caso, si para cada k

0

Tf = Oa

8Zk

entonces diremos que f es una funcién analitica. Analogamente, decimos que la
funcion f: 2 — C es anti-analitica si tiene derivadas parciales continuas y

of
L
8zk
para cada k = 1,...,n. Notemos que f es anti-analica si y s6lo si f es analitica dado
que - B -
9f\ _ 9f of\ _ 9f
8zk N 8Ek Y 8Ek N 82k7

parak=1,....n
Definimos el operador laplaciano A por

*f  0*f
8= Z<8xk @yk)

para f: {2 — C con segundas derivadas parciales continuas.
Notemos que el laplaciano, en términos de operadores de Wirtinger, se puede

escribir como
n 82f
Af =4 ——. (1.6)
k=1

A una funcién f: 0 — C con segundas derivadas parciales continuas la llama-
remos armonica si su laplaciano es igual a cero. Por (1.6), toda funcién analitica y
toda funcién anti-analitica son funciones armonicas.

Ademsds, una funcién real valuada f: 2 C C — R es armoénica si y sélo si
localmente es la parte real de una funcién analitica.

El laplaciano A es lineal por lo que sumas y multiplos escalares de funciones
armonicas son armoénicas. Ademads, si w € C", r >0y f: Q — C es una funcion
armonica, entonces la funcién traslacion

g: Q4w — C
2 = f(z—w)
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es armonica y la funcién dilatacion
fr: %Q — C
z = f(rz)
también es armonica pues
A(fr) =r*(AS)s. (1.7)
Recordemos que una transformacién lineal U: R*" —s R?" que preserva la esfera
unitaria S?"~! se llama transformacién ortogonal. Por lo que si U: R?* — R?"
es lineal entonces es ortogonal si y sélo si |[Uz| = |z| para todo x € R?". Sea O(2n) el
grupo de transformaciones ortogonales en R*".
Dada f: Q — C, y U € O(2n), decimos que foU: U '(Q) — C es una
rotacion de f. La rotacién de funciones arménicas son arménicas pues

A(folU)=(Af)oU.

El valor de una funcién armonica en el centro de una bola es el promedio de sus va-
lores en su frontera. Esto lo establece su Propiedad del Valor Medio, la cual se deduce
de la identidad de Green y cuya demostacion se puede encontrar en |1, Proposicién 1.2].

Si f: Q@ — C es armoénica, 7 > 0y z € Q con B(z,7) C 2, entonces

() = / £z + rw) do(w), (1.8)

S2n—1

donde o es la medida de superficie de Lebesgue normalizada en S?*~ 1.
Si v es la medida de volumen de Lebesgue normalizada en B”, entonces las inte-
grales respecto a estas medidas estan relacionadas por la ecuacion

dv = 2nr*" " dr do. (1.9)

Otra versién de la Propiedad del Valor Medio resulta de (1.8) y (1.9):

Proposicién 1.4. Si f: Q — C es armdnica, v > 0 y z € Q con B(z,r) C Q,

entonces
1
1= By / St

(z,r

Una consecuencia de la Propiedad del Valor Medio de las funciones armoénicas es
su Principio del Maximo:

Si f: Q — C es armédnica (2 es conexo) y |f| tiene un méximo en €2, entonces
f es constante. En particular, si f,g € C(Q2) son arménicas en  con 2 acotado y
f =g en 0F, entonces f = g en Q.

La integral de Poisson de una funcién f € C(S?"!) estd definida por

PN = [ s dotw)
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18 Capitulo 1

para z € B".

A la expresion P(z,w) = é;f';n
que para todo z € B" y w € S*"71, P(z,w) > 0.

Para cada w € S?"~!, la funcién P, : B" — C definida por P,(z) = P(z,w) es
armoénica en B". Ademads, la integral de Poisson resuelve el problema de Dirichlet para
B" y por (1.7), tenemos que el problema de Dirichlet tiene solucién para dominios de

la forma B((,r) con ¢ € C" y r > 0. En particular tenemos el siguiente corolario.

la llamaremos Nicleo de Poisson. Notemos

Corolario 1.5. Si f € C(B") es armdnica en B", entonces f = P|[f|g2n-1] en B".

Por lo que las funciones f € C (]B_") armonicas en B” se pueden representar por

o= [ S dntw)

para todo z € B™.
Por ejemplo

P(z,w)do(w) =1
S2n—1

para z € B".
Esto implica que toda funciéon arménica es infinitamente diferenciable y el siguiente
resultado.

Proposicién 1.6. Si {f,}men €s una sucesion de funciones armdnicas en S que
convergen uniformemente a f en cada subconjunto compacto de €2, entonces [ es
armonica en 2.

1.4. Armodnicos esféricos

Un polinomio complejo en R?" es una combinacién lineal finita de monomios z®.
Un polinomio f: R?® — C se llama homogéneo de grado k si es de la forma

f(z) = Z Ca”™

|al=k

para z € R*" y k € Z,. Notemos que si f: R*® — C es un polinomio homogéneo de
grado k, entonces
fltz) =1"f(z)

paratodot € Ry x € R?". Por lo tanto, todo polinomio homogéneo f: R?*® —s C est4
completamente definido por sus valores en la esfera S?"~!. Un arménico esférico de
grado k es la restricciéon a S**~! de un polinomio arménico y homogéneo de grado k.

Para cada k € Z, denotamos por Hy(IR*") al espacio vectorial de todos los polino-
mios f: R?® — C arménicos y homogéneos de grado k. El espacio vectorial complejo
de todos los arménicos esféricos de grado k lo denotaremos por Hy.
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Para p,q € Z., H(p, q) es el espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos
armoénicos f: C* — C que tienen grado total p en las variables z = (21---2,) ¥
grado total ¢ en las variables Z = (Z; - - - Z,,).

Notemos que los elementos de H(k,0) son funciones analiticas y los elementos de
H(0, k) son funciones anti-analiticas para cada k € Z, .

Denotamos por H,, al espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos
armonicos de H (p, q) restringidos a la esfera S?"~1. Los espacios H,,, C L*(S?"!) tie-
nen dimension finita y por lo tanto son espacios de Hilbert. Ademas, son ortogonales
a pares y

H,= P H,, (1.10)
pt+g=k
para k € Z.

Cada Hj(R?") es invariante bajo O(2n); es decir, si f € H(R*) y U € O(2n),
entonces foU € Hy(R?"). Analogamente, Hj también es invariante bajo O(2n) para
keZ,.

Con la identidad de Green se puede demostrar que si k # [, entonces Hy y H; son
ortogonales en L?(S5?"!). Se puede ver dicha demostracién en [17, Teorema 12.1.2].

Si denotamos por P, (R?") al espacio vectorial complejo de polinomios homogéneos
de grado k, se puede demostrar

P(R*™) = H,(R*™) @ |z* P,_o(R*") (1.11)
Por induccion se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.7. Todo polinomio homogéneo f de grado k puede ser escrito de manera
unica en la forma

F(@) = fil@) + [P froa(@) + -+ 2P f e (@)

donde f—oj € Hy_2j(R*") con j =0,1,..., L%J Y LgJ es el entero inferior mds proxi-
k
mo a .

El siguiente corolario se deduce de que todo polinomio es la suma de polinomios
homogéneos y del Teorema 1.7.

Corolario 1.8. Todo polinomio de grado k restringido a S**~! es igual a la suma de
armonicos esféricos de grado menor o igual a k.

Recordemos que, por el Teorema de Stone-Weierstrass, el espacio lineal generado
por todos los polinomios homogéneos f: R*" — C es denso en C'(S**~!) respecto
la norma del supremo. Como todo polinomio homogéneo de grado k restringido a
5?71 se puede expresar como suma finita de arménicos esféricos de grados menores
o iguales a k y C(S?"!) es denso en L?(S?"™!), entonces

L*(S*7') = €P H. (1.12)

kEZy
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Para mayor detalle de este resultado se puede consultar [17, Capitulo 12].
Utilizando (1.10) y (1.12) vemos que toda funcién f € L?*(S**~!) se puede repre-
sentar como serie de polinomios armoénicos homogéneos:

f= Z fp,q (1'13)

DP,qEL 4+

donde f,, € H,, y la convergencia de la serie es incondicional y en la norma de
L2(S% 1),

Sin=1, H,, = {0} cuando pg > 0y dim H, o = dim Hy , = 1 para todo p, q € Z,.
Por lo tanto, para cada k € Z,, H, = span{z*,Z*} con |z| = 1 y para cada funcién
f € L3(S'), su descomposicién como serie de Fourier coincide con su descomposicién
como serie de polinomios arménicos homogéneos.

Dado que cada Hj, es un espacio de Hilbert finito con el mismo producto interno
que L?*(S*"~1) para cada w € S?"7!, la funcién evaluacién

p: H, — C
fo= fw)

es lineal y acotada, por lo que existe un unico elemento 7, € Hj, tal que

o(f) = {f Zwr) (1.14)

para todo f € Hy. El elemento Z,, j es llamado armoénico zonal de grado k con polo
en w.
Definimos la funcién

Zp: S lx g2t 5 C
— 7

(2, 10) (1.15)

la cual tiene la siguiente propiedad reproductora por (1.14).
flw) = / [Zydo = / f(2)Zy(z,w) do(z) (1.16)
Sanl Sanl

paraw € S* !y f € H,.
Dado w € S*! sea p = Im Z, . Tenemos que p es real valuada y p € Hy,
utilizando (1.16):

0 = Tm p(w) = Im / T do = — / (p)(Im Zo ) dor = — / (I Zu1)? dor

S2n—1 S2n—1 S2n—1

Por lo que Im Z,, , = 0; es decir, Z,,, es real valuada.
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Sea pi1,...,Dpn, € Hjy una base ortonormal para Hj. Entonces,

hi

Zwi(z) = Z<Zw,kapi>pi(z)

i=1

hi
= ZMpi(z)

hi
= sz‘(w)pz‘(z)
hi

= Z<Zz,k7pi>pi(w)

= Z,x(w), (1.17)

para w, z € S?"71. Es decir, Z;,(z,w) = Zy(w, z) para todo w, z € S,
Por (1.17) y la igualdad de Bessel, tenemos

o Ry
Zuaw) = Y pil@pi(w) = - () = | Zus (1.18)

paraw € S*" 'y ke Z,.
Dados U € O(2n), p € H, y z € S*1,

(0, Zuy ) = p(U(2))
= / (polU)Z, 1 do

S2n—1

- [ WZeT ) ar

S2n—1

=(p, Z.,oU™). (1.19)

Por lo que
ZU(Z),]C = Zz,k o U_l (120)

para todo U € O(2n). Evaluando U(z) en (1.20) tenemos

ZoalU(2)) = Zoy 0 UM U(2)) = Zas(2):

Cinvestav Departamento de Matematicas



22 Capitulo 1

Es decir, la funcién z — Z, (2) es constante en S**~!. Dicho valor constante coincide
con la dimensién de Hy, pues utilizando (1.18):

Z,y(2) = / Z,1(2)do(z)

S2n—1

-/ S IR dol2)

SinZl

hi
-y / p(2)P do(2)
izlszn—l
hi
=3 Inl?
=1
= Iy (1.21)

Ademas, por la desigualdad de Schwarz, (1.14) y (1.18)

| Z g ()| = U Z2 ks Zwi)| S NZep | Zwkll = vV he/ P = . (1.22)

Asi, todo armonico zonal de grado k alcanza su valor méximo en su polo y éste coincide
con dim Hy = hi. Ademds, dado z € S*"! Z,, 0 U = Z, para todo U € O(2n)
que tenga al polo z como punto fijo, sélo se necesita evaluar U(w) en (1.20) para
w € S?"7! Antes de calcular el valor de h; veamos una forma de generalizar la
descomposicién en series de Fourier de funciones cuadrado integrables f: S' — C a
otras dimensiones.

Teorema 1.9. 9i f € L*(S*"™1), entonces

= {f Zem)
m=0

en L?(S*1).

Demostracion. Utilizando (1.12), expresamos a f como f =Y .- py con p, € Hy y
k € Z,, donde la convergencia de la serie es en L*(S*"~1). Asi,

f sz ZPk, zm pm;Zz,m>:pm(Z)

Por lo tanto,
m=0 m:O

]
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Notemos que dim H,,(R**) = dim H,,, = hy,,
h() =1 y hl = 27’L7

pues Hy(R?") es el espacio de funciones constantes y H;(IR?") es el espacio de funciones
lineales en R?". Calcularemos a continuacién el valor de h,,, para m > 2.

Si dim P,,,(R*") = d,,, por (1.11)
Ay =l + dip—2 (1.23)

para m > 2. Ademas, {z% : |a| = m} forma una base para P,,(R*"), por lo que d,, es
igual al nimero de multi-indices & = (a, ..., a9,) con |a| = m, esto es,

2n+m —1
dpy = .
( 2n —1 )
Despejando de (1.23), para m > 2,
P 2n+m—1 _ 2n+m —3
T\ 2n—1 2n—1 )
Por el triangulo de Pascal sabemos que (kH) = (ll“) + (lfl). Asi,
2n+m—1 2n+m — 2 . 2n+m — 2
2n—1 2n —1 2n — 2
2n+m —3
2n—1

-
i)
=
o=

2n+m — 2 2n+m—3
2n — 2 2n — 2

2n+m — 3 [Zn—i-m 2 }

2n — 2
o (Qn +m — 3) {271 +2m — 2} (1.24)
2n — 2

para m > 2. En particular, para n = 1, h,, (m )( ) = 2 para m > 2. En este

(0)'(m 1

caso, 1 = hg < 2= hy = hy = ..., de hecho, H,, = span{e™™’ e~} param € Z,.
Sin > 1, sea k =2n — 2. Entonces k > 1 y por (1.24),

Cm+k)(m+k—-1)! @m+Ek)(m+k—-1)(m+k—2)---(m+1)
(K)(m —1Dl(m) k!

para m > 2. Por lo tanto, 1 = hg < 2n = hy; < hy < ... Ademds,
by 1 (2m+k m+k—1 m+k—2 m+1
mk kl m m m m '

m—soo mF kI’
Como consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Ry =

Luego,

Cinvestav Departamento de Matematicas



24 Capitulo 1

Corolario 1.10. Eziste una constante C > 0 tal que h,, < Cm?* =2 para todo m € N.

Recordemos que un polinomio homogéneo estd completamente determinado por
su restriccién en S?"7!. Ademsés, todo elemento p € H,, tiene una tnica extensién a
un elemento p € H,,(R*"). Sea z € C" no nulo y p € H,,, entonces

P =1 () = " / )2, o) dotw)

Por lo que

P(z) = / (W) Zon (2, w) do(w) (1.25)
S2n—1

para todo z € C".

Teorema 1.11. La integral de Poisson de un polinomio f en R®*™ de grado m es un
polinomio de grado a lo mds m. Ademds, para todo z € B,

Plflz) =Y / Zo(zw) f (w) do(w).

kZOSZn—l

Demostracion. Del Corolario 1.8, tenemos que

flszn—1 = Zpk (1.26)
k=0

conpp € Hp, k=0,...,m.
Por la unicidad de la solucion del problema de Dirichlet en B", tenemos

Pf)(z) = _ (=) (1.27)

para z € B", donde p, € Hy(R*), k=0,...,m.
Por (1.25) y (1.12), tenemos que

| ZGwtwaw =" [ Zizwpw )

SQn—l ] SQn—l
= [ Zu(z w)pi(w) do(w)
SQn—l

= pr(2) (1.28)

para z € C". De (1.28) y (1.27),
PG =Y [ Zuew) f(w) do(w)
k:OS2n—l

para z € B". ]
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Utilizando (1.26), si f es un polinomio de grado m, entonces f|g2n-1 es ortogonal
a Hj para todo k& > m. Este hecho junto con el Teorema 1.11 nos proporciona la
llamada expansion armdnica zonal del nicleo de Poisson.

Teorema 1.12. Dadon € N,
P(z,w) = Z Zm(z,w)
m=0

para z € B" y w € S* 1. La serie converge absoluta y uniformemente en K x S*"1
para todo subconjunto compacto K de B™.

Demostracion. Sea n € N. Por el Corolario 1.10 y la Ecuacién 1.22, existe una cons-
tante C' > 0 tal que

| Zn(zw)] = |2|"

Zom (I_le)‘ < 2™ Ry < CM2|2|m, (1.29)
z

para 2 € C" no nulo y w € S?~!. Como lim ¥/m?2"2 = 1, por el Teorema de

m—00

Z Zm(z, w)

m=0

Cauchy-Hadamard

converge absoluta y uniformemente en K x S$?"~! para todo K C B" compacto.
Ademas, para cada z € B", tenemos por el Teorema 1.11

(1 Zn)= [ X Zuteu ) dotw)

m=0 g2n—1 m=0

— Plf](z) = / P(z, w)f(w) do(w) = (f, P)

S2n—1

para todos los armonicos esféricos f. Como las sumas finitas de armonicos esféricos
son densos en L*(S?"7 1), entonces

P(z,w) = Po(w) =Y Zom(w) =Y Zp(z,0)

para z € B" y w € S L, O

Uno de los principales resultados de esta seccién se deduce del Teorema 1.12 y es
la llamada expansiéon homogénea de funciones armoénicas.
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Corolario 1.13. Siw e C", r >0y f: B(w,r) — C es armdnica, entonces ezisten
Pm € Hp(R*™) tales que

o0
f(2) = pmlz —w)
m=0
para todo z € B(w,r). La serie converge absoluta y uniformemente en subconjuntos
compactos de B(w,r).

Demostracion. Por la unicidad de la expansiéon homogénea y como la dilatacién y
traslacion de funciones arménicas son armonicas, basta realizar la demostracién su-
poniendo que f € C(B") es arménica en B™. Por el Teorema 1.12,

£(2) = / Pz, w) f(w) do(w) = / S° Zon(,w) f(w) dor(uw) (1.30)
§2n—1 g2n—1 m=0
para z € B". Sean p,, € H,,(R?*") definidos por
pl) = [ Znleiw)f(w) dotw)
SQn—l

para z € C". La serie Y ~_ p,, converge absoluta y uniformemente en subconjuntos
compactos de B" debido a que

Pm(2)] < / Zon(2, w)||f ()] dor(uw)

S2n—1

= [
g2n—1

Zn ()|l o)

< [ bl s dote)
Sanl
2] / £l do
S2n71
< Om2=2|m / | do

S2n—1

para todo z € C" no nulo.
Asi, por (1.30),

16 =3 [ Zalzw)fw)do) = > pu(2) (1.31)
m:OS2n71 m=0
para z € B". ]
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1.5. Funciones pluriarmonicas

Diremos que una funcién f: B" — C con segundas derivadas continuas es plu-
riarmonica si

>*f
(922-8% N

0,

parai,7 =1,...,n.
De esta definici”on se sigue que toda funcion analitica y toda funcién anti-analitica
definidas en la bola unitaria son funciones pluriarménicas.

Notemos que si f es una funcién pluriarménica, entonces su laplaciano es igual a
cero:

y por lo tanto es armoénica.

Para n = 1, de las definiciones se sigue que una funcién f: D — C es plu-
riarmonica si y sélo si es arménica. Esto no se cumple en otras dimensiones, por
ejemplo f: B? — C definida por f(z1, 29) = 2122+ Z122 es una funcién arménica que
no es pluriarmonica.

La siguiente proposiciéon nos dice que una funcién es pluriarmonica si y sélo si es
armonica en cada direccion.

Proposicién 1.14. Dada una funcion f: B" — C con sequndas derivadas conti-
nuas, para a € B" y b € C", definimos la funcion

fa,b: Q — C
A = fla+ Ab)

donde Q@ = {\ € C: a+ \b € B"} es una vecindad del cero. Entonces f es pluri-
armonica st y solo si cada f,p es armonica.

Demostracion. Sea a = (ay,...,a,) € B" y b= (by,...,b,) € C". Aplicando la regla
de la cadena a la funcién f,, = foh con h = (hy,...,h,) y

hy: QCC — C
A — ak—i-)\bk

para cada k= 1,...,n, tenemos

(2sua) 1= 30 (1) )6

=1
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para z € Q C Cy w = h(z). Asi,

(Afap)(z) =4 'n bg( a.f<w>)

2\ 0%Z;
=1
=4 U — b
>uY {5 (o) |
i=1 7j=1
=4 b;b;
2.2 (azjazl / ) (w)
=1 j=1
= 4(H;(w)b, b) (1.32)
paraz € Q C Cy w = h(z), donde Hy(w) es la matriz Hessiana compleja de f en w; es
decir, Hy(w) es la matriz de orden n x n cuyos elementos son (H f(w))m = 6;?(2921' f(w)
para w = h(z). En particular, para z = 0, w = h(0) = a y por (1.32), cada f,; es
armonica si y solo si f es pluriarmonica. O]

Una consecuencia inmediata de la Proposicion 1.14 y la Proposicién 1.6 es el
siguiente corolario.

Corolario 1.15. Si {fy}men €s una sucesion de funciones pluriarmdnicas en € que
convergen uniformemente a f en cada subconjunto compacto de €2, entonces [ es
pluriarmonica en Q.

Sea A el operador de Laplace-Beltrami definido por

BAE) = 1P AN 1Y 2550

2,7=1

Ozj

para z € B".

Teorema 1.16. Una funcién f: B" — C es pluriarmdnica si y sélo si Af =0y
Af=0.

Demostracidn. Si f: B" — C es una funcién pluriarménica, entonces claramente
Af—OyAf—O Ahora, si f: IB%”—>Cesunafun61onconAf—OyAf—O
definimos el operador A por

) = 3 500 (2)
=1 ‘ ]82102]»
para z € B"y g: B" — C.
Dado que Af =0, f es una funcién arménica. Por el Corolario 1.13 puede expre-
sarse como la serie

f2) =) ful2) (1.33)
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para z € B", en donde f, € Hj. La serie converge absoluta y uniformemente en

subconjuntos compactos de B".
Como Af =0y Af =0, entonces Af = 0. Utilizando (1.33) y el hecho de que
Af, € Hy, para cada k € Z, , tenemos

Af=0 (1.34)

para k € Z,. Ademas, por (1.10), cada fj se puede expresar como

= Z fra(2) (1.35)

pt+q=k

para z € B", en donde f,, € H(p,q). Sea M el monomio en H(p, q) definido por

M(2) = ¢z - 20n7P . 5P = 207P,

n

con |a| =py |B| = ¢. Como
92
5z,

entonces AM = pgM y por lo tanto Af, , = pqf,, para cada p,q € Z.
Utilizando (1.34) y la ecuacion anterior, tenemos que pqf,, = 0 para cadap, q € Z;.
Es decir, f,, = 0 para todos p y ¢ tales que pq # 0. Por (1.35),

fr = fro+ fox (1.36)

para cada k € N. Los polinomios fro vy for son funciones analiticas. Esto muestra
que para k € Z., fr es un polinomio pluriarménico. Por (1.33) y el Corolario 1.15, f
es una funcién pluriarmoénica. ]

an=Ph1 _Bn

=P aq
Z," = et e 2 2 7

Zl . Z 21 ..

Notemos que el Teorema 1.16 se pudo demostrar utilizando la Ecuacion 1.32,
sin embargo quisimos enfatizar la expansién homogénea vista en (1.31) para funcio-
nes pluriarmonicas. Utilizando la misma notaciéon que en la demostracion pasada, si
f: B" — C es pluriarménica, por (1.33) y (1.36),

f(2) = fo(z) ‘f'ka,o(z) "‘Zfo,k(z) (1.37)
k=1 k=1

para z € B”, en donde las series convergen absoluta y uniformemente en subconjun-
tos compactos de B". Como fy es un polinomio constante y fio, for son funciones
analiticas, definiendo

9(2) :—fo +ka:o y h(z) :—fo +Zf0k (1.38)

y utilizando (1.37) se demuestra uno de los principales resultados de esta seccion:
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Proposicion 1.17. Una funcion f: B" — C es pluriarmonica si y solo si existen
funciones g, h: B® — C analiticas tales que

f=g+h

con g(0) = h(0). En este caso, la descomposicion es unica.
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Espacios de Bergman

En este capitulo repasamos las propiedades mas importantes de los nicleos re-
productores de los espacios de Bergman analitico y anti-analitico, asi como de las
proyecciones de Bergman y anti-Bergman asociadas a estos espacios. Como bien es
tratado en [12] y [13], muchas de estas propiedades se cumplen en los espacios de
Bergman armonico y pluriarmonico. Los resultados de la primera seccion se pueden
revisar en [23].

2.1. Espacios de Bergman analitico y anti-analitico
sobre D

Sea v la medida de area normalizada en . En coordenadas rectangulares y polares

dv(w) = ! dxdy = lr dr db,
7r T

con w = x + iy = re'.

Definimos ahora el espacio de Bergman analitico del disco A*(ID) como el
espacio de las funciones analiticas en L?(D) = L*(D, X, dv).

El espacio de Bergman analitico A?(D) es un subespacio cerrado de L?*(D), esto
equivale a que la funcién evaluacion puntual es una funcién continua. Es decir, para
cada z € D, la evaluacién puntual

p: A*(D) — C
fo= )

es un funcional lineal acotado.
Por el Teorema de Representacién de Riesz existe un tnico elemento K, € A*(D)
tal que para todo f € A*(D), p(f) = (f, K.); es decir,

1) = [ R
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La funcion
K: DxD — C

(z,w) = K, (w)

se llama el nicleo de Bergman de D y tiene la propiedad reproductora:

/ fw)K(z,w) dv(w),

para f € A?(D) y 2z € D.

El nticleo de Bergman K es una forma hermitiana que es analitica en la primera
variable y anti-analitica en la segunda variable.

Como A%(DD) es un subespacio cerrado de L*(ID) y este tiltimo espacio es separable,
se sigue que A?(D) es separable. De hecho, {¢ }rez, con pi(z) = Vk+ 125 k€ Z,
y z € D es una base ortonormal para A%(ID). Asi, podemos escribir a K en forma
explicita:

(o) o0 1
Z K., or)or(w Z@k 2)Pe(w kZ:OkH—l m,

k=0

para w, z € D. Tenemos que el nicleo reproductor de Bergman normalizado

converge débilmente a cero cuando |z| — 1. Donde

1
EE

1K = (K., K.) = /K (2, 2)

. (2.1)

Como A?(D) es un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L?(ID), entonces existe
la proyeccién ortogonal B de Ly(ID) sobre A?(ID), la cual es llamada la proyeccién
de Bergman. La proyeccion de Bergman coincide con el operador integral con niicleo
de Bergman; es decir, B tiene la representacion integral

:/f(w) z,w) dv(w / 1Jizw dv(w), (2.2)

para f € L?*(D) y z € D.

Definimos el espacio de Bergman anti-analitico del disco A%(D) como el
espacio de las funciones anti-analiticas en L?(D).

Consideremos el operador unitario J: L?(D) — L*(D) definido por (Jf)(z) = f(Z).
Notemos que J(A*(D)) = A2(D). Por lo tanto, A2(D) es cerrado y su nticleo repro-

ductor es 1
e -t
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al cual llamamos el nicleo de Bergman anti-analitico de D y tiene la propiedad

1) = / F )Rz, w) do(w),

para f E_ﬁ(]D)) y z € D. La proyeccién ortogonal B de L?(ID) sobre su subespacio
cerrado A%(D) es llamada la proyeccién de Bergman anti-analitica y tiene la
representacion integral

B = [ FR b = [ )

D D
para f € L*(D) y z € D.

2.2. Espacio de Bergman armoénico sobre D

Este espacio esta relacionado con los espacios de Bergman analitico y anti-analiti-
co, por lo que muchas de las propiedades que satisfacen estos tultimos se cumplen
también para el espacio de Bergman armonico.

El espacio de Bergman arménico del disco b*(D) es el espacio de las funciones
armoénicas en L2(D).

La siguiente proposicién nos ayudara a establecer que cada evaluaciéon puntual es
continua en b?(D).

Proposicién 2.1. Dado z € D existe una constante C' tal que
()] < C|f
para toda f € b*(D).

Demostracion. Sea z € Dy r = 1_T|z| Aplicando la Proposicion 1.4 para f en
B(z,r) € D obtenemos

r
B(z,r)

@I 5 [ rwldw.

Entonces,

1/2 1/2

S rwraw) | [ aw

B(z,r)

IA

= SlF62

1
:;HfH-
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[]

Mostraremos a continuacién que el espacio de funciones arménicas b*(D) es un
espacio de Hilbert.

Teorema 2.2. El espacio de Bergman armdnico b*(D) es un subespacio cerrado de
L*(D).

Demostracién. Supongamos que { f,, }men €s una sucesiéon de funciones arménicas que
converge a una funcién f en L?*(D). Sea K un subconjunto compacto de D. Por la
Proposicién 2.1 existe una constante C'x tal que

[fm(2) = Ji(2)] < Okl fmn = Jil

para todo z € K y m,k € N. Dado que {f,,}men es una sucesiéon de Cauchy en
(D) C L*(D), la desigualdad anterior implica que {f,}men €s una sucesién de
Cauchy en C(K). Por lo que { f, }men converge uniformemente en K, entonces por la
Proposicién 1.6, { f, }men converge uniformemente en subconjuntos compactos de D
a una funcién arménica g en D. Por otro lado, como { f,,, }men converge a f en L?(D),
alguna subsucesion de {f,, }men converge a f puntualmente casi en todas partes de
D. Se sigue que f = g casi en todas partes y por lo tanto f € b*(D). O

Por la Proposicion 2.1, para cada z € D la funcion

p: D) — C
fooo= )

es un funcional lineal acotado en el espacio de Hilbert 0*(ID). Por el Teorema de
Representaciéon de Riesz existe una tnica funcién R, en b*(D) tal que p(f) = (f, R.),
esto es,

f(z) :/fR_sz

D

para cada f € b*(D). La funcién R(z,w) = R.(w) se llama niicleo de Bergman
armoénico de D.

Demos una base ortonormal para b?(ID) y en encontremos una expresién del nicleo
de Bergman armonico de D. Sean

7 = Pl2) (2.3)
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param € Ny z € D, donde {¢,, }mez, es base ortonormal para A%(D). Notemos que
para m,k € Z.,

1 27
/ m—k dU // m zm@ zk@)r dr df = _/rm—i-k—‘rl dr/e(m—k)w d@,
™
D 0 0
(2.4)
1 1 27 1 1 27
/zmzk dv(z) = —//(rmeime)(rkeike)r drdf = — /Tm+k+1 dr/e(m%)w do,
s ™
D 0 0 0 0
(2.5)
1 1 2T
\/zm—k dU // me —zm@ ik@)r drdf = = /Tm-‘rk—l—l dr/e(—m—k)ie d@,
s
D 0 0
(2.6)

donde (2.4) se anula para m # k, (2.5) y (2.6) se anulan para todo m, k € N. Ademas,

1 2T
1 2r2m2) |11
/zmzm dv(z) = —/T2m+1 dr/ df = (r ) =
™ 2m+2 |, m+1
D 0 0

para todo m € Z.. Estos cédlculos junto con la Proposicién 1.17 muestran que
{€n}nez, es una base ortonormal para b*(D).

Teorema 2.3. FEl nicleo de Bergman armonico estd dado explicitamente por

R(z,w) = a _12@)2 + i —1210)2 -1, (2.7)

para w, z € D.

Demostracion. Recordemos {¢y}rez,U {@k fren ordenados como en (2.3) es una base
ortonormal para b*(D). Asi, dados z,w € D,

= <R2790k (Pk +Z zy(Pk Splc

keZy kEN

=) {or R)@r(w) + > (k. Re)on(w)
keZy keN

= Z o (2)PrR(w) + Z@k 2)pp(w
k€Z+ keN

Cinvestav Departamento de Matematicas



36 Capitulo 2

Entonces
R(zw) =Y (k+1)(zm)" + Y (k+1)(zw)"
keZy keN
= ! + ! —1 (2.8)
S (1-w)? (1 -zw)? ’ ’
para w, z € D. ]

El nticleo de Bergman analitico en A?(ID) es una forma hermitiana que es analitica
en la primera variable y anti-analitica en la segunda variable. Sin embargo, el nicleo
de Bergman arménico en b*(ID) es real y simétrico como se muestra a continuacién:
Sean w, z € D, entonces

Rew) =g t T=zupz !
1 1
“U—zwe G—ap !
= R(z,w)
1 1
Rew) =gt i=zup "
1 1
“Uwee T a—wmp !
= R(w, 2)
= R(w, 2)

Observemos que el Teorema 2.3 muestra que el nicleo de Bergman armoénico de D
estd en términos del nicleo de Bergman del espacio A?(D) y de su conjugado:

R,=K.+K,—1 (2.9)

El objetivo de la siguiente proposicion es acotar la norma del niicleo reproductor
armonico.

Proposicion 2.4. La norma del nicleo reproductor armonico satisface

1 V2
—— < |R,]] < .
1_|Z’2 H H 1_‘Z|2

Demostracion. Tomando z = w en (2.7) tenemos

2

H S = =T

1.
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Observemos que

L < 2 —1< 2
(I—=1=3)2 (1 —[2)? (1 —2[*)?
y que
HRZH2 =(R.,R,) = /R(z,w)R(z,w) dv(w) = R(z,2) = R(z, 2).
D
Por lo tanto, 1_—12‘2 < ||IR.| < T\/EIZ O

Al igual que el nucleo de Bergman analitico normalizado, el nicleo de Bergman
armoénico normalizado converge débilmente a cero conforme los puntos se acercan a
S1. Esto ser4 ttil para caracterizar la compacidad de ciertos operadores.

Teorema 2.5. El nicleo reproductor armonico normalizado r, = TR converge a
z

cero débilmente en b*(D) cuando |z| — 1.

Demostracién. Sea f un elemento del espacio dual de b*(D), por el Teorema de Re-
presentacién de Riesz, existe g € b*(D) tal que

R.\ 1 1 1
() = ) = T Reed) = 9

para z € D. Por lo tanto,

Utilizando la Proposicién 2.4, tenemos

1
— (1= [zP)g(2)] < |f(r)] < 1 =2H)]g(2)],
\/5( [2[)g(2)| < [f(ro)] < (1= 12[)]g(2)]

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la funcién g es acotada, pues por el
Lema 2.10, b*(D) N L>=(D) es denso en b*(D). Por lo tanto,

(L= 1zMlg(2)l < (1= |21l

para toda z € D y esta ultima expresién tiende a cero cuando |z| — 1, por lo que

lim |f(r,)| = 0.

|z|—1

Asi, el nticleo reproductor arménico normalizado converge a cero débilmente en b?(ID)
cuando |z| — 1. O

La proyeccién ortogonal @ de L?(ID) sobre su subespacio cerrado b*(D) se llama la
proyeccién de Bergman armoénica en D y por el Teorema 2.3 se puede representar
en términos de las proyecciones ortogonales de Bergman en los espacios analitico y
anti-analitico de D:
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Teorema 2.6. La proyeccion de Bergman armonica @) tiene la representacion

Qf=Bf+Bf— | fdv,
/

para f € L*(D), donde B es la proyeccion de Bergman analitica en A%(D) y B la
. . oy —2
proyeccion de Bergman anti-analitica en A™ (D).

Demostracién. Sean z € Dy f € L?(D). Entonces de la propiedad reproductora del
nicleo, tenemos

@ﬂ()(Qﬁ
7Q
R

2)

R
Rz)

)

f(w)R(z,w) dv(w)

Esto es, () puede escribirse como
Q=B+B+3S,

donde B y B son las proyecciones de Bergman en A%(D) y A (D) respectivamente y
S es el operador integral dado por
—- [ ) dotw)
D

para z € D Este operador es unidimensional y por lo tanto compacto.

2.3. Espacio de Bergman armodnico sobre B”

A diferencia de lo que sucede en el disco, el nticleo reproductor del espacio de
Bergman armonico en B” con n > 1 no se puede representar en términos de los nticleos
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de Bergman analitico y anti-analitico. Sin embargo, veremos una representacion del
mismo en términos de arménicos esféricos.

El espacio de Bergman armoénico de la bola unitaria b?(B") es el espacio de
las funciones arménicas en L?(B"). La siguiente proposicién nos ayudaré a verificar
que cada evaluacién puntual es continua en b?*(B").

Proposicién 2.7. Dado z € B" existe una constante C' tal que

1f(2)] = C|lf]
para toda f € b*(B").
Demostracion. Sea z € B" y r = 1_2|Z‘. Aplicando la Proposicién 1.4 para f en
B(z,r) € B" obtenemos
1
< — d :
1= Sty | e
B(z,r)
Entonces
1
< d
= Sy | O e @) )
B
12 1/2
1
<L 2 / d
< sy | [ e ow
" B(z,r)

B 1 1/2
= m“f” {U(B(Zﬂ“)) ]
1
= —5Ifll
v(B(z,1)) /
Il

Teorema 2.8. El espacio de Bergman armdnico b*(B") es un subespacio cerrado de
L3(B").
Demostracion. Supongamos que { f, }men €s una sucesién de funciones arménicas que

converge a una funcién f en L?(B"). Sea K un subconjunto compacto de B™. Por la
Proposicién 2.7 existe una constante C'x tal que

|[fm(2) = fi(2)| < Crll frn = fil

para todo z € K y m,k € N. Dado que {f,}men es una sucesién de Cauchy en
b (B") C L*(B"), la desigualdad anterior implica que {f,}men €s una sucesién de
Cauchy en C(K). Por lo que {f,, }men converge uniformemente en K, entonces por
la Proposicién 1.6, {f,,}men converge uniformemente en subconjuntos compactos de
B" a una funcién arménica g en B™. Por otro lado, como { f,, }men converge a f en
L?*(B"), alguna subsucesién de {f,, }men converge a f puntualmente casi en todas
partes de B". Se sigue que f = g casi en todas partes y por lo tanto f € b*(B"). O
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Por la Proposicién 2.7, para cada z € B” la funcién

v: V(B") — C
foo= 1)

es un funcional lineal acotado en el espacio de Hilbert 5?(B"). Por el Teorema de
Representacién de Riesz existe una tnica funcién R, en b?(B") tal que p(f) = (f, R.);
esto es,

f(z) = /fEdv (2.10)

para cada f € b*(B"). La funcién R(z,w) = R,(w) se llama nicleo de Bergman
armonico de B".

Cuando n = 1, podemos dar una base ortonormal explicita para v*(ID) y con ella
hallar una expresion del niicleo de Bergman arménico de D en términos de los niicleos
de Bergman analitico y anti-analitico como se realiz6 en la seccién anterior. Cuando
n > 1, esto no es posible. Sin embargo, deducimos algunas propiedades del nicleo de
Bergman armonico en B™ con los mismos métodos que utilizamos en la Seccion 1.4
para los armoénicos zonales.

Dado z € B", sea u = Im R,. Tenemos que u € b*(B") es real valuada y por (2.10),

0=Imu(z) = Im/uEdv = —/uImdev = —/(ImRz)de.
Bn Bn Bn
Por lo que Im R, = 0; es decir, R, es real valuada para cada z € B".
Como L?(B™) es un espacio de Hilbert y b*(B") C L?(B") es cerrado por el Teo-

rema 2.8, entonces b*(B") es un espacio de Hilbert separable. Sea {¢,, }men una base
ortonormal para b?(B"). Entonces, para todo w, z € B",

WE

Rw(Z) <va¢m>¢m(z)

3
Il

G (W) (2)

NE

1

3
I

[
()¢
S
:

|

(2)om (w)

3
I

G (2)fm(w)

NE

1

3
[

NE

(Rz, dm) P (w)
~ R.(w). (2.11)

Es decir, R(w, z) = R(z,w) para todo w, z € B".
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Ademas,

|R:|I* = (R., R.) = R.(2)

para todo z € B™.

La proyeccién ortogonal Q de L?(IB™) sobre su subespacio cerrado b?(B") se llama
la proyeccion de Bergman armonica en B”. Utilizando la propiedad reproductora
de R podemos representar a la proyecciéon de Bergman arménica en B"™ como un
operador integral:

(Qf)(2) =(Qf, R /f R(z,w) dv(w) (2.12)

para f € L*(B") y z € B".

Para representar la proyeccién de Bergman arménica en B” en términos de armoni-
cos zonales, empezamos extendiendo la definicién de armonico zonal de (1.15) ho-
mogéneamente; es decir, ZO =1y parak >0, Zy: C" x C" — C se define por

Zi(w, ) = |w|*|2| Zk(|w| |Z|)

para w, z € C" no nulos. Si w o z son iguales a 0, Z(w, z) = 0. Por (1.14) y (1.17),
Zy € Hy(R?™) y 7, es simétrica y real valuada para todo k € Z+ Utilizando (1.25) y
(1.9), obtenemos la siguiente propiedad reproductora de (1 + )Zk

/f 1+ Zk(zwdv —2n// 2"1frg )Zk(zrg)d'rda(g)

0 g2n—1
=2 / (14 5) [ HOZ dol0)
0 g2n—1

1

= 2n/7"2"+2k1 dr(l - S)f(z)

= f(2) (2.13)

para f € H,L(R*") y z € C".
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Lema 2.9. Sim # k, entonces H,,(R*) es ortogonal a Hy(R*") en L*(B").

Demostracion. Para f € H,(R*™) y g € H,,,(R?") se tiene

(19) = [ 129 dol2)
= [rts (5 () ot

= Qn/r’”m“"l dr / fw)g(w) do(w). (2.14)

0 §2n—1
Como H,, y Hy son ortogonales en L*(S?"~1) para m # k,
/ F(w)5(w) do(w) = 0. (2.15)
Sanl

Por (2.14) y (2.15) se sigue que H,,(R*") y Hy(R?*") son ortogonales en L?(B") para
m # k. m

Utilizando el Lema 2.9 y la propiedad reproductora de (2.13) tenemos

flz) = <f, i(l + %)5k> (2.16)

para todo polinomio arménico f de grado m.
Lema 2.10. El conjunto de polinomios armdnicos es denso en b*(B™).

Demostracidn. Es consecuencia inmediata del Corolario 1.13, que las dilataciones son
armoénicas y de que C'(B™) es denso en L*(B"). O

Teorema 2.11.

R(w, z) = i(l + %)Zk(w, z)

k=0

para w, z € B™, donde la serie converge absoluta y uniformemente en K x B™ para
todo compacto K C B™.

Demostracion. Utilizando (1.22) y el Corolario 1.10, para w, z € B™ no nulos se tiene

| Zi(w, 2)] = [w]*|z]*

7 E )| < et < ol
ERE
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Como klim /(14 %)k%*z = 1, por el teorema de Cauchy-Hadamard la serie
—00

o0

Ow(z) == Z<1 + %) Zi(w, 2)
k=0
converge absoluta y uniformemente en K x B" para todo compacto K C B". Notemos
que Zy p € b*(B") para k € Z,, implica que ¢,, € b?(B") por el Teorema 2.8.
Por (2]1.%16),
(f, ¢uw) = f(w) = (f, Ru)

para w € B" y todo polinomio arménico f. Por el Lema 2.10, R, = ¢, para todo

w € B"; es decir,
o0

R(w, z) = Z(l + %)Zk(w, z)

k=0

para w, z € B"™. L]

Si f es un polinomio de grado m en R?", entonces su dilatacién f, también es un
polinomio de grado m para cada 0 < r < 1. Por el Corolario 1.8

/ F(r Q) Znl€) dor(C) = 0

S2n—1

parak >my 0 <r<1. Asi,

/f ) Zu(w, ) dv(= /f |z|Zwk<i|) v(2)

p / phetan-t / F(rQ) Zu(C) do(€) dr

0 S2n—1

=0 (2.17)

para todo k > m. Finalmente, del Teorema 2.11, (2.12) y (2.17) se tiene el siguiente
resultado.

Corolario 2.12. Si f es un polinomio de grado m en R*™, entonces Q(f) es un
polinomio de grado menor o igual a m. Ademds,

@ne =y (1+ /f )Za(zw) dofw)

para z € B™.
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2.4. Espacio de Bergman pluriarménico sobre B"
con peso

Debido a que toda funcién pluriarménica en B™ es la suma de una funcién analitica
y una funcién anti-analitica por la Proposicion 1.17, este espacio se vincula con los
espacios de Bergman analitico y anti-analitico en la bola unitaria.

Sea p: (0,1) — Ry medible tal que {r € (0,1) : u(r) > 0} tiene medida igual a
uno y

1 1
/u(|z|) dv(z) = 2n/,u(r)r2n_1 dr / do = Qn/,u(r)r%_l dr es finita,

Bn 0 g2n—1 0
donde v es la medida de volumen de Lebesgue normalizada en B" y ¢ es la medida
de superficie de Lebesgue normalizada en S?"~ !,

El espacio de Bergman pluriarménico con peso bi(IB%”) es el espacio de las
funciones pluriarménicas en L2 (B") := L*(B", ¥, v,), donde v, es la medida definida

por dv,(2) = p(|z|) dv(z).

Proposicién 2.13. Dado z € B" existe una constante C' tal que
[f() < Clfll

para toda f € b7 (B").

Demostracion. Sea z € B" y r = 1_T‘Z| Aplicando la Propiedad del Valor Medio 1.8
para f en 0B(z,r):

f(2) = / £z + rw) do(w)
g2n—1

y después integrando en coordenadas polares obtenemos

1
f < ——— |f(w)| dvy(w).
UM(B(Z,T))B(Z/’T)

Por lo tanto

1
OIS / F)X, ()] du, ()
1/2 1/2

1 2

< E / 1 ()2 du () ) / | o, ()
1 1/2

= m”f“ [%(B(zﬂ))]

1
S —Y}
UM(B(Z,T)) /
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[]

Teorema 2.14. El espacio de Bergman pluriarmonico bi(B") es un subespacio ce-
rrado de L7 (B").

Demostracion. Supongamos que { fi, }men €s una sucesion de funciones pluriarméni-
cas que converge a una funcién f en LZ (B™). Sea K un subconjunto compacto de B".
Por la Proposicion 2.13 existe una constante Ck tal que

[fm(2) = Ji(2)] < Okl fn = Jil

para todo z € K y m,k € N. Dado que {f,,}men es una sucesién de Cauchy en
b2 (B") C L7(B"), la desigualdad anterior implica que {f,,}men es una sucesién de
Cauchy en C'(K). Por lo que {f}men converge uniformemente en K, entonces por
el Corolario 1.15, {fim}men converge uniformemente en subconjuntos compactos de
B"™ a una funcién pluriarménica g en B"™. Por otro lado, como { f,, }men converge a f
en L2(B"), alguna subsucesién de { f,, }men converge a f puntualmente casi en todas
partes de B™. Se sigue que f = g casi en todas partes y por lo tanto f € bi(IB%"). ]

Por la Proposicién 2.13, para cada z € B™ la funcion

©: bi(]B%”) — C
f = f®

es un funcional lineal acotado en el espacio de Hilbert b%(B"). Por el Teorema de
Representacién de Riesz existe una tinica funcién R¥ en b2 (B") tal que o(f) = (f, RY),
esto es,

1) = [ fRE av, (2.18)

para cada f € b7,(B"). La funcién R, (z,w) = R%(w) se llama niicleo de Bergman
pluriarménico de B".

Damos una base ortonormal explicita para bi(IB%”) para encontrar una expresion
del niicleo de Bergman pluriarménico de B". Sean

. _
cante) = | LD (o [ eeeugyan| s = o)
0
| 4
eop(2) = % 2n/t26|+2n1,u(t) dt 7P = 75(2) (2.19)
0

Cinvestav Departamento de Matematicas



46 Capitulo 2

para |a|,|3] € Z4 y z € B", donde {@q}jajcz, es base ortonormal para el espacio de
Bergman anlitico con peso AZ (B"™). Notemos que para «, 3 € ZT,

/zaiﬁ dv(z) = 2n

plal+ll2n=1 ), 0y gy ww” do(w), (2.20)

O\H

B~ §2n—1
1
/zo‘zﬁ dv(z) = 2n/r|a|+ﬁ|+2”_1u(r) dr / ww® do(w), (2.21)
Bn 0 S2n—1
1
/ 2058 gu(2) = 2n / plabHB2n=L 0 / TT do(w), (2.22)
B 0 g2n—1

donde (2.20) se anula para a # 3, (2.21) y (2.22) se anulan para todo «, 8 distintos
de (0,...,0) por la invarianza de o bajo rotaciones. Ademads,

1

/ 297° du(z) = 2n / pal2n=1, .y gy / 0|2 do(w) (2.23)

B» 0 §2n—1

para a € Z,, donde

/ w2 do(w (72”__1 1}:‘;') (2.24)

S2n—1

ya que por el Teorema de Fubini

/|z“|2 1= qv (2 H/ 22 4 ) e @) dp dy

k=1
= Hﬁ/rake_r dr
k=1
=" H C(ag +1)
k=1
=n"al (2.25)

donde V' es la medida de Lebesgue en B"; es decir,

dV =V (B") dv.
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Por otro lado, integrando en coordenadas polares tenemos

[e o]

/ |20 2e~ 1 @V () = 20V (B / p2laltn-1,-r g / w2 dor(uw)
Cr 0

S2n—1

— 20V (B") / foln—3 ¢ —t<t) dt / w®|? dor(w
0

SQn 1
V@ (al +n) [ u do(w)
SQn—l

V(B")(|a| +n — 1)! / w2 do(w). (2.26)

S2n—1
Comparando (2.25) y (2.26) obtenemos

"ol
V(B")(la| +n— 1)

|w®|? do(w) = (2.27)

S2n—1

Tomando o = (0,---,0) en (2.27) tenemos

ﬂ.n

nV (B (n— 1)

Es decir, V(B") = Z}. Sustituyendo en (2.27) obtenemos (2.24) y por lo tanto, (2.23)
se puede escribir como

1=

/]zo‘\de (n— 1)'04') (2n)/r2|a|+2”_1,u(7") dr, (2.28)

" (n—1+a])
para « € Z,. Estos calculos junto con la Proposicién 1.17 muestran que {eq,}ja|+|8lcz,
es una base ortonormal para b, (B").

Teorema 2.15. El nicleo de Bergman pluriarmonico se expresa en términos del
niicleo de Bergman del espacio A% (B):

1 -1
R,=K,+K, — 2n/t2n_1u(t) |
0

donde K, es el nicleo de Bergman analitico con peso del espacio Ai(IB%).

Demostracion. Recordemos {@q }ia|ez,J {Pa}|ajen ordenados como en (2.19) es una
base ortonormal para bi(IB%"). Asi, dados z,w € B",

Ry(z,w) = RE(w) = Y (B, pa)pa(w) + Y (RE,Ba)Pa(w).

lal€eZy |aleN
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Observemos que para |a| € Z,

<R57 90a> = <90047 R2L> = @(2) Yy <Rl;7@> = <@’ Rg) = ¢a<z)'

Entonces
Ru(z,w) = Y ¢al2)Pa(w) + Y Pal2)pa(w)
|a|€eZy |a|EN
1 -1
—1
_ Z (n + |a])! 2n/t2|a|+2n 1 t)dt (zw)
(n—1Dlal
|OL|€Z+ 0
-1
n —1+ |Oé| 2|al+2n— 1 =, o
+ Z =1l Qn/t t)dt (Zw)
‘CV|€N 0
1 -1
= K,(2,w) + K,(z,w) — Qn/tzn_l,u(t) dt : (2.29)
0
para w, z € B™. ]

El nicleo de Bergman pluriarmoénico en bz(B”) es real valuada y simétrico como
se muestra a continuacion:
Dado z € B", sea u = Im R¥. Tenemos que u € b”,(B) es real valuada y por (2.18),

0=Imu(z) = Im/uR_’z‘dvu = — /uImR‘Z‘ dv, = —/(ImRﬁ)2 dvy,.
B" B»
Por lo que Im R¥ = 0; es decir, R¥ es real valuada para cada z € B".

Consideremos la base ortonormal {eq 3} |a|+|glez, Para b’ (B") descrita en (2.19).
Entonces, para todo w, z € B",

||+

Z (R, €a,p)€a,8(2)
18l=

= > Fap(w)eas(2)
|| +[8]=0

= > eapl(2)fas(w)
|oe|+18]=0

= > Eapl(2)easw)
|l +[8]=0

o0

= ) (R eap)eas(w)

|oe|+18]=0
= R*(w). (2.30)
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Es decir, R,(w, z) = R,(z, w) para todo w, z € B".
Ademas,
IRY||> = (RY, RY) = RY(z)

para todo z € B".

La proyeccién ortogonal Q,, de L (B") sobre su subespacio cerrado b7, (B") se llama
la proyecciéon de Bergman pluriarménica en B” y por el Teorema 2.15 se puede
representar en términos de las proyecciones ortogonales de Bergman en los espacios
analitico y anti-analitico con peso de B"™:

Teorema 2.16. La proyeccion de Bergman pluriarmonica @), tiene la representacion

1

Q.f = B.f + B.f — Qn/tznl,u(t) dt /fdvu,
B

0

para f € L2(B"), donde B, es la proyeccion de Bergman analitica sobre A%(B") y B,

la proyeccion de Bergman anti-analitica sobre Zi(IBS”).

Demostracion. Sean z € B" y f € Li(IB%"). Entonces de la propiedad reproductora
del nicleo, tenemos

(Quf) (2) = <Qufa RY)
- <f7 QMR5>
= (f. RY)

:/f(w)Ku(z,w) dvu(w)—k/f(w)z(%w) dvy(w)
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Esto es, @), puede escribirse como

Q.=DB,+B,+5,,

donde B, y B, son las proyecciones de Bergman en A%(B") y Zi (B™) respectivamente
y S, es el operador integral unidimensional dado por

1

S = 20 [ uteyae | [ fw)du, o)

0

Notemos que si

,u: (0, 1) — R+
I'(n+A
= n(!r?wzl)) (1—r)*

r
con A > —1, entonces {r € (0,1) : u(r) > 0} tiene medida igual a uno y

1

/,u(|z|)dv(z) _ 2+ A+ 1) /(1 2yl gy / do

n!ll'(A + 1)
B 0 g2n—1
1
2nl'(n + A+ 1) o\ A m—1
AT\ + 1) /( r T dr

_nl'(n+A+1) T()I'(A+1)

nl'A+1) Tn+A+1)
= 1.

En este caso, la base ortonormal para b”(B") descrita en (2.19) toma la forma

N

1

_J(n—1+laf)! 2W(”+/\+1)/ 2lal+2n—1 (1 _ 42)) .
ean(2) = =1l AT+ 1) t (1 —t*)"dt z
_ [twslaleasy
N all'(n+A+1)
(=15 8] (20 A+1) | b
B n—1+ ! nl’(n 4+ A+ 2|8l+2n—171 _ 42\A =B
eo,5(2) = (n —1)!3! n!l'(A+1) /t SR )

P+ B[+ A +1) 4
“\ AT+ A+
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De (2.29) vemos que el niicleo de Bergman pluriarmonico es

1 -1

R,(zw)= ) (n=t+laDt () / lolt2n=l ydt | (2w)*

— D!
Yo (n—1)la!

1 -1

|a|eN

B Fn+|af+A+1), I'(n+lof+A+1)
B Z all'(n+ A+ 1) ( )+Z all'(n+A+1)

1 1

nt+A+1 + PEDWE T L,
(1= (z,w)) (1—(w,2))

laleZy |aleN

para w, z € B™. En este caso la proyeccion de Bergman pluriarménica puede escribirse

como

Q.= B, + B,+5,,

donde B, y B, son las proyecciones de Bergman sobre Ai(]B%”) y Zi(]B%”) respectiva-

mente y S5, es el operador integral unidimensional dado por

(S)(z) = — / F(w) dv(w).

S2n—1
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Capitulo 3

Operadores radiales en el espacio
de Bergman armonico

Una de las clases més importantes de operadores en la teoria de espacios de Berg-
man son los operadores de Toeplitz, los cuales estan definidos en términos del nticleo
reproductor. En este capitulo estudiamos operadores de Toeplitz radiales actuando en
el espacio de Bergman armoénico. Demostramos que un operador acotado que actia
sobre este espacio es radial si y solo si se diagonaliza con respecto a la base canonica.
Esto es, existe un isomorfismo isométrico entre los operadores radiales y sus sucesiones
de valores propios. En este capitulo nos basamos principalmente en [11].

Como antecedentes de estos resultado tenemos que en [10], Boris Korenblum y
Kehe Zhu demuestran que los operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado en
el espacio de Bergman analitico del disco unitario son diagonales respecto a la base
polinémica estdndar en A%(D) y obtienen criterios de compacidad para este tipo de
operadores. Posteriormente, en [2], S. Axler y D. Zheng estudian a operadores que se
pueden expresar como sumas finitas de productos finitos de operadores de Toeplitz
con simbolos acotados. En espacios de Bergman analiticos en la bola unitaria en C",
esto es realizado por K. Stroethoff en [19]. Jie Miao y Karel Stroethoff extienden estos
criterios de compacidad para el espacio de Bergman armonico en la bola unitaria en
C™ en [11] y [20], respectivamente.

Por lo que vemos, la caracterizacién de los operadores de Toeplitz compactos con
simbolo radial se ha tratado en el espacio de Bergman analitico en [2], [10], [19] y [25].
En [20] se muestra que si a es un simbolo radial acotado, T, es compacto en b?(B")
si y s6lo si su transformada de Berezin tiende a cero cuando |z| — 1.

3.1. Operadores radiales y de Toeplitz

Para a € L*(D), definimos el operador de Toeplitz con simbolo a por
T, = QM,, donde Q es la proyeccién de Bergman sobre b?(D). Es decir,

T,: (D) — (D)
f = Qaf).
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El operador T, es un operador lineal y acotado con norma menor o igual que ||al,
pues |Tof|| = QMo f| < |QIIMIIfII = llalllf]| para f € b*(D). Ademds, por el
Teorema 2.16 el operador de Toeplitz T, tiene la representacion integral

(T.f)(z) = / a(w) f (w) Rz, w) dv(w)

D

= [ oy [ ) — [ ) ) e

(1 —2w)?

para f € b*(D) y z € D.
Al igual que en el espacio de Bergman analitico A%(ID), los operadores de Toeplitz
sobre b*(D) cumplen las siguientes propiedades.

Proposicién 3.1. Sia,b € L*(D) y o, € C, entonces:

a) Toarpy = o1, + BT,
b) T =T; y T, es autoadjunto cuando a es real valuado,
¢) |Tall < llall,
d) T, =0 si y solo sia =0 casi en todas partes,
e) sia es radial, T, es unitariamente equivalente a un operador de multiplicacion.

Dada una funcién a € L'(D), el operador de Toeplitz T, con simbolo a estd
definido por

T = [ alw) )R w) dofw)

para f € b*(D) N L>®(D). Por el Lema 2.10, T, estd densamente definido en b*(D).
Si a es un simbolo acotado, entonces T, es acotado en b*(D). Sin embargo, en [7] y
[6] se muestra que existen simbolos no acotados que inducen operadores de Toeplitz
acotados.

Los operadores de Toeplitz sobre b?(ID) cumplen claramente las primeras tres pro-
piedades de la Proposicién 3.1, la cuarta condicion esta establecida en el Lema 3.6 y
la dltima propiedad de dicha proposicion la revisaremos en el siguiente capitulo.

Para cada t € R definimos al operador U;: b*(D) — b*(D) por

(Uef)(z) = f(e™2)

para z € Dy f € b*(D).
Notemos que Uy, o, = U; paratodo t € Ry quesi f € b*(D) es una funcién radial,
entonces

(Uef)(2) = fle"z) = f(2)
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para z € D y t € R. Ademas, cada U, es un operador unitario con U, " =U; =U_.
Dado un operador acotado T: b*(D) — b*([D), definimos el funcional
¥ b*(D) x b*(D) — C por

27
b(f.g) = 1dﬂUTwﬁ> (3.1)
0
para fag € b2(D) Si Oé,ﬁ eC y f17f27g1792 S b2(D>7 entonces
27T
Vafi+ foor) = o / (USTU(afy + fo), g1) dt

0

1
= % /<OéUt*TUtf1 + Ut*TUth,gl> dt

1
=5 /(04<Ut*TUtf1,91> + (Ui TUyfo, g1)) dt

2

27]_ <U TUtfl g1>dt+_/ U TUtf27gl>

- Oféb(fl,gl) + w(f%gl)

21

U(f1, B0 + g2) = % /<Ut*TUtf1,5g1 + go) dt

0
2w

1 Kk
— 5 [T UGB + )t
=5 /<flaﬁUt*T*Ut91 + U T*Uygo) dt
1 _
T on /(5<f1a U T Ugr) + (f1, Ut*T*Ut92>) dt

1 [ -
- g/(MUt*TUtfl,gﬁ +(U;TUf1, g2)) dt
0

o
_2£/ UTU.f1, ¢ dt+—/ (UTU, f1, g2) dt
0

= BY(f1,91) + ¥ (f1, 92)-
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Asi, 1 es un funcional sesquilineal. Ademds v es acotado, pues
. 2
V(. 9)l < 5 / (U0, )] di
0

||Ut*|| I f[Hgll 2

IN
|~
o\

=171l

para f, g € b?(D). Por el Teorema de Representacién de Riesz-Fréchet para funcionales
sesquilineales acotados, existe un operador R: b*(D) — b*(D) tal que

U(f,9) = (Rf,9) (3.2)

para f, g € b*(D). Llamamos a dicho operador R la radializacién de T'y lo denotamos

por
2

1
0

Esta integral la podemos pensar definida en el sentido débil, ya que por (3.1), (3.2) y
(3.3) podemos escribir

27 27
1 1
<—/Ut*TUt dtf,g> = — /(Ut*TUtf, g)dt (3.4)
2m 2

0 0

para f,g € b*(D).
Decimos que un operador acotado T': b*(D) — b*(DD) es radial si

T = Rad(T).

Recordemos que la sucesién {ey},ez, definida en (2.3):

eo(w) =1,
eon—1(w) = vn + 1w",
eon(w) = vn + 1w"

paran € Ny w € D, forma una base ortonormal para b*(D).
Para un operador acotado T': b*(D) —» b*(D), definimos

an(T) = (n+ 1)(Tw",w"),
an(T) = (n+ 1)(Tw", w") (3.5)

paran € Z..
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Proposicién 3.2. Sea T un operador radial y acotado de b*(D). Entonces T es un
operador diagonal con respecto a la base ortonormal {ey}nez., -

Demostracion. Notemos que

Ut(€0> = 17
Ut(e2n71)

Ui(egn) = €™ ey,

—int
€ €on—1,

para n € N. Por lo tanto, tenemos para n # m,

2

1
- TUten, Utem dt = 0.
2
™
0

Como T es radial se sigue que

2 27
1 1
(Ten, em) = (Rad(T)(en), em) = - /(Ut*TUten, em) dt = 7 (TUen, Usey,) dt =0
T T
0 0

cuando n # m. Por lo tanto T" es un operador diagonal con respecto a la base orto-
normal {e,},ez, y los elementos de la diagonal estan dados por (T'e,, e,). ]

3.2. Compacidad de operadores radiales

En esta seccién estudiamos el problema de caracterizacion de la compacidad de los
operadores radiales en el espacio de Bergman armonico y describimos los operadores
de Toeplitz compactos con simbolo radial en el espacio de Bergman armoénico. La
demostracion del siguiente lema puede encontrarse en [15].

Lema 3.3. Sea {cp}nez, una sucesion acotada de nimeros complejos. Si

113%(1 —t) z%cnt =0,

entonces se tiene

Dada una funcién a € L'(D), su transformada de Berezin @ estd definida por

a(z) = / a(w)|rs (w)]? dv(w)

D
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para z € D, donde r, = Hg_iH es el nicleo reproductor armoénico normalizado con R,
dado por (2.8).

Para demostrar el siguiente teorema, el cual es uno de los resultados mas im-
portantes de este capitulo, recordemos de la Seccién 2.1 que el nicleo reproductor
analitico normalizado k. se puede expresar como

ko(w) = (1= [2[) ) (n+ Hw"
n=0

para todo w € D. Por lo que para todo operador T: v*(D) — b*(D) y todo z € D se
tiene

(L=121%)% > (n+ 1) (m+ 1)(Tw", w")z"2", (3.6)

n,m=0

(Tk,, k)

(The k) = (1= [2P)? D (n+ 1) (m+ 1)(Tw", w")2"2". (3.7)

n,m=0

Teorema 3.4. Sea T': v*(D) — b*(D) un operador radial acotado tal que las sucesio-
nes {n(an(T)—a,—1(T)) }n€Z+ y {n(a.(T)—a,-1(T)) }n€Z+ son acotadas. Entonces

T es compacto si y sdlo si (Tk,, k,) — 0y (Tk.,k.) — 0 cuando |z| tiende a 1.

Demostracion. SiT es compacto, dado que los nicleos normalizados k, v k., convergen
débilmente a 0 en b*(D) cuando |z| tiende a 1, entonces (Tk,, k.) — 0y (Tk., k.) — 0
cuando |z| — 1.

Supongamos ahora que (T'k., k.) — 0y (Tk.,k.) — 0 cuando |z| tiende a 1. Como
T es un operador radial acotado en b*(ID), la prueba de la Proposicién 3.2 muestra
que (Tw™, w™) = 0 para todo m # n. Se sigue de (3.6) que para todo z € D,

(Tha ko) = (1= [2[)* ) (n+ 1) (m+ )(Tw", w™)z"2"
= (1—[2*)? Z(n + Dan(T)|2*"

=(1— |z { +Z [(n + Da,(T —nanl(T)}yzy%}.
Como (Tk,, k.) — 0 cuando |z| tiende a 1, entonces
11_1;1%(1 —t) { )+ Z n+ 1)a,(T) — na,—1(T)]t } = 0.

Ademas,

(n+ Dap1(T) = nan—1(T) = n(an(T) = an—1(T)) + an(T),
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para n € N. La sucesién {n(a,(T) — a,—1(T))} es acotada por hipétesis y

neEZy
|an(T)] = (n+ 1) [(Tw", w")| < [|T]

para n € N. Por lo tanto, la sucesion {(n + 1)a,41(T") — nan,—1(T)}nez, es acotada.
Por el Lema 3.3 se sigue que

n—oo 1 +

Pero para todo n € N,

n

faul) 4 35[0+ Dan() = ks (1) | = an(),

k=1

1
n+1

por lo que a,(7T) converge a cero cuando n — oo y por lo tanto

lim (Teg,—1,€2,—1) = lim (n + 1)(Tw",w") = 0. (3.8)

n—oo n—oo

Analogamente para todo z € D,

(Tha, k) = (1 — \z|2){2io(T) + 3" [0 + 1an(T) — nn-1(T))] M?n}.

n=1
Como (Tk.,k.) — 0 cuando |z| — 1, utilizando el mismo argumento tenemos

lim (Tey,, e2,) = 0. (3.9)

n—o0

Por (3.8) y (3.9), los elementos en la diagonal de T" bajo la base {e, }ncz, tienden a
cero cuando n — oo. Por la Proposicién 3.2, esto implica que T' es compacto. O

3.3. Compacidad de operadores de Toeplitz radia-
les

La radializacién Rad(a) de una funcién a € L*(D) estd definida por

Rad(a)(z) = x /a(e“z) dt

2

para z € D.
El operador Rad esta bien definido ya que, por la invarianza bajo rotaciones de la
medida dt, para toda a € L'(D) se tiene Rad(a) € L'(D). Ademds, si
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T,: ¥*(D) — v*(D) es acotado, entonces Traq(e): b*(D) — b*(D) también es aco-
tado.

Decimos que una funcién a € L'(D) es radial si a = Rad(a). Es decir, a es una
funcién radial si a(z) = a(|z|) para todo z € D.

La radializacién del operador de Toeplitz con simbolo a € L'(ID) es otro operador
de Toeplitz, con simbolo Rad(a):

Proposicién 3.5. Sea a € L*(D) tal que T,: b*(D) — b*(D) es acotado. Entonces
Rad(Ta) = TRad(a): bQ(D) — b? (]D))

Demostracién. Sean f, g dos polinomios arménicos en b*(ID). Por el Teorema de Fubini
vemos que

2

(Rad(T,)f.g) = 5 [(WIT.US.g)dt

0
2

= i (Q(aUyf), Urg) dt

Esto es, (Rad(7%)f, 9) = (TRad(a) f> g) para todos los polinomios arménicos f, g. Como
el conjunto de todos los polinomios arménicos es denso en b*(D) por el Lema 2.10),
entonces Rad(7},) = Trad(a)- H

Lema 3.6. Sea a € L'(D). Entonces T, =0 en b*(D) si y sdlo si a = 0.

Demostracion. Si T, = 0, entonces Q(az") = 0 para todo n € N, usando la represen-
tacion integral de la proyeccién ) del Teorema 2.6, tenemos

D/((l _1"@)2 i (1 —1Ew)2 N 1) a(w)w™ dv(w) = 0
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para z € D y n € N. Derivando m veces con respecto a z tenemos

/%a(w)w" dv(w) =0,

y evaluando en z = 0 obtenemos

(m + 1)!/a(w)w”@m dv(w) =0

para todo m,n € Z,. Como el conjunto de todos los polinomios en z y Z es denso en
C(D) y C(D) es denso en L'(D), tenemos que a = 0. O

Proposicion 3.7. Sea a € L'(D) tal que T,: v*(D) — b*(D) es un operador acotado.
Entonces T, es un operador radial si y solo si a es una funcion radial en D.

Demostracion. Si a es radial, es decir, a = Rad(a), por la Proposicién 3.5 tenemos
T, = TRad(a) = Rad(Ta)7

esto es que T, es un operador radial. Para la implicacion reciproca, sea T, un operador
radial. Por la Proposicion 3.5 tenemos

T, = Rad(Ta) = TRad(a)7

por lo que T),_gadq(q) = 0 en b*(D) y por lo tanto a = Rad(a) por el Lema 3.6, es decir,
el simbolo a es radial. O

Lema 3.8. Sea a € L'(D) una funcién radial. Entonces

() = UTLK,, K,) — (a,1)
B | R.||?

(3.10)

para z € D.

Demostracion. Recordemos que el nicleo de Bergman arménico de D es real valuado
y se escribe en términos del nicleo de Bergman analitico como lo establece (2.9):

R.=K,+K,—1,
para z € D. Por lo que
|R:|"a(2) = (T.R., R:)
= (To(K. + K. -1),K. + K, - 1)
= (T.K, K.) + (T.K, K.) — (TLK,, 1) + (T,K, K>)
+ (T,K.,K.) —(T,K.,1) — (T, K.) — (T,, K.) + (T,,1),  (3.11)

para z € D. Como a € L'(D) es radial, utilizando coordenadas polares en cada
término de (3.11) tenemos

IR |*a(2) = 2(aK, K.) — {a, 1).
para z € D, de donde se obtiene (3.10). ]
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Aplicando el Teorema 3.4 a operadores de Toeplitz radiales obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 3.9. Sea a € L'(D) una funcién radial para la cual T,: v*(D) — b*(D) es

acotado vy
1
t)tdt
12 /

Entonces T, es compacto si y sélo si a(z) converge a cero cuando |z| tiende a 1.

M = sup
0<r<1

(3.12)

Demostracion. SiT, es compacto, dado que el nicleo de Bergman armoénico normali-
zado converge débilmente a 0 en b*(D) cuando |z| tiende a 1, entonces
a(z) = (Tyrs,r.) — 0 cuando |z| — 1.

Para la implicacién reciproca, por (2.1) y la Proposicién 2.4, para z € D tenemos

1 e
I = ——— < IR < 5 = VAL

|22 = |22

por lo que
1 1 1

< <
20 K17~ IR — (K]

(CHRLLK K,) — (o, 1) _ 2ATLK K) — (a, 1)

< (Co)(2AT.K., K.) — (a,1))
111 B R

<
N (e ’

con C7 y Cs constantes positivas. Asi, por el Lema 3.8,
(COA(Tukz, ka) — (0, 1)(1 = [2°)?) < a(2) < (Co)(2(Taks, ka) — (0, 1)(1 = [2*)?).
Por lo tanto, a(z) — 0 cuando |z| — 1 si y sélo si (T,k., k.) = (T k., k.) — 0 cuando

|z| — 1.
Como a es una funcioén radial, T, es radial por la Proposicién 3.7. Ademas,

an(T,) = (n+1){(T,w", w") = (n+1) /a(w)|w|2n dv(w) = (n+1)(T, 0", w") = a,(T,)

D
paran € Z;.
Por el Teorema 3.4, basta probar que la sucesién {n(an(Ta) — an_l(Ta)) }n ez,
acotada. Sea n € Z, y notemos que
|an(To)| = lan(Ta)| = [(Taean, e2n)| < [|Tal]- (3.13)
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Ademas, integrando en coordenadas polares obtenemos

on(T) = (n+ 1) [ atw)uP” do(w

D
1 1 2
_nt /a@ﬁ”%ﬁ/%
s
0
1
2(n+1) /a r# 1 dr. (3.14)
0

De (3.14) obtenemos que na,—1(7,) = 2n(n) [, u(r)r**~!dr, por lo que

1 1
|n(an(Ta) —an,l(Ta))’ — —2n2/a( yr2n=1(1 — )d?"+2n/a(r)r2"+1 dr
0
1 1
2 2n—1 2
< |2n /[a 1_T2/a(t)tdt}r (1—7r?)dr
0 7
1 f
+ 2n2/ 1,2 /a(t)tdtrzn_l(l — ) dr| + 2n/a(r)r2”+1 dr|.
0 r 0
(3.15)
Ademas,
1 1 1 ) ) ) )
0 o 5

Por el Teorema de Fubini y (3.14),

1 1 1t
2n2/'r2n_1/a(t)tdtdr :2n2//7"2” Vdra(t)t dt
0 r 00

1

n / t2ma(t)t dt

0
1

n / a(t)t* 1 qt
0

= s (T (3.17)

Utilizando (3.12), (3.14), (3.15), (3.16) y (3.17) obtenemos

[(n(Ta) = an-1(T) | < = (M) + 5o lan(Ta) |+ lon(Ta)| < M+ 2fan(To)]
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Finalmente, por (3.13), la sucesién {n(an(Ta) - an,l(Ta)) }n€Z+ est4d acotada por
M + 2||T,||. Utilizando el Teorema 3.4, T' es compacto. O

Toda funcién radial acotada satisface (3.12), por lo que se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 3.10. Sea a wuna funcion radial y acotada en D. FEntonces
T,: b*(D) — b*(D) es compacto si y sdlo si la transformada de Berezin de su simbolo
converge a 0 cuando |z| tiende a 1.

3.3.1. En el espacio de Bergman armoénico sobre B"

Sea {pk,j};‘il una base ortonormal de Hy para k € Z, y hy = dim Hy, cuyo valor
estd dado por (1.24). Definimos

Prj = <\/ 1+ S) Dk (3.18)

para k € Z, y j = 1,..., hy, donde pi; € Hi(R*) es la extensién homogénea del
armonico esférico py ; € H.
Notemos que

Bt B} = / Pt (=) (2) dio(2)

Bn
z z
= [ |z|™ zkpm, (—>p_<—> dv(z)
]B[ ’ ’ ‘ l |Z’ k,j ‘Z| (

1
= 2n/rm+k+2”_1 dr / P, (W) Pk, (w) do(w), (3.19)

S2n—1

para k,m € Zy, j = 1,...,hy y 1 = 1,..., hy. Por lo que (P, prj) = 0 para
(m, 1) # (k,j) ¥
1
G Fs) =2 [ [ st dotw)

0 g2n—1
1

— 2n/7“2k+2n_1 dr

0
n

:k‘—I—n7

(3.20)

para k € Z,y j=1,..., hg. Asi, utilizando el Lema 2.10, tenemos que

{0nj i =1, hi}rez,
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es una base ortonormal de b*(B"™).
Para a € L>*(B"), definimos el operador de Toeplitz con simbolo a por
T, = QM,, donde Q es la proyeccién de Bergman sobre b?(B"). Es decir,
T,: b*(B") — b*(B")
f = Q(af)

El operador T, es un operador lineal y acotado con norma menor o igual que |al,
pues [|Tof[| = |QMaf]| < IQUIMIISI = llallllf]| para f € b*(B").

Proposicién 3.11. Sea un simbolo radial a € L>*(B"). Entonces T, es un operador

diagonal con respecto a la base ortonormal {¢r;:j=1,..., hy}rez, -
Demostracion.
<Ta¢m,l7 ¢k,]> Q(aqu l) ¢k j>

{
= (adm, Q(Pr,;))
- <a¢m,l7 ¢k,j>

k
1 _> Nm 7N j
+ n (aPm,is Dr.j)

(
= (1+2) [ ol sz) o2
(12 [ oGttt (5 ) 7 () ot

B

1

— <1+E>(2n)/a(r)rm+k+2”_l dr / Pmi(w)Pr.j (w) do (w)

S2n—1

para k,m € Zy, j =1,....hy y 1l =1,..., hy. Por lo que (T,¢mu, ¢r;) = 0 para
(m, 1) # (k,j) y

1

(Totrj, Orj) = (1+ k)(Qn)/a(r)r%”"ldr / !pk,j(w)\Q do(w)

0 S§2n—1
1

=2(k +n) /a(r)r2k+2n_1 dr (3.21)

0
parak €Zyyj=1,... h. O
Lema 3.12. Ezisten constantes C1,Cy > 0 tales que

Ci(m+ 1> < 2(m + n)hy, < Co(m +1)*71

para m € Z .
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Demostracion. Recordemos que paran =1, 1 = hg < 2 = hy = hy = ... y bastaria
tomar C7 =2y Cy = 4.
De (1.24), paran > 1,1 = hy < 2n = hy < hy < ... y para m > 2 tenemos

- [2m—l—(2n—2)}[m-i—(Qn—ézl—il;)[!m—i-(2n—2)—2}~-~[m—&-1]7 por 1o que
2(m+n)hy [ 2(m+n) 2m+ (2n—2)\ (m+ (2n—-2) -1 m+1
(m+ 1)1 \m(2n — 2)! m m m )
Por lo tanto,
2(m +n)hy, 4
im = i

m—oo (m+4 1)27=1  (2n — 2)!

Luego, existen constantes C, Cy > 0 tales que
Ci(m+ 1)1 <2(m +n)h,, < Co(m +1)*1
param € Z,.. O
Lema 3.13. FEuxiste una constante C' > 0 tal que
4(m +n)?(hmyr — hm) < C(m + 1)1

para m € Z .
Demostracion. Recordemos que paran =1, 1 = hg < 2 = hy = hy = ... y bastaria

tomar C' = 4.
De (1.24), paran > 1,1 =hy <2n = h; < hy < ... y para m > 2 tenemos

b ho_ 2n+m—1 n 2n+m — 2 2n+m —2 2n+m — 3
ml T o — 2 o — 2 o — 2 m—2 )

Por el triangulo de Pascal sabemos que (lerl) = (];) + (Zfl). Asi,

2n+m —1 B 2n +m — 2 4 2n +m — 2
o2n — 2 n 2n — 2 2n — 3
2n+m—3 B 2n+m — 2 _ 2n+m—3
on — 2 B 2n — 2 2n — 3
2n+m — 2 2n+m—3
Ropa1 — By =
“ ( on — 3 )+( on — 3 )
2n+m—3 2n+m — 2
hops1 — Py = 1
i ( on — 3 )[ m+ 1 }
L ho_ 2Zn+m—3\ [2n+2m —1
AL 9 — 3 m+ 1
para m > 2. Es decir, Ay — hyp = [2m+2n_1][m+(2nz2?2ﬂgf(2”_3)_1]"'[m+2], por lo que
4(m +n)*(hms1 — him) [ 4(m +n)? 2m+2n—1Y\ (m+ (2n—3)\ (m+2
(m+1)2n—1 — \m2(2n — 3)! m m m '
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Por lo tanto,

. 4(m 4+ n) (hme1 — hm) 8
lim = .
m-—sc0 (m + 1)1 (2n — 3)!

Luego, existe una constante C' > 0 tal que

4(m +n)*(hmi1 — hm) < C(m + 1)1
param € Zy. 0

Dado el simbolo radial a € L>(B") consideramos la sucesion {a, }mez, definida
por a,, = 4(m + n)*h,, fol a(r)r*™ =1 dr para m € Z, y estimamos |ay, 11 — apl:

1 1
|ama1 — am| = |4(m +n+ 1)1 /a(T’)TZIHZHJrl dr —4(m + n)th/a(r)TQkJrZ"l dr
0 0

1
< |[4(m +n+ 1)*hpg1 — 4(m + n)th] / a(r)r? 2t gy
0
1
+ [Hmt ) / ar)(r2m A — B dt). (3.22)
0

Denotamos por I =[4(m + n + 1)*hm41 — 4(m + n)?hy, | fol a(r)r?+2n+1l dr. Como
4(m+n+ 1)2hm+1 —4(m + n)th =4(m + n)z(hmﬂ — hm) + 8(m + n)hmi1 + 4hmta,

utilizando el Corolario 1.10 y el Lema 3.13 existe C; > 0 tal que
a
1] < (2(m—|||—7’z’—|—1)> |4(m + n)Q(hm+1 — hin) +8(m + n)hmy1 + 4hm+1‘
< Cy(m+1)2 (3.23)

para m € Z. Ademéds, denotando J = 4(m + n)?h,, fol a(r)(r2m2ntl _p2mE2n=1) gt por
el Lema 3.12 existe Cy > 0 tal que

1 1
2m+2n+2_ 2m + 2n

[J] < 4(m + n)*hp|a]

_ 2(m+n)hy,
 m4n+1
< Cy(m +1)272 (3.24)

para m € Z,. Por (3.22), (3.23) y (3.24), existe C > 0 tal que
|amt1 — am| < C(m + 1)2”_2 (3.25)

param € Z.
El siguiente lema nos ayudara a establecer un criterio de compacidad para los operadores
de Toeplitz con sfmbolo radial acotado actuando en b?(B"™).
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Lema 3.14. Sea k < 1 y {cm}tmez, una sucesion de mimeros complejos tal que existe
C >0 con |ams1 — am| < C(m+1)*=2 para m € Z,.. Entones

Ii 1—t t" =0
tgr{ Zcm

sty solo si
Gm B
e G FT

Dada una funcién a € L>°(B"), su transformada de Berezin a estd definida por

a(z) = / ()]s (w) ? dv(w)

]BTL

para z € B", donde 7, = Hg—ZH es el nicleo reproductor arménico normalizado con R, dado
z
en el Teorema 2.11.

Teorema 3.15. Sea a una funcion radial y acotada en B™. Entonces T, : b*(B") — b*(B")
es compacto si y sélo si la transformada de Berezin de su simbolo converge a 0 cuando |z|
tiende a 1.

Demostracion. Por el Teorema 2.11, el Lema 2.9, (1.16) y (1.21)

() = —— a(2)|R(z, w)|? dv(w
a(z)—HRZHQB[ (2)IR(zw) dofuw)

z n m=0 n)?
_ 1 - 1 2(.12m,, 12m 2w ?
1
1 4(n+m ’ZPm 2m+2n—1 [ <Z >]2
- d ol 2 d
RF 2 @ 0/ o S/ EEe))

1
”R ||2 Z |: n+m |Z’2m:| (Z Z) /a 2m+2n71 dr
0

1

_ 1 - 2 2m 2m—+2n—1
= 2nHRZH2mz::oll(TH—m) |z hm/a(r)r dr

0
1 . 2m
RETIHE 2 amll”™
m=0

donde a,, = 4(m + n) 2h fol r?mt2n=ldr para m € Z,. Como existen constantes

C1,C2 > 0 tales que < ||R 1?2 <

W 5 para z € B™, entonces lim a(z) = 0 si

< G
= TR B
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y sOlo si
oo
lm (1 — [2]*)*" =0,
lim (1= =% 3 an
m=0
Por (3.25) y el Lema 3.14, esto equivale a
; am o
R I e (3.26)
Por el Lema 3.12, la Ecuacién 3.26 es equivalente a
U1 C——

m—o0 2(m + n)hy,

es decir,

m—ro0

1
lim 2(m +n) /a(r)r2m+2"1 dr =0,
0

lo cual se cumple si y sélo si el operador T, es compacto utilizando (3.21) y la Proposi-
cién 3.11. ]
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Capitulo 4

Valores propios de operadores de
Toeplitz radiales

En el espacio de Bergman arménico en D, la Proposicién 3.2 muestra que todo operador
radial y acotado T en b?(D) es un operador diagonal con respecto a la base ortonormal
{eém}mez, definida en (2.3):

eo0(2) = eo(Z) =1,

em0(2) == eam—1(2) = vVm + 12",

3

eom(z) = 62m( )=vm+ 1z (4.1)

param € Ny z € D. Los elementos de su diagonal estdan dados por (T'e,,, e,,). Para el caso
de operadores de Toeplitz con simbolo radial acotado actuando en el espacio de Bergman
analitico sobre el disco unitario, este hecho es establecido en [10)].

Sea T,: b*(D) — b*(D) el operador de Toeplitz con simbolo radial a € L°>°(D). En
(3.14) se determiné que

<Ta62m7 e2m> = <QMa€2ma €m>
= <Ma€2ma €m>

=(m+1) /a(z)zmzm dv(z)

D

= (m+1) [ afw)u " do(w)

D
] 1 2
/a(r)er+1 dr/ do
0 0

1
2(m+1) /a 2m+1dr.
0
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Es decir,
1
(Toweo,m, eom) = (Tueam, e2m) = (m+1) /a(ﬁ)tm dt (4.2)
0

para m € Zy. Andlogamente,
1
<Taem,07 em,(]) = <Ta€2m—17 eQm—l) = (m + 1) /a<\/£>tm dt (43)
0

para m € N. A cada simbolo radial a € L*>(ID), le asociamos la sucesion v, = {va(k)}rez.
donde

Ya(k) = (k+1) [ a(Vt)tF at. (4.4)

o _

Notemos que (4.2) y (4.3) implican

Taepq = Ya(P + )epgq
para p,q € Z4 con pq = 0.
En este capitulo estudiamos el dlgebra C* generada por el conjunto
I':={y,:a € L>®(D) es radial } CI*(Z4) (4.5)

con base en el trabajo de Grudsky, Maximenko y Vasilevski en [3].

4.1. Espacio de sucesiones lentamente oscilantes

La funcién p: Zy x Z; — [0, +00) definida por
p(m, k) = [n(m + 1) — n(k + 1)

es una métrica en Zy porque es obtenida de la composicién de la métrica euclidiana en R

con una funcién inyectiva. Llamamos a la funcién p la métrica logaritmica en Z, .
Dada una sucesién & = {w}}rez,, definimos el médulo de continuidad de x con

respecto a la métrica logaritmica como la funcién w, ,: [0, +00) — [0, +-00) definida por

wp,z(0) = sup{|zy — Tm| : k,m € Zy, p(m, k) < 6}

Sea SO(Z.) el conjunto de todas las sucesiones que son uniformemente continuas con res-
pecto a la métrica logaritmica. Es decir,

SO(Zy) = {x € 1®(Z) : lim w, () = 0}.
6—0t

A cada elemento de SO(Z.) lo llamamos sucesién lentamente oscilante en el sentido de
Schmidt [15].
Para cada sucesién x € [°°(Z4), la funcién w, 4 : [0, 4+00) — [0, +00] es no decreciente
por lo que la condicién
lim w,,(0) =0

§—0+
es equivalente a
dado € > 0,35 > 0 tal que w,;(J) < e.
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Proposicién 4.1. La funcién py: Zy X Zy — [0, 400) definida por

|m — k| min(m+ 1,k + 1)

k) = =1-
ﬂl(ma ) méx(m+1,k+1) méx(m+1,k3+1)

es una métrica en Z .

Demostracion. De la definicién tenemos que p; es no negativa, simétrica y p1(m, k) = 0 si
y sOlo si m = k. Para probar la desigualdad del tridngulo:

pl(m,k)+p1(l€,j)—p1(m,j) 207 (4-6)

usando la simetria entre m y j podemos considerar solamente tres casos: m < j < k,
m<k<j, k<m<j. Sim<j<k, entonces

k—m k—j j—m

E+1 " k+1 j+1
kj-mj+k-m+kji—j*+k—j—kjitkm—j+m
a (k+1)(G+1)

_ km+kj+2k—jm—j%—2j

a (k+1)(F+1)

(k—j)(m+j+2)

ERNCESI RS .7

pl(m7 k) +p1(kaj) - ,01(m,j) =

Sim < k < j, entonces

' N k-m j-k j-m
pr(m, k) + p1(k,j) — p1(m, j) = E+1 ' j+1  j+1

jk—jm4k—m+jk+j—k*—k—jk+km—j+m
- (k+1)(+1)
_jk—jm—k2+k:m
(kG +D)
(J —k)(k—m)
_ ‘ 4.8
FTDG+1) “8)

Si k <m < j, entonces

m—k -k j—m
m+1 " j+1 j+1
mj—jk+m—k+mj—km+j—k—mj+m?>—j+m
(k+1)(j+1)
7m2+mj—|—2m—km—kj—2k
(k+1)(j+1)
(m—k)(m+7j+2)

BRCES VSV )

pl(ma k) +p1(k>j) - ,01(m,j)

Notemos que (4.7), (4.8) y (4.9) son no negativas y por lo tanto se satisface (4.6). O
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Proposicion 4.2. Para todo m,k € Z la siguiente desigualdad es vdlida
pi(m, k) < p(m, k).
Ademds, para todo m,k € Z tales que p1(m,k) < %

p(m, k) < 2In(2)p1(m, k).

Demostracion. Como p y p; son simétricas y p(m,m) = 0 = p1(m,m), basta considerar
que m < k. Sea t = % — 1, entonces
(m,k) =In(k+1) —In(m+1)=1In bl =In(l1+1) (4.10)
pim, k) = = ma1) "= .
Y +1 1 t
m
k=1-——=1-—=—. 4.11
pr(m. k) k+1 T+t 1+t (4.11)
Sea f: (0,400) — (0, +00) definida por f(t) = lilfllt), entonces
1+t
t—In(1+¢
f(t) = 711(2 0o,
t
Por lo tanto f es creciente en (0,+00). Por la Regla de L’Hopital,
1i
0=
Ademds f(1) = 21In(2). Asi,
f(t) > 1 para todo t > 0, (4.12)
f(t) < 21In(2) para todo t € (0,1]. (4.13)
Por (4.10) y (4.11) tenemos que f(t) = % Por lo tanto, el resultado se sigue de (4.12)
y (4.13). O

Por lo tanto, SO(Z) puede ser definido como la clase de sucesiones que son uniforme-
mente continuas respecto a la métrica py:

5=0% py (m k) <6
Proposicién 4.3. SO(Z;) es una subdlgebra C* de 1*°(Z.).

Demostracion. Usando las siguientes propiedades elementales del médulo de continuidad se
demuestra que SO(Z.) es cerrado respecto a las operaciones algebraicas:

Wp,f+g = Wp,f T Wpg;
wpnf = [Alwp,
wo,fg < Ngllwp,s + [If[|wp,g:
W,F = Wpf-
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De la desigualdad
[f(m) = f(B)] < |f(m) = g(m)| + |g(m) — g(k)| + |g(k) — (k)]

se obtiene que
wp,£(6) < 2[|f — gll + wp,g(6);
es decir, SO(Z.) es topolégicamente cerrado en [°°(Z4.) y por lo anterior una subalgebra C*.

O]

Proposicién 4.4. El conjunto de sucesiones convergentes c(Z.) estd contenido propiamen-
te en SO(Zy.).

Demostracién. Sea Zy = Z, U{oo} la compactificacién a un punto de Z . La topologia en

Z es inducida por la métrica

k

dzy k) = 107 T

Sea A\ € ¢(Z4), entonces A es uniformemente continua con respecto a la métrica dﬂ.

Para m,k € Z,

m — k|
(m+1)(k+1)
entonces ¢(Z4) es subconjunto de SO(Z.).

Sea x = {2} }rez, con xj = cos(In(k)).

|€m — xk| = |cosln(m) — cosln(k)| < |In(m) — In(k)| = p(m, k)
y por lo tanto x € SO(Z4) y = ¢ ¢(Z4). O

[m — k|
max{m + 1,k + 1}

dﬂ(m’ k) = < = pl(ma k) < p(mv k‘),

Denotemos por Ry L a los operadores lineales de [*°(Z.) definidos por

(Lx)k = Tk+1,

(Rz)), = {0’ £=0

Tk—1, k 7é 0.
Estos operadores son llamados corrimiento a la izquierda y corrimiento a la derecha
respectivamente. Notemos que |Rz|| = ||z, | Lz| < ||z|| y LR(z) = x para toda sucesién .

En la siguiente proposicién se muestra que SO(Z.) es invariante respecto a estos operadores.
Proposicién 4.5. Para todo x € SO(Zy), Rz, Lz € SO(Z.).
Demostracion. Sea 6 >0, m,k € Z,, con m < k'y p(m,k) < 4§, entonces

k+2
m + 2

(G E) 0 ) )
:1<k > 1(1+I{:_1F1>—1n<1+mil)

k+1
<In

m—+1
= p(m, k)
<.

p(m+1,k+1)=1In
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Por lo tanto w), 1,(0) < w,»(0) y Lz € SO(Z4).
SeaO<5<%,m,k€Z+, conm < ky p(m,k) <9, entonces 0 <m < ky

(k=1)—(m-1)

pl(m_lak_l):

k
E+1/k—m
k < E+1 )
1
= (1 + E)pl(mv k)
< gp (m, k). (4.14)
Aplicando la Proposicién 4.2 y (4.14) tenemos
3 3 3 1
k1) <2 <2 <5< -

pm—1,k—1) < 2I(2)pi(m—1,k—1) < 2ln(2);6 — 31n(2)5.

Asi, para todo 0 < § < %,
Wp,Rz(0) < wp2(31n(2)6).

Por lo tanto 51ir(1)1+ Wp,Rz(0) = 0, es decir, Rx € SO(Z4). O
H

Como consecuencia de la siguiente proposicién tenemos que I' C SO(Z,.), donde T es el
conjunto definido en (4.5).

Proposicién 4.6. Sea a € L*>([0,1]), entonces ||Vall < ||al| v 7o es Lipschitz continua con
respecto a la métrica p.

Demostracion. Recordemos que actuando en el espacio de Bergman arménico b%(DD),
Toepq = Ya(p + q)epq Para p,q € Z; con pg = 0, donde

1
Ya(m) = (m+1) [ a( mdr—Qm—l—l/a )2l g
0

O\H

y por lo tanto
1

Ya(m)] < 2(m +1) /T2m+1llall dr = |a]-
0

Esto implica que ||, < ||al.
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Ademis; para m < k,

”Ya(m) - ’Va(k)‘ =2

1
/(m + Da(r)r*™ ™ — (k + Da(r)r?* 1 dr
0

1

§2/|(m+1)r2m+1 (k+1) 2kJrlHa )| dr

0
1

< 2|al| /‘(m + )2t (ke 1)r2k+1’ dr.

1
Sea rg = (%) “=m Entonces 19 < 1y

[Ya(m) = 7a (k)] SQHGH/[(m—l—l)r%‘"’l (k4 )2 gy

+2lal| /[(k F 1 (1) g

70

1 1 11 11
= 2llel [Tgmw 0t (5 - 2r3k+2> <§ P 3m+2)]

_ QHGH [ 2m+2 2k+2]

k41
= 2fafl g™+ [1 - g |

1\ 2ot
< 2Ha||r2m+2 |:1 _ (T]Z:l ) 2(m+1)(k >:| (415)

Como m < k, notemos que

0< kE+1 _ I+m-—m+k
2m+1)(k—m)  2(m+1)(k —m)
B 1+m . —-m+k
S 2m+1)(kE—m)  2(m+1)(k—m)
1 1
= +
2(k—m)  2(m+1)
J1,1
-2 2
~ 1. (4.16)
Dado que 0 < 7;1'11 < 1, entonces (4.16) implica
1\ Tt m 1
m 2(m+1 —-m m
— > —. 4.17
(i) (a7
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Por (4.15) y (4.17),

a(m) = (k)] < 2llallrg™p1(m, k)
< 2[lallpr(m, k)
< 2[lallp(m, k).

Es decir, v, es Lipschitz continua con respecto a la métrica p. O

Sea d1(Z4) el conjunto de todas las sucesiones acotadas & = {, }mez, tales que

sup ((m + 1)|Tm41 — @) es finito.
TTZEZ+

Proposicién 4.7. El conjunto dy(Z4) estd contenido propiamente en SO(Z.).

Demostracion. Sea x € di(Zy) y M = sup ((m + 1)|2p41 — Zm|). Entonces, para todo
meZy

m,k € Z4 con m < k tenemos

k—1

Tp — Tpp| < Z |11 — @

3

T
L

A
=

.
H

IN
T
Loz

K\a

]

1
+
M ln<

)
j

H&

] m

J:

=MIn

??‘/_\3

=MIn—
m
< Mp(m, k),
por lo tanto dy(Z4) C SO(Zy).

Encontremos ahora un elemento de SO(Zy) que no pertenezca a di(Zy). Sea
x = {@m }mez, la sucesién definida por

m|logy(m + 2) |
logy(m +2)

Ty = SEN

donde |x| denota el maximo entero menor o igual a x.
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Para todo m,k € Z4 con k > m,

m[logy(k +2)|  m|logy(m +2)]
logy(k +2) logy(m + 2)

< mlogy(k +2)  m(logy(m +2) —1)
logy (k + 2) logy(m + 2)

= m(\/logy(k +2) — /logy(m +2)) +

m(logy(k + 2) — logy(m + 2))

- \/logg(k+2 \/logg(m+2 \/log (m
k42
(

[Tk — T

I
logy(m + 2)

T
_ 7 log, ) T
V1ogy(k + 2) + /logy(m + 2) \/logQ m+ 2)

Por lo tanto = € SO(Z.).
Por otro lado, si m = 2k _ 3 con k > 1, entonces

rlogy@ —242)| rllogy@ ~3+2)]
Vog, (28 — 2 +2) Vogy (28 — 3+ 2)

|Tm+1 — Tm| = |sen

log,(2F* —1)

k2
_ |sen THo22(Z Z D)) (4.18)
logy(2F° — 1)
Como 2F° > ok?* _ 1, entonces
k2 —1>logy(2" —1)— 1. (4.19)

Ademais, 2(1 — 2%) > 1, por lo que 2(2]‘72 -1) > 2. Es decir, ok* _ 1 > ok*-1 y por lo
tanto
logy(2¥ — 1) > k2 — 1. (4.20)

Notemos que de (4.19) y (4.20) tenemos

K —1 = [logy (2" —1)]. (4.21)
Por (4.18) y (4.21),
k? -1 K2 —1
|Tmt1 — Tm| = |sen ( . ) — Sen<k;7r __w( _ ) )
logy(2F° — 1) logy(2F° — 1)
Utilizando (4.19),
P Gttt R Ul Y
log,(2F — 1) — 2 k-2
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De la desigualdad |sen(t)| > @, la cual se cumple para todo ¢ con [t| < § y de (4.20),
obtenemos

| 1
Tmt1 — Tm| > 2| k— = >2(k—Vk:—-1)> -,
logy (2" —1) k
Asi,
m+1  2F 2
(- D — 2] 2 T = 2
Por lo tanto, = ¢ di(Z4). O
Lema 4.8. Sea
1 J+148)
Y5 = 77— Z T (4.22)
14 [j4] ot

con & = {Tm}mez, €1°(Zy) y o € (0,1), entonces y € di(Zy) y ||y — x| < wpz(0).

Demostracion. Notemos que

J+159] .
1+ 46|
i| < || = — x| = ||z]|.
!yyl_lerJ z; ] 1+U<5JH = [l
Sea j € Z,. Entonces
1 J+LG+1D4) 1 Tt
i1 =yl =|———— Tp— ———— x
S+ G DD+ s & L+ [(G+ 1a] ot
< IzlI(l56] + D1 +9) ]l
G+ +[56])  (G+1)0
_ 3l
T (+1)6

Asi, y € di(Z4). Ademés, para j < k < j+ |jo]| se tiene

k+1 k
i =ln— <In— <In(1l < 0.
p(j, k) nj+1_nj_n( +4d) <o

Por lo tanto

1 J+14]
P Y [ — o — 25| <w,z(0).
|yJ ]|— 1+L]6J kzg ‘ k ]| P ( )
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Proposicién 4.9. di(Z) es un subconjunto denso de SO(Zy).

Demostracion. Sea € >0y x € SO(Zy). Como w,.(6) — 0 cuando § — 0, podemos elegir
§ > 0 tal que w,z < €. Sea y como en (4.22). Entonces y € di(Z4) y ||z —y|| < wpa < € por
el Lema 4.8. O

La demostracién del siguiente lema se puede consultar en [21].

Lema 4.10. FEl dlgebra C* generada por I' coincide con la cerradura topoldgica de T' en
[°(Z+), la cual coincide con la cerradura topoldgica de dy(Zy) en I°°(Z4.).

Del Lema 4.10 y de la Proposiciéon 4.9 concluimos el siguiente resultado.

Teorema 4.11. FEl dlgebra C* generada por I' coincide con la cerradura topoldgica de I' en
[%°(Z+), la cual es SO(Zy.).

Demostracion. La Proposicién 4.6 implica que I' C SO(Z4.). Solo resta probar que I' es
denso en SO(Z4). Sea x € SO(Z+) y € > 0. Por la Proposicién 4.9 podemos encontrar

una sucesion y € di(Zy) tal que [y — z[| < §. Por el Teorema 4.10 existe una funcién

a € L*>([0,1]) tal que ||y, — y|| < §. Entonces

Ve =zl < Ve =yl + lly — 2] <e

O

4.2. Sucesiones lentamente oscilantes y su relacion
con los operadores de Toeplitz radiales en el
espacio de Bergman armodnico

Una consecuencia del Teorema 4.11 es el siguiente resultado.

Corolario 4.12. El dlgebra C* generada por

{T,: ¥*(D) — b*(D) : a € L°(D) es radial }
es x—isomorfa a SO(Z.).

En el espacio de Bergman arménico en B”, la Proposicién 3.11 muestra que todo ope-
rador de Toeplitz con simbolo radial y acotado T, en b*(B") es un operador diagonal con
respecto a la base ortonormal {¢y; : j = 1,...,hg}rez, definida en (3.18). Los elementos
de su diagonal estan dados por (T, ¢y ;, P ;)-

En (3.21) se establecié que

1
Toudnir i) = 2(k+n) [ a(r)r?*T2n=1dr, 4.23
J N
0
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A cada simbolo radial a € L*>(B"), le asociamos la sucesion vy, o = {Vn,a(k)}rez, , donde
1 1
Yna(k) = 2(k + n) /a rR 2=l g — (k + n) /a Hth =L e, (4.24)
0 0

para k € Zy. Notemos que (4.23) y (4.24) implican

Tobr; = Vn,a(k)ébk,j

parake€eZiyj=1,... hg.
Determinemos el dlgebra C* generada por el conjunto

Iy = {Vna:a € L%(B") es radial } C [*°(Z.).

Es claro de (4.4) y (4.24) que 714 = Vo y 't = I'. Ademés, v, = L"1(71,4) para
cada simbolo radial a € L*°(B"), donde L es el corrimiento a la izquierda estudiado en la
Proposicion 4.5.

Teorema 4.13. FEl dlgebra C* generada por Iy, coincide con la cerradura topoldgica de T'y,
en 1°(Z4.), la cual es SO(Zy.).

Demostracion. Por la Proposiciéon 4.6, T'y C SO(Z4) y por la Proposiciéon 4.5,
I, = L"1('1) € SO(Zy). Sea x € SO(Zy) y € > 0. Utilizando la Proposicién 4.5,
y := R"1(x) € SO(Z). Aplicando el Teorema 4.11, existe un simbolo radial a € L>(B")
tal que ||y — 71.q]| < €. Por lo tanto,

12 = Ynall = 1L (y) = L™ Hvae) | = 1Ly — 10)|l <

es decir, I';, es denso en SO(Z..). O

€

Por lo tanto, tenemos una generalizacion del Corolario 4.12:
Corolario 4.14. El dlgebra C* generada por
{T.: b*(B") — b*(B") : a € L>°(B") es radial }

es x—isomorfa a SO(Zy.).
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Capitulo 5

Operadores de Toeplitz con
simbolo radial en el espacio de
Bergman pluriarmoénico con peso

Recordemos de la Seccién 2.4 que el espacio de Bergman pluriarménico con peso bi(IB%”)
es el espacio de las funciones pluriarménicas en Li (B™). En el Teorema 2.14 se demuestra
que bi(IB%”) es un subespacio cerrado de Li(]B%”) con nicleo reproductor R, el cual vimos
que es simétrico y real valuado. De acuerdo con el Teorema 2.16, la proyeccién ortogonal @,

de Li(IB%”) sobre bZ(B”) se puede representar en términos de las proyecciones ortogonales

de Bergman B, y B:

1 -1
Quf = Buf +Buf — 2n/t2”_lp(t) dt /fdvu,
0 B"

para f € Li(IB%”). Dada una funcién a € LL (B™), el operador de Toeplitz T, con simbolo a
esta definido por

(Tuf)(2) = / a(w) f (1) Ry (2 w) dv(w)

]BTL

para f € bi (B") N L7 (B"). Por el Lema 2.10, el operador T, estd densamente definido en
b*(B"). Si a es un simbolo acotado, entonces T, es acotado en b7 (B").

En este capitulo trabajamos con operadores de Toeplitz con simbolo radial en el espacio
de Bergman pluriarménico con peso bi(B”). Construimos un operador R cuya restriccion
al espacio de Bergman pluriarménico con peso bi(B”) es un isomorfismo isométrico entre
bi(IB%”) y un subespacio de [? := [*(Z) con RR* =1 y R*R = @,,. Usando al operador R
probamos que cada operador de Toeplitz T, con simbolo radial acotado es unitariamente

equivalente a un operador de multiplicacién con simbolo v, , actuando en un subespacio de
2.
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84 Capitulo 5

5.1. Representacion del espacio de Bergman plu-
riarmoénico con peso

En esta seccién seguimos los trabajos de Sun y Lu en [22] y de Grudsky, Karapetyants
y Vasilevski en [0].

Por (1.10) y (1.12), toda funcién f € L?(S?*"~!) se puede representar como serie de
polinomios arménicos homogéneos y

SQn 1 @ Hpqa

j Sy

donde H,, 4 es el espacio vectorial de todos los polinomios homogéneos arménicos que tienen
grado total p en las variables z = (21, ..., z,) y grado total ¢ en las variables Z = (Z1,...,Z,)
restringidos a la esfera S?"~!, para p,q € Z,

El espacio de Hardy H?(B") en la bola unitaria B" es isométricamente isomorfo a un
subespacio cerrado de L?(S?*~1) tal que H?*(B") = @®poHpo- Una base ortonormal para
H2(Bn) s {wa}\odeZJra donde

(n—1+]al)!

Yalw) =\ T

para |o| € Zy y w € "1 Sea {Ya,8}|a|+|5/ez, con o, f € Z'} una base ortonormal para
el espacio L2(5?"~1) tal que
Ya,0(w) = tha(w),

w(),a (’LU) - f‘/}a ('w)

para |a| € Z, y w € S?" L.

Utilizando coordenadas polares de la bola unitaria tenemos
2 ny _ 12 2n—1 2 2n—1
L,(B") = L=((0,1), pu(r)r dr) @ L*(S ). (5.1)

Por lo que cualquier funcion f € Li(]B%") tiene la descomposicién

e}

f)= Y, cap(r)tas(w) (5.2)

|al+8]=0

con z € B", r = |z| y w = Z. Los coeficientes cq g(r) cumplen

= > /mﬁﬂ 12 gy < oo,

o] +[81=0
Utilizando (5.1), (5.2) y la desigualdad de Parseval, el siguiente operador es unitario.
U: L2((0, 1), M(T‘)rh_ldr) ® L2(S* 1 — L2((0, 1), ,u(r)rQ”_ldr) ® 12
=2 (LQ((O7 1), ,u(r)rznfldr)),
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definido por (Ui f)(z) = {cap(r)} v

o0

2 _ 2 _ 2
1702 ey = Neas (I 20 1y opn-1ary) = M%ZO lea s (101 pon-sar):

Sea f una funcién pluriarmoénica en la bola unitaria B™. Entonces, por la Proposicién 1.17
f se puede expresar como

f=g+h,
donde las funciones g, h son analiticas en B” con g(0) = h(0). Sean
= Z caz”, h(z) = Z g2’

|a|=0 151=0

las representaciones en series de potencias de g y h respectivamente. Estas convergen abso-
luta y uniformemente en compactos de B". Ademaés, tenemos

[e.e] [e.e] [e.e]

=Y e+ S P = 3 calralw) + Y ea(r)ds(w),

=0 18=0 =0 181=0

—1)lal —1)!8!
donde ca(r) = cay/ gl es(r) = esy) piar! r = lely w = 3.

Asi, para caracterizar las funciones f en bi(IB%”) consideremos la representacion

F(2) = 9(2) + h(z) = D cao(r)tap(w ZCOB r)o,8(w),
le]=0 18]=0
donde g y h satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir

0 1/ 0 .0
g9 =5 (o tig ) a2) =0,

gima—1(£;+ia)ﬂd—0

para todo k € Ny z € B™.
Aplicando % y % a g v a h respectivamente, tenemos

a [e.e] e}

_ % da _ o
g2 3o, el = 52 3 (remo = ean(r)) vmoto)
) «— Zk o [ d El
7 Y asrhns(o) = 5 3 (Frastn) - Pasr)) vnsto)
|8]=0 |8]=0
para k € N. De aqui obtenemos el sistema infinito de ecuaciones diferenciales lineales ordi-
narias
d «
d,qxdr)—|rhap00—-Q lal € Z,
d g
L o)~y =0,  181ez
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La solucién general a este sistema de ecuaciones diferenciales tiene la forma

1 ~1/2
Ca0(r) = borlel = /t2|a+2n1u(t) gt CQ7OT|Q‘7
0
1 —1/2
cop(r) = brlfl = /t2lﬁ+2n—1u(t) gt co5r7.
0

Por lo tanto, para todo f € bi(]B%") tenemos

anoA la)r!®lea o +Zcm 1B1)rPlapg g (w),

|a[=0 |181=0

~1/2
para z € B" y w = %, donde A(n,m) = (fol t2mA2n=L, (1) dt) . Ademés,

oo (o]
Hf”%g(w) = Z |caol” + Z 0,61

|a[=0 181=0

Entonces
b7 ,(B") := Uy (b>(B"™))

es el subespacio cerrado de L?((0,1), u(r)r*"~tdr) @ I> = 2 (LQ((O, 1), p(r)r2n=t dr)) que

consiste de las sucesiones {c, 5(r)} de la forma

Ca,O)‘(n7 |Oé’>7"a|, ‘5| =0,
Caﬁ(r) = CO,ﬁ)‘(n7 |ﬁ’)7"|5‘, |Oé| =0,
0, ||| # 0.
Ademas,
, 1/2
HfHLﬁ(IB%") = Hca,ﬁ(r)”p (L2((0,1),u(r)r2"*1d'r)) = | §|ﬁ:| |COC,/3‘2
al+|8]=0

Consideramos un operador unitario u,, : L2((0,1), u(r)r?"~1) — L2((0,1), 7>~ dr) pa-
ra cada m € Z,, tal que

(umf)(r) = Ym(r) f(dm(r)), (5:3)

con Y, (r) > 0,0 < r <1, ¢, biyectiva y continua en [0, 1] con inversa ¢, en (0, 1), de tal
forma que

U (A(n, m)r™) = v/2n. (5.4)
Al ser u,, unitario, se tiene
[ (2m (o) P om ™ (D)o (p) = p*" 1alp)- (5.5)
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Ademéds, de (5.3) y (5.4)
Gm (r)A(n, m)gp(r) = V2n.

Elevando al cuadrado y tomando p = ¢,,(r) obtenemos
2
[ (0m(p)]“A(n,m)?p*™ = 21,

lo cual, junto con (5.5) implica

2021 ()l (p) = Mn,m)?p* 21 (p);
es decir,
p
G20(p) = X)) e
0

Asi, para cada m € Z,, podemos definir la funcién ¢,, por

1

P 2n

om(p) = An,m) / P2 0 g
0

para todo p € [0, 1]. La funcién inversa de ¢y, en [0, 1] la denotamos por ¢, (r) y definimos

el operador
(1)) = 3 5,0 )

El operador u,, es unitario de L2((0, 1), u(r)r?"~1) sobre L2((0,1), 72"~ ! dr) de tal forma
que

U (A(n, m)r™) = v/2n, (5.6)
para m € Z. Definimos al operador unitario
Uai B(L2((0,1), p(r)r® ) — B(L3(0,1),7%" dr))
{Cap(r)} = {(Ujaj+18/Ca,8) (1)}

Por (5.6), tenemos que el espacio b% L(B7) = UQ(bi ,(B™)) coincide con el espacio de todas
las sucesiones {kq g} tales que

\% 2nco¢,0) ’/B‘ = 07
kag = { V2nco g, la| =0,
0, | 8] # 0.

Sea lo(r) = v/2n. Tenemos que lo(r) € L*((0,1),r** 1dr) con [[lo|l12((0,1)20-14r) = 1.
Denotamos por Lg al subespacio de dimensién 1 de L?((0,1),72"~!dr) generado por ly(r).
La proyeccién ortogonal Py de L%((0,1),7?"~1 dr) sobre Lg tiene la forma

(Pof)(r) = {f,Io)lo = V2n / F(o)VZnp* L dp, (5.7)
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para 0 < r < 1. Sea
ko

dy g = —2B
8= 75

Denotemos por l2# al subespacio de [? que consiste en todas las sucesiones {dap} y sea p#

la proyeccién ortogonal de [? sobre ZQ#. Entonces p# = y (o, B)I, donde

0, ]| 8] >0,

o= {1, oll8] = 0.

Observemos que b%’ H(B“) =Lo® li vy que la proyeccion ortogonal By de
2 (L2((0,1), " dr) ) = L2((0,1), 7"~ dr) & 2

sobre b% u(B") es By =R ® p”. Esto prueba el siguiente teorema.
Teorema 5.1. El operador unitario U := U1Us es un isomorfismo isométrico de Li(IBS”)
sobre [ (Lz((O7 1), 72t dr)) = L2((0,1),7*" tdr) ® 2 tal que
a) La imagen del espacio de Bergman pluriarmdnico bz(]B%") es Ly ® li:
Ub%(B") = Lo ® 1%,

donde Ly es el subespacio uno-dimensional de L?((0,1),r*"~1dr) generado por la fun-

cion lo(r) = V/2n;

b) La proyeccion de Bergman pluriarmonica @, es unitariamente equivalente a Py ® p#
UQuU ™" = Py®p”,

donde Py es la proyeccion unidimensional de L?((0,1),7*"~1dr) sobre Lo definida
en (5.7).

Definimos
Ry: 5 — L*((0,1),r* tdr) @

{dap} = lo(r){x, (e B)das}-

El operador Ry es un morfismo isométrico cuyo Rango coincide con el espacio bg’ L (B"). El
operador adjunto
Ry: L2((0,1),r*" tdr) @ 12 — 13,

esta dado por
1
Ri({eap(r)}) = { X, (@, B) / o s (VN dp b
0

con

RiRy =1: 13 — 13,
RoRy = Ba: L2((0,1), 7 Ldry @ 1? — b%,u( " =Lo® li,
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Ademaés, el operador R := RjU mapea el espacio Li(IB%”) sobre li y su restriccion
Rlyz gny : U,(B") — I3,
es un isomorfismo isométrico. El operador adjunto
R* =U*Ry: 1, — b’(B") C L, (B")
es un isomorfismo isométrico de li sobre el subespacio bi (B™) de LZ(IB%”).
Notemos que
* _ 1. 12 2
RR* =1:13 — 1y,
R*R=Q,: L(B") — b(B"). (5.8)
Teorema 5.2. FEl isomorfismo isométrico R* = U*Ry: li — bi(IB%") estd dado por
R*({das}) = Z A(n, |a])ca,0r!® a0 (w Z A(n, |Bl)co,51 g 5(w).
la=0 181=0
Demostracion. Sea {d, s} € li. Entonces
R*({da,p}) = UTU3 Ro({da,s})
= UTU; ({v2nx, (o, B)da,s})
= Uf({/\( laf)caor®} + {A(n Iﬁl)Co 57)
Z A(n, |0])ca, 07,0 (w Z A(n, |B))co, 57! o, (w).
la=0 181=0
O

Corolario 5.3. El isomorfismo R: bZ(B”) — li estd dado por R(yp) =

kaO

= oo = (9, ¢ o) = A, ol )dna / ()7 du(2);

B

8l

k
\/072’% =Co,B = (cp,efi@ = A(n, ’m)dn,ﬂ/(p(z)zﬁ dv(z);

lal, |5 € Zy y {6570}6‘:0 U {egﬁ}loﬁo‘:1 es la base ortonormal del espacio de Bergman pluri-
armdnico b7, (B") dada en (2.19):

Bn

1 _
-1 !
= dnaMn o)zt = [V LR (o [t tygar) o
’ n—1)lal!
1
-1+ 1 [, |
_ n— ! n— _
e/(iﬁ = dnﬁ)‘(n: |5|)zﬁ = W 271/t2|5+2 1u(t) dt Zﬁ.
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5.2. Operadores de Toeplitz radiales y sucesiones
lentamente oscilantes

Recordemos que dado a € L*°(B"), definimos el operador de Toeplitz con simbolo a por
Ty = QuM,, donde @, es la proyeccién de Bergman sobre bi(IBB”). Es decir,

El operador T, es un operador lineal y acotado con norma menor o igual que ||al|.

Dada una funcién a € Lb (B™), el operador de Toeplitz T, con simbolo a estd definido
por

Tu)E) = [ alw) f@) Bz ) do(w)

B

para f € bi(IB%”) nLy (B™). Por el Lema 2.10, el operador T, estd densamente definido en
b%(B™). Si a es un simbolo acotado, entonces T, es acotado en bi(IB%”).

Teorema 5.4. Sea un simbolo radial a € L7°(B"). Entonces el operador de Toeplitz T,
actuando en bi(IB%”) es unitariamente equivalente al operador de multiplicacion con simbolo
Yha actuando en li. La sucesion {x, (a, B)vha(|la| +|8])} estd dada por

1
Wﬁ,a(m) = )\Q(n,m) /a(r)r2m+2”_1,u(r) dr (5.9)
0
para m € Zy .

Demostracion. Utilizando (5.8), el operador T, es unitariamente equivalente al operador

RT,R* = RQ,aQ,R*
= R(R*R)a(R*R)R*
= (RR*)RaR*(RR")
= RaR*
= RUsUva(r)U Uy ' Ry
= RyUz{a(r)}Uy 'Ry
= Ry{x, (@, B)a(d|o115/(r)) } Ro- (5.10)
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Ademas, dada {d, s} una sucesién de li. Por (5.1), tenemos

Ro{x, (a, B)a(d|a)+16)(r)) } Ro{da,5}
= RS{\/%daﬁ)Q_ (O[, B)a(¢|a\+|5| (T))}

1

- /X+(a;ﬁ)a(qf)a|+|ﬂ(T))Qndaﬂ,r.Qn—ldr
0
1

= @ 8)das [ alw). ey )
0

1
= X+(a,6)da,m2(n,\al+\BI)/a(y)yQ('“'ﬁ')“”_lu(y) dy
0

= (@ B)mallal + 15])da,p}- (5.11)

O

Notemos que el teorema anterior se puede generalizar a simbolos radiales a € EL(IB%”)
con L}, (B") = {a € L,(B") : af € L2(B") para toda f € b7 (B")}.

Corolario 5.5. FEl operador de Toeplitz T, con simbolo radial a € L'}L(IB%"), es acotado en
bi(lﬁ%”) si y s6lo si sup |yha(k)| < co. Ademds,
keZ4
[Tall = sup |7 (k)] (5.12)
kE€Zy
Corolario 5.6. El operador de Toeplitz T, con simbolo radial a € Eh(B”) es compacto en
bi(IB%”) sty solo si kh'm Yha(k) = 0. En este caso, el espectro del operador acotado T, estd
—00

dado por
o(Ta) = (Vralk) k€ Z4 (5.13)
y su espectro esencial coincide con el conjunto de puntos limite de la sucesion
{10 (F) brez, -

Denotamos por L (B") al subespacio unidimensional de bi (B™) generado por los elemen-
tos base e}, o, |a| € Z. Entonces las proyecciones ortogonales Py de bi(IBB”) sobre L5 (B")
tienen la forma

PRf=(feholeho= eg70(z)/f(w)egyo(w)u(|w|) dv(w). (5.14)
B

De manera similar, denotamos por fg(B") al subespacio unidimensional de bi (B™) generado
por los elementos base ef & |B| € Z. Entonces las proyecciones ortogonales Pié‘ de bi(IB%”)

sobre fg(]B”) tienen la forma

Pyf=(fehgels = 68,5(2)/f(w)65)”ﬁ(w)u(\wl) dv(w). (5.15)
B
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Teorema 5.7. Sea T, un operador de Toeplitz acotado con simbolo radial a € EL(IB%”).
Entonces la descomposicion espectral del operador T, es

[e.e] [e.e]
To= Y Walla) P+ Y a(IB)PS =4 o (0) Y. (5.16)
|a[=0 18=0

Recordemos que el valor 74 (|a|+|3|) depende solamente de |a|+|3|. Usando la férmula

— k! a—a
(z-w)* = Z LA (5.17)

|ae|=k

la proyeccion ortogonal de bi(IB%”) sobre el subespacio generado por todos los elementos eg 5
con |a] + 18] = k. [al[8] = 0y k € N e

(@ D)) = ) [ F(w)z- 0 ul) dotw) + 1) [ Fw)w -2 u(l) dofw)
B" Bn
Por lo tanto la descomposicién espectral de T;, puede ser escrita como
_ Ir
T, = kZ'Yﬁ,a(k)Q(k)-
=0

Finalmente, determinemos el algebra C* generada por los operadores de Toeplitz con
simbolo radial acotado para el peso radial u(|z|) = %(1 —12/%)* con A > —1.
En [3, Teorema 5.4] se muestra que el dlgebra C* generada por

.= {¥haa€ L7 (B") es radial }

coincide con su cerradura topolégica en [*°(Z, ), la cual es SO(Z, ). Por lo tanto, tenemos
otra generalizacion del Corolario 4.12:

I'(n+A+1)

AT D) (1 —|2/))* con A > —1, el dlgebra C* generada por

Corolario 5.8. Para u(|z|) =
{To: b (B") — b2(B") : a € L°(B") es radial }
es x—isomorfa a SO(Zy).
Con la notacioén:
T = {Ty: B*(B") — b*(B") : @ € L°(B") es radial }

A 12 n 2 ny . 00 (MmN :
T = {Ta: b,(B") — b,,(B") : a € L7 (B") es radial},

con pu(|z]) = %(1 —|21?)* y A > —1, al igual que en los casos analitico y anti-analitico,

del Corolario 4.14 y del Corolario 5.8 nos damos cuenta que la estructura de algebra C* de
C*(1n) y C*(T;}) no depende de la dimensién n ni del peso \. Para todos n € Ny A > —1,
C*(1n) y C*(T;}) son x—isomorfos a SO(Z, ). Sin embargo, los operadores de multiplicacién
unitariamente equivalentes a cada operador de Toeplitz de 7, y 72‘ si dependen de la
dimension n de la bola unitaria:
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En el caso pluriarménico, los valores propios 74 o(k) se repiten en la diagonal

kE—1
5 (n + )
n—1
veces para k € Ny 4, 4(0) aparece sélo una vez.
En el caso arménico, los valores propios 7, 4(k) se repiten en la diagonal

2n+2k—2| (2n+k —3
k 2n — 2
veces para k € Ny 7, ,(0) aparece sélo una vez.

En particular paran =1y pu = 1, b*(D) = b3(D) y por lo tanto, 7,(0) aparece sélo una
vez en la diagonal y 7, (k) se repite dos veces para cada k € N.
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