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Resumen

En el presente trabajo, se estudia la posibilidad de construir una métrica de agujero
de gusano que conecte dos agujeros negros extremos cargados, mediante la imple-
mentacion de una teoria de gravedad que contemple efectos no-lineales de los campos
electromagnético y de materia.

Se propone una accion perturbatuva hasta segundo orden que acopla la relativi-
dad general clasica con una teoria tipo Dirac-Born-Infeld; llamada teoria de Dirac-
Einstein-Born-Infeld (DEBI) a lo largo de este trabajo. Se calculan las ecuaciones
de movimiento para los campos electromagnético, de materia y gravitacional, y se
aplican al problema esféricamente simétrico para construir la métrica debida al Dyén.

Posteriormente, se propone una métrica de agujero de gusano compatible con el Dyon
y se comparan magnitudes fisicas como temperatura, energia, dilatacion temporal
y longitud de garganta, respecto al resultado que se obtiene al construir un agujero
de gusano analogo usando la métrica de Reissner-Nordstom.

II



Abstract

In the present work, the possibility of building a wormhole metric that connects
two charged extremal black holes, through the implementation of a theory of gra-
vity that contemplates non-linear electromagnetic field and matter effects, is studied.

A perturbative second order action that couples classical general relativity with
a Dirac-Born-Infeld theory is proposed; called Dirac-Einstein-Born-Infeld (DEBI)
theory throughout this work. The equations of motion for the electromagnetic, mat-
ter and gravity fields are calculated, and applied to the spherically symmetric pro-
blem in order to build the Dyon metric.

Subsequently, a compatible wormhole-Dyon metric is proposed, and physical quan-
tities like temperature, energy, time dilation and throat length are compared with
results obtained from an analogous wormhole, built using a Reissner-Nordtrom me-
tric.
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Introduccion

Un agujero de gusano o wormhole (en adelante WH) es una estructura particular
del espacio-tiempo que resuelve las ecuaciones de Einstein de relatividad general y
ademas, hipotéticamente posee la virtud de conectar regiones de dos universos ori-
ginalmente disconexos, o bien puntos distantes de un mismo universo.

Esta idea es casi tan antigua como el descubrimiento tedérico de los agujeros negros,
BH (por sus siglas en ingés, black hole). De hecho, uno de los primeros WH estu-
diados es el llamado puente Einstein-Rosen, asociado a la solucion de Schwarzschild
descubierta en 1916. Tanto el término wormhole como la idea de que estas estruc-
turas podrian fungir como puentes entre dos regiones muy lejanas de un mismo
universo, fueron acunados en 1957 por el fisico John Archibald Wheeler. La figura
[1] muestra un dibujo hecho por Wheeler con el fin de esquematizar este concepto.

Figura 1: Dibujo esquematico de un agujero de gusano debido a dos agujeros negros
cargados, realizado por J.A. Wheeler en 1966, tomado de [20]

El estudio de soluciones tipo WH en relatividad general es un tema que ha causa-
do conmocion en todos los niveles y gremios desde sus inicios y ha penetrado en
la cultura popular de forma ampliamente aceptada, debido a que proporciona una
fructifera fuente de inspiracién para temas diversos, tanto en el cine! como en la li-

'El filme Interestellar es uno de los trabajos més representativos del medio. Es importante
debido a la colaboracién artistico-cientifica entre el estudio productor y el grupo de investigacién
del fisico Kip Stephen Thorne, ganador del premio Nobel de fisica en 2017 por sus contribuciones
decisivas al detector LIGO y por la observacion de ondas gravitatorias. De hecho el BH supermasivo
Gargantua que se observa en mas de una escena, es el resultado de una simulacién de un modelo

v
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teratura de ciencia ficcion. Sin embargo, dentro de la comunidad cientifica, el avance
en la investigacién de estas estructuras tuvo un breve periodo de abandono debido a
que, si bien estas soluciones son consistentes con la teoria de relatividad general, no
son geometrias atravesables o requieren de condiciones exdticas de materia y energia
para poder existir, mismas que parecian inconsistentes con la fisica conocida hasta
el momento.

Es un hecho reciente que la comunidad retornara la vista hacia los WHs con inten-
ciones de considerarlos no solo como peculiaridades matematicas, sino como entes
fisicos reales, esta vez incluyendo la interaccién electromagnética y los efectos cudnti-
cos producidos por la dinamica de fermiones dentro de la teoria, siendo este ultimo
el ingrediente que permite obtener soluciones que no solo son consistentes con la
relatividad general, sino que evitan la necesidad de incorporar materia exdtica en la
solucién, dando paso con ello a la participacién de la materia ordinaria descrita por
el modelo estandar de particulas. En este tenor, las soluciones de Juan Maldacena
y Alexey Milekhin, reportadas en [20] y [19], y la solucién de Jose Luis Bldzquez-
Salcedo, Christian Knoll y Eugen Radu reportada en [4], marcan un parteaguas y
punto de partida para un nuevo auge en el estudio de estas peculiares y fascinantes
estructuras del espacio-tiempo?, no solo por ser fisicamente consistentes, sino
por poseer la cualidad de ser atravesables, y en el caso de [19], humanamente
atravesables®.

En este espiritu, es natural preguntarse por las posibles generalizaciones inmedia-
tas y no inmediatas que puedan construirse a partir de los resultados citados. Una
posibilidad es la generalizacion del componente electromagnético hacia una electro-
dindmica no-lineal, NLE (por sus siglas en ingés, non linear electrodynamics), tema
ampliamente estudiado en el CINVESTAV, especialmente por el Dr. Alberto Garcia,
la Dra. Nora Breton [6],[18], el Dr. Jerzy Plebanski [21] y el Dr. Eloy Ayén [2].

Para este trabajo se ha optado por utilizar la electrodinamica no-lineal de Born e
Infeld, acoplada no-linealmente con un campo espinorial via una teoria efectiva que
preserva la estructura de la accién de Born-Infeld-Dirac en teoria de branas, mas
la relatividad general clasica en cuatro dimensiones, llamada aqui Teoria DEBI
(Dirac-Einstein-Born-Infeld). Posteriormente se aplica la teoria DEBI a la solucién
de Maldacena [20] y se estudian las modificaiones que se obtienen respecto al caso
lineal.

Es importante mencionar que, aunque se eligié estudiar el caso particular de la
extension de la solucién de Maldacena al régimen no-lineal en la teoria DEBI, esta
no se limita al mismo, de modo que en principio es posible estudiar la extension
de solucién de Blazquez [4] al caso no-lineal de este formalismo e incluso explorar
la posible existencia de soluciones distintas ya sean analogas a las reportadas en la

real de BH y dicha simulacién permiti6 al equipo de Thorne realizar avances en su investigacién.
2Para mayor detalle, puede consultarse el siguiente vinculo
3Esta solucién debe tomarse con precaucién dado que requiere un espacio-tiempo de cinco
dimensiones


https://physics.aps.org/articles/v14/s28
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literatura o netamente nuevas. Pero dichas posibilidades escapan de los limites que
enmarcan la investigacién presente.



Objetivos

Los objetivos que dan propdsito a esta investigacion son los siguientes

Generales

1. Construir una teoria no lineal que contenga la teoria de Einstein-Dirac-Maxwell
como aproximacion a primer orden.

2. Investigar la posibilidad de existencia de agujeros de gusano en dicha teoria
en un régimen perturbativo hasta segundo orden.

Especificos

1. Extender la solucion de agujero de gusano debido a dos agujeros negros magnéti-
camente cargados [20] al caso no lineal propuesto.

2. Estudiar las diferencias entre el resultado lineal y no lineal de dicha solucion.

VII



Capitulo 1

Marco teorico

1.1. Electrodinamica no-lineal

La electrodindmica no-lineal (NLE)! surgié durante la primera mitad de la década
de 1930 con las propuestas, primero por Max Born y Leopold Infeld [5]; y luego
por Werner Heisenberg y Hans Heinrich Euler [12], de una electrodindmica capaz
de remover algunos de los problemas de la teoria de Maxwell; como la divergencia
de la autoenergia de la carga puntual. Estos intentos de construcciéon de una teoria
no-lineal para la electrodinamica, inicialmente fueron meramente especulativos. Sin
embargo, en el desarrollo de la mecénica cudntica relativista se tiene la necesidad de
incluir fenémenos de caracter no-lineal dentro de la descripcion del electronagnetis-
mo, especialmente cuando se toman en cuenta las interacciones de creacion de pares
electron-positrén (polarizacién del vacio) y de dispersién fotén - fotén (violacién
del principio de superposicién). Una virtud particular que presenta el lagrangiano
propuesto por Born e Infeld, como se explica en [6], es que coincide con la forma del
lagrangiano efectivo de la electrodindmica cudntica (QED)? que describe la polari-
zacion del vacio en presencia de un campo electromagnético constante; razon por la
cual es considerado un modelo clasico de este fenémeno.

Posteriormente hacia la década de 1970, J. Plebanski [21] extendié el formalismo,
generlaizando la teoria via un lagrangiano arbitrario que solo dependiera de los
invariantes electromagnéticos fo = F,, "y fg = F,, « F*; y que incluyera la
electrodindmica Maxwelliana en el regimen de campo débil, fa, fo — 0.

Esta nueva perspectiva respecto a la electrodinamica marcé el comienzo de un area
fructifera para la investigacion de la fisica contemporanea, no solo por la evidente
generalizaciéon de teoria de Maxwell, sino porque el alcance de sus consecuencias
abarca tanto la relatividad general [7],[18] (GR)? como la electrodindmica cuéntica
[6] e incluso la teorfa de cuerdas y branas [3], [17], [8].

'Por sus siglas en inglés; Non Linear Electrodynamics.
2Por sus siglas en inglés; Quantum Electrodynamics
3Por sus siglas en inglés; General Relativity.
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1.1.1. Formalismo de Plebanski

El formalismo de Plebanski [21] busca englobar todas las posibles NLEs en una sola
estructura general mediante la postulaciéon de un lagrangiano arbitrario Lp, que
cumpla con las siguientes condiciones

1. Lp debe ser escalar de Lorentz, por lo que debe ser funcién tinicamente de los
invariantes fo = F,, "y fo = F,, » F*, donde F,, = J,A, — 0,A, es el
tensor de intensidad de campo y A, el 4-potencial electromagnético.

2. La accién asociada al lagrangiano debe ser invariante de norma, consecuente-
mente no debe depender explicitamente del 4-potencial electromagnético A,,.

3. Toda teoria derivable del formalismo de Plebariski debe reducirse a la electro-
dindmica de Maxwell en el limite de campo débil

fz,f2—>0 — Lp%LM:—% (11)

En consecuencia, la accién de Plebanski, en un espacio-tiempo arbitrario con métrica
g cuyo determinante es g = det (g, ), tiene la forma general

S = i /d4x\/—_ng <f2, ﬁ) . (1.2)

Elegir la forma explicita de Lp equivale a elegir una de las tantas NLEs posibles. Un
caso particular de interés para este trabajo de tesis, es aquel en el que el invariante
fQ es nulo. En términos de los campos eléctrico E y mégnético B, esta condicién
equivale a

fr=0 < B-E=0 (1.3)

El conjunto de situaciones fisicas englobadas en este equema abarca principalmente
los casos electrostatico, magnetostatico y todos los escenarios con campos mutua-
mente perpendiculares; radiacion, por ejemplo. Una vez impuesta esta condicion, el
conjunto de teorias posibles se reduce a aquellas que solo dependen del invariante
fo reescalado* via la accién

= [dev=aLen o £=-2 (1.4)

El principio de minima accién aplicado al Lp y las identidades de Bianchi, proveen
las ecuaciones dinamicas para el tensor de intensidad de campo

Vu(LgFP™) =0 5 Y, (+F™) =0, (L5)

donde se ha definido L; = g—? y * es el operador de Hodge. Notese que en el caso
particular en el que Lp = f, se recupera la electrodindmica clésica.

4Se reescala con el fin de hacer coincidir la dependencia de L, con el lagrangiano de Maxwell.
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Monopolos

Un caso de particular interés para este trabajo de tesis es el campo debido a monopo-
los eléctricos y magnéticos. Estos pueden entenderse mediante el potencial coulom-
biano tipico y el potencial del monopolo magnético de Dirac [11]. En coordenadas
esféricas (t,r, 60, @) y en el lenguaje de formas diferenciales, la 1-forma de potencial
electromagnético es

A=A, dx" = e gy qm cos(0)do. (1.6)
r
Aqui g, corresponde a la carga eléctrica y ¢, a la carga magnética. Consecuente-
mente, la 2-forma de intensidad de campo resulta ser

1 e
F = S Fudetde’ = dA = %dt A dr + g sen(0)do A do, (1.7)

donde d el operador de derivada exterior. Luego, las ecuaciones dindmicas adquieren
la forma

dxL;F'=0 ; dF =0. (1.8)
Considerando una métrica general esféricamente simétrica para el espacio-tiempo
ds® = —gudt® + g, dr® +12dQ* 5 dQ? = dO* + sen®(0)d¢?, (1.9)

donde gy = g4t (t,7) ¥ grr = grr (t,7) son funciones de las coordenadas temporal ¢ y
radial r. Se encuentra que las unicas entradas no nulas del tensor de intensidad de
campo que resuelve el sistema de ecuaciones son® [7|

Fyp=—Fy = T;"Z ViGrr 5 Fog = —Fsp = g sen(0). (1.10)
f

Esta soluciéon conduce a los campos eléctrico y magnético

Qe . . o Gng,
e B =5, (1.11)

y, naturalmente, al invariante tipico

f—2(B2—132)—E 2 _ G (1.12)
2 — _7’4 A L?y .

Estos resultados muestran que, en toda NLE de cargas puntuales que solo dependa
del invariante f = —% = —};—2, sblo el campo eléctrico se vera afectado por

la no-linealidad de la teoria; el campo magnético del monopolo permanece intacto
ante los efectos no-lineales.

5De hecho, las tinicas soluciones compatibles con una métrica esféricamente simétrica son aque-
llas cuya distribucion de carga es analoga a la carga puntual.
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Campo del Dyon en Born-Infeld

Un ejemplo sencillo e inmediato de este formalismo, es el campo debido a una carga
dyénica® puntual en la teorfa de Born e Infeld. Elijamos la siguiente forma para el
lagrangiano de Plebanski

Lp:b2<1— 1+%):b2(1—y/1—i—5> ; 2=2(B*>-FE%. (113)

Este es un caso particular del lagrangiano de Born-Infeld; la constante b se conoce
como parametro de campo maximo. Al aplicarse esta teoria sobre los resultados
obtenidos para las cargas puntuales se obtiene el sistema de ecuaciones

e B2_E2 m
p=%h1+=—_— . p=9
r

5 = (1.14)

cuya solucién para el campo eléctrico es

qe [qZ + b

Este resultado deja a la mano algunos casos limites interesantes

= Region lejana

Ante la condicion de campo débil b§§4 << 1, el campo eléctrico puede expan-
dirse en potencias de b~! y cortarse hasta segundo orden para obtener

1
2\ 3 2\ — 3 2
qe qm QC de qe -2 qeqm -2
F==(1+-2"2 1 ~— — b —p 1.16
2 ( b27"4) ( + b2r4> r2 276 + 276 ( )

Esta expresion permite ver que en el limite » — oo, el campo eléctrico colapsa
en el campo de una carga eléctrica puntual en la teoria maxwelliana

N

r—-o0 = EF=x—=. (1.17)

Este es un limite esperado, pues la teoria debe reducirse a la electrodinamica
lineal en el régimen de campo débil.

A menudo se prefiere considerar el cuadrado del campo, debido a que esta
cantidad es la que interviene en el invariante f; necesario para construir el
lagrangiano. Esta cantidad también puede expandirse en potencias de b=! y su
forma cortada hasta segundo orden es la siguiente

2 2 2 \ 1 2 4 2 2
B =1 <1 + m ) (1 ok > pde bep Belmp2 (g g
r T

rd b2r4 b2r4 ré

6Particula hipotética con carga magnética y eléctrica.
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= Dyo6n balanceado
En el caso particular en que las cargas eléctrica y magnética del dyén coinciden
exactamente, los efectos no-lineales de la teoria se anulan por completo; ya
que al imponer g. = ¢, en la expresién para el campo eléctrico, se obtiene el
resultado predicho por la teoria de Maxwell
de

Qe = Gm — E = 7’_2 (119)
De modo que, en este caso especial, todo fenémeno asociado al dyén puede
modelarse con la electrodinamica clasica.

= Monopolo magnético
Si el dyon posee carga magnética pura, el campo eléctrico es nulo; permanece
solo el campo magnético

q€:O:>{E:0; B:i—?} (1.20)
= Monopolo eléctrico
La situacion especial en que la carga magnética es nula, probablemente es el
resultado més famoso de la teoria de Born e infeld, pues predice la existencia de
un valor finito para el campo eléctrico sobre la carga puntual F (r = 0) = Ey,
evitando asi la divergencia tanto del campo como de su autoenergia.

Resulta inmediato ver que, al exigir que ¢,, = 0, el campo magnético se anula
y el campo eléctrico toma la forma
Qe 2 Qe q

F=—; 7“0:—:>Eo=—§- (1'21)
b U

Puede comentarse ademdas que, en la aproximacion de campo débil, el campo

del monopolo eléctrico es

2
Ex (1 - %N) (1.22)

72 2

Que es el resultado encontrado en [18] para la alectrodindmica de Euler y
Heisenberg; via la correspondencia a — b~!. Este es un resultado esperado,
debido a que bajo la condicién fg = 0 y en la aproximacién de campo débil
hasta segundo orden, ambas NLEs coinciden exactamente. Dicha equivalencia
se explica en las secciones siguientes.

Es importante hacer notar que este dyén no corresponde a la teoria completa de Born
e Infeld dado que el lagrangiano completo debe depender también del invariante fo.
No obstante, es un caso bastante ilustrativo que colapsa en la solucién conocida para
el monopolo eléctrico. La solucion completa del dyon en esta teoria puede consultarse
en [15].
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1.1.2. Teoria de Born-Infeld

La electrodinamica lineal o de Maxwell puede derivarse a través del principio de
minima accién partiendo de

== d*zLy = —— [ d* é, 1.23
/ M 47r 'y (1.23)
donde f; = F),, F'*” es un invariante electromagnético y Ly = f 2 es el lagrangiano

Maxwelliano, cuyo grupo de simetrias corresponde al grupo de Lorentz

En su teorfa [6], [5], [15], Born e Infeld buscaron principalmente extender el lagran-
giano de Maxwell hacia uno mas general, L, — Lpgy, que evitara la divergencia de la
auto-energia de la carga puntual via la existencia de un valor méaximo de intensidad
de campo b. Sin embargo esta no fué la tinica de sus motivaciones; adicionalmente
buscaban apoyar la visiéon en que la masa de una particula puede entenderse como
una caracteristica derivada de la intensidad de campo asociado a ella, siendo este
ultimo el ente fisico fundamental; asi como extender el grupo de simetrias del la-
grangiano hacia el grupo de Poincaré e incluir la electrodinamica maxwelliana en las
condiciones de campo pequeno, es decir

f2 fa

b2 << 1 = L~ Ly. (1.24)

Tomando en cuenta estas consideraciones e inspirados por la accion de la particula

libre relativista’
2
L =me (1 /11— 2—2) , (1.25)

Born e Infeld propusieron la accién [5], [15]

vl 1
S = [ da|1—[=det (nu + 5 Fu

Misma que define la Teoria Born - Infeld (BI) y de la cual puede extraerse el

lagrangiano
1
Lpr =V [1 - \/— det (77;w + EF’W)

, donde 7, = diag(—1,1,1,1) corresponde a la métrica de Minkowski y F),, es el
tensor electromagnético asociado al 4-potencial A,. En términos de los invariantes
fo=Fu,F"y fo=1F,, x~F"; con x el operador de Hodge, este lagrangiano toma

la forma [15]
N
_p |1 EER i
Lpr=0b"]1 1+ 52 (4()2) . (1.28)

. (1.26)

(1.27)

7Se usan unidades del SI.
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Si adicionalmente se considera la forma explicita de f y f en términos de los campos
eléctrico y magnético; E y B, respectivamente

fo=2(B*-E? ; fo=-4E-B, (1.29)

se obtiene la forma explicita del lagrangiano de Born e Infeld [6]®

B?—E? (E-B)’
Lpr = b 1—\/1+ _ ! ) . (1.30)

b2 b4

Aproximacién para campos pequenos

Consideremos ahora el regimen de campo débil

fa f>

2 << 1 B << 1. (1.31)
O equivalentemente
E B
— <<l —<<1, (1.32)
b b
entonces podemos hacer uso de la expansion
r  a? 5
\/1+xz1+§—§+0(x). (1.33)

Para obtener

LB[%—

B2—E2_(E-B)2_f<BQ_E2 (E-B)2>2+,., (1.34)

2 202 8 2 ph

Con el fin de estudiar la primera contribucién no-lineal del lagrangiano de BI, esta
expresion puede expandirse y cortarse hasta orden 2. Una vez hecho este proceso,
se obtiene la siguiente expresion

B?—-E* 1

1 ~2
Lpi~——— " & [4(B-E) B2—E22] 4:—é—[2 ] 4,
BI 5tz |4(B-E) + ( ) |+O0™Y) 1 e |2 T e | 00T
(1.35)
La cual, claramente tiene la forma
1
Lpr =Ly + b_QLbia (1.36)
donde y
f2 15+ 12
Ly=-2 Ly =2—=. 1.

Esta aproximacién pone de manifiesto que a orden cero en b~—! se recupera la elec-
trodinamica de Maxwell Lj; y la primera contribucién no-lineal L;; aparece en el

8Se debe tener especial precaucién con el signo de L g; puesto que en esta referencia la signatura
que se utiliza es (+, —, —, —), contraria a la signatura utilizada en este trabajo (—,+,+,+)
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orden b~2.

Adicionalmente y con fines ilustrativos, puede verse que, si se define la cantidad
f1= F.3FPYF,;F° y se hace uso de la identidad

f4:2(32—E2)2+4(B~E)2:%22+fz“’2, (1.38)

la primera contribucién no-lineal del lagrangiano de BI se reescribe como [3]

2 N
Ly = —22 + 2% 1.39
b 3273 (1.39)

prescindiendo asi de la operacién de Hodge al realizar el computo de Ly,;.
Finalmente, atendiendo el espiritu del formalismo de Plebanski, suele escribirse este

lagrangiano en términos del invariante f en lugar de f5. De este modo el lagrangiano
obtiene la forma

AT f
L:f—|—<7~l—§>b ; f:_Za (1.40)
y en consecuencia f2 -
Lu=Ff; Lu=7%+ 3—; (1.41)

Dinamica de los campos

Una vez aplicado el principio de minima accién al lagrangiano de BI, se obtienen las
ecuaciones dinamicas para los campos eléctrico E y magnético B

0B
oD
VXH—Ezo; V-D=0. (1.43)
Con las ecuaciones constitutivas
oL oL
H_a—B, D_a_E (1.44)
y los campos en términos del 4-potencial A* = (®, A) dados como
B=VxA ; E:—%—?—VQD. (1.45)

Carga puntual estatica

El caso electrostatico con simetria esférica es relativamente sencillo de calcular. Al
Imponerse las siguientes condiciones sobre las ecuaciones de movimiento de los cam-
pos en coordenadas esféricas

B=0 ; E=E() (1.46)
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se obtiene el sistema de ecuaciones

D=Df ; D=2 ; D= (1.47)

Cuya solucién conduce a

E— , (1.48)
ra /14 (%)
2 — e

donde se ha definido r§ = 7 = cte, con e una constante cuya interpretacion fisica
corresponde a la carga de la particula puntual que produce el campo E.

Es evidente que el campo no diverge para la carga puntual y que en la lejania de la
carga, se recupera el campo predicho por la electrodinamica lineal

e

EF=—=; = 1.4
7_.3 Y r O’ ( 9)
e

E ~ R L. (1.50)

Este resultado, aplicado al electrén, en conjuncién con la relacién para su auto-

energia, dada como®
2

e
U. = mec® = 1.2361—, (1.51)
o
permite interpretar a 7o = 2.8 x 10713 cm, como el radio clésico del electrén y conduce
a un valor estimado para la intensidad méxima de de campo de BI [6]

b= — ~ 1.8 x 10" V/em. (1.52)

oﬂwl ®

Es importante tener en mente este valor cuando se hacen aproximaciones de campo
débil, pues muestra que, aunque los valores obtenidos por las aproximaciones deben
ser menores que b, no son pequenos comparados con los campos experimentados en
la vida cotidiana: £ ~ 10*V/m = 10% V/em, presente en las lineas de alta tensién de

400 KV.

1.1.3. Teoria de Euler - Heisenberg

En 1936 W. Heisenberg y H. Euler, propusieron una toria efectiva para la electro-
dindmica no-lineal que permite estudiar la polarizacion de vacio (creacién de pares
electrén - positréon). El lagrangiano de Euler-Heisenberg es el siguiente [12]

Recosh ( es\/2 (F +iG)
< >g—2(es)2}_—1
Im cosh (es 2(F+ zg)) 3

L= LM—L/ @exp (—m?s) | (es)*
0

872 g3

(1.53)

9En unidades del SI
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Donde m corresponde a la masa del electrén, e a su carga, y F y G son invariantes
electromagnéticos dados por

2 2\ . _ .
]—“_2(B ~E’) ; G=E'B (1.54)

En términos de la constante de estructura fina «, esta expresion puede aproximarse
en para el limite de campo débil como
2

— 2 2)2 2
E_LM+45m4 [(E ~ B?) +7(E.B)] (1.55)
Si ademds se define a = 22, se obtiene [18]
EzLM+% [(EQ—B2)2+7(E-B)2] (1.56)
Considerando los invariantes fo = F),, "y f2 = F,, » F* este larangiano toma la
forma
Que tiene la forma
L= LM+CZLeh (158)
Donde
B+1 f2
L 1.
eh — 39 128 f2 ( 59)

Notese que a orden cero, nuevamente se recupera la electrodinamica linal y la primera
contribucion no-lineal aparece a primer orden en a.

Correspondencia BI-EH

Es claro que la primera contribucién no-lineal del lagrangiano de Euler y Heisenberg
tiene una estructura similar a la primera contribucién no-lineal del lagrangiano de
Born e Infeld, salvo por el segundo término de la ultima igualdad, es decir

Ly — Ly; = f2 (1.60)

128
No obstante, ambas expresiones coinciden para el caso en el que fg ~ E-B = 0. Esta
condicién se cumple para el monopolo puramente eléctrico o magnético; y cuando
los campos E y B son mutuamente perpendiculares.

13
32
Finalmente, la correspondencia entre ambas teorias, BH—EH, requiere del cambio
de pardmetro maximo de intensidad de campo b~! — a. Usando las definiciones de
estas cantidades y de la constnte de estructura fina y radio clasico del electrén puede
obtenerse la siguiente relaciéon entre los parametros a y b en términos del conjunto
de constantes {e, m., ¢, h}; carga y masa del electrén, rapidez de la luz en el vacio y
constante de Planck, respectivamente; y en unidades naturales.

E-B=0 = Lj= = L, (161)

8 emc? 8
— —h = a=—mb ! 1.62
“T B “= " (1.62)
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1.1.4. Teoria de Dirac - Born - Infeld

Sin duda, desde su nacimiento en 1934 [5], el modelo de Born e Infeld para la elec-
trodinamica no-lineal, prob6 ser un gran mérito de inspiracion dentro de la fisica
teorica; titulo que ha mantenido a lo largo del tiempo y que se ha extendido incluso
al campo de estudio de la teoria de cuerdas y branas. Este éxito se debe principal-
mente a que su estructura aparece en la descripcion de las teorias efectivas de baja
energia para Dp-Branas [17],[8],[22].

La principal virtud de la accién BI radica en el grupo de simetrias que subyace a su
estructura; el grupo de Poincaré, caracteristica que permite preservar la total inva-
riancia de Lorentz sin importar la métrica sobre la cual sea escrita la teoria. Esta
propiedad y la similitud que guarda con la accién de Nabu - Goto [23],[3], hacen del
modelo de BI un fuerte candidato para describir la dindmica de Dp-banas en una
teoria de cuerdas de tipo II [3].

Particula relativista

Para entender la necesidad de una accién tipo BI en teoria de cuerdas, consideremos
primero su estructura

S~ / a2y~ det (. + KE), (1.63)

donde k es una constante y F},, estd definido a través de la 1-forma del potencial A
del modo siguiente.

1
F= EF#,,dx“ Ndz” ; F=dA=d(A,dz") (1.64)

Siendo F' la 2-forma de intensidad de de campo y A, las componentes de la 1-forma
de potencial A.

Tomemos el caso de la D1-brana (1+ 1)-dimensional, supongamos que la coordenada
espacial corresponde a un circulo y apliquemos la accién de BI. Una vez evaluado el

determinante, se obtiene
S~ / \/1—K2F§ (1.65)

Por otro lado, la T-dualidad [3] asegura que existe una interpretacién dual que
consiste una DO-brana sobre un circulo dual y, en consecuencua, el potencial esté

dado por
1
A= — X! (1.66)

2ma’

Aqui X! corresponde a la coordenada espacial del circulo dual y o’ es la pendiente
de Regge, asocialda al inverso de la tensiéon de la cuerda. Se sigue que

1 1
Fo1 = —5V U= X (1.67)
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donde es v la velocidad de la D0O-brana sobre el circulo dual. Al aplicar estos resul-
tados a la acciéon de BI e integrar sobre la coordenada espacial se obtiene

S~ —m/\/ 1 —v2dt, (1.68)

donde —m es una constante debida a la primera integral, cuyo significado fisico se
asocia con la masa de la DO-Brana; t es la coordenada temporal y se ha elegido la
constante kK = 27a’. Este ejemplo muestra que la dindmica de la particula relativista
puede deducirse a partir de una D1-brana via la implementacién de la accion de Bl
y la T-dualidad; ademads, pone de manifiesto la necesidad de utilizar la estructura
de esta accion para preservar la invariancia de Lorentz. De forma andloga puede
obtenerse la electrodinamica considerando Dp-branas de mayor dimensién, tal es el
caso de la NLE de BI.

Dp-branas

Siguiendo este espiritu, es natural suponer la exitencia de una generalizacién en altas
dimensiones de la estructura de BI y construir con ella una teoria de super cuerdas.
A esta generalizacién se le conoce como Teoria Dirac - Born - Infeld (DBI).

La accién de DBI para la Dp-brana en p + 1 dimensiones esta dada por [3]

S =-Tp, /dp“x\/— det (G + KF ) (1.69)

Donde Tp, es la tensién (o densidad de energia) de la Dp-brana y x = 2ma/. Para
una teoria de supercuerdas tipo Il en un espacio-tiempo de Minkowski, la super
simetria se incorpora via la definicion de la métrica

G = DTV, (1.70)

Aqui 7y es la métrica de Minkowski en p + 1 dimensiones y 1T} los wvielbein'®.
Ademaés, el tensor de intensidad de campo F,,, estd dada por

F,u,u = Ly + buy (171)

Donde F = dA es la 2-forma maxwelliana usual y la 2-forma b, un término necesario
para garantizar la super simetria de F.

La accién de DBI, contiene como grados de libertad todas las posibles excitaciones
de la brana, cuya interpretacion fisica se reflejara en los distintos campos conocidos.
Una forma de escribir manifiestamente la dependencia bosénica de la acciéon en un
espacio n-dimensional, consiste en elegir una norma llamada norma estdtica y co-
rresponder los primeros p+1 grados de libertad X* con las coordenadas del volumen
de mundo z%, mientras que los resptantes n —p grados de libertad restantes sobrevi-
ven como campos escalares ®* sobre el volumen de mundo y describen excitaciones

10Generlaizacién de las vierbein o tetradas.
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perpendiculares a la brana. Al realizar este procedimiento, la accién colapsa en la
forma [3]

S =—Tp, /dp“x\/— det (n, + KF, + £20,90,P7) (1.72)

Este proceso de reduccién dimensional puede realizarse iterativamente. En general,
luego de realizar la reduccion, la acciéon toma la forma

S =-Tp, /dp+1x\/— det [N + KF + k2 (K + O (k)] (1.73)

Donde F},, corresponde al tensor de Maxwell, 1 es la métrica de Minkowski y K, +
O, (k) un campo que posee los grados de libertad restantes de la Dp-brana. Nétese
que, en el caso particular de la electrodinamica de BI, este tltimo campo es nulo y la
intensidad maxima de campo es inversamente proporcional al parametro de Regge;
b=r"L

1.2. Relatividad general

La llegada de la relatividad general (GR)!!, propuesta por Einstein en 1915, sin duda
revoluciono la forma en que los fisicos concebimos el universo y el escenario en el que
se desenvuelve; la dindmica del espacio-tiempo. Pues permite entender los campos
gravitatorios como un efecto directo de la curvatura del tejido espacio-temporal.

Esta dinamica se encuentra codificada en las ecuaciones de campo de Einstein

1
G =Ry — §ng, =2T,, (1.74)

Siendo R, el tensor de curvatura de Ricci, R el escalar de curvatura de Ricci, g, el
tensor métrico y 7, el tensor de energia-momento; al tensor G, se le conoce como
tensor de Einstein.

Esta ecuacion tensorial relaciona intimamente la geometria del espacio-tiempo, co-
dificada el el tensor de Einstein, con la distribucién de materia y energia en el
universo, representada por tensor de energia-momento. La primera soluciéon exacta
a estas ecuaciones, hallada en 1916, se debe al fisico alemén Karl Schwarzschild; su
solucion consiste en la métrica esféricamente simétrica y estatica debida a una masa
puntal M.

En coordenadas esféricas, métrica de Schwarzschild es

1 2M
——dr® + %% f(r)=1-"— (1.75)
f(r) r
Esta solucion motivé fuertemente a tratar de incluir de maneras mas generales e
intrincadas nuevas fuentes de campo gravitacional. Particularmente incluyendo cam-
pos electromagnéticos y campos de materia.

ds* = —f(r)dt* +

HPor sus siglas en ingés; General Relativity.
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1.2.1. Accion de Einstein-Hilbert

Naturalmente, las ecuaciones de campo de Einstein son derivables a partir de un
principio de minima accién via la accién de Einstein - Hilbert, hallada por el
matematico prusiano David Hilbert en 1915.

s—L /d4:1:\/—_g <E - Lm) (1.76)
47 4

En esta ecuacién, R es el escalar de curvatura de Ricci, g el determinante del ten-

sor métrico y L,, un lagrangiano que contiene la informacién de materia y energia

distribuidas en el espacio-tiempo. Aplicar el principio de minima accién respecto a

la métrica produce las ecuaciones de campo de Einstein

1

R“”_2

R, = 2T, 1.77
I 2

O bien, si se define la traza del tensor de energia momento como 7' =T}, se tiene

1
R, =2 {T;w — §Tg,w} (1.78)

Con el tensor de energia-momento dado entérminos del lagrangiano de materia,
segin la expresién siguiente!?

0Ly,

T;w = ng;w -

1.2.2. Solucidén con simetria esférica

Un caso de particular interés para este trabajo de tesis es aquel que presenta si-
metria esférica. Para construirlo, basta con tomar una métrica diagonal alrbitraria
en coordenadas esféricas

ds® = —gudt* + grrdr® + geedd® + gpedd’ (1.80)

Y exigir que la parte angular corresponda a una 2-esfera de radio r. De ese modo,
la métrica toma la siguiente forma

ds® = —gudt® + gp.dr® +r2dQ* ; dQ? = db* + sen(6)*d¢? (1.81)

Aplicar esta forma particular de la métrica, permite resolver las ecuaciones de Eins-
tein a cuadratura para todas las distrubuciones de materia y energia que preserven
la msimetria esférica, al menos localmente.

12E] operador 59% corresponde a la vaciacion respecto al inverso de la métrica.
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Métrica dinamica

Consideremos una parametrizacion para las componentes radial y temporal de la
métrica, definida por la siguiente expresion

ds? = —e**dt* + ¥ dr? 4 r?dQ? (1.82)

Donde a/(t,r) y S (t,r) son funciones de los pardmetros radial r y temporal ¢. En-
tonces el tensor de Ricci adquiere la siguiente estructura

RMV = diag (Rtt, RTT, R@g, R¢¢>) (183)
Con entradas no nulas dadas por [14], [1]
Rl = — [(936 + (&5)2 — 8,504&6} e~ — [872,04 + (&a)Q — 0,0, + %&u} e 2

(1.84)
R: = [atzﬁ + (atﬂ)2 - at(latﬁ] 6_2a - {0304 + <8ra)2 - araarﬁ - % T’B:| 6_26 (185)

e ro, (B—a)—1]+1
2

R) =R} = (1.86)

Esta es la forma mas general del tensor de Ricci con simetria esférica. Las funciones
a v B3, que dan solucién al sistema de ecuaciones, dependeran de las entradas del
tensor energia momento via las ecuaciones de campo de Einstein.

1
R, =2 {T;w — 5TgW} (1.87)
Notese que, para que la métrica con simetria esférica sea compatible con el tensor
energia momento, debe imponerse que este ultimo sea diagonal y que se cumpla la
condicién
0
T) =Ty (1.88)

En consecuencia, puede asumirse la siguiente forma para 7},
T, =diag (T}, T}, T.,T.) ; T.=T5 =T} (1.89)

Métrica estatica

Tomando como punto de partida a las ecuaciones de la métrica dinamica, puede
imponerse como condicién que esta sea estética, es decir § # [B(t),a # «(t). Esta
condicion implica que el Unico grado de libertad corresponde a la coordenada radial.
Se sigue que la forma de las entradas del tensor de Ricci en el caso estdtico colapsa
en

Rl = — {Gfoz + (0,)* — 0,00,3 + %&a] e 28 (1.90)

T

R, = — [8304 + (8,)° — 0,00, 3 — %&B} e % (1.91)
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e ro.(8—a)—1]+1
2

R)=R) = (1.92)

Este sistema de ecuaciones es sobre completo en el sentido en que bastan solo dos
de las tres ecuaciones que lo conforman para resolverlo. Tomar las ecuaciones para
R! y R’ conduce a la solucién para o en términos de 3 (y viceversa) siguiente

R - R

5 (1.93)

a:—ﬂ—k/rewﬁdr . A=

Resulta sencillo ver que, al invocar las ecuaciones de Einstein, el factor A coincide
con la diferencia de las dos primeras entradas del tensor de energia-momento

A=T"—T! (1.94)

Retomando la expresion para « y redefiniendo el factor A como A = rA, pueden
construirse las expresiones para las derivadas de «

a=—[F+ /Aezﬂdr (1.95)

O = —0,8 + Ae*? (1.96)

0,00,8 = — (9,8)” + Ae* 0,3 (1.97)
(0,0)° = (0,8)% — 2Ae*°0,3 + A%e*P (1.98)
Pa = -0, 4 20e?°0. + ¥ 0, A (1.99)

Mismas que, en conjuncién con la ecuacién para R:, producen una ecuacién diferen-
cial para [, desacoplada de «

2
06— 20,67 + 20,8| ¥ = R+ SA+ .M+ A% — 205 (1100)

Invocando nuevamente las ecuaciones de Einstein, podemos definir los parametros
m =m(r) y m = m(r) como

R! T A

:—:Tt——:———T .

m=- P g 5, s (1.101)
2

o2 = =A+ 0,A + A% — A9, [ (1.102)
T

Si adicionalmente se considera la dentidad
2 2 2 e 2
0:6—2(0,0)" + -0, = 2—@ [r (c—e )] (1.103)
r r
, con ¢ una constante arbitraria, entonces la ecuaciéon diferencial para  adquiere la

siguiente forma
2 [r(c—e?)] =4r(m+m) (1.104)
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Esta ecuacion diferencial puede integrarse a cuadratura para reescribirse del modo
siguiente
—25 Ko 4 ~
e =c—ky—— —— [ drdx{z[m(x)+m(x)]O (r—2z)} (1.105)
rooor

Donde © (r — z) es la funcién escalén de Heaviside y las constantes k1, k2 y ¢ que-
dan determinadas al exigir que la solucién en el vacio coincida con la métrica de
Schwarzschild para una masa puntual M, produciendo asi la siguiente expresién'3

2[M + I(r)]

e =1- ;o I(r) = Z/drdx {z[m(x) +m(x)]O (r —2)} (1.106)

Este resultado permite calcular la forma explicita de la entrada temporal de la
métrica g,, = €2*

e = [1 — W} exp [Q/Aewdr} (1.107)

Es importante recalcar que estas expresiones no permiten calcular las funciones « y
[ directamente, puesto que la funcion m depende explicitamente de 3. No obstante,
es posible realizar un calculo aproximado empleando métodos numeéricos e iterativos
de integracion.

Adicionalmente y con fines de notacién, resulta conveniente definir la funcién

2[M + I(r)]

fr)y=1- (1.108)

De ese modo, la solucién de las ecuaciones de Einstein bajo las condiciones de si-
metria esférica estatica esta dada por

1
f(r)

La cual es calculable a partir del tensor de energia momento 7}, via las definiciones

dr® + r*dQ? (1.109)

ds® = —f(r) exp [ %dr} dt* +

I(r)= 2/drdx {z[m(x) +m(x)] O (r —z)} (1.111)

Escrita de este modo la solucién, es evidente que en el caso particular del vacio

T,, = 0, la métrica colapsa en el resultado de Schwarzschild
1 2M
ds* = —f(r)dt* + mdr2 + 720 ; f(r)=1-"—. (1.112)
r r

13La constante de integracién de la integral indefinida de esta ecuacién se presupone nula. O,
equivalentemente, inmersa en M.
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1.3. Relatividad general acoplada a NLE

1.3.1. Formalismo Einstein - Plebanski

Una de las multiples fuentes posibles de campo gravitacional es al campo electro-
magnético y la forma en que se acopla a la dindmica del espacio-tiempo depende
fuertemente de la fisica que lo gobierna. En consecuencia, diferentes NLEs'* pro-
duciran diferentes acoplamientos y en general seran distintos al acoplamiento de la
teoria de Maxwell con la gravedad. La forma mas inmediata de considerar todas las
teorias puramente electrodinamicas es postular que el lagrangiano de materia es el
lagrangiano de Plebanski [21], de ese modo el tensor de energia-momento toma

la forma B
B ~ OLp 6fs OLp 0fs
Ty = guvLp <f2>f2> —2 <8f2 597 ar, 69“”) (1.113)

Donde f, v fo corresponden a los invariantes electromagnéticos tipicos
fo=F,F" ;. fy=F,«F" . F=dA (1.114)

Con F' la 2-forma de intensidad de campo, A la 1-forma de potencial electromagnéti-
co vy * la operacion de Hodge.

Si se reduce el conjunto de teorias posibles a aquellas en que Lp = L(f) = L, solo
depende de f = —%, entonces el tensor de energia momento toma la forma [7]

oL

Tw = gl + FuoF,"Ly ;1 Ly = W

(1.115)

Esta ecuacién es valida para toda teoria electromagnética que solo dependa de f,
incluyendo los casos particulares de los monopolos eléctrico, magnéticoo y dydnico,
mismos que son de particular interés para este trabajo.

Monopolos

Del formalismo de Plebansky sabemos que, para el caso de monopolos, el tensor de
intensidad de campo en coordenadas esféricas tiene la foma matricial

0  Ehh, 0 0
| -Emn, 0 0 0
F, = 0 0 0 Bhhe (1.116)
0 0  —Bhyhy 0

Donde h,, son los factores de escala de la métrica estatica esfericamente simétrica
dados por

hyy=hi(r) 3 hZ. =hX(r) ; hig=1>; hi,=r>sen’(0) (1.117)

ds® = —hidt® + hldr® + hgdb® + hide” (1.118)

14 Electrodindmica no-lineal, por sus siglas en inglés
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Con los campos escritos en términos de las cargas eléctrica ¢, y magnética g,

ge m
r2Lg r2

(1.119)

Consecuentemente, el tensor de energia-momento monopolar puede escribirse como
T, = Lo, + Lydiag (—E®, —E*, B?, B?) (1.120)

Se sigue que, en términos de los campos y las cargas magnética q,, y eléctrica q., las
entradas no nulas de este tensor son [7]

2
TH—T% — [~ 2L, — [ — —Je 1.121
t T f 7,4Lf ( )
q2
T,=T)=T)=L+BLy=L+-"L; (1.122)
T

Una vez calculadas estas cantidades, es inmediato obtener las funciones m,m y A
que permiten calcular la métrica. Estas funciones son

2
A=0 = m=0 ; m:—(L—i-BQLf):—(L—i—q—’ZLf) (1.123)
T

De modo que la métrica del monopolo obtiene la forma

2 _ s — ()2 Lﬁ 2002
ds* =d f(r)dt +f(r)d + r2dS2 (1.124)
Con
fry=1+ w ;o I(r) = 2/drdw {ze(x)© (r —2)} (1.125)

donde se ha definido ademés, por comodidad de notacion, la funcién

2

e(r) = {L + q—@Lf] (1.126)
r

Tanto el dyén como el monopolo magnético, preservan esta estructura intacta; el

caso del monopolo eléctrico solo requiere la condiciéon ¢, = 0, de modo que la es-

tructuda de la métrica se mantiene y el cambio se refleja solo en la funcién e(r).

Una condicion importante para que cualquier NLE sea fisicamente aceptable es que
E, B — 0 cuando r — oo y, en consecuencia L debe tener el mismo comportamiento.
Dado lo anterior, un caso de particular interés, es aquel en que £(r) puede escribirse
como suma de potencias de r~!, es decir
,ﬁ‘/ .
e(r) = 2 (1.127)

ri
Jj=4
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Dada esta imposicion, la integral I(r) puede calcularse explicitamente, obteniendose

como resultado 5
K.
I(r) = . —J . 1.128
=L Gmgoa 1129

Consecuentemente, la funcién f(r) de la métrica tiene la forma final

Fr)=1— ¥ N ; - (4]51 — (1.129)

Esta es la forma general de la métrica del monopolo (megnético, eléctrico o dyénico)
estatico en cualquier NLE escrita como expansién de potencias de r—!. Elegir una
NLE en particular equivale a elegir explicitametne las constantes r;.

1.3.2. Dyén en la teoria Einstein - Maxwell

El acoplamiento més sencillo de gravedad con campo electromagnético, consiste
en elegir la electrodindmica lineal (de Maxwell) como caso particular de la teoria
Einstein- Plebanski. De este modo, el lagrangiano de Plebanski adquiere la forma
explicita

L=f = Ly=1 (1.130)

De modo que, el lagrangiano del monopolo estatico, en términos de las cargas
magnética y eléctrica es

2 2
G 4e
= o0 T 51 (1.131)
Consecuentemente N )
e(r) = —me;:qe (1.132)
Que, evidentemente, tiene la forma
2 2 2
K . Im t4 _ Q
er)=" i j=d; p=tntE O (1133)

Imponiendo esta condicién en el resultado general para el monopolo estatico se

obtiene que
2M 4Kk
=1- . 1.134
T =S G 9 (130
De modo que la métrica del monopolo de la electrodinamica de Maxwell acoplada
con la relatividad general es

1

ds* = ds* = —f(r)dt* + f(r)drz + r2dQ? (1.135)
2M 2
f=1-2+ % @ =g g (1.136)

A este resultado se conoce como métrica de Reissner-Nordstrom. Descubierta
entre 1916 y 1921 por Hans Reissner, Hermann Weyl, Gunnar Nordstrom y George
Barker Jeffery de forma independiente.
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1.3.3. Dyén en la teoria de Einstein-(Born-Infeld)/(Euler-
Heisenberg)

Consideremos el lagrangiano de Born e Infeld expandido hasta primer orden de A,
bajo la condicién f2 = 0. Esta expresién es idéntica a la debida a la terfa de Euler
y Heisenberg y tiene la forma

2 BQ_EQ
L= f+)\f = Ly=1+X ; f=-—F— (1.137)

Donde, el parametro A selecciona la teoria que se prefiera y actua como cuadrado
inverso de campo maximo del modo siguiente

a ;  Euler-Heisenberg
A= { (1.138)

b2 Born-Infeld

De la seccion del Campo del Dyon en Born-Infeld tenemos que los campos
elétrico y magnético del dyon, expandidos hasta primer orden de A, estan dados en
términos de las cargas eléctrica ¢. y magnética g,, por

B* = G (1.139)
rd '
E2 — qi )\Qe + )\QeQm (1140)
r

Puede calcularse entonces que, hasta primer orden en A\, la funcion (r) es

- 2 2. 2
Q2 3 Q4 Q ={q, + A,
e(r) = o )\g_S ; (1.141)
r r ~
QP =aq -
Que tiene la forma
Ly Inp, "2 1.142
+ FEL TR (1.142)
Donde
Q2
o= =4 (1.143)
3 4
Ko = —%/\ ; 7 =28 (1.144)
Entonces, la funcién f(r) de la métrica puede calcularse con la expresion
2M Ak, 4ky
=1- . 1.145
IOt G- T k-gr2 Y
Consecuentemente, la métrica del Dyén en la teoria BI/EH esta dada por
1
ds® = ds®> = —f(r)dt* + ——dr* + r?d)? (1.146)

f(r)
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Donde ) ) )
~ — _I_ q
2M 2 4 Q qe m
f(r)zl———i—Q——Q—)\ ; (1.147)
r .
Q=g —q
Este resultado coincide con la solucién, reportada en [18], para el monopolo eléctrico
en la teoria EH. Esta forma de la métrica para el monopolo eléctrico es un resultado
esperado debido a la correspondencia BI-EH. Sin embargo, vale la pena recalcar
que el formalismo de Plebanski acoplado con relatividad general cldsica permite ob-
tener gratuitamente los tres casos posibles (dyén, monopolo eléctrico y monopolo
magnético) al calcular la métrica del dyédn.

Es claro que las soluciones con carga puramente eléctrica o magnética ¢ = ge/m,
tienen exactamente la misma forma

2M 2 4

Jr)=1-==4 5 - o

r ri 2076

(1.148)

El dyén, por otro lado, presenta una competencia entre cargas a primer orden en
A debido al factor Q* = (¢2 — ¢2)°. Esta competencia es simétrica alrededor de la
condicién ¢. = ¢, = ¢; misma que implica que la métrica colapse en la solucion de
Reissner-Nordstrom

f(T) = T + 7“_4 (1.149)
Este hecho se entiende al recordar que el dyon balanceado aniquila todo efecto
no-lineal de la teoria. De hecho, debe ocurrir (y ocurre) que las perturbaciones
de mayor orden en A\ tampoco contribuyan a la métrica del dyén balanceado. En
consecuencia, puede considerarse a () como carga total del monopolo, de ese modo el
factor Q actia como un apantallamiento de la funcién frn(r) de Reissner-Nordstrom

Qzl
2076

f(r) = fan(r) (1.150)

Obligandola a oscilar entre el dyén lineal y el monopolo puro no-lineal debido a que

G << Qe qz

— Q*=Q*= (1.151)

Ge << qm a2,

1.3.4. Dyoén no perturbativo en la teoria de Einstein-Born-
Infeld

La solucion no perturbativa a de métrica debida al acoplamiento de relatividad ge-
neral con la teorfa BI bajo la condicién f = 0, fue reportada a finales de 2017 y
principios de 2018 por K. A. Bronnikov en [7]. En este trabajo reporta soluciones de
agujero negro regular para el caso estatico y soluciones tipo agujero de gusano en el
caso dindmico.
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En la construcciéon de la teoria, se considera el lagrangiano de Born- Infeld que solo
depende del invariante f dado en términos de las cargas eléctrica ¢. y magnética g,
del dyén por'?

2f 20 (q2, — q2)
_ 12 . _ m e
L="0 {1— 1*72} I AT ey (1.152)

Solucién estatica

La solucién estatica preserva la estructura encontrada con el formalismo Einstein-
Plebanski.

ds* = —f(r)dt* + %dr2 + 7r2dQ? (1.153)
Donde oM 9]
fr)=1-==+ 7@ L I(r) = / r2e(r)dr? (1.154)

En este caso, la funcién (r) deja de ser serie de potencias de r~! y adopta la forma

cerrada
4q? 42+ b2rd
e(r) =750 5 S0r) = ,/—4%%4 (1.155)

En este punto, se hace evidente que, si se impone la condicién del dyén balanceado
dm = qe = @, entonces S(r) = 1 y se obtiene directametne la solucién de Reinssner-
Nordstrom con carga () = 2q

ry=1—-—+— 1.156
fr)=1-25+ % (1.156)
De esta manera se corrobora que el dyéon balanceado cancela todo efecto no-
lineal de la teoria. Consecuentemente, ninguna perturbacion de orden mayor al caso
lineal contribuye a la métrica de este caso particular.

La solucion general para ¢. # ¢, resulta bastante méds complicada, aunque sigue
siendo analitica. Depende de la funcién hipergeométrica F} y tiene la siguiente forma

14(¢2+ @) F (3 117 b b
B 12¢2S(r) + b*r* (1 — 3S5(r)) b2r3 (42 + @) B

67 +42 |GeGm|

I(r)

2.4 2.4
3br4F1<le£ b2r br)

(1.157)
Esta soluciéon predice la existencia de agujeros negros regulares, con miras a la po-
sibilidad de soluciones de agujero de gusano. Sin embargo, todas las soluciones de
tipo agujero de gusano violan las condiciones de energia T} — 7" > 0, de modo
que de antemano, toda solucién de gujero de gusano estatico en la teoria Einstein-
Born-Infel esta fisicamente prohibida. Los tetalles delandlisis de esta solucion pueden
consultarse en [7]

5Debe tenerse precaucién al comparar el trabajo de Bronnikov con los resultados escritos aqui,
debido a que es necesario un cambio de unidades y de signatura.

)
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Soluciéon dinamica

Un caso interesante en la busqueda de estructuras tipo agujero de gusano consiste
en considerar soluciones dinamicas que preserven la simetria esférica pero no sean
conformalmente estéticas via la proposion de una métrica con la forma general

ds® = —e2* 20 gg2 4 26T g2y 2en(t)+2er(r) g2 (1.158)

Esta métrica puede reescribirse para separar las partes temporal y espacial de los
factores de escala pidiendo la siguiente reparametrizacion

dr = et ; dx = eMdr (1.159)
Que conduce a la forma
ds? = —e2 (M qr? 4 2P0 gg? 4 o20r(M+2wa(2) 40)2 (1.160)

Esta métrica modifica considerablemente el sistema de ecuaciones diferenciales pro-
ducto de las ecuaciones de campo de Einstein dinamicas, debido a que la componente
de la 2-esfera no es estrictamente esférica, sino conformalmente esférica.

La mayor virtud de la proposicion de esta métrica es que provee de soluciones cuya
geometria corresponde a agujeros de gusano dinamicos fisicamente permitidos. Los
detalles de este analisis escapan de los limites que enmarcan el presente trabajo de
tesis, no obtante es importante tenerlos presentes. La solucién de agujero de gusano
dindmico puede consultarse en [7].

1.4. Teoria Einstein - Dirac - Maxwell.

Recientemente!® se ha estudialo la posibilidad de introducir efectos cudnticos en la
relatividad general que dan lugar a soluciones tipo agujero de gusano (WH) y que no
requieren de materia exética para existir [20],[19],[4]. Esto se consigue construyendo
una teoria que acopla linealmente la relatividad general clésica con la electrodinami-
ca maxweliana y la mecanica cuantica relativista, via la superposicion de las acciones
Einstein-Hilbert, Maxwel y Dirac, llamada en adelante Teoria Einstein - Maxwell
-Dirac (EDM), cuya forma es la siguiente

Sepy = —/d4x\/_{5 By + LD} (1.161)

Donde R es el escalar de Ricci debido a la métrica g,,,,, fo = F),, F*" el invariante elec-
tromagnético del tensor de Faraday F' = dA; con A el 4-potencial electromagnético
y Lp un lagrangiano de materia asociado al campo espinorial dado por la accién de
Dirac!”

Lp =X (7D, —m)x =(F—m) (1.162)

16Finales de 2020 - inicios de 2021.
17Se adopta la notacién de Feynman para el momento de la particula Z = iy*®,, y la notacién
(A) para escribir el valor esperado x (A) x de un operador arbitrario A.
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Donde m es la masa de los fermiones, v las matrices de Dirac en espacio-tiempo
curvo, x el espinor asociado al campo fermiénico y ©, = 9, +1I', —igA, la derivada
covariante espinorial, que incluye la conexién espinorial afin I', y la conexién de
norma iqA, donde q es la carga eléctrica o magnética de las particulas.

Esta accidén conduce a las ecuaciones de movimiento
1
(vD,—m)x=0; {V,F"=gqj” ; PF=0} ; Ru— §R9W = 2T, (1.163)

Que son, respectivamente: ecuacion de Dirac, ecuaciones de Maxwell y ecuaciones
de Einstein. Aqui V, es la derivada coviariante (sin conexién de norma), j* = xy*x
la 4-corriente eléctrica, R, el tensor de Ricci y T}, el tensor de energia-momento,
dado por

T = TM + T}Lf) (1.164)

M . .y . . D
Donde T,SV ) es la contribucién maxwelliana al tensor de energia momento y 7, ,El,)
la contribucién debida a la presencia del campo fermionico. Estas cantidades estan
dadas por las siguientes expresiones

1
T(M> FoF* —wam, (1.165)

7)) =2 (i7,D)) (1.166)

Cabe mencionar que en esta formulacién se ha considerado signatura (—, +, +, +) y el
sistema natural de unidades, que toma las constantes fundamentales {h, ¢, G, Kg, e}
(constante reducida de Planck, rapidez de la luz en el vacio, constante de gravitacién
universal, carga eléctrica fundamental y constante del Boltzmann, respectivamente)
equivalentes a la unidad, es decir

h—=1; ¢c—>1; G—>1; Kg—>1; e—>1 (1.167)

1.4.1. Agujeros de gusano eléctricamente cargados

Considremos un objeto compacto eléctricamente cargado, entonces el 4-potencial en
coordenadas esféricas tendrd la forma

A=V(r)dt (1.168)
Si ademas se pide una métrica estatica y esféricamente simétrica
ds® = —gu(r)dt® + gr (r)dr? + gaa(r)dQ? (1.169)

El problema puede ser resuelto analiticamente en el limite en que la masa de los
fermiones y su carga eléctrica son pequenas; m — 0, ¢ — 0, respectivamente. Dando
lugar con ello al potencial eléctrico V(r) y métrica ds® dados por

M QQ 2@27"0
\/ 7”07“> ’ Q%+ 70 (1170)
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2 2
ds* = — <1 — %> dt* + dr ~ +7°dQ (1.171)
' (-2 (1-%)

ror

Esta es la solucién encontrada por Blazquez et al. [4] y describe un WH regular
atravesable descrito por su carga eléctrica () < rg, radio de la boca del agujero ry y
M la masa de Arnowitt-Deser-Misner. Esta métrica es posible gracias a la contribu-
cion de los espinores en el tensor de energia-momento. Notese ademaés que a medida
que ) — 1o se recupera la soluciéon de Reissner - Nordstrom para el agujero negro
elétricamente (o magnéticamente) cargado.

Blazquez et al. comentan que, aunque esta soluciéon es un caso limite, ilustra la po-
sibilidad de hallar WHs microscépicos pero atravesables y eléctricamente cargados
via una teoria EDM, que no requiere de materia exdtica. La solucion tipo WH mas
alld del caso limite aqui comentado se explora ampliamente en [4] y en [16].

Es claro entonces que la reoria EDM contiene de manera natural WHs para configu-
raciones de carga puramente eléctrica. Ademas, dado que la ecuacién de movimiento
que rige el campo fermionico es la ecuacién de Dirac, se sigue que la materia descrita
y necesaria para estos resultados es la materia fermionica ordinaria.

1.4.2. Agujeros de gusano magnéticamente cargados

El WH magnéticamente cargado y atravesable no se encuentra incluido de manera
natural en la teoria EDM, sin embargo es posible construir la solucién resolviendo la
geomeria del espacio-tiempo a trozos partiendo de soluciones de agujero negro (BH)
que luego derivan en una métrica de WH. Desde luego, este procedimiento arro-
ja la necesidad de incluir un componente negativo en la energia total del sistema,
mismo que clasicamente esta pohibido debido a la inexistencia de masas negativas.
Sin embargo, este problema se subsana totalmente via la inclusién de energia de
Casimir debida al movimiento peridédico en orbitas cerradas de fermiones, este es un
efecto meramente cuantico reportado desde 2014, primero estudiado en la dindmica
de electrones en nanotubos de carbono y retomado recientemente como aplicacion
en gravitacién [10],[13],[?].

La estrategia que se sigue, de acuerdo con [20] y [19] es la siguiente:

1. Considere dos BHs magnéticamente cargados!® con cargas opuestas y separa-
dos por una distancia d.

2. Considere que fermiones eléctricamente cargados y no masivos se encuentren
todos uniformemente distribuidos alrededor del BH orbitando las lineas de
campo en el nivel de Landau mas bajo.

3. Proponga una métrica de WH compatible con la métrica del BH cercana el
horizonte de eventos.

18Esto puede conseguirse clasicamente utilizando el potencial del mono polo de Dirac
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4. Separe el espacio-tiempo total en tres trozos:

a) Espacio-tiempo plano: Regién entre ambos BHs.
b) Boca del WH: Cercania al horizonte de eventos del BH original.
c¢) Garganta del WH.

Y wuna estas soluciones en las regiones de interseccién de validez de las geo-
metrias correspondientes.

5. Permita que los fermiones puedan viajar en érbitas cerradas entre ambas bocas
del WH; primero entrando en una de las bocas, continuando a través de la
garganta, saliendo por la segunda boca y luego retornando al punto de partida
viajando por la regién plana del espacio-tiempo.

6. Estabilice el WH minimizando la energia necesaria para enlazar ambas bocas
del WH, considerando la energia tipo Casimir que resulta de imponer condi-
ciones antiperiédicas de frontera en el transito de los fermiones cargados a
lo largo de trayectorias cerradas.

La figura (1.1) esquematiza la separacién propuesta entre las distintas regiones men-
cionadas, en verde se observan las lineas de campo magnético que transitan de una
boca hacia la otra formando lineas cerradas. De este modo, lo que inicialmente eran
dos monopolos de Dirac, se convierte en un dipolo magnético. Los fermiones carga-
dos seguiran las lineas de campo magnético trzando helicoides cerrados entre ambas
bocas del WH. Una vez propuesto este camino, es conveniente estudiar por separado

Linea de campo magnético

\

«— Boca del WH

Minkowsky

Regién de unién

}‘

AdSs x 82 - — AdS, x §2

Garganta del WH ——»

Figura 1.1: Esquema del WH magnéticamente cargado. Las lineas color verde mues-
tran las lineas de campo magnético.

a) Acercamiento a la zona de cercana a la boca del WH, sonde se aprecia la regién
plana, la boca y la region de unién entre métricas.

b) Esquema completo del WH, muestra ambas bocas conectadas por debajo a través
de la garganta y por arriba a través del espacio tiempo plano.

los distintos componentes del mismo.
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Agujero negro magnéticamente cargado

Tomemos ahora un objeto compacto con carga magética, cuyo potencial esta descrito
por el monopolo de Dirac en coordenadas esféricas

A= Qcos(0)do (1.172)
Que produce los campos
Q .
B:T—2r ; E=0 (1.173)

Luego, exijamos que los fermiones involucrados sean no masivos m = 0 y se en-
cuentren orbitando a distancias constantes ry = cte en el nivel de Landau més bajo
F = 0. Se sigue entonces que la contribucién fermidnica de las entradas tt y rr del
’ la 77 = T = 0. C la métri
tensor energia momento es nula 1, " = 1" = 0. Consecuentemente, la metrica
estatica esféricamente simétrica, que resuelve las ecuaciones de Einstein bajo estas

condiciones es la conocida métrica de Reissner - Nordstrom (RN)

1
——dr? +1r%dQ? r)y=1——+ — 1.174
o fr)=1-"+% (1174)
Esta métrica posee dos horizontes de eventos, sin embargo, bajo la condicion M =
() = ro ambos colapsan en un mismo horizonte. Esta solucién particular se conoce
como el caso extremo del BH de RN y la funcién f(r) de la métrica se reescribe
como

ds* = —f(r)dt* +

F(r) = (1 - %)2 (1.175)
Es importante recalcar que, hasta ahora el momento lineal en la direccion # de las
particulas cargadas es nulo, de modo que solo poseen momento angular paralelo a
la direccién #. La figura (1.2) esquematiza este hecho; en ella se observan las érbitas
de los fermiones, centradas en las lineas de campo magnético fuera del horizonte de
eventos. Como es de esperarse, el caso extremo del BH de RN tiene tempertatura

cero, esto puede verse facilmente a partir de la definicién de temperatura [18]

T = if’(ro) (1.176)

Mientras que la energia total del sistema asi como su entropia son distintas de cero,
debido a las relaciones
E=M=ry ; S=dnr] (1.177)

De modo que todo incremento de materia o energia perturbara al sistema obligandolo
a salir de este estado privilegiado. Con el fin de permitir variaciones en el contenido
energético del BH, consideremos que una vez alcanzado el caso extremo, el BH se
perturba mediante un incremento de temperatura AT = T, modificando la energia
total, de manera aproximada, como [20]

1
E ~ Ey+ Epeye = 10 + §q~3 (27T (1.178)
En consecuencia, la masa efectiva sufre una perturbacion equivalente

1
M ~ My + My = 10 + 57«3 (27T)” (1.179)



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 29

Figura 1.2: BH extremo de RN con carga g y fermiones orbitando alrededor de las
lineas de campo magnético B a distancia fija. En color azul se muestran las lineas
de campo magnético, en negro el horizonte de eventos de radio 7y, y en verde las
6rbitas de los fermiones no masivos.

O bien, si se define el pardmetro [ = 27+T, entonces
i
E =~ EO + Epert =179+ ﬁ (1180)
3
M ~ My + Mpers = 79 + 2—;2 (1.181)

Donde Ey/M, correspopnde a la energia/masa del BH extremo de RN, Epert/Mpert
a la energia/masa de perturbacién y ro = My = Ej es la distancia a la que se
encuentra el horizonte de eventos en el caso extremo. Esta perturbacién preserva la
forma funcional de la métrica salvo la siguiente modificacién de la funcién f(r)

=3 ({5 -5) o

Noétese que en la medida en la que 7" — 0 = [ — oo, se recupera el BH expre-
mo y para el casor — oo = f(r) — 1, se obtiene el espacio-tiempo de Minkowsky.

Nos interesa ahora explorar la forma de la métrica en la zona cercana al horizonte de
ventos del BH extremo, r =~ ry. Al imponer esta aproximacién y la reparametrizacion

de las coordenadas temporal y radial [20],[19]
t [
T = Z ;P = —2(7"—7"0) (1183)

o

La métrica del BH cercano al caso extremo obtienen la forma

2
ds’ zro{— (p*—1) d72+%+d92} (1.184)
p —_—
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Que puede reescribirse como uan parte conformalmente plana mas una esfera de
radio g
dp

ds* =ro {(p* — 1) (—dr® + da*) + dQ*} ; do = 721 (1.185)

De este resultado puede verse que cerca del horizonte de eventos p ~ 0 la métrica
conecta con el espacio-tiempo plano via una geometria AdS,; x S?, este hecho se
esquematiza en la figura (1.3).

RS.l

u Horizonte

Figura 1.3: Acercamiento de la grometria cercana al horizonte de eventos. El hori-
zonte conecta con el espacio-tiempo plano via una geometria AdSy x S2.

El caso del BH con carga opuesta es completamente analogo y es trivial suponerlo
separado a una distancia d respecto al BH tratado en este apartado. Dicho esto, es
evidente que se han cubierto los dos primeros puntos de la estretegia de construccion
del WH.

Métrica de agujero de gusano

Dada la conexién Ads, x S? entre el espacio-tiempo plano y la cercania al horizonte
de eventos, se propone la siguiente métrica para la garganta del WH

d 2
d82 =To {_ (P2 + 1) d7'2 + (pQ—i—l) + dQQ} (1'186)

Esta métrica preserva la estructura AdSs x S? y es también solucién de las ecuacio-
nes de Eintein para la cercania del horizonte de eventos del BH de RN. Sin embargo,
requiere de una perturbacion negativa de energia, que se traduce en una perturba-
cién imaginaria de la temperatura o bien de la inclusiéon de masa negativa. Estas
afirmaciones pueden entenderse mediante la siguiente construccion; Tomemos el BH
extremo de RN y apliquemos una perturbacion similar a la realizada en el caso antes
discutido pero bajo la transformacion T'— T%

3

1 . T
Epert - Mpert = 57'3 (27TT2)2 = —Q—ZOQ (1187)
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Entonces la funcién f(r) de la métrica de RN se reescribe como

f(r)=<1—%>2+%: (%)2{[%}1%} (1.188)

Imponiendo la apriximacién r & ry y la misma reparametrizacién (t,7) — (7, p)
se obtiene la métrica propuesta para el WH. Es claro entonces que la teoria EDM
permite la existencia WHs magnéticamente cargados, sin embargo, a diferencia de
los WHs eléctricamente cargados, estos no pueden sostenerse por si mismos via la
inclusién de materia orninaria. Ignoraremos este tultimo hecho por ahora, dado que
la contribucién negativa a la energia se subsanard posteriormente permitiendo que
los fermiones atrapados puedan orbitar entre las bocas del agujero de gusano.

En este punto, las caracteristicas importantes de la métrica propuesta son las si-
guientes:

1. La estructura del espacio tiempo descrito es AdS, x S?, de modo que puede
pegarse con la aproximaciéon de la métrica cercana al horizonte de eventos.

2. La geometria carece de horizonte de eventos.

3. Las componentes (gy, gr») de la métrica son funciones pares de p, vélidas (por
ahora) para todo p € R.

Estas caracteristicas hacen de la métrica en cuestiéon un cadidato adecuado para
describir la garganta del WH.

Uniodn de las métricas de agujero de gusano y agujero negro

Consideremos ahora que, de algiin modo, existen ambas geometrias: BH y WH,
superpuestas en una misma regién del espacio-tiempo!® de forma que la garganta
del WH conecta dos BH de RN cercanos a la extremalidad que fungen como bocas
del WH, segun se esquematiza en la figura (1.4), de modo que las regiones principales
del WH quedan definidas como

» Regién plana (Minkowsky)
= Boca del WH
» Garganta del WH

La region plana, ontenida bajo la condicion r» >> ry coincide con la métrica de
Minkowsky, mientras que la region de unién se define por un parametro de corte pg
y la métrica

ds* =rg (—f(p)d7'2 + % + dQ2) (1.189)

19El mecanismo de formacién del WH no se estudia en este trabajo y, de hecho, permanece como
un problema abierto. El iinico argumento para postular su existencia es que la geometria propuesta
es solucion de las ecuaciones de Einstein en la teoria EDM.
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Donde 9
pP—1 p>0 }
_ 1.190
f(p) {p2+1 ; {peR:p=0}U[—p., pd ( )

Espacio - tiempo plano

p=>0

D

Métrica de BH —
Firica ae \ Bocas del / }
WH

Region de conexion del
Métrica de WH N ol BH con el WH

tpe

Garganta del WH

Figura 1.4: Esquema de las regiones principales del WH: Espacio plano, bocas y
garganta.

Esta superposicion es valida debido a que tanto la métrica de WH como la métrica
de BH conectan con el espacio-tiempo plano via la misma estructura; AdS, x S2. De
esta manera, un observador situado en la region intermedia entre los BH medird una
métrica plana. Luego, a medida que se acerca a alguna de las bocas, comenzara a
medir la métrica caracteristica del BH. Poteriormente, en la regién cercana a r = ry
y dado que las métricas de WH y BH coinciden conforme la coordenada p crece,
como muestra (1.5), el observador medird una superposicién de ambas métricas; a
esta zona la llamaremos zona de conexion. Finalmente, una vez atravezada la zona
de conexion, el observador medirad unicamente la métrica de WH.

Una vez hecha esta union, estamos en posicion de caracterizar este sistema como un
unico WH. De las definiciones dadas para 7 y p puede verse que, toda vez que el
pardmetro [ queda fijo y que se exija que r € [0, 00), se obtiene una expresién para el
parametro de corte p. y una relacion entre el tiempo coordenado y el tiempo propio
dentro de la garganta del WH dadas por

At =IAT 5 p. = L (1.191)
To

De aqui que el parametro [ pueda reinterpretarse como la dilatacion del tiempo
coordenado t respecto al tiempo propio 7. En otras palabras, si [ > 1 entonces el
tiempo que tarda un viajero en travesar la garganta del WH, visto por un observador
externo, es mayor que el tiempo experimentado por el viajero mismo. Por otro lado,
la cantidad p. hace evidente que el dominio de la coordenada p no corresponde a to-
dos los reales; esta acotada por abajo por p., ademas en pro de preservar causalidad
debe ocurrir que I > 7y, consecuente mente el dominio de la métrica de la garganta
del WH es el intervalo [—pc, pc).
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Métricas de BH y WH
fip)

P

2 4 6 8

Figura 1.5: La métrica de WH, linea sélida y la métrica de BH, linea punteada,
coinciden a medida que p se aleja del origen.

Consideremos ahora la métrica de la garganta en su forma conformlamente plana.

PR Vi R Rec) SN 1.192
s°=ry B (—dt® + da®) + ; x—p2+1p (1.192)

De este modo podemos definir la longitud de la garganta L, como®

Pc l
L :Ax:/ dp ~ Tl 1.193
Esta es la longitud conformalmente plana que observa un viajero a través de la
garganta del WH. Para el caso de particulas no masivas (i.e. viajando con la rapidez
de la luz) esta distancia coincide con el tiempo coordenado que tardarian en ir de
una boca a la otra del WH.

Las cantidades (L, p, r0); longitud de la garganta, pardmetro de corte y radio de la
boca caracterizan el WH, teniendo como parametro por ajustar la cantidad [, mismo
que hasta ahora es un parametro libre, sin embargo, una vez incluida la contribucion
de la energia de Casimir, quedara totalmene determinado.

Fermiones en orbitas periddicas

Permitamos ahora que los fermiones no solo se encuentren orbitando alrededor de
las lineas de campo, sino que puedan viajar desde una de las bocas del WH hasta
la otra siguiendo el espacio-tiempo plano, luego ser devorados por la segunda boca
para atravesar la garganta del WH y emerger finalmente en el punto inicial. Para
esto, retomemos el potencial magnético del monopolo de Dirac

A= Qcos (0)dp (1.194)

20Se ha tomado la consideracién % >>1
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Se sigue que, dada la carga magnética de ambas bocas del WH, el potencial magnéti-
co total se escribe como

A = Q]cos (6y) — cos (02)] (1.195)

Donde 0; es el angulo cenital en coordenadas esféricas con centro en el monopolo j.

Luego, las lineas de campo son tales que el vector tangente a las mismas apunta en
la direccién del campo magnético B. Si consideramos el campo vectorial definido
por VA, este sera normal a las curvas definidas por A = v() = cte y a la vez normal
a B, por tanto las linas de campo quedan definidas por el parametro v del modo
siguiente

v = cos (01) — cos (62) (1.196)

Para cada valor de v existe una y solo una linea cerrada de campo, nétese ademas
que el dominio de este parametro es el intervalo [0,2]. La figura (1.6) muestra una
esquematizacién de las lineas de campo magnético de estos dos monopolos para dife-
rentes valores de v. Luego, los fermiones no masivos eléctricamente cargados viajaran

Figura 1.6: Lineas de campo magnético debidas a dos monopolos, para distintos
valores de v

en trayectorias helicoidales centradas en estas lineas de campo. Si consideramos que
la distancia d es grande comparada con el tamano de las bocas del WH; ry << d,
podemos considerar que el espacio-tiempo a través del que viajan las particulas es
esencialmente plano, ademas si el momento angular de las particulas corresponde al
nivel de Landau mas bajo, la longitud de la helicoide es aproximadamente la lon-
gitud de la linea de campo en su centro, por lo que la distancia que recorren las
particulas al viajar entre las bocas del WH puede escribirse como

Ly = dh(v) (1.197)

Donde h(v) es una funcién estrictamente positiva que depende del pardmetro v y
cumple las condiciones h(2) =1 ; h(0) — oo. Es decir, que la longitud total del
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viaje a través de la region plana es proporcional a la distancia entre ambas bocas y
solo depende de v.?!

Como consecuencia de esta discusién, puede concluirse que la longitud total del viaje
de los fermiones orbitando entre ambas bocas del WH puede aproximarse como la
suma del viaje a través de la seccién plana, mas la longitud recorrida a través de la

garganta
L(v)=Ly+ L, =nl+ h(v)d (1.198)

Es preciso notar en este punto que, una vez que se fija un valor para v, la trayectoria
de cada particula puede parametrizarse con las coordenadas (¢, x) donde z es una
coordenada espacial periddica y t corresponde al tiempo coordenado, perpendicular
al espacio generado por x. Consecuentemente el espacio de configuraciones sobre el
que se desenvuelve la particula corresponde a un cilindro y la trayectoria describe
sobre este espacio, una helicoide con pendiente unitaria. La figura (1.7) esquematiza
este espacio de configuraciones y la trayectoria descrita; una parte de la helicoide co-
rresponde al viaje a través del espacio-tiempo plano y la otra a través de la garganta
del WH

Figura 1.7: espacio de configuraciones de los fermiones no masivos viajando entre
bocas del WH. En rojo se muestra la trayectoria descrita sobre este espacio; una
helicoide con pendiente unitaria sobre un cilindo circular.

Energia de Casimir

Es un hecho recientemente estudiado que un conjunto de fermiones moviéndose en
6rbitas cerradas, con condiciones de frontera Quasi-periédicas o Anti-periddicas

Oy (z) (1.199)

X(x+ ) =e
Dan lugar a energia de Casimir [13],[10],[9]. De modo que, si se toman condiciones
de frontera anti-periddicas y se permite que los fermiones puedan viajar tanto en
una como en otra direccion, la energia de Casimir para cada v, de acuerdo con [20]

s . Nt TN
Eg(v) = 0 = o) d+ i (1.200)

21a forma explicita de h(r) puede conultarse en [20].
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Donde N = N(v) es el numero de particulas cargadas que viajan en la trayectoria
definida por v y en principio puede depender del parametro v, sin embargo, siempre
es posible considerar el caso particular N = cte; la cantidas de fermiones en cada
trayectoria es la misma.

Luego, al tomar encuenta la contribucion de todas las trayectorias posibles, tendre-

mos que
2 2
dv TN dv
Eg=| —E,=-— 1.201
: /0 g el 12 )y h(v)d+Ix (1.201)

Recordemos por otro lado, que esta orbita no es estrictamente plana, sino confor-

malmente plana y en consecuencia la energia de Casimir debe compensarse con la
contribucion de la anomalia confrome.

Ecas = Lol — Ezzc (1202)

Esta anomalia puede entenderse si se observa la descomposicién del tensor energia
- momento asociado a una métrica g,, arbitraria conformalmente equivalente a una
segunda métrica g,,. Sean estas métricas tales que

G = €G3 w=w(z") (1.203)

Entonces, los tensores energia momento 7, y T}, asociados a las métricas g, y g
respectivamente, se relacionan mediante la ecuacion [20]

L N\2
A o e, (%)
Ty =T — Tom Oywiyw — V,wV,w+ | Viw — ——5 G (1.204)
Es decir que )
Ty = Ty — T (1.205)

Donde T} es el término de correccion de anomalia conforme y enconsecuencia la
energia I asociada al tensor 7}, se relaciona con la energia de anomalia conforme
Eqc y la energia F del tensor T}, via la ecuacién

E=E—FE, (1.206)

Particularmente, si la métrica g,, es conformalmente plana, g,, = 7., el tensor
energia-momento se decompone como

N 2

Vw>
Tw=T, —LTW)n . T = ©2w—<— (1.207)
S 7 e 2

Se sigue que la energia de la anomalia conforme coincide con la energia debida a
N fermiones moviéndose en una lina recta en la garganta. Ademas, debido a que se
permitié que las particulas pudieran viajar en ambas direcciones posibles, han de
imponerse condiciones de frontera reflejantes, esquematicamente puede visualisarse
como en la figura (1.8)
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Figura 1.8: Los fermiones dentro de la garganta del WH son un sistema analogo a
una caja cerrada con condiciones de frontera reflejantes con las particulas viajando
en linea recta.

Esta energia esta dada por [20]

N N
Eac:Ein:_ = —— 1.2
: 24L, 241 (1.208)

Consecuentemente, la energia total de Casimir del sistema WH mas fermiones en
trayectrorias cerradas entre las bocas del WH es

g _N 7N > dv
“t 24l 12 Jy h(v)d+Ir

(1.209)

Dada esta expresion para la energia de Casimir, se pueden identificar dos casos ex-
tremos que acotan los posibles valores de E..s. El primero consiste en suponer que
la distancia entre las bocas del WH es muy pequena d ~ [, =~ 0 con [, la longi-
tud de planck®?. El segundo implica suponer que todas las particulas se concentran
en la trayectoria que implica el minimo desplazamiento entre las bocas del WH
h(v) ~ 1; aproximacién de haz de particulas.. Tomando en consideracién estas
aproximaciones se obtiene

N
Erer — 1 . 1) 1.210
cas 8l ’ ( )
. N 2 1
cas 121 (1 + % 2) ) (V) ( )

Nétese que dada la condiciéon de causalidad d < L, = Im, la cantidad minima de
energfa de Casimir®® es siempre negativa y acotada por E™" = —%.

Estabilizaciéon del WH

Una vez calculada la contribucién de la energia de Casimir debida a los fermiones,
estamos en posicién de estabilizar el WH en el sentido en que podemos buscar las
condiciones minimas de existencia para el mismo. Este proceso puede llevarse a cabo
via un argumento de minimizacion de la energia de ligadura entre las bocas del WH.

22Esta afirmacién implica que el tamafio de las bocas del WH también son microscépicas y en
consecuencia los BHs a partir de los que se contruye deben ser agujeros negros primordiales.
ZMinima como valor absoluto
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Consideremos la energia total que externamente puede colocarse en el sistema de
dos BH extremos de RN, esta consiste tinicamente del contenido material de los
fermiones y la masa de los BHs.

E =2y + By (1.212)

Aqui Ej corresponde a la energia del BH extremo de RN y E.,, la energia de casimir
debida a los fermiones en orbitas peridédicas.

Por otro lado, esta energia debe ser suficiente para sostener el WH con ambas bocas
y mantenerlas unidas, de modo que

E = 2B, + Ey, (1.213)

Aqui E,, corresponde a la energia de la métrica del agujero de gusano incluyendo
la boca y Ej;, a la energfa de ligadura necesaria para unir ambas geometrias en un
solo objeto fisico.

De estas dos ecuaciones y retomando las expresiones explicitas para las energias de
WH y Casimir se sigue que
r N aN [? dv

Elig == +

—_— - — —_— 1.214
2241 12 J, h(v)d+im ( )

Es inmediato identificar que el primer término corresponde a la perturbacién que
debe aplicarse a los BHs extremos de RN para generar el WH, el segundo térmido es
la correccion de anomalia conforme y el tercero la energia de casimir de las particulas
moviéndose en el espacio de configuraciones cilindrico conformalmente plano.

Para estabilizar el agujero de gusano pedimos que Ej;, sea minimo local

dEjig 2r3 N ( 1 ) /2 dv )
“hg 204 (- 49 S A— 1.215
di B\ 2T U+ h(n)d)? (1:215)
d?Ey, 6ry N (1 ) /2 dv )
=0 (o2 — 7 ) >0 1.216
di? B 12 \B o (Ir+ h(v)d)* (1.216)

Este proceso impone las condiciones minimas necesarias para que el WH se manten-
ga abierto. Ademas, dado que la energia de ligadura solo depende del parametro [,
emerge naturalmente una relaciéon entre este parametro y las constantes asociadas
al WH, liberando con ello al sistema, de parametros libres.

De la primera condicién de minimizacién se tiene que, para que Ej;, sea un extremo,
[ debe satisfacer la ecuacion:

2 3 4 3
2/ v B (1.217)
0 (l-'-h(l/)%) N

La integral involucrada en esta ecuacién no es soluble en términos elementales y debe
calcularse numéricamente utilizando la forma explicita de h(v). Sin bargo, para los
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fines de este trabajo podemos considerar los casos extremos estudiados en la seccion
anterior via las aproximaciones d ~ 0 y h(v) = 1, con lo que se obtienen las cotas
maxima y minima para el pardametro [ dadas por las siguientes relaciones

7”3
lo = 16N0 . d=0 (1.218)

d\? 4873
4[? — (ll + ;) (ll + ?\7;0) =0 X h(l/) =1 (1.219)

Desde luego, la ecuacién algebrdica para [; puede resolverse analiticamente, pero

puede ser mas ilustrativo estudiar graficamente su dependencia respecto a % en uni-
dades de (.
Sean l p
l=— : d=— (1.220)
lo 7Tl()
Entonces podemos construir la ecuacion
N 2
AP — (l + d) (1+3) =0 (1.221)

La gréfica (1.9) muestra que el pardmetro [ crece monotonamente conforme d lo hace
y corta al eje ordenado en [ = 1. Consecuentemente [y representa el valor minimo
que [ puede poseer. Una vez caracterizado el pardmetro [, la discusion y construccion

Grafical Vs d
1(d)
10

0 L L L L L L L A
0 1 2 3 4 5 6 7 d

Figura 1.9: Gréfica | Vs d. El parametro [ crece monotonamente con d y corta el eje
ordenado en (0,1).

del WH llega a su fin. Estos son los resultados hallados por Juan Maldacena et al. en
[20] y [19]. La discusién hecha en el presente trabajo de tesis es ligeramente distinta
aunque equivalente a la realizada en los articulos mencionados, pero se adecua con
mayor naturalidad al estudio principal de la tesis.
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Sintesis y caracterizacién

Es conveniente condensar en una sola seccién los pardametros caracteristicos del WH
magnéticamente cargado; es este el propososito de la presente seccion.

s Radio de la boca del WH:

ro=M = (1.222)

= Longitud de la garganta:
L, =ml (1.223)

= Dilatacién temporal

At = [AT (1.224)

= Temperatura del sistema:

1 1
T=__"_ = 1.22

2wl 2L (1.225)

Energia de ligadura:

P N N [? dv
Ejg=-24—— — I 1.226
=2 Yo T 12 ), hwd+in (1.226)

Métrica de WH:

dp?
ds® = —(p*+ 1) dr + —5— 4+ d0? 1.22
s 7“0{ (p+)7+(p2+1)+ } (1.227)

l t
p:—2<7’—7’0> 7 T = — (1228)

g l

Noétese que todos los pardametros caracteristicos del WH son funcién unicamente de
la cantidad [. Misma que esta gobernada por la relaciéon

2 3 4 3

2/ Py 48 (1.229)
o (I+h(v)d) N
Que en la aproximacion de haz de particulas se reduce a
A 2

AP — (z + d> (1+3) =0 (1.230)

[ s d r3
l—»— 3 d==; lp=16-"> 1.231
— l(] ) T ) 0 N ( )

Sumado a estas caracteristicas, debe reconocerse que las tinicas constantes que pue-
den ser variadas por un agente externo son M = () y N, relacionadas diractamente
con la masa/carga del WH y con la cantidad de fermiones orbitédndolo, respectiva-
mente.



Capitulo 2
Teoria DEBI

El capitulo anterior pone de manifiesto la creciente necesidad de incluir fenémenos
de caracter no-lineal dentro de la electridinamica. Por otro lado, sus consecuencias
en el marco de relatividad general, particularmente en la bisqueda de agujeros de
gusano, expanden aun mas el panorama de posibilidades.

En ese espiritu, nos interesa construir una accién que preserve la estructura de
la teoria Dirac-Born-Infeld y que se acople linealmente con la relatividad general
en un espacio-tiempo 4-dimensional para obtener una teoria que no requiera de
dimensiones extra y que preserve, de forma efectiva, la no-linealidad heredada de
teoria de branas; este es el propdsito del presente capitulo.

2.1. Construccion

Consideremos la accién DBI para Dp-banas en p 4+ 1 dimensiones

S =-Tp, /dp+1x\/— det [ + KF, + 12 (K + O (k)] (2.1)

Supongamos ahora un proceso de reduccién dimensional' que nos permita extraer
linealmente la relatividad general y preserve la estructura no-lineal para el campo
electromagnético y el tensor de campo de materia K, de modo que se obtiene la
siguiente forma para la accién

1 4 —gR 1

Donde R es el escalar de Ricci, asociado a la métrica g, con determinante g, F},,
el tensor de intensidad de campo electromagnético®, K, un tensor asociado a los
campos de materia, Ly, un término global de frontera y A una constante. Véase que
en el término de frontera se ha extraido explicitamente la dependencia respecto al
determinante de la métrica, esto con el fin de escribirlo manifiestamente invariante
ante reparametrizaciones; la forma explicita de este término de frontera se fija al

ICualquiera que esta pueda ser.
2También llamado, indistintamente, de Mazwell o Faraday

41
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exuigir que en el espacio-tiempo plano y en ausencia de materia, se recupere la
accién de Born e Infeld (BI), es decir

G = M 5 K =0y, (2.3)

J (2.4)

1 1
S = yp d*x {LfT X — det (9, + )\FW)} = /d4xb2 {1 — \/— det (9, + 071
(2.5)
Una vez impuesta esta condicion, resulta inmediato hacer la siguiente identificacion
1
LfT:X ;A<= (2.6)

Por lo que la accion se reescribe como

S:%/d4x\/—_g{§+${ \/_\/ det ( gW+AFV+A2KW)H (2.7)

O bien, si se factoriza al métrica en el radical e invoca la distributividad del producto
de determinantes

:—/d4x\/_{ [1—\/det (0, + AF,” + XK, )” (2.8)

De esta expresion puede verse que A se relaciona directamente con el inverso del
parametro de campo maximo de BI o EH, es decir

b1 Born-Infeld
A= (2.9)
va Euler - Heisenberg

Naturalmente, debido al acoplamiento no-lineal del campo de materia, el valor
explicito de A\ podria diferir respecto al producido por b o a. Sin embargo, la in-
terpretacion fisica es la misma; la constante A~! es un pardmetro de campo méaximo

respecto al cual pueden compararse todos los campos; en este caso particular, £, y
K

pv

Escrita de este modo, la accion cumple con el requisito de acoplar linealmente relati-
vidad general cldsica (GR) con una electrodindmica no-lineal acoplada con materia
(NLE+M), pues tiene la forma de la accién de Einstein-Hilbert

YN TLIEY e

Donde

LNLEM =1- \/det ((S#V + /\F#V + )\QK#V> (211)

No obstante, para que la teoria sea fisicamente consistente, debe reproducir los
resultados conocidos en el régimen lineal (orden cero en )); la teria EDM. Con-
secuentemente, el tensor K, debe definirse de tal modo que, a orden cero en A,

Fu)
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se obtenga el lagrangiano de Dirac para materia fermiénica. Razén por la cual, al
expandir Lyrgy en potencias de A, debe obtenerse

1
Donde L), es el lagrangiano de la electrodinamica clésica y Lp el lagrangiano fer-
mionico, dados por

Ly = —% ; Lp=(F—m) (2.13)
Teniendo en mente esta condicion, expandiremos Ly gy en potencias del pardmetro
A. Pero antes de realizarlo, resulta conveniente aplicar el cambio de notacion siguiente

1—90,"; G=g" ; F—=F, ;

K — K, (2.14)

Las cantidades resaltadas corresponden a las representaciones matriciales de los ten-
sores asociados a las mismas. Esta asignacion conduce a que los distintos tensores
involucrados en el lagrangiano se reescriban como el producto de las siguientes ma-
trices

F'=F.g" =FG ; K/=K,g"=KG ; 4§ =gumg" =1 (2.15)

Entonces, el lagrangiano es

Tomando en cuenta que, para una matriz arbitraria no nula M, la siguiente identidad
es valida [3]

In[det (M)] = Tr[In (M)] <= det (M) = exp {Tr [In (M)]} (2.17)
Podemos reescribir el lagrangiano como

Lyrem =1—exp {%Tr [In (1 + \FG + N’KG)] } (2.18)

Tomemos ahora las expansiones en serie de potencias de las funciones exponencial
y logaritmica para alguna matriz arbitraria M y un escalar arbitrario M

o0 M] o0 . j—l .
exp(M) =1+ — ; In(14M) =) ( ) MY (2.19)
—j! =
Se sigue que la expansiéon en serie de potencias para Lyppy €S
I :_i 1 iﬂTr{(AFGJFAZKG)’“} ] (2.20)
NLEM — 7l 2 o7 .

Como perseguimos el término que posea el orden méas bajo en KG, tomamos los
terminos que resulten de fijar los contadores j = k = 1. Extraer de la suma los
términos bajo esta condiciéon conduce a

2
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Luego, al retomar la notacién tensorial, es claro que
Tr (FG) =FY ; Tr(KG) =K (2.22)

Sabemos que el tensor de electromagnético es libre de traza, razon por la cual la
contribucion del mismo en este orden es nula. Por otro lado, de la accion BI espera-
mos que la electrodindmica clésica surja hasta el orden cuadritico® de A\AFG. Estos
hechos nos permiten aseverar que la traza del tensor de materia debe coincidir con
el lagrangiano de Dirac

_ %Kg = (F—m) =Y (i7"Dy —m) X (2.23)

En consecuencia, el tensor K, debe satisfacer la ecuacion

K g" = =2X (i7" Do —m) X (2.24)

Cuya solucién mas general es

m

w = =2% (1.2,
Donde * son las matrices gamma en espacio-tiempo curvo, m la masa de los fer-
miones, x el espinor asociado a los fermiones y ©, = 9, +I', — iqA,, la derivada
covariante espinorial definida por la conexién espinorial afin I', y la conexién de
norma igA,, con ¢ la carga eléctrica de los fermiones y A, el 4-potencial electro-
magnético.

o

Es menester notar en este punto que el tensor P, puede separarse como la suma de

sus partes antisimétrica Pﬁi), simétrica sin traza PISZS,) y diagonal Pﬂ)

P, =PY+ PS) + P9 (2.26)

Cada uno de estos términos puede calcularse a partir de la simetrizacién o antisi-
metrizacion del tensor P, de acuerdo con

P = diag (P,y) (2.27)
@ = Py = (Py— P
P = Py = 5 (P = Byp) (2.28)
s 1 .
PL) = Py — P = 5 (B + Pyy) — ding (P) (2.29)

Esta separacion expone manifiestamente que solo el termino P,E,C,l) es necesario pa-
ra reproducir la teoria EDM en el régimen lineal. En lo que respecta a las partes
simétrica y antisimétrica, no tenemos ningtin argumento para perservarlas o dese-
charlas, de modo que su presencia permite la existencia de cuatro posibles teorias
para el acoplamiento fermiénico: una general y tres casos particulares

3El célculo explicito se muestra mas adelante.
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1. General: P, no posee simetrias de ninguna clase
(P #0; PW+£0} = P, =P +P)+ P (2.30)
2. Simétrica: El término antisimétrico es nulo y P,, es totalmente simétrico
(P #£0; PW=0} = P,=P0+P (2.31)
3. Antisimétrica: El término simétrico es nulo y P,, posee un componente an-
tisimétrico
(P =0; PW+0} = P, =P+PY (2.32)

4. Diagonal: Tanto el componente simétrico como antisimétrico son nulos y P,
es un tensor diagonal

{P)=0; PW=0} = P,=PY (2.33)
En todo caso, el tensor P,, puede escribirse como
P/u/ = A;U/ + p;u/ (234)
Donde . X m
P = PR+ P i Pu = P = diag (9,9, — T gu) (2.35)

De ese modo, ]5# contiene la informacién necesaria para que la teoria sea fisicamente
consistente con EDM y 15# elige entre las cuatro posibilidades mencionadas. A lo
largo de todo este trabajo se considerara el caso general para P, a no ser que se
mencione explicitamente lo contrario.

Una vez hallada la forma del tensor de campo de materia K, = —2(F,,), puede
sustituirse en la acciéon para obtener su forma final

S = —/d4x\/_{ {1 — \/det 0,/ +AF,» —2) (P, >)H (2.36)
Con

m

— Guv (237)

P, =179, —
1 L 1

Cuya expansion en serie de potencias es
1
S = 4 /d4$\/ { -+ LNLEM} (238)

Donde, una vez hecho el cambio de notacién a representaciéon matricial (P,,) — P,
el lagrangiano Lyrgn €s

1)k—1

Lyrem = —g % Li:; (_2k Tr{()\FG — QAQPG)k}] (2.39)

Esta teorfa, en adelante Teoria DEBI, se propone para el desarrollo del presente
trabajo de tesis.

4Dirac-Einstein-Born-Infeld
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2.2. Forma perturbativa

Aunque se ha logrado construir una NLE con acoplamiento no-lineal a la materia,
la solucion para las ecuaciones de campo en general resulta ser altamente no trivial.
Debido a ello, es conveniente investigar sus primeros efectos a través del estudio per-
turbativo de la teoria y de ese modo realizarse una comparativa con los resultados
hallados para BI y EDM. Por otro lado, con miras a construir una métrica de WH, es
conveniente revisar la forma en que se desvia esta propuesta de teoria respecto a los
WHs propuestos en [4], [20] y [19]. En ese espiritu, es natural indagar hasta el primer
término perturbativo del campo electromagnético; construir la forma explicita de la
accion hasta ese régimen, es el propédsito de esta seccion.

Como la gravedad se acopla linealmente a los otros campos, podemos centrar la aten-
cién completa en el lagranguano de interaccioén electro-magneto-fermionica Lypgas,
escrito en serie de potencias. Con motivo de comodidad momentanea en la notacion,
definamos la matriz M del modo siguiente

M = FG — 2A\PG (2.40)

En tonces, dado que la traza es un operador lineal, el lagrangiano adopta la forma

e )\]k [e] -1 k—1
S
"L

Jj=1

Tr [Mﬂ] (2.41)

Consideremos el régimen de campo débi extendido al campo fermiénico, esta condi-
cion nos dice que

E.B<<X ' ; (F)<<A? (2.42)

Siendo E, B las magnitudes de los campos eléctrico y magnético respectivamente.

Se sigue entonces que
ATr (M) << 1 (2.43)

Consecuentemente, podemos cortar la serie en el orden de nuestra conveniencia,
en funcién del detalle con que se quiera estudiar la teoria. Particularmente esta-
mos interesados en los terminos que involucran la primera contribucién no-lineal del
campo electromagnético, mismos que, de la teoria Bl sabemos que aparecen en el
orden A2 Ly gy ~ A2. Razén por la cual es necesario expandir el lagrangiano hasta
cuarto orden en \.

Al extraer los primeros cuatro términos de la serie, el lagrangiano se escribe como
Lyrpm = =AMLy — ALy — N Ls — XLy — O (N°) (2.44)

Donde los L; estan dados como

(2.45)

(2.46)
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T M T [M]Tr [M?] Lo [M?]
48 8 6

T MY T MPTe[M?2] T M2 Te[M]Te [MP] T [M]
Ly = — + + — (2.48)

384 32 32 12 8

Tomemos en cuenta que, dada una matriz antisimétrica arbitraria A, una matriz
simétrica S y dos matrices cuadradas arbitrarias B,C, se cumplen las siguientes
identidaes

Ls (2.47)

Tr[BC] = Tr[CB] ; Tr [(AS)W} =0 (2.49)

Entonces los L, en términos de las matrices originales F,P,G, escritos hasta el orden
conveniente para mantener el orden \* en el lagrangiano Lyrgar, son

Ly = —\Tr [PG] (2.50)

Ly = —%G)Q] + ATr [FGPG] — )\ {Tr [(PG)’] - %G]Q} (2.51)
( ) Tr [(FG)®] Tr [PG]) ,

Ly=-X|Tr [(FG)"PG] — I + O (\?) (2.52)

T [(FG)'] Tr[(FG)Y"
8 * 32

Al evaluar las trazas puede regresarse a la notacion tensorial y definir algunos nuevos

invariantes

L= — +0(\) (2.53)

» Interaccién electromagnética pura (EM)

Tr [(FG)’] = F F"" = —f, ; Tt [(FG)Y] = Fug FYEsF = f,  (2.54)

» Interaccién electro-magneto-fermiénica (EMF)

Tr[FGPG] = F,, (P") = —F,, (P") = —f; ; Tt [(FG)*PG| = F,sF" (P,*) =,
(2.55)

» Interaccién fermidnica pura (F)

T PG| = (P = (F—m)=pi ; Tr[(PG)’] = (P) (P = py (256)

Se sigue que los L; adoptan la forma

=2 o - <p2 - %) (2.58)

Ly =—\ (f2 + %) + 0 (\?) (2.59)
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fo /3
L, = —
4 8+32

Consecuentemente, el lagrangiano Lyrgy en términos de estos invariantes es

+ON (2.60)
Lniey = A2 (p1 - %) + A3+ A0 (f4 ?2 +f2+%+p2— 5) + 0 (\°)
(2.61)

Asi, al despreciar los términos O (A\%), el lagrangiano de la teoria DEBI perturbativa,
definido por

R 1
Laeri = — + —1L 2.62
debi = + N2 NLEM (2.62)
adquiere la siguiente estructura
R
Luw=2 L2 1+Af1+A2(f4 f2+fz+%+p2—%> (2.63)

De esta expresion, es claro que a orden cero en A, se recupera el lagrangiano de la
teoria EDM, cumpliendo con ello la condicién impuesta desde el inicio para la teoria
DEBI. Luego, los primeros dos términos de la perturbacién a segundo orden en A
corresponden a la primera contribucion no-lineal de Born e Infeld, L;;, resultado
también esperado dada la estructura propuesta.

Por otro lado, la teoria DEBI predice interacciones entre dos componentes adiciona-
les a las ya mencionadas; primero, el invariante p, corresponde a una contrubucion
no-lineal puramente fermionica, fisicamente puede intepretarse como un auto aco-
plamiento del campo fermiénico; segundo, los invariantes f, y fo corresponden a un
acoplamiento entre el campo fermidnico y el campo electromagnético, fisicamente
puede interpretarse como una interaccion entre ambos campos. Las no linealidades
debidas a estos invariantes son las contribuciones de la teoria DEBI al marco tedrico
conocido.

Notese ademas que, si se extingue el campo electromagnético, fo = f4 = 0, se obtiene
la relatividad general acoplada linealmente con la materia. Por otro lado, si se retira
la materia del sistema, p; = py = 0, entonces se obtiene la acciéon EBI perturbada
hasta segundo orden en A. Sin embargo, al estar presentes ambos campos, aparecen
tanto auto interacciones como interacciones mutuas, debido a este hecho, resulta
conveniente separar el lagrangiano del modo siguiente

R

Ldebi = Z + Lem + Lf + Lemf (264)

Donde L., es un lagrangiano puramente electromagnético, L; un lagrangiano pura-
mente fermiénico y Le,,s el lagrangiano que contiene la contribucion EMF. Y cada
uno de estos términos estd dado por las expresiones siguientes

_ fi S5
Lem = =7 + 22 <§ - 3—2) (2.65)

Ly =pi+ N (p - %) (2.66)
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Lems = A 4+ No + % (2.67)
O bien, en términos de los invariantes f = —% y fo= F,, x F" se tiene®
Lem = [+ X <f; —~ %) (2.68)
Ly =p + )\ (p2 — ;%%) (2.69)
Lemg = M1+ X (F2 = fp1) (2.70)

En este punto resulta conveniente notar que, si el tensor P,, se separa en parte
simétrica y anti simétrica
Puv = Py + B (2.71)

Entonces los invariantes EMF y py toman la forma
fi = Fu <P[W]> i fo= FaﬁF’B7 <P(7a)> ; Py = <P(W)> <P(W)> — <P[W]> <p[W]>
(2.72)

Esto en virtud de que, como consecuencia de la simetria y antisimetria de cada
tensor se cumple que

Fu PW) = P P#) = F,s PP =0 (2.73)

Puede verse entonces que el invariante f; se acopla tnicamente con la parte anti-
simétrica del campo fermionico y fy con la parte simétrica, de modo que pueden
o no desvancerse en funcién de la teorfa que se elija para P, (general, simétrica,
antisimétrica y diagonal). Por otro lado, el invariante de interaccién fermiénica pura
po se mantiene en todos los casos posibles. En el caso mas sencillo, la teoria tipo
4 o diagonal, el lagrangiano electromagnético y fermiénico preservan su estructura,
mientras que el lagrangiano EMF colapsa en

Lemf = _)\2fp1 (274)

Por otro lado, el invariante p, toma la forma

po = diag (z’w@u - %gw> diag <i7“©” - %g’“’) (2.75)

Consecuentemente la diferencia entre invariantes fermionicos va como
2
. a 2 .
p2— 1~ Y (X Dax)? — (Z Xiy CDax> ~ o, (2.76)

Es decir que el lagrangiano fermiénico puede escribirse como

Li~pr+ X (o) + ... (2.77)

5Ver la seccién correspondiente a la terfa de Born e Infeld.
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Donde o, corresponde a la incertidumpre del momento #Z. Este caso especial nos
permite ver que, en virtud de que la componente diagonal prmanece en las cuatro
posibles teorias, la primera perturbaciéon puramente fermionica es debida a esta in-
certidumbre del momento 2.

Otro caso de interés es aquel en el que se elige una teoria tipo 1 o general para el
campo fermiénico y se exige ademds que f> = 0 para conseguir que el lagrangiano
electromagnético colapse con la teorfa BI/EH. Este caso resulta relevante puesto
que el desarrollo de este trabajo se encamina a resolver el monopolo magnético o
eléctrico, es decir £ =0 o B = 0. Una vez aplicada esta condicién, las componentes
del lagrangiano

R
Ldebi - Z + Lem + Lf + Lemf (278)
Son
o f? 2 P

Lem:f+>‘? ) Lf:pl"’/\ (pZ_E) (279>
Lemf = >‘f1 + )‘2 (f2 - fpl) (280)

Donde

_ v . _ a) . _ v v

f1 —Fw’<P[# ]> ) fZ—Fa6F67<P(~/ > » b2 = <P(W)><P(H )>_ <P[W]><P[“ ]>

(2.81)
Esta es la forma final que adopta la teoria DEBI perturbativa y la que usaremos en
lo que resta del trabajo.

2.3. Ecuaciones de movimiento

Una vez obtenida la forma final del lagrangiano, puede aplicarse el principio de mini-
ma accién para obtener la dinamica de cada uno de los campos.

Esto es

0S = % /d4iL‘(5 (\/ _ngebi) =0 =9 (\/ _ngebi) =0 (282)

Que puede reescribirse como

L ebi
0L gewi + C;b dIn(g) =0 (2.83)

Invoquemos la identidad que relaciona el logaritmo de una matriz M no nula arbi-
traria con el logaritmo de su determinante

In [det (M)] = Tr [In (M)] (2.84)
Se sigue que la variacién del detrminante de la métrica es

S (g) = g6 gap (2.85)



CAPITULO 2. TEORIA DEBI 51

Luego, como el lagrangiano depende de los invariantes X7 € {R, f,p1,ps, f1,f2}, la
variacion 6 Lgep; debe expandirse mediante la regla de la cadena como

aLdebi

¢ (2.86)

De este modo, la expresion general que engloba las ecuaciones de movimiento para
todos los campos es

aLdebi i Ldebi

X+ 85 g0 = 0 2.87

X7 T 59 09ap (2.87)
Tomemos la expresion para Ly, ordenada en potencias de A

R 2 f2_p%
Lieri = Z+f+p1 + A1+ A 5 — fp1 +p2+ 2 (2.88)

Se sigue entonces que su variacion es

R
0 Laevi = T +0f +0p1+ A0f1 + N {(f —p1) 6f = (f +p1) 6p1 + Op2 + 0f2} (2.89)
Puede verse que las ecuaciones de movimient presentan no-linealidades de tipo elec-
tromagnético y fermiénico puros ademas de EMF, sin embargo también resultan
evidentes algunos casos limite.

Por un lado, a orden cero en A se recuperan las ecuaciones de movimiento para la
teoria EDM, dadas por

R
OR + 596“559&5 =2 {— (f +p1) 9*%6gas — 26 (f —|—p1)} (2.90)

Por otro lado, si se impone ausencia de materia, P,, = 0,,, entonces se obtiene la

teorfa EBI/EEH

ns

2
s B (14 27) 2o}

Finalmente, el tercer caso limite se obtiene al exigir ausencia de campo electro-
magnético, F,, = 0,,

2

R A
OR+ EQQB(SQQ,B =2 {— (]91 - Ep% +p2) 9*%8gap — 2 (1—=Np)of+ (5p2} (2.92)

Este ultimo caso es una de las contribuciones de la teoria DEBI.

Naturalmente, para extraer la forma explicita de las ecuaciones de movimiento, la
variacién debe aplicarse sobre los distintos grados de libertad del lagrangiano: espi-
nor, 4-potencial electromagnético y métrica; {x, A,, g,.,} respectivamente. O bien,
respecto a los duales {x, A", g"'}.
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2.3.1. Campo fermionico

Tomemos la variacion respecto al espinor dual Y. Notemos que tanto la métrica
como el tensor electromagnético carecen de dependencia en este grado de libertad,
consecuentemente

0w Of OR
% ox  o0x 0 (2.93)
Por lo que la ecuaciéon de movimiento es
of1 2 op1 | Opa | Ofs
_ T Rl L 2.94
5p1+/\5>_<+A{ (f+pl)5>2+5>_<+5>_< 0 (2.94)

Luego, tomando las definiciones de los invariantes {p1, p2, f1f2}, puede verse que las
variaciones de estas cantidades son las siguientes.

» [nvariantes fermidénicos

5p1 o 6]92 v v
oY =Pix=F-m)x ; 5y :2(<P(# )>P(IW) - <P[ﬂ ]>P[W})X (2.95)
s Invariantes EMF
5f1 5f2
L - F VP[HV} . = F, Fﬁ’yp @) 9.

Insertando estas expresiones en la ecuacién de movimiento se obtiene

(P2 + B PY 4 32 [ Fug FOYP ™ = FP2 42 ((P#)) Py — (PU) Puy) = (P2) P2]) X
0
(2.97)
Notemos que, con excepcién de los términos evaluados en y (aquellos entre parénte-
sis en dngulo ( )), este operador es lineal® en . Siendo asf, podemos separar las
componentes lineales de las no-lineales definiendo los siguientes operadores

€= (1= \2f) P2+ AF,, PP 4+ N2Fy PP P, (2.98)
’ v (Fa) P
N =\ <<P(“ ) Py = (P) Py = =252 (2.99)

En consecuencia, la ecuacién de movimiento para el espinor x es
(£4+2M)x=0 (2.100)
Notese que a orden cero en A se tiene la aproximacion

LxP'=F-m ; N0 (2.101)

6Lineal en el sentido en que O (x1 +axq) = Oxl + aOXQ
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De modo que a orden cero se recupera la ecuacion de Dirac
(F—m)x=0 (2.102)

Por otro lado, la informaciéon no-lineal en x esta contenida en el operados 91, mismo
que depende tnicamente del tensor de campo fermiénico P,,. Las consecuencias del
acomplamiento EMF se encuentran condificadas exclusivamente en el operador £,
mismo que es lineal en .

Resulta interesante notar que, bajo esta definicion de operadores, los lagrangianos
Ly Lens pueden escribirse como

Lemp = X (£ = PY) x = (£) = (F3) (2.103)

Ly =x M+ P x = M)+ (F7) (2.104)

Esta separacién nos permite reescribir el lagrangiano DEBI separando las contru-
buciones fermiodnicas lineales en el espinor x de las no-lineales en el mismo. Es
decir

R
Leri = 7 + Lem + (£) + (D) (2.105)

Adicionalmente, se puede ver que los operadores £ y 1, en términos de los operadores
EMF y fermiénicos son

(€)= (1 =NNp+ i+ ; () =N (pz - %%) (2.106)

Donde se pone de manifierto que £ es un operador EMF lineal en x y 91 corresponde
a un operador de autointeraccion fermionica.

2.3.2. Campo electromagnético

Consideremos ahora la variacion respecto al 4-potencial A*. Como la métrica no
depende de este grado de libertad, se tiene que

0gos  OR
SAY T SAY

(2.107)

De modo que las ecuaciones de movimiento son

) 19 ) 1)
f+p1+/\f1 f

op1 Op2 JE
2 J—
s T sar T A T {(f Sy

—(f+m) - - } =0 (2.108)

0AY — JAY  HAY

YV, (xF™) =0 (2.109)

La segunda ecuaccion de movimiento se obtiene directamente de las relaciones de
Bianchi y su origen es consecuencia directa de la definicién de la 2-forma de campo
electromagnético F' = dA, mientras que la primera se obtiene del principio variacio-
nal y contiene la informacion fisica del sistema.
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Atendamos la ecuaciéon de movimiento proveniente del principio variacional. Resulta
evidente la necesidad de escribir de manera explicita la dependencia respecto a A”
de los invariantes {f,fi,f,,p1,p2}, Para esto es conveniente definir la 4-corriente
electromagnética convencional

7" = axiv"x = q{iv") (2.110)
Si ademas separamos la conexion de norma de la derivada convariate, tendremos que
9,=V,—qA, ; V,=0,+T, (2.111)

Tomando en cuenta ambas definiciones, podemos ver que el tensor de campo fer-
midnico (P,,) puede escribirse como

(Puv) = <mvu — —g;w> — JuAy = Pu — JuA (2.112)

4

Donde P, corresponde al tensor de campo fermidénico sin conexién de norma. Se
sigue entonces que los invariantes EMF y fermiénicos son

P1 =Py = jaA% i p2=P"Pu + (jaA")? (2.113)

fi = F, (P — 1A%  fo = FagF™ (73(7‘” - jVAO‘> (2.114)

Notese que la forma de extraer la conexién de norma de los invariantes corresponte
al acoplamiento minimo y como consecuenca, su estructura se preserva ain cuando
esta conexion sea nula.

Tomemos ahora el operador variacién en la forma correspondiente a las ecuaciones
de Euler-Lagrange y el tensor electromagnético en términos del 4-potencial.

4] 0 0

= -Vt ——— 2.11
540~ odv Y a(orAY) (2.115)
F;w = a,uAu - 81/14;1 (2116)
Se sigue entonces que
0A° OF°s
s = 0n e = 0 — 00 2.11
9Ar %o =7 lanan)  Om T O (2.117)
y, ademas
OF,zFP
DoAYy —Fuady + Fuaf), — F, gua + F," Gua (2.118)
De ese modo, las variaciones de los invariantes toman la forma
of I op1 . Op2 . .
=V'F, 3 —— =0 ; — = 2J.A% 2.11
6Al/ V 2 514” J 614” J J ( 9)

)
5; = —j*F,, — 2V*Py, (2.120)
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0fo
0Av
Sustituyendo estos resultados en la ecuaciéon de movimiento obtenemos

= —FF"j, = 2V* (P F,* — Pua)F,%) (2.121)

— ' (2.122)

.jl/ - )‘jaFya - )\2 [(f +P1— jaAa)jV + FuaFaﬁjﬁ}

VLN (f = p1)] Fu + 20Pp) + 202 (Pluay F,* = Py F,*) }

Véase que, nuevamente, se obtienen los casos limites esperados. A orden cero en A
se recupera la electrodinamica lineal

VFE, = jy (2.123)

Por otro lado, si P, = 0 entonces los invariantes p1, ps, f1, f2 se anulan y se recupera
la ecuacién de campo para la teoria BI

VH(1+Nf) Fu=0 (2.124)

También es importante notar que las derivadas del campo eléctrico son proporcio-
nales a la 4-corriente j,, en consecuencia, si se anula la 4-corriente neta, la ecuacion
de movimiento para el campo se reduce a

VAL 4+ X (f = p1)] Fuw + 20 (PuayE,* — PoayF,%) } = —2AV*Ppu (2.125)

Es decir que, incluso si la 4-corriente neta es nula, existe una fuente de campo elec-
tromagnético debida a la divergencia covariante del campo fermiénico P,,, misma
que se revela hasta el primero orden en A. Puede verse también que el acoplamiento
EMF sigue presente en el primer miembro de la ecuacion.

2.3.3. Campo gravitacional

Las ecuaciones de movimiento para el campo gravitacional se obtienen al considerar
la variacién respecto al inverso de la métrica ¢g"”. En este caso ninguna variacion es
nula, de modo que todos los términos del lagrangiano contribuyen a la ecuacion de
movimiento.

Al considerar la identidad

59046
69_1“’ = —Guadus (2.126)
Se obtienen las ecuaciones de Einstein
1
R, =2 (TM,, — §Tgw,> (2.127)

Donde R, es el tensor de Ricci y el tensor de energia-momento esta dado por

5L
Ty = Lgy, — ZW (2.128)
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Donde ) ,
L=f+p+M+N\ (%—fplﬂLpg%—fg) (2.129)

Y su variacién es

oL _ of | op ofy
(59#“’ o (59#“’ T 69#’/ +>\59#

op1 Op2 02
sg g T 59“”}

(2.130)
Aunque se tiene una expresién general para el célculo directo de 7, vale la pena
notar que el lagrangiano L puede escribirse en términos de los operadores £ y M
de la ecuacién de movimiento del espinor x y el lagrangiano electromagnético puro
como

- ++A2{(f—p1) (;;J;V —(f+)

L= Loy + (£) + (M) (2.131)

De modo que el tensor energia momento puede subdividirse en tres contribuciones
principales
T =T + Ty, + Ty, (2.132)

Estas corresponden, de izquierda a derecha, a la contribucion electromagnética pura,
EMF lineal y fermidénica no lienal. Cada contribucién 7% tiene la forma

0L,

TMV = Lxgw/ - QW

(2.133)

Cada una de estas contribuciones pueden calcularse de manera independiente; ese
es el camino que segumos a continuacién y para ello es conveniente tener en cuenta
lo siguiente.

Sean A,,, B, C,, tensores arbitrarios que dependen de la métrica g" y U®, V7
vectores arbitrarios, entonces se cumplen las siguientes identidades

= Variacion de la contraccién de tres tensores.

5A% B, O
g = AaBusC & BayCup A + CapAg B (2.134)

s Variacion de la contraccién de dos tensores.

SAY B.g N N
- W = AOCMBI/ + BOZMAV (2135)

s Variacion de la contraccién de dos vectores.
UV,
ogH

= UV (2.136)
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Contribucén electromagnética pura

Recordemos que el lagrangiano de interaccion electromagnética pura esta dado por
el lagrangiano BI

f2 6Lem 2 5f
= [+ N = = (1+Mf) — 2.137
f+ s = (LX) 520 (2.137)
Tomando en cuenta la definicién de f tendremos que
of L6F*PF,p5 1
— = — = —-F,F° 2.138
Sgv 4 dgm g Hemw ( )
Consecuentemente
em f2 [0
T = (f + AQ; G + (1+ X f) FuoF, (2.139)

Que es justamente el resultado esperado del formalismo Einstein-Plebansky aplicado
al lagrangiano BI.

dL
T = Lo + " FuaF,” (2.140)

Notese ademas que, a orden cero se recupera el tensor de energia-momento de la
teoria EDM.

Contribucién EMF
Retomemos la definiciéon del operador £

(€) = (1= X2f) p1+ Ma + Ao (2.141)

Por otro lado

d(&) 5 .\ OP1 of1 o [ Of2 of
=(1-— — — — 2.142
(Sg,uu ( /\ f)é‘ ,uzz_l_)\dg,ul/_l_)\ 5g;w pldg;w ( )

Usando las definiciones de los invariantes, puede verse que

dp1

= g = (16D0) (2.143)
ofr N N
T g (F.* (Pa)) + F,* (Pua)) (2.144)
5f2 « « «a
o 59“” - (FﬂaFl’ﬁ <P( 6)> + F/w‘ <PV6> F( - <P,ua> FVBF( 6)) (2145)
Consecuentemente, la contribucion EMF al tensor energia-momento es
¢ 2 F;U'a <P[Va}>
T3 = (L) g +2(1 = Xf) (17 D)) — +
F,* (Plua))

(2.146)
FuaFys (P7) + Fra (Pg)
—2)2 +
— (Pua) FupF 9 + B Fo F,°
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Contribucion fermidnica no-lineal

Retomemos la definicion de

(M) = N\? <p2 — p;) (2.147)

Se sigue que

4] ) 0
59‘”’ 6gl“/ 59#1,
Luego, de la definiciéon de ps es inmediato que
5p2 a) o¢]
T ogw 2 (Pwa)P(y + Pua By, ) (2.149)

Consecuentemente, la contribucién fermiénica no-lineal al tensor de energia momento
es

o o 1 .
TEL = M) g + 4A\? (P(#Q)P(y) + P[#Q]P[V I §p1 <z”y(H@V)>) (2.150)

Tensor energia momento

Teniendo en cuenta la discusién anterior se concluye que el tensor energia-momento
de la teoria DEBI estd dado por

T =T + Ty, + Ty, (2.151)
Donde cada contribucién es
2

T = (f + )\27) Guw + (L+ X f) FuoF,° (2.152)

o ) _ Fe <P[V04>

Ty, = (L) g + 2 (1 = X f) (17, D0)) — 2X +

£ <P[/m}>

(2.153)

FWFVﬁ <P(aﬁ)> + Fua <PVB> FleB)
—2)\2 +
— (Pua) FupF ) + B F, o F,°

a o 1 .
T:f}/ = (‘ﬁ) Guv + A\? <P(MO‘)P(,, ) + P[Ma]P[V I_ §p1 <27(M©V)>) (2.154)

Vease que al combinarse las definiciones de £ y I, el tensor de energia momento
puede reordenarse en potencias de A como

Ty =Ty, + AT, + N°T5, (2.155)
Donde las contribuciones de cada orden estan dadas por

70, = (f + 1) guw + FuaF,* + 2 (i7(, D)) (2.156)
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T[}l/ = flguV —2 (F “ <P[Va}> + Fya <P[N04]>) (2157)

m

2 2
Til/: <p2_%+f2_fpl+f7>guu
—2 (EuaFp (PP + Fo (Pg) F©O9) — (P,o) F g F® +

4 (Puar Py + Pt P+ =5 (17,20))
(2.158)
Escrito el tensor energia-momento de estas dos maneras, resulta inmediato notar
algunos casos limite.

1. Orden cero
Veamos que, si se desprecian las contribuciones de orden A y superiores, el
tensor de energia-momento se reduce a

T = T), (2.159)
Por otro lado, en este régimen la ecuacién de movimiento para el espinor y es
Pix=0 = pr=xPIx=0 (2.160)

Con lo que se recupera el tensor debido a la teoria EDM

T = G + FuaF,* + 2 (17, 9D)) (2.161)

2. Ausencia de materia
Impongamos ahora la condicién de ausencia de materia FP,, = 0, se sigue
entonces que
p1:p2:f1:f2202>£:‘ﬁ:0 (2162)

Consecuentemente
e M
TW = TW =0 (2.163)

Recuperandose asi el tensor energia-momento predicho por la teoria EBI/EEH
T =T = )\2f2 14+ N f) FoF,° 2.164
py — fur T f+ 7 gMV+( + f) pot v ( )

3. Ausencia de campo electromagnético
Consideremos el caso en el que el tensor electromagnético es nulo, es decir

F,, = 0, entonces

f=f=f=0 (2.165)

Consecuentemente

TP = pigu +2{i7,D.) ; T =0 (2.166)

2
P o o D1,
T, = (p2 - é) G + 4 (P(ua>P(V '+ PR -5 <m(,;;3,,)>) (2.167)
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De modo que el tensor energia-momento se reescribe como

)\2]7 . [e% @
T, = {(1 - 1) 1+ A%} G +2 (1= N2p1) (i, D) ) +4 (P(W)P(V )+ PP, }>
(2.168)

Resulta interesante notar que esta expresion puede reordenarse como

2
T = (pl - )‘2&) G t2 (1 - )\2p1) <i7(u@V)>+4>‘2 [@g#’/ + (P(ua)P(ua) + P[ua]Pua]>]

2 4
(2.169)
Escrito de esta manera, es claro que 7),, exhibe una estrucura tipo EBI/EHH
debida al invariante p; y otra tipo EM debida al invariante p, via las redefini-
ciones p; — —f, po — 4f. Esto es

Ty = =T0, +4NTE2 (2.170)

2
10, = (f + AQ%) g + (L+Nf) (=2(i7u.D.))) 5 p1— —f (2.171)

T2 = fg,, + (P(W)P(f) + Pl P[f]) C py s Af (2.172)

Este resultado es consecuencia de la no-linealidad del campo fermiénico inhe-
rente a la forma de la accion DEBI. Tomemos la expresién de la accion DEBI
en el caso particular F), =0

S = %/dﬁ‘m\/—_g {? + % [1 - \/det (6, + X <—2)\PMV>)] } (2.173)

Es claro que la estructura de la accion es idéntica a la acciéon EBI, razén por
la cual se espera la forma hallada para T%). Mas aun, vease que, si se impone
que P, sea totalmente antisimétrico, el tensor de energia momento es idéntico
al obtenido con la teoria Einstein-Maxwell

« D2
T2 = fu + Py P 5 f =7 (2.174)
En ese espiritu, es natural intuir que, de considerarse una expansién hasta A°,
deberfa esperarse hallar una estructura tipo EBI/EHH debida al invariante ps.

Razén por la cual el tensor general hasta horden A tendria la forma
Ty = T4, — TV, +ANTE + TIME (2.175)

Donde cada tensor T}, debido al invariante x € {f,p1,p2}, tiene la forma del
tensor energia momento de la teorfa EBI” y Tﬁ,M F contiene toda la informacién
de acoplamiento electromagnético-fermiénico. Sin embargo, este calculo escapa

de los limites de este trabajo.

"Salvo los reescalamientos apropiados para los invariantes.



Capitulo 3

Agujeros negros DEBI

Una vez construidas las ecuaciones de movimiento y tensor de energia-momento de
la teoria DEBI en su forma general, es natural preguntarse por los casos particulares
que pueden encontrarse contenidos en él.

Siendo el propdsito de esta tesis construir soluciones de WH andlogas a las pre-
sentadas en [20] y [19], el caso particular de interés consta de la métrica estatica
esféricamente simétrica acoplada con fermiones no masivos en estado estacionario.
El presente capitulo esta dedicado a la discusiéon de esta solucién, asi como la cons-
trucciéon de WH que de ella se deriva.

3.1. Dyén DEBI
Consideremos la métrica esféricamente simétrica en coordenadas esféricas
ds® = —a*dt* + b*dr® + r*dQ)? (3.1)
cuyos factores de escala son
hi=a ; h,=0b; hg=r ; hy=rsen(f) (3.2)

Sabemos que el tensor energia-momento compatible con esta métrica debe tener la
forma

Ty = diag (T3, T, Ts, T§) (3.3)
y que la solucién esta dada por
ds* = —f(r) exp [/ Adr} dt* + Ldﬁ + 7r2d? (3.4)
f(r) f(r)

Recordemos que la funcién f (r) queda determinada por el tensor energia-momento
a través de las funciones m, m, A definidas como?

A A . 0. A+ A% — NO,B

— r __ gt . _ _ - _ - —
A=r(T] =T ; m o T, 3 m . 5

(3.5)

1REcuérdese que e¢? = b

61
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Estas cantidades permiten construir la funcién de masa I (7)
unzz/ﬁmmm@mm+m@n@w—xn (3.6)

que a su vez permite calcular f () via la ecuacién

2[M + I(r)]

) =1- (3.7)

siendo M la masa de Schwarzschild.

Este es el camino que tomaremos para hallar la solucién y es claro que la labor
principal consiste en hallar la forma explicita del tensor eneria-momento.

3.1.1. Tensor energia-momento

Las cantidades medulares de la teoria DEBI son los tensores electromagnético y
de materia F),, y P,,, pues definen la fisica del caso particular a tratar y todas
las cantidades relevantes se calculan a partir de esto dos tensores. De modo que
es menester construirlos bajo las condiciones especificas de nuestro problema fisico,
estas condiciones son las siguientes:

1. Simetria esférica.
2. Fermiones no masivos.
3. Estado estacionario.

Se hara uso de estas condiciones fisicas a lo largo de todo el trabajo restante, de
modo que vale la pena tenerlas siempre en mente.

Planteamiento de los tensores F),, y P,

Tomemos primero el tensor electromagnético. De la teoria Einstein-Plebanski sabe-
mos que, pare preservar la simetria esférica, este debe tener la forma

0 Ehh 0 0
|-BERh, 0 0 0

Fw=1 "9 0 0 Bhohy (3.8)
0 —Bhohé 0 0

sonde F y B son las componentes radiales del campoeléctrico y magnético respecti-
vamente, cuya forma explicita queda determinadas por las ecuaciones de movimiento
halladas en el capitulo anterior. Este cdlculo se realizara mas adelante.

Tomemos ahora el tensor de materia P, recordemos que esta dado por

m
— 9w (39)

P, =179, —
1 T 1
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Al aplicar la condiciéon de fermiones no masivos m = 0 se reduce a
P, =19, (3.10)

Luego, la condicion de simetria esférica exige que el promedio de fermiones que
orbiten alrededor del monopolo sea nula. Dicho de otro modo, los fermiones estan
condicionados a moverse solo en forma radial respecto al Dyon. Esta condicién exige
que las componentes relacionadas con las coordenadas ¢ y 6 sean nulas, preservando
asi solo las componentes asociadas a las coordenas ¢ y r, de modo que P, adquiere
la siguiente forma matricial en coordenadas esféricas

f)tt Ptr 0 0
P;w - Prt Prr 0 0 (311)
0 0 00

A partir de esta expresion es sencillo contruir las partes simétrica y antisimétrica
del mismo, estas son

1 2F)tt P15r+Prt 0 0 1 0 Ptr_P'rt 0 0
P(uy):§ Prt+Prt 2Prr 0 0 ) P(l“’):§ Prt_Ptr 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

(3.12)

Invariantes DEBI

Una vez obtenido el conjunto de tensores {FW,P(W),P[W]}, puede calcularse el
conjunto de invariantes {pi, pe, f1, f2, f} usando directamente las definiciones de los
mismos. Al realizar estas operaciones se obtienen las siguientes expresiones

s Invariantes fermidénicos
pr={(P) = (Py=(P) ; pp=(P))>=2(P.)(P)+(P})" (313)

s Invariantes EMF
FE

h=— (b*(P".) —a®(P7) ; f.=E*{P) (3.14)
» Invariante electromagnético
—B% + E?
f= (3.15)
2
Retomando las definiciones de los operadores £ y 0
2
(€)= (1=Xf)p1+ A1+ N 5 (M) =N <p2 — %) (3.16)
resulta inmediato construir la ecuacion de movimiento para el campo fermionico
(L4209 =0 (3.17)
cuya forma explicita es
E E? + B?
B+ Z @ py - eae (e eyt ELEEE)yp e

(3.18)
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Funciones A,m y m

Tenindo listos todos estos ingredientes, podemos usar la ecuacion para el tensor
energia-momento en su forma

T =T + Ty, + Ty (3.19)

para encontrar que tiene la forma siguiente

T, T, 0 0
T, T, 0 0
"o rootr
T, 0 0 T. 0 (3.20)
0 0 0 T
De este tensor pueden extraerse las cantidades de interés {A, T, T,"}
A= —r((B) 4+ (P) [2+ (B> - TE%) V] (3.21)
1,7 =(P)) [2+ (B>~ 7E%) X (3.22)
1
T, = Ty + T A + T A2 + 5 (£ +27) (3.23)
con las contribuciones T}, dadas por
B*+ E? +
0 = 5 ) (3.24)
(1)
Tg=—-F—7"=—-FER 3.25
! ab (3:25)
—3B*+2B*E?> + E* (-3B*+ E*?
Tor = - ki + ( ) () (3.26)
8 4
Donde se ha definido < >
Py
R = 3.27
p” (3.27)

Este factor puede relacionarse con el flujo de ejergia en la direccion radial, debida
al componente antisimétrico del campo fermiénico. En adelante nos tomaremos la
libertad de llamarlo término de radiacion fermidnica.

En este punto es interesante remarcar que, despues de invocar la ecuacion de mo-
vimiento del campo fermiénico (£ + 291) = 0, la componente T puede reordenarse
como

T, = TP + TPPPT 4 TPEP! (3.28)
donde 2 2 4 2712 4
o _ B2+ E +—BB +2B°E? + B (3.29)
2 8
TPEBL — _ERA (3.30)

_ B2 EQ
TPEBI — <TP> (1 + 3T+)\2> (3.31)



CAPITULO 3. AGUJEROS NEGROS DEBI 65

Reordenar T, de este modo pone de manifiesto la separacion de las distintas clases
contribuciones presentes, mismas que seran heredadas a la métrica.

Por un lado tenemos el esperado resultado de la teoria EBI/EEH, englobado en
TB!. Por otro lado tenemos las contribuciones de TPEB! que son aportacién de la no
linealidad fermidnica inherente a la teorfa DEBI, siendo TPFP! la consecuencia de
una teorfa DEBI antisimétrica y TPPB! la proveniente de una teoria DEBI simétrica.
Notese que las aportaciones simétrica y antisimétrica no se mezclan; la contribucion
antisimétrica hace aparicion en el orden A, mientras que la antisimétrica lo hace
hasta el orden A?. Sin embargo, ambos términos exhiben interaccién mitua entre
los campos electromagnético y fermionico.

Retomando el objetivo principal de esta seccion, veamos que en el espiritu de obtener
una métrica estacionaria que eventualmente pueda ser conformalmente plana [20]
[19], es necesaro que se cumplan las condiciones

A=T,"=0 (3.32)

Fisicamente estas condiciones implican que la soluciéon sea tipo Schwarzschild y que
el flujo neto radial de energia sea nulo, ya sea por compensacién o por inexistencia
del mismo. De las ecuaciones para A y 7," podemos ver que ambas condiciones
pueden conseguirse de dos modos distintos:

1. Ajustando los campos F' y B de modo que
24 (B> = TE*) N> =0 (3.33)
2. Ajustando el campo de materia de modo que

() + (P = (B) =0 (3.34)

Siendo el campo electromagnético una cantidad intrinseca del Dyén y el campo de
materia un ente que puede ser manipulado por un agente externo, optamos por las
segunda opcion, misma que nos lleva a las condiciones

(P1)=—=(P) ; (Pu)=—(Py) (3.35)
Fisicamente, la primera de las condiciones nos dice que la densidad de energia en

cada punto del espacio debe compensarse con el flujo la presién radial. La segunda
condicién nos dice que la métrica no debe ser radiativa.

Estos resultados nos permiten fijar A = 0 y escribir las funciones m y m como
m =0 (3.36)
m = _TBI o TDEBI o TDEBI (337)

Ademas, en virtud de la anulacion de la parte simétrica del valor esperado del tensor
de materia, el término de radiaciéon fermiénica se reduce a

R = (Py) = Xi7DrXx = =X DX (3.38)

Que puede interpretarse como la cantidad de momento convertido en radiacién o,
equivalentemente, como la cantidad de energia radiada.
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3.1.2. Soluciéon electromagnética

Coresponde ahora hallar la forma explicita de los campos eléctrico y magnético
en términos de sus monopolos y para ello, es necesario resolver las ecuaciones de
movimiento que los gobiernan. REcordemos que estas ecuaciones son

V, (xF™) = (3.39)

0
VAL + M (f = p1)] Fu + 23Pp) + 28 (Pluay F,* = Pay F,%) }
= (3.40)
ju - )\jaFya - )\2 [(f + p1— jaAa) jl/ + FyaFaﬂjb’]

Si se impone la condicién de 4-corriente nula j# = 0 en conjuncién con el potencial
para los monopolos eléctrico y magnético?

A=Tegr - qm cos (0) d¢ (3.41)
r
Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones para los campos E y B
= — (3.42)

2

E {1 + (E2+B + <P>> /\2] + 2R = % (3.43)

Aunque en principio es posible resolver el sistema de ecuaciones de manera exacta,
estamos interesados en las contribuciones solo hasta potencias A2, razén por la cual,
podemos aproximar la solucién para E? y a partir de ella obtener una aproximacién
para F, de modo que obtengamos

3 2
~ de qe 9eqm <F> Ge 2
E~ i 2R\ + (—276 t 56 T ) A (3.44)
2 4q.R 4 2,2 9 2
pra e el (g qa 2PV ) (3.45)
7”4 7’2 7‘8 7’8 7“4

Como es de esperarse, esta solucién contiene el campo eléctrico debido a la electro-
dindmica de Born e Infeld mas las respectivas aportaciones de la interaccion EMF
de la teoria DEBI. Es decir que puede reordenarse como

E = Epr+ Epgsr (3.46)

deond
3

2
o % _ qe qean
Epr = r2  2r6 + 2r6 (347)

2 2
Eppsr = 2R\~ 2P 30 (3.48)

rd

2Monopolo de Dirac.
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Resulta interesante notar que en el caso en el que la carga eléctrica del Dyon es
Nula, el campo eléctrico no nesariamente es cero puesto que

Este término permanece debido a que proviene de la no linealidad del campo de
materia y no es pripiedad intrinseca del Dyon. Véase que, si se considera solo el
régimen lineal A = 0 o la susencia de materia P, = 0, el campo es nulo y se
recupera con ello el resultado clasico.

3.1.3. Meétrica

Una vez calculada la forma explicita de los campos eléctrico y magnético en términos
de las cargas monopolares del Dyén nos econtramos en posicién de hallar la forma de
la métrica asociada al mismo. Veamos primero que las contribuciones T5! y TPEB
hasta orden \? son

2 2 2 22 2
BI __ de + A 3 (qe B qm) 2 2q€R de <P/> 2 212
T = 54 8 A — = - i N+ 2R A (3.50)
TDEBI _ —@A + 2R\ (3.51)
r
TDEBI _ <F> <F> <3q72n - qg) A2 3.59
s -9 Q4 (3.52)

Consecuentemente, la componente T den temnsor energia-momento es

<P’> Q? SqER)\_ (3@4 Q? <P> Rz) 22 (3.53)

B 2 ﬁ o2 8r8 8rt

Donde se han definido las cantidades

Q=q+q ; CP=¢—d¢ ; Q=7¢+3q, (3.54)
Insertando este resultado en la funcion m = —T, podemos escribir
m = mpr + MpEBI (355)

donde se ha separado el resultado esperado por la teoria de Born e Infeld de la
contribucion extra debida a la teoria DEBI, estos términos estan dados por

Q* , 3Q",
274 + &8 A

MDEBI = —@ +— 3qe <Q2 7) 4R2> P (3.57)

(3.56)

mpr = —

Srd

Consecuentemente, la funcién de masa I (r) también puede separarse como

I(r)=1(r)g+1(r)ppp:- (3.58)
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Luego, conocemos la solucion del Dyén en la teoria EBI, esta es

1 2 )4
I(r)p = —5 (% - 2C§T6 >\2> (3.59)

Usando estos resultados en conjuncién con A = 0 obtenemos que la métrica del
Dyon DEBI esta dada por

1

ds® = —f (r)dt® + dr? + r2d0? 3.60
P+ (3.60)
donde ) .
2M Q Q" o I (T)DEBI
flr)=1 M v A (3.61)
y la funcién de masa I (), dada por
1)t = 2 / drdz {z [m(2) pesi] © (r — )} (3.62)

Notese que, en ausencia de materia se tiene que mpegr = 0 = Ipg;r = 0y se
recupera el Dyon perturbativo EBI. Por otro lado, si se toma el régimen lineal, se
tiene que <P> = 0y A = 0 recuperandose con ello la solucion de Reissner-Nordstrom.

Funcién de masa DEBI efectiva

Aunque se ha encontrado acuadratura la métrica del Dyén, es claro que para tener
una forma explicita de esta es necesario conocer la dependencia en la coordenada r
de las cantidades <F> y R, mismas que resultan de la ecuacion de movimiento para
el espinor x

(£42M)x=0 (3.63)

Resolver esta ecuacion resulta complidado incluso en el caso esfericamente simétrico,
debido a la intensa no linealidad del operador 1. Sin embargo, es posible proponer
una forma efectiva para las cantidades <P> y R, basada en el analisis dimensional.

Notemos que las cantidades en cuestion pueden relacionarse como

R~ (P)~E*~ B (3.64)

y como el campo electromagnético varia como E,B ~ r—2

cantidades R y <P> se escriban de manera efectiva como

, proponemos que las

R(r) = % ; (P = 712 (3.65)

donde P, y P son constantes que condensan toda la informacion del campo de ma-
teria.
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Teniendo encuenta la forma propuesta para Ry <P>, la funciéon mpgg; se reescribe
en potencias de r~ como

P 3¢R. Q*P  R%\ .,
= —— A —4——= 1 )\ 3.66
MDEBI 2r4 * r6 * ( 8r8 r8 ( )
Esta expresion teiene la forma
. Rj . R4 Rg KR8 9
MDEBI = peviiery + F)\ + E)\ (3.67)
j=4
donde .
2
P
Kq = ) ; ke = 3¢eRe 5 kg = QS - 4R3 (3.68)
Consecuentemente, la funcién de masa toma la forma
2K, Ky Ke K8
I = J — = — 4 — A2 3.69
(Mo =2 G-2G-3)r3 7 o T (3.69)

Jj=4

Luego, haciendo uso de la forma explicita de las x; podemos escribir

20 (M pppr P qeRe Q*P  8R*\ X2
- —es = A— - —= ] = :
r r? rt 60 15 ) r6 (370)
Consecuentemente, la forma final de la métrica del Dyén DEBI es
1
ds* = —f (r) dt* + ——dr® + r’dQ? 3.71
e+ 5 (371)
donde
2M Q>+ P  qR. Q' Q*P 8RZ\ N
=1- — A—| = ——= | — 3.72
) r = (20 Y60 T ) (3.72)

O, si se prefiere, puede escribirse con la dependencia explicita de las cargas mono-
polares

flr)=1

20 60 15 ) r6

(3.73)
Esta ecuacién pone de manifiesto tres modificaciones que la teorfa DEBI impone
sobre la teoria EBI/EEH. Antes de comentar estas modificaciones, recordemos que
la métrica debida a la teoria EBI/EEH tiene la estructura

_2M+qz+q?n+P_qeRcA_<(QE—Q%)2+(7QE+3QZ1)P_8R§ -

r r2 rd

2M 1 A2
fr)=1-=—+A5-C5 (3.74)

r

donde A = Q? corresponde al coefisiente de Reissner-Nordstrom y C' = g—g el coefi-
ciente EBI/EEH.
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Por otro lado, la métrica DEBI tiene la estructura

2M 1 A A2
Es claro entonces que la teoria DEBI modifica a EBI/EEH en los siguientes tres
aspectos

1. Se incluye el coeficiente
B =q.R. (3.76)

que permite modificar la métrica de Schwarzschild con una suma de potencias
pares de r 1. Ademds, este término puede ser positivo o negativo, segin el signo
de ¢. y R; puede interpretarse como un término de apantallamiento de campo
eléctrico: si ambas cantidades tienen el mismo signo, los campos apuntan en la
misma direccién y se refuerzan mutuamente, en el caso contrario se apantallan
mutuamente.

2. El coeficiente de Reissner-Nordstrom difiere por P, es decir

AA:P X AA:ADEBI_AEBI/EEH (377)

3. La diferencia entre ambas teorias del coeficiente EBI/EEH es proporcional a
Py R, es decir

_ Q*P  8R?

AC 60 15

; AC = Cpgpr — CeBr/een (3.78)

Naturaldemente, en el caso particular de ausencia de masa, se tiene que P = R. = 0
y estas condiciones aniquilan las diferencias entre ambas teorias

AA=B=AC=0 (3.79)

recuperandose con ello el resultado conocido del Dyén EBI/EEH.

3.2. Agujeros negros debidos al Dyon

Una vez obtenida la métrica DEBI resulta natural preguntarse si como consecuencia
de esta es posible hallar ajujeros negros y, si es asi, como se modifican conforme
cambian los distintos parametros que caracterizan a la métrica.

Estudiar el graficamente el comportamiento de la métrica conforme varian los parame-
tros permite comprender de manera sencilla el papel de cada término involucrado
en ella conforme se hace presente, ademas de mostrar la existencia de horizontes de
eventos sin la necesidad de calcularlos analiticamente.
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Con el fin de realizar este andlisis, es conveniente reescalar la funcion f(r) en términos
del radio de Schwarzschild ry = 2M, de ese modo, f(r) toma la forma

1 22422 + 22 .22 2 g2y? (Ta2 4+ 322) 22 8ot
f(T’) - f(l’) — 1__+ P_x ‘Tr)\_ (‘Te mm) + ( ) p 1'7,
x x2 xt 20 60 15

(3.80)

Donde se han definido las cantidades reescaladas

T=aTs ; Qe =TeTs 5 Gm = Tm¥s ; P == (xprs)2 : R=+=+ (mrrs)2 A= AT,

(3.81)
De este modo, podemos variar cada parametro z; en el intervalo [0, 1] y fijar A en
algin punto del mismo intervalo para observar el comportamiento presenta f(z).
Nétese que el signo de 2?2 y xf, debe elegisrse de acuerdo al signo de R. y P respec-
tivamente.

3.2.1. Agujero negro RN

Tomemos como punto de partida la métrica de Reissner-Nordstrom (RN); esta se
consigue imponiendo las condiciones z, = z, = A = 0. Ademads, dada la simetria
entre ¢,, v ¢. presente en esta métrica, podemos condensar toda la informacion en
una solo pardmetro 7 = x7 + 7, de modo que la métrica resultante es

1 2 2
f(x)zl__+gce‘|'_%

T 2

(3.82)

cuya grafica es la siguiente La figura (3.1) muestra que el comportamiento carac-
teristico de la métrica RN consiste en la presencia de un punto critico que coincide
con un minimo global que asciende conforme z, crece, hasta desvanecerse. La grafica
también muestra que la métrica posee en general dos cortes asociados a horizontes de
eventos, mismos que eventualmente colapsan en un solo horizonte cuando el agujero
negro se convierte en agujero negro extremo; esta solucion se comenté en el marco
tedrico.

3.2.2. Agujero negro BI

Tomemos ahora la métrica de Born-Infeld variando z. # x,, y fijando el valor del
pardmetro® A = 0.25, pero manteniendo inactivas las contribuciones x, y z,, es decir

foy=1- Lyt o n) N

x x? 20 8

A = 0.25. (3.83)

3El valor exacto de este pardmetro deberfa poder hallarse al resolver analiticamente la ecuacién
de movimiento electromagnética de la teoria DEBI completa, como se hizo en el caso de la teorda
BI, sin embargo, como el propésito de este valor es meramente comparativo, basta con fijar un
valor arbitrario menor que la unidad.
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Métrica de Reissner—Nordstrom

fix)
0r

Figura 3.1: Métrica de Reissner-Nordstrom para distintos valores de xg =22+a2,. El
minimo local asciende hasta desvanecerse. Exhibe de forma genérica dos horizontes
de eventos y un caso critico.

La figura (3.2) muestra la gréifica de la métrica BI para distintos valores de z. y
Tm. Las graficas punteadas muestran que la métrica presenta un maximo local que
crece a medida que lo hace uno de los parametros de carga, mientras el otro se
mantiene fijo, la linea sélida marca la soluciéon particular en que z, = z,,, en la que
la solucién BI colapsa en la solucion RN. El grafico muestra ademas que esta métrica
exhibe de forma genérica tres horizontes de eventos y la posibilidad de un agujero
negro extremo, caracterizado por el colapso de dos horizontes de eventos en un solo

horizonte.
3.2.3. Agujero negro DEBI

Veamos ahora el efecto que tienen las contribuciones DEBI sobre la métrica, fijando
nuevamente A = 0.25. Es conveniente estudiar la acciéon de z, y x, por separa-

do, dado que la accion simultanea de estos parametros puede entenderse como la
supersposicién de sus efectos aislados.

DEBI-P

Tomemos z, = 0, llamaremos a estd métrica DEBI — P y tiene la forma

fley=1-g+ 20 60

3.84
" o (3.84)

1 22+a, +a B ((a;g —22)’ ) (722 +3353n);1:§> A2
il
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Métrica de Born—Infeld
fix)

4 L

P . ¥p =010, 5, = 0.4
' - %o =020, 5, =040
: \ . X =030, xpy =040
- ¥ =040, x5 =040

1 )
v . . xp =0.70, x;y =040

ol P

Figura 3.2: Métrica BI para distintos valores de z. y x,,. El maximo local crece a
medida que z. aumenta. Exhibe de fomra genérica tres horizontes de ventos y un

caso critico.

Véase que esta métrica preserva la estructura de la métrica BI

1 1 A2

de modo que se espera que la forma de la grafica mantenga similitudes con BI; y de
hecho asi sucede, como puede verse a continuacion.

Puede verse en la figura (3.3) que el maximo local y los tres horizontes de eventos
caracteristicos de la métrica BI, asi como la posibilidad de obtener un agujero negro
critico se preservan y el efecto que variar x, manteniendo fijos los parametros de
carga electromagnética consiste en hacer oscilar la altura el méximo local alrededor
de una distancia zy ~ 0.2, ademas de inducir la existencia de un minimo local que

se decvanece conforme x,, crece.

DEBI-R

Consideremos ahora que x, = 0 y variemos z, manteniendo fijos los pardmetros de
carga electromagnética. Lla maremos a esta métrica DEBI-R y tiene la siguiente
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Métrica DEBI - P

| — xp =030, 35 =025, x5 =000
| . - Xg =030, xp =025,xp =005
) .
| Y g =030, Xy =025, x5 =020
P! L %g =030, Xy =025, x5 =040
; \

\‘| ; |‘ . ¥g =030, x5 =023, x, =030

Figura 3.3: Métrica DEBI-P para distintos valores de x,, con x,, y z. fijos. Se preserva
la forma de la métrica BI, el méaximo local oscila en altura alrededor de un punto
To ~ 0.2

forma

1 2?2+22  xea? (22 —22)* 8zt A2
o T Tely ) We = Tn) T ) A 3.86
/(@) x - x? x? 20 15 | af (3:86)

Notese que la estructura de esta métrica es la que posee la métrica DEBI en general

1 1 A A2
f(r)y=1 x+Ax2 B:v4 Cxﬁ’ (3.87)
de modo que la forma de la gafica de la métrica DEBI-R condensa la esencia de la
métrica DEBI. La figura siguiente muestra la grafica de esta métrica para distintos
valores de z, Puede verse en la figura (3.4) que la métrica DEBI-R puede presentar
entre dos y cuatro horizontes de eventos, ademds de dos minimos locales y un maximo
local. El primero de los minimos (de izquierda a derecha) asi como el méximo tienden
a desaparecer conforme z,.. Este proceso termina con una grafica cuya forma asemeja
fuertemente a la debida a la métrica RN.
Por otro lado, dada la forma de la métrica en cuestion, es claro que para valores
x, ~ 0 debe tenerse una grafica similar a la debida a la métrica BI*. Se sigue
entonces que, a medida que z, se hace presente, la métrica DEBI debe atravesar por
tres etapas distintas, estas son:

4Esta grafica no se muestra en el la figura (3.4) para evitar la saturacién de la misma.
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Métrica DEBI - R

= X
Sz 04 0.6 =708 1.0 12

| PSR g g =030, xpy =025, x, =0.094
xg =030, xpy =025, x, =0.104
xp =030, xp, =025, x, =0.108
%p =030, 3, =023, %, =0200

xg =030, 5y =025, 3, =0400

Figura 3.4: Métrica DEBI-R para distintos valores de x,.. Presenta entre dos y cua-
trohorizontes de eventos, ademés de un maximo local que se desvancece a medida
que x, crece, asi como dos minimos locales, de los cuales el més cercano a cero

termina por desaparecer.

1. Métrica tipo BI
2. Métrica tipo DEBI-R (linea sélida en de la figura (3.4)).

3. Métrica tipo RN

DEBI

El analisis grafico muestra que la métrica DEBI evoluciona de la métrica tipo BI a
la métrica tipo RN pasando por las formas DEBI-P y DEBI-R. Presenta entre dos
y cuatro horizontes de eventos, dos de los cuales tienen la posibilidad de colapsar en
un solo horizonte de eventos dando lugar con ello a un agujero negro extremo.

La figura (3.5) muestra una grafica genérica de la métrica DEBI, en ella pueden
apreciarse los dos minimos locales asi como el maximo local caracteristicos. Tambien
puede apreciarse la oscilacion entre dos y cuatro horizontes de eventos, asi como la
posibilidad de tener un agujero negro extremo para algin valor particular de los
parametros {z;}, que debe estar presente en el intervalo = € (0.4,0.5)
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Métrica DEBI - PR

Genérica
f)

054

0.0

-05¢

_ g =040, 5y =030, 3, =015, 5, =022

Figura 3.5: Métrica DEBI para valres particulares de z;, muestra la forma carac-
terisitica de la métrica aasi como la posibilidad de tener un agujero negro exremo.

3.2.4. Casos particulares

Una vez estudiado el comportamiento de la métricca del Dyén DEBI ante la va-
riacién de los parametros que la gobiernan, el paso siguiente en su caracterizacion
consiste en estudiar algunos posibles casos limites como son: el monopolo magnético,
el monopolo magnético y el dyon equilibrado. Esta seccion de dedica a presentar la
forma de la métrica.

Monopolo magnético

Consideremos nula la carga eléctrica, ., = 0, entonces la métrica DEBI toma la
estructura de la métrica BI

1 1 A2
donde . ) A
m 1T T 8
A=a2 42 ; O="m oty BT (3.89)

P 20 15
Ahora, recordemos que los parametros z, y x, pueden ajustarse externamente, de
modo que podemos ajustarlos para conseguir que el parametro de Bl se anule, C' = 0.



CAPITULO 3. AGUJEROS NEGROS DEBI 77

Esto se consige finando z,. de tal manera que

3 x 3
4 P\ 4 2
=— 14— = —Ax’ . 3.90
Se concluye entonces que la métrica del monopolo magnético DEBI con x, balan-
ceado tiene la estructura de la métrica RN

ﬂ@:1—§+A%. (3.91)

A primera vista, puede pensarse que este caso particular anula las contribuciones
no-lineales de la teoria, como sucede en el caso del monopolo balanceado en BI, sin
embargo, recordemos que el parametro A contiene la contribucién de z,, mismo que
solo se anulade facto en el caso lineal. De modo que la no linealidad de la teoria
persiste en este término.
Un caso limite interesante ocurre cuando la carga magnética es mucho mayor que el
momento de los fermiones, veamos que

Tp L Ty = Tp R Ty Ao (3.92)

m*

En cuyo caso se recupera legitimamente la métrica RN del monopolo magnético.

Monopolo eléctrico

Consideremos ahora que la carga magnética es nula, entonces la métrica DEBI pre-
serva los parametros A, By C

1 1 A A2

=1-—-—+4+A—-B——-C— 3.93
f (@) x + x2 x4 26’ (3.93)
donde
A=zl+a2) ; B=uax] (3.94)
3rp + Txlz) 8
=—= P g 3.95
60 15" (3.95)
Nuevamente, el término Bl puede anularse con la correcta eleccion de x,
4 2
1_ Te Tp
T = o (3 + 71_3) . (3.96)
Con este resultado, la métrica del monopolo eléctrico toma la forma
1 1 A
=1-—-+4+A— - B— 3.97
fr) T + 72 74 ( )
donde
3 Ta2

A=zl+al ; B== |2} §+ (3.98)

3222

El signo del parametro B debe elegirse de acuerdo a la direccién relativa entre los
campos producidos por ¢. y R.
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El caso limite en el que la carga eléctrica es mucho mayor que el momento de los
fermiones permite prescindir de esta ultima cantidad, sin embargo el término de
apantallamiento persiste puesto que

/3
T, <r, = A=2>; B=+ ﬁ\xi’\ (3.99)

Dyén balanceado

El caso del Dyon balanceado consiste, igualar las cargas electromagnéticas, es decir
Gm = Qe = ¢ = . = Tp, = T, Al imponer esta condicién la métrica DEBI
preserva su estructura, igual que en el monopolo eléctrico, pero los términos A, B y
C toman valores distintos, dados como sigue

1 1 A
=1-—-+4+A— — B— 3.100
f(r) - + 22 4’ ( )

donde
A=222+2) ; B=uual (3.101)
x2a? 8
qp 4

= - —x. 3.102

Nuevamente, el término BI puede ser anulado con la correcta eleccion de .,

)
= 1—6x2x§. (3.103)

De este modo, los pardmetros A, B se reescriben como

V5
A= 21‘2 + xi ; B = j:Txgxp, (3.104)
donde el signo de B nuevamente debe tomarse de a cuerdo a la direccion relativa de
los campos producidos por ¢. v R.

Si se toma el limite en el que la carga es mucho mayor que el momento, solo el
parametro A se afecta, reduciéndose al término esperado de la métrica RN

A =242, (3.105)

Es interesante notar que, a diferencia de la teéria EBI, equilibrar las cargas para
el Dyon no reduce la métrica al resultado RN debido a la presencia del término
de apantallamiento B. Sin embargo, si se pide la ausencia de materia, o bien que
el momento neto sea nulo, se recupera francamente la métrica RN, como es de
esperarse.
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3.2.5. Agujero negro extremo
Construccion

Dado el interés de construir un agujero de gusano anélogo al estudiado en [20] y [19]°,
es necesario hallar la forma que presenta un agujero negro extremo en la teoria DEBI.

Recordemos que un BH de este tipo esta definido por las siguientes condiciones
fisicas.

1. Existe rg tal que es el radio del horizonte de eventos mas lejano.
2. La temperatura del BH es cero.
3. El horizonte de eventos es un minimo local de la métrica.

Como ya hemos visto, la métrica del Dyén DEBI tiene la forma general

dr?

ds® = —f(r)dt +f('r’)

+ r2dQ?, (3.106)

donde

1 1 A A2 r

- (3.107)

De modo que el BH extremo lo define el conjunto de cantidades {A, B, C';rg = 2Mzo}
tales que se cumplen las siguientes tres condiciones

1. Condicién de horizonte de eventos

f(zo) = f(ro) =0 (3.108)
2. Condicién de temperatura cero

f(wo) = f'(r0) =0 (3.109)
3. Condicén de minimo local

[ (o), f"(ro) > 0. (3.110)

Estas condicones se traducen en el siguiente sistema de ecuaciones

1
e (2§ — zg + Az — Bixg — CX?) =0 (3.111)
1
Py (zg — 24z + ABAxj + 6CN*) =0 (3.112)
1
prS (—22§ 4+ 6Azy — 20BAzg — 42CA%) > 0. (3.113)

5Esta solucién ya se discutié en el marco teérico
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Desde luego, este sistema de ecuaciones no permite hallar el conjunto {A, B, C, x}
de manera tnica; a lo mas, dados dos de estos valores, podran hallarse los dos res-
tantes. Otro inconveniente es la imposibilidad de obtener xy como funcién de los
pardmetros {A, B, C'} debido al grado de los polinomios involucrados. Sin embargo,
el sistema puede estudiarse de manera numérica para hallar algunas posibles solu-
ciones.

Una manera de realizar este estudio consiste en tomar las primeras dos ecuaciones y
considerar la pareja (xg,C) como abscisa y ordenada, respectivamente en cada una
de ellas, y luego hallar graficamente los puntos de interseccién entre ambas gréaficas
al asignar valores arbitrarios para A y B.

Esto es, consideremos las funciones C y C5 dadas por

6 _ .5 4 2
xg — g+ Axg — BAxj

01 = 01 (l’o) = 2 (3114)
x) — 2Axt + 4B\x?
CQ = CQ (LU()) =0 _g/\2 0 (3115)

Tomemos, como se ha hecho a lo largo de las tltimas secciones, el valor A = 0.25
y fijemos arbitrariamente A = 0.12. De este modo podemos construir tres casos
distintos: B < 0, B = 0y B > 0, y buscar las intersecciones de las funciones
C;. Estas tres condiciones para B son permitidas en la tepria DEBI gracias a las

contribuciones EMF' de la teoria, esto puede verse directamente de la definicién de

B
g R,

B =g’ = : 3.116
donde, el signo de z? depende, por definicén, del signo de R., por lo que B.
Algo similar ocurre con la definicon del parametro C'
2 _ 4232 Ta? + 322 ) 22 4
o= wi—an) | (T2 +3v,)2,  Si; (3.117)

20 60 15"

Véase que en ausencia de interaccion EMF, se tiene el resultado EBI y C' es estric-
tamente positivo, sin embargo, la presencia de los pardmetros x, y z, permiten que
C pueda ser una cantidad positiva, negativa o nula.

Analisis grafico

La figura (3.6) muestra que el cojunto de valores {A = 0.12, B = —0.2,C' = 0.031, 2o = 0.65}
es un caso particular que permite construir un BH extremo con parametro B ne-
gativo. Podemos apreciar en (3.6a) que fijar B = —0.2 predice la existencia de dos
soluciones para C, mismas que estan asocuadas a dos horizontes de eventos, de los
cuales, siendo consistentes con la definicién de xg, se ha elegido el de mayor tamano
para construir la grafica mostrada en la figura (3.7b). Esta ultima figura, pone de
manifiesto que el horizonte de eventos xg = 0.65 asociado a las cantidades mencio-
nadas para A, B y C es un minimo local de la métrica, cumpliendo asi todos los
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Interseccidn C; Métrica BH extremo

{A=012,B=-02 1= 025} {A=012,B=—-02,C=0.031,1= 025}

0.10

042 008}
008l '

0061
0.10f

004

{0.65, 0.031} 0.05F

oo2}
{065, 0}
0.00

il L L L " ! Xg 02 0.3 04 05 06 07 D,Sx
0.0 0.2 0.4 0.6 08

(a) Interseccién de las funciones Cy y Co (b) Métrica del BH extremo para un va-
para un valor negativo de B. Muestra las lor negativo de B. Muestra las coordena-
coordenadas de la interseccién y los va- das del minimo local y los valores provis-
lores provistos para A, By A tos para A, B,C'y A

Figura 3.6: Métrica del BH y la interseccién de las funciones C y Cy. Muestra que
el conjunto {A = 0.12, B = —0.2,C = 0.031, 9 = 0.65} define un BH extremo-

puntos de la definicion de BH extremo.

Tomemos ahora B = 0, la figura 3.7a predice dos valores posibles de C' para la
construcciéon del BH, nuevamente elegimos el valor asociado al horizonte de eventos
de mayor tamano para construir la gréfica mostrada en (3.7b), misma que pone de
manifiesto que el horizonte xy = 0.72 es un minimo local de la métrica. De modo que
el conjunto {A =0.12, B =0,C = —0.35, 29 = 0.72} define un agujero negro extre-
mo.

Finalmente, el caso para 0 < B = 0.05 puede verse en la figura (3.8). Un anédlisis
completamente anélogo al realizado para las figuras (3.6) y (3.7) muestra que el con-
junto {A =0.12, B = 0.05,C = —0.46, zp = 0.73} también define un BH extremo.
Este andlisis permite ver que siempre es posible halar un conjunto de parametros
A, B,C,zy que conduzca a un agujero negro extremo por lo que el conjunto de
condiciones

f(zo) = f(xg) =0 ; f"(x0) >0 (3.118)

puede suponerse cierto y esta condicién se hereda en su analogo para la coordenada 7.

Regién cercana al horizonte de eventos

Consideremos ahora un BH extremo arbitrario definido por el horizonte de eventos
ro. Nos interesa conocer el comportamiento que presenta en la regién cercana al ho-
rizonte de eventos. Teniendo esto en mente, consideremos la expansion de la métrica
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Interseccion C;

(A= 012.B=0, 1= 025}
CJ

{0.11, 0.000052}
00 .

01}

o2}

-0.3

(0.72, —0.35]®

(a) Interseccién de las funciones Cy y Co
para un valor nulo de B. Muestra las
coordenadas de la interseccién y los va-
lores provistos para A, By A

Métrica BH extremo
{A=012,B=0,C= —0.35 1= 025}

1(x)
0.20-

0.10F

0.05F

{0.72. 0}
000

L T x
0.60 065 0.70 075 0.80

(b) Métrica del BH extremo para un va-
lor nulo de B. Muestra las coordenadas
del minimo local y los valores provistos
para A, B,C y A

Figura 3.7: Métrica del BH y la interseccién de las funciones C y Cy. Muestra que
el conjunto {A =0.12, B=0,C = —0.35, 29 = 0.72} define un BH extremo.

en serie de potencias hasta segundo orden alrededor del punto rg, estos es

f"(ro)

> (r —10)2. (3.119)

f(r) = f(ro) + f'(ro) (r —ro) +

Luego, como el BH en cuestion es extremo, los primeros dos términos son nulos y
podemos escribir

2

a 2

f(r) = — (r—ro) (3.120)

7o
donde a? es un nimero estrictamente positivo dado por

f'(ro)) _ of"(w) 1 34 10BA 210N

-0 o 2 4 6

2 _ .2
a =T,

(3.121)

Es importante comentar en este punto que, para una métrita tippo RN, B = C = 0,
las cantidades xy y A satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones

i —rg+A=0; 290—2A=0 (3.122)

cuya solucién no trivial es
1 1
A=- 1 x9g=-. 3.123
1 T0=3 (3.123)
Desde luego, en términos de las variables originales, este resultado es equivalente al
predicho por RN

ro=M=q’+q +P. (3.124)

Por otro lado, si se ocupan estos valores en la definicién de a? se obtiene que a? = 1.
De modo que este parametro mide cuanto se desvia la métrica DEBI respecto a la
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Interseccion C; Métrica BH extremo

{A=012.B= 005 1= 025} {A=0.12,B= 0.05,C= —0.46, 1 = 0.25}

10
G 0207

00

—01}

0.10F
—02}

—03}
0.051

—04f

073, U_}/

L X
0.60 065 0.70 075 0.80

073, —0.46) 1 0.00

—o5L

(a) Interseccién de las funciones Cy y Co (b) Métrica del BH extremo para un va-
para un valor positivo de B. Muestra las lor positivo de B. Muestra las coordena-
coordenadas de la interseccién y los va- das del minimo local y los valores provis-
lores provistos para A, By A tos para A, B,C'y A

Figura 3.8: Métrica del BH y la interseccién de las funciones C y Cy. Muestra que
el conjunto {A = 0.12, B = 0.05,C = —0.46, 2y = 0.73} define un BH extremo.

métrica RN por efecto de las no-linealidades contenidas en B y C.

A modo de ejemplo, puede calcularse el valor de a? para los tres casos discutidos
anteriormente

m B<O

{A=012,B=-02,C =0.031,79 = 0.65; A = 0.25} = a® ~ 1.58
(3.125)

s B=0
(A=012,B=0,C = 03520 = 0.72; A = 0.25} —> a®>~2.51 (3.126)

s B>0

{A=0.12,B=0.05C = —0.46,20 = 0.73; A = 0.25} = a® ~ 3.29
(3.127)

Estos valores muestran que, dado un valor fijo de A, la métrica se desvia respecto a
RN a medida que el parametro B decrece o, equivalentemente, si C' decrece.

Otra tendencia interesante que puede intuirse de estos datos es que el horizonte de
eventos crece a medida que la métrica se desvia respecto al caso RN.

Por otro lado, dado que la funcién f(r) de ma métrica es tipo RN, la energia asociada
al BH extremo es
E =ry. (3.128)
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Luego, en el espiritu de mimetizar el BH magnéticamente cargado desicutido en [20],
perturbaremos el BH extremo para obligarlo a tener temperatura distinta de cero si-
guiendo un procedimiento analogo al ya discutido en el marco tedrico de este trabajo.

Tomemos la funcién f(r) y perturbémosla sumando una cantidad 62, f(r) — f(r)+
5%, entonces

a’(r — ?"0)2

f(r)= — &% (3.129)

Se sigue que entonces que puede reescribirse como

) = (%)2 {1 2o qﬁ} (3.130)

/ 02 52
q=To T2 T (1 - ﬁ) (3.131)

Se sigue entonces que, si ¢ = Ejy la energia del BH de RN, entonces la energia del
BH perturbado es

2
o

donde

2

)
E:EO—i_TOﬁ

Por otro lado, sabemos que perturbar el BH de este modo equivale a perturbar la
energia del modo siguiente

(3.132)

E ~ Ey+ Epers = Eo + ;—;2 (3.133)
Comparando ambas ecuaciones obtenemos
2
6% =a?2 (3.134)

Al incertar este resultado en la métrica perturbada obtenemos

Fr) = “Z?’ { {l (r; ro)r - 1} . (3.135)

0

Tomemos ahora la reparametrizacion hecha en [20] y en el marco tedrico para el BH
magnéticamente cargado

I2(r —ro) t
-

p=——p5—"; T=
o

(3.136)
Se sigue que la forma completa de la métrica se reescribe de la forma siguiente
2

d
dsQng —a2(p2—1)d72+ 3 P
a

(P —1)

Noétese que para el BH de RN (i.e. el caso lienal), se tiene a = 1 y en consecuencia,
la métrica del BH DEBI colapsa en la métrica RN cercana al horizonte de eventos.

+dQ (3.137)
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Ademas, puede verse que la parte temporal-radial de la métrica es conformalmente
plana dado que puede escribirse como

a® (p* = 1)
ds* =g {5—2 [—dt® + da?] + dQ} (3.138)

— . . I 9

Es claro entonces que, igual que en el caso lineal, la geometria del BH extremo DEBI,
cercana al horizonte de eventos tiene una estructura AdSs x S2.



Capitulo 4

Agujero de gusano DEBI

El propdsito final de este trabajo de tesis consiste en contruir un agujero de gusano
analogo al estudiado en [20] y [19], y previamente discutido en el marco tedrico de
este trabajo.

REcordemos que el algoritmo de construcciéon el WH es

1.

2.

Considere dos BHs con cargas opuestas y separados por una distancia d.

Considere que fermiones eléctricamente cargados y no masivos se encuentren
todos uniformemente distribuidos alrededor del BH orbitando las lineas de
campo en el nivel de Landau mas bajo.

. Proponga una métrica de WH compatible con la métrica del BH cercana el

horizonte de eventos.

. Separe el espacio-tiempo total en tres trozos:

a) Espacio-tiempo plano: Regién entre ambos BHs.
b) Boca del WH: Cercania al horizonte de eventos del BH original.
c¢) Garganta del WH.

Y wuna estas soluciones en las regiones de interseccién de validez de las geo-
metrias correspondientes.

. Permita que los fermiones puedan viajar en érbitas cerradas entre ambas bocas

del WH; primero entrando en una de las bocas, continuando a través de la
garganta, saliendo por la segunda boca y luego retornando al punto de partida
viajando por la regién plana del espacio-tiempo.

. Estabilice el WH minimizando la energia necesaria para enlazar ambas bocas

del WH, considerando la energia tipo Casimir que resulta de imponer condi-
ciones antiperiédicas de frontera en el transito de los fermiones cargados a
lo largo de trayectorias cerradas.

86
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Seguir este camino de construccién inevitablemente nos conduce a la ecuacién para
la energia de ligadura entre los BHs y el WH

Elig - Ebh - Ewh - Eac + Ecas- (41>

Recordemos también que Ey, es la energia del agujero negro utilizado, E,, la energia
del agujero de gusano propuesto, E,. correccion de energia por anomalia conforme y
E..s la energia de Casimir debida a los fermiones orbitando entre las bocas del WH.
Las tultimas dos cantidades en cuestion se escriben en términos de la longitud de la
garganta del WH, L, de acuerdo con las siguientes expresiones!

Nt Nm [? dv
Eac - ) Ecas - — . 42
24L 12 /0 h(v)d+ L (4:2)

Se sigue entonces que las cantidades que deben calcularse para hallar la energia de
ligadura son Ey,, E,, y L mismas que dependen del tipo de BH y WH que se desee
utilizar. Si consideramos al BH DEBI cercano a la extremalidad como andidato
para formar las bocas de 1 WH, tendremos que la energia de ligadura es Y la forma
explicita de Ej; 4 es

rs N7 Nr [? dv
Eno=Ey+ - —FE, — . 4.3
tig = B0 ¥ o T Pun T oiT 12/0 h)d + L (43)

Una vez hecha esta eleccion, solo resta proponer una métrica del WH compatible
con la geometria AdS; x S? descrita por la métrica del BH

20,2
2 o fa(p”—1) 2 2 ) _ [
ds” =g { 2 [—dt* + do”] + dQ} ; dr = e 1>dp. (4.4)

4.1. Meétrica de WH

Dada la fuerte similitud que el BH DEBI guarda con el BH magneticamente carga-
do, es razonable construir una métrica de WH de forma completamente analoga al
construido en el marco tedrico. Es decir, aplicar el cambio en la temperatura T" — T’
para el BH. Es sencillo ver que este cambio nos permite escribir la siguiente métrica
de WH

l

mdp. (4.5)

2( .2 1
ds* =] {—a (p12+ ) [—dt2 + dxz} + dQ} o odr =

Notese que la parte conformalmente plana es identica a la métrica del WH propuesto
en [20] y [19], salvo por el factor a?.

Recordemos que en el caso RN, a = 1 y la métrica del WH DEBI coincide exacta-
mente con el WH que conecta con la métrica RN, de modo que este resultado nos

1Véase la seccién del WH magnéticamente cargado para aclarar el significado disico de h(v) y
N.
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muestra que el parametro a, también codifica cuanto se aleja el WH DEBI respecto
al WH RN. Un hcho similar ocurre con la longitud de la garganta

1 [re 1
L=Ax= —2/ QL = — Liin, (4.6)
a® Jap, p°+1 a

Donde L;;,, = es, precisamente, la longitud de la garganta del WH del caso lineal,
de modo que la longitud de la garganta del WH DEBI es
ml

Nétese que, si a?> > 1, entonces, las longitudes de garganta cumplen la relacién
siguiente

L n

2> 1 = Ly, > L (4.8)
Es decir que, mientras mayor sea la desviacién del BH Debi respecto al BH RN, mas
corta sera la longitud de la garganta del WH.

En lo que respecta a la energia del WH, el cambio T — T solo implica un cambio
de signo en la energia de perturbacién del BH?, de modo que

2
0

Ey = FEy— —. 4.9

b= Fy— 20 (19)
Consecuentemente, la energia de ligadura de este WH es
3 Na®> Nrm [? dv

Ejig = -2 — . 4.10

TR T o T 1 /0 h(v)d+ (4.10)

Noétese que, nuevamente, el inico parametro libre en Ej;, es [, de modo que este debe
ser determinado via la estabilizacion del WH.

4.2. Estabilizacion

En atencién al ultimo paso del algoritmo de construccion del WH, estabilizamos el
WH exigiendo que el pardmetro [ sea tal que la energia de ligadura sea un minimo
local. Esto equivale a exigir que se cumplan las siguientes dos condiciones

E.. 3 N 2 N 2 2

dE; 3 Nag*> Nud [? d

L T A / Lo (4.12)
dl l 121 6a* Jo [h(y)d—i— ;r_ﬂ

De la primera condicién de minimizacién es claro que para que Ej;, sea un minimo,
[ debe satisafacer la ecuacion

2 3d 4813
2/ - dQ—ZZ;Tg. (4.13)
o [l+ a*h(v)<] a

2Recuérde que por definicién 7! = 22T
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Es evidente que, igual que en laso lineal, la integral involucrada no puede resolverse
en términos elementales y debe hacerse numéricamente utilizando la forma explicita
de h(v). Sin embargo, como se menciond en el marco teérico, podemos estudiar dos
casos limites que permiten acotar [ entre sus valores maximo y minimo.

Veamos primero que, si los BH se superponen, d = 0, se obtiene el valor minimo de
[, dado por

_16r§
- Na?'
Véase que, esta [y, guarda la misma racion de el caso lineal que la longitud de la
garganta L. Es decir

ZEZO

(4.14)

léﬁ =a? ; léi” = %.

lo N
Tomemos ahora la aproximacién de haz de particulas, h(r) = 1. En este caso, [
resielve la siguiente ecuacion de tercer grado

(4.15)

q\ 2
4013 — (1 + 3ly) (l + a2—> =0. (4.16)
T
Consideremos ahora el siguiente concatenacién de cambios de variable. Primero
~ o d ~
d=—; |l=— 4.17
T a?’ (4.17)
entonces 9
AP — <Z+ 3[0) <[+ cZ) —0. (4.18)
Luego R
= Ai, (4.19)
lo
entonces la ecuacion que resulelve [ es
N NI
AP — (z + d) (z + 3) —0. (4.20)

Noétese que esta es exactamente la ecuacion que resuelve el parametro [ escalado
por Iy en el caso lineal, de modo que el andlis grafico realizado para [ en el caso
lineal es absolutamente analogo para nuestro caso. Ademads, hallar esta ecuacion nos
permite construir una relaciéon entre los parametros [ de la teoria lineal y la teoria
DEBI.

Sea la cantidad y el homdlogo a [ en la teoria lineal, entoncesse satisfacen las si-
guientes relaciones

e . 5
4@3—<g+d) G+3)=0; §=2 ; yo=1I§"=16C. (4.21)

Se sigue que, para un valor fijo de d, las variables [ y 4 toman ezactamente el mismo
valor, es decir

A ~ A

g(d) =n =1(d), (4.22)
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donde n resuelve una ecuacién andloga a la que gobierna a y y [
N
an? — (n + d) (n+3) =0. (4.23)
Este hecho nos permite escribir escribir la siguiente ralacion entre [ y y

=Y (4.24)

Ademas, podemos generalizar la forma de [ al escribirla en términos de yg y n

nYo
a2

[ = (4.25)

Escrito de este modo, puede asociarse un significado fisico a cada variable
= n — codifica la dependencia con la distancia.

= 3o — fija la estabilidad del WH via la razén entre materia NV y tamano de la

boca del WH ry.

» % — codifica la no-linealidad del sistema.

Aunque el conjunto (a,n,yg) es el conjunto natural de parametros necesarios para
Y )

describir el WH, puede resultar mas ttil tomar el valor de yq en términos de rq y N,

pues estas son cantidades fisicas que en principio pueden medirse, esto es

3
o

a’N’
Debe notarse que, escrito de este modo, [ depende del conjunto de parametros
N = {n, N,rp,a’} que puede subdividirse en dos conjuntos uno que contiene los

parametros intrinsecos de la boca del WH y otro que contiene los parametros
extrinsecos a él, es decir aquellos que pueden manipularse por una gente externo.

1=16 (4.26)

Int = {ry,a®} ; Ext={N,n}. (4.27)

N =1IntU Ext (4.28)

El conjunto Int define el tamano de la boca, rg, asi como el tipo de no-linealidad
inherente al WH, a2. Por otro lado, el conjunto Ext contiene la informacién del
nimero de particulas que se suministran al WH, N asi como la distancia a que se-
para ambas bocas, n.

Otro punto importate que debe notarse es que, aunque el parametro n se ha cosn-
truido usando como modelo la aproximaciéon de haz de particulas, puede hacerse
exactamente el mismo analisis sin recurrir a esta aproximacion y concluir que n
satisface la ecuacion

2 n3dy
2/0 W —(n+3)=0. (4.29)

De este modo, toda la informacién referente a la variaciéon del WH con la distancia
queda codificada en n y la forma de [ se preserva.
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4.3. Caracterizacion

Una vez estabilizado el WH con el valor de [, es inmediato que la longitud de la
garganta y la temperatura toman la siguiente forma
B 167m7‘8 ' B a’N
2N - 321

(4.30)

Es importante tener estas cantidades en términos del conjunto N, pues nos permite
encontrar cantidades fisicas de interés como la dilataciéon temporal y energia en
términos de las cantidades intrinsecas y extrinsecas del WH y compararlas respecto
al caso lineal. La tabla (4.1) condensa las expresiones para estas cantidades en cada
una de las representaciones de interés.

’ Caracterizacion del HW

Cantidad Garganta Temperatura | Dilatacion temporal | Energia del WH
fisica
Magnitud L T % Ewn

: 1 L 1
Dependencia L 5f - ro {1 -3 (%
en L

: ) T T
Dependencia 57 T T ro [1— 3 (2nTro)7]
en T’

. 16mnrs 2 16nr5 A N2
Dependencia o o 7 o To {1 — =i T
en N
Relacion | Luei = g3 Luin | Taers = @*Tiin | (37) gesi = @2 (57 )1n | Boert = 0" B
DEBI-

Lineal

Cuadro 4.1: Condensado de cantidades fisicas de interés del WH DEBI. Las repre-
sentaciones en 1" y L son invariantes y el caso lineal se recupera con a =1

Se sigue del tltimo renglén de la tabla (4.1) que el caso lineal se recupera directa-
mente al tomar la condicién a = 1, este resultado es esperado dado que a? mide la
desviacién de la teoria respecto al caso lineal. Por otro lado, puede verse también que
la accién de la no-linealidad sobre el WH es relativamente simple; acorta o agranda
las cantidades originales proporcionalmente a a? o a su inverso, segin sea el caso.
Otro resultado importante es la modificacién que sufre el nimero maximo de materia
que puede viajar a trvés del WH. Para estucdiar esta cantidad, debemos recordar
que cuando se construyo el BH, se pidié que este fuera extremo y luego se aplico
una perturbacion a la energia, es decir.

E =FEy+ Epert. (4.31)
Luego, esta perturbacién es valida siempre y cuando se cumpla la relacion

a*N?
E,.. EFy — — 1 4.32
pert < L0 512n%rg < ( )
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Esta relacién se traduce en una cota superior para la cantidad de materia que puede
enviarse a través del WH dada por la siguiente expresion

16v/2 22.61
Nmax = \Q/_HTZ ~ ;

0o~ 777”’0. (433)

Véase que mientras mayor el tamano de las bocas del WH o su separacién, mayor es
la cantidad de materia que admite. Por otro lado, si a = 1, entonces la cota superior
de materia en el caso lineal es

22.61

Npaw = 1632072 = —5 N1, (4.34)
a

Consecuentemente, podemos escribir la relacion entre cotas como

Ndebi — N’rléZa: (4 35)
max a2 : :
La ecuacién anterior muestra que si la nolinealidad es imayor a uno, entonces se
restringe la cantidad de materia que se puede enviar a través del WH, caso opuesto
si es menor que uno. A modo de ejemplo pueden tomarse los valores para los BHs
extremos estuduados en el capitulo anterior

= B<0
A=012 B=-02 50 .
C =0.031 29=0.65p = Ny = 7—9Nf,32x ~ 0.6NM" (4.36)
A=025 a’=~15
s B=0
A=012 B=0 100 .. |
C=-035 20=072p = Ny = 2—51Nf}£x ~ 0.4Nkn (4.37)
A=025 a®=251
= B>0

A=012 B=0.05 100 .. |
C=-046 29=0.73 3% = Ny = %Njggx ~ 0.3N!n (4.38)
A=025 a®=~3.29

Finalmente, es importante senalar que la formulacién que se ha hecho para el WH
es aplicable a todo tipo de BH que contenga al menos un caso extremo, la teoria que
se ocupe para describirlo determinard el valor de las cantidades a? y ry, que son las
cantidades intrinsecas del WH.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis se realizaron dos desarrollos principales

1. Se construyé y desarrollé una teoria no-lineal para describir el acoplamiento
de la materia y el campo electromagnético con la gravedad que permitiera la
construccién de un agujero de gusano andlogo al construido en [20] y [19].

2. Se construy6 un agujero de gusano que admitiera desviaciones de la métrica
de Reissner-Nordstrom via una no-linealidad de la métrica original.

Lo resultados mas relevantes se comentan a continuacion.

5.1. Teoria debi

Los objetivos alcanzados en lo tocante a la teoria DEBI son los siguientes
1. Construccién de la accién en forma perturbativa hasta orden \?
2. Calculo de las ecuaciones de movimiento.

= Campo de materia
= Campo electromagnético

= Campo gravitacional

3. Se aplicaron las ecuaciones de movimiento al caso esféricamente simétrico para
construir la métrica del Dyén DEBI.

4. Se probé que la métrica del Dyén DEBI cumple con las siguientes caracteristi-
cas

= Contiene el Dyén de la teoria EBI/EHH y EN

s Permite la existencia de BH extremos
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5.2. Agujero de gusano

Respecto al a la métria de agujero de gusano se alcanzaron los siguientes resultados

1. Se propone una métrica analoga al WH reportado en [20] y [19] con las si-
guientes caracterisiticas
» Es compatible con una estructura AdS, x S? del espacio-tiempo
= Contiene el caso lineal reportado en [20] y [19]
= Considera efectos no-lineales debidos a la teoria DEBI, mismos que se

hallan totalmente contenidos en el pardmetro a?

2. Se condensan y comparan las implicaciones de la no-linealidad de la teoria
DEBI en el WH, respecto al caso lineal.

3. Se calculan y aplican tres ejemplos de BH compatibles con el WH construido.

5.3. Conclusion general

Se concluye que acoplar una teoria tipo Dirac-Born-Infeld generaliza el lagrangiano
de la teoria EDM al incluir linealidades de tipo electromagnética, fermidnica y elec-
tromagnético-fermionica via la existencia de nuevos invariantes en el lagrangiano,
esto es

L(Rafapl) %L(Rafafbf%plapZ)- (51)

Esta construccion permite hallar una métrica para el Dyén mas general que la ob-
tenida en la teoria EBI/EHH, dada por

1

ds? = —f(r)dt* + dt? + r2dQ? 5.2

r) f(r) o2
1 A B C .,

foy=1-orm—gh-@h s r=2e >3

La existencia de esta métrica permite una mayor riqueza de posibles BH, particu-
larmente aquellos que son compatibles con la métrica de agujero de gusano

l

mdp. (5.4)

2 (.2 1
ds* =12 {—“ (p12+ ) e+ ) + dQ} . dr =

Misma que colapsa en la solucién reportada en [20] para el caso linal cuando a = 1.
Esto permite hacer una comparativa de las cantidades fisicas més relevantes del
WH reportadas en la tabla 4.1 e impone una modificacién en la cota superior de la
cantidad de materia que puede viajar a través del WH.
i
Ndebi — % (5 5)

mazx a2
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Caracterizacion del HW

Cantidad Garganta Temperatura | Dilatacion temporal | Energia del WH
fisica
Magnitud L T % Ewyn
Dependencia L ar L o {1 -3 (%)QJ
en L
Dependencia = T o ro [1 — 1 (27Tro)7]
en T

. 16mnrs 2 16nr 42
Dependencial 05 T ro |1 - si58 |
en N
Rebais | Lugy = Sl | T = i | (3= 5 (80, | B = L,

Lineal
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