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RESUMEN

En el presente trabajo se aborda el problema de regulación por modos deslizantes

para sistemas mecánicos subactuados. En los algoritmos aquí desarrollados, se emplean

metodologías más sencillas que las disponibles en la literatura para resolver tres problemas:

la solución de las ecuaciones de regulación, el diseño de un regulador por modos deslizantes

con retroalimentación de estados y el diseño de un regulador por modos deslizantes con

retroalimentación del error.

Para dar solución a las ecuaciones del regulador para sistemas mecánicos subactuados,

se construye un sistema dinámico que describe dicha solución a partir de las mismas

ecuaciones y se diseña un observador de estados para dicho sistema dinámico, con el

propósito de lograr que éste tienda a la solución real.

En cuanto al regulador por modos deslizantes con retroalimentación de estados, se

diseña una variedad deslizantes dinámica mediante un término integral, el cual es utilizado

para estabilizar la ecuación de modos deslizantes y no para eliminar perturbaciones como

se utilizan los modos deslizantes integrales originales.

En el caso del regulador por modos deslizantes con retroalimentación del error, primero

se diseña un observador de estados para estimar los errores de seguimiento a partir de la

salida del sistema. Luego se diseña una variedad deslizante igual que la del caso anterior

pero en término de los errores estimados en lugar de los medidos.

Los algoritmos desarrollados se aplican en simulación a tres sistemas mecánicos subac

tuados para probar su eficiencia.
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ABSTRACT

In this work, the sliding mode regulation problem for underactuated mechanical sys

tems is addressed. In the algorithms here developed, metodologies simpler than the avai

lable in literature are used in order to solve three problems: the solution of the regulator

equations, the design of a state feedback sliding mode regulator and the design of an error

feedback sUding mode regulator.

In order to find the solution of the regulator equations, a dynamic system which descri

bes such solution is constructed based on the same equations and a state observer which

achieves such system to tends to the real solution is designed.

Regarding the state feedback sliding mode regulator, a dynamic sliding manifold is

designed by means of an integral term which is used to stabilize the sliding mode equation

instead of use it to eliminate disturbances as the original integral sliding mode.

In the case of the error feedback sliding mode regulator, first, a state observer is

designed to estimate the tracking errors based on the system output. Then it is designed

a sliding manifold such as the previous case but in terms of the estimated errors instead

of the measured ones.

The developed algorithms were applied in simulation to three underactuated mechani

cal systems in order to prove their efficiency.
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CAPITULO 1

INTRODUCCIÓN

Los sistemas mecánicos han tenido gran importancia en el desarrollo industrial y social

de los últimos años. La amplia cantidad de aplicaciones con que cuenta esta clase de

sistemas ha generado un gran interés en el estudio de técnicas de control capaces de

generar un seguimiento de trayectorias por parte del sistema.

Básicamente los sistemas mecánicos que son de relevancia para este trabajo se compo

nen de eslabones y actuadores. Un caso clásico y más complejo de sistema mecánico son los

llamados sistemas mecánicos subactuados (UAMS por sus siglas en inglés - underactuted

mechanical systems), los cuales cuentan con menor número de actuadores que de grados

de libertad.

En el presente trabajo en particular se utilizará la regulación por modos deslizantes

para lograr el seguimiento de trayectorias por parte de UAMS, debido a sus propiedades

de robustez e invarianza.

1.1. Planteamiento del Problema

El modelo que describe las dinámicas de los sistema mecánicos subactuados resulta

ser en general inestable; además, dichos sistemas cuentan con dinámica interna, la cual es

igualmente inestable. Debido a esto, se puede decir que el modelo de los UAMS es de fase

no mínima.

Al intentar diseñar un controlador para un sistema de fase no mínima, surgen varios

problemas con diferentes controladores conocidos como la linealización entrada-salida por

1



1.2. ANTECEDENTES

retroalimentación de estados [5], en dónde sólo es posible estabilizar la dinámica r dónde

r es el grado relativo del sistema, mientras que la dinámica interna resulta inestable.

Cuando se requiere que un UAMS siga una referencia, es necesario encontrar un es

tado estable para la dinámica interna y diseñar un controlador que estabilice el sistema

en dicho estado estable; este problema es conocido como Regulación a la Salida [6] (en

adelante se llamará simplemente regulación). El principal problema en teoría de regulación

es encontrar el estado estable para el estado del sistema; esto requiere resolver un sistema

de ecuaciones diferenciales parciales y un sistema de ecuaciones algebraicas. En general,

no es posible encontrar una solución explícita para este sistema de ecuaciones.

Una estrategia de control que ha sido utilizada para tratar con el problema de regu

lación es el Control por Modos Deslizantes (CMD). La regulación por modos deslizantes

aprovecha la propiedad del CMD de rechazar cierta clase de perturbaciones para intro

ducir algo de robustez y también evita el cálculo del estado estado estable para la ley de

control, ya que dicho estado estable es generado por el control equivalente.

1.2. Antecedentes

1.2.1. Trabajos Previos en Control por Modos Deslizantes

El control por modos deslizantes ha sido ampliamente utilizado desde que su diseño

paso de términos puramente matemáticos a términos más fácilmente comprendidos a nivel

de ingeniería. Este cambio se debió a la introducción del concepto de control equivalente.

El trabajo más importante en el ámbito de modos deslizantes se presenta en [15].
Las metodologías de diseño de control por modos deslizantes comenzaron con [9]; en

dicho trabajo se va diseñando paso a paso el control para cierto bloque del sistema basado

en un control virtual, proveniente del siguiente bloque. Finalmente se diseña una superficie

deslizante en donde el último bloque del sistema alcanza en tiempo finito el valor del control

virtual para el penúltimo bloque, el cual tiende asintóticamente al control virtual para el

bloque anterior y así sucesivamente.

Como se verá más adelante el principal problema de los modos deslizantes clásicos

es el llamado "chattering'' Este problema consiste en pequeñas vibraciones en la planta

debido a las altas frecuencias a las que es sometida por medio del control. En este tra

bajo será utilizado el algoritmo de "supertwisting" [3], el cual mantiene muchas de las

propiedades deseadas de los modos deslizantes clásicos, pero genera una señal de control

continua, con lo que se evitan los componentes de alta frecuencia y ayuda a reducir el

efecto indeseado del "chattering"
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.2.2. Trabajos Previos en Regulación

La teoría clásica de regulación fue presentada en [6]. En dicho trabajo se muestran

las condiciones bajo las cuales el problema de regulación tiene solución. Una de dichas

condiciones es la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, el cual no es

nada sencillo de resolver, y en caso general no es posible encontrar una solución explícita.

Para dar una solución aproximada a las ecuaciones diferenciales antes mencionadas, en

[4] es introducida una aproximación polinomial de A; — ésimo orden y es mostrado como

mediante dicha aproximación polinomial se logra una seguimiento con error casi cero de

la referencia. En [5], se muestra la regulación estructuralmente estable, la cual es robusta

ante pequeñas variaciones paramétricas en la planta. En [10] se logra el seguimiento de

una señal arbitraria no necesariamente producida por un exosistema para sistemas de fase

no mínima. En [11] se trata el problema de regulación lineal con el exosistema en presencia

de incertidumbre. Se considera que tanto la señal de referencia como las perturbaciones

se componen de una sumatoria de señales senoidales de amplitud, fase y frecuencia des

conocidas. Bajo ciertas condiciones, se propone un estimador de los parámetros de dichas

señales. Se introduce dicho estimador en el diseño del regulador robusto clásico y como

resultado se obtiene un controlador adaptable.

1.2.3. Trabajos Previos en Regulación por Modos Deslizantes

En [8], se estudia el problema de regulación por modos deslizantes. La solución pro

puesta para el caso lineal se basa en un conjunto de ecuaciones matriciales lineales de

orden reducido. Para el caso de sistema no lineales, se diseña un regulador por modos

deslizantes mediante una transformación del sistema a su forma regular. También en [12]
se trata el problema de regulación mediante la transformación a forma regular, pero se

incluye el control por bloques. En [2] se trata igualmente el problema de regulación por

modos deslizantes pero solamente para sistemas con grado relativo uno. En [14] y [13], el

sistema también es transformado a su forma regular y el control por modos deslizantes es

diseñado mediante una superficie deslizante estática, como en los casos anteriores.

1.3. Objetivos

A continuación se presentan los objetivos generales del proyecto de tesis; todos ellos se

aplican a Sistemas Mecánicos Subactuados.

■ Resolver el problema de regulación no lineal mediante un estimador de la solución

3



1.4. ESTRUCTURA DEL DOCUMENTO

de las ecuaciones del regulador construido a partir de un sistema dinámico.

■ Diseñar un regulador por modos deslizantes mediante retroalimentación de estados,

con una superficie deslizante dinámica y sencilla de diseñar.

■ Diseñar un regulador por modos deslizantes mediante retroalimentación del error.

■ Aplicar los tres puntos anteriores a algunos sistemas mecánicos subactuados para

mostrar su eficiencia.

1.4. Estructura del Documento

La estructura de este documento se presenta a continuación. En el Capítulo 2 se in

troduce la teoría de control por modos deslizantes, se explica brevemente en que consiste

el proceso de diseño y se muestra el algoritmo "supertwisting" , el cual será el utilizado en

capítulos posteriores. En seguida se muestra la teoría básica de regulación no lineal tanto

en el caso de retroalimentación de estados como retroalimentación del error. Por último se

introducen las condiciones para afrontar el problema de regulación por modos deslizantes.

En el Capítulo 3 se muestran las condiciones y el desarrollo del diseño de un estimador

para generar la solución de las ecuaciones del regulador para UMAS mediante un sistema

dinámico y un observador de estados. Luego se muestra como dicho estimador es útil

también en el caso cuando la referencia no es generada por un exosistema como en el caso

clásico de regulación.

En el Capítulo 4 se considera que ya se cuenta con la solución de las ecuaciones del

regulador y se procede a diseñar un controlador por modos deslizantes y retroalimentación

de estados para llevar a cabo la regulación en UAMS. Se propone una variedad deslizante

dinámica mediante un término integral el cual se usa en la ecuación de modos deslizantes

como un control virtual para lograr la estabilización. En seguida se considera el problema

en el que sólo la salida del sistema esta disponible para su medición y se diseña un regu

lador por modos deslizantes y retroalimentación del error, ésto mediante el diseño de un

observador de estados y un controlador por modos deslizantes con la misma variedad que

en el Capítulo 4 pero ahora en término de los errores estimados.

En el Capítulo 5 se aplican el estimador, el control por retroalimentación de estados

y error a algunos UAMS específicos. Para probar su eficiencia, se muestran resultados en

simulación.

Finalmente en el Capítulo 6 se discuten las conclusiones a las que se llega luego del

desarrollo del trabajo, así como el trabajo futuro para mejorar los algoritmos diseñados.
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CAPITULO 2

PRELIMINARES MATEMÁTICOS

2.1. Control por Modos Deslizantes

Los modos deslizantes (MD) [15] son una herramienta efectiva para el control de estruc

tura variable para sistemas no lineales. En los últimos años se han desarrollado diversos

trabajos en donde el empleo de modos deslizantes juega un papel primordial. Debido a

su baja sensibilidad ante perturbaciones externas y variaciones paramétricas el control

por modos deslizantes (SMC por sus siglas en inglés) es muy utilizado para el control de

sistemas dinámicos complejos y bajo condiciones de incertidumbres.

La idea básica de los modos deslizantes es forzar a los estados del sistema a "deslizarse"

a través de una variedad en donde su respuesta depende únicamente del gradiente de de la

variedad deslizante y se mantiene insensible a perturbaciones que cumplen con la condición

matching.

2.1.1. Procedimiento de Diseño

Considere por simplicidad un sistema dinámico no lineal de la forma

x = f(x) + B(x)u, xeRn, ue$T (2.1)

Un control por modos deslizantes se diseña en dos etapas

■ Se determina una superficie deslizante a(x) = 0, como un subespacio del espacio

de estados del sistema, tal que el sistema presente propiedades deseadas en ella

5



2.1. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

(estabilidad, seguimiento de trayectorias, robustez, etc.).

Se aplica un control discontinuo tal que se cumpla a{x)

control es del tipo

u+{x) si a{x) > 0

u(x) =
u (x) si a(x) < 0.

0 en tiempo finito. El

(2.2)

2.1.2. Método de Control Equivalente

Las propiedades de los sistemas controlados mediante modos deslizantes en lazo cerrado

no pueden ser analizadas fácilmente debido a que el comportamiento de sistemas sobre

limites de discontinuidades no puede ser estudiado en forma correcta por medios de la

teoría clásica de ecuaciones diferenciales. Para simplificar este problema se introduce la

regularización del sistema, lo cual consiste en cambiar o reducir el sistema a uno que se

comporte de manera bastante similar. El principal método de regularización es llamado

control equivalente.

Considere un sistema no lineal afín del tipo

x = f(x) + B(x)u (2.3)

donde x e 3?" es el vector de estados, u £ \Mm es un vector de entradas de control y

rango(B(x)) = m.

Al calcular la derivada de la superficie deslizante e igualarla a cero es posible determinar

un control que consiga que dicha superficie y su derivada se mantengan en cero; este control

es llamada control equivalente. Para el caso del sistema (2.3) se tiene

*(*) = */(,) + %B{x)ueq = 0

y el control equivalente queda descrito por

¡da

dx
B(x)

-1 r

da
tl \

Txf{x)

(2.4)

(2.5)

el cual es considerado como un control clásico continuo y con él se analiza el sistema. Al

sustituir (2.5) en (2.3) se obtienen las llamadas ecuaciones de modos deslizantes

x = f(x) -

B{x) '£*>
i-i r

da
tt \

Txf[x) (2.6)

6



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

Con este nuevo sistema (2.6) se pueden analizar las propiedades deseadas para el

sistema original (2.3) ya que, con el uso del control por modos deslizantes se logra a =

& = 0 en tiempo finito T, y para un tiempo t > T, el sistema se comporta de manera

similar a las ecuaciones de modos deslizantes. Entonces la parte del diseño de la superficie

deslizante debe enfocarse a que el sistema (2.6) tenga las propiedades deseadas en ella.

2.1.3. Problema de "Chattering"

El término "chattering" se utiliza para describir oscilaciones de alta frecuencia que

aparecen en los sistemas bajo una ley de control por modos deslizantes. Éstas se deben

principalmente a las altas frecuencias de conmutación, las cuales excitan dinámicas no

modeladas del sistema. Estas dinámicas no son consideradas generalmente en el modelo

del sistema debido a que sus dinámicas son mucho más rápidas que las de dicho sistema.

Otra de las causas del "chattering" es la imposibilidad de generar frecuencias infinitas en

la implementación real de los controladores diseñados.

El problema de "chattering" genera poca precisión en el control, pérdida de energía por

calentamiento en circuitos eléctricos, un desgaste en partes de los sistemas, principalmente

partes móviles de sistemas mecánicos, entre otros fenómenos perjudiciales.

2.1.4. Algoritmo de "Supertwisting"

Para disminuir el problema de "chattering" se han creado los llamados Modos Des

lizantes del Orden Alto, los cuales mantienen muchas de las propiedades deseadas en los

modos deslizantes normales, pero son aplicados mediante señales continuas, evitando de

esta forma las altas frecuencias que generan el problema antes mencionado. En este tra

bajo se utiliza el algoritmo conocido como "Supertwisting" [3], cuyos principios básicos se

muestran a continuación:

Considere el sistema dinámico "SISO"

á = f(t,o) + u. (2.7)

La ley de control del algoritmo "Supertwisting'' es

u = -ki y/\a\sign{a) +v
v = —k2sign(cr).

ki > 0 y k2 > 0.

7



2.1. CONTROL POR MODOS DESLIZANTES

El sistema en lazo cerrado (2.7)-(2.8) queda de la forma

a = f(t, a)
- ki s/\o\sign(a) + v

v = —k2sign(a).

Se propone la siguiente función candidata de Lyapunov

V = 2k2\a\ + \v2 + \{ki\a\ll2sign{(r)
- v)2

donde £T = |(7|1/2s¿0n(<7) v y

H

Al tomar derivar (2.10) se obtiene

4k2 + k2 -ki

-ki 2

V = -TZxTEATQt- +

donde

Q = %

Tf_c x /(f'a)jr.-

2k2 + k\ -ki

-ki 1

sí =[2*2 + 1*? -\h

Considerando que la función /(•) está acotada por

I/(í*<0I<¿íM1/2, s^o

la derivada se puede reducir a

h ?&
2|cr|V2

donde

Q =

2k2 + k2-(^- + ki)6 -ki + 26

-ki + 26 1

(2.9)

(2.10)

(2.11)

Entonces para que V sea definida negativa es necesario que Q sea definida positiva lo

que se consigue con

55*-. + 462
ki > 26, k2 > ki

2(ki -

26)
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CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

2.2. Regulación No Lineal

Un problema clásico en teoría de control es el diseñar una ley de control que garantice

un comportamiento deseado en un sistema, ya sea lograr que la salida del sistema siga

asintóticamente un referencia dada o bien rechazar asintóticamente una perturbación no

deseada w(-). En ambos casos la meta es lograr que el error de seguimiento, dado por la

diferencia entre la salida del sistema y la referencia sea una función del tiempo

e(t) = y(t)-yref(t) (2.12)

tienda a cero cuando el tiempo tiende a infinito, esto es:

líme(í) = 0 (2.13)
t—tOO

Se considera que la familia de entradas exógenas <*>(■), generan las perturbaciones y la

referencia a seguir y se define como la familia de todas las funciones del tiempo que son

soluciones de de una ecuación diferencial homogénea

ú = s(üj) (2.14)

con uj definido en alguna vecindad W del origen de SRr Este sistema se conoce como

exosistema. Se asume que el punto cj = 0 es un punto de equilibrio estable en el sentido

de Lyapunov. Para imponer que las perturbaciones y referencias sean persistentes y así no

tiendan a cero cuando el tiempo tienda a infinito se asume también que el exosistema es

estable en el sentido de Poisson. Por conveniencia se tomarán estas dos propiedades juntas

como la propiedad de estabilidad neutral.

El exosistema (2.14) debe satisfacer la condición de estabilidad neutral, i.e.

s =
ds^

du.
ui=0

tiene todos sus valores propios en el eje imaginario.

Se pueden considerar los problemas de seguimiento asintótico de una referencia y el

rechazo de perturbaciones no deseadas antes mencionados en un solo problema y considerar

los sistemas no lineales modelados por ecuaciones de la forma

x = f(x,uj,u)
ít \ 2-15

e = h(x,uj)

9



2.2. REGULACIÓN NO LINEAL

La primera ecuación de (2.15) describe la dinámica de la planta con el estado definido

en una vecindad U del origen en 3?", entrada de control u G 5ftm y las entradas exógenas

w G 5Rr La segunda ecuación define una variable de error e G 9ftm expresada como función

del estado a; y las entradas exógenas cj. Se considera que f(x_u,u), h(x,uj) y s(u) son

funciones suaves y cumplen con /(0, 0, 0) = 0, /i(0, 0) = 0, s(0) = 0.

La ley de control debe ser una función dependiente tanto del estado de la planta como

del exositema

u = a(x,uj) (2-16)

a(0, 0) = 0, tal que el sistema en lazo cerrado

i = f(x, cj, a(x, cj))
. ) (2.17)
UJ = S(U})

con punto de equilibrio en (x,u>) = (0,0), cumpla con (2.13).

2.2.1. Caso de Información Completa

En este caso se considera que se tienen disponibles todos los estados, tanto de la planta

a controlar como del exosistema.

Dado un sistema no lineal de la forma (2.15) y un exosistema neutralmente estable

(2.14) se debe encontrar, de ser posible, un mapeo a(x,cj) tal que:

Spi el punto de equilibrio x = 0 de

x = f(x,0,a(x,0)) (2.18)

sea asintóticamente estable en la primera aproximación.

RFi) existe una vecindad V C U x W de (0, 0) tal que, para cada condición inicial

(x(0),uj(0)) G V la solución de (2.17) satisface

límh(x(t),uj{t)) = 0 (2.19)

Lema 2.1. Considere que, para algún a{x,uj), se satisface la condición SFI). Entonces,
la condición Rp¡ también se satisface sí y solo sí existe un mapeo x = 7t(cj), con 7r(0) = 0,

10



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

definido en una vecindad W° C W del origen, que satisface las condiciones

dtt(u¡)
^S(cj) = /(7rM,cj,a(7r(cj),cj))

0 = fc(ir(w),w)
'

pora todo uj G W°

Prueba. Ver [6].

Dado que las propiedades de la aproximación lineal de la planta controlada juegan un

papel determinante en la solución del problema de regulación, es conveniente introducir

una notación apropiada en donde los parámetros de dicha aproximación queden descritos

en forma explícita. Para este fin, el sistema en lazo cerrado (2.17) se puede escribir de la

forma

x = (A + BK)x + (P + BL)u + <I>(x,uj)

cj = Su + ip(uj)

donde <p(x, uj) y ip(uj) desvanecen al origen y se definen

A ~

Idxl (0,0,0)
"
=

Ldul (0,0,0)
"
=

ÍBul (0,0,0)

K =

[fai (0,0)
^ = LaüJ (o)

=

LaJJJ (o.o)

A partir del lema (2.1), se pueden obtener condiciones necesarias y suficientes para dar

solución al problema de regulación en caso de información completa.

Teorema 2.1. El problema de regulación en el caso de información completa tiene solu

ción si y solo si el par (A, B) es estabilizable y existen mapeos x
= 7t(cj) y u

= c(cj), con

7r(0) = 0 y c(0) = 0, ambos definidos en una vecindad W° C W del origen, los cuales

satisfacen las condiciones

^S(CJ) = /(*T(CJ),CJ)C(CJ))

0 = h(n(uj),uj)
K ' '

para todo uj e W°.

Prueba. Ver [6].

Observación 2.1. El mapeo xss = 7t(cj) representa la variedad de estado estable donde el

error es cero y uss
= c(cj) representa la entrada en estado estable que hace invariante la

variedad de error cero.
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2.2. REGULACIÓN NO LINEAL

Las ecuaciones (2.22) son conocidas como las ecuaciones de Francis-Isidori-Byrnes o

ecuaciones del regulador (como se nombrarán en adelante) y su solución constituye el

principal y más complejo problema en teoría de regulación.

En regulación clásica, la ley de control que resuelve el problema de regulación es

u = a(x, u) = c(u>) + K(x
- 7f(cj))

donde K es tal que la matriz

[A + BK]

es Hurwitz para lograr que la variedad 7t(cj) sea localmente atractiva. Dicha ley de control

se puede interpretar en un diagrama a bloques como en la Figura 2.1.

cj = s(w) c(w)
-

Kir(u)
~r\rT* c = h{x,

M +

jw

X = f(x,ÜJ,ll)

u)

K

Figura 2.1. Diagrama a Bloques de la Ley de Retroalimentación para Regulación

2.2.2. Caso de Retroalimentación del Error

En la versión clásica de la regulación por retroalimentación del error propuesta por

Isidori [6], se considera que solamente se tiene medible el error de seguimiento; esto es, la

diferencia entre la salida del sistema y la referencia producida por el exosistema. En este

caso, el controlador es un sistema dinámico no lineal, modelado por ecuaciones de la forma

u = 9(0
(2.23)

12
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con estado interno £ definido en una vecindad E del origen en Sft". La interconección de

(2.15) y (2.23) produce un sistema en lazo cerrado caracterizado por las ecuaciones

¿ = /(x,cj,0(O)

Z = r,(Z,h(x,uj)) (2.24)

cj = s(u)

Dado un sistema no lineal de la forma (2.15) y un exosistema neutralmente estable

(2.14) se debe encontrar de ser posible, un entero v y dos mapeos 0(£) y r)(£, e), tal que:

Sef) el punto de equilibrio (x, £) = (0, 0) de

Í = /(X'°'^))
(2.25)

es asintóticamente estable en la primera aproximación.

Ref) existe una vecindad V C U x E x W de (0, 0, 0) tal que, para cada condición

inicial (x(0),£(0),cj(0)) G V. la solución de (2.24) satisface

límh(x(t),uj(t)) = Q
í-H»

Lema 2.2. Considere que, para algún r¡(£, e), 6(£) se satisface la condición Sef- Entonces,

la condición Ref también se satisface sí y solo sí existen mapeos x
= 7t(íj) y £ = ct(cj),

con 7r(0) = 0 y <x(0) = 0, definidos en una vecindad W° C W del origen, que satisfacen

las condiciones

^s(cj) = /(7t(cj),cj,0(<t(cj)))

0 = /i(tt(cj),cj)

para todo uj G W°

%-s(uj) = t1(ct(uj),0) (2.26)

Prueba. Ver [6].

Al igual que en (2.21), se introduce la notación de la aproximación lineal aplicada al

caso del sistema en lazo cerrado (2.24), el cual se puede escribir de la forma

x = Ax + BH£ + Pu + </>(x, £, cj)

t = F£ + GCx + GQu + x(x,Z,u) (2.27)
Cj = Suj + i¡r(uj)

13



2.2. REGULACIÓN NO LINEAL

donde 4>(x, £, cj), x(x, f , cj) y ip(u) desvanecen en el origen y se definen las nuevas matrices

como

C =

LaíJ(o,o) ** = La^J(o,o)
"
=

[acj-

G=mmH=[^
i (0,0)

J(o)

Ahora, al igual que en el caso de información completa, Isidori [6] da condiciones

necesarias y suficientes para que el problema de regulación en el caso de retroalimentación

del error tenga solución en el siguiente teorema

Teorema 2.2. El problema de regulación en caso de retroalimentación del error tiene

solución sí y solo sí existen mapeos x = n(uj) y u
= c{uj), con n(Q) *■= 0 y c(0) = 0, ambos

definidos en una vecindad W" C W del origen, los cuales satisfacen las condiciones

^S(CJ) = /(7T(CJ),<J,C(CJ))
0 = /i(7t(cj),w)

(2.28)

para todo uj G W°, y tal que el sistema autónomo con salida {W°, s, c} está inmerso en

un sistema

¿ = ■/>(«
u = 7(0

definido en una vecindad E° del origen en Sft" en donde tp(0) = 0 y 7(0) = 0, y las matrices

$ =
dtp

dt¡ í=o

■97

L«ej í=o

son tales que el par

A 0 B

NC $ 0

es estabilizable para alguna elección de la matriz N, y el par

[c 0
~A BY

0 $

es detectable.

Prueba. Ver [6]. En la parte de suficiencia de dicha prueba, se menciona que, para dar
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solución al problema, basta con elegir matrices K, L, M tal que

M
A BT

NC $

l\c 0 K

(2.29)

tenga todos los valores propios con parte real negativa, para lo cual se considera un con

trolador del tipo

Ía = *■"& + Le

€1 = -/>(&) + Ne (2.30)

u = M£o + 7(6)-

2.3. Regulación por Modos Deslizantes

Es posible definir el problema de regulación por modos deslizantes como el problema

de encontrar una variedad deslizante

•t(x,cj) = 0 (2.31)

y un control por modos deslizantes que logre dicha variedad en tiempo finito de la forma

(2.2), tal que se satisfagan las siguientes condiciones:

El estado del sistema en lazo cerrado (2.17) con el controlador (2.2) converge a la

variedad (2.31) en tiempo finito.

El punto de equilibrio x = 0 de la dinámica de modos deslizantes (2.6) es asintóti

camente estable.

Existe una vecindad V C X x W de (0,0) tal que, para cada condición inicial

x0,cj0 G V. el error de seguimiento (2.12) decaiga asintóticamente a cero, es decir,

que se cumpla (2.13).
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2.4. Modelo Dinámico de Sistemas Mecánicos Subac

tuados

La dinámica de los sistema mecánicos de varios eslabones se describe por medio de la

ecuación de Euler-Lagrange

D(q)q"+C(q,q) + G(q) + F(q)=T

donde q G D0 C Sft", D(q) es la matriz de inercia, C{q, q) G Sft2n es el vector de fuerzas

de Coriolis y centrípetas, G(q) G 5ft2n contiene los términos gravitatorios, F(q) G Sft2" es el

vector de términos de fricción viscosa, y r G SRm es el vector de torques de entrada.

Un sistema mecánico subactuado (UAMS) es aquel que tiene menos actuadores que

eslabones o uniones. Sea n el número de eslabones del sistema y m el número de actuadores,

un UAMS puede ser representado en dos clases de eslabones como

•7
=

qi G !Rm, q2 G Sftn"

donde qi y q2 representan las uniones actuadas y no actuadas respectivamente. La ecuación

de Euler-Lagrange para estos sistemas se puede escribir como

D_M D12(q)

D2i{q) D22{q)

Considere la inversa de la matriz D(q) como

D~\q) = M(q) =

•7i

[•72
+

~Ci(q,qj
C2(q,q)

+
'Gi(qj
G2(q)

+
>i(9)"
F2(q)

=

T

0
(2.32)

Mn(q) Mi2(q)

M2i(q) M22(q)

donde Mi:j(q) tiene la misma dimensión que Dq{q), i,j = 1,2. Se despeja la segunda
derivada de la posición de (2.32) obteniendo

Mn(g) M12O7)

M2i(q) M22(q) (
Ci(q,q)

C2(q,q)
+

Gi(q)

G2(q)
+

Fi(q)

F2(q)

—

T

0
(2.33)
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Para representar el sistema en espacio de estados, se definen las variables de estado

V V

z2 (¡2

•*3 <7i

M. -■72.

Entonces el modelo dinámico que describe a los UAMS es de la forma

¿i = z3

¿2 = -24

z3 = f3(z) + B3(z)u (2.34)

¿4 = ACÓ + Bi{z)u

y
= h(zi,z2) = Cz

donde u =
r, C G Si"1*2", /3(z) = -MnCn.-^AiCO

-

-AM*i, **)/»(*). /<(«) =

-M21(zi,z2)fu(z)
-

M22(zi,z2)f22(z), B3(z) = Mn(zi,z2), BA{z) = M2i(zuz2), con

/uto = Ci(z) + Gi(zi, z2) + fifo, z*) y /»(«) = C¡-,(*) + G2{zu z2) + F2(z3, zA).
En los siguientes Capítulos se consideran perturbaciones de tipo "matched"

, por lo que

se considera el siguiente modelo:

¿l=-?3

¿2 = *4

¿3 = h(z) + B3(z)(u
-

6(z,u, t)) (2.35)

¿4 = AC*-*) + B4(z)(u
-

6(z,u,t))

y
= h(zi,z2) = Cz

donde el término 6(z, uj, t) contiene variaciones paramétricas y algunas perturbaciones

externas.
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CAPITULO 3

ESTIMADOR DE LA SOLUCIÓN DE LAS

ECUACIONES DEL REGULADOR

3.1. Planteamiento del Problema

Como ya se ha mencionado la parte más complicada en el problema de regulación

no lineal consiste en la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales parciales y un

sistema de ecuaciones algebraicas conocidas como las ecuaciones del regulador (2.22).

Como ya se mencionó en el Capítulo 1, trabajos anteriores en el área de regulación

han tratado de dar solución a este problema mediante aproximaciones polinomiales en el

caso general, mientras que para casos específicos, se han propuesto métodos para estimar

la solución a partir de transformaciones en el sistema.

En el presente capítulo se estudian las condiciones bajo las cuales es posible construir

un estimador de la solución de estas ecuaciones para cierta clase de sistema mecánicos

subactuados y se procede a su diseño.

Otro problema en teoría de regulación es cuando no se cuenta con un exosistema el

cual genere la referencia a seguir; es decir, lograr el seguimiento de una señal aleatoria

en el tiempo. Al final del presente Capítulo se presenta una generalización del estimador

diseñado para resolver dicho problema.
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3.2. Diseño del Estimador

Las ecuaciones del regulador (2.22) para el sistema (2.35) son

^s(cj) = 7T3(cj)

^S(CJ) = 7r4(cj)

■^Is(cj) = A(ttM) + B3(tt(uj))(c(uj)
- 6(n(u), uj, t))

^s(cj) = AW")) + £4(7t(cj))(c(<j)
- *(*(«), cj, t))

0 = C7r(cj)
- q(u)

(3.1)

donde

tti(uj), tt3(cj) G Sft"1

7T2(CJ), 7T4(CJ) G Sft"

'tti(cj)

7T(CJ) =
7T2(CJ)

7T3(CJ)

7T4(CJ)

Para construir un estimador de la solución de las ecuaciones del regulador (ESER)

se debe encontrar un sistema dinámico que no incluya el término c(cj) (llámese sistema

dinámico no forzado) y que describa el comportamiento de las soluciones 7r(cj) reales.

Para lograr que el sistema converja a dichas soluciones se debe diseñar un observador

de estados y utilizar como salidas medidas, tantas soluciones como sea posible encontrar

explícitamente mediante las ecuaciones algebraicas de salida y algunas de las ecuaciones

diferencias parciales de (3.1).

3.2.1. Consideraciones y Primeros Cálculos

Considere que la matriz de salida del sistema (2.35) C es de la forma

C = H 0 (3.2)
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REGULADOR

donde H G SRmxn es una matriz de renglones fila elementales, tal que cada salida es una

posición angular de algún eslabón individual, esto es:

H =

1 0 0

0 0 1

0 0 0

0

0

Se tiene por lo tanto que las ecuaciones algebraicas para la salida quedan descritas

como

H = q(u). (3-3)

De (3.3), m elementos de los mapeos 7t(cj) se obtienen directamente. Al sustituir dichos

elementos en las primeras dos ecuaciones de (3.1), se pueden calcular otros m elementos

simplemente como su derivada

H
dqjuj)
duj

s(u). (3.4)

Luego de realizados estos cálculos se tienen disponibles 2m elementos de los mapeos

tt(cj), los cuales pueden ser considerados -como ya se dijo- como salidas medidas. La salida

virtual del sistema se puede representar como

yn
= CKn(u) (3.5)

donde

C,=
H 0

0 H

3.2.2. Construcción del Sistema Dinámico

Considere que la siguiente hipótesis se cumple

Hl. rango[B3{z)\ = rango[B4(z)] = m,\/zi,z2 en una vecindad del origen correspon

diente a la región de interés.

Si Hl se cumple, es posible despejar c(cj) de la tercera y cuarta ecuación de (3.1) como

c(cj) = ¿(tt(cj),w,í) + fl3"VM)
dn-3{uj)
duj

»(«)
~

/a(*(w)) (3.6)
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c(cj) = 6(n(uj),uj,t) + B+(w(uj))
(97T4(cj)
du¡

S(UJ) - fi(T.(uj)) (3.7)

donde ^(^(cj)) = [Bj (7r(cj)).B4(7r(cj))]_:lBj\i.{uj)) es la pseudoinversa de B4(tt(uj)).
Al sustituir (3.7) y (3.6) en la tercera y cuarta ecuación de (3.1) respectivamente,

resulta

d7r3(cj)
dui

dn4(uj)

«(«) = A(tt(cj)) + fí3(7r(cj))B+(7r(cj))
97T4(cj)

du
s(uj) = A(tt(cj)) + B4(n(u))B3\n(uj))

du)

dir3(uj)
du

s(w) -

AM")) (3.8)

(3.9)

Debido a que cj depende a su vez del tiempo es posible considerar

n(uj) = n(t), ^Ms(uj) =Mt), « = 1....,4.

El sistema dinámico que describe los mapeos 7t(cj) puede ser descrito como

7riW = 7r3(í)

*2{t) = n{t)

*3(t)
-

B3(n(t))Bt(n(t))ñ4(t) = f3(ir(t)) -

B3(n(t))Bt(n(t))f4(n(t))

-B4(7r(í))B3-1(7r(í))7r3(0 + ñ(t) = f4(n(t))
-

^MO^MOJ/sMt))-

(3.10)

Se observa claramente que el sistema (3.10) no puede ser representado en forma normal

con respecto a ir(t) debido a que la matriz

Im -B3(-)B+(-)

-B4(-)B^(-) In_m

es singular.

Observación 3.1. Esta clase de sistemas (3.10) generalmente son conocidos como sis

temas singulares y han sido estudiados en [1]. Considere la representación de un sistema

lineal singular como

Ex = Ax + Dn{t)

y
= Cx + Fp,(t)

(3.11)
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REGULADOR

donde x G Sft", p,(t) es una entrada desconocida, A, B, C y D son matrices constantes de

dimensiones apropiadas y E G SR"X" es una matriz singular de rango ps-

En [1] se propone encontrar matrices T y S tal que se cumpla

TES =

O O

Luego se define el vector de variables de estado z :=

z2 G 3tn~i°B En esas nuevas coordenadas, el sistema es descrito como

£TESz(t) = TASz(t) + TD(i(t)

y
= CSz(t) + F(i(t).

Dicho sistema se describe de la forma:

¿i = T1AS1Z1 + TiAS2z2 + TxDp(t)
O = T2ASiZi + T2AS2z2 + T2Dp(t)

y
= CSiZi + CS2z2 + Fp,(t).

= S'^x, donde zi G SRPE y

(3.12)

(3.13)

En seguida se analiza la observabilidad del sistema de orden reducido, tomando el vector

z2 como parte de las entradas desconocidas:

v(t) =
z2(t)

fl(t)

y el sistema resultante es

¿i = Azi + Dv(t)

y
= Czi + Fv(t)

donde las matrices Á, D, C y F se definen como sigue

(3.14)

C =

A = TiASi

T2ASi

CSi

, />-[
F =

TiAS2 TiD

n2AS2 T2D

CS2 F
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3.2. DISEÑO DEL ESTIMADOR

Para el sistema que se tiene en este caso (3. 10) se define

E(n(t)) =

y se representa en la forma

Im 0

0 /„_*-,

0 0

0

0

0

0

.

0 0 -fí4(-)fí3-1(.)

-Bs(-)Bt(-)
In-,

E(n(t))ñ(t) = U(n(t)).

A continuanción se encuentran las matrices T(n(t)) y S(n(t)) como

(3.15)

T(n(t)) =

Im 0 0

0 In-m 0

0 0 Im

0

0

0
S(n(t)) =

0

0

0

0

.0 0 -Im -B3(-)B_t(-)

Luego de realizar la transformación del sistema, se obtiene

T(z(t))E(z(t))S(z(t))z = T(z(t))fv(z(t))

Entonces, el sistema (3.10) se transforma en

z3 + B3(z)Bt(z)z4

z4

f3(z) -

B3(z)B+(z)f4(z)
0

Im 0

0 In-m

0 0 Im B3(-)B+(-)

.0 0 0 /n_m

(3.16)

'¿1

¿2

z3

.0.

(3.17)

Se observa que la cuarta ecuación de (3.17) (correspondiente a la segunda ecuación de

(3.13)), no permite realizar una conversión apropiada a las nuevas variables y eliminar la
necesidad de conocer la dinámica de z4(t).

Debido a lo mencionado anteriormente, el método para trabajar con sistemas singulares
presentado en [1] no es aplicable en el presente trabajo. En adelante se trabajará con la

representación implícita del sistema (3.10), la cual es
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REGULADOR

*i(t) = ir3(t)

tt2(í) = 7T4(Í)

ñ(t) = /s(*(0) + B3(rr(t))Bt(rr(t)) [*4(t)
-

/4(,r(í))]
^ ' '

*4(0 = A(ir(0) + fl4(*r(í))fi8_1(*(0) fo(0 -

AMO)] •

o en forma general

*(0 = /-(*(«)) + Bn(w(t))ir(t). (3.19)

3.2.3. Diseño del Observador

Para finalizar el diseño del estimador es necesario diseñar un observador de estados que

logre que dicho estimador (3.19) converja a la solución real. En este trabajo se propone

el diseño de un observador no lineal de estados mediante las salidas medidas, producto de

los primeros cálculos realizados.

Para el diseño del observador, se linealiza el sistema en el punto de equilibrio de interés

7T0 y se representa el sistema (3.19) junto con su salida (3.5) de la siguiente manera

ñ(t) = AMQ +M<t)) + Bw(n(t))*(t).

y„(t) = CMt)
K ' '

con

0AOr(O)
K~

dw(t)V '

ít(0)=*to

Si el par (Av, Cv) es detectable es posible calcular una matriz Lv tal que la matriz

[A*
—

L-xCn] tenga valores propios con parte real negativa. Considerando la dificultad para

analizar la estabilidad del sistema (3.19) debido a la dependencia implícita de 7r(í) en el

lado derecho de la ecuación, se propone aproximar dichas derivadas por medio de n filtros

de primer orden con función de transferencia

G(s) = —?—
(3.21)w

rs + 1
K '

con t una constante suficientemente pequeña.

El observador se diseña de la siguiente forma:

Ht) = /*(#(*)) + £*(*(*))»/ + v* (3-22)
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3.2. DISEÑO DEL ESTIMADOR

donde

v-i, = Lv(yn
-

Cnft) (3.23)

7r(¿) G Sft2" = 7Ti(í) ñ2{t) ñ3(t) ñ4(t)\ representa es la estimación de n(t) y yf es

producto de representar los n filtros en espacio de estados de la forma

7Te(í) = -±7Te(í) -

£#34(t)
y/i

= ^(0 + ¿*S*(*)
0„xl

Vf
Vh

(3.24)

con 7re(í) G SR" y «■34(í) = [frs(t) 7r4(í)J
Ya se ha mencionado la dificultad de analizar la estabilidad del sistema original (3.19),

por lo que en este trabajo se propone analizar la estabilidad del estimador (3.22) directa

mente. Para ello se expande dicho sistema con los filtros y se representado como

Ht) = U(Ht)) + Bn(ñ(t))yf + vn

*e(t) = -$*%t)-£ít34(t).

Utilizando (3.20) se analiza la estabilidad de (3.25) mediante su linealización:

(3.25)

'Ht)' '(A, - L„Cn + B*) Be

'

Ht)}
[*e(t)\ -£[0n /»] ~\ln Te(0.

+
'Br(ír(t),n%t)j

0
+

L„C„t¡

0

(t)
(3.26)

donde

B* =
dBU-.(t)^(t))

drt(t)
t>o,0)

dBt(ír(t),n°(t))

dne{t)
(*T0,0)

y Br(ñ(t),TTe(t)) contiene términos de orden alto. El término LC^7r(í) puede ser conside
rado como una perturbación no desvaneciente acotada en la región admisible, entonces se

puede concluir que, eligiendo la matriz Ln y la constante r tal que la matriz

'(A* - LnC* + B*) Be

1

~7Z 0„ /„ -&.
(3.27)

26



CAPÍTULO 3. ESTIMADOR DE LA SOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DEL

REGULADOR

sea Hurwitz, la solución del estimador (3.22) es localmente últimamente acotada y dicha

cota puede ser arbitrariamente pequeña con la elección adecuada de las ya mencionadas

L-r y r, dando una aproximación cercana a la solución real de las ecuaciones del regulador.

3.3. Problema de Regulación en Ausencia de Exosis

tema

En términos generales cualquier señal puede ser generada por un exosistema, ya que al

aplicar la Trasformada de Fourier puede ser representada en funciones de senos y cosenos.

Sin embargo, dicho exosistema puede ser infinito por lo que se considerará una señal

aleatoria en el tiempo como no generada por dicho exosistema y se representará como

Vref
= q(t). (3.28)

También se considera el estado estable para los estados del sistema (2.35) como

z„
= jt(í). (3.29)

Al definir los errores de seguimiento para los estados de (2.35) como

e = z- 7r(í) (3.30)

y el error de seguimiento en la salida como

e = y-q(t), (3.31)

las dinámicas que describen el sistema de errores se representa como

éi = £3 + n3(t)
—

7Ti(í)

é2 = e4 + 7T4(f)
-

7T2(f)

¿3 = A(e + tt(í)) + B3(e + 7r(¿))(« -

í(e + ir(t), 0)
~

*ait) (3.32)

¿4 = A(e + ir(t)) + B4(e + ir(í))(u
-

6{e + n(t), t))
-

*4(í)

e = C[e + Tr(t)]-q(t).

Se define el estado estable para el control como usa
= c(t) y al evaluar los errores de

seguimiento (3.30)-(3.31) en cero, las ecuaciones diferenciales que se deben cumplir para
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3.3. PROBLEMA DE REGULACIÓN EN AUSENCIA DE EXOSISTEMA

lograx el seguimiento son:

ñ2(t)=ir4(t)

*3(t) = A(tt(í)) + Ba(ir(í))(c(t)
-

í(tt(í), í))

**í(*) = AMO) + B4(rr(t))(c(t)
-

í(tt(í), t))

0 = Ctt(í)
-

9(í).

En seguida se consideran las ecuaciones para la salida y su derivada como

(3.33)

H
m(t)

7T2(Í)
= q(t) (3.34)

H
n(t)

7T4(Í)
= <K0- (3.35)

Nuevamente el sistema dinámico que describe a los mapeos ir(t) es

*(t) = A(ir(í)) + flr(ir(í))*.

y el estimador es igual a (3.22):

Ht) = M*(t)) + Bn(Ít(t))yf + v*.

Por lo tanto, se puede llegar a la conclusión que el estimador diseñado en este Capítulo
da solución al problema de regulación tanto en los casos donde la referencia es generada por
un exosistema como en los casos en los que se desea seguir una señal aleatoria del tiempo.
Únicamente es necesario tener disponible dicha señal de referencia para su medición y

obtener su derivada.
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CAPITULO 4

REGULACIÓN POR MODOS

DESLIZANTES

4.1. Caso de Información Completa

En esta Sección se supone que las siguientes consideraciones se cumplen para el sistema

(2.35):

■ La solución de las ecuaciones del regulador ya ha sido calculada o aproximada.

■ Tanto el estado del exosistema como el de la planta están disponibles para su medi

ción.

■ La linealización de la planta es estabiUzable.

■ Debido a que el estimador propuesto en el capítulo anterior (3.22) no depende del

estado de la planta z, para simplificar el análisis de la estabilidad en lazo cerrado, se

supone que luego de un pequeño tiempo de asentamiento, se tiene 7r(í) = 7t(cj(£)).

4.1.1. Planteamiento del Problema

Generalmente para aplicar regulación por modos deslizantes a sistemas de fase no

mínima es necesario realizar una transformación del sistema de errores a su forma regular
o en dado caso a su forma controlable por bloques como en [12]. Luego de realizada
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4.1. CASO DE INFORMACIÓN COMPLETA

alguna de estas transformaciones, se procede a diseñar una superficie deslizante en donde

la dinámica de las ecuaciones de modos deslizantes sea localmente asintóticamente estable.

En este trabajo se plantea una nueva metodología de diseño, en donde el primer paso
es proponer una superficie deslizante con un término lineal de los errores más un término

integral de una nueva variable. Posteriormente se investigan las condiciones de estabilidad

de las ecuaciones de modos deslizantes y se propone dicho término integral. Considere

nuevamente que Hl se cumple.

Considere el sistema (2.35), el error de seguimiento se define como

£ = = Z
-

7r(cj) (4.1)

y se representa por el sistema dinámico

¿i=e3 + 7r3(cj)-*^s(cj)
é2 = e4 + n4(uj)-^s(uj)
¿3 = h(e + tt(cj)) + B3{e + ir(w))(*u -

6(e + tt(cj), u, t))
- ^-s(uj)

é4 = A(e + tt(cj)) + B4(e + tt(cj))(U -

6(e + tt(cj), cj, t)) - ^-s(uj)
e = C[e + tt(cj)] -

q(uj) = Ce.

(4.2)

Una vez conocidas las referencias t.(uj) el problema de regulación se ve reducido a la

estabilización de este sistema.

4.1.2. Superficie Deslizante

Considere la superficie deslizante dada por

ct = s -

sd (4.3)

donde

s = Ci£i + C2e2 + e3 + C4e4
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CAPÍTULO 4. REGULACIÓN POR MODOS DESLIZANTES

con

cr, s, sd G SRm

Ci G !Rmxm

C2,C4GSRm><("-m)

Al derivar (4.3) se tiene

ct = A(e + t(cj), cj, up) + Ga(e + tt(cj))(u
- 6(e + tt(cj), uj, t)). (4.4)

donde /,(*) es una función continua y diferenciable y rank[G<_r(-)] = m

La ley de control se diseña por medio del algoritmo de "supertwisting" y está dado por

u = ueq + G-1(e + ir(uj))iy (4.5)

donde v = [vu . . . ,vm]T y

vj
= ~kj \fi°i~\si9r-{a_) + Pj

,4
-

Pj
= -km+jsign{cr_,), j = 1, ..., m.

El término ue, se calcula de (4.4) cuando ct = 0 y en ausencia de perturbaciones como

u^
= -G;\e + 7r(w))/„(e + 7t(cj),cj, up) (4.7)

y permite que las constantes A; sean más pequeñas y den algo de suavidad al control.

El término real para ueg es

ueqT
= 5{e + ir(w), cj, í)

- G^{e + tt(cj))A(e + tt(cj), cj, up). (4.8)

Suponiendo que la perturbación 6{-) y su derivada son acotadas, existen constantes kj
tal que la ley de control (4.5)-(4.6) logra

CT = 0

en tiempo finito o

£3 = sd
- CiEi - C2e2 - C4e4. (4.9)
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4.1.3. Estabilización de la Ecuación de Modos Deslizantes

Considere un nuevo vector de estados de la forma

sT =

y considere s<¿ = up como una pseudo entrada al nuevo sistema. Las dinámicas que descri

ben dicho sistema son

¿i = Sd
— Ci£i — C2e2 — C4e4

é2 = e4

Sd = Up

¿4 = A(er, f(w), cj) + B4(eT, i-{u))u__.

El sistema (4.10) se puede representar en forma general como

(4.10)

¿t = Ít (er, tt(w), cj) + GT(eT, n(uj))up. (4.11)

Para estabilizar el sistema de errores transformados (4.11) se pueden aplicar varias

estrategias de control; la más sencilla es un control lineal que logre estabilidad local. Para

aplicar dicho control es necesario linealizar el sistema (4.11) en

£T= [o 0 0 o]'

y representarlo como

éT = AT£t + BTup + \f(eT, ""(^), w, up) (4.12)

donde

AT =
_
dfT(£T.i-(u),w)

der
BT = GT(0,irQ)

[0,-to,0]

n0 es el punto de equilibrio de interés y V(eT_ n(u), uj, up) contiene términos de orden alto.
Las matrices constantes Cí, C2 y C4 se proponen tal que el par {AT, BT) sea estabilizable.
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Luego la pseudo entrada se propone como

up
= -KeT

y la matriz K se calcula tal que la matriz [At —

BtK] sea Hurwitz. Al sustituir dicha

pseudo entrada en (4.12) se tiene

éT = (AT
-

BtK)et + *(£t, tt(w), cj) (4.13)

donde el término y>{eT,ir(u),uj) desvanece a cero cuando er — 0 de acuerdo a la teoría

de regulación. Por lo tanto la solución del sistema (4.13) es localmente asintóticamente

estable.

4.2. Caso de Retroalimentación del Error

4.2.1. Planteamiento del Problema

Como ya se ha visto en la introducción, uno de los principales retos de la teoría de

regulación no lineal es lograr resolver el problema en el caso de contar solamente con la

información de la salida del sistema. Isidori y Byrnes realizan en [6] un planteamiento

teórico basado en que, para un sistema que cumple las condiciones del Teorema 2.2, un

controlador del tipo (2.30) o cualquier otro que logre que la matriz (2.29) sea Hurwitz,

resuelve el problema localmente.

En este trabajo se utiliza un enfoque algo diferente; se toman en cuenta las siguientes

condiciones para el sistema (2.35):

■ Se cuenta a priori con la solución de las ecuaciones del regulador (2.22), ya sea

mediante cálculo exacto, aproximación de cualquier clase o mediante un estimador

como el desarrollado en el capítulo anterior de este trabajo.

■ Se cuenta solamente con la salida del sistema para su medición, mientras que todo

el estado del exosistema está disponible.

■ La linealización de la planta es estabiUzable y detectable.

■ La planta no tiene perturbaciones, esto es: 6(-) = 0.

El sistema exógeno que genera la ley de control en este trabajo es un observador de

estados (en este caso, los errores de seguimiento).
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4.2.2. Diseño del Observador

Considere nuevamente el sistema de errores (4.2) en ausencia de perturbaciones:

éi = e3 + n3(uj)-^s(u>)
¿2 = £4 + 7T4(cj)-*^HS(cj)
¿3 =Me + tt(w)) + B3(e + tt(cj))u - ^s(cj)
¿4 = A(e + ir(w)) + B4(e + tt(cj))u - S^aíw)
e = C[e + tt(cj)] -

c7(cj) = Ce

el cual se describirá en forma general como

é = f{e + 7r(w), cj) + fí(e + tt(cj))u.

Se diseña un observador para este sistema del tipo

e = f(e + 7t(cj), uj) + B(é + it(uj))u + v

donde

(4.14)

(4.15)

(4.16)

v = = L(e -

Ce)

y Le Sft2nxm es una matriz de ganancia de observador. Dicho observador genera el estimado
del estado de la planta.

Los errores de estimación se definen como

e = = e-é

y sus dinámicas quedan descritas por

e = f'{e, é, tt(cj), cj) + B\e, e, ix{uj))u -

v
(4.17)
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donde

/'(e, s, 7r(w), cj) = /(e + tt(cj), cj)
-

f(¿ + tt(cj), cj)

B'(e, e, tt(cj)) = fl(e + tt(cj))
-

B(e + tt(cj)).

4.2.3. Diseño del Control

Debido a que, para sistemas no lineales no aplica el principio de separación como en el

caso de sistemas lineales, es necesario analizar el comportamiento del sistema de errores de

seguimiento junto con el sistemas de errores de estimación de estados. En este trabajo se

utiUza un método similar al de Isidori, en donde se analiza la linealización de ambos errores

mediante una matriz del doble de magnitud de la planta y la condición de estabilidad se

anaUza mediante los valores propios de dicha matriz, es decir, si ésta es Hurwitz o no.

La ley de control para regulación se calcula en términos de los errores estimados (4.16).

Se tiene entonces la superficie deslizante

& = s-sd (4.18)

con

s = Ciéi + C2é2 + é3 + C4é4

Sd = up.

La dinámica de la superficie deslizante queda descrita ahora por

•5" = fa{e + -k{uj),uj,Up) + Ga{é + i:{uj))u

y el término ueq está dado por

ueq
= -G~l(i + tt(cj))A(é + »r(w)> w> up)- (4*20)

Al igual que en la sección anterior, la ley de control queda dada como (4.5)

u = ueq + G-1(¿ + ir(uj))i. (4.21)

con v definida como en (4.6).

Para obtener las ecuaciones de modos deslizantes, se sustituye el término ue, (4.20) en

el sistema de errores (4.14)

é = f(e + tt(£j)) + B(e + n(u))ueq. (4.22)
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4.2. CASO DE RETROALIMENTACIÓN DEL ERROR

Se considera la equivalencia para é como

e = e
—

e

y ahora la igualdad en modos deslizantes es

e3 = i3 + sd- Ci(ei
-

ii)
-

C2{e2
- i2)

-

C4(e4
- i4).

Nuevamente se cambia el sistema a las variables

(4.23)

(4.24)

eT

y, como el sistema (4.22) es afín con respecto a up, el sistema transformado se describe

como

¿t = f*(eT, i, tt(cj), cj) + B'(eT, i, n(u))up. (4.25)

El término up será nuevamente una retroalimentación lineal de los estados estimados,

i.e.

up
= -K

'éi ~ei -

Ei

¿2

Sd

= -K
e2-i2

Sd

A E4
—

i4_

(4.26)

donde K G Sftmx2n = Kx K2 K3 K4

4.2.4. Sistema Observador-Controlador

Las dinámicas del sistema en lazo cerrado (4.17)-(4.25)-(4.26), se describen en término

de las variables de estado Et £ como

éT = /*(er- e, ttM, w)
-

B*{eT, i, n(uj))KeT + B*{eT, i, tt(uj))K0í
£ = feto, e, tt(cj), cj) + BE(eT. i, 7rM)ueí

-

v
(4.27)

donde K0 G Sft
mx2n

Ki K2 0 K4

Para llevar a cabo el análisis de la estabilidad del sistema completo (4.27) éste se
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Unealiza en el origen y se representa como

eT

i

Atc — BtcK Ato + BtcKo

0 A0 - LC

eT

i
+

0i(e*r,tf,7r(w),w)

tp2(eT,i,n(uj),uj)
(4.28)

donde

ATc =
an)

de-i
[0,0,ir0,0]

, Btc = B*(0,0,it0), A0 =
dfe(-)
di

ATo =
an-)

[0,0,7TO,0]
di

[0,0,-t0,0]

Entonces para lograr estabiUdad local se necesita

Elegir las matrices Cí, C2 y C4 tal que el par (Atc, Btc) sea estabilizable y el par

(A0, C) sea detectable.

■ Calcular una matriz K tal que la matriz [Atc —

BtcK] sea Hurwitz.

- Calcular una matriz L tal que la matriz [A0
—

LC] sea Hurwitz, con valores propios

entre 10 y 20 veces mayores a los de [A*rc
—

BTcK\.

Observación 4.1. Solución de Ecuación Diferencial para Retroalimentación

del Error

Como ya se mencionó en la Sección 2.2.2, en el caso de la regulación por retroali

mentación del error, es necesario cumplir con la segunda ecuación diferencial parcial de

(2.26):
da(ui)
duj

■s(u) = 77(ct(cj),0). (4.29)

En este trabaja se ha utilizado un observador de estado para generar la ley de control,

pero el exosistema (2. 14) se supone disponible para medición, por lo que se tiene:

z = (4.30)

él cual es el estado del sistema exógeno (2.23), que en este caso tiene dinámicas

£ = VÍS.e)
f(é + tt(¡j), cj) + B(i + tt(cj))u + L(e

-

Cé)

s(íj)
(4.31)

El término é es la estimación del error de seguimiento, por lo que su estado estable
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resulta ser cero. Claramente el estado estable para u> es él mismo, entonces se tiene

f„ = ct(cj) =

Es claro que la ecuación (4-29) es directamente satisfecha como

(5ct(cj)

(4.32)

duj
-s(cj) =

O

s(cj)
>7(ct(cj),0) (4.33)

mientras el término c(uj), o 0(ct(cj)) es generado por el estado estable de ueq, esto es:

0(ct(cj)) = c{uj) = ueqss
= -G;1(t(w))A(tt(cj), cj, 0). (4.34)

En el siguiente capítulo se muestran aplicaciones de los controladores diseñados en este

capítulo, así como simulaciones que muestran su correcto funcionamiento.
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CAPITULO 5

APLICACIONES

En este Capítulo se aplican tanto el Estimador para la Solución de las Ecuaciones del

Regulador (ESER) como el regulador por modos deslizantes desarrollados previamente

en este trabajo a tres Sistemas Mecánicos Subactuados (UAMS), el sistema Pendubot, el

sistema Pelota-Balancín y el sistema Carro-Péndulo. Luego de analizar su aplicabilidad,

se realizan simulaciones para probar su correcto funcionamiento.

5.1. Sistema Pendubot

Figura 5.1. Diagrama esquemático del sistema Pendubot
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5.1. SISTEMA PENDUBOT

El Pendubot (Figura 5.1) es un ejemplo típico de sistema mecánico subactuado.
Dicha

planta puede ser modelado por las ecuaciones de Euler-Lagrange para UAMS (2.32) con

n = 2, m = 1 y las funciones

Dn(q2) = milcí2 + m2{l\ + lc22 + 2Z1ZC2cos(cj2)) + h + I2,

Di2(q2) = m2(¿c-22 + lilC2cos(q2)) + I2,

D2i(q2) = Di2(q2),

D22 = m2lc_z + I2,

Ci(q2,qi,q2) = -2m2lilc2q"iq2sin{q2) - m2lilc2qlsin{q2) ,

C2(q2, qi) = m2lilc2q_¡sin(q2),

Gi(qi, q2) = miglciCOs{qi) + m2g(liCOs{qi) + lC2cos(qi + q2)),

G2(qi, q2) = m2glC2cos(qi + q2),

Ei(q"i) = Piq"i,

F2(q2) = pvq2.

Las constantes ¿j y l2 representan la longitud del primer y segundo eslabón respecti

vamente, lCl y lC2 son las distancias al centro de masa de cada eslabón, mi y m2 son las

masas de los eslabones, Ii e I2 son los momentos de inercia de cada eslabón, p.i y p2 son

los coeficientes de fricción y g es la constante de gravedad. Los valores numéricos de dichas

constantes son ¿i = 0.203m, lci = 0.155m, l2 = 0.384m, lC2 = 0.164m, mi = 0.829 kg,

m2
= 0.34 &■?, h = 0.0055 kg

- m2, I2 = 0.0041 kg - m2, //■*.
= 0.00545Ns/rad, ¡i2

=

0.00047Ns/rad y g
= 9.81 m/s2

Se definen las variables de estado

Xi Qi

x2 «72

x3 <7i

x4_ .<72.
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CAPÍTULO 5. APLICACIONES

y el modelo en espacio de estados se representa de manera similar a (2.35) como

'ii'
'

x3 0

x2

¿3

x4_

=

x4

AOO

.A(x).

+
0

-bi(x)

. b2(x) .

y
=
x2

(5.1)

(5.2)

donde

, , x

=
D22Íii{x)

-

Di2{x2)f22{x)
h{X)

D22(x2) -

Dn{x2)D22

AOO =
Dn(x2)f22(x)

-

Di2(x2)fn(x)

D22(x2) -

Dn(x2)D22

fn(x) = Ci(:r2l:r3,:r4) + Fi(x3) + Gi(xi,x2)

/22(x) = C2(x2, x3) + F2(x4) + G2(xi, x2)
D22

h(x) =

b2{x) =

D22(x2) -

Du(x2)D22

Dl2JX2)

D22(x2) -Dn(x2)D22

Ahora bien, para mostrar la eficiencia, tanto del control por modos deslizantes como de

la teoría de regulación en cuanto al rechazo de perturbaciones, se introducen perturbaciones

desconocidas ''matched" que pueden contener tanto variaciones en parámetros de la planta

como perturbaciones externas, dichas perturbaciones deben ser rechazadas por los modos

deslizantes, también se introducen perturbaciones conocidas "unmatched" generadas por

un exosistema, las cuales deben ser incluidas en las ecuaciones de regulación para poder

ser rechazadas. El modelo perturbado queda de la forma

(5.3)

Xl

'

x3 0 '0

x2

x3

=

x4

AOO
+

0

(u-6(x,t)) +
0

CJ3

x4_ LaooJ L koo J _CJ4

y
=
x2. (5.4)
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5.1. SISTEMA PENDUBOT

5.1.1. Estimador de la Solución de las Ecuaciones del Regulador

La referencia considerada para la salida del sistema es una se'nal senoidal de frecuencia

a y amplitud cj02. Además, las perturbaciones cj3 y cj4 son en este caso también señales

senoidales y coseniodales respectivamente de frecuencia 0 y amplitud cjo4. Entonces, el

exosistema que genera la referencia a seguir por la salida del sistema y las perturbaciones

es

(5.5)

CJJ 0 a 0 0" ¡Ji 0

CJ2

í¿3

= s(cj) =
-a 0

0 0

0 0

0 ¡3

CJ2

CJ3
CJ(0) =

CJ02

0

CJ4_ 0 0 -/? 0. -W4. _W04

<7(cj) = cji, cj = cji cj2 cj3 cj4 (5.6)

Se eligen en este caso u02 = 1.396, ujm = 0.2, a = 0.2 y /? = 0.6283. Para la perturba
ción "matched" se utliza 6(x, t) = -0.3cos(2.5x2) - 0.3.

Las ecuaciones del regulador para este sistema son

Sggítyw) = 7T3(CJ)

^S(cj) = 7T4(CJ)
9*T3(U))

s(u) = fi(ir(u)) -

fei(7r(cj))(c(cj) -

6(n{uj), t)) + w3

^s{uj) = A(7T(£J)) + 62(7r(íj))(C(cj) -

«J(7T(CJ), t)) + UJ4.

(5.7)

Siguiendo el mismo procedimiento que en la Sección 3, se obtiene la referencia para la

salida y su derivada

7T2(cj) = CJi

7t4(cj) = acj2.

(5.8)

(5.9)

El ESER es diseñado de la misma forma que en (3.22), pero tomando en cuenta las

perturbaciones "unmatched" con lo que resulta

H(t) = hit) + vi

7T2(0= Mt) + V2

H(t) = -D^km [-^(O) + *D22(7r(í))(^4(í) -

cj4)] +u3 + v3

^(0 =

-edm [/m(*(0) + Aa(#(í))(*3(<) -

<*)] +uj4 + v4
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CAPÍTULO 5. APLICACIONES

donde v = [vi v2 v3 v4]T se define como en (3.23) con

0 10 0

0 0 0 1

En el sistema (5.10) se puede observar que la perturbación "matched" no afecta al

ESER debido a que ésta es rechazada directamente por el control, es decir que en la teoría

clásica de regulación, el término 6(ir(uj),t) solamente está presente en c(cj).
El Jacobiano de (5.10) en el punto de equilibrio n0

= [f 0 0 0]r es

A,=

0 0 10

0 0 0 1

22.2687 22.2687 0 -0.0191

41.3 41.3 0 -0.0355

Al elegir la constante del tiempo para el filtro (3.21) como r = 0.05 y la matriz L„

(3.23) como
"

406 116.81

12.2 1

767.2 94

908.8 27.8

la matriz

(Av
- LnCn + B*) Be

i

0„ /„ Vn

tiene valores propios en -19.9487 + 57.8209Í, -19.9487 -

57.8209Í, -0.4799 + 4.6114¿,

-0.4799 - 4.61 14¿, -22.3792 y -12.2.

En la Figura 5.2 se muestra la simulación de una comparación del desempeño del ESER

en presencia y en ausencia de perturbación para los mapeos desconocidos 7Ti(cj) y -t3(cj).
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5.1. SISTEMA PENDUBOT

—Con Perturbación

---Sin Perturbación

0 10 20 30 40

Tiempo (s)

(a) -ti(u-)

50

20 30 40

Tiempo (s)

(b) *T3 (u)

Figura 5.2. Estimación de ■*■*,(«) y *t3(cj) para el sistema Pendubot.
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CAPÍTULO 5. APLICACIONES

Para conseguir el objetivo de la regulación, i.e. £r(0 = 0, la ecuación

A(0,tt(cj),cj) = 0 (5.11)

dentro de la ecuación de modos deslizantes (4.10) debe ser satisfecha. Para probar el

correcto funcionamiento del ESER propuesto, la función A(0, 7t(cj(í)),cj(í)) en (5.11) es

simulada usando tanto los mapeos obtenidos con dicho ESER (5.10) en ausencia de per

turbaciones como con mapeos obtenidos mediante una aproximación polinomial como en

[12]. La Figura 5.3 muestra que el ESER aproxima la función f4(0,ir(uj),uj) (5.11) de una

mejor manera a cero que la aproximación polinomial.

0.01

0.005

o.

E
<

-0.005

-0.01

—Estimador

---Aproximación Polinomial

~7
——

^^^r^T

10 20 30 40 50

Tiempo (s)

Figura 5.3. Desempeño del ESER comparado con una aproximación polinomial.

5.1.2. Regulador por Modos Deslizantes y Retroalimentación de

Estados

El error de seguimiento para el Pendubot se define como e
—

x
—

7t(cj) y, tomando

en cuenta que ya se han solucionado las ecuaciones del regulador, queda descrito por el
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5.1. SISTEMA PENDUBOT

sistema dinámico

¿i = e3

e2 = £4

E3 = fi(E, 7T(CJ)) -

bi(E, 7T(CJ))(U
-

6(e, 7r(cj), t)) + UJ3
- ^-s{uj)

^ ^

E4 = f4(E, 7T(W)) + b2(E, 7T(CJ))(U -

6(£, 7r(cj), t)) + CJ4
- ^s(cj)

La superficie deslizante se define como en (4.3)

cr = s-sd (5.13)

donde

s = CiEi + c2E2 + e3 + C4E4

Sd = Up

La dinámica para ct se obtiene de la misma manera que en (4.4)

ó" = A(e, tt(cj), cj, up) + Ga{£, tt(cj))(u -

6{e, tt(cj), í)). (5.14)

El término AO) contiene para este caso las perturbaciones cj3 y cj4. Se obtiene el

término ueq como en (4.7)

ueq
= -G;1(e,7r(cj))/(T(e,7r(cj),cj,Up) (5.15)

mientras que ueqr denota el término real, el cuál es

ueqr
= 6(e, 7t(cj), t) - G;1^, 7r((j))A(e, tt(cj), cj, up). (5.16)

Dicho término contiene a la pertubación "matched" y, aunque no se considere para
el diseño del control, la ley de control aplicada lo generará para lograr ct = 0. La ley de

control se diseña de manera similar a (4.5) como

u = ueí + G;1(e,7r(cj))u) (5.17)

donde

w = -ki y/\a\sign(a) + q

q
=

-k2sign(<j) (5-18)
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CAPÍTULO 5. APLICACIONES

Al sustituir (5.16) en (5.12) y cambiar la variable e3 mediante la igualdad

e3 = Sd
—

ci£i
—

c2e2
—

c4e4 (5.19)

se obtienen las ecuaciones de modos deslizantes con las variables e*r
= [ei e2 s<¡ e4]T

como en (4.11)

£t = fr (st, tt(w), cj) + Gt(£t, t-{u))up (5.20)

donde la función AO) incluye también las perturbaciones cj3 y cj4 pero no la perturbación

"matched" 6{-). Cabe mencionar que para el caso del Pendubot, dicha perturbación 6(-)

incluye variaciones en cuatro de los parámetros de la planta (mi, 1C1, Ii y p_), por lo

que es permisible cierta incertidumbre en éstos mientras las constantes del control sean

suficientemente grandes.

Para la simulación se eligen las constantes Ci = 3, c2 = 2 y c4 = 0.9, las ganancias del

control ki = 30 y k2 = 15. La linealización del sistema (5.20) resulta

AT =

y al elegir valores propios en -2 + 2i, -2 - 2i, -2 + 0.5¿ y -2
-

0.5i, la matriz K resulta

K = [3.6270 8.1395 5.0634 0.6962

Además de la perturbación 6(-) se introducen variaciones, modificando los cuatro

parámetros mencionados luego de cierto tiempo como se muestra en la Tabla 5.1.

Cuadro 5.1. Variaciones paramétricas introducidas en el sistema Pendubot

-3 -2 1 -0.9 0

0

0

0

0

0

0

1

0
, Bt =

0

1

6.7747 -45.0894 -8.3146 1.9931 12.7715

Parámetro Valor Original Valor Modificado

mi 0.829 0.959

h 0.203 0.223

lo. 0.155 0.195

Pl 0.00545 0.145

La Figura 5.4 muestra la comparación entre la salida del sistema (y o x2) y su referencia
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5.1. SISTEMA PENDUBOT

(q(u) o 7r2(cj)). Se observa que el control logra el seguimiento asintótico.

100r

§ 50

■o

3
■o
3

0

Q.

| -50

-100

~

X2

---7C2(G>)

'/ \ /
7 \ /

. . .

\
0 10 20 30 40 50

Tiempo (s)

Figura 5.4. Comparación de la salida (x2) con su referencia (7t2(cj)).

En la Figura 5.5 se observa la comparación de los cuatro estados del sistema con su

respectiva referencia. En las Figuras 5.5(c) y 5.5(d) se observa de manera clara como luego

de que ocurre la variación paramétrica, el control logra llevar nuevamente los estados a su

referencia.

La Figura 5.6 muestra la ley de control aplicada al sistema y finalmente la Figura 5.7

muestra los errores de seguimiento (e) de los cuatro estados y como dichos errores vuelven

a cero luego de la variación paramétrica.
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10 20 30 40

Ttornpo (»)

(a) Xl VS *Ti(w)

10 20 30 40 50

Tiempo (s)

(b) X2 VS ■Kii.Uj)

—

X4

f

K
—

«„<■)

A\
i

°

1

^w' V,

-so

(c) x3 vs n3(u)

10 20 30 40

Tiempo («)

(d) x4 vs 174(0;)

Figura 5.5. Comparación de estados con su respectiva referencia.

10 20 30

Tiempo (s)
40 50

Figura 5.6. Ley de control (u).
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_ 0.5

1

1 o

I

-0.5

(a) ei.

V"~

'0 10 20 30 40 50

Tiempo (s)

10 20 30 40 50

Tiempo (t)

— 0.5

1

I »

a

I
ir

i
°"s

t-0.5

(b) e2.

-JU

(c) e3. (d) £4*

Figura 5.7. Errores de seguimiento (e).

10 20 30 40 50

Tiempo (s)

'0 10 20 30 40 50

Tiempo (s)

5.1.3. Caso de Ausencia de Exosistema

Como ya se vio, el estimador diseñado en el Capítulo 3 es capaz de seguir señales

que no son generadas por un exosistema. La referencia a seguir en este caso es una señal

aleatoria en el tiempo filtrada a través de un filtro pasabajas.

La Figura 5.8 muestra la comparación entre la salida del sistema (y o x2) y su referencia

(q(uj) o 7T2(cj)). Se observa que el control logra el seguimiento asintótico.

En la Figura 5.9 se observa la comparación de los cuatro estados del sistema con su

respectiva referencia.

La Figura 5.10 muestra la ley de control aplicada al sistema y finalmente la Figura

5.11 muestra los errores de seguimiento (e) de los cuatro estados y como dichos errores

vuelven a cero luego de la variación paramétrica.
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100

(A 50
o
TJ
IQ
i-

O)

TJ 0
3
*j

a

E
< -50

-100

—

X2

---7C2((D)

^^^_^/
.;.. .^ —<

10 20 30

Tiempo (s)

40 50

Figura 5.8. Comparación de la salida (x2) con su referencia (7t2(cj)). Ausencia de Exosis
tema.
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-40,

(a) Xl VS 71*1 (c<;)

u

-*,(<»)

10 20 30

Tiempo (>)
40 50

(c) x3 vs ir3(u)

I
"

E

| -50

50

"55
o
■o

c

■o
m

•a

3
s

-50

—

«2

10 20 30 40

Tiempo (•)

(b) x2 vs ir2(c<;)

7"~—

—

X4
—

«„<«)

p

10 20 30 40

Tiempo (e)

(d) x4 vs ^(cj)

Figura 5.9. Comparación de estados con su respectiva referencia. Ausencia de Exosistema.

51



5.1. SISTEMA PENDUBOT

20 30

Tiempo (s)
50

Figura 5.10. Ley de control (u). Ausencia de Exosistema.
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(a) ei.

•5* 0.5
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«-0.5
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1
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■505,

I 0^

-0.5
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0.5

t3

i

■-0.5
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Tiempo ($)

(b) e2.
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(c) £3* (d) 64.

Figura 5.11. Errores de seguimiento (e). Ausencia de Exosistema.
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5.1.4. Problema del Modelo del Motor

La entrada de control para el Pendubot es generalmente considerada como el torque,

sin embargo, dicho torque es generado a su vez por un motor, el cual tiene su propia

dinámica, se tienen tres maneras de analizar el sistema mecánico junto con el motor, el

cual es un sistema electromecánico. La primer manera es introducir la ecuación de error

para la corriente y resolver las ecuaciones del regulador considerándola. Sin embargo, si

se realizara de esta forma, se perdería la propiedad de los modos deslizantes en cuanto

a la robustez ante perturbaciones "matched" en el UAMS y dicha propiedad solo sería

útil ante incertidumbres en el modelo del motor; a menos, claro, que la perturbaciñ fuera

conocida, por ello no se analizará este enfoque. La segunda manera de llevar a cabo la

regulación tomando en cuenta el problema del motor es como pseudo control mediante la

dinámica modelada y la tercera es mediante análisis como dinámica no modelada. Vale la

pena mencionar que para estas dos últimas, no es necesario tener un conocimiento exacto

de los parámetros del motor; es suficiente con conocer los rangos en los que pueden oscilar

sus valores numéricos.

Dinámica Modelada: Medición de Corriente

Para la dinámica modelada se introduce la corriente del motor como una nueva variable

de estado, obteniendo

Xi <7i

x2 «72

x3
=

•7i

x4 ■72

_x5_ i

La ecuación dinámica de dicha corriente es

di
L— = -Ri -kLü + u (5.21)

mientras que el torque del motor es

r = KTi (5.22)

donde L = 0.05H es la inductancia del motor, R = 0.3Í2 es su resistencia, kL = 2Vs es

la constante de fuerza contraelectromotriz, fi es la velocidad angular del motor, u es el

voltaje de entrada y KT = ÍONm/A es la constante de proporcionalidad entre la corriente

y el torque.
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Se considera la ecuación de errores (5.12) en lugar de (5.3) y se expande con la ecuación

(5.21), con lo que resulta un sistema dinámico de orden cinco. Ya que el motor controla

directamente al primer eslabón, su velocidad angular es Cl — x3, entonces el sistema

dinámico con el motor modelado resulta

¿1 = £3

¿2 — £i

¿3 = fi(£, *l») -

bi(£, tt(uj))(Ktx5
-

6(E, 7T(<J), t)) + -03
- ^s(uj) (5.23)

¿4 = h(e, tt(cj)) + b2(e, n(uj))(KTx5
- 6(e, n(u>), t)) + u>4- ^s(cj)

x5 = -fx5
-

%(e3 + tt3(cj)) + \u

Como se observa en (5.23), la dinámica de la corriente se utiliza directamente en lugar

de plantear un estado estable para ella e introducir una ecuación de error. Esto se hace para

utilizar la corriente como un pseudo control para el sistema, como ya se había mencionado.

Considere la superficie deslizante (5.13), su dinámica en este caso queda descrita como

o = f<_r(E,Tx-(uj),UJ,Up) + Ga(E,T.{u}))(KTX5
-

5(e, tt(cj), í)), (5.24)

para lograr que dicha superficie llegue a cero tiempo finito, se utiliza x5 como pseudo

control y se plantea una función deseada para esta variable. Como es necesario que la

función deseada sea diferenciable, se utilizan modos pseudo deslizantes mediante la función

tanh(-) y se propone dicha función deseada como

Xhd
= -G~x{e, n(u)))k3tanh(k4a) (5.25)

donde KTk3 da la ganancia de control y k4 J» 1 da la pendiente de los modos pseudo

deslizantes.

Se debe lograr convergencia en tiempo finito de x5 a x5d, para ello se plantea una nueva

superficie deslizante como

o-i = x5- x5d (5.26)

cuya dinámica resulta de la forma

R k^i x i nx
1

Oí
=

-jxh
- —

(e3 + tt3(cj)) + -u -

x5d (5.27)
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y se utiliza nuevamente "supertwisiting" entonces la ley de control queda de la forma

u = -ki y/\o_]aign{fT_) + q

u
■

i \ (5l28)
q
= —

k2sign{t7i).

Se Uevan a cabo las respectivas simulaciones introduciendo el modelo del motor y las

mismas perturbaciones utilizadas anteriormente para 6(-) y variaciones paramétricas. Las

constantes del control son elegidas como: ki = 15, k2 = 8, k3 = 15, k4 = 100.

La Figura 5.12 muestra el desempeño del control en el seguimiento de la salida (x2) a

su referencia (7T2(cj)).

100

? 50

TJ

2
o>

tT o
3

+±

Q.

| -50

"HD 10 20 30 40 50

Tiempo (s)

Figura 5.12. Comparación de la salida (x2) con su referencia (7r2(cj)). Motor modelado con

medición de corriente.

En la Figura 5.13 se observa la comparación de los cuatro estados del Pendubot con

su respectiva referencia, mientras que en la Figura 5.14 se muestra el resultado de la

simulación para la corriente en el motor, a la cuál no ha sido necesario calcular su respectiva

referencia, sin embargo se observa que ésta tiende a un estado estable.

La Figura 5.15 muestra la ley de control, esta vez representada por el voltaje aplicado al

motor. Se observa que el ajuste de dicha ley de control una vez que ocurren las variaciones

paramétricas es mucho más rápido debido a que el motor cuenta con dinámicas mucho

más rápidas que los sistemas mecánicos.

Finalmente la Figura 5.16 muestra los cuatro errores de seguimiento de los estados con

sus referencias.

—

X2

---7t2((0)

fl \ 1
f \ /

\
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(b) 3*2 vs it2(lj)
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Figura 5.13. Comparación de estados con su respectiva referencia. Motor modelado con

medición de corriente.
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Figura 5.14. Corriente en el motor (x5). Motor modelado con medición de corriente.
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Figura 5.15. Ley de control (u). Motor modelado con medición de corriente.
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Figura 5.16. Errores de seguimiento (e). Motor modelado con medición de corriente.
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Dinámica No Modelada: Sin Medición de Corriente

Debido a que, posiblemente no se cuente con la corriente en el motor para
su medición,

el método de dinámica no modelada se basa en la teoría de perturbaciones singulares [7].

Considere nuevamente la ecuación dinámica de la corriente en el motor (5.21). Se sabe

por la física de los sistemas que la dinámica de la corriente es mucho más rápida que la

dinámica de los sistemas mecánicos, esto se ve desde los posibles valores numéricos de la

constante L, la cual es pequeña. Entonces dicha constante L puede jugar el rol de e y al

ser aproximada a cero, la ecuación dinámica (5.21) puede ser también aproximada a una

ecuación algebraica como

Os-ffi- kLCl + u (5.29)

De la ecuación (5.29) se puede obtener una solución para i de la forma

z = -^fi+^u (5.30)

y al sustituir (5.30) en (5.24) con las variables correspondientes se obtiene

a = fa{E, 7t(cj), cj, up) + G„{e, tt(cj)) ("^(^ + ^M) + ^u - 6{e, tt(cj), í)) (5.31)

y, como las nueva funciones introducidas en (5.31) cumplen con la condición "matched"

el sistema de errores en las ecuaciones de modos deslizantes (5.20) es el mismo, por lo que

lo único que se debe ajustar es la ley de control que logre a — 0 en tiempo finito.

Como se planteo anteriormente, no se tiene conocimiento de los parámetros del motor,

por lo que no se utilizará el control equivalente para la ley de control. Se tiene Ga(-) <

0 Ve, 7t(cj) G D C E x II, entonces dicha ley de control se propone como

u = ki y/\¿\sign((r) -q
q = —k2sign{a)

De nuevo la Figura 5.17 muestra la comparación entre la salida del sistema y su refe

rencia.

La Figura 5.18 muestra la comparación entre los cuatro estados del sistema y su refe

rencia.

En la Figura 5.19 se muestra la corriente en el motor (x5) mientras que la Figura 5.20
muestra la ley de control aplicada.
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Figura 5.17. Comparación de la salida (x2) con su referencia (7t2(cj)). Motor no modelado

sin medición de corriente.

—*2

I
»

e
a

■5" o

2
a

1 -»

—

«jí»)

J\
(a) xi vs #ti(ü;)

10 20 30 40

Tiempo (>)

(b) X2 VS *T2(cj)

(c) X3 VS *t3(w)

10 20 30 40

(d) X4 vs ir4(u.)

Figura 5.18. Comparación de estados con su respectiva referencia. Motor no modelado sin

medición de corriente.
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Figura 5.19. Corriente en el motor (xs). Motor no modelado sin medición de corriente.
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Figura 5.20. Ley de control (u). Motor no modelado sin medición de corriente.
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Finalmente la Figura 5.21 muestra los errores de seguimiento de cada estado individual.
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Figura 5.21. Errores de seguimiento (e). Motor no modelado sin medición de corriente.

Como se observó en las simulaciones, ambos métodos de afrontar el problema del motor

funcionan correctamente.

5.1.5. Regulador por Modos Deslizantes y Retroalimentación

del Error

Como ya se ha mencionado, el problema de la regulación por retroalimentación del

error se lleva a cabo desde un enfoque en donde el exosistema esta disponible para su

medición y no se consideran perturbaciones en la planta.

En esta Sección no se llevará a cabo todo el desarrollo del diseño del control, simple

mente se muestran los resultados numéricos y en simulación.

Nuevamente se eligen las constantes de la variedad deslizante como Ci = 3, c2 = 2 y

c4 = 0.9. Las ganancias del control se eligen como ki = 5 y k2 = 2.
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Para la linealización de 4.27 se tienen

-2

ATc =

-3 -2 1 -0.9

0 0 0 1

0 0 0 0

-42.5114 -50.8261 -8.3146 -1.9931

A0 =

Btc =

0

0

1

2.7715

0 -20 1 0

0 0 0 1

49.9592 -15.3454 0.1832 01941

-51.3557 69.7603 -0.3397 -0.3956

y al elegir las matrices

K= [3.627 8.1395 5.0634 0.6962 L =

3395
'

134

-32847

6811

la matriz

\tc ~ BtcK Ato + BtcK0

0 A0-LC

tiene valores propios en -1.8042+2.3360Í, -1.8042-2.3360*, -1.4502, -2.9413, -70.9085,

-25.6568 + 30.9421*, -25.6568
- 30.9421* y -11.9903.

De nuevo se muestra en la Figura 5.22 la comparación entra la salida y su referencia,

esta vez obteniendo un seguimiento de 45°.

En la Figura 5.23 se muestran los cuatro estados comparados con su respectiva refe

rencia. La Figura 5.24 muestra la ley de control aplicada al sistema.
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Figura 5.22. Comparación de la salida (x2) con su referencia (7t2(cj)). Retroalimentación

del error.

10 20 30 40

Tiempo (e)

(a) xi vs <ti(w)

50 10 20 30 40

Tiempo (e)

(b) X2 VS 7T2(ai)

50

80

60
_x4

---*i(-o)

1 40

°

20

■í o *^^^ X^
Si

B-20
■

|
■S-40 ■

>

-60

(c) x3 vs 7r3(íj)

0 10 20 30 40

Tiempo (s)

(d) X4 VS 7T4(<j)
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error.
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Figura 5.24. Ley de control (u). Retroalimentación del error.
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Figura 5.25. Errores de seguimiento (e). Retroalimentación del error.
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En la Figura 5.25 se observan los errores de seguimiento de los cuatro estados y por

último en la Figura 5.26 se muestran los errores de estimación del observador.
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Figura 5.26. Errores de estimación (e). Retroalimentación del error.

5.2. Sistema Pelota-Balancín

El sistema Pelota-Balancín (Figura 5.27) es otro buen ejemplo de UAMS en donde

el objetivo del control es mantener en equilibrio la pelota a partir de movimientos en el

balancín o en el caso de este trabajo, conseguir el seguimiento de alguna trayectoria por
medio de la pelota.

El modelo del sistema Pelota-Balancín es igual que el del Pendubot (5.1)-(5.2) pero
con las variables de estado

(5.33)

Xl ~6

x2
=

r

x3 6

_x4_ f
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Figura 5.27. Diagrama esquemático del sistema Pelota-Balancín

y los siguientes términos:

Du(r) = I + -mR20 + mr2_
o

7
Di2 = --mR0,

D2i = Da,

D22 = -m,
o

Ci(r,é,f) = 2rmré,

C2(r,0,r) = -mr62 + Cdr,

Gi{0, r) = rmgcos(0) -

Romgsin{0),

G2{9) = mgsin{0),

Fi(d) = pié,

W) = r-2r-

donde / = 2.1kgm2 representa el momento de inercia del balancín, m = O.lkg es la masa
de la pelota, R0 = 0.02m es el radio de la pelota, Cd = O.OSkgm/s es el coeficiente de
fricción viscosa de la pelota y g

= 9.81m/s2 es la constante de gravedad. En este caso se

supondrán Mi = 0 ya que como ya se vio, no afecta el control y /¿2 = 0 ya que puede ser
considerado como Cd-

En esta Sección no se llevará a cabo el desarrollo o diseño del ESER ni del regulador
por modos deslizantes ya que son exactamente igual que los del Pendubot, simplemente
se mostrarán los resultados numéricos y en simulación. Tampoco se tomarán en cuenta el

problema del motor ni el de regulación por retroalimentación del error.
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5.2.1. Estimador de la Solución de las Ecuaciones de Regulación

Para el sistema Pelota-Balancín, la matriz A* resulta

A\ =

0 0 1 0

0 0 0 1

350.3571 0 0 17.8571

-7.0071 0 0 -0.3571

Al elegir la constante del tiempo para el filtro (3.21) como t = 0.05 y la matriz Ln

como
"

-85.3 -245.2

11.2 -59

-2687.3 -2936.1

57.6 28.1

¿« =

la matriz

\AW-KC, + B') Be

~

TT |0„ All —

rin

tiene valores propios en -21.3826 + 55.9358*, -21.3826 -

55.9358*, -22.6855, -10.0119,

-2.0973 + 3.8504* y -2.0973 - 3.8504*.

En la Figura 5.28 se observa la estimación para los mapeos 7Ti(cj) y 7t3(cj).
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Figura 5.28. Estimación para íti(cj) y 7r3(cj) para el sistema Pelota-Balancín.
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5.2.2. Regulador por Modos Deslizantes y Retroalimentación de

Estados

Se eligen las constantes de la variedad deslizante como Ci = 3, c2 = 2 y c4 = 0.9, las

ganancias del control ki = 5 y k2 = 2. La linealización del sistema resulta

At =

-3 -2 1 -0.9

0 0 0 1

0 0 0 0
Bt ==

0

0

1

0.0196.-6.7064 0.1179 -0.0589 -0.6879.

y al elegir valores propios en -2 + 2*, -2 -

2*, -2 + 0.5* y -2
-

0.5*, la matriz K resulta

K = [l6.2645 -13.9622 4.5113 -10.1414

Se eligen la frecuencia de la referencia como a = 0.2rad/s y la amplitud cj-)2
= 0.2m.

La Figura 5.29 muestra la comparación entre la salida del sistema (y o x2) y su referencia

{q(uj) o 7t2(cj)). Se observa que el control logra el seguimiento asintótico.
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\ / \
■ i \^/ é

10 20 30 40 50

Tiempo (s)

Figura 5.29. Comparación de la salida (x2) con su referencia (7t2(cj)) para el sistema

Pelota-Balancín.

En la Figura 5.30 se observa la comparación de los cuatro estados del sistema con su

respectiva referencia.
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Figura 5.30. Comparación de estados con su respectiva referencia para el sistema Pelota-
Balancín.

La Figura 5.31 muestra la ley de control aplicada al sistema y finalmente la Figura
5.32 muestra los errores de seguimiento (e) de los cuatro estados.
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Figura 5.31. Ley de control (u).
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Figura 5.32. Errores de seguimiento (e) para el sistema Pelota-Balancín.

71



5.3. SISTEMA CARRO-PÉNDULO

5.3. Sistema Carro-Péndulo

A m^

Figura 5.33. Diagrama esquemático del sistema Carro-Péndulo

El sistema Carro-Péndulo (Figura 5.33) es otro ejemplo de UAMS, así como también

es un ejemplo de un sistema en donde el ESER no es aplicable; por ende en esta sección

no se muestran las respectivas simulaciones.

Se definen las variables de estado

~x{ X

x2 e

x3 X

x4_ _$_

(5.34)

y los términos que describen el modelo del sistema son:

Dn =

rn,

DiM = -

ycos(9)>
D2i(9) = Du(9),

D-22 J,

Ci{9,9) = r^-sin{9)92,
C2 = 0,

Ci=0,
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G2Íd) = ^ásin{9),

Fi(X) = piX,

F2(0)=p29.

donde m = 2.1kg representa la suma de las masas del carro y el péndulo, m = O.lkg es

la masa del péndulo, J = 0.002kgm es la inercia del péndulo, l = 0.15m es la longitud

del péndulo, g = 9.8lm/s2 es la constante de gravedad, pi = 0.2kg/s es la constante de

fricción del carro con la superficie y p2
= 0.05kg/s2 es la fricción del péndulo con el carro.

5.3.1. Estimador de la Solución de las Ecuaciones del Regulador

Para el sistema Carro-Péndulo, la linealización resulta

Av =

y tomando en cuenta que la matriz C* está definida como

C„ =

0 0 1 0

0 0 0 1

0 -9.8100 0 6.6667

0 36.7875 0 -25.0000

0 10 0

0 0 0 1

el par {A, C} resulta ser no observable. Esta no observabilidad se puede entender fácilmen

te ya que se desea obtener un estado estable para la posición borizontal del carro que logre

que el péndulo lleve a cabo el seguimiento; sin embargo, dicho estado estable no es único,

ya que el carro se puede desplazar en el eje x libremente sin que el valor de dicha posición

afecte la estabilidad del péndulo. En la matriz A„ se observa como no hay dependencia

de la posición Xi por lo antes mencionado ni de su velocidad X3 ya que dicha variable sólo

afecta al estado estable del control, al estar sólo en la parte "matched" del modelo.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

6.1. Conclusiones

En este trabajo se ha diseñado un controlador por modos deslizantes y retroalimen

tación de estados. Con el uso de control por modos deslizantes se logra robustez ante

perturbaciones "matched" las cuales incluyen a menudo variaciones paramétricas en el

modelo y algunas perturbaciones externas. El control se
diseña utilizando una variedad

dinámica con un término integral, el cual es utilizado para estabilizar la
variedad deslizan

te. Esta variedad es fácil de diseñar y evita la necesidad de transformaciones complejas.

El control antes mencionado ha sido adaptado para el caso de regulación por retro-

alimentación del error, en donde se utiliza un observador de los errores de seguimiento

y se analiza el comportamiento del sistema extendido para obtener las condiciones de

estabilidad y así obtener las ganancias del observador y el controlador.

Se diseñó un estimador para la solución de las ecuaciones de regulación mediante un

sistema dinámico y un observador para asegurar
su convergencia. El problema de encontrar

dicha solución es sumamente complicado, pero con la utilización de este estimador se ha

evitado el problema de resolver el sistema de
ecuaciones diferenciales parciales o encontrar

alguna aproximación explícita. Además que el mismo estimador puede ser utilizado con

diferentes plantas, simplemente cambiando
los parámetro de la misma o las funciones que

describen el modelo matemático, lo cual lo hace flexible.
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6.2. Trabajo Futuro

Para mejorar el presente trabajo, como parte del trabajo futuro se plantea analizar el

sistema completo Planta-Estimador-Controlador para así poder analizar la estabilidad del

sistema en lazo cerrado.

Al llevar a cabo el análisis antes mencionado se propone conseguir cierta robustez

mediante adaptación de parámetros o estimación de perturbaciones por medio de diversos

métodos.

Una vez que se cuente con dicha robustez, los algoritmos deben ser implementados en

tiempo real para asegurar su correcto funcionamiento.
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