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RESUMEN

Se revisa el método de la accion euclidiana, a través del cual se obtiene la energia libre y temperatura
de las soluciones de agujero negro de Schwarzschild, Reissner-Nordstrom y Kerr-Newman. En el caso de la
solucidn de Kerr-Newman se muestra paso a paso la obtencion de la energia libre ya que dicha deduccion
detallada hacia falta en la literatura.

Se obtiene la energia libre y temperatura para dos agujeros negros de Schwarzschild en equilibrio estatico;
donde introducimos el reciente concepto de longitud termodindmica, a través del cual se encuentra el valor
correcto para la entropia.

Usando la longitud termodindmica se obtiene de forma consistente la primera ley de la termodindmica
para soluciones de dihoyos de Kerr y dihoyos de Kerr-Newman.

Se introduce por primera vez la temperatura de Hawking promedio, 1a cual permite generalizar el método
de la accidn euclidiana para estudiar sistemas de varios agujeros negros arbitrarios, resolviendo con esto el
problema de como asociar una tinica temperatura a sistemas de varios horizontes con diferentes gravedades
superficiales.

Finalmente, se aplica el método generalizado a un sistema formado por N agujeros negros de Kerr-
Newman, obteniendo su energia libre y temperatura de Hawking promedio.
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INTRODUCCION

Uno de los principales retos en el campo de la Fisica, es la unificacion de la Relatividad General y la
Teoria Cuantica de Campos, por separado ambas disciplinas han generados numerosas predicciones con
gran precision. Desafortunadamente unificarlas ha evadido a las mentes mas brillantes por mas de 100 afios.
Incluso el desarrollar experimentos donde ambas teorias coexistan esta fuera del alcance tecnoldgico actual.
Afortunadamente, existe un fendmeno tedrico que puede ayudarnos a entender mas sobre las propiedades que
deberia tener esta teoria de unificacion, el cual goza de una gran aceptacion a pesar de no existir experimentos
que lo respalden. Este fenémeno es la radiacion Hawking [1], en el cual podemos ver efectos de la cuantica
y la gravedad interactuando.

La radiaciéon Hawking pertenece a un campo de estudio con gran riqueza que ha venido creciendo desde
los afios 70’s, denominado fermodindmica de agujeros negros. Esta disciplina comenz6 su desarrollo a partir
de similitudes encontradas entre propiedades de los agujeros negros y conceptos termodindmicos, como la
relacion entre la entropia y el area del horizonte; en un principio dichas similitudes se consideraron simple-
mente analogias, pero después de descubrimientos como la radiacién Hawking, quedo demostrado que no se
trataba de analogias sino de propiedades termodinamicas de los agujeros negros.

Un acercamiento a la termodindmica de los agujeros negros es a través del método de la accion euclidiana
desarrollado por Gibbons y Hawking [2]. Método que usaremos para obtener la informacioén termodinamica
de los sistemas gravitatorios estudiados en esta tesis.

La mayoria de estudios termodinamicos se enfocan en sistemas con un solo agujero negro, principalmente
porque soluciones con varios agujeros negros con rotacioén y carga son complicadas de obtener y requieren de
métodos avanzados de soluciones exactas como lo son el formalismo de Ernst [3, 4] y el método de Sibgatullin
[5]. Incluso la solucién para dos agujeros negros de Kerr arbitrarios, fue encontrada solo recientemente en

[6].

Asi en este trabajo se estudio la termodindmica de sistemas con dos agujeros negros a los cuales nos



referiremos como dihoyos, comenzando con el estudio del dihoyo de Schwarzschild, prosiguiendo con solu-
ciones recientes de dihoyo como lo son el dihoyo de Kerr [6-9] y el dihoyo de Kerr-Newman [10, 11]. En
estos sistemas introducimos el concepto de longitud termodindmica [12], el cudl es de suma importancia para
obtener la termodinidmica correcta en dichos sistemas.

Por otra parte, el método euclidiano tiene la inconveniencia de requerir que los agujeros negros tengan
la misma gravedad superficial en sus horizontes, lo que restringe los sistemas a los que se les puede aplicar
el método, dejando fuera incluso al dihoyo de Schwarzschild con agujeros negros de diferente masa. En este
trabajo mostramos como extender el método euclidiano para abarcar sistemas con varios agujeros negros
arbitrarios. Fruto de esta extension es la introduccion de una nueva temperatura mas robusta que la tempera-
tura de Hawking, la cual hemos denominado temperatura de Hawking promedio. Asi mismo mostramos una
aplicacién de este método extendido.

Especificamente en este trabajo, se revisa el como obtener la energia libre y temperatura para la solu-
ciones Schwarzschild, Reissner-Nordstrom y Kerr-Newman. Siguiendo con el estudio termodinamico de la
solucién del dihoyo Schwarzschild y la introduccidn de la longitud termodindmica. Posteriormente, se obtie-
ne la primera ley de la termodindmica para el dihoyo de Kerr y el dihoyo de Kerr-Newman. Finalmente, se
extiende el método euclidiano y se introduce la temperatura de Hawking promedio, para en seguida aplicar
la teoria al calculo de la energia libre y temperatura de Hawking promedio para un sistema formado por N
agujeros negros de Kerr-Newman.

La tesis esta organizada de la siguiente forma, en el capitulo 1 se describen las leyes termodindmicas que
rigen a los agujeros negros y se introduce el método euclidiano. En el capitulo 2 se estudia la termodindmica
de soluciones de un solo agujero negro. En el capitulo 3 se obtiene la energia libre y temperatura del dihoyo
de Schwarzschild. En el capitulo 4 introducimos soluciones de dihoyo con carga y rotacién, para las cuales
obtenemos la primera ley de la termodinamica. Finalmente, en el capitulo 5 generalizamos la temperatura de
Hawking para sistemas con varios agujeros negros y mostramos su aplicacion.



CAPITULO 1

GRAVITACION Y TERMODINAMICA

En este capitulo describiremos brevemente los principales hallazgos que llevaron al surgimiento de la
termodindmica de los agujeros negros e introduciremos para finalizar con la introduccién de sus leyes. Pos-
teriormente revisaremos como la accidn euclidiana se relaciona con la termodindmica de agujeros negros.

1.1. Termodinamica de agujeros negros

Es bien sabido en nuestros tiempos que los agujeros negros tiene temperatura y entropia, sin embargo
como todos los avances cientificos, no fue asi en el inicio. Posiblemente uno de los primeros hallazgos que
llevo al nacimiento de esta disciplina se llevo a cabo en 1971 con el articulo [13] escrito por Hawking en el
que se describe la cantidad de energia que se puede extraer como ondas gravitatorias en el colapso de dos
agujeros negros, particularmente se muestra que el area del horizonte resultante después del colapso es mayor
o igual a la suma de las areas de los horizontes antes del colapso, podemos escribir esta afirmacién en forma
de ecuacioén como sigue

A 2 A, 1.1
donde A es el area del horizonte final y .A; la suma de las areas de los horizontes antes del colapso.

Siguiendo esta linea otro hallazgo importante viene siendo el descrito en[14], donde a través de la teoria
de informacioén e inspirado en la resolucién de la paradoja del demonio de Maxwell propuesta por Brillouin
[15], se define la entropia asociada a un agujero negro siendo esta proporcional al area de su horizonte.



CAPITULO 1. GRAVITACION Y TERMODINAMICA

Es importante notar que con la definicidn de entropia y el teorema del area queda establecida la segunda
ley de la termodinamica.

Posteriormente a los resultados de Bekenstein, se publico un articulo [16] escrito por Bardeen, Carter
y Hawking donde se establecieron la 4 leyes de la termodindmica, no precisamente en su forma final, pero
en una forma muy cercana. En el articulo mencionado se argumenta que los resultados son solo analogias,
principalmente porque los agujeros negros no pueden tener asociada una temperatura fisica ya que de ser asi
emitirfan radiacién.

Sin embargo, Bekenstein en favor de tomar la termodindmica literalmente, generaliz6 la definicién de
la entropia, estableciendo que “la entropia comtin més la entropia del agujero negro no decrece” [17]. Des-
afortunadamente el problema de la temperatura continuaba, hasta que Hawking descubrié que los agujeros
negros si radian [1, 18], lo que lo llevo a cambiar su postura y mostrarse a favor de que los agujeros negros
poseen propiedades termodinamicas.

Asi podemos concluir esta narrativa con las cuatro leyes de la termodindmica de agujeros negros en su
forma final, las cuales enunciamos a continuacién:

= Ley cero de la termodindmica: La gravedad superficial x de un agujero negro estacionario es constante
sobre el horizonte [16, 19, 20].

= Primera ley de la termodindmica: Establece la conservacion de energia en la siguiente forma [20]
dM =TdS +QdJ + ®dQ 1.2)

donde M es la masa del agujero negro, T su temperatura, .S su entropia, Q la velocidad angular, J el
momento angular, ® el potencial eléctrico y Q la carga eléctrica.

Es importante sefialar que la temperatura y entropia estdn dadas como
T:=—, S:== (1.3)

donde A es el area del horizonte.

» Segunda ley de la termodindmica: Es basicamente el teorema del area del horizonte de Hawking [13]
estableciendo que la entropia de un agujero negro no decrece con el tiempo.

ds > 0. (1.4)

» Tercera ley de la termodindmica: Establece que es imposible llegar a la temperatura (gravedad super-
ficial) cero en una cantidad finita de pasos [21].

Estas cuatro leyes establecen la base del estudio termodinamico de agujeros negros, el cual ha continuado
hasta nuestros tiempos debido a que el entendimiento de las propiedades termodindmicas de los sistemas gra-
vitatorios se sigue enriqueciendo, desde el estudio de soluciones asint6ticamente AdS, como la introduccién
de la constante cosmolégica en la primera ley de la termodindmica, hasta el descubrimiento del diccionario
AdS/CFT. Una buena revision de estos temas se pueden encontrar en [22].
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1.2. ACCION EUCLIDIANA Y FUNCION DE PARTICION

1.2. Accion Euclidiana y Funcion de Particion

En la actualidad existen varias propuestas a la gravedad cuantica, todas con sus limitantes y ventajas. Entre
estas se encuentra el método de la integral de camino euclidiana, una de sus aplicaciones mas importante es la
obtencion de la funcidn de particion de sistemas gravitatorios con agujeros negros, esto nos permite estudiar
la termodindmica de dichos sistemas. En esta seccidn mostraremos como obtener la funcién de particién por
medio de este método.

En el formalismo de la integral de camino, uno puede escribir la amplitud de probabilidad de que un
campo ¢, aun tiempo ¢ pase a una configuracion ¢, a un tiempo ¢, como se muestra en la siguiente ecuacion,

(P2, 1111, 1) = /Dqﬁei’, (1.5)

donde la integral de camino es tomada sobre las configuraciones que satisfacen las condiciones de frontera
¢ = ¢, al tiempo 1, y ¢ = ¢; al tiempo t,.

Por otro lado el lado izquierdo de (1.5) puede reescribirse en términos del operador de evolucién temporal
como se muestra a continuacion,

(o talpy, 1) = (pple™HET |y, (1.6)

justo aqui es donde entra la importancia de la rotacién de Wick, relacionando la cuéntica con la fisica es-
tadistica, especificamente realizando la rotacion de Wick —iff = (¢, — t;), el lado derecho de (1.6) puede
reescribirse como

(bale™Igy), )
asi la integral de camino queda con la forma siguiente,
(prle™PH ) = /Dqﬁe"E, (1.8)
donde I representa la accion euclidiana.
Asi, la funcién de particidn del sistema se puede reescribir en términos de la integral de camino como
Z =Tre PH = /D¢ e e, (1.9)

donde la integral se realiza sobre los campos que cumplen con la igualdad ¢; = ¢, y que tienen periodo f
en el tiempo imaginario.

Es importante resaltar que la ecuacion (1.9) esta construida para el ensamble canénico. En el caso del
ensamble gran canénico se tendran cantidades conservadas C; y variables conjugadas u. Para este ensamble
la funcién de particidn se escribiria como se muestra a continuacion,

Z =Tre PV = /Dqse—’f, (1.10)
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donde W representa el gran potencial, el cual es usualmente llamado “energia libre”, matematicamente esta
cantidad se escribe de la siguiente manera,

W=H—Z;41Ci. (1.11)
i

Es util tener en mente el agujero negro de Kerr-Newman, para esta solucién se tiene un sistema con carga
eléctrica Q y momento angular J como cantidades termodinadmicas conservadas y el potencial eléctrico @ y
la velocidad angular Q como sus potenciales quimicos respectivamente.

Teniendo la funcién de particioén en términos de la accién euclidiana se podria proseguir a calcularla,
desafortunadamente esto no es posible, por lo que asumiremos que la mayor contribucién de la accién esta
dada por la solucidn clésica. Bajo esta suposicion la funcion de particion (1.10) se puede aproximar a través
de la siguiente relacién

Z ~e e, (1.12)
la cual es llamada aproximacion semicldsica.

Asi una vez obtenida la accién euclidiana del sistema es inmediato el calculo de la funcién de particién
y con esta ultima se tiene toda la informacién termodinamica del sistema.

De la funcién de particién podemos extraer la energia libre del sistema W, la cual est4 dada por
W =—p"'Inz (1.13)

y dado que la funcién de particion estd dada directamente por la accidn euclidiana (1.12), la energia libre
queda dada por la simple relacién

W =p"1g. (1.14)

Por otra parte, la energia libre W se relaciona con la energia del sistema a través de la transformacién de
Legendre correspondiente,

M=W+TS+ ) uC, (1.15)
i

mas atn si consideramos (1.15) junto con la primera ley de la termodindmica tenemos la siguiente relacion
(23],

dW = -8dT - )’ udC, (1.16)
i

la cual resulta muy qtil, ya que es la energia libre la que se obtiene directamente al calcular la accién eucli-
diana.

Directamente de (1.16) se pueden extraer las siguientes relaciones,

ow __w

S = - s /"i - = s
aT |c,y 0C; I1.(Cju)

(1.17)
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las cuales facilitan el calculo de varias cantidades termodindmicas una vez obtenida la energia libre del
sistema, particularmente el calculo de la entropia.

Asi tenemos los elementos necesarios para comenzar nuestro estudio termodindmico de agujeros negros
a través del método euclidiano, el cual reduce el problema al calculo explicito de la accién I.
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CAPITULO 2

SOLUCIONES CON UN SOLO
HORIZONTE

En esta seccion aplicaremos el método euclidiano para analizar soluciones de agujeros negros. Inicia-
remos con la primera solucién encontrada de agujero negro, la métrica de Schwarzschild. Posteriormente
afiadiremos carga eléctrica al sistema,los que nos llevara a analizar la métrica de Reissner-Nordstrom. Final-
mente afladiremos rotacion al sistema, obteniendo un agujero negro con carga eléctrica y momento angular,
por lo que haremos uso de la métrica de Kerr-Newman. Cabe mencionar que todas estas soluciones seran
estudiadas en su versidn con tiempo imaginario i.e. en su version euclidiana.

Cabe sefialar que no tomaremos en cuenta el interior del agujero negro como parte del espacio-tiempo,

por lo que en todos los casos estudiados en este capitulo, solo contaremos con el horizonte exterior del agujero
negro.

2.1. Schwarzschild

Comenzaremos por analizar la termodindmica de la primera solucién descubierta de agujero negro, la
bien conocida métrica de Schwarzschild [24]. Para nuestros fines consideremos dicha métrica en signatu-
ra euclidiana, para llegar a dicha solucién se realiza una rotacién de Wick, i.e. la transformacién = = it,

9



CAPITULO 2. SOLUCIONES CON UN SOLO HORIZONTE

obteniendo el siguiente resultado

g = f(rndr* + %alr2 +r2dQ2, (2.12)
foy=1-2, 2.1b)

donde la funcién f esta en su forma usual y m es la masa del agujero negro.

Como se mostré previamente los estados permitidos en el sistema deben de ser periddicos en el tiempo,
esto lleva a cambiar los valores que puede tomar el tiempo de R a un circulo S, cambiando asf la topologia
del espacio-tiempo, resultando en S x R x S2.

Temperatura

Para obtener el valor de la temperatura asociada al sistema se puede recurrir a la relacién (1.3) y calcular
la gravedad superficial en el horizonte del agujero negro. Sin embargo con el fin de mostrar la relacion entre
la temperatura y las singularidades conicas tomaremos un camino menos directo.

Antes de comenzar a determinar la temperatura del sistema en cuestion, debemos de percatarnos de un
fenémeno que surge en el espacio-tiempo euclideo, para esto analizaremos el comportamiento de la métrica
cerca del horizonte del agujero negro r = ry (rpy := 2m), esto se traduce en expandir la funcién f(r) en una
serie de Taylor alrededor de ry;,

FO = fe)+ g —ry) = fpe-rg) 2.2)

asi podemos escribir la métrica cerca del horizonte como se muestra a continuacién

&p = f'rp)r—rypds® + 2 (2.3)

1
Feme—rm
donde nos hemos concentraremos en la métrica 2-dimensional generada por las coordenadas (z, r) con to-
pologia S! x R, ya que la parte con simetria esférica no es relevante para el andlisis. Enfocaremos nuestra
atencion en la bisqueda de dngulos de exceso o déficit cerca del horizonte, esta peculiaridad es llamada singu-
laridad coénica. La forma de detectar singularidades conicas es determinar la parte 2-dimensional del espacio
que contiene la singularidad cénica y analizar la métrica restringida a este espacio de dos dimensiones. El
anélisis consiste en comparar la métrica reducida con una métrica plana en dos dimensiones, particularmente
es ttil compararla con la métrica plana en coordenadas polares, para que el déficit o exceso angular quede
reflejado en forma explicita.

Con el fin de comparar la métrica reducida (2.3) con la métrica plana en polares definamos una nueva
coordenada &, a través de la siguiente ecuacién

dr?
frrg)r—ry)’

no es complicado resolver esta ecuacion para &, obteniendo

5_-/ dr _2<r—rH>1/2 2.5)
e =12 T T\ ) '

10
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2.1. SCHWARZSCHILD

donde hemos tomado &(rg) = 0.

De esta forma la métrica reducida en las nuevas coordenadas queda como se muestra a continuacion

(r 2
en esta forma es directo comparar la métrica reducida con la métrica plana en polares,

Epolares = dp* + p*d@” 2.7

ya que & juega el papel de p y 7 el papel de ¢, esto debido a que 7 es una coordenada que vive en un circulo
S, por lo que juega el papel de un dngulo.

Antes de proseguir es instructivo resaltar que en las nuevas coordenadas el espacio-tiempo reducido toma
la forma de un puro. Si uno se pregunta por el el espacio-tiempo completo solo basta con afiadir en cada punto
del puro una esfera .S2.

Regresando al analisis, si no tuviéramos la presencia de una singularidad cénica en r = rp, la métrica
alrededor de rp deberia coincidir con la métrica plana localmente, esto es consecuencia del principio de
equivalencia. Por simple inspeccién de (2.6) podemos observar que tenemos un término extra en la métrica,
intuitivamente es posible absorber este termino en la parte angular y las métricas serian similares, analicemos
esto rigurosamente.

En el espacio plano 2-dimensional se tiene que si integramos la parte angular debemos obtener 2z, esto

2r
/ de =2z, 2.8)
0

lo cual se traduce para la métrica reducida y la variable 7 de la siguiente manera

/ﬁ f’(rH)dT _ fry)
0o 2 T2

€S

b, (2.9)

asi el exceso o déficit en la parte angular, al cual denominaremos 6, esta dado por la diferencia entre (2.8) y

(2.9),
/
5=2n <1—f(rH)ﬁ>, (2.10)
4z

si 6 < 0 tenemos un exceso, si 6 > 0 tenemos un déficit.

Recordando que para el caso de la métrica de Schwarzschild la gravedad superficial esta dada por

!/
oo ) 1 2.11)
2 4dm
podemos reescribir la ecuacion (2.10) en una forma mas general,
5=2n<1—ﬂ£), 2.12)
2

11



CAPITULO 2. SOLUCIONES CON UN SOLO HORIZONTE

la cual seguira siendo valida para casos mas generales.

En este punto se lleva a cabo uno de los pasos mas importantes para definir la temperatura asociada al
sistema, la cual es tener un espacio-tiempo libre de singularidades cénicas. Afortunadamente esto se puede
realizar a través de fijar f, lo cual es equivalente a determinar el valor de la temperatura 7', asi tenemos

_ 2

/] ) (2.13)
K
en términos de la temperatura B t=1),
K
T =—, 2.14
2 ( )

con lo que hemos obteniendo la formula para la temperatura de Hawking a través del método euclidiano [2].

La ecuacioén (2.14) es un resultado genérico, siendo una forma practica para obtener la temperatura de
Hawking.

Para nuestro caso particular podemos usar (2.11), obteniendo

=1 (2.15)
8zm

aqui podemos observar que la temperatura 7' va como el inverso de la masa m, lo que quiere decir que mientras
menos masa, mas grande la radiacién que produce [1].

Energia Libre
En la seccién 1.2 vimos que para obtener la energia libre W se requiere calcular la accién euclidiana del
sistema. En este capitulo mostraremos como se realizar dicho célculo para la solucién de Schwarzschild.
Tenemos que la accidn esta dada como

1 1
Ig=——- R—-— K], 2.16

dado que estamos en el caso de vacio tenemos R = 0, con lo que el problema se reduce a calcular el termino
de frontera de Gibbons-Hawking [2, 25],

I = —L/ (K1, (2.17)
87[ oM

es interesante darse cuenta que la termodinadmica esta codificada en el término de frontera Gibbons-Hawking
y que la parte de la accién Einstein-Hilbert no juega ningtn papel relevante.

El término de frontera Gibbons-Hawking consiste en dos partes [K] := K — K, con K la traza de la
curvatura extrinseca de oM y K|, la traza de la curvatura extrinseca de la superficie 0. M embebida en espacio
plano

12



2.1. SCHWARZSCHILD

Antes de proseguir hay que realizar unos comentarios sobre d M, la ecuacidén (2.17) esta escrita para
variedades compactas, por lo que para el espacio tiempo de Schwarzschild la frontera consistiria en dos
superficies, una en el horizonte y la otra para distancias lejanas espacialmente. Esto no crea ningtn conflicto,
ya que como veremos el limite de la integral que tiende al infinito espacial esta bien definido.

Comenzaremos obteniendo el resultado de la primera integral

/ K =n(VoldM), (2.18)
oM

afortunadamente para no es necesario calcularla explicitamente, ya que podemos hace uso de la siguiente
identidad [2, 26]

/ K=nWVoloM), (2.19)
oM

donde n un vector unitario perpendicular a dM y el término Vol .M indica el volumen de dM.

Asf para la solucion de Schwarzschild nuestra frontera esta formada por dos hipersuperficies, una en el
horizonte y otra situada en el infinito espacial. Para calcular estas contribuciones consideraremos una hiper-
superficie N definida por r = constante y ry; < r < oo, posteriormente calcularemos (2.18) y tomaremos
los limites correspondientes.

Para calcular el volumen de N, necesitamos la métrica inducida A sobre A, la cual esta dada por
h=fdc* +r?dQ? (2.20)

con esta métrica el volumen de N se calcula directamente,

V01N=/ \/|h|=/ Y22 5ing = 4nr? f172, (2.21)
N N

El vector unitario normal # se puede construir rdpidamente ya que la métrica es diagonal y queda dado
como

n=g,"0, = 117, (2.22)

con lo que podemos calcular la integral (2.19) sobre A,

/ K=n (Vol./\f)
N
- ﬂfl/Zar (47Tr2f1/2)
= 47€ﬁf1/20r (r2f1/2) ) (2.23)

Ahora prosigamos con el célculo de la segunda integral en (2.17) sobre N i.e.,

/ K, (2.24)
N

13



CAPITULO 2. SOLUCIONES CON UN SOLO HORIZONTE

donde K, esta dada por la traza de la curvatura extrinseca de N calculada en un fondo plano. Es por esta
razén que no es posible calcular esta integral a través de (2.18) y se tiene que calcular explicitamente.

Comenzaremos calculando la curvatura extrinseca la cual esta dada por [27],

K, =V,n,—on,a,,

(2.25)

donde V es la derivada covariante, # el vector unitario normal a la superficie N'; a y sigma estan pueden ser
calculadas a través de las siguientes relaciones,

at =n"V n*, (2.26a)
o =n"n,. (2.26b)
Dado que la cantidad de interés es la traza de la curvatura extrinseca, esta se calcula a contrayendo el K,
con la inversa de la métrica gV, i.e.,
K,=g"K,,. (2.27)
donde la métrica esta dada por,
g=dc +dr* +r2dQ?, (2.28)
y dado que N tiene topologia 5! x 52 el vector normal vendria siendo n = d,.

De esta forma es directo calcular K,

Ko = g”VK”V
= g”v(vﬂn\/ — nﬂn'lvlnv)
-2 (2.29)
r
Introduciendo este resultado en (2.24) y calculando la integral, obtenemos
/N K, = 4npf/2r, (2.30)

de aqui podemos observar que en el limite r — oo la integral diverge esto es debido a que esta parte del
término de frontera es basicamente un contratérmino, el cual se elimina con la parte divergente de (2.18)
quedando un resultado finito para (2.17).

Veamos explicitamente que esto es asi juntando los resultados obtenidos (2.23) y (2.29) tenemos

/ [K1=4xpf'/? [0, (P f1/?) -2
N
=dxp % [2r (f1% = 1) + 120,17 (2.31)
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Ahora tomemos los limites correspondientes para obtener las integrales sobre la frontera de M i.e.,

/ [K] = lim / K]+ lim [ [K], (2.32)
oM r=ri ) N roo

para la frontera que se encuentra en el horizonte r = ry se tiene

lim [ [K]= lim 4zpf'2 [2r (/2 = 1) + 20,/ 1/?]
N r=rg

r-ryg

=4nﬂ(lim f1/2> lim (2r (Y%= 1) +r%0,f'/?)

r=ryg r=ryg

=0 (2.33)

esto debido a que f — 0 cuando r — ry, con lo que nos quedamos solo con el valor de la integral en el
infinito espacial, esto es r — oo, asi (2.32) queda como

/ (K] = lim/ (K], (2.34)
0M r—oo J\/

para calcular este término término expandimos f!/2

cuadratico

en serie de potencias despreciando términos de orden

21— m (2.35)
r
a través de esta aproximacién podemos reescribir (2.31) como sigue

firesns (1) o (-2) 2. (1)

=471:ﬁ(1 - ﬂ)(—2m+m)

r

= —4xpm+ O(1/r), (2.36)

Por lo tanto solo queda tomar el limite en (2.32), teniendo como resultado final

/ [K] = lim [ [K]=—4xpm (2.37)
aM r—0o0 N

Finalmente,

Ip=Igy = —é /()M[K] = %ﬁm- (2.38)

Con lo que la energia libre de la solucién de Schwarzschild queda dada por (1.13),
1
W =2m. (2.39)
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CAPITULO 2. SOLUCIONES CON UN SOLO HORIZONTE

2.2. Reissner-Nordstrom

En esta seccion estudiaremos el agujero negro de Reissner-Nordstrom [28, 29], el cual posee carga eléc-
trica, lo cual nos afiadira nuevas variables termodindmicas.

La métrica de Reissner-Nordstrom es la siguiente,

g=f(rdr> + %dr2 + r2dQ?, (2.402)
2

fy ==y L (2.40b)
roor

la inclusion de carga eléctrica genera un potencial electromagnético
A=-2g1 =%, (2.41)
r r

donde la dltima igualdad viene de la rotacidn temporal t — —it.

Temperatura

Similarmente que en la seccion 2.1 tenemos una métrica diagonal, con funciones componentes depen-
dientes solo de la variable r. Por lo cual los resultados obtenidos siguen siendo validos. Asi para calcular la
temperatura basta con usar la ecuacion (2.14).

La gravedad superficial para el agujero negro de Reissner-Nordstrom esta dado por

- = , (2.42)

2 3 2

2 e 2ry
= me V= (2.43)

(2.44)

Energia libre

Del mismo modo que en la seccién 2.1 para obtener la energia libre hay que calcular el valor de la accién
euclidiana. Similarmente se tiene R = 0 para esta solucién por lo cual tenemos,

1E=—i/ [K]+i/ F AXF. (2.45)
87 oM 87 M
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2.2. REISSNER-NORDSTROM

Para el término de Gibbons-Hawking el procedimiento es idéntico a la solucion de Schwarzschild ya que
1/2 - 0 cuando r — r, y la métrica es diagonal. Asi simplemente se tiene que substituir el valor f corres-
+Y g P q
pondiente a la métrica de Reissner-Nordstrdm y quedarnos con términos de orden 1/r. Donde observamos
que

fr1=-2 (2.46)
r

siendo el mismo valor que se obtuvo para la métrica de Schwarzschild, esto debido a que el término de carga
se comporta como 1/r2 siendo despreciable para distancias largas. Con lo que la parte correspondiente a la
accion de Gibbons-Hawking queda

1

La diferencia relevante para el estudio de este caso es el segundo término de (2.45), para calcularlo lo
reescribiremos como una integral de frontera,

1
om = = FAXF
87 M
:L dANXF
8 M

=L/ [d(AANXF)+ AANd * F]
8 M

=L [ aanxp)
8 M
1

= — AAXF. (2.48)
8 oM

El valor de A est4 dado por (2.41), para el cilculo de la integral nos hace falta determinar * F, para esto
obtengamos primero F, para esto basta con calcular la derivada exterior de la ecuacién (2.41),

F=dA=d (i€d1> — —iLarndr, (2.49)
r r2
ahora apliquemos el operador estrella de Hodge a F,

*F = * (—iidr/\ dr)
r2

= —iL wdrnde
V2

rr ,TT

.q
=-i3 gl 8" & " €,70pd0 Ad e
q

=L 25in0donde
r2

=igsin0 do Adg. (2.50)
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CAPITULO 2. SOLUCIONES CON UN SOLO HORIZONTE

Ya que la frontera de M esta formada por dos superficies una en r — oo y la otraen r = r_, se tiene

/AA*F:/ A/\*F+/ AAXF, 2.51)
oM r=r, r—oco

por lo que calcularemos primero calcularemos la integral sobre una hipersuperficie N definida por r =
constanteconr, <r < oo,

/A/\*Fz/ iddz A(igsin0 do A do)
~ N

e
=/ ——sin@dr AdOAde
N

r

q2 p 2r T
:——/ dr/ / sin d0d ¢
rJo 0 0

q2
= —4zf—, (2.52)
r

ahora calculando los limites correspondientes tenemos,

/ AA*F::Iim/A/\*F+lim/A/\*F
0M r—>r+ N r—o0 N

'S 'S
= lim <—4ﬂﬁ—> + lim <—47rﬂ—>
r—ry r r—oo r

2

= —47rﬂq—
Fy

= —47pq®, (2.53)

donde se ha introducido @ := g/r. Multiplicando por el coeficiente correspondiente, obtenemos la siguiente
forma para I,m,

1
Lom = =7 PBq®. (2.54)

Finalmente podemos obtener la energia libre W del sistema,

W =" (Ign + Lon) = 3 m = 4®) 2.55)

2.3. Kerr-Newman

En esta seccidn estudiaremos la solucién de agujero negro con rotacidn y carga eléctrica, esto es la solu-
cién Kerr-Newman [30, 31]. La métrica para esta solucidn esta dada por

A —a?sin? 6 asin® @

== a4+ 2i
g 5 T i

(r*+a*—A)drde + % sin 0d ¢ + £d6” + %dﬂ (2.56)
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2.3. KERR-NEWMAN

donde las funciones A, £ y C estin dados por las siguientes relaciones,

A:=r’+d*—-2mr+4°, (2.57a)
Y :=r’+d’cos’ 0, (2.57b)
C .= (r2 + a2)2 — a*Asin® 0, (2.57¢)

ademads tenemos un potencial eléctrico dado por

A= (idr+asin’ 0dg) . (2.58)

Temperatura

Es posible mostrar siguiendo el procedimiento en [32] que la métrica efectiva 2-dimensional alrededor
del horizonte para el caso Kerr-Newman se puede escribir como sigue,

gly = d& + Exdr, (2.59)

donde & € [0, o0] es una coordenada radial (con el horizonte exterior en & = 0) y ¢ € S! una coordenada
angular; ademas x es la gravedad superficial, la cual estd dada por

T (2.60a)
K= ——0!, .OVa
2(ri+a2)

ro=me V=g — b, (2.60b)

donde a es el momento angular por unidad de masa a = j/m.

Obteniendo la temperatura

(2.61)

Energia Libre

La energia libre como es usual se calcula a través de la accidn euclidiana dada por

1E=—i/ [K]+i/ AAXF, (2.62)
87 Jom 87 Jom

donde R = 0 como en los casos previos.

Para calcular el término de Gibbons-Hawking hay que analizar el comportamiento de la forma de volumen
inducida sobre una superficie N definida por r = constante, sin olvidar que estamos interesados en el limite
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CAPITULO 2. SOLUCIONES CON UN SOLO HORIZONTE

r — oo0. Asi que analicemos los términos en (2.56) a distancias a largas,

A — a?sin® 0 2mr — q? 2m

= =1- ~l—-—, 2.63a

8ee z r2 4+ a?cos? 6 r ( )
) 2 + a*sin® 6 ( 2m\~!

_X_ ~(1- _) , 2.63b
8r =4 r2+a? - 2mr + q* r ( )
gop == =r>+d*cos’ 0 ~ 1%, (2.63¢c)

20 2\2_ 2(2 4 2 2Y «in2
C ., (r+a)—a(r+a—2mr+q)sm9_2 s
= =sin“f = sin“ @ ~ r”sin“ 6, 2.63d
oo = 3 r2 + a2 cos? 6 ¢ )
esto para los términos diagonales de la métrica, para los términos cruzados tenemos,
.2 .2
.asin“ @ ; » 2 . asin“ @ )
= =2i rr+a —A)=2i———— (2mr — ~ O(1/r), 2.64
8pr = 8cp = ( ) =2y | q*) = 0(1/r) (2.64)

lo cual es consistentes con el hecho que la solucién es asintéticamente plana.

Como podemos ver los términos diagonales reproducen la métrica de Schwarzschild, por lo que uno
esperaria el mismo resulta para el término Gibbons-Hawking, sino tuviéramos los términos cruzados en la
métrica, por lo que si podemos mostrar que estos no contribuyen al resultado final, habremos acabado.

Veamos como los términos cruzados contribuyen al volumen de N/, para esto necesitamos la métrica
inducida sobre NV,

22 )
B wdﬁ + 2198079 (24 2 AV dede+ g sin? 0d? + £d6>
v1— a2y O(1/r)ydrdg + r* sin® 0d ¢* + r*d6>, (2.65)
r

asi el determinante de /4 queda como

h| = 1 [(1 - 27’”> 2sin? 0+ 0(1/r2)] - (1 - 27’” + O(l/r4)> Asin?0x gl (2.66)

donde |hg| se refiere al resultado que se obtiene para Schwarzschild i.e.,
lhg| := (1—2—m>r4sin20, (2.67)
r

por lo cual tenemos el mismo resultado para el volumen que en los casos anteriores, lo que implica que el
término Gibbons-Hawking de la accién queda como

1
I = 5Pm. (2.68)

Ahora analicemos la componente electromagnética, como vimos para la solucién de Reissner-Nordstrom
se tiene

1

em 877: rer,

AAXF, (2.69)
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2.3. KERR-NEWMAN

con un potencial electromagnético dado por (2.58), el cual tiene la estructura
A=A (r,0)dt+ A,(r,0)de, (2.70)
es util no introducir la forma explicita del potencial electromagnético desde el inicio.
Comencemos calculando F,
F=dA=0,Adrndt+0,A,dr Ado, (2.71)

donde hemos omitido los términos con dy A, y dyA,,, ya que estos no contribuyen al resultado final, debido
a que la superficie de integracidn es a r = constante y términos con factores dr no contribuirdn a la integral.

Habiendo obtenido F, tenemos que x F estd dado como
*xF =0,A, xdrAdt+09,A, *xdrAdg, (2.72)

donde *xdr A dt y *dr A do tienen la forma

*xdr Adt =+/|glg"™" (g”e,rg(p dONdp+g™%e,pdT A d9)

=—Iglg" (g7 dO Adep + g7 dT A dO), (2.73a)
*xdrAndep =1/|glg” (g"’"’erwe drAdO + g% €,9,d0 A d(p)

= —V|glg" (&% dr AdO + g dO A dg), (2.73b)

con lo que podemos escribir * F' como sigue,
*F =—/|glg" [(£7%0,A, + g?70,A,) dt AdO + (g770,A, +8%70,A,) dO Adg) . (2.74)

Reescribamos * F en términos de las componentes de la métrica y no de las componentes de la métrica
inversa g~!. Los términos diagonales son directos de calcular

g =1/g,, (2.75a)
gee = 1/8yp> (2.75b)

para los términos cruzados utilizaremos la siguiente matriz,

M= <g” g"”) : (2.76)
Eor  8pp
con la cual los términos con partes cruzadas estan dados por
87" = 8,,/IMI, (2.77a)
8% =g../IM|, (2.77b)
g% =—g.,/IM|, (2.77¢)

M| indica el determinante de M.
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CAPITULO 2. SOLUCIONES CON UN SOLO HORIZONTE

Vale la pena escribir |g| como

gl = &+8p0 M. (2.78)
con lo que % F puede reescribirse de la siguiente forma,
800
*xF = —4 /g ] [(£::0,A, — 8:,0,A;) dT AdO + (8,,0,A, — 8,:0,A,) d0 Adg]. (2.79)
rr
realizando el producto exterior con el potencial electromagnético A se obtiene,
806
ANxF ==\ | =0 [(8::0,A, — 8:00,A;) Ay + (890, A; — 8420, A,) A, dT AdO Adep
rr
8009
oM [(8ppAr — 8epAy) 0, A, + (8,04, — 850 AL) 0,A,| dT AdO A d . (2.80)
rr

Escribamos A A x F explicitamente en las coordenadas de Boyer-Linquist, comencemos con el determi-
nante de M,

|M| = grrg(p(p - g‘?(p

a2 2 422 — 2 sin? OA - 29\ 2
_Azasin 0 g, a) = —(—i)2<—aS1§ 9) (7 +a* - A)?

2
- 31;29 [(A = a?sin? 0) (P + a®)? — ®sin2 0A) + a® sin 0(2 + a® — A)]

. 9
- s1;29 [A2(—a?sin 0 + a? sin 0) + A (% + a®)? + a* sin* 0 — 2a% sin? 0(2 + o))
+ (=’ sin? 0(2 + a*)? + a® sin” 6(r? + a*)?)]

. 2 2

= AS;; 0 (r* + a* — a*sin* 9)
= Asin®, 2.81)

con lo que tenemos,

| 800 z 1 1
= — — 5 2.82
g M| b |sind| sin@ 282)
—Asin? 6
A
Para el célculo de 9, A, y d,A,, es util calcular primero calcular
r 1 2r T -2
(84350
con lo que las parciales quedan de la siguiente forma,
. X -2
0,A, =iq ST (2.84a)
_n2
0,A, = agsin® Z=2" (2.84b)

2
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2.3. KERR-NEWMAN

Prosigamos con los términos en (2.80) que se encuentran entre paréntesis,

)
qr .asin“ @, rsin® @
8ppAr — 8rpAp = sin® 02 < > ) - ZT(F +d® - Nag——
0
qrszm [C — a®sin® 002 + & — A)]
0
w[( 2+ a?)? — a*sin A — a*sin 0(r* + @ — A)]
quln 0 2 2.2 2
—[( +a?)? = a®sin? 0 + a%)]
qrsm 0 2 2 2 .2
Z—( + a))[r? + d® — a*sin® 0]
qrsm 0
=i——(? +d%), (2.852)
z
A—a*sin?@ rsin’0 asin®0 ) ) .qr
gTTA(ﬂ_g(pTA‘L': Z aq 5 =1 > (r“+a —A) <l§>
0
=%[(A @ sin? 0) + (2 + a% — A)]
in“ 0
_ aqgr sm . (285b)
z
Con lo que podemos escribir A A % F en coordenadas Boyer-Linquist,
. 2
1 grsin“ 6 , 5 Y =22
AAXF = ——|[i—=—=
sin@[(’ SRS A -
)
0 )
+ <%> <aqsin292 ! > dt ANdOANde
_ 92
=—q2rsin92 2r [—(r2+a2)+azsin20] dtANdOANdp
_n2
= Prsing==2"dz ndo A do. (2.86)
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CAPITULO 2. SOLUCIONES CON UN SOLO HORIZONTE

Integremos la cantidad obtenida sobre una hypersuperficie N definida por r = constante,

_ 9,2
/AA*F:/ Prsin0==—2"dr ndO Adg
N N x2

Ty 2% |
=2r 2r/ sin 6d 6
Pa .2

b/
= 22pgr / a,(i)sinede
s s

= 27Bq*rd,r / sinf 4p
o =

V4

acosH)

= 27zﬂq2r0r arctan (—
P

0
a

= 47rﬁq2rdr arctan —
r

— _4ﬂﬂq2 , (2.87)
r2 + a2
claramente esta integral en infinito desvanece por lo cual solo contribuye el término en el horizonte,
2+
/ AANXF =—-4rfq 5 = —4rxfqP, (2.88a)
r=ry re+ a?
r
@ =2 (2.88b)
r_2'_ + a?
Por lo tanto el valor de la parte electromagnética de la accidén (2.69), queda dado como
1
1,,, = —=pq®. (2.89)

T2
Finalmente, con I5y y 1,, podemos obtener la energia libre para el agujero negro de Kerr-Newman,

w=p" (Igy +1,,) = %(m — q®), (2.90)

es interesante observar que la rotacién del agujero negro solo modifica en forma implicita la energia libre, a
través del momento angular por unidad de masa a del cual depende ®.
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CAPITULO 3

DIHOYO DE SCHWARZSCHILD

En este capitulo se describe como obtener la temperatura para un sistema con mas de un agujero negro.
La solucién que estudiaremos consiste en dos agujeros negros de Schwarzschild colineales, para el cual
obtendremos su energia libre y su entropia.

3.1. Dihoyos de Schwarzschild
Es bien sabido que toda métrica estatica y con simetria axial en el vacio, se puede escribir de la siguiente
forma [33],
g=fdc* + f71 (¥ (dp?* +dz%) + p*de?), 3.1

donde f y y son funciones de p y z; también se ha realizado una rotacién de Wick para tener la métrica en
signatura euclidiana.

Para el caso de N Schwarzschild colineales la funcién f y y toman la forma [34, 35]

N _+ —
rr 4, —2m,

= I I _— 3.2a

/ v+ +2m, (-20)

n=1Tn

(3.2b)

L R - 2
1 2 " rhr+ziz +p ‘rnr:;l+znz;+p
PATm I It PP It 22+ P
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I

Figura 3.1: Dihoyo de Schwarzschild con masas m y m,.

+ v 2* esth
donde ri+ y z;- estan dadas por

=4 /o2 + (z5)2, (3.3a)

z> =z—(z,+xm,), (3.3b)

n

con m, y z, la masay posicién sobre el eje z del n-ésimo agujero negro respectivamente.

El caso en el que estamos interesados es el dihoyo de Schwarzschild, por lo que nos restringiremos al caso
N = 2 (Bach-Weyl [36]). Esta solucién describe dos agujeros negros colineales de masa m; y m, separados
por una regién denominada strut como se muestra en la figura 3.1, dicho regién es necesaria para que el
sistema esté en equilibrio, sin su presencia los agujeros negros colapsarian. El strut es una parte importante
para la termodindmica como veremos en secciones siguientes.

Cabe resaltar que para N = 1 tenemos un solo agujero negro, lo que corresponde al agujero negro de
Schwarzschild, para tener la métrica en la forma usual (2.1a) basta con realizar las siguientes transformaciones

de coordenadas,
2m1 .
p=r\/1——sind, (3.4a)
r

z—2z; =(r—m cosb). (3.4b)

3.1.1. Temperatura en presencia de dos horizontes

Como ya hemos visto para el caso de un solo agujero negro al realizar la rotacién de Wick v = —if se
generan singularidades conicas sobre los horizontes, para determinar el angulo cénico basta con expandir la
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3.1. DIHOYOS DE SCHWARZSCHILD

métrica alrededor de cada horizonte.

Comenzaremos calculando el dngulo c6nico 6{1 alrededor del horizonte r = yy := 2m, [34],

2
My 2 L+p+py R
~ F%(0 1-—)d _ 1——) d s 3.5
&p ()l( r>T+< L+n ( . r (3.5)

donde se ha omitido la parte angular y F(0) esta dado por

_ L+ py(cosf+1)/2
F®) = \/L+/42+,ul(cosl9+1)/2’ (36)

donde py, = 2my,.

De (3.5) podemos ver que la superficie r = u; y T = constante tiene una gravedad superficial

L+
o = TR (3.7)
2puy L+ py + iy
y una singularidad cénica
h / K1
gt =27 — K1d1=27z<1—ﬂ—>, (3.8)
0 2
equivalentemente si se desarrolla la métrica alrededor del segundo agujero negro se tiene
L+
Ky = A Lt (3.9)
2py L+ py + py
y por lo tanto
K
ot =2z (1-p32). 3.10
=2 (1-p52 (3.10)
Asi para eliminar las singularidades conicas se deben satisfacer simultdneamente
2z 2z
pf=—y Bb=—, (3.11)
K1 L)

lo que implica k| = k,, esto a su vez nos lleva a concluir de (3.7) y (3.9) que los agujeros negros tienen las
misma masa, la cual denotaremos por m, asi el método euclidiano queda restringido a un sistema de agujeros
negros con la misma masa y una temperatura dada por la siguiente ecuacion,

1 L+wu
_47r;,tL+2;4’

(3.12)

donde y = 2m.

El mismo fenémeno ocurre para sistemas con N horizontes, para este caso se tendria un sistema de N
ecuaciones a satisfacer, terminando en la necesidad de fijar la misma gravedad superficial en cada horizonte.
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3.1.2. Energia Libre

Como vimos en la seccion anterior para no tener singularidades conicas en el sistema es necesario que
los agujeros negros en el dihoyo tengan la misma masa, sin embargo calcularemos la accién euclidiana para
el dihoyo de Schwarzschild en su forma genérica, i.e. con masas m; y m,, aplicando la condicién m; = m,
hasta el final. Asi la accién euclidiana en nuestro caso esta dada por

1 1
Ip=-—— | R— 1 [ [k 3.13
E= "6z /o 87r/aM[ ] ©-13)

Einstein-Hilbert

Primero analizaremos el término Einstein-Hilbert, en todos los casos analizados en el capitulo anterior
se cumple la condicién R = 0, por lo que el término Einstein-Hilbert no contribuia al valor de la accién
euclidiana; sin embargo esto no es asi para el dihoyo de Schwarzschild ya que en la region del strut podemos
encontrar una singularidad cénica y en presencia de estas singularidades tenemos que se cumple la siguiente
identidad [37, 38],

/ R=2) 54, (3.14)
M i

donde la suma es sobre todas las regiones con singularidad cénica, J; el 4ngulo de déficit de la i-ésima regién
y A; el area de la misma.

En nuestro caso la region del strut es la region con singularidad cdnica, por lo que el término de la integral
del escalar de curvatura quedaria como sigue,

/ R =25%A° (3.15)
M

donde A® es el area del strut y 6% el angulo de déficit o exceso generado por la singularidad cénica.

Para hallar el valor del dngulo 6 se realiza una reduccién dimensional en las variables p y ¢, para
posteriormente analizarla alrededor de la region del strut, la métrica reducida quedaria como,

Eoru = S 7' (7 dp* + p?dp?) (3.16)

con lo que podemos calcular el d&ngulo 6%,
2z
6% =2z - / e dp =2x(1 — ™), (3.17)
0

donde ¥, es la funcion y valuada en la seccion que corresponde al strut,

L+u +
Yo=1In Mtk L)), (3.18)
L+pu L+u
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3.1. DIHOYOS DE SCHWARZSCHILD

con u; = 2my, 4, = 2m, y L es la separacion entre los agujeros de negros, la cual se muestra en la figura
3.1.

Usando (3.18) en (3.17) tenemos,

Hi1H2

6% =-2p——m=——
L(L A+ py + pp)

= —-8xF, (3.19)

donde se ha introducido la fuerza de interaccién entre los agujeros negros,

HiHo

R Ve (3.20)
AL(L + py + up)

El 4rea generada por la singularidad cénica viene dada por la evolucidn del strut en el tiempo euclidiano,
i.e. £x !, donde L es laregion del strut y el S! es la topologia del tiempo euclidiano 7. Asi la métrica para
calcular el area de la singularidad cénica es la siguiente,

gloxst = fdr* + fle?dz?, (3.21)

Integrando la forma de volumen generada por la métrica (3.21) tenemos,
A’ = / edzdr = pe’ L = I, (3.22)
LxS!

donde hemos introducido ! := "0 L, denominada longitud termodindmica [39, 40], estd cantidad mostrara
ser la correcta variable termodindmica asociada al strut con F su variable conjugada.

Teniendo todos lo ingredientes necesarios, usamos (5.5), obteniendo
/ R =26%A% =2(-8xF)(Bl) = —16xpFI, (3.23)
M

con lo que el término Einstein-Hilbert queda

Ipy = pFL (3.24)

Gibbons-Hawking

Proseguiremos con el término de frontera Gibbons-Hawking, para esto definamos una hiper-superficie
N a través del encaje

1(7,0,9) = (r,&s8in 0, Ecos B, @), (3.25)

donde 0 € [0, 7]y & = constante. Con este encaje podemos calcular la métrica inducida sobre A, la cual
esta dada por

hi=1"g=fdo* + [ (¥ E2dO* + & sin’ 0d p?)|. (3.26)
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Teniendo en mente que estamos interesados en el limite £ — oo, en lo que sigue nos enfocaremos en
términos que no desvanezcan en dicho limite.

Similarmente al caso de un solo agujero negro primero calculemos el volumen de N, para esto requerimos
el determinante de A,

|h| = f~1e? &% sin? 0, (3.27)
con lo que podemos calcular el volumen de N,
Vol N = / V|h| dtd0dg = 4z pE2e’ f~1/2
N
~Anp (62 + (my +my) &), (3.28)
donde se han despreciado términos de orden O (1/&).

Asf la primera parte de la integral del término Gibbons-Hawking viene dado como
/N K = f1720,Vol N~ 4mp(2& — m; — my), (3.29)
en cuanto a la segunda parte de la integral (N embebida en espacio plano) se tiene

/ K, = 4np(2%), (3.30)
N

Asi la integral del término completo [K] = K — K, queda

/ [K] = —4np(m; + m,), (3.31)
N

y con esto el término Gibbons-Hawking,

Iy = _é / (K] = —égij}o /N[K] - %ﬁ(ml +my). (3.32)

Asf la accién euclidiana esta dada por la relacién

m1+m2
2

pg = + 7L (3.33)

Energia libre y entropia

Teniendo en cuenta la condicidn de masas iguales para eliminar las singularidades conicas, tenemos que
la energia libre del dihoyo de Schwarzschild queda como

w=lir (3.34)
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con y =2m.

Es util volver a escribir la temperatura del sistema, asi como reescribir 7'y [ con y = py = u,,

L
-1 Ztu (3.352)
dru L +2u
2
F=—-— (3.35b)
4L(L +2p)
2
| = M (3.35¢)
(L + p)?

Como vimos en el capitulo 1, podemos usar la energia libre para calcular la entropia del sistema, a través
de (1.17), primero necesitamos poner W en funcién de la variables termodindmicas adecuadas, las cuales
para nuestro caso son la temperatura T (f~! = T) y la longitud termodindmica /. Para esto usaremos las
siguientes transformaciones [39]

-1

y= ﬁ (1 + 2T — 7T+ an)) (3.36)

=L 14227 (3.37)
2 VArIT(1 + zIT)

con lo que la energia libre W queda como

1 1 /
W= —-14+1/—+12]}, 3.38
8<ZTL'T T > ( )

de donde podemos obtener la entropia como se muestra a continuacion,

s_w|l __1 ! , (3.39)

oT |; 1622 16T \/IT(1 + zIT)

regresando a las variables L y u, la entropia queda como sigue,

L+2
S =222t (3.40)
L+u
ademds el area del horizonte esta dada por
L+2
Al = ag 22T (3.41)
L+u
con lo que la entropia del sistema se puede reescribir de forma compacta,
h
S = 2AT, (3.42)

recuperando asi la relacion usual de Bekestein-Hawking.

31



CAPITULO 3. DIHOYO DE SCHWARZSCHILD

Asi queda demostrada la importancia de la longitud termodindmica /, ya que si no se considera como
una variable termodinamica del sistema, no se recupera la entropia como un cuarto del area de los horizontes
[34].

A pesar de que este acercamiento recupera el valor correcto de la entropia, tiene la dificultad de tener
que cambiar la energia libre de los pardmetros (u, L) a los parametros (T, /), para posteriormente volver de
nuevo a los pardmetros (u, L); lo que es redundante.

A continuacién veamos un procedimiento mas directo que simplifica los célculos y permite obtener las
cantidades termodinadmicas para sistemas atin mas complejos que el dihoyo de Schwarzschild.

Tomando la diferencial de la energia libre (3.34), tenemos
du
dw = 7+Fdl+ld7‘ (3.43)

y recordando que la diferencial de la energia libre como transformacién de Legendre de la primera Ley tiene
la forma

dW = -S8dT + Fdl, (3.44)

podemos usar las diferenciales de las ecuaciones (3.35) (el cual es un sistema lineal en los diferenciales),
para reescribir (3.43) en la forma (3.44) obteniendo

2
2L, K dl,
L+ u 4L(L +2u)

dW = 2nu (3.45)

de donde se extrae la entropia .S directamente, obteniendo el valor esperado (3.40), la cual reproduce la
formula de Bekenstein-Hawking (3.42).
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CAPITULO 4

PRIMERA LEY Y LONGITUD
TERMODINAMICA

En este capitulo obtendremos la primera ley de la termodindmica para soluciones de sistemas binarios de
Kerr y Kerr-Newman, determinando el papel que juega la longitud termodindmica.

Las soluciones estudiadas en este capitulo fueron descubiertas recientemente y se obtienen a través de la
aplicacidon de métodos de soluciones exactas.

Es importante mencionar que los resultados mostrados en este capitulo fueron publicados en [41, 42].

4.1. Soluciones Exactas

Las soluciones utilizadas en este capitulo se obtienen a través del formalismo de Ernst y el método de
Sibgatullin. Estos paradigmas son un punto de inflexién en la historia de soluciones exactas, ya que antes de
su desarrollo no existia un procedimiento sistematico para la obtencién de soluciones de las ecuaciones de
Einstein.
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4.1.1. Formalismo de Ernst

Es bien sabido que las soluciones de las ecuaciones de Einstein en el caso estacionario y con simetria
axial se pueden describir a través de una métrica con la forma [43]

ds* = [~ [e¥(dp* + d2*) + p*d*| — f(dt — wd )*, 4.1)

donde p, z, @ son las coordenadas de Weyl-Lewis-Papapetrou y ¢ la coordenada temporal. Debido a las sime-
trias las funciones f,y y w solo dependen de p y z.

Ernst mostrd en 1968 [3] que cualquier sistema con simetria axial que sea solucidn de las ecuaciones de
Einstein en el vacio, puede describirse a través de una funcién compleja £ independiente del angulo azimutal
y que satisface la siguiente ecuacion

Re(&)V2E =VE -VE 4.2)

donde V es el gradiente en tres dimensiones y V2 el laplaciano. Recordando que las ecuaciones de Einstein
en el vacio se escriben como

1
R, - Eg,,vR =0, 4.3)

donde R, es el tensor de Ricci. Es usual escribir el lado izquierdo de (4.3) como G, denominado tensor
de Einstein, con lo que las ecuaciones de vacio se pueden reescribir como

G,, =0. “4.4)

Hv

Por otro lado el mismo Ernst mostré en [4] que cualquier solucién a las ecuaciones Einstein-Maxwell con
simetria axial y estacionaria,

Gﬂv = 871'Tﬂv,
0
g FM) =,
axv(\/ g F"™)
Fuvy+Foyput Fpy =0, 4.5)

donde T}, es el tensor de energia-momento del campo electromagnético definido por

1 1

— —(F F7

1)
w — 4 MV — y(SFy gyv)7 (4.6

puede describirse en términos de un par de funciones complejas (£, @), independientes del angulo azimutal
que satisfacen una generalizacion de (4.2),

(Re(€) + |®|*)VZE = (VE 4+ 20*VD) - VE, (4.72)
(Re(€) + |®|P)V?D = (VE 4 20V D) - V. (4.7b)
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donde ® = A, + iA;, E=f—0d* +iQ, con A;, Q definidos a través de las ecuaciones diferenciales

A;,p =p (A, — w4y )), (4.82)
Ay, = =07 [(A3, - 0Ay), (4.8b)
©,==pf 7 Q.+ 2Aml(A - iA)(Ay . +145)]). (4.80)
w,=pf> (g , +2Im[(Ay — iA))(Ay, + iA;,p)]) . (4.8d)

Aj, A4 son las componentes magnética y eléctrica del potencial electromagnético

A, =(0,0,A3,—Ay). 4.9)

Para obtener la solucion de las ecuaciones (4.7a) y (4.7b) se deben calcular las funciones métricas f,y y
w, las cuales satisfacen las siguientes ecuaciones,

f =Re& + D", (4.10a)
®,=—pf T Im(E, +20%D ),
o, =pf’Im(E , + 20D ), (4.10b)
p * * sk
=—L [+ 20%D )& 420D 4.10c
"0 = JRe & + 00+ [, &, » ( )

£. 420" )(E" + 2007 )] — (@,0, - 2.27)
- + + - : -
£z 0z A Ree 1 00

PRE[(E , +20D*)(E% +200%)]  2pRe(®* D )
V= 2(Re € + OP*)2 Re & + dO*

, (4.10d)

(4.10e)

4.1.2. Método de Sibgatullin

El método de Sibgatullin [5] es un método integral que hace uso de la continuacidn analitica del analisis
complejo para generar soluciones de la pareja (£(p, z), D(p, z)) a partir del valor de una pareja (e(z), f(z))
definida en el eje de simetria. La relacion entre mencionados pares viene dada por e(z) = £(0,2) y f(z) =
(0, z). Los detalles pueden ser consultados en [44].

Los potenciales de Ernst en el plano complejo se obtienen de las formulas integrales

1 [ m@e®

E= (4.11a)

TJ-1 4/1-¢2

+1

o= 1 Mdc (4.11b)

TJ-1 A1=-¢2

con la funcién p;(¢) por determinar a través de la condicién integral
+1 5 7
+é(n)+2
][ uile(€) +e(n) +271(6) f(m)] do =0 @.12)
-1 E-mV1-0o2
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y la condicién de normalizacion

Houio)

-1 y/1-¢2
En las ecuaciones anteriores & = z+ipo, n = z+ipA siendo p y z las coordenadas de Weyl-Lewis-Papapetrou
y 0,4 € [—1, 1]. Las funciones e(£) y f (&) son continuaciones holomorfas locales en el plano z + ip de las

funciones e(z) y f(z). Ademis se tiene &(&) := (e(£*))*, f(&) := (f(£*))" y el simbolo f denota el valor
principal de la integral.

do =r. 4.13)

Una relacién importante entre los parametros de la solucién viene dada por la ecuacioén de Sibgatullin

e(&) + &) +2f(©)f(©) =0, (4.14)

cuyas raices pueden ser escogidas de tal forma que las soluciones resultantes correspondan a objetos subextre-
mos (raices reales distintas), extremos (raices reales iguales) y superextremos (raices complejas conjugadas).

Una vez han sido calculadas £ y ® la funcién f de la métrica (4.1) puede obtenerse a través de la relacion
(4.10a) i.e.,

f =Reé& + ®P*, 4.15)
El método de Sibgatullin también permite calcular la funcién métrica w,
1 .
fo= E(H12+H;‘])+<I><D§—zz, (4.16)

con Hy,, Hy| y ®, definidas mediante las formulas integrales

2 [ &pi(o)

TJ-1 y\1-062
+1
Hy =L [ 04O, 4.17b)
TJ-1 y1=¢2
+1
o, =1 [ RO, (4.17¢)

En las ecuaciones (4.17b) y(4.17¢) se introdujo una nueva funcion p,(c) que debe satisfacer las condi-
ciones

+1 5 F
][ Hale©) + &) + 2/ (D) (] , iy (4.18a)
-1 E-mV1-o?
+1
o) o (4.18b)

-1 4/1-¢62

La funcién y de la métrica se puede obtener de las ecuaciones (4.10c) y (4.10e) después de haber resuelto
las condiciones de integrabilidad (4.7a) y (4.7b) que nos dan los potenciales de Ernst £ y ®.
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Finalmente para obtener las soluciones que se estudiaran en este capitulo se proponen las semillas de los
potenciales de Ernst sobre el eje de simetria de la siguiente forma,

€] €
+

e(Z)=1+Z_ﬁ1 —z—ﬁz’

(4.192)

(4.19b)

donde ey, e,, f1. f2, f1 ¥ P, son pardmetros complejos que se eligen de tal forma que se obtenga la solucién
buscada.

4.2. Longitud Termodinamica

En esta seccidon centraremos nuestra atencion al concepto de longitud termodindmica, el cual fue de suma
importancia en el capitulo 3 para el estudio del dihoyo de Schwarzschild.

El concepto de longitud termodindmica fue introducido en [12] por primera vez, donde se analiz6 agujeros
negros con singularidades cénicas con angulos de déficit. Posteriormente en [40] se comprobd la consisten-
cia de la longitud termodindmica con la primera ley termodinadmica para dos agujeros negros en equilibrio
estatico. Ciertamente indicios de esta cantidad se puede encontrar en trabajos previos como [39], donde se
introdujo como una correccién a la masa asociada al sistema con el fin de obtener el valor correcto de entropia
para el dihoyo de Schwarzschild, debido a que un resultado incorrecto habia sido obtenido en [34].

Asi el determinar las variables termodindmicas correctas no es trivial. Debido a esto se decidi6 investigar
el rol que juega la longitud termodindmica en sistemas binarios con mayor complejidad que el dihoyo de Sch-
warzschild y a las estudiadas en [40]. Para esto se usaron soluciones que fueron descubiertas recientemente,
obtenidas a través de la aplicacion de los métodos de soluciones exactas expuestos en la seccion 4.1.

4.2.1. Dihoyos de Kerr

En esta seccion obtendremos la primera ley de la termodinamica para tres configuraciones de dos agujeros
negros colineales con rotacién. Comenzaremos con el caso de dos agujeros negros contrarotantes, posterior-
mente estudiaremos el caso de dos agujeros negros corotantes y finalizaremos con el caso de dos agujeros
negros rotantes arbitrarios.

Los tres sistemas gozan de simetria axial y son soluciones estacionarias, pueden ser descritos con una
métrica de la forma [43]

g=—flidt —wde)* + [~ (¥ (dp* + dz*) + p*dp?) (4.20)
donde la forma de cada funcién métrica depende del las caracteristicas particulares a analizar.
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-
I 0 R

Figura 4.1: Dihoyo de Kerr contrarotante con la misma masa m y momentos angulares con signo contrario
may —ma.

Dihoyo de Kerr contrarotante

El dihoyo de Kerr a analizar se muestra en la figura 4.1, consiste de dos agujeros negros con la misma
masa m separados por un strut con momentos angulares contrarios ma y —ma; con a el momento angular por
unidad de masa.

Los coeficientes f, y y w de la métrica (4.20), estan dados por [9]

_1AP-1B> 5, |AP-|BP , — _2mIG(4 + B)"

f ; = . 0= T Rz
|A+ B|? 16R*c*R, R_r,r_ |A|? - |B|?

, 4.21)

donde A, By G vienen dados como

A =m*[46* (R, R_+r,r_)+ R*(R,r, + R_r_)]

+ [(R = 2m)(R(c” — a®) + 2m®) + 4m*a® u)(R,.r_ + R_r,)

—2iac R(R — 2m)(R,r_ — R_r,), (4.22a)
B =2moR[6R(R, + R_+r, +r_)—(2m* +ia(R —2m))(R, — R_ —r, +r_)], (4.22b)
G=-zB+moR[2mQ2o(r,r_ — R, R_)+ R(R_r_— R r,))

+ (R +20)(Ro — 2m* — ia(R — 2m))(R, —r_)

+ (R = 20)(Ro + 2m* + ia(R — 2m))(R_ — r )], (4.22¢)

R, y r, corresponden a las distancia desde los extremos de las barras que corresponden a los horizontes de
los agujeros negros a la posicién determinada por las coordenadas (p, z), explicitamente estdn determinadas
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por

Ri=\/p2+(z+%RiG)2, ri=\/p2+(2—%RiG)2, (4.23)
como se muestra en la figura 4.1 ma el momento angular del agujero negro en z < 0 (—ma del agujero negro
en z > 0), R la distancia entre los centros de los agujeros negros, 2¢ la longitud de la barra que representa el
horizonte de cada agujero negro, ¢ esta dada por

c=Vm2—a’u, u: R=2m (4.24)

T R+om

Con estas formulas fue obtenida [9] la bien conocida formula de Smarr [45],
m=——A+2Qj (4.25)
iy

donde « es la gravedad superficial, A el area del horizonte; Q la velocidad angular y j := ma el momento
angular del agujero negro en z < 0 (— la velocidad angular y —j = ma el momento angular del agujero
negro en z > 0). Las cantidades A, k y Q estan dadas por [9]

_ 2m

A = 8xm(m + o) (1 + F) , (4.262)
_ Ro

* = 2mm+ o)(R + 2m)’ (4.265)
__ au

Q= (4.26¢)

mientras la fuerza de interaccién F tiene la forma [46]

2
=" (4.27)

R2 —4m?’

Las identidades (4.26a) y (4.27), junto con j = ma y la definicién de o nos permiten escribir la primera
ley de la termodinamica a través de un procedimiento anilogo al llevado a cabo en [40],

‘ R —206)(R? — 4m?
dm = Ro s+ —I* ;. (R=20) ™) 4 (4.28)
4zm(R + 2m)(m + o) 2m2(m + o) 2R?
donde sea a tomado la entropia .S como un cuarto del area A.
De (4.28) podemos identificar la temperatura
=9 Ro (4.29)

T oS liF - 4xm(R + 2m)(m + 6)°

la cual coincide con la temperatura de Hawking T = «/(2x); introduciendo la velocidad angular Q y la
longitud termodindmica / se puede reescribir (4.29), dando como resultado la primera ley de termodinamica

dM =2TdS +2Qdj — IdF, (4.30)
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pA

m, Jj
20
2 0 R
20

m, Jj

Figura 4.2: Dihoyo de Kerr corotante con la misma masa m y el mismo momento angular j.

donde M = 2m y la longitud termodinamica tiene la forma

_ (R-20)(R? - 4m?)

l e (4.31)
Es importante resaltar que la longitud termodindmica se puede reescribir como
[ = Le’, (4.32)

con L = R — 20 (ver fig. 4.1) y e coincide precisamente con (R> — 4m?)/R?, donde 7, es el valor de y en
la region del strut.

La forma en (4.32) es exactamente la encontrada en [40], para el caso estatico. Sin embargo, es prematuro
pensar que es la forma genérica para /, por lo que analizaremos mas sistemas binarios.

Dihoyo de Kerr corotantes

Prosigamos con el andlisis de dos agujeros negros de Kerr con la misma masa m y el mismo momento
angular j; el cual se muestra en la figura 4.2.

Para este caso los coeficientes en (4.20) estan dados por [7, 8]

_1AP-|B>  ,, _ |AP-1|B _ 2Im[G(A + B)]

f , — , W= 4q—- ——— - (433)
|A + B|? K2R, R_r,r_

|A> — | B|?
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en este caso los coeficientes A, By G son

A=R R, —R.)(r, —r_)—46*(R, —r,)(R_ —r_),

B =2Ro[(R+26)(R_—r,)—(R—=20)R, —r_)],

G =-zB+ Ro[2R(R_r_— R, r)+4c6(R,R_—r,r_)
—(R*—46M)(R, — R_ —r, +r_)]

y en este caso

—m(+20 + R) +id 2
R, = m(x26 + R) +i \/p2+<z+lRi0'>,
= 2m? 4+ (R + 2ia)(xo + ia) 2

— — i 2
_ m(+26 — R) +id \/p2+<Z—%RiG>

+

= 2m?2 — (R =2ia)(x0 +ia)
con las constantes K,,dy o

K - 462[(R? + 2mR + 4a?)? — 16m*a?]
’ m2[(R + 2m)? + 4a?]
de 2ma(R? — 4m? + 44%)
R2 +2mR + 4a?
o= Vm?—a+ (R — 4m? + 4a2)~\.

b}

(4.34a)
(4.34b)

(4.34c)

(4.35a)

(4.35b)

(4.36a)

(4.36b)

(4.36¢)

donde m corresponde a la masa del agujero negro como en el caso anterior, pero en este caso, j y a estan

relacionadas por la siguiente ecuacion

_ ma[(R +2m)? + 4d?
~ R*+2mR+4a?

4.37)

prosigamos a investigar si se sigue cumpliendo la formula (4.32) para la longitud termodindmica en este

sistema binario.

Similarmente, a los demas casos se puede mostrar que S, T, Q y F tienen la forma,

_ 2am[(R + 2m)* + 4a*][(R + 2m)(m + o) — 24?]
B (R +26)(R? + 2mR + 44?)
3 6(R + 20)(R? + 2mR + 44?)
"~ dzm[(R + 2m)2 + 4a2|[(R + 2m)(m + &) — 24]
o- (m — 6)(R% + 2mR + 44>

2ma[(R + 2m)? + 4a4?]

m*[(R + 2m)* — 4a?]

(R2 = 4m? + 4a2)[(R + 2m)? + 442]

S

F =
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ma, j2

e

Figura 4.3: Dihoyo de Kerr con masas m; y m,, momento angular j; y j, respectivamente.

con estas cantidades y la diferencial de (4.37)

da= (mR(R+2m)° +8a*(R* + mR = 2n* + 2a2)])_1
X ((R2 +2mR + 4a*)*dj + 2m*a[(R + 2m)* — 4a*1dR
= al(R+2m(R® + 4mR + 8a%) + 162*(n” + a)|dm) (4.39)
podemos recuperarla primera ley de la termodindmica con la siguiente forma
dM =2TdS +2Qdj — IdF, (4.40)
donde M = 2m y la longitud termodindmica / dada por

| — (R=20)(R? — 4n” +4a”)[(R +2m)” + 4d’]

441
(R? 4+ 2mR + 4a2)? — 16m2q4? ( )
, reescribiendo /, obtenemos de nuevo la identidad
| = Le'o. (4.42)

Dihoyo de Kerr arbitrarios

Ahora pasaremos al caso del dihoyo de Kerr arbitrario [6, 47], mostrado en la figura 4.3. En principio la
solucién puede derivarse de la solucion de Kramer y Neugebauer [48].

42



4.2. LONGITUD TERMODINAMICA

En este caso los coeficientes f, y y @ en (4.20) estdn dados por las siguientes relaciones [6, 47]

Al> - |B|? Al>—|BJ? 2Im[G(A + B)*
polar-ise o AP IBP L AmIGA+BYT
|A + B|? 160y 2|0y |2 K2R, R_F, 7_ |A|? - |B|?
donde las constantes A, B 'y G estan dadas por
A= (R = (o} + 0" )R, — R)(ry —r_) —4o,05(R, —r_)(R_ —r,), (4.44a)
B =20,(R* - 07 +0,)(R_— R,) +20,(R* + o7 —03)(r_—r,)
+4Roj0p(R.+R_—r, —r_), (4.44b)
G=-zB+0,(R*—0; +0,)(R.—R)(ry+r_+R)
+o)(R*+0l —0))(r_—r )R, + R_—R)
—20105[2R(r,r_ — R, R_—o(r_—r )+ 0,(R_—R,)
+ (0'12 - o‘%)(mr +r_—R,—R)], (4.44¢)
donde r, y R, tienen la forma,
(+0, —my —ia)[(R+ M)* + a®] + 2a;[mja+iM(R+ M)] _
ry = p,—1 - - Fi, (4.452)
- (xo; —my +ia)[(R+ M)? + a2] + 2a,[mja— iM(R+ M)] =
+6, — my — ia,)[(R+ M)? + a?] -2 —iM(R+ M)]
R, = _ﬂo( 6y —my —iay)|( ) a] ay[mya — iM( )] R, (4.45b)
- (£69 —my +iay)[(R+ M)? + a2] — 2a,[mya+ iM(R+ M)] ~
y las constantes K, y 4,
(R+ M)? + a®)(R? — (m) — my)? + @) — 8m mya? R+ M —ia
K, = , M= ————————, (4.46)
mymy((R + M)? + a?) R+ M +ia
donde o, y o, son las longitudes medias de los agujeros negros, dadas por
o = \/ml —ay +4m2a1d1, o = \/m2 —ay +4m1a2d2, (447)
con d; y d, definidas como sigue
d = (my(a; — ay + a) + Ra)[(R+ M)? + a®] + mya,a* (4.482)
[(R+ M)? + a?]?
dy 1= (my(a, — a; + a) + Ra)[(R+ M)? + a®] + mlazaz. (4.48b)

[(R+ M) + ]

Teniendo de esta forma un total de cinco parametros libres, los cuales son m, m,, a;, a, y R. La masa
del agujero negro en z > 0 siendo m; y su momento angular por unidad de masa a; = j; /m,, para el agujero
negro en z < 0 se tienen las correspondientes cantidades m, y a, = j, /m,; notemos que estas son cantidades
de Komar. Como es usual R es la distancia entre los centros de los agujeros negros. La masa total, asi como
el momento angular total quedan determinados por

M = my + mp, J = mya; + mpa, (449)
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recordando que el pardmetro a esta relacionado con los parametros libres a través de la siguiente ecuacidon
ctbica
(R? = M? + a*)(a; +a, —a) + 2(R+ M)(J — Ma) = 0. (4.50)

Se puede mostrar que las entropias (S, S,), temperaturas (T, T5), velocidades angulares en los horizontes
(Q;, Q,) de cada agujero negro y la fuerza de interaccién F tienen la forma

Sy _ o _ |m+o)[R+ M) +d _2m1ala]2+a%(R2—M2+a2)2

= = (4.51a)
r 27Ty [(R+ M)+ a@][(R+0)* — 03]
2
S, oy [(m2 +0,) [(R + M)2 + a2] - 2m2a2a] + a%(R2 - M?+ az)2 “4.51b)
27T, [(R+ M)? + a?][(R + 0,) — o-f] .
m; — oy my — 03
Q=—"7— Q=—- 4.51
! 2mlal 2 2m2az ( C)
R+ M)? - d?
Fo_ mml(R+ M) —a] (4.51d)

(RZ— M2+ a®)[(R+ M)? + a?]
teniendo las expresiones explicitas de las cantidades termodindmicas involucradas en la primera ley de la
termodindmica es directo pero laborioso mostrar la validez de la siguiente igualdad,

dm; +dmy =T\dS| +T,dS, + Q,dj, + Q,dj, — ldF (4.52)
donde la cantidad / es la longitud termodinamica,

(R—0; — 0,)(R2 = M2 + d®)[(R+ M) + d*]

= , 4.53
(R2+ MR+ a?)? — (m — my)*2(R+ M)2 —4m mya? (453)
el procedimiento para llegar a dicho resultado es simplemente algebraico.
Finalmente, / se puede expresar en la misma forma
I = Leo, (4.54)

donde L = R -0y — 05.

4.2.2. Dihoyos Kerr-Newman

Ahora se consideraran sistemas carga eléctrica y se obtendra la forma que toma la longitud termodindmica
en la primera ley para estas soluciones.

Debido a que la solucidn para dos agujeros negros de Kerr-Newman arbitrarios no existe, proseguiremos
al anélisis de dos soluciones particulares, la primera siendo un sistema formado por dos agujeros negros
contrarotantes con la misma carga eléctrica y la segunda el caso con cargas opuestas. para después analizar
el caso cuando se tienen cargas opuestas.

Dado que ambos casos tienen simetria axial y son soluciones estacionarias se pueden escribir por medio
de la métrica usual

g=—flidt —wde)* + [~ (¥ (dp* + dz*) + p*dp?) . (4.55)
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m, J ,q
20' Y
E 0 R
20 '

m7+j7q

Figura 4.4: Dihoyo de Kerr-Newman contrarotante con la misma masa m, misma carga q y rotacion con signo

contrario j y —j.

Caso cargas iguales

Comenzando con el caso de dos agujeros negros con masa m, carga ¢ y momento angular j como se

muestra en 4.4.

Las funciones f, y y w tienen la forma siguiente [10]

f

donde los coeficientes A, B, C. G e I estan dados por

A= (m* = ¢)[4c* (R R_+r,r_)+ R (Ryr, + R_r)]
+[6%(R? = 4m* + 4¢%) — j*R*ul(R,r_ + R_r,)
—2ijRou(mR + 2m? — qz)(R+r_ - R_r,),
B =2mRo[Ro(R, + R_+r,r_)— AR, —R_—-r +r_)],
C=¢gB/M,
G = —zB + Ro[2m® — ¢)[20(r,r_ — R,R_) + R(R_r_ — R,r,)]
+m(R +20)(Ro — A)(R, —r_) + m(R = 26)(Ro + A)(R_ — r,)],
I= %[G + Rq*0[20(r,r_ — RyR_)+ R(R_r_— Ryr,)],

45

_ A2 = B>+ |C|? 2 |A|? - |B|* +|C|? o M2G(A+ B)* +CI"]
|A+B]2 16R4**R, R_r,r_’ |A]? — | B2 +|C?

(4.56)

(4.57a)
(4.57b)
(4.57¢)

(4.57d)
(4.57¢)
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R, y r, son coordenadas determinadas por las siguientes ecuaciones

Ri=\/p2+(z+%Ricr)2, r+=\/p2+(z—%Ri0')2 (4.58)

con my g siendo la masa y carga eléctrica de cada agujero negro, mientras j es el momento angular del
agujero negro en z < 0 (el momento angular del agujero en z > 0 siendo -j); R denota la distancia entre los
centros de los hoyos negros.

Finalmente o, u y 4 se definen como sigue

o= V= =R (4.59)

R? — 4m? + 447

= 4.59b
K (mR +2m? — ¢%)? ( )
A:=2m* = ¢») +iju(R+2m? = ¢?). (4.59¢)
Por otro lado el potencial electromagnético viene dado por
C 1
A=-Re(—=)di+Im(——=)dg. 4.60
\ars/ ™A/ (+60)
Es directo mostrar que cada agujero negro satisface la formula de Smarr
m=2TS+2Qj+ ®,q (4.61)

donde la temperatura T, entropia .S, velocidad angular €, potencial eléctrico sobre el horizonte ®, y fuerza
entre los agujeros negros F tienen la forma

; R+2 2 _ 2
7oRo g_mh o JumRF2m —q) (4.62a)
2 A R A
R+2 —24¢* 2 _g¢?
o, = ql(R+2m)(m+ o) — 2q ]’ Fo_Mm-a (4.62b)
A R2 —4m? + 4q2
con el parametro A dado por
A :=2m(R +2m)(m + 6) — ¢*(R + 4m + 20). (4.63)
teniendo a través de estas identidades,
dm=TdS +Qdj + ®,dQ — 2—;2(1{ — 26)(R? = 4m? + 4gD)dF (4.64)
con lo que se obtiene la siguiente forma para la primera ley
dM =2TdS +2Qdj +2®,d0 — ldF (4.65)
tomando las siguientes definiciones
4 2_ 2
M :=2m, l:=(R—2o-)<l—M>. (4.66)
R2
Asi podemos identificar la longitud termodindmica con la forma usual
[ = Le'o. (4.67)
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Caso cargas opuestas

Ahora estudiaremos el caso con cargas opuestas que se muestra en la figura 4.5); para el cual tenemos los

parametros f, y y w estan dados por [11]

f

AP = B> +|CJ? 2 = |A|? - |B|> +|C|? = IM2G(A+ B)* +CI"]

[A+B]2 " 16R**R,R_r,r_  |A]>—|B?+|CJ?
donde A, B, C, G ¢ I tienen la forma

A= RYm®* — ¢*V)(R, — R_)(r, —r_)+4c*(m* + ¢*v)(R, —r (R_ —r_)
+2Ro[Ro(Ryr_+ R_r )+ iju(R,r_— R_r,)],
B =2mRo[Ro(R, + R_+r, +r_)—Qm* —iju)(R, — R_ —r, +r_)],
C =2C,Ro[(R + 20)(Ro — 2m? — iju)ry —R.)
+ (R = 20)(Ro + 2m? + iju)(r_ — R))],
G=-zB+ Rcr[R(Zm2 - qzv)(R_r_ -Ryr )+ 20'(2m2 + qzv)(r+r_ - R,R.)
+m[(R +20)(Ro — 2m* +iju) — 2(R — 26)g*VI(R, —r_)
+m[(R = 26)(Ro + 2m* — iju) — 2(R + 20)q*VI(R_ — )],
I =—C+2C,m[R*2m? =262 + iju)(R,r, + R_r_)
+262(R* —4m* = 2iju) (R, R_ +r r_)]
- C,(R, — 462)<2m[R6(R+r_ —R_r)+Q2m* +iju)(Ryr_ + R_r})]

+ Ro[Ro(R, + R_+r +r_)+ (6m* + iju)(Ry —R_—r_ +r_)+ SmRO']).

con coordenadas R, y r, dadas por

R, = \/p2+(z+%Ria)2, ry= \/p2+(z— %Ria)2
y constantes u, vy C, definidas por las siguientes ecuaciones

R? — 4m? R? — 4m? _q(R* —4m* +2iju)

=, vV = _—
m(R + 2m) + q* (R +2m)? + 442 ’ (R+2m)(R? - 402?)

u

>

finalmente ¢ siendo la mitad de la longitud del horizonte esta dada por la expresion,

i2 2 2
0'=\/m2—<j ((R +2m) +4q)+q2>R—2m

(m(R + 2m) + ¢2)? R+2m’

47
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(4.69¢)
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(4.69¢)
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VA
m,+j,+4q
20
L 0 R
20 -
mv_]v_q

Figura 4.5: Dihoyo de Kerr-Newman contrarotante con la misma masa m, carga con signo contrario g y —q
y rotacion con signo contrario j y —j.

Se puede mostrar que las cantidades termodinamicas T', S, ©, @, y F se escriben como

Ro[(R +2m)? + 4¢%]

T = , (4.73a)
27(R 4 2m)2[2(m + o)(mR + 2m? + ¢2) — ¢2(R — 2m)]
2012 2y2
T 2 2 JT(R—4m")
S=———|R+2m)*(m+0) + , 4.73b
RR+20) | o) R o 4 ) (4.73b)
0= j[2(m — o)(mR + 2m?* + ¢*) — ¢*(R — 2m)] 4.730)
4j2 + g*)(mR + 2m? + ¢?) ’ '
o = A’0m = o)mR +2m + %) + 2j°(R — 2m)] @73d)
¢ (472 + g )(mR + 2m? + q?) ’ .
Fo m*(R + 2m)* + ¢* R? 4730)
(R +2m)%(R? — 4m?)’ '
lo que nos lleva a una primera ley de la forma
dM =2TdS +2Qdj +2®,d0 — IdF (4.74)

donde similarmente al caso anterior M = 2m y el coeficiente de la diferencial dF en la primera ley coincide
de nuevo con la longitud termodinamica

/- (R — 20)(R + 2m)%(R? — 4m?)

4.
RZ[(R + 2m)? + 442] (4.75)

Asi mostramos que la longitud termodindmica es un concepto robusto e indispensable, valido para el caso
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de dihoyos con carga eléctrica y con rotacion; definido en forma genérica por
I =Le, (4.76)

donde L es la longitud del strut y y, la funcién gamma evaluada en la region del strut.

Primera Ley y Energia Libre

Es posible deducir la energia libre para los sistemas estudiados en este capitulo, sin embargo en el capitulo
5 se obtendra el resultado para un sistema mucho mas general, para el cual la energia libre para los dihoyos
de Kerr-Newman y Kerr, son corolarios. Por lo cual, nos restringiremos a escribir el resultado de la energia
libre para los dihoyos de Kerr-Newman directamente, la cudl es la siguiente,

W=M-®,0+IF, 4.77)

con esta ecuacidn se puede mostrar explicitamente la relacion que satisface la diferencial de la energia libre
[42].

El procedimiento para obtener la relacion (3.44) es anilogo a la deduccién de la primera ley de la termo-
dinidmica para los agujeros negros de Kerr-Newman, esto es a través de los diferenciales de las ecuaciones
(4.62) para el caso de cargas iguales y de los diferenciales de (4.73), para el caso de cargas opuestas; por
supuesto afiadiendo el diferencial de , obteniendo

dW = =28dT —-2jdQ —-20d®, + Fdl. (4.78)

49



CAPITULO 4. PRIMERA LEY Y LONGITUD TERMODINAMICA

50



CAPITULO 5

TEMPERATURA PROMEDIO DE
HAWKING

En esta capitulo describiremos nuestro resultado mas importante el cual denominamos temperatura de
Hawking promedio [49], este nuevo concepto generaliza la temperatura de Hawking y extiende el método
de la accidn euclidiana a sistemas con agujeros negros con diferentes gravedades superficiales sobre sus
respectivos horizontes.

Es importante resaltar que tratar de definir una temperatura para horizontes con diferentes gravedades
superficiales ha sido intentado previamente [50-52], principalmente para sistemas de agujero negro asintoti-
camente de Sitter, para los cuales se tiene un horizonte cosmoldgico y uno de agujero negro.

Terminaremos, aplicando el método euclidiano generalizado a un sistema formado por N agujeros negros
colineales de Kerr-Newman.

5.1. Temperatura en sistemas con varios horizontes

Como hemos mostrado, en presencia de varios agujeros negros se requiere tener la misma gravedad
superficial sobre cada horizonte, con el fin de eliminar las singularidades cénicas sobre los mismos. En el
caso de N horizontes uno llega a N ecuaciones que aproximan la métrica cerca de cada horizonte,

gly =d& + Exdr?, (5.1
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donde se ha omitido la parte de 1a métrica que no juega ningtn papel relevante para determinar la singularidad
conica.

Claramente alrededor de cada horizonte se han generado singularidades conicas, y para eliminarlas se
tendrian que eliminar simultdneamente a través de fijar el periodo de 7 sobre cada horizonte,

2

K

B i=1,...,N (5.2)

lo que lleva a concluir que k; = kK, = -+ = Ky, asi nos vemos forzados a tener horizontes con la misma
gravedad superficial.

En lo que sigue mostraremos como podemos evitar esta restriccién, generalizando el método euclidiano
de forma que es posible incluir diferentes gravedades superficiales. La idea principal es no requerir la elimi-
nacion de las singularidades conicas de manera local, sino a nivel “termodindmico”.

En dos dimensiones M, p, se puede mostrar que si existe una singularidad cénica, se tiene [37, 38, 53]

/ R =126, (5.3)
Mayp

donde 6 es el angulo cénico.

Consideremos una variedad M con singularidades cénicas, la cual corresponderd a nuestro espacio-
tiempo euclidiano. Podemos pensar M formada por dos conjuntos disjuntos, uno formado por todas las
singularidades conicas X y el otro por la variedad excluyendo las singularidades cénicas M /X, de esta forma
[37]

/ R=126A5 + / R, (5.4)
M M/

donde Ay es el drea generada por el conjunto X donde se encuentran las singularidades cénicas. Los casos
en los que estamos interesados cumplen R = 0 sobre M /Z, con lo que tenemos

/ R =25As. (5.5)
M

Es directo recuperar el resultado usual para la temperatura de Hawking para un solo agujero negro, para
esto consideremos la métrica efectiva cerca del horizonte

g =d& + E2x*dr?, (5.6)
la cual implica un dngulo cénico
K

p
5=2n—/0 KdT:2n'<1—ﬂﬂ). (5.7)

Asi la integral de R puede obtenerse usando (5.5) y (5.7), dando como resultado

K

/MR=47r<1—ﬁE>AH, (5.8)
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donde Ay es el area del horizonte.

Evidentemente el no tener un resultado nulo en el término Einstein-Hilbert cambia la energia libre, lo
cual se resuelve recordando que una de las prescripciones del método euclidiano es la eliminacién de las
singularidades conicas sobre los horizontes a través de la fijacion del parametro S.

Por lo cual fijaremos el pardmetro f a través de requerir que se eliminen todas las contribuciones debidas
a las singularidades conicas sobre los horizontes al nivel de la accién, esto es requerir que (5.8) se anule,
obteniendo

p=22, (5.9)
K
lo que implica una temperatura
K
T=—, 5.10
o (5.10)

la cudl es la temperatura usual de Hawking.

En el caso de N horizontes, tendriamos N singularidades conicas dadas como

s .
5,:27;—/ K,-d‘r=27r<1—ﬁ—l>, (5.11)
0 271'

con lo que la integral de R queda

/MR=1227r(1—ﬂ;—;>AHi, (5.12)

donde la suma corre sobre todos los horizontes y se ha supuesto que no hay mas singularidades conicas aparte
de las que se encuentran en los horizontes.

Aplicando la condicién de eliminar los términos correspondientes a las singularidades conicas sobre los

horizontes, tenemos
0= §i 2;:(1 —ﬂE)AHi

K
=2 Ay — Ay — |, 5.13
n(Z i, ﬂzi: H,.Zﬂ> (5.13)
lo cual se satisface si § cumple con la relacion

SAn__, TAn

p= =2z , (5.14)
K; Z Ap K
XAy ’
2z
esta ecuacidn es la que nos permite introducir el concepto de temperatura de Hawking promedio
. > Ay k;
Po= LETHT (5.15)

Tt YAy
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la cual generaliza la temperatura de Hawking y permite extender el método de la accion euclidiana para
sistemas con diferentes gravedades superficiales.

Si postulamos las temperaturas de Hawking T; = «; /27 y entropias S; = A H, /4 podemos reescribir la
temperatura de Hawking promedio como

L]
T=< 2 ST, (5.16)

donde S := ) S;.

5.2. Dihoyos de Schwarzschild Arbitrarios

En el capitulo 3 analizamos el sistemas de dos agujeros negros de Schwarzschild, para el cual tuvimos
que restringirnos al caso con la misma masa para ambos agujeros negros, esto con la finalidad de eliminar
las singularidades cénicas sobre los horizontes. En esta seccién veremos como prescindir de esta restriccion
usando la temperatura de Hawking promedio 7.

Einstein-Hilbert

Con la finalidad de recalcular el término Einstein-Hilbert sin restringir de antemano los valores de la
gravedad superficial sobre los horizonte, usaremos (5.5), de esta manera tenemos como resultado

R=2Y 54, (5.17)
J.5=2%

donde la suma es sobre todas las regiones con singularidad cdnica.

Para el sistema en cuestion se tienen tres regiones con singularidades conicas, los horizontes de los agu-
jeros negros y la regién que corresponde al strut, con lo que tenemos

2
/ R=2) 6TAy +257A,, (5.18)
M i=1

donde A H, €S el 4rea del i-ésimo horizonte y A; el 4rea del strut; las 6’s indican las singularidades conicas
en sus respectivas regiones.

En cuanto a los angulos cénicos tenemos las siguientes identidades para los horizontes

5;:2::(1—/35—;), (5.19a)

T Ko

P =27r<1 —ﬁg> (5.19b)
y para la regién del strut

52 = 2x(1 — &), (5.20)
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En cuanto a las areas de los horizontes, consideremos la métrica alrededor de r = rl+,

2

—zy+m +

gly ~ 4n l(z‘ Bl m2> F2(0)d02+F_2(0)sin29d(p2], (5.21)
1 Zl - 22 + ml - m2

con la cual podemos calcular el area del horizonte correspondiente, obteniendo

_ _ 2 Zl _Z2+m1 +m2
Ay, = gy, = 16mm , (5.22)
H, Zy = Zytmp—my

anilogamente para el horizonte en r = r; tenemos

Z1—Zy+my +m
Ag =16nm§< L2 '>. (5.23)
2 Zl—Zz+m2_m1

Eliminando las contribuciones generadas por la transformacién ¢t — —it a través de fijar el valor de § a
través de (5.14), recuperamos el resultado

/ R=25%A, = 2(=82F)(pl) = —16zfFI, (5.24)
M

pero con una nueva temperatura dada por

. Apg x| +Ag Ky
7= zi‘—z (5.25)
T 14[{1 +AH2

5.3. N-hoyos Kerr-Newman

En esta seccidn analizaremos un sistema de N agujeros negros con rotacién y carga eléctrica separados
por N — 1 struts como muestra la figura 5.1. Dicha configuracién es estacionaria y goza de simetria axial por
lo cual la métrica del sistema se puede escribir en la forma usual

g=—flidt —wde)* + [~ (e¥(dp* + dz*) + p*dp?) (5.26)

donde se ha realizado una rotacién en la parte temporal v = it.

El sistema antes de la transformacién = = it es descrito por una subfamilia de la solucién N-soliténica
[54] construida a través del método de Sibgatullin [5]. Los potenciales de Ernst para la solucién [54] viene
dados por las expresiones

E=E,JE., ®=FJE_, (5.27)
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(p,2)

Figura 5.1: Posicion de agujeros negros de Kerr-Newman en el eje de simetria.

20’2

Ly

20‘1

donde E+y F estan dados por los siguientes determinantes (2N + 1) X 2N + 1)

1 1 1 0 flap Slagn)
ry N Fi aN
+1 -1 _—
a = P N = P a = h N~ h
ry N Fi 2N
+1 -1
E, = a — Py N =Bn|, F= @ = Py N = PN|, (5.28)
0 hy(ay) hi(ayn) 0 hy(ay) hi(ayn)
a -} N — By a — f} N — By
0 hy(ay) hy(ayn) 0 hy(ay) hy ()
a — ﬂj*v AN — ﬁz*v a — 'B;V an—By
aqui i;(a,) y f(a,) son constantes dadas por las siguientes identidades
S
* % I}
h(@,) = ¢ +2f] f(@,), [(a,) = ; s
2112 (6 - ) Noons
e — -2 , (5.29)
! 2 - B

R A A=

y las unicas funciones dependientes de las variables p y z son las funciones r,, las cuales tienen la forma

rp=1\/pP*+(z—a,)?

El conjunto de parametros arbitrarios en las formulas (5.28) y (5.29) consiste de N constantes complejas
f;, N constantes complejas f; y 2N parametros reales a,,.

(5.30)
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Como comentamos en el seccién 4.1, a través de estos potenciales se puede determinar las funciones f,
v v @ de la métrica, quedando estas con la forma

. , . 2Am[E*(G + H) + FI*]
f = 2E E* > € '= % 2N . O=" D ’
- 2K0K0 HVl:l r‘n
D= E,E* + EXE_ +2FF", (5.31)

donde I, G, H y K, [54], estan dadas por

0 r+a—z ... MHyt+taoy—2 z 1 1
-1 r 2N y r 2N
ap — b . HN ~h .l ap — b T b
r 2N r 2N
-1 — .. _ -y — ... —
G= @ = Py oN=Pnv |, H= @ = Py %N =B,
0 hy(ay) hi(ayn) " hy(ay) hi(ayn)
al_ﬁl aZN_ﬂl ! ay — 1 aZN_ﬂl
0 hy(ay) hy(aan) o hy(ay) hy(ayn)
a-py oy — Py Noa =gy T an =By
L0 fl) . flaw)
z 1 1 1 1 1
rl r2N al - ﬁl a2N - ﬂl
-h -1 e T g : - :
a; — By ay — b : : :
: - : 1 1
R I N e O 5
- a; — Py aOn — P> U hy(ay) hy(as) : :
h h _ % .o _ %
o 0 1(a1)* 1(062N)* @ - B, GON B
ap — ﬂl N — ﬁl : :
: : : : : hy(ay) hy(ayn)
e 0 I (al*) L @) (aZN*) a = By N =~ Py
al - ﬂN aZN - ﬂN

La solucién que describe N agujeros negros de Kerr-Newman localizados en el eje de simetria y sepa-
rados por struts sin masa esta contenida en las formulas generales como un caso especial asintéticamente
plano caracterizado por 4 N — 1 parametros reales los cuales son las N masas, los N momentos angulares,
N cargas eléctricas de cada agujero negro y N — 1 distancias relativas entre los mismos. Dado que la solu-
cién N soliténica cuenta con 6 N parametros reales arbitrarios implica que se tienen que imponer 2N + 1
restricciones. La primera siendo un espacio-tiempo asintéticamente plano, o en otras palabras la ausencia de
parametro de NUT; la funcién métrica w debe cumplir N — 1 condiciones en el eje de simetria en las partes
que separan cada agujero negro, y dado que no tenemos carga magnética en los agujeros negros tenemos N
condiciones mas. Asi tenemos 2N restricciones, la condicién faltante es la traslacion a lo largo del eje z, la
cual se resuelve fijando el origen de coordenadas.
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Las condiciones descritas anteriormente expresadas mateméaticamente son las siguientes,

Condicién de espacio-tiempo asintéticamente plano

Im i e, | =0. (5.33)
I=1
= Condiciones para w en el eje de simetria
w(p=0,ay 41 <z=Z0ay)=0, k=12,...,N-1 (5.34)
= No cargas magnéticas
Re[P(p=0,z=ay_1) —P(p=0,z=0ay)] =0, k=1,2,...,N (5.35)

Condicidn de fijacion del origen de coordenadas

2N
> a,=0. (5.36)
n=1

Cabe resaltar que la forma explicita de la métrica no es necesaria para los resultados generales, ya que
estos pueden ser derivados del comportamiento de las funciones métricas en la frontera.

Proseguiremos con el calculo de los términos Ig g, Iy ¥ 1., de la accion.

Einstein-Hilbert

Comenzaremos analizando el término Einstein-Hilbert de la accion euclidiana I .

En nuestro enfoque cada agujero negro puede tener diferente gravedad superficial sobre su horizonte,
como consecuencia tendremos singularidades cdnicas en los horizontes de los agujeros negros, ademés de
las singularidades cOnicas asociadas a cada strut. Es importante resaltar que las singularidades cénicas de
horizontes y struts existen en diferentes planos 2-dimensionales; y solo las singularidades coénicas en los
horizontes incluyen la coordenada temporal euclidiana z, provocando que solo este tipo de singularidades
conicas intervengan en el calculo de la temperatura.

Con el fin de calcular (5.5) necesitamos las areas de los struts evolucionadas en el tiempo euclidiano Af

y la areas de los horizontes Af’; asi como los angulos cénicos respectivos a cada region 61.(” para el i-ésimo
strut y &7 para el i-€simo horizonte.

En cuanto al 4rea correspondiente al i-€simo strut Af tenemos,

s — ¥
A —/ e’ dzdz
L£;xS!

= fe’i L,
= pl,, (5.37)
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la integral se realiza sobre la superficie generada por la evolucion en el tiempo euclidiano del strut £; X S';
donde también hemos reconocido la longitud termodinamica /;.

En cuanto al d4ngulo cénico asociado al strut tenemos,

2
57 = 21 — / ¢, dp = —8xF,. (5.38)
0

El 4rea de los horizontes es mejor dejarlo simplemente como Ai", a pesar de esto si uno requiere calcularla
a través de las funciones en la métrica se puede obtener como

Al = /H \/ —e¥iwldzdp = 4nc;\ ) —e¥ia? (5.39)

donde y; y w; son las funciones y y w valuadas en el i-ésimo horizonte.

Para angulo cénico 51,’ asociado a los horizontes tenemos,

B
51.7 =27[—/ k;dt
0

=2rn —Kk;p
K;
2z (1 - —B). (5.40)
2
De esta forma obtenemos
] N-1 ] N
h
Ipn =—5- R W
N-1 1 N
— h
=p IF; — 3. i A; 61?. 5.41)

Temperatura

Para obtener la temperatura del sistema sin la necesidad de igualar el valor de la gravedad superficial
sobre todos los horizontes, basta con desvanecer el segundo término que aparece en (5.41), el cual proviene
de las singularidades cdnicas sobre los horizontes, con lo que tendriamos que resolver la relaciéon

N
D AlsT =0, (5.42)

i=1
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donde el angulo cénico se puede obtener como se muestra a continuacion,

6 = 27r—/1<idr

=2rn —Kk;p N
2 (1 - §ﬁ> (5.43)

Con lo que (5.42) se puede reescribir como

N
h Ki
Y (1 - _/;) =0, (5.44)
i=1 2z
de donde se puede deducir la temperatura promedio de Hawking, como ya hemos mostrado previamente
A1
T=< Z T,S,, (5.45)

donde S = ), S;, T} es la temperatura usual de Hawking de cada agujero negro y .S; su entropia. Es impor-
tante resaltar que 7' representa la temperatura asociada a todo el sistema.

Gibbons-Hawking

Proseguiremos a analizar el término Gibbons-Hawking de la accion euclidiana /5, para lo cual intro-
duciremos un nuevo conjunto de coordenadas (7, ¢, 0, @), con 7 y @ definidas como antes (coordenadas de
Weyl-Papapetrou), { y 6 definidas como sigue

=V +22, (5.462)
6 = tan"'(z/p), (5.46b)

con este nuevo conjunto de coordenadas podemos definir una hipersuperficie N, a través de la ecuacién
{ = constante.

Una de las propiedades que nos permite estudiar la termodinamica sin necesidad de entrar en detalles
especificos de la métrica, es tener una solucion asint6ticamente plana, ya que el lim,_, , g, = 0, con lo que

tenemos que g, es de orden O(§ ~1), lo que implica que la métrica inducida sobre N puede escribirse de la
siguiente forma

gy = |fdr+ f71¢2 (sin® 0d@* + e d6*) + O (%) d’rd(p] , (5.47)
N

donde el subindice N denota restriccién a la hipersuperficie N

Para obtener el volumen de N, necesitamos el determinante de la métrica (5.47), el cual tiene la forma

I 0 0
detgy=|0 [f/sin’0 001/ =f;/1e2Wg4sin29+o<i2>, (5.48)
0 00/ feny ¢
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dado que estamos interesados en el limite { — oo, podemos despreciar los términos de orden O(1/¢2). Es
importante resaltar que los términos imaginarios son de este orden, por lo cual no contribuyen al resultado
final.

Una vez calculado el determinante de g 5/, el volumen de NV se puede calcular directamente de la siguiente
forma

Vol./\f=/ \det g rdrdedt
N

= 4xp s e, (5.49)
donde f,r asi como e~ son constantes sobre A para ¢ suficientemente grande. En el caso de f - Se tiene
In - 2?m (5.50)

donde la cantidad m es la conocida masa ADM del sistema [55].

Anélogamente a los casos previos para el calculo de la integral de K, usaremos la identidad.(2.18),

-1/2
K=g. "0, Vol N
f =

-1/2 1/2
=47rﬁ<1+2?m> Bgl<1+2?m> CZ] (5.51)

=47 (2L —m)+ O <%> (5.52)

adicionalmente, es necesario calcular la integral de K, esto es la traza de la curvatura extrinseca de N,
embebida en espacio plano,

/ K,=47p20)+ O <l> . (5.53)
N ¢
Asi la integral de [K] = K — K|, queda,
/ [K] =—-4zpm + O <l> , (5.54)
N ¢
por lo tanto el término Gibbons-Hawking tiene la forma
1 1 1
Igg=—-—— Kl=——1 K = —fm. 5.55
on =gz [ 1K1 = =g lim [ [KIVh=Zpm (5.55)

Término Electromagnético

Ahora enfocaremos nuestra atencidn en calcular la parte electromagnética de la accidn, la cual corres-
ponde al siguiente término,

1, = é | FAxF. (5.56)
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el cual puede reescribirse como una integral en la frontera de M,

1

m=— | AA*dA. (5.57)
87 oM

donde el potencia electromagnético tiene la forma genérica para sistemas estacionarios con simetria axial,
A=A dt+A,doy, (5.58)

el cual desvanece en infinito.

Debido a que el potencial desvanece en infinito solo es necesario calcular la integral de I, sobre Y, H; X
S, donde H, son los horizontes de los agujeros negros y S' el tiempo euclideo,

1
1,, = — AN XdA. 5.59
o 8x Z /I;ixS' ( .

Con el fin de realizar la integracion correspondiente, definamos una familia de hipersuperficies cilindricas

; con radio p = € (¢ > 0) entre z; y z;,;. Considerando que las integrales sobre las tapas no contribuyen a
N; d 0) entre z; y z;, ;. Considerando que las integrales sobre las tap tribuyen al
resultado final en el limite p — 0; N; puede considerarse solo la superficie del cilindro sin tapas evolucionada

en el tiempo euclidiano. Con lo que tendremos N; — H; x S! en el limite p — 0.

Asi el integrando de (5.59) sobre N; toma la forma

AN*dAly = 97" [A(8pp0yAr — 8p:0,A,) + Ap(8::0,A, — 8:,0,A)| dT Adp Adz|y,  (5.60)

reescribiendo la funcién A, como A, —iQp A, +iQp A, donde Qy 1= —ig.,/8,, |y, tenemos
/ AN*xdA=p P (A, —iQy A,) [2,00,A; — 8,:0,A,| dpdz
N; N;=S!
Zit1 -1
+ 27[:6/ p A(p [(grr - iQH,-g(p‘r)apA(p - (g‘r(p - iQH,.g(p(p)apAr:l dz. (561)
Zi

Ahora mostraremos que la solucidn de esta integral puede ser derivada del comportamiento en los hori-
zontes de la solucidn,

8 — iQHig(M) ~0 (5.62a)
L

8rr — 1y 8pr ¥ —, (5.62b)
&op
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con lo que tenemos,

/ ANXdA
H;xS!

= lim ANKXdA
=0 /N,

i

= —ﬂid>i/ *F + 27f lim
H. p—0

i Zj

- o, (i / *F>, (5.63)
H;

donde hemos introducido el potencial eléctrico en el horizonte

V4

i+1
p_lA(p [(gTT - iQHI-g(pr)apA(p - (gr(p - iQH,-g(pgo)apA‘r:I dz

(I)i = (lAT +QH,-A¢)|H,-’ (5.64)
ademas de usar la identidad

*Flpy = *dAly = p7" [28,,0,A; — 8,:0,A,| dp Adz|y . (5.65)

Eop

Reconociendo que el resultado en (5.63) es proporcional a la carga [20] en el i-ésimo horizonte H;,
explicitamente tenemos

i / *F =470, (5.66)
H

i

con lo que llegamos a la expresion final para la parte electromagnética de la accion,

N
1
Iem = _Eﬁ ; Qi(bi' (5.67)

Energia Libre
Habiendo calculado todos lo términos de la accién euclidiana podemos escribir la energia libre

N N-1
W = % <m - Z Q,-CI)[> + Z I,F,, (5.68)
i=1 i=1

siendo este el resultado esperado, pero con la importante diferencia que en cada horizonte tenemos valores
arbitrarios para la gravedad superficial.

Por otro lado la formula de Smarr para nuestro sistema de estudio esti dada por [56]
N N N
m=2Y TS+ ) ®0,+2) QJ, (5.69)
i=1 i=1 i=1
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dicha identidad puede reescribirse como

N N
m=27S+) ©0,+2) QJ,.

i=1 i=1

donde S esta dada por

h
Ai

N
, 4

Si=)8 =

i=1 i

™=

Il
—

Con esto podemos reescribir (5.68) como sigue

N-1 N N
W=m-TS+ ) IF,-) ©0,- Y 1,
i=1 i=1 i=1

en esta forma la naturaleza de W como transformacioén de Legendre es explicita.

Ademas, si considerando que la energia libre cumple con la relacion

N N N-1
AW = -SdT - ) J,dQ; - ), 0,d®; + )| Fid,
i=1 i=1 i=1

y tomando el diferencial de (5.70), se puede deducir la primera ley de la termodindmica

N N N-1
m="TdS+) QdJ, + ) ®d0,—- Y I,dF,
i=1 i=1 i=1

Formulas promediadas

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

Es interesante resaltar que el hecho que la temperatura 7' pueda ser escrita como (5.16) motiva a realizar

las siguientes definiciones
f . 1 5 - 1
b:=5 Y o0 Q:= FZQI-,
i i

donde Q y J estan dadas por

J :=ZJ,-, 0 :=ZQ,-.

Asi la formula de Smarr (5.69) puede reescribirse de forma simple y elegante como

m =2TS + &0 +20J.
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Claramente podemos hacer lo mismo para la energia libre incluyendo

F = % Y Rl =)0,
i i
con lo que la energia libre quedaria como
W=m-T5-®0-QJ - FI,

siendo clara su naturaleza como potencial termodinamico.
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CONCLUSIONES

Se mostrd como obtener la energia libre y temperatura para las soluciones de agujero negro de Schwarzs-
child, Reissner-Nordstrom y Kerr-Newman, usando el método euclidiano. En particular para el agujero negro
de Kerr-Newman se introdujo una deduccion original, cuyo detalle hacia falta en la literatura.

Ademas, se obtuvo la energia libre y temperatura para el dihoyo de Schwarzschild, donde se mostré la
importancia de introducir la longitud termodindmica como variable termodinamica del sistema, encontrando
el valor correcto de la entropia, la cual coincide con la formula de Bekenstein-Hawking.

Se obtuvo la primera ley de la termodindmica para soluciones obtenidas recientemente a través del for-
malismo de Ernst y el método de Sibgatullin:

Dihoyo de Kerr contrarotante

Dihoyo de Kerr corotante

Dihoyo de Kerr arbitrario

Dihoyo de Kerr- Newman cargas iguales

Dihoyo de Kerr-Newman cargas opuestas

donde se mostr6 que la longitud termodindmica / es la variable termodindmica correcta para el strut y la
fuerza de interaccién F su variable conjugada. Asi mismo, su encontr6 que la longitud termodindmica esta
determinada genéricamente por la relacién I = Le’o.

Por otro lado, se introdujo el concepto de Temperatura de Hawking promedio del cual se recupera la
temperatura de Hawking usual para sistemas con solo agujero negro. Estd nueva temperatura es mas gene-
ral, ya que permite extender el método euclidiano y asociar una tinica temperatura a soluciones de varios
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agujeros negros con diferentes gravedades superficiales, lo cudl no era posible previamente. Es interesante
el preguntarse si estas ideas se pueden extender a geometrias asintéticamente de Sitter, donde las soluciones
de agujero negro contienen horizontes con diferentes gravedades superficiales y hasta donde sabemos es la
geometria correspondiente a nuestro universo.

Finalmente, se aplic6 el formalismo generalizado para obtener la temperatura de Hawking promedio para
un sistema de N-hoyos de Kerr-Newman arbitrarios y se obtuvo la energia libre. Donde el calculo de la accién
euclidiana es totalmente original y generalizable.
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