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ahora concluye y siempre ha estado apoyándome a pesar de todas las dificultades que se nos
han presentado en estos dos años.
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Resumen

En la presente investigación, se muestra una ley de control para la estabilidad de la
dinámica longitudinal del vehı́culo aéreo no tripulado X-VERT VTOL, basada en una nueva
función candidata de Lyapunov.

Este trabajo escrito cuenta con 6 capı́tulos, donde el primero es la introducción; éste
incluye el protocolo de investigación y el estado del arte, donde se encuentra la información
e historia relacionada con el desarrollo de esta tecnologı́a.

Posteriormente se desarrolla un análisis de las fuerzas que actúan sobre el vehı́culo, to-
mando en cuenta la aerodinámica y los componentes (hélices y superficies de control); para
desarrollar un modelo matemático del vehı́culo.

A continuación, se hace el modelo matemático del X-VERT VTOL, el cual incluye el
modelo cinemático y el modelo dinámico del vehı́culo. Con esta información, ya es posi-
ble diseñar una ley de control, con su respectiva función candidata de Lyapunov, para su
dinámica longitudinal en modo estacionario.

Ya con el modelo cinemático y dinámico del vehı́culo, se bosqueja la estrategia de control
y se muestran las simulaciones obtenidas del bosquejo, posteriormente se mejora la ley de
control y se realiza su comprobación matemática de su estabilidad, mediante esto, se obtiene
el dominio dentro del cuál esta ley será estable.

Finalmente, se realizan las simulaciones con la ley de control mejorada para examinar la
estabilidad con diferentes condiciones iniciales y obtener las conclusiones de dicha investi-
gación y con las que se proponen una futura investigación.
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Abstract

In this research, it is shown a control law with a new Lyapunov function candidate, in
order to stabilize the longitudinal dynamic of the X-VERT VTOL unmanned aerial vehicle.

This work includes 6 chapters, the first of them is the introduction, which has the research
protocol and the respective sate of the art of this research

Subsequently, it is developed an analysis of the acting forces on the vehicle, taking in
account the aerodynamics and other components of the aircraft (propellers and control sur-
faces); in order to develop a mathematical model of the aircraft.

Next, the mathematical model of the X-VERT VTOL UAV is done, which includes the
kinematics and dynamics of the aircraft. With this information, it is possible to design a novel
control law which stabilize its longitudinal dynamics in hover mode.

From the kinematics and dynamics of the aircraft, it is made an outline strategy of con-
trol and there are shown the simulations obtained from the outline, then, the control law is
improved and it is done a mathematical prove which shows its stability, through this, it is
obtained the compact set within the novel control law will be stable.

Finally, the simulations of the novel control law improved are obtained in order to probe
the stability with different initial conditions and through this, the conclusions and future
research are acquired.
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5.14. Gráficas de θ, θ̇ y τ con condiciones iniciales θ0 = π/3 . . . . . . . . . . . 60
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X ÍNDICE DE FIGURAS



Capı́tulo 1

Introducción

Hoy en dı́a, el desarrollo de controladores de vuelo basados en las diferentes técnicas
de control convencionales y robustas para las diferentes configuraciones que existen de son
cada vez más estudiadas para su aplicación vehı́culos aéreos no tripulados (UAV), debido a
que este tipo de plataformas son cada vez más socorridas para el análisis, supervisión, moni-
toreo entre otras muchas aplicaciones que involucran los diferentes sectores de la sociedad.
Una configuración muy usada y desarrollada en los drones es la del tipo VTOL (despegue
y aterrizaje vertical), debido a que este tipo de vehı́culo no necesita grandes pistas de aterri-
zaje ya que pueden despegar y aterrizar en lugares reducidos y de difı́cil acceso. Además,
sobresale su autonomı́a y las altas velocidades que se pueden alcanzar en su modo de vuelo
horizontal, siendo esto una gran ventaja, ya que requiere menos energı́a que un cuadrirro-
tor. Otra de las ventajas de los drones VTOL es que emplean el mismo sistema de motores
para el despegue, aterrizaje y vuelo en horizontal, reduciendo en gran medida su peso. Esta
reducción de peso repercute en un aumento destacable de la capacidad de carga de dichas
aeronaves, permitiendo incorporar sistemas más complejos tanto para recopilación de infor-
mación, de imágenes, sistemas de seguridad, etc. Sin embargo, este tipo de configuración se
enfrenta a ciertas dificultades, como el encontrar un equilibrio en la potencia del motor debi-
do a que la aeronave necesita mucha potencia para el despegue, por lo que si no se encuentra
un equilibrio adecuado, el vuelo en crucero será menos eficiente.

1.1. Motivación

Los UAV comerciales son programados mediante leyes de control convencionales, éstas
hacen que sea relativamente sencillo controlarlos. Comúnmente, estas leyes de control son
las mismas y se utilizan para diferentes aplicaciones, lo que representa cierta desventaja, ya
que para algunas aplicaciones, dichas leyes de control no resultan ser eficientes.
A partir de esto, surge la necesidad de probar una ley de control diferente en la plataforma
comercial X-VERT VTOL que resulte ser más sencilla, ya que al ser un vehı́culo aéreo no
tripulado hı́brido de configuración tailsitter, podrı́a implementarse en un gran número de
aplicaciones, ya que este vehı́culo cuenta con las ventajas tanto de un cuadrirrotor como de
una aeronave de ala fija.
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1.2. Hipótesis
Crear una ley de control que sea más sencilla, mediante una nueva función candidata de

Lyaponov, con base en el modelo matemático; podrá estabilizar la dinámica longitudinal del
vehı́culo comercial X-Vert VTOL dentro de un dominio.

1.3. Planteamiento del problema
Las leyes de control convencionales han sido arduamente estudiadas y ha quedado de-

mostrado que funcionan de manera adecuada. Para poder probar e implementar una ley de
control, con una estrategia diferente, en el vehı́culo X-VERT VTOL, se necesita saber si ésta
funciona, por lo que se busca realizar pruebas mediante simulaciones para poder obtener una
noción de la actuación del vehı́culo, posterormente, dicha ley de control será programada
en el vehı́culo X-Vert VTOL con el fin de obtener el desempeño real de la aeronave y ası́
poderlo comparar con su desempeño cuando es programado mediante las leyes de control
con estrategias convencionales.

1.4. Justificación
Hoy en dı́a existe un gran impacto en el uso de vehı́culos aéreos no tripulados de confi-

guraciones VTOL, por las bondades que éstas presentan al momento de desempeñar ciertas
maniobras en espacios reducidos o de difı́cil acceso. Es interesante poder plantear leyes
de control con nuevas estrategias que estabilicen diseños y prototipos ya existentes en el
mercado, para posteriormente implementar un sistema de aviónica con el fin de observar el
desempeño que tienen dichas leyes de control en tiempo real sobre una plataforma de esta
ı́ndole.

1.5. Objetivos

1.5.1. Objetivo general
Proposición y simulación de una ley de control, mediante una nueva estrategia basada en

la teorı́a de estabilidad de Lyapunov, para la dinámica longitudinal de la plataforma comercial
X-VERT con base en un controlador proporcional derivativo para el modo estacionario de la
aeronave.

1.5.2. Objetivos especı́ficos
Estudiar el efecto de la distancia que existe entre el rotor y las alas ası́ como del rotor
y los alerones.

Obtención del modelo dinámico que relacione la interacción del rotor con las alas.

Proponer una nueva ley de control para la dinámica longitudinal del XVERT VTOL
para vuelo estacionario.

Demostrar la estabilidad de la nueva estrategia de control.
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Realizar las simulaciones, mediante MATLAB Simulink, con diferentes condiciones
iniciales, para la ley de control.

1.6. Alcance

En esta investigación, se buscará proponer una estrategia de control, medianta una nueva
función candidata de Lyapunov, para la dinámica longitudinal del vehı́culo comercial X-
VERT VTOL en modo estacionario, posteriormente se realizará la prueba de estabilidad de
dicha ley de control y se ejecutaran las respectivas simulaciones para verificar su dominio de
estabilidad respecto a diferentes condiciones iniciales, mediante MATLAB Simulink.

1.7. Estado del Arte

Actualmente y gracias a los avances tecnológicos, el uso de UAV ha tenido un creci-
miento considerable, éstos han tenido diversas aplicaciones desde su creación y como relati-
vamente tiene poco tiempo, cada vez se pueden observar un mayor número de aplicaciones
en diferentes áreas.

En los UAV se ha implementado gran cantidad tecnologı́a de las aeronaves tripuladas, ya
que éstas han dado las pautas para toda el área aeroespacial. Una de las grandes implemen-
taciones que se ha hecho en los vehı́culos aéreos no tripulados es la capacidad de despegue
y aterrizaje vertical, no sólo en aeronaves de ala rotativa, sino también en aeronaves de ala
fija, mejor conocida como VTOL. Ésta permite a la aeronave despegar y aterrizar en pistas o
terrenos con reducido espacio, ya que puede cambiar de modo de ascenso/descenso, a modo
de vuelo vertical; de igual manera, en vehı́culos pequeños no tripulados, brinda una mejor y
más variada maniobrabilidad al vehı́culo si éste puede cambiar de modo fácilmente como es
el caso de la plataforma comercial X-VERT.

Cabe mencionar que algunos vehı́culos con capacidad VTOL, tanto tripulados, ası́ como
no tripulados; pueden operar en diferentes modos como lo son el CTOL (despegue y aterriza-
je convencional), STOL (despegue y aterrizaje corto) o STOVL (despegue corto y aterrizaje
vertical)[1].

También ha habido grandes avances en las investigaciones de las leyes de control im-
plementadas a los UAV, no sólo convencionales sino también robustas, esto ha dado pautas
a que éstos puedan tener diversas aplicaciones hoy en dı́a y éstas puedan ser cada vez más
accesibles dando pauta a que esta tecnologı́a prospere rápidamente.

1.7.1. Clasificación y aplicaciones de UAV

Clasificación de los UAV

Debido al gran avance tecnológico que se ha tenido los últimos años en esta área, es
posible tener un numerable número de configuraciones de vehiculos aéreos no tripulados,
desde los cuadrirrotores miniatura hasta aeronaves de ala fija de combate con un rango de
22,780 km.

No existe una sola clasificación para, éstos se pueden clasificar en diferentas categorı́as,
dependiendo de su tamaño, su modo de despegue y/o aterrizaje, su configuración, su misión,
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entre otras; ocupando ası́ en diferentes categorı́as. Como ejemplo, en la tabla 1.1 se puede
observar la clasificación de vehı́culos aéreos no tripulados de acuerdo con el Departamento
de Defensa de Estados Unidos[2].

Figura 1.1: Clasificación de UAV de acuerdo al Departamento de Defensa de EEUU
Categorı́a Tamaño Máximo Peso Bruto

al Despegue (lbs)
Altitud normal
de operación (ft)

Velocidad (nudos)

Grupo 1 Peueño 0-20 <1,200 AGK* <100
Grupo 2 Mediano 21-55 <3,500 <250
Grupo 3 Grande <1320 <18,000 MSL** <250
Grupo 4 Más grande >1320 <18,000 MSL* Cualquier velocidad
Grupo 5 Máximo >1320 >18,000 Cualquier velocidad
*AGL (Above Ground Level): sobre el nivel del suelo.
**MSL (Mean Sea Level): sobre el nivel del mar.

Al igual que las aeronaves tripuladas, los UAV pueden clasificarse por sus métodos de
sustentación, como la lista que se muestra a continuación:

Ala Fija

Las aeronaves no tripuladas de ala fija, de manera similar a las tripuladas, necesitan
una pista designada para su despegue y aterrizaje, pero a diferencia de las últimas,
pueden despegar mediante un sistema de catapulta. También es posible que despeguen
y aterricen sobre una superficie de agua. En la figura 1.2 se observa un ejemplos de
vehı́culo aéreo no tripulados de ala fija.

Figura 1.2: Vehı́culo aéreo no tripulado de ala fija

Ala rotativa

Dentro de la clasificación de vehı́culos aéreos no tripulados de ala rotativa, se tienen
otras sublcasificación, que son los helicópteros no tripulados y los multirrotores que a
su vez se dividen en cuadrirrotores, hexarrotores, octarrotores, dependiendo del núme-
ro de rotores con los que cuenten. En la figura 1.3 se muestra un ejemplo.
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Figura 1.3: Vehı́culo aéreo no tripulado de ala rotativa

Hı́bridos (VTOL)

Éstos vehı́culos generalmente son de ala fija con capacidad VTOL, dentro de esta
clasificación también se tienen subclasificaciones, como los son los convertiplanos y
los Tailsitter. Ambos pueden volar en modo hover, como los vehı́culos de ala rotativa,
a diferencia que éstos pueden hacer la transición a modo horizontal.

Figura 1.4: Vehı́culo VTOL hı́brido

Ala batiente

También llamados ornitópteros (Figura 1.5), esta clasificación es más común en
vehı́culos miniatura, el movimiento del ala está basado en los aleteos de las aves e
insectos voladores, el estudio de estos vehı́culos ha estado incrementando en los últi-
mos años.
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Figura 1.5: Ornitóptero

Como se aprecia, hay numerosas aplicaciones en las que se han implementado los UAV, y
aún siguen en crecimiento ya que el avance tecnológico cada vez permite que sigan surgiendo
más.

Otro ejemplo de clasificación de vehı́culos no tripulados, que es más general, se puede
observar en la Figura 1.6, donde se puede observar que se incluyen vehı́culos acuáticos y
subacuáticos.

Figura 1.6: Clasificación general de vehı́culos no tripulados

Algunas aplicaciones

Hoy en dı́a, existen numerosas aplicaciones de los UAV, que abarcan desde los pasa
tiempos hasta diversos usos militares.

A continuación, se muestra una lista de algunas aplicaciones tanto civiles como militares
de los vehı́culos aéreos no tripulados:
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1. Usos civiles

Fotografı́a aérea

Eventos

Deportes

Filmaciones de pelı́culas

Agricultura de precisión

Paqueterı́a

Geologı́a

Pasatiempo

Control de incendios

2. Usos militares

Reconocimiento

Ataque

Blancos para entrenamiento militar

En la figura 1.7 se ilustran algunas de las aplicaciones civiles de los vehı́culos aéreos no
tripulados, mientras en la figura 1.8 se ilustran algunas aplicaciones militares.

Figura 1.7: Algunas aplicaciones civiles de UAV
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Figura 1.8: UAV militar lanzando misil

Como se ha mencionado anteriormente, existen diversas configuraciones para los UAV, a
continuación se muestra una información acerca de una clasificación en especı́fico que es la
de los hı́bridos (VTOL).

1.7.2. Capacidad VTOL en vehı́culos aéreos no tripulados
Como se sabe, los vehı́culos aéreos no tripulados han adaptado numerosas capacidades y

caracterı́sticas de las aeronaves convencionales, un caso particular es la capacidad de despe-
gue y aterrizaje vertical (VTOL).

La primera idea concreta de vuelo vertical surgió por primera vez en 1480 con Leonardo
da Vinci y su bosquejo del helicóptero, mostrado en la Figura 1.9 [3].

Figura 1.9: Bosquejo de helicóptero plasmado por Leonardo da Vinci

El primer vuelo registrado de un helicóptero data 1907, realizado por los hermanos fran-
ceses Jacques y Louis Breguet; pero no fue hasta finales de la Segunda Guerra Mundial
cuando se logró perfeccionar el vuelo de estos vehı́culos[4].
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A partir de lo anterior, a mediados del siglo XX, se dio un gran avance en la investigación
y desarrollo de vehı́culos aéreos experimentales, lo que dio paso a distintos tipos de aerona-
ves como son los convertiplanos; uno de ellos es el V-22 Osprey, mostrado en la Figura 1.10.
También se dieron otros prototipos de vehı́culos experimentales que fueron cancelados, ya
que presentaban muchas fallas y al ser propulsados por hélices estaban en desventaja respec-
to a los nuevos aviones de combate con propulsión a reacción, que alcanzaban velocidades
de hasta Mach 2[5]. Un ejemplo de lo anterior es la aeronave experimental Lockheed XFV
(Figura 1.11) y también el Convair XFY Pogo (figura 1.12).

Figura 1.10: V-22 Osprey

Figura 1.11: Lockheed XFV
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Figura 1.12: Convair XFY

Posteriormente el VTOL fue implementado en los aviones militares de combate, un claro
ejemplo es la familia de aeronaves Harrier Jump Jet (Figure 1.13), manufacturados por la
empresa británica Hawker Siddeley; éstos implementaron toberas con empuje vectorial para
redireccionar la expulsión de gases y ası́ generar empuje[6].

Figura 1.13: Aeronave Harrier con empuje vectorial

El despegue y aterrizaje vertical también se ha implementado en cohetes, al igual que
los aviones militares de combate, mediante toberas de empuje vectorial; un ejemplo claro es
el cohete reutilizable Falcon 9 de la compañı́a Space X (Figura 1.14), aunque ya habı́a sido
mostrado por primera vez por la compañı́a Bell Aerosystems con el prototipo de mochila
cohete propulsora Bell Rocket Belt (Figura 1.15) en 1961, la duración del vuelo fue de 21
segundos[7]. Cabe mencionar que a esta forma de despegue y aterrizaje implementada en
aeronaves propulsadas mediante cohetes se le conoce como VTVL (vertical takeoff vertical
landing).
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Figura 1.14: Cohete reutilizable Falcon 9 de Space X

Figura 1.15: Bell Rocket Belt

Gracias a lo anterior, se ha podido implementar este método de despegue y aterrizaje en
vehı́culos aéreos no tripulados, por lo que actualmente en el mercado existe una amplia gama
de este tipo de vehı́culos.
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Plataformas VTOL comerciales

A continuación se muestran algunos UAV VTOL comerciales a los que se puede tener
acceso fácilmente.

La compañı́a china Fly Dragon ofrece una variada gama de vehı́culos VTOL, que
pueden ser usados para diversas aplicaciones ya que, gracias a que su peso máximo
al despegue tiene un alto rango, pueden ser equipadas con diversos dispositivos (carga
útil). En las Figuras 1.16 - 1.18, se pueden observar los productos FLY-220 Kevlar
VTOL, Baby shark VTOL 250 Fixed y FLY-300 Angel Wings VTOL

Figura 1.16: FLY-220 Kevlar VTOL

Figura 1.17: Baby Shark VTOL 250 Fixed

Figura 1.18: FLY-300 Angel Wing VTOL
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La compañı́a norteamericana XCraft ofrece los productos X Plus One (Figura 1.19)
utilizado para fines recreativos y X2Q (Figura 1.20) cuya función es hacer mapeo de
precisión

Figura 1.19: X Plus One

Figura 1.20: X2Q
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La empresa china SonicModell ofrece los modelos SonicModell AR Wing (Figura
1.21),SonicModell F1 (Figura 1.22) y SonicModell CF Racing Wing (Figura 1.23),
todos para fines recreativos.

Figura 1.21: SonicModell AR Wing

Figura 1.22: SonicModell F1

Figura 1.23: SonicModell CF Racing Wing
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La marca E-flite, perteneciente a la familia de marcas de la compañı́a americana Ho-
rizon Hobby, dedicada a desarrollar vehı́culos de radio control recreativos, ofrece el
X-VERT VTOL BNF, mostrado en la figura 1.24, que es la plataforma a la que se le
implementaran las diferentes leyes de control.

Figura 1.24: X-VERT VTOL BNF

Éstas son algunas de las plataformas comerciales más comunes y accesibles en el mercado.
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1.7.3. Leyes de control aplicadas a plataformas VTOL
Actualmente, se han hecho abundantes investigaciones sobre aplicación de leyes de con-

trol convencionales y robustas aplicadas a vehı́culos VTOL, no obstante, este tipo de vehı́cu-
los no son hı́bridos, generalmente son vehı́culos de ala rotativa, especı́ficamente multirroto-
res.

Figura 1.25: Ejemplo de controlador PID para cuadrirrotor

Figura 1.26: Ejemplo de control basado en SMC y LQR para un cuadrirrotor

En la Figura 1.25 se puede observar un diagrama de bloques de una ley de control basada
en un control proporcional integrativo derivativo (PID)[8], mientras que en la Figura 1.26
se aprecia una ley de control basada en controlador por modos deslizantes (SMC) y a su
vez un controlador basado en un regulador lineal cuadrático (LQR)[9]; ambas aplicadas a
cuadrirrotores.

Existe un objeto volador llamado PVTOL, que al igual que los multirrotores, ha sido
cuantiosamente estudiado y numerosas leyes de control se han aplicado en este modelo que
es muy parecido al modo hover de la aeronave analizada, sin embargo, no puede considerarse
igual a la plataforma VTOL a estudiar ya que el PVTOL no puede hacer la transición de modo
hover a vuelo horizontal como lo hace dicha plataforma. A dicho modelo se le han aplicado
leyes de control tanto convencionales como robustas.
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Figura 1.27: Diagrama de cuerpo libre de un PVTOL

Figura 1.28: Actuador de diagnóstico y alojamiento de fallas para un PVTOL

En la Figura 1.27 se ilustra el diagrama de cuerpo libre de un PVTOL mientras que en
la Figura 1.28 se muestra un diagrama de bloques de un sistema de diagnosis y alojamiento
de fallas de actuadores, aplicado a un PVTOL; y éste cuenta con una ley de control, un
estimador de fallas basado en un observador integrador proporcional y óptica adaptable; y
también cuenta con un sistema de detección y aislamiento de fallas[10]. Ası́ como muchas
de las plataformas VTOL comerciales, el X-VERT es de código cerrado. En este proyecto se
instrumenta la plataforma XVERT mediante un autopiloto Pixhawk PX4, implementándose
en éste las leyes de control convencionales y robustas previamente mencionadas.
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1.8. Organización de la tesis
En seguida se muestran los capı́tulos contenidos con una breve descripción de su conte-

nido

Capı́tulo 1: Introducción

Como se pudo observar en este capı́tulo, se incluyen la motivación, hipótesis, plantea-
miento del problema, justificación, objetivos y alcance; de la misma manera se incluye
el respectivo estado del arte de esta investigación.

Capı́tulo 2: Fuerzas que actúan en el vehı́culo

En este capı́tulo se muestran las fuerzas que actúan en el vehı́culo, tanto en modo
vertical como en modo horizontal.

Capı́tulo 3: Modelo matemático
Con base en lo analizado en los capı́tulos anteriores, en éste se plasma un modelo
matemático el vehı́culo con alta precisión.

Capı́tulo 4: Estrategia de control

En el capı́tulo 4, en primera instancia, se propone un bosquejo de la nueva estrategia
de control, posteriormente se mejora y se comprueba matemáticamente su estabilidad.

Capı́tulo 5: Simulaciones y resultados finales

Con base en la ley de control comprobada, se ejecutan las respectivas simulaciones
para obtener ası́ los resultados que verifican la estabilidad del sistema con diferentes
condiciones iniciales.

Capı́tulo 6: Conclusiones y trabajo futuro

Finalmente, se exponen las conclusiones a las que se llegó durante el proceso de edifi-
cación del proyecto, de la misma se busca cómo darle continuidad posteriormente.

Anexos

En este último apartado se muestran dos teoremas de estabilidad que fueron de apoyo
para realizar la prueba de estabilidad mostrada en el capı́tulo 4.
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Capı́tulo 2

Fuerzas que actúan en el vehı́culo

2.1. Despegue vertical y modo hover

La aeronave que se analiza, despega verticalmente, para ejemplificar esto, en la Figura 1,
se muestra como ejemplo el diagrama de cuerpo libre de un cohete[11].

Figura 2.1: DCL XVERT VTOL

Para que un vehı́culo pueda despegar verticalmente, se necesita que el empuje sea mayor
que el peso de éste y el arrastre generado, entonces se hace una sumatoria de fuerzas que
origina una fuerza resultante Fz que estará dada por

Fz = T −W −D (2.1)

donde:
T : es el empuje.
W = mg: es el peso de la aeronave que está dado por la masa por la aceleración de la
gravedad.
D: es la fuerza de arrastre dada porD = 1/2ρSv2CD, donde v es la magnitud de la velocidad
vertical, ρ es la densidad del aire a la altitud a la que se encuentra la aeronave, S es la
superficie del ala y CD es el coeficiente de arrastre.
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Entonces para mantener una velocidad constante, la fuerza resultante Fr = 0, por lo que

Tx = 0

Tz = W +D
(2.2)

donde Tz es el empuje para mantener una velocidad constante, nótese que la componente del
empuje en x Tx = 0 ya que no existe velocidad en la componente x.

2.1.1. Modo hover (v = 0)
Para mantener el vuelo en estado hover, se sabe que la velocidad v = 0, por lo tanto,

L = 0 y D = 0, entonces de la ecuación (2.2), se tiene que

Tx = 0

Tz = W
(2.3)

entonces se observa que el empuje en la componente z debe ser igual al peso del vehı́culo.

2.2. Modo de vuelo horizontal
El vehı́culo puede cambiar su modo de vuelo a un vuelo horizontal, por lo que a conti-

nuación se tiene el diagrama de cuerpo libre del ascenso horizontal de una aeronave.

Figura 2.2: DCL aeronave

Donde:
L: es la fuerza de sustentación.
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V : es la velocidad de la aeronave.
α: es el ángulo de ataque.
θ: es el ángulo de cabeceo.
δ: es el ángulo de posición de los alerones.

Se sabe que las fuerzas de sustentación y arrastre están dadas por

L =
1

2
ρv2SCl (2.4)

D =
1

2
ρv2SCd (2.5)

donde v es la magnitud de la velocidad V (v = ||V ||), ρ es la densidad del aire a la altitud
donde se encuentra la aeronave, S es la superficie del ala, Cl y Cd son los coeficientes de
sustentación y arrastre, respectivamente.
La aceleración de ascenso, entonces está dada por la siguiente ecuación en componentes
rectangulares x y z.

mẍ = T sin θ −D sin(θ + α)− L cos(θ + α)

mz̈ = T cos θ −D cos(θ + α) + L sin(θ + α)−W
(2.6)

que aplicando identidades trigonométricas se tiene

mẍ = T sin θ − L cos θ cosα + L sin θ sinα−D sin θ cosα−D sinα cos θ

mz̈ = T cos θ + L sin θ cosα + L sinα cos θ −D cos θ cosα +D sin θ sinα−W
(2.7)

y simplificando, puede escribirse como

mẍ = T sin θ − A1 cos θ + A2 sin θ

mz̈ = T cos θ + A1 sin θ + A2 cos θ −W
(2.8)

donde
A1 = L cosα +D sinα, A2 = L sinα−D cosα

2.2.1. Cuando v = 0

Para mantener el vuelo en estado estacionario, se sabe que la velocidad v = 0, por lo
tanto, L = 0 y D = 0, entonces de la ecuación (4), se tiene que

Tx = 0

Tz = W csc θ
(2.9)

donde el ángulo θ = 90◦, ya que debe de estar en posición totalmente vertical para mante-
nerse en modo estacionario, entonces

Tx = 0

Tz = W
(2.10)

y se observa que el empuje en la componente z debe ser igual al peso del vehı́culo.
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2.2.2. v es constante

Si la velocidad v es constante, no habrá aceleración, entonces el vector de aceleración∣∣ẍ z̈
∣∣T = 0, a partir de esto, se obtiene

0 = T sin θ − A1 cos θ + A2 sin θ

0 = T cos θ + A1 sin θ + A2 cos θ −W

Donde L y D son constantes, ya que dependen de v.
Entonces, obteniendo las componentes del empuje Tx y Tz se tiene

Tx = A1 cos θ − A2 sin θ

Ty = −A1 sin θ − A2 cos θ +W
(2.11)

donde Tx = T cos θ y Ty = T sin θ, y su magnitud está dada por:

||T || =
√
T 2
x + T 2

z (2.12)

2.2.3. Análisis aerodinámico en las superficies de control

A continuación se muestra el movimiento de la aeronave producido por la estela de las
hélices cuando las superficies de control se deflectan[13].

Figura 2.3: Fuerzas de la estela generado por las hélices en alerón
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Figura 2.4: Triángulo de velocidades generado por estela en alerones

De la figura 2.3, suponga que
Vp >> p, q (2.13)

donde Vp es la velocidad de la estela producida por las hélices, p y q son velocidades perpen-
diculares a Vp y opuestas entre sı́. Esto crea un triángulo de velocidades sobre la horizontal
con ángulo αs, como se muestra en la figura 2.4 que es el ángulo de la estela generado por
las hélices (slipstream angle), por lo que las componentes Vx y Vz de la velocidad se pueden
expresar como:

Vx = V cosα + Vp

Vz = V sinα + p|yCG − yCA| − q|xCG − xCA|
(2.14)

donde xcg y ycg son las coordenadas del centro de gravedad respecto a x y y respectivamente
y xag y yag son las coordenadas del centro aerodinámico. Para le desarrollo de las siguientes
ecuaciones, la superficie de control izquierda será la superficie de control 1 s1 y la derecha
será la superficie de control 2 s2.

1. Superficies de control sin desplazamiento

Figura 2.5: Superficies de control sin desplazamiento
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Como se observa en la figura 2.5, no existe desplazamiento en ningún alerón, se sabe
que Vq >> p, q, entonces para el ángulo αs1 se tiene

αs1 ≈ tanαs1 =
Vz
Vx

=
V sinα + p|yCG − yCA| − q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.15)

entonces para el ángulo αs2, será similar:

αs2 ≈ tanαs2 =
Vz
Vx

=
V sinα + p|yCG − yCA| − q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.16)

2. Movimiento de alabeo

Giro en sentido horario Para que la aeronave gire en sentido horario, en la figura 2.6
se muestran los vectores de las velocidades p y q de cada alerón.

Figura 2.6: Superficies desplazadas para giro en sentido horario

Como se observa en la figura 2.6, ambas superficies de control se deflectan, entonces
para el ángulo αs1 se tiene

αs1 ≈ tanαs1 =
Vz
Vx

=
V sinα + p|yCG − yCA|+ q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.17)

entonces para el ángulo αs2, se tiene

αs2 ≈ tanαs2 =
Vz
Vx

=
V sinα− p|yCG − yCA| − q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.18)

Giro en sentido antihorario Como se observa en la figura, 2.7, los vectores de las
velocidades p y q actúan en esas direcciones para causar un giro antihorario.
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Figura 2.7: Superficies desplazadas para giro en sentido antihorario

Como se observa en la figura 2.7, ambas superficies de control se deflectan, entonces
para el ángulo αs1 se tiene

αs1 ≈ tanαs1 =
Vz
Vx

=
V sinα− p|yCG − yCA| − q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.19)

entonces para el ángulo αs2, se tiene

αs2 ≈ tanαs2 =
Vz
Vx

=
V sinα + p|yCG − yCA|+ q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.20)

3. Movimiento de cabeceo En el vehı́culo que se está analizando, para el movimiento
de cabeceo, ambas superficies de control deben estar desplazadas en el mismo sentido,
entonces para poder realizar los dos movimientos de cabeceo se tienen los siguientes
casos:

Cabeceo en picada
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Figura 2.8: Superficies desplazadas para picada

En la figura 2.8, se observa cómo ambas superficies de control están desplazadas de
manera que p y q de ambos alerones tienen la misma dirección, ocasionando ası́ un
movimiento de cabeceo en picada, por lo que para los ángulos αs1 y αs2 se tiene

αs1 ≈ tanαs1 =
Vz
Vx

=
V sinα + p|yCG − yCA|+ q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.21)

αs2 ≈ tanαs2 =
Vz
Vx

=
V sinα + p|yCG − yCA|+ q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.22)

Cabeceo para ascenso

Figura 2.9: Superficies desplazadas para ascenso

Como en el caso anterior, en la figura 2.9 se observan que p y q llevan la misma
dirección, pero ahora en sentido contrario originando ası́ un movimiento de cabeceo
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para ascenso, entonces para los ángulos αs1 y αs2 se tiene

αs1 ≈ tanαs1 =
Vz
Vx

=
V sinα− p|yCG − yCA| − q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.23)

αs2 ≈ tanαs2 =
Vz
Vx

=
V sinα− p|yCG − yCA| − q|xCG − xCA|

V cosα + Vp
(2.24)

2.2.4. Sustentación y momento de cabeceo
Las fuerzas aerodinámicas de una superficie sustentante se pueden representar como la

sustentación y el arrastre actuando en su respectivo centro aerodinámico, juntos con un par
de cabeceo independiente del ángulo de ataque (figura 2.10). El momento de cabeceo de este
sistema de fuerzas respecto al centro de gravedad (CG) se muestra en la figura 2.11 y está
dado por

M = MCA + (L cosα +D sinα)(h− hn)c̄+ (L sinα−D cosα)z (2.25)

Figura 2.10: Fuerzas aerodinámicas en el vehı́culo

Figura 2.11: Momento respecto al CG en el plano de simetrı́a

Se asume que el ángulo de ataque es suficientemente pequeño para poder tener las si-
guientes aproximaciones

cosα = 1, sinα = α

y la ecuación se hace adimensional dividiendo por 1/2ρV 2Sc̄. Por lo que queda

Cm = CmCA + (CL + CDα)(h− hn) + (CL + α− CD)z/c̄ (2.26)
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Algunas veces es necesario conservar todos los términos en (2.26), se ha demostrado que
muchas veces el último término puede ser despreciado, y que CDα puede ser despreciado en
comparación con CL; con estas simplificaciones se obtiene

Cm = CmCA + CL(h− hn) = CmCA + αa(h− hn) (2.27)

donde a = CLα es la pendiente de sustentación del vehı́culo

28



Capı́tulo 3

Modelo matemático

El XVERT VTOL, mostrado en la figura 3.1, se caracteriza por ser un vehı́culo tailsitter,
es decir, un vehı́culo que se encuentra posicionado verticalmente, recargado sobre la cola y
su despegue y aterrizaje es vertical. El modelo matemático para el XVERT VTOL describe
un vehı́culo tipo tailsitter, con tres tipos de vuelo; modo vertical, modo de transición entre
modo vertical y horizontal, y modo horizontal. En este capı́tulo se muestran las ecucaciones
que representan el modelo cinemático y dinámico del vehı́culo mediante las ecuaciones de
Newton-Euler, incluyendo los efectos producidos por los motores y las superficies de control
del vehı́culo.

Figura 3.1: Vehı́culo XVERT VTOL tipo tailsitter

Para desarrollar el modelo, primero se definen los marcos de referencia con sus respecti-
vas notaciones, posteriormente el modelo cinemático y finalmente el modelo dinámico.
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3.1. Marcos de referencia

Los marcos de referencia (figura 3.2) se definen para llevar un orden en el modelo ma-
temático y que éste sea consistente, entonces se definen los marcos de referencia inercial
estacionario respecto a la tierra y el fijo en el cuerpo, es decir,

E = {xE, yE, zE}, que indica el marco de referencia inercial fijo y estacionario res-
pecto a la tierra.

B = {xB, yB, zB}, que indica el marco de referencia fijo en el cuerpo, que se encuentra
en el centro de gravedad del vehı́culo.

A = {xA, yA, zA}, que indica el marco de referencia aerodinámico.

Figura 3.2: Marcos de referencia inercial y fijo en el cuerpo

30



3.2. Cinemática y dinámica del vehı́culo

A partir de que los marcos de referencia fueron definidos, ahora se puede desarrollar la
cinemática y dinámica, para esto es necesario definir la traslación, orientación y ecuaciones
de movimiento del vehı́culo XVERT VTOL

3.2.1. Traslación del vehı́culo

Sea q = (ξ, η)T ∈ R6 el vector que denota las coordenadas generalizadas del vehı́culo,
donde ξ = (x, y, z)T ∈ R3 son las coordenadas traslacionales del marco de referencia iner-
cial fijo a la tierra E y η = (φ, θ, ψ)T ∈ R3 describe la orientación del vehı́culo expresada
la convención clásica de los ángulos de Euler (alabeo, cabeceo y guiñada). Las ecuaciones

de movimiento de un cuerpo rı́gido de Newton-Euler representan el modelo dinámico del
XVERT VTOL (figura 3.3)y están dadas por

 ξ̇
Mν̇E
ṘE→B

 =

 vE

RE→BFB
RE→B sk(Ω)

 (3.1)

IΩ̇ = −Ω × IΩ + ΓB (3.2)

donde:
FB ∈ R3: es la fuerza total aplicada al centro de gravedad (CG) del vehı́culo.
ΓB ∈ R3: es el torque aplicado al CG del vehı́culo.
M = diag(m) ∈ R3×3, m ∈ R: es la masa del vehı́culo.
Ω = (p, q, r)T ∈ R3: es la velocidad angular del centro de masa (CM) del vehı́culo.
ν = (u, v, w)T : es la velocidad traslacional del CM del vehı́culo.
I ∈ R3×3: es la matriz que contiene los momentos de inercia del vehı́culo.
RE→B: es la matriz de rotación en el marco inercial fijo a la tierra para cualquier vector
a ∈ R3.
sk(a) : R3 → R3×3: es la matriz antisimétrica tal que sk(a)b = a× b.
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Figura 3.3: Fuerzas y momentos que actúan en la aeronave

A continuación se muestran las fuerzas gravitacionales, aerodinámicas y de empuje que
actúan en el vehı́culo, implı́citas en la ecuación (3.1):

Fuerza de empuje: La fuerza de empuje está dada por por los dos motores del vehı́cu-
lo se define como T = T1 + T2. En términos del marco de referencia fijo en el cuerpo
está dada como TB = (0, 0, T )T ∈ R3

Fuerza de gravitacional: La fuerza de gravedad g en términos del marco de referencia
inercial fijo a la tierra se expresa como GE = (0, 0,−g)

3.2.2. Orientación del vehı́culo
La orientación del vehı́culo va a estar dada por la rotación de un marco de referencia con

respecto a otro. Entonces se toman los ángulos de Euler para hacer la matriz de rotación.

Ángulos de Euler

Los ángulos de Euler ΘE = (φ, θ, ψ), describen la orientación del XVERT VTOL, en-
tonces se definen las siguientes rotaciones
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Rotación alrededor del eje z (guiñada).

R(z,ψ) =

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 (3.3)

Rotación alrededor del eje y (cabeceo).

R(y,θ) =

cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ

 (3.4)

Rotación alrededor del eje x (alabeo).

R(x,φ) =

1 0 0
0 cosφ − sinφ
0 sinφ cosφ

 (3.5)

Por lo que para obtener la matriz de rotación RE→B de acuerdo con la orientación clásica de
los ángulos de Euler, se tiene que

RE→B = R(z,ψ) ·R(y,θ) ·R(x,φ) (3.6)

por lo que,

RE→B =

cθcψ sφsθcψ − cφsψ cψsθcφ + sφsψ
cθSψ sφsθcψ + cφcψ cφsθsψ − sφcψ
−sθ sφcθ cφcθ

 (3.7)

donde s = sin(·) y c = cos(·). El orden de rotación es considerado como guiñada, cabeceo
y alabeo.

Como el sistema se indetermina cuando el ángulo de cabeceo θ = ±90◦, se utiliza una
segunda matriz de rotación de los ángulos de Euler para estabilizar el vehı́culo en modo
horizontal. La matriz de rotaciónBE→B para representar la orientación del vehı́culo en modo
horizontal está dada por

RE→B = R(x,φ) ·R(y,θ) ·R(z,ψ) (3.8)

entonces

BE→B =

sφhsψh + cφhsθhcψh sφhcψ − cφhsθhsψh cφhcθh
cφhsψh − sφhsθhcψh cφhcψh + sφhsθhsψh −sψhcθh

−cθhcψh cθhsψh sθh

 (3.9)

donde el orden de rotación es considerado como alabeo, cabeceo y guiñada.

Marco de referencia aerodinámico

AA→B =

 cα 0 sα
0 1 0
−sα 0 cα

 (3.10)

donde α es el ángulo de ataque y es definido como el ángulo entre la cuerda media del perfil
aerodinámico y el viento relativo.
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Torques

Torque de las superficies de control: El torque generado por las superficies de control
se describe como

Γ̄a = l̄ × F (3.11)

entonces

Γa =

 0
le(f1 + f2)
la(f2 − f1)

 (3.12)

donde le y la representan la distancia del centro de masa a las fuerzas, respectivamente.

Torque de reacción: El torque de reacción de los rotores está dado por

Γ̄rot =
2∑
i=1

τroti (3.13)

entonces

Γ̄rot =

 0
0

τrot1 − τrot2

 (3.14)

y τroti = Irotiω̇ri , donde:
Iroti: es el momento de inercia del rotor respecto a su respectivo eje.
ω̇ri es la aceleración angular del rotor i.

Torque giroscópico: El torque giroscópico producido por los dos motores se expresa
como

Γ̄g =
2∑
i=1

Iri(Ω × ωri) (3.15)

entonces

Γa =

 q(Ir1ωr1 − Ir2ωr2)
p(−Ir1ωr1 + Ir2ωr2)

0

 (3.16)

donde: Iri: es el momento de inercia de la hélice i.
ωri: es la velocidad angular del rotor i.

Por lo que el torque total el marco de referencia fijo en el cuerpo se representa como

Γ = Γa + Γrot + Γg =

 τL
τM
τN

 (3.17)

Tensor de inercia

El tensor de inercia referente al marco de referencia fijo en el cuerpo es necesario para ob-
tener la distribución de la masa del XVERT VTOL, entonces éste se expresa matricialmente
como:

IB =

 IxB −IxByB −IxBzB
−IyBxB IyB −IyBzB
−IzBxB −IzByB IzB

 (3.18)
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donde:

IxB =

∫ ∫ ∫
V

(y2 + z2)ρdV

IyB =

∫ ∫ ∫
V

(x2 + z2)ρdV

IzB =

∫ ∫ ∫
V

(x2 + y2)ρdV

IxByB = IyBxB =

∫ ∫ ∫
V

(xy)ρdV

IxBzB = IzBxB =

∫ ∫ ∫
V

ρdV

IyBzB = IzByB =

∫ ∫ ∫
V

ρdV

(3.19)

El vehı́culo conformado por elementos ubicados en los ejes de referencia del cuerpo, de
diferencial de volumen dV y con material con densidad ρ; donde IxB , IyB y IzB son los
momentos de inercia principales y el resto son productos de inercia. Todos los productos
de inercia se consideran cero; los del plano xBzB debido a la simetrı́a del vehı́culo y los
restantes se desprecian debido a que son ı́nfimamente pequeños respecto a los principales,
entonces la matriz del tensor de inercia se define como

IB =

IxB 0 0
0 IyB 0
0 0 IzB

 (3.20)

3.2.3. Ecuaciones de movimiento

A partir de lo anterior, se muestran las ecuaciones de movimiento definidas por las ecua-
ciones de movimiento de Newton-Euler (3.1) y (3.2), por lo que el modelo completo de 6
grados de libertad del XVERT VTOL se representa por las siguientes ecuaciones:

mẍ = Fxcθcψ + Fy(sφsθcψ − cφsψ) + Fz(cφsθcψ + sφsψ)

mÿ = Fxcθcψ + Fy(sφsθcψ + cφsψ) + Fz(cφsθcψ − sφsψ)

mz̈ = −Fxsθ + Fysφcθ + Fzcφcθ − g

ψ̈ =
θ̇φ̇

cθ
+
θ̇ψ̇sθ
cθ

+
cφ
cθIz

[τN + pq(Ix − Iy)] +
sφ
cθIy

[τM − pr(Ix − Iz)]

θ̈ = ψ̇φ̇cθ +
cφ
Iy

[τM + pr(Ix − Iz)] +
sφ
Iz

[−τN − pq(Ix − Iy)]

φ̈ =
θ̇ψ̇

cθ
+
θ̇φ̇sθ
cθ

+
1

Ix
[τL + qr(Iy − Iz)] +

cφsθ
cθIz

[τN + pq(Ix − Iy)]

+
sφsθ
cθIy

[τM − pr(Ix − Iz)]

(3.21)
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donde

Fx = L

Fy = 0

Fz = T −D
τL = q(Ir1ωr1 − Ir2ωr2)
τM = le(f1 + f2) + p(−Ir1ωr1 + Ir2ωr2)

τN = la(f2 + f1) + p(τrot1 − τrot2)

Ya definido el modelo matemestco, se puede generar una estrategia de control para el vehı́cu-
lo XVER VTOL.
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Capı́tulo 4

Estrategia de control

Con basa en el modelo matemático del capı́tulo anterior y tomando en cuenta las siguien-
tes consideraciones:

Fx = L = 0

D = 0

φ = 0

ψ = 0

y θ̈ = τθ como la entrada de control, se propuso una ley de control mediante un algoritmo
para la estabilidad longitudinal del vehı́culo, para esto, únicamente se tomó la parte que
representa el modelo longitudinal de la aeronave, es decir:

ẍ =
1

m
(T sin θ)

z̈ =
1

m
(T cos θ −mg)

θ̈ = τθ

(4.1)

Para calcular el empuje T mı́nimo necesario, se iguala la parte izquierda de la ecuación con
cero, por lo que se tiene

0 =
1

m
(T cos θ −mg) (4.2)

por lo que despejando T se tiene
T =

mg

cos θ
(4.3)

y tomando el ángulo de cabeceo θ = 0, se tiene

T = mg (4.4)

En este capı́tulo se muestran simulaciones numéricas probadas para estabilizar el sistema,
desde un algoritmo simple hasta un algoritmo mejorado.

4.1. Control

4.1.1. Control de altitud
El control de la altitud z del vehı́culo se basa en un controlador PD descrito a continua-

ción. Para realizar un controlador PD, a continuación se define el error de posición z̃
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z̃ = z − zv (4.5)

Donde zv es la referencia para el error de posición. Derivando el error de posición, se tiene

el error de velocidad ˙̃z y se define como

˙̃z = ż − żv (4.6)

Los errores de posición (4.5) y velocidad (4.6); y tomando el ángulo θ = 0 se introducen en
el empuje T , que se redefine de la siguiente manera

T = mg − k1z̃ − k2
˙̃z (4.7)

donde k1, k2 ∈ R son valores positivos. Colocando los errores de posición y velocidad en

espacio de estados, se tiene

˙̃z1 = ˙̃z

˙̃z2 =
1

m
(T −mg)

(4.8)

Para realizar la simulación numérica, se tomó como referencia de altitud zv = 10[m] tomaron
los valores de m = 1[kg] y g = 9.81[m/s2], con condiciones iniciales de altitud z = 0[m]
y velocidad ż = 0[m/s] con un tiempo de simulación t = 10[s]. Los resultados obtenidos se

muestran en las siguientes gráficas:

Figura 4.1: Altitud z, velocidad ż y errores de posición y velocidad

como se observa en la figura 4.1, tanto el error de posición ˙̃z1, como el error de velocidad
˙̃z2 convergen a cero.
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Figura 4.2: Altitud z, velocidad ż y errores de posición y velocidad

Figura 4.3: Altitud z, velocidad ż y errores de posición y velocidad

En el sistema que se tiene, al ser un sistema subactuado, la altitud se puede controlar de
manera directa, ya que la entrada de control correspondiente al empuje T controla directa-
mente dicho parámetro. Para estabilizar los parámetros referentes al eje x es necesario tener
una estrategia de control diferente a la obtenida para el eje z.
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4.1.2. Control para x mediante θ

Pruebas con referencia θv

Para empezar, con base en un controlador PD, se probó un control con diferentes va-
lores para la referencia θv. Entonces, se necesita agregar x y θ al espacio de estados 4.8.
Inicialmente se define el error de posición en θ como

θ̃ = θ − θv (4.9)

y el error de velocidad, la derivada del error de posición, es decir:

˙̃θ = θ̇ − θ̇v (4.10)

Entonces los estados de x y θ se pueden definir como

˙̃x1 = ẋ

˙̃x2 = ẍ
(4.11)

y

˙̃θ1 = θ̃

˙̃θ2 = τθ
(4.12)

Ahora, complementando las ecuaciones (4.11) y (4.12) con (4.8), el sistema longitudinal
completo se expresa como:

˙̃x1 = ẋ

˙̃x2 =
1

m
(T sin θ)

˙̃z1 = z̃2

˙̃z2 =
1

m
(T cos θ − w)

˙̃θ1 = θ̃2

˙̃θ2 = τθ(δ)

(4.13)

Ahora, para la simulación, el ángulo de referencia θv = −π/6 mientras que las condicio-
nes iniciales se toman como

θ0 =
π

12

θ̇0 = 0

z0 = 0

ż0 = 0

x0 = 0

ẋ0 = 10

(4.14)

De manera que la velocidad horizontal ẋ pueda converger a 0, cabe mencionar que la altitud
deseada tendrá el mismo valor de referencia zv = 10. Por lo que se obtienen las siguientes
gráficas para x:
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Figura 4.4: Gráfica de x

Figura 4.5: Gráfica de ẋ

Como se puede observar, a medida que la velocidad ẋ→ 0, la posición en x→ 83.

La simulación numérica en MATLAB, para una una referencia θv = −π/12, con todos
los valores anteriores sin alterar, se obtienen las siguientes gráficas de posición x y velocidad
ẋ:
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Figura 4.6: Gráfica de x para θv = −π/12

Figura 4.7: Gráfica de ẋ para θv = −π/12

Como se puede observar en las figuras 4.6 y 4.7 es que, al aumentar el ángulo deseado θv,
el vehı́culo genera una velocidad negativa, lo que quiere decir que la dirección del vehı́culo
es contraria a la de la velocidad inicial.

Para que el vehı́culo pueda frenar, necesita que la velocidad en dirección opuesta también
disminuya, por lo que, después de elegir un ángulo de referencia θv = −π/12, también se
eligió un ángulo θv = 0 de manera que cuando la velocidad ẋ ≈ −1 ⇒ θv = 0, y de la
simulación numérica se obtuvieron las siguientes gráficas:
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Figura 4.8: Gráfica de x para θv = −π/12 y ẋ ≈ −1⇒ θv = 0

Figura 4.9: Gráfica de ẋ para θv = −π/12 y ẋ ≈ −1⇒ θv = 0

entonces en la figura 4.9, se observa cómo la velocidad se comienza a estabilizar cuando
t ≈ 10[s] mientras que la gráfica de la posición en x (figura 4.8, sigue siendo similar a la
anterior.

Tomando un tiempo de muestra de t = 20[s], se puede observar de mejor manera cómo
ẋ converge a una velocidad con valor negativo, como se puede observar en las siguientes
figuras:
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Figura 4.10: Gráfica de x para θv = −π/12 y ẋ ≈ −1⇒ θv = 0 con t = 20[s]

Figura 4.11: Gráfica de ẋ para θv = −π/12 y ẋ ≈ −1⇒ θv = 0 con t = 20[s]

Como se puede observar en la figura 4.11, la velocidad converge en ẋ ≈ −6 y en la 4.10,
se observa que la posición x = 0 para un tiempo t = 20[s].

Realizando el control de como se vio anteriormente, no existe una forma de asegurar
estabilidad asintótica o exponencial global, por lo que se propone un algoritmo que pueda
hacer que la posición x y la velocidad ẋ converjan al origen mediante la manipulación de θ.
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Proposición de algoritmo

El algoritmo llevado a cabo se basa un controlador PD aplicado al con una variable
auxiliar propuesta V y su respectiva derivada V̇ , y se muestran a continuación:

v = ẋ+
x

10
(4.15)

v̇ = tan θ +
ẋ

10
(4.16)

Sustituyendo (4.3) en ẍ perteneciente a (4.1), se tiene que

ẍ = tan θ (4.17)

Se busca estabilizar la posición x y la velocidad ẋ al origen mediante un algoritmo que
controle el ángulo de cabeceo θ y la velocidad angular θ̇.

donde el control PD se aplica la entrada de control τθ y se define como

τθ = −k3θ̃ − k4
˙̃θ (4.18)

donde las k3, k4 ∈ R son positivas.

Para que x pueda converger, se toma otra variable auxiliar h con el valor al que se desee
que x converja, por lo que se toma el valor de h = 0, lo que ocasionará que haya oscilaciones
al rededor del valor de h.

El algoritmo de la variable V puede expresarse de manera que la referencia θd sea{
θv = −0.3 si v > 0

θv = 0.3 si v < 0
(4.19)

Simulando el algoritmo, con condiciones iniciales de posición x = 10, velocidad ẋ = −1
(lo que significa que el vehı́culo está avanzando en dirección al origen, el ángulo θ = 0 y
la velocidad angular θ̇ = 0, con un tiempo de muestra t = 100[s], entonces se obtienen las
siguientes gráficas

Figura 4.12: Gráfica de posición x
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Figura 4.13: Gráfica de velocidad ẋ

Figura 4.14: Gráfica de ángulo θ
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Figura 4.15: Gráfica de velocidad angular θ̇

como se observa en las figuras 4.12 y 4.13, los valores tienden al origen pero oscilan
alrededor de éste, como se predijo anteriormente; mientras que en las figuras 4.14 y 4.15 se
observan las oscilaciones en el rango de −0.3 < θ < 0.3.

Con este algoritmo igual se probó disminuir las oscilaciones mediante la disminución del
ángulo θv respecto al tiempo, es decir si t < 5, entonces{

θv = −0.3 si v > 0

θv = 0.3 si v < 0
(4.20)

si 5 < t < 15, entonces {
θv = −0.2 si v > 0

θv = 0.2 si v < 0
(4.21)

si 15 < t < 20, entonces {
θv = −0.1 si v > 0

θv = 0.1 si v < 0
(4.22)

si 25 < t < 35, entonces {
θv = −0.05 si v > 0

θv = 0.05 si v < 0
(4.23)

si t > 35, entonces {
θv = −0.01 si v > 0

θv = 0.01 si v < 0
(4.24)

por lo que las gráficas obtenidas con la simulación se muestran a continuación
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Figura 4.16: Gráfica de posición x

Figura 4.17: Gráfica de velocidad ẋ
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Figura 4.18: Gráfica de ángulo θ

Figura 4.19: Gráfica de velocidad angular θ̇

Como se puede observar en las figuras de la 4.16 a la 4.19 las oscilaciones disminuyen
considerablemente mas no desaparecen, es por eso que en la siguiente sección se muestra la
ley de control mejorada con su respectiva prueba de estabilidad y sus simulaciones.
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4.2. Ley de control mejorada
En las secciones anteriores se tiene un bosquejo de la estrategia de control que ha sido

mejorada, a continuación se tiene la prueba de estabilidad de dicha ley de control mediante
la teorı́a de estabilidad de Lyapunov, con una nueva función candidata de Lyapunov:

4.2.1. Prueba de estabilidad
Sea el sistema

ẍ = tan θ

θ̈ = τ
(4.25)

Se define una variable auxiliar
v = ẋ+ k1x (4.26)

donde k1 > 0, entonces, derivándola se tiene

v̇ = ẍ+ k1ẋ

= tan θ + k1ẋ

= tan θv + tan θ − tan θv + k1ẋ

(4.27)

Sea el error,
e = tan θ − tan θv (4.28)

y la entrada virtual
θv = arctan [−k1ẋ− k2v], k2 > 0 (4.29)

Entonces
v̇ = −k2v + e (4.30)

Colocando el sistema en espacio de estados de la forma ẋ = Ax + Bu, con lo anterior, se
tiene que [

ẋ
v̇

]
=

[
−k1 1

0 −k2

] [
x
v

]
+

[
0
1

]
e (4.31)

donde

A1 =

[
−k1 1

0 −k2

]
; B =

[
0
1

]
(4.32)

para saber si esta parte del sistema es estable, se utiliza la ecuación de Lyapunov, tal que:

AT1 P1 + P1A1 = −Q1 (4.33)

entonces, para que (4.33) se cumpla, se tiene que P1 debe ser

P1 =

[
k2(k1 + k2) k2

k2 1 + k1(k1 + k2)

]
(4.34)

y Q1 puede expresarse de la siguiente manera:

Q1 = −2k̄I2 (4.35)

donde k̄ = k1k2(k1 + k2).
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Sea

V1 =
[
x v

]
P1

[
x
v

]
(4.36)

y su derivada

V̇1 = −
[
x v

]
Q1

[
x
v

]
+ 2

[
x v

]
P1Be

= −k̄(x2 + v2) + 2
[
x v

]
P1Be

(4.37)

Se busca que V1 sea definida positiva y V̇1 sea definida negativa para que dicha parte del
sistema sea estable, entonces se realiza una mayorización de manera que:

|2[x v]P1Be| ≤
∣∣∣∣2 || [x v] ||

√
k̄
||P1B||√

k̄
|e|
∣∣∣∣ ≤ k̄(x2 + v2) +

||P1B||2

k̄
e2 (4.38)

por lo tanto

V̇1 ≤ −k̄(x2 + v2) +
||P1B||2

k̄
e2 (4.39)

La ecuación de la entrada virtual (4.29) se deriva dos veces de manera que

θv = arctan [−k1ẋ− k2v2] (4.40)

θ̇v =
−k1ẍ− k2v̇

1 + (k1ẋ+ k2v)2
(4.41)

θ̈v =
−k1x

(3) − k2v̈ + (k1ẍ+ k2v̇)[2(k1ẋ+ k2v)(k1ẍ+ k2v̇)]

(1 + (k1ẋ+ k2v)2)2
(4.42)

donde

ẍ = tan θ

x(3) =
θ̇

cos2 θ
v̇ = ẍ+ k1ẋ

v̈ = x(3) + k1ẍ

(4.43)

Se escoge τ tal que
(θ̈ − θ̈v) + c2(θ̇ − θ̇v) + c1(θ − θv) = 0

donde se sabe que τ = θ̈.

Para saber si esta parte del sistema es estable, se tiene que[
θ̇ − θ̇v
θ̈ − θ̈v

]
=

[
0 1
−e1 −e2

] [
θ − θv
θ̇ − θ̇v

]
(4.44)

donde

A2 =

[
0 1
−e1 −e2

]
(4.45)

y para esta parte del sistema, es hecho el mismo procedimiento que en la ecuación (4.33),
mediante la ecuación de Lyapunov, es decir

AT2 P2 + P2A2 = −Q2 (4.46)
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donde, para satisfacer (4.46), se tiene que

P2 =

[
2e1 + e2

2 e2

e2 2

]
(4.47)

donde

Q2 =

[
2e1e2 0

0 2e2

]
(4.48)

Sea θ̃ = θ − θv, entonces se tiene que V2 debe ser definida positiva, por lo que

V2 =
[
θ̃ ˙̃θ

]
P2

[
θ̃
˙̃θ

]
(4.49)

y su derivada V̇2 debe ser definida negativa, es decir

V̇2 = −
[
θ̃ ˙̃θ

]
Q2

[
θ̃
˙̃θ

]
= −2c1c2θ̃

2 − 2c2
˙̃θ2

(4.50)

Entonces, el sistema completo V = V1 + V2 será estable, esto es

V =
[
x v

]
P1

[
x
v

]
+
[
θ̃ ˙̃θ

]
P2

[
θ̃
˙̃θ

]

V̇ ≤ −k̄(x2 + v2) +
||P1B||2

k̄
e2 − 2e1e2θ̃

2 − 2e2
˙̃θ2

(4.51)

Con base en lo anterior, redefiniendo a

e = tan θ − tan θv = tan θ̃[1 + tan θ tan θv]

se tiene que

tan θv = −k1ẋ− k2v

= −k1(v − k1x)− k2v

= −(k1 + k2)v + k1x

=
[
k1 −(k1 + k2)

] [x
v

] (4.52)

Entonces mediante la obtención de los valores propios λ del sistema, se tiene que

λmı́nP1|| [x v] ||2 + λmı́nP2|| [θ̃ ˙̃θ] ||2 ≤ V (0)

λmı́nP1(x2 + v2) ≤ V (0)

λmı́nP2(θ̃2 + ˙̃θ2 ≤ V (0)

(4.53)

por lo que

tan2 θv ≤ (k2
1 + (k1 + k2)2)(x2 + v2)

≤ [k2
1 + (k1 + k2)2]

λmı́nP1

V (0)
(4.54)
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θ̃2 =
V (0)

λminP2

Las condiciones iniciales deben estar en un dominio tal que V (0) sea suficientemente pe-
queño para que θv y θ sean suficientemente pequeños de manera que

e = tan θ̃(1 + l)

donde l = tan θ tan θv decrece con el valor de V (0)

Entonces en ese dominio; para c1 y c2 suficientemente grandes

||P1B||2

k̄
c2 − 2c1c2θ̃

2 =
||P1B||2

k̄
(1 + l)2 tan2 θ − 2c1c2θ̃

2 ≤ −dθ̃2

para una d > 0.
Por lo que con lo anterior se concluye que el sistema es exponencialmente estable en

dicho dominio.
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Capı́tulo 5

Simulaciones y resultados finales

Para las simulaciones se utilizaron las siguientes ganancias:

k1 = 0.9

k2 = 0.9

c1 = 3

c2 = 3

En las figuras 5.1-?? se muestran las gráficas obtenidas de la posición x, la velocidad ẋ, la
aceleración ẍ, el ángulo θ, la velocidad angular θ̇, la entrada Posteriormente se experimentó
con diferentes condiciones iniciales para observar cómo el sistema se estabiliza en diferentes
regiones. Primero se utilizaron condiciones iniciales cercanas al origen:

5.1. Condiciones iniciales cercanas al origen

Para esta simulación, las condiciones iniciales fueron cercanas al origen, es decir, la
velocidad ẋ = 0[m/s], la posición x = 0.5[m], la velocidad angular θ̇0 = 0[rad/s] y el
ángulo θ0 = 0[rad].

Figura 5.1: Gráficas de x, ẋ y ẍ con condiciones iniciales cercanas al origen
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Figura 5.2: Gráficas de θ, θ̇ y τ con condiciones iniciales cercanas al origen

Figura 5.3: Gráficas de θ̃ y ˜̇
θ con condiciones iniciales cercanas al origen

En las figuras 5.1-5.3 se observa cómo a partir de las condiciones iniciales elegidas para
dicha simulación, el sistema converge en un t ≈ 10[s]
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5.2. Simulación con condiciones iniciales x0 = 10[m] y ẋ0 =

1[m/s]

En las figuras 5.4-5.6, se muestran las gráficas de la simulación con las condiciones
iniciales de ẋ0 = 1[m/s], x0 = 10[m], θ̇0 = 0[rad/s] y θ0 = 0[rad]

Figura 5.4: Gráficas de x, ẋ y ẍ con condiciones iniciales x0 = 10[m] y ẋ0 = 1[m/s]

Figura 5.5: Gráficas de θ, θ̇ y τ con condiciones iniciales x0 = 10[m] y ẋ0 = 1[m/s]
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Figura 5.6: Gráficas de θ̃ y ˜̇
θ con condiciones iniciales x0 = 10[m] y ẋ0 = 1[m/s]

Las gráficas de las simulaciones mostradas de la figura 5.4 a la figura 5.6 muestran que
el sistema se estabiliza con condiciones iniciales de velocidad ẋ0 6= 0[m/s], entonces estas
condiciones iniciales también se encuentran dentro del dominio donde el sistema es estable.

5.3. Simulación con condiciones iniciales lejanas al origen

Para las gráficas de las simulaciones correspondientes a las figuras 5.7-5.9 se eligieron
condiciones iniciales lejanas al origen, es decir, ẋ0 = 10[m/s] y x0 = 50[m]

Figura 5.7: Gráficas de x, ẋ y ẍ con condiciones iniciales lejanas al origen
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Figura 5.8: Gráficas de θ, θ̇ y τ con condiciones iniciales lejanas al origen

Figura 5.9: Gráficas de θ̃ y ˜̇
θ con condiciones iniciales lejanas al origen

En las gráficas mostradas de la figura 5.7 a la figura 5.9, se observan mayores sobreim-
pulsos que en las simulaciones con condiciones iniciales diferentes; nótese que en la figura
5.8, en la gráfica de τ , la energı́a necesaria para estabilizar el sistema es considerablemente
mayor que en las simulaciones anteriores.

5.4. Simulación con condiciones iniciales variando el ángu-
lo θ0

Finalmente, para las siguientes simulaciones, se varı́a el ángulo θ0, ya que de acuerdo con
la prueba de estabilidad, ésta depende del ángulo θ debido a que existen algunos valores para
el ángulo θ que no se encuentran dentro del dominio de atracción donde el sistema es estable.
Mientras tanto las demás condiciones iniciales permanecen fijas, es decir, la velocidad ẋ0 =
0, la posición x0 = 1 y la velocidad angular θ̇0 = 0[rad/s].

5.4.1. Simulaciones con θ0 = π/12[rad]
A continuación, en las figuras 5.10-5.12 se muestran las simulaciones obtenidas con la

condición inicial θ0 = π/12[rad] y las otras condiciones iniciales mencionadas anteriormen-
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te.

Figura 5.10: Gráficas de x, ẋ y ẍ con condiciones iniciales θ0 = π/12

Figura 5.11: Gráficas de θ, θ̇ y τ con condiciones iniciales θ0 = π/12

Figura 5.12: Gráficas de θ̃ y ˜̇
θ con condiciones iniciales θ0 = π/12

De acuerdo con las gráficas observadas de la figura 5.10 a la figura 5.12, el sistema se
estabiliza fácilmente, ya que la condición inicial θ0 = π/12[rad] es un ángulo muy pequeño.
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5.4.2. Simulaciones con θ0 = π/3[rad]
Para las simulaciones de la figura 5.13 a la figura 5.15, se muestran las gráficas obtenidas

ahora con la condición inicial θ0 = π/3[rad]

Figura 5.13: Gráficas de x, ẋ y ẍ con condiciones iniciales θ0 = π/3

Figura 5.14: Gráficas de θ, θ̇ y τ con condiciones iniciales θ0 = π/3

Figura 5.15: Gráficas de θ̃ y ˙̃
θ con condiciones iniciales θ0 = π/3
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Con base en lo observado en las figuras 5.13-5.15, se aprecia que el sistema se estabili-
za con sobreimpulsos mayores al de la simulación anterior, pero aún ası́ todas las gráficas
convergen al origen.

5.4.3. Simulaciones con θ0 = π

Finalmente de la figura 5.16 a la figura 5.23 se muestran las gráficas con la condición
inicial del ángulo θ0 = π:

Figura 5.16: Gráfica de x con condiciones iniciales θ0 = π

Figura 5.17: Gráfica de ẋ con condiciones iniciales θ0 = π

Figura 5.18: Gráfica de ẍ con condiciones iniciales θ0 = π
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Figura 5.19: Gráfica de θ con condiciones iniciales θ0 = π

Figura 5.20: Gráfica de θ̇ con condiciones iniciales θ0 = π

Figura 5.21: Gráfica de τ con condiciones iniciales θ0 = π
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Figura 5.22: Gráfica de θ̃ con condiciones iniciales θ0 = π

Figura 5.23: Gráfica de ˙̃
θ con condiciones iniciales θ0 = π

Como observa en la figura 5.16 el vehı́culo se desestabiliza aproximadamente en t =
15[s]. Con la condición inicial del ángulo θ0 = π/2, la simulación no converge, lo que
quiere decir que el sistema se estabiliza exponencialmente para todo θ0 < π/2, lo que se
puede comprobar en la prueba de estabilidad de la nueva ley de control propuesta.
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Capı́tulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este capı́tulo se muestran las conclusiones obtenidas a partir de los resultados obteni-
dos de la investigación realizada, posteriormente se muestra el trabajo futuro que se llevará
a cabo sobre esta investigación.

6.1. Conclusiones

Para la realización de esta investigación, en primera instancia se buscó el estado del arte
para tener conocimiento del desarrollo y las investigaciones que se tienen respecto a los
vehı́culos aéreos no tripulados y sus respectivos controles implementados.

Posteriormente se analizaron las fuerzas aerodinámicas que actúan en el vehı́culo para,
con base en eso, obtener el modelo matemático de la aeronave (la cinemática y la dinámica).

Ya con la obtención de fuerzas que actúan en la aeronave, se obtuvo el modelo matemáti-
co: la cinemática y la dinámica del vehı́culo, para posteriormente desarrollar la ley de control
para el eje longitudinal de la aeronave en modo estacionario (PVTOL).

Se propuso una ley de control que estabilizara la dinámica longitudinal XVERT VTOL;
en primera instancia se propuso una ley que al momento de estabilizarlo, generaba oscilacio-
nes alrededor del origen, aunque se lograron disminuir, éstas no desaparecı́an. Esto último se
pudo observar claramente en las gráficas de las simulaciones obtenidas mediante MATLAB,
por lo que se buscó hacer mejoras en la ley de control.

Posteriormente se mejoró la ley de control y ası́ se logró estabilizar la dinámica longitudi-
nal del XVERT VTOL; para saber la región de atracción de dicha ley de control, se realizó la
demostración de estabilidad de ésta, por lo que se comprobó que efectivamente la estabilidad
es exponencial dentro de la región especificada.

Al realizar las simulaciones mediante MATLAB Simulink, se pudo observar como con
diferentes condiciones iniciales, este sistema converge al origen. También se obtuvieron las
gráficas para cuando el sistema se desestabiliza; entonces se concluyó que para cualquiera
de las condiciones siempre y cuando θ0 < π/2 el sistema se va a estabilizar.

Para finalizar, se concluye que los objetivos planteados para esta investigación se cum-
plieron, se comprueba la hipótesis planteada teóricamente, para un futuro poder plantear y
comprobar una nueva hipótesis donde esta investigación se pueda implementar de manera
práctica.
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6.2. Trabajo futuro
Para continuar con este trabajo, se recomienda que estas leyes puedan ser implementadas

en la plataforma comercial XVERT VTOL con el fin de observar el comportamiento real del
vehı́culo y poderlo comparar con las simulaciones obtenidas.

A partir de que se observe un funcionamiento correcto en la aeronave, se continuará
con las dinámicas restantes de la aeronave y también con el análisis de transición de vuelo
vertical a horizontal, tomando en cuenta el modelo matemático de la aeronave y realizar las
simulaciones respectivas para que posteriormente esto pueda ser establecido.

Posteriormente ya englobando los análisis para las diferentes etapas de vuelo del XVERT
VTOL, se implementará el control completo de la aeronave y se comparará con las simula-
ciones obtenidas. Con base en esto último se obtendrán las conclusiones acerca del compor-
tamiento real de la aeronave.
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ApéndiceA

Estabilidad

A.1. Estabilidad asintótica

A.1.1. Teorema 1
Sea f(x) una función localmente Lipschitz en el dominio D ⊂ Rn, que contiene al

origen, y f(0) = 0. Sea V (X) una función continuamente diferenciable definida sobre D tal
que

V (0) = 0 y V (x) > 0 ∀ x ∈ D con x 6= 0 (A.1)

V̇ (x) ≤ ∀x ∈ D (A.2)

Entonces, el origen es un punto de equilibrio estable de ẋ = f(x). Más aún, si

V̇ (x) < 0∀x ∈ D con x 6= 0 (A.3)

el origen es asintóticamente estable. Además, si D = Rn, (A.1) y (A.2) se asume para todo
x 6= 0

||x|| → ∞ ⇒ V (x)→∞ (A.4)

entonces el origen es globalmente asintóticamente estable.

A.1.2. Prueba
Dado ε > 0, se elige un r ∈ (0, ε) tal que Br = {||x|| ≤ r} ⊂ D. Let α =

mı́n||x||=r V (x). De (A.1), α > 0. Se toma β ∈ (0, α) y sea

Ωβ = {x ∈ Br|V (x) ≤ β}

Entonces,Ωβ , se encuentra en el interior deBr (Figura ??). El conjuntoΩβ tiene la propiedad
de que cada trayectoria comenzando en Ωβ para t = 0 permanece en Ωβ para todo t ≤ 0.
Esto se sigue desde (A.2) ya que

V̇ (x(t)) ≤ 0⇒ V (x(t)) ≤ V (c(0)) ≤ β, ∀t ≥ 0

Entonces,
Bδ ⊂ Ωβ ⊂ Br

y
x(0) ∈ Bδ ⇒ x(0) ∈ Ωβ ⇒ x(t) ∈ Ωβ ⇒ x(t) ∈ Br
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Por lo tanto,
||x(0)|| < δ ⇒ ||x(t)|| < r ≤ ε, ∀ r ≥ 0

que muestra que el origen es estable. Ahora se asume que (A.3) lo contiene. Para demostrar
estabilidad asintótica se necesita demostrar que x(t) → 0 conforme t → ∞, que, para cada
a > 0, existe un T > 0 tal que ||x(t)|| < a, para todo t > T . Con base en los argumentos
anteriores, se sabe que para cada a > 0, se elige un b > 0 tal que Ω ⊂ Ba. Por lo tanto,
es suficiente mostrar que V (x(t)) → 0 conforme t → ∞. Ya que V (x(t)) se decrementa
monótonamente y está restringida en cero por debajo,

V (x(t))→ c ≥ 0 conforme t→∞

Se demostró que c = 0 mediante contradicción. Supóngase que c > 0. Por la continuidad
de V (x), existe un d > 0 tal que Bd ⊂ Ωc. El lı́mite V (x(t)) → c > 0 implica que la
trayectoria x(t) yace fuera de la bola Bd para todo t ≥ 0. Sea −γ = máxd ≤ ||x|| ≤ rV̇ (x),
que existe debido a que la función V̇ (x) tiene un máximo a través del conjunto compacto
{d ≤ ||x|| ≤ r}. Mediante (A.3), −γ < 0 se tiene que

V (x(t)) = V (x(0)) +

∫ t

0

V̇ (x(τ))dτ ≤ V (x(0))− γt

Ya que la parte derecha eventualmente será negativa, la desigualdad contradice la asunción
de que c > 0. Entonces, el origen es asintóticamente estable. Para demostrar estabilidad
asintótica global, nótese que la condición (A.4) implica que el conjunto Ω = {V (x) ≤ c}
es compacto para cualquier c > 0. Esto es porque para cada c > 0, hay un r > 0 tal que
V (x) > c siempre que ||x|| > r. Ası́, Ωc ⊂ Br. De los argumentos precedentes, es claro
que todas las soluciones que comienzan en Ωc, van a converger al origen. Desde cualquier
punto p ∈ Rn, se puede elegir un c = V (p), se puede concluir que el origen es globalmente
asintóticamente estable.

A.2. Estabilidad exponencial

A.2.1. Teorema 2
Sea f(x) una función localmente Lipschitz definida sobre el dominio D ⊂ Rn, que

contiene al origen, y f(0) = 0. Sea V (x) una función continuamente diferenciable definida
sobre D tal que

k1||x||a ≤ V (x) ≤ k2||x||a (A.5)

V̇ (x) ≤ −k3||x||a (A.6)

para todo x ∈ D, donde k1, k2, k3, y a son constantes positivas. Entonces, el origen es un
punto de equilibrio exponencialmente estable de ẋ = f(x). Si estas asunciones se mantienen
globalmente, entonces el origen es globalmente exponencialmente estable.

A.2.2. Prueba
Se elige un c > 0 suficientemente pequeño tal que {k1||x||a ≤ c} ⊂ D. Entonces,

Ωc = {V (x) ≤ c} ⊂ {k1||x||a ≤ c} ⊂ D
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ya que V (x) ≤ c ⇒ k1||x||a ≤ c por (A.5). Por lo tanto, Ωc es compacto y, de (A.6),
positivamente invariante. Todas las trayectorias que empiezan en Ωc satisfacen

V̇ ≤ −k3

k2

V

Por separación de variables e integración, se obtiene

V (x(t)) ≤ V (x(0))e−(k3/k2)t

Entonces

||x(t)|| ≤
[
V (x(t))

k1

]1/a

≤
[
V (x(0))e−(k3/k2)t

k1

]1/a

≤
[
k2||x(0)||ae−(k3/k2)t

k1

]1/a

=

(
k2

k1

)1/a

e−γt||x(0)||

donde γ = k3/(k2a), que muestra que el origen es exponencialmente estable. Si todas es-
tas asunciones se mantienen globalmente, c puede ser elegida arbitrariamente grande y la
inecuación mantiene para todo x(0) ∈ Rn.
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