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Resumen

Palabras Clave: Sistemas planos, Planitud Diferencial, Salida plana, Rechazo
Activo de Perturbaciones (RAP), Observador de Estado FExtendido (OEE),
Sistemas Sub-actuados, Algoritmos de Consenso.

En el presente trabajo se abordan temas de control robusto, observadores de estado, teoria
de grafos y algoritmos de consenso con el deseo de acometer una aplicacion a los sistemas
sub-actuados mecénicos. El desarrollo propuesto se realiza con un enfoque de planitud
diferencial a través de una salida especial llamada plana, que junto a sus derivadas y la
combinacion algebraica de éstas, permiten expresar los estados, entradas y salidas del sis-
tema. Aunados al reto de aplicar control robusto a sistemas mecanicos sub-actuados se
busca resolver problemas de sincronizacion entre dichos sistemas por medio de algoritmos
de consenso de alto orden, dando lugar a atender problematicas de formacién y seguimien-
to en esquemas lider-seguidor.

A lo largo del documento se presentaran distintos ejemplos de sistemas mecanicos sub-
actuados. Los sistemas tratados se linealizan alrededor de sus puntos de equilibrio ines-
tables; esto es directamente desde la forma lagrangiana con el objeto de encontrar la
planitud en el sistema linealizado y disefiar una politica de control para dicho sistema
lineal. Se muestra como los sistemas tratados pueden ser controlados bajo fenémenos no
modelados que perturban el comportamiento deseado del sistema por medio del esque-
ma de control robusto llamado Rechazo Activo de Perturbaciones (RAP) al hacer uso
de Observadores de Estado Extendido (OEE). Los fenémenos o efectos no modelados los
llamaremos, genéricamente, perturbaciones y su naturaleza puede ser exdgena o enddgena.

Finalmente, se abordan algoritmos de consenso de orden superior para lograr objetivos

de formacién y seguimiento con un andlisis en términos de sistemas lineales y ademas
planos.
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Abstract

Keywords: Flat systems, Differential flatness, Flat output, Active Disturbance
Rejection (ADRC), Extended State Observer (ESO), Underactuated Systems,
Consensus algorithms.

In the present work topics of robust control, state observers, graph theory and consensus
algorithms are addressed with the desire to undertake an application to under-actuated
mechanical systems. The proposed development is carried out with a differential flatness
approach through a special output called flat, which together with its derivates and the
algebraic combination of these, allow the states, inputs and outputs of the system to be
expressed. In addition to the challenge of applying robust control to underactuated me-
chanical systems, it seeks to solve synchronization problems between them by means of
high-order consensus algorithms, giving rise to addressing formation problems, tracking
in leader-follower schemes.

Throughout the document different examples of under-actuated mechanical systems will
be presented. The treated systems are linearized around their unstable equilibrium points;
This is directly from the Lagrangian form in order to find the flatness in the linearized
system and to design a control policy for said linear system. It is shown how the treated
systems can be controlled under non-modeled phenomena that disturb the desired be-
havior of the system by means of the robust control scheme called Active Rejection of
Disturbances (ADRC) coupled with Extended State Observers (ESO). We will call the
non-modeled phenomena or effects, generically, disturbances and their nature can be ex-
ogenous or endogenous.

Finally, higher order consensus algorithms are addressed to achieve formation and tracking
objectives with an analysis in terms of linear and also flat systems.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de sistemas sub-actuados a lo largo de las ultimas dos decadas ha incremen-
tado, esto debido a la posibilidad de extraer utilidad a partir de las propiedades de los
mismos como una sub-clase de sistemas completamente actuados. Entendemos a un sis-
tema sub-actuado como aquel que tiene menos actuadores que grados de libertad (GDL),
en términos de sistemas mecanicos, GDL es el nimero de variables independientes que se
necesitan para definir de manera tnica la posicién de los elementos inerciales de masa que
constituyen el sistema en el espacio en todo instante de tiempo. El interés en los sistemas
sub-actuados puede deberse al deseo de aumentar la seguridad o disminuir el riesgo cuan-
do un actuador de un sistema completamente actuado falle, asi los GDL afectados recaen
en los actuadores activos por medio de algoritmos de control para sistemas sub-actuados
o bien desde otro punto de vista un menor uso de actuadores que GDL representa una
ventaja al disminuir los costos y pesos de tales sistemas, pudiendo incluso remover actua-
dores si el algoritmo de control propuesto permite llegar a la meta que habria de buscar
el sistema completamente actuado.

Un ejemplo de un sistema sub-actuado de dos GDL es el llamado bola y viga, una vi-
ga con unién de revoluta, en el centro, a un eje; el cual transmite un torque debido a un
motor de corriente continua, encima de la viga se halla una bola que se mueve de acuerdo
al efecto de gravedad del ambiente y la orientacién de la viga. El objetivo deseado es trans-
ferir la bola de una posicion inicial a una final sobre la viga en un tiempo pre-definido.
Como ha sido expresado en el sistema bola y viga no hay control directo en la bola sino
en la viga por lo que la posicién deseada de la bola sobre la viga es inducida a través del
control que se encuentra en la viga al orientar ésta misma.

El poder controlar sistemas sub-actuados puede llegar a ser bastante complicado por ello
se proponen distintos enfoques para abordar el esquema, con la intenciéon de resolver pro-
blemas como estabilizaciéon o seguimiento.

En teoria de control de sistemas lineales es posible implementar algortimos de control
de una manera mas sencilla sin embargo no todos los sitemas son controlables cuando
el problema se aborda desde una perspectiva lineal. El analisis lineal permite una apro-
ximacién precisa al modelo real dentro de una regién cercana a los puntos de equilibrio



del sistema mientras que el enfoque no lineal es abordado, usualmente, en base al algebra
de Lie donde el sistema no lineal es transformado a uno lineal por medio de un difeo-
morfismo y una transformacién en la retroalimentacién, véase [10], de igual manera es
posible controlar los sistemas por medio de modos deslizantes, los cuales forzan al sistema
en conjunto con una retroalimentacion discontinua a deslizar a lo largo de una superficie
pre-establecida; modos deslizantes propone un esquema robusto de control al depender
unicamente de la conmutacién sobre la superficie, volviéndose insensible a las perturba-
ciones externas, véase [11].

Existen mas algoritmos de control no lineal, mencionando tres de ellos, el primero es por
medio de pasividad la cual, usualmente, busca estabilizar sistemas no lineales complejos
a través de una funcién de almacenamiento de energia, véase [42] el segundo es conocido
como backstepping, otro algoritmo basado en energia o propiamente dicho, basado en fun-
ciéon de Lyapunov, el cual busca formular el sistema a través de m sub-sistemas en cascada
con la finalidad de que el resultado del primer sub-sistema sea la entrada del sub-secuente,
véase [51], y el tercero, tratado en ésta tesis, es el algortimo de control basado en rechazo
activo de perturbaciones ADRC, por sus siglas en inglés, Active Disturbance Rejection
Control, el cual contempla en la retroalimentacion de estado la adiciéon de un término que
alude a las perturbaciones bajo las cuales se encuentre sometido el sistema, la perturbaciéon
es estimada a través de un observador de estado extendido ESO, por sus siglas en inglés,
FExtended State Observer, al poder representar al sistema matematicamente en un sistema
desacoplado de integracién pura de orden m por medio de una salida especial llamada
plana.

En sistemas de control existen méas objetivos a perseguir y no solo atender los proble-
mas de estabilizacién y seguimiento como el, igualmente tratado en esta tesis, trabajo
cooperativo entre sistemas el cual busca inter-relacionar un ntmero z de sistemas que
comparten informacion para realizar funciones; esto es un conjunto de sistemas que tra-
bajen para lograr un bien comin. Supdéngase que un grupo de estudiantes de maestria que
trabajan en equipo para la realizacién de un proyecto requieren el uso de un laboratorio
del centro de investigaciéon donde ellos estudian, para lograr terminar el proyecto es ne-
cesario que ellos se reunan, ello requiere definir el dia y la hora en la que podrian todos
trabajar, de otra manera se generaria incertidumbre sobre el tiempo en el que habrian
de presentarse todos, la soluciéon del problema es que los estudiantes definan los tiempos
en los que podrian asistir de acuerdo a sus agendas personales, llegando a un acuerdo
donde se definiria el tiempo en el podran presentarse a las instalaciones del centro de
investigacion. En el ejemplo de los estudiantes la variable de coordinacion es el tiempo, los
estudiantes los agentes que deben colaborar para terminar el proyecto, sin embargo una
vez los estudiantes salgan de sus casas para llegar en el tiempo acordado es necesario que
entre ellos se mantenga la comunicacién de manera que puedan coordinarse y mantener el
objetivo de reunirse en el tiempo establecido.

Con el ejemplo de la reunién de estudiantes que asisten a una loboratorio se trata de
definir el consenso el cudl puede ser expresado como un conjunto de entidades o agentes
que llegan a un acuerdo.



Cuando multiples agentes aceptan una variable de interés, como el tiempo en el ejem-
plo anterior, se dice que ellos han alcanzado un estado de consenso, para alcanzarlo la
comunicacion debe ser de tal manera que los agentes tengan informacion de, posiblemen-
te, un sub-conjunto de los restantes, dicho esquema de comunicaciéon es conocido como
estado de informacién y permite conocer el comportamiento de los agentes de acuerdo a
las condiciones iniciales de cada uno de ellos y la meta establecida. De forma natural se
pueden hallar comportamientos similares en los bancos de peces o parvadas de aves los
cuales se agrupan para evitar depredadores o mantener formaciones. Estos comportamien-
tos recaen en el término de sincronizaciéon el cual es hacer coincidir acciones de entidades
auténomas en un mismo tiempo.

En literatura se pueden encontrar muchos ejemplos de control a sistemas sub-actuados
como en el caso de [23] en el cual se abordan ejemplos para controlar buques, ejemplos
de vehiculos terrestres no tripulados como en [17] e incluso ejemplos varios de sistemas
mecanicos sub-actuados en el sentido de Lyapunov como en [18].

Se puede hallar mas informacién de control de sistemas no lineales en [1, 38, 41, 49] y

de igual manera para teoria enfocada a sistemas cooperativos como la mostrada en [4] y
[47].

1.1 Estado del arte

Multiples trabajos desarrollados por investigadores han tenido buenos resultados, en ellos
se han evaluado los controladores sobre plataformas experimentales, abordando objetivos
de estabilizacion, seguimiento e incluso control cooperativo en sistemas no lineales sub-
actuados.

En el articulo [34] se muestra un seguimiento robusto del sistema sub-actuado de ma-
sas interconectadas por un muelle entre ellas y dos muelles més anclados a un marco fijo
a través del esquema de control ADRC. La acciéon de control es sobre una de las masas y
el objetivo planteado es realizar un seguimiento robusto tal que tal que la segunda masa
sea quien realice un seguimiento sinusoidal.

En el articulo [35] se presenta la plataforma de un sistema torsional de 3 GDL compuesto
por un arreglo vertical de 3 discos inerciales unidos entre si por 2 flechas torsionales, se
desprecia la friccion al utilizar baleros/rodamientos antifriccién. La posiciéon angular del
disco inferior es actuada por un servo motor el cual es acoplado por medio de bandas y
poleas. La plataforma tiene como ojetivo llevar a cabo un seguimiento de trayectoria en el
disco superior por medio de un enfoque ADRC basado en ESO.

Se ha realizado un andlisis en el sistema de [27] sobre el sistema sub-actuado mostra-

do en [35] donde se han evaluado los resultados del esquema ADRC y el de PID. Usando
observadores en cascada que estimen las derivadas impares del sistema en términos de la
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salida plana y sus derivadas en conjunto con un observador que estima la perturbacion y
hasta dos veces la derivada de ésta tltima.

En literatura se hallan bastantes trabajos realcionados a sistemas sub-actuados y en los
ultimos anos también se ha despertado interés en el enfoque ADRC como en el proble-
ma de estabilizacién al modelo dindmico del Inertia Wheel Pendulum mostrado en [33], a
través de la salida plana representada por una combinacién lineal del vector de estado
generalizado de posiciéon y por medio del control ADRC se pretende estabilizar el péndulo
con respecto al eje vertical al actuar sobre él un disco inercial ubicado al extremo libre del
péndulo.

Otro sistema no lineal sub-actuado es el mostrado en [30], donde se presenta el mode-
lo del péndulo de furuta, el cual es provisto con una entrada de control y 2 GDL. Un
brazo actuado que rota en el plano horizontal es unido a otro brazo que gira en el plano
vertical y ademas perpendicular al plano sobre el cudl gira el brazo actuado. La lineali-
zacion alrededor de un punto de equilibrio inestable permite obtener una salida plana, la
cudl es fisicamente medible. El objetivo puede expresarse en dos, el primero es estabilizar
el péndulo con respecto a la vertical y el segundo es que el brazo horizontal realice un
seguimiento de trayectoria, ambos casos expuestos frente a fenémenos de perturbacion.

El sistema bola y viga presentado en [31] es un caso en el que no es posible linealizar
por retroalimentacion, por lo que se realiza una linealizacion tangencial exhibiendo que el
sistema puede ser controlado dentro de una region cercana a sus puntos de equilibrio. El
controlador propuesto es el conjunto de ESO-ADRC con estimaciones de las derivadas por
medio de observadores en casada resaltando que estos vuelven al disefio de bajo costo.

En el articulo [32] se presenta el sistema péndulo invertido sobre un carro cuyo caso
es abordado desde la perspectiva ESO-ADRC, el sistema completamente plano a través de
una linealizacion tangencial alrededor de un punto de equilibrio inestable. El objetivo es
que el carro pueda seguir una trayectoria a pesar de las perturbaciones que pudean existir,
ademas de mantener el péndulo hacia arriba.

En el articulo [28] se presenta la implementacion de una ley de control por medio de
estrategias llamadas operador de barrido discreto y operador delta discreto, la estrate-
gla de control es incorpopada en los observadores de estado extendido y la planta, en la
busqueda de realizar un seguimiento de trayectoria para un servomecanismo de corriente
directa.

Un esquema de control robusto para un manipulador de 2 GDL completamente actua-
do es el mostrado en el articulo [29] donde se busca realizar seguimiento de trayectoria sin
necesidad de conocer las derivadas temporales de ésta misma. El problema es reformulado
al definir el error de seguimiento, asi por medio de observadores de estado extendido se
estiman las derivadas temporales en términos del error.

En [50] se ha llevado a cabo la formacién de N cuadrirotores a través de un lider ba-



jo las siguientes asunciones:

m Cada cuadrirotor debe estar conectado con el lider pero no necesariamente tener una
conexion directa con él.

m La red de conexién entre los cuadrirotores debe ser no dirigina o bidireccional. El
cuadrirotor lider no se considera en el enunciado de ésta asunciéon debido a que este
es virtual.

m El movimiento del lider debe ser independiente de los cuadrirotores.

con el propésito de volar en cualquier direccién (en el espacio) y mantener la formacién
guiados por el lider ademéas de evadir colisiones entre ellos. La propuesta de solucion es
controlar cada cuadrirrotor por medio de dos controles uno para el plano horizontal por
medio de un modelo de cuarto orden y otro para la vertical con un modelo de segundo
orden.

Otro desarrollo del esquema lider-seguidor en cuadrirotores es abordado en el articulo
[6] donde uno de ellos es pre-cargado con un algoritmo de control que estima las ganancias
para posteriormente distribuirlo a los deméas cuadrirotores en una red de comunicacién
mixta. En el algoritmo pre-cargado las sefiales de entrada son rolada, cabeceo, tasa de ca-
beceo y la velocidad vertical. El objetivo es hacer seguimiento y mantener una formacién
estable.

En [25] se presenta el esquema lider-seguidor de cuadrirrotores representados por mo-
delos de danamicas desacopladas a fin de controlar el movimiento en el plano XY asi
como el movimiento en Z y el de guinada por medio de dos controles en conjunto con un
observador. El objetivo buscado es que los N agentes realicen un seguimiento y mantenter
una formaciéon por medio de una estrategia de control basada en observador.

En [19], se hace uso de modos deslizantes donde se busca que un grupo de agentes realice
un seguimiento robusto manteniendo una formacién pre-establecida con respecto al lider.
La robustez es lograda al cancelar las perturbaciones aderidas al modelo de los cuadrirro-
tores por medio del conjunto Observador-Modos Deslizantes.

Los autores presentan en [8] un algoritmo de control de formacién para un esquema lider-
seguidor de agentes (cuadrirotores). Los objetivos planteados establecen que los cuadrirro-
tores deben seguir una trayectoria y manetener su formcién en un tiempo finito.

El trabajo desarrollado por Efrain Hernédndez para lograr un consenso en formacion y
seguimiento a partir del esquema ADRC y GPIC, este ultimo un contro proporcional-
integral generalizado, véase [3], donde se busca estabilizar los péndulos de agentes de
cuarto orden representacos por los sistemas sub-actuados gria viajera y péndulo invertido
sobre un carro. El objetivo yace en implentar una ley de control que permita el consenso
en formaciéon y seguimiento a un modelo de referencia.



1.2 Planteamiento del problema

Frente al desafio de trabajar con sistemas mecéanicos sub-actuados se busca implementar
algoritmos de consenso de manera que cada sistema sea visto como un agente a fin de
generar una red de comunicacion en la busqueda de trabajos cooperativos como lo son
formaciéon y seguimiento en un esquema lider-seguidor robusto.

El problema puede dividirse en dos:
m Generar una estrategia de control robusta para cada sistema sub-actuado.
m Implementar algoritmos de consenso en una red multiagente

Por otra parte se toman en cuenta sistemas de orden superior en el enfoque ADRC, el
cual es una estrategia de alta ganancia sobre sistemas mecanicos sub-actuados que no son
linealizables por una realimentacion estatica o dindmica. La linealizacion tangente permite
aproximar el sistema no lineal por uno lineal alrededor de un punto de equilbrio exhibiendo
la planitud del sistema en representacion lineal.

1.3 Preguntas de investigacion

m Sabiendo que el esquema ESO-ADRC es de alta ganancia. ;Es posible disminuir la
ganancia del controlador?

m Suponiendo que se tienen dos modelos de un mismo sistema, uno mas aproximado
que el otro. ;La complejidad de la estrategia de control utilizada sera la misma?

m Sabiendo que la mayoria de los sistemas sub-actuados son no diferencialmente planos.
¢, La aproximacion lineal de dichos sistemas es plana?

m ;Es posible implementar una estrategia de control basada en ESO-ADRC al sistema
triple péndulo invertido sobre un carro?

m ;Como implementar algoritmos de consenso en los sistemas mecanicos sub-actuados
de orden superior?

m Atendiendo los problemas de formacion y seguimiento. ;Es posible sincronizar dos
sistemas mecénicos sub-actuados?

1.4 Justificacion

Con la intencion de responder las preguntas de investigacion y ademas ahondar en el
esquema de control ADRC se realizan ejemplos ilustrativos de sistemas mecanicos sub-
actuados no lineales y no diferencialmente planos que pueden ser controlados a través de
una linealizacién tangencial dentro de una regiéon cercana a sus puntos de equilibrio ines-
tables. El enfoque lineal da paso a tratar una senal de salida, que ademas es plana, si ésta
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puede expresar diferencialmente a todas las variables del sistema incluyendo las variables
de control por tanto el esquema ADRC se vuelve un candidato apto para establecer una
estrategia de control a sistemas mecéanicos sub-actuados.

La planitud diferencial permite re-estructurar la planta en otra de integracién pura capaz
de inducir el comportamiento deseado a la planta original si ésta es, propiamente, plana.

Tomando algunos sistemas sub-actuados y ademas planos bajo una configuracion lineal
apropiada se puede proporcionar robutez frente a fendémenos que generen incertidumbre en
el funcionamiento de los mismos, con ayuda de observadores de orden extendido, ESO por
sus siglas en inglés, es posible estimar perturbaciones si éstas generan un comportamiento
inadecuado en los estados del sistema aunados al esquema ADRC el cual permite adherir
en la ley de control un término que cancele la perturbaciéon presente. Con esto se puede
resaltar el hecho de poder controlar un sistema no lineal a través de una estrategia de
control basada en una aproximacion lineal de la planta o modelo.

Es por lo anterior que se pretende llevar a cabo estrategias de control en sistemas multi-
agentes sub-actuados para evaluar el desempeno de la unién de dos esquemas de control
como lo son ADRC y consenso.

1.5 Objetivos

Todo objetivo de ser real medible y alcanzable

1.5.1 Objetivo General

Disenar, analizar y simular algoritmos de consenso basado en el esquema de control ADRC
para llevar a cabo tareas de coordinacién en formacion y seguimiento de una referencia de
2z sistemas sub-actuados no lineales.

1.5.2 Objetivos particulares

m Modelar los sistemas mecénicos sub-actuados siguientes:

- Doble péndulo invertido sobre un carro.

- Triple péndulo invertido sobre un carro.
m Diseniar una ley de control para los sistemas del punto anterior basado en ADRC.

m Disenar una estrategia de control para sistemas multiagentes compuestos por agentes
sub-actuados de orden superior.

- Doble péndulo invertido sobre un carro (formacién y seguimiento).

- Triple péndulo invertido sobre un carro (formacién).

m Realizar las simulaciones de los resultados obtenidos.



1.6 Alcances

s Obtencién de un aproximacion lineal en base a formas lagrangianas de sistemas
sub-actuados.

m Obtencién de modelos de sistemas sub-actuados en su representaciéon de integracion
pura.

m Obtencién de estrategias de control para sistemas multiagentas usando esquemas
ADRC aunado con algoritmos de consenso de orden superior.

m Simulacion de las estrategias de control disenadas.

1.7 Estructura del documento

El Capitulo 1 introduce conceptos de control en sistemas no lineales en general ademas de
mostrar el estado del arte, el problema que se ha tomado, su justificacion, los objetivos
general y particulares del trabajo de investigacién, los alcances planteados y la estructura
del documento.

El Capitulo 2 muestra el desarrollo que permite linealizar formas lagrangianas, en seguida
se da lugar a tedria detras de los sistemas lineales diferencialmente planos, observadores
de estado extendido y esquema ADRC, conluyendo con una extensién de teoria de grafos
para aplicacion en algoritmos de consenso.

El Capitulo 3 muestra los modelos dinamicos de los sistemas péndulo invertido sobre
un carro, doble péndulo y triple péndulo invertidos sobre un carro a partir de las ecuacio-
nes de FEuler-Lagrange ademas de incluir para cada uno de los 3 sistemas su linealizacién
tangencial aproximada a partir de sus lagrangianos, y el criterio de controlabilidad de
Kalman asi como la senal que permitira controlar al sistema.

El Capitulo 4 exhibe la planitud de los sistemas péndulo invertido sobre un carro, do-
ble péndulo y triple péndulo invertidos sobre un carro una vez obtenida su representaciéon
lineal y salida plana. Por medio de manipulaciones licitas los sistemas son representados
en términos de sus estados o bien en términos de las salidas planas y sus derivadas, segin
sea el sistema tratado.

En el Capitulo 5 se disenan los observadores de estado para los sistemas sub-actuados
previamente mencionados a partir de la su representacion entrada-salida obtenidas en el
Capitulo 4 ademas de disefiar observadores en cascada conocidas las derivadas de ésta.
Simulaciones bajo condiciones inciales son mostradas para los sistemas.

En el Capitulo 6 se muestran los resultados y andlisis de validaciéon para implementar

consenso, una vez definidas las variables de estado de cada agente asi como su relaciéon por
medio del grafo que constituye su topologia de informacién. Simulaciones para agentes de
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cuarto, sexto y octavo orden son mostradas bajo condiciones iniciales.

En el Capitulo 7 se explica de forma general los componentes de la plataforma virtual
utilizada, asi mismo se muestran por medio de diagramas y esquemas la implmentacion
completa del esquema ADRC basado en consenso en lider-seguidores con el sistema sub-
actuado doble péndulo invertido sobre un carro.

1.8 Resumen del capitulo

En el Capitulo 1 se han presentado una breve introduccién para marcar el rumbo del
documento de tesis, el estado del arte, el cual reune conceptos e informacién de esquemas de
control robusto y algoritmos de consenso de distintos trabajos, se presenta el planteaminto
del problema, preguntas de investigacion, justificaciéon del trabajo, objetivos general y
particulares, alcances y la estructura del documento. En general se han mostrado las
intenciones por las cuales de desea trabajar con esquemas ADRC aplicados en sistemas de
sub-actuados ademas de establecer un estado de consenso entre un niimero z de agentes.






Capitulo 2

Marco Teédrico

2.1 Linealizaciéon tangencial aproximada

Consideremos el sistema no lineal de la forma descrita por

a(t) = fla(t),u(t)), x(to) = 2o
y(t) = h(x(t)) (2.1)

Donde z(t) € R?" representa los estados del sistema, u(t) € R es la entrada de control y
y(t) € R es la salida del sistema. Sea (z.(u.), 1) un punto de (2.1) cuando & = 0, esto es,

f(@e(ue), ue) = 0y h(we(ue)) = ye

Supondremos que el sistema inicia operando en un punto de equilibrio, véase [13] don-
de:

x(ty) = To = e u(ty) = Ue y(to) = Ve (2.2)

y ademas, definimos las variables incrementales x5, ys v us suficientemente pequenas y
cercanas a T, Ue y Y. tal que:

x(t) = ze + 5(t) u(t) = ue + us(t) y(t) =ye +ys(t)  (2.3)
La solucion al sistema 2.1 es representada por:
o(t) = @ + /tt F(a(r),u(r))dr
() = hiao + [ f(a(r)u(r)dr) (2.4)

Al estar operando en el punto de equilibrio el sistema de ecuaciones (2.6) es definido en
el instante de tiempo t; como:

z(to) = Te + Tos
y(to) = h(we + wos) (2.5)
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Por medio de (2.3) el sistema (2.6) es representado en términos incrementales para t > ¢
cOmo:

z5(t) = xos + /t: f(ze + zs(7), ue + us())dr

¢
ys(t) = h(zos + /t fze + z5(7), ue + us(7))dr) — h(x,) (2.6)
Al expandir por series de Taylor a x5(t) y ys en (x., u.) tenemos:
tlo 0
x5(t) = xos + 9f (z(t) — x) + of (u(t) —ue) + ...+ t.o.s.
to | Ox (ze.ue) ou (o 0)
¢
ys(t) = h(zos + /t f(xe + 2s(7), ue + us(7))dr) — h(x,) (2.7)
Finalmente la aproximacién lineal de (2.1) es:
0 0
fx(t),u(t)) = f(ze,ue) + of (x(t) — z) + of (u(t) — ue) + ...+ t.o.s.
Ox (2o ) ou (e 0)
oh
h(z(t)) = h(xe) + g (z(t) —xe) + ...+ to.s. (2.8)
(ze)

Donde 0f /0x, Of /Ou y Oh/Ox son las matrices jacobianas de f(x(t),u(t)) y h(z(t)) eva-
luadas en el punto de equilibrio (z.,u.) las cuales nombraremos como A, B y C' respec-
tivamente y t.0.s. representan los términos de orden superior. Reescribiremos a (2.8) por
medio de (2.3) en terminos incrementales de la siguiente manera:

i‘(g(t) = Al’g(f) -+ BU5(t)
ys(t) = Cs(t) (2.9)

2.2 Linealizaciéon tangencial aproximada a partir de
formas lagrangianas

Se exhorta a revisar [16]. Sea el Lagrangiano simple, £, definido mediante:

L(q,¢,u) = K(g,q) — (V(g) — ¢"buu) (2.1)

Donde K (g, q) es la energia cinética, V(q) es la energia potencial; ¢ € R", ¢ e R", u € Ry
ademas representan las coordenadas generalizadas de posicion, velocidades generalizadas,
la funcion de control, respectivamente, y b, es un vector constante dados de la siguiente
manera;

[ ¢ ] [ Q] 1]
7)) o 0
q=1 : g=| : by = |: (2.2)
Gn—1 Gn—1 0
L n | [ dn | 0]
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Con el vector de momentos candnicos a partir del mapa invertible definidos como:

oL
= — j=M"" 2.3
P= g q (9)p (2.3)
Siendo M (q) la matriz de inercias asociada a cada sistema, reescribimos (2.1) como:
. 1. .
£(q,d,u) = 5iM(9)i — (V@) — a"buu) (2.4)

Sabiendo que la velocidad es nula y que la posicién y control son constantes, el punto de
equilibrio de las variables (q, ¢, u) estd dado por (ge, 0, u.). Las desviaciones variacionales
incrementales que suceden a partir del punto de equilibrio son definidas como g3, ¢s, us.

q=qe+gs q=qs U = Ue + Us (2.5)
Tenemos:
) oL oL . oL
L(qe + G5, 45, te + us) = L(ge, 0, ue) + 9T G+ 57 G5+ 5 us
q (ge,0,ue) q (ge,0,ue) (qe,0,ue)
2L 9L 9L
Vg oo 1 %808 %81 S b
+ = {qé ds UJJ} 04997  9404T  9qdu gs| + t.o.s (26)
2 L “¥E o Pr Us
oudq Judq oudu (ge,0,ue)
De la representacién (2.5) tenemos:
. oL oL  OL q-é
L£(qe + G5, G, e + s) = L(ge, 0, 1) + |57 537 g | ( G
quoyue)
L Us
9L 8L 9L
Vg oo 1 |08 %80 S b
+ = [q5 ds U5} 3607 3.9:T  Bqda gs | +t.o.s (2.7)
2 L “¥h o Pr s
Ooudq oudq Judu

(Qeaovue)

Para sistemas lagrangianos simples la expansién en series de Taylor mostrada en (2.5)
hasta un segundo orden evaluado en el punto de equilibrio es aproximadamente:

_ 0%V(q) 0 b
. T Lep p 994" |(ge,0,ue) R q.5
L5(4s: 45, us) = qe buis + 5 af df ul 0 M(Q)l (g 0y O] 9] (2:8)
by 0 0] Lus
1 1 0*L
Ls(qs, q = " byus + =G M(qe)gs — =q | =—— b, 2.9
545, G5, us) = qc buris + 545 M(qe)ds — 505 ey G5 + 5 buus (2.9)

La dinamica del sistema lineal puede ser obtenida a través de las ecuaciones de Euler-
Lagrange en términos incrementales de la siguiente manera:
d |0L oL
Bl Bt . R (2.10)
dt | 9¢s Iqs
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Por medio de (2.9) y (2.10) tenemos:

(jt [M(qe)ds] + K (ge)qs — buts = 0 (2.11)

Donde M (q.) := M evaluada en el punto de equilibrio y K(q.) es:

0*L
K(g) = 22 (2.12)
aqaq (ge,0,ue)
Despejando G5 de (2.11) tenemos:
G5 = —M(qe) " K (qe)as + M(qe) " buus (2.13)

La representacién incremental en el espacio de estados de (2.13) es:

o) Loy QB Lyl o

Se puede notar que (2.14) es equivalente a (2.9). Desarrollo similar puede encontrarse en
[26].

2.3 Planitud diferencial.

La introduccién de sistemas planos fue hecha en [36] por Michel Fliess, Jean Lévine, Phi-
lippe Martin y Pierre Rouchon, la idea central intenta resolver el problema de linealizacién
por realimentacion dinamica, por lo que se propone encontrar una dinamica de compen-
sacion que lleve el sistema no lineal a uno equivalente lineal controlable. A partir del uso
de algebra diferencial los sistemas planos tienen una equivalencia lineal, a través de, una
salida especial, llamada, salida plana, de naturaleza endégena, es decir puede ser expresa-
da como una funcién no lineal de los estados y, posiblemente, de las entradas del sistema
y un numero finito de sus derivadas temporales véase, [37].

Un sistema de Una Entrada Una Salida UEUS o bien por sus siglas en inglés SISO Sin-
gle Input-Single Output, es diferencialmente plano si existe una salida endégena tal que la
entrada v y los estados que describen al sistema pueden ser expresados como una com-
binacion lineal de la salida plana y un nimero finito de sus derivadas temporales, véase
[15], y ademas, la salida plana puede ser expresada como una funcién de los estados del
sistema y sus derivadas.

T = f(x,u) (2.1)

Notese que si el estado x y u son funciones diferenciales de la salida plana, entonces ésta
paramétriza diferencialemente a todo el sistema, por tanto el sistema (2.1) es plano si:

=9z, i,i,...,z) (2.2)
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tal que
r = o, 0, )
w= (¢, ¢, ., )

con (,% € 7Z, ¢ expresada como una funcién de x y sus derivadas, asi mismo x, u son
expresadas como funciones de la salida plana y sus derivadas.

(2.3)

La planitud diferencial, entonces, dirige la atencién a una nueva clase de sistemas di-
ferencialmente planos que exhiben una salida linealizada ).

2.4 Sistemas lineales

Se recomienda ver [44] para reafirmar conceptos de &dlgebra lineal y [2, 14] para siste-
mas lineales. Los sistemas lineales e invariantes en el tiempo UEUS son frecuentemente
representados por:

z(t) = Ax(t) + bu(t) (2.1)

donde x € R?": los estados del sistema, u € R: la entrada de control, A € R?*2?" v p € R?",
Sabemos que A es cuadrada con dimensién (2n x 2n) y ademés supondremos que es no
singular por tanto su polinomio caracteristico serd obtenido de la siguiente manera:

A— Q1,1 a2 QA1n a192n—1 Qa1 .2n
Q21 A — 22 Q2 n a2 2n—1 a22n
pOlA()\) = Qn,1 Qp,2 A — Qpn An2n—1 An2n
a2n—1,1  G2n—1,2 A2n—1,n A — A2n—12n—1  A2n—12n
A2n,1 Q2n,2 A2n.n A2n,2n—1 A— A2n,2n
2 2n—1 2n—2 2
pOlA(/\) = \*" —+ OéQn_l/\ " —+ OéQn_Q/\ " + ...+ OZQ)\ + Oél)\ + «p a€eR (22)

Una condicién necesaria y suficiente para que el sistema (2.9) descrito por el par (A,b)
sea controlable es que la matriz N sea de rango 2n, véase [20].

N =[b:Ab: ... A" 1p] (2.3)
Supondremos que existe una transformacién no singular que permita:
w(t) = Lx(t), x(t) = L tw(t) (2.4)
Transformando (2.1), por medio de (2.4) en:
Lx(t) = LAz(t) + Lbu(t)
w(t) = LAL ~‘w(t) + Lbu(t) (2.5)
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donde:

0 1 0 0 0 0 o
0o 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0

LAL ' = : : : : ; Lb=|: (2.6)
O 0 0 . 0 1 0 0
O 0 0 ... 0 0 1 0
|~y —CQ1 ... —Qp ... —Qop_2 —0op_1| '1'

Se puede comprobar que el polinomio caracteristico de A es idéntico al de LAL ~! de la
siguiente manera:

Al — Al =0
N — A| = |\ — LAL ™!
INLL ' — LAL ) = |L(M — A)L 1|
pola(N) = polpap-1(N)
También supondremos que el sistema es controlable; esto es, que la matriz de controlabi-

lidad de Kalman N es de rango completo. Al redefinir la entrada de control por v de la
siguiente manera:

v=ku— QoW1 — W — ... — Oop_2Wop—1 — Oop_1Wap (27)

El sistema (2.5) se reduce a la forma canénica de Brunovsky (2.8).

01 0 0 wy 0
wt)y=1" = i e 2.8
( ) 00 ... 1 Won—2 0 ( )
0 0 0 0 Won—1 1

En general lo sistemas lineales invariantes en el tiempo UEUS, en su forma candnica
controlable (2.5), a través de una transformacién de coordenadas de la entrada llega a la
forma canoénica de Brunovsky, representado también, como:

w® =y (2.9)
De (2.8) se puede ver, particularmente, que la salida plana es ¢ = w; de modo que ésta
es capaz de parametrizar a todo el sistema en términos de sus derivadas temporales y el
control v, recordando que w puede ser escrito en términos de x por medio de L. Al definir

T, la inversa de la matriz de cointrolabilidad de Kalman (N) como una transformacién de
coordenadas ¥V = Tw, el sistema en términos de ¥ es entonces:

U = FU + gu, F=TLAL ‘T, g=TLb (2.10)
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donde:

00 0 0 0 —ag o
10 0 0 0 —ay 0
01 0 0 0 —ay 0

= ' : 9=
00 0 = 0 0 —ag g 0
00 0 ... 1 0 —ag 0
0 0 0 1 —aon 1] 0]

Se puede verificar que las variables del sistema transformado (2.10), con ¥ la salida plana,
puede ser escrito en términos de ésta y un nimero finito de sus derivadas.

Wop_1 = ¢ + o1
\11271—2 - 770 + a?n—l,lvb + a2n—2¢

Uy =P 4 g, 0P 4y
u = ¢(2n) —|— a2n_11/)(2n—1) —f- e + (1/077Z) (211)

Sabemos que @ parametriza al estado w y se supondra que la salida plana es funcion del
estado w; por tanto la salida es definida para los casos tratados en ésta tesis, como una
combinacion lineal del estado w de la siguiente manera:

= dw (2.12)

donde A es un vector fila de dimensién 1 x 2n.
Al derivar 2n — 1 veces la expresion (2.12) se obtiene la funcién vectorial siguiente:

Y= A\w
Y = M = N(LAL ~‘w + Lbu)
) = MLAL ~)?w 4+ AN(LAL ') Lbu + \Lbu

D = N(LAL 1)@V 4 \(LAL YD Lby + ... + ALbu®"~? (2.13)
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o bien:

(G A
(0 ALAL !
1/} == w
: MLAL~H@r=2)
_w(Qn—l)_ _/\(LAL 71>(2n71)_
[ 0 0 01 w ]
ALb 0 ... 0 U
4 ALAL ~'Lb ALb ... 0 U (2.14)
A(LAL 1 2Lh N(LAL-YH@9Lp . ALb| |u®2)

De (2.14) se puede ver que w y x pueden ser escritos en términos de la salida plana
y sus derivadas temporales. En correspondencia con el sistema (2.13) y a fin de nulificar

los efectos ocasionados por u, @, i, ..., u®=2 en (2.14) el vector A debe satisfacer las
siguientes relaciones:
ALb = 0, ALAL'Lb =0, - MLAL H=21h =0 (2.15)

El vector A\ debe cancelar las columnas de la matriz inversa de controlabilidad de Kalman
a excepcion de la tltima, esto es, A(LAL ~")2*~YLb #£ 0. Por lo que (2.14) es redefinido
€como:

0 A
0 ALAL !
Vo= : w (2.16)
: MLAL~H@r=2)
¢(2n71) A(LAL 71>(2n71)

La matriz que multiplica a w en (2.14) debe ser invertible, asegurando que v sea observable
de lo contrario:

T ] \ ]
¥ ALAL !
¥ (G = : w|=0"-A=0 (2.17)
: AMLAL ~1)@r=2)
¢(2n—1) /\(LAL —1)(2n—1)

Para asegurar la controlabilidad del sistema se debe satisfacer que A(LAL )"~V LB =1
entonces:

A|Lb, LAL7'Lb, -, (LAL Y2 Lb (LAL ‘1)(2”‘1)Lb] =100,0,0,---,1 (2.18)

El problema se reduce a encontrar el vector A que cancele las columnas de la matriz inversa
de controlabilidad de Kalaman excepto la iltima.

A=10,0,---,1][b, Ab, ---, AC=Dp]~1 (2.19)
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En general para sistemas lineales controlables representados por:
T = Ax+bu (2.20)

la salida plana estara dada por la combinacion lineal de estados obtenida de la ultima
columna de la matriz inversa de controlabilidad de Kalman.

Y =10,0,---,1][b, Ab, --- , A Dp| =g (2.21)
Otra condicién de controlabilidad es la mostrada en [24] donde el sistema lineal de la
forma @5(t) = Fas(t) + gus(t), s € R?", us € R, es controlable si cumple con la siguientes
relaciones:

sTF =\sT sTg=0 (2.22)

De (2.22) se puede comprobar, al expresar, iteradas veces que:

sTEFO=)\06T sTFY% =0

sTRY = \sT sTFlg=0

sTE?2=)\%sT sTF?=0

sTEF™ = \nsT sTF"g =0
STF2TL_2:)\2”_2ST STFQn—ngo
STF2n—1 — AQH—IST STF2n_lg — 0 (223)

Reacomodando el lado derecho de (2.23) se puede notar que:
sTIFO  FlgiF2g: . iF"g. .  iF™2g 27 lg]1 =0, sTN =0 (2.24)
Sopéngase que F' = LAL ~''y g = Lb. La matriz de transformacién que llevaria al estado

xs al estado transformado ws es la matriz indetidad I lo que implicaria que xs = ws, esto
es:

Ws (t) = 1135 (t)

Escribiendo la ecuacion anterior para el primer término de wj(t).
wis(t) =[100...000]xs (2.25)
Al derivar (2.25) con respecto del tiempo tenemos:

ns(t) = [100 ... 000]ds
ins(t) =[100 ... 000])(Fxs + gus) (2.26)
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Sabemos que Ig(1) = 0 por tanto [100 ... 000]g = 0 entonces:

U)w(t) = [100 OOO]FZ’(;
wlg(t) = wgg(t) (2.27)

Al derivar wqs de (2.27) tenemos:

wos(t) = [100 ... 000]Fis
wos(t) =[100 ... 000]F(Fxs + gus) (2.28)

Sabemos que /g(2) = 0 por tanto [100 ... 000]Fg = 0 entonces:

tas(t) = [100 ... 000]F(Fx)
lirog () = wss(t) (2.29)

Continuando con el desarrollo anterior se puede ver que :

wss(t) =[100 ... 000]F *zs 35 (t) = wys(t)
u‘)m;(t) = [100 OOO]FHQZ(; wng(t) = w(n+1)5(t)
Wian—2)5(t) =[100 ... 000]F > >z W(an—2)5(t) = W(an—1)5(t)
Wian-1)s(t) =[100 ... 000]F*" 'z, Wan-1)s5(t) = weanys(t) (2.30)
El vector fila I; = [100 ... 000] debe satisfacer l1g = [1Fg = ... = [;F " 2g = ( puesto

que Ig(i)=0,1=1,...,2n—1e Ig(2n) = 1, esto es:

LlgiF'giF2g:. . iF"gi .. iF*™ 2 F? g1 =[000...001] (2.31)

Una salida del sistema (2.1) sera plana si y solo si z5 = c;féx(; es de grado relativo 2n. Lo
que implica que:

Cx

JSN=[000 ... 001 ¢ =000 ... 001N (232

Finalmente la salida plana del sistema representado, en general, por la forma is(t) =
Fas(t) + gus(t) sera:

ys=10 0 0 ... 0 0 1[Nz (2.33)

en otras palabras [; es un vector fila que aniquila todas las columnas de la matriz de
controlabilidad de Kalman N.
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2.5 Rechazo activo de perturbaciones ADRC.

ADRC, introducido en [5], plantea la posibilidad de estimar perturbaciones desconocidas
que afecten el comportamiento del sistema a través de observadores que permitan esti-
marla y posteriormente cancelarla por una retroalimentacién adecuada que la incluya,
véase [9]. La naturaleza de las perturbaciones sera aditiva, esto es, la sefial generada por
la perturbacion se vera reflejada en el comportamiento de la dindamica del sistema, asi
la perturacion puede ser vista como estado-dependiente pero completamente desconocida
a pesar de ello supondremos que la perturbacion £(t) es uniformemente absolutamente
acotada y exponencialmente integrable, ver [12].

La propiedad de planitud permite llevar la planta, algebraicamente, a una relacién entrada-
salida de integracion pura. En solucién a la presencia de la perturbacion, la cual, se espera
sea dependiente del estado, se proponen observadores de estado que ademas estimen simul-
taneamente la perturbacién de interés, esto es, en cojunto con los observadores de estado
extendido del sistema y su comportamiento en el tiempo a través de la salida plana. Un
ejemplo es hallado en [15] con observadores GPI, para modos deslizantes donde el enfoque
fue introdicidos por H. Sira-Ramirez y V. Feliu-Batlle.

En el diagrama de bloques mostrado por la figura 2.1 se aprecia el esquema completo
del controlador basado en ADRC sobre una planta bajo la influencia de perturbaciones.

Donde y es la salida plana y 1 una representacion transformada de y, u la sefial de control,
&(t) la perturbacién (es) presentes y y*(t) la senial de referencia.

g(t)

u A
+

ALY Controlador U >| Planta

H Observador |H
{

v

> >

Figura 2.1: Esquema de control basado en rechazo activo de perturbaciones.
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2.5.1 Observador de estado extendido (ESO)

Partimos de la forma candnica siguiente, la cual presenta una perturbacién acompanada
de la entrada de control, y ademas mantiene la forma de (2.1).

y ) = u(t) + (1) (2.1)
Cuya representacion de estados es:
[ yo ] 01 0 ... 0 0 0] g T 0]
n 00 1 ... 0 00O n 0
p 00 0 0 00 0
oY Yn |+ || ut ()
00 0 0 10 0
y2| 000 0 ... 0 0 1||¥a-z2| [7
[Y2n—1] o0 0 ... 0 0 0f LYy2n-1l 1]
o T
Y1
y=100 ..00 0| (2.2)
Yon—2
LY2n—1

De (2.2) yo es la salida plana del sistema, asi dyo/dt su primer derivada y dys,_1/dt su
2n-ésima derivada. Se propone el siguiente observador de estado:

o = 1+ Nan(vo — 0
dt@/o o+ Aon(yo — J0)

d
01 = G+ Mg D
*dtyl U2 + A2n—1(Yo — Do)

d . . .
—UYn = Yn+1 + )\n(yO - yO)

dt
d . .
%y%—l =z1+u+ M(Yo — o)
d N
7= Mo (Yo — To) (2.3)
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La dindmica del error es:

d
dteo = e1 — A€
d
%61 = ey — Aap—1€p
d
%en = €pt1 — >\n€0
d
%6%—2 = €an—1 — A2€p
! €)= 21— A
—€op_1 = — 21 — A€
di 2n—1 1 1€0
d
%Zl = )\060 (24)

Del observador propuesto en (2.4) se puede ver que a partir de la propiedad de planitud se
puede estimar de forma completa el estado del sistema en términos de la salida plana y sus
derivadas y ademas la perturbacién por medio de una cadena de integradores desacoplados
que con ayuda de las ganancias J;, v;, adecuadamente seleccionadas, se forza al sistema a
converger a una vecindad cercana al origen por medio de la ley de control siguiente:

2n—1

S U Z 5 (€5) (2.5)

La dinamica del observador del error e, satisface, entonces, la ecuacion diferencial siguiente:

e £ Xonel™ + Apn1e8™ Y - Aréo + Aoeo = E(1) (2.6)

Bajo la suposicién de que las perturbaciones son uniformemente absolutamente acotadas
el estado y convergera a una vecindad cercana al origen.

Ahora bien es posible definir una trayectoria y*(¢) que el sistema expresado por (2.1)
a través del sistema perturbado de integracién pura mostrado en (2.1) realice un segui-
miento por medio de una ley de control que permita una convergencia de la salida plana
y(t) a y*(t) en presencia de perturbaciones, el error de seguimiento es definido como
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eo(t) = y(t) — y*(t) cuyo observador de estimacién de su modelo es:

d
—€g = €1 + Aanleg — &
P 1+ A2n(eo — éo)
d Eo + Aon_1( éo)
—é;=¢ n_1(eg — €
pr 2 2n—1(€0 — €o
d, W 20)
dten = €n41 n{€0 — €0
4 21+ u+ A éo)
—Cop_1 = %1+ u eg — €
P 1 1(€0 — €o
%51 = holeo — @) (27)
—2%, = N(eg — € )
Pt ol€o — €o
Al definir los errores de estimacion de los errores de convergencia de la variables [y; — (y*)]
como ¢; =e;—¢éjcon j=1,...,2n—1y el error de estimacion de la variable 2, = z; — £;
la dindmica del error es:
d
ﬁéo = €1 — A€o
d
Eél = €3 — Aan—1€p
d
—€,, = €py1 — A€
o +1 0
d
—€op_9 = €op_1 — A€
72 on—1 2€0
L o1 = £(t) = 51— Mié
—€op_1 = —Z1 — A€
P 1 1€0
d
—2Z1 = A€ 2.8
pre 0€0 (2.8)

Los errores de seguimiento convergen a una vecindad cercana al origen con ayuda de
las ganancias A propuestas adecuadamente y obtenidas, en recomendacion, a través de
polinomios Hurwitz que aseguren que las partes reales de las raices de los polinomios sean
estrictamente negativas. Con lo que el control es propuesto de la siguiente manera:

2n—1

—as Xl 95— (v (1)Y] (2.9)

u= [y ()]

Notese que los polinimos correpondientes son:

POlopsy = 8P 4 Ngps® 4 Aoy 15V 4 N s+ A
Polietrty = 8™ 4 Yor_18 D 4 qn, 05D s oy (2.10)
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2.6 Consenso de sistemas multiagente

A continuacién se muestran conceptos basicos de teoria de grafos y consenso de sistemas
multiagente con el fin de implementar algoritmos de control y consenso sobre algunos de los
sistemas sub-actuados presentados a lo largo de ésta tesis, se exhorta a revisar [7, 43, 48]
para ahondar en el tema.

El propésito de trabajo colectivo sugiere definir la estructura de informacion existente
entre agentes de forma sincrona para, posteriormente, implementar el control por ADRC.
Supodngase que se tienen dos agentes y la comunicacion que puede existir entre ellos es de
dos tipos, dirigida o no dirigida; la informacion puede ir de un agente a otro y viserversa,
para el caso no dirigido, en cambio para el caso dirirgido sélo un agente podria recibir
informacion del que es su adyacente, vease la figura 2.2, el que recibe informacién ha de
ser dirigido por su adyacente.

: No dirigido: : Dirigido :

Figura 2.2: Dibujo representativo de consenso no dirigido y dirigido entre dos agentes.

A continuacion se define el producto Kronecker entre dos matrices A y B, el cual ayuda-
ra a entender la notacion utilizada a lo largo del documento. El producto Kronecker es
entonces:

_aubu e anblc e alnbu . alnblc_
anbfl e anbfc . alnbfl . alnbfc
Ax B = . AeR™™ B € Rf*c
am1b11 c. amlblc ce amnbll ce amnblc
_amlbfl Ce amlbfc e amnbfl e amnbfc_

(2.1)

2.6.1 Teoria de Grafos

Es un grafo G el conjunto de vértices V(G) y el conjunto de segmentos de linea £(G) o
también llamados bordes. Los bordes unen pares de vértices, por consiguiente dos vértices
seran adyacentes si existe un borde que los una, ademas el borde que una un vértice con
alguno de sus adyacentes serd llamado borde incidente a v,,,, 1 < m < i. El grafo compues-
to por un vértice con un borde incidente a si mismo sera llamado grafo simple. Se tienen
las siguientes definiciones para el mejor entendimiento en el desarrollo estructural de in-
formacion asi como su flujo; definiendo las matrices de adyacencia, incidencia y Laplaciana.
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La matriz de adyacencia A de z X z de G con q vértices es definida de la siguiente manera:

_ _J1, sii# jyi, ) sonadyacentes
A= lai] B = {O, sii = jyi,jno adyacentes (2.2)
La matriz de incidencia C de z X p asociada con G es tal que:
o(vi, &), siv; ye; sonincidentes
Cij = . . . (23)
0, siv;ye; nosonincidentes
La matriz Laplaciana de G de z x z es definida L.(G) = [¢; ;] donde ¢, ; es:
deg(v;), sii=j
lij = 0, si1 # jeiesnoadyacente a j (2.4)
-1, si1 # jeiesadyacenteaj

y deg(v;) es el nimero de vértices adyacentes a v;.

2.6.2 Algoritmos de consenso

Supoéngase que se tienen z agentes alineados en el eje horizontal de algin marco fijo los
cuales conocen la posiciéon del agente que se encuentra a la vanguardia y a la retaguardia,
excepto los agentes que se encuentran en los extremos de la alineacién, los cuales soélo
conocen la posicion de uno adyacente y ademas es deseable que la distancia entre ellos
sea equidistante. La alineaciéon y la distancia entre agentes estructura un intercambio de
informacién que puede ser representado por un grafo G = {V, €}, donde V y £ habrian de
ser los agentes y los enlaces de informacion, respectivamente, que comunican la distancia.
En este esquema se espera que la informaciéon que comparten los agentes varie en el
tiempo asi mismo la posicion o el estado de cada uno de ellos. La ecuacién que describiria
comportamiento similar serfa la usada por [40, 45, 46].

Pilt) = — i% Mo(ei(t) = wi ()], ¢ = —L(G)e(t) (2.5)

El problema requiere que los z agentes cuyas variables ¢;, y ¢; con @ # j sean asintética-
mente iguales.

tlir&’@z_@]’ :Oa VZ,j S {1772}6Z7éj (26)

La extension de la ecuacion para agentes modelados por ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden es (2.7) donde se ha incluido el término que alude a la velocidad.

Vi = _gai,j [Yo(i — @;) +711(Yi — @;)] (;it lzj = [_%g"(g) _%i(g)l Lﬁj (2.7)

De donde se puede ver, en correspondencia con [39], que el consenso es logrado cuando:
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Para los sistemas lineales tratados en esta tesis el objetivo de consenso es hacer que el vector

de estado converga a un valor comun, lo que implica que ¢; — ¢, ©i = @j, ..., A
(Y}
¢l =i
¢i =i
¢ = o}
2k—2 _  2k—1
1 K3
P2l gy
(2.9)

El super indice derecho de ¢; indica el orden de derivacién de (2.9), asi @9 = ! y @21

inplica la 2k-ésima derivada temporal de ?. Sin perdida de generalidad, para los sistemas
de orden superior usados en ésta tesis el algoritmo de consenso es el siguiente:

Nz [l ]
#2 %2
Y Y
z 2k—1 l l d . :
Soi|Latd-d G| |=wen| 4| ew
s s
2] 2]
donde:
[ OZXZ IZXZ OZXZ AR OZXZ |
OZXZ OZXZ [ZXZ AR OZXZ
n= : : : : (2.11)
OZXZ OZXZ OZXZ AR ‘[ZXZ
—0l(G) —nL(G) —L(@G) ... —yel(G)]

Y 7, parametros a disenar.

A continuacién se muestra una notacién equivalente dentro del desarrollo de este capitulo
y los posteriores para representar el i-ésimo agente y el j-ésimo agente con sus respectivas
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(2k — 1)-ésimas derivadas.

0

7 .

Sbi = ()01 SOO - ()01

or = 2 ‘D1 ="pa

2 3 lpy = °
GPr? = it "Plar-2) = "Per-1)
Sb?k_l = U; ‘-1 = "u

2.6.3 Esquema lider-seguidor de orden superior

Figura 2.3: Esquema lider-seguidor con z agentes seguidores

En la estrategia lider-seguidor se desea que un agente influya en el comportamiento de los
demaés, permitiendo que el estado de consenso de un grupo de agentes no lideres tienda
al estado del lider. En el articulo [22] se presenta el consenso restringido a través de la
presencia de un modelo de referencia llamado lider en dos casos, el primero contempla
restricciones individuales para cada agente y el segundo muestra multiples conjuntos de
agentes buscando consenso con distintas referencias.

Ahora bien consideremos un modelo de referencia expresado de la siguiente manera:

T, T

Yo = ¥

"o1 ="y

"y = "ip3
"Pk-2) = "P@K-1)

"Pk-1) = "u
(2.12)

Donde "y, "u € R™ representan los estados de referencia y su entrada de control, res-
pectivamente. El problema es entonces un problema de consenso restringido a un mo-
delo de referencia que serd resuelto si ‘o — "¢, "o = TP, ..., "Pek-1) = "PEk-1) ¥
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o= T T = I, ek = ko), Vi, j, o bien:

tlilglo‘lgol_ j¢l’:07 }i}l’gjzgpl_ TQOZ| :07 VZ,j 6{17‘”72}7 l:0772k_17617éj
(2.13)

Asi si el conjunto de agentes no lideres tiene acceso al agente de referencia, o bien, si este
se encuentra disponible para cada agente se dice que existe un arbol de expansién dirigido;
esto es un grafo dirigido donde cada nodo tiene exactamente un nodo, en este caso el del
lider o bien al tener un camino dirigido el nodo lider hacia todos los demas nodos. Para
tal caso mencionado se propone el algoritmo de consenso siguiente:

z 2k—1 2k—1
u=—) a [Z ("o — 3901)] =Y o= "@) + "u (2.14)
Jj=1 =0 1=0

La ley de control de (2.14) atiende el problema restringido con la siguiente representacién
en espacio de estados definidos por el error ‘@, = ‘o, — "¢y, [ = 0, ..., 2k — 1, siguiente:

[ 0 ] B2
z TO Z@
%o 1o
i eol]| . (2.15)
e 2 = |0 m o .
dt | “po ©0
Y3 n-1) Y6 n-1)
G ok-1)] G ok-1)]
Donde
[ OZXZ ‘[ZXZ OZXZ AR OZXZ |
OZXZ OZXZ IZXZ AR OZXZ
o . . . _ .
OZXZ OZXZ OZXZ AR ‘[ZXZ
= 0(L(G) + L) —n(L(G) + L) —%@@G)+1) ... =y 1(LG)+ 1)

(2.16)

Lo anterior resume la idea central siguiente: La meta (M) del grupo de agentes para lograr
un consenso en estado estacionario (E'E) es que este sea alcanzado en el sub-espacio que
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es abarcado por el vector 1.

[ Yoo ] [ oo ] [ @0 ] [ @0 ]
K2 o 29:50 Z<:ﬁo
' oo Lo %o @0
(i Z;bo —1® Z;bo jt Zs%o —1® Z;ZO (2.17)
Yo(ak-1) 1?5(2.1@71) 1@(2.1671) LS 2k-1)
_ZSb(2.k1)_ o _ZSb(2.k1)_ " _295(2.1@1)_ o _295(2.1@1)_ "

2.7 Resumen del capitulo

A lo largo del presenta capitulo se han presentado conceptos tedricos recabados de distintas
fuentes con el deseo de mejorar el entendimiento de los desarrollos y capitulos siguientes.
Los conceptos recabados incluyen teoria de sistemas lineales con la intencién fundamental
de exhibir planitud en los sistemas sub-actuados tratados a lo largo del documento. Se
hace uso de observadores de estado en btsqueda de una ley de control basado en ADRC.
Algoritmos de consenso y teoria de grafos para unificar el esquema ADRC en sistemas
multiagentes sub-actuados son usados.
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Capitulo 3

Modelado via Euler-Lagrange

3.1 Péndulo invertido sobre carro.

El sistema péndulo invertido sobre un carro es muy utilizado cuando de implementar
esquemas de control se trata, el problema se halla en estabilizar el péndulo a una referencia
vertical usualemente arriba o abajo del carro, cuando se estabiliza el péndulo y este queda
por debajo del carro se llama gria viajera por el contrario el sistema es, simplemente,
llamado péndulo invertido sobre un carro. El sistema es no diferencialmente plano y es
posible controlarlo al definir su salida plana y posteriormente reconstruir el sistema a su
representacion entrada-salida.

Figura 3.1: Dibujo representativo del sistema péndulo invertido sobre un carro.
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3.1.1 Modelo matematico del péndulo invertido sobre un carro

Sea (Tm,, Ym,) la posicién de la masa de carro (m..), (Tm,, Ym,) la posicién de la masa del
péndulo (mq), medidas en el plano z — y como se aprecia en la figura 3.1 de la siguiente
manera:

T, = L1, Ym, = 07

T, = o1 — l1sen(6y), Ym, = licos(by)
Cuyas velocidades asociadas (Zm,, Um.) ¥ (€my, Ym, ) son:

jjmc :.'I‘/'17 ymc :07
Ty = T — 1191003(91), Umy = —llélsen(el)

La energia cinética asociada al sistema es:

K(q7 Q> = ch + Kml

1 1
= §mc(i’3n + ) F §m1(9@’3nl + Uy
finalmente:
.4 1 oy 1 .2 Ny 242
K(0y1,241,60,) = imc(azl) + §m1<$1 — 2ly3101cos(0y) + 1767) (3.1)
La energia potencial es de la forma:
V(61) = myglicos(6,) (3.2)

El lagrangiano del sistema se obtiene a partir de (3.1) y (3.2) como L(q,¢) = K(q,¢)—V (q),
el cual se muestra a continuacion.

1 . .
me(47) + =my (2 — 20y5101c08(0y) + 1207) — myglicos(;) (3.3)

. 1
£(617j:1791) - = 2

2
Sean ¢, ¢, u el vector columna que contiene las coordenadas generalizadas de posicion, el
vector columna que contiene las velocidades generalizadas y el control, respectivamente,
donde ¢ € R", g € R" y u € R. La ecuacién (3.3) es ahora escrita en funcion de ¢, ¢ y u
de la siguiente manera:

L(q,¢,u) = K(q,4) — (V(q) — ¢"byu)
1 (3.4)

= 5aMq = (V(g) = q" buw)

Donde b, = [1 00 O} y M(q) es obtenida con ayuda de la ecuacién (2.3). Las ecuaciones
que representan el modelo dinamico del sistema son obtenidas mediante la formulacion de

Euler-Lagrange:
d (0L oL
_ = R .
o (aq) 24 byu, u € (3.5)
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Al desarrollar (3.5) se obtiene el modelo dindmico del sistema péndulo invertido sobre un
carro, el cual es el siguiente:

(me +mq)iq — mlllcos(ﬁl)ﬁnl + mlllé%sen(ﬁl) =
—mylycos(0y)i + mll%él —maqligsen(f;) =0
El cual tiene la forma matricial siguiente:
me + my —mylycos(0y)| |1 0 maylisen(6y)]| |1 0 U
—mylycos(6y) myl? ] [91] + [O 0 1 [911 + [—mlllgsen(ﬁl)l - [01
(3.6)

3.1.2 Linealizaciéon tangencial aproximada del sistema alrededor
de un punto de equilibrio inestable.

El modelo obtenido en 3.6 es no diferencialmente plano en su forma no lineal por tanto
no hay manera de compararlo con otro sistema lineal controlable por medio de una trans-
formacion de coordenadas de los estados. El modelo puede ser linealizado alrededor de un
punto de equilibrio inestable. Se linealizara el sistema alrededor del punto de equilibrio
siguiente:

Las variables incrementales que representan las variaciones desde el punto de equilibrio
son:

T1s = X1 — T1; 015 = 61 — 01; Us =u—1

El sistema linealizado esta dado por las siguientes ecuaciones:
i 0
O15 —ml1g01s 0

3.1.3 Obtencién de la salida plana para el sistema de péndulo
invertido sobre un carro

(3.7)

mMe + My —m1l1
—m1l1 mll%

El sistema linealizado se coloca en la representaciéon de estados, dada por la siguiente
ecuacion.

T15 0 0 L 0] T 0

d 65| |0 0 0 1| |6y 0

dt il — [0 %g 0 0 | iy + ri U (3.8)
élg 0 %g 0 0 élg ﬁ

El sistema linealizado representado por (3.8) es controlable, la matriz de controlabilidad
del sistema es de rango completo cumpliéndose el criterio de Kalman. La salida plana del
sistema es:

v=1[0 00 1][p A A% A%] g (3.9)
donde g5 es:
%:[fw 015 T1s 915}T (3.10)
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3.2 Doble péndulo simple invertido sobre carro.

El problema mantiene la esencia del problema atendido por el péndulo invertido sobre un
carro sin embargo se aumenta la complejidad del mismo al articular el péndulo y evaluar
la posibilidad de estabilizarlo al trabajar con la propiedad de planitud cuando el sistema
es aproximado por uno lineal. El sistema consta de 3 articulaciones, 1 prismatica y 2
revolutas que atienden los movimientos del carro y los péndulos, por medio de u se desea
estabilizar las posiciones de las tres variables x, 0, 65 en cero.

Figura 3.2: Dibujo representativo del sistema doble péndulo invertido sobre un carro.

3.2.1 Modelo matematico del doble péndulo invertido sobre un
carro

Sea (., Ym,) la posicion de la masa de carro (me), (Tm,, Ym,) la posiciéon de la masa del
primer péndulo (m1), (Tm,, Ym,) la posicién de la masa del segundo péndulo (msy) medidas
en el plano z — y como se muestra en la figura 3.2 de la siguiente manera:

xmc - Z‘, ymc = 07
Ty, =« — lysen(fy), Ym, = l1cos(61),
Ty = T — l1sen(f1) + lasen(6s), Ymy = l1c0s(61) + lacos(6)
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Cuyas velocidades asociadas (., Um.)s (Zmys Umy) Y (Zmgs Ymy) SON:

T, = &, Um. = 0,
Gy = & — [161c0s(01), Uy, = —l101sen(6y),
Ty =T — 1191005(91) + 1292005(92), Umy = —llélsen(el) — l292$en(92)

La energia cinética asociada al sistema es:

K(Q? q) = ch + Kml + sz

1 1 1
finalmente:
U B SR L
K(@l, 92, x, 91, 62) = §mc(:vM) + §m1($ — 2[1%61008(91) + l191>

1 . . . .
+ §m2($2 — 2l1i’91608(91) + Z%Q% + lgeg + 2l2j§'92608(92) — 2[1[29102008(91 + 92)) (31)
La energia potencial es de la forma:
V (01, 02) = myglicos(01) + mag(lycos(6y) + Iy cos(6s)) (3.2)

El lagrangiano del sistema se obtiene a partir de (3.1) y (3.2) como L(q,¢) = K(q,q)—V (q),
el cual se muestra a continuacion.

s 1 1 . . 1 . .
ﬁ(@l, 02, Zt, (91, 92) = §mc(x?\4)—l—§m1 (I2—2l11‘(91008(91)+l%€%)+§m2(I’2—2l11’61003(91)+l%0%

+ lg@% + 2l2:k92008(92) — 2l11560165c05(01 + 03)) — myglicos(6y) + mag(licos(6y)
+ [y cos(f2)) (3.3)

Sean ¢, ¢, u el vector columna que contiene las coordenadas generalizadas de posicion, el
vector columna que contiene las velocidades generalizadas y el control, respectivamente,
donde ¢ € R", g € R" y u € R. La ecuacién (3.3) es ahora escrita en funcion de ¢, ¢ y u
de la siguiente manera:

L(q,¢,u) = K(q,9) — (V(q) — ¢"byu)
1

= 5Mq — (V(q) = q"buu)

(3.4)

Donde b, = [1 0000 0] y M(q) es obtenida con ayuda de la ecuacién (2.3). Las
ecuaciones que representan el modelo dinamico del sistema son obtenidas mediante la
formulacién de Euler-Lagrange:

d (0L oL
4 (aq) - % b ueR (3.5)
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Al desarrollar (3.5) se obtiene el modelo dindmico del sistema doble péndulo invertido
sobre un carro, el cual es el siguiente:

(Me +my + ma)i — (my + ma)licos(01)8 + malacos(02)0y + (my + ma)l162sen(6y)

— m2l2919236n(92) = U

— (m1 + mg)llcos(el)j& + (m1 + mg)l%(gl — m2l1l2005(01 + Hg)ég + m2l1l29§sen(91 + 02)
— (my +ma)ligsen(f) =0

mQZQCOS(QQ)ii‘ — mglllgcos(Ql + 92)91 + mglgég + mglllgéfsen(el + 92)
— molagsen(fy) =0

El cual tiene la forma matricial siguiente:

(me +mq + my) —(my + ma)lycos(y) malacos(6s) i
—(my + ma)lycos(y) (my + mo)l3 —mgalylacos(01 + 63) | |64
mQZQCOS((gQ) —m2l1l2003(91 + 92) mglg |:92]
0 (my+ mg)llélsen(el) —mylabysenby x 0
+ 10 0 m2l1l29136n(01 + 65) 9:1 + | —(my + mg)llgsen(Hl)]
0 mglllgélsen(ﬁl + 65) 0 05 —mgalagsen(6s)

_ o (3.6)
:

3.2.2 Linealizacion tangencial aproximada del sistema alrededor
de un punto de equilibrio inestable.

Una vez méas el modelo obtenido en 3.6 es no diferencialmente plano en su forma no
lineal por tanto no hay manera de compararlo con otro sistema lineal controlable por
medio de una transformacion de coordenadas de los estados. El modelo es linealizado por
medio del método utilizado en el Capitulo 2 alrededor del punto de equilibrio inestable
(0,0,0,0,0,0,0), expresados de la siguiente manera:

T = 0; z=0; 0, = 0; 0, = 0; 0y = 0; 0y = 0; =0

Las variables incrementales que representan las variaciones desde el punto de equilibrio
son:

T5 =T — T; Os = 01 — 01; a5 = Oy — Oo; Us=u—T1

El sistema linealizado esta dado por las siguientes ecuaciones:

(mc + mq + mg) —(ml + m2)ll mglg ZL' 0 F
—(m1 + mz)ll (m1 -+ mz)l% —m2l1l2 (?1 + —(m1 + mg)l1991 =10 (37)
m2l2 —777/2[112 mgl% 02 —m2l2g82 0
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3.2.3 Obtencion de la salida plana para el sistema de doble pén-
dulo invertido sobre un carro

El sistema linealizado se coloca en la representaciéon de estados, dada por la siguiente
ecuacion.

Ts = Axs + bug (3.8)
De donde se obtiene:
25 ] [0 0 0 1 0 0] "25 ] 0 T
015 0 0 0 0 1 0] |gy 0
d | o 0 0 0 0 0 1 Oss 0
7 | s =10 (m1;ZrCm2)g 0 0 0 0| + ni U (3.9)
| [0 el w0l i) |
025] |0 lmtmada o Imitmala o] [fas] | O]

El sistema linealizado representado por (3.9) es controlable, la matriz de controlabilidad
del sistema es de rango completo cumpliéndose el criterio de Kalman. La salida plana del
sistema es:

y=[00000 1][b Ab A% A% A A% g (3.10)

donde ¢s es:
. . T
C]éZ[wa Ois O a5 s 925] (3.11)

3.3 Triple péndulo invertido sobre carro.

A continuacion se muestra el desarrollo hecho para encontrar el modelo dinamico del tri-
ple péndulo invertido sobre un carro, de la figura 3.3 se observan las cuatro articulaciones
siendo una prismatica y tres revolutas. En este punto se espera que la salida plana sea
una cmbinacion lineal de las posiciones generalizadas al haber realizado los procedimien-
tos matematicos para los casos de péndulo invertido y doble péndulo invertido puesto
que las salidas planas han resultados ser una combinacion lineal de las proyecciones de
las variables de posocién de los péndulos sobre la superficie de deslizamiento del carro y x;.

El problema una vez mas es estabilizar las variables generalizadas que constituyen el
modelo a cero por medio de una ley de control u. Previo al diseno del control se evaluan
las condiciones necesarias para determinar que el sistema es controlable por medio del
criterio de Kalman mostrado en el Capitulo 2.

3.3.1 Modelo matematico del triple péndulo invertido sobre un
carro

Sea (T, Ym.) la posicién de la masa del carro (m.), (Tm,, Ym,) la posicién de la masa
del primer péndulo (my), (Zm,,Ym,) la posicion de la masa del segundo péndulo (my),

37



Figura 3.3: Dibujo representativo del sistema triple péndulo invertido sobre un carro.

(Timss Yms) la posicion de la masa del tercer péndulo (mg3) medidas en el plano z — y de la
siguiente manera:

Tm, = L1, Ym,. = 07
Ty, = 1 — l1sen(6y), Ym, = licos(6y),
T, = o1 — l1sen(br) + lasen(6y), Ymy = l1c0s(01) + lacos(0s),

Ty = X1 — l1sen(0y) + lasen(0) — lzsen(6s),  Yms = l1cos(61) + lacos(0,) + l3cos(03)

Cuyas velocidades asociadas (Zom., Um, ), (Zmys> Umy) ¥ (Zmy, Umy ) SON:

jjmc - i‘l, ymc = 07

Ty = T — 1191008(Q1), Umy = —llélsen(ﬁl),

Ty = T1 — l191005(91) + lyfyc0s(6s), Umy = _llélsen(el) — lyfasen(fy),
y también:

Gy = &1 — 1101c05(61) + l362c05(6;) — l305c0s(03),
ym3 - _llélsen(el) - l29236n(62) — l3938€ﬂ(03)

La energia cinética asociada al sistema es:

K(Q? q) = ch + Km1 + sz + Km5

1
= —m(i?

. . : r . . .

2 2 2
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finalmente:

.. 1 1 ) )
K(@l, 02, ‘93, '7.;17 91, 92, 93) = §mc(x%) + §m1 (ﬁ% - 2l1f191008(91) + l%@%)
1 ) ) ) .
+ *TTLQ(Q'Z% — 2[1j3191008(91) + lf@% + l%eg + 2[21’192605(92) — 2[1[29162608(91 + 92))

2
+ 57713(5&1 — 2[15&191608(91) + Z%G% + 2[2j3101008(92) — 2[1[20192608(91 + 02) + lg@g
- 2Z3I'16‘3008(63> + 2[1[39193608(91 - 93) - 2[2[3‘9293005(02 + 03) + l%&g) (31)
La energia potencial es de la forma:

V(61,02,03) = myglicos(61) + mag(licos(0y) + I cos(02))
+ msg(lycos(6y) + la cos(Bs) + I3 cos(63)) (3.2)

El lagrangiano del sistema se obtiene a partir de (3.1) y (3.2) como L(q,¢) = K(q,¢)—V (q),
el cual se muestra a continuacién como:

N . . g : I o :
L(q,q) = imc(x%) +5m (@] — 2016, c08(6,) + 1307) + §m2(xf — 2lyi101cos(0y) + 1367

+ l%eg + 2[223162008(02) — 211[26192608(91 + 92)) + 5?77/3(;%1 — 2l1$191608(91) + lf@f

+ 2[21t191608<92) - 2[1[29192008(01 + 92) + lgﬁg - 2l3j]193008(03) + 2[1[39193008(91 — ‘93)
— 2yl30505c05(0 + 03) + 1202) — myglicos(61) — mag(lycos(6y) + 1y cos(6s))
—mag(licos(6r) + 1o cos(Bs) + I3 cos(63)) (3.3)

Sean ¢, ¢, u el vector columna que contiene las coordenadas generalizadas de posicion, el
vector columna que contiene las velocidades generalizadas y el control, respectivamente,
donde ¢ € R", ¢ € R" y u € R. La ecuacién (3.3) es ahora escrita en funcién de ¢, ¢ y u
de la siguiente manera:

L(q,¢,u) = K(q,9) — (V(q) — ¢"byu)
1 (3.4)

= 54Mq—(V(q) = ¢" buu)

T

Donde b, {1 000O0O0O O O} y M(q) es obtenida con ayuda de la ecuaciéon (2.3).
Las ecuaciones que representan el modelo dinamico del sistema son obtenidas mediante la
formulacién de Euler-Lagrange:

d (0L oL
pr (6(1) - a—q = b,u, ueR (3.5)

Al desarrollar (3.5) se obtiene el modelo dindmico del sistema triple péndulo invertido
sobre un carro, el cual es el siguiente:

(mc—l—ml +mo +m3)i‘1 — (m1 +meo +m3)l1008<01)é1 -+ (mg —f-mg)lQCOS(eg)éQ —m3l3cos(93)é3

+ (M + my + ma)162sen(0y) — (my + ms)lyb2sen(0s) + mslsh2sen(fs) = u
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— (m1 + mo + mg)llcos(ﬁl):i‘l + (m1 + mo + mg)lfﬁl — (TTLQ + mg)l1l2608(91 + 92)92
+ m3l1l3003(91 — 93)93 + (m2 + mg)lllﬁgsen(% + 92) + mglllgégsen(ﬁl — 93)
— (my + mg + m3)ligsen(6,) =0

(m2 + mg)l2008<02)i’1 — (m2 + mg)l1l2605(91 + 92)91 + (m2 + m3>l%(92 — m312l3005(92
-+ 93)(9.3 + (m2 + mg)lllﬁfsen(ﬁl -+ 92) + m3l2139§sen(92 —+ 93) — (m2 + mg)glgsen(QQ)
=0

— mglchS(eg)i'1 + m311l3003(91 — 93)91 — m3l2l3608(92 + 93)92 + m3l§03
— mglllgéfsen(el —03) + mglglgégsen(t% + 05) — mslsgsen(fs) = 0

El cual tiene la forma matricial siguiente:

=y —Z3l1c0s(61) Eslacos(6s) —mglzcos(03) -@1
—Z3lycos(6;) Sl —Zolylacos(0y + 602)  mglilzcos(6y — 603) | |6,
Solycos(0y)  —Ealilacos(0) + 0s) Eyl2 —mglylscos(fy + 05)| |6,
—mgalzcos(03)  malilzcos(0; — 03)  —mslalzcos(By + 03) msl3 05
0 Egllélsen(ﬁ)l —Egl29286n<92) m3l3938€n(93) i ]
n 0 -0 Eglllgégsen(Gl + 6,) mglllgﬁ:gsen(el —03) 9:1
0 Egldg@lsen(ﬁl + 02) 0 m3l2l39386n(92 + 93) 62
0 —mglllgélsen(ﬁl — @3) 777312[3928671(02 + 03) 0 93_
0 [u
—=sligsen(6h) | |0
—Zalagsen(By)| |0
—mglzgsen(0s) 0

Donde Zy = my + mg3, =3 = mq + Mo +mg3, ¥ 24 = M. + mq + mg + ms.

3.3.2 Linealizacion tangencial aproximada del sistema alrededor
de un punto de equilibrio inestable.

En este punto se puede ver que los tres casos de péndulos invertidos sobre un carro son

modelos no diferencialmente planos en su forma no lineal por tanto no hay manera de

compararlos con otros sistemas lineales controlables por medio de una transformacién de

coordenadas de los estados. El modelo puede ser linealizado alrededor de un punto de

equilibrio inestable como en los casos anteriores por ello se linealizara el sistema alrededor
del punto de equilibrio 0 expresado de la siguiente manera:

]31:0; 51:0; 51:0; 5120; 5220; 52:0; 53:0 53:0 =0

Las variables incrementales que representan las variaciones desde el punto de equilibrio
son:

Tis = T1 — 21, 015 = 601 — 04; a5 = Oy — Oo; O35 = 03 — 03; Us =U— U
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El sistema linealizado esta dado por las siguientes ecuaciones:

54 —Egll Eglg —mglg 12716 0 F
—E3h B3l —Ealily  mshily | |65 —Eshigbhs | _ |0
Soly —Eolily B3 —mslols Oas —Solagbs | |0
—m3l3 m3l1l3 —m3l2l3 m3l§ 935 —mglggeg(g 0

3.3.3 Obtencién de la salida plana para el sistema de triple pén-
dulo invertido sobre un carro

El sistema linealizado se coloca en la representaciéon de estados, dada por la siguiente
ecuacion.

Ts = Al’g + bus (36)
De donde se obtiene:
5] [0 0 0 0 L 000 fiayy
Ors 0 0 0 0 0 1 0 016y,
Ons 0 0 0 0 0 0 1 0f |6y
d |6 0 0 0 0 0 0 0 1 |64
T liss| = [0 % 0 0 00 0 0] |is
9-15 0 (mc+m1)n($r1n—1-m2+m3)% %% 0 00 0O 915
O 0 wlg (m1+m2)(1m2+m3)lg magog o0 0 0 O
. mi 2 mimsa 2 m2 t2 .
L0s5] |0 0 matms g metmsd 0 0 0 0] [0
L m2 3 m2 3 -
- 0 1
0
0
0
T?C
mely
0
L 0 ]

El sistema linealizado representado por (3.7) es controlable, la matriz de controlabilidad
del sistema es de rango completo cumpliéndose el criterio de Kalman. La salida plana del
sistema es:

y=10 000000 1[b Ab A% A% A% A% A% A?b}_lq(S (3.8)

donde ¢s es:
g5 = [xm bhs O O35 Z15 bis O 935} (3.9)
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3.4 Resumen del capitulo

A lo largo del Capitulo 3 se han descrito matematicamente tres sistemas sub-actuados,
los cuales son el péndulo invertido sobre un carro, doble péndulo invertido sobre un ca-
rro y triple péndulo invertido sobre un carro. Sus modelos dindmicos y sus equivalentes
lineales son hallados por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange y los desarrollos mos-
trados en el Capitulo 2, su representacion en espacio de estados ha permitido evaluar su
controlabilidad para proceder a establecer una salida plana para cada sistema.
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Capitulo 4

Parametrizacion diferencial

La salida plana permite una serie de relaciones, esto debido a la posibilidad de representar
las derivadas pares de la misma en términos de las variables de posicién generalizadas del
sistema.

4.1 Parametrizacion diferencial del sistema: Péndulo
invertido sobre un carro

Se ha obtenido la salida plana del sistema, la cual es descrita por:

. mcll 1§ . mcll
Yos = P [—1 51} [015] . (=215 + 161s) (4.1)
mel
61—1 — 1 61 — g
g mcll

Realizando el cambio de variable siguiente 1os = (g/m.l1)yos s posible redefinir la salida
plana como s la cual es una proporcion de ygs.

Yos = —216 + l1bhs (4.2)

Al realizar las 2n-ésimas derivadas temporales, tenemos lo siguiente:

2Lo& = —iy5 + Lbs (4.3)
=~ + Libis = ghs (4.4)
s = gbhs (4.5)
O — 9 (us + g(me + my)0ss) (4.6)

04 ll .

. . . 4 , . .
Con las ecuaciones anteriores podemos reescribir wéé) en términos de las derivadas de la
salida plana gs.

9
U = (s o+ (me + ma)igy)
1M

Ademas el modelo entrada-salida es el representado por la figura 4.1.
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9
Mcl
L'J

Figura 4.1: Planta en representacion de integracion pura de cuarto orden.

4.2 Parametrizacion diferencial del sistema: Doble pén-
dulo invertido sobre un carro

Se ha obtenido la salida plana del sistema, la cual es descrita por:

AT

mols —molily mal2| | 015 = B (malyxzys — malylafis + mal26
m1+m2)m292[ 202 20102 22} 9;2 62( 20216 20102015 2ly 25)

memaly

Yos =
(

(my + ma)mag?

memaly

mcmlll

Byt =

By =

(mq 4+ ma)mag?

Realizando el cambio de variable siguiente 1ys = (2105 €s posible redefinir la salida plana
como s la cual es una proporcion de ygs.

os = malawis — malylaths + mﬂg@% (4.1)

Al realizar las 2n-ésimas derivadas temporales, tenemos lo siguiente:

Yos = Maladns — Malylabis + malsBas (4.2)
¢(()?s) = milying — malilalis + mal2as = moglabfas (4.3)
¢(()?s) = maglybas (4.4)

meo(mi; +m
g = M) g g (4.5)

my

Mo(mi +m . .

%? = 2(7;12)92(916 + 0s) (4.6)
(6 _ ma(m1+ma) g* ma(my +my)* g* _— 1\
Yos memy I o mem? Lily (me(h + o) + mul2)hs
ma(my +my) ¢
+ Mi((ml + ma)ly + maly)as (4.7)

m% lllg
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. . a1 6 , . .
Con las ecuaciones anteriores podemos reescribir @D(()a) en términos de las derivadas de la
salida plana s

6  ma(my+ms) g? (me +my +ma)(my +ms) ¢* (9

o5 — 7 Us— o5
Memy 1 MMy l1ly
mp+ma g

I (ma(ly +1 1)
oy s (me(ly +12) + mala) s

Ademas el modelo entrada-salida es el representado por la figura 4.2.

J/iba

mcm1 l112

[ (m1+m 2)(Mc+m 1+m 2) g? ]

Us

ma(m4+m 2) ¢

memq Iy

mcmq 412

[ M2 8- (mg(ly +l 2) + myly) ]

wé‘”T

Figura 4.2: Planta en representacion de integracion pura de sexto orden.

4.3 Parametrizacion diferencial del sistema: Triple pén-
dulo invertido sobre un carro

Se ha obtenido la salida plana del sistema, la cual es descrita por:

X1
memimalylals 015

= —1 i =y 1
Yos (mg 4+ m3)(my + mg + mg3)g? [ ! 2 3} Bas
O35

o5 = B3(—x15 + l1615 — 12025 + 13035)

(mg + m3)(my + ma + m3)g®

mcm1m2l1l2l3

memimalylals
(TTL2 + mg)(ml + mo -+ mg)g3

Bs =

Byt =
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Realizando el cambio de variable siguiente 1ys = B3105 s posible redefinir la salida plana
como s la cual es una proporcion de yps.

Yos = —x15 + 11615 — 12025 + 13035 (4.1)

Al realizar las 2n-ésimas derivadas temporales, tenemos lo siguiente:

tos = —dns + 11615 — labs + 1303 (4.2)
Uy = —irs + Lifis — labas + Isfs5 = g5 (4.3)
Uiy = gbss (4.4)
ms + m3)g*
Uiy = M(Qza + 035) (4.5)
mals
me +ms)g® .
1/1(()? = M(QQ + 03) (4.6)
mal3
6 _ (ma +mg)(mi +my +my)g°
Yoy = 015
m1m2l2l3
(m2 + m3)2g3
W(ml(l2 + 13) + mals)bas
my + ms) g
%(mgg + ms(ly +13))035 (4.7)
m212l3
" (m2 + mg)(ml + moy + m3)93 .
¢05 - 915
mlmglglg
(may + m3)?g? .
W<ml(l2 + 13) + mal3)bas
me + ms)g> .
(m2 £ M)G ot + (U + 1s)) s (4.8)
m2l2l3
U = 07 us + 02015 + 03025 + 04635 (4.9)
Donde
ma 4+ m3)?(my + ma + ms)g*
02 = ( : T?;L)CTE'L%;’L%ZJ%% 3)9 (mcmglllii + mcm§l2l3 + m1m3l213 + m%mg&lg
+ mcm1m2l1l2 + mcmlmglllg + mcmlmglllg + mcmlmglllg + mcmlmzlglg
+ mcm2m3l1l3 + mcmgmglglg + mlm2m3l213) (410)
(mz + m3)294
03 = W(m%mmz; + m2maly 13 4+ mym3llE 4+ milyl2 + mamalyl3
+ m%mglllglg + 2m%m31112l3 + mlmglllglg + m1m2m3l1l213 + m%mglllg
+ m%mglllg + 2m1m§lll§ + 2m1m2m3l1l§ + mglllg + m%mglllg) (411)
+ 2 4
- %(mlm?g + m1m3l§ + m1m3l§ + m2m3l§ + 2m1m3l2l3) (4.12)
mymslsl3

En términos de vy5 v sus derivadas.

§ = Bau+ 059 + 060y + 00 (4.13)

46



Donde

(mg + m3)(my + mg + mzg®

_ ) 4.14
05 S A i )(me + my + mg +ms) (4.14)
2(mg +m3)(my +mae +m
06 = g ( 2 3)( 1 2 3) (Zle + l3m1 + l3m2 + llmc —+ lch + l3mc) (415)
l1lalsm.myimey
o7 I (llsmemy + lolsmems + lolsmam3 + lolsmima + lilymemyme

B lLilalzmemymy
+ Lilymemyms + Lilsmemimg + Lilsmemyms + llsmemimsg + Lilsmemoms

+ lglgmchmg -+ lglgmlmgmg) (416)

Ademas el modelo entrada salida es el representado por la figura 4.3.

Figura 4.3: Planta en representacion de integracion pura de octavo orden.

4.4 Resumen del capitulo

Una vez halladas las salidas planas en el Capitulo 3, en el Capitulo 4 se tratan las salidas
diferencialmente, esto es, derivar las senales hasta lograr modelos entrada-salida, las cuales
son representadas en términos de los estados de los sistemas sub-actuados correspondiente
y en términos de sus salidas planas y derivadas.
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Capitulo 5

Diseno de ADRC a partir de
observadores de estado extendido

(ESO)

Recordando que las derivadas pares de la salida plana son dependientes del vector gene-
ralizado de posicion y las derivadas impares son dependientes del vector generalizado de
velicidadad, véase [26], entonces es posible simplificar el disenio del esquema de control.

Se realizaran los disenos de los esquemas de control correspondientes a los sistemas, pén-
dulo invertido sobre un carro, doble péndulo invertido sobre un carro y triple péndulo
invertido sobre un carro, para estabilizacion alrededor de un punto de equilibrio dado,
véase el Apéndice 8.2 donde se plantean los desarrollos en el dominio de la frecuencia.

Tomando las ecuaciones obtenidas en el Capitulo 4 es posible representar los sistemas
en la forma entrada-salida siguiente:

Y = Bus + ¢
El vector generalizado de velocidad sera estimado con ayuda de ESO asi como la pertur-

bacién.

5.0.1 Esquema ADRC para un sistema de cuarto orden

El sistema de péndulo invertido sobre un carro exhibe la relacién entrada salida siguiente:

YW = Blus + ¢

Cuya expresion es simplificada y ademéas permite tratar el problema como un sistema de
integracién pura de cuarto orden.

El esquema ADRC basado en el observador ESO permitirira estimar las derivadas de
la salida plana a través de integraciones que incluiran también la estimacion de la pertur-
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bacién de forma simultanea.
do = 1 + M(do — o)
Un = s + As(tbo — o)
U = s + Aa(dho — o)
723 = &+ Brus + &+ A1 (o — o)
&= Noltho — 1) (5.1)

El error esta definido por ey = 1y — @20, e = — 1211, €y = g — @22, €3 = g — 1213.
ég = €1 — )\460
él = €9 — /\360
€y = €3 — A€
é3 =& — & — Aieg

A

§ = A€o (5.2)
La dinamica del error satisface la ecuacion diferencial siguiente:
6(()5) + )\46(()4) + )\36(()3) + )\Qéo + /\1é0 + )\060 = f(t) (53)

Los efectos de la perturbacion que acompanan a la senial de entrada son atenuados mediante
los parametros \; con [ =0, ... 4 a fin de que la perturbacipon pueda decrecer exponen-
cialmente a cero. Los parametros pueden ser obtenidos al igualar el polinomio que describe
la dindmica del error a un polinomio Hurwitz de quinto grado (s* + 2xws + w?)*(s + p).
Donde:

o = pw?

A = dpyw® + w?

Ay = p(dw?x® + 2w?) 4 4w’y

A3 = 2w(2wx? + 2px + w)

Ay =4dwx +p (5.4)

El control en conjunto con el observador de estado extendido habran de incluir el compor-
tamiento deseado en los valores de las variables de estado .

1
B

Los parametros k; con [ = 0, ... , 3 son obtenidos a través de un polinomio de cuarto grado
de la forma (s* + 2x.w.s + 2w, )?

(&

[—é — k‘oeo — ]{?161 - k2€2 — k?3€3} (55)

ko = w?

k= 4xow?

ko = 4 w2 + 2w?

ks = 4xcwe (5-6)

50



5.0.2 Simulacién de esquema ADRC

En la Tabla 5.1 se muestran los valores utilizados para estabilizar las variables z, # con
condiciones iniciales 0 [m], /24 [rad] y un paso de integracién de 1 x 107° [s]. Los resul-
tados son mostrados por la grafica 5.1.

Atributo Valor | Atributo | Valor

Masa del carro (m.) [kg] 1.5 | w[rad/s] 5
Masa del péndulo (m) [kg] 0.8 | x [Ns/m] 1
Longitud del péndulo (l;) [m] | 0.6 | w. [rad/s] 4
Gravedad (g) [m/s?] 9.8 | xc [Ns/m] 1

Tabla 5.1: Parametros utilizados en el sistema péndulo simple invertido sobre un carro.

En la grafica 5.1 se aprecia el comportamiento de z y 6 a cero, su punto de equilibrio. De
igual manera son exhibidas las oscilaciones obtenidas por cada estado de posiciéon pudien-
do notar que no salen de los rangos de -0.3 [m], 0.3 [m] y -0.2 [rad], 0.2 [rad] para z y 0
respectivamente. Finalmente se aprecia la sefial de control restringida entre —10 a 10 [V]
y el comportamiento de la salida plana ).

En la grafica de la figura 5.2 se aprecia la perturbacion estimada cuando es inducido
al sistema una perturbacién de la forma descrita por la ecuacion (5.7), donde las condi-
ciones iniciales para x y 6, son ambas cero. Asi mismo se aprecian las tendencias de las
variables de interés a cero; resultado esperado.
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Figura 5.1: Salida plana, perturbacion estimada y sefial de control; estabilizacion de z y 6
a cero.

52



0.1 T T T
= o
0.1 .
-0.2 L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.05 T T T T T T
= o — O
[4¥]
o
—-.0.05 [ 1
on | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.2 T T T T T T T T
= o1r — o
Z o
on | | | | . | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 T T
l /\ f |
o | | | | ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4
— 2 —_— ul
=
=,
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.2: Salida plana, perturbacion estimada y sefial de control; estabilizacion de z y 6
a cero.

Los efectos de perturbacién inducidos € al sistema son fuerzas impulsivas definidas de la
siguiente manera:

0 510 <t < 2[s]
Eult — 2.0005[s]) = < sxromy 512[s] << 2[s]+1x107%3] £=0b&, (5.7)
0 sit>2[s]+1x1073[s]
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5.1 Esquema ADRC para un sistema de sexto orden

El sistema de doble péndulo simple invertido sobre un carro exhibe la relacién entrada
salida siguiente

W = Bus +¢

Cuya expresion es simplificada y ademas permite tratar el problema como un sistema de
integracion pura de sexto orden.

Recordando el modelo descrito por (4.7)

Yos = Maloz1s — malylabys + mzlggz(s

6) _ mg(ml + m2) 972 mg(ml -+ m2)2 93 , , .y
Vos —mcml A Us + = fllz (me(ly + 1) + mals)bys
ma(my +ms) ¢°
my lllg

El esquema de control basado en el observador ESO permitirira estimar las derivadas
de la salida plana a través de integraciones que incluiran también la estimacion de la
perturbacién.

d ~ " .
—tho = U1 + As(malawrs — malilabis + mal36as — o)
dt

d - N R
—1h1 = g + As(malazis — malilobrs + m2l§926 — 1p)
dt

d ~ a R
— by = 13 + Ma(maloz1s — Malilabis + mal30es — o)
dt

d ~ " .
— by = g + Ag(Malowis — malilabis + malsbas — 1)
dt

d - A .
&1@1 = 5 + Aa(malox1s — malilabis + m21§925 — 1)

d » mo(my + my) 'S ma(my + m2)2 g°
d. _ T m2) 9" I mg(ly + 1 I»)0
dtws} memi ll U + mcm% lllg <m ( ! + 2) + m 2) 10
+ 3
+ —mz(ml 2 m2) 79 ((m1 -+ mg)ll + m2l2)925
mq lllg

+ 54— A (maloxis — malylabyis + m2l§025 - 2EO)
d -

af = No(Malaw1s — malilabis + mols0ys — 1/30) (5.1)
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La dlferen(:la que define al error esta dada por ey = Yy — "@0, er =Y — zﬂl, ey = Py — zﬁQ,

=13 —1/)37 €4 —¢4—¢4, €5 = 5 — ¢5

—ep = €1 — A€

dt

o(litel = ey — A5€p

362 = e3 — A€o

:;teg = e4 — A3€g

T €4 = €5 — Aa€g

((iit =& — f— A1€o

;té = A€o (5.2)

La dinamica del error de estimacion satisface la ecuacion diferencial siguiente:
(7) + )\66(6) + )\56(5) + )\46(4) + )\36(3) + )\Qéo + /\1é0 + )\060 = g(t) (53)

Los efectos de la perturbaciéon que acompanan a la senal de entrada son atenuados me-
diante los parametros A\; con [ = 0, ... ,6 a fin de que estos decrezcan exponencialmente
a las cercanias de cero.

El control es entonces:

€y =

B [ ]{?565 k’464 — k3€3 - ]{3262 - k161 - 1{3060 — é:| (54)
2

Los parametros pueden ser obtenidos al igualar los polinomios que describen la dinamica
del error y el control e, a polinomios Hurwitz. Donde:

o = whp ko = wf
AL = 6w5xp + w® ki = GwSXC
Ao = 3w (4x*p + 2wy + p) ky = 3w (4x2 + 1)
A3 = w3 (8x%p 4+ 12wx? + 12xp + 3w) ks = 4wlxe(2x2 +3)
A = w? (8wy® + 12x%p + 12wy + 3p) ky = 3wZ(4x> + 1)
A5 = 3w(dwx® + 2xp + w) ks = 6w, X,
A¢ = 6wy + p (5.5)
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5.1.1 Simulaciéon de esquema ADRC

En la Tabla 5.2, con una condicién inicial de 0 [m], 0.001 [rad] en 61, 0 [rad] en Oy y p =1
se muestran los valores utilizados para la grafica 5.3 con un paso de integracién de 1 x 107>

[s].

Atributo Valor | Atributo | Valor
Masa del carro (m..) [kg] 0.3 | w[rad/s] 10
Masa de los péndulos (mqy,ms) [kg] | 0.1 | x [Ns/m] 1
Longitud de los péndulos (l1,l3) [m] | 0.4 | w. [rad/s] | 2.5
Gravedad (g) [m/s?] 9.8 | xc[Ns/m] | 1

Tabla 5.2: Parametros utilizados en el sistemas doble péndulo invertido sobre un carro.

En la grafica 5.3 se aprecia la tendencia de x, 67 y 65 a cero, su punto de equilibrio inesta-
ble, por medio de la ley de control u a través de 1. Los resultados esperados son visibles
en aproximadamente 10 [s] mientras que la ley de control u no exede los 2 [N] debido a la
reduccion en los pesos del carro y los péndulos. El resultaod es obtenido bajo condiciones
iniciales en el primer péndulo y en ausencia de perturbacion, a pesar de ello se incluye la
evolucion de ¢ estimada.

En la grafica de la figura 5.4 se aprecian los comportamientos de las variables de esta-
do, la estimacion de £ cuando a el sistema es inducida una perturbacién descrita por la
funcién (5.6) bajo condiciones iniciales para z, 61 y s, todas iguales a cero.

Los efectos de perturbacion inducidos £ al sistema son fuerzas impulsivas definidas de
la siguiente manera:

0 5i0 <t <34
£u(t — 3.000005[s]) = { i si3ls] <t <3[s] +1x107s]  ¢£=bg,  (5.6)
0 sit > 3[s] +1 x 107°[s]

56



o
=)
&

o
&
S)
N
o
w
~ L
o b
o k
~
o
©
>

[rad]

&
2
o
- L
o L
o L
~ L
o L
o L
<L
o L
©
=

o
4

[rad]

o
2
S)
N
o
w
~ L
o b
o k
~
o
©
>

—_

. [kg-m]
Eﬂ
<

-

o
-
o
w
N
o
o
~
©
©
>

%

o
-
o
w
S
o
o
~
©
©
>

[N]
s

o
-
o
w
N
o
o
~
©
©
>

[s]

Figura 5.3: Estabilizacion de x, 8y, 0, £ estimada, salida plana y entrada de control u.
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Figura 5.4: Estabilizacién de x, 0y, 05, £ estimada, salida plana y entrada de control w.

5.2 ADRC con observadores en cascada de sexto or-
den

A través de la parametrizacién diferencial y la necesidad de estimar las varibles no medidas
del vector de estado 1 es posible rediseniar el control a partir de observadores en cascada que
estimen las derivadas impares de 1)y conocidas las derivadas pares que a su vez dependen
del vector de posicién generalizado. Las relaciones obtenidas para el sistema de doble
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péndulo invertido sobre un carro han sido definidas de la siguiente manera:

d? d*

my +m
g2 Yos = maglabas ma(im + ma)

mao
o5 =

— 26,5+ 6 5.1
ar - g~ (015 + Oas) (5.1)

De las ecuaciones descritas por (5.1) se puede ver claramente que (d?/dt?) gs y (d*/dt?) ws
dependen de 60,5 y 095, ambas variables generalizadas de posicion del primer y segundo
péndulo. El observador que estimara la primer derivada de la salida plana es:

d - N N

T Yo = V1 + As(malaz1s — malilafys + malabas — 1)

d - .

& Yy = maglabBas + Aa(maloxis — malilabis + mzl§925 — o) (5.2)

El observador que estimara la tercer derivada con respecto del tiempo de la salida plana
es:

d - N N

1 oy = 3 + A1 (maglabas — 19)

d - mea(my +m A

at 2(7;12)92(‘915 + 0a5) + Ao(maglabas — 12) (5.3)
1

Finalmente el observador que estimara la quinta derivada con respecto del tiempo y las
perturbaciones (dindmicas no modeladas, perturbaciones a la entrada, etc) es:

d - A me(my, +m .
&1?4:%4-)\6 (2(12)92(915+926)—¢4>

my
d - mg(ml + m2) 92 mg(ml + m2)2 g3
e = 2Nt e T = I1+1 l5)0
dt ¥s memy [ U mem? 115 (me(la + I2) + mala)brs
3
N ﬂw(ml—jmﬂi«ml gl + mial)os
my lllg
o mo(mis +m ~
+E+ X (2(12)92(915 + O5) — w)
my
d - mg(ml +m2) 2 ~
— = | ———Lqg7(0 Oos5) — 5.4
dtg 4( - G~ (015 + O25) — 1y (5.4)

Los errores estan dados por las siguientes relaciones:

eo = Malaxis — malilabis + m2l§925 - 1;0

€o, = Mmaglabtas — 1&2

€010 = —mQ(ml - m2)92(915 + ba5) — @24
’ mq
ma(my +my) g*
ol 5.5
Gus = U memy Iy U (5-5)
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La dindmica de los errores de ey y eg, son

d d

a €p = €1 — )\360 & €g, = €3 — )\1692

d d

& €1 = —)\260 & €3 = —)\0692 (56)

Se puede ver que las dinamicas de los errores satisfacen, respectivamente, las siguientes
ecuaciones diferenciales:

éo + /\3é0 + )\260 =0 é92 + /\1é92 + /\0692 =0 (57)

Asi el observador que estima la quinta derivada temporal en conjunto con la perturbacién
es:

d
& 69172 = €5 — )\6691,2
d L
& €5 = Q Cy — 5 - >\569112

d .
ag — )\4601,2 (58)

El sistema de ecuaciones (5.8) satisface la ecuacién diferencial:

egj?? + )\Gégl,g + )\5é9172 + )\469172 =0 (59)
El control es entonces
1 «
€y = 6— [—k’565 — ]{464 — k363 - k’2€2 - klel - koeo - f} (510)
2
Los parametros de disefio estan dados por:
)\0 = 'LU% ko = 'LU((:3
A1 = 2x3ws3 ki = 6wy,
Ay = w} ko = 3w (4x2 + 1)
A3 = 2x 1w, ks = dwiy.(2x% + 3)
A = wgp ky = 3“’3(4)(3 +1)
X5 = 2wsx5p + wi ks = Gwexe
)\6 = 2”LU5X5 +p (511)

5.2.1 Simulaciones de esquema ADRC

Con condiciones iniciales de 0 [m], 0.001 [rad] y 0 [rad] en z, 0y, 63, respectivamente, y
p = 1 se realizan las simulaciones mostradas en la 5.5 donde los valores para el controlador
y observador se encuentran en la Tabla 5.3 asi mismo se utilizaron los valores de la Tabla
5.2 para los atributos de masas, longitudes y gravedad.
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Con un paso de integracién de 1x 107° [s] se aprecia un cambio significativo en los compor-
tamientos de x, 61 y 65 si los comparamos con los resultados de la figura 5.3. Al redefinir
los observadores de estado en términos de los errores de la segunda y cuarta derivada es
posible reestructurar el ESO en tres observadores, pudiendo proponer las ganancias de los
observadores que estiman la primer y tercer derivada a través de polinomios de segundo
orden asi mismo las ganancias del ESO son propuestas por medio de un polinomio Hurwitz
de tercer orden.

De igual manera se induce la perturbacién descrita por (5.6), las condiciones iniciales
son cero para las 3 veriables y el comportamiento es el mostrado por la grafica de la figura
5.4; notando sobresalientemente una reduccién de costo en la senal de control u, resultado
esperado debido a la disminucién de las ganancias propuestas para los observadores en
cascada en comparacion con el esquema ADRC de sexto orden anterior.

Atributo | Valor | Atributo | Valor
wy [rad/s] | 10 | ws [rad/s] | 10
X1 [IVs/m)] 1 X5 [IVs/m)] 1
ws [rad/s] | 10 | w. [rad/s] | 2.5
xs [Ns/m] | 1 | xe[Ns/m]| 1

Tabla 5.3: Parametros utilizados en observadores y ley de control del sistema doble péndulo
invertido sobre un carro.
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Figura 5.5: Estabilizacién de x, 0y, 05, £ estimada, salida plana y entrada de control w.
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Figura 5.6: Estabilizacién de x, 0y, 05, £ estimada, salida plana y entrada de control w.

5.3 ADRC con observadores en cascada de octavo or-
den

A continuacion se muestra el diseno del esquema ADRC para un sistema de octavo orden,
en este caso el triple péndulo invertido sobre un carro. Las relaciones que ayudan al disefio
de los observadores son las mostradas en el Capitulo 4 por (4.3), (4.5), (4.7) y (4.9) las
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cuales son las siguientes:

Yos = —T15 + 1165 — o025 + 3035
2

@ o5 = gbss

d4 mse + ms)g>

P hos = (2m2l33)g(925 + 035)

iG _ (mg +mg)(my + mg +ms3)g®

dt6 w()é n mlmglglg 016
(my + m3)?g®
W(ml(lg + l3) + m2l3)925
my + ms)g>
(zlezls)g(mﬂQ + ms(ly +13))0s5

alal3
d8

@ Yos = Paus + 02015 + 03025 + 04035

El observador que estimara la primer derivada de la salida plana es:

d - N N
a o = 1 + As(vos — ¥o)
d - .
E 1 = a5 + M (Yos — o)
El observador que estimara la tercer derivada de la salida plana es:
d - N N
& o = 13 + A3(¢has — 1)
d - .
& g = a5 + Ao(as — 12)
El observador que estimara la quinta derivada de la salida plana es:
d - N .
E g = Y55 + A\ (Vas — 4)

d - R
& s = Yes + Ao(Vas — 4)

El observador que estimara la séptima derivada temporal y la perturbacion es:

(?tZEG = 37 4+ As (Vs — Pe)

d - “ .
e 7 = Paus + 02015 + 03625 + 04035 + & + M (es — s)

d . A
q & = Me(Wes — vs)

El control es entonces:

(5.3)

(5.4)



Los pardmetros de disenio estan dados por:

)\0 = wg k() = wf
A1 = 2X5ws ky = 8w7Xc
Ay = U)g’ ky = 4w6(6Xc )
A3 = 2x3Wws3 ks = 8w’y (4x2 + 3)
Ay = w? ks = 2wk (8x* + 24x% + 3)
)\5 = 2X1w1 ]C5 = 8wcxc(4xc + 3)
)\6 = w?p kG - 4wc (6Xc )

A1 = 2wrx7p + w3 k7 = S8weXe

Ag = 2wrx7r +p (5.7)

5.3.1 Simulaciéon esquema ADRC

En la Tabla 5.5, 5.4 se muestran los valores utilizados para las gréaficas 5.7. Con condiciones

iniciales de 0 [m], 0.01 [rad], O [rad] y O [rad] para z, 0y, 02 y 05, respectivamente. En
Atributo Valor | Atributo | Valor
Masa del carro (m.) [kg] 0.3 | 6y; [rad/s] | 0.01
Masa de los péndulos (mq,mg, m3) [kg] | 0.1 D 1
Longitud de los péndulos (I1,ls,13) [m] | 0.4 | w. [rad/s] 7
Gravedad (g) [m/s?] 9.8 | xc[Ns/m] | 1

Tabla 5.4: Pardmetros utilizados en el sistema triple péndulo invertido sobre un carro, ley
de control y condiciones iniciales.

Atributo | Valor | Atributo | Valor
wy [rad/s] 7 ws [rad/s] 9

1 [Vs/m] 1 5 [Ns/m)] 1
ws [rad/s] 9 wy [rad/s] 7

3 [Ns/m)] 1 7 [Ns/m)] 1

Tabla 5.5: Parametros utilizados en observadores del sistema triple péndulo invertido sobre
un carro.

las graficas de las figuras 5.7 y 5.8 se aprecian los comportamientos de las variables de
posicion generalizadas asi como la salida plana v, la estimacion de £ para ambos casos, asi
como sus respectivas senales de control u, con una condicion inicial de x, 61, 05 y 05 todas
iguales a cero para la grafica de la figura 5.8 y una perturbacién impulsiva. Se aprecia
que la estabilizacién de las variables de interés sucede en aproximadamente 6 [s] y 10 [s]
respectivamente.
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Figura 5.7: Estabilizacion de x, 6y, 05, 03, salida plana, y entrada de control u.
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Figura 5.8: Estabilizacion de x, 8y, 05, 03, salida plana, y entrada de control u.
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5.4 Resumen del capitulo

En el Capitulo se han disenado los observadores de estado extendido para dar solucién
al problema de estabilizacion de las variables de estados correpsondientes a los sistemas
sub-actuados péndulo invertido sobre un carro, doble péndulo invertido sobre un carro y
triple péndulo invertido sobre un carro. Se muestran simulaciones realizadas con el software
MATLAB-Simulink.
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Capitulo 6

Consenso de sistemas sub-actuados

6.1 Formacion

Es deseable lograr consenso en formacion en los sistemas sub-actuados péndulo invertido
sobre un carro, péndulo doble invertido sobre un carro y péndulo triple invertido sobre un
carro, a través de las salidas planas obtenidas para cada uno en en el Capitulo 3.

A continuacion se muestra los modelos de los sistemas en representacion de estados abu-
sando de la notacion 1/}, & para denotar derivacién con respecto del tiempo, se incluye la
ley de control basada en consenso, asi mismo se hace uso del super indice izquierdo para
identificar la dindmica del z-ésimo agente, con z = 2 y el grafo mostrado en la figura 6.1.

Figura 6.1: Grafo no dirigido entre dos agentes.

6.1.1 Formacion en el eje horizontal: dos agentes
Péndulo invertido sobre un carro

La topologia de informacién es la mostrada en 6.1, donde el estado de consenso establece
una separacion entre agentes. Los agentes utilizados son idénticos por tanto (; es com-
partida por ambos modelos entonces se representa el modelo en términos de v incluido el
término de separacién A como:

1¢0 = lwl 21/'10 = 2¢1
= My o = Py
Yy = My Py = g
Ly = Yy = Bilus + ¢ 2y = My = B lus + % (6.1)
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La topologia de informacién mostrada en la figura 6.1 exhibe la matriz Laplaciana siguien-
te:

o =[] 62)

El modelo es descrito por 6.3 donde se adiehere el término de separaciéon A deseada entre
cada agente.

1o Mgl [ AT 0
*1ho *tho —2A 0
1% 02><2 [2><2 02><2 02><2 l% 0 0
E 2¢1 _ i 02><2 02><2 [2><2 02><2 le . 0 . 0
de [ B O2x2 O2x2 O2x2 Iy L1y 0 0
*1hy —L(G) —nL(G) —L(G) —wsL@G)] | |*: 0 0
L1hg L1hg 0 ¢
21| *1hs | 0] %]
(6.3)
El vector D=['"A —2A 0 0 0 0 0 0 g contiene la informaciéon referente a la dis-

tancia que habran de tener los agentes de separacion. El algoritmo para cada agente es,
finalmente:

1

3 {—if — iam [23:% (i¢l — Iy — (ZA— jA))
1 z=1 =0

"u

}, ie{l,2Yei#j (6.4)

6.1.2 Simulaciones: Formacion de dos agentes de cuarto orden

La simulacién es realizada en el software MATLAB con un paso de integracion de le=°. El
problema tomado es formacion entre los sistemas péndulo invertido sobre un carro cuyos
datos son mostrados en la Tabla 6.1. Los resultados obtenidos para dos agentes de cuarto
orden son los mostrados por la figura 6.2. A fin de lograr una formaciéon para un grafo no
dirigido la separacién solicitada entre cada agente es de 0.4 [m] los pardmetros de ‘A son
A = —0.0147 y 2A = 0.0147.

Se puede apreciar de la figura 6.2 la respuesta de los estados y de la salida plana (i) = )
en lazo cerrado; el consenso de formacion es alcanzado en menos de 4 [s|, manteniéndose en
el eje horizontal. El consenso se ve reflejado en los carros ubicados sobre el eje horizontal
y no propiamente en los péndulos dado que estos deben mantenerse estables en cero.
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Atributo Valor Atributo Valor
Masa del carro (‘m., ?m.) [kg] 1.2 Yy 22 [m] 0.1, -0.2
Masa de los péndulos (*my,2mq) [kg] | 0.25 p2p 1
Longitud de los péndulos (*11,21;) [m] | 0.6 | 'w,2w,w, [rad/s] | 10, 10, 4
Gravedad (g) [m/s?] 9.8 | 'x,2x, Xe [Ns/m] 1

Tabla 6.1: Datos del algoritmo de consenso basado en ESO-ADRC.

0.2-\/ 1X__

E o 2 x|

0.2"\\ -
0.4 L L L L L

0 1 2 3 4 5 6

[rad]

[rad]
|
< &
N N
1 I 1

N
r

0 1 2 3 4 5 6

[s]

Figura 6.2: Formacion entre dos sistemas de péndulo invertido sobre un carro; posiciones
en el eje x
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Péndulo doble invertido sobre un carro

Una vez mas la topologia de informacion es la mostrada por la figura 6.1 manteniendo la
idea central de consenso en formacion, ahora se pretende que los agentes se encuentran a
una distancia de separacién de 0.2 [m]. El modelo para el consenso de formacion entre dos
agentes es el siguiente:

Yoo Lo A ] 0
20 %0 —2A 0
2 Loy 0 0
%1 201 0 0
Ly Lo 0 0
d |2, 1 20, 0 0
ar Mo _E% ol T | 0 1 (6.5)
%3 %3 0 0
Loy Loy 0 0
%4 %04 0 0
L5 L5 0 ¢
%5 | s 0| 2]
donde:
[ 02x2 Iy O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 |
O2><2 O2><2 [2><2 O2><2 02><2 02><2
ne = O2><2 02><2 02><2 [2><2 02><2 02><2 (6 6)
6 O2><2 O2><2 O2><2 02><2 I2><2 02><2 '
02><2 02><2 02><2 O2><2 O2><2 ]2><2
—0L(G) —nL(G) —Rl(G) —iL(G) —nul(G) —sL(G))

Para el caso en el que la representacion entrada-salida de cada agente es de sexto orden
se demuestra que el estado de consenso es alcanzado exponenciamente al cumplirse el teo-
rema mostrado en [46] donde el caso tratado es una de segundo orden, a continuacién se
extiende el desarrollo para el sistema representado por ¢ = 1 (recordemos que ¢ es la
salida plana y su distincién es inicamente para tratar el enfoque desde un punto de vista
de consenso) del sistema doble péndulo simple invertido sobre un carro.

Sean Ay T = {TT ol pt' ¢F &7 uT]T, respectivamente, un valor propio y un vec-
tor propio de 7g. 16 tiene 6 valores propios iguales a cero si y s6lo si —IL(G) tiene un
valor propio igual a cero, esto se puede comprobar al recordar A es un valor caracte-
ristico de LL(G) si existe un vector diferente de cero € C" tal que L(G)V; = \U; con
i (constante) € C,i ={1,2,...,z}, L(G) es una matriz cuadrada z x z la cual es repre-
sentada por:

aix aig - Az
L(G) = | ™ (6.7)
az1 Az,
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De 6.7 se puede ver una de las propiedades fundamentales de L(G), siendo esta el resultado
de la suma de las filas de L(G) las cuales son 0, matemdaticamente tenemos:

z
Z CLLJ' =0
7=1

z
Y as; =0
J=1

z
Z Az 5 = 0
j=1

T
por definicién L(g)?i = \; U, podemos ver que L(g)?i =0si ;= <1 1 - 1) y
A = 0.
a a cee A1y %_ J
11 '12 1 1 > an, 0
L&) = | ™ - = (6.8)
CLZ o .. DY aZZ : o : :
T
Por tanto U; = (1 1 - 1) es un vector propio de L(G) y A = 0 un valor propio. Asi,

entonces 74 tiene 6 valores propios en cero puesto que el consenso de formacién entre los
agentes genera una dependencia lineal en el sistema, la cual es representada de la siguiente
manera:

022 Iyyo 022 0252 022 022 Tox1 | T'ax1
022 022 Ioyo 022 02x2 022 02x1 02x1
O2x2 O2x2 O2x2 Iryo O2x2 O2x2 Paxt| _ | P2x1
O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 Iyyo O2x2 d2x1 g2x1
O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 Iyyo Sax1 Sax1
—0L(G) —nl(G) —L(G) —wl(G) —ul(G) —L(G)] [vaxi] [ U1
(6.9)
T
Reescribiendo (6.9) y cambiando la notacién {TQTM of . pha gl sl ugxl} =
{TT ol pl' ¢¥ 7 uT}T tenemos:
0= A\r
p= Ao
q=Ap
s = Aq
U= AS
—0L(G)r — ML(G)o — 12 L(G)p — 13IL(G)q — 74(G)s — v L(G)u = Au (6.10)
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Con la ecuacién (6.10) se llega a:

|1 -1 Ly B A6 Ly
1 L] g0+ A+ A2+ 33X 4+t N P
—L(G)r = pr (6.11)

i es un valor propio de LL(G) asosiado con r, su vector propio

A% — qop = LA — o pA® = Y3pA® + yupAt — 5pA’ =0 (6.12)

Se observa que existen seis raices en (6.12) para A correspondientes a y; cada valor propio
de —LL(G) corresponde a seis valores propios de 7. Colocando y; con i = 1,2 (i-ésimo valor
propio de IL(G)) se puede observar que si p; = 0 entonces Ag;_r = 0 con k = 0,1,2,3,4,5.
L(G) tiene un valor propio en cero si y s6lo si 7 tiene exactamente seis valores propios
iguales a cero, ademads, si iy = 0 entonces \y = Ao = A3 = A\y = A5 = A\g = 1 = 0 por lo
cual T = [TT o of o of OT}T.

6.1.3 Simulacion: Formacion de dos agentes de sexto orden

La simulacién es realizada en el software MATLAB con un paso de integracién de 1e™ [s].
El problema tomado es formacién entre los sistemas péndulo doble invertido sobre un carro
cuyos datos son mostrados en la Tabla 6.2, 6.3. Los resultados obtenidos para dos agentes
de sexto orden son los mostrados por la figura 6.3. A fin de lograr una formacién para un
grafo no dirigido la separacién solicitada entre cada agente es de 0.4 [m] los pardmetros
de %5 son 'A = —0.0147 y 2A = 0.0147 cuya ley de control es:

1

o {—’f— iai,j lij% (‘o= o= (A~ jA))H’ ietl2peizj (613)

‘u

Atributo Valor | Atributo | Valor
Masa del carro (*m.,?>m.) [kg] 0.3 | 'z [m] | 0.2
Masa de los péndulos (*my,2my,' ma,2ms) [kg] | 0.1 2z; [m] | -0.1
Longitud de los péndulos (*11,%1;,' l5,2l5) [m] 0.4 I 1
Gravedad (g) [m/s?] 9.8 ’p 1

Tabla 6.2: Datos utilizados en el sistemas doble péndulo invertido sobre un carro, condi-
ciones iniciales y parametro p.
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Atributo Valor Atributo Valor
1,2w1 [rad/s] 7 | Yws [rad/s] 9

X1 [Ns/m] | 1 | Y2y [Ns/m] | 1
w3 [rad/s] 9 L2, [rad/s] 7
2x3 [Ns/m] 1 L2ye [Ns/m] 1

Tabla 6.3: Datos utilizados en el algoritmo de consenso basado en ESO-ADRC para el
sistema doble péndulo invertido sobre un carro.

0.5 T T T T T
E — [
= 0F b
"N 2X_

05 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6

0.2 T T T T T

[rad]

N _

= =
I

02 1 1 1 1

0.1 T T T T T

[rad]

N _

NS
I

01 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
%1078

T T T

—4 -

: — 1y

2¢ — 2]

0 -

1 1 1
3 4 5 6
T T T

—_ —_—1

Z ul

= —2u
1 1 1
3 4 5 6
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Figura 6.3: Consenso en formacién de los estados del sistema, las salidas planas y sus
controles, respectivamente.
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Formacién agentes de octavo orden

La topologia de informacion es la mostrada por la figura 6.1, el consenso es tal que los
agentes se encuentran a una distancia de separacién de 0.2 [m|. Los agentes utilizados son
idénticos por tanto 3 es compartida por ambos agentes. El modelo para el consenso de
formacion entre dos agentes es el siguiente:

0
0
0
0
0
0
d 1
&wzgns{so—é}— 8 (6.14)
0
0
0
0
¢
2]
donde 73 es:

I 02><2 [2><2 02><2 02><2 02><2 02><2 02><2 02><2 1
O2x2 O2x2 Iy O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 O2x2
O2><2 O2><2 O2><2 IQ><2 O2><2 O2><2 O2><2 O2><2
02><2 02><2 O2><2 O2><2 IQ><2 O2><2 O2><2 O2><2
O2><2 O2><2 O2><2 O2><2 O2><2 [2><2 O2><2 O2><2
02><2 02><2 O2><2 O2><2 O2><2 O2><2 ]2><2 O2><2
O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 O2x2 Iy

—0L(G) —nL(G) —eL(9) —wL(G) —vl(G) —»LG) —wl(G) —7L(G))

Con ayuda de la ecuacién (6.14) para el el sistema de octavo orden se llega a:

1 -1 Ly B A8 Ly
=1 1 12r] A0+ A+ A2 + A3 4 At A5+ A6 AT P
—IL(G)r = pr (6.15)

p es un valor propio de IL(G) asosiado con r, su vector propio.

A¥ = Yop = Y1 pA — yapX® — y3pX® + yupAt — s pA’ — YepA® — ypAT =0 (6.16)

Se observa que existen ocho raices en (6.16) para A correspondientes a p; cada valor
propio de —IL(G) corresponde a ocho valores propios de 7s. Colocando p; con i = 1,2
(1-ésimo valor propio de IL(G)) se puede observar que si u; = 0 entonces Ag;_r = 0 con
k=0,1,2,3,4,5,6,7. L(G) tiene un valor propio en cero si y sélo si ng tiene exactamente
ocho valores propios iguales a cero, ademas, si iy = 0 entonces Ay = Ao = A3 = Ay = A5 =

A = Ay = g = = 0 por lo CualT:[rT of o o o o of OT}T.
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6.1.4 Simulacién: Formaciéon de dos agentes de octavo orden

La simulacién es realizada en el software MATLAB con un paso de integracién de le™ [s].
El problema tomado es formacién entre los sistemas péndulo triple invertido sobre un
carro cuyos datos son mostrados en las Tablas 6.4, 6.5. Los resultados obtenidos para dos
agentes de octavo orden son los mostrados por la figura 6.4. A fin de lograr una formacién
para un grafo no dirigido, la separacién solicitada entre cada agente es de 0.2 [m] los
parametros de ‘4 son 'A = —0.0147 y 2A = 0.0147.

Atributo Valor | Atributo | Valor

Masa del carro (‘m,?m.) [kg] 0.3 | 'z [m] | 0.09

Masa de los péndulos (*my,2my,t mo,2ms,t ms2mg) [kg] | 0.1 | 2x; [m] | -0.2
Longitud de los péndulos (*11,211,1 15,2 15,1 13,2 13) [m] 0.4 I 9
Gravedad (g) [m/s?] 9.8 ’p 9

Tabla 6.4: Parametros utilizados en el sistemas triple péndulo invertido sobre un carro,
ley de control y condiciones iniciales.

Atributo | Valor | Atributo | Valor
wy [rad/s] 7 ws [rad/s] 9

X1 [IVs/m)] 1 X5 [IVs/m)] 1
ws [rad/s] 9 wy [rad/s] 7
X3 [Vs/m)] 1 X7 [Ns/m)] 1

Tabla 6.5: Parametros utilizados en observadores del sistema triple péndulo invertido sobre
un carro.
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Figura 6.4: Formacion entre dos sistemas de triple péndulo invertido sobre un carro; con-
senso en variables de posicion, salidas planas y controles
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6.2 Resumen del capitulo

En el Capitulo 6 se han presentando los resultados de consenso para el problema de
formacion, la relacién de la matriz que constituye LL(G) con n asi como una proposicién
para seleccionar las ganancias del controlador por medio de la matriz n al asegurar que los
valores propios de ésta tengan parte real negativa. Simulaciones en soluciéon al problema
de estabilizacion y formacién son hechas en el software MATLAB-Simulink con un paso
de integraciéon de 1 x 1077 [s].
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Capitulo 7

Plataforma Virtual: Consenso
Robusto con ADRC basado en ESO

7.1 Modelo CAD

Frente a la situacion mundial por el virus COVID-19 se presentan los modelos de los com-
ponentes que representarian la plataforma de validacion para el sistema doble péndulo
invertido sobre un carro, la cudl fue disenada en las instalaciones del CINVESTAV-IPN
ZACATENCO previo al confinamiento establecido por la autoridades correspondientes a
fin de disminuir los riesgos presentes por contagios del virus.

En el modelo CAD de la figura 7.1 se muestra una idea preliminar de plataforma pa-
ra los sistemas de péndulos invertidos simple y doble, aclarando que los péndulos incluyen
un acoplamiento mecanico para colocar un total de dos péndulos. Ambos casos sobre un
carro que desliza sobre un riel. La plataforma consta de 3 sub-sistemas mecéanicos los
cuales son la mesa riel-cremallera, cuerpo mévil y péndulo(s), explicados brevemente a
continuacion.

m Mesa riel-cremallera: Placa de acero rigida y plana que asegura el paralelismo
entre el riel por el cual desliza el carro y la cremallera que permite parte de la
traccion del sistema.

s Cuerpo moévil: Armazén de aluminio que contiene un motor de corriente directa
y dos encoders de posisicon, ademas de incluir ejes de transmisién para conectar el
motor y el eslabén unido al carro con los encoders. El armazoén se encuentra unido
a un carro de balines, el cual permite el deslizamiento por medio de un pinoén.

» Péndulo(s): Eslaboles de aluminio con enconders de posicién y acoples mecéanicos
que permitiran agregar mas péndulos.
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Los péndulos son montados en ejes de transmision que conectan con los encoders de
posicién, se aseguran a estos con anillos de retenciéon y cuneros. Se hace mencién de
las ranuras, ubicadas en la parte frontal de los eslabones, las cuales fueron hechas para
restringir el movimiento del cable del encoder, iinicamente para el primer péndulo.

Figura 7.1: Plataforma doble péndulo imvertido sobre un carro, modelo CAD.
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En la figura 7.2 se muestra la parte trasera de la plataforma, enfocando el cuerpo movil
conformado por un armazon de aluminio y un carro de balines donde se exhiben las poleas
que cominucan el motor con la flecha del pifién, los encoders que ubican las posiciones del
carro y el primer péndulo asi mismo se pueden apreciar las nueve placas de aluminio que
forman el armazon, las uniones son por medio de tornillos de cabeza hexagonal hueca. Las
ranuras puestas en algunas placas son para restringir, posiblemente, cableados.

Figura 7.2: Plataforma doble péndulo imvertido sobre un carro, vista trasera del modelo
CAD enfocada en el cuerpo mévil.

De forma general la plataforma fue pensanda en acero para la mesa y aluminio en el cuerpo
movil asi como los péndulos, se hace mencién que la distancia maxima recorrida por el
carro no puede exeder 1[m] si el carro inicia en cualquiera de los extremos del riel debido
a la longitud de este, la cual es de 1 [m].
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7.2 Componentes mecanicos

A continuacién se explican algunos detalles de fabricacién sobre los componentes mecani-
COS.

7.2.1 Mesa riel-cremallera

La placa de acero que funge como mesa es hecha de acero y manufacturada en fresadora
CNC para ranurado y rectificacién a fin de obtener dos guias paralelas y lisas cuyos pro-
positos son ubicar el riel, la cremallera y establacer la altura de contacto de los dientes
del pinén con los dientes de la cremallera. Sobre las guias son hechos barrenos para llevar
acabo el ensamblaje del riel y la cremallera con la mesa de acero por medio de uniones de
tornillo, asi mismo son hechos barrenos en la parte central de la placa permitiendo unir la
mesa con otra estructura que le brinde rigidez, véase la figura 7.3

La funcién principal de la mesa riel-cremallera es asegurar la traccion hecha por el pi-
non asi como asegurar el movimiento horizontal del carro.

Figura 7.3: Mesa Riel-Cremallera modelo CAD.

Datos técnicos

Las dimensiones de la placa son 1200 [mm] de largo por 200 [mm] de ancho, con un es-
pesor de 6.35 [mm] (1/4 [in]), las ranuras son hechas a lo largo de toda la placa con las
acotaciones que se muestran en la figura 7.5 y sus profundidades son 1.2 [mm] y 1.0 [mm)]
para la cremallera y riel respectivamente. Se hace uso de un riel INAFAG -TKVD25-1000-
20-20-G3.

Los tornillos son ubicados al centro de cada guia y equidistantes por 60 [mm], en la
Tabla 7.1 se muestra la cantidad de tornillos usados asi como la nomenclatura siguiente
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M (métrico), Ntimero (didmetro nominal en mm), Paso (en mm), Longitud de la
cuerda (en mm), siendo estos tornillos de cabeza cilindrica con hueco hexagonal.

Tornillos Cremallera | Cant. | Tornillos Centrales | Cant. | Tornillos Riel | Cant.
M4x0.7x10 19 M6x1.0x10 12 M6x1.0x20 19

Tabla 7.1: Tipos de tornillos y cantidad en Mesa Riel-Cremallera.

Los datos del pinén y cremallera se encuentran en las Tablas 7.2 y 7.3, respectivamente.

Especificaciones Valor

Moédulo métrico 1
Numero de dientes 35
Angulo de presién 20°

Didmetro del cilindro | 25 [mm]
Diametro de eje nominal | 8 [mm)]
Longitud total 18 [mm]

Tabla 7.2: Especificaciones de pifion.

Especificaciones Valor
Médulo métrico 1
Ancho de la cara | 16 [mm]

Angulo de presién 20°
Longitud total | 1000 [mm]

Tabla 7.3: Especificaciones de cremallera.

Figura 7.4: Mesa de acero modelo CAD.
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25.40 +0.50 344.60 £0.50

60.00 £0.50

31.75 £0.50

28.3540.50

100.05 +0.50

32.20 £0.50

Figura 7.5: Algunas dimensiones ttiles en el modelo de la mesa.

7.2.2 Cuerpo movil

Armazén compuesto por placas de aluminio, las placas cuentan con multiples procesos de
manufactura en fresadora CNC, los cuales son corte, desbaste y rectificaciéon para calzar
las alturas del pinién y motor con el carro y la mesa de acero, con ello se aseguran las
concentricidades de las flechas de transmision y los ejes de los enconders, motor y acoples
de los péndulos. Multiples barrenos con taladro son hechos en las caras frontal, lateral
izquierda, lateral derecha y trasesara cuyo proposito es ensamblar el cuerpo mévil y sujetar
los encoders, el motor y las flechas de transmisién. Algunas placas incluyen abocardados
para esconder las cabezas de los tornillos.

7.2.3 Péndulos

Eslabones de aluminio con procesos en fresadora CNC de corte, ranurado y barrenado
para ubicar acoples mecanicos y encoders de posicion. Los péndulos son hechos idénticos
para el caso donde se trabaja con el doble péndulo invertido sobre un carro. Las uniones
por tornillo permiten sujetar los encoders cuando se usan dos eslabones y los ranurados
frontales permitirian ubicar el cable del encoder del segundo péndulo a fin de evitar tirones,
enredos o cualquier otro inconveniente.

Datos técnicos

Eslabén de aluminio macizo con una longitud de 400 [mm], un ancho de 20 [mm] y un
espesor de 6.35 [mm]. En la figura 7.6 se muestra el péndulo ensamblado con un encoder,
en la figura 7.7 se muestran las dimensiones de los barrenos para los encoders de posicién,
con un cunero de 1/8 [in].
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Figura 7.6: Péndulo; modelo CAD en vista trasera.

1 6.60£0.25

3x /' 3.4040.25 / 22.0040.20 T 5.5040.50

L_| & 6.5040.20 W 2.00+0.50

10.5040.25

Figura 7.7: Acotaciones de barrenos en péndulo.

7.3 Formacién y Seguimiento

Con la intencién de mostrar un comportamiento lo més real en consenso de sistemas sub-
actuados para formacién y seguimiento en el esquema lider-seguidor basados en ADRC
conjuntamente con observadores se muestran las animaciones con modelos CAD de los
sistemas realizados. La plataforma es la mostrada por la figura 7.1.

El problema es de consenso restringido por un agente que lidera a los restantes; esto
es la influencia de un comportamiento deseado en todos los agentes a través de un modelo
de referencia. Recordando la ecuaciéon 2.1 donde n = 3 tenemos la representacion entrada-
salida de una planta de sexto orden que describe el doble péndulo invertido sobre un carro
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ma(my +my)? g3

= 7 —(me(l +1 l5)0
708 MMy h e memi lily (mely + l2) + mlz)ous
ma(my +ms) ¢
2(1—22)97((7"1 + ma)ly + mal)fas (7.1)
my lis

En la figura 7.8 se tiene una topologia de intercambio de informacién, donde dos agentes
se ven influenciados por un tercero virtual, asi la expresién entrada-salida descrita por
la ecucacion 7.1 puede ser representada como una cadena de integradores cuyos modelos
respectivos para el agente 1 y 2 son los siguientes:

1. 1 2. 2

Yo = ¥ Yo = ¥
Yo = Ty 200 = %o
Yoy = o3 200 = 23
Yoy = T 200 = s
Yoy = o3 200 = %3
Yo3 = los = Balus + '€ 2p3 = %p4 = Bolus + %€ (7.2)

mientras que para agente de referencia

T, T

Yo = ¥
"o = "
"o = "3
"2 = "ip3
"2 = "ip3
"3 = "ps = Paus+ "E (7.3)

En el diagrama mostrado por la figura 7.9 se aprecia, a través de la planta en representacion
entrada-salida de sexto orden del sistema doble péndulo invertido sobre un carro la relaciéon
existente entre dos agentes influenciados por uno virtual y ademés lider. Una cadena de
integradores permite conocer las derivadas 2k — 1 de ¢ en 7.1 expresadas en el modelo de
estado de consenso de la siguiente manera:

@0 @0 A ] 0
%o %o —2A 0
& 'y 0 0
1 2P 0 0

Lz IR L]
¥2 P2

dt 1@3 = EHG 1¢3 - 0 1o (7.4)
*Ps *Ps 0 0
'@y 34 0 0
N 2Py 0 0
L5 ' @5 0 ¢
%P5 s 0 2]



Donde ‘@' = ! =" ! [ =0, ...,2k — 1 debido a la influencia del lider en todos los agentes
y ademas:

02><2 [2><2 02><2 O2><2
02><2 02><2 I2><2 02><2
Ne = : :
02><2 O2><2 02><2 ]2><2
|—0(L(G) + ax2) —7(L(G) + faxa) —72(L(G) + fox2) ... —75(L(G) + L2x2) ]

(7.5)
Asi los controles respectivos para los dos agentes esta dado por la ley de control siguiente:

A 1. 2 5. . . o 5. .
=g (=i |l =T = (9 =20)] = 2 ml(e = e ) i= 1.2
2 j=1 1=0 1=0
(7.6)

donde B = (g*ma(my +my))/(limemy).

Figura 7.8: Dibujo representativo de topologia de informacién en el esquema lider-2 segui-
dores
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Figura 7.9: Relacion por consenso entre dos modelos Entrada-Salida de sexto orden..

90



En el diagrama mostrado por la figura 7.9 se exhibe el flujo de informacion entre las plan-
tas de sexto orden, incluida la planta del modelo de referencia, donde " es su vector de
estado asociado. El estado de consenso es entonces el vector de estado del modelo descri-
to por la ecuacion 7.4 cuya ley de control para cada agente es el algoritmo mostrado por 7.6.

La implementacion completa sobre el sistema doble péndulo invertido sobre un carro es
la mostrada por el diagrama de la figura 7.10 donde los observadores de la primer y ter-
cer derivada de la salida plana, asi como el observador de estado extendido estimaran

i iah i) 1pB) Fh@) 14h6) T € geotin el -ésimo modelo, con i = 1,2, 7 v de acuerdo a la
planta entrada-salida de sexto orden expresada en los observadores como:

d ..

& “ho = %1 + A3(mals 215 — malyly ‘015 + m2l§ 05 — %0)
d - ‘ . ‘ . .
X by = magls "0as + Aa(maly ‘w15 — malyly “O15 + mals ‘a5 — ")
d . - A . R
T “hy = Py + A1 (magly Oas — ‘1)
d . - ma(my +m . A ) R
G “1hg = MQQ(Z%; + “Oa5) + Ao(magls ‘Oas — "1)o)
my
d .~ N mo(my +m , , A
&Zdﬂ _ z¢5 + /\6 <2(12)92(2915 + 1925) i Z¢4>
my
d ;- me(my +m 2i mo(mq +ms)? ¢3 ;
A Iy
3
+@@gﬂ@i«W+mm+%@%é
mi lllQ
A meo(mi +m . ) N
+ "+ X5 <2(12)g2(Z915 + “ba5) — ZQﬁ4>
my
d .. mo(m, +m . A .
azg — )\4 <2(71nl?)92(l915 + 1025) N Z¢4> (77>

Los valores propios de —IL(G) son 0y —2, asi los valores propios de —(IL(G) + I5x2) son —1
y —3, respectivamente, esto mantiene la condicién de que L(G) tenga al menos un valor
propio en cero de acuerdo al teorema mostrado en [46], por otra parte un valor propio
de —(L(G) + Isx2) estd en —1 al haber replanteado el vector de estado, teniendo una
correspondencia con un valor propio de LL(G) que a su vez se relaciona con seis valores
propios de 7g, asi entonces es deseable elegir v,,l = 0,...,5 de tal forma que 74 sea una
matriz Hurwitz. Con w, = 6.5, x. = 1, tenemos p; = —1.5303 + 0.00007, ps = —0.0567 +
0.0862z, p3 = —0.0567 — 0.0862¢, ps = —0.0523 4 0.0288:, ps = —0.0523 — 0.0288i, ps =
—0.0517+0.0000z, p; = —0.05174-0.0000z, ps = —0.1004—0.0002%, pg = —0.100040.0004z,
p1o = —0.1000 — 0.0004%, p1; = —0.0996 4 0.00027 y p15 = —0.0996 — 0.00027 como valores
propios de 7g con lo que se puede observar que Re(p;) < 0¢ = 0,...,11 asegurando una
convergencia asintética ‘@, — 7@y, 1 =0, ...,2k — 1, véase la figura 7.13.

91



-
magl; Vo s| Observadorde |
tercer derivada
X1 65
>| m2|2
"W
Myl °J] Observador de
primer derivada
yly
+ 1616
1,,,4)
ma(m+m ) 2 s Observador de
m 9 estado extendido .
<
u -
TR <
y,y <
Tyl g® o
— Estado de Consenso F—

y T

2@ ,2 lIJ ,2 lIJ ,2 LAU(3) ’2 @(4) ’2 Li_,(S) ,2€,r llAJ T Lp r lIJ r U‘J(s) T lIJ(4) T lIJ(S) T § Tu

Figura 7.10: Implementacion ADRC-ESO en el esquema Lider-Seguidor.

Los efectos de perturbacion inducidos ¢ al sistema son fuerzas impulsivas definidas de la
siguiente manera:

0 si0<t<ty—a
Eult —to) =4 5= sito—a<t<ty+a £E=0¢, (7.8)
0 sit>to+a

Con un seguimiento de una trayectoria de referencia, la cual estd dada por una maniobra

de reposo a reposo por un polinomio de décimo cuarto grado interpolado entre 0 y 0.01136
[kg — m?| en 10 segundos, véase [21].
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Figura 7.11: Trayectoria de referencia.

En la figura 7.12 se aprecia el comportamiento de las posiciones de los carros, los cuales
realizan formacién y seguimiento al modelo de referencia a pesar de las perturbaciones
26 =0&(t—(3=5x1079)) y & =b&,(t—(5—5x107%)) donde a = 5x 107 y b = 0.1.
Se mantienen las posiciones de los péndulos en cero, estos resultados son esperados pues al
parametrizar el sistema por medio de ¢ se puede inducir el control u al vector de estado de
consenso del doble péndulo invertido sobre un carro. Por iltimo se observa que las senales
de control no exceden los 0.5 [N]. En la figura 7.13 se aprecia el resultado esperado de las
variables que constityen el estado de consenso ‘1);, volviéndose iguales en aproximadamente
en t = 8[s]. Con las ganancias A, para ambos agentes por ser estos idénticos.
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Figura 7.12: Sincronizacion de las variables de estado bajo efectos de perturbacion. For-
macién en x.
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Figura 7.13: Sincronizacién de las variables ‘) y atenuacién de %€
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7.4 Resumen del capitulo

En el presente capitulo se han mostrado los disefios del sistema sub-actuado doble péndulo
invertido sobre un carro y la estructura de informaciéon para consenso para posteriormente
evaluarlos sobre una plataforma virtual. Se resuelve el problema de consenso restringido
y seguimiento de trayectoria, ambos establecidos por un modelo de referencia ademas
de inducir perturbaciones de fuerzas impulsivas a los agentes de forma indistinta; esto
es en diferentes instancias de tiempo y en ambos agentes. Simulaciones en el software
MATLAB-Simulink son hechas y diagramas de implementacién son mostrados para una
mejor interpretacion.
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Capitulo 8

Conclusiones

8.1 Conclusiones

Se ha trabajado con los sistemas sub-actuados péndulo, doble péndulo y triple péndulo
invertidos sobre carros, de los cuales se ha apreciado claramente que los sistemas péndulo
y doble péndulo invertido sobre un carro son casos particulares del triple péndulo invertido
sobre un carro desde el punto de vista abordado a lo largo del escrito, estos tres sistemas
sub-actuados no son linealizables cuando se usa una realimentacion estatica. Por tanto se
han propuesto estrategias de control centradas en naturalezas no lineales por medio de
aproximaciones lineales, para ello se hizo uso de la linealizacion tangencial con el fin de
adecuar las senales de entrada y salida a partir de términos incrementales partiendo del
equilibrio. Esto permite identificar localmente los modelos linealizados al modelo lineal.
Ademas de trabajar con sistemas una entrada y una salida UEUS, los sistemas abordados
han exhibido la propiedad de planitud por medio de sus salidas planas cuando éstas y sus
derivadas parametrizan a los vectores generalizados de posicion y velocidad, los sistemas
de péndulo invertido sobre un carro y doble péndulo invertdo han permitido el uso de
observadores de estado extendido para estimar las derivadas de la salida plana asi como
estimar la perturbacién sin embargo para el tripe péndulo invertido sobre un carro el di-
seno del observador representé un reto, al ser un sistema de octavo orden las ganancias
propuestas implicarian un alto costo, por lo que se propuso descomponer la planta en su
forma entrada-salida en sub-sistemas a fin de disminuir el costo de las ganancias para el
observador y de utilizar las derivadas pares de la salida plana, la descomposicién en sub-
sistemas permite utilizar observadores de menor orden conectados en cascada para estimar
las derivadas impares cuando la parametrizacion diferencial mostré que las derivadas pares
de la salida plana dependen del vector generalizado de posicion.

En consenso se trataron los problemas restringido y no restringido, con ayuda de teo-
ria de grafos fue posible establecer la topologia de informacién presente en los objetivos
cooperativos de cada agente, ademas de enlazar los observadores de cada uno de ellos para
constituir el estado de consenso de ambos problemas. Los resultados obtenidos exhiben
que las variables de estado de cada agente es igual a su homologo adyacente por lo cual es
claro ver que en estado estacionario el vector de estado alcanzado es el vector 1 cuando los
parametros de disenio, debidamente seleccionados, logran el objetivo deseado de estabilizar

97



los péndulos hacia arriba.

8.2 Trabajo a futuro

Como trabajo a futuro se proponen los siguientes puntos en el péndulo invertido sobre un
carro como punto de partida.

m Evaluar estrategias de control robusto como GPIC y Backstepping para modelos de
cuarto orden.

m Incluir en el modelo sub-actuado el modelo del motor de corriente directa.
y en general

m Trabajar con sistemas sub-actuados que incluyan resortes como el eslabon flexible y
evaluar el desempeno del control por ADRC.

m Ahondar en la seleccién de ganancias para el controlador y los observadores del
esquema de control ADRC.

m Trabajar con sistemas sub-actuados de multiple entrada y multiple salida MEMS.
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Apéndice

A continuacion se muestran relaciones tutiles por medio de la transformada de Laplace
como complemento a los desarrollos del diseno de los controladores ADRC basados en
observadores de estado, el punto de partida son las plantas en representacion entrada-
salida y ademés de integraciéon pura.

P = B+ &(t) i=123 (A)

Previo al estado de consenso el problema inicial es que las variables de estado de los
sistemas tiendan a cero, se puede entender también como, estabilizar a cero los errores de
estabilizacion de las varieblas de estado con las estimadas o estabilizar a cero los errores
de seguimiento a una trayectoria de referencia.

ey =9 =By (t) eu = u— Bily"()]* (B)

Planta de cuarto orden

Considere la estabilizacion de 1 en:

P = Biu+£(t) (€)
para la representacion de estados siguiente:
Y=z
3'71 = T2
.fg = T3
T3 =14
iy = Pru+E(t) (D)

cuyo observador de estado extendido ESO es:

Ty = &y + M(x1 — 21)
T = 23+ Ng(21 — 31)
T3 =24+ Ao(z1 — 21)
By = Bru+ &+ M(wr — 31)
£ = Nolw1 — &) (E)
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definiendo los errores siguientes:
€1 =T — ZlA71
e; = x; — & 1 =2,3,4
=¢-¢ (F)
con lo que se puede reescribir (E) en términos del error como:

€1 = ey — g€y
ég = €3 — )\361
€3 = €4 — A€y

é4 =€ —>\1€1
3

A

§ = Aoe1 (G)
Los errores estimados del estado y de perturbacion en términos de s son:
e2(s) = (s + Ag)ea(s)
es(s) = (8% + Mys + Az)ey(s)
ea(s) = (8* + Mas® + \3s + Ao)er(s)
ee(s) = (s* 4+ A\ys® + A3s® + Xas + Ay er(s)
s
ei(s) = §(s) (H)

(% 4+ Agst + A3 + Aas? + Ais + Ao)
el controlador por ADRC es propuesto entonces como:
Biu = —ko®1 — kiZy — kolz — k3®y — é
cuya relacion en lazo cerrado es:
(5" 4 kgs® + kos® + kus + ko) (s) = Ksea(s) + koes(s) + kiea(s) + koea(s) +ee(s) ()
finalmente:

(8% + k3s® + kos® + ks + ko) (s) =
B s(st 4 k183 + Kos® + K3s + ky)
8%+ Mgt + 383 + Aas? + A\is + Ag

(s)  (J)
con

K1 = ]fg + )\4

Ry = ]{2 + )\3 + k’g)\4

Kg = k1 4+ Ao + kaAy + k3s

Ryq = ]{70 + )\1 + /{71)\4 + k’g)\g + kg)\g (K)
el control puede obtenerse entonces como:
1 1 1
=5 v ~ @) O v
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donde:

Gs) = ()
y Me(s), la matriz de sensibilidad a la perturbacién, puede extraerse de (J) como:
U(s) = Me(s)€(s)
_ s(s* 4 k18® + Kas® + K3s + Ky) gs) (N)

(84 —+ k’383 + ]{7282 + k:ls =+ ]{70)(85 —+ )\484 —+ /\383 + /\282 + /\18 + )\0)

Planta de sexto orden

Para una planta representada por (A) de sexto orden y siguiendo un procedimiento como
en el anterior se expresan los errores de estimacion de los estados y de la perturbacion en
términos de s como:
S

ST+ Aes® + A5s® + Agst + N33 + Aas? + Ais + Ao)
s(s+ Xe)

ST+ XeS% + A5s® + Ayt + A3s3 + Aas? + A\is + Ao)f
s(s% + Xgs + As)

ST 4 XgsO + A5s® + Agst + A3s? + Ags2 + N\is + /\0)5(8)

s(s* + Xes® + Ass + \g)
ST+ Aes® + A5s® + Agst + N33 + Aas? + Ais + Ao)
s(s* + Xgs® + A5s% + M\is + A3)

(8T 4+ Xgs5 + A5s® + Agst + A3s® 4+ Aas? + A\is + o)

es(s) = s(8% 4+ Xgst + A58® + A\ys? + X35 + o) £(s)

(87 4+ AeSO 4+ A5s® + Agst + 383 + Aas? + Ais + Ao)

s(88 4+ Xgs® + Agst + Ags? + X382 + Aas + \p)
(874 Xgs5 + A5s® + Agst + Azs? 4+ Aas? + A\is + o)

£(s)
(s)

e1(s) = (

ea(s) = (

e3(s) = (

(s)
(s)

eq(s) = (

es(s) =

(s) (0)

ee(s) =

para la ley de control:

1 1 1
us) =5 [Mg@) - G@J v(s)
u(s) = ;K@)ws) (P)

Planta de octavo orden: Arreglo en cascada

Considere la estabilizacién de 1 en:
O = Byu+ £(1) (Q)
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para la representacion de estados siguiente:

Y =mx
ilzajg
Tog = X3
T3 =14
Ty = T5
T5 = Xg
Te = 7
Ty =g

iy = Psu + (1)

cuyos observadores de las derivadas del estado y ESO son:

i’l = (’22 + )\g(l’l — i’l

.%2:$3+>\7 1’1—.@‘1

8
3
I
8
®
+
>
'
)
3
|
=>
3

s = Bau+ & + M (x7 — 27)

A

§= )\0($7 — &)
definiendo los errores siguientes:
€1 =T — i’l
€ = Ty — ZIA’}Z
ee=0—¢
con lo que se puede reescribir S en términos del error:

€1 = e — Ageq
€y = e3 — A7eq
€3 = €4 — Ag€1
€4 = €5 — As€q
é5 — € — /\461
é()‘ = €7 — )\361
é7 = €8 — /\261

ég = €¢ — )\161

é = A\o€1
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Los errores estimados del estado y de perturbacion en términos de s son:

e1(s) = meg(s)
ex(s) = ot ea(s)
e3(s) = meg,(s)
eq(s) = %65(5)
es(s) = W@(S)
eg(s) = 82_5)—\25/\1)\367(5)
er(s) = RE )\2SQS+ Nt )\05(8)
) = @5 iiijfiis et )
A= At

el controlador por ADRC es propuesto entonces como:
53u = _koil — kli’2 — k2£3 - ]{73.%4 - k'4.fi'5 - k5£6 - k6i,7 - k7i8 - 5

donde la ley de control exhibe, una vez mas:

u(s) = ggms)w(s)
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