CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUDIOS
AVANZADOS DEL INSTITUTO POLITECNICO
NACIONAL
Cinvestav

Unidad Zacatenco

Departamento de Ingenieria Eléctrica
Seccion de Mecatronica,

Control de un Robot Movil Diferencial Considerando
Deslizamiento Lateral y Patinado en las Ruedas

TESIS
Que presenta

Ing. Diego Garcia Olivares

Para obtener el grado de

Maestro en Ciencias

En la especialidad de

Ingenieria Eléctrica

Directores de la Tesis:

Dr. Rafael Castro Linares
Dr. Martin Velasco Villa

Ciudad de México Febrero 2021






Para mis padres,
por su apoyo incondicional,
sin ellos nada en mi vida seria posible.






Agradecimientos

A mis padres, Pascual y Leticia, por todo lo que me han dado a lo largo
de mi vida, es gracias a ellos que he llegado hasta donde estoy. A mis herma-
nos, Rodrigo y Andrés, por su carino, palabras de aliento y estar conmigo en
cada momento.

Al CINVESTAV, por la oportunidad que me otorgaron de pertencer a
esta gran institucién. A todos y cada uno de los doctores de la seccion de
mecatrénica, por sus ensenanzas que han enriquecido diversos aspectos de
mi vida. A todo el personal académico y administrativo de la Seccion de
Mecatrénica, asi como a cada uno de mis companeros de la misma, por el
apoyo que me brindaron mientras realicé mis estudios de posgrado.

A mis asesores, los doctores Martin Velasco Villa y Rafael Castro Linares,
por todo el apoyo que me brindaron para el desarrollo de este trabajo.

A mis companeros y amigos, que se volvieron parte de mi familia, Ignacio,
Omar, Saulo, Ray, Ezequiel, Olaf, Ivan y Jurgen, por todos los grandiosos

momentos que compartimos, sin ellos el posgrado no hubiera sido igual.

Al CONACYyT por la beca otorgada para realizar mis estudios de maestria.

ITI






Resumen

En este trabajo se propone un esquema de control para el seguimiento
de trayectorias de un robot movil diferencial considerando perturbaciones
provocadas por el deslizamiento lateral y patinado en las ruedas. Se utiliza
el modelo cinématico de dicha configuracion de robot mévil que incluye la
caractrizacion matematica de las perturbaciones.

El controlador desarrollado se basa en las técnicas de backstepping en
conjunto con pasivacion por retroalimentacién y modos deslizantes para la
posicion y en un observador de estado extendido para la orientacion. En
especifico, los modos deslizantes tienen céomo proposito anadir robustez al
control, ya que las perturbaciones que se consideran son desconocidas en la
préctica.

Se presentan algunos desarrollos de controladores existentes en la litera-
tura, con el propdsito de comparar el desempeno de cada uno de los esque-
mas de cotrol. Con este fin, se muestran los resultados obtenidos mediante
simulacion numérica utilizando trayectorias circular y tipo flor. Ademés de
simulaciones en entornos gréaficos 3D. Finalmente se dan algunas conclusiones
y propuestas de trabajos a futuro.







Abstract

The following master’s thesis proposes a tracking control scheme for a
differential wheeled mobile robot under the effects of skidding and slipping.
The kinematics model of a differential robot which includes the mathema-
tic characterization of the disturbances is used to solve the tracking problem.

The control scheme developed is based on backstepping, feedback passi-
vity and sliding modes techniques for the position control and an extended
state observer for the orientation control. In specific, the main purpose of sli-
ding modes is to add robustness to the control scheme because disturbances
are unknown in practice.

Some developments of existing control schemes in the literature are pre-
sented, with the purpose of comparing the performance of each of the control
schemes. For this, the results obtained by numerical simulation using circular
and flower-type trajectories are shown, in addition to simulations in 3D grap-
hic environments. Finally, some conclusions and proposals for future work are
given.
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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad, la rébotica moévil terrestre es un tema ampliamente es-
tudiado y de gran interés debido a sus multiples aplicaciones préacticas, de
caracter militar o exploracién espacial, por mencionar algunas. A lo largo de
los anos, se han desarrollado diversas técnicas de control para llevar a cabo
de manera eficiente dichas tareas, tales como control por backstepping [1],
métodos de inteligencia artificial [2], métodos de control adaptable robusto
[3] y control por modos deslizantes [4], entre otros.

Una aplicacién con la que se ha trabajado bastante, es el seguimiento de
trayectorias, la cudl consiste en hacer que la postura de un robot converja a
una postura de referencia deseada. Para dicho propdsito se utiliza un sistema
basado en coordenadas de error que a su vez esta en funcion de la postura de
referencia y la postura del robot [5]. Con éste enfoque se han realizado con-
tribuciones importantes cémo un esquema de control por retroalimentacion
discontinua que hace al sistema exponencialmente estable [6]; o un control
por linealizacién entrada-salida [7], por mencionar algunos.

Sin embargo, aunque gran parte de los métodos desarrollados en la litera-
tura tienen un alto nivel de eficiencia, la mayoria no consideran la influencia
del deslizamiento lateral y patinado en las ruedas, los cuales son fenémenos
inherentes a las condiciones de trabajo de casi cualquier aplicaciéon practica
de los robots méviles a ruedas (RMR).




CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. Antecedentes

En la literatura, existen algunos trabajos que han tratado con perturba-
ciones por deslizamiento lateral y patinado en las ruedas, en especifico, en
el control para seguimiento de trayectorias de RMR diferenciales. Se tienen
diversas tendencias de investigacién con respecto a las perturbaciones, hay
esquemas que las estiman, otros las tratan considerandolas desconocidas e in-
cluso hay algunos que las consideran como valores conocidos. A continuacion
se describen algunos de ellos brevemente.

1.1.1. Estimacion de perturbaciones

En [8] se propone un esquema de control robusto considerando los re-
querimientos de desempeno de seguimiento y utilizando un observador de
perturbaciones. El modelo utilizado para el desarrollo del esquema de con-
trol estd basado en las restricciones no-holénomicas, las cuales incluyen el
efecto provocado por las perturbaciones de deslizamiento y patinado. Se con-
sidera que las perturbaciones, sus segundas y terceras derivadas son acotadas,
ademas de que sus magnitudes son mucho més pequenas que las velocidades
de referencia para el seguimiento de trayectoria. El observador de pertur-
baciones se basa en un observador por modos deslizantes. En el diseno del
esquema de control se emplea el método de funcién de rendimiento prescrito
para garantizar el seguimiento deseado.

En [9] se propone un enfoque de control adaptativo. Se desarrolla el mo-
delo cinematico del RMR diferencial que considera las perturbaciones por
deslizamiento y patinado como términos variantes en el tiempo. Las per-
turbaciones se consideran acotadas y se introducen en el modelo del RMR
mediante analisis geométrico. Se utiliza un observador por modos deslizantes
para estimar los términos de perturbacion. Dicho estimador utiliza un filtro
pasa bajas para reducir los efectos de castaneo provocados por el modo desli-
zante. Se muestra la estabilidad del estimador lograda a partir de la eleccion
de valores adecuados para las ganancias de modo deslizante. La ley de control
propuesta se basa en la técnica de backstepping y se garantiza la estabilidad
astintética del sistema mediante la teoria de Lyapunov.

En [10] se desarrolla un esquema de control robusto basado en un ob-
servador de estado extendido generalizado (GESO por sus siglas en inglés).
Se obtienen los modelos cinematico y dindmico del RMR en base a las res-
tricciones no-holénomicas, las cuales incluyen las perturbaciones ocasionadas
por los efectos de deslizamiento y patinado. Se consideran las perturbaciones
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1.1. ANTECEDENTES

acotadas. Se utiliza el GESO para estimar y compensar, de manera aproxi-
mada los términos de perturbacién asi como otros términos que influyen de
manera indirecta. La ley de control se deriva de una funcién de Lyapunov
para garantizar estabilidad del sistema de control. Las perturbaciones son
atenuadas y se logra la convergencia de los errores de seguimiento.

1.1.2. Perturbaciones desconocidas

En [11] se realiza un control adaptativo con saturacién de par cémo entra-
da. Se utiliza un modelo cinematico de un RMR diferencial en coordenadas
polares, desarrollado en base al modelo dinamico del mismo y las restric-
ciones no holonémicas que contemplan los efectos de deslizamiento lateral
y patinado. Las magnitudes de estas perturbaciones se consideran acotadas,
asi como sus respectivas derivadas. El esquema de control se disené para
compensar las perturbaciones desconocidas.

En [12] se propone un esquema de control adaptativo. Se utilizan los
modelos cinematico y dinamico de un RMR diferencial, obtenidos mediante
las restricciones no-holénomicas que incluyen las perturbaciones por desliza-
miento y patinado. Dichas perturbaciones se consideran acotadas, asi como
sus derivadas con respecto al tiempo. Se forma un sistema en espacio de
estados con el modelo cinemético en conjunto con el modelo dinamico y se
disenia un observador para dicho sistema cuyo propoésito es estimar las velo-
cidades lineal y angular del RMR y compensar las perturbaciones. El control
adaptativo se disena al nivel dinamico utilizando la metodologia de diseno
de superficie dinamica.

1.1.3. Perturbaciones conocidas

En [13] se presenta un completo desarrollo de los modelos cineméticos
para diferentes configuraciones de RMR, basados en las restricciones no-
holénomicas en las que se consideran las perturbaciones ocasionadas por los
efectos de deslizamiento y patinado. Las magnitudes de dichas perturbaciones
se consideran acotadas, asi como sus derivadas con respecto al tiempo. Se
propone un esquema de control basado en la técnica de backstepping para
el seguimiento de trayectorias. Para el desarrollo del esquema de control se
consideran como conocidos los valores de las perturbaciones.




CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2. Planteamiento del problema

El presente trabajo de tesis aborda el seguimiento de trayectorias de un
robot movil diferencial bajo la influencia de los efectos de deslizamiento y
patinado, las cuales afectan las velocidades lineal y angular del vehiculo des-
crito por su modelo cinematico. Se busca lograr un correcto seguimiento
compensando las perturbaciones desconocidas que afectan al robot.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Disenar e implementar un esquema de control robusto para el seguimien-
to de trayectorias de un robot mévil diferencial o (2,0) que presenta desliza-
miento lateral y patinado en las ruedas. Considerando que las perturbaciones
existentes son desconocidas y acotadas.

1.3.2. Objetivos especificos

» Desarollar el modelo cinemético de un robot mévil diferencial o (2,0)
que incluya los efectos de deslizamiento lateral y patinado en las ruedas.

» Evaluar diferentes esquemas de control para seguimiento de trayectorias
para el modelo previamente desarrollado.

» Realizar un esquema de control robusto para el seguimiento de trayec-
torias y comparar su desempeno con respecto a otros existentes en la
literatura.

» Evaluar el esquema de compensaciéon desarrollado mediante experimen-
tos en simulacién en Simulink de Matlab y en un entorno grafico con
la plataforma experimental ROS-Gazebo.

1.4. Contribucion de la tesis

Este trabajo busca contribuir con una propuesta de un esquema de control
robusto, y su implementacién en la plataforma experimental ROS, para el
problema de seguimiento de trayectorias de robots méviles diferenciales en
los que se presentan perturbaciones por deslizamiento lateral y patinado en
las ruedas.




1.5. METODOLOGIA

1.5. Metodologia

A continuacién se presenta la metodologia utilizada para la elaboracion
del presente trabajo de tesis.

Como primer paso se realizé un estudio completo de las caracteristicas del
modelo cinematico del RMR diferencial y las diferentes formas de caracteri-
zar matematicamente los efectos de deslizamiento y patinado para incluirlas
en dicho modelo.

Posteriormente se evaluaron algunos esquemas de control para el segui-
miento de trayectorias existentes en la literatura. Se escogieron los esquemas
que consideran un modelado similar al que se utilizoé en esta tesis. Después
se disend una ley de control robusto basada en las técnicas de backstepping,
pasivacién por retroalimentacion, modos deslizantes y observador de estado
extendido. Se hizo enfasis en considerar las perturbaciones acotadas y desco-
nocidas.

Por 1tlimo, se realizaron simulaciones numeéricas de los esquemas exis-
tentes asi como del esquema propuesto en este trabajo, con el fin de evaluar
el desempeno y comparar la efectividad de todos ellos. Ademas se realizé
una simulacién en el entorno de simulacién grafico Gazebo en conjunto con
la plataforma ROS para evaluar, unicamente el esquema propuesto en este
trabajo, bajo condiciones de mayor fidelidad a la realidad. En base a los
experimentos realizados se obtuvieron las conclusiones presentadas.

1.6. Organizacion de la tesis

El presente trabajo se compone de 6 capitulos. El Capitulo 1 presenta un
bosquejo general del tema que aborda esta tesis, asi como algunos trabajos
que sirvieron como guia de la misma. El Capitulo 2 explica la caracteriza-
ciéon matematica de las perturbaciones con las que se trabaja en esta tesis,
ademas de detallar la obtencién del modelo cinematico y las coordenadas de
error de seguimiento que se utilizaron. El Capitulo 3 contiene los desarrollos
de los diferentes esquemas de control que se utilizaron como guia para el es-
quema propuesto en este trabajo, mientras que en el Capitulo 4 se presenta
el desarrollo del mismo. El Capitulo 5 esta dedicado a presentar y describrir
los resultados obtenidos mediante simulaciones numéricas y en entorno grafi-
co. Finalmente, el Capitulo 6 presenta las conclusiones finales, asi como el
trabajo a futuro sugerido en base a este trabajo.







Capitulo 2

Marco teorico

En éste capitulo se introducen algunos conceptos tedricos sobre el robot
movil diferencial con las caracteristicas consideradas en este trabajo, ademés
se explica el desarrollo del modelo cinematico para el caso ideal, es decir sin
perturbaciones, asi como el desarrollo para obtener el mismo considerando
los efectos de deslizamiento lateral y patinado en las ruedas. Se explica la
caracterizacion matematica de dichos fenémenos y cémo forman parte del
modelo cinématico del RMR. Ademas, se aborda el problema de seguimiento
de trayectorias para el modelo cinematico perturbado considerando su repre-
sentacion alterna en términos de los errores de seguimiento involucrados.

2.1. Robot mdvil diferencial

La configuracién diferencial, o (2,0), de un robot mdvil terrestre se refiere
a un robot con dos ruedas fijas actuadas y una rueda “loca” de apoyo. Como
se observa en la Figura 2.1, el robot se desplaza en un plano horizontal
representado por el marco de referencia inercial X —Y y se tiene también un
marco de referencia mévil X,, —Y,,, cuyo origen esta fijo al punto P (ubicado
en el centro del eje de las ruedas del robot). Es importante aclarar que el
subindice wd en cada una de las variables de esta seccion hace referencia a
condiciones ideales de trabajo, es decir, sin perturbaciones. Se supone que
las ruedas actuadas son iguales y que la orientacion del plano de cada una de
ellas estd fija respecto al cuerpo del robot. Los marcos de referencia moévil e
inercial se relacionan mediante la matriz de rotaciéon R(f,4) [14], dada por,
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

co8(0ypa)  sin(fyq) O
R(0pq) = | —sin(fyq) cos(Bpa) Of . (2.1)
0 0 1

0 T

wd

Figura 2.1: Coordenadas de postura de un RMR (2,0).

Las coordenadas de postura del RMR estan descritas por el vector &,q4 =
[Zwa(t), Yuwa(t), Ouwa(t)]”, donde 2uq(t), yuwa(t) son la posicién del robot en el
marco inercial y 6,4(t) es el dngulo de orientacién del mismo con respecto
al eje X. Por simplicidad, a partir de ahora se obviara la dependencia del
tiempo de estas variables.

El RMR posee velocidad lineal v,,4 y velocidad angular w,,; mediante los
cuales se produce el movimiento del mismo. En la Figura 2.2 se muestran
dichas velocidades. Las ecuaciones que relacionan las velocidades del robot
con las velocidades lineales de cada una de las ruedas [15] estédn descritas

por,

Vud = 5 (V240 + VRya) (2.2a)
1
Wud = E (URwd - ULwd) (22b)

donde b es la distancia entre las ruedas y los subindices L y R hacen referen-
cia a la rueda izquierda y derecha, respectivamente.

10



2.1. ROBOT MOVIL DIFERENCIAL

wd

Figura 2.2: Velocidades en un RMR, (2,0).

b=T;

J=L, R,

Figura 2.3: Velocidad lineal de una rueda actuada.

De acuerdo a la Figura 2.3, la relacién entre las velocidades angulares y
las velocidades lineales de cada una de las ruedas estan descritas por,

VL, = TWL (2.3a)

UR,q = TWR (2.3b)

donde r es el radio de las ruedas. Sustituyendo la ecuacién (2.3) en (2.2) se
tiene,

11



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Vd = g (wr, + wr) (2.4a)
r
Wuwd = (wr —wr) (2.4b)
o de forma vectorial,
Vud| _ | 3 3| |“E| o |4 2.5
] =1 )= e

donde T es una matriz con determinante igual a 7, por lo que existe T-!

y por lo tanto se tiene una transformacion inversa globalmente definida tal

que,
b
i e Tl 20
WR r 3 Wwd Wwd
Y
A

> X

Figura 2.4: Componentes de velocidad de un RMR (2,0).

De la Figura 2.4 se observa que el movimiento del RMR en el marco
inercial X — Y se relaciona con las velocidades lineal y angular del mismo
mediante,

j;wd = Vwd COS(@wd) (27&)
ywd = Vwd Sin(ewd) (27b>
éwd = Wywd- (27C)

12



2.2. PERTURBACIONES POR DESLIZAMIENTO Y PATINADO

Por lo que el modelo cinemético de un RMR diferencial sin perturbaciones
esta descrito por,

wa = |Gwd | = |sin(0ya)

Tapd cos(0wa) O
! |
O 0 1

“wd} (2.8)

Wayd

T . , .,

donde [vy,q,wwa] son entradas de control auxiliares que estan en funcién de
T

las entradas de control [wy, wg]

2.2. Perturbaciones por deslizamiento y patinado

Los efectos de deslizamiento lateral y patinado en las ruedas son fenéme-
nos fisicos que se presentan en los RMR al momento de realizar una accion de
movimiento los cuales dependen del espacio de trabajo donde se desarrollan
los desplazamientos y son generados por la interaccién entre las ruedas y la
superficie de trabajo. Para fines de control, se consideran cémo perturbacio-
nes no deseadas que afectan el desempeno del robot.

En la Figura 2.5 se muestra la perturbaciéon conocida como patinado en
las ruedas, patinado longitudinal o simplemente patinado. Es un efecto que
se presenta en las ruedas actuadas de un RMR modificando la magnitud de
su velocidad lineal. Se representa como un factor de proporcionalidad k, que
representa un valor real definido en el rango,

ke 0,1),

siendo kK = 0 el caso ideal.

— 115].:7“].10].(1«)

J=L, R,

/

g

Figura 2.5: Patinado en una rueda actuada.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

El deslizamiento lateral del vehiculo altera la direcciéon del movimiento
deseado del RMR y, como se observa en la Figura 2.6, se puede representar
con un vector v,(t) que estd en funcién de lo que se denomina angulo de
patinado lateral 6(¢). Este angulo se presenta principalmente en los giros del
robot, no depende del sentido del giro y se encuentra en el rango,

siendo § = 0 el caso ideal.

0 x
Figura 2.6: Deslizamiento lateral en un RMR (2,0).

De acuerdo a la Figura 2.6, el vector v representa la velocidad lineal final
del robot, v, es la velocidad de patinado lateral y v; es la velocidad lineal
suministrada al robot. Se observa que las velocidades antes mencionadas se
relacionan con el dngulo de patinado lateral 6 mediante,

tan(d) = — (2.9a)
Uy

sin(9) = _T”y (2.9b)

cos(0) = % (2.9¢)

Es importante enfatizar que los efectos de patinado en las ruedas son debi-
dos principalmente a las fuerzas de friccién existentes en la interaccion con el

14



2.3. MODELO CINEMATICO DEL RMR DIFERENCIAL CON
PERTURBACIONES

piso mientras que los efectos de deslizamiento lateral del vehiculo se deben a
un incremento de las fuerzas centrifugas. En este trabajo se utilizan el angulo
y la constante de proporcionalidad que originan dichas fuerzas. Es evidente
que ni las fuerzas de friccion o las fuerzas centrifugas son modeladas en este
trabajo, por lo que se asume el origen desconocido de las perturbaciones.

2.3. Modelo cinematico del RMR diferencial con pertur-
baciones

Para desarrollar el modelo cinemético del RMR diferencial considerando
las perturbaciones por deslizamiento y patinado [9] se utiliza la Figura 2.7,
donde se muestra un RMR (2,0) sobre dos marcos de referencia. De manera
similar al caso sin perturbaciones, se tiene el marco inercial X —Y y el marco
movil X, — Y,,, cuyo origen estd fijo al punto P (ubicado en el centro del
eje de las ruedas del robot). Estos marcos se relacionan mediante la matriz
de rotacién R(0), dada en (2.1).

0 T
Figura 2.7: RMR (2,0) con perturbaciones en el plano X — Y.

El vector que describe la posicién y orientacién del RMR, considerando
perturbaciones, en el marco inercial, X —Y', es el vector £(t) = [z(t), y(t), 0(t)]",
con respecto al eje inercial X. Por simplicidad, a partir de ahora se obviara
la dependencia del tiempo de estas variables.

En el caso ideal, es decir, en el que no se consideran los efectos de des-
lizamiento y patinado, las velocidades lineales de las ruedas izquierda vy y

15



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

derecha vg estan descritas por (2.3). Para el caso en el que se consideran
las perturbaciones, de la Figura 2.5 se definen las velocidades lineales de las
ruedas que incluyen el efecto de patinado como,

v] =rwr(l —Kp) (2.10a)
vh =rwr(l — Kg) (2.10Db)

donde k1, e kr son los términos de perturbacion por patinado en la rueda
izquierda y derecha, respectivamente. A diferencia del caso ideal, las ecua-
ciones que relacionan las velocidades lineales de las ruedas del RMR con la
velocidad lineal v; y angular w del mismo estan dadas por,

v == (v] +vp) (2.11a)

w =

S = N

(vf —v}) (2.11Db)

donde b es la distancia entre las ruedas. Al sustituir la ecuacién (2.10) en
(2.11) se tiene,

v = [WL(l — IiL) + WR(l — KR)] (212&)

w =

S I3

[wR(l — HR) — wL(l — /iL)] . (212b)

Notése a partir de la Figura 2.8 que sobre los ejes inerciales X — Y se
obtiene el modelo cinematico,

& =wcos(d — ) (2.13a)
y = wvsin(f — 9) (2.13b)
0 =w (2.13c)
esto es,
= v [cos() cos(d) + sin(f) sin(9)] (2.14a)
y = v [sin(0) cos(d) — cos(0) sin(9)] (2.14b)
0 =w (2.14c)
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2.3. MODELO CINEMATICO DEL RMR DIFERENCIAL CON

PERTURBACIONES
Y
A
’Ul /,,
'U?\e
v
o ‘ AN
i
: > X
0 i

Figura 2.8: Componentes de velocidad de un RMR (2,0) con perturbaciones.

equivalentemente, es posible escribir,

& = vcos(0) cos(f) + vsin(d) sin(h) (2.15a)
Y = vcos(d)sin(0) — vsin(J) cos(f) (2.15b)
0=w (2.15¢)

Considerando las relaciones de (2.9), se puede reescribir la ecuacién (2.15)
de la forma,

& = v cos(#) — v, sin(0) (2.16a)
y = v;sin(f) + vy, cos(0) (2.16b)
0 =w (2.16¢)

Por otra parte, definiendo v = tan(d), notése que,

cos(0)
cos(0)

con lo que la ecuacién (2.16) toma la forma,

vy, = —vsin(d) = —vsin(9) = —wvcos(9) tan(d) = —uyy

17



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

& = v, [cos(8) + v sin(0)] (2.17a)
Y = v [sin(f) — v cos(6)] (2.17Db)
0 =w (2.17¢)

Finalmente, sustituyendo (2.12) en (2.17) se llega a,

T s {rwr(1 — k) + rwr(l — kg)} {cos(9) + ysin(f)}
J| = |5 {rwe(l = wr) +rwr(l — kg)} {sin(@) —ycos()}| .  (2.18)
0 %{TWR(l —kpg) —rwp(l —kL)}

La ecuacién (2.18) describe el modelo cinemético del RMR, considerando
perturbaciones por deslizamiento y patinado, en el marco inercial, en donde
el vector £ = [z, y, 9]T es el vector de posicién y orientacion del RMR y las
entradas de control son u = [wL,wR]T, de éstas ultimas se introduce la si-
guiente suposicion.

Suposicién 2.1. Se supone que las velocidades angulares de la rueda
izquierda wy, y derecha wg estan acotadas, mas precisamente,

lwrl <, |wr| < g

donde 71, ¥y nr son nimeros reales positivos concocidos diferentes de cero.

2.4. Modelo cinematico del RMR diferencial con pertur-
baciones (alternativa)

De manera similar a lo que se hace en [13], de la Figura 2.6 se observa
que se puede describir la posicién del punto P en el marco inercial X — Y
mediante el vector ((t) = [2(t),y(t)]" y que los marcos X —Y y X,, — Y}, se
relacionan mediante la matriz de rotaciéon Ry(f), dada por,

Ry(0) = {_CZISIE%) iféggﬂ '

Para obtener las restricciones no-holonémicas considerando los efectos de
patinado, se hace un analisis similar al del caso ideal. En la Figura 2.9 se
observa el caso de una rueda fija con respecto a los ejes moviles X,,, — Y,,.
La velocidad de la rueda en la direccién perpendicular al eje longitudinal de
la rueda con respecto a los ejes X — Y [16] puede escribirse de la forma,
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2.4. MODELO CINEMATICO DEL RMR DIFERENCIAL CON
PERTURBACIONES (ALTERNATIVA)

[cos(a+ B) sin(a + B)] Ra(0)¢ = 0. (2.19)

Y 4

m

P X

Figura 2.9: Rueda fija representada en los ejes X,, — Y,,.

En la Figura 2.9, el angulo « se mide con respecto al eje X,,, puesto que
para el caso ideal, la velocidad lineal del RMR v coincide con dicho eje. Para
el caso de interés, como se muestra en la Figura 2.10, la velocidad lineal del
RMR se ve afectada por el angulo de patinado lateral d, que modifica como
se mide el dangulo «, teniendo ahora el angulo o+ §. Debido a lo anterior, la
ecuacion (2.19) se puede reescribir como,

[cos(a+ 6+ ) sin(a+ 0+ B)] Ra(6)¢ = 0. (2.20)

De acuerdo a la Figura 2.10, a = 7 y 8 = 0. Sustituyendo estos valores
de dngulos en (2.20) se llega a,

[cos(Z +6) sin(Z + )] Ra(A)¢ = 0. (2.21)
Utilizando las identidades trigonémetricas,

Cos (% + SE> = sin(z)

sin (% + x> = cos(x)

la ecuacién (2.21) se puede reescribir como,

[sin(6) cos(6)] Ra(6)¢ = 0. (2.22)

La ecuacion (2.22) tiene como posible solucién,
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Figura 2.10: Angulos para las llantas del RMR con perturbaciones.

Ro(0) =a {fgfﬁ‘gg)} . a#0€R. (2.23)

Al despejar ¢ en (2.23) se tiene,

=yt [0 <[ O] [0

Desarrollando (2.24) y considerando a = v se llega a,

i [Cos(e)v cos(8) + sin(ﬁ)vsin@)] (2.25)

sin(f)v cos(d) — cos(f)vsin(d)|

Utilizando las relaciones (2.9), la ecuacién (2.25) toma la forma,

- [w cos() — v, smge)} (2.26)

~ |usin(0) + vy, cos(0)

Debido a que la taza de cambio del dngulo de direccién del RMR 6 es
igual a la velocidad angular del mismo w, el vector de posiciéon y orientacion
del RMR esté descrito por,

T v, cos(f) — vy, sin(6)
y| = |usin(f) + v, cos(0) | . (2.27)
0 w
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2.5. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO

Por la relacién v, = —yu;, la ecuacién (2.27) se puede reescribir como,

T v {cos(#) 4+ vsin(0) }
g = |u {sin(0) — ycos(0)} | . (2.28)

Noétese que el modelo (2.28) resulta equivalente al modelo (2.18) obtenido
anteriormente al considerar v; y w dadas por la ecuacién (2.12).

2.5. Problema de seguimiento

El problema de seguimiento de trayectoria de un RMR consiste en lle-
var su posicién y orientacién &(t) = [z(t), y(t),0(t)]" a cierto valor deseado
&(t) = [x,(t), yr (), 0.(t)]" cuando t — co. Para conseguir este propésito, los
valores de la trayectoria deseada satisfacen el siguiente modelo virtual,

Ty cos(6,) 0
Yr | = [sin(d,) 0 {

”’} . (2.29)
0, 0o 1

Wy

La ecuacion (2.29) representa el modelo cinemético de un RMR diferencial
ideal, donde v, y w, son la velocidad lineal de referencia y velocidad angular
de referencia, respectivamente. Se considera que v, y w,, y sus derivadas con
respecto al tiempo ¥, y w, son conocidas y acotadas.

2.5.1. Obtencion de la dinamica de errores de seguimien-
to
La dindamica de errores de seguimiento que se obtiene en ésta seccién se

utiliza posteriormente para el desarrollo de la solucién, al problema de segui-
miento de trayectoria, propuesta en este trabajo de tesis.

Considerando el modelo con perturbaciones del RMR de la ecuacién
(2.18), dado en la forma,

by T{rwp(1 — kL) + rwr(l — kR)} {cos(F) + vsin(F)}
y| = % {rwr(1 — k1) + rwgr(l — kg)} {sin(d) — vy cos(#)}
0 g lrwr(l—kg) —rwp(l —kz)}

Para llevar a cabo la convergencia £(t) — &,(t) se define incialmente las

- A
senales de error (t) = |Z(t), y(t),6(t)| , en la forma,
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

T=x.—x (2.30a)
Yy=uyr—y (2.30b)
0=0,—0 (2.30c)

con las cuales, y de acuerdo a la Figura 2.11, es posible definir los errores de
seguimiento & () = [ze(t), ye(t), 0.(t)]" en la forma,

Te T
v| = RO) |3 (2.31)
0. 0
Y
0
A e//
O er
Yy F--——--===-=-- -—
l
I
I
I
I
e |
I
| I
I | > X
0 T Z,

Figura 2.11: Configuracién de seguimiento.

Nétese que la matriz de transformacién R(6) tal que & = R(A)€ donde
Det {R(6)} = 1y por lo tanto (2.31) representa una transformacién global-
mente definida.

Al derivar con respecto al tiempo la ecuacién (2.31) se obtiene,

. = — Osin(0)(z, — x) + cos(0) (i, — &)
yr — y) + sin(0) (9 — 9) (2.32a)

+ 6 cos(6)(
Je = — O cos(0)(z, — ) — sin(0) (&, — 2)
— Osin(6) (g — y) + cos(6) (jr — ) (2.32b)

0, =0, — 0. (2.32¢)
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2.5. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO

Factorizando términos comunes, la ecuacién (2.32) se puede reescribir
como,

e =0 {—sin(#)(z, — x) + cos(0)(y, — y)}
+ cos(0)(z, — ) + sin(0) (g, — v) (2.33a)

= — 0 {cos(0)(z, — ) — sin(0) (y, — y)}
—sin(0)(&, — &) + cos(0)(yr — v) (2.33b)
0. =6, — 0. (2.33¢)

De acuerdo a la definicién de z, y y. de la ecuacién (2.31), la ecuacién
(2.33) toma la forma,

ie = Oye + cos(0) (i, — &) + sin(0) (g, — 9) (2.34a)
Je = —0z, — sin(0) (i, — &) + cos(8) (g — ) (2.34b)
0. =6, —90. (2.34c)

Al sustituir (2.18) y (2.29) en (2.34) resulta,

e =7 [wr (L= k) = wi (1= K1)]y. + cos(6) {v, cos(,)
5 lwn(1 = k1) +wr(1 = k)] [cos(6) + ysin(0)] }
+ sin(6) {v, sin(6,)
— L fwn(1 = ke) + wn(1 = k)] [sin(0) — 7 cos(6)] |

g == = [wr (1 = kg) —wr (1= k)] . — sin(9) {v, cos(6))
2 lwp(1 = 1) + wr(l = kp)] [cos(0) + 7 sin(6)] |
+ cos(0) {v, sin(6,)
=L fwn(1 = ke) +wn(l = k)] [sin(0) — 7 cos(6)] |

b =w, — + [wr(l — k) —wi(1 — kL)

b

y desarrollando se llega a,
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Te :% [(wr —wr) — (kpwr — KLwr)] Ye + vy cos(B,) cos(f)

— S lwr +wn) = (Rewr + kaewn)] [e0s?(9) + 7 cos(8) sin(0)]

+ v, sin(6,) sin(6)

- g [(wr +wr) = (krwr + KpwR)] [sin(0) — v cos(f) sin(F)]  (2.35a)
o = = 7 l(wn — wi) = (krwr = £rer)] 7, — v, cos(0,) sin(9)

+ 5 [(wr +wr) = (s + Kpwr)] [cos(0) sin(0) + vsin®(9)]

+ v, sin(6,) cos()

- g [(wr +wr) — (krwr + KrWR)) [Sin(e) cos(f) — VCOSZ(H)] (2.35b)
0. =w, — % [(wr —wr) — (krwR — KLwe)] - (2.35¢)

Se proponen ahora las entradas de control auxiliares,

U= [”l] = [U] =T [“’L] . (2.36)
w W; WR
Utilizando el cambio de variables de la ecuacién (2.36) y factorizando
términos comunes, la ecuacién (2.35) se puede reescribir de la forma,

Te = [(IJ T (Krwr — HLWL)] Ye + v, [cos(0,) cos(F) + sin(h,.) sin(0)]

b
— [171 — g (kwr, + HRU)R)} [cos®(6) + sin®(0)
+7y cos(0) sin(f) — v sin(f) cos(6)] (2.37a)
o = [@ = 7 (emom = rreon)] e + vy [sin(0r) cos(9) — cos(8,) sin0)]
+ o= & (epn + )| [7c0s(9) + sin(9)
cos(6) sin(6) — sin(0) cos(0)] (2.37h)
0. =, =@+ 7 (Rrwr = K1) (2.37c)

Utilizando las identidades trigonémetricas,
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2.5. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO

(a) ) + sin(a)sin(b)
sin(a — b) = sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b)

1 = cos*(a) + sin®*(a)

cos(a — b) = cos(a)cos(

b
b
y eliminando términos semejantes, de la ecuacién (2.37) se llega a,

Te = [@ — — (krwg — anL)} Ye + v, cos(0, — 0) — [T)l — g (krwr, + /{RWR)}

> 3

)

. T . T

Yo = — [(D ~3 (Krwr — /iLwL)} Ze + v, sin(6, — 0) + [T)l ~ 3 (kpwr + /ﬁRwR)} 0l
)

r

- )

96 =W, — W+ (RRWR - KLWL) (238C

j=p)

Sustituyendo la definicién de 6, de (2.31) en (2.38), se llega a la dindmica
de errores descrita por,

Te = WYe + v cos(0e) — 0 + f1 (2.39a)
Yo = —WTe + vy sin(0,) + fo (2.39Db)
0. = w, — @+ f (2.39¢)
donde,
r r
fi= B (kLwr + KrWR) — 5 (KrRWR — KIWL) Ye (2.40a)
r r
Ja= 3 (KRWR — KLWL) Te + | U — 3 (KLwr + Krwr) | 7y (2.40b)
r
fs= 3 (Krwr — Krwr) (2.40c)

son términos de perturbacion que involucran el deslizamiento lateral y pati-
nado.

El modelo cinematico perturbado (2.39) tiene la finalidad tan solo de evi-
denciar los posibles puntos de afectacion de los deslizamientos y patinados
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del vehiculo. A lo largo del trabajo se considera que las perturbaciones f;,
1 = 1,2,3 son desconocidas debido a la imposibilidad de medir en tiempo
real las perturbaciones originales kg, K1, ¥ 7.

Considerando la Suposicion 2.1 y debido a que las perturbaciones kg,
Kk vy v = tan(d) son acotadas, se introduce la siguiente condicién sobre los
términos fi, fo v f3.

Suposicién 2.2. Se considera que los términos de perturbacién estan
acotados, es decir, satisfacen,

il <, | fol <me, [ fsl <ms

donde 11, 12 v m3 son constantes reales positivas diferentes de cero.

Es importante mencionar que debido a que por cuestiones fisicas se cum-
ple la Suposicion 2.1, por lo que si los términos fi, fo y f3 no son acotados
se tiene que las perturbaciones kz, kg 0 7 no son acotadas. Dicho caso no
se toma en cuenta en este trabajo de tesis debido a que se consideran como
casos incontrolables.

2.6. Conclusiones del capitulo

Los efectos de deslizamiento lateral y patinado en las ruedas se presentan
como perturbaciones externas en el modelo cinematico de un robot movil. De
acuerdo a la caracterizacion matematica de las perturbaciones consideradas,
se supone que las magnitudes de las mismas estan acotadas, y debido a su
origen, también se suponen desconocidas. El modelo diferencial o (2,0), que
es el considerado en el presente trabajo, presenta cambios significativos en
su modelo cinematico, cuando se ve afectado por dichas perturbaciones, con
respecto al caso ideal. Por lo tanto, como se pudo observar, la dindamica
de errores de seguimiento de trayectoria obtenida presenta funciones que
dependen de las perturbaciones modeladas y de las velocidades angulares de
cada una de las ruedas del robot, las cuales son las entradas de control del
sistema. Estas funciones son acotadas y desconocidas debido a los valores
de los que depende. Todo lo anterior presenta las consideraciones principales
que se utilizaron para el desarrollo de la propuesta del esquema de control
expuesto en el Capitulo 4.
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Capitulo 3

Soluciones existentes al
problema de seguimiento de
trayectorias

Como ya se explicé anteriormente, en la literatura se han planteado di-
versas propuestas para atacar el problema de seguimiento de trayectoria de
un RMR diferencial que presenta los efectos de deslizamiento y patinado. En
el presente capitulo se explican los desarrollos de algunas de estas propuestas
que fungieron como guia para el desarrollo de este trabajo.

Se presentan los desarrollos de dos esquemas de control ya existentes en
la literatura, de los cuales el primero se basa en la técnica de backstepping
considerando conocidos los valores de las perturbaciones. En el segundo se
desarrolla un estimador de perturbaciones basado en un observardor por mo-
dos deslizantes, con el cual se propone una retroalimentacién que estabiliza
el sistema asintéticamente y se garantiza dicha estabilidad mediante la teoria
de Lyapunov.

El modelo cinematico y las representaciones matematicas de las perturba-
ciones desarrollados en el Capitulo 2, se basan principalmente en los modelos
utilizados en las soluciones expuestas en este capitulo. Ademas de lo anterior,
los esquemas de control de dichas soluciones presentan aspectos interesantes
para comparar con el esquema desarrollado en este trabajo, como pueden ser
el contraste de la estimacién de las perturbaciones y la técnica de backstep-
ping por mencionar algunos. Por las razones anteriores, se escogieron estas
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CAPITULO 3. SOLUCIONES EXISTENTES AL PROBLEMA DE
SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS

propuestas sobre otras existentes en la literatura.

3.1. Control por backstepping

Para ésta propuesta se considera que las perturbaciones kg, kK y 7 son
funciones diferenciables que dependen del tiempo, cuyas magnitudes son co-
nocidas y acotadas.

En esta seccion se presentan, de manera detallada, los desarrollos de los
esquemas de control propuestos en [13], donde se tienen dos soluciones para
el problema de seguimiento del RMR sujeto a los efectos de deslizamiento y
patinado. Se utiliza el modelo cinematico de la ecuacién (2.28) de la forma,

T cos(f) + ysin(f) 0
y| = |sin(¢) —ycos(d) 0 B] : (3.1)
0 0 1
donde,
1—KZL I—HR
U — wr,
Uy = [w:| =r |:—(1§5L) 1§NR:| |:wR:| - T1u7 (32>

donde, ya que las perturbaciones x, kg v 7y se consideran conocidas, la ma-
triz 17 es una matriz invertible.

Para el seguimiento de trayectoria, se considera la dindmica de errores
obtenida utilizando la ecuacién (2.31) en conjunto con el cambio de coorde-
nadas (3.1) y las trayectorias deseadas generadas a partir de (2.29). Dicha
dindmica esta descrita por,

Te = WYe + v, cos(0,) — vy, (3.3a)
Yo = —WTe + vy sin(b,) + vy, (3.3b)
0 = w, — w. (3.3¢)

3.1.1. Solucion basada en retroalimentacion estatica

Se considera que dado un valor fijo 0 < € < 7, existe una funcién ¢ que
pertenece a un conjunto de funciones ¢? definido como,
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3.1. CONTROL POR BACKSTEPPING

! ={p:R— (—m+¢, m—¢),
pelC® | ¢0)=0, zp(z)>0 Vz#0 y ¢ es acotada}.

(3.4)
La funcién que se utiliza esta descrita por,
TYe Uy
V) =———, con 0<o<2(m—e). 3.5
oluetr) = Tt (x o) (35

Debido a que y, de la dindmica de (3.3) no se puede controlar directamente
por el término de perturbacién -y, se proponen los valores deseados,

5Ued — 0’ (3.6&)
0., = sin™" [sin(ag) — QZV} , (3.6b)

donde sin™![-] = arcsin[] y,
a = —p(yevr). (3.7)

Haciendo z, = ., y 6. = 0., en (3.3b) y sustituyendo (3.6), se obtiene,

e = U, SID {sinl |:SiIl(C¥3) — M] } + vy,

T

que al desarrollar algebraicamente y sustituir (3.7), se llega a,

Yo = =0, sin [p(yev,)] - (3.8)

Se observa que la ecuacién (3.8) es uniformemente estable en y, = 0
cuando =, = z., y 0. = 0.,, con ., y 0., definidos por (3.6). Debido a lo
anterior, se definen las variables,

Te = Te — Tey, (3.9a)

0. =0, —0.,. (3.9b)

Se requiere que x, — x.,, con lo cual . — 0 en (2.30a), lo que a su vez
implica que £ — 0 y por lo tanto x — x,.
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Al sustituir (3.6) en (3.9), se llega a,

Te = Te,

(3.10a)

0, =6, —sin~* [sin(ag) — Wy] )

T

(3.10b)

Nétese que de (3.10a) se tiene que Z, = .. Derivando con respecto al
tiempo la ecuacién (3.10b),

Ur

5@ - ée - 1 5 {053 COS(CY?)) - (Ul’y T /Ul/yv>2UT — UTUZ’Y} )
\/1 — [sin(ag) — M] "
(3.11)
donde,

a3 = —@(Yevy) {yetr + [~wze + v, sin(0e) + vry] vy}

(3.12)
Sustituyendo (3.12) y (3.3c) en (3.11) y factorizando w, se obtiene,

. 1
0, =w, — - {—gb(yevr) [yei)r + 2 sin(6,) + Ulvrﬂ cos(ag)
\/1 — [sin(a ) M]

Ur

O(Yevy ) cos(arg)

\/1 - [sin(a3) - ﬂ]2

(0ry + UWJZUT» — Uﬂw} —ul1e

(3.13)

Definiendo ahora,

1
- {—gb(yevr) [yez')r +v? sin(6,) + ’Ulv,fy} cos(ag)
\/1 — [sin(ag) -

Ur

V3 =Wy —

V2

r

(/Ul’y + UZ;Y)UT — {)rvl’y}

(3.14)

se puede reescribir la ecuacién (3.13) de la forma,
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B A(Yevy ) vy cos(ag)

O =v3—w |1+ - (3.15)
\/1 — |:Sirl(0{3) -
Se propone ahora la funcién candidata de Lyapunov,
1 1 1=
Vo = a2 + —y2 + =02 (3.16)

2 2 27
la cual es definida positiva y cuya derivada con respecto al tiempo es,

Vs = 2o + Yetle + 00, (3.17)
Al sustituir la ecuaciones (3.3a), (3.3b) y (3.15) en (3.17), se llega a,

Vy =, [wye + vy cos(0.) — vi] + ye [—wxe + vy sin(6,) + vy7]

n (p(yevr)vrl‘e COS(QS) . (318)

+60.<v3—w |1+ -
\/1— [SiH(Qg)—%

Eliminando el término wz.y. de la ecuacién (3.18), se obtiene,

Vo =, [v, cos(8e) — vi] + ye [v-sin(be) + v17]

- ; 3.19
408w —w |1+ P(yevr)vrwe cos(as) 2 ' (3.19)
\/1 — [sin(ag) — %]

Proponiendo la entrada de control v; como,

v = vy cos(b,) + ez, (3.20)
donde ¢; > 0 € R. Al sustituir (3.20) en (3.19), se llega a,

Vy = — clxg + ye [vr-sin(6e) + vy7]

~ G(Ye,)Vp 2 cOS(rg) . (3.21)

+0.<v3s—w |1+ -
\/1 - [sin(ag) - %]
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De la ecuacién (3.9b) se tiene que 0, = §e+96 , v al sustituir esta definicién
n (3.21), resulta,

Vy = — 17 + 9. [vr Sin(ée +6.,)+ vw]

0wl O(Yevr )Up e cOS(r3) : (3.22)
\/ 1— [sin(ag) — 2]
Por otra parte, se tiene que,
1 5 1 5 1
/ cos|f, + sb]ds = = sin [Qed + 596} ,
0 96 0
que al evaluar y desarrollar, se llega a,
1 B 1 .
/0 cos[f,, + sbc|ds = 076 {sm [Qed + 95] — sin [Hed]} ,
que al despejar sin [95 .+ 56], resulta,
sin[f,, + 0] = sin[f,,] + Gn(t), (3.23)
donde,
/ cos|f., + s6.ds. (3.24)
0
Sustituyendo (3.23) en (3.22), se llega a,
‘./2 - - Cﬂg + Ye |:Ur Sin(eed) + éevrn(t) + ’UZIV:|
~ O(Yevr )V cOS(r3) (3.25)

+60.<v3—w |1+

\/1 - [sin(ag) - ﬂr

Debido a la defincion de 6., de la ecuacion (3.6b), la ecuacién (3.25) toma
la forma,
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% - 01363 + Y. |:Ur Sin(Oég) + éevrn<t):|

D SO P G (Yo, )Up 2 cOS(rg) : (3.26)
\/1 — [sin(ag) — ?]
Sustituyendo (3.7) en (3.26) y factorizando 6., se llega a,
Vo = — 122 + —yev, sin [p(yev,)]
~ (Yo Uy ) Uy T COS( X 3.27
0 o (®) o —w |1+ P (yevr) (3)2 327
\/1 — [Sin(Oég) — %]
Escogiendo la entrada de control w como,
-1
O(Yevr )V cOS(r3) ~
w= |1+ - |:U3 + yev.n(t) + 2, |, (3.28)
\/1 - [sin(ag) - %}
donde ¢; > 0 € R y sustituyendo en (3.27), resulta,
Vo = —c12? — yev, sin [p(yevy)] — 262 < 0. (3.29)

De acuerdo a la ecuacién (3.29) se puede concluir que la retroalimentacién
de (3.20) y (3.28) estabilizan el sistema (3.3).

Observacion 3.1. Es importante senalar que en la retroalimentacion
propuesta,

v, cos(b,) + c1x.

’Ul‘| . -1
|iw - 1 @(Yer)vrae cos(as) { eUp t ée}
{ + N v3 + Ye,n(t) + o

la entrada de control w presenta algunas singularidades. Desarrollando se
llega a,
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\/[vr + vy — v sin(ag)] (v, — vy + v, sin(ag)]
\/[UT + vy — v sin(ag)] [vy — vy + vy sin(ae)] + G(Yevy ) vrzecos ()

+yevr77(t) + 0256} ;

de dénde se puede deducir la posible singularidad,

\/[vT + vy — v sin(e)] [, — vy 4 v sin(az)] + @(Yev, )vrzecos(az) = 0,

ademas de la posible singularidad en vs,

vr\/[vr + vy — v, sin(ag)] [v, — vy + v, sin(ag)] = 0.

Debido a lo descrito anteriormente, se observa que esta soluciéon presenta
iconvenientes en su aplicacién.

3.1.2. Solucién basada en retroalimentacion dinamica

Considerando la misma premisa que en la primera solucién, al no poder
controlar directamente la dindmica de y. de la ecuacién (3.3b), se proponen
ahora los valores deseados,

(Y
o = kswye + g (3.30a)

Ocy =0, (3.30b)

Te

donde k3 > 0 € R y w # 0. Es importante resaltar que a partir que ésta
ultima condicién se limita de manera importante la retroalimentacion que se
busca. Nétese que considerando x, = x., y 0. = 0., de (3.30) y sustituyendo
en (3.3b) se obtiene,

v
Ye = —W (kgwye + g) + vy,
que al desarrollar algebraicamente, se llega a,

Je = —ksw?ye. (3.31)

Considerando la funcién candidata de Lyapunov V; = %yf y su respectiva
derivada con respecto al tiempo V; = y.9., al sustituir (3.31) se obtiene,
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Vi = —ksw?y? <0. (3.32)

De la ecuacién (3.32) se puede concluir que g, es estable cuando z, = .,
y 0. =6, con z., y 0., definidos por (3.30). Por lo anterior se utilizan las
variables definidas en (3.9) y se sustituye (3.30) llegando a,

Te = X — k3wye — @, (3.33a)
w

0. = 6.. (3.33D)

Noétese que de (3.33b) se tiene que 6. = 6,. Derivando con respecto al
tiempo la ecuacién (3.33a),

(0ry + ) w — wury

Te= e — ks(Wle + Wye) — = (3.34)
Sustituyendo (3.3a) y (3.3b) en (3.34) se tiene,
Te = — kg {w[-wze + vpsin(b,) + vy] + wyed
' Nw — (3.35)
+ wye + v, cos(b.) — v, — (O + Wylw W
w
Definiendo ahora,
v = — k3 {w [~wx, + v, sin(0,) + v;y] + Dy.}
Y0 — 3.36
+ wye + v, cos(b) — v, — w, ( )
w
se puede reescribir la ecuacién (3.35) en la forma,
Go= vy — i (3.37)
w
Se propone ahora la funciéon candidata de Lyapunov,
1 1 1
Va= 22+ -yl +=0° 3.38
3 2'%.6 + de + 2 e’ ( )

la cual es definida positiva y cuya derivada con respecto al tiempo es,

Vs = Zefe + Yelle + Oc0e. (3.39)
Sustituyendo (3.37), (3.3b) y (3.3¢) en (3.39), se llega a,
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Vi = 7 (vg - M%) + Ye [~wxe + v, sin(be) + vy] + Oe (wr —w) . (3.40)

De la ecuacién (3.33a) se tiene que x. = T + kswy. + L y al sustituir
esta definicién en (3.40), resulta,

Vi = 7 (v2 - 1}1%) + e [—wie — k3w?ye + vy Sin(ee)} + 0. (w, —w). (3.41)

Factorizando términos, se puede reescribir la ecuacién (3.41) de la forma,

V}, = T, (—wye + vy — Uz%) — k3w2y§ + 0, [wr —w+ yevrsmeie) . (3.42)
Escogiendo las entradas de control como,
b = % (Vg — wye + k1), (3.43a)
w=w,+ yevrsmeﬂ + k-20,, (3.43b)
donde ki, ko > 0 € R, la ecuacién (3.42) toma la forma,
Vs = —k 32 — ksw?y? — k0% < 0. (3.44)

De acuerdo a la ecuacién (3.44) se puede concluir que la retroalimentacion
de (3.43) estabilizan el sistema (3.3).

Observaciéon 3.2. Es importante senalar que para implementar la retro-
alimentacién de (3.43), la perturbacién v debe satisfacer v # 0. Ademaés, de
acuerdo al valor deseado ., descrito por (3.30a), la implementacién de esta
solucion se limita a trayectorias para las cuales se cumpla dicha condicion.

A diferencia de la soluciéon expuesta en la subseccion anterior, ésta so-
lucion muestra una mejora al no presentar singularidades. Debido a que las
trayectorias deseadas se limitan a trayectorias curvas (w # 0) se supone que
siempre se tendré perturbacién por deslizamiento (v # 0). Sin embargo, se
tiene el inconveniente de que x, converge a un valor diferente a cero.
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3.2. Control con estimador de perturbaciones

Para la propuesta desarrollada en esta seccién se considera que las mag-
nitudes de las perturbaciones son constantes conocidas.

En la presente seccién se desarrolla el esquema propuesto en [9], el cual
estd basado en la técnica de backstepping para el problema de seguimiento de
un RMR considerando los efectos de deslizamiento y patinado. Se considera
la transformacion,

~ ~

(1) = Re(0)E(1), (3.45)
donde &.(1) = [#(0).3:(0),8.(0)] . &) = [#(0).50).6(0)] v

cos(0) 4+ ysin(0)  sin(d) — ycos(6) 0
Rp(0) = | —sin(0) 4+ ycos(0) cos(0) + ysin(f) 0
0 0 1

Por simplicidad, a partir de ahora se obviara la dependencia del tiempo
de estas variables. Se puede observar que la matriz Rp(f) es una matriz in-
vertible ya que Det (Rp) = 72+ 1, ademds, si v = 0 se cumple Rp(0) = R(0).

Debido al estimador de perturbaciones que se presenta en la siguiente
subseccién, se consideran conocidas las perturbaciones para el desarrollo del
esquema de control, por lo que se considera el modelo cinemético de (3.1)
con entradas de control descritas por (3.2). Derivando con respecto al tiempo
la ecuacién (3.45), sustituyendo (3.1) y (2.29) y desarrollando se llega a,

T = whe + (1 + %), cos(0,) — (1+7%)u, (3.46a)
Je = —wie + (14 7)v,sin(d,), (3.46h)
ée = Wr — W. (346(3)

Se propone la funciéon candidata de Lyapunov,

Vi=g (2 +90) + ———, (3.47)

donde my > 0 € R, la cual es definida positiva y cuya derivada con respecto
al tiempo es,
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~ ~

. . . B.sin(d,
Vi= i‘eine + ge:&e + L() (348>
mo
Sustituyendo (3.46) en (3.48) se llega a,
V, =i, [wg)e + (14 ), cos(6.) — (1 + 72)?);]
. A 3.49)
A r ee (
+ Ye [—wite + (1 +9%)v, Sin(ee)} + (wr = ) sin )
mo
Proponiendo las entradas de control como,
v = 1 [(1 + 72) v, cos(6,) + mlzﬁe} (3.50a)
1+~2 ’
w = wy, + (1 +~7*)mav,Je + mgv?sin(d,), (3.50b)
donde my,m3 > 0 € R, y sustituyendo (3.50) en (3.49) se obtiene,
Vi = —myi? — %vf sin?(4.). (3.51)
ma

Se puede garantizar estabilidad en lazo cerrado mostrando que ée =
[0,0,0]7 es un punto de equilibrio asintéticamente estable. Sea el dominio
D dado por,

D:{ESERB‘—W<ée<W}. (3.52)
Entonces, la funcién de Lyapunov V} es definida positiva en D’, dado por,
D’:{éeeR3‘—w<ée<w,ée7£O}, (3.53)

con derivada V; < 0 en el dominio D, esto es,

Vi=—mi? — —2u?sin?(4,) < 0. (3.54)
2

Con t € [0,00), la funcién de Lyapunov Vj es una funcién no creciente,
por lo que se concluye,

Va(t) <Vi(0),  vE>0. (3.55)
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La ecuacién (3.55) implica que la funcién de Lyapunov Vj es acotada con
t € [0,00). Por lo antes mencionado, de la ecuacién (3.47) se puede concluir
que ¥ y & son acotados con t € [0, 00). Suponiendo que v, y w,. son acotados,
de la ecuacién (3.50) se puede concluir que el control v; y w son acotados.

Ademés, de la ecuacién (3.46) se puede concluir que & = [Ze, e, 0] es
acotado. Considerando la derivada con respecto al tiempo de la ecuacion
(3.51), dada por,

Vi= —myZede — M [21}356 sin(ée) cos(ée) + 20,0, sinZ(ée) , (3.56)
mo

se puede concluir que Vj es acotada, asi{ que Vj es uniformemente continua,
por el lema de Barbalat se tiene que V3 — 0 cuando ¢ — oo. De la ecuacién
(3.54), se puede concluir que z, — 0y ée — 0 cuando t — oo. Para probar
que g, — 0 cuando t — oo se sustituye w de la ecuacién (3.50b) en (3.46¢),
llegando a,

~

O = —(1 +7*)mav,fe — mav} sin(6e). (3.57)

A~

Dado que z, — 0, 6, — 0, a partir de (3.57) se obtiene,

0= —(14+9*)mav,Je, (3.58)

con lo cual, si v, # 0 se obvia que g. — 0 con lo que se concluye la demos-
tracion.

Entonces, el punto de equilibrio ée = [:i"e,gje,ée]T = [0,0,0]T es unifor-
memente asintéticamente estable. Esto implica que el RMR puede converger
asintéticamente a la referencia &, = [z, y,, HT]T desde un punto inicial arbi-
trario £ = [z, v, 0]T.

3.2.1. Estimador de perturbaciones

Para la correcta implementacion de la retroalimentacién de (3.50) se re-
quiere conocer las magnitudes de las perturbaciones kg, k7 y 7. Para tal
proposito se desarrolla un estimador de perturbaciones.

Se considera nuevamente el modelo cineméatico del RMR bajo la influencia
de los efectos de patinado y deslizamiento de la ecuacién (2.18) de la forma,
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_ rwip(1 —kp) +1wr(l — KR)

5= 5 [cos(#) + ~sin()], (3.59a)
. rwr (1 — k) 42— rwr(l — kg) [sin(f) — ~ cos(0)], (3.59Db)
j— rwR(l — RR) ;TWL(l - /{L). (3.59C)

De acuerdo a la definicién de v; de la ecuacién (2.12a), se puede reescribir
la ecuacién (3.59) de la forma,

& = vy [cos(0) + v sin(9)], (3.60a)
§ = vy [sin(0) — y cos(6)], (3.60Db)
6 = % — Q—I:wL(l — Rp) = —% + 2—b7awR(1 — KR). (3.60c)

Se propone un estimador por modos deslizantes (OMD) basado en [17],
descrito por,

T =wycos(0) + Mysgn (x — 2) + My (v — ), (3.61a)
X B 2y ~ A

6= =% + Masgn (9 - 9) + M, (9 - 9) , (3.61b)
A 2v A .
01 = —Tl + M4sgn <9 - 01) + M2 <0 - 01) s (361C)

donde M; > 0, con i = 1, 2, 3 y 4 son ganancias constantes positivas, T
es el estimado de la velocidad del RMR en el eje X, 0 es el estimado de
la velocidad direccional del RMR o la taza de cambio del angulo yaw, 6,
es el estimado de la velocidad direccional del RMR utilizada para el diseno

apropiado de la superficie deslizante la cudl estabiliza todas las variables de
postura y sgn(z) es la funcién signo definida por,

-1, 2<0

A (3.62)

sgn(z) = {

Definiendo los errores de observacién como,
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Fo =1 — 1, (3.63a)
0,=0—10, (3.63D)
0y =60 — 0y, (3.63¢)

y derivando con respecto al tiempo se obtiene,

Ty =k — 1, (3.64a)
6, =6 — 0, (3.64D)
b, =6 — 6. (3.64¢)

Sustituyendo (3.60) y (3.61) en (3.64) se llega a,

To = vy [cos() + vsin(0)] — vy cos(0) — Mysgn (x — &) — My (z — 2),
~ 2u 2r 2v ~ .
902—l——wL(l—I{L)—TI—MgngL<9—9> — M, (9—6’),

b b
< 20 2r 2v A R
91 = _Tl + ?WR(]. — KJR) + Tl — M4sgn (9— 91) — M2 (9— 01) s
que al desarrollar resulta,
To = vysin(f) — Mysgn (z — &) — My (z — &), (3.65a)
< 2r A 5
(90 = —?WL(l — RL) — Mgsgn (9 - 0) - M2 (9 - 0) ) (365b)
. 2r A A
0 = ?wR(l — kgr) — Mysgn (9 - 91) — M, (9 - 91) . (3.65¢)

La dindmica de error de la ecuacién (3.65) debe converger a la superficie de
deslizamiento en un tiempo finito con la seleccién adecuada de las ganancias
de modos deslizantes, esto es T — =, 0 — 0, 0, — 0, por lo que la ecuacién
(3.65) produce,

vysin(0) — Mysgn (x — &) = 0, (3.66a)
2 .
—%wL(l — k) — Mssgn (9 - 9) ~ 0, (3.66Db)
2 .
%wR(l — Kkr) — Mysgn <9 - 91> ~ 0. (3.66¢)
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Despejando fg, i v 9 de la ecuacién (3.66) se tiene,

Misgn (x — )

Y = 3.67
7 ysin(0) (8:67)
. b 5
b= Lt 5o Mysgn (9 - 9) , (3.67b)
kp=1-— ron Mysgn (0 — 91> ) (3.67¢)

Finalmente, se aplica un filtro pasa bajas a lo calculado en la ecuacion
(3.67) para reducir el efecto de castaneo (chattering) y asi se obtienen los
valores estimados de las perturbaciones por deslizamiento y patinado.

3.3. Conclusiones del capitulo

Las soluciones mostradas en el presente capitulo proponen diferentes es-
trategias para atacar el problema de seguimiento. En el caso del control por
backstepping, el cual considera las magnitudes de las perturbaciones como
conocidas lo que facilita la dinamica de errores de seguimiento de trayecto-
ria, se tienen dos casos para los cuales se proponen valores deseados de las
variables a controlar; en el caso de la retroalimentacién estatica se propone
que el error de orientacion converja a un valor diferente de cero, ademas de
condicionar la trayectoria deseada de modo que v, # 0. De esta manera se
logra que la posicion del robot converja a la trayectoria deseada pero se ten-
ga un error en la orientacion. En el caso de la retroalimentacion dinamica se
busca que el error en la coordenada x del robot en el marco inercial converja
a un valor diferente de cero; con lo anterior se logra obtener una retroali-
mentacién, que aunque limita a la trayectoria deseada a que cumpla con la
condicién w # 0, es mucho mas sencilla de implementar con respecto al caso
de la retroalimentacién estatica. Sin embargo ésta ultima puede presentar
errores significativos en la posicién del robot con respecto a la trayectoria
de referencia. La segunda estrategia propone una retroalimentacién desarro-
llada mediante teoria de estabilidad de Lyapunov. Esta estrategia se apoya
de un estimador de perturbaciones y poder considerar las magnitudes de las
mismas como conocidas, con esto se puede utilizar una matriz de rotacién
que contiene el efecto de deslizamiento y asi obtener una dinamica de errores
de seguimiento de trayectoria que facilite el desarrollo de la ley de control. Es
importante destacar que el esquema propuesto en este trabajo de tesis pre-
tende mejorar el desempeno en el seguimiento de trayectorias con respecto a
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las estrategias mostradas en éste capitulo, abarcando condiciones de trabajo
que se acerquen mas a la realidad como el hecho de que las perturbaciones
sean desconocidas y variables en el tiempo.
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Capitulo 4

Esquema de control propuesto

El esquema de control propuesto en este trabajo se compone de dos par-
tes, el control de orientacion que esta basado en un observador de estado
extendido y el control de posicién que utiliza la técnica de backstepping en
conjunto con pasivacién por retroalimentacién y modos deslizantes. Se busco
tener un enfoque robusto para compensar las perturbaciones de patinado y
deslizamiento, cuyas magnitudes se consideran desconocidas pero acotadas
y lograr un desempeno que mejore significativamente los resultados en los
esquemas presentados en el capitulo pasado.

Se considera la dindmica de errores de (2.39) con los términos de perturba-
cién (2.40) y la Suposicién 2.2. Se tiene como objetivo encontrar las entradas
de control 7, y @ que logren que & = [2.(t), ye(t), 0.(t)]" — 0 cuando t — oo.

4.1. Control de posicion

La metodologia utilizada para el desarrollo de este esquema estd inspirada
en [19] donde se consideran perturbaciones de un robot mévil diferencial sin
especificar su origen, a diferencia de este trabajo donde se han asociado a
efectos de deslizamiento y patinado. Considérese la dindmica (2.39b) con
fo =0, es decir,

Je = —wWxe + v, sin(be). (4.1)

Se propone la funciéon de conmutacién,
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t
si=utar [ wlrdn (1.2
0
donde ¢; > 0 € R. La funcién de conmutacién define la superficie deslizante
s1 =0, en la que $; = 0, esto es,
51 = ye + q1Ye = 0. (43>
La solucién de la ecuacion diferencial (4.3) lleva a la conclusion de que
Y. — 0 cuando t — oo. Para asegurar que todas las trayectorias de 7, sean
atraldas a la superficie deslizante s; = 0, se hace la asignacion basada en
20],
$1 = Fi(s1) = —msigno(sy), (4.4)

donde 7; > 0 € R y la funcién signo(-) es la funcién signo definida por,

. -1, z2<0
signo(z) = L S0

De acuerdo a esta asignacién, la ecuacién (4.3) se puede reescribir como,

51 = Yo + Q1Ye = —715igno(s1). (4.5)

Sustituyendo la ecuacion (4.1) en (4.5) se llega a,

—wxe + vpsin(be) + rye = —y15igno(sy). (4.6)

Al escoger a; = v, sin(f,) como una entrada de control virtual, a partir
de la ecuacion (4.6) se tiene que,

a1 = —q1Ye + 0T — Y151gno(sy). (4.7)

Para el caso en que fy # 0, es posible garantizar la atraccion a la superficie
s1 = 0. Considérese la funcién candidata de Lyapunov,

1

la cual es definida positiva y cuya derivada con respecto al tiempo es,

“/5 = Sleél. (49)
Sustituyendo (4.3) en (4.9) se llega a,

‘./5 =51 (?)e + QIye) 5
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y por (2.39b) se tiene,

Vi = s (—wxe + a1 + fo+ qrye) - (4.10)

Sustituyendo el control virtual (4.7) en (4.10) y desarrollando resulta,

Vi = —v18igno(sy)sy + fas1. (4.11)
Tomando en cuenta que signo(z)x = |x| y considerando que fo cumple
la Suposicién 2.2, se puede mayorar la ecuacién (4.11) de modo que,
Vs < —mls1] + malsi| < —(m — m2)ls1] < 0. (4.12)
Escogiendo 7; tal que v1 > 1 se tiene que Vs < 0y, por lo tanto, s;
converge a 0.

Por otro lado, se propone la funcion,

y = v,sin(f,) — ay, (4.13)

como la salida del sistema (2.39), por lo tanto, se cumple,

ve-sin(f,) = y + a;. (4.14)
Al sustituir (4.14) en (2.39b) se llega a,

Ye = —WTe +y + 1+ fo,
y por (4.7) se tiene,

Je =Y — @1Ye — M18igno(si) + fa. (4.15)

Al derivar con respecto al tiempo la ecuacién (4.13), se obtiene,

i = by sin(f,) + v,0, cos(6.) — ay, (4.16)
donde,

a1 =—q1 [y — q1ye — 115igno(s1) + fol
o . . ) .
— 718—81 [signo(s1)] $1 + wx,
+ @ [Wye + v, cos(be) — v, + f1] -

Con el fin de obtener $; en términos de la salida y, se sustituye la ecuacion
(4.15) en (4.3) llegando a,
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$1 =y — msigno(s) + fo. (4.17)

Entonces, la ecuacién (4.16) se puede reescribir de la forma,

y=as+wu+Af, (4.18)
donde,

az = Opsin(b,) + v, (w, — @) cos(6,)
+ 1 [y — ¢1ye — 115igno(sy)]
J . .
+ N5 [signo(s1)] [y — y1signo(sy)]
S1
— W — W [WyYe + v, cos(6,)],

y Af es un término de perturbacién dado por,

Af = fsv.cos(be) + a1 fo + %E%I [signo(s1)] fo — frw.

Es importante observar que, debido a las caracteristicas del modelo virtual
(2.29) y a la Suposicién 2.2, se tiene que Af esta acotada, es decir, Af
satisface,

|Af] < nay, (4.19)

donde 7na ¢ es una constante real positiva diferente de cero.
Se tiene entonces el nuevo sistema dado por,

Ye =Y — q1Ye — MSigno(si) + fa, (4.20a)
Y=o+t + Af. (4.20D)

Se busca ahora una retroalimentaciéon que haga pasivo al sistema (4.20)
para el caso en que f; = fo = f3 = 0, es decir, sin términos de perturbacion.
Se propone la retroalimentacion,

1
U = 5 (-Oég -+ ’U) s (421)

donde w # 0 y v es una nueva entrada. Entonces el sistema (4.20), sin
términos de perturbacion, se reescribe en la forma,
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Ye =Y — Q1Ye — M151gn0(51), (4.22a)
y=v. (4.22b)

Se propone ahora la funcién de almacenamiento,

1

donde Vj estd dada por (4.8). La derivada con respecto al tiempo de Vg es,
Vo = 5151 + yu. (4.24)
Al sustituir (4.17) y (4.22b) en (4.24), se tiene que,

Vs = s1 [y — y1signo(sy)] + yo. (4.25)

Definiendo la entrada v como,

v = —51 + Wy, (4.26)

donde w,, es una nueva entrada, se tiene que,

Vs = —y1signo(s1)sy + ywy. (4.27)
Considerando nuevamente que signo(z)x = |x|, la ecuacién (4.27) se pue-

de reescribir como,
Ve = —mls1] 4 ywn. (4.28)

De la ecuacién (4.28) se concluye que,

Vs < ywn, (4.29)

y por lo tanto, la retroalimentacién (4.21) y (4.26) hace pasivo al sistema
(4.20) desde la entrada w,, hasta la salida y, considerando que no hay térmi-
nos de perturbacion (Af = f1 = fo = f3=0).

Al sustituir la ecuacién (4.26) en el sistema (4.22) se obtiene,

Ye = Y — Q1Ye — N18igno(s1), (4.30a)
Y= —s1+wn, (4.30D)
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el cual, para un modo deslizante ideal en la superficie s; = 0 es estado cero
observable, haciendo posible asignar una retroalimentacién de la forma,

Wy, = —qaY, (4.31)
donde g» > 0 € R, que logra estabilidad asintética del sistema (4.22) [21].
Es importante observar que al lograr la estabilidad asintética del sistema
(4.22), yo — 0y y — 0 cuando t — 00, lo que implica que la ecuacién (4.13)
toma la forma,
vpsin(be) =~ ay,

y por (4.7) se tiene,

v sin(f,) = wr. — y18igno(sy). (4.32)

Si, ademas la dinamica del error de orientacion tiende a cero rapidamente,
entonces,

Wxe & 1 5igno(sy). (4.33)

Ya que signo(s;) no estd definida en s; = 0, z. oscilara alrededor de 0

para @ # 0.

Para asegurar que se mantenga la propiedad de pasividad para el caso en
que Af # 0, se define una segunda funcién de conmutacion,

t
Sg =1y — / v(T)dr. (4.34)
0
La ecuacién (4.34) define la superficie deslizante sy = 0, en donde se tiene
que $9 = 0, esto es,
Gy=1y—v=0, (4.35)

o, en forma equivalente,

y=wv. (4.36)

Una vez que las trayectorias del sistema son atraidas a la superficie sy = 0,
el control (4.21) (control equivalente) asegura que permanezcan en ella. En
esta superficie la senal v dada por (4.26) hace que el sistema sea pasivo desde
la entrada w,, hasta la salida y. La asignacion (4.31) logra ademés estabilidad
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asintotica.

Para asegurar que las trayectorias del sistema sean atraidas a la superficie
so = 0, se hace la asignacién [20],

S9 = Fy(s9) = —728igno(ss), (4.37)

donde 5 > 0 € R. De acuerdo a esta asignacion, la ecuacién (4.35) se puede
reescribir de la forma,

U = v — Y28igno(ss). (4.38)

Para llevar la ecuacién (4.20b), para Af = 0, a la forma de (4.38) se
modifica la senal de control (4.21) de modo que resulta,

1
v = > (—ag + v — yasigno(ssa)) , (4.39)

donde v estd dado por (4.26). La retroalimentacion (4.39) esta restringida a
trayectorias para las cuales w # 0.

Al igual que para la superficie de deslizamiento s; = 0, se puede dar una
condicion de suficiencia para la ganancia 73, en funciéon de la cota de Af,
que asegura la convergencia de la dindmica del sistema (4.20) a la superficie
de deslizamiento s; = 0. Considérese la funcién candidata de Lyapunov,

1
V= 595, (4.40)

la cual es definida positiva y cuya derivada con respecto al tiempo es,
Vi = 595, (4.41)
Sustituyendo (4.35) en (4.41) se llega a,
‘./7 = 52 (y - U) )
y por (4.20b) se tiene,
Ve = 89 (g + @0 + Af —v). (4.42)
Al sustituir la retroalimentacion (4.39) en (4.42) se obtiene,

Vi = —yasigno(ss)ss + Afss,. (4.43)

Considerando que Af satisface (4.19) y que signo(z)r = |z|, se puede
mayorar la ecuacién (4.43) de modo que,
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V7 < —72|52| +77Af|82| < - (72 - TIAf) |32|~ (4-44)

Escogiendo 7, tal que v, > nay se tiene que Vi < 0y, por lo tanto, s
converge a 0.

4.2. Control de orientacion

Para alcanzar una orientacion del RMR deseada se considera la dindmica
de la ecuacion (2.39¢) de la forma,

éezwr—i—fg—@

donde f3 es un término de perturbacién que cumple con la Suposicion 2.2.
Se tiene como objetivo encontrar una entrada de control w que lleve 6, — 0
cuando t — 00, es decir, que lleve la ecuacién anterior a la forma,

0. = —qsb., (4.45)
donde ¢q3 > 0 € R. Para tal proposito se propone la entrada de control @
como,

w=w;+ f?) + q3967 (446>

donde f3 es un estimado del valor real de f3. Para obtener dicha estimacién se
utiliza un observador de estado extendido. Se define un nuevo sistema cuyos
estados son,

xp:/&ﬁ, (4.47a)

T2 = b, (4.47b)
T3 = [3, (4.47c)

con una salida y, = x5 y una entrada u, = w. Para obtener la dindmica del
nuevo sistema (4.47) se deriva con respecto al tiempo llegando a,

.S‘L’1 = ‘96 = X9, (448&)
:tgzée:wr+f3—w:wr+x3—uo, (4.48b)
iy = fy=h, (4.48c¢)
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donde h es la taza de cambio del término de perturbacién fs, es decir, es parte
de la perturbacién y también es acotada. Al reescribir la ecuacién (4.48) de
forma matricial resulta,

1 01 0 [z 0 0 0
To| =10 0 1| |xo| + [1]| uo+ |wr| + |0] A, (4.49)
T3 0 0 Of (z3 0 0 1
con salida,
xq
Yo=10 1 0] |z2]. (4.50)
I3

Se propone un observador basado en [18] de la forma,

#n] o 1 0] [&] o L,
[i’Q =10 0 1 12‘2 + |1 Uy + L2 (’yo—go), (451)
3 0 0 0] | 0 Ls

donde L = [Ly, Lo, L3]T son ganancias constantes reales positivas, el estimado
de la salida g, esta definido por,

Jo=10 1 0] 2], (4.52)

y la entrada de control u, esta descrita por,

Uy = i’3 -+ Q3£i'2. (453)

Con el observador de (4.51) se obtiene la estimacion &3 = fg y se puede
implementar la retroalimentaciéon (4.46) en la dindmica (2.39¢) logrando la
estabilidad de la misma. Escogiendo de manera adecuada la constante ¢z se
logra que 6., — 0 rapidamente.

4.3. Conclusiones del capitulo

En el esquema propuesto en este trabajo de tesis, se presenta una solu-
cién al seguimiento de trayectoria considerando los efectos de deslizamiento
y patinado como perturbaciones variables en el tiempo cuyas magnitudes se
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suponen desconocidas. Se pretende un enfoque robusto para compensar di-
chas perturbaciones y se trabajan por separado la posicion y la orientacién
del robot. Para el control de posicién se utiliza la técnica de pasivacion por
retroalimentacién en conjunto con la técnica de backstepping. Se utilizan los
modos deslizantes para anadir robustez al esquema de manera que eligiendo
los valores adecuados de las ganancias se pueda compensar las perturbaciones
a tratar. La retroalimentacién propuesta presenta una singularidad cuando
w = 0, lo que limita las trayectorias deseadas a que cumplan con dicha con-
dicion, esto es, solo se pueden utilizar trayectorias que no contengan lineas
rectas, lo cual no se considera una desventaja del todo debido a que la per-
turbacién por deslizamiento se presenta principalmente en los giros del robot.
Para el control de orientacion se utiliza un observador de estado extendido
el cual presenta robustez contra términos desconocidos como lo son las per-
turbaciones para este caso. Lo que se busca es estimar la magnitud de la
perturbacion que afecta directamente en la dinamica del error de orientacion
del robot. Una vez estimada dicha magnitud se utiliza para implementar la
retroalimentacion que estabilice la dindamica de orientacién.

La comparacion que se realiza en estd seccion, entre los esquemas del
capitulo anterior y la propuesto de éste capitulo, se centran en los desarro-
llos tedricos, reservando la parte experimental para el siguiente capitulo. Se
podria considerar que el esquema propuesto en este capitulo presenta algu-
nas mejoras con respecto a las soluciones expuestas en el capitulo anterior.
Con respecto a la soluciéon basada en retroalimentacién estatica, se tienen
retroalimentaciones mas sencillas de implementar, ademas de que se mejo-
ra tedricamente la convergencia del error de orientacién. Con respecto a la
solucién basada en retroalimentacién dinamica, aunque la propuesta de este
trabajo presente una mayor complejidad en la implementacién de las en-
tradas de control, ésta ultima mejora significativamente la convergencia del
error en la coordenada x. Por tltimo, en cuanto al control con estimador de
perturbaciones, se podria considerar una mejoria el hecho de no depender
de la estimacion de cada una de las perturbaciones modeladas. En general,
el enfoque robusto y la convergencia a regiones muy cercanas a cero presen-
tan una ventaja de la propuesta de este trabajo de tesis con respecto a las
soluciones mostradas en el capitulo anterior.
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Capitulo 5

Resultados Experimentales

En el presente capitulo se presentan los resultados obtenidos al imple-
mentar los esquemas de control expuestos en el Capitulo 3 y el esquema
propuesto del Capitulo 4 mediante simulacién numérica, ademas se realiza
una comparacién con dichos resultados. También se presentan los resultados
obtenidos al implementar el esquema de control del Capitulo 4 mediante si-

mulacion con la plataforma ROS en conjunto con el simulador de entornos
graficos 3D Gazebo.

5.1. Simulaciones numéricas

Las simulaciones numéricas que se muestran en esta seccion se realizaron
con el software MATLAB-Simulink. Se presentan simulaciones de los cua-
tro esquemas de control desarrollados previamente, utilizando trayectorias
circular y tipo flor como referencia. Se utilizaron los valores de condiciones
inciales v = 4,2, y =22y 60 =3, yx =195y =006y 60 = 7, para las
trayectorias circular y tipo flor, respectivamente. La trayectoria circular se
obtiene mediante,

om
=2 — 2 1
T, cos (100t) +2, (5.1a)

Y = 2sin (%t) + 2. (5.1b)

Por otra parte la trayectoria tipo flor se obtiene por medio de,
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157 om
.= — —t 1, 2
T, = COoS (100 ) cos (100 ) + (5.2a)
157 om
= —t | sin | —t 1. .2b
Yr COS(lOO )sm(mO)—l— (5.2b)

Se utiliz6 la frecuencia 157”075 para las trayectorias deseadas buscando un

correcto funcionameinto de los controladores. Las perturbaciones se conside-
ran como constantes o funciones variantes en el tiempo dependiendo de cada
esquema simulado, sin embargo se introducen en todas las simulaciones en
un periodo de t; = 70s a t, = 130s.

5.1.1. Control por backstepping (Solucién basada en re-
troalimentacién estatica)

Se utilizé el modelo cinemético (3.1) con las entradas de control dadas
por (3.20) y (3.28). Se consideraron los valores de parametros € = o0 = 7 en
la ecuacién (3.5), ¢; = ¢ = 0,1 en las ecuaciones (3.20) y (3.28), respecti-
vamente, y las perturbaciones como v = tan(d) con § = {¢ en la ecuacion
(3.1) e kg = Kk, = 0,5 en la ecuacion (3.2). Los resultados obtenidos para la

trayectoria tipo circular se muestran en la Figura 5.1.

De las Figuras 5.1(a) y 5.1(b) se puede observar que los errores z. e ¥,
convergen a cero independientemente si hay perturbaciones o no; se presentan
oscilaciones en los instantes que se introducen y retiran las perturbaciones.
Por otro lado, como se puede observar en la Figura 5.1(c), el error de orien-
tacion 6, converge a cero cuando no se tienen perturbaciones que afecten al
sistema, sin embargo, cuando éstas se introducen, dicho error converge a un
valor cercano a cero, esto se debe a que la ley de control propuesta hace que
este error converja a un valor de orientacion deseado 6,.,. Las Figuras 5.1(d)
y 5.1(e) muestran las velocidades lineal y angular del RMR, las cuales, al ser
una trayectoria circular convergen a un valor constante. En la Figura 5.1(f)
se puede apreciar la evoluciéon del RMR en el plano X —Y y como se tiene
una convergencia a la trayectoria deseada.

Para el caso de la trayectoria tipo flor de tres pétalos se utilizaron los
mismos valores de perturbaciones y de parametros, con excepcién de los
pardametros ¢; = c3 = 0,5 en las ecuaciones (3.20) y (3.28), respectivamente.
En la Figura 5.2 se muestran los resultados obtenidos.
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Figura 5.1: Resultados para la soluciéon basada en retroalimentacién estatica
del control por backstepping (trayectoria circular).
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Figura 5.2: Resultados para la soluciéon basada en retroalimentacién estatica
del control por backstepping (trayectoria tipo flor).
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En las Figuras 5.2(a) y 5.2(b) se puede observar que los errores z. e
Ye presentan un comportamiento similar a los resultados obtenidos para la
trayectoria circular. Nuevamente, el error de orientacion oscila en una region
cercana al valor del angulo deseado 6.,, como se puede observar en la Figura
5.2(c).Las entradas de control mostradas en las Figuras 5.1(d) y 5.1(e) se
mantienen estables durante todo el tiempo de simulacién. En la Figura 5.2(f)
se aprecia que el RMR tiene una convergencia aceptable a la referencia.

5.1.2. Control por backstepping (Solucién basada en re-
troalimentacién dindmica)

Se utilizé el modelo cinematico (3.1) con la retroalimentaciéon dada por
(3.42). Se consideraron los valores de pardmetros k1 = ko = 8, k3 = 3 en
la ecuacion (3.42) y las perturbaciones como v = tan(é) con § = % en la
ecuacién (3.1) e kg = kK = 0,5 en la ecuacion (3.2). Los resultados obtenidos

para la trayectoria tipo circular se muestran en la Figura 5.3.

En la Figura 5.3(a) se puede observar que durante el periodo en el que
se presentan las perturbaciones, el error x, converge a un valor diferente de
cero, lo que concuerda con el desarrollo del Capitulo 3. En las Figuras 5.3(b)
y 5.3(c) se puede observar que los errores y. y . convergen a cero duran-
te todo el tiempo de simulacion, con ligeras oscilaciones en los instantes en
donde entran y salen las perturbaciones. Las entradas de control se muestarn
en las Figuras 5.3(d) y 5.3(e), la velocidad lineal presenta oscilaciones en los
instantes en los que se introducen y retiran las perturbaciones. Es importan-
te mencionar que para ésta solucion en particular, la perturbacion v tiene
una magnitud muy cercana a cero para evitar la indeterminacion de la re-
troalimentacién. La Figura 5.3(f) muestra que, aunque el RMR converja a la
trayectoria deseada, se puede apreciar el error en el eje X durante el periodo
con perturbaciones.

En el caso de la trayectoria de referencia tipo flor de tres pétalos se utili-
zaron los mismos valores de perturbaciones que para el caso del circulo, con
diferentes valores de los parametros k; = k3 = 5y ks = 10 en la ecuacion
(3.42). Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 5.4.

El comportamiento del error x. en el periodo donde se presentan las per-
turbaciones, mostrado en la Figura 5.4(a) se debe a que la retroalimentacion
aplicada busca hacer converger esta variable a un valor deseado que involucra
a la misma retroalimentacién. Los errores y. y 0., Figuras 5.4(b) y 5.4(c),
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Figura 5.3: Resultados para la solucién basada en retroalimentacién dindmica
del control por backstepping (trayectoria circular).

60



5.1. SIMULACIONES NUMERICAS

0.5
E o
(V]
x
-0.5
0 50 100 150 200
t [s]
(a) Error en x
— 0
®
£ .05
0]
<= -0.1
-0.15
0 50 100 150 200
t [s]
(¢) Error en 6
0.5
v 0
S
o
3 -0.5
-1
0 50 100 150 200
t[s]

(e) Senal de control w

— 0
E‘ -0.05
>®
-0.1
-0.15
0 50 100 150 200
t [s]
(b) Error en y
— 1
L2
S
— 0
>
-1
0 50 100 150 200
t [s]
(d) Senal de control v;
2 .
—Referencia
--RMR
Ea
>
0
0 1 2 3

x [m]
(f) Posicién en X —Y del RMR

Figura 5.4: Resultados para la solucién basada en retroalimentacién dindmica
del control por backstepping (trayectoria tipo flor).

61



CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTALES

respectivamente, convergen, durante el periodo que incluye perturbaciones, a
una region cercana a cero con leves oscilaciones, una vez mas provocadas por
la naturaleza de la trayectoria deseada. Nuevamente, las senales de control
se mantienen estables presentando algunos picos en los instantes donde se
introducen y retiran las perturbaciones, esto se puede observar en las Figu-
ras 5.4(d) y 5.4(e). La Figura 5.4(f) muestra la convergencia del RMR a la
referencia, con un error significativo con respecto al eje X, durante el periodo
con perturbaciones.

5.1.3. Control con estimador de perturbaciones

Se utiliz6 el modelo cinematico (3.1) y las coordenadas de error descri-
tas por (3.45) con la retroalimentacién dada por (3.50). Se consideraron los
valores de pardmetros m; = 3, ms = 10, mg = 1,5 en la ecuacién (3.50),
M, = |isin(f)|, My = 5, My = 2L M, = 2 en la ecuacién (3.67)
y las perturbaciones como v = tan(d) con 0 = ; en la ecuaciéon (3.1) e
kr = k1 = 0,5 en la ecuacién (3.2). Los resultados obtenidos para la trayec-

toria tipo circular se muestran en la Figura 5.5.

Durante el periodo en el que se introducen las perturbaciones, en las
Figuras 5.5(a) y 5.5(b) se puede apreciar como los errores &, e e, respectiva-
mente, convergen a cero, con oscilaciones significativas en el transitorio, sobre
todo en el error y.. El error de orientacién 0. converge a un valor cercano
a cero, como se puede observar en la Figura 5.5(c), en donde se presentan
nuevamente oscilaciones en los transitorios. En las Figuras 5.5(d) y 5.5(e) se
observa como las senales de control convergen a un valor constante debido
a la naturaleza de la trayectoria de referencia, nuevamente se presentan al-
gunas oscilaciones en los instantes en los que se modifica la magnitud de las
perturbaciones, siendo mas significativas en el control angular. En la Figura
5.5(f) se muestra la evolucién del RMR en el plano X —Y y como éste con-
verge a la trayectoria deseada. En la Figura 5.6 se muestran los resultados
obtenidos con el estimador de perturbaciones de (3.67).

Se puede apreciar en las graficas de la Figura 5.6 que las estimaciones de
cada una de las perturbaciones convergen al valor propuesto de las mismas.

En el caso de la trayectoria de referencia tipo flor de tres pétalos se utili-
zaron los mismos valores de perturbaciones que para el caso del circulo, con
diferentes valores de los pardametros m; = 0,6, ms = 2 y mz = 0,3 en la
ecuacion (3.50). Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 5.7.
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Figura 5.5: Resultados para el control con estimador de perturbaciones (tra-
yectoria circular).
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Figura 5.7: Resultados para el control con estimador de perturbaciones (tra-

yectoria tipo flor).
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Figura 5.8: Resultados del estimador de perturbaciones (trayectoria tipo flor).
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Como se puede observar en las Figuras 5.7(a) y 5.7(b), durante el periodo
que incluye perturbaciones, los errores . e . oscilan en una regiéon cercana
a cero, siendo oscliaciones de mayor magnitud en el caso de 9., esto puede
ser ocasionado por el término sinusoidal de la ecuacién (3.51) junto con la
complejidad de la trayectoria de referencia a seguir. Se puede apreciar en
la Figura 5.7(c) que el error de orientacién 0, presenta un pico, durante el
periodo con perturbaciones, de magnitud cercano al valor al que que con-
vergié la misma variable en el caso del circulo, para que posterior a dicho
periodo oscile alrededor de cero. Las senales de control mostradas en las Fi-
guras 5.7(d) y 5.7(e) presentan un comportamiento estable. La Figura 5.7(f)
muestra como el RMR tiende a seguir la referencia con un error apreciable
como un desafse en la forma final en el plano X — Y. En la Figura 5.8 se
muestran los resultados obtenidos con el estimador de perturbaciones para la
trayectoria tipo flor de tres pétalos, en donde se puede observar que se tiene
una rapida convergencia de los valores estimados a los valores propuestos.

5.1.4. Control por pasivacion, modos deslizantes y ob-
servador de estado extendido

Se utiliz6 el modelo cinematico (2.18) y las coordenadas de error descritas
por (2.39) con la retroalimentacién dada por (4.46) y (4.39). Se consideraron
los valores de pardametros ¢ = 1 en (4.2), ¢o = 1 en (4.31), g3 = 2 en
(4.46), 1 = 1 en (4.7), 2 = 1,2 en (4.39), L1 = Ly = L3 = 1 en (4.51) y
las perturbaciones descritas por v = tan(d) con § = Zw(t), e kp = K, =
v(t), en (2.18). Los resultados obtenidos para la trayectoria tipo circular
se muestran en la Figura 5.9.

Durante el periodo con perturbaciones, el error z., de la Figura 5.9(a)
converge a un valor cercano a cero, esto debido a que como se explica en
[13], el deslizamiento lateral no siempre se puede compensar. En las Figuras
5.9(b) y 5.9(c) se puede observar que los errores y. y 6. convergen a cero.
En las Figuras 5.9(d) y 5.9(e) se muestran las senales de control, las cuales
varian en magnitud dependiendo si se presentan perturbaciones o no. En la
Figura 5.9(f) se observa que aunque se tiene el error en X, el RMR converge
a la referencia.

En el caso de la trayectoria de referencia tipo flor de tres pétalos se utili-
zaron los valores de parametros ¢ = 121072 en (4.2), go = 121073 en (4.31),
g3 =2 en (4.46), vy =5 en (4.7), 72 = 1z107 % en (4.39), L1 = Ly = L3 = 1
(4.51) y las perturbaciones descritas v = tan(d) con 6 = 2w(t), e kg = K, =

Zu(t), en (2.18). Los resultados obtenidos se muestran en la Figura 5.10.
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Figura 5.9: Resultados para el control por pasivaciéon, modos deslizantes y
observador de estado extendido (trayectoria circular).
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Figura 5.10: Resultados para el control por pasivacién, modos deslizantes y
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En la Figura 5.10(a) se aprecia que, durante el periodo donde se introdu-
cen perturbaciones, el error z, oscila alrededor de un valor diferente a cero,
las oscilaciones se deben a las caracteristicas de la trayectoria de referen-
cia, y al igual que en el caso del circulo, la perturbacién de deslizamiento
no siempre se puede compensar. Se puede observar en las Figuras 5.10(b)
y 5.10(c) que los errores y, y 6. convergen a cero. En las Figuras 5.10(d) y
5.10(e) se muestran las seniales de control 7; y @, respectivamente, se puede
apreciar un efecto de saturacion provocado por la limitacion de la magnitud
de las mismas que se pueda presentar en aplicaciones practicas. En la Figura
5.10(f) se puede observar que aunque se tenga un error, el RMR converge a
la trayectoria de referencia.

5.1.5. Comparacién del desempeno entre los esquemas
presentados

Con el fin de comparar la efectividad de todos los esquemas expuestos
en el presente trabajo de tesis, en las Figuras 5.11 y 5.12 se muestran los
resultados de cada una de las soluciones para el seguimiento de trayectoria
utilizando como referencia una trayectoria circular y una trayectoria tipo flor,
respectivamente.

En la Figura 5.11(a) se puede observar que, durante el periodo en el que
se presentan las perturbaciones, el esquema propuesto en este trabajo no
presenta mejoras en la convergencia del error x,. con respecto al esquema de
estimacion de perturbaciones y a la solucion con retroalimentacion dindmica
del control por backstepping. Por otro lado, en la Figura 5.11(b) donde se
muestra el error y., se aprecia que el esquema propuesto es el que menos
oscilaciones presenta en los instantes donde se introducen y retiran las per-
turbaciones. En cuanto al error de orientacién 6., la Figura 5.11(c) muestra
que la solucion propuesta en esta tesis es la que presenta una mejor con-
vergencia incluso cuando se tienen perturbaciones afectando al sistema. Las
Figuras 5.11(d) y 5.11(d) muestran las entradas de control calculadas, donde
se puede observar que el esquema basado en pasividad presenta senales de
mayor magnitud que los demés esquemas, esto posiblemente es debido a que
no se conocen las magnitudes de las perturbaciones y se busca compensarlas.
Por dltimo, en la Figura 5.11(f) se muestra la evolucién del RMR para cada
esquema simulado, el esquema propuesto en este trabajo es el que converge
a la trayectoria de manera maés rapida.

En las Figuras 5.12(a), 5.12(b) y 5.12(c) se muestran los errores z., y.
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Figura 5.11: Comparacion de los resultados obtenidos por simulaciéon numéri-

ca (trayectoria circular).
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Figura 5.12: Comparacion de los resultados obtenidos por simulacién numéri-
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y 0., respectivamente, con respecto al tiempo, de cada uno de los esquemas
expuestos en los capitulos anteriores para una trayectoria tipo flor; se puede
observar que el esquema basado en pasivacion presenta resultados con me-
joras significativas en los errores de orientacion 6. y de posicién y.. En las
Figuras 5.12(d) y 5.12(e) se muestran las senales de control v; y w, respectiva-
mente, donde se puede apreciar que en el caso del esquema propuesto en este
trabajo ambas senales presentan mayor magnitud con respecto a los otros
esquemas. Finalmente, la Figura 5.12(f) muestra la evolucién en el plano del
RMR con respecto al tiempo. Se puede apreciar que al igual que en el caso
de la trayectoria circular, el esquema basado en pasivacion presenta una con-
vergencia mas rapida a la referencia comparado con los otros esquemas.

Con el fin de mostar una comparacién cuantitativa de los resultados ob-
tenidos con cada uno de los esquemas presentados, se obtuvo la integral del
error cuadrético v; = ff (Go(7) — j (7)) dr, j = x,y,0, de cada una de las
variables de posicion y orientacion en las dos trayectorias utilizadas. Los re-
sultados se muestran en las Figuras 5.13 y 5.14.

Para la trayectoria circular, de acuerdo a lo mostrado en las Figuras
5.13(a) y 5.13(b), donde se muestra la integral de los errores de posicion
cuadraticos, se observa que el esquema basado en el estimador de perturba-
ciones es el que presenta un mejor desempeno, siendo el que posee menor
magnitud de error cuadratico. De acuerdo a estas graficas, se puede interpre-
tar que el esquema propuesto no presenta un mejor desempeno en la posicion
del seguimiento de trayectoria circular, con respecto a los esquemas existentes
en la literatura. Aunque en la Figura 5.13(c) se muestra que en cuanto a la
orientacion 6, la propuesta de esta tesis presenta una mejoria sobre los demas.

Por otro lado, en cuanto a la trayectoria tipo flor, la Figura 5.14(a) mues-
tra que con respecto a la posicién en X, el esquema propuesto presenta un
mejor desempeno que la solucién por retroalimentacién dinamica del esquema
por backstepping. En cuanto a la posicién en y, la Figura 5.14(b) muestra que
el esquema propuesto presenta mejor desempeno con respecto a los demas
durante ciertos periodos. Nuevamente, en cuanto a la orientaciéon 6, el esque-
ma propuesto en este trabajo presenta un mejor desempeno con respecto a
todas las soluciones existentes.
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RESULTADOS EXPERIMENTALES
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Figura 5.13: Comparacién cuantitativa de los resultados obtenidos por simu-
lacién numérica (trayectoria circular).
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Figura 5.14: Comparacién cuantitativa de los resultados obtenidos por simu-
lacién numérica (trayectoria tipo flor).
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5.2. Simulaciones ROS-Gazebo

Las simulaciones que se muestran en esta seccion se realizaron en el simu-
lador de entornos 3D Gazebo y el sistema operativo de robots (ROS por sus
siglas en inglés). Se muestra el efecto de las perturbaciones en el entorno de
simulacion y la implementacion del control por pasivacién, modos deslizantes
y observador de estado extendido para trayectorias tipo lemniscata y circulo.

5.2.1. Perturbaciones en Gazebo

Se comenzé por introducir las perturbaciones de deslizamiento lateral y
patinado en el entorno de simulaciéon 3D. En la Figura 5.15 se muestra el
resultado obtenido al implementar un control en lazo abierto del RMR para
una trayectoria circular. Se utilizaron las condiciones inciales iguales a las

del RMR virtual.

/," ‘~\\ —Referencia
,° ~-RMR
Lagm /
Eo!
> \
\\\ //
2 L Tm===- -
-2 0 2
x [m]

Figura 5.15: Efecto de las perturbaciones en un RMR para una trayectoria
circular en Gazebo.

Se puede observar que se presenta el deslizamiento lateral alterando la di-
reccién de la trayectoria deseada. Para apreciar de mejor manera las pertur-
baciones por patinado se utilizo una trayectoria en linea recta. El restultado
se muestra en la Figura 5.16 en donde se observa que, ademés del efecto del
deslizamiento lateral, se presenta el patinado en el RMR haciendo que este
avance mas lento.

El proceso para introducir las perturbaciones en el entorno de simulacién
Gazebo se basé en modificar las propiedades fisicas del espacio de trabajo, en
especifico los pardametros de friccién de la superficie, tambien llamado ”tie-
rra” (traduccién del término inglés ground). Como primera opcién se pensd
en desarrollar un plug in (programa que contiene instrucciones, mensajes y
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—Referencia |
-RMR |

1 1.5 2 2.5
x [m]

Figura 5.16: Efecto de las perturbaciones en un RMR para una trayectoria
linea recta en Gazebo.

servicios para conectar ROS con modelos funcionales en Gazebo como sen-
sores 0 motores) para la locomocién diferencial que anadiera los pardmetros
de deslizamiento y patinado de la misma manera que el modelo cinemético
desarrollado en este trabajo, sin embargo se opté por la modificacién del
entorno fisico debido a que se buscé tener condiciones de trabajo con mayor
aproximacion a la realidad.

5.2.2. Trayectoria tipo lemniscata

Como primer experimento se utilizé una trayectoria tipo lemniscata des-
crita por,

x, = acos(pt) + o,

yr = bsin(2pt) + yo,

cona=4,b=12p= 7, To =95y Y = 2. Se utilizaron los valores de
los pardmetros ¢; = 52107%, o = 2, g3 = 3, 71 = 12107°, 35 = 12107 y
Ly = Ly = L3 =1,5. En la Figura 5.17 se muestran los resultados obtenidos.

En las figuras 5.17(a), 5.17(b) y 5.17(c) se muestran los errores de segui-
miento de trayectoria con respecto al tiempo. Se puede apreciar que se logra
convergencia a cero durante un tiempo. La divergencia que se presenta en los
ultimos instantes del tiempo de simulacion se debe a una singulardad presen-
tada en la entrada de control v;, mostrada en la Figura 5.17(d), que a su vez
se debe a que la senial w ( Figura 5.17(e)) converge a cero en un determinado
tiempo. En la Figura 5.17(f) se muestra la evolucion en el plano X — Y del
RMR, se observa como el mismo converge a la trayectoria de referencia hasta
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Figura 5.17: Resultados para el control por pasivacién, modos deslizantes y
observador de estado extendido en ROS-Gazebo (trayectoria tipo lemnisca-
ta).
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el instante que ocurre la indeterminacién, que es el tramo en linea recta de
la referencia.

5.2.3. Trayectoria tipo circulo

Como segundo experimento se utilizé una trayectoria tipo circulo descrita
por,

x, = acos(pt) + xo,

yr = asin(pt) + yo,

cona =4, p= g, 9 = Yo = 2. Se utilizaron los valores de los pardmetros
G =3,¢=06qg=2 v =1210"2 v =12102y L = Ly = L3 = 2,5. En
la Figura 5.18 se muestran los resultados obtenidos.

Para este caso, se tiene una convergencia a la trayectoria deseada. Se pue-
de concluir que para este tipo de trayectoria las perturbaciones son constantes
y no tienen variaciones en ningun instante de tiempo, una vez que se logra la
convergencia. En las Figuras 5.18(a), 5.18(b) y 5.18(c) se muestran los errores
de seguimiento de trayectoria con respecto al tiempo, se observa que aunque
lento, se tiene una convergencia a cero. En las Figuras 5.18(d) y 5.18(e) se
muestran las senales de control suministradas al sistema, se aprecia el efecto
de saturacién en la velocidad angular utilizado para simular la limitacion de
la misma que se pueda presentar en aplicaciones reales. En la Figura 5.18(f)
se muestra la evolucion de la posicion del RMR en el plano X — Y donde se
aprecia la convergencia del mismo a la trayectoria de referencia.

5.3. Conclusiones del capitulo

De acuerdo a la comparacion realizada con los resultados obtenidos me-
diante simulacion numérica, se puede concluir que el esquema propuesto en
este trabajo de tesis presenta mejoras significativas, sobre los esquemas exis-
tente en la literatura, con respecto a el error de orientacion de seguimiento
de trayectoria 6., para ambos tipos de trayectorias utilizadas para este tra-
bajo. Aunque en cuanto a los errores de posicién z. y y., la mejora que se
tiene sobre los demas esquemas es el factor de robustez, ya que sin conocer
las magnitudes de las perturbaciones, se presentan resultados con los que se
puede concluir un correcto seguimiento de trayectoria, independientemente
de la trayectoria utilizada.
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Figura 5.18: Resultados para el control por pasivacién, modos deslizantes y
observador de estado extendido en ROS-Gazebo (trayectoria tipo circulo).
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Con respecto a las simulaciones utilizando la plataforma ROS-Gazebo, es
importante mencionar que solo se evalud el esquema propuesto en esta tesis
debido a que para la correcta implementacion de los demés esquemas es ne-
cesario conocer la magnitud de las perturbaciones, lo cual no se logré debido
a que las perturbaciones se introdujeron en el simulador de entornos graficos
mediante la modificacion de las propiedades fisicas del espacio de trabajo. En
cuanto a los resultados obtenidos mediante simulacion con entornos gréficos,
se observa que el esquema propuesto presenta un correcto desempeno siempre
y cuando se cumpla la restriccion w # 0.
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Capitulo 6

Conclusiones

Este trabajo presenta un esquema de control basado en las técnicas de
backstepping, pasivacion, modos deslizantes y observador de estado extendido
para el seguimiento de trayectorias de un RMR diferencial que se encuentra
bajo la influencia de perturbaciones producidas por deslizamiento lateral y
patinado en las ruedas. El esquema desarrollado tiene un enfoque robusto
a las perturbaciones que se consideran desconocidas. Se presentan algunos
esquemas de control desarrollados en la literatura con el propdsito de reali-
zar una comparacion de su desempeno con respecto al esquema desarrollado
para esta tesis.

De los esquemas existentes en la literautra, se presentd primero un esque-
ma basado en la técnica de backstepping con dos soluciones posibles para el
seguimiento de trayectoria. En éste se considera que las magnitudes de cada
una de las perturbaciones son conocidas. Posteriormente, continuando con
los esquemas en la literatura, se mostré un esquema con estimacion de las
perturbaciones consideradas con una ley de control que estabiliza el sistema,
la cual depende de las magnitudes estimadas. La propuesta de este trabajo
propone un esquema que estabiliza el sistema mediante una retroalimenta-
cién que pasiviza el sistema con la adecuada eleccién de la salida y se le anade
robustez mediante modos deslizantes.

Se valido el desempeno de los esquemas de control mediante simulaciones
numéricas en MATLAB. De acuerdo a los resultados mostrados, se puede con-
cluir que se tiene la eficiencia esperada en el desarrollo del mismo. Ademas, a
diferencia de los esquemas existentes en la literatura, con los cuales se com-
pard, el enfoque robusto presenta una ventaja sobre los mismos. Dentro de
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las ventajas destacables del esquema propuesto sobre los esquemas existentes
se tiene la convergencia de la variable de posicién y y la orientacion del robot
0. De acuerdo a los resultados mostrados en el Capitulo 5, las coordenadas
de error de seguimiento ¥, y #, presentan una mejor convergencia a cero al
implementar el esquema de control propuesto. Las desventajas més impor-
tantes entre los esquemas comparados se presentan en la variable de posicién
x v las senales de control v; y w. En cuanto a la coordenada de error de
seguimiento z., el esquema propuesto no siempre compensa el deslizamiento
lateral a diferencia de un par de esquemas existentes los cuales si logran la
convergencia a cero de dicha variable. Con respecto a las senales de control,
el esquema propuesto presenta magnitudes significativamente mayores que
en los demas esquemas, esto debido a la necesidad de la compensacién de las
perturbaciones desconocidas.

Para la simulacion en las plataformas ROS-Gazebo, unicamente se imple-
mento el control propuesto en este trabajo, esto debido a que para la correcta
implementacion de uno de los otros dos esquemas existentes en la literatura
se necesita tener el valor de las perturbaciones y debido a que para el correcto
funcionamiento del estimador de perturbaciones se necesitan las magnitudes
de algunas variables desconocidas al momento de la simulacién, no se logré
implementar. Por otro lado, las perturbaciones se introdujeron al entorno
de simulacién alterando las propiedades fisicas de los objetos modelados en
3D, por lo que no se tiene el conocimiento del valor exacto de dichas per-
turbaciones. Los resultados obtenidos mediante estas simulaciones muestran
que el esquema propuesto presenta algunos inconvenientes con respecto a los
valores de las perturbaciones, como la selecciéon de las ganancias que tienen
que cumplir con el criterio de superar en magnitud a la cota maxima de
las mismas. Sin embargo, bajo ciertas condiciones, como bajas velocidades y
superficies de trabajo que presenten magnitudes pequenas de las perturba-
ciones, se tienen resultados aceptables.

Debido a las circunstancias que se presentaron durante el tiempo en el
que se realizo este trabajo, no se pudieron realizar experimentos fisicos. Se
tenia contemplado realizarlos en la plataforma experimental ROS con ayuda
de un sistema de posicionamiento de precision y la construccion de un robot
movil en el que se pudieran presentar las perturbaciones consideradas.
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6.1. Trabajo a futuro

Como trabajo a futuro se puede mejorar el esquema con un modelo
dindmico del robot movil diferencial o (2,0), con lo que se podria lograr
una mejor compensacion de la perturbacién de deslizamiento lateral, la cual
no siempre se puede compensar utilizando el modelo cinemético. Ademés
de pensar en abarcar el problema de formacién de robots moviles que se
encuentren bajo la influencia de las perturbaciones por deslizamiento late-
ral y patinado en las ruedas. También se propone la posiblidad de realizar
experimentos fisicos en la plataforma experimental ROS.
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Tracking Control for Differential Mobile
Robots With Skidding and Slipping effects

D. Garcia-Olivares, M. Velasco-Villa, R. Castro-Linares

Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del IPN
Departamento de Ingenieria Eléctrica , Seccion de Mecatronica, Av.
LP.N. No. 2508, Col. San Pedro Zacatenco, 07860, México (e-mail:

diego.garcia, velasco, rcastro @Qcinvestav.mx,).

Abstract: The development of a tracking control for a differential wheeled mobile robot
under the effect of skidding and slipping is presented in this paper. The kinematics models
of a differential robot with and without disturbances are used to solve the tracking problem.
The control scheme proposed is based on backstepping, feedback passivity and sliding modes
techniques. Simulations results are showed to prove the effectiveness of the proposed method.

Key words: Skidding, slipping, backstepping, feedback passivity, sliding modes.

1. INTRODUCCION

En la actualidad, la robdtica movil terrestre es un tema
ampliamente estudiado y de gran interés debido a sus
miultiples aplicaciones précticas, de caracter militar o
exploracién espacial, por mencionar algunas. A lo largo
de los anos, se han desarrollado diversas técnicas de
control para llevar a acabo de manera eficiente dichas
tareas, tales como control por backstepping de Jiang y
Nijmeijer [1997], métodos de inteligencia artificial de
Boukens et al. [2017], métodos de control adaptable
robusto de Xin et al. [2016] y control por modos
deslizantes de Huang et al. [2016], entre otros.

Sin embargo, la mayoria de los métodos desarrollados
en la literatura no consideran la influencia del desliza-
miento lateral y patinado en las ruedas, los cuales son
fenémenos inherentes a las condiciones de trabajo de
gran parte de las aplicaciones practicas de los robots
moviles con ruedas (RMR).

Un trabajo que trata con las perturbaciones por desliza-
miento y patinado es el de Wang y Low [2008], en
el que se desarrolla el modelo cinemético de diferentes
RMR bajo la influencia de dichos fenémenos. Con este
mismo enfoque se tiene el trabajo de Cui et al. [2014],
en donde se obtiene el mismo modelo cinemético del
RMR diferencial de una manera alternativa.

Para el seguimiento de trayectoria de robots méviles
diferenciales sujetos a las perturbaciones externas de-
scritas, se tienen algunas propuestas como es el caso de
un control por backstepping de Wang y Low [2008],
en dénde las perturbaciones se consideran conocidas.
También, para el mismo propédsito, se desarrollé un con-
trol adaptable en conjunto con un estimador de pertur-
baciones basado en un observador por modos deslizantes
de Cui et al. [2014].

En este trabajo se presenta una nueva propuesta de
control basado en las técnicas de backstepping, pasi-
vacion por retroalimentacién y modos deslizantes. En
particular, la técnica por modos deslizantes se emplea
para agregar robustez y de esta manera, no considerar
que las perturbaciones de deslizamiento y patinado son
conocidas.
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El presente trabajo se organiza como se describe a
continuacion. En la Secciéon 2 se explican brevemente
la caracterizacién matemaéatica de las perturbaciones y
el modelo cinematico de un RMR diferencial que las
considera. En la Seccién 3 se presenta el desarrollo del
esquema de control propuesto. Posteriormente, en la
Seccién 4 se muestran los resultados obtenidos mediante
simulacion numérica, de la implementacion de la prop-
uesta de control desarrollada. Finalmente, la Secciéon 5
contiene las conclusiones finales de este trabajo.

2. MODELO CINEMATICO

El anélisis y desarrollo de ésta seccion estéd basado en el
trabajo de Cui et al. [2014]. En la Figura 1 se muestra
un RMR diferencial con dos marcos de referencia: el
marco inercial X —Y y el marco mévil X,,, — Y,,, cuyo
origen estd fijo al punto P (ubicado en el centro del
eje de las ruedas del robot). Estos marcos se relacionan
mediante la matriz R(6), dada por,

[ cos(0) sin(6) 0]

R(0) = | —sin(f) cos(f) 0
0 0 1

El vector que describe la posicién y orientacion del RMR,
en el marco inercial, X — Y, es el vector £ = [z,y, 6],
donde 0 se mide con respecto al eje inercial X.

Se consideran las perturbaciones provocadas por el
deslizamiento lateral y por el patinado en las ruedas. El
deslizamiento lateral altera la direcciéon del movimiento
deseado y, como se observa en la Figura 1, se puede
representar con un vector v, que estd en funcién de
lo que se denomina angulo de patinado lateral §. Este
angulo se encuentra en el rango [O, g) radianes.

El patinado longitudinal de las ruedas se presenta modi-
ficando la magnitud de su velocidad lineal. Se representa
como un factor de proporcionalidad dado como,

vy =rwr (1 —14),vp = rwr(l —1)

donde vy, vg vy wp, wgr representan las velocidades
lineales y angulares de las ruedas izquierda y derecha
respectivamente y donde ¢ se encuentra en el rango [0, 1)

y r es el radio de las ruedas.
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0 z
Figura 1. Marcos de referencia en un RMR diferencial.
La relacién de las velocidades angulares de cada una de
las ruedas del RMR con la velocidad lineal v; y angular w

del mismo, al incorporar la perturbaciéon por patinado,
esta descrita por,

1—ip, 1—iR
vl _ —a T3 wr,
o] =t ] [ 1)

b

—

donde b es la distancia entre las ruedas. Considerando
que las ruedas son iguales y que el robot diferencial es
simétrico con respecto a su eje longitudinal es posible
considerar que iy, = ig = i.

Noétese a partir de la Figura 1 que sobre los ejes inerciales
X — Y se obtiene el modelo cinematico,

& =wvcos(f —9),
gy =wvsin(d — §),
0 =w,

o equivalentemente,
& = vcos(d) cos(f) + vsin(d) sin(h),
¥ = vcos(d) sin(f) — vsin(d) cos(), (2)

0 =w.

De acuerdo a la Figura 1, se observa que se cumplen las
relaciones v cos(d) = v; y vsin(d) = v,. Utilizando estas
relaciones, definiendo v como la perturbacién debido
al deslizamiento v = tan(d) y por la ecuacién (1),
suponiendo que la superficie de trabajo es homogénea
y las ruedas del RMR son iguales, la ecuacién 2 toma la
forma,

r
2

b

3
33

i (1 —1d){cos(6) +ysin(6)} 0
y] = l(l — i) {sin(f) — ycos(6)} 0 ] [
0 0 1—13

(3)
Definiendo ahora a v; y @ como la velocidad lineal y
angular del RMR sin el efecto de patinado, es decir,

_ r

vl _ | 2 WL | _ wr

-kl e
con T siendo una matriz no singular, la ecuacién (3) se

puede reescribir cémo,
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B[ ) feos(®) +ysin@)} 0 ],
Y| = | (1 —id){sin(0) —ycos(d)} 0 [w] . (5
0 0 1—1

La ecuacién (5) representa el modelo cinemdtico de
un RMR diferencial considerando las perturbaciones
debido al deslizamiento lateral y patinado en las ruedas.
Se introduce la siguiente suposicién sobre las perturba-
ciones 7 y 7.

Suposicion 1. Se asume que la magnitud de las per-
turbaciones de patinado y deslizamiento lateral estan
acotadas para todo tiempo en que actian, esto es, para
todo t tal que ¢t € [t1,t2] v t1 < t3 con t1,t2 € R se
tiene que, |i| < n;, |v| < n, para n;, 7, constantes reales
positivas y diferentes de cero.

Debido a que las perturbaciones consideradas no apare-
cen en todo momento del desplazamiento del vehiculo,
la suposiciéon anterior permite establecer para v; y w la
suposiciéon complementaria.

Suposicion 2. Se supone que en los instantes de aparicién
de las perturbaciones las velocidades lineal v; y angular

@ estdn acotadas, méds precisamente, |v;| < n;, |©] <

dénde n; y 7, son numeros reales positivos conocidos

diferentes de cero.

Observacion 1. La suposiciéon anterior implica un
conocimiento a priori del tamano de v; y @, lo que
es razonable en sistemas como el considerado en este
trabajo dado que el robot se mueve en un espacio de
trabajo bajo condiciones de velocidad acotadas cuando
aparecen las perturbaciones. Condiciones no acotadas
de velocidad o de las perturbaciones salen del enfoque
de este trabajo.

Es importante enfatizar que los efectos de patinado en
las ruedas son debidos principalmente a las fuerzas de
friccién existentes en la interaccién con el piso mientras
que los efectos de deslizamiento lateral del vehiculo
se deben a un incremento de las fuerzas centrifugas.
En este trabajo se utilizan el angulo y la constante
de proporcionalidad que originan dichas fuerzas. Es
evidente que ni las fuerzas de fricciéon o las fuerzas
centrifugas son modeladas en este trabajo, por lo que
se asume el origen desconocido de las perturbaciones.

3. PROBLEMA DE SEGUIMIENTO DE
TRAYECTORIAS

3.1 Planteamiento del problema

El problema de seguimiento de trayectoria consiste en
llevar la posicién y orientacién del vehiculo, &(t) a

cierto valor deseado &,(t) = [,(t), yr(t), 6,-(t)]" cuando
t — oo. Para conseguir este propésito, los valores de
la trayectoria deseada satisfacen el siguiente modelo

virtual,

Ty cos(6,) 0 1,

[yr} = [sin(&r) O] {WT} ) (6)
0, 0 1 "

La ecuacién (6) representa el modelo cinemético de un
RMR diferencial ideal, donde v, y w, son la velocidad
lineal de referencia y la velocidad angular de referen-
cia, respectivamente. Se considera que v, y w,, y sus
derivadas con respecto al tiempo v, y w, son conocidas
y acotadas.
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Se considera ahora la transformacion de los errores de
seguimiento en la forma,

lxe} B lcog(?g) smggg 8} [xr - x} -
7 R R TN

cuya derivada temporal junto con las dindmicas origi-
nales (5) y (6) permite obtener la dindmica de errores
de seguimiento,

Te = WYe + v cos(0e) — U + f1
Yo = —0xe + vy sin(0,) + fo (8)
ée = Wy — w + f3

e

donde,
fi= Z.('Dl - a’ye)
fo =iwxe + (1 —9) (9)
f3=1iw

son términos de perturbacién que involucran el desliza-
miento lateral y patinado.

Observacion 2. El modelo cinemdtico perturbado (8)
tiene la finalidad tan solo de evidenciar los posibles
puntos de afectacion de los deslizamientos y patinados
del vehiculo. A lo largo del trabajo se considera que
las perturbaciones f;, ¢ = 1,2,3 son desconocidas
debido a la imposibilidad de medir en tiempo real las
perturbaciones originales 4, .

Considerando las Suposiciones 1, 2 se introduce la
siguiente condicién sobre estos términos.

Suposicion 3. Se supone que los términos de pertur-
bacién estan acotados, es decir, satisfacen,

Ifil <o, Uf2l < mey o | fs] < s, (10)

donde 11, n2 ¥ 13 son constantes reales positivas difer-
entes de cero.

3.2 Solucion al problema de sequimiento

La metodologia utilizada en esta seccién esta basada en
el trabajo de Gallegos-Sanlucar et al. [2018]. Se tiene
como objetivo encontrar las entradas de control 7; y @
que logren que &,(t) = [zc(t), ye(t), 0.(t)]T — 0 cuando
t — oo. Considérese la dinamica de y. de la ecuacion
(8) con fa =0, es decir,

(11)

Yo = —W0Ze + vr-sin(f,).

Se propone la funcién de conmutacién,

t
81 = Ye + kl/ Ye(T)dT, (12)
0

donde k1 > 0 € R. La funciéon de conmutacién define la
superficie deslizante s; = 0, en la que $; = 0, esto es,

51 = y'c + k‘ly@ = 0 (13)
La solucién de la ecuacién diferencial (13) lleva a la
conclusion de que y. — 0 cuando t — oo. Para asegurar
que todas las trayectorias de 7. sean atraidas a la
superficie deslizante s; = 0, se hace la asignacién basada
en Utkin et al. [1990],

51 = Fi(s1) = —y1signo(s1), (14)
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donde v1 > 0 € R. De acuerdo a esta asignacion, la
ecuacion (13) se puede reescribir como,

$1 = Ye + k1ye = —718igno(s1). (15)
Sustituyendo la ecuacién (11) en (15) se tiene,
—wxe + vrsin(be) + k1ye = —y18igno(s1). (16)

Al escoger ay = v,-sin(f.) como una entrada de control
virtual, a partir de la ecuacién (16) se tiene que,

ay = 7k1ye + wxe — ’YlsigTLO(Sl). (17)
Para el caso en que fo # 0, es posible garantizar la
atraccion a la superficie s; = 0. Considérese la funcién
candidata de Lyapunov,

1
V1 = 78%

: (15)

la cual es definida positiva. Derivando V; con respecto
al tiempo y sustituyendo el control virtual (17) en la
dindmica $1 = 9. + k1ye con fo # 0, se tiene,

Vi = —y1signo(sy)s1 + fasi. (19)

Tomando en cuenta que signo(x)xr = |z| y suponiendo
que la perturbacién fo cumple (10), se puede mayorar
la ecuacién (19) de modo que,

Vi < —mils1] +malsi| = —(vi —m2)ls1]- (20)

Escogiendo v; tal que 71 > 12 se tiene que Vi <0 y, por
lo tanto, s; converge a 0.

Por otro lado, se propone la funcién,

(21)

como salida del sistema (8). A partir de (17) y (21), la
dindmica de y. en (8) se escribe como,

y = vrsin(f.) — ay

Yo =Y — k1ye — 115igno(s1) + fa. (22)

Al derivar con respecto al tiempo la ecuacién (21), se
tiene,

§ = by sin(0,) + v,0, cos(0,) — cv, (23)

donde,

b1 = — ki [y — k1ye — 118igno(s1) + fo]

g [signo(s)] 1 +
%651 signo(sy)] $1 + wxe

+ w [wye + vy cos(Be) — v + fi].
Sustituyendo (22) en (15), la dindmica (23) se puede

reescribir de la forma,

y=as+wu +Af (24)

donde,
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ag = Upsin(fe) + v (wr — @) cos(be)

+ k1 [y — k1ye — 118igno(sy)]
o . . )

=+ 7187 [signo(s1)] [y — y1signo(s1)]
S1

— 0T — @ [DYe + vy cos(Be)],

v Af es un término de perturbacién dado por,

Af = favycos(0ec) + ki fo + %8%1 [signo(s1)] f2 — f1@.

Es importante observar que, debido a las Suposiciones
1, 2, 5 y de las caracteristicas del modelo virutal (6), se
tiene que Af estéd acotada, es decir, Af satisface

IAf] < nay

donde nas es una constante real positiva diferente de
cero.

Se tiene entonces el nuevo sistema dado por,

Ye =y — k1ye — misigno(si) + fa, (25)
Uy=as+ o0 +Af.

Se busca ahora una retroalimentacién que haga pasivo
al sistema (25) para el caso en que Af = 0, es
decir, sin términos de perturbaicién. Se propone la
retroalimentacion,

== (—az +v) (26)

donde @ # 0 y v es una nueva entrada. Entonces el

sistema (25) con f; = fo = f3 = 0 se reescribe en la
forma,

ye =Y - klye - ’Ylsz.gno(sl)

Y=1. (27)

Se propone ahora la funcién de almacenamiento,

1
Vo=Vi+ 52/2 (28)

donde V; estd dada por (18). La derivada con respecto
al tiempo de V5 es,

Vo = 8161 + Yy

Al sustituir §; = y — signo(s1) y ¢ de (27) en Vi, se
tiene que,

Va = s1 [y — y1signo(s1)] + yo. (29)
Definiendo la entrada v como,
V= —51 + wp, (30)
donde w,, es una nueva entrada, se tiene que,
Vy = —718igno(s1)s1 + Ywn. (31)
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Usando otra vez el hecho de que signo(z)x = |z| se con-

cluye que V5 < yw, y por lo tanto, la retroalimentacién
(26) y (30) hace pasivo al sistema (25) desde la entrada
wy, hasta la salida y, considerando que no hay términos
de perturbacién (Af = 0).

Al sustituir la ecuacién (30) en el sistema (27) se
obtiene,

Ye =y — k1ye — 115igno(s1), (32)
Y= —s1+wn,

el cual, para un modo deslizante ideal en la superficie
s1 = 0 es estado cero observable, haciendo posible
asignar una retroalimentacion de la forma,

(33)

donde k3 > 0 € R, que logra estabilidad asintética del

sistema (27), como se puede observar en Byrnes et al.
[1991].

Es importante observar que al lograr la estabilidad
asintética del sistema (27), yo — 0y y — 0 cuando
t — 00, lo que implica que, de acuerdo a (21),

Wp = _ka

vy sin(f,) &~ wxe — y18igno(sy).

Si, ademads, la dindmica del error de orientacién tiende
a cero rapidamente, entonces,

Wxe A Y18igno(sy).

Ya que signo(sy) no estd definida en s; = 0, z. oscilard
alrededor de 0 para @ # 0. Este comportamiento se
verifica en las simulaciones numéricas que se describen
en la Seccién 4.

Para asegurar que se mantenga la propiedad de pasivi-
dad para el caso en que Af # 0, se define una segunda
funcién de conmutacién,

t
So =1y — / v(T)dT (34)
0
que define la superficie deslizante s, = 0. En esta
superficie se tiene que $5 = 0, esto es,
So=9—v=0 (35)

o, en forma equivalente y = v.

Una vez que las trayectorias del sistema son atraidas a
la superficie sy = 0, el control (26) (control equivalente)
asegura que permanezcan en ella. En esta superficie la
sefial v dada por (30) hace que el sistema sea pasivo
desde la entrada w, hasta la salida y. La asignacién
(33) logra ademas estabilidad asintética.

Para asegurar que las trayectorias del sistema sean
atraidas a la superficie s; = 0, se hace la asignacion,

S9 = Fs(s2) = —vyasigno(sa), (36)

donde v > 0 € R. Entonces, a partir (35) se tiene que,

Yy = v — Y28igno(sa). (37)
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A partir de esta 1ltima expresién y la dindmica de y en
(25), con Af =0, se obtiene la sefial de control u; dada
por,

v = o (—ag + v —y2signo(s2)) , (38)

donde v estd dado por (30). La retroalimentacién (38)
estd restringida a trayectorias para las cuales w # 0.

Al igual que para la superficie de deslizamiento s; =
0, se puede dar una condicién de suficiencia para la
ganancia s, en funcién de la cota de Af, que asegura
la convergencia de la dindmica del sistema (25) a la
superficie de deslizamiento so = 0.

Teorema 1. Considérese el sistema (25) bajo las Su-
posiciones 1, 2, 5 y el modelo virtual (6), entonces la
retroalimentacién (38) asegura que las trayectorias del
sistema (25) convergen a la superficie de deslizamiento
s2 = 0 con sy definida por (34) si v, satisface,

Y2 > naf, (39)

donde nay es la cota del término de perturbacién Af.

Demostracion. Considérese la funcién candidata de Lya-
punov

1
‘/;2 = 5833

(40)
la cual es definida positiva. La derivada con respecto al
tiempo de Vs, estda dada por,

Vi, = 8280 = s2[) — v]. (41)
Sustituyendo la dindmica de y en el sistema (25) con
Af # 0, se tiene que,

Viy = S22 [oa + 00 + Af — v]. (42)

Al sustituir la retroalimentacién (38) en (42) se tiene
que,

Vi, = —72signo(sz)ss + Afss. (43)
Mayorando esta ultima expresién se obtiene,
Vi, = — (32 = nay) [sal. (44)

Entonces, si la condicién (39) se cumple V,, < 0y se
tiene la convergencia de sy a 0.

Para el control de orientacion, se utiliza la dindmica 6,
de la ecuacién (8) de la forma,

0= fs+w —@ (45)
Se busca llevar la ecuacién (45) a la forma 0, = —ks0,
donde k3 > 0 € R. Para tal propdsito se necesita una
entrada de control @ tal que,

W= fB +wr +k30€
Numero Especial 2020
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donde fg es un estimado del valor real f3. Para obtener
la estimacién f3 se propone un vector de estados de la

forma z = U@E,He,fg]T

que tiene la dinamica,

Z1 010] [ 0 0 0
29| = (00 1] |2zo| + [1|u+ |w| + [0]h (47)
é’g 000 Z3 0 1

donde h es una incertidumbre externa, u = —@ es el
control y y,p = 22 es la salida. Se propone un observador
basado en Gao [2006],

& 010][2] [0 07 [L
Zo| = 001 Zo|l + |1 u+ |wr| + | Lo (yobfgob)
; 000] |2 Ly
3
(48)

donde L = [Ly, Lo, L3]T son ganancias constantes. Con

el observador (48) se obtiene la estimacién 23 = fg y se
puede implementar la retroalimentacién (46).

Observacion 3. Para la realizacion de los experimentos
es necesario tener en cuenta que las perturbaciones de
patinado y deslizamiento dependen fundamentalmente
de las fuerzas de friccién existentes entre las ruedas y
la superficie de trabajo y no dependen directamente de
las velocidades del vehiculo acentuando su naturaleza
desconocida. en general existen grandes periodos de
tiempo en los que las perturbaciones no estan presentes.

4. RESULTADOS EN SIMULACION NUMERICA

Para realizar la evaluacion del desempeno del con-
trolador desarrollado se utilizé6 una trayectoria de-
scrita a partir de, x, = bcos(kpt) cos(pt) + xo, yr =
b cos(kpt) sin(pt) + yo, con los pardmetros b =1, k = 3,
P = 155 ¥ To = yo = 1. La velocidad lineal y angular
de referencia se obtuvieron a partir de v, = &, cos(6,.) +
ysin(6,) y w, = Tt

Se considera el modelo cinemdtico de la ecuacién (5).
Para el control se consideran k; = 12107°, ko = 121074,
k3:2,’}/1:4,’}/2:1$1075yL1:L2:L3:1.

Las perturbaciones se consideraron como funciones vari-
antes en el tiempo tal que § = %wr(xr,yr) e i =
%’UT(.%'T, yr). Se introducen en la simulacién en un

periodo de t; = 70s a ty = 130s. Estas se muestran

en la Figura 2.

0.5

0.45

. ‘:L‘;[rad] B

0.35+

o
w

Perturbaciones
e
S N
[N R

0.15+

0.1+

0.05

. . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tls]

Figura 2. Perturbaciones con respecto al tiempo.

En la Figura 3 se muestran las graficas de la evolucion

de las coordenadas de error & = [z¢,¥e,0.]7 con
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respecto al tiempo, observandose la convergencia al
origen cuando las perturbaciones no estan presentes en
el sistema. En el periodo de tiempo entre t; = 70s y
to = 130s, cuando se introducen las perturbaciones, se
puede apreciar el efecto de las mismas en el estado,
sin embargo rapidamente se retoma la convergencia a
cero. Debido a que normalmente las perturbaciones no
estan presentes para todo t, se puede lograr un resultado
aceptable como se muestra en la Figura 4 donde se puede
observar el movimiento del RMR en el marco inercial
X —Y y puede apreciarse la convergencia a la trayectoria
deseada.

—x, [m]
03 —vy, [m]
—b, [rad]

VY ]

o
~

o

Errores de seguimiento

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t[s]

Figura 3. Errores de seguimiento con respecto al tiempo.

T
[—Referencia] |
- -RMR

S

Figura 4. Posicién en X-Y del RMR.

En la Figura 5 se muestran las senales de control w y
U;. Se puede apreciar un efecto de saturacién provocado
por la limitacién de la magnitud de las mismas que se
pueda presentar en aplicaciones practicas.

w

~

Sefales de control

e > ¥
o = U N n
i

&
&
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[ 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
tls]

Figura 5. Senales de control con respecto al tiempo.
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6. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta el desarrollo de un esquema
de control basado en técnicas de backstepping, pasi-
vacién por retroalimentaciéon y modos deslizantes, para
el seguimiento de trayectorias de un robot diferencial
bajo perturbaciones ocasionadas por deslizamiento lat-
eral y patinado en las ruedas. Mediante los resultados
obtenidos por simulacién numérica, se muestra un cor-
recto desempeno de la retroalimentacién propuesta. Por
medio de la técnica de modos deslizantes se obtiene
robustez descartando la necesidad de conocer de manera
exacta el valor de las perturbaciones que afectan al
sistema.
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