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Resumen

El presente trabajo de tesis aborda el problema de control de un manipulador moévil,
subactuado, provisto de una unién flexible, a partir del conocimiento del modelo matema-
tico del sistema mecanico y de la inclusion del modelo matematico de la parte eléctrica del
sistema. El trabajo desarrollado muestra el enfoque usado para el control con el objetivo
de resolver el problema de posicionamiento del efector final del mecanismo a través del
seguimiento de trayectoria de una variable especialmente seleccionada.

El controlador propuesto para la resolucién del problema es el control por rechazo ac-
tivo de perturbaciones, el cual ha sido ampliamente abordado e investigado en diferentes
areas del conocimiento, caracterizado por su robustez frente a perturbaciones a la entrada
del sistema. El presente trabajo se centra en demostrar la robustez del control frente a
diferentes escenarios incluyendo la linealizacion del sistema, el uso de perturbaciones a la
entrada, variaciones de los parametros del sistema simplificado, desacoplamiento de los
controles y ruido de medicién para el caso hipotético de poseer sensores en el sistema.

El trabajo desarrollado toma ventaja del esquema de control por rechazo activo de
perturbaciones agrupando términos conocidos del modelado del sistema y asumiéndolos
como una perturbacion endégena con el fin de obtener un sistema simplificado. Esta estra-
tegia permite incluir en el término de perturbacion cualquier dindmica no modelada, no
linearidades excitadas, perturbaciones externas y variaciones de parametros sin cambiar
el esquema de control.

Los problemas abordados en el presente trabajo son los siguientes:

1. Modelado del sistema.
2. Diseno de la estrategia de control.
3. Simulacién de la estrategia de control.

4. Prueba de robustez de la estrategia de control.

El trabajo realizado muestra las simulaciones de los diferentes escenarios a los cuales
es sometido el control del manipulador subactuado, y el analisis correspondiente realizado
para cada una de ellas.






Abstract

This thesis addresses the control scheme design for an underactuated moving crane
with flexible joint, from knowledge of the mechanical system mathematical model, and in-
clusion of the electrical system mathematical model. The developed work exhibits a control
approach to solve the end effector positioning problem from a trajectory tracking problem.

The proposed controller scheme to solve this problem is an active disturbance rejec-
tion control scheme, which has been widely approached and researched in many areas of
knowledge, being characterized for exhibit robustness to input-coupled disturbances. This
work is focused on showing the control scheme’s robustness to different disturbance sour-
ces, including the system linearization, input disturbances, model parameter variations,
control separability, and measurement noise for a simulated sensor source.

This work takes advantage of the active disturbance rejection scheme, by grouping
well-known terms of the system model in a single endogenous disturbance term, supposed
as unknown, in order to obtain a simplified reduced model. This strategy allows to include
into this disturbance term additional non-modeled terms, excited non-linearities, exoge-
nous disturbances, and parameter variations without changing the control scheme.

The control problems approached in this thesis are:

1. System modelling.
2. Control strategy design.
3. Control strategy simulation.

4. Robustness testing on the control strategy.

This work shows simulations of the control system exposed to different disturbances
sources for the underactuated moving crane with flexible joint and the corresponding
analysis for each one of them. Finally, a robustness analysis for the designed control scheme
is developed.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas mecatronicos se han convertido en una parte fundamental de la civi-
lizacion humana, llevando incluso a ciertos autores a considerarlo como el campo mas
importante en la ingenieria [1]. No es exagerado pues ha permitido la evolucién de la in-
dustrializacién de manera acelerada, desde la implementacion de vehiculos cada vez mas
eficientes y seguros, por la primera linea de ensamblaje creada por Henry Ford en 1913
[2], pasando por el desarrollo industrial sin precedentes, la exploracién espacial, hasta la
posibilidad de crear mecanismos antropomorfos como los desarrollados en Boston Dyna-
mics [3].

La investigacion de estos sistemas ha sido motivada por la evolucion constante de la
mecatronica, el estudio de sistemas dinamicos y la capacidad para llevarlos a respuestas
determinadas por el usuario, que cumplan criterios de estabilidad, optimizacién y robustez.
Esta es una tarea prioritaria para quienes dedican esfuerzos por aportar nuevas metodolo-
gias, soluciones o conclusiones a los problemas de automatizacion existentes. No obstante,
el area de mecatrénica es suficientemente extensa por lo que es necesario acotar los sec-
tores sobre los cuales se va a trabajar. Centraremos nuestros esfuerzos en el area de los
sistemas subactuados, motivo principal de estudio de este trabajo de tesis.

El sistema a analizar consiste en un manipulador mévil subactuado provisto de uniéon
flexible controlado por un par de motores DC, uno para cada una de las entradas de
control. Estas estan constituidas por: el control del desplazamiento horizontal de todo el
sistema manipulador y el control del desplazamiento angular del brazo actuado. De este
sistema se plantearan las ecuaciones dinamicas del sistema mecanico y seran el punto de
partida para adicionar de manera eficiente y simple las dinamicas de los motores, a fin de
obtener un sistema para el cual se tenga control y se pueda realizar el seguimiento de una
trayectoria guiados por la posicion deseada del efector final del manipulador.

Este sistema constituido por el manipulador mévil de unién flexible posee algunas comple-
jidades debido a que es no lineal y no es posible realizar en él una linealizacién exacta, por
lo que se optaran por metodologias que simplifiquen el problema de control, tales como la
linealizacion aproximada. Una vez obtenido el modelo lineal se propone una estrategia de
control basada en la controlabilidad (planitud) del sistema incremental y, finalmente, se
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expondra el sistema no lineal controlado a diferentes factores de perturbacion que afectan
al sistema desde diferentes canales de entrada. Se verificard la robustez del sistema con-
trolado a perturbaciones de tipo exégenas (provenientes del medio ambiente) y endégenas
(representadas por pardametros inciertos, dindmicas no modeladas, no linealidades que se
ignoran a proposito en aras a la simplicidad para el diseno).

1.1. Estado del arte

El control de sistemas subactuados ha sido ampliamente estudiado en la literatura,
siendo un campo especial de atencion debido a las complicaciones que aparecen al no te-
ner un control directo sobre uno o varios grados de libertad del sistema. Ejemplos de este
tipo de control se han estudiando en la literatura, especialmente desde la década de los
90, en trabajos como el de Spong [4, 5, 6] los cuales consideran sistemas mecanicos subac-
tuados, de varios eslabones y su control mediante métodos energéticos. Trabajos como los
de Reyhanoglu y sus colaboradores [7], donde se estudia una clase particular de sistemas
subactuados no lineales Lagrangianos con el fin de aplicar técnicas de control no lineal.
Otros trabajos de la época en sistemas subactuados involucran estudios de vehiculos sub-
acuaticos, aereos y aeroespaciales como el desarrollado por Wichlund y sus colaboradores
[8] en el que se evaltian las condiciones de integrabilidad de restricciones con el fin de rea-
lizar tareas de control; o en el trabajo de Leonard [9] donde se aplican controles a trozos
con el fin de dirigir un vehiculo auténomo bajo el agua.

En ejemplos mas recientes podemos ver un estudio compilatorio de sistemas subactua-
dos, sus modelos y clasificaciones en el trabajo de Liu [10], asi como controles adaptativos
para sistemas subactuados como en el trabajo de Fang [11] en el cual analiza un sistema
clasico como lo es la graa viajera y realiza un control basado en seguimiento de una tra-
yectoria tipo S; o como en el trabajo de Lee [12], donde utilizan controles adaptativos en
un cuadrirotor expuesto a incertidumbres en los parametros de la planta. Asi mismo po-
demos encontrar trabajos en control fraccional PID como el de Singh y sus colaboradores
[13] aplicados a un doble péndulo invertido, trabajo que resulta interesante pues compara
la respuesta con un controlador clasico tipo PID puro; y finalmente trabajos en control
por modos deslizante en aplicaciones lider-seguidor como el de Sun y su equipo [14]. De
esta manera, se evidencia que existe un amplio margen de trabajo que implica diferentes
disciplinas del control aplicadas a sistemas subactuados.

Este trabajo basa sus esfuerzos en mejorar y demostrar la robustez de un control pro-
puesto por Sira y Gao en [15] donde utilizan una linealizacién tangente del manipulador
movil subactuado provisto de unién flexible para disenar un control por rechazo activo de
perturbaciones, ADRC, obteniendo buenos resultados para el sistema mecanico. Ademas,
se generalizan los resultados para la obtencién de una salida plana para el caso de sistemas
lagrangianos con una linealizacion tangente directa para sistemas lagrangianos. El trabajo
de Sira y Gao es sélo una muestra del amplio espectro de areas en las cuales el control por
rechazo activo de perturbaciones ha tenido impacto.
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Dentro del area de ADRC es posible encontrar trabajos en sistemas eléctricos como en el
trabajo de Cortés y sus colaboradores [16] donde aplican la metodologia del operador delta
para un sistema discreto en motores de induccién; o en el trabajo de Zheng [17] donde
se evidencian las aplicaciones practicas del control por rechazo activo de perturbaciones
en control de movimiento de mecanismos, regulacién de la tension de red eléctrica, con-
vertidores de potencia, reactores quimicos entre otros; ademas del trabajo interesante de
Coral-Enriquez y sus colaboradores [18] en el cual aplican control por rechazo activo de
perturbaciones para corregir el factor de potencia y realizan una compensacién de armo-
nicos en un filtro activo.

Trabajos completos acerca de la aplicacién del esquema ADRC a los sistemas subac-
tuados como los presentados en la tesis de Herndndez Flores [19] dénde se evidencia un
esfuerzo por condensar ejemplos de sistemas subactuados controlados a partir de un es-
quema ADRC basado en la linealizacién del modelo de cada sistema. Asi mismo, la tesis
de Ramirez-Neria [20] dedica sus esfuerzos en el uso del esquema ADRC para el control
de sistemas subactuados como el péndulo de Furuta y del problema ball and beam, obte-
niendo excelentes resultados en plataformas experimentales. De igual manera, diferentes
aplicaciones de seguimiento de trayectoria se pueden ver en los trabajos de Ramirez-Neria
[21] para un robot Delta, [22] para el problema ball and beam y [23] para el pendubot; de
Aguilar en [24] para un sistema de tridngulo rigido con bola; de Sira-Ramirez en [25] para
el péndulo invertido en un carro y la gria viajera, entre otros.

Estudios de tipo tedrico también se encuentran respecto al control por rechazo activo
de perturbaciones, como en el trabajo de Xue y Huang [26] donde se hace un anélisis deta-
llado del comportamiento del ADRC para cierta clase de sistemas lineales invariantes en
el tiempo, comparandolo ademéas con otro tipo de controladores existentes. Se encuentra
también el andlisis de estabilidad del esquema ADRC via Lyapunov ha sido estudiado
en el trabajo de [27]. Adicionalmente esta el trabajo de Cortés [28], que utiliza el control
ADRC junto con estimadores algebraicos para el rechazo de perturbaciones desconocidas.
Ademés, los trabajos recientes de Sira-Ramirez [29, 30, 31, 32] demuestran un gran esfuer-
zo por comprobar la equivalencia del esquema ADRC con otros esquemas de control por
medio de la manipulacion algebraica y la respuesta frecuencial de los esquemas.

Otra aproximacion interesante se encuentra en el trabajo de Qi y su equipo [33] don-
de estudian la estabilidad de un esquema ADRC en tiempo discreto aplicado al sistema
"ball-and-beam”, el cual presenta no linearidades altas y que, dependiendo del muestreo,
puede presentar serias complicaciones en el control.

Es evidente que tanto los sistemas subactuados como el esquema de control por rechazo
activo de perturbaciones han sido ampliamente estudiados en la literatura, no obstante,
se sigue en la investigacion de la aplicacion de este tipo de esquemas, y la posibilidad
de aplicar estrategias de control que permitan una manipulaciéon sencilla de los sistemas
subactuados.
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1.2. Planteamiento del problema

Tomando como referencia los trabajos anteriormente citados respecto al manipulador
movil subactuado, en los cuales se plantean estrategias de control basadas en el esquema
ADRC a partir del modelo linealizado, se evidencia una falta de inclusiéon de la parte
eléctrica a fin de que el sistema sea implementado fisicamente y controlado a partir de
entradas de voltaje. Ademas, no se comprueba la robustez del esquema planteado frente
a diferentes tipos de perturbaciones, tales como la variacion de parametros de la planta,
ruidos de mediciéon y cambios en las condiciones iniciales del sistema. Bajo estas observa-
ciones se plantea el siguiente problema:

A partir del uso del modelo linealizado del manipulador mévil subactuado provisto de
union flexible alrededor de un punto de equilibrio, disenar un esquema de control bajo
la metodologia de control por rechazo activo de perturbaciones que incluya las dinamicas
del motor, y que permita el posicionamiento del efector final del mecanismo a un valor
deseado a partir del seguimiento de una trayectoria tipo descanso-descanso de una salida
particular. Adicionalmente, se plantea disenar estrategias para evitar la medicién del grado
de libertad no actuado y demostrar la robustez del esquema frente a ruidos de medicién,
variaciones de parametros y cambios en las condiciones iniciales.

1.3. Preguntas de investigacion

= ;La estrategia de control por rechazo activo de perturbaciones tiene un desempe-
no adecuado para el posicionamiento del efector final a partir del seguimiento de
trayectoria de tipo descanso-descanso?

= ;Cudl es la mejor estrategia para la inclusiéon de la dinamica de los motores a la
dindmica del sistema?

= ;Qué robustez ofrece el esquema de control frente a perturbaciones enddgenas y
ex6genas, incluyendo ruidos de medicion y variaciones de parametros?

1.4. Motivacion y justifcacién

El constante progreso en el desarrollo y uso de sistemas mecatrénicos con el fin de
desarrollar tareas, cada vez mas complejas, promueve y fomenta el estudio de este tipo de
mecanismos bajo condiciones que faciliten su construccién, disminuyan sus costos de fabri-
cacion y operacion, y optimicen sus parametros. Tal es el caso de los sistemas subactuados,
que generalmente prescinden de grados de libertad actuados para disminuir las dimensio-
nes del sistema, facilitar la construcciéon y permitir una mayor carga en los mismos, entre
otros objetivos. No obstante, las facilidades mecanicas que ofrecen se ven compensadas
por las complicaciones en su control preciso y restringido por la falta de variables actua-
das. Ademas de esto, dichos sistemas estan expuestos constantemente a cambios en sus
condiciones de operacién, perturbaciones externas, cambios en los parametros internos
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tales como fricciones de tipo viscoso y constantes de elasticidad, entre otros. Debido a
estas circunstancias, se impulsa el desarrollo de esquemas que sean robustos frente a es-
te conjunto de perturbaciones a las cuales ve sometido el mecanismo durante su operacion.

Con base en estos preliminares, y basandose en el desempeno robusto y eficiente que carac-
teriza el esquema de control por rechazo activo de perturbaciones frente a no linearidades,
incertidumbres y perturbaciones, este trabajo de tesis presenta un diseno que cumple con
el objetivo de ubicar espacialmente el efector final del mecanismo en un punto deseado
a partir del seguimiento de trayectoria, aun bajo diferentes perturbaciones endogenas y
exégenas que afectan al sistema.

1.5. Objetivos

Esta secciéon enuncia los objetivos generales y particulares para este trabajo de tesis.

1.5.1. Objetivo general

Disenar una estrategia de control a partir del esquema ADRC, para un manipulador
movil subactuado provisto de union flexible, que incluya la dindmica mecanica y eléctrica
del sistema, usando un observador extendido de orden reducido, que permita el posicio-
namiento del efector final en un punto deseado del espacio a partir del seguimiento de
trayectoria de una salida especialmente seleccionada, atin bajo condiciones de perturba-
ciones enddgenas y exdgenas del sistema.

1.5.2. Objetivos particulares

» Disenar y simular un esquema de control ADRC basado en el sistema linealizado del
manipulador mévil subactuado provisto de unién flexible.

= Incluir la dinamica de los motores en el sistema y disenar el esquema ADRC que
permita el cumplimiento del objetivo de control.

= Demostrar que es posible prescindir de la medicion directa de la variable no actuada
del sistema y obtener una medicion indirecta a partir de un acelerémetro en el efector
final el mecanismo.

= Validar la robustez del esquema de control frente a perturbaciones acopladas, per-
turbaciones de medicién, desacoplamiento de controles, variacion de parametros y
cambios en las condiciones iniciales del sistema.

1.6. Alcances
A continuacién se enlistan los alcances de este trabajo de tesis.

» Obtener el modelo matemaéatico del sistema.
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s Disenar un sistema de control basado en el esquema ADRC que cumpla con el
objetivo de control.

= Incluir la dinamica de los motores bajo la metodologia de Euler-Lagrange y el aco-
plamiento de modelos electrico-mecanico.

» Para el esquema con mejor desempeno, implementar el esquema ADRC donde se
agrupen las perturbaciones endégenas y exégenas que seran canceladas por el obser-
vador interno del esquema.

= Implementar una medicién de la aceleracion lineal del efector final con el fin de
evadir la mediciéon directa del grado de libertad subactuado.

= Implementar metodologias que validen la robustez del esquema de control frente a
variaciones de los parametros internos de la planta, perturbaciones exégenas acopla-
das, perturbaciones debidas al proceso de medicién.

= Validar el rango de movimiento de las condiciones iniciales de las variables de po-
sicion bajo el cual el esquema de control basado en el modelo linealizado, tiene un
desempeno adecuado al aplicarlo al modelo no lineal.

1.7. Estructura del documento

El capitulo 1 de este trabajo proporciona una introduccion al problema planteado,
evidenciando los trabajos previos existentes en la literatura, los problemas concretos a
resolver, y los alcances del trabajo de tesis que se desarrollan en este documento.

En el capitulo 2 se desarrollan los conceptos y herramientas tedricas que utiliza este trabajo
de tesis para el disefio e implementacion por simulacién del esquema de control propuesto.
Asi mismo, se presenta en detalle las generalidades de las herramientas tedricas que se
usan a lo largo del desarrollo de tesis.

En el capitulo 3 se presenta el desarrollo del modelo mateméatico del sistema separado
en 4 secciones, la primera correspondiente inicamente al modelo mecanico del sistema,
la segunda incluye las dinamicas de los motores por medio de la metodologia de Euler-
Lagrange, la tercera incluye las dindmicas de los motores por medio de un acoplamiento
de modelos completo, y la cuarta incluye las dinamicas de los motores por medio de un
acoplamiento de modelos aproximado. Todos los modelos son finalmente expresados en la
forma canonica de Isidori simplificada requerida para el diseno del esquema ADRC.

En el capitulo 4 se plantean los esquemas de control para cada uno de los 4 modelos
propuestos en el capitulo 3, evidenciando los pros y los contras de cada uno de los mo-
delos y seleccionando finalmente un modelo simplificado que permite de manera simple
y efectiva el control del sistema a partir de entradas de voltaje aiin bajo perturbaciones
acopladas a la entrada. Ademas, se muestra la suplantaciéon de la medicién directa de la
variable no actuada por una medicién de la aceleracion lineal del efector final.
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En el capitulo 5 se muestran las diferentes pruebas de robustez implementadas bajo el
esquema con medicion de la aceleracion, las cuales incluyen pruebas de ruido de medicién,
desacoplamiento de controles, variaciéon de parametros y movimiento de las condiciones
iniciales del sistema.

Finalmente, en el capitulo 6 se muestran las conclusiones del trabajo realizado y posi-
bles trabajos futuros.

1.8. Resumen del capitulo

El presente capitulo da una introduccién al trabajo propuesto y desarrollado a lo largo
del documento. Se presentan los antecedentes y trabajos en los que se basa el disefio y la
exposicion del esquema implementado. A partir de los antecedentes se formula el problema
a resolver. Se plantean, de igual forma, los objetivos generales y particulares del trabajo
de tesis y el alcance que tendra el trabajo presentado.
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Capitulo 2

Marco teorico

En el presente capitulo se presentan las herramientas tedéricas necesarias para com-
prender los esquemas de control y los desarrollos empleados en el presente trabajo. Dentro
de estas herramientas tedricas se presentan la linealizaciéon tangente, la controlabilidad y
planitud de los sistemas lineales, el control por rechazo activo de perturbaciones “ADRC?”,
la homotopia y transformaciones de Lie-Backlund.

2.1. Linealizaciéon tangente

Es bien sabido que muchos de los fenémenos existentes en la naturaleza exhiben un
comportamiento no lineal, el cual dificulta la sintesis de una ley de control valida en forma
global en todo el espacio de estado del sistema. Es por ello que frecuentemente se utilizan
aproximaciones de la dinamica del estado, de tal manera que, en una regiéon limitada del
espacio de estado, el comportamiento del sistema sea semejante al de un sistema lineal y,
por lo tanto, el control del sistema sea facilmente implementable. Para el caso de sistemas
lagrangianos, una aproximacién basada en la expansion de segundo orden del lagrangiano
ha sido explorada por [34] y resumida en en [15] el cual aborda el problema del manipulador
movil subactuado provisto de unién flexible.

Consideremos entonces un lagrangiano de un sistema controlado ¢ = f(q,u) dado por
L =L(q,q,u), g € R", u € R™ de la forma

L =K(q,q) — (V(g) — ¢" Bu) (2.1)

Donde, K(q, ¢) es la energia cinética del sistema, V(q) representa la energia potencial
del sistema, v el término ¢7 Bu representa el trabajo realizado por el control del sistema
representado por la variable u. Suponemos que m < n y rank(B) = m. Si se plantea
un punto de equilibrio para el vector de variables (q, ¢, u) dado por (g,0,u), es posible
entonces definir un vector de variables incrementales dadas por las pequenas variaciones
del vector alrededor del equilibrio como:

4% =q9—q
4 =4q (2.2)
Us =U— U

9
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Consideremos una expansion en series de Taylor de la funcién escalar £ alrededor del
punto de equilibrio,

_ . o 0L 0L
5(@I+Q5,Q5,U+U5):L(%O»U)*l-a—T %+ 57 G5+ 57 us (2.3)
T (g0, T (g0, U g0,
0?L 0?L 0?L
0q0qT  0qoqT  OqouT
1 >PL o PL DL o
5 45 ¢5 us) 9004 0a0iT Do’ gs | +t.o.s. (2.4)
PL L L U
oudq”T  Oudgt  OQuou” (7.0.)
Posteriormente, considerando las ecuaciones de Euler-Lagrange,
d oL 0L
Rl (2.5)
dt 9q  0Oq

Es posible evaluar las condiciones de equilibrio con el fin de obtener el lagrangiano in-
cremental equivalente. En primer lugar, las variaciones temporales en el equilibrio deberan
ser por definiciéon cero, por lo que se obtiene el primer término de 2.3. Posteriormente, se
conoce que en el equilibrio las velocidades generalizadas seran cero, por lo que el momento
en equilibrio sera cero, obteniendo el segundo término de 2.3, y a partir de 2.5 y de 2.3 se
obtienen las condiciones:

d 0L oL oL
dt 04 | 70.2) 4 l(g.0.m) q
Es posible reducir la ecuacion 2.3 a la siguiente ecuacién
_ . o 0L
L£(q+ gs,4s,u+ us) = £(q,0,u) + NG Us (2.7)
U lg.0.m)
02L %L 0*L
0qoqT  0qoqT  dgou”
L L PL DL o 2.8
g (B B Wl 55T 940qT  DqouT o I ‘
0?L 0?L 0?L J
oudqt  Oudqt  OuouT (@.0.3)

Una vez obtenido el lagrangiano expandido de segundo orden, es se pueden obtener
las ecuaciones de Euler-Lagrange para el sistema incremental. Partiendo del lagrangiano
incremental:

£(q,q,u) = £(q,0,a) + L5(qs, ds, us) (2.9)
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Aplicamos las ecuaciones de Euler-Lagrange 2.5 al sistema 2.9 se obtienendo las si-
guientes expresiones [15]:

9L _ 9(L(q.0. 1) + Ls(ds, s, us)) _ (655) (aqg)
9 9q 9ds 9q

) (m) (a<q' - q)T) 0L
Jqs dq dqs

408 d ok
dt 0¢  dt Ogs

Por lo tanto:

Mientras tanto, se obtiene,

9L _ 0(£(q,0,a) + £5(g5, 95, us)) _ (855> <8q5T>
0q dq dqs dq

() (2 q>T) 08
8% aq 8%

Se obtienen entonces las ecuaciones de Euler-Lagrange para el sistema incremental
dadas por

4050k 210)

Con lo cual se puede reducir aiin mas las ecuaciones 2.7 al considerar que basta el la-
grangiano incremental para obtener la dinamica del sistema incremental para las variables
definidas en 2.2.

0*L 0*L 0*L
0q0qT  0qo¢T  dgou”

, 1 , RPL  PL 9L 45
L5(4s, 4s, us) = 3 (a5 G5 us] 9007 90T De0uT s (2.11)
2L  9°L 2L ts

T T T
oudq”  OudqT  Oudu (7.0.0)
Se eliminan del lagrangiano incremental los términos de orden superior; y el término

oL us debido a que éste no depende de las variables incrementales de posicién y

ou' 1(g,0,a)
velocidad, por lo que al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange 2.10, no se veran afectadas
por este término.

De forma general, para sistemas lagrangianos “simples”, al aplicar las ecuaciones de

Euler-Lagrange 2.10 a 2.11 se obtiene un sistema dindmico de la forma:

Mgs = Kqs + Bus (2.12)

Donde, M es de la matriz de inercia evaluada en el equilibrio, dada por
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0?L
040¢" | (g.0,a 219
X es la matriz de elasticidad evaluada en el equilibrio, dada por
0?L
K=" 2.14
004" | (g.0,2 240
Y X es la matriz de ganancias del control dada por
1( 9% 0%L )
B==-| ——= + (2.15)
2 <8q8uT (@.0.3) oudqT (@.0.0)

Esta metodologia puede aplicarse para todos los sistemas lagrangianos llamados “sim-
ples” (por cuanto la energia potencial no depende de la velocidad) no lineales con el fin
de obtener la dindmica incremental alrededor del punto de equilibrio (g, 0,u). Particu-
larmente, en este trabajo de tesis se utilizara la linealizacion tangente resultado de estos
desarrollos para describir la dindmica incremental del manipulador mévil subactuado pro-
visto de unién flexible, tanto para la dinamica con motores, como para la dinamica sin
motores. Este sistema sera analizado respecto a su controlabilidad, por consiguiente, su
planitud, con el fin de disenar el sistema de control.

2.2. Planitud diferencial

El concepto de planitud diferencial fue introducido por Fliess y sus colaboradores en
[35], donde se establecen, por medio de ejemplos, los conceptos de sistemas planos y salida
plana.

Se entiende por sistemas planos aquellos sistemas diferenciales controlados que poseen
una dinamica lineal en su estructura, los cuales son fuertemente accesibles, o controlables
en el sentido lineal, y poseen una variable llamada salida plana, la cual expresa todos y
cada uno de los estados y controles del sistema en funcién de dicha salida plana y sus
derivadas hasta un orden n, equivalente al orden del sistema. Esta propiedad estructural
es homologa a la propiedad de controlabilidad en el caso de sistemas lineales establecida
por Kalman en [36]. Para el caso SISO (Single Input Single Output) se establece que la
salida plana sera funcion de los estados del sistema y tendra un grado relativo igual al
orden del sistema, es decir, la entrada de control aparecera unicamente en la derivada
n-ésima de la misma.

Para el caso de los sistemas MIMO (Multiple Input Multiple Output) lineal que estu-
diaremos en este trabajo de tesis, se establece la siguiente formulaciéon matematica respecto
a las salidas planas: Se dice que para un sistema de la forma

t=Ar+ Bu, zeR", uweR"™ (2.16)

Un vector de salidas y = CTx con y € R™, serd un vector de salidas planas si la
sumatoria de los grados relativos de cada salida es igual al orden del sistema. Esto implica
que es posible expresar los estados y los controles del sistema asi
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1 —1 oy
x:¢(y17y§)77y§al )77ym7y7(?’%)77y7(n 1))
1 (0% Qm,
/u/:é(y17y§),,y§ 1)77ym7y7(’)i)77y7(’n ))
Donde ¢ y & son mapas invertibles entre las salidas y el conjunto de estados y controles.
Ademas, el conjunto de constantes «;,7 := {1,...,m} cumple la propiedad ), a; = n, con

n el orden del sistema. Es decir, el vector de controles del sistema se puede parametrizar
en funcion de las salidas y sus derivadas hasta el orden «; para la salida i-ésima.

El concepto de planitud se extiende maés alla de los sistemas lineales donde se establecen
los mismos principios de expresabilidad de los estados y los controles en funcién de las
salidas planas y sus derivadas. Este trabajo se desarrolla en los trabajos de Isidori [37]
bajo los términos de linealizacion exacta, y se expone de manera detallada para diferentes
casos en Sira Ramirez y sus colaboradores [38].

2.2.1. Salidas planas de sistemas lineales MIMO

La controlabilidad de sistemas lineales MIMO aplica los mismos conceptos establecidos
por Kalman [36] y que han sido resumidos en otros trabajos de sistemas lineales [39].
No obstante, es importante establecer la relacién que existe entre la controlabilidad y la
planitud de los sistemas lineales. Para sistemas MIMO descritos por 2.16, el vector de m
salidas planas se puede obtener a partir de [40]:

y=aCy K 'Az

Donde, o = diag[ay, . . ., a;,| es una matriz diagonal de constantes arbitrarias diferentes
de cero y K es la matriz reducida de controlabilidad a partir de los indices de Kronecker

([41], [15])

K = [bl’Abl""7An1_1b1""7b2’Ab27---,AnQ_le,...,bm,...7Anm_lbm]

Tal que el conjunto {ni,ng,...,n,} conforman los indices de Kronecker y ademés
cumplen la condicion,

m
E n,=mn
i=1

Dénde n es el orden del sistema. La matriz C}  estd conformada por m sub-vectores

ordenados de dimensién n con entradas cero a excepcién de la entrada )7, n; para la
fila 7, siendo n; los indices de Kronecker, por lo tanto sera de la forma:

0 0 100 ... 0 ...0¢0...0
T 0 0 0 00 1 00 0
CKT7n: . . . . . . . . .
o0 ...00O0...0...0¢0...1

Esta formulacion se puede extender a sistemas de la forma 2.12; obteniendo una matriz
de controlabilidad de tamano 2n de rango completo en funcién de los indices de Kronecker
dada por [15],
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er M 0] [0 b0 (M), 0 by
0 ML by 0 ... (JCM)nlilbl 0 by 0
0 b ... 0 (KM)by
by O ... (KM, O
0 (I,
(M), 0

Si se supone un vector de salidas planas dadas por

v=lcz co |

Vs

Entonces existe una matriz diagonal de escalares diferentes de cero a = diag [al e am}
tal que el siguiente conjunto de ecuaciones lineales tiene solucién tinica

[C7 GV K" =aCk,,

Si se considera la forma de la matriz extendida C}Qr ,,» S€ observa que se obtienen dos
sets independientes de ecuaciones diferenciales dados por

CIM by (KM)b; ... (KM)™~'h]=a0 0 ... ¢

CUTMA [b] (KM)Z)J .. (JCM)njflbj} =« [0 0o ... 0]

Donde, e; es el vector columna m-dimensional en la coordenada cartesiana j-ésima de
la matriz C}CT’%. Dados este conjunto de ecuaciones, es claro que si la matriz de controla-
bilidad K es de rango completo entonces la tinica soluciéon para CZM™'K = 0 es CT. Por
lo que la salida plana depende tinicamente de las variables generalizadas de posicion [15],
obteniendo como resultado que

= [cF o] |P| = [aCE KM 0oT] %

v=[c7 o] [#] = [ack, e

Este resultado permite facilmente el cdlculo de la salida plana para un gran niimero de

sistemas largangianos presentes en los estudios académicos e industriales, ademas, como

es proposito de este trabajo, cubre los sistemas que son linealizados usando la metodologia
planteada en la seccién 2.1.

2.3. Control por rechazo activo de perturbaciones ba-
sado en planitud
Dentro de los esquemas de control robusto se encuentra el “ADRC” por sus siglas

en inglés, el cual basa su metodologia en poder expresar el esquema de la planta como
un conjunto de cadenas de integracion de las salidas del sistema (una cadena por cada
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control), simplificando su dindmica; para posteriormente obtener un modelo simplificado
en los cuales estén influyendo los controles del sistema, acompafiados de sus respectivas
ganancias, y un término genérico por cada salida que incluye no linearidades ignoradas a
favor de la simplicidad del modelo. Estos términos se suponen como desconocidos (incier-
tos) y agrupan cada uno, en un término tnico de perturbacién llamado perturbacion total,
las perturbaciones endégenas (inherentes a las dindmicas propias del sistema) y ex6genas
(provenientes de fuentes externas) del sistema, para concluir con una relacién dindmica
entrada-salida. Es decir, se reduce la dinamica del sistema a un modelo donde la funcién de
transferencia de cada salida es la de un integrador de orden n;, déonde la suma de todos los
n; es equivalente al orden del sistema n. Estas perturbaciones se pretenden estimar en linea
a partir de un observador para ser usadas en una ley de control que intente su cancela-
cion, generando un sistema de control que asimila la planta como ideal con perturbaciones
acopladas en el canal de entrada.

El término de ADRC aparece por primera vez en la literatura de habla inglesa en la
conferencia de Gao y sus colaboradores [42] usando ganancias no lineales en los controles,
el cual se fue simplificando al usar ganancias lineales como se ve en [43], si bien sus
bases fueron dadas por las ideas de Han como un método de control robusto (véase [44],
[45], [46]). Desde entonces, se han dado numerosos ejemplos de su aplicabilidad (véase
Sira-Ramirez y colaboradores [38]), donde se evidencia la reduccién de la dindmica de los
sistemas a un modelo entrada salida en el cual se mantienen las propiedades estructurales
del sistema, tales como el orden del sistema. Adicionalmente, se encuentran aplicaciones a
sistemas hidraulicos como en el trabajo de Huang [47]; aplicaciones a sistemas subactuados
como en el trabajo de Bou Sheral [48] y el de Ramirez-Neira [49]; e incluso trabajos de
equivalencias entre el esquema ADRC con otro tipo de controles tales como filtros planos,
control por inyecciones endogenas y realimentacion exégena, GPI, como en los trabajos de
Sira-Ramirez [30, 31, 50].

Todos estos trabajos se basan en la formulacion matemética que se presenta en detalle,
para sistemas SISO, (el método es facilmente extensible a sistemas MIMO), a continuacion.
Supoéngase un sistema en forma simplificada con la siguiente estructura

Yy = Bu+¢ (2.17)
Escribase entonces el sistema en forma de cadena de integradores extendida de la
siguiente manera

d
d o _
dt Y
d
4 q)y_ @
di y
4@ _ e
dt (2.18)
d
4 -1y _ ()
il y
d
—y' = Bu+¢

dt
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Se plantea posteriormente una dindmica ideal, en la cual no existen perturbaciones en
el sistema y que actuard como referencia para el controlador. Esta referencia sera respecto
a un sistema idealizado como un integrador puro a pesar que la planta posea dinamicas
mas complejas. Este modelo sera de la forma

d
a4 0 _ (1)
il y
d
d e _ @)
at? y
4 @x o
dt (2.19)
d
A 1y ()
el y
d
A ye _ oo
oY Bu

Es evidente que el sistema idealizado permite conocer las entradas de control nominales
del sistema, que seran proporcionales a la derivada de orden n de la variable y, la cual en
sistemas diferencialmente planos coincide con la salida plana. Si se plantea ahora el error
de seguimiento como la diferencia entre la dindmica real del sistema 2.19 y la dindmica
perturbada 2.18, se obtiene la dindmica del error de seguimiento tal como se observa en
la siguiente formulacién.

d

%em) — M)

d

%e(l) — e

d

— o2 — B

dt (2.20)

d

%e(”) = fBe, +¢&

Donde, el(-g) = yg) - yg)*, ew = u—u*. Se desea llevar a cero el error de seguimiento e(?),
tal que el sistema real siga en lo posible a un sistema idealizado cuya relacién entrada-salida
estd dada por una cadena de integradores, ignorando la presencia de la perturbaciéon. Esta
perturbacion se presenta inicialmente como un problema pues conlleva toda la dinamica
del sistema, sea lineal o no lineal, por lo que es necesario eliminarla. Para ello se toma como
iniciativa plantear un observador de estados que ademas estime la perturbacion, siendo este
un observador de estado extendido, surgido de las contribuciones innovadoras de Han [51].
No obstante, diversos investigadores han encontrado la forma de mejorar este observador, a
partir de los planteamientos de Luenberger [52], reduciendo el orden del observador a partir
de la suposicién de la medicion de la derivada de la salida. Este observador se denomina
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observador extendido de orden reducido “ROESO”. Implementando este observador en la
dindmica del error de seguimiento obtenemos el siguiente set de ecuaciones,

d
EA(I) —e@ 4 )\n—1(€(1) — é(l))
d
Eé(2) =B 4 Ao (eM — &)
d (2.21)
Eé(n*l) — e 4 )\2(6(1) _ é(l))
ié(") = Bey + 2+ M (e — M)
dt
d
P Ao(eM) — &)

Este proceso genera un esquema del mismo orden que tendra un factor de correccién
para cada estado propuesto por el error de estimacion entre la primera derivada del error
y su variable estimada, proporcional a una serie de constantes \;, que ajustaran cada
estado estimado hasta llegar a un error de estimacién cero. Adicionalmente, se plantea una
variable z que serd la estimacion de la perturbacion y ademas se establece que la variacién
de la perturbacion sera proporcional al error de estimacion de la primera derivada del
error de seguimiento. Si se reescribe el sistema en funcién del error de estimacion a partir
de las ecuaciones 2.21 y 2.20, se obtiene el esquema

dew o\ W

dt
d
E5(2) =B _ /\n—2é(1)
d (2.22)
%é(nfl) — ) _ )\25(1)
d
Eé(m = e — N
d
%Z = Aoé(l)

Donde e; = § — 2z, y representa el error de estimacion de la perturbacion. Es posible,
por medio de manipulaciones algebraicas, escribir una dinamica del error de estimaciéon
de la primera derivada del error de seguimiento como:

D 4 A8 - AgeV) = €O (2.23)

Se evidencia el comportamiento en forma de entrada salida, siendo la entrada la per-
turbacion y la salida el error de estimacion. Nuestro propdsito es llevar la respuesta del
error de estimacién a cero, por lo tanto se seleccionan coeficientes adecuados del polinomio
generado, de tal forma que sea un polinomio de Hurwitz, y la respuesta del error de esti-
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macion sea exponencialmente decreciente. Ahora, si se toma la transformada de Laplace
de la ecuacion 2.23 se llega a la siguiente relacion,

S

5D (g) —
€ S) =
Sl [P T S SN SRS W

&(s) (2.24)

La cual es la funcion de sensibilidad del error de estimacion de la primera derivada del
error de seguimiento. Este tipo de funciones han sido senaladas para el esquema ADRC
en trabajos previos [31] evidenciando una buena respuesta del error de estimacion. Reem-
plazando la funcién de transferencia 2.24 en las ecuaciones del error de estimaciéon 2.22,
se puede obtener la funciéon de sensibilidad para cada uno de los estados estimados de la
siguiente forma:

S
[ 8"+ Ap1s™ L+ A 08" 2 4+ A+ Ao |
[ s(s 4+ An—1) 1
| 8"+ Ap1s" L+ X082 4+ XS+ Ao |

(2.25)

N WY L R .0
[ S+ A1 s?L A 08™ 2 4+ NS+ g |
[ s(s™ P N 18" 2 Aas 3 4 ) ]
[S™ + A1 s? L A 0s™ 2 4 -+ NS+ Ao |

Es evidente que los estados del error de estimacion tienen funciones de sensibilidad
que atentian los efectos de la perturbacion £ en la estimacion para perturbaciones de bajas
frecuencias. Esto resuelve el problema de estimacion de los estados y la perturbacion, pero
no resuelve atn el problema de control, por lo que se procede a plantear una ley de control
que esta basada en la estimacion de los estados del error de seguimiento, y la utilizacién
de la estimacion de la perturbaciéon para tratar de cancelarla desde la ley de control. Dicha
ley de control tendré la siguiente forma:

ey = _/yn—lé(n_l) _ Vn—Qé(n_Q) e — 706(0) — 2z (226)

La cual puede ser reemplazada en el error del control en la dinamica simplificada del
error de seguimiento, tal que se cierre el lazo de realimentacién. Esto genera la siguiente
dindmica:

d
d
at’

(n—1)

= —Tn-1€ — Y2 — s — e e (2.27)

En términos frecuenciales a través de la transformada de Laplace se obtiene,

[8" 4+ Yne18" 4 Yp_os" T - 15+ Yole(s) =

2.28
yn_lé(”_l)(s) + %_zé("_Q)(S) +--+ 716(1)(5) + e¢(s) ( )



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 19

Ecuacién en la que aparecen las variables de estimacion, de las cuales ya se tiene infor-
macién en términos frecuenciales en funcion de la perturbacion, por lo cual, reemplazando
los resultados obtenidos de 2.25 en 2.28, asi,

[8" 4 18" 8™ T s + 0le(s) =

("3 N1 ST N
Tn—1 n ( n—1 1 n—2 3) g(S)—F
S Apo1STT 4 A 082 4 NS+ Ao
S(8"H XS A
Tn-2 n ( n—1 1 n—2 4) §(8)+
S +>\n—15 —I—)\n_gs —|—+)\15+>\0

: (2.29)
s(s+ A1)
T2 S Ao 15"+ Aas™ 2 4+ Mis + A

e
° £(s)+
T e A 15" T+ Ay 95" 2+ - + Ars + Ao
|: S(Sn_l + An—lsn_z + /\n—QSn_3 +- Al) :| (3)

s™ + )\n_ls”_l + )\n_QSn_Q + -+ )\18 + )\0

Obtenemos una funcion de transferencia para el sistema realimentado, con el observa-
dor y el controlador, de la forma:

~—

™

(s) _
(s)

I

1218 (=1 Vi Anting)
(8" 4+ Y18 ypas" 2 s+ 0) (87 F Ao STTL A 082 4+ NS+ o)

(2.30)
El cual puede ser reescrito como
o) [t s bbb | gy
£(s) S20 4 Kop_ 182 b Koy 9822 b+ KyS + Ko

Lo cual indica la funcion de sensibilidad del error de seguimiento respecto a la per-
turbacién. Esta funcion resume por completo la dindmica de un observador extendido de
orden reducido y la de una ley de control de realimentacion de los estados estimados, por
lo que su implementacion se ve facilitada y reducida a la de una funcién de transferencia
racional y propia en su representacion entrada-salida.

Es necesario calcular la funcion de transferencia del controlador del sistema. Para ello
se presenta el siguiente diagrama de bloques de la Figura 2.1 que resume la dindmica del
sistema.

Segun este diagrama y conociendo la dinamica de entrada salida entre el error de
seguimiento y la perturbacion, entonces se tiene que

= G(s) s) = M(s)&(s s) = —
)= |1 | €6 = MO, G (2.32)
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ANGE'R BK(s) pu » G(s) A

Figura 2.1: Diagrama de bloques del sistema simplificado.

Por lo tanto, resolviendo para SK(s), se obtiene

! ! (2.33)
G(s)  M(q) '

Por lo tanto, homologando los términos SK(s) = e,(s) y reemplazando el resultado
obtenido en 2.31, obtenemos que, de manera general, el controlador sera de la forma,

BK(s) =

1 nS" 1S DY LU T
euls) = = KnS" 4+ Kpo18" "+ Kp2S" "+ -+ K1S+ Ko e(s) (2.34)
BLs(s" 4 Kop_15"2 4 Kop—2S" 3 4 - + KpioS + Kntt)

Es en este controlador que estdn condensados los dos componentes principales del
esquema ADRC, el observador y el controlador, en una funcién de transferencia que es
racional y propia, y de facil implementacion con el fin de ejecutar sistemas de control
reales y practicos y que, ademas, ofrecen la facilidad de requerir iinicamente la medicién
de la salida plana del sistema.

2.4. Planeacion de trayectorias basada en sistemas
Liouvillianos

Es bien sabido que la planeacién de trayectoria es un aspecto fundamental en el de-
sarrollo de sistemas de control cuando se requiere que una o varias variables sigan una
trayectoria en el espacio de estado determinada por caracteristicas tales como optimi-
zacion de trayectorias, reducciéon de energia, evasion de obstaculos, entre otros. Dentro
del presente trabajo de tesis se explord una alternativa para obtener la trayectoria de un
sistema plano de orden finito basdndose en la planeacién de trayectoria para un sistema
plano de orden infinito (Liouvilliano, véase [53]), cuya variable a parametrizar satisface
una ecuacion diferencial que depende de otras variables a las cuales es posible asignar-
les trayectorias. Un par de ejemplos claros de esta metodologia usados para asignar una
trayectoria a un sistema con salida de fase no minima se presentan en los trabajos de Sira-
Ramirez [54] y [55]. No obstante, es posible aplicar esta metodologia en sistemas planos
mientras se asegure, almenos desde un punto de vista numérico, que para una iteracién
dada las trayectorias generadas convergan.
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Consideremos un sistema de la forma

t=¢(C, Gy Gy @y, ™) (2.35)

Tal que se requiera asignar una trayectoria a la variable x sin conocimiento previo de
las derivadas &, &, . .., z("). Es posible entonces crear un proceso iterativo funcional tal que
se aproxime la solucién de la ecuacion diferencial en funcién de las posibles trayectorias
que tengan las variables (1, (o, . .., (,. Estableciendo el proceso iterativo funcional como

Tha1 :¢(<17<2,...,Cn,jj‘k,i‘k,...,xl(:)) (236)

Por lo tanto, se puede iniciar con un valor constante para xo tal que el proceso de
iteracion funcional reemplace el valor k-ésimo de la iteracion en la funcional siguiente, asi,

ro = Cte
Ty = ¢(C17427 s 7Cn)

Ty = ¢(C17C27 s 7Cn7¢(<1?C27 LR Cn>7 ¢(C17C27 cee 7Cn)> cee 7¢(C17C27 .. 7Cn)(r))

T3 = ¢(Cl7€2a s 7Cn7¢(<17C27 R Cnv ¢(C17C27 . '7Cn)>¢(cla CQa SR <’ﬂ)’ SRR Cb(fla CQa SR gn)(r))’

¢<Cl7c27 s 7Cn7¢(cl7c27 s 7Cn>7¢(g1a<,27 R Cn)v R QS(glaCQv R CTL)(T))’ )

¢<C17<27 s 7CN7¢(C1’C27 s 7Cn>»¢(C17C27 R Cn)7 R QS(CluCQ: R Cn)(r)>(T))

Too = O(C1y Coreo oy Cns Gy Cay oo Gy M S )
(2.37)
De esta manera, se obtiene una trayectoria aproximada para la variable x parametri-
zada en funcion de las variables de las cuales si es posible planear una trayectoria.

2.5. Homotopia y transformaciones de Lie-Backlund

Considerando el sistema planteado en la seccion 2.3, en el cual se tiene una ganancia
del control que resulta ser dependiente de los parametros de la planta, es posible que dicha
ganancia sea mucho mayor a los valores del control nominales o muy pequena respecto a
los valores que tomara la senial de control. Ambos escenarios, representan una complicacién
desde el punto de vista de la sintonizaciéon de las constantes v y A vistas previamente en
el esquema de control. Es por ello que se aborda la metodologia por transformaciones de
Lie-Béacklund, cuya exposicion para sistemas SISO y MIMO se puede ver resumida en [29],
de forma generalizada en el libro de Anderson y sus colaboradores [56], y aplicada a través
de transformaciones dependientes del estado por Fliess y sus colaboradores en [57] y para
sistemas no lineales en [58].

Para ejemplificar el concepto de homotopia [59] en sistemas dindmicos, basta imaginar
una trayectoria de un sistema en un espacio de estados perteneciente a R". Es posible, en
algunos casos, deformar las trayectorias que evolucionan en ese espacio de estados respe-
tando las restricciones topomoérficas tal que la evolucién resultante sea equivalente para
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otro sistema dinamico. Las transformaciones de Lie-Béacklund permiten una transforma-
cién temporal por medio de la solucién de una ecuacion diferencial, tal que el sistema
homoétopo sea una escalizacion temporal del sistema original. Esto se evidencia al desa-
rrollar la transformacion como se explica a continuacion para sistemas SISO no lineales,
cuya teoria puede extenderse a sistemas lineales como un caso particular.

Considere un sistema de la forma:

fl@)+g@x)u, xeR" ueR

hiz) (2.38)

T
y(x)
Donde f(z) y g(z) son funciones suaves. Si el sistema mostrado en 2.38 es plano, con

salida y, tendra una representacion entrada-salida, a partir de la forma canodnica de Isidori
[37] de la siguiente forma,

y™ = (@ My, g,y ) + LeLY VR (y, gy ) (2.39)

Donde, la notacién L¢h representa la derivada de Lie de h a lo largo del campo f,
y la funcién & representa el difeomorfismo generado entre los estados x a partir de las
derivadas de la salida plana y tal que:

z = ®(x) = (h(z), Lih(x), L?h(w), ce L;ﬁ_lh(x))T (2.40)

Ahora, se asume que el sistema 2.38 es regular en un conjunto abierto lo suficiente-
mente largo de R, tal que LgL§"71)h(®_1(y,y, —..,y™ 1)) no es cero, para todo t, en la
vecindad de una variedad S que intersecte el espacio R", sobre el cual puedan continua-
mente deformar las trayectorias del estado. Entonces es posible crear la transformacion,
dependiente del estado, de la coordenada temporal,

dr = [LgL;"—“h(cp—l(y, g,y )Yt (2.41)

de tal forma que se propone un escalamiento del tiempo que resulta en una funcién
escalar, mondétonamente creciente, representada por 7. Aplicando esta transformaciéon al
sistema 2.39 se obtiene

dry™ L@ Ny, g, ..y h) +u._ﬂ
A L L TM@ g )LL)

+u (2.42)

la cual, bajo la filosofia del esquema de control ADRC puede ser reescrita como

drm

=u+&(7) (2.43)

Donde £ es una perturbacién endégena del sistema. Adicionalmente, el tiempo 7(t)
serd la solucién a la ecuacion diferencial

dr e _ . . "
= L Ly @ gy Y T(0) = 0 (2.44)
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Debido a que, sin pérdida de generalidad, el término [Lngcn_l)h(CI)_l(y, U,y )]
se puede asumir como positivo, la variable temporal 7(¢) solucién de la ecuaciéon 2.44 no
sé6lo representa un mapa t +— 7(t) sino que, ademads, es un mapa invertible.

Entonces, dadas estas condiciones, se afirma que las trayectorias obtenidas por el sis-
tema 2.38 generadas a partir de una ley de control del tipo u(y()) son deformadas a las
de un sistema hométopo dado por 2.42 a partir de una ley de control del tipo u(y(7)).

Para el caso de sistemas lineales MIMO, es méas simple la formulacién debido a que un
sistema de la forma & = Az + Bu, u € R™ tendra una representaciéon simplificada entrada
salida de la forma

ygm) = [ + &

?Ji(m) = Biu; +&; (2.45)

yfgm) = ﬁmum + ém

Por lo tanto es posible realizar m transformaciones de escalas de tiempo dadas por

dr; 1/n;
— =p5"" (0)=0 2.46
=g, o) (2.46)
Dando lugar a un sistema homotopo de la forma:
d"y, & ()
dr™ 1/m
1

d"y; &i(mi)

dnlym o gm(’rm)

drnm tm Tln/”m

Para un conjunto de valores ; constantes.

2.6. Resumen del capitulo

En el presente capitulo se enlistan y desarrollan las herramientas matematicas necesa-
rias para comprender y apreciar los calculos y disenios presentados a lo largo del trabajo
de tesis, iniciando por la definiciéon de una linealizacién; siguiendo con el concepto de pla-
nitud diferencial y la formulacion para obtener la salida plana de un sistema MIMO a
través de la matriz de controlabilidad reducida; posteriormente se hace el desarrollo para
un sistema SISO orden n de un diseno de controlador por el método de rechazo activo de
perturbaciones, el cual es extensible a sistemas MIMO. Adicionalmente, se establece una
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metodologia de iteraciones funcionales para la obtenciéon de trayectorias de un sistema
de forma aproximada en funcién de variables conocidas, y finalmente se trata el tema de
transformaciones de Lie-Bécklund para sistemas no lineales y el caso particular de sistemas
lineales con el fin de obtener un sistema hométopo.



Capitulo 3

Modelado del sistema

La descripcién matematica de los sistemas fisicos es un area fundamental en el estudio
del control automatico. La capacidad de describir por medio de ecuaciones las dinamicas
de los sistemas ha permitido desde el andlisis de su comportamiento hasta el desarrollo
de estrategias de control usadas para fijar las respuestas del sistema a requerimientos es-
pecficicos. Disponer del conocimiento suficiente del sistema es primordial en funcién de la
tarea que se quiera desempenar con el sistema, es por ello que el modelado de los sistemas
es un paso de vital importancia para el desarrollo de las tareas de control. Estos modelos
se obtienen a partir del uso de leyes fisicas y de modelos simples que combinados, general-
mente, forman un conjunto de ecuaciones diferenciales, los cuales describiran el estado de
cada una de las variables involucradas. El proceso de modelado en tiempo continuo parte
de un conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales. [60]

En este capitulo se emplean las metodologias de modelado por Euler-Lagrange (EL)
y se obtiene la linealizacién aproximada (tangente) directa del sistema a partir del la-
grangiano, que sera usada para obtener el controlador del sistema. Se modelara el sistema
de manipulador moévil subactuado sin la inclusiéon de los motores, luego se incluiran los
motores desde el planteamiento de las energias cinética y potencial, y finalmente se ex-
ploraran dos alternativas de adicion de la dindmica de los motores, una completa y una
aproximada, a partir del modelo simplificado de la parte mecanica.

3.1. Manipulador mévil subactuado

El manipulador mévil en el que se enfoca este trabajo de tesis consiste de una masa
M que actiia como carro y soporte del brazo manipulador del sistema. Su movimiento
estd restringido al eje x y se supone dentro de ¢l un motor de corriente continua que no
sera modelado en esta seccion. Acoplado al carro de masa M se encuentra un brazo de
dos eslabones de longitudes L; y Lo, centros de masa ubicados a distancias ., y .o de
sus respectivas uniones; y momentos de inercia Iy e [5 respectivamente. Estos eslabones
estan unidos por una junta rotacional provista de flexibilidad dada por un resorte torsional
de constante de elasticidad k. Las variables actuadas del sistema seran la posicion = y el
angulo 6. Este esquema se muestra en la Figura 3.1.

25
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Figura 3.1: Manipulador moévil subactuado provisto de junta flexible.

3.1.1. Modelo no-lineal

Para obtener el modelo del manipulador mévil se emplea la metodologia de Euler-
Lagrange, la cual requiere el establecimiento de las energias cinética y potencial del sistema.
Al ser un sistema mecanico, podemos referir las coordenadas para cada una de las variables
generalizadas a los centros de masa del sistema. Es evidente que el sistema posee tres
variables generalizadas correspondientes a los angulos 6, y 65 respecto a la vertical y a la
posicion x del carro.

Sabiendo esto, las posiciones de los centros de masa estan dadas por

Ty =1
1 =2+ Ly sinfy, y; = Ly cos 6y
Ty = 2 + Lysinf; + Lo sin 0,

Yo = Ly costy + L. cos by

Y las correspondientes velocidades son
Ty =1
T =+ Ldél cost, y; = —Lclél sin 6,
iy = i + L16y cos 0y + LB cos 05,
Z)g = —Llél sin (91 — chég sin 6‘2
Segtn esto, se puede establecer la energia cinética del sistema mecanico como

1. I . I 1 . 1. 1 .
K :§Mﬂf?\4 + §m1$% + §mly% + Emzxg + 577129% + 5119% + 5129% (3.1)

Mientras que la energia potencial se obtiene como
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1
V:mlg-yl—l—mgg-yg—i-§k(62—91)2—F'x—7—-61 (32)

Por lo tanto, a partir de las ecuaciones 3.1 y 3.2 se obtiene el siguiente lagrangiano del
sistema
L —

L. 1 . 1 . 1 1 . 1. 1 .

1 (3.3)
—mlg~y1—mgg-yg—§k(92—91)2+F-x+7-91

Es claro que al ser un sistema lagrangiano, una vez desarrollados los productos y
reemplazando los valores de las posiciones y velocidades de los centros de masa, es posible
expresar el lagrangiano del sistema como

L, .
£ = 54" M(q)q — (V(q) — " Bu) (3.4)
Donde,
M(q) =
M +my + mo Lims cos (61) + 1.y my cos (04) leo Mo cos (02)
L1 o COS (91) + lcl 1 COS (91) mo L12 + mq 1012 + ]1 L1 102 Mo COS (01 — 02)
102 o COS (492) Ll 152 mo COS (01 — 02) mo 1022 + ]2
(3.5)
Mientras que
1
V(q) = mlng COS Ql + mog (Ll COS 01 + LCQ COS 6)2) + 5]@(92 — 91)2 (36)
Y finalmente
10
Bu— [0 1 m (3.7)
0 0

Ahora, al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange,

d oL L
d0c ¢ .
dt ¢  0Oq
Se llega a un sistema de la forma generalizada dada por 3.9,
M(q)i+ C(g,d)q + G(q) = Bu (3.9)
Por lo tanto, la aceleracion del sistema estard dada por
G =M"(q)[~C(g,4)q — G(q) + By (3.10)

Que en forma explicita esta dada por
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F
T—k (6 — 0y) + Ly gmy sin (01) + gle my sin (0;)
G=M"(q)- (—ld my sin (0;) @0, — Ly my sin (61) @0, — Lyl my sin (01 — 6) 0y 91)
k (01 — 92) + glcg mo sin (02) — lcg mo sin (‘92) 1'02
( +L1 lCQ mo sin (91 — 02) 92 91 )
(3.11)
Esto completaria el modelamiento del sistema completo, usando la metodologia de
Euler-Lagrange, obteniendo finalmente un sistema de 6 estados no lineal.

3.1.2. Modelo Linealizado

Uno de los intereses mas profundos de este trabajo es usar el modelo linealizado del
sistema alrededor de un punto de equilibrio con el fin de proponer la estrategia de control.
Esto resultara ttil en cuestion de simplicidad algebraica, computacional y comprobara la
robustez del control al trabajar en puntos diferentes al punto de equilibrio. Por ello, se
procede a realizar la linealizacion del sistema alrededor del punto de equilibrio natural del
sistema, el origen.

En primer lugar se usa la ecuacién del lagrangiano mostrada en 3.4 y se procede a
realizar la linealizacion tangente del sistema. Tal como se vio en el capitulo 2, el modelo
linealizado se obtiene a partir de un punto de equilibrio el cual estd dado por

0 0 0
g= 10 ¢=10 ﬂ:M (3.12)
0 0

El cual equivale a una posicion z = 0 y angulos 6; = 6, = 0. Este equilibrio se puede
observar en la Figura 3.2.

A partir de este punto de equilibrio es posible definir las variables incrementales del
sistema como:

4% =q9—q
ds =4 (3.13)
Us = U — U

Se dejan expresadas las cantidades ¢ y u debido a que es valido para cualquier punto
de equilibrio, considerando que para todos los puntos de equilibrio ¢ = 0.

Bajo este analisis, si se supone que el sistema estd en equilibrio para los valores
(q,q,u) = (q,0,u) entonces es posible plantear la dindmica en equilibrio de las ecuaciones
de Euler Lagrange mostradas en 3.8 como sigue,

d 0L L L
dt aq (670717') aq (q’[)’ﬁ) aq

Por lo tanto, usando el mismo procedimiento planteado en el capitulo 2, se obtiene que
el lagrangiano incremental es
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Figura 3.2: Punto de equilibrio del manipulador movil.

L5(4s, G5, us) =q" Bus+

0*V(q, q

~9™V(q,4) B "

1 [ T } 0qoq” ;

5 s 4s Us 0 M(q) 0 Z&

5

B 0 0 (309)
Es decir, que el lagrangiano incremental se puede escribir como
) 1. ) 1 9?V(q, q
L5(3s, G5, us) :§an M(9)(g.0,a) 5 + §q(sT (—W o s + gs Bus (3.15)
q,U,u

Es claro que el término ¢’ Bus puede eliminarse de la ecuacién debido a que no de-
pende de las variables incrementales. Por consiguiente, una vez obtenido el lagrangiano
incremental, se aplican las ecuaciones de Euler-Lagrange, las cuales son invariantes para
el caso incremental tal como se demostré en el capitulo 2. Al desarrollar esta operacién
resulta:

d 9*V(g. )

— (M(q)gs) — | ——=—2 =B

7 (MU(@)ds) ( 9004 ) o g5 = Bu; (3.16)
O de forma simplificada como

Donde,
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Si desarrollamos la ecuacién 3.17 y la ponemos en términos de los parametros del
sistema obtenemos la ecuacion 3.18 que describe el comportamiento del sistema linealizado
alrededor del equilibrio 3.12.

(7,0,2)

T 0 0 0 T 10 r
915 = —Mil(Cj) 0 mlglcl + mgng + k —k 915 + Mﬁl((D 0 1 |:7_6:|
s, 0 —k MagLey + k| | 0o, 0 of L™
(3.18)
Donde,

- =5\ — K 3 T

MHq) = |my myy i (3.19)
T A T

M3y Mgz Mgz

3.1.3. Planitud del sistema linealizado

Tal como se vio en el capitulo 2, un sistema lineal es controlable, por consiguiente plano,
si su matriz de controlabilidad es no singular o de rango completo. Es posible obtener dos
salidas planas, una para cada uno de los controles, tal que el grado relativo de las salidas
respecto a cada entrada sumen el total del orden del sistema. El método general para
hallar las salidas planas expuesto en el capitulo 2 no sera usado en esta secciéon debido a
que, por inspeccién, es posible hallar dos salidas que cumplen estas propiedades.

En primer lugar se plantean las salidas planas como

Y1, = (M 4+ my +ma)xs + (myLey + moly)015 + maoLeabas (3.20)

Y25 = mchzmg + mlechﬁlg + (mgLEQ + 12)025 (321)

Para demostrarlo, realizamos las derivadas temporales de cada salida a fin de obtener
el grado relativo respecto a las diferentes entradas. Debido a la definicién de las salidas
planas, dependientes inicamente de las posiciones generalizadas, las dinamicas obtenidas
en 3.18 se reemplazaran tinicamente en las derivadas par de las salidas.

Para la primera salida obtenemos las siguientes derivadas

1 . - ;
yié) = (M + mq + mg)x(; -+ (mchl + mng)ng + m2L6202§
5 ) N N
yié) = (M +mq + m2)x5 + (mchl + mng)@w + mo Lol = F

Podemos ver que la segunda derivada de la primera salida simplifica todos los términos
obteniendo tinicamente el primer control incremental Fs. Segiin esto se obtiene un grado
relativo parcial de 2 para el primer control. Por otro lado, para la segunda salida se obtiene,



CAPITULO 3. MODELADO DEL SISTEMA 31

yé? = myLeats + maLy Leabis + (maL?, + [2)925
yéi) = mQLCQj(s + mQLlLCZéhS + (mQLEQ + IQ)éQ& = k 915 — k92§ —|— glc2 mo 925
yé“:’) = k015 — Kk Oos + gl ma O35
yé‘;) = k15— k Oos + gl ma g5
= ((km§3 —mby, (k+ Ligma+gla ml))
(k—glaomsy) —k (km§3 —mby (k+ Lygms+ gla ml))) 015
+ (k (mbs (k+ gleama) — kmby) — (k — glams) (mis (k4 gleams) —kmby)) bas
+ Fs(kmb, + (gl my — k)mb,) + 7s(kmiy, + (glea mo — k)mj,)

Como se observa, la cuarta derivada de la segunda salida plana depende explicitamente
del segundo control incremental 75. Esto implica un grado relativo para esta segunda salida
de 4, sumando un total de 6, equivalente al orden total del sistema. Por lo tanto, es posible
expresar los estados del sistema linealizado y los controles incrementales en funcién de las
salidas planas y sus derivadas.

Ahora, adoptando la forma requerida para los controladores, se pretende escribir las
derivadas de mayor orden de la siguiente manera

vy =Fy
y;ﬁ) =021 F5 + Baa7s + §2(1)

Donde el término de perturbacion que agrupa los términos que seran ignorados de la
dindamica del sistema linealizado es,

(3.22)

&(t) =

((kmiy —miy (k+ Ligms + glam))

(k —gleams) =k (kmyy —mby (k+ Ligms + glam))) bis

+ (k (mé3 (k4 gleoms) — kméQ) — (k= gleams) (mg3 (k+ gleams) — k’mgQ)) O

Mientras que las ganancias de los controles estan definidas por,

Bor = (kmiy + (gl mo — k)mi;)

Bz = (kmiyy + (g leamo — k)miy)

Por lo tanto, podemos reescribir el sistema en forma simplificada como

) 1) = [ E; * lato) o)

La cual sera 1til al momento de plantear la ley de control para el sistema simplificado.
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3.2. Manipulador mévil con motor en cada control
haciendo uso del modelado de Euler-Lagrange

Uno de los objetivos es lograr el control del manipulador con la dindmica del motor
incluida en el sistema. El primer acercamiento que se puede hacer para obtener el modelo
es derivar las ecuaciones de energia potencial y cinética para el motor DC e incluirlas en
el lagrangiano del sistema.

Las posiciones de los centros de masa son las mismas que se usaron en la seccion
3.1.1, sin embargo, antes de definir la energia cinética y potencial es necesario relacionar
las variables generalizadas de la dinamica del motor con las variables generalizadas de la
dindmica mecéanica. Esto se explica en las siguientes secciones.

3.2.1. EIl Motor DC

El motor de corriente directa es una maquina eléctrica que transforma la energia eléc-
trica suministrada a través de una fuente de tension, en energia mecanica cinética, trans-
mitida a través de un eje de rotacion. La Figura 3.3 ilustra el modelo del sistema.

L R

Oreic

Figura 3.3: Diagrama esquematico del motor DC.

Este tema ha sido explorado vastamente en la literatura, por lo que su modelo es am-
pliamente conocido. Trabajando el sistema internacional de medidas el modelo se rige bajo
los siguientes parametros: L, inductancia del motor, E tension de entrada, R resistencia
del motor, k,, constante de fuerza electromotriz, J momento de inercia del sistema me-
canico del motor, B constante de friccion del motor. Ademés, las variables generalizadas
del motor 7, como corriente de armadura y # como posiciéon angular del motor describen
por completo la dinamica del motor. Por ltimo, el término 7 es la interrelacion entre el
motor y el sistema mecanico acoplado a este.

3.2.2. Motor para el par de la articulacién actuada

Si se incluye el motor DC considerando que existe una caja de relaciéon N entre el eje
del motor y el eje del eslabdn, se obtienen la siguiente relacion.

0, = NO,
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Ademas se considera que el motor DC tiene una energia potencial dada por

Vpe = —(E = Vb)ge

Donde, E es la tension de la fuente, ¢. es la carga eléctrica y V; es la tension inducida
en el circuido debido a la fuerza electromotriz, la cual tiene la siguiente relaciéon en funciéon
de la constante de fuerza contraelectromotriz K, y la velocidad angular del eslabén 6,

V, = K.NO,

3.2.3. Motor para el control del carro

Si se incluye el motor DC considerando que existe una caja entre el eje del motor y el
eje del eslabon, se obtienen la siguiente relacion.
em = Ncer
Donde, 0, es la velocidad angular de la rueda del carro. No obstante, se puede encontrar
la relacion entre esta velocidad angular y la velocidad lineal del carro
0, = R.in
Donde, R, es el radio de la rueda del carro. Bajo estas relaciones se encuentra que el
motor DC tiene una energia potencial dada por
VDC - _(Ec - %c)qc
Donde, E. es la tension de la fuente, g. es la carga eléctrica y Vj. es la tensién inducida

en el circuido debido a la fuerza electromotriz, la cual tiene la siguiente relacion

‘/bc = KechRcél

3.2.4. Modelo no-lineal

Ahora, una vez definidas las relaciones entre las variables generalizadas de la dinamica
del motor con las variables generalizadas mecéanicas es posible definir las formulaciones de
la energia cinética y la energia potencial.

En primer lugar, la energia cinética estara definida como

1. 1 . 1 . | 1. 1 1
K :§Mﬂf?\4 + §m1x% + §m1y% + §m2x§ + Emzyg + 5[19% + 5[2(95

1 . 1 1 1 (3.24)
+ 5Im(Nel)2 + 5Laq;ff - élmc(NcRcm'Mf - §Lacqf
Por otro lado, se obtiene la energia potencial de la siguiente manera
Y + + 1k(9 0, — F
= m . m . —_ —_ —_ - T
19N 29 " Y2 o M\2 1 (3' 25)

+ quKeél - QeE + QCKechch:M - qCEC
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Esto permite definir el lagrangiano como,

1. I r o, 1 1 5, 1 1
L= éMx?w + émlmf + §m1yf + §m2x§ + §m2y§ + 5119% + 5]293

1 . 1 1 1
+ §Im(N91)2 + §Laqz + §Imc(NcRci'M)2 + §Lacqz

(3.26)
1

—m1g-y1—ng-y2—§k(92—91)2+F-w

- queNél + qu - chechch:M + chC

Ademas del lagrangiano, es necesario definir una funciéon de disipacion de Rayleigh
debido a que existen componentes disipativos en la dinamica del motor. Dicha funcién
esta definida como

1 1 . 1 1
R = §Ra(ﬁ + §Bm851 + éRacqs + §Bmc(NRcI)2 (327)

En total, es posible escribir el lagrangiano en forma generalizada como

1

£ = 54" M(q)q — (V(4,4) — " Bu) (3.28)
Donde,
Ime NORZ + M +my +my  lgmy cos (qa) + Ly my cos (gz)
loomy cos (qo) + Limg cos(qa) mo Ly> + Ly N2 +myla® + 1)
M(q) = lcg moy COS (Q3) L1 lcg Mo COS (QQ — Q3)
0 0
! ’ (3.29)
leamg cos (q3) 0 0 '
Lilomsy cos(ge—q3) 0 0
mo ZCQQ —|' ]2 0 0
0 L, O
0 0 L,

Considerando ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange para un sistema disipativo,

doL 0L OR
a0 3¢ a0 " (3.30)

Se llega al sistema

M(q)g + C(q,4)q + G(q) = Bu (3.31)

Por lo tanto, la aceleracion del sistema estara dada por

G =M"(q)[~Clq,q)d — G(q) + By (3.32)

Que en forma explicita esta dada por
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G =M"(q)-
i . (1/Rc)<_Bmc(Rc)x + Kecdc) i
—Bpb1 + Koo — k(01 — 02) + Ligma sin(6y) + gl.ymq sin(6;)
(—ldml Sin(Ql)éli — legsin(é’l)él:t — Lyl.omo sin(0; — 92)9192>
k(01 — 03) + gleoma sin(s) — lomy sin(92)92j: + Lqileoma sin(0y — 62)9192
—RoGe + K0, + E
_RaCQC + Kec<Rc):t + Ec

(3.33)

Esto completaria el modelamiento del sistema completo, a partir del uso de la metodo-
logia de Euler-Lagrange, obteniendo finalmente un sistema de diez estados no lineal. No
obstante, es claro que el sistema no lineal es independiente de los estados correspondien-
tes a las cargas eléctricas de los motores y dependiente de sus derivadas, las corrientes
eléctricas, por lo cual es posible prescindir de estos dos estados y llegar a un sistema de
ocho estados no lineal. Esta caracteristica sera usada para el proceso de planitud.

3.2.5. Modelo Linealizado

Si se supone que el sistema estd en equilibrio para los valores (q,¢,u) = (q,0,u),
entonces es posible plantear la dindmica del sistema en equilibrio como sigue,

daok
dt 9q

_O—Hﬁ_%_s

9L
dq

R

9q

(7,0,a)

(3.34)

(q7o7ﬂ) (q7o7a) ((170717')
No obstante, debido a que la funcién de disipacién Rayleigh depende tnicamente de

la velocidad, en equilibrio este término es cero, por lo tanto

oL _OR

- - = =0 (3.35)
94 |gom 94

(¢,0,2)

Definiendo las variables incrementales de la misma forma que se definieron en la seccion

3.1.2,

4G5 =9—4q
ds =4q
Us =U— U

Es posible plantear la linealizacion tangente de segundo orden del lagrangiano alrededor
del punto de equilibrio como,
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. o 0L 0L . 0L
q (9,0,3) q (g,0,a) u (7,0,@)
0*L 0*L 0%L
dq0qT  9gdqT  DqouT
1 las ds u) L L DL 4
g (B Wl 550qT  940qT  DqouT o
0*L 0*L 0%L 5
oudq?t  OuoqT  OuouT (2.04)

Por lo tanto, usando los resultados 3.34 y 3.35, el lagrangiano

incremental se define

como,
. 0L
L5(3s, G5, us) = NG us+
(7,0,2)
0*L 0*L 0*L
0qoq™  9qoqT  Oqou”
w5 ds usl PL  PL 0L 35
=% 95 us : — : 5
0¢oq”T  9¢goqT  O¢ouT
PL  PL L U
oudqt  Judqt  Judu” (7.0.0)

Desarrollando el lagrangiano incremental para la forma general planteada en 3.28 se

obtiene

L5(gs, 45, us) =q" Bus+

V(g9 9*V(g,9)
1 [ ] Qq?qT) 9q0q™ ds
Sl @ ous) | 0°V(g: g ds
2 L O s
B 0 0/ | o

El término ¢’ Bus puede no considerarse debido a que no depende de las variables
generalizadas. Esta reduccion implica que el lagrangiano incremental serd

V(@) V@49 g
1 [ | QCJ(@QT> 9g04™ ds
L5(g5,d5,us) = 5 |45 G5 us| | _9°V(g, g ds (3.36)
2 spgr M@0 us
B 0 0 (@.0.3)

O escrito en forma escalar
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1 1 9*V(q.4)
L5(qs, 4 ==¢7 M(Q)| 000 G5 + =1 !
5(¢s, G5, us) o5 (Q)|(q,o,u) Q5+2q5 ( 9gdqT (3.0) s

9*V(q,q) 92V(q, ) (3:37)
(G e
qs 6 ds { aqaqT (3.0.3) aqaq o) qs

De igual manera, se puede realizar expansion en series de Taylor hasta segundo orden
de la funcién de Rayleigh, obteniendo una funcién linealizada asi,

. o OR OR OR
:R(q—i_Q&q(%u_{—ué):fR(Q707u)+a_T qs + a AT QJ+ ou AT Us
T Vg0, (a,0,1) (3.0,2)

PR PR 0*R
0qoqT  9q0oqT  Oqou”

Ll i ul PR PR PR %

g L9 5 s 0GoqT  9¢goqT  dgou” 55
PR PR 0*R J
oudq™  Oudgt  Oudu” (@.0.3)

No obstante, como la funcién de Rayleigh sélo depende de las derivadas de las variables
generalizadas, se simplifica su linealizacion asi

R - 1. ( O?R )
a7 qgs T 795 \ ==
(3.0,2) 2 940" ) |4

Rds) = R(0) + 57

0,a)

Si se desarrollan los términos se obtiene que

) 1 0?R
R(gs) = 5 s (8(1&] )

Ahora, aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange mostradas en el capitulo 2 para un
lagrangiano incremental, se obtiene que el sistema linealizado es de la forma

ds

(7,0,a)

82

0*V(q, )
M(q u(j—(——’) QG+ —F= gs = Bu 3.38
( )l(q,O, )40 dqOqT o) g 9GOGT . g 5 ( )
El cual puede ser reescrito asi,
M(q)gs + €(q, 0,u)gs + K(q,0,u)gs = Bus (3.39)

Donde,
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De igual manera, la definicién explicita de las matrices es

M(q) =
Imc NCQ Rcz + M+m1 + Mo L1 mo +101 my 162 mo 0 0
Lymg + 1 my my L2 + Ly N> +mila> + 1 Lilgme 0 0
Loy Mg Ly lgmy male®+L 0 0
0 0 0 L, O
0 0 0 0 La
BuwN?*RZ 0 0 0 O
0 B,N?> 0 0 0
C(q,0,u) = 0 0 0 0 0
0 0 0 R, O
0 0 0 0 Ra
0
k92 — k@l +glclm191 +L1gm291
iK(cj,O,ﬂ): k@l—szQ—i—glCngGg
~K, N6
_Kec Nc Rc ZL’
Donde podemos despejar las aceleraciones como
Gs = M(q) ' [—€(g,0,u)ds — K(q, 0, @)qs + Bus] (3.40)

3.2.6. Planitud del sistema linealizado

Tal como se vio en el capitulo 2, el sistema lineal es controlable, por consiguiente
plano, si su matriz de controlabilidad es de rango completo. En esta seccion, debido a la
complejidad del sistema, no es posible encontrar la salida por inspeccion, por lo que se
usara el método general para sistemas lineales descrito en el capitulo 2.

En primer lugar, se debe expresar el sistema obtenido en 3.39 en forma de estados, lo
cual es posible bajo la siguiente re escritura del sistema

% lgj - {—Mo‘lfK —MI—IG} {gﬂ + [M?lg] Us (3.41)

La notacién en 3.41 obvia las dependencias de las matrices de inercia, coriolis y elas-
ticidad de los puntos de equilibrio por simplicidad en la expresion. Esta representacion
permite estudiar la controlabilidad del sistema. Recordando que un sistema lineal inva-
riante en el tiempo multivariable se representa como

t=Fr+Gu, ze€R", vweR™ m<n (3.42)

con F'y G matrices constantes. Se asume que el rango de la matriz G = [g1, g2, - - - , Gm]
es m. Refiriéndose al sistema como el par (F,G), se dice que el par (F,G) es controlable
si y sblo si, la matriz de controlabilidad de Kalman de tamano n x (nm) satisface,
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rank |G FG ... F"'G] =n (3.43)

Por lo tanto se procede a desarrollar las potencias de la matriz de controlabilidad de
Kalman para el sistema linealizado. Con este proceso se obtiene que

A= 0 I] ., oy=-M1'K, k=-M"'¢
v R
A2 — [ Y Kk
Ky v+ K
A3 — [ K7y 8 + K2
(Y + Ky k4 Ry 4K
g | Ry i+ Ry + s
vEy + k(Y + KDy Y+ R+ Rk + Ry + R
o VEY + E(Y + K)y v+ e + wyk o+ RPy 4 s
V(v + &)y + myRy + KAy + K2y VPR 4 Ry + R 4 kY 4 kR + KPR+ RBy 4 KD
(3.44)
Dando como resultado la siguiente matriz de controlabilidad de Kalman,
P K (v + &) (v6 + ky + K3
E7 0 kv (v4+ &)Y (v +ry + )0 (PP k2 + kv 4+ 2y + kDY L
(3.45)
Donde,
y=-M"1K
k=-M"1¢C
Y =-M"B

De igual manera es posible escribir la matriz de controlabilidad como la matriz de n xn
K" usando los indices de Kronecker. Ahora, como se describié en el capitulo 2, un vector

de salida para el sistema linealizado, dado por ys = [C’qT CT [Zé] , ys € R™ se dice que
5

es un vector de salidas planas, si y s6lo si, ys es vector de grado relativo [ny, ng, ..., 0yl
Se usa entonces la siguiente formulaciéon para obtener las salidas planas del sistema,

y=aCk K 'Mz (3.46)

Donde K es la matriz reducida de controlabilidad de Kalman, obtenida a partir de los
indices de Kronecker. En este punto se aprovecha la propiedad del sistema linealizado de
no depender de los estados g, v q.. Por lo tanto, es posible reducir el orden del sistema de
10 estados a 8 estados.
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Nota aclaratoria: Unicamente para esta seccién, y a partir de este momento, se debid
realizar un trabajo exclusivamente numérico debido a la complejidad de invertir matrices
simbélicas de 8x8.

Con el fin de obtener la matriz reducida de Kalman se empleé el algoritmo mostrado

en la Figura 3.4.

CE =[1x2] partialK = B(:,1)

reducedKiemy = B Kpos = 1

reducedK = B(:, 1) i=1

SI

i = Dim(u)

reducedK = [reduced K, A7 - B(:,i+ 1))

kPos + +

NO

partial K = [reduced Koy, A7 - B(:,1)]

rank(partial K) >
rank(reducedKiemp)

reduced Ky, = simpli fy(reduced K e,,)

reduced K = simpli fy(reducedK)
reducedK emp = [reducedK oy, A7 - B(:, )] N
reducedk = [reducedK, A7 - B(:,i)]
CE. (kPos)=j+1 FIN
j++

Figura 3.4: Algoritmo para obtener la matriz de controlabilidad reducida y los indices de
Kronecker.

Este algoritmo se realiza de forma numérica y comprueba la independencia lineal de
las columnas F™ g, con la matriz que se estd construyendo. Una vez se encuentra una
columna linealmente dependiente de las ya existentes, se procede a probar con la siguiente
columna g;,; de la matriz G hasta completar una matriz de rango completo n. Los valores
n; son almacenados como los indices de Kronecker.
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Posterior a la obtencién de la matriz de controlabilidad reducida se procede a computar
la matriz C};_, la cual toma en cuenta los indices de Kronecker, almacenando un 1 en

la columna Z’f n; de la fila k. El c6digo que implementa este algoritmo para obtener las
salidas se presenta en el apéndice C.

Siguiendo este procedimiento es posible alterar los indices de Kronecker interrumpiendo
arbitrariamente la comparacion de los vectores columna con el fin de tener salidas de
grados relativos impuestos a voluntad. Por medio de este proceso se seleccion6 una salida
de grado relativo seis y una salida de grado relativo dos, para un total de ocho, orden total
del sistema reducido. Por lo tanto, la matriz C§;  tendra la siguiente forma,

CTZOOOO()lOO
Krn 000O0O0OO0O0T1

Mientras que la matriz de controlabilidad es de la siguiente forma,

K=|gn Fg F’q FPgqy F'gy Fogi go Fgs

[0 0 kg ke ks ke 0 0
0 0 ‘koz kos kos ks 0 O
0 0 kg3 ksg kss kg 0 O
| 0 ke kuzs kas Fus ks O kug
| 0 kso ks ks kss ks O kss
0 ke kes kes kes kes 0  kes
0 0 kez kea krs kee koo ks
kg1 ks kg3 ksy kss ks O 0 ]

Donde, k;; es un valor numérico dependiente de los pardmetros del sistema. A partir
de esto, usando 3.46, es posible determinar que las salidas planas del sistema tendran la
siguiente forma,

. ; : . . 1T
yis=[vnn vz viz 0 0 0 0 0] [zs Ois 615 @5 015 b1 des Gos] (3.47)

. : ; . . 1T
Yos = [Ua1 Va2 Va3 vas vas ws O O] (w5 G5 Ois ds Ois G5 des des)

Donde v;; es un valor numeérico dependiente de los parametros del sistema.

Una vez obtenidas las salidas planas es necesario encontrar el sistema simplificado en la
forma canonica de Isidori el cual es controlable y observable. Para ello se derivan las salidas
Y15 seis veces y yos5 dos veces. A diferencia de los resultados obtenidos en la seccién 3.1.3,
debido a que las salidas planas dependen de las posiciones y velocidades generalizadas, es
necesario reemplazar las aceleraciones obtenidas en 3.40 en cada iteracion de derivacion.

Debido a que el proceso es numérico, se muestran los resutados finales de cada derivada,
y la dependencia de los estados del sistema y de los controles. Se opta la siguiente notacion
en los subindices de las ganancias por simplicidad: 7;;;, donde ¢ representa la salida a la
que pertenece la ganancia; j representa la derivada a la cual pertenece la ganancia; y k
representa la asociacién con cada uno de los estados del sistema; y 3;;, para los controles
donde donde 7 representa la salida a la que pertenece la ganancia; j representa la derivada
a la cual pertenece la ganancia; y k serd 1 para Es y 2 para F.s. Dados estos parametros,
para la primera salida se tiene,
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Yy = maads + masfs + nuiebas

Y2 = a5 + Masbes + Mzrdes

U3 = msais + MasBus + Maefas + Mmsrdes + Biz Bs

YS5 = Mazbis + agbas + Masbis + Mardes + Pra Es

yg) = Mis2015 + Mssbas + 155015 + Mscbos + Msrdes + Mssdes + Bis1 Es

yfs) = Mi62015 + Mesbes + Misas + MesOis + Mesbas + Mierdes + Miosdes + Bror Es + Ees

Se observa que la derivada ygg) tiene un grado relativo seis para la entrada E.s y ademés
tiene una ganancia unitaria. Esta propiedad se evidencia al obtener la salida plana por el
método de los indices de Kronecker. Por otro lado, para la segunda salida se obtiene,

yé}s) = No12015 + N213025 + Moras + 21505 + N216025 + Ma17des
yé? — 122015 + Ta2sBos + MaasBs + MaasBos + Maardes + s

Al igual que para la primer salida, el control para el cual la salida tiene un grado
relativo de dos, obtiene una ganancia unitaria, mientras que la salida restante no aparece,
debido a que de estar presente en las primeras cinco derivadas de esta salida, tendria un
grado relativo menor que para la primer salida.

Teniendo estas derivadas, es posible entonces escribir las derivadas maximas de cada
salida como la forma reducida de la forma canénica de Isidori.

yé? = bi61Es + Ees + &1(2)
2
yss = Es + &a(t)
Donde los términos del modelo linealizado que seran asignados a la perturbacion seran,

1(t) = Mugabrs + Mesbas + Meats + Mesbis + Mesb2s + Merdes + Mesdes
&2(t) = M222b1s5 + M223bas + N22505 + N226625 + N227Ges

Por simplicidad se renombran las ganancias de los controles para obtener la expresién
final que sera de utilidad para el diseno del controlador,

yf;) = f12Es + Ecs + &1(1)

3.48
yse = Es + &(t) (3:45)

O escrito de forma matricial

-

+ Fl Et)} (3.49)
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3.3. Manipulador mévil con motor en cada control
usando acoplamiento de modelos

Debido a la complejidad que representa encontrar las salidas planas del sistema com-
pleto, se plantea una nueva estrategia para encontrar el modelo simplificado con el cual se
diseniard la estrategia de control. Es claro que el sistema mecéanico linealizado, sin incluir
la dindmica de los controles, exibe un par de salidas planas bien definidas. En la presente
seccion, se parte de los resultados obtenidos en la seccién 3.1.3 para el sistema linealizado
para luego incluir la dinamica de los motores como una extension del sistema mecéanico
linealizado.

3.3.1. Motor DC

En primer lugar es necesario obtener el modelo del motor de corriente directa (DC),
aislado mostrado en la Figura 3.3.

Aplicando las leyes de Kirchhoff para la parte eléctrica y la segunda ley de Newton
para la parte mecénica se obtienen las dos ecuaciones que rigen la dinamica del motor DC.

Lyyig = —Ryiy — kp16 + E
. b Hm (3.50)
Jlem == _Blem + kmlza - T

3.3.2. Acoplamiento de modelos mecanico-eléctrico
Adicion del primer motor

Una vez determinado el modelo del motor DC, es posible acoplarlo con el modelo
mecanico simplificado que se obtuvo en la seccién 3.1.3. En primer lugar, tomando como
referencia las ecuaciones del sistema linealizado 3.23 y en forma de cadena de integradores:

y =F
Z/§4) = [o1 F' + PoaT + &5(1)

Se supondra una dinamica ideal del sistema simplificado, asignando los términos de
perturbaciéon iguales a cero. Esto se hace con el fin de determinar qué términos del mo-
delo del motor seran enviados de igual manera al término de perturbacion, ignorando su
dindmica. Bajo esta suposicion, el sistema ideal se deberia comportar bajo las siguientes
ecuaciones

(3.51)

w =F

(3.52)
y§4) = [ F' + PooT

A partir de esto, podemos reemplazar la segunda ecuacién de 3.50 en la entrada de
control de par de la expresion 3.52 asi:
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w =F
“ , . ) (3.53)
Ys ' = PaF + Pa [k?mﬂa — B16,, — Jﬂgm]

Es claro que la variable generalizada del motor 6,, tiene relacién directa con la variable
generalizada del sistema mecéanico 6y, la cual, si no existe una caja de transmision entre el
rotor y el eslabon del sistema, seran exactamente la misma variable generalizada 6,, = 6;.
Se supone este caso por simplicidad. Ahora, conociendo que el sistema mecanico linealizado
es plano, es posible expresar 6, = 6,,, y sus derivadas como funcién de ¥, 5 y sus derivadas.
Por lo tanto podemos expresar la ecuacién 3.53 como

n' =F
n ‘ . . (3.54)
Ys = = BQIF + 622 [kmlza - Blem - Jlem]
Donde las variables 6,),, ém, ém, e 0,(5), seran dependientes de las salidas planas y

sus derivadas. Ahora, despejando de la segunda ecuacién de 3.54 el término i, se obtiene
que

= 52;%1 (8 = BauF + B (BiO + 16l ) | (3.55)

El cual es esencial pues es la variable generalizada que no esta presente en el sistema
mecanico y cuya dindmica debe esclarecerse en términos de las salidas planas. Si derivamos
la ecuaciéon 3.55 obtenemos

la

1

N Brokm1
Ahora, reemplazando 3.56 y 3.55 en la primera ecuacion de 3.50

la

[y§5) — BarF + Bao (Blém + Jﬁff?)} (3.56)

— Ry [ ! [3/54) — Bor ' + Bay <Blém + Jﬁm)H — k1O + By =

/822km1 I (357)
i [?Jég’) — P F + Do (319m + Jlgﬁg))]
Baokimi
Despejando para el orden més alto de y, se obtiene finalmente
yéS) = Bor ' — fos <Blém + Jﬁﬁf?)
R o 2o Bk (3.38)
- [ygl) — P F' + a2 (Blem + Jlem):| - Mem + Pan B,
Ly Ly Ly
El cual puede ser reescrito como
. R : iy
g = Prkmp | g o b g, (Blem + Jlefj))
Lml Lml
R Bogk? (3.59)
- |:y£4) + ﬁ22 (Blem + J19m>:| - Mem
Lml Lml
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O finalmente como

(5) _ /822km1E Ba1 By
Y2 Lml ! * Lml
Donde observamos claramente los términos que son asumidos como perturbacion del

sistema simplificado. Este resultado permite establecer el sistema simplificado como

F+&(t) (3.60)

w =F

5) , ) (3.61)
Yo = Baoly + By F + &5(1)

Adicién del segundo motor

Ahora, se debe incluir el segundo motor para reemplazar la entrada de fuerza F por
una segunda entrada Fs, para ello debemos repetir el procedimiento para cada una de las
ecuaciones correspondientes del sistema 3.61 con la validez de las siguientes relaciones,

.
F=—
Ry
xz
O = —
Ry

Donde, R; es el radio de la rueda del carro que desplaza el mecanismo. Es claro, de
igual manera, que existe una relacién entonces entre la variable generalizada del segundo
motor 6, vy el desplazamiento lineal x, variable generalizada del sistema mecéanico, esto
permite realizar una sustitucion directa sobre las ecuaciones del motor. Es por esto que es
posible escribir las ecuaciones del motor como,

" km2.
Lugia = —Ryiq — ™23 1+ F
21 21 Rtx+ 2
I

By . .
EQ? = —ij' + k'mQZa — RtF

La cual puede ser reescrita como

Ry L9ty = —RyRayiy, — kot + Ry Fs

. . ‘ ) (3.62)
JQI = —BQZE + Rtkmgla - FRt

Ahora, si tomamos la segunda ecuacién de 3.62 y la reemplazamos en la primera
ecuacion de 3.61 sin perturbacion, obtenemos

@  Ba. kpa o
1 ——R—?l"i‘?t’la—R—?.%

De nuevo, los estados @ y & pueden ser obtenidos como una funcién lineal de las salidas
?
Y1 vV Y2 y sus derivadas, por lo que, despejando para i, la ecuacién se puede escribir como

Y

i [3255 + Ry 4+ gy (3.63)

" Rikmo
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Derivando 3.63 obtenemos de nuevo la dindmica de la derivada de la corriente del
motor en funcién de las salidas planas del sistema mecanico,

lg =

1 (3) (3
B >] 64
Rtkmz[ bi -+ B2y + Joa (3.64)

Ahora, reemplazando 3.63 y 3.64 en la primera ecuacién de 3.62 obtenemos

R,L,, R:R . :
t 2 BQSC + Rt yl —|— ng(g):| = — L |:BQ$ + Rt yl —|— ng:| — k’mQCC + RtEQ
Rt/{?mQ Rtka
(3.65)
Simplificando un poco y despejando para el orden mas alto de y; se obtiene,
SR WONE TR |Bai + Ry + i | — He i (366
(A RthQ 2 Rt2 x RtQ R2Lm2 237 + + Y1 + 2X Lm2 R2 ( . )
El cual puede ser reescrito como
' = BhEs +€(t) (3.67)

De nuevo, encontramos los términos que seran asignados a la perturbacién para la
primera salida plana del sistema. Ahora, este proceso debe ser repetido para la segunda
salida plana debido a que el modelo reducido simplificado muestra una dependencia de
ambos controles para la derivada de mas alto orden. Por lo tanto, si tomamos la segunda
ecuacion de 3.62 y la reemplazamos en la segunda ecuacion de 3.61 sin perturbaciéon
obtenemos

la

By, kma. o
D Bt By |~ + i = 2
t t

Despejando para i,

. Ry By Ja ..
”:%mJ %&+%L¥+@4] 309
Derivando se obtiene
. Ry { (6) ;T / [32 J2 (3)H
lg = — Boo 1 + T+ = 3.69
B ko Ya BB + By R, R, ( )

Ahora, reemplazando 3.68 y 3.69 en la primera ecuacion de 3.62 se obtiene

RZ Lo [ 6)
521 m2
R? R2
621k'm2

Simplificando un poco y despejando para el orden mas alto de ys se obtiene,

— BBy + B, [ Byt + J21U(3)H =
(3.70)
[ % — By Er + By, [Ba + sz]} — kot + Ry Ey
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! km R-3! . .
yéﬁ) _ Pa 2B, + &El + By — By [Bodi + JQ-T(g)]
Ry Lo L (3.71)
_Lm2 Ya 21 P2 2 ngRtQ

Una vez mas, se adjudican los términos ajenos al control al término de perturbacién,
tal como se aprecia en 3.72.

© _ Borkme 5 Ry B35, Lo el
= t 3.72
Yo Rl 2 + Ty 1 +&5(1) (3.72)
O, finalmente como

) = BBy + BBy + E(1) (3.73)

Con lo cual, obtenemos un sistema simplificado extendido a partir de 3.67 y 3.73 asi,

v = BLE> +&/(1)

6) __ qn " " (374)
Yo = By Ba + By Fr+ & (t)
Donde,
"no_ ka
H RthQ
ﬁQllemZ

o= 7 3.75
21 RthleZ ( )
"o B22km1R2

22 —
Lmle2

Y Bi1, P21 ¥ Pa2o son las ganancias originales del sistema mecanico.
De nuevo, se puede expresar el sistema 3.74 en forma matricial como,

) 5] =[]+ 56 -

2 (t)
3.4. Manipulador mévil con motor en cada control

3)
1

6
v

usando acoplamiento de modelos aproximados

Tal como se vio en el capitulo 3.3, es posible incluir la dinamica de los motores a partir
del acoplamiento entre las variables 75 del sistema mecanico con 7 del motor eléctrico. No
obstante, este acoplamiento usa el modelo completo del motor DC el cual generalmente
puede ser aproximado debido a que la dindmica de la parte eléctrica del motor es signifi-
cativamente mas rapida que la mecanica. Es por esto que muchas aproximaciones usadas
para los motores DC asumen la inductancia de armadura i, ~ 0. Esto permite reducir los
computos y sustituir la dindmica del motor como una relaciéon algebraica entre el par 7
del motor y la tensién de entrada del sistema.
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3.4.1. Simplificaciéon de la dinamica del motor

Recordando las ecuaciones que describen la dindmica del motor presentadas en 3.50

Li, = —Ri, — k,,0,, + E

J0,, = —B6O,, + ki, — T

Se inicia por suponer la inductancia de armadura i, ~ 0 bajo la justificacion de ser una
dindmica mucho mas rapida y prescindible frente a la dindmica mecénica. Esta suposicién
reduce las ecuaciones del motor de la siguiente manera,

0=—Ri, — k.0, + E

. (3.77)
JOp = — BBy, + kpia — 7

Donde se tiene una ecuacion algebrdica y una ecuacion dindmica. Reduciendo estas
ecuaciones a una sola ecuacioén se obtiene,

Jé,, = —B6,, — %’” (kzmém _ E) _r

De nuevo, el enlace entre el motor y el modelo mecanico usado en 3.23 es la variable
Ts, por lo tanto, despejando 7 se obtiene que

r = Bl (ki — B) ~ I, (3.78)

3.4.2. Inclusion del modelo del motor en el modelo mecanico.
Tomando de nuevo como referencia el modelo obtenido en 3.23, si reemplazamos 74

por 7 de la ecuaciéon 3.78 obtenemos,

y1; = F
yéi‘) = P91 Fs + Bao [—B@m R (kmem - E) - ng} +&(1)

No obstante, es posible incluir varios términos de la dinamica del motor en la pertur-
bacién £(t) asi,
ylg = F5
k
4 m
yéé) = P Fs + 522EE +&(t)
Donde la nueva variable de control sera E. De igual manera, si incluimos un segundo

motor para reemplazar la entrada de control de fuerza entonces obtenemos un par de
ecuaciones de la forma
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1
R,

?/2(S /621 [ Bolmo —

km2

Y1s = [ Bl — R (km29m2 — E2) - JQém2:|
9

km2
Ry

Bt (ot — 1) ml] + (1)

(kaémQ — E2> — JQém2:| +

Ry

Donde R; es el radio de la rueda. Posteriormente, el modelo se puede simplificar asig-
nando los términos ajenos a los controles a las perturbaciones de la forma,

ﬁ |: Bleml

km2
. >
Yi; = RgRt 2+ &1(1)
?Jzé B R;n}?%t Ey + 522ﬂE1 + &(1)

O escrito de la forma

iy = B2+ & ()
s = B3 Bs + B Er + &(1)

Donde el trabajo de la estimacion de las perturbaciones se incrementa al ubicar las
dindmicas de los motores dentro del modelo simplificado de la parte mecanica, obteniendo
un modelo idéntico, pero con ganancias modificadas.

Este modelo tiene ventajas respecto al encontrado en la seccién 3.3.2 debido a que los
valores de las ganancias se alteran de manera proporcional pero sutil, considerando los
posibles valores de los parametros de los motores y el radio de la rueda del carro, mientras
que el modelo anterior tenia en el denominador de las nuevas ganancias el producto de las
inductancias, provocando que el valor numérico de las ganancias se incremente considera-
blemente y su sintonizacién fuera mas compleja. Ademaés, se utilizan polinomios de menor
grado debido a que los 6rdenes de derivada de las salidas planas se conservan, mientras
que para el modelo anterior hay incremento de orden en las derivadas de las salidas planas.

(3.79)

3.5. Resumen del capitulo

En este capitulo se presenta la metodologia utilizada para obtener el modelo del sis-
tema desde 4 puntos de vista. El primero presenta un modelaje exclusivamente de la
parte mecéanica del sistema utilizando el método de Euler-Lagrange, llegando a un modelo
simplificado reducido basado en la forma canoénica de Isidori. El segundo punto de vista
muestra un primer intento de modelar el sistema incluyendo la dinamica de los moto-
res DC que alimentan las entradas de control del sistema mecanico usando el método de
Euler-Lagrange. El tercer punto de vista realiza la inclusién de la dinamica completa de los
motores a partir del modelo reducido encontrado en el primer punto de vista, y por ultimo,
el cuarto punto de vista muestra un método de inclusion de la dindmica aproximada de
los motores al modelo dinamico reducido del primer punto de vista, bajo la aproximacién
de los valores de inductancia de armadura a cero, eliminando la dinamica de los circuitos



50 CAPITULO 3. MODELADO DEL SISTEMA

de armadura de los motores. Cada punto analizado termina con un modelo reducido en
la forma candnica de Isidori basado en la determinacion de las salidas planas del sistema
con parametros de perturbacién agrupados que se supusieron como desconocidos.



Capitulo 4

Estrategias de control

Los manipuladores méviles pueden ser controlados bajo diversas estrategias de contol,
seleccionadas en funcion del tipo de manipulador, el objetivo de control y la arquitectura
de implementacion. Esquemas clasicos como controladores PID o maés recientes como Par
calculado y sus modificaciones han sido ampliamente utilizados para el control de mani-
puladores robéticos. No obstante, esquemas que simplifiquen la tarea de control gracias
a su estructura son de gran interés para el area, mientras cumplan las tareas de control
propuestas.

La presente seccion desarrolla un control por rechazo activo de perturbaciones (ADRC),
por medio de la implementacién de observadores extendidos de orden reducido (ROESO)
con el fin de evitar la medicion directa de todos los estados y ademads estimar los térmi-
nos de perturbacion presentes. Este esquema se implementa para cada sistema linealizado
presentado en el capitulo 3, usando la metodologia de funcién de transferencia. A par-
tir de una trayectoria generada se presentan simulaciones con el objetivo de control de
posicionamiento del efector final a partir del seguimiento de trayectoria.

Finalmente, a cada simulacién que ejecuta una tarea de seguimiento de trayectoria
exitoso, se le incluye una perturbacién externa en la entrada de control, verificando la
robustez del control frente a perturbaciones externas.

4.1. Control para el manipulador moévil

Tomando como referencia el sistema encontrado en la seccién 3.1.3 es posible imple-
mentar un control por rechazo activo de perturbaciones.

yi? =Fs+&
yéf;) = Bo1Fs + Poots + &2

Se podra notar una diferencia entre el modelo 4.1 y el modelo 3.23, donde se incluye
una perturbacién a la primera salida. Esto es debido a que el término &;(t) no sélo incluye
perturbaciones asociadas a términos ignorados de la dinamica calculada del sistema, tam-
bién agrupa perturbaciones relacionadas a no linearidades no modeladas, perturbaciones
externas, dindmicas excitadas y demés términos que pudieron no ser considerados en el
modelo inicial.

(4.1)

51
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4.1.1. Diseno del observador

El modelo 4.1 puede escribirse en forma de cadena de integradores, evidenciando la
forma explicita de la forma canoénica de Isidori, de la siguiente manera

d 0 1
%yga) = yga)

d
dtyga) =Fs+&

d 0 1

U5 = Ysg (4.2)
d 1 2

%yéts) = yéa)

d @ _

Eyza = Yas

d

Eyéﬁ) = Bo1 F5 + BoaTs + &2

Definamos entonces la dindmica del sistema ideal, sin perturbacién, correspondiente a
la trayectoria deseada del sistema yg)* y al control nominal F}, 75, como

=

%yﬁ)* = Fy

%yé?s)* = i (4.3)
%y%)* =y

T =

G YD* = B+ o

Si definimos la dindmica del error de seguimiento, dado por eg) = yg) — yi(g)*, ep =

Fs — Fy y e, = 75 — 7; obtenemos
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d (o 1
5655) = 655)
d
aega) er +&
d o _
dteza = €95 (4.4)
d.om_ .
d (o 3
dteé‘s) = eéa)
d
dte% Barer + Baer + o

Una vez escrito el modelo en la forma de cadena de integradores se contintia con la

()

definicién de la estimacién de los estados e;5’ a partir de una medicién supuesta de la
derivada del error de la salida. Este proceso se realiza con el fin de reducir un orden al
observador y ceder ese orden a la estimacion de la perturbacién. Si bien no se dispone de la
medicién de la derivada de la salida, este procedimiento es valido pues para los propodsitos
de implementacion no sera requerida. Llamaremos ademas z, a la variable de estimacién
de la perturbacién. Asi pues, se define el observador extendido de orden reducido de la

siguiente manera:

d . .
%6%) = er + 21+ Mu(ely — éy)
d ) )
= Aou(efy — éy)
d . _ o

1 ~(1
2162 = G + )‘32(655) 6;5))

d .2 o 1) 0
216 = G + Aaa(eg5 — €55)
d A1)
7 625 Borer + Paser + 22 + /\12(625 — Ey5)
d 1 1
priche Aoz (e — &55)

(4.5)

Donde las constantes \;; representan la i-ésima constante del observador de la j-ésima

) _ (e4)_

salida plana. Ahora, definiendo el error de estimacién como €;5’ =

é%)) Y ee, = &i—zi,

y substrayendo las ecuaciones 4.5 de 4.4, ignorando las ecuaciones correspondientes a las

derivadas primeras del error, se obtiene la dinamica del error como
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%é%) = eg, — My

%21 = >\01é§5)

%é%) = &y = Aaafyy (4.6)
%ég? = &5 = Aaafyy

%ég}) = e¢, — Miafy

%zg = )\ogéglz)

Donde las dindmicas del error de estimacion satisfacen las siguientes ecuaciones dife-
renciales lineales perturbadas

égg) + )\11552) + )\0169) = %1) (47)
&+ Mol + Andh? + hizdt” + Mooy = & (48)

Por lo tanto, dadas cotas superiores para las derivadas n-ésimas de las perturbaciones
sup ]§§”)\ =K, ne{0,1,2,3} i=1,2., (4.9)
t

es posible escojer adecuadamente los valores para las constantes de los observadores
{01, A1} ¥ {Ao2, A2, Moo, Aza } tal que el polinomio caracteristico de la dindmica del error
de estimacién sea asintéticamente exponencialmente estable. La seleccion de estos polino-
mios seran de la forma

Por(s) = <32 + 256 (WE—T) + (WE—T)Q> (4.10)
Poa(s) = <32 + 125G <°J€—7;2) + (we—’;?)z>2 (4.11)

Llevando a los siguientes valores de las constantes de los observadores,

2 3 4
Wn W, Wn Wn

Az2 = 4(s (—2> . A =2(2¢G + 1) <—2> ;A2 = 4G <—2> ;o Aoz = (—2)
€9 €2 €2 €2

Adicionalmente, si se obtiene transformada frecuencial de las ecuaciones 4.7 y 4.8 se
llega a la siguiente relacion
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ey(s) = { ° ] £1(s) (4.12)

52 + )\118 + )\01

e = | : e (413)

84 + )\3253 + )\2282 + )\128 + )\02

A partir de las relaciones 4.12 y 4.13 se pueden obtener las funciones de transferencia
para cada estado del error respecto a la perturbaciéon y del error de estimacion respecto a
la perturbacion asi,

D0 = || 60

82 + )\118 + )\01

4.14
() = | g .
S| 52+ Mi1s + Aot '
(1) _ i _
€5 () = | 5%+ A328% + Ao2s? + Aias + Ao | als)
5(2) oy — — 5(s + Aao) —
€as (S) 54 + A3283 4+ Aops? + Ajas + )‘02 gQ(S) (4 15)
L |
25 | 5%+ A328% + Apas? + Aj2s + A2 | i
N B s(8% + X328% + Aas + Ai2) ]
ée,(8) = 5% A325® + Aoas? + A2 + Aos | §2(s)

4.1.2. Diseno del controlador

Establecido el observador, es posible entonces asignar una ley de control que sea pro-
porcional a los estados estimados del error del sistema en la forma candnica de Isidori
y del error de la salida del sistema, junto con una cancelacién directa del término de
perturbaciéon por medio de la estimacion. Esta ley de control se expresa como sigue,

er = —711é$5) - 701695) — 2 (4.16)

Brer = —’732%?;) - 722%? - ’leé%) - ’70262? — 29 — Paer (4.17)

Ahora, a partir de 4.4 es posible realimentar el lazo de control, tal forma que el lazo

cerrado del primer sistema estard determinado por la siguiente formulacién, recordando

que eg(;) = 655) - éga) y que e, =& — 21,

d o (1 0
%eg(s) = —711655) — 701655) -5 +&
d (1) (4.18)

1 ~(1 0
Eew = _711(655) - ega)) - 7016§5) + é¢

[s% + 7118 + Yo1]ews(s) = 7115%)(3) + g, (s)

Reemplazando los valores obtenidos en 4.14 obtenemos
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_ s(s + (711 + A1)
e15(s) = [(82 + 7118 + Y01) (82 + Aiis + /\01)} &i(s) (4.19)

El cual puede ser reescrito como

52 + K318
e5(s) = s 4.20
16( ) |:S4+/€3183+/§2182+/€118+/€01:| 51( ) ( )

Donde,

Ko1 = o101

K11 = Ao1711 + A11yon
Ko1 = Ao1 + A11711 + Yot
K31 = A1 + 711

Por otro lado, si cerramos el lazo para el segundo subsistema de 4.4, recordando de

nuevo que ég? = eg? — ég? y que, eg, = &3 — 22, se obtiene,

d R . R

aeé? = Barep — 73265:? - 7226%) - 7126%) - 70265?;) — 2y — Borer + &

d 3 (3 ~(2 (1 0

aega) = _732655) - 722€§5) - 712355) - 702655) + €g,

d 3 3 <3 2 (2 1) - 0
%655) = —732(e§5) - eéa)) - 722(655) - eg(;)) - ’712(655) - 655)) - 702625) + €e

De nuevo, obteniendo la transformada de Laplace se llega a

[s* 4+ V325 + Y2257 + Y125 + Yo2)eas(s) = 73252?;)(8) + 722%?(@ + 7125%)(8) + eg,(s)
(4.21)

Reemplazando los valores obtenidos en 4.15 obtenemos

[s(8% 4 Xsas + Aaz)ysa + 5(5 4 Asa)va2 + 5712 + 5(5° + Ag25” + Aaas + Aia)
e2s5(s) = 4 3 2 4 3 2 &(s)
(8% + 7325% + 72257 + 7125 + Y02) (51 + A328% + Ag28? + Ai2s + Ao2)

(4.22)
El cual puede ser reescrito como
( ) 84 + H7283 + /{6282 + K528 ( )
eas(s) = 5
2 88 4 k7287 + K28t + 5285 + Kaost + K328 + K982 + K125 + Koo 2
(4.23)

Donde,
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Ko2 = Y02 Aoz

K12 = Yo2 A12 + 712 Aoz

Koo = Yoz A22 + 712 A\12 + Y22 Aoz

K32 = Y02 A32 + V12 A2z + Vo2 A12 + 732 Aoz
Kaz = Yoz + Aoz + 712 Az2 + 722 Aoz + V32 A12
Ks2 = Y12 + A2 + Vo2 As2 + 732 A22

Koz = Y22 + A2z + V32 A2

K72 = Y32 + Az2

De igual manera que para el observador, se pueden escoger ganancias del controlador
para que el sistema de control sea asintéticamente exponencialmente estable. Se usa el
mismo esquema para las ganancias debido a la equivalencia de order pero obviando el
término épsilon ¢; del observador considerando que la frecuencia natural del observador es
mas rapida que del controlador. Se seleccionan entonces los polinomios asi,

pcl(s) = (‘92 + 28§1wn1 + w?ﬂ) (424)

pea(s) = (% + 25w + wiz)g (4.25)

Llevando a los siguientes valores de las constantes de los controladores,

2
Y1 = 2QWn1,  Yo1 = Wiy

Va2 = 4Cown2, o2 = 2205 + )why, vz = 4Gwl,, o2 = why

Las ecuaciones 4.20 y 4.23 representan la funciéon de sensibilidad a la perturbacion.
Como se vio en el capitulo 2, de manera general se puede expresar como

(s) = G(s) s) = M(s)&(s
ol9) = | e €6 = MO

Conociendo que G(s) es de la forma G(s) = 1/s™, donde m es el grado relativo del
control respecto a la salida correspondiente, entonces se puede obtener SK (s) como

3 = G~ w1 o

Por lo tanto, por homologia se obtiene que SK(s) = fBey(s), donde U corresponde a
cada una de las entradas Fs y 75. Por lo tanto, podemos obtener las funciones de transfe-
rencia para los controladores a partir de las ecuaciones 4.20 y 4.23, de la siguiente manera

K921 82 + K118+ Ko
s (ka1 +9)

er(s) = — e15(s) (4.26)

4 3 2
K49 8™ + K32 S + Ko2 8 + K12 S + Kp2
er(s) =— €ea5(5 4.27
Bazes(s) s (834 K72 82 + Kea S + Ks2) 29(5) (4:27)
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Ahora, recordando las definiciones del error de seguimiento eg) = yg) — yi(g)*, ep =

Fs — Fy y e, = 75 — 7; obtenemos

K921 82 + K118+ Ko
s (kg1 + s)

Fy(s) = F5(s) — (y15(s) — v15(s)%) (4.28)

K49 84 + K32 53 “+ K99 82 + K12 S + K02
S (83 + Kro 52 + Kg2 S + /‘i52)

BaaTs(s) = 75 () (25(8) — yas(5)") (4.29)

Por lo tanto, recordando las proposiciones de los controles en 4.16 y 4.17, podemos
reescribir toda la ley de control como

K91 82 + K11 S + Ko

{1 o} F%} B = ey a(s) —mals))

4 3 2
Ba1 Pazl | Ts 72(s) K42 8™ 4 K32 8 + Koz §° + K12 8 + Ko2
2(s) —
S (83 + Kro 52 + Kg2 S + 552)

(y26(8) — y25(5)")

(4.30)

Finalmente, tomando en cuenta la dindmica ideal de seguimiento de la ecuacion 4.3, y

sabiendo que los controles nominales seran derivadas de la trayectoria a seguir, el contro-
lador tendra la siguiente forma

2
(2« K218” + K118+ Ko

1 0 Fs _ Yis S (ff31 + S) (Z/l& - yl(S) (4 31)
Bo1 Baz]| |75 ()« Ka2 st 4 Ko 8% + Kog 87 + K12 S + Koo (o5 — ) '
S (53 —+ %e) 82 -+ Kg2 S + 552) 20 2

Yas

4.1.3. Simulaciones

Una vez establecidos los controladores, es posible realizar la simulacion del sistema
mecanico no lineal usando los controladores lineales con el objetivo de control de realizar
un posicionamiento del efector final a partir de un seguimiento de trayectoria de tipo
descanso-descanso. La trayectoria sera generada a partir de polinomios de Bezier de orden
apropiados cuyo proceso de calculo se muestra en el Apéndice A. Esta trayectoria también
es planteada a partir de los valores iniciales y finales de las salidas planas, para ello es
necesario definir valores iniciales y finales del efector final como objetivo de control y
usando una cinematica inversa, obtener los valores de las variables generalizadas. Este
proceso se describe en facilmente en el Apéndice A.

Para la planeacién de la trayectoria se plantean las siguientes condiciones

2; =0, 01; =0, 0, =0
i =0, 0, =0, 6, =0
X;=0,Y%=0
Los cuales equivalen a un valor inicial de las salidas de (y1,y2) = (0,0) Para los valores

)
finales se pensé en un valor final del efector final (X, Yy) = (2.5, 2.5), valores que permiten
el calculo del valor final de las variables generalizadas asi:
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zp = 0.139, 61, = 0.593, Oy, = 0.974

Lo cual implica un valor final de las salidas planas de

Y1 = 216.75, yy = 77.37

Asi mismo, para la sintonizacién del controlador se usaron los siguientes parametros:

Wnp1 = 10, Cl = 1, €1 = 0.5 (432)

W =20, Co=1, € =08 (4.33)

Los parametros usados para las simulaciones se presentan en la tabla 4.1. Estos valores
fueron tomados del trabajo previo de Sira y Gao [15] y representan valores de los mismos
ordenes de magnitud de una maquina tipo grua real.

Parametro Valor
M 400K g]
m 100[K g]
Mo 50[K g]
lcl 0.75 [m]
L1 Q[m]
lcg 0.75 [m]
Lo 1.5[m)]

k 800[N - m/rad]
g 9.85[m/s?|
I 0.5[Kg - m?|
I, 0.3[Kg - m?]

Tabla 4.1: Parametros de la planta usados para la simulacion sistema mecanico

A continuacién, en la Figura 4.1 se puede observar el seguimiento de trayectorias
para las salidas y; y y2. Adicionalmente se presenta la senal de control del sistema y las
trayectorias seguidas por cada variable generalizada se observan en la Figura 4.2.

Es evidente que el control permite cumplir el objetivo de seguimiento de trayectoria
de un descanso a otro descanso sin tener oscilaciones en el control o en los estados, produ-
ciendo funciones suaves y comportamientos aceptables. Asi mismo, se puede observar que
el efector final llega a la posicién final deseada (X, Yy) = (2.5, 2.5) sin mayores complica-
ciones, ademas, cumpliendo con los valores a los cuales llegan las variables generalizadas
xy = 0.139, 015 = 0.593, 05 = 0.974.
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Seguimiento de trayectoria de salidas planas
T T T

250 T T T T T T 100
E3
=
150 o
y1(t) o~
- = =yt >
Y2 (1)
- — =50 o
1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo[s]
Entradas de control
T T T T T T T T T
F(t)| —
100 - T((t)) ° E
— Z
Z 8
g 0 +-500 \g
5] 3]
S 1)
L S
71-1000
-100 [ g
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo[s]

Figura 4.1: Simulaciéon para sistema mecéanico sin motores. Seguimiento de trayectoria.

Coordenadas del efector final

4 T T T T T T T T T
L | 3 i ]
E
c 21 N
©
(8]
D 1r .
g
0 Kerr(@) | 4
Yeps(8)
'l | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempol[s]
Posiciones angulares de eslabones y masa 05
T T T T T T T T T .
=) E
=, 10.1 -
~ ©
) (&]
2 2
- 6| 0 o
e - = =0t X
x(t)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 _01
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempols]
Figura 4.2: Simulacion para sistema mecéanico sin motores. Variables Generalizadas.
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A pesar de puede afirmar a priori que el seguimiento de trayectoria es aceptable, un
mayor acercamiento al desempeno del controlador puede apreciarse al graficar las variables
del error de seguimiento, tal como se presentan en la Figura 4.3, para cada una de las salidas
Y1 Y Yo. Se espera que los érdenes de magnitud del error sean significativamente pequeiios
respecto a las magnitudes de las salidas.

Error de seguimiento de trayectoria salida Yy,

T T T T T T T T T
0.01 aGiy
S
=0
o
L]
-0.01 .
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo[s]
Error de seguimiento de trayectoria salida Y,
T T T T T T T T T
0.1r —_—, ()] ]
N
<N 0.05 .
S
i,
0
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo[s]

Figura 4.3: Simulacién para sistema mecéanico sin motores. Error de seguimiento.

Es claro, segin la Figura 4.3, que el seguimiento tiene un desempeno aceptable para un
controlador lineal actuando sobre un sistema no lineal subactuado, obteniendo magnitudes
del error del 0.04 % para la salida y; y del 0.12 % para la salida ys.

La simplicidad del modelo linealizado simplificado permite una gran facilidad del con-
trol del sistema por medio de la estrategia planteada, haciendo un célculo réapido de la
perturbacion interna del sistema y cumpliendo el objetivo de seguimiento.

Finalmente, respecto al error es posible obtener el pardmetro de desempeno ISE (Inte-
gral Square Error), y ver su evolucién a lo largo del tiempo. La trayectoria del criterio
ISE se puede observar en la Figura 4.4, la cual, a pesar de no poder compararla con de-
sempenos de otros controladores, servira para determinar la robustez del control frente a
diferentes perturbaciones en el capitulo 5.
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10" Integral del cuadrado del error salida Y,
T T T T T T T T T
3r ISE, (1) .
2 — -
w
0 4L |
O —
_1 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo[s]
<103 Integral del cuadrado del error salida Y,
T T T T T T T T T
15 ISE,(1)|
10 7
w
N
5 - —
O -
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo[s]

Figura 4.4: Simulaciéon para sistema mecanico sin motores. Indice de desempeiio ISE.

En concordancia con los errores mostrados en la Figura 4.3 la integral del cuadrado
del error para la salida y; muestra un pequeno descanso para cuando el error cruza por
cero y se incrementa en la misma medida a medida que el error realiza un segundo pico
hasta volver a cero. Por otro lado, al tener una sola cresta, el criterio ISE para la salida
Yo muestra un crecimiento continuo hasta llegar a la estabilizacién.

Ahora, una prueba necesaria en este tipo de sistemas es la inclusién de una perturbacion
a la entrada. Esta perturbacion sera de tal tipo que imite una dinamica de baja frecuencia,
que pueda ser estimada sin complicaciones por el observador y serd catalogada como una
perturbacion exégena, no perteneciente a las dinamicas ignoradas y no lineales del sistema
que agrupan el término &;(t). La forma de esta perturbacién se puede observar en la Figura
4.5 y tendra la formulacion &40 (t) = 30e™ 50" sin(3¢) cos(7t).

A fines de simplicidad y considerando que son significativas tanto la magnitud como la
frecuencia de la perturbaciéon escogidas, la misma sefial sera incluida en ambos controles,
bajo la justificacion de que sus observadores son sistemas independientes y el incluir la
perturbacién en un subsistema no otorga informacion respecto a la perturbacién al otro
subsistema que le facilite contrarrestarla. No obstante, la influencia que tendra sobre el
control de fuerza serd mayor respecto a la influencia sobre el control de par debido a la
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relaciéon senal a ruido que existe entre las magnitudes de los controles y la magnitud de la
perturbacion.

Perturbacion de entrada a los controles

a
o
T
s
b
B
!
1

@
o
T
1

Perturbaciéon F, 7 [N]
o

Tiempo[s]

Figura 4.5: Simulacion para sistema mecanico sin motores. Perturbacién.

Seguimiento de trayectoria de salidas planas
T T T

250 T T T T T T 100
200
"; 150 *><§
0 1% ¢
e 100 n(t) o
- = =)
50 ya(t)
- - —yi(t)|
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo[s]
Entradas de control
T T T T T T T T T
100 o
—_ Z
Z 8
g 0 -500 g
() (&}
> @
L S
-1000 <
-100 g
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo[s]

Figura 4.6: Simulaciéon para sistema mecdnico sin motores. Seguimiento de trayectoria
perturbado.

Esta perturbacion, a pesar de ser de una magnitud considerablemente alta, las impli-
caciones que tiene sobre la respuesta del seguimiento de trayectoria son aparentemente
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inperceptibles. Es notorio que las curvas de y; vs y/ se ven invariantes respecto a la per-
turbacién, no asi para los controles donde se ve una constante correcciéon por parte del
control tratando de compensar la perturbacién presente. Al ser una perturbacién perma-
nente y variante en el tiempo, es de esperar que no exista una cancelacion exacta de la
perturbacion y que el observador no pueda estimar permanentemente la misma, por lo
que se conservan oscilaciones alrededor de la curva del control permitiendo conservar el
seguimiento de trayectoria del sistema. Todo esto es posible apreciarlo en la Figura 4.6

Asi mismo, como las trayectorias de las salidas planas no presentan oscilaciones sig-
nificativas, es de esperar que la trayectoria de las posiciones generalizadas no presenten
mayores perturbaciones en sus evoluciones, tal como se observa en la Figura 4.7. Consi-
deremos que la perturbacion oscilante incluida al sistema puede considerarse como una
oscilacion permanente en la fuerza aplicada al carro y como un par vibrante en la articu-
lacion actuada del sistema, por lo que es interesante el comportamiento de las posiciones
generalizadas x y #; conservando su desplazamiento suave a lo largo de todo el movi-
miento. Finalmente, el comportamiento del efector final, base del propésito de control de
seguimiento de trayectoria, tampoco se ve afectado visiblemente frente a la perturbacién
incluida en el sistema, mostrando la robustez del sistema frente a perturbaciones a la
entrada, y asegurando un desempenio aceptable frente a la tarea propuesta.

Coordenadas del efector final

4 T T T T T T T T T
~— 3 B T
£
c 2 N
©
(&)
‘w1 -
o
[a
0 Xesr(t) | -
Yers(t)
_l 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tiempols]

Posiciones angulares de eslabones y masa 0o
T T T T T T T .

0, vs b, [rad]
X posicion [m]

tiempo[s]

Figura 4.7: Simulaciéon para sistema mecanico sin motores. Variables Generalizadas Per-
turbadas.
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Es de aclarar que la perturbaciéon, a pesar de ser de una magnitud considerable, no
representan la perturbacion mas fuerte que es capaz de soportar el sistema, sin embargo, se
considera que la amplitud es mas que suficiente para cubrir un amplio espectro de posibles
perturbaciones, tanto exégenas como enddgenas que puedan estar presentes en un sistema
real.

A pesar de que no se aprecian visualmente las alteraciones en el seguimiento de tra-
yectoria de la Figura 4.6 si es posible ver las implicaciones de las perturbaciones en el
error de seguimiento presentado en la Figura 4.8, el cual no es posible llevarlo a un valor
idénticamente cero debido a la naturaleza del ruido y a las caracteristicas del controlador
ADRC, que garantiza la atenuacion del efecto de las perturbaciones acopladas a la en-
trada sobre el control de las salidas planas, mas no su completa eliminacion. Se observa
que para el error de seguimiento de la salida plana y; la influencia de la perturbacién es
significativamente mayor respecto a la que se observa para el error de la salida plana ys.
Esto se justifica al ver la magnitud del control aplicado para ambas salidas, si se considera
un desacoplamiento hipotético, la salida y; estaria controlada por la senial F', mientras que
la salida yy estaria controlado por el control 7, por lo que es natural ver que la relacién
senial a ruido del control F' es mayor respecto a la presente para el control 7.

Error de seguimiento de trayectoria salida Y,

02 T T T T T T T T T

Tiempo[s]
Error de seguimiento de trayectoria salida Y,

Tiempo[s]

Figura 4.8: Simulaciéon para sistema mecanico sin motores. Error de seguimiento pertur-
bado.
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No obstante, a pesar de que el error no tiene el mismo comportamiento visto en el
sistema sin perturbar, es importante notar que la magnitud del error se conserva sobre
los mismos 6rdenes de magnitud respecto a los obtenidos para el sistema no perturbado,
tanto para el error de seguimiento de la salida y; como para la salida y,. De esta manera
se confirma el buen desempeinio del sistema de control frente a perturbaciones a la entrada,
aun bajo las caracteristicas de la perturbacion.

De igual manera es importante mostrar el criterio de integral del cuadrado del error
para el sistema perturbado de la Figura 4.9, bajo la consideraciéon que el error de segui-
miento nunca se hace cero. Debido al comportamiento del error de seguimiento de la salida
y1 se puede afirmar que es de crecimiento casi lineal y que incrementé en 2 6rdenes de
magnitud su valor respecto al sistema sin perturbar.

Integral del cuadrado del error salida Y,

0.04 T T T T T T T T T
ISE, (1]

0.03
H0.02

0.01

Tiempols]
Integral del cuadrado del error salida Y,

15 g

10

ISE

Tiempo[s]

Figura 4.9: Simulacién para sistema mecanico sin motores. Indice de desempefio ISE per-
turbado.

Por otro lado, visto que la perturbacion no tiene gran influencia en el error del la salida
Y2, la forma de la curva es similar con leves diferencias en la magnitud obtenida del error y
en la estabilidad del criterio al finalizar el movimiento, manteniendo un casi imperceptible
pero seguro incremento debido a la imposibilidad de llevar el error de seguimiento a cero.
También es de especificar que estas curvas no son estaticas y presentardan pendientes
positivas constantes a medida que la perturbacion se conserve; ain cuando la maniobra
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deseada haya sido terminada. El error permanente demuestra que el sistema de control
sigue calculando la estimacién de la perturbacion atin en un punto de equilibrio deseado
del sistema, congruente con el punto de operacion deseado.

Es posible afirmar entonces, una vez analizadas las curvas del comportamiento del
sistema frente a dos diferentes situaciones, que el sistema mecanico no lineal es posi-
ble controlarlo con un esquema tipo ADRC, lineal, basado en la linealizacién tangente
del modelo original que, ademas, desprecia gran parte de la dindmica del sistema. En
las siguientes secciones se demostraran las capacidades de este esquema de control bajo
diferentes escenarios mas complejos.

4.2. Control para el manipulador mévil con motor ha-
ciendo uso del modelado de Euler-Lagrange

Recordando los resultados del modelo reducido obtenidos en la seccion 3.2.6 se plantea
entonces un esquema de control por ADRC del sistema.

yi? = Pirols + Ees + &1
p (4.34)
Yss = Es+&

Se procede entonces a realizar el disenio del observador y del controlador tal como se
vio en la seccidon anterior

4.2.1. Diseno del observador

Se escribe entonces el modelo 4.34 en la forma canénica de Isidori evidenciando los
diferentes estados de la salida asi,

%yi? =iy

G = ol

G =l

42 =l

Ly (139
%yﬁ? = (1oEs + Ees + &

49 =l

iyéﬁ) =FEs+ &

dt
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Definamos entonces la dindmica del sistema ideal, sin perturbacién, correspondiente a
la trayectoria deseada del sistema yg)* y al control nominal E}, E%;, como

d() (1)

dt Yis = Yis

LN

L

LN

% y%) _y® (4.36)
d

d © _
dty% = Yas
d .
Ey% = Ej

De nuevo, se plantean los estados correspondientes al error de seguimiento, dados por

e\ () (7)*

Cis = Yis _yzé y €B, = Lies —

error de segumnento CcOomo

Ahora, se deben plantear la dindmica de los estados observados e;;

EY vy ep = Es — Ej. Asi, es posible definir la dindmica del
d 1
d 1 2
d 3
d 3 _ @
dte” = €15
. _ 6 (4.37)
d
dt615 Bieep +ep, +&
d o _
dte% = €5
d
dte%) ce t &

U)o partir de la

medicién supuesta de la primera derivada del error de la salida. Esto conlleva a formular
el observador extendido de orden reducido asi,
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%égl) = &3 + Aa(efy) — é1y)
CHD =60 4 ha(eld )
el )
%Ag‘? = &7 + dai(efy — )
%Ag? = Bioep +ep, + 21 + )\11(6%) - é%)> )
%21 )\01(6%) - e%))
d M _ 0
—éss =€ + Aa(egs — €55)
%22 = Aoz — 57)

Donde las constantes \;; representan la i-ésima constante del observador de la j-ésima
salida plana. Ahora, si definimos de nuevo el error de estimacion como £ = (el — e

y e, = & — 2, y substrayendo las ecuaciones 4.38 de 4.37, se obtiene la dinamica del error

CcOo1mo

%é%) =& = Anély)
CHY =62 ruel)
Zéfé) =&l — Aaely
iéﬁ) =&y — Auely
dtég? = eg, — Ay (4:39)
%21 )\016115)
%é%) = e¢, = Miafly
%Zz = )\025%)

Donde las dinamicas del error de estimacion satisfacen las siguientes ecuaciones dife-
renciales lineales perturbadas

ég’?) + )\51ég6) + >\41é55) + )‘31é§4) + )\21é§3) + )\11&52) + )\Qlégl) = f%l) (440)
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& + el + At = ¢! (4.41)

Por lo tanto, dadas cotas superiores para las derivadas n-ésimas de las perturbaciones
sup €| = K,, ne{0,1,2,3} i=1,2., (4.42)
t

es posible escojer adecuadamente los valores para las constantes de los observadores
{01, M1, Aoty Azt Aa1, A1) ¥ { o2, Ao} tal que el polinomio caracteristico de la dindmica
del error de estimacion sea asintéticamente exponencialmente estable. La seleccién de estos
polinomios seran de la forma

Por(s) = <52 +25(; <w€_?1> - (%>2>3 (4.43)
Pox(s) = <52 + 25, (i—f) + (WG—T)Q> (4.44)

Llevando a los siguientes valores de las constantes de los observadores,

2 2 ~2
20) C 2wn1 + 4wn1 Cl
2 2~ 2 3 nl S1
- 6 wn1 G1 N 3wn® | 12w G Nut 8wn1” (1 €12 €1
51 = 5 41 = — SR 31 = s+
€1 €1 €1 €1 €1
2 2 2
w 2 2wn1 + 4wn1 gl
4 nl 4 5
P €2 € 8wni” (1 - 6wn1”® G \ Wn1
21 — 4 2 4 ) 11 — 5 b 01 — 6
€1 €1 €1 €1 €1

2
Wy Wy
Mg = 2, (—2) ;A = (—2>
€2 €2

Al igual que se hizo en la seccion previa, se obtiene la transformada en el dominio de
la frecuencia de las ecuaciones 4.40 y 4.41 con lo cual se llega a la siguiente relacién

S
s6 + )\5185 + >\4154 + )\3183 + )\2182 + /\118 + )\01

e = | Ja )

~(1) S
€55 (8) = S 4.46
O e e (1.46)

De nuevo, a partir de las relaciones 4.45 y 4.46 se pueden obtener las funciones de
transferencia para cada estado del error respecto a la perturbacién y del error de estimaciéon
respecto a la perturbacion asi,
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{5 = | ° | &xs)
1o _86 + )\5185 + )\4184 + )\3183 + )\2182 + /\118 + )\01_
N [ s(s+ A |
A(s) = (£ ¥ ) &(5)

| S+ A518% + Agrst 4+ Ag183 4 Ao1s2 + Aiis + Aoi |
[ s(s% + X515 + A1) ]
| S+ A518% + Aqrst 4+ Ag183 4 Ao1s2 + Aiis + Aot |
[ s(83 4+ Xs18% + Aa1s + Azp) 1
L5 4+ As18® + Aarst + A3i83 + Aa1s? + Ais + Ao |
[ s(st 4+ A518% + A8 + Az1s + Aay) 1
|86 4 A518° + Agrst + Ag18% 4+ X182 + Ais + Aot |
~ . [ s(8% + Asist 4+ Aars® + Agi8? + Aars + Anp)

|86 4 A518° + Agrst + Ag18% 4+ Ao182 + Ais + Ao |

D0 = || &)
] &a(s)

(4.47)

s(s + A2) (4.48)

82 + )\128 + )\02

Ce,(s) = {

4.2.2. Diseno del controlador

Una vez se tienen las funciones de sensibilidad obtenidas por el observador, se plantea
una ley de control proporcional a los estados estimados y al error de medicion de la salida
real del sistema asi,

€E. = —’Vmég? - 741é§? - 731‘35?5) - ’721é§? - %1(3%) - 70165?5) — 21— Per (4.49)
€E = ”mé%) - %zeé? ) (4-50)

Usando la ley de control mostrada en 4.49 es posible cerrar el lazo de realimentacion

usando las relaciones mostradas en 4.37 recordando que é%) = e%) —é%) y que eg, = & — 21,

d . . . . .

Eeﬁ‘? = —75165? - ’7416%) - 731693) - ’7216%) - 7116%) - 701€§?5) — 21 — Pizeg + Praep + &1
d ~(5 (4 ~(3 ~(2 A(1 0

Eeﬁa) = —751655) - ’741655) - ’731655) - ’721€§5) - 711655) - 701655) + e¢,

d 5 ~(5 4 ~(4 3 (3 2 ~(2

Eegd) = _'751<€§6) - €§5)) - 741<€§5) - 655)> - 731(655) - 655)) - 721(655) - 655))

1 ~(1 0
- 711(655) - 655)) - %1655) + €g

(4.51)
Obteniendo la transformada de Laplace de 4.51 llegamos a la siguiente relacién
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[56 + Y518+ a1 + V318 + Vo187 + Y118 + Yo1l€1s

(5) (4) (3) (2) (1)

= 75151?5 + 41615 + V31615 + V21675 + ’7115115 %

0
T 01615 + €
Reemplazando los valores obtenidos en 4.47 obtenemos

[+ Y515° 18" + Y318° + 7215” + Y118 + orers(s) =
[ Y11

|85 4+ A518° + Agrst + Ag183 4+ Aars? + Aiis + Aot |
[ Y215(5 + As1) |
|85 4+ A518° + Aarst + Ag183 4+ Aars? + Aiis + Aot |
[ Y315(5% + X518 + Aa1) |
| 85 4+ 518 + Aarst + Ag183 4+ Aa1s? + Airs + Aot |
[ Ya15(8% + As18% + A1s + As1) |
|80+ X517 + Ag1st + Ag183 4+ Aars? + Ai1s + Aot |
[ Ys18(8* + X518 + Ag18? + X318 + Aop) |
|85 4+ As18% + Agrst 4+ Ag183 4+ Ao1s% + Ais + Aot |
[ s(s® + A8 + A s+ A3is? + Aais + An) ]

S5 et + st + A+ hars? + s + gy ] 2

El cual puede ser reescrito como

&(s)+

§a(s)+

&a(s)+ (4.52)

§a(s)+

§a(s)+

86 + /111185 + 510184 + 59183 + /18152 + K718

812 + 5111811 + K101$10 + 59189 + /18188 + /€71$7 + 146186 + I€5185 + /€41$4 + /13153 + /€2182 + K118 + Ro1
(4.53)
Donde,

Kol = 701 Aot
K11 = Y01 A11 + 711 Ao
K21 = Yo1 A21 + 711 A\11 + Y21 Aot
K31 = Y01 A31 + Y11 A21 + Y21 A1 + 731 Aot
Ka1 = o1 A1 + 711 Azt + Y21 A21 + Y31 A+ a1 Ao
K51 = Y01 As1 + Y11 Aar + Vo1 Azt + Y31 A21 + Yar Air + Y51 Aot
K61 = Yo1 + Ao1 + Y11 Ast + Y21 Ada1 + Y31 Az1 + Va1 A2r + Y51 A
K71 = Y11 + A+ Y21 Ast + Y31 Adr + a1 Az + Y51 Az
Kg1 = Y21 + A21 + 731 As1 + a1 A1 + V51 Azt
ko1 = Y31 + A1 + Y41 As1 + Y51 Aax
K101 = Va1 + Aa1 + Y51 Ast
K111 = Y51 + As1
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Del mismo modo, cerrando el lazo usando la relacién presente en 4.37, y recordando

de nuevo que ég? = 6(2? — 6(2? y que, eg, = &3 — 22, se obtiene,

d

0)
%%6

= —méé? - %26&; — 2+

= —712(6%) - é%)) - 702(5&?;) — 2+ &

De nuevo, obteniendo la transformada de Laplace se llega a

[s* + Y125 + Yooleas(s) = 7125%)(8) + eg,(s) (4.54)
Reemplazando los valores obtenidos en 4.48 obtenemos
B sy12 + s(s + A2)
eas(s) = |7 -
(82 4+ 7125 + 702) (82 + A2s + Ao2)

El cual puede ser reescrito como

] £(5) (455)

52 + K398
s4 + /€3283 + 52282 + K128 + Ko2

cuts) = | e (456)

Donde,

Koz = Ao2702

K12 = Ao2712 + A12702
Koz = Aoz + A12712 + Vo2
K32 = A12 + 712

De nuevo, se pueden seleccionar ganancias del controlador similares al observador con-
servando los pardmetros ( y w,. La selecciéon de los polinomios resulta asi

pei(s) = (32 + 25Ciwp1 + wfﬂ)g (4.57)

Pea(s) = (82 + 25CoWne + W?@z) (4.58)

Llevando a los siguientes valores de las constantes de los controladores,

Vo1 =06wn2 (2, a1 = 3wn® + 12wn2" &, Y31 = 8wni®wn2 (2 + 2wna (o (2wt + dwn2® (7)

2 2 2 -2 4 2 2,2 _ 4 _ 6
Yor = wn1” (2wnt® +4wna® (7) + Wit + 8w wia® G, M1 = 6wpitwa (o, o1 = Wit

2
Y2 = 2CWn2, Vo2 = Who

De nuevo, las ecuaciones 4.53 y 4.56 representan la funciéon de sensibilidad a la per-
turbaciéon. Calculando de nuevo las funciones de transferencia para los controladores con
base en las ecuaciones 4.53 y 4.56, se obtiene

. :‘i6186+/§5155+/€4184+/€3153+/€2182+/§11$+/€01 459
GEC(S) - 5 4 3 2 615(8) ( . )
S (S + K111 S -+ K101 S -+ KRog1 S + Rg1 S + /€71)
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2
Ko 8% + K12 S + Ko2

egp(s) = — eas(s 4.60
E( ) s (I€32+S) 25( ) ( )
Ahora, reemplazando las definiciones del error de seguimiento eg) = yg) — yi(g)*, y del
error del control nominal eg, = E.5 — B vy ep = E5 — Ef obtenemos
E (S) . « (3) _ Ke1 56 —+ K51 85 -+ K41 54 —+ K31 83 -+ K91 52 —+ K11 S + K01 ( (S) _ (3)*)
e o S (85 + K111 84 “+ K101 s3 + Kog1 52 + Kg1 S+ /€71) Yus Yus
(4.61)
2
% K99 S —|—/€12S+I€02 %
Es(s) = E5(s) — (y25(s) — yas(s)") (4.62)

s (K32 + )
Como tultimo paso, se toman como referencias las leyes de control propuestas 4.49 y
4.50, para definir la ley de control general como

el

*() K61$6+/€5185+/€4184+/€3183+/€2182+/€118+/€01
s\S) —
¢ S (55 + K111 34 “+ K101 s3 + Ko1 52 + kg1 S+ /4,71)
" K929 82 + K12 S + Ko2
E5(s) —
s (ka2 + 5)

(15(s) — y15(5)")

(25(8) — yas(5)")

(4.63)
Ecuacion que puede ser reescrita en funcién de la trayectoria deseada, recordando la
dindmica ideal de seguimiento de la ecuacion 4.36, como,

1 612 Ecé
0 1 Ey
O _ K1 8° + K51 8° + a1 8° + Kzt 8% + Koy 87+ K11 S + Kol (y15(s) — yr5(s)*)
1o s (85 + ki s* + /€2101 $3 + ko1 8% + Kg1 5 + K1) 0 :
2)x  K22S” + K125 + Koz

5 s (Kg2 + 9) (y%(S) - ?J25(S)*)

(1.64)

4.2.3. Simulaciones

A partir de los controladores establecidos se plantea la simulacion del sistema comple-
to, junto con la dinamica de los motores. Se pretende, una vez mas, realizar una tarea de
seguimiento de trayectoria de tipo descanso-descanso, la cual se genera por medio de poli-
nomios de Bezier de orden adecuado, cuyo calculo se obtiene usando el método planteado
en el Apéndice A.

La planificacion de la trayectoria se basa en las condiciones iniciales y finales de los
efectores finales y, por ende, de las condiciones iniciales y finales de las variables genera-
lizadas obtenidas a partir de la cinemética inversa del sistema. Se plantean entonces las
siguientes condiciones iniciales:
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2y =0, 0;, =0, 0 =0
*i'i:()a éli:O7 927,:0
X, =0,Y=0
Generando los valores iniciales de las salidas planas (y;,y2) = (0,0). Considerando
los valores finales del efector final (Xy,Yy) = (2.5,2.5), se obtienen los siguientes valores
finales para las variables generalizadas:
xy = 0.139, 015 = 0.593, Oy = 0.974, ¢. = —35.04
Lo cual implica un valor final de las salidas planas de

y1 = —15.045 x 1077
Yy, = 40.306

Asi mismo, para la sintonizacién del controlador se usaron los siguientes parametros:

Wnp1 = 05, Cl = ]., €1 — 0.7 (465)

Wpa2 = 3, CQ = 1, €g = 0.1 (466)

En la tabla 4.2 se presentan los parametros usados para la simulacion del sistema. Se
incluyeron valores supuestos de motores proporcionales a las magnitudes de los parametros
de la planta.

Parametro Valor Parametro Valor
M 400[K ¢ L 0.658 [mH]
my 100[K ¢] k1 3.61 [N -m/A]
Mo 50[K¢] B 0.1[N -m - 5]
la 0.75[m)] Jm1 0.01[K g - m?]
leo 0.75[m)] Lo 0.658[mH |
L, 1.5[m] 2 3.61[N - m/A]
k 800[N - m/rad] Bino 0.1[N -m - 5]
g 9.85[m/s?| Im2 0.01[Kg - m?]
Iy 0.3[Kg-m?| R, 0.25[m]

Tabla 4.2: Parametros de la planta usados para la simulacién sistema electro-mecanico
usando E-L.

Realizando la simulacién del sistema se obtiene la respuesta mostrada en la Figura
4.10, donde el seguimiento de trayectoria de las salidas planas y; y y» es razonablemente
aceptable, notando un ligero error que debera desvanecerse cuando ¢ — oo para la salida g,
la cual, considerando la escala que presenta, es de esperar que existan errores de magnitudes
menores pero significativos.
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%1078 Seguimiento de trayectoria de salidas planas
T T T T T T T T T 300
0
x 200 «
— N
> >
2 S5 2
Ky 100 N
-10
1 1 1 1 1 1 1 1 1 O
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempol[s]
Coordenadas del efector final
4 T T T T T T T T T
~— 3 B i
E
c 2r =
o
(&)
D 1F .
g
0 Xerr(t) | 4
Yers(t)
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tiempo[s]

Figura 4.10: Simulaciéon para sistema mecanico con motores E-L. Seguimiento de trayec-
toria.

Hay dos cosas que senalar respecto a los resultados de la simulacién de la Figura 4.10.
En primer lugar la escala de la salida gy, la cual es de un 6rden de magnitud muy pequeio.
Este fendémeno se justifica a partir de los valores de los coeficientes de las salidas planas
los cuales, para este ejercicio, son:

y=C"x
~5.8-107% —10.9-107% —-3.9-107% 0 0
179.8 268.8 80.1 0 0 (4.67)

—21.4-107"% —429-107'% -16.3-1072 0 0 .
250.3-107%  466.6-107% 168.7-1072 0 0

En segundo lugar, se evidencia que el objetivo de posicionar el efector final en la coor-
denada deseada (Xy,Yy) = (2.5,2.5) no se cumple. Tomando en cuenta que la trayectoria
deseada es generada a partir de los valores iniciales y finales de posicién de las posicio-
nes generalizadas, sin tomar en cuenta las velocidades generalizadas, se concluye que la
trayectoria generada no posee la suficiente informaciéon para dar una relacion uno a uno
entre las salidas planas y los valores de las posiciones generalizadas. Esto se puede expli-
car basandose en la forma de las salidas planas encontradas: Mientras que en la seccién
3.1.3 se encontraron salidas planas por inspeccion que sélo dependian de la posicion, en
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la seccion 3.2.6 se encontraron salidas planas que dependen ademas de la velocidad del
sistema, generando que existan més combinaciones lineales entre todos los estados del
sistema que resulten en el valor unidimensional de la salida plana que se esta siguiendo.
Existe entonces una restriccion implicita en la salida plana de la seccion 3.1.3 que permite
que el seguimiento de trayectoria de la salida (planteada tinicamente usando las posiciones
generalizadas) resulte en un seguimiento de trayectoria de los estados posicién del sistema.
Por otro lado, esa restriccion se pierde para la salida plana de la seccion 3.2.6 permitien-
do que la combinacién lineal dependiente de la velocidad otorgue mas posibilidades a las
trayectorias del sistema en desenvolverse sin tener un control explicito sobre ellas. Es por
ello que se plantea entonces cambiar la estrategia de generacion para la trayectoria en
bisqueda de que se posea mas informaciéon dentro de la misma que lleve a los estados a
su valor deseado.

Correccién de trayectorias

En primer lugar se define el siguiente sistema de ecuaciones obtenido a partir del
proceso de verificacién del grado relativo de las salidas planas:

Zﬁ) -fl(x,it,el,@:l,@me:z,EC,E)_
?/%2) fg(x,;t,el,Ql,Gz,Qz,Ec,E)
y%?)) f3(z, 2,64, 01,02, Qg, E. E)
Yi falz, @,61,01,05,05, Ec, E)
y§4) _ f5(13,33,91,9_1,92,9_2,Ec,E)
yf’) B f6($7i,9179_1,92,(?2,EC7E)
y§6) f?(I7i,91,Q1,92,Q2,EC7E)
Y2 91($7f791,e1,92732,Ec7E)
yél) 92($,$,91,(?1,92,(?2,EC,E)
] L g3(z, 2,01,01,04,00, E,, E)

Donde, f; y g; son funciones lineales. Por lo tanto, es posible escribir esta relacién como

T
y e
) i
y§3) Ql
y§4) — A 91
y O
e

Y2 L.
po L
57

O de manera simplificada
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Y,
g X
Y, U
Donde, Y; representa el vector de salidas y sus derivadas, A es una matriz cuadrada,
y X y U representan los estados y las entradas respectivamente. Al ser y; salidas planas,
entonces A es de rango completo, representando la transformacién de coordenadas un

diffeomorfismo entre los estados y los avances de la salida. De esta manera, es posible
obtener la relacion

m e ij (4.68)

Tomando 4.68, se plantea tomar 2 estados de interés y generar la trayectoria para esos
estados, y a partir de la solucién de la ecuacién diferencial resultante, obtener la trayec-
toria para las salidas.

La forma general de las ecuaciones diferenciales resultantes seran

(m) (m—1)

Za = ™ + a1y 4+ gy + agy+
(n—1)

n 1
Bnyé ) 4 Brn-1Ys +- 51y§ ) 4 Boy

)

Ty = nmyyn) + nm—lyYn_l) + -+ 771y§1) + n0y1+

A8 4 X1y - MY+ Ao

Donde, z, y x; son estados cualquiera del sistema, (m,n) los érdenes més altos de la
derivada de las salidas (y1,y2) de la cual dependen los estados seleccionados, y oy, B, m; vy
\; son constantes pertenecientes a la matriz A~ de la ecuacién 4.68.

Despejando para y%m) y yén) se obtiene un sistema de la forma.

™ = oy + eyt e Koyl 4 ™+

Rm+1Y2 + Hm+2y§1) +ot Hm+nfzy§m+n72) + ch+n71y§m*1)+

Y11%q + Y12%p

n 1 m—2 m—1
u$ = oy + ) + - A o+ gy

1 m+4n—2 m—1
Hm+1Y2 + Mm+2y§ ) Tt ,um—i-n—?yé ) + :um—&-n—lyé )+

Y21%q + V22T

Ahora, usando la transformacién siguiente
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[ 1

21
1
yi ) ¥2)
g™ Zm
Yo Zm+1
yél) Zm+2
Lys” | Lamind

Se puede expresar el sistema en forma de estados asi,

[0 1 0 0 0 0 [0 07
0 O 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0
0 O 1 0 0 0 0 0
s ko K1 KEm  BEm41 Km42 Rm4n—1 711 M2 |Xa
Z=10 o 0 0 1 o [ZT]0 o [Xb}
0 O 0 0 0 0 0 0
0O 0 ... O 0 0 0 0 0
0O 0 ... O 0 0 1 0 0
| Mo M1 Mm Hmy1 Hm2 MmA4n—14 L7212z

O escrito en forma abreviada

7 =A.Z + B. Xy (4.69)

Para valores constantes de x, y x3, el sistema Z debe ser estable, por lo que se dice que
el sistema serd estable si los valores propios de la matriz A, tienen parte real negativa.

Se encuentra que para las combinaciones de estados a los cuales se les desea imponer
la trayectoria, la matrix A, resulta tener valores propios con parte real positiva, por lo
que se concluye que la obtencion de la trayectoria a partir de esta estrategia no es viable
debido a que el sistema resultante es de fase no minima.

Aproximacion Numérica

Se desea imponer una trayectoria a partir de polinomios de Bezier de grados adecuados
para las variables generalizadas = y #; usando la metodologia expuesta en 2.4, por lo que,
a partir de 4.68, se obtiene la siguiente relacién (abusando de la notacién),

1
T = oy + Oélyi )

%:%m+mﬁ)

+ a2y§2)

2
+ nzyg )

+ Oésygg) + Boya + 52952)

(4.70)
+ n3y§3) + Aoy2 + Azyéz)



80 CAPITULO 4. ESTRATEGIAS DE CONTROL

Estos sistemas mostrados en la ecuacién 4.70 son sistemas planos, no Liouvillianos, sin
embargo, debido a que las variables x y 8; pueden ser expresadas en términos de funciones
diferenciales de las salidas planas y; y o es posible aplicar la metodologia vista en 2.4. Es
por esto que es posible generar trayectorias de las salidas a partir de trayectorias de las
variables x y 6,. Para trayectorias dadas z* y 07, y despejando para y; y y2 se obtienen
las siguientes relaciones

1 *
Yy = a—[I — oqy@ — agyf) - 043953) — Boy2 — 52y§2)]
10 (4.71)
* 1 2 3 2
o = — [0 — oy — mut” — mayt? — msyt” — Aays?]

Ao

Procediendo para obtener una referencia por iteraciones numéricas se propone entonces

1 * 1 2 3 2
Yippr = Oz_o[ - quﬁk) - Oé2y§k) - 043?J§k) — Boy2, — 52y§k)]

1 ) 2) (3) 2) (4.72)
Yopoy = A—O[HT — oY1, — MY, — Y1, — N3Y1, — Aol ]

Ahora, a partir de definiciones iterativas a usando 4.72 con las siguientes condiciones
iniciales:
=0 (4.73)

Yo = 07 Y2,

Se obtiene la siguiente secuencia de ecuaciones diferenciales donde las salidas y; y y»
estardn en funcion de las trayectorias deseadas x*, 67 y sus derivadas.

Y1, =0

= o o'

e e () (1) (1) ) ()

my =l
(e () () () -5 (07 ()
S (G- (i) i)+ (L) -4 )
o e () o () () (2 ) - ()
B R e R RN
R R R (Y RNEERRNELLS )

N—— —
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Yoo =0

321 o

o= e (09 o () - (1) o (1) > (5 )]

1

Y23 = To [0}
() () ()4 () 4 )
(g [ = (g 1) o (5 1) oo (5 101) = (5 7)) = 5 7))
= (g [ (i 1) o (G 1) oo (5 1) = (5, 7)) = 5, ]
= (g [ (g 1) o (5 1) oo (5 101) = (5, 7)) = (5 ) )
(5 [ (5 11 = (o B1) e (5 1) = (5 191 =2 (5 [47T)))

Por lo tanto, es posible generar las trayectorias deseadas para y; y y» tomando una
iteracion lo suficientemente alta k = K para realizar una aproximaciéon valida donde,

1 =y1, (2", 07, ... AL 9£r)*, AL 9§K)*)
Yo =Ya, (2*,07, ... AR 9§T)*, AL QiK)*)

Para esta simulacién fue necesario sintonizar de nuevo el controlador, usando los si-
guientes parametros:

Wnp1 = 03, Cl = 1, €1 — 0.999 (474)

Wz =35, (=1, € =0.999 (4.75)

En la Figura 4.11 se puede observar el seguimiento del sistema para la nueva trayectoria
del sistema, la cual contiene embebida la informacién de las derivadas de los estados = y
0, los cuales, se supone, més influencia tienen en la composicion de la salida y que son
directamente actuados por el control.

De nuevo, se obtiene un error de magnitud pequena para la salida y; el cual tendera
a cero cuando t — o00. Se concluye que existe una mejora en la trayectoria generada
tal que la posicién del efector final se acerca a su posicién deseada, pero no se logra el
objetivo de posicionarlo en las coordenadas deseadas. Se observa que las coordenadas del
efector final llegan a una posicién relativamente igual para ambos ejes, de valor (X, Yy) =
(2.291,2.291), el cual difiere del valor deseado de las coordenadas planteado inicialmente
(Xy,Yr) = (2.5,2.5). Esto implica que la trayectoria generada, a pesar de ser una mejora
respecto a la obtenida usando tnicamente los valores iniciales y finales de las posiciones
generalizadas, no posee la informacion suficiente para llevar el efector final a los valores
deseados.
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% 10" Seguimiento de trayectoria de salidas planas
T T T

T T T T T T 250
0
200
* — * N
i 150 %
g -Sr g
- 100
> >
50
-10 £ : : 0
0 2 4 20
Tiempo[s]
Coordenadas del efector final
4 T T T T T T T T T
B sl \ |
£ :
s ?[ X 14.15 i
g 1f Y 2.291 i
g
0 Xepr() | 4
Yes(t)
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

tiempo(s]

Figura 4.11: Simulaciéon para sistema mecanico con motores E-L. Seguimiento de nueva
trayectoria.

Es por esta razén que se justifica buscar una forma mas eficiente y posiblemente sim-
plificada de incluir la dindmica de los motores dentro del sistema de control, a fin de
cumplir el objetivo de llevar el efector final a una posicién deseada. Se concluye ademas
que el problema de control, bajo la estrategia trabajada, se convierte en un problema de
disefio de trayectorias que posean la informacién suficiente de la evolucion de los estados
que la componen, problema que no sera analizado pues existen otras formas de incluir la
dindmica de los motores al sistema.

4.3. Control para el manipulador mévil con motor
usando acoplamiento de modelos

Al igual que se hizo con las secciones anteriores, se toma como referencia el modelo
simplificado obtenido en la seccién 3.3.2 para plantear el diseno del esquema ADRC.

u” = BhEy + € (1)
v = B3 B+ B Er + (1)

Considerando la forma de las constantes modificadas f3;; las cuales tienen producto de
inductancias en el denominador, es de esperar que las constantes sean de valores demasiado

(4.76)
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altos, volviendo el control del sistema un problema de sintonizaciéon grande. Asi mismo,
se pretende realizar el control bajo un modelo mas simplificado para la evaluacién de
robustez, por lo que se justifica buscar otra alternativa para realizar el control de este
modelo.

En primer lugar, se plantea hacer una separacion de controles con respecto a las salidas.
Esto es posible incluyendo convenientemente en las perturbaciones existentes los controles
no permitan el desacoplamiento del sistema. Si se incluye el control F, en la perturbaciéon

% se modifica el sistema asi,

v (t) = B Ea + €(1)

1" " (477)
v (1) = BBy + &5'(1)

Ahora, es posible introducir el concepto de Homotopia visto en el capitulo 2, donde
se asume que las trayectorias del sistema 4.77 pueden deformarse a las trayectorias del
sistema siguiente

~ = {(m, T
y§3)(7'1):E2+§1(7'177'2), &1 (1, m) = Lﬁ
1 (4.78)
- - " T 77_
yéﬁ)(Tz) =E 4+ &(n,m),  S(n,m) = M
22

En la cual existe una escalizacién del tiempo, correspondiente una transformacion, tal
que

dn = ()" dt

. (4.79)

dry = (B3,)"'" dts

Debido al sistema linealizado, es evidente que 37} y 4, no son dependientes del estado,

por lo que la transformacién temporal es lineal y la resolucién de la ecuacion diferencial
4.79 esta dada por

1= ( 1/1)1/3 131

(4.80)

™= (85)" 1

Se procede entonces con el diseno del observador tal como se ha planteado previamente,
pero acorde a los érdenes de derivada del modelo.

4.3.1. Diseno del observador

Escribiendo directamente el modelo 4.78 en la forma del error de seguimiento, con-

siderando un modelo de dindmica ideal y definiendo el error como e%) = Z.(g) — yg)*,

eg, = By — B y eg, = By — E obtenemos
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Lo cual conlleva, usando la definicién del error de estimacién como €’ =

R ONNEY
dr 16 — “10
4 ow_ e
dr 16 16
d ~
- 655) ep, + &
A4 o _ o
dr 26 T Y26
dTQG% = €5
d @ 3
d_ﬁega) = eéa)
d @ 4
d—ﬁeé(;) = eéa)
d 5
d_ﬁega) = eg(;)
d -
d_Tgeé(S) =ep +&

Definiendo entonces el observador extendido de orden reducido, se obtiene el siguiente
sistema observado:

d 1) . 1) A1
d—ﬁeg(;) = &3 4+ Ao (ely) —ely)

d . .
d—eg) = e, + 21+ Aulely —ety)

1

d ) A

g = aley — )

d . . .
d—@é? = %) + Asalesy — &55)

T2

d ~(2 ~(3 1 ~(1 (482)
d_eéa) = eéé) + /\42(eéa) - 655))

T2

d 3 .@ oA
d_ega) = 655) + >\32(655) - eg(;))

T2

d ~(4 ~(5 1 ~(1
d_eéa) = eéa) + /\22(€éa) - 6%5))

T2

d . .
d—eg? = ep, + 2+ Aialesy — e5y)

T2

d

1 ~(1
n2T Aoz(eby — é55)
9 - -
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y e, = & — %, a la dindmica del error de estimacién dada por,

i) =)~ dail)

diﬁég? = €g )\11511;

diﬁzl = )\0151?

e R

o) = ) — il (1.8
R

diﬁéé? = é;? - )\225%)

diwé;? = €g — )\125§5)

ding2 = )\0255;12)

Donde podemos obtener de nuevo las dindamicas de error de estimacion para ambos
observadores como,

A9+ 2ar? + i+ dore) = Y (181
é(27) + )\52é§6) + /\42555) + )\325(24) + )\225§3) + /\12552) + )‘026(21) = él) (4.85)

Con lo cual, dadas cotas superiores para las derivadas n-ésimas de las perturbaciones
sup €™ = K,, ne{0,1,2,3} i=1,2., (4.86)
t

es posible escojer adecuadamente los valores para las constantes de los observadores
{01, A11, 21}y { Aoz, A2, Aoz, Aga, Aga, A2} tal que el polinomio caracteristico de la diné-
mica del error de estimacién sea asintéticamente exponencialmente estable. La seleccion
de estos polinomios seran de la forma

Por(s) = <52 +25G; (WE—T) + (WE—T)Q> <s + wﬁ—’f) (4.87)
Po2(s) = (sz +25C (i—’:) + (i—’j)j?} (4.88)

Llevando a los siguientes valores de las constantes de los observadores,
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2 2 3

Wni 2wn1 Cl Wn1
Agp = — ;A= —5 F 5 Ao =——3
€1 €1 €1 €1

€1

2Wn22 4‘/-777.22 C22
6 Wn2 CQ 3 Wn2 12 wn22 <2 8 wn23 Cg 2 Wn2 C2 < €22 + €2?
Asz = s A= 5 A= st )
€2 €2 €2 €2 €2
2 [ 2wn2? dwn2? (2
4w 4,2
Wn2 n2 ( & T T 8wna” (2 6 wn2” G2 Wna®
Apg = — 1+ 2 + T A= 5 Aw =g
€2 €2 €9 €2 €9

Finalmente, es posible obtener la relacién en forma de funciéon de transferencia entre
las derivadas del error de estimaciéon y la perturbacién, tal como se hizo en las secciones
previas, obteniendo las siguientes relaciones,

W | s ;
O e e v 0
~(2) . [ S(S + )\21) ~
15 (8) - -52 4 )\115 4 >\01 51(8) (489)
- o _S<82+/\218+/\11) ~
e (o) = | )

() 5 ;

626 (S) _84 + )\3253 + )\2282 + )\125 -+ )\02_ 52(8)
. [ s(s+ A 1~
2(s) = bt 0) &)

| 5% 4 A3283 + Aa2s? + A12s + Aoz | (4.90)
[ (8% 4 As2s + \a2) 1: .
| 5% 4 A3283 + Aa2s? + A12s + Aoz |
5(8% 4+ Xsas? + Mags + As2) | =

_84 + )\3283 + )\2282 + )\128 + )\02_

4.3.2. Diseno del controlador

Se plantea una ley de control que sea proporcional a los estados del error estimados,
al error de la salida que puede ser medido y a la estimacion de la perturbacion a fin de
realizar una cancelaciéon. Esta ley de control tiene la siguiente forma para cada controlador.

€Ey = —721‘%&? - 711‘5%) - %165?5) A (4.91)

é/QQE1 = _/752éé55) - 742(3%) - 732é$5) — ’}/QQég? — ’Ylgég? — ’yogeg%) — 29 (492)

Para el primer controlador, es posible cerrar el lazo de control a partir de las ecuaciones

mostradas en 4.81. Tomando en cuenta las relaciones é%) = eg? - ég? yeg =& — 21, se

obtiene el siguiente sistema.
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d ) R -
Ee(ﬁs) = —’7216%) - 7116(115) - 70165?;) —zn1+&
dl (4.93)
2 2) (2 ¢! 0 -
Eega) = —721(€§5) - 655)) - 711(€§5) - 655)) - 701e§5) —z1+&
Aplicando la transformada de Laplace obtenemos,
[8° 4+ Y218% + Y118 + Yo1)e1s = 7215%) + 7115%) + 701695)651
Reemplazando los valores obtenidos en 4.89 obtenemos
s+ 5(s+ Xa1) + 5(s% + Aa1s + A -
e15(s) = | — - ( 21) (3 2 u) £1(s) (4.94)
(S —+ Y218 -+ Y118 -+ ’701)(8 + )\218 + /\118 —+ )\01)
El cual puede ser reescrito como
( ) 53+:‘i5182+/€418 g ( ) (4 95)
es(s) = s :
10 s6 + /‘335185 + :‘€4184 + :‘4,3183 + 52182 + K118 + Kot !

Donde,

Kol = Vo1 Aot

K11 = Vo1 A11 + V11 Aot

K21 = Yo1 A21 + 711 A1 + Va1 Aot
K31 = Yo1 + Ao1 + Y11 A21 + Y21 At
K4l = Y11 + A1+ Y21 Az

K51 = Y21 + A21

Realizando el mismo proceso con el segundo sistema de control, es posible cerrar el

lazo a partir de 4.81, y recordando que ég? = eg? — ég? Y g = 52 — 23, se obtiene,

d R R R R R -
d_rgeé? = —752€é55) - 74265(15) - V326§5) - 72265? - 7126%) - %262%) — 29 + &

d 5 ~(5 4 ~(4 3 ~(3 2 ~(2
d_ﬁeéa) = _752(€g5) - ega)) - 742(655) - eéa)) - 732(655) - 655)) - 722(655) - 655))

1 ~(1 0
- 712(655) - 655)) - 7026&5) + ég

De nuevo, obteniendo la transformada de Laplace se llega a

[56 + Y5287 + 425" + Y328 + Y2287 + Y128 + Yoz)e2s($)

(5) (4) (1)

5 ~ _3) ) . (4.96)
= V52€95 (s) + Y42€95 (s) + V32€95 (s) + Y22€55 (s)+ Y12€95 (s) + €¢y (s)

Reemplazando los valores obtenidos en 4.90 obtenemos
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[s° + Ys25°+7425" + Y325 + Y225 + Y128 + Yoz)ezs(s) =

Y12S 52(8)—1—
_86 + )\5285 + )\4284 + )\3253 + )\2282 + )\128 + )\02_

Y225(s + As2) =
| 85 4 A525° + Agast + Ag283 4+ Aaas? + Ai2s + A2 |
[ Y325(5% + X528 + Aa2) 1 -
| S5 4+ X528 + Agast + Ag283 4+ Aaas? + A2s + A2 | &als)+ (4.97)
[ Ya25(8% + A528? + A2s + A32) 1=
| 85 4+ Ag28° + Agast + Ag253 4+ Aas? + A2s + A2 |
[ Y525(8* + A28 + Ag2s? + X325 + Aa2) 1=
| 85 4 X528 + Agast + Ag253 4+ Aaas? + A2s + A2 |

s(8% 4+ Agast + Ais® + 328 + Apas + Ai2) | -
| 85 4+ A528° + Agast + Ag283 4+ Aaas? + Aj2s + Ap2 |

El cual puede ser reescrito como

56 + :‘i11285 + /i10284 + 59283 + '%8252 + K728

512 + 5112811 + /€102$10 + 59259 + /18258 + :"€7287 + Kl6286 + 55285 + 54254 + H32$3 + /€2282 + K128 + K2
(4.98)

Donde,

Ko2 = Y01 Aoz

K12 = Yo1 A\12 + V11 Aoz
Koz = Vo1 A22 + V11 A12 + Vo1 Aoz
K32 = Y01 A32 + Y11 A2 + Y1 A12 + 731 Aoz
Ka2 = Y01 Aa2 + 711 As2 + 21 A2z + Y31 A1z + Va1 Aoz
Ks2 = Y01 As2 + Y11 A2 + Vo1 Az + 731 A2z + Va1 A2 + V51 Aoz
Ke2 = Y01 + Aoz + Y11 As2 + Y21 Ada2 + V31 Az2 + Va1 Aoz + Y51 Ar2
Ko = Y11 + A2 + Y21 As2 + Y31 a2 + Ya1 Az + V51 A2
Kga = Y21 + Aoa + 731 As2 + Y41 Aaz + V51 Azz

Koz = Y31 + Asz + Va1 As2 + Y51 Az
K102 = Va1 + Aa2 + V51 As2
K112 = Y51 + As2
La escogencia de los polinomios para los controladores es tal que el sistema de control

sea asintoticamente estable y el seguimiento sea ideal. Es por esto que se seleccionan los
siguientes polinomios,
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Per(s) = (8° + 25Ciwn1 + wiy) (5 + wni) (4.99)

Pea(s) = (82 + 25Cowna + wfa)g (4.100)

Llevando a los siguientes valores de las constantes de los controladores,

Yor = 2CiwWn1, Y1 = 201Wn1, Vo1 = W2y

V2 = 06 Wna C27 Va2 = 12wn22 C22 + 3wn227 V32 = 8wn23 <2 + 2 wn2 C2 (4 wn22 <22 + 2wn22) )

Y22 = 8wn24 C22 + wn22 (4 Wn22 (22 + 2wn22) + wn24, Y12 = 6wn25 Gy o2 = wn26

Una vez mas, obtenemos la forma de la funcién de transferencia para el término 5K (s)
como se vio en secciones pasadas obteniendo las relaciones entre el error del control y el
error de seguimiento. Estas resultan ser

K31 83 + Ko1 82 + K11 S + Ko1

e1s(s 4.101
S (82+/€513+I{41) 16( ) ( )

€E, (S) = -

6 5 4 3 2
KRg2 S + K52 S + K42 S + K32 S + Koo S + K12 S + Ko2
ep,(s) = — : T . : €25 () (4.102)
S (8 + Ki12 8* + K102 S + Koo S + Kg2 S -+ l€72)

Ahora, recordando las definiciones del error de seguimiento egg) = yi(g) — yi(g)*, €, =

Ey — B3 v eg, = B} — EY obtenemos en forma matricial

B

E3(s) -

K31 83 + KRa1 32 + R11 S + Ro1 (y (S) —y (S)*)
s (8% + K51 8+ Ka1) 1 1

K62 86 + Ks9 85 + K42 84 + K39 83 + Kog 82 + K12 S + K2
S (85 + K112 54 + K102 53 + Koo 52 + Kgo S + Ii72)

(y25(8) — yas(s)")
(4.103)

La cual puede ser reescrita poniéndo la ley de control en funciéon de la trayectoria
deseada como,

o 1]

Yas(5) (O —

Ef(s) -

y (S)(S)* _ K31 83 + Ko1 82 + K118+ K:Ol(y _y* )
10 S (32 + R51 S + K41) 10 10

Koo SO 4 Ko 8° 4 Kap 8* + K3z 8% + Kag 82 + K12 s + Koz
s (8% + K112 §* + K12 8 + Koo 5% + Kga 5 + Kr2)

(Y25 — yéka)
(4.104)
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4.3.3. Simulaciones

Una vez méas se plantea un objetivo de control de seguimiento de trayectoria junto
con una estabilizacién en un punto espacial dado por las coordenadas del efector final.
Para la trayectoria se plantea un polinomio de Bezier de grado suficiente segiin los grados
relativos del sistema, usando la metodologia mostrada en el Apéndice A. La trayectoria
se genera entonces usando valores iniciales y finales del efector final y, a través de la
cinematica inversa, usando los valores iniciales y finales de las variables generalizadas.
Debido a que el proceso de homotopia no cambia los valores de las variables generalizadas
sino que implica una escalizacion del tiempo, se pueden definir los mismos valores que se
han estado trabajando en las previas simulaciones asi:

2y =0, 0;, =0, 0 =0
:.Ei:()a éli:()a 92120
X, =0,Y=0

Generando un valor inicial de las salidas planas de (y1,y2) = (0,0), mientras que para
los valores finales de las salidas se proponen (Xy, Yy) = (2.5,2.5), equivaliendo a los valores
finales de las posiciones generalizadas y salidas planas asi

xp =0.139, O, = 0.593, 6y = 0.974, y1 = 216.75, yo = T7.37

Asi mismo, para la sintonizacién del controlador se usaron los siguientes parametros:

Wn1 = 2, Cl = 17 €1 = 0.9 (4105)

Wnpo = 5, CQ = 1, €y = 0.1 (4106)

Se usan los mismos valores de la simulacién presentada en el capitulo 4.2.3

Parametro Valor Parametro Valor
M 400[K ¢] L 0.658 [mH]
my 100[K g] ki 3.61 [N -m/A]
Mo 50[K g] B 0.1[N -m - 5]
L 0.75[m)| 1 0.01[Kg - m?]
leo 0.75[m) Lo 0.658[mH |
k 800[N - m/rad] Bino 0.1[N -m - g]
g 9.85[m/s?| 2 0.01[Kg - m?]
I 0.5[Kg - m?| R 1.76[€2]
I 0.3[Kg - m?| R, 0.25[m]

Tabla 4.3: Parametros de la planta usados para la simulacion usando acoplamiento de
modelos
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El objetivo de esta seccién es demostrar que existe una trayectoria en el espacio de
estado del sistema homotopo, tal que pueda ser deformada sobre una variedad S que inter-
secta el espacio de estado del sistema original, hasta que posea la forma de la trayectoria
del sistema original. Para cumplir este propdsito, se debi6 escalizar la trayectoria generada
para el sistema en concordancia con la escalizacion de la variable temporal.

A continuacién, en la Figura 4.12 se puede observar el seguimiento de trayectorias
para las salidas y; y y2. Adicionalmente se presenta la senal de control del sistema y las
trayectorias seguidas por cada posicion generalizada en la Figura 4.13.

Seguimiento de trayectoria de salidas planas
T T T

250 T T 100

E3
N

>

%]

>
N

>

Tiempo 7 [s]
Entradas de control
005 T T T T T
0
> S
2. -200 =
N Q
. :
) -400 ©
[t [
-600
_005 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Tiempo 7 [s]

Figura 4.12: Simulacién para sistema mecanico con motores, homoétopo. Seguimiento de
trayectoria.

Es posible observar que el seguimiento de trayectoria se cumple para el sistema homo-
topo, conservando el comportamiento deseado para el sistema. Esto permite afirmar que,
bajo la transformacion temporal, existe una trayectoria que corresponde con el sistema
original tal que el seguimiento de trayectoria del sistema original se cumple. Asi mismo,
se observan curvas suaves para las senales de control que permiten el seguimiento de tra-
yectoria, sin oscilaciones ni comportamientos indeseados. A pesar del buen resultado, las
ganancias obtenidas (; generan problemas de sintonizacién en el sistema original debido
a sus altos valores, provocando una alta sensibilidad al cambio de las ganancias del obser-
vador y el controlador del sistema. Esta problemética sugiere la posibilidad de explorar
diferentes técnicas para la inclusién de las dinamicas de los motores.
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Asi como se cumple el objetivo de seguimiento de trayectoria para el sistema homé-
topo, el objetivo de llevar la posicion del efector final a un punto deseado del espacio se
cumple tal como se observa en la Figura 4.13. Se puede apreciar que no existen variaciones
inesperadas o indeseadas en las trayectorias de los estados posiciéon y, consecuentemen-
te, en las trayectorias del efector final. En conclusion, el esquema de control aplicado al
sistema homotopo cumple a cabalidad el objetivo de control.

A pesar de los buenos resultados obtenidos con este esquema, la sintonizacién del
sistema original se complica debido a los valores de las inductancias de armadura de los
motores que amplifican de gran manera las ganancias de los controles, tal como se vio en
el modelo obtenido, se obtienen productos de inductancias en los denominadores de dichas
ganancias.

En el motor de corriente continua, la dindmica eléctrica es significativamente mas
rapida que la mecanica, motivo por el cual es razonable interpretar el motor como un
sistema de primer orden, ignorando la dindmica eléctrica, y disefiar el esquema de control
a partir de la dindmica simplificada tal como se muestra en la siguiente seccién.

Coordenadas del efector final
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Figura 4.13: Simulaciéon para sistema mecanico con motores, homotopo. Variables Gene-
ralizadas.
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4.4. Control para el manipulador mévil con motor
usando acomplamiento de modelos simplificado

De nuevo, usando como referencia el sistema final obtenido en la seccion 3.4.2, se
plantea de nuevo un esquema de rechazo activo de perturbaciones.

?/fs) =B L+ &

o * (4.107)
Yos = BB + B E1 + &2

A continuacién se presentaran, usando la misma metodologia de la seccién 4.1, el diseno
del observador y del controlador del esquema ADRC.

4.4.1. Diseno del observador

Escribiendo el modelo 4.107 en la forma candnica de Isidori, se obtiene el siguiente

esquema,

S =)

%yﬁ;) =fhkE+&

L0y (4.108)
dt :
Sy =

S =y

S = BB + BBy + &

Si definimos la dindmica del error de seguimiento, dado por egg) = g) — yfg)*, ep, =

Ey—E3 yep, = Ey— ET y conociendo que la dindmica ideal de seguimiento de trayectoria
es idéntica a la presentada en 4.108 pero sin perturbaciones, obtenemos
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d o _ o

d

d.o_ o

ek = el (4.109)
d 1 2

d o _

dt€25 = €95

d

7 625 Porer + Pazer + &2

De igual manera que se ha trabajado en el capitulo, se puede definir el esquema del
observador de los estados e%) y la estimacion de las perturbaciones 2, como

aclltew Briem + 21+ )‘11(6%) - é%))

T = o) - i)

d . _ @ (1) _ A0

T = 5 T As2(€55 — €55 ) (4.110)
20— o)+ a3
%ég? = Bo1€E, + B, + 22 + )\12(6%) - é%))

& 2o = dalely) — &)

dt

Siguiendo el proceso de definir el error de estimacion, se puede llegar a las dindmicas

del error de estimacion las cuales satisfacen las siguientes ecuaciones diferenciales lineales
perturbadas

e 4 agelt) = e (4.111)

62 +)\32€2 +>\22€2 +)\12€2 +)\02€2 (1) (4112)

Por lo tanto, dadas cotas superiores para las derivadas n-ésimas de las perturbaciones

sgp!f =K, nef{0,1,23} i=12, (4.113)

es posible escojer adecuadamente los valores para las constantes de los observadores
{1, A1} ¥ {Ao2, A2, Aoz, Aza } tal que el polinomio caracteristico de la dindmica del error
de estimacion sea asintoticamente exponencialmente estable. La seleccion de estos polino-
mios seran de la forma
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Por(s) = (82 +256 (<) + (%)2) (4.114)

Poa(s) = (52 +25C (%) + (%)2)2 (4.115)

Derivando en los siguientes valores de las constantes de los observadores,

M =26 (2) g = ()

e
Wn2 2 Wn2 2 Wn2 3 Wn2 4
Azg = 4G | — Aop = 2(2¢; +1) ( — Az = 4G ( — Aoz = | —
€ € € €
Como se vio previamente, este tipo de esquema nos lleva a una relacion, en el dominio
de la frecuencia, entre los errores de estimaciéon y la perturbacién de la siguiente forma

52 + )\118 + )\01

R L1

4.116
e (s) = [ s(s 4 A1) ]5(3) ( |
& $2+ Ais+ Ao |
o | ° _
€y (8) = ST+ A325 + Aaas? + Ai2s + Aoz &2(s)
| s(s + As2) ]
€25 (S) - _84 + A328% + XopsZ + Ajas + >‘02_ 52(8) (4 117)
e (s) = — (5" Aaps 4 ) — 16 |
26 5%+ Ag28% + Aaps? + Aias + Aoz ]
- 3 2 i
fes) = | o Hhwe HAms t Au) )

_84 + )\3253 + )\2282 + )\128 + )\02_

4.4.2. Diseno del controlador

Planteando de nuevo las leyes de control en funcién de una realimentacién de los estados
estimados y de la salida plana del sistema es posible realizar la tarea de seguimiento
de trayectoria como se ha visto en las secciones previas. Dichas leyes de control estan
propuestas de la siguiente manera,

Brem = —mély —jmely — = (4.118)
Baser, = _732%? - 722é(2?5) - 712%? — ’Yogeg();) — 29 — B3R, (4.119)

Cerrando el lazo y bajo las mismas manipulaciones realizadas en la seccién 4.1 es
posible llegar a la forma frecuencial del controlador como sigue
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52 + K318

e1s(s) = st + K318% + Ko18% + K118 + Ko 1(s) (4.120)
Donde,
Ko1 = o101
K11 = Ao1711 + A117o1
Ka1 = Aot + A1t + Yot
K31 = A1 + 711
ean(s) = | — : : st 4 k7083 + Kgas® + Kss £(5)
88 + Kra8T 4 Ke28S 4 K28 4 Kuost + K325% + Kaa5? + K125 + Koo
(4.121)
Donde,

Ko2 = Y02 Ao2

K12 = Y02 A\12 + V12 Aoz

Ko = Yoz A22 + Y12 A2 + Y22 Aoz

K32 = Y02 A32 + V12 A22 + Vo2 A12 + 732 Aoz
Ka2 = Y02 + Aoz + Y12 As2 + 722 A22 + Y32 A12
Ks2 = Y12 + A2 + Y22 Az2 + Y32 Aoa

Koz = Y22 + A2z + 732 A2

Kra = V32 + As2

De nuevo, se pueden escoger ganancias del controlador para que el sistema de control
sea asintdticamente exponencialmente estable. Se seleccionan entonces los polinomios ast,

DPc1 (3) = (52 + 25 w1 + w?ﬂ) pc2(s) = (32 + 25Cwn2 + WYZLQ)Q (4122)

Llevando a los siguientes valores de las constantes de los controladores,

2
Y11 = 2QWn1 Yo1 = Wiy

Va2 = 4Quwn2 Y22 = 202G + Dwiy 12 = 4wl o2 = Wpy

Donde las ecuaciones 4.120 y 4.121 representan la funcién de sensibilidad a la pertur-
bacién. Ahora, calculando la ley de control en forma frecuencial usando el mismo proce-
dimiento visto en secciones previas, se obtiene,

2
(2)x  K218” + K115+ Kol

P 0] | - ho s (K31 + 8) (15 = v (4.123)
551 6;2 E1 (4)* _ K492 84 + K32 53 + Kog 82 + K12 S + Ko2 (y _ y* ) ’
S (83 + Kro 52 + Kga S + /ﬁ)52) 2 20

Yas
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4.4.3. Simulaciones

Tal como se ha trabajado en las secciones previas, es posible plantear la simulacién
del sistema pretendiendo una tarea de control de seguimiento de trayectoria implicando
un posicionamiento del efector final en unas coordenadas deseadas. Se usa una trayectoria
tipo descanso-descanso a partir de un polinomio de Bezier usando el procedimiento del
Apéndice A. Como se ha visto, los valores iniciales y finales de la trayectoria dependeran
de los valores iniciales y finales de las coordenadas del efector final, y por consecuencia,
de las variables generalizadas. Se escogen entonces los siguientes valores

2y =0, 0, =0, 0 =0
ii:O, éli:O, ng:O
Xi=0,Y=0

Correspondientes a valores iniciales de las salidas planas de (y1,y2) = (0,0). Por otro
lado, para el posicionamiento del efector final se propone (X¢,Ys) = (2.5,2.5), generando
los siguientes valores para las variables generalizadas y las salidas planas

xy = 0.139, 015 = 0.593, Oy = 0.974, y; = 216.75, yo = 77.37
Finalmente, el sistema de control se sintoniz6 usando los siguientes parametros:

Wnp1 = 12, Cl = 1, €1 — 0.9

(4.124)
Wnpo = 12, Cg = 1, €y = 0.1

De igual manera, se presentan los valores de simulacion utilizados en la tabla 4.4.

Parametro Valor Parametro Valor
M 400[K ¢ L 0.658 [mH]
my 100[K ¢] kma 3.61 [N -m/A]
ms 50[K g] B 0.1[N -m - 5]
le1 0.75[m] I 0.01[Kg - m?]
L, 1.5[m] 2 3.61[N - m/A]
k 800[N - m/rad] Bino 0.1[N -m - 5]
g 9.85[m /s Im2 0.01[Kg - m?]
I 0.3[Kg - m?] R, 0.25[m]

Tabla 4.4: Parametros de la planta usados para la simulacion usando acoplamiento de
modelos simplificado.

Se notara la simulitud respecto a los valores de las salidas planas de la seccién pre-
sente respecto a la simulacion del sistema mecénico sin motores. Esto es debido a que
la propuesta del sistema de control es independiente de la forma de las salidas planas y,
debido a que las salidas planas para ambos sistemas son equivalentes, sus valores deberan
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serlo también. Asi mismo ocurre con los valores de las posiciones generalizadas, los cuales
dependen de la cinematica inversa del sistema y, a partir de la selecciéon de los mismos
puntos de llegada del efector final, las posiciones generalizadas deberan llegar entonces a
los mismos valores.

Seguimiento de trayectoria de salidas planas
T T T T

250 ‘ ‘ ‘ 100

x
N

>

2

>
N

>

Tiempo[s]
Entradas de control
T T T T
r Ext) |40
> +4-200 >
(&) (0]
T 0 T
= <1-400 S
> >
10k = -600
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo[s]

Figura 4.14: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado. Seguimiento de
trayectoria.

Se presenta entonces, en la Figura 4.14, la simulacion con las condiciones descritas. Se
observa el seguimiento de trayectoria de las salidas planas del sistema y el comportamiento
de las senales de control.

Se puede observar que el seguimiento de trayectoria es aceptable, donde no existen
oscilaciones presentes en el sistema y se puede asumir, a priori, que existe un error de
seguimiento igual a 0 cuando t — oo debido a la seleccion del polinomio Hurwitz para
el controlador. Asi mismo, se observan los controles del sistema, cuyo comportamiento
es suave y razonable al considerar el tiempo reducido que se tiene para la maniobra, sin
presentar sobrepicos y generando un voltaje nulo para el control E, cuando el sistema
se estabiliza. Esto concuerda con la detencion del carro, mientras que para el control E;
se mantiene un voltaje equivalente a un par aplicado al mecanismo constante, tal que el
brazo se mantenga en una posiciéon. Respecto a las magnitudes de los controles se observa
que el par aplicado requiere un nivel de voltaje mucho mas amplio en comparacion al
usado para desplazar el mecanismo horizontalmente. Esto se justifica en la magnitud de
los movimientos de las posiciones generalizadas, donde el desplazamiento horizontal es
mucho menor al desplazamiento rotacional del brazo actuado.
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Consecuentemente, deben ser analizadas las graficas de posicionamiento del efector
final y de las posiciones generalizadas, presentes en la Figura 4.15, para dar una conclusién
respecto a la eficacia del control disenado.

Coordenadas del efector final
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E
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Posiciones angulares de eslabones y masa 0o
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S 101 =
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“ 6:(t)| 10 o
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Figura 4.15: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado. Variables Ge-
neralizadas.

Segun la respuesta del sistema, se evidencia que el objetivo de control se cumple, no solo
por un buen seguimiento de trayectoria, sino también posicionando el efector final a sus
coordenadas deseadas (Xy,Yy) = (2.5,2.5) sin oscilaciones ni comportamientos indeseados
y, por consiguiente, llevando las variables generalizadas a sus posiciones finales equivalentes
xy = 0.139, 015 = 0.593, 05 = 0.974. Es importante mencionar que este modelo es el que
mas simplificaciones y suposiciones lleva respecto al sistema y por lo tanto, del que menos
informacion se posee para realizar la tarea de control. Esto evidencia la potencialidad del
esquema ADRC para realizar controles en sistemas de los cuales se posee poca informacion.
Ademas, es de remarcar que no solo se esta haciendo una simplificacién del sistema al
agrupar la dindmica en una serie de perturbaciones (endégenas), sino que se realiza una
primer simplificacién linealizando el sistema alrededor de un punto de equilibrio, lo que
magnifica el impacto que tiene el esquema ADRC.

Confirmado el cumplimiento del objetivo de control correspondiente al posicionamien-
to del efector final a partir del seguimiento de trayectoria, es importante analizar las
magnitudes del error de seguimiento presentes en la Figura 4.16.
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Error de seguimiento de trayectoria salida Y,

004 T T T T T T T T T
ey (t)
* 0.02 N
= o
o
v -0.02 - A
_004 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempol[s]
Error de seguimiento de trayectoria salida Y,
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Figura 4.16: Simulacion para sistema mecanico con motores, simplificado. Error de segui-
miento.

Segun la Figura 4.16, se puede afirmar que el desempeno de los controladores es bas-
tante bueno. Las magnitudes de los errores significan aproximadamente un 0.018 % de la
magnitud de la salida y;; y un 1% de la magnitud de la salida y,. Adicionalmente, se
muestran curvas suaves del error de seguimiento que evidencian el buen comportamiento
del esquema de control. Los errores tienen un valor final cero, lo que comprueba el com-
portamiento asintotico de las curvas de la salida hacia las curvas de referencia. Es evidente
que el sistema de control es robusto frente a todas las simplificaciones y suposiciones he-
chas sobre el sistema. Es importante recordar que es un control basado en la linealizacion
tangente aplicado al sistema no lineal.

Como se ha planteado anteriormente, es bueno ver las magnitudes del parametro de
desempeno ISE, viendo su evolucién a lo largo del movimiento. En este caso, es posible
compararlo respecto al pardmetro obtenido en el capitulo 4.1.3, ya que el sistema de control
propuesto en ambos casos es el mismo en estructura. Se evidenciaran las capacidades de
respuesta del control respecto al error, considerando la adicion de la dindmica de los
motores al sistema.

Las curvas del criterio ISE para este sistema se pueden observar en la Figura 4.17.

Consecuentemente con los errores presentados en la Figura 4.16, el criterio ISE para
la salida y; muestra un crecimiento en 2 pasos, considerando el paso por cero del error
de seguimiento, mientras que para la salida ys el criterio presenta un crecimiento en 3
fases, concordante con los 3 cruces por cero del error de seguimiento. Resalta una primera
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<1074 Integral del cuadrado del error salida Y,
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Figura 4.17: Simulacién para sistema mecénico con motores, simplificado. Indice de de-
sempeno ISE.

diferencia respecto a las curvas obtenidas en la seccion 4.1.3, donde la salida ¥, crecia
en una sola fase. No obstante, es mas importante considerar las magnitudes del criterio
para ambos esquemas de control, evidenciando que el controlador del sistema mecanico
genera un criterio ISE para la salida y; de aproximadamente una cuarta parte respecto al
controlador del sistema incluyendo la dinamica de los motores. Asi mismo, para la salida
Yo se comprueba que es casi 2 veces menor la magnitud del criterio para el controlador
que incluye la dindmica de los motores respecto al controlador sin ellos. Este es un com-
portamiento interesante debido a que, a pesar de estar incluyendo mas dinamica en la
perturbacion total, se estd obteniendo un seguimiento de trayectoria mas exacto. Este
fenomeno puede darse por los cambios en la ganancia del control permitiendo un control
mas efectivo de la salida plana o por una compensacion interna de la dinamica dentro de
la perturbacion total.

Se incluye una perturbacion a la entrada de tipo exdgena dadas respectivamente por
Eeno(t) = 50e 5D sin(3t) cos(Tt) ¥ Eepo(t) = 2.5e 60 sin(3¢t) cos(Tt) para Ey y Ey, en
lo posible imitando una dinamica de baja frecuencia, la cual no pertenece a las dindmicas
del sistema pero que puede incluir en su comportamiento cualquier dindmica no modelada
del sistema, excitacion de no linearidades y perturbaciones que puedan estar presente en
un sistema real. En este caso, debido a las magnitudes de los controles, no es posible incluir
la misma perturbacién en ambos controles, por lo que la magnitud mostrada en la Figura
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4.18, es diferente para ambas perturbaciones. No obstante, se clarifica que por simplicidad
la perturbacién exdégena aplicada al control Fy es una escalizaciéon de la perturbacion
exégena aplicada al control Fj.

Perturbacion de entrada exégena
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—_— Elewog (t)
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Figura 4.18: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado. Perturbacion.
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Figura 4.19: Simulacion para sistema mecanico con motores, simplificado. Seguimiento de
trayectoria perturbado.
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Se evidencia que, segiin la Figura 4.19, a pesar de las magnitudes de la perturbacion
incluida, no se ven las repercusiones sobre el seguimiento de trayectoria, donde las curvas
de seguimiento son aparentemente invariantes respecto a las obtenidas en la simulacién
sin perturbaciéon. No es asi para los controles, donde se observa la influencia de cada per-
turbacién sobre los mismos, mostrando una correcciéon permanente gracias a la estimaciéon
de la perturbacion. Es claro que no es posible llegar a un error de seguimiento igual a cero
debido a las caracteristicas de la perturbacion, por lo que también es importante observar
las repercusiones sobre los estados y sobre la estabilizacién del efector final en el punto
deseado.

Como se vio en el seguimiento de trayectoria, el posicionamiento del efector final en la
coordenada (X.sr, Yerr) = (2.5,2.5) no sufre complicaciones visibles, y en consecuencia,
la estabilizacion de las posiciones generalizadas en los puntos deseados tampoco se ve
afectada, tal como se observa en la Figura 4.20. Por lo tanto, se comprueba la eficacia del
controlador para rechazar las perturbaciones endégenas y exégenas presentes en el sistema.

Coordenadas del efector final

4 T T T T T T T T T
B 3 \ ]
E
c 27 7
he)
(&)
‘w 1r 7
g
0 Xerr(®) | 4
Yers(t)
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempols]
Posiciones angulares de eslabones y masa 0o
T T T T T T T T T .
g 1 E
= 0.1 -
~ ©
e Q
2 2
- 6:1()| 10 o
e - = =0yt X
0 - x(t)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 _01
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tiempols]

Figura 4.20: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado. Variables Ge-
neralizadas Perturbadas.

Aligual que se afirmo en el capitulo 4.1.3, la perturbacion seleccionada no es la maxima
perturbacion que el sistema es capaz de soportar sin perder estabilidad o sin comprometer
la tarea de estabilizacién del efector final a través del seguimiento de trayectoria. No
obstante, se considera que la perturbacion tiene magnitud suficiente tanto para la entrada
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E; como para la entrada FEs, para cubrir un amplio espectro de posibles perturbaciones
que puedan presentarse en un sistema real.

Respecto a las dindmicas del error presentes en la Figura 4.21, si es posible ver la
influencia de las perturbaciones que no se aprecié en el seguimiento de trayectoria de la
Figura 4.19. Recordando que no es posible llevar el error de seguimiento a cero debido a
la naturaleza de la perturbacién y a las propiedades del esquema ADRC, se observa un
error parecido al mostrado en la Figura 4.16 pero con una perturbacion de relativa baja
frecuencia montada sobre la senial original del error para el seguimiento de trayectoria de
la salida 1. Por otro lado, se nota una aparente invariancia en el error de seguimiento para
la salida ys, a pesar de la respuesta del control E; presentado en la Figura 4.19. La curva
del error es semejante a pesar de las oscilaciones del control debido a que el observador
es mucho mas rapido y de mayores ganancias respecto al del control F5. A pesar de esto,
se puede afirmar que el error de seguimiento tampoco sera exactamente 0 cuando ¢t — oo,
debido a la naturaleza de la perturbacion.

Error de seguimiento de trayectoria salida Y,
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Figura 4.21: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado. Error de segui-
miento perturbado.

También es importante mencionar que el valor de ambas senales, sobretodo aquella que
muestra la influencia de la perturbacion, se mantiene en los mismos érdenes de magnitud
respecto a las obtenidas para el sistema sin perturbar. Esto da un indicio adicional de la
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robustez del esquema de control ADRC propuesto y de la efectividad de la sintonizacién
del control hecha.

Finalmente, es importante analizar el criterio ISE para el sistema perturbado mostrado
en la Figura 4.22, el cual, si bien no es posible compararlo con el obtenido en la seccion 4.1.3
debido a que la perturbacién tiene diferentes magnitudes, si es posible compararlo respecto
al sistema sin perturbar. Haciendo un analisis de las curvas, se evidencia un crecimiento
perpetuo del criterio para la salida y;. Esto no es visible en el criterio de la salida s
debido al gran desempeno del observador, no obstante, es posible afirmar que su error no
es exacta e idénticamente cero, por lo que se espera que el criterio ISE esté creciendo a
un ritmo muy lento. Si comparamos entonces las magnitudes de los criterios obtenidos
para el sistema perturbado y el sistema sin perturbar podemos observar un incremento de
aproximadamente el 10 % para la salida 1;; mientras que para la salida 3, se evidencia un
crecimiento practicamente nulo, despreciando la influencia de la perturbacion. Si bien las
curvas del error no mostraban claramente la perturbacién para la salida ys, el criterio ISE
nos demuestra la poca aportacion de la perturbacion para esta salida. No obstante, siguen
siendo valores pequenos del criterio, afirmando la efectividad del sistema de control.

Integral del cuadrado del error salida Y,

0.4 T T T T T T T T T
1SE, (1)]

0.3
Ho.2
0.1
0 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo[s]
<1073 Integral del cuadrado del error salida Y,
T T T T T T T T T
10 - ISEZD (t) | -
L
@ s5r T
0 -
| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo[s]

Figura 4.22: Simulaciéon para sistema mecanico con motores, simplificado. Indice de de-
sempeno [SE perturbado.
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En conclusién, es valido afirmar que el sistema de control ADRC propuesto es ttil y
efectivo para realizar el control del sistema no lineal electrico-mecénico, atin cuando se han
realizado linealizaciones del sistema y suposiciones respecto a la dindmica de los motores,
permitiendo asi la simplificacién e implementacién del sistema de control.

4.4.4. Medicién indirecta de la posicién angular, suministrada
por acelerémetro

Debido a que el esquema por acoplamiento de modelos simplificado es aquel que tiene
mas suposiciones sobre la planta, desprecia una mayor cantidad de términos y da mas
trabajo al observador y controlador del ADRC, es el esquema que se seguira usando para
la verificacién de las pruebas de robustez. Se dedicarda toda una seccién al respecto de
la robustez del sistema, sin embargo, un primer acercamiento es el uso de una medicién
indirecta de la posicion angular a partor de la aceleracion lineal horizontal y vertical del
efector final dada por un acelerémetro, prescindiendo de la medicion directa del angulo de
la articulacién 6. Esto debido a que es la junta sin actuacién, por lo que se supone que el
disefio mecanico no dispone de una medicion sobre el eje de la articulacion. No obstante,
es posible calcular el angulo 6, a partir de la geometria del sistema y de la medicion del
acelerometro.

Basado en el modelo obtenido en la seccion 3.4.2 se plantea incluir la medicion de la
aceleracion lineal del efector final, por lo que se debe obtener la expresion de la aceleracién
cartesiana con el fin de simular una medicién real. Si consideramos la ecuacion del efector

final,

Xeff =x+ L1 sian + LQ Siﬂeg

4.125
Yers = Lyicost + Ly cos by ( )

Es posible realizar la doble derivada de la posicién final del efector de la ecuaciéon 4.125,
tal que la aceleraciéon lineal esta dada por la expresion,

Xeff =T+ Ll[él COSs 91 — 0% sin 01] + L2 [92 COS 92 — 9% sin 92] (4 126)
}.}eff = —Ll[él sin 91 + 9% COS 91] — L2 [92 sin 92 + 9% COSs 92] ‘

A partir de la simulacién del sistema es posible obtener los estados y sus derivadas,
por lo que las curvas de Xz v Y.s estdn bien definidas dentro de la simulacién. Ahora,
asumiendo estas curvas como una mediciéon de las aceleraciones lineales del efector final,
se procede a integrar, dentro de la simulacién, dos veces estas senales para obtener las
mediciones virtuales de la posicion del efector final. Una vez hecho esto, se puede afirmar
que son conocidas las siguientes variables:

= Longitud de los eslabones L y L.
» Longitud del vector R con coordenadas (Xcsr, Yerys).
» El dngulo y variable generalizada 6.

= La distancia y variable generalizada .
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» El angulo virtual 0.;; formado por el vector (X.sr, Yers) respecto a la vertical.
Estas variables estan representadas en la Figura 4.23.

(Xesss Yerr)

3
| v

Figura 4.23: Variables disponibles para el célculo del angulo 6.

A partir de estos datos, es posible conocer el angulo o usando la ley de los senos, la
cual estd dada por:

e _ b _ c (4.127)
sinA  sinB sinC
Es posible despejar la ecuacion 4.127 y obtener el angulo C' asi,
C = sin™! (f sin A) (4.128)
a
Ahora, si reemplazamos las variables de la Figura 4.23, obtenemos que
1 Ll .
a = sin <L— sin(f5 — 91)) (4.129)
2

Ahora, se sabe que la suma de los angulos internos de un tridangulo es 7 [rad]. Segin la
Figura 4.23 se pueden definir los angulos internos del triangulo formado por los eslabones
y el vector desde el origen al efector final como

ﬁ - eeff - 91
y=m— (02— 01)
Por lo tanto,
T=a+pF+7y
Reemplazando y despejando para « se tiene que

(X:W—eeff+91—ﬁ+02—91
=0y — Ocyy
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Por lo tanto, el angulo calculado 65 sera

92 = a—l—&eff

O escrito de forma explicita, el angulo medido sera

0y = sin ™! (ﬂ sin(f3 — 91)> + tan™! (E) (4.130)
Ly Yers
Si graficamos el angulo 6, contra el angulo 05 junto al error entre la mediciéon y el estado
calculado por la simulaciéon, como se ve en la Figura 4.24, podemos ver que la diferencia
es insignificante. Se puede observar una pendiente en el error que se produce después de
que ocurre la inversion del tridngulo virtual generado por los eslabones y el vector del
efector final. Durante los primeros instantes del movimiento, el vector R estd por encima
de los eslabones debido a que el dngulo 6, es mayor al dngulo 8.¢. La transicién que existe
cuando el dngulo 8. iguala y supera al angulo 0, genera esas variaciones en los calculos de
las funciones trigonométricas inversas, debido a que el triangulo desaparece y se convierte
en una linea recta. Este error de calculo producido al momento de la inversién, al pasar
por la integracion de las senales, genera este efecto de linea recta. Por fortuna, la escala
del error es despreciable.

0, State vs 0, Calculated

T T T T T T T T T
l - -
B05F .
0a(t)
0 - = =0(1)|
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
time[s]
« 10-8 0, error
T T T T T T T T T
0
i)
= 5T
_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

time[s]

Figura 4.24: Medicion indirecta del angulo 65 vs el estado original.

Asi mismo, se justifica la eficiencia del método de medicién indirecta para realizar
la simulacion del sistema debido a que el error entre el estado medido y el estado de la
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simulacion no llega a afectar significativamente hasta un séptimo decimal durante una
maniobra que dura 10 segundos. De esta manera, maniobras con tiempos mas largos son
perfectamente factibles para la simulacion.

Estas acumulaciones de error se producen ademas por estados iniciales que son inte-
grados a través del proceso de calculo. Si se usa la medicion sobre la base del modelo
linealizado, las variables incrementales eliminan los valores iniciales, tal que el error de la
medicion es nulo.

Finalmente, podemos generar la simulacion a partir de reemplazar el uso del estado 6,
con la medicién virtual f en el cdlculo de las salidas planas, asi:

Y1, = (M 4+ mq 4+ ma)xs + (ML + maly)015 + m2Lc2é25

) (4.131)
Y2, = MaLeoxs + moLyLeolis + (m2ng + 15)055

Donde, é26 = ég — ég.

Simulaciones

Usando la misma trayectoria de la seccién 4.4.3 se obtienen los resultados de la Figura
4.25, donde se aprecia que el seguimiento de trayectoria no se ve afectado por la medicién
del angulo. Es un resultado esperado al considerar que el error de mediciéon encontrado
previamente en la Figura 4.24 es despreciable. Asi mismo, se observan las curvas del control
aplicado al sistema, siendo igualmente curvas suaves y de un comportamiento aceptable.

Seguimiento de trayectoria de salidas planas
T T T T T

250 T T T T 100

* *x

— N
> >
[2) [2)
> >

— N
> >

Tiempo[s]
Entradas de control
T T T T T T T T T
n Ext) |40
10 Ey(t)

> 1-200 >

(@) [

T 0 T

£ 1-400 ©

> >

S10 F = -600
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo[s]

Figura 4.25: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado usando Accele-
rometro. Seguimiento de trayectoria.
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Debido a que el comportamiento es practicamente idéntico al presentado en la seccién
4.4.3 a diferencia del error de medicién mostrado en la Figura 4.24, se puede concluir
que se cumple igualmente el objetivo de control de llevar el efector final a una posicién
determinada a partir del seguimiento de trayectoria de las salidas planas.

4.4.5. Parametros para pruebas en laboratorio

Si bien las estrategias planteadas funcionan para los parametros dados en la tabla 4.4
es necesario plantear este mismo ejercicio para parametros que puedan ser reproducidos
en un ambiente de laboratorio a fin de demostrar, de manera practica en trabajos futuros,
las afirmaciones realizadas en este trabajo.

Es por eso que se plantean las siguientes caracteristicas que pueden satisfacer un ejem-
plo escalizado,

Parametro Valor Parametro Valor

M 2[Kg| L 0.058 [mH]|

my 0.5[Kg] K1 0.0351 [N - m/A]

Mo 0.25[Kg] B 0.1[N -m - s]
la 0.15[m)] Im1 0.0351[g - m?|
Ly 0.4[m] R 0.0577[Q]

Lo 0.3[m)] Ko 0.0255[N - m/A]
k 8[N - m/rad Bino 0.1[N -m - 5]
g 9.85[m/s%] T2 0.0131[g - m?|
I 0.26[K g - m7] Ry 7A1[Q)

I 0.0075[K g - m?| Ry 0.05[m)]

Tabla 4.5: Parametros de la planta escalizada usados para la simulacion usando acopla-
miento de modelos simplificado.

Se propone para el posicionamiento del efector final el valor (X, Yy) = (0.55,0.55),
generando los siguientes valores para las variables generalizadas y las salidas planas del
sistema escalizado,

Ty = 0117, 91f = 0654, 92f = 0683, Yy = 0472, Yo = 0.0231

Finalmente, el sistema de control se sintoniz6 usando los siguientes pardmetros:

Wn1 = 12, Cl = 1, €1 = 0.9

4.132
Wn2 = 20, CQ = 17 €y = 0.1 ( )

En la Figura 4.26 se observa el seguimiento de trayectoria y las curvas de las posiciones
generalizadas para el sistema escalizado. Se puede apreciar que el seguimiento es adecuado,
sin oscilaciones indeseadas para ambas salidas. Asi mismo, se cumple el objetivo de control
de posicionar el efector final en las coordenadas seleccionadas (Xy,Yr) = (0.55,0.55) en
curvas suaves y en un tiempo corto, de acuerdo a las trayectorias generadas. De igual
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forma, se observan magnitudes de los controles factibles de reproducir en un laboratorio,
demostrando que el esquema propuesto, bajo todas las suposiciones y linearizaciones rea-

lizadas, es ttil de igual forma en una planta que puede ser reproducida en un ambiente de
laboratorio.

Seguimiento de trayectoria0 03 Entradas de control
E(t) 0
2 Ey(t)

0.4 0.02 — —
T o2 s
> > [@) )

%) % < 0 -l
=, 02 w®]1001 7y 3 5
> - = =y > > >
ya(t) -2
0 - — =500 2
0 5 10 0 5 10
Tiempol[s] Tiempol[s]
Coordenadas del efector final Posiciones generalizadas

0.8 0.15
E g E
c — g
S 04 . 0.05 ©
Q n k%)
2 > )
ch 0.2 - o

Xeps(t) ® 0 X
0 Yors(t) x(t)
-0.2 -0.05
0 5 10 0 5 10
tiempol[s] tiempol[s]

Figura 4.26: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado escalizado. Se-
guimiento de trayectoria.

Asi mismo, se pueden observar los resultados de los errores de seguimiento y el criterio
ISE para ambas salidas, representadas en la Figura 4.27. A pesar de no poder compararlas
con los resultados obtenidos para el sistema con parametros reales, si es posible sacar
conclusiones respecto al desempeno del controlador implementado. Considerando de nuevo
que es un controlador lineal basado en la linearizacién del sistema implementado sobre la
planta no lineal, obtener errores de seguimiento del orden de 1075 para ambas salidas
llegando a cero en tiempo finito, justo al terminar la maniobra, representa un éxito en el
desempeno del esquema.

De igual manera, se observan criterios ISE de mangnitud minima siendo acorde a los
movimientos de los errores de las salidas. Estos llegan a un valor finito correspondiente al
valor final de cero de los errores de seguimiento las salidas planas, demostrando el buen
desempeno del esquema propuesto.

Por otro lado, se propone entonces la perturbacién exdégena mostrada en 4.28 la cual
posee la formulacién dada por:
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<105 Error S'a|lda Y, <105 Error S'a|lda Y,
[—— 0] al en(®)] |
x« = 27 1 x ™
> >
IH I(\I
> > 2t :
s 0 S
L] i
0
2t 1
0 5 10 0 5 10
Tiempols] Tiempols]
10710 ISE sallldayl , 10°° ISE salllda Y,
10t
2 L
L w
5 L
0 @1
0 | ISE,(t)] | 0 | ISE, ()| 1
0 5 10 0 5 10
Tiempol[s] Tiempol[s]

Figura 4.27: Simulacion para sistema mecanico con motores, simplificado escalizado. Error
de seguimiento.

Eeaol(t) = 0.5 52D gin(3¢) cos(7t)

Al aplicar esta perturbacion en ambas entradas de control se obtiene el comportamiento
mostrado en la Figura 4.29. Se puede evidenciar que el seguimiento de trayectoria de la
salida y; no se ve enormemente afectado, mientras que para la salida y, se alcanzan a
ver unas pequenas variaciones correspondientes con la perturbacién. Asi mismo, para las
sefiales de control se evidencia la compensacion que realiza el esquema de control frente a
la perturbacién exdgena de baja frecuencia, realizando un trabajo suficiente para provocar
unas oscilaciones minimas en las posiciones generalizadas, observables mayormente en los
angulos del manipulador. No obstante, no se ven mayores oscilaciones en el posicionamiento
del efector final, verificando el buen desempeno del esquema disenado sobre la planta.

Finalmente, se pueden observar los errores de seguimiento para ambas salidas y los
criterios ISE para cada uno de los seguimientos en la Figura 4.30. Es posible ver que los
errores no son posibles llevarlos a cero debido a que las perturbaciones son variantes en el
tiempo y, a pesar de que se cumple el objetivo de control de posicionar el efector final en
las coordenadas deseadas, existen variaciones minimas en las salidas planas. No obstante,
el esquema de control logra mantener los errores de seguimiento en el orden de 1074
Estos valores implican que el error para la salida s casi se duplicé con la presencia de la
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Perturbacion de entrada exdgena
T T T

05 T T T T T T
—— §lew0g (t)
c
0
Q
g ° 1
2
o
o
_05 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo[s]

Figura 4.28: Simulacién para sistema mecénico con motores, simplificado escalizado. Per-

turbacion.
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Figura 4.29: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado escalizado. Se-
guimiento de trayectoria perturbado.

perturbacion, mientras que para la salida y; es casi cuatro veces mayor el error. Esto se
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puede justificar en las ganancias de los observadores, considerando que el observador de la
salida 15 es mucho méas rapido que aquel de la salida ys permitiendo una mejor estimacion
de la perturbacion exogena.

4 Errorsaliday1 4 Errorsaliday2

x 10 x 10

27 —c(®)]]

€y, (t) ]

0 5 10 0 5 10

Tiempol[s] Tiempol[s]
108 ISE salldayl 1070 ISE salida Y,

0 5 10 0 5 10
Tiempo[s] Tiempo[s]

Figura 4.30: Simulacion para sistema mecanico con motores, simplificado escalizado. Error
de seguimiento.

4.5. Resumen del capitulo

El presente capitulo muestra el proceso seguido para el desarrollo de la estrategia de
control ADRC propuesta para cada uno de los 4 modelos obtenidos en el capitulo 3. Se
muestran en detalle las ecuaciones usadas para el disenio del observador y el controlador,
y se evidencia la selecciéon de polinomios estables de una manera simplificada y eficiente.
Seguido a cada calculo del sistema observador-controlador se presentan simulaciones que
evidencian el comportamiento de los diferentes sistemas en lazo cerrado. Se comprueban
comportamientos diferentes dependiendo de la seleccién de las salidas planas, demostrando
que el cumplimiento del objetivo primario de control de posicionamiento del efector final es
fuertemente afectado por la dependencia de los estados de las salidas planas. Asi mismo,
se demuestra la mejor seleccién del modelo del sistema de acuerdo a las simulaciones
presentadas y a la simplicidad de diseno del esquema ADRC.



Capitulo 5

Evaluaciones de la Robustez

La teoria de control tiene como objetivo llevar la respuesta de un sistema a un punto
deseado, ya sea estabilizacién o seguimiento de una trayectoria. No obstante, existen ob-
jetivos secundarios respecto al comportamiento del sistema, por ejemplo, la optimizacion
de un parametro, la simplicidad del control o la robustez. Cada uno de estos se puede
evaluar respecto a los criterios que sean determinados al momento de disenar el sistema
de control.

Este capitulo presenta un anélisis de un objetivo secundario al seguimiento de trayec-
toria y consecuente estabilizacién en un punto deseado del efector final del mecanismo,
correspondiente a la robustez del sistema de control. El control puede ser robusto frente
a varios aspectos, por lo que este capitulo tratara cuatro de ellos, ademas del que se ve-
rificd en el capitulo 4 respecto a perturbaciones a la entrada. El primero sera verificar la
robustez del control frente a variaciones de los parametros 8 que constituyen la dinamica
simplificada obtenida en el modelo en la forma canénica de Isidori. El segundo tratara de
eliminar informacion del modelo realizando un desacoplamiento de los controles. El tercero
serd incluir ruido de medicién respecto a las pruebas realizadas con un acelerometro simu-
lado. Y finalmente, se haran pruebas de robustez respecto a la variacion de las condiciones
iniciales del sistema.

Se presentaran simulaciones validando la robustez del controlador obtenido en la sec-
cién 4.4.3 usando los parametros de la tabla 4.4 frente a las situaciones presentadas pre-
viamente y se daran conclusiones respecto al esquema ADRC propuesto.

5.1. Variacion del parametro

Tal como se vio en el capitulo 4, el esquema de control se ve influenciado por las
ganancias § que acompanan a los diferentes controles y parten de la dindmica, en este caso
linealizada, del sistema. No obstante, es posible que los valores tedricos, obtenidos a partir
del modelo, no sean exactamente los reales debido a variaciones respecto a los parametros
de la planta, variaciones en linea de la arquitectura del sistema o, como en el caso que se
estudia, el uso de un parametro constante obtenido por medio de una linealizacion en el
control de un sistema no-lineal. Este proceso es explorado previamente en el trabajo de
Zurita-Bustamante [61]. Por lo tanto, es posible que el pardmetro  obtenido en el modelo

115
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tenga variaciones, por lo cual es necesario estudiar la robustez del sistema de control frente
a un espectro de valores 3 del sistema.

Para este analisis se planteara variar los parametros ; un porcentaje determinado,
usando la misma sintonizaciéon del sistema provista en 4.124 y, a partir del criterio ISE,
ver su influencia en el sistema. Si el criterio ISE converge a un valor constante, el cuadrado
de la magnitud del error converge a cero, o a un valor constante de orden de magnitud
varias veces menor al error mismo.

5.1.1. Parametro [}

A partir de la ecuacion 4.123, se puede ver que la influencia del parametro 7, es solo
para la salida y;, por lo que se analizara el criterio ISE de la salida y; inicamente.

Si variamos entonces el parametro [37;, que tiene el valor nominal 5j; = 8.2, entre los
siguientes valores:

Bimin = 50% - B1y
ﬁiklmax = 190% ’ 6;1

Podemos obtener entonces las curvas del criterio ISE para la salida y; tal como se
muestra en la Figura 5.1.

(5.1)

Variacion del criterio ISE para la salida y en funcion de [5‘11

1

0.1
0.08

<
W™ 0.06

IS

0.04

0.02

0

2
05 0 Tiempol[s]

% Ganancia 511

Figura 5.1: Variacion del criterio ISE para salida ;. Variando fj;.

Es posible observar que la variacién del pardametro fj; afecta significativamente el
criterio ISE para la salida y;. Para una variaciéon nula la curva es practicamente indistin-
guible, mientras que en los casos extremos se observa que la curva llega a valores maximos
similares. Sin embargo, es de notar que el valor final del criterio es estable, por lo que se
concluye que se llega a un valor final del error de seguimiento igual a cero. Esto verifica
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la robustez del control disenado, al menos frente a la variaciéon de uno de sus parametros.
Se verifica que el controlador es capaz de contrarrestar la falta de informacién sobre el
sistema que se presenta al cambiar el valor de la ganancia del control.

Una vez concluida la robustez del control, es importante ver las consecuencias de las
variaciones maximas, tanto en incremento como en decremento, del parametro [3j; sobre
la respuesta del sistema. Esto debido a que no es suficiente que el criterio ISE posea un
valor finito, sino que el seguimiento de trayectoria y, por ende, la estabilizacion del efector
final, sean satisfactorias. Por ello se presentan en las Figuras 5.2 y 5.3 las respuestas del
sistema a los valores minimos y maximos de fj; mostrados en la ecuacién 5.1.

Sez%%imiento de trayectoria de salidas pll%rbas Entradas de control
Ex(t) [0
200 | 107 Ey(t)
* % | —
I > -200 >
=1 |50 @ T
2 100} 20 <)
N y1(t) 6>c:. 1-400 ©
5ol - ==y - >
Ya(t) -10} 4-600
0 - = =500
0 5 10 0 5 10
Tiempol[s] Tiempols]
4 Coordenadas del efector final Posiciones angulares de eslabones y ng)azsa
3 \ | 1 F P - = o o o . .
£l E lo1 =
S < 2
S O
g 1 ¢ 8
g - ACI R
0 Xy T - = —0y(1) ~
Yors(t) x(t)
-1 : : -0.1
0 5 10 0 5 10
tiempo[s] tiempo[s]

Figura 5.2: Respuesta del sistema para el valor minimo de (7.

Es evidente que la repercusion de la variacién del pardmetro g7, sobre el seguimiento
de trayectoria del sistema y la estabilizacion del efector final en las coordenadas deseadas
es minima. No se presentan variaciones en las curvas del control, lo que sugiere que el
sistema se encuentra aun lejos de su punto de inestabilidad.

Es importante mencionar que el rango escogido para la variacién del parametro 3}, no
es el rango maximo que soporta el sistema antes de mostrar comportamientos indeseados.
No obstante, es un rango lo suficientemente amplio como para considerar un parametro
P71, hipotética que esté en las variaciones posibles de los parametros de la planta.

Finalmente, cabe recalcar que el modelo sobre el cual estd basado el controlador es
el sistema linealizado de la planta. Es por esto que es de gran impacto la capacidad que
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Se%uimiento de trayectoria de salidas planas Entradas de control
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Figura 5.3: Respuesta del sistema para el valor maximo de £7;.

tiene el esquema para soportar variaciones sobre uno de sus parametros, ain cuando se
supone que el régimen de validez del modelo usado es alrededor del punto de linealizacién,
el cual tiene incidencia directa sobre el valor nominal de cada una de los parametros 3
que acompanan a las senales de control.

5.1.2. Parametro (5

Recordando las ecuaciones del esquema ADRC para el controlador 4.123, se puede
observar que su influencia es directa respecto a la salida y,. Sin embargo, lo hace a través
del control Ej, por lo que es posible que tenga repercusiones en la salida y;.

Considerando un valor nominal de 33, = —39.5, se plantea una variaciéon entre los
siguientes valores:

B 1min = 50% - B3
B;lmaz‘ = 190% ’ 6;1

En esta ocasién, al haber una interrelaciéon en las salidas debido a los controles, se
debe realizar un andalisis a las curvas obtenidas del criterio ISE tanto para la salida 1
como para la salida 5. Se espera que, debido a la incidencia directa, el criterio ISE se vea
enormemente afectado en la salida y, y minimamente afectado en la salida ;.

(5.2)
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Entonces, a partir de la simulaciéon del criterio ISE de la salida y; mostrado en la
Figura 5.4.

Variacion del criterio ISE parala saliday | enfuncionde 8,

%107
1.5
1
-
>
w
)
0.5
0.l
1
05 8 10
0 4 6
2
05 0 Tiempols]

% Ganancia 621

Figura 5.4: Variacién del criterio ISE para salida ;. Variando f3;.

Vemos como las variaciones para la salida y; son despreciables. Por otro lado, para la
salida 9 se nota el comportamiento de la Figura 5.5

Variacion del criterio ISE para la salida y en funcion de ,321
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Figura 5.5: Variacion del criterio ISE para salida y,. Variando f33;.
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Es evidente que el incremento del parametro 33, mejora el comportamiento del sistema,
basado en que el criterio ISE aumenta a medida que el valor del parametro decrece, y
disminuye a medida que la ganancia crece. Este comportamiento sugiere que la informacién
presente en el término 35, s aporta al seguimiento de trayectoria de la salida plana y,. Asi
mismo, se puede afirmar que para el caso particular del manipulador moévil, subactuado,
provisto de unién flexible bajo el modelo de acoplamiento aproximado, el desacoplamiento
de los controles perjudica el desempeno del sistema. Es decir, plantear dos esquemas SISO
independientes en vez de un esquema MIMO tendra mayores errores de seguimiento para
la salida y,. Sin embargo, las magnitudes obtenidas para el barrido de la ganancia 33, se
conservan dentro del mismo orden de magnitud sugiriendo que, a pesar de perjudicar el
desempeno, si es posible realizar un desacoplamiento de los controles incluyendo el término
B3, E5 en la perturbacion total &s.

Asi como se realiz6 para la anterior variacion, es importante ver las repercusiones de
las variaciones maximas del pardmetro 33,. Por lo tanto, se muestra en las Figuras 5.6 y
5.7 las respuestas del sistema a las variaciones planteadas en 5.2.

Se%uimiento de trayectoria de salidas planas Entradas de control
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Figura 5.6: Respuesta del sistema para el valor minimo de (3.

Como lo senala la variacion del criterio ISE, la respuesta del sistema para la variacion
maxima en decrecimiento del parametro (35; no presenta afectaciones y es de una calidad
comparable a la obtenida para el sistema nominal. Asi mismo, para la variacién méaxima en
crecimiento se puede observar una variacién nula de la respuesta del sistema. Es posible que
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el sistema presente variaciones visibles bajo movimientos mas agresivos de la ganancia /33,
sin embargo, el espectro simulado es lo suficientemente amplio como para cubrir cambios
reales de los parametros del sistema.

Se%uimiento de trayectoria de salidas planas Entradas de control
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Figura 5.7: Respuesta del sistema para el valor maximo de (3.

5.1.3. Parametro (;,

Tomando como base el esquema obtenido en la ecuacién 4.123, se observa que el para-
metro 3, afecta inicamente a la salida y, por lo que solo se analizara la influencia de la
variacion del mismo en el sistema.

Sea el valor nominal 5, = 80.37, se plantea una variacién entre los siguientes valores:

B32min = 50 7% - B3
B;Qmaz - ]‘90 % : /8;2

Es importante considerar en este caso la magnitud del valor de 33, respecto a los valores
que se estan obteniendo para el control E; correspondiente. La magnitud del control es
significativamente amplia respecto a la magnitud del pardmetro, es decir, el valor de 33,
es aproximadamente un 10 % del valor de la magnitud méaxima del control, por lo que es
de esperar que la variacién del parametro afecte en gran medida el criterio ISE de la salida
yo. Las curvas correspondientes se pueden encontrar en la Figura 5.8.

(5.3)



122 CAPITULO 5. EVALUACIONES DE LA ROBUSTEZ

Variacion del criterio ISE para la salida y en funcion de ,322
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Figura 5.8: Variacion del criterio ISE para salida y,. Variando f33,.

Tal como se observa en la Figura 5.8, la variaciéon del criterio ISE es significativa para
todo el barrido realizado sobre la ganancia [3;,. Si se hace una variaciéon incremental, el
valor final del criterio ISE aumenta de manera aparentemente lineal. Este comportamiento
sugiere que la sintonizacion realizada para el esquema ADRC de la salida y, responde de
manera muy rapida ante variaciones de la sefial de referencia. Si la ganancia que acompana
al control se incrementa, el efecto del esquema de control sobre la planta serd mucho mas
agresivo y, considerando los valores del control, este efecto es perjudicial para el desempeno
del sistema. Por otro lado, si se hace un barrido decremental de la ganancia [3;,, se observa
una reduccion aparentemente lineal del valor final del criterio ISE. De igual manera que se
explico para la variacion incremental, el efecto de reducir la ganancia del control sobre la
respuesta del sistema implica una reaccién del controlador menos agresiva ante variaciones
de la referencia. A pesar de las variaciones significativas del valor final del criterio, el orden
de magnitud es lo suficientemente pequeno como para afirmar un buen desempeno del
esquema de control en todo el barrido de valores del parametro.

Debido a que la variacion del criterio ISE solo empeora en un sentido del barrido, se
presentara solo una simulacién correspondiente al peor caso de la Figura 5.8, el cual se
puede observar en la Figura 5.9.

Como es de esperar, el sistema muestra una trayectoria muy similar a la obtenida para
el sistema nomimal. Se confirma que el sistema es robusto frente a variaciones razonables
¢ *
del pardmetro f33,.
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Sez%%imiento de trayectoria de salidas pll%rbas Entradas de control
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Figura 5.9: Respuesta del sistema para el valor maximo de (35,.

5.1.4. Variacién simultanea de los parametros 37, 35, ¥ 55

Si bien las pruebas de robustez realizadas pueden obedecer a la variacion de uno de
los parametros de la planta que deriva en la variacion de una de los parametros de la
arquitectura propuesta, es importante evaluar la combinacién de dichas variaciones y rea-
lizar pruebas respecto a los cambios de las tres ganancias en simultaneo. Esto dard una
vision mas acertada de la robustez del sistema frente a las variaciones de todo su esquema
teorico.

Tomando de nuevo el sistema 4.123, se pretende realizar una variacion lineal de los
3 parametros en simultaneo y, por simplicidad, se usard el mismo esquema planteado
previamente donde las variaciones de los pardametros (; seran de la forma:

B =190%- B

T max

(5.4)

Siguiendo estos lineamientos se presentan las variaciones del parametro ISE para las
salidas y; vy y2 en las Figuras 5.10 y 5.11 respectivamente.

Es claro que el comportamiento de la suma de estas variaciones no implica, a priori, la
suma del comportamiento de las variaciones, debido a que el controlador se esta aplicando
bajo una linealizacién al sistema no lineal. No obstante, se evidencia que las respuestas
mas fuertes presentadas previamente prevalecen sobre aquellas con variaciones mas leves,
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Variacion del criterio ISE para la saliday | enfuncionde B,
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Figura 5.10: Variacion del criterio ISE para salida ;. Variando ;.
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Figura 5.11: Variaciéon del criterio ISE para salida y,. Variando ;.

donde la variacién del criterio ISE para la salida y; es similar en magnitud y forma a aquel
obtenido en la Figura 5.1. Es claro que el punto con menos error es aquel sobre el valor
nominal de las ganancias (3;; mientras que para la salida y, se observa un comportamiento
similar en magnitud y forma al obtenido en la Figura 5.8. En este se ve una mejoria al
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disminuir el valor de (;, conclusion similar a la que se habia llegado previamente en la
seccion 5.1.3. Seria posible entonces ajustar el sistema basado en el criterio ISE a partir
de la variacion de los parametros (;, no obstante, no es un objetivo del presente trabajo
por lo cual su desarrollo no sera hecho.

Finalmente, y como se ha realizado en las secciones previas, es importante evaluar
las respuestas de sistema frente a las variaciones maximas, tanto en decremento como en
incremento de los parametros ;. Estas respuestas se pueden observar en las Figuras 5.12
y 5.13 respectivamente.
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Figura 5.12: Respuesta del sistema para el valor minimo de ;.

Tal como se observa en las curvas de los criterios ISE de las Figuras 5.10 y 5.11, la
mayor afectacion se ve cuando las variaciones incrementan los valores de los parametros f;,
debido a que al disminuirlas para una salida mejoran y para la otra empeoran. A pesar de
esto, las respuestas obtenidas en las Figuras 5.12 y 5.13 no presentan variaciones visibles
en el seguimiento de trayectoria, las senales de control, las trayectorias del efector final o
las trayectorias de las posiciones generalizadas.

Es posible afirmar, una vez analizados los casos previos, que el sistema de control
planteado bajo el esquema ADRC es robusto frente a las variaciones de los parametros ;
y, por ende, robusto frente a las variaciones de los pardametros de la planta.
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Se%uimiento de trayectoria de salidas planas Entradas de control
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Figura 5.13: Respuesta del sistema para el valor maximo de f;.

5.2. Desacoplamiento de los controles

Como se presento en la seccién anterior, la influencia del parametro 33, sobre la salida
Yo presenta ventajas sobre la informacién que aporta al sistema controlado. A pesar de
esto, se plantea hacer una separacién de los controles asignando el término 55, F, a la
perturbacion &, de tal manera que cada control esté asignado a una salida plana de
manera independiente.

La presente seccion presentard la simulacion del sistema con un sistema de control de

la forma
2 b $% + K11 8 + Kot (15 — U7)
* - 1 —_
b O] [E2| _ . s (k1 + ) ’ (5.5)
0 B3] | B (W Kap S*+ Kao 85 + Koo 87 + Kia 8 + Koo . ’
Yos — (Y25 — U55)

s (83 + Ko 82 + Ke2 S + Ks2)

Esperando que el sistema conserve el seguimiento de trayectoria, la estabilizacion del
efector final en una posicion deseada.
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5.2.1. Simulaciones

Asi como se planted la prueba de robustez previa, se utiliza la misma sintonizacién
del sistema vista en 4.124, a fin de evaluar si es posible hacer un desacoplamiento de los
controles, permitiendo un analisis de tipo SISO para el diseno de los esquema ADRC.

Usando entonces el esquema mostrado en 5.5 se obtiene la siguiente respuesta del
sistema y de la estabilizacién del efector final.
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Figura 5.14: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado separando con-
troles. Seguimiento de trayectoria.

Tal como se observa en la respuesta del sistema de la Figura 5.14 el desacoplamiento de
los controles no afecta de manera significativa el comportamiento del sistema, permitiendo
un seguimiento de trayectoria satisfactorio y logrando el objetivo de control de llevar el
efector final a la posicion deseada.

De igual manera, se observa en la Figura 5.15 que el error de seguimiento es minimo y
que los criterios ISE del sistema tienen escalas significativamente pequenas. Es importante
en este punto hacer una comparacion de los criterios ISE entre el sistema simulado en la
seccion 4.4.3 respecto al que se estd obteniendo aca. Se observa que el criterio ISE para la
salida y; es practicamente invariante respecto al sistema original, el cual es un resultado
esperado debido a que la salida y; no tenia componenetes del control E;. Por otro lado
se evidencia un ligero incremento en el valor final del criterio ISE para la salida y, en
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el sistema separado. Por lo tanto, se verifica la conclusion realizada en la secciéon 5.1.2,
donde la inclusion del término (33, E> en la perturbacion &, perjudica el seguimiento de
trayectoria de la salida plana y,. De igual manera, se verifica la afirmacion planteada en
la seccion 5.1.2, que establece que es posible realizar un desacoplamiento de los controles
debido a las bajas variaciones del criterio ISE a partir del barrido de la ganancia (;;.
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Figura 5.15: Simulacién para sistema mecanico con motores, simplificado separando con-
troles. Error de seguimiento.

Finalmente, es posible afirmar que el sistema es robusto a retirar informaciéon del
modelo presente en el término 33, E> y mantener el cumplimiento del objetivo de control,
realizando un minimo sacrificio en el seguimiento de trayectoria de la salida plana 5.

5.3. Perturbaciéon en la medicion indirecta de la po-
siciéon angular

Como se planted en la seccién 4.4.4, se puede realizar una medicion indirecta de la
posicién angular a partir de la aceleraciéon lineal del efector final y, por medio del proceso
mostrado previamente, es posible hacer una estimacion del angulo 6, sin necesidad de una
medicion directa, la cual en la practica puede llegar a complicarse. Sin embargo, el ejercicio
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mostrado en la seccién 4.4.4 es bastante ideal y no considera un aspecto fundamental de la
metrologia, y es la presencia de un ruido de medicién que puede alterar el funcionamiento
del sistema de control. Es por esto que una prueba de robustez para el sistema de control
que se ha trabajado en el presente capitulo, es incluir un ruido de alta frecuencia y de
magnitud moderada respecto a los valores de aceleraciéon obtenidos en la simulacién. El
objetivo es medir las variaciones en el calculo de la variable 6, respecto al estado propor-
cionado con la simulacién y determinar si el objetivo de control se ve perjudicado por una
medicion con ruido.

Para la simulacion se plantea usar un ruido de mediciéon de tipo ruido blanco que
ingresa en ambas mediciones, la medicién lineal Xeff y Yeff, tal que la medicion virtual
sera de la forma:

Xeff =T+ Ll[él cosf; — 9% sin 4] + LZ[éQ cos Oy — 03 sin 6] —i—é

. ) . ) N (5.6)
Yerp = —L1[61sin6; + 07 cos 01] — Ly[fy sin O + 03 cos O] + €

Realizando la simulacion podemos ver la diferencia entre las senales Xeff y Yef 7 sin
perturbacion y perturbadas en la Figura 5.16.
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Figura 5.16: Simulaciéon para sistema mecanico con motores, simplificado con ruido de
medicién. Seniales de medicién con y sin perturbacion.

A partir de la perturbacién del sistema se obtiene el siguiente calculo de la variable 0y
respecto al angulo obtenido del estado del sistema, junto con el error de medicién.

Como se puede observar, el error de medicién presenta unas variaciones respecto al
error obtenido en la Figura 4.24, mostrando errores de mediciéon desde el tiempo ¢ = 0,
y acabando con una pendiente inversa a la obtenida previamente. El comportamiento del
error de medicién es esperado considerando que existe un ruido de medicién, no obstante,
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02 State vs 02 Calculated
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Figura 5.17: Simulacién para sistema mecdnico con motores, simplificado con ruido de
medicion. Medicién indirecta de 6,

a pesar de que el ruido es de una magnitud considerable como se vio en la Figura 5.16, el
orden de magnitud del error de medicién es atin despreciable respecto a los valores en los
cuales el angulo #, se comporta.

De nuevo, se considera que existe un punto en la trayectoria en el que el tridngulo
virtual mostrado en la Figura 4.23 desaparece, por lo que existe un error constante, que al
integrar se convierte en una recta. Este problema en la practica no aparece debido a que
el calculo del angulo es basado exclusivamente en la medicién directa de los estados y no
en la resolucion de la ecuacion diferencial, por lo que el ciclo algebrdico que se forma se
rompe, evitando la integracion sobre errores de calculo.

Finalmente es importante analizar el impacto que tiene la perturbacién en el sistema
y en la evoluciéon de la respuesta. Este comportamiento se puede observar en la Figura
5.18, donde se puede concluir que el comportamiento del sistema responde al ruido de
medicién a través del control del sistema, exhibiendo ligeras variaciones en las senales de
control, pero sosteniendo el sistema sobre la trayectoria deseada y cumpliendo el objetivo
de control.

Con esto, se puede concluir que el esquema ADRC planteado es robusto frente a rui-
dos de medicién de mangitud considerable, permitiendo un seguimiento de trayectoria
adecuado.
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Figura 5.18: Simulaciéon para sistema mecanico con motores, simplificado con ruido de
medicién. Seguimiento de trayectoria

5.4. Efecto de la variacion de las condiciones iniciales

Es importante, ademéas de la robustez frente a condiciones externas del sistema tales
como el ruido y la robustez frente a condiciones internas del sistema tales como la variacién
de los parametros de la planta, excitaciéon de no linearidades y dindmicas no modeladas,
verificar la robustez del sistema frente a las condiciones iniciales del sistema. Cabe recordar
que el esquema de control trabajado surge de una linealizaciéon alrededor de un punto de
equilibrio, modelo bajo el cual se han hecho numerosas suposiciones y simplificaciones y
que, finalmente, es aplicado sobre el sistema no lineal. Es por esto que se espera que el
comportamiento y la variaciéon de las condiciones iniciales no sea de una amplitud que
cubra un gran rango de escenarios de desempeno. Se espera que exista una region cercana
al punto de equilibrio sobre la cual se puedan mover las tres condiciones iniciales de las
posiciones: (0), 61(0) y 6#2(0); de modo que el sistema de control sea estable y se cumpla
el objetivo de control producto del seguimiento de trayectoria de las salidas planas.

Para la demostracion de la existencia de esa region, se realizdé la variacién de las
condiciones iniciales del sistema de la siguiente manera:
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—3x107%m] < 2(0) <3 x 10~*[m)]
— 3 x 107*[rad] < 6,(0) < 3 x 10~*[rad] (5.7)
— 3 x 107%[rad] < 65(0) < 3 x 10~*[rad]

La seleccion de estos rangos ha sido mediante una verificaciéon previa de la estabilidad
y del cumplimiento del objetivo de control bajo los valores maximos de las tres condiciones
iniciales.

Una forma de comparar el impacto que tiene el movimiento de las condiciones iniciales
en los rangos mostrados en 5.7, es comparando el criterio ISE obtenido para cada una de las
simulaciones. Es por esto que se mostraran, por simplicidad, extensiones paralelepipedas
paso a paso de las condiciones iniciales y se mapeara en color el valor final del criterio
ISE, a partir de la normalizaciéon con el valor méaximo obtenido para todo el barrido de
condiciones iniciales.

En la Figura 5.19 se puede observar el cambio del criterio para la salida y; a medida
que se mueven las condiciones iniciales. En primer lugar se realizaron las simulaciones
cubriendo el espectro descrito previamente y se ubicaron puntos en el espacio de tres
dimensiones que representan las variedades sobre las cuales las condiciones iniciales se
pueden mover. A cada punto en el espacio de las condiciones iniciales se le asigna un color
respecto al valor final del criterio ISE para la salida correspondiente normalizado respecto
a los valores maximos ISE obtenidos para todo el espectro de simulaciones realizado.
Esta normalizacion proporciona un mejor indicio del comportamiento en comparaciéon con
las simulaciones realizadas mas alla del valor final del criterio. En segundo lugar, dando
conclusiones sobre la grafica, es de esperar que entre mayor se alejen las condiciones
iniciales del punto de linealizacién del sistema el criterio ISE tendra que aumentar, sin
embargo, se nota que no es un crecimiento homogéneo en todas las direcciones y que existen
franjas donde aparentemente las condiciones iniciales pueden moverse sin representar un
cambio tan drastico en el valor final del criterio. Por ejemplo, es notorio para todas las
respuestas que entre mas alejado se esté en la direccién negativa de x(0) en conjunto con la
direccion negativa de 6;(0) el criterio empeora significativamente, al igual que sucede con
ubicarse en la direccién positiva de z(0) en conjunto con la direccién positiva de 6;(0). Por
otro lado, si estas dos condiciones iniciales tienen movimientos en direcciones opuestas, el
compromiso en el criterio ISE se puede ver, pero en menor magnitud. Asi mismo, podemos
ver una franja color azil oscuro paralela al eje 01(0) sobre la cual las variaciones del criterio
ISE son aparentemente minimas, independientemente de las variaciones sobre 65(0).

Respecto a las variaciones en 65(0) no se ven muchos cambios, pero es posible afirmar
que existen dos esquinas que demuestran un peor desempeno del sistema, en consecuencia
con lo dicho previamente, si al movimiento en la misma direccién se suma 65(0), ya sea de
manera positiva o negativa, en conjunto con las deméas condiciones iniciales, se nota una
desmejora en el desempeno del sistema. Para demés variaciones en 05(0) es practicamente
imperceptible.

El mismo analisis puede realizarse para la salida y,, donde el desempeno del sistema a
partir de las variaciones de las condiciones iniciales se puede ver en la Figura 5.20.

Para este caso se observa que las variaciones del parametro ISE no son muy grandes,
solo se ven perjudicados bajo las condiciones del movimiento de las 3 condiciones iniciales
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Figura 5.19: Variacién del criterio ISE de la salida y; para evoluciones ciibicas con centro
en el origen de las condiciones iniciales

en la misma direccién, es decir, x(0), 61(0) y #2(0) moviéndose en direccién negativa o
en direccion positiva, tal como lo muestran las esquinas en color amarillo. El resto del
comportamiento es bastante aceptable. Estos resultados se respaldan bajo el observador
de cada uno de los subsistemas de las salidas y; y yo. El observador del subsistema y, tiene
ganancias significativamente mas altas que las que tiene el observador de la salida y, por
lo que este tipo de perturbaciones pueden ser estimadas y posteriormente compensadas de
mejor manera.

Finalmente, se puede observar la misma franja de conservacion del criterio de desem-
peno vista en la Figura 5.19 pero esta vez representando una pequena robustez sobre el
movimiento en las condiciones iniciales de #;(0), mientras que previamente se veia una
ligera robustez frente a movimientos en las condiciones iniciales de x(0).

Por lo tanto, se puede afirmar que en una vecindad muy pequenia del punto de line-
rarizacion es posible mover las condiciones iniciales del sistema sin que el desempeno del
sistema se vea seriamente comprometido. Sin embargo, no es el tipo de robustez que se
preferiria para este tipo de sistemas debido al pequeno margen de movimiento de las con-
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Figura 5.20: Variacién del criterio ISE de la salida y, para evoluciones ciibicas con centro
en el origen de las condiciones iniciales

diciones iniciales. No obstante, es importante mencionar que todas las pruebas de robustez
fueron realizadas usando la misma sintonizaciéon mostrada en la seccién 4.4.3 y usando la
medicion indirecta de la posicion angular, por lo que, atin bajo los resultados obtenidos
en esta seccion, se puede afirmar que el sistema de control es lo suficientemente robusto
frente a perturbaciones endogenas y exdgenas del sistema. Es posible que mediante otra
sintonizacién, que pueda comprometer el seguimiento de trayectoria, el margen de movi-
miento de las condiciones iniciales del sistema amplie, pero perjudicando las caracteristicas
de robustez previamente presentadas.

5.5. Resumen del capitulo

El presente capitulo trata cuatro criterios de robustez que el esquema ADRC puede
exhibir ademés del rechazo clasico de perturbaciones a la entrada. En primer lugar una
robustez frente a la variacion del parametro [ inherente al esquema ADRC, lo cual implica
una robustez frente a la variacion de los parametros de la planta. En segundo lugar, la
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posibilidad de hacer un desacoplamiento de los controles transformando el sistema MIMO
en dos sistemas SISO de facil analisis. En tercer lugar, la presencia de una perturbacion en
la medicién que sirve para estimar el angulo 5. Finalmente, la variacién de las condiciones
iniciales del sistema. Se presentan simulaciones convincentes para cada una de las pruebas
de robustez y se obtienen conclusiones respecto al desempenio del sistema.
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Capitulo 6

Conclusiones

Como capitulo final se presentan las conclusiones obtenidas a lo largo del trabajo de
tesis desarrollado, asi como las aportaciones mas importantes y relevantes, y los posibles
trabajos futuros que deriven de esta tesis.

6.1. Conclusion del trabajo

Dentro del trabajo realizado a lo largo de la tesis se evidencian un par de conclusiones
importantes. En primer lugar, es claro que el problema de control de estabilizaciéon de las
variables de estado por medio del seguimiento de trayectoria de una salida plana es posible
realizarlo de manera efectiva y sin complicaciones cuando la salida plana no tiene nume-
rosas dependencias de los estados. Cuando esto ocurre, es necesario realizar operaciones
adicionales para poder obtener trayectorias adecuadas que contengan la informacion de
los estados involucrados en la salida. Por el contrario, si la salida depende de pocos de
los estados, la estabilizacién es un problema trivial al seleccionar de manera adecuada los
puntos de estabilizacién en funcion de los valores de la salida plana.

Por otro lado, se comprueba la posibilidad de transformar un sistema por medio de
una escalizaciéon temporal adecuada, tal que el sistema resultante sea homotopo al sis-
tema original. Esto presenta ventajas al momento de contemplar sistemas con ganancias
complejas y, en el caso de sistemas no lineales, dependientes del estado.

Consecuentemente, se debe afirmar que el esquema propuesto por rechazo activo de
perturbaciones permite de manera innegable cumplir el objetivo de control de posiciona-
miento del efector final del mecanismo utilizado a través del seguimiento de trayectoria de
la salida plana, realizando maniobras suaves tanto en la evolucién de los estados como en
los controles. Ademas, el esquema propuesto es ampliamente robusto, siendo un control
lineal aplicado a un sistema no lineal, y demostrando su capacidad para soportar pertur-
baciones endogenas, generadas por las dinamicas modeladas y las no modeladas debido
a la linealizacion; perturbaciones exogenas acopladas, ingresadas de manera artificiosa al
sistema; perturbaciones exégenas no acopladas tales como los ruidos de medicién; pertur-
baciones endbgenas debido a la posible variacion de los parametros de la planta y, por
consiguiente, falta de informacion de la misma; y desacoplamientos de los sistemas, de tal
manera que se puede simplificar el esquema de control de un sistema MIMO a una serie
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de esquemas SISO.

Finalmente se concluye que el esquema no presenta un comportamiento amplio deseado
respecto al movimiento de las condiciones iniciales del sistema, sin embargo, se eviden-
cia que existen ciertas direcciones en las cuales dichos movimientos son mas factibles,
permitiendo un margen mas amplio de trabajo.

6.2.

Aportaciones

Las principales aportaciones de este trabajo

6.3.

Propuesta de un controlador ADRC lineal para controlar un sistema no lineal bajo
la aproximacion lineal de la planta y la aproximacion de primer orden del par de
motores DC.

Propuesta de una medicién indirecta de la variable no actuada 6, a partir de la
medicién de la aceleracién lineal del efector final.

Propuesta de un control lineal robusto frente a perturbaciones acopladas a la entrada
que tienen componentes de baja frecuencia.

Propuesta de un control lineal robusto frente a ruido de medicion de magnitud
considerable en la propuesta de sensado de la aceleracion del efector final.

Propuesta de un control lineal robusto frente a variaciones amplias de los parametros
de la planta reflejadas en variaciones de las ganancias del control.

Propuesta de un control lineal desacoplado que permite la interpretacion, desde el
punto de vista del control, de analizar un sistema MIMO como varios sistemas SISO
independientes.

Se facilitan codigos del software Matlab para realizar, de manera automatizada,
varios de los procesos de complejidad mateméatica que se estudiaron en este trabajo
de tesis.

Trabajo Futuro

Respecto al trabajo futuro que puede realizarse a partir de esta investigacién se pro-
ponen los siguientes puntos:

Diseno de una planta escalizada de forma adecuada para pruebas de laboratorio.
Realizar la sintonizacion del control para la planta escalizada.

La implementacion en forma experimental del sistema de control final seleccionado
como propuesta definitiva.



CAPITULO 6. CONCLUSIONES 139

= Validar las pruebas de robustez generadas en el trabajo presentado junto a la planta
experimental.

= Proponer esquemas que permitan un margen de movimiento mas amplio de las con-
diciones iniciales, dentro de los cuales estan la saturacion temporal del control al
iniciar el movimiento, de tal manera que el impacto del control no desestabilice el
sistema al arranque.

= Realizar las pruebas, tanto en simulacién como en forma experimental, de robustez
para condiciones simultaneas, que permitan evidenciar la robustez del sistema de
control frente a perturbaciones combinadas.
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Apéndice A
Generacion de trayectoria

La generacion de una trayectoria adecuada es fundamental en el problema de control,
debido a que la mala seleccién de la misma puede generar problemas de inestabilidad
o de incumplimiento de los objetivos de control. Para el trabajo presente se utilizé una
técnica basada en polinomios de Bezier para la generacion de trayectorias de tipo descanso-
descanso, de diferentes 6rdenes seguin lo requiera el sistema de control.

El objetivo principal de la generacion de la trayectoria de tipo descanso-descanso, es
que las k-ésimas derivadas de la trayectoria en los tiempos ¢; y ¢ sean cero. Para esto se
plantea un polinomio de la forma:

(A1)

Donde,
» t; = Tiempo inicial de la maniobra.
» ¢ty = Tiempo final de la maniobra.

= ¢,p = Constantes que determinan el orden del polinomio, p para el arranque de la
maniobra y ¢ para el final de la maniobra.

Tal que la siguiente funcién

Yi sit <t
y(t) =i+ (yp —yi) x f*(t) sit; <t <t
Yr sit>t;

es una interpolacion entre los puntos y; y y; deseados.

Es evidente que la condicién de las k-ésimas derivadas en t = t; esta cubierta haciendo
p = k. No obstante, para t = t; es necesario derivar la funcién f*(t) e igualarla a cero
para t = ty. Por simetria, se igualan entonces p = ¢ para que los 6rdenes en los cuales las
derivadas se hacen cero sean los mismos.
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En primer lugar se iguala la ecuacién sin derivar a 1, debido a que la interpolacion
entre y; y yy necesita que cuando t = ty, f*(¢;) = 1. Luego se igualan las derivadas a cero,
generando el siguiente conjunto de ecuaciones lineales:

p—1 N T J+p—p
pJu i —0
0= 2 e [ a2
3=0 t=t;

Donde la funcién V., es la variacién de r elementos sobre s, definida como

s—1

Viem = 10—

(r—s)! o

Lo cual conlleva a una representacion lineal de la forma

1
A-po . O{pxl - [O 1:| <A3)

(p—1)x
Donde, « es un vector columna de la forma a = [ag a1 ... a,_1], y los coeficientes de
la matriz A son de la forma:

(1) ' Vorjria

(ty —t:)~!

Por lo tanto, basta que la matriz A de la ecuacién A.3 sea no singular para obtener la
solucién a los coeficientes.

Qij =

_ | 1 1
Apx1 = |:0(p_1)><1:| : Ap><p (A4)

Este proceso fue automatizado para el trabajo realizado en la siguiente funcion:

function [BezierPolynomialSym,BezierDerivativesVect,BezierCoeff] =
BezierPolynomial(iOrderOfPoly,ti,tf)
% Esta funcion recibe el orden del polinomio deseado y los tiempos de
inicio y final.
% Genera como salida un polinomio simbolico, el vector de ecuaciones
lineales de las derivadas del polinomio
% y un vector de coeficientes del polinomio.

% Entradas

% i0rderO0fPoly [int]: Orden del polinomio
% til[int]: Tiempo inicial de la maniobra
% tfl[int]: Tiempo final de la maniobra

% Salidas
% BezierPolynomialSym[sym]: Polinomio de Bezier simbolico
% BezierDerivativesVect [sym Vector]: Vector de derivadas del polinomio
% BezierCoeff [float Vector]: Vector de valores alpha del polinomio
syms t
if iOrderO0fPoly < 3
error ('La dimension del polinomio no es posible.');
else
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p = i0OrderO0fPoly;
A(p,p) = 0;
for i=1:p
for j=1:p
A(i,j) = (1)~ (j-1)*(factorial (p+j-1)/factorial (p+j-1-i+1))
/(tf-ti)~(i-1);

end
end
alpha = A\[1;zeros(p-1,1)];
Bt = 0O;
for j=0:p-1
Bt = Bt + (-1)"j*alpha(j+1)*((t-ti)/(tf-ti)) " (p+j);
end
BezierPolynomialSym = Bt;
BezierDerivativesVect (p-1) = sym(0);

for i=1:p-1
Bt = diff(Bt,t);
BezierDerivativesVect (i) = Bt;
end
BezierCoeff (p,2*p)=0;
BezierCoeff (1,:)=sym2poly(expand(BezierPolynomialSym)) ;
for i=1:p-1
BezierCoeff (i+1,i+1:end) = sym2poly(expand(BezierDerivativesVect
(1)));
end
end
end

La funcién otorga los coeficientes necesarios para generar la trayectoria y sus derivadas,
la cual estd especificada para una salida como la siguiente funcién (ejemplo para obtener
hasta la derivada 4ta).

function [y,dy,d2y,d3y,d4y] = BezierTrajectory(t,iOrder0fPoly,CoeffsY,tStart
,tEnd,yStart ,yEnd)

y = yStart;

dy = 0;

d2y = 0;

d3y = 0;

d4y = O;

if t<tStart
y = yStart;
dy = 0;
d2y = 0;
d3y = 0;
ddy = 0;

else

if t>=tStart && t<=tEnd

for i=0:2*i0rder0fPoly-1
y =y + t i*CoeffsY(1,2*xi0rder0fPoly-i);
dy = dy + t i*CoeffsY(2,2*xi0rder0fPoly-i) ;
d2y = d2y + t~i*CoeffsY(3,2*i0rder0fPoly-1i);
d3y = d3y + t"i*CoeffsY(4,2*i0rder0fPoly-i);
d4y = d4y + t~i*CoeffsY(5,2*xi0Order0fPoly-1i);

end

y = yStart + (yEnd-yStart)*y;
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dy = (yEnd-yStart)*dy;
d2y (yEnd-yStart)*d2y;
d3y = (yEnd-yStart)*d3y;

d4y = (yEnd-yStart)x*d4y;
else
y = yEnd;
dy = 0;
d2y = 0;
d3y = 0;
ddy = 0;
end
end

end

Donde se puede extender hasta la derivada n-ésima, mientras sea posible efectuar la
operacién mostrada en A.4.

Para el caso particular del manipulador mévil subactuado provisto de unién flexible,
el proceso a realizar consiste en obtener la solucién del sistema de ecuaciones provisto en

A5

0 = mogLesinty — k(0 — 61)
Xefp =2+ Lysinf; + Losin by (A.5)
Yerr = Lyicosty + Lycosty
Donde la primera ecuacion corresponde al equilibrio de pares para cuando el sistema
esta en equilibrio, mientras que las dos restantes corresponden a las ecuaciones del efector
final. Por lo tanto, dadas posiciones finales del efector final, es posible obtener la solucién
para las variables x, 6; y 65 tal que el efector final llegue al valor deseado. Una vez

obtenidas las posiciones de las variables posicion generalizadas es posible obtener el valor
de las salidas planas bajo la relacion

Y =0Tz (A.6)

Con Y el vector de salidas planas y z el vector de estados.
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Controlador-Observador ADRC

Como se vio en el capitulo 2, es posible obtener una funcién de transferencia para el
controlador-observador en lazo cerrado de la forma:

n i
Zi:l Kn+iS
S Rist
i=0 Fis
Que bajo manipulaciones ya descritas, deriva en la funcién que acompanara la senal
de control,

es(s) = (B.1)

D i ki’
i=0 i

n—1 ;
$Dico Knti+1S'
La funcién transferencia descrita en B.2 es facilmente programable a partir de un tnico

pardametro de entrada n, equivalente al orden del sistema. Para ello se cred la siguiente
funcion

eus(s) = ey(s) (B.2)

function [symControllerNum,symControllerDen,symControllerTf,
symCharacteristicPoly] = ADRCController (iOrder0fSystem)

% Esta funcion obtiene las expresiones simbolicas para el controlador del
esquema ADRCController

% Entrada
% i0rderOfSystem[int]: Orden del sistema

% Salidas

% symControllerNum[sym]: Polinomio simbolico del numerador del controlador

% symControllerDen[sym]: Polinomio simbolico del denominador del controlador

% symControllerTf [sym]: funcion de transferencia simbolica del controlador

% symCharacteristicPoly[sym]: Polinomio caracteristico simbolico del
controlador

iStart = 1;
syms kappa_0 g
if i0rderO0fSystem < 2
error('La funcion no permite entradas menores a 2');
else
syms (sym('kappa_%d',[iStart (2*iOrderO0fSystem-1)1));
kappa = [kappa_0 sym('kappa_%d',[iStart (2*iOrderO0fSystem-1)]) 1];
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end

% Controller Numerator

cn = 0;
for i = 0:i0rder0fSystem
cn = cn + kappa(i+l)#*q~i;
; end

% Controller denominator
cd = 0;
for i = (iOrder0fSystem+1) : (2*i0rder0fSystem)
cd = cd + kappa(i+1)*q~(i-iOrderOfSystem-1);
end

% Characteristic Polynomial
cp = 0;

s for i = 0:(2*xi0Order0fSystem)

cp = cp + kappa(i+1)*q~i;

end

symControllerNum = cn;
symControllerDen = cd;
symControllerTf = (1/q)*(cn/cd);
symCharacteristicPoly = cp;

end

De igual manera, se cre6 una funcién genérica para obtener los valores de x; de la

ecuacion B.1 asi,

function [iCharPoly, iNumerator, iDenominator] = ADRCNumeric (iOrderOfSystem,

iObvPolesVector ,iContPolesVector)

% Esta funcion devuelve los vectores numericos de la funcion de
transferencia

% del controlador a partir de la ubicacion de polos del controlador y del
observador.

% Entradas

% i0rderOfSystem[int]: Orden del sistema

% i0bvPolesVector [float Vector]: Vector de polos del observador

% iContPolesVector [float Vector]: Vector de polos del controlador

% Salidas

% iCharPoly[float Vector]: Coeficientes del polinomio caracteristico del
esquema ADRC

% iNumerator [float Vector]: Coeficientes del numerador del controlador

% iDenominator [float Vector]: Coeficientes del denominador del controlador

syms q
if i0rderOfSystem >= 2
if (iOrderOfSystem ~= length(iObvPolesVector) || iOrderOfSystem ~

length(iContPolesVector))
error('La dimension del sistema no corresponde al numero de
polos del controlador o del obvservador.');
eilise
iCharPolyTemp = conv(double(charpoly(diag(iObvPolesVector))),
double (charpoly(diag(iContPolesVector))));
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iNumeratorTemp = iCharPolyTemp(iOrderOfSystem+1:length (
iCharPolyTemp)) ;
iDenominatorTemp = [iCharPolyTemp(1l:iOrder0OfSystem) O0];
end
elseif iOrder0fSystem < 1
error('La dimension del sistema no puede ser menor a 1');
else
iCharPolyTemp = conv(double (charpoly(diag(iObvPolesVector))), double
(charpoly(diag(iContPolesVector))));
iNumeratorTemp = iCharPolyTemp (iOrderOfSystem+2:length(iCharPolyTemp
)5
iDenominatorTemp = [iCharPolyTemp (1:i0Order0fSystem+1) 0];
end
iCharPoly = iCharPolyTemp;
iNumerator = iNumeratorTemp;
iDenominator = iDenominatorTemp;
end

Asi, es posible obtener los valores de las constantes x; que se usaran en la simulacion.
Un ejemplo de la aplicacién de estos codigos se ve en el siguiente fragmento donde los
polos estan automatizados para un orden del sistema par.

syms sLap

relativeDegree = 6;

[symControllerNum,symControllerDen,symControllerTf ,symCharacteristicPoly] =
ADRCController (relativeDegree) ;

wnCont = 0.5;

epsilon = 0.7;

zetaCont = 1;

iContPolesVector = roots(flip(coeffs(expand((slLap~2 +2*zetaCont*wnCont*sLap
+ wnCont~2) " (relativeDegree/2)))))."';

wnFobv = wnCont/epsilon;

zetalObv = 1;

i0bvPolesVector = roots(flip(coeffs(expand((slLap”2 +2*zetalbv*wnFobv*sLap +
wnFobv~2) “(relativeDegree/2))))).";

[iCharPoly, iNumerator, iDenominator] = ADRCNumeric(relativeDegree,
i0ObvPolesVector,iContPolesVector) ;
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Apéndice C
Salida plana para sistemas lineales

Como se vio en desarrollo del modelaje, es necesario en ocasiones obtener las salidas
planas para un sistema de orden significativamente grande en casos donde por inspeccién
no sea posible obtenerla. Para ello se especifico un proceso en la Figura 3.4, el cual fue
programado y descrito en el siguiente codigo.

% E1 siguiente codigo puede computar la matriz de salidas planas C para un
sistema lineal de la forma

% £f(x) = Ax + Bu, donde A es de nxn y B es de nxm

% Son necesarias las matrices Amatrix y Bmatrix, el sistema verifica que es
controlable y posteriormente

% computa la matriz

; nStates = size(Amatrix); 7Numero de estados
» nOutputs = size(Bmatrix); %Numero de salidas

% Computo de la matriz de controlabilidad clasica
ControllabilityMatrix = Bmatrix;
for i=1:nStates(1)-1
ControllabilityMatrix = [ControllabilityMatrix, (Amatrix~i)*Bmatrix];
end

% Computo de la matriz de controlabilidad reducida a partir de los indices
de Kronecker

; if rank(ControllabilityMatrix) == nStates (1)
gamma = omnes (1,n0utputs(2));
PartialContrMatrix = Bmatrix(:,1);
ReducedContrMatrix = Bmatrix;
ReducedContrMatrixFinal = Bmatrix(:,1);
kPos = 1;

for i=1:nOutputs(2)
for j=1:nStates(1)-nOutputs (2)

PartialContrMatrix = [ReducedContrMatrix,Amatrix”j*Bmatrix(:,i)
1;
if rank(PartialContrMatrix) > rank(ReducedContrMatrix)
ReducedContrMatrix = [ReducedContrMatrix,(Amatrix~j*Bmatrix
(:,i))1;
ReducedContrMatrixFinal = [ReducedContrMatrixFinal, (Amatrix”

j*Bmatrix(:,i))];
gamma (kPos) = j+1;
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else
break
end
end
if i<nOutputs(2)
ReducedContrMatrixFinal = [ReducedContrMatrixFinal ,Bmatrix(:,i+1)
I
end
kPos = kPos + 1;
if rank(ReducedContrMatrix)==nStates (1)
ReducedContrMatrix = simplify(ReducedContrMatrix);
ReducedContrMatrixFinal = simplify(ReducedContrMatrixFinal);
break
end
end
else

disp('La matriz de controlabilidad no es de rango completo')

5 end

PhiMatrix = zeros(nOutputs(2),nStates(1));

accTemp = 0;

for i=1:n0lutputs (2)
accTemp = accTemp + gamma (i) ;
PhiMatrix(i,accTemp) = 1;

end

% Computo de la matriz de salidas planas C

5 Cmatrix_yFlat = simplify(formula(PhiMatrix/(ReducedContrMatrixFinal)))

Se obtiene entonces la matriz C,,, que genera las salidas planas del sistema.
Es importante mencionar que en la linea 23 es posible alterar el algoritmo tal que se
reemplace

for j=1:nStates(1)-nlOutputs(2)
Por

for j=1l:nRelativeDegreeY (i)

Donde el vector nRelativeDegreeYymx1y € N, y el valor nRelativeDegreeY (i) sea
el grado relativo seleccionado a propoésito de la salida i-ésima. Ademads, la suma de los
componentes del vector nRelativeDegreeY debe ser el orden del sistema. Estos grados
relativos seran equivalentes a los indices de Kronecker.

Advertencia: La modificacién mencionada debe tratarse con cuidado debido a que pre-
viamente se debe asegurar que es posible obtener columnas linealmente independientes
para el indice de Kronecker seleccionado. De otra manera se debe seguir el proceso con-
vencional. Es decir, s6lo es posible seleccionar grados relativos para cada salida menores
o iguales para los obtenidos por el método tradicional.
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Apéndice D

Trayectoria a partir de iteraciones de
estados

A partir de la necesidad de crear una trayectoria para las salidas planas a partir de las
trayectorias de dos estados y sus derivadas como se vio en el capitulo 3.2.6 en la seccién
Aproximacion numérica, se generé un coddigo que generaliza el proceso bajo ciertas
suposiciones, tales como los grados relativos de las salidas planas y el nimero de estados
usados para generar la trayectoria.

La funcién toma como entrada la matriz A~! de la ecuacién 4.68 y el grado de la
iteracion como entradas fundamentales.

function [ylEquation,y2Equation,vectorYl,termsl,vectorY2,terms2] =
SolveEquationIterativeTrajectory(orderIteration,matrixDipheo ,rowab,rownc
,highestOrder)

% La funcion obtiene los coeficientes para las trayectorias de las salidas
y_1 y y_2 a partir de la seleccion de

% 2 estados sStatel y sState2 bajo la premisa de que la salida y_1 es de
grado relativo 6 y la salida y_2 es de grado relativo 2

% Entradas

% orderIteration[int]: Grado de la iteracion

% matrixDipheo[float matrix]: Matriz que relaciona los estados X y las
entradas U con las salidas planas y sus derivadas

% rowab[int]: Fila correspondiente al estado sStatel de la matriz
matrixDipheo

% rownc[int]: Fila correspondiente al estado sState2 de la matriz
matrixDipheo

% highestOrder [int]: Maximo derivada obtenida para los estados sStatel y
sState2.

% Salidas

% ylEquation[sym]: Ecuacion numerico-simbolica de la salida plana y_1

% y2Equation[sym]: Ecuacion numerico-simbolica de la salida plana y_2

% vectorYl[float Vector]: Vector de coeficientes de los terminos del vector
termsi

% termsl[sym Vector]: Vector de variables en terminologia sStati_j, donde i
es el estado sStatei y j la derivada de ese estado

% vectorY2[float Vector]: Vector de coeficientes de los terminos del vector
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terms2
1s % terms2[sym Vector]: Vector de variables en terminologia sStati_j, donde i
es el estado sStatei y j la derivada de ese estado

21 syms sStatel(t) sState2(t)
22 a0 al a2 a3 a4 ab a6

23 b0 bl b2 ...

24 n0 nl n2 n3 n4 n5 nb6
25 cO cl1 c2

26

27 yl1 = (1/a0) * (sState2);

28 y2 (1/c0) * (sStatel);

30 if (orderIteration <1)

31 error ('El sistema no admite un orden menor a 1.')
32 end

34 for i=l:orderIteration

35 y1Temp = (1/a0) * (sState2-alxdiff(yl,t)-a2xdiff(yl,t,2)-a3*diff(yl,
t,3)-a4*diff (y1,t,4)-ab*xdiff (y1,t,5)-a6xdiff (y1,t,6)...

36 -bO*y2-b1*diff (y2,t)-b2*diff (y2,t,2));

37 y2Temp = (1/c0) * (sStatel-nO*yl-nix*diff(yl,t)-n2*diff(yl,t,2)-n3*
diff(yl1,t,3)-nd*xdiff(yl,t,4)-nb*diff(yl,t,5)-n6*xdiff(yl,t,6)...

38 —cl*diff (y2,t)-c2*diff (y2,t,2));

39 yl=y1Temp;

10 y2=y2Temp;

41 end

13 ylEquation_Temp = simplify(expand(yl));
14 y2Equation_Temp simplify (expand(y2));

46 variables = [a0 al a2 a3 a4 ab a6 b0 bl b2 n0 nl n2 n3 n4 n5 n6 cO cl c2
1;

7 varNum = [matrixDipheo (rowab,1) matrixDipheo (rowab,2) matrixDipheo (rowab
,3)

18 matrixDipheo (rowab,4) matrixDipheo(rowab,5) matrixDipheo (rowab
,6) matrixDipheo (rowab,7)

19 matrixDipheo (rowab,8) matrixDipheo (rowab,9) matrixDipheo (rowab
,10)

50 matrixDipheo (rownc,1) matrixDipheo (rownc,2) matrixDipheo (rownc
,3) .

51 matrixDipheo (rownc ,4) matrixDipheo (rownc,5) matrixDipheo (rownc
,6) matrixDipheo (rownc,7)

52 matrixDipheo (rownc,8) matrixDipheo (rownc,9) matrixDipheo (rownc
,10)7;

54 yl1Equation = subs(ylEquation_Temp,variables,varNum);
55 y2Equation = subs(y2Equation_Temp,variables,varNum) ;

57 %dnY1
58 %dnY?2

subs (dnY1_Temp,variables,varNum) ;
subs (dnY2_Temp,variables,varNum) ;

60 vectorYl = 0;
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61 vectorY2 0;

62 termsi

0;
63 terms?2 0;

65 syms tral_O tra2_0

66 syms(sym('sStatl_7%d',[1 highestOrder]));

67 syms (sym('sStat2_7%d',[1 highestOrder]));

6s  traX = [tral_O sym('sStatl_Y%d',[1 highestOrder])];
60  traTh = [tra2_0 sym('sStat2_7%d',[1 highestOrder])];

71 funcl (1) = sState2;

72 func2 (1) = sStatel;

7 funcl (highestOrder+1) = 0;

75 func2(highestOrder+1) = 0;

76

77 for i=2:highestOrder

78 funcl1 (i) = diff (funcl(i-1),t);
79 func2(i) = diff (func2(i-1),t);

80 end

82 y1EquationQ
83 y2EquationQ

subs (ylEquation, [funcl func2],[traX traTh]);
subs (y2Equation, [funcl func2],[traX traTh]);

85 [vectorYl,termsl] = coeffs(ylEquationQ,[traX traTh]);
86 [vectorY2,terms2] = coeffs(y2EquationQ, [traX traTh]);
87 vectorYl = double(vectorYl);

88 vectorY2 double (vectorY2);

90 end

Este codigo puede optimizarse tal que los grados relativos m salidas sean una entrada
a la funcion y basarse en k estados para obtener los coeficientes de la trayectoria.

Posteriormente, para la implementacion, se realizaron trayectorias de Bezier del orden
requerido, con la metodologia del apéndice A, para los estados seleccionados y a partir de
los coeficientes obtenidos, producir la trayectoria de las salidas.
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