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Resumen

El presente trabajo de investigacion se propone explorar la manera en gque los estudiantes
resuelven un problema no rutinario que implica el uso del primer Teorema Fundamental del
Célculo. Como resultado se definen e ilustran niveles de razonamiento de los estudiantes
obtenidos a partir del andlisis de las soluciones que proponen al problema. También se
presentan las dificultades que los estudiantes tuvieron al resolver dicho problema. Se
identifica en los resultados de |os estudiantes el uso de model os intuitivos sobre la derivada
y laintegral. Se considera como modelo intuitivo a una representacion pictorica que les
permite a los estudiantes propiciar su razonamiento acerca de algunos conceptos y sus
relaciones. L os parti ci pantes son estudiantes universitarios de tercer semestre. El instrumento
aplicado es un cuestionario con cuatro preguntas relativo al uso del TFC. Este trabgo es un
estudio de caso en e que se usa los primeros pasos de la teoria fundamentada, esto implica
larecopilacion y el andlisis exhaustiva de los datos. El principal hallazgo es que el modelo
intuitivo de area bagjo la curva no favorece € razonamiento de los estudiantes acerca del
teorema fundamental del calculo y les inhibe la utilizacién de un modelo de acumulacion

paralaintegral.






Abstract

This research work aims to explore the way in which students solve a non-routine problem
that involves the use of the first Fundamental Theorem of Calculus. As a result, levels of
reasoning of the students obtained from the analysis of the solutions they propose to the
problem are defined and illustrated. The difficulties that the students had in solving this
problem are also presented. The use of intuitive models on the derivative and the integral is
identified in the results of the students. An intuitive model is considered to be a pictorial
representation that allows students to promote their reasoning about some concepts and their
relationships. The participants are third semester college students. The instrument applied is
a guestionnaire with four questions related to the use of the FTC. Thiswork is a case study
in which the first steps of grounded theory are used, this involves the collection and
exhaustive analysis of the data. The main finding isthat the intuitive model of area under the
curve does not favor students reasoning about the fundamental theorem of calculus and

inhibits them from using an accumulation model for the integral .
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Capitulo I. Planteamiento del Problemay Antecedentes

Problemay preguntas de investigacion

El primer Teorema Fundamental del Céalculo (TFC) es un resultado importante que
relaciona la derivada con la integral (Spivak, 1992). Estos conceptos tienen sus
interpretaciones como pendiente de recta tangente o razon de cambio y area bajo la curva,
respectivamente (Apéstol, 1990). Sin embargo, en libros de texto se presenta la relacion de
los conceptos como antiderivadas 0 como funciones opuestas (Apostol, 1990; Spivak, 1992;
Zill, 2011). Algunos autores consideran que estos enfoques son insuficientes para la
comprension del teorema fundamental “Las dificultades provienen de conceptos
empobrecidos de la tasa de cambio” (Carlson, 2003, p. 165). En el ambito didactico, se
propone ver a TFC como un resultado que relaciona los conceptos de razon de cambio y
acumulacion (Carlson, 2003). Como ambos conceptos estan formados a su vez por otros
conceptos importantes (entre ellos destacan los conceptos de funcion y limite), se tiene que
el TFC implica muchos conceptos y relaciones, que lo hace de especia interés en la
investigacion matemética (Thompson, 2013, 2008, 1994). Por gjemplo, e concepto de
acumulacion es fundamental paralaideade integraciony es el nucleo de la comprensién de
muchasideasy aplicacionesen el calculo (Thompson, 2008). Dilucidar pormenores sobre el
entendimiento del TFC podriaofrecer al estudiante|aoportunidad de comprender otrostemas

de andlisis matematico, (Thompson, 2013).

Infortunadamente, se ha constatado que |os alumnos tienen dificultades para entender
y aplicar el TFC (Thompson, 2008). Estas pueden originarse de la complicacion de captar de
maneraintuitivaunarelacion entre laderivaday laintegral. En efecto, |os modelosintuitivos
gue apoyan estos conceptos son geométricos; la derivada se asocia a la nocion de tangente,
mientras que la integral alanocion de area bajo la curva de la gréfica de una funcion. Pero
una tangente no tiene ninguna relacion evidente con € area bgjo una curva. Dado que en la
ensefianza se suelen introducir tales modelos para la derivada y la integral, puede ser Util
explorar y documentar como y donde dichos model os dejan de guiar a estudiantey mésbien

lo desorientan. En este trabajo, mediante un problema sobre el TFC se pretende mostrar las
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dificultades de | os estudiantes para resol verlo, cuando no se han desprendido de los model os
geométricosde laderivadaeintegral. El objetivo primordia esofrecer evidenciasde que este
esel caso, @ modelo intuitivo deladerivaday el modelo intuitivo delaintegral no funcionan
como instrumentos que propicien la comprension del TFC e incluso la obstaculizan. La
pregunta de investigacion es. ¢Qué dificultadesy niveles de razonamiento de los estudiantes
se revelan en su respuestas y argumentaciones a un problema no rutinario que implica €
TFC?

Objetivos. El objetivo de este estudio es:

e Documentar dificultades y niveles de razonamiento de |os estudiantes para resolver
un problema no rutinario que implica a TFC y determinar la relacion de tales
dificultades y razonamientos con € modelo intuitivo de area bajo la curva de la

integral.
Metas. Con dicho objetivo en mente nos propusimos las siguientes metas.

e Seleccionar un problema matematico sobre el concepto del TFC; cuya solucion del
problema implique interpretar su derivada e integral en términos de la razén de
cambio y acumulacion.

e Aplicar e problema a estudiantes que han acreditado su primer curso de célculo.

e Identificar en las soluciones a problema por parte de los estudiantes el uso de
modelos intuitivos de laderivaday de laintegral.

e Determinar los niveles de razonamiento de | os estudiantes inferidos de sus respuestas.

e Analizar y caracterizar las concepciones de los estudiantes sobre el primer teorema
fundamental ddl célculo que se muestran en sus soluciones.

e Mostrar larelacion de estas con €l uso de los model os intuitivos de la derivada y de

laintegral.
Antecedentes

En esta parte se resume los libros de texto y los articulos de investigacion que se

revisaron para este trabgjo de tesis.
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Natanson, |sidor (1984) indica en su prefacio lo siguiente sobre el calculo integral:
“en su forma moderna, es una materia bastante compleja, ya que llegd a conjugar muchas
ideas muy diferentes” (p. 5). Sin embargo, el autor dice que hubo un concepto fundamental
que dio origen a esta rama de las matematicas. “Este concepto es el de limite de la suma de
un nimero infinitamente creciente de cantidades infinitamente decrecientes” (p. 5). Por tanto,
para Natanson el concepto de acumulacion de cantidades decrecientes es significativo para
la comprension y resolucion de problemas del célculo integral. De hecho, el autor dice “es
muy Util dominar este concepto ya que permite resolver gran nimero de importantes
problemas de geometria y de fisica” (p. 5). En conclusion, la concepcion sobre la integral
para Natanson es limite de sumas infinitas de cantidades decrecientes en lugar de area bajo

lacurva

Apostol, Tom (1990) menciona en su prologo |o siguiente respecto a temario de su
libro: “La disposicioén de este libro ha sido sugerida por el desarrollo historico y filosofico
del Calculo y la Geometria Analitica” (p. VII). Es por ello por lo que en su libro se estudia
la integracion antes que la diferenciacion. En palabras del autor “es el mejor camino para
hacer presente la verdadera conexion entre derivada y la integral” (p. VII). Ademas, cuando
Apéstol explicael teoremafundamental del calculo, é 1o hace en los siguientes términos “En
esta Seccion se estudiara laimportante conexion existente entre integracion y diferenciacion
[...]. El tipo de relacion entre estos dos procesos es en cierta forma semejante al que hay
entre <elevar a cuadrado> y <extraer laraiz cuadrada [positival>" (p. 247). En conclusion,

la concepcion sobre la derivaday laintegral para Apéstol es de operaciones inversas.

Spivak, Michael (1992) presentael capitulo de derivadas (p. 197) antes de integrales
(p. 345). Lo que indicaque & autor no consider6 un orden de desarrollo histérico como en e
libro de Apostol (1990). Mientras que el teorema fundamental del célculo (p. 399) es
presentado en tres partes. primer teorema fundamental del calculo infinitesimal (p. 399);
Corolario (p. 403); y segundo teoremafundamental del calculoinfinitesimal (p. 405). El autor
explica en el prefacio “El orden de los [...] capitulos es, intencionadamente, inflexible del
todo, ya que € propdsito de este libro es presentar € Calculo como la evolucién de unaidea
y no como una coleccion de materias” (p. VII). En conclusion, la concepcion sobre el TFC

para Spivak es que relaciona la derivada con laintegral.
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En los tres parrafos anteriores se muestran algunos puntos de vista de mateméticos,
gue a su vez son autores de libros de texto, sobre laintegral, laderivaday el TFC; en lo que

sigue veremos comentarios sobre 1os mismos temas hechos por educadores mateméti cos.

Carlson, Persson & Smith (2003) comentan lo siguiente sobre el TFC “Las
dificultades de los estudiantes con el teorema fundamental del céculo se han atribuido
principalmente a su vision empobrecida de la funcion y la tasa de cambio” (p. 165). Para los
autores una caracteristica de esa dificultad del razonamiento con el TFC es que “implica
acciones mentales de coordinacion de la acumulacion de la tasa de cambio con la
acumulacion de la variable independiente” (p. 165). Luego, para coordinar esas
acumulaciones, los autores proponen lo que llaman razonamiento covariable. “El
razonamiento covariacional se refiere a la coordinacién de una imagen de dos cantidades
variables, al tiempo que se ocupa de como cambian entre si” (p. 165). Para desarrollar ese
razonamiento covariable los autores propusieron un curso donde se aplicaba una serie de
problemas sobre e TFC relativos a funciones de acumulacién. El curso presenta una
perspectiva tedrica con €l siguiente marco de cuatro partes que describen las habilidades del
razonamiento covariacional: “Parte A: Entendimientos fundacionales y habilidades de
razonamiento”; ‘“Parte B: Razonamiento covariable con cantidades acumuladas™; “Parte C:
Aspectos de notacion de la acumulacion”; “Parte D: Las declaraciones y relaciones del TFC”,
(p. 166). Entre las conclusiones que los autores dicen se tiene que “los estudiantes [...]
completaron e curso con una solida comprension de los aspectos de notacion de la
acumulacion. También ellos demostraron la capacidad de coordinar la acumulacién de la
variable de entrada de una funcion con la acumulacion de la tasa de cambio instantanea” (p.
172). En conclusién, la concepcion sobre el TFC para Carlson, et al., es de relacionar la

integral con razén de cambio a partir de funciones de acumulacion (covariacion).

Thompson, Patrick (2008) investiga el concepto de acumulaciéon en céculo. El
concepto de acumulacion lo describe de manera intuitiva “acumulas una cantidad al obtener

mas” (p. 1). Paralelamente el autor se interesa por la notacién de las funciones F(x) =
x e , . . .
fc f(t)dt que “involucra tantas partes moviles que es comprensible que los estudiantes

tengan dificultades para entenderla y emplearla” (p. 1). De aqui, Thompson propone en su

investigacion una agenda de trabajo “Explicar la compleja estructura de las funciones de
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acumulacion; llustrar las dificultades de los estudiantes para comprender mateméticamente
la acumulacion; Sefidar los enfoques para ayudar a los estudiantes a conceptualizar las
funciones de acumulacién; Colocar la comprension de los estudiantes en las funciones de
acumulacion” (p. 2). Entre las conclusiones se tiene “las complgidades de comprender la
acumulacion a menudo se reducen a calculo de productos y limites sin entender €
significado de ninguno de €ellos” (p. 10). Ademas, sin un enfoque adiciona en la
construccion, representacion y comprension de las sumas de Riemann, “hay pocas razones
para creer gue los estudiantes entiendan que las funciones de acumulacién desempefian un
papel central enel TFC” (p. 11).

Thompson, Patrick (2013) reporta un curso que aborda el calculo con el objetivo de
“que los estudiantes construyan una relacion reflexiva entre los conceptos de acumulacion y
tasa de cambio” (p. 125). Segtn el autor la relacidon anterior es imposible sin tecnologia (p.
125, 139). En este sentido Thompson critica la ensefianza de calculo tradicional al decir: “lo
gue ha ocurrido es en gran medida una retencion de ideas de cdculo tradicionales ahora
respal dadas por gréficos dindmicos parailustracion y manipulacion simbdlica para calculo”
(p. 124). Por otra parte, la concepcion que el autor tiene respecto al TFC es “Se puede pensar
gue el calculo abordados situaciones fundamental es: (a) sabes qué tan rapido estd cambiando
unacantidad y quieres saber cuanto hay, y (b) sabes qué cantidad hay y quieres saber qué tan
rapido estd cambiando” (p. 125). Las dos situaciones se corresponden con las dos partes del
curso. El curso es una secuencia de ensefianza relacionada con la covariacion “La primera
caracteristicaesquetodas|as partes[del curso] estan impregnadas con lasideas de variacion,
covarianza y funcién como una relacion invariable entre cantidades covariables” (p. 127). Lo
que implica que los estudiantes “deben capturar procesos de variacion, cambio y acumulacion
simbolicamente” (p. 127). Finalmente, entre los hallazgos se tiene “El objetivo era ensefiar
esguemas de significado que dieran coherencia a pensamiento de los estudiantes sobre la
acumulacién y la tasa de cambio. [...] la tecnologia hizo posible el desarrollo conceptual” (p.

140).

Sealey, Vicki (2014) indica que los estudiantes pueden evaluar integrales definidas
aplicando el teorema fundamental. Sin embargo, “luchan por resolver problemas verbales

que involucran integrales definidas” (p. 230). Entonces su objetivo en la investigacion es

15



examinar los obstaculos “que se encuentran los estudiantes y las formas en que superan esos
obstaculos al resolver problemas sobre integrales” (p. 230). Con el fin de obtener unaideade
como los estudiantes podrian desarrollar una comprensién de la estructura de laintegral de
Riemann, |a autora propone un marco conceptual basado en la descomposicion matematica
delaintegral de Riemann “nivel producto; nivel suma; nivel limite; nivel funcion” (p. 232).
Entre los resultados de su investigacion se tiene gue “los mayores obstacul os encontrados
por los estudiantes en este estudio se relacionaron con lacapa de productos del marco integral
de Riemann” (p. 242). Este estudio sugiere que, a ensefiar el concepto de la integral,
“debemos estar conscientes de estas dificultades y darles a nuestros estudiantes la
oportunidad de participar en actividades que requieran que ellos le den sentido a estos

términos para que puedan usarlos de manera eficaz en laintegral” (p. 243).

Swidan, Osama (2019) sugiere “que se necesita un cambio conceptual” (p. 2), para
proporcionar a los estudiantes la oportunidad de que logren una comprension del TFC. El
cambio gque propone el autor es pasar “de reconocer una integral como un area obtenida por
un limite de rectangul os aproximados a[el cambio] ver el areacomo un vehicul o paraabordar
unaidea méas general de acumulacién de cualquier cantidad paralacua se conoce latasa de
acumulacién” (p. 2). El autor, al igual que Thompson (1994), concibe el TFC como “un
medio para expresar larelacion entre laacumulacion de una cantidad y la tasa de cambio de
la acumulacion” (p. 4). Otra caracteristica en el trabajo de Swidan es el uso de herramientas
digitales; en palabras del autor “pueden permitir a los estudiantes formular una comprension
profunda de los conceptos en ¢l calculo” (p. 5). Entre los hallazgos que este autor menciona
se tiene que “el TFC involucraba muchos parametros dindmicos que los estudiantes deben
reconocer para comprender el teorema” (p. 18). Mas, sin embargo, el autor opina que la
herramienta digital permitio a los estudiantes conocer varios componentes del TFC.
“Utilizando las herramientas dinamicas, los estudiantes pudieron verificar o refutar las
conjeturas que plantearon. Por lo tanto, es razonable concluir que las interacciones
combinadas con el artefacto ayudaron a el significado de los componentes del TFC” (p. 19).
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A)

Capitulo 1. Marco conceptual

El presente marco conceptual tiene como objetivo explicar los principales aspectos a
estudiar en esta investigacion como |os conceptos clave y su relacion entre ellos. En general,
esta investigacion explora el razonamiento de los estudiantes sobre un aspecto del primer
teorema fundamental del célculo relacionado con las limitaciones del modelo de integral
como areabgjo lacurva. Para conseguir o anterior, se haelaborado un marco conceptual que
precisa los conceptos de intuicion y razonamiento, asi como €l teorema fundamental para
funciones continuas. Estos conceptos ayudan ainterpretar las formas de razonamiento de los
estudiantes en la resolucion del problema que se les administréo (NCTM, 2010; Fischbein,
2002).

A continuacion, se hace la explicacion del marco conceptual por medio de los
siguientes apartados A) Model os didécticosintuitivos, B) El &reabajo lacurvacomo modelo
didéctico de laintegral, C) Intuicion en mateméticasy D) Razonamiento matemético. En la
seccion A se presenta la definicion de modelo intuitivo, € concepto de integral, y € primer
teoremafundamental del calculo. Enlaseccion B se analiza un g emplo de model o intuitivo,
asaber, el modelo de &reabajo lacurva. Por otro lado, en la seccion C se muestrael concepto
de intuicion y sus propiedades. En la seccion D se especifica o que se entiende como
razonamiento y se abordan los términos sincretismo y complejos que son tipos de

razonamiento.
M odelos didacticos intuitivos

Un model o didéactico es una representacion iconica o pictorica, y “cada una de estas
imagenes visuales es una imagen conceptualizada, controlada por significados abstractos”
(Fischbein, 1977, p. 154). En general “los modelos constituyen un lenguaje, porque sus
significados son mas o menos convencionalmente fijos y porque poseen la capacidad de
expresar una variedad infinita [en nuestro caso nos basta con un gran nimero] de ideas
mediante el uso de un niimero limitado de elementos y reglas de combinacioén” (Fischbein,
1977, p. 154). Por otro lado, un model o intuitivo es un model o didactico que es autoevidente,

es decir, se perciben facilmente sus componentes principales. De las caracteristicas para los
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modelos intuitivos que Fischbein (1977) cita nos interesa las siguientes: “son generativos,
internamente consistentes e internamente bien estructurados” (p. 155). Vale la pena aclarar

las caracteristicas de |os model os intuitivos que propone Fischbein.

1. Generativo. Significa que el modelo es productivo; en palabras de Fischbein
(1977) “un modelo [...] es productivo, S puede representar correctamente un nimero
ilimitado de situaciones diferentes” (p. 155).

2. Internamente consistente. Significa que € procesamiento de los
componentes del modelo no lleva a contradicciones dentro del propio modelo. Segin
Fischbein (1977) “el modelo debe ser relativamente autonomo con respecto al original
[concepto matematico]. Un problema [matematico] se traduce en los términos del modelo
correspondiente. El problema se resuelve mediante el uso del modelo solamente” (p. 159).
Lo anterior se interpreta que la consistencia del modelo es la propiedad de que no haya
contradicciones |6gicas s se resuelve un problema matematico con € modelo.

3. Internamente bien estructurados. Significa que todos los e ementos del
model o deberian representar la misma estructura matematica del concepto correspondiente.
La estructura del modelo es asegurada por la estructura del original. Por gjemplo, s €l
concepto esel grupo simétrico, e model o deberiarepresentar la mismaestructura matematica

de un grupo simétrico, en este caso, una permutacién, reflexion o giro. (Fischbein, 1977, 161)

Fischbein considera que s e modelo intuitivo cumple las tres caracteristicas
anteriores entonces se tiene “un buen modelo heuristico” (Fischbein, 1977, 155). Sin
embargo, es probable que los modelos didacticos que se proponen en este trabajo de
investigacion no cumplan las tres caracteristicas a la vez. Por tanto, se plantea la siguiente

proposicion.

En el presente trabajo se considera que un modelo didactico es intuitivo s a menos
se cumple una de las caracteristicas mencionadas por Fischbein, a saber, que sea generativo,

i nternamente cons stente o internamente bien estructurado.
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B) El areabajo la curva como modelo didéactico de laintegral

Definicion deintegral. “Sea f unafuncién, lafuncién f esintegrableen [a,b] S y
solo si el supremo de las sumas inferiores es igual al infimo de las sumas superiores”

(Apodstal, 1992, p. 91).

Los conceptos de sumas superior e inferior se pueden expresar analiticamente sin
referencia alguna a plano cartesiano. No obstante, la gréfica de la funcion constituye un
referente (til para representar de manera intuitiva a la integral, es decir, ofrece un modelo

intuitivo. A continuacién, seilustraun modelo intuitivo paralaintegral.

Modelo de &rea bajo la curva. El concepto de integral definida de una funcion se
suele representar como € area bgjo la curva (que representa a la funcién) entre dos val ores
de laabscisa. S f es una funcion sobre los nimeros reales, entonces f: fdx representa e

arealimitadapor lagréficade f,y el ge X,y lasrectasx = ay x = b. Ver Imagen 2.1.

Imagen 2.1

En caso de que la funcion sea negativa, por convencién se considera que laintegral
es €l drea entre la curva, el ge X y las verticales a 'y b, pero con un signo negativo. Esta
convencion es necesaria para la consistencia del modelo. Por extension y abusando del
lenguaje a veces se dice que es un “area negativa”, pero estrictamente no es correcta esta

expresion. Ver Imagen 2.2.
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Imagen 2.2

El modelo de area bgjo la curva es un modelo intuitivo segun las propiedades de
Fischbein (1977). Primero nétese que el modelo es generativo porque es capaz de producir
nuevas situaciones, por gemplo, se puede representar el teorema del valor medio para

integrales (ver Imagen 2.3): Existe un nimero c, tal quea < ¢ < b que cumple:

b
[ fax=r@ -

Imagen 2.3

En segundo lugar, el modelo es consistente, es decir, se pueden proponer problemas
sin llegar a una contradiccion, por jemplo, se usa el modelo para resolver |0 siguiente: sea
¢ un numero real, entonces f: cfdx = cff fdx, ver Imagen 2.4. En tercer lugar, € modelo

estd bien estructurado, puesto que la estructura matemética es sobre la integracion (en
particular representada como &red), se tiene que € modelo representa areas de figuras
geométricas. Por |o tanto, como a menos se cumple una de | as caracteristicas propuestas por

Fischbein, se concluye que el modelo es intuitivo.
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Imagen 2.4

Conviene notar que el modelo de la integral como &rea bgjo una curva es una de las
representaci ones posibles del concepto de integral, pero laintegral no es un &rea. Hay otros
contextos en 1os que surgen integrales que no son areas, por gemplo, la longitud de una
curva, la presion gercida por un liguido sobre la superficie en € fondo de un recipiente, la
suma de una serie de cantidades que se vuelven cada vez mas pequefias (Natanson, 1984).
No obstante, la representacion de la integral como un area es Util para ver de manera mas
concretarel aciones que sin este recurso pueden ser bastante abstractas. Por gemplo, & primer
teorema fundamental del calculo establece una relacion bastante sorprendente que puede ser
interpretado con el model o intuitivo de area bajo la curva paraverlo de manera mas concreta.
En seguida se detalla este g emplo.

Primer TeoremaFundamental del Calculo (TFC). Sea f unafunciénintegrable en
la, x] paracadax de [a, b]. Sea x tal que a < x < b y definamos una nueva funcion A del

siguiente modo:
X
AGx) =j F(Odt si a<x<b.
c

Existe entonces la derivada A’ (x) en cada punto x del intervalo abierto (a, b) en €
que f escontinua, y paratal x tenemos A’ (x) = f(x). (Apéstol, 1990, p. 247)

I nter pretacion geométrica. Lafigura 2.5 muestrala gréfica de unafuncién f en un

intervalo [a, b]. Enlafigura, h es positivoy
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x+h x+h x
f FO)dt =J FO)dt —j FOdE = AGx + h) — AGx).
X c c
El gemplo es el de una funcion continua en todo el intervalo [x, x + h]. Por consiguiente,
por el teorema del valor medio paraintegrales, tenemos
A(x +h) —A(x) = hf(z), donde x <z <x+h.
Luego, resulta

A(x +h) — A(x)

=1,

y puesto que x < z < x + h, encontramos que f(z) - f(x) cuando h —» 0 con valores

positivos. St h — 0 con valores negativos, se razona en forma parecida. Por consiguiente,

A'(x) existey esigua a f(x).

T z x+h

Imagen 2.5

A las funciones A(x) = fcx f(t)dt del teorema anterior se conocen como funciones

de acumulacién, nétese que la variable x se encuentra en el limite superior de laintegral y

por tanto A(x) asigna un nimero rea en funcién de x.
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C) Intuicion en matematicas

El término intuicién se utiliza para indicar una categoria de cogniciones de la gente
gue funcionan como conocimientos que no necesitan una justificacion o interpretacion
explicita. Para Fischbein (1987) “el conocimiento intuitivo es conocimiento inmediato; es
decir, una forma de cognicién que parece presentarse a una persona como evidente por si
misma” (p. 6). Fischbein (1987) caracteriza el concepto de intuicion con varias propiedades,
sin embargo, las caracteristicas que nos interesa son las siguientes: “auto evidencia
[obviedad] y certeza intrinseca” (p. 43). Vale la pena aclarar |as propiedades de laintuicion
gue propone Fischbein.

1. Auto evidencia [obviedad]. Es la caracteristica de que las cogniciones
intuitivas hechas por el sujeto son verdaderas por si mismas sin la necesidad de ninguna
justificacion. Fischbein (1987) identifica la siguiente raiz de la auto evidencia: “[...]
captacion de un invariante a través de diversas transformaciones de una estructura dada” (p.
45). Esto significaque en lacaracteristicaobviedad se descubre de maneratacitalo invariante
en las transformaciones, “uno tiene la sensacion de la evidencia intrinseca de una relacion
que conecta el concepto con un atributo u otro concepto” (Fischbein, 2002, p. 44).

2. Certeza intrinseca. Es la caracteristica de que las cogniciones intuitivas se
aceptan como ciertas. Aungue algunas intuiciones no sean auto—evidentes el sujeto puede
considerarlas como verdaderas gracias a experiencias sociales o culturales, por giemplo, la
existencia de dios. Fischbein (1987) menciona una relacion entre intuicién, certeza y
obviedad “Una alta obviedad y certeza con respecto a una determinada solucidon determinan

la robustez de las respectivas visiones intuitivas” (p. 47).

Fischbein (1987) escribe que "Una intuicion es, entonces, unaidea que posee las dos
propiedades fundamentales de una realidad concreta, objetivamente dada; inmediatez
[obviedad] y certeza [intrinseca]” (p. 21).

Hay que recordar que e teorema fundamental del célculo relaciona € concepto de
derivada con €l concepto de integral. Una representacion de la derivada es la pendiente de
rectas tangente (Apéstol, 1992); y como se ha dicho una representacién de la integral es €

area bgjo la curva. Entonces se tiene dos representaciones diferentes relacionados en un
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D)

teorema. No obstante, las hipoétesis del teorema fundamental podrian implicar una cognicion

intuitiva de la siguiente manera.

Intuicion del TFC. Se considera una intuicion del TFC cuando e estudiante
interpretael primer teoremafundamental como una proposicion que relacionalos operadores
derivacion e integracién como operadoresinversos, sin considerar los limites deintegracion.

Es decir, sea f una funcidn sobre los reales, se considera una intuicion del estudiante s
efectl]a%ff(t)dt = f(t), en vez de %fcxf(t)dt = f(x). En términos de Fischbein esta

esunaintuicion secundaria, pues seriaresultado de la educaci on mateméti ca que han recibido
los estudiantes. Muchos de estos aceptan dicha proposicion, pero muy probablemente sin ser
capaces de dar una demostracion. Es un conocimiento que han obtenido por haberlo
escuchado, o visto enunciado en un libro, y fortalecido con experiencias practicas

particul ares.
Razonamiento matematico

De acuerdo con NCTM (2010) “el razonamiento puede considerarse como el proceso
de sacar conclusiones sobre la base de evidencia o suposiciones declaradas” (p. 2). Aparte,

(13

NCTM (2010) ofrece una descripcion para situar el inicio del razonamiento: “el
razonamiento a menudo comienza con exploraciones, conjeturas en una variedad de niveles,
falsos comienzos y explicaciones parciales antes de llegar a un resultado” (p. 3). Se rescata
la idea anterior porque se van a analizar las exploraciones y conjeturas que los estudiantes
escriban en sus respuestas al cuestionario para evidenciar, o reconstruir, el razonamiento de
cada uno. Fischbein (1987) considera que las intuiciones son necesarias para disparar
procesos de razonamiento, pues el sujeto lastomacomo premisas apartir de las cuales puede

derivar otras proposi ciones.

Las proposiciones son necesarias para llevar a cabo razonamientos, por 10 que es
conveniente mencionar que una proposicion se forma con conceptos. Asi el razonamiento
también depende de la formacion de conceptos. Unateoria sobre el proceso de formacion de
conceptos la proporciona Vygotsky (2015). Este proceso tiene una génesis y desarrollo en

las personasy antes de que al guien poseatotal mente un concepto concibe cognicionesprevias
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al concepto. Dos de esas formas preconceptual es que propone Vygotsky son sincretismo y

complgo.

Sincretismo. De acuerdo con Vygotsky (2015) el sincretismo es una cognicion de
una etapa en la formaci6n temprana de conceptos en la que se asocia a una palabra hechosy
otros conceptos de diversa indole y sin una conexion real o vélida. Vygotsky escribe “En la
percepcion, € pensamiento y la accion, e nifio [el estudiante] tiende a mezclar los méas
diversos elementos en una imagen indiferenciada, basandose en alguna impresion casual” (p.
177). En particular, para € presente trabajo se define e sincretismo como la tendencia de
mezclar diversos conceptos mateméticos y a un producto obtenido mediante esta tendencia

se le calificacomo sincrético.

Complgo. Segin Vygotsky (2015) un complejo es un tipo de cognicion ligada a
situaciones concretas, sin posibilidades de concebirse de manera independiente a tales
situaciones. Vygotsky (2015) especifica lo siguiente: “En un complejo, los vinculos entre los
componentes son concretos y empiricos [cursivaen el original], no abstractos y 16gicos” (p.
179). Es decir, se dice que & adumno razona en complegjos s vincula dos 0 més conceptos

matemati cos de forma concreta o empirica

Si las proposiciones que un estudiante utiliza en un razonamiento estan formadas por
nociones sincréticas la calidad del razonamiento sera deficiente o incorrecto; en cambio, si
las proposiciones se forman con complejos € razonamiento puede prefigurar un
razonamiento valido y ser una transicion a un razonamiento mas formal. En las
argumentaciones de los estudiantes a problema que se les pide que resuelvan convendria
distinguir aquell os razonamientos basados en sincretismosy aquellos basados en complejos.
En € andlisis de sus respuestas se tratard de detectar cOmo ocurren especificamente estos

tipos de razonamiento.

Observacion general. Se propone un continuo en el proceso de razonamiento del
alumno. En un extremo el razonamiento empieza con exploraciones, conjeturas, falsos
comienzos y explicaciones parciales (NCTM, 2010). En otro extremo e razonamiento
avanza en sacar conclusiones sobre la base de evidencia o suposiciones declaradas (NCTM,
2010). Sin embargo, estas conclusiones muchas veces estan basadas en nociones sincréticas

y otras en complgjos (Vygotsky, 2015). Se dice que una conclusiéon es un sincretismo s se
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mezcla dos conceptos matemaéticos. Se dice que una conclusion es un complejo s se
relacionan dos conceptos mateméti cos mediante hechos particulares (concretos). Esta etapa
deformar compleg os se puede asociar amodel osintuitivos como |o advierte Fischbein (1977)
“Para comprender o resolver problemas, es hecesario que |os esquemas conceptuales y la
representacion intuitiva funcionen de la mano” (p. 154). Acorde con lo anterior, por lo tanto,
lo que se va a hacer en los siguientes capitul os es justificar el uso de un modelo intuitivo en

nuestro instrumento de trabgjo.
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A)

B)

Capitulo I11. Método

En este capitulo se describe el método usado en la presente investigacion, 10 que
incluye detall ar caracteristicas sobrelos participantes, €l cuestionario, entre otros. En general,
la investigacion explora € razonamiento de los estudiantes sobre el primer teorema
fundamental del calculo. Para conseguir o anterior, se ha elaborado un cuestionario de
preguntas abiertas para recolectar datos que informen sobre su razonamiento. L os datos que
se obtienen son parrafos de texto donde | os estudiantes muestra la resolucion del problemay
tratan de expresar su comprension sobre € TFC. Por consiguiente, este estudio de
investigacion se ubica en e método cuditativo (Miles y Huberman, 1994) y de manera
particular se adopta un enfoque de estudio de caso (Flyvbjerg, 2011). Por otra parte, €l
andlisis de datos esta motivado en los procedimientos de codificacion y categorizacion que
Se usan en estudios de teoria fundamentada (Teppo, 2015). Sin embargo, €l andisis de datos
solo se limitd a hacer descripciones sobre la manera en que los estudiantes resuelven los
problemasy aformular algunas interpretaciones de |os razonamientos de |os estudiantes. A
continuacion, se procede a puntualizar |os aspectos particulares del método por secciones, a
saber: A) los sujetos encuestados, B) el instrumento aplicado, C) discusion del cuestionario,
D) procedimiento g ecutado, E) método de andlisis, F) estudio de caso, G) andlisis de datos.

L os suj etos encuestados

Se trabajé con 24 estudiantes de una universidad privada ubicada a poniente de la
ciudad de México. L os estudiantes estaban matricul ados como ingenierosy cursaban €l tercer
semestre de su carrera. Ademas, sus edades oscilaban entrelos 18 y 23 afios. En ese momento,
ellos cursaban la asignatura de ecuaciones diferenciales y, seguin el plan de estudios de dicha
universidad, ya habian cursado las materias de célculo diferencia y de calculo integral.

El instrumento aplicado

El instrumento es un cuestionario que consiste en un problema con cuatro preguntas
abiertas (ver Anexo 1). Todalasituacién del problema se reprodujo de uno de los problemas
gue la autora Carlson (2003) presenta en su instrumento de investigacion. Se digio ese

problema porque | as hipotesis relacionan una funcion de acumulacion con larazén de cambio
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C)

de dicha acumulacién. Ademés, en palabras de Carlson (2003) e teorema fundamental
“expresa la relacion entre la acumulacion de una cantidad y la tasa de cambio de la
acumulacion” (p. 166). Por lo tanto, el problema es referente a teorema fundamental del
calculo y setiene la posibilidad de analizar el razonamiento de los estudiantes sobre dicho

teorema cuando se resuelva el cuestionario.
Discusion del cuestionario
Lasituacion del problemaes la siguiente:

Considere un circulo gue se expande entamafioder = 0 ar = x (ver Imagen 3.1).

Imagen 3.1
Sea A(x) = f;c 2mr dr una funciénen x.

Respecto alosincisos, son cuatro preguntas referentes alafuncién de acumulacion A(x). En
seguida se discute cada problema presentando una descripcién con una solucién analitica.

1. ¢Quérepresenta A(x) = fox 2mr dr? ¢Por qué?

Esta pregunta es sobre una funcién de acumulacién de area, un paso importante en la solucion
es percatarse de que el integrando es unafuncion lineal. Entonces A (x) representa el éreadel
circulo de radio x ya que a calcular laintegral A(x) = mx? se obtiene la férmula del &rea

dedichocirculo: A(x) = mx?.
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2. Construya un circulo eilustre lo que representa A(x) = f: 2nr dr

La pregunta 2 es sobre la misma funcion de acumulacion de area de la pregunta 1,

pero ambos limites de integracién son nimeros constantes. Si A(x) representa el area del
circulo de radio x, entonces por propiedades de laintegral f; 2nrdr = A(4) — A(2). Por lo

tanto, . 24 2rrrdr representa el &readel anillo formado por las circunferencias concéntricas de

radio 2y 4. Luego setiene el siguiente diagrama donde € area esta representada por laregion
sombreada, ver Imagen 3.2.

Imagen 3.2

Es importante aclarar que en este momento el autor de la tesis notd un error de
notacion que conviene tener en cuenta. Mientras que el lado izquierdo se denota con la
expresion A(x) que depende de lavariable x, la parte derecha es una constante. En su lugar,
hubiera convenido formular la pregunta asi: construya un circulo e ilustre lo que representa

c= f; 2nrdr. A pesar de esta fata se not6é que por parte de los estudiantes €l problema se

pudo entender porque hubo respuestas correctas. Al final de cuentas € error se corregira
posteriormente.
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3. Construya una gréfica para A(x) y calcule € area debajo de la grafica de

A(x)der =2ar =4

Este problema es sobre la gréfica de lafuncién de acumulacion A(x), ademés se pide
la integral de dicha funcion de r = 2 a r = 4. Un aspecto importante para solucionar €l
problema es diferenciar los conceptos entre lafuncion A(x) y laintegral de A(x). Entonces
para resolver el problema se puede hacer una tabulacion (Tabla 3.3); graficar los puntos

coordenados e intuir cudl eslagréficade A(x) (Imagen 3.4).

x A T _“___4 _____ |
0 0 2l ] 250 |
v |'
1 yis 00 1] 20 ll‘
1 I |
2 4‘7T 8 : : II
1 151 |
3 97'[ 6 : : |
4 167 \ i i 10
-1 T @ Tmemmse=sE +4------ s
20 h o 58.643
—2 47‘[ [
-3 9 4 2 0 ? ? 4 5 0 5
4  16m 2| 1o s
Tabla3.3 Imagen 3.4 Imagen 3.5

O bien, se puede simplificar einterpretar lafuncion A(x) = f;c 2nrdr = mx?; quees
la estructura de una ecuacion cuadrética, y por lo tanto A(x) es una parabola que ramifica

hacia arriba (ver Imagen 3.4).

En cualquier caso, lo siguiente es calcular €l areabgjo lagraficade A(x) der = 2 a

r = 4 (ver Imagen 3.5). Entonces

4 4 x 4 , nx¥ 4 56
f A(x)dx = j J 2nrdr dx = f nx?dx = — | = —m =~ 58.64306287
2 2 Jo 2 312 3
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D)

E)

4. Determinalo que es% f; 2nrdr einterprétalo en relacion con € circulo

Esta Ultima pregunta es sobre € primer teorema fundamental del calculo. Interpretar
el resultado en relacion con € circulo, significa interpretar la formula obtenida en términos

de la circunferencia de radio x. Por €l primer teorema fundamental del célculo se tiene

% f; 2rrdr = 2mx |o cual representael perimetrodel circuloderadio x. O bien, s secalcula

laintegral y luego la derivada, setiene%f(f 2mrdr = ;—x (mx?) = 2mx lo cual representa e

perimetro del circulo de radio x.

Procedimiento g ecutado

En primer lugar, se les pidié a los estudiantes el apoyo voluntario para resolver €l
cuestionario, ellos aceptaron con la condicién de permanecer en el anonimato. De nuestra
parte no se les hablé sobre consentimiento informado, ni remuneracion economica. Una
semana después, el dia 19 de octubre del 2019, seles aplico € cuestionario y 1o que se hizo
fue distribuir las hojas de las preguntas e insistirles que la solucion era o individual o en
equipo, pero si trabajaban en equipo, entregar una sola hoja de respuestas. Ellos disponian de
una hora para resolver |los cuatro incisos del problema. Por otro lado, el rol del autor de la
tesis se limitd aleer las instrucciones del cuestionario y aclarar cualquier duda que pudiera
haber sobre la notacion usada en las preguntas. ES importante comentar que a inicio se
trabaj con 24 alumnos, pero sdlo 4 de ellos trabajaron en equipos de dos integrantes, 1o que
significa que de estos entregaron 2 hojas de solucién, por o tanto, Unicamente se tienen 22

cuestionarios resueltos.
M étodo de andlisis

En este trabajo de investigacion se usa los primeros procedimientos de la teoria
fundamentada, el cual es un método de investigacion que se caracteriza por larecopilaciony
el andlisis de datos de manera coordinada. Segun la autora Teppo (2015) este método incluye
“analisis comparativo constante, codificacion [...], integracion teorica de codigos y
categorias, y memorandos” (p. 4). Al inicio los datos se codifican mediante una comparacion
conjunta, para esto “la comparacion constante utiliza el razonamiento inductivo para abstraer

conceptos [...] a partir de patrones identificados en los datos” (Teppo, 2015, p. 5). A medida
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que se generan codigos, “también se crean categorias para expresar elementos comunes entre
grupos de codigos” (Teppo, 2015, p. 5). El ciclo anterior continia “a medida que la
recopilacion y el analisis de datos adicionales prueben la validez de los temas emergentes”

(Teppo, 2015, p. 5).
F) Estudio decaso

En este trabajo de investigacion se adopta el enfoque de estudio de caso. El estudio
de caso es “Un analisis intensivo de una unidad individual (como persona o comunidad) que
enfatiza los factores de desarrollo en relacion con el medio ambiente” (Flyvbjerg, 2011, p.
301). Respecto a nuestro trabajo el caso es el conjunto de respuestas de los estudiantes a
cuestionario. En palabras de Stake (1978) “no es necesario que el caso sea una persona o
empresa. Puede ser cualquier sistema acotado” (p. 7). Por otra parte, el estudio de caso
permite analizar los razonamientos de los estudiantes, sus aciertos y dificultades en €
procedimiento de solucion del problemay percibir las nociones relacionadas con € primer
teorema fundamental del célculo. En palabras de Flyvbjerg (2011) “los estudios de caso

comprenden mas detalles, riqueza, integridad y varianza, es decir, profundidad” (p. 301).
G) Andlisisde datos

Este trabajo de investigacion en general se apoya en los pasos iniciales de la teoria
fundamentada, cuyo proceso se llevd acabo en las siguientes etapas:

1) Se ordena la informacion en tablas que muestran las respuestas de los
estudiantes para cada pregunta del cuestionario. Ver Anexo 2.

2) Se hacen comentarios a cada respuesta y se encuentran patrones de solucion.
Los comentarios consisten en describir la respuesta del alumno a manera de clarificar su
solucion para el investigador y comparandola con la solucion normativa del problema. Los
patrones permiten codificar los datos. Ver anexo 2.

3) Se definen los codigos y se describen su significado. Se andliza las
caracteristicasy relaciones ddl cédigo. Ver capitulo 1V.

4) Si se encuentran relaciones entre las respuestas en un codigo, se define una

categoriay se presentan gjemplos. Ver capitulo V.
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Capitulo IV. Resultados

En este capitulo se presentan los cddigos que se obtuvieron después de la
comparacion constante de los datos. Para cada pregunta del cuestionario se describe €l

significado de los codigos, se muestra un gemplo particular del mismo y el porcentaje de
frecuencia

Se comienza con citar €l contexto general del cuestionario. El cual es un problema
sobre el teorema fundamental del calculo que no es inmediatamente asimilable a modelo

intuitivo de laintegral como érea bgjo la curva.

Situacion: Considere un circulo que se expande en tamafioder =0 ar = x (ver

Imagen 5.1). Sea A(x) = fox 2nrdr una funcion en x.

5

-5

=5

Imagen 5.1
Después de estas hipétesis, la primera pregunta es.
1. ¢Quérepresenta A(x) = fox 2mrdr? ¢Por qué?
En esta pregunta una respuesta aceptable es la siguiente:

A(x) representa €l area del circulo de radio x. A esta conclusiéon se puede Ilegar
mediante cualquiera de los siguientes argumentos. a) porque A(x) es una funcion de
acumulacion de érea; o b) porque al calcular laintegracion se obtiene laférmuladel areade

dicho circulo.
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A partir de la comparacion constante a los resultados de |os estudiantes, se proponen
los siguientes codigos que se muestran en latabla 5.1. En latabla se distingue €l nombre del
codigo, unaimagen como gjemplo representativo y el porcentgje de frecuencia. Después de

latabla 5.1 se muestra una descripcion general de los codigos.

Cadigo Ejemplo de respuesta Frecuencia
Asociala 11/22
integral con €
areaded circulo

“A(x) = 2m f:r = 2”;2 36 = x? — - 0%. Eslaférmula
del &reade un circulo, es decir €l &reabgjo la curva
(integral)”
funcion 2rr
con € circulo “Representa el area dentro del circulo 27t en el limite
[0, x]”

e _ .

“El area parcialmente buscada del circulo entre ‘0’ y ‘x’

(limite)”

Tabla5.1

En el primer codigo de asocia la integral con el area del circulo se observé que los
estudiantes calcularon la integral e interpretaron esos resultados en funcion del érea del
circulo. No tuvieron dificultad en la resolucion de la integral. Sin embargo, algunos
estudiantes mostraron una confusion entre la variable muda y la variable independiente
porgue intercambiaron el valor de las variables ya que refirieron a un circulo de radio r en
vez de un circulo de radio x. Por otro lado, ningun estudiante menciond rasgos de lafuncion
A(x). Esdecir, no se encontrd ninguna mencion de que A(x) es unafuncion de acumulacion
o que el integrando es unafuncion lineal. Pero los estudiantes si mostraron interés en escribir

gue A(x) corresponde a area bajo la curva de la circunferencia.
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En el segundo codigo de confusion de la funcion 2zt con el circulo se not6 que los
estudiantes mezclaron dos conceptos mateméticos distintos, puesto que ellos relacionaron la
funcion lineal 2mr con el circulo de radio x. Luego se observé que usaron la interpretacion
delaintegral como area bajo la curva pararesolver el problema. En consecuencia, concluian
que A(x) representa el &rea de lamitad del circulo o el area de un cuarto del circulo segiin
los limites de integracion. En ninguna respuesta sefialaron que A(x) es una funcion de
acumulacion y muy pocos de ellos integraban para comprobar su respuesta. Por tanto, se

clasificaron en un codigo diferente a primero.

En el tercer codigo de yuxtaposicion se vio que € estudiante unia los conceptos area
y limite sin especificar algunarelacion. Como él no aportaba mas informacion en su solucién
del problema, no se podria ubicar en alguno de los codigos anteriores y fue indispensable

apartarlo en otro.

Continuando, la segunda pregunta es:
2. Construya un circulo eilustre lo que representa A(x) = f; 2nrdr
En esta pregunta una respuesta aceptable es.

Como A(x) representa el area del circulo de radio x, entonces f; 2nrdr = A(4) —

A(2). Por lo tanto, la integral f; 2nrdr representa el area negra en el siguiente diagrama

(Imagen 5.2).

Imagen 5.2
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Después de la comparacion constante de los datos de investigacion, se proponen |os

siguientes codigos que se exhiben en latabla 5.2. En esta se muestra e nombre del codigo,

una imagen como ejemplo y el porcentgje de frecuencia. Debajo de la tabla se aflade una

descripcién de los cédigos obtenidos.

Cadigo

Representacion
de acumulacion

en anillo

Sincretismo entre
funcion 2rnr y

areabgjo lacurva

Confusién entre
integra y grafica
del circulo

Sincretismo

Ejemplo de respuesta

“m — lo que representa. El &reade 2 a4”

“[Dibujo de una circunferencia que indica area bajo la

curva]”

“Donde el centroestden 2y r = 27

“[Dibujo de un cuarto de circunferencia)”

Frecuencia

10/22

6/22

5/22

122

Tabla5.2

En el cddigo representacion de acumulacion de anillo se observé que los alumnos

dibujaron dos circunferencias concéntricas de radio 2 y de radio 4. Luego sombrearon la

region limitada por |as dos circunferencias. Esto significaque ellosilustraron la acumulacién

de area desde la circunferenciade radio 2 aradio 4.

En el codigo sincretismo entre funcion 2zr y érea bajo la curva se encontré que los

estudiantes interpretaron que la funcion lineal 2nr del integrando de A(x) es el circulo de

radio x. Ademas, se guiaron por la representacion de la integral como area bajo la curva e

interpretaron que f; 2nirdr esel &reabajo lacurva2nr (paraeloslacircunferencia de radio
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x) en € intervalo (2,4). Esto indica que dibujaron la circunferencia de radio x e ilustraron

la acumulacion de &rea limitada por la circunferenciay lasrectax = 2y x = 4.

En el codigo confusion entre integral y gréfica del circulo se presencid que los
alumnos interpretaron a f: 2mrdr como una circunferencia con centro en € punto (2,0) y
gue pasa por €l punto (4, 0). Se nota que las abscisas de |os puntos proceden de los limites
deintegracion. Por consiguiente, ellos trazaron unacircunferenciacon centroen (2,0) y radio
2. En ninguin dibujo se aprecia un sombreado, 1o que significa que no hubo interpretacion de

acumulacion de érea por parte de los estudiantes.

En el codigo sincretismo sevio que el estudiante mezcl 6 métodos de solucién. Por un
lado, represent6 la acumulacion de érea de las dos circunferencias concéntricas de radio 2 y
4. Por otro lado, considerd la representacion de la integral como el &rea bgjo la curva 2nr
(para @ la circunferencia de radio r). En consecuencia, € estudiante simbolizo la

acumulacion de &rea de una cuarta parte del anillo deradio 2 aradio 4.
Pasando a latercera pregunta se tiene:

3. Construya una gréfica para A(x) y calcule € area debajo de la gréfica de

A(x)der=2ar =4
Para esta cuestion una respuesta aceptable es

En este caso se puede hacer unatabulacion (Tabla 5.3); eintuir cua eslagrafica de

A(x) (Imagen 5.3)

BT 0 S 5l |

x | Alx) Vo “'
10 : : 20 |‘

0] o J i 1
1 ™ of 1!
2 | 4m 4 1

________ gedeaeee
-1 - 2 i i v 5‘8. 43
-2 41T 4 2 0 ? ? 4 -5 0 5
Tabla5.3 e -

Imagen 5.3 Imagen 5.4
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O bien, se puede interpretar lafuncion A(x) = fox 2nrdr = mx?; que eslaestructura

de una ecuacion cuadrética, y por lo tanto A(x) es una parabola que ramifica hacia arriba

(ver Imagen 5.4).

En cualquier caso, |0 siguiente es obtener (ver Imagen 5.4)
4 4 ~x 4 7.".x3 4 56

j A(x)dx = j J 2nrdr dx = j nx?dx = —| = —m ~ 58.64306287
2 2 J0 2 3 12 3

Luego de hacer la comparacion constante de los resultados del cuestionario, se
proponen |os siguientes codigos que se exponen en latabla5.4. Enlatabla setiene el nombre
del codigo, laimagen del ejemplo representativo y el respectivo porcentaje de frecuencia. En

seguida de la tabla se indica una descripcion de cada codigo.

Codigo Ejemplo de respuesta Porcentaje
Confusion entre 14/22
Ax)yla
integral de A(x)

' f: 2mr dr = 2 ;l = 16m — 4m = 121"

Dobleintegral 1/22

"A(x) = f: 2nr dr = 21 f:r dr = nr? )(; = mx?

4 x4 w43 w(2)3
— 2 R —_— — n

A(x)—fznx dx—3|2— 3 3
Confusién entre 5/22
Alx)yla
integral de
AG) dibuad |y = 2y dr = 227 > =16 — 4 = 120"
circulo
trasladado
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Y uxtaposicion 2/22

g = 8"

2nr?

" f: 2nr ==

Tabla5.4

En el primer codigo de confusion entre A(x) y laintegral de A(x) se observé que los

estudiantes resolvieron A(4) — A(2) envez de f; A(x)dx. Significaque obtuvieron el valor

dec = f: 2mrdr del problema 2, en lugar de f; mx?dx. Lo que indica que por parte de los
estudiantes hubo una confusion entre la funcion de acumulacion A(x) y laintegral de A(x).
En cambio, cuando €ellos graficaron A(x) = fox 2nrdr se observé que dibujaron € mismo
diagrama que presentaron en la pregunta 2; esto es la acumulacién de &rea simbolizada por

f; 2nrdr.

En e segundo cddigo de doble integral se vio que el dumno calcul 6 los vaores de
f;c 2nrdry f; nmx?dx. A ambosvalores|os denotacon € mismo nombre de lafuncion A(x).

A pesar de ello, interpreto |os calcul os algebraicos y obtuvo la respuesta correcta. En ningan

momento el estudiante intentd la gréficade A(x).

En € tercer cédigo de confusion entre A(x) y la integral de A(x); dibuja el circulo

trasladado se tiene a los estudiantes que también resolvieron A(4) — A(2) en vez de
f:A(x)dx. Lo quesignificaqueellos obtuvieron el valor ¢ = f: 2nrdr afaltadef: x?dx.

Por otro lado, cuando graficaron A(x) se not6 que dibujaron € mismo diagrama que
presentaron en la pregunta 2. En cuyo caso es un circulo con centro en el punto (2,0) que

pasa por el punto (4, 0).

En el cuarto codigo de yuxtaposicion se vio gque los estudiantes unian distintos
conceptos matematicos. Como se ve en su solucion ellos evaluaban A(4) mientras
consideraban a la gréfica de A(x) como la grafica de una funcion sinusoidal. Estos dos
ultimos estudiantes no aportaron méas informacion en sus soluciones del problema, entonces
no fueron agregados en un codigo anterior y fue forzoso distinguirlos en un nuevo cédigo.
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Por ultimo y no menos importante, la cuarta pregunta es:
4. Determinalo que es% f; 2nrdr einterprételo en relacion con € circulo
En este caso, unarespuesta es:

Por el teorema fundamental del célculosetiene;—x f; 2nrdr = 2mx lo cual representa

el perimetro del circulo deradio x. O bien, calculando setiene;—xf; 2nrdr = %nxz = 2mx

lo cual representa el perimetro del circulo deradio x.

Posterior alacomparacion constante de | os datos de la investigacion, se proponen los
siguientes codigos que se ensefian con la tabla 5.5. La tabla proporciona e nombre del
codigo, laimagen de un gjemplo distintivo y el porcentgje de frecuencia. Inmediatamente

después se escribe una descripcion de todos los codigos.

Codigo Ejemplo de respuesta Porcentaje
Intercambio 11/22
entre las
variablesry x

“La derivada de la integral se cancela, solo queda 2nr y
eso te da el perimetro del circulo”
Integrar- 5/22
Derivar
wd X 42 2y
— fa 2mrdr = — (tx? — ma?) = 2nx
El radioes=alax”

Usodel TFC 5/22
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“Por el teorema fundamental del calculo, % f;c 2nr =

2mtx y eslafuncién que representa el perimetro del

circulo siendo 2w unavueltacompletay x el diametro”

Sincretismo 1/22

, X , . ., ,
“Seria 2mr aY seriala pendiente de lafuncion del circulo

concentroenay unradiodex —a”
Tabla5.5

En e cddigo intercambio entre las variables r y x se observo que los estudiantes
intentaron usar €l Primer Teorema Fundamental del Calculo para resolver € problema. Sin
embargo, se notd gque sus calculos son en términos de la variable muda r en lugar de la
variable independiente x. Esta eleccion de variables no esta incluida en el Teorema
Fundamental. Por tanto, se propone que ellos usaron la Intuicion del Teorema Fundamental
gue se describi6 en el capitulo I1. Esto es, larelacion del Primer Teorema Fundamental como

funciones inversas entre |os operadores derivacion e integracion. Es decir, sea f unafuncion

sobre los reales, se considera una intuicion del estudiante s efectuai [f®)dt = f(t), en
d rx
vez deafc f)dt = f(x).

En el cadigo integrar-derivar se vio que los alumnos hicieron |os calcul os algebraicos
para obtener laintegral de lafuncién lineal 2nr y después la derivada de ese resultado. Lo
anterior se efectlio sin haber usado € Teorema Fundamental. No6tese que en este método se

tiene un resultado en términos de la variable independiente x en lugar de lavariable mudar.

En e codigo uso del TFC se notd que los estudiantes usaron € Primer Teorema
Fundamental del Célculo para resolver € problema. El uso correcto del Teorema
Fundamental implica la eleccion de la variable independiente x sin tomar en cuenta la
variable muda r. Por tanto, se decidio identificar en otro codigo a estos alumnos porque es
muy significativo el distinguir la variable correctaen el uso del TFC.
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En € codigo sincretismo se encuentra el alumno cuya solucién muestra una mezcla
de conceptos mateméticos aparentemente diferentes. Por un lado, é usa el Teorema

Fundamental para resolver el problema. Por otro lado, €l considera el significado de la
derivada como pendiente de rectas tangentes. De forma particular, é sefial6 que% f‘f 2nrdr

esla pendiente de lafuncion del circulo con centroena y unradio dex — a.

En este punto terminaladescripcion de los cddigos de cada preguntadel cuestionario;

lo que sigue por hacer es discutir cada cédigo y se va a efectuar en el siguiente capitul o.
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Capitulo V. Discusion

El presente capitulo exhibe la discusion de los codigos y resultados mostrados en el
Capitulo 1V. También se formulan algunas interpretaciones del razonamiento de los
estudiantes sobre una aplicacion del primer teorema fundamental del calcul o relacionado con
las limitaciones del modelo de integral como area bajo la curva. Para conseguir aquellas
interpretaciones se utiliza el marco conceptual del Capitulo |1 para obtener caracteristicas de
los codigos de cada pregunta del cuestionario de investigacion. Luego se generan hipétesisa
partir de las caracteristicas para interpretar el razonamiento de los aumnos. El andlisis
contindiacon lapropuestade las categorias, su definiciony g emplos. De acuerdo con lateoria
fundamentada, |as categorias expresan elementos comunes entre grupos de cédigos (Teppo,
2015) El capitulo finaliza con observaciones generales sobre dichas categorias.

Se comienza con la primera pregunta que es:
. ¢Qué representa A(x) = f(f 2mrdr? ¢Por qué?

En el cual los cddigos que se establecieron fueron:

1. Asocialaintegral con el areadd circulo (frecuencia de 11/22)
2. Confusion de lafuncion 2rrr con e circulo (frecuencia de 10/22)
3. Y uxtaposicion (frecuencia de 1/22)

De estos cddigos se hacen |os siguientes comentarios:

a. Del codigo 1 setiene que el razonamiento de |os estudiantes comenzo
con cacular el valor delaintegra delafuncién de acumulacion A(x) y continuo con
laexplicacion de que lafuncion A(x) representael dreadel circulo. La afirmacion es
correctay por parte de los estudiantes se tiene que su razonamiento es una conexion
entre el concepto de integral y 1os métodos de integracion. Este tipo de conexion 1o
conocemos como un complejo. Como se dijo en el Capitulo 11, un complejo es €
vinculo de dos conceptos de forma concreta'y empirica. Seguin Vygotsky (2015) un
complejo es “largo y persiste en el desarrollo del pensamiento [del estudiante], esta
enraizado en su experiencia practica” (p. 181). Conclusion 1. En efecto, diremos que
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la experiencia practica ensefia a estudiante ciertas formas de agrupamiento
conceptual. En el caso del codigo 1 el agrupamiento conceptual es la conexion entre
el concepto de integra y los métodos de integracion. La ensefianza enraizada en 1os
estudiantes debida a la experiencia préactica es un razonamiento operacional (calculos
algebraicos).

b. En e codigo 2 se tiene que € razonamiento de los estudiantes fue
caracterizado por € uso del modelo intuitivo de area bgjo la curva. Para ellos €
modelo implica que A(x) representa un area bajo la curva. Como se dijo en €

Capitulo 11, el modelointuitivo de &reabajo lacurvapermite representar aunaintegral
fff(x)dx como € arealimitada por lagréficade f, €l Eje X y lasrectasx = a,x =
b. Entonces se sabriaque A(x) = |, Ox 2mrdr representa el arealimitada por lagrafica

de2nr, el EjeX ylasrectasr = 0,r = x. Sin embargo, cuando |os estudiantes usaron
el modelo intuitivo se observa que |0 aplicaron de maneraincorrecta porque creyeron
que A(x) representa el area limitada por Vx2 — r2 (en lugar de 2rr), el Eje X y las
rectasr = 0,7 = x; esdecir, el areade un cuarto delacircunferenciaderadio x. Esto
significa que los estudiantes confundieron el integrando de A(x) con el diagrama de
la circunferencia del problema. Conclusion 2. Se tiene la evidencia de que por parte
de los estudiantes desconocen la representacion gréfica de las funciones de
acumulacion, como lafuncion A(x).

C. En el codigo 3 el razonamiento del Unico estudiante de este cédigo
inicié con exploraciones y conjeturas, que resultaron ser falsos comienzos. Se tiene
gue é hizo una unién de conceptos matematicos (area bajo la curva y limite) sin
relacion intrinseca para la resolucion del problema. El estudiante mezclé el concepto
de &rea como un limite de laintegral entre 0 y x. Este tipo de union o conocemos
como un sincretismo. Como se dijo en e Capitulo I, un sincretismo es la tendencia
de mezclar diversas entidades en una sola. Estas relaciones sincréticas del alumno y
los conceptos agrupados en torno a la interpretacion de la integral “reflejan también
vinculos objetivos [intuitivos]”, en la medida en que estos coinciden con la resolucion
del problema, (Vygotsky, 2015, p. 177). De acuerdo con Fischbein (1987) laintuicion

se caracteriza por la certeza intrinseca, es decir las intuiciones “se aceptan como
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ciertas” (p. 47). Conclusion 3. Es un razonamiento intuitivo por parte de los
estudiantes gque las funciones de acumulacion representen limites de area conforme

cambialavariable x.

De las conclusiones anteriores se infiere que los estudiantes confunden |os e ementos
y partes de una funcion de acumulacion, por eemplo, la funcion A(x) de nuestro
cuestionario. Se tiene la evidencia que confundieron el integrando con la gréfica de una
circunferencia; o lagrafica con los limites de integracion. En palabras de Thompson (2008):

“la idea matematica de una funcion de acumulacion, representada como F(x) = fax f(t) dt,

involucra tantas partes moviles que es comprensible gque los estudiantes tengan dificultades

paraentenderlay emplearla” (p. 2).

Por otro lado, a pesar de que solo la mitad de los participantes obtuvo la respuesta
aceptada (frecuencia 11/22), se presentd que todos los participantes apuntaron que A(x)
representa un area. Sea porque los alumnos vieron la figura geométrica del circulo, o sea
porque ellos relacionaron en el simbolo de integral de A(x) un area bajo la curva, en todas
las respuestas nos hablan de que A(x) representa alguna area. Se infiere que relacionar el
concepto de area con el concepto de integral es un razonamiento intuitivo por parte de los
estudiantes. Lo anterior es posible a pesar de que se tienen otras referencias para el concepto
de integral como longitud de curva o presién sobre areas debido a un liquido (Natanson,
1984), esdecir, laintegral no siempre representa un area. Seguin Fischbein (1987) “si bien la
intuicién no es la fuente perfectamente confiable para e conocimiento absoluto, es, sin
embargo, la expresion de nuestra necesidad fundamental de puntos de referencia absol utos e
intrinsecamente confiables en un esfuerzo de razonamiento” (p. 13). Esto implica que para

los estudiantes el concepto de area es unareferencia del concepto de integral.
Se continua con la segunda pregunta que es:
o Construya un circulo eilustre lo que representa A(x) = f; 2nrdr

En el cual los cédigos que se formaron fueron:

4, Representaci 6n de acumulacién en anillo (frecuencia de 10/22)

5. Sincretismo entre funcion 2nr y areabajo lacurva (frecuencia de 6/22)
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6. Confusién entre integral y graficadel circulo (frecuencia de 5/22)

7. Sincretismo (frecuencia de 1/22)

De aqui se hacen los siguientes comentarios:

d. En el cddigo 4 se tiene que los estudiantes dibujaron € anillo
determinado por las circunferencias concéntricas de radio 2 a 4. Lo que se ve es que

ellos trazaron su dibujo sin  usar € modelo intuitivo de area bajo la curva. Se sabe
gue al usar el modelo de laintegral se interpretariaque A(x) = f; 2nrdr representa

el arealimitada por lagréficade 2nr, €l Eje X y lasrectasr = 2,r = 4. Lo que da
como resultado el diagrama de laImagen 5.1.

25 {

20

a = 37.699

-5 0 5 10

Imagen 5.1

Sin embargo, a resolver el problema prescindiendo del modelo intuitivo se
tiene en evidencialarazdn de acumulacion. Lo que dacomo resultado el diagramade

lalmagen 5.2.
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-5

Imagen 5.2

Conclusién 4. Prescindiendo del modelo intuitivo de &rea bajo la curva es

posible la representacién de acumulacion.

e. En el cédigo 5 se tiene que los estudiantes usaron el modelo intuitivo

de é&rea bgjo la curva pararesolver este problema. Se sabe que a usar dicho modelo
setendriaque A(x) = f; 2nrdr representa €l &rea limitada por la grafica de 2mr, €l

Eje X y las rectas r = 2,7 = 4. Ver Imagen 5.1. Sin embargo, los estudiantes
continuaron considerando que el integrando 2mtr corresponde a la circunferencia de
radio x de la gréafica que muestrala acumulacion de &rea. Ver Imagen 5.2. Los datos
sugieren que usar € modelo intuitivo con las funciones de acumulacién es un
obstacul o parala comprensién de otros conceptos matematicos como la acumulacion
de &ea. De acuerdo con Thompson y Silverman (2008) se debe discutir “la
importanciade que | os estudiantes puedan concebir las integral es definidas como algo
mas que un area bajo una curva, aunque los libros de texto a menudo presentan el
concepto como area” (Citado en Sealey, 2014, p. 231). Conclusion 5. El modelo
intuitivo de area bgjo la curva es un obstéculo para la comprension de acumulacion
de érea.

f. En & codigo 6 se tiene que los estudiantes propusieron un modelo

pictérico para resolver el problema. El modelo pictérico consistia en que A(x) =
f; 2mrdr representa unacircunferencia con centro en (2,0) y que pasapor (4,0). Sin
embargo, ese model o no es un model o intuitivo que permitaresolver dicho problema
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matematico. Cuando decimos que no es un modelo intuitivo nos referimos a que no
se cumple aguna de las caracteristicas de Fischbein (1977) sobre los modelos
intuitivos. En efecto, d modelo pictérico que los estudiantes proponen no es

internamente consistente porque fac 2nrdr + fcb 2nrdr = f: 2mrdr no es posible

resolverlo con el modelo pictérico. Conclusién 6. Acorde con Thompson (1977)
“Para comprender o resolver problemas, es necesario que |os esquemas conceptuales
y la representacion intuitiva funcionen de la mano” (p. 154).

g. En el cddigo 7 se tiene que los estudiantes hicieron un sincretismo.
Como se dijo en el Capitulo I1, un sincretismo es la tendencia de mezclar diversos
conceptos matematicos. Por un lado, los estudiantes intentaron representar la
acumulacién de éreay, por otro lado, usaron el modelo intuitivo de areabajo lacurva.
Como resultado se tiene una mezcla de conceptos que se aprecia como unamezcla de
representaciones. Ver Imagen 5.3. Conclusion 7. En palabras de Vygotsky (2015)

“debido a su origen sincrético, dicha imagen es sumamente inestable” (p. 177).

Imagen 5.3

A partir de las conclusiones anteriores se infiere que el modelo intuitivo de area bajo

la curva se convierte en una concepcion que frena o impide la comprension del concepto de

acumulacion. Este esta presente en funciones de acumulacion que son funciones sobre los

reales del tipo F(x) = fcx f(x)dx. Estas funciones desempefian un papel clave en el primer

teorema fundamental del célculo. Paraunacomprension del TFC por parte de los estudiantes

se sugiere proveer alos estudiantes de otro model o paralaintegral que muestre mas cobertura

y potencia que el modelo intuitivo de area bajo la curva. Por otro lado, un rasgo a que

también habria que prestar atencion esel papel delavariable del limite superior delaintegral.

Segin Thompson (2008) “Cuando los estudiantes no ven que € limite superior varia, es

dificil, s no imposible, concebir que la funcion de acumulacion tiene una tasa de cambio
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para cada valor en el que se define” (p. 8). Sin embargo, se sale del propodsito de este trabajo

de investigacion analizar sobre el limite superior.
Se sigue con latercera pregunta que es:

o Congtruya una gréficapara A(x) y calcule € area debajo de lagréfica
deA(x)der =2ar =4

En € cual los codigos que se formaron fueron:

8. Confusion entre A(x) y laintegral de A(x) (frecuenciade 14/22)

9. Dobleintegral (frecuenciade 1/22)

10.  ConfusiénentreA(x)y laintegral de A(x); dibujael circulo tradadado
(frecuencia de 5/22)

11.  Yuxtaposicion (frecuencia de 2/22)

De aqui se hacen los siguientes comentarios:

h. Respecto al codigo 8 se sabe que € problema pide calcular f; A(x)dx.
Pero se tiene que los estudiantes usaron el model o intuitivo de érea bgjo la curva. Al
usar el modelo intuitivo se tendria que f: A(x)dx representa el area limitada por la
curvade A(x) y €l Ejex, entrelasrectasx = 2,x = 4. Sin embargo, los estudiantes
aplicaron de otra manera el modelo intuitivo porque ellos insistieron que f; A(x)dx
representa el &realimitada por lacurvade 2rtr vy € Eje x, entre lasrectasx = 2,x =
4. Por otra parte, se aprecia que ellos dibujaron la misma gréfica del problema 2; lo
que significaque conciben lagréaficade A(x) como larepresentacion de acumulacion.
Conclusién 8. Otra vez se aprecia que € modelo intuitivo de area bajo la curva fue
un obstaculo para comprender el concepto de acumulacién. Sin embargo, las
limitaciones que se presentan a usar el model o intuitivo es el manejo adecuado de la
notacién matemética, porque se ve que los estudiantes confundian A(x) con
[ A(x)dx. En palabras de Thompson (2008) “la idea de limite y el uso de la notacion
son dos de los aspectos més sutiles y complejos para entender las funciones de

acumulacién” (p. 5).
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i. En el codigo 9 setiene al estudiante que resolvio el problemade forma
correcta. El sdlo resolvid laintegral y no intent6 lagréficade A(x). En su resolucion
no hay ninguna referencia al modelo intuitivo de érea bajo la curva. Conclusion 9.
Se considera que el alumno no tuvo ningunalimitacién en laresolucion del problema
a pesar de no haber usado el modelo intuitivo. Ademas, no se tiene otra evidencia
para hacer otra inferencia. Pero se comparte las palabras de Thompson (2008) “no
debemos pensar que estamos ensefiando la idea de la funcion de acumulacion
haciendo que los estudiantes calculen integrales definidas especificas” (p. 5).

j- En el cédigo 10 se tienen las mismas observaciones que en el apartado
VIII porque los estudiantes hicieron lo mismo. La Unica diferencia es que estos
estudiantes dibujaron su gréfica del problema 2.

k. En el codigo 11 se vio que los estudiantes unian distintos conceptos
matematicos. Como se ve en su solucién elos evaluaban A(4) como valor particular,
mientras consideraban a la grafica de A(x) como una curva sinusoidal. Estos dos

ultimos estudiantes no aportaron mas informacién para hacer algunas inferencias.

De las conclusiones anteriores se infiere que el modelo intuitivo de &reabgjo lacurva
limita la comprension de notacion de las funciones de acumulacion. El uso correcto de
notacion permite mayor manejo algebraico en conceptos importantes como el teorema
fundamental (Thompson, 2008). Por ejemplo, hay un estudio por parte de Sealey (2014)
donde establece cuatro niveles o etapas para “examinar los obstéculos con los que se
encuentran los estudiantesy las formas en que superan esos obstaculos al resolver problemas
integrales definidos sin relacionarse con el area bajo una curva” (p. 230). Los cuatro niveles
gue propone Sealey son relativos a las sumas de Riemann y uno de los obstaculos que se
presentd fue el manejo de notacion por parte de los estudiantes, “la investigacion futura

debera estudiar como los estudiantes llegan a comprender la notacién involucrada” (p. 243)

Finalmente, la cuarta pregunta es:

o Determina lo que es % f; 2nirdr e interprételo en relacion con €

circulo

En el cual los coédigos que se establecieron fueron:
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12.  Intercambio entrelasvariablesr y x (frecuencia de 11/22)
13.  Integrar-Derivar (frecuencia de 5/22)
14.  Usodel TFC (frecuenciade 5/22)

15.  Sincretismo (frecuencia de 1/22)
De agui se hacen los siguientes comentarios:

l. En el cédigo 12 setiene alos estudiantes que usaron el primer teorema
fundamental del calculo para resolver e problema. Pero con un error de notacion
porgue su respuesta es en términos de lavariable r en lugar de lavariable x. Entonces

setiene laevidencia de que ellos usaron laintuicion del TFC. Acorde con lo descrito

en el capitulo Il se considera una intuicion del estudiante s efectl]ad% [f®)dt =

f(t), en vez de %fcxf(t)dt = f(x). Segin Fischbein (1987) “las intuiciones se
refieren a declaraciones autoevidentes que exceden los hechos observables” (p. 14).

Entonces para los estudiantes fue evidente efectuar % [ f@®)dt = f(t), en lugar de

% fcx f(t)dt = f(x). Por otra parte, el papel de lavariable t estratado en libros de

texto como variable “muda” o “ficticia” (Apostol, 1990; Spivak, 1992). Sin embargo,
Thompson (2008) propone que t cumple un papel conceptual porque no se puede
pensar que f tenga el mismo argumento que fcx f(t) dt. “Pensar que t yahavariado
atravésdel dominio de f antes de que x varie através de un subconjunto del dominio
de f permite entonces pensar que fo f(t) dt representalaacumulacion de areadentro
de una region ya delimitada” (p. 4). Conclusion 12. Por tanto, se aprecia que la
intuicion del TFC es un apoyo para comprender el teorema fundamental del calculo.
Sin embargo, las limitaciones que se presentan a usar la intuicién del TFC es €
manejo adecuado de la notacion matematica, porque se ve que los estudiantes
confundian lavariable r con lavariable x

m. En e codigo 13 se tiene a los estudiantes que hicieron céaculos
algebraicos paraobtener larespuesta, asaber, integrar lafuncion lineal 2mr y después
derivar este resultado. Lo anterior se efectlio sin haber usado € primer teorema
fundamental del calculo. Cabe decir que en este método se tiene un resultado en
términos de la variable independiente x en lugar de lavariable muda r. Como se dijo
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en el apartado | se tiene una conexién entre el concepto de integral y 1os métodos de
integracion. Este tipo de conexién |o conocemos como un complejo. Como se dijo en
el Capitulo Il, un complejo es € vinculo de dos conceptos de forma concreta y
empirica. Como se dijo en el apartado | |a ensefianza enraizada en los estudiantes
debida a la experiencia préctica es un razonamiento operacional (calculos
algebraicos).

n. En el cédigo 14 se tiene que los estudiantes usaron € primer teorema
fundamental del célculo para resolver e problema. El uso correcto del teorema
fundamental implica que el resultado esta en términos de la variable independiente x
sin tomar en cuentalavariable mudar. No hay ninguna evidencia de que los alumnos
usaron €l modelo intuitivo de area bajo la curva o que usaron laintuicién del TFC.
Por tanto, no se tiene més inferencias al respecto.

0. En el codigo 15 se vio que los estudiantes unian distintos conceptos
matematicos. Como se ve en su solucién ellos aplicaron el teorema fundamental y a
su vez consideraron el significado de la derivada como pendiente de rectas tangentes.
Bajo estas suposiciones la solucion del estudiante presenta dificultades para
responder correctamente € problema. En paabras de Kirsh (2014) cuando é se

pregunta ¢qué significa % fo f(t)dt?, nos dice “Esta pregunta es muy dificil de

responder si solo se piensaen la derivada como la pendiente de la linea tangente” (p.
691). Este Ultimo estudiante no aportd méas informacion para hacer algunas

inferencias.

Tomando en cuenta la frecuencia de los codigos 12, 13 y 14, se tiene que 21 de 22

estudiantes tuvo la respuesta correcta de la pregunta 4. Lo que podria indicar que la

mani pulacién del teorema fundamental es muy alta por parte de |os estudiantes.

A continuacion, se presentan algunas categorias establecidas a partir de las

caracteristicas de los quince cddigos anteriores. En cada categoria se muestra la definicion y

algunos g emplos. Este proceso es parte de la teoria fundamentada. Segun Teppo (2015) a

medida que se generan cddigos, “también se crean categorias para expresar elementos

comunes entre grupos de codigos” (p. 5).
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A. Operaciones algoritmicas. Aplicacion de un nimero finito de pasos
para resolver un problema matematico. En el caso de la integral se requiere la
aplicacion de reglas agoritmicas o artificios de integracion para resolver laintegral;
y para gjecutar este procedimiento se necesita el mangjo del dgebra elemental.

Ejemplo Al. Setiene que @ estudiante aplicé un nimero finito de pasos para

resolver el problema, en este caso férmulas de integracion.

X
0

el area bajo la curva (integral)”

_2mr?

= mx? — - 0%. Eslaférmuladel areade un circulo, es decir

"A(x) = 21 foxr =

Ejemplo A2. Se tiene que € estudiante aplico leyes algebraicas para obtener

laintegracion.

2
" f; 2nr dr = anr * —16m— 4m = 120"

2

Ejemplo A3. Se tiene que el estudiante aplicé formulas de integracion para

obtener laintegral delafunciéon A(x).
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4 4

"A(x)=f 2m‘dr=2nf rdr = nr? gznxz
2 2

4 nx314 w43 w(2)3
= 2 = — = —_ "
A(x) —fznx dx 3 |2 3 3

Ejemplo A4. Setiene que el estudiante aplico formulas de célcul o para obtener
la integracion de la funcién 2zr; después obtiene la derivacion. Los cuales son

catalogados como operaciones agoritmicas.

dx dx

d X
—f 2nrdr = — (tx? — ma?) = 2nx
a

El radioes=alax”

B. Intuicion. Es una categoria de cognicion sin la necesidad de
justificacion o interpretacion, que parece presentarse a una persona como evidente
por si misma.

Ejemplo B1. El estudiante relaciona el concepto de integra con el concepto

de areay paraé esevidente por si mismo.
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“El area parcialmente buscada del circulo entre ‘0’ y ‘x’ (limite)”

Ejemplo B2. El estudiante relaciona el concepto de integral con el concepto

de area segun el modelo de area bgjo la curva.

“m — loquerepresenta. El areade 2 a4”

Ejemplo B3. El estudiante relaciona el concepto de derivada con el concepto

de pendiente y para é es evidente por si mismo.

“La derivada de la integral se cancela, solo queda 2nr y eso te da el perimetro del

circulo”
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C. Modelo Intuitivo. Es una representacion visual que es autoevidente
de un concepto. Estasimagenes visual estienen la capacidad de expresar unavariedad
de ideas mediante el uso de |os elementos del modelo.

Ejemplo C1. Uso del modelo intuitivo de area bgjo la curva en la pregunta 1

del cuestionario de investigacion.

“Representa el area dentro del circulo 2mrr en el limite [0, x]”

Ejemplo C2. Uso del modelo intuitivo de érea bajo la curva en la pregunta 2

del cuestionario de investigacion.

“Donde el centroestaen 2y r = 27

D. Razonamiento covariacion. El razonamiento covariable se refiere a
la coordinacion de una imagen de dos cantidades variables, a tiempo que se ocupa

de como cambian entre si (Carlson, 2003, p. 165).
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Ejemplo D1. Se tiene una solucion gue implica un razonamiento covariable,
debido a las dos funciones que a la vez varian x y fox 2nirdr en la funcion de

acumulacion A(x).

“Representa el area dentro del circulo 2rrr en el limite [0, x]”

4 4

"A(x) = f 2nr dr = an rdr = mr? |x
2 2 0

= x?

4

Alx) = f nx? dx =
2

mx3 |4 3 n(4)® mw(2)?,
3127 3 3

En resumen, lo que se hizo en este capitulo fue obtener algunas conclusiones sobre €l
anadisisdeloscodigos. A partir de estas conclusiones se especificaron algunas caracteristicas
entre codigos de tal manera que se formaron unas categorias. Se presentaron las categorias
con su definicion y egjemplos. En el siguiente capitulo se va a presentar una conclusién
general y comentarios sobre la relacion entre | as categorias que se mostraron.
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Capitulo VI. Conclusiones

En este capitulo se presentan las respuestas a las preguntas de investigacion
planteadas en el Capitulo |. Las respuestas son inferidas a partir de la discusion hechas en
capitulo anterior en donde se obtuvieron conclusiones alcanzadas por medio de la gjecucion
delos primeros pasos de lateoriafundamentada. Después se muestra una conclusion general;
se pasa a hablar sobre las limitaciones de este estudio y se escribe una perspectiva de lo que
seguiria por investigar al respecto.

La pregunta de investigacion en este trabajo es: ¢Qué dificultades y niveles de
razonamiento de los estudiantes se revelan en sus respuestas y argumentaciones a un
problema no rutinario que implica el TFC? Se responde la pregunta en dos partes, primero
se describen los niveles de razonamiento de los estudiantes y después se consideran las

dificultades presentadas en sus respuestas.

Respuesta 1. Los estudiantes utilizan e modelo de &rea bajo la curva para responder
las preguntas del problema, pero no gustan la situacion con e modelo, sino que los
superponen de manera mecanica dando lugar a distorsiones. Esas distorsiones comprometen
laresolucién correcta de las preguntas del cuestionario, sin embargo, nos permitié identificar
las concepciones empleadas por 1os estudiantes. Como se vio en el Capitulo 1V, entre las
concepciones vistas en las respuestas de |os estudiantes se tiene la operacion algoritmica, la

intuicién o el sincretismo.

Operacion algoritmica. Laintegral es un procedimiento que requiere la aplicacion
de reglas algoritmicas o artificios de integracion. Este procedimiento requiere € manejo del

algebraelemental. Su construcciOn matematica esta sustentada por las sumas de Riemann.

Intuicién. Es una categoria de cogniciones sin la necesidad de justificacion o
interpretacion explicita. El conocimiento intuitivo es una forma de cognicion que parece

presentarse a una persona como evidente por si misma.

Modelo intuitivo. Es una representacion visua intuitiva de un concepto. Cuando

decimosintuitiva nos referimos que es obvio. Estasimagenes visual estienen la capacidad de
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expresar una variedad de ideas mediante €l uso de |os elementos del modelo. Por parte delos
estudiantes, el principa modelo intuitivo usado en la resolucion del cuestionario de

investigacion fue el modelo de area bajo la curva.

Sincretismo. Es la tendencia de mezclar diversas entidades en una sola. Para los
estudiantes es |o mismo el concepto que su modelo, asi, laintegral siempre es un &rea bajo

la curva

Como sedijo en el Capitulo I, esas concepcionesimplican un nivel de razonamiento.
Seguin lo visto en el Capitulo V, los niveles de razonamiento de los estudiantes se relacionan
con los conceptos que involucrael teoremafundamental; a saber, &rea, acumulacién, funcion,

y covariacion.

Respuesta 2. Paracomentar sobre las dificultades que se presentaron alos estudiantes

durante la solucion del problema se consideran |os siguientes puntos.

e Laexperienciapréacticadel estudiante limité laresolucion del problemaen el
uso exclusivo de operaciones algoritmicas; esto es, formulas de derivadas e
integrales. Por consiguiente, €l estudiante no fue capaz de identificar €
concepto de acumulacion.

e En € caso de los estudiantes se desconoce la representacion gréfica de las
funciones de acumulacion, lo cual dificultd la representacion del teorema
fundamental. Incluso el uso del modelo intuitivo entorpeci6 larepresentacion.

e También se tiene que € uso del modelo intuitivo obstaculizé € manejo
adecuado de la notacion matemética, por gemplo, se ve que los estudiantes
confundian A(x) con [ A(x)dx.

Conclusién general. El modelo intuitivo de area bajo la curva es un modelo que
permite introducir el temade laintegral alosaumnos. Con este modelo se puede apreciar la
comprobaci6n de propiedades de laintegral (Apdstol, 1990). EI modelo de areabajo lacurva
también es (til para interpretar (o comprobar visualmente) e primer teorema fundamental
del calculo (Capitulo I1). No obstante, dicho modelo no es completo, en el sentido de que
permitarepresentar todas | as situaciones en que interviene el concepto de integral, por lo que
en determinadas situaciones la identificacion del modelo con la integral puede obstaculizar
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la solucién de un problema o distorsionarla. En el presente trabajo, se muestra alguna
evidencia de que | os estudiantes usan el model o de area bajo la curva de manerainapropiada
al tratar de responder |as preguntas de un problemarelativo a teorema fundamental en el que
dicho modelo no resulta (til. Entre las dificultades se tiene el manejo inadecuado de la
notaci dn matematicaimplicada por la notacion de funciones de acumulacion. Otro obstaculo
eslaincomprension del concepto de acumul acion de area que esta contemplado en el teorema
fundamental. La siguiente limitacion es la confusién por parte de los estudiantes entre la
graficade lafuncién de acumulaciony el area bajo lacurvaindicada por el modelo intuitivo.
Como se vio en el andlisis de datos (Capitulo IV y V) todas estas dificultades impiden
resolver e problema de forma correcta (0 se resuelve parcidmente). Para superar estas
limitaciones se sugiere no dilatar mucho € uso del modelo de area bajo la curva e introducir
lo mas pronto posible un modelo didéctico distinto. Acorde con Thompson (1977) “Para
comprender o resolver problemas, es necesario que los esquemas conceptuaes y la
representacion intuitiva funcionen de la mano” (p. 154). La sugerencia es un modelo
didactico concerniente al problema por resolver. Esto, por supuesto, requiere deinvestigacion

para decir mas al respecto.

Limitaciones de este estudio. Para analizar més variables sobre |las concepciones de
laintegral respecto de este estudio indicaremos que es necesario agregar mas preguntas al
cuestionario con el objetivo de estudiar €l papel delavariable superior delaintegral de A(x),
y asi relacionarlo con el problema de notaci én matemética, y con la definicion de covarianza.

Investigacion futura. Como se advirtio en este trabajo de tesis, el modelo intuitivo
deareabgjo lacurvapresentarestricciones paral os estudiantes en el proceso de razonamiento
a resolver problemas no rutinarios sobre el primer teorema fundamental del célculo.

Entonces, se sugiere desarrollar modelos intuitivos asociados a la idea de acumulacion.

Descripcion. Por ggemplo, retomando el problema no rutinario visto en este trabajo
de investigacion (Capitulo 11) se propone un modelo pictérico sobre el problema. EI modelo
consiste en unarepresentaci on en GeoGebra de lapreguntadel cuestionario (ver Imagen 6.1).
En este modelo se aprecian dos pantallas. Del lado izquierdo se representa la circunferencia
c que seexpandeder = 0 ar = X. Del lado derecho se muestra la grafica de lafuncion de

acumulacion f en términos del areade c. Esdecir, lafuncién f representa el area acumulada
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de lacircunferencia. Lafuncion g eslarectatangente de f en F,. Esto es, g eslarazon de
cambio de acumulacion de f. A partir del problema se deberia deducir que f es unafuncion
deacumulaciény que g seobtienea derivar f. Luego, a derivar unafuncion de acumulacion
se puede usar €l teorema fundamental del calculo. Por tanto, se podria decir que este modelo
es un modelo didactico sobre € teorema fundamental en términos del problema presentado

en estatess.

e~ 4 004N = e Q

8 30

5
. 21 Mm=14.314

20
3

Circunferencia de c = 14.314 a

U
1
0 10
-5 4 -3 -2 10 1 2 3 4 5 6 7 8
-1 5
=2 fr
Q

Imagen 6.1

Se sugieren las siguientes preguntas, ¢el model o didéctico esun model o intuitivo bajo
las caracteristicas de Fischbein (1977)? ¢Qué limitaciones presentaria este model o pictérico
para | os estudiantes durante el proceso de razonamiento sobre el teorema fundamental? Sin
embargo, continuar con la descripcion de la investigacion futura sale del proposito de este

trabajo y hasta agui dgamos €l escrito.
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Anexo 1

A continuacién, se reproduce € cuestionario que se empled como instrumento.

Departamento de Matemética Educativa
CINVESTAV-IPN

Test
Cinvestav Profesor: Eduardo Bernabé
eduardo.bernabe@cinvestav.mx

Instrucciones. Resuelva el siguiente problemay describa su procedimiento 1o més

claro posible. Problema. Consideren un circulo que se expandeentamafioder = 0 ar = x.

-5

-5

Sea A(x) = [, 2mr dr unafuncion en x.

1. ¢cQué representa A(x) = [ 2mr dr? ¢Por qué?

2. Construya un circulo e ilustre lo que representa A(x) = f; 2nr dr

3. Construya una gréficapara A(x) y calcule € &readebgjo de lagréfica
deA(x)der = 2ar = 4

4. Determina lo que es ;—x f; 2nr dr e interprétalo en relacion con el
circulo
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Anexo 2

Como gjemplo, en seguida se presentael procedimiento de codificacién de la primera

pregunta del cuestionario.

Alumno

Respuesta

Estudiante
01

Comentario

“El area del circulo, el limite de integracion lo abarca por
completo”

Estudiante
02

El estudiante
relaciona A(x) con €
areade un circulo,
sin embargo, no
aclaras serefiere a
circulo deradio x.

Cadigo: Asociala
integral con el &ea
deuncirculo

“(mr?) |J(; = (nx?) Area”

Estudiante
03

Cdlcul6 d valor dela
integral y €
estudiante not6 que
esel &rea; pero sdlo
interpreta e

resultado como area
sin especificar de qué
circulo.

Cddigo: Asociala
integral con un &ea

“El area dentro del circulo con radio x desde 0 ax (area
bajo la curva)”

Estudiante
04

Expresabien
resultado, pero €
contenido del
paréntesis delata que
confunde lafuncién
2mr con € circulo.

Cadigo: Confusion
delafuncién 2nr
con € circulo

“El area de un cuarto del circulo”

Respuesta incorrecta,
el estudiante
interpret6 2mr como
lafuncion que
graficad circulo, y
lo relaciond con un
significado dela
integral (areabgjo la
curva).
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Cddigo: Confusion
delafuncién 2rr
con € circulo

Estudiante
05

“El area del circulo tomando en cuenta el radio del circulo”

Respuesta correcta,
pero no argumento
nada.

Cadigo: Asociala
integral con el area
del circulo

Estudiante
06

“La formula del 4rea. Al sacar la integral, queda x?m donde
x es € radio yaque lo muestralafigura”

Respuesta correcta,
d estudiantelo
concluyd a obtener
laintegra y darse
cuentade queesla
formuladel areade
lacircunferencia.

Cddigo: Asociala
integral con € area
de circuloy la
cacula

Estudiante
07

“Area del circulo que va desde cero a x. Area bajo la curva”

Respuesta correcta,
pero no argumenté
nada

Cadigo: Confusion
delafuncién 2nr
con € circulo

Estudiante
08

“El &reade semicirculo quevade 0 ax, yacuando se
integra representa el area total del circulo”

Incorrecto, €
estudiante interpretd
laintegral como el
areabgo lacurvay
como laintegracion
esdeloslimitesde 0
ax, € concluy6 que
esel areade
semicirculo.

Cadigo: Confusion
delafuncién 2nr
con € circulo

Estudiante
09

“Representa el area dentro del circulo 27tr en € limite
[0’ x]”

Correcto, pero no
explicd por qué es
cierto. Ademas, hay
confusién cuando
expresaque 2rr €s
unacircunferencia
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Estudiante
10

Cddigo: Confusion
delafuncién 2rr
con € circulo

“Representa la formula del 4rea de un circulo nr?, d
integrar 2mr (perimetro) nos dara el area bajo la curva”

Estudiante
11

Correcto, obtuvo €
valor delaintegra y
lo relaciond con €
areadela
circunferencia.
Aungue no queda
claro aqué serefiere
con areabajo la
curva.

Cddigo: Asociala
integral con el &ea
del circulo

“La férmula del area mr2”

Estudiante
12

Correcto, pero no
argumento nada. No
sesabes € integré o
no.

Cédigo: Asociala
integral con un érea

X
= —:2m = nr? 0= mx?, por lo tanto, representala
mitad”

Estudiante
13

Parcialmente
correcto, €
estudiante obtuvo la
integral y no pudo
concluir que erae
areade circulo, pues
él escribi6 que
representa la mitad
del érea

Cddigo: Confusion
integral con areadel
circulo

X

2
“2m f;c rdr = 2”; = mr? 0= X2
Representa el drea delimitada por €l circulo con radio x.
Porque unaintegral representa el areabajo unacurva, en
este
caso lacurvavapor 27 (todo el circulo)”

Parcialmente
correcto, € obtuvo €
valor delaintegra y
concluyé quees €
areadel circulo. Pero
g comentario fina
puede indicar que é
pensaba que 2rtr
representalagrafica
del circulo.

Cddigo: Relacion
integral con areadel
circulo
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Estudiante
14

2
“A(x) = 2m fgcr =2 g = nx? — - 0%. Eslaférmula

del &reade un circulo, esdecir € areabagjo lacurva
(integral)”

Estudiante
15

Parcialmente
correcto, obtuvo €
valor delaintegral y
concluyé queesd
areadela
circunferencia

Cddigo: Relacion
integral con &rea del
circulo

rx _ x _ 2] _
Jo 2mrdr =2m [ rdr =21 [7] = mr?

circuloconradiode 0 ax”

Estudiante
16

Obtuvo la
integracion, pero no
argumento nada.

Cddigo: Asociala
integral con area del
circulo

“La mitad del area del circulo”

Estudiante
17

Incorrectoy no
escribid ninglin
argumento.
Cddigo: Confusion

con lafuncién 2rr y
el circulo

“Es el 4rea pues la solucion es mrr?
del circulo”

Estudiante
18

Correcto, pero su
argumento no lo
sostiene con ninguna
ecuacion.

Cddigo: Asociala
integral con € area
dd circulo

“El area del circulo porque una integral representa area y
aparte dice 2m, 2 esigua aunavuelta completa [dibujo de
unacircunferencial como €l radio vade r ax pasaria esto
[sefiala el dibujo] de esta forma sabrias el area”

Estudiante
19

Correcto pero su
argumento es con la
idea de integracion
con coordenadas
polares a hablarnos
degiros.

Cadigo: Confusion
con lafuncion 2nr y
el circulo

“El area del circulo, debido a que se utiliza la formula del
areay seusan los limites del puntoinicia (0) ael punto en
el que se expande (x)”

Correcto, pero su
argumento esta
incompl eto, porque
soloindicalos
limites de integracion
y no sabemoss
integro.
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Cddigo: Asociala
integral con € area
del circulo

Estudiante
20

“Representa el area bajo la funcion (2rrr) de 0 ax 0 seael
area de un cuarto del circulo”

Al comienzo usala
interpretacion de la
integral como érea
bajo lacurva, pero se
equivocaa creer que
el circulo esla
gréficade 2mr.

Cadigo: Confusion
delafuncién 2nr
con € circulo

Estudiante
21

[P L)

“El area parcialmente buscada del circulo entre “0” y “x
(limite)”

No hay Ningln
argumento vdido
que sustente la
respuesta del
estudiante, es decir,
s integr6os se
refieraala
interpretacion area
bajo lacurva.

Cadigo: Confusion
deintegraciény
limite

Estudiante
22

“Area debajo de la curva de la funcion 2mx”

Solo interpretd por e
significado dela
integral como érea
bajo lacurva, pero le
asignalafuncion
incorrecta (en vez de
2mr); ademas no
concluye qué
representa A(x).

Cadigo: Confusion
delafuncién 2nr
con € circulo
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