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RESUMEN

En este trabajo se propone un nuevo algoritmo de consenso en tiempo finito, con el cual
un sistema multi-agentes con dindmicas no lineales logra el consenso utilizando Gnicamente
la informacién local proporcionada por los vecinos con los que tiene comunicacién. Basa‘,do
en la teoria de estabilidad de Lyapunov en tiempo finito, se garantiza que la convergencia
del algoritmo puede ser aplicada a cualquier grafo conectado no dirigido. Los resultados
son validos tanto para sistemas con topologia de comunicacién fija, como para sistemas
con topologia de comunicacién cambiante en el tiempo. El principal aporte del algoritmo
propuesto es que el tiempo de convergencia parece aumentar linealmente conforme el
numero de nodos en el grafo aumenta, a diferencia de otros algoritmos cuyo tiempo de
convergencia crece de forma exponencial.
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CAPITULO 1

-

INTRODUCCION

Recientemente ha surgido un gran interés por parte de los investigadores de varias dis-
ciplinas por los sistemas de redes multi-agentes y sus estrechos vinculos con los problemas
de consenso. Esto incluye temas como el consenso, comportamiento colectivo de rebanos
y enjambres, redes aleatorias, sincronizaciéon de osciladores acoplados, conectividad alge-
braica de redes complejas, algoritmos distribuidos asincronamente, control de formacién
para sistemas multi-robots y complejidad de tareas coordinadas [25].

En este trabajo se considera el estudio de sistemas multi-agentes, el cual se define como
un conjunto de elementos donde cada uno se denomina agente. Cada agente tiene la capa-
cidad de comunicarse con otros agentes, y dicha comunicacién es representada mediante
una topologia de comunicacién. En un sistema distribuido cada robot frecuentemente to-
ma decisiones para el colectivo, dando como resultado final de todas las decisiones de los
robots el comportamiento deseado para el colectivo. Por ejemplo, en [35], donde cada robot
solo se comunica con sus vecinos y entonces toman decisiones basados en la comunicacién
y su actualizacién de estado. Este tipo de sistemas tienen la ventaja de que no hay un
anico punto de falla, haciéndolo mas robusto a danos. En general, la desventaja de estos
sistemas es que puede ser mas dificil su implementacién, especialmente si formaciones o
figuras mas complicadas son disefiadas.

El problema de consenso consiste bisicamente en que todos los agentes de una red
alcancen un valor comin en sus estados, utilizando unicamente informacioén local. Este
problema ha sido tratado desde hace varias décadas por las dreas de computacién, espe-
cialmente por su aplicaciéon en el computo distribuido. El cémputo distribuido sobre redes
tiene una tradicién en sistemas y teoria de control empezando por trabajos de [5] y [36]

1



1.1. ESTADO DEL ARTE

en problemas de consenso asintético asincrono para sistemas distribuidos. Sin embargo, a
medida que el nimero de nodos (agentes) en el grafo crece, el tiempo de convergencia en
estos algoritmos tiende a crecer de manera importante.

Se ha mostrado que si la topologia del grafo est4 fuertemente conectada entonces el
consenso puede ser alcanzado. Por otra parte, si el grafo es balanceado (mismo numero de
vecinos que entran y vecinos que salen), entonces converge asint6ticamente al promedio
del valor inicial del enjambre, el cual es obtenido por el algortimo de consenso asintotico
[25]. Para grafos que no son balanceados el algoritmo de consenso asintético puede ser
modificado para lograr el consenso promedio siempre que cada nodo tenga el conocimiento
del nimero de los vecinos con los que se comunica (vecinos que salen) [7] el cual compensa

la diferencia usando una variable llamada surplus para cada nodo.

Usando el resultado de estabilidad de sistemas conmutados se puede mostrar que ca-
da algoritmo trabaja bajo redes dindmicas cuyas topologias cambian entre fuertemente
conectadas [25, 8]. Estos resultados han sido extendidos, usando Teoria no lineal, para
lograr tiempo finito [31, 34, 37, 41] y consenso con convergencia uniforme (es decir, existe
una cota para el tiempo de convergencia independientemente de las condiciones iniciales)
142, 43].

Por otro lado, existen otros trabajos de consenso en tiempo finito, en donde el acuerdo
entre los agentes es alcanzado en un tiempo definido, esto es presentado en trabajos como
[10], [35] y [37]. Aunque en estos trabajos se presentan tiempos de convergencia en tiempo
finito solo es logrado usando tinicamente topologias fijas de comunicacion.

Es por ello que en este trabajo se presenta un algoritmo de consenso en tiempo finito
que alcanza el acuerdo en un tiempo definido usando topologias de comunicacién bidi-
reccionales tanto fijas como dindmicas. Existen varios trabajos en los que las topologias
también pueden ser dindmicas, sin embargo, a medida que el numero de nodos en el grafo
aumenta el tiempo de convergencia también lo hace, pero el consenso presentado en esta
tesis el tiempo de convergencia crece menos cuando el niimero de nodos en el grafo aumen-
ta. Agregando que el consenso presentado en esta tesis es trabajado en tiempo continuo,
sin embargo, puede extenderse facilmente a tiempo discreto.

1.1. Estado del arte

En esta secci6n se revisardn algunas referencias relevantes para los algoritmos de con-

senso. Se empezara por ilustrar un conjunto de temas de diferentes campos para considerar
perspectivas diferentes sobre el consenso.
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El consenso asintético es un algoritmo que impone la misma dindmica en la informacién
de los estados de cada agente y donde el algoritmo alcanza este acuerdo asintéticamente,
es decir, conforme el tiempo avanza las variables del sistema se aproximan al valor de
acuerdo. Una de las ventajas de este tipo de consenso es que si se trata de una topologia
de comunicacién fuertemente conectada (que la informacién se propague de un nodo a
cualquier otro) el acuerdo alcanzado es el promedio de los estados de los agentes, la des-
ventaja es que la convergencia es asintética lo que significa que la convergencia se logra
en el infinito.

Por otro lado, el consenso en tiempo finito impone la misma dindmica en la informacién
de estados en un tiempo definido, siendo este valor de tiempo, el tiempo de convergencia
del algoritmo. La ventaja de este tipo de consenso es que el tiempo de convergencia es
finito.

A continuacién se presentan algunos trabajos previos relacionados con el consenso
asintético y el consenso en tiempo finito.

En los resultados presentados en [8|, se asegura que el sistema multi-agentes alcanza
el promedio utilizando grafos dirigidos, es decir, que pueden existir comunicaciones uni-
direccionales. Con el fin de alcanzar el consenso promedio, [8] introduce una variable y
requieren conocer el nimero de nodos de salida, es decir, el nimero de nodos que reciben
sus mensajes, en la realidad no siempre se puede tener este caso.

Con el objetivo de solucionar el problema de consenso donde el nimero de nodos y
el tiempo de convergencia es muy grande. Se han desarrollado algoritmos de consenso en
tiempo finito [10|, [33] y [37], los cuales garantizan llegar al consenso en un tiempo definido,
sin embargo, su convergencia crece mas rapido cuando se incrementa el nimero de nodos
en el grafo comparado con el consenso que se presenta en esta tesis.

Otro problema de interés a tratar es el analisis de la convergencia de los algoritmos de
consenso para redes dindmicas con topologias conmutadas en el tiempo. Varios aspectos
de este problema han sido tratados en algunos trabajos previos como son (28|, [29] y
[26], los cuales estan enfocadostiempo definido principalmente en algoritmos de consenso
asintético.

Recientemente, el problema de consenso en tiempo finito ha atraido la atencién de
algunos investigadores. En [10] se introduce el flujo del gradiente descendiente con signo,
el cual sirve como un protocolo discontinuo para la coordinacién en tiempo finito bajo
topologias conectadas no dirigidas. Varias clases de protocolos no lineales tienen como
26| un arbol de expansion que es considerado también por [37] y [40] en sus algoritmos.
Los autores muestran que los algoritmos de consenso en tiempo finito son eficientes si se

3
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proporciona una topologia de comunicacién dirigida que tenga un arbol de expansion.

Un problema de control continuo de tiempo finito de seguimiento es presentado en
[38] para un robot mévil rodado no holonomico seleccionando las ganancias de control
cuidadosamente. La referencia [33] muestra un algoritmo de consenso en tiempo finito
para sistemas multiagentes no lineales, basados en la Teoria de estabilidad de Lyapunov
de tiempo finito se proponen criterios suficientes los cuales garantizan que el sistema
alcanza el consenso en tiempo finito.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de esta tesis es resolver el problema de consenso en tiempo finito,
desarrollando un nuevo algoritmo de consenso no lineal bajo grafos no dirigidos con topo-
logias de comunicacién fijas y dindmicas, basados en la teoria de estabilidad de Lyapunov

de tiempo finito [2].
Se proponen los siguientes objetivos particulares:

1. Proponer un algoritmo que resuelva el problema de consenso en tiempo finito.

2 Demostrar que el algoritmo de consenso converge en tiempo finito mediante la Teoria
de estabilidad de Lyapunov y la teoria de estabilidad en tiempo finito.

3. Validar el algoritmo desarrollado usando topologias de comunicacién tanto fijas como
dindmicas conmutadas en el tiempo usando grafos no dirigidos.

4. Comparar con otros algoritmos la robustez en el tiempo de convergencia conforme
el grafo crece.

1.3. Contribuciones de la tesis

En este trabajo se presenta un algoritmo de consenso para sistemas multi-agentes con
topologias de comunicacién tanto fijas como dinamicas. Basado en la teoria de estabilidad
de Lyapunov, se garantiza la convergencia del algoritmo.

Utilizando la teoria de homogeneidad de campos vectores y de estabilidad en tiempo
finito se logra demostrar el conseso en tiempo finito para topologias fijas y dinamicas.

En el estudio de este problema de consenso, la tasa de convergencia es un parametro
importante para evaluar el propésito del algoritmo.

4
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Dicho algoritmo tiene un mejor desempeno respecto a otros algoritmos reportados
(|9]) a medida que el nimero de agentes aumenta, ya que como se mostrard més adelante,
el tiempo de establecimiento crece menos conforme crece el grafo comparado con otros
algoritmos. Mas adn, el algoritmo propuesto en este trabajo alcanza el consenso atn y
cuando la topologia est4 cambiando en el tiempo.

1.4. Organizaciéon del documento

Esta tesis estd organizada de la siguiente forma.

En el Capitulo 2 se introducen algunos conceptos béasicos sobre Teoria de grafos.

En el Capitulo 3, se muestran los algunos tipos de consenso y sus caracteristicas

En el Capitulo 4, se encuentra la demostracion de la estabilidad y convergencia en
tiempo finito del algoritmo propuesto. Asi como también se realiza una comparacién dela
robustez en el tiempo de convergencia entre el consenso asintético y el algoritmo propuesto,
para los casos de topologias fijas y variantes en el tiempo.

Finalmente se presentan las conclusiones y trabajo futuro en el Capitulo 5.
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CAPITULO 2

]

PRELIMINARES MATEMATICOS

En este capitulo se recolectan las nociones bdsicas de teoria de grafos y algunas otras
teorias que serdn usadas a lo largo de esta tesis. Ademds la base matemdtica de la teoria
de grafos y teoria de matrices en grafos para su posterior aplicacion al consenso, asi como
el andlisis de sistemas no lineales utilizando la teoria de estabilidad de Lyapunov. También
son presentadas las notaciones utilizadas a lo largo de este documento.

2.1. Teoria de grafos

Es natural que el modelo de intercambio de informacién entre agentes es representado
por un grafo dirigido o no dirigido. Suponga que un grupo consiste en n agentes.

Un grafo dirigido G, es un par (V,, E,) donde V,, = 1,2, ...,n es un conjunto no vacio
de nodos y E, C V, X V,, es un conjunto de pares ordenados de nodos, llamado aristas.
El nodo 7 de un grafo dirigido (G,,) representa a un agente y la arista (Z, ) en el conjunto
de aristas de (G,, denota que el agente j puede obtener informacién del agente i, pero no
necesariamente viceversa. Los auto-lazos (i, %) no estan permitidos a menos que se indique
lo contrario. Para la arista (7, ), ¢ es el nodo padre y j es el nodo hijo. En contraste a
un grafo dirigido, los pares de nodos en un grafo no dirigido son desordenados, donde la
arista (, 7) denota que el agente i y j pueden obtener informacién uno del otro. Note que
un grafo no dirigido puede ser visto como un caso especial de un grafo dirigido, donde
una arista (7, ) en el grafo no dirigido corresponde a las aristas (¢,5) y (4,%) en el grafo
dirigido. Si una arista (¢, j) € E,, entonces el nodo 7 es un vecino del nodo j. El conjunto
de vecinos del nodo % es denotado como N;. Un grafo G, es llamado regular cuando cada

7
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nodo tiene el mismo nimero de aristas de entrada y salida.

Un grafo ponderado asocia un peso con cada arista en el grafo. En esta tesis, todos
los grafos son considerados ponderados. La unidén de una coleccién de grafos es un grafo
cuyos conjuntos de nodos y aristas son las uniones de los conjuntos de nodos y aristas de
los grafos en la coleccién.

Una trayectoria dirigida es una secuencia de aristas en un grafo dirigido de la forma
(21, 12), (32,%3), . . . . Una trayectoria no dirigida en un grafo no dirigido es definida analoga-
mente. En un grafo dirigido, un ciclo es una trayectoria dirigida que empieza y termina en
el mismo nodo. Un grafo dirigido es fuertemente conectado si hay una trayectoria dirigida
de cada nodo hacia todos los otros nodos. Un grafo no dirigido es conectado si hay una
trayectoria no dirigida entre cada par de nodos distintos. Un &arbol dirigido es un grafo
dirigido en el cual cada nodo tiene exactamente un padre excepto por un nodo, llamado
raiz, el cual no tiene un padre y tiene una trayectoria dirigida a cada uno de los otros
nodos. Note que un arbol dirigido no tiene un ciclo porque cada arista es orientada hacia
afuera de la raiz. En grafos no dirigidos, un drbol es un grafo en el cual cada par de nodos
estan conectados por exactamente una trayectoria no dirigida.

Definicién 2.1. [[27], Definicion 10] (Orden). El orden de un conjunto de nodos es |V,,| =
card(V,), donde card(-) denota la cardinalidad de un conjunto. De forma andloga se define

el orden del conjunto de arcos como ||E,|| = card(E,).

Definicién 2.2. [[27], Definicion 11] (Grado). El grado o valencia del nodo i € V, es
el nimero de arcos adyacentes de i, y se denota como d;. El grado minimo, mdzimo y
promedio del grafo G, = (V,, E,) se definen respectivamente, como

i CS(GH) —é- min dt',

1€V

® J(Gn) == ma’xdi,

1€Vn

® d(Gn) é |‘}n| Z d,'_.

1€V

Definicién 2.3. [[27], Definicién 23] (Didmetro). La mayor distancia entre cualquier par
de nodos se denomina el didmetro del grafo y se denota por diam(G,).

Definicién 2.4. Un grafo regular es un grafo donde cada nodo tiene el mismo grado o
valencia. Un grafo regular con nodos de grado k es llamado grafo k-regular o grafo regular

de grado k.
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De la definicién de grado se puede notar que el grado del nodo ¢ define inmediatamente
el nimero de adyacencias de i. Ademaés, en un digrafo (grafo dirigido) se puede distinguir
entre el grado de entrada y de salida de un nodo.

Se usaré la Fig. 2.1 para dar algunos ejemplos de las definiciones anteriores. El orden
del conjunto de nodos del grafo es |Vg| = 6 y el grado de los nodos 5 y 3 es 2 y 1
respectivamente, por lo tanto, el grafo de la Fig. 2.1 no es k — regular. Por altimo, el
didmetro entre los nodos 1 y 6 es 2.

Un subgrafo G = (V?,E2) de G, es un grafo tal que, V? C V, y Ef C E, N
(V.2, E2). Un drbol de ezpansion dirigido (V;?, E2) del grafo dirigido (V;,, E,) es un subgrafo
de (V,, E,) tal que (V?, E2) es un arbol dirigido y V? = V,. Un drbol de ezpansion
no dirigido de un grafo no dirigido es definido anilogamente. El grafo (V,, E,) tiene o
contiene un arbol de expansién dirigido si un arbol de expansién dirigido es un subgrafo
de (V,, E,). Note que el grafo dirigido (V,,, E,) tiene un 4rbol de expansi6n dirigido si y solo
si (V,, Fn) tiene un nodo menos con una trayectoria dirigida para todos los otros nodos.
En grafos no dirigidos, la existencia de un arbol de expansién no dirigido es equivalente
si el grafo es conectado. Sin embargo, en grafos dirigidos, la existencia de un arbol de
expansién dirigido es una condicién maés débil que la de ser fuertemente conectado. La Fig.
2.1 muestra un arbol de expansién dirigido que contiene mas de un arbol de expansién
dirigido pero no es fuertemente conectado. Ambos nodos 1 y 2 son raices del arbol de
expansion dirigido porque ambos tienen trayectorias dirigidas hacia todos los otros nodos.
sin embargo, el grafo no es fuertemente conectado porque los nodos 3,4,5 y 6 no tienen
trayectorias dirigidas hacia todos los otros nodos.

Figura 2.1. Grafo dirigido entre seis agentes. Una flecha del nodo 7 al nodo j indica que el agente
7 recibe informacién del agente <.
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2.1.1. Matrices asociadas a un grafo

La matriz de adyacencia A, = [a;;] € R™" de un grafo dirigido G, est4 definida
tal que a;; es un peso positivo si (j,7) € E, y a;; = 0 si (4,7) ¢ E,. Los auto-lazos
no son permitidos (es decir,a; = 0) a menos que se indique lo contrario. La matriz de
adyacencia de un grafo no dirigido es definido an4logamente excepto que a;; = a;Vi # J
porque (j,7) € E, implica que (i,j) € E,. Note que a;; denota que los pesos para las
aristas (,7) € E,. Si los pesos no son relevantes, entonces a;; es un conjunto igual a 1 si
(7,%7) € E,. Un grafo es balanceado si Z}Ll Qi = Z}”=1 aj;, Vi. Para un grafo no dirigido,
A, es simétrica, es decir, AT = A, y en consecuencia cada grafo no dirigido es balanceado.

Se define la matriz £, = [¢;;] € R™*" como

i[ai,-], i=j

Eij — =1 (21)
—Qij, 1 # J.
Note que si (j,%7) ¢ E, entonces ¢;; = —a;; = 0. La matriz L, satisface
£<0,i#£j, Y &;=0,i=1,..,n (2.2)
1=1

Para un grafo no dirigido, £, es simétrico y es llamado laplaciano o mairiz laplaciana.
Sin embargo, para un grafo dirigido, £, no es necesariamente simétrica y es llamada
algunas veces matriz laplaciana no simétrica [1] o matriz laplaciana dirigida [18].

Note que £, en (2.1) puede ser equivalentemente definida como L, = D — A,, donde
D = [d;;] € R™*" es el grado entrante de la matriz dado como d;; = 0,7 # j, y di =
> i-18i,1=1,...,n. La matriz Q = D + A es llamada la matriz laplaciana sin signo
de G(A). Una propiedad importante de la matriz laplaciana £ y la matriz laplaciana sin
signo Q es que son semidefinidas positivas. De hecho, se tiene que Q = MMT y L = NNT
si M es la matriz de incidencia de G(A) y N es la matriz de incidencia dirigida del grafo
dirigido obtenido por la orientacién de las aristas de G(A) en una forma arbitraria.

Para cualquier vector v se tiene que v'Lv =Y ..(vi — v;)? y vIQv = 3 _..(vi — v;)?,
donde la sumatoria es sobre las aristas de G(A).

También note que para grafos dirigidos, la definicién de la matriz laplaciana no simé-
trica dada por (2.1) es diferente de la definicién comin de matriz laplaciana para un grafo
dirigido en la literatura de teoria de grafos ([13]). Sin embargo, en esta tesis se usari la
definicién dada por (2.1) para grafos dirigidos debido a su relevancia en algoritmos de

CoNnsenso.

10
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En ambos casos dirigido y no dirigido, como la suma de los renglones de L,, es cero, 0
es un valor propio de L, asociado al vector propio 1,, el vector columna n X 1 de unos.
Note que L, es diagonalemnte dominante y tiene valores no negativos en la diagonal. Lo
anterior se sigue del Teorema 2.1 (presentado més adelante), para un grafo no dirigido to-
dos los valores propios diferentes de cero de £, son positivos (L,, es semidefinida positiva),
mientras para un grafo dirigido, todos los valores propios diferentes de cero de £, tienen
parte real positiva. Por lo tanto, todos los valores propios diferentes de cero de —L,, tienen
parte real negativa.

Para un grafo no dirigido, 0 es un tinico valor propio de L, si y solo si el grafo no dirigido
es conectado [22|. Para un grafo dirigido, 0 es un dnico valor propio de L, si el grafo
dirigido es fuertemente conectado [11], aunque lo contrario no se sostiene. Para un grafo
no dirigido, sea A;(L,,) el i-ésimo valor propio de £, con A1(£,) < A (L,) < -+ < A(L4),
asi que A\;(£,) = 0. Para un grafo no dirigido, A\3(L,) es la conectividad algebraica, la cual
es positiva si y solo si el grafo no dirigido es conectado [22]. La conectividad algebraica
cuantifica la velocidad de convergencia de los algoritmos de consenso [17].

Ademas el laplaciano cumple con las siguientes propiedades:

1) Si el i-ésimo nodo de G, esti desconectado, entonces [; ; = l;; = 0 para todo j.

ii) Cero es siempre un valor propio de £,, con multiplicidad al menos unitaria. Por lo
tanto, Ao = (),

iii) Si G, est4 desconectado, )y tiene multiplicidad mayor que uno.
iv) Si G,, es conectado entonces \; > 0.
v) La multiplicidad de ) indica cuantos componentes conectados tiene G,,.

vi) El valor de Fiedler [12] o conectividad algebraica, A, es el minimo valor propio
distinto de cero de L,,.

Dada una matriz S = [s;;] € R™™", el grafo dirigido de S, denotado por G(S), es el
grafo dirigido con un conjunto de nodos V;, = {1,...,n} tal que hay una arista en G(S) de
j aisiy solosis;; # 0 [15]. En otras palabras, los elementos de la matriz de adyacencia
satisfacen a;; > 0si s;; #0y a;; = 0si s;; = 0.

18|
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2.2. Teoria de matrices en grafos

En esta seccion se presentan las siguientes definiciones, lemas y teoremas necesarias
para la teoria de grafos.

Teorema 2.1. [[30], Teorema C1] Sea A = [a;;] € R**", y sea

n
Ri(A)= Y  layl, i=1,...,n, (2.3)
j=1,j#i
denota la suma de los absolutos de las filas de A. Entonces todos los valores propios de A
son localizados en la unidn de n discos

U{z €C:|z—ay| < R)(A)} = G(A). (2.4)

i=1
Ademds st la union de k de estos n discos forman una region conectada que es disjunta
del resto de n —k discos, entonces hay precisamente k valores propios de A en esta region.

La matriz A € R™*" se dice reducible si cumple cualquiera de los siguientes casos

)n=1y A=0,

ii) n > 2 y existe una matriz de permutacién P € R™*" tal que PT AP es de la forma
triangular superior a bloques.

Una matriz es irreducible si no es reducible.

Teorema 2.2. [[30], Teorema C8] La matriz A = [a;;] € R™*" es irreducible si y solo st
G(A) es fuertemente conectado.

Un vector z o matriz A son no negativos (positivos), denotado como z > 00 A > 0
(z > 0 0 A > 0), si todos sus elementos son no negativos (positivos). Para matrices no
negativas, A > B (A > B) implica que A — B es una matriz no negativa (positiva).

Una matriz cuadrada no negativa es estocéstica por filas si la suma de cada fila es 1 [15].
Cada matriz estocéstica por filas tiene 1 como valor propio con un vector propio asociado
1,.. El radio espectral de una matriz estocastica por filas es 1 porque tiene a 1 como valor
propio y por el Teorema 2.1 implica que todos los valores propios estan contenidos dentro
del circulo unitario. La matriz estocéstica por filas A es irreducible y no periédica o STA
(del inglés stochastic indecomposable aperiodic) si el limg_, A® = 1,07, donde v es un

12
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vector columna [39|. Dada una matriz estocéastica por filas S = [s;;| € R"*", se define la
funcién matricial

1,82

X(S)=1-min) min(s;, j, 8iy;)- (2.5)
1

Note que X (S) < 1 para toda matriz estocéstica por filas S. Si X(S) < 1, S es una
matriz scrambling. También note que X (S) = 0 si y solo si las filas de S son idénticas [39].

2.3. Teoria espectral de grafos

El conjunto de los valores propios de la matriz asociada al grafo GG es conocido como el
espectro de G y es denotado como S,(G). Aqui se calcularan los espectros de algunos de
los grafos usados a lo largo de este documento. También se presenta el Teorema de Sach
para el espectro de un grafo de linea. Todos los grafos considerados en esta subseccién son
finitos y no dirigidos.

2.3.1. El espectro de un grafo

El espectro de un grafo finito G(A) esta definido por el espectro de la matriz de adyacen-
cia A, es decir, el conjunto de sus valores propios y sus multiplicidades. Se denota por ); al
i-ésimo valor propio de G(A) y se ordenaran los valores propios como A\; < Ay < -+ < A\,
El espectro de G(A) cumple que:

o 2"3,;” < /\ﬂ < 2”En””Vn|—1!

Va| — o |Vnl
« 51 G, es un grafo completo, entonces \; = |V,| —1sii =ny A\; = —1 en caso
contrario.

8 Ap — Ap-1 < Ivnl
« Si el didametro de G, es d, entonces .A,, tiene al menos d+ 1 valores propios distintos.

= Si G, es k — regular entonces su espectro es k,6s,...,60,. Ademéas el complemento
de G, tiene los mismo vectores propios que Gy, y el espectro de G¢ es |V,,| — k —
1,"—1 "‘92,-..,_1—971-

s Si G, es un grafo de linea entonces \; > —2.

13
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El espectro del laplaciano de un grafo finito no dirigido es el espectro de la matriz
laplaciana L,,.

Los renglones y columnas de una matriz de orden n son numerados de 1 a n, mientras
que A, esté4 respecto a los nodos de G(A). Sin embargo, el espectro de la matriz obtenido
no depende de la numeracién elegida. El espectro de la transformacién lineal A en el
espacio vectorial K'» del mapeo de V,, en K, donde V, es el conjunto de nodos y K es

algin campo como R o C.
El polinomio caracteristico de G(A) es obtenido de .A, es decir, el polinomio p4 esta

definido por p4(A) = det(AI — A).
Ejemplo 2.1: Sea G(A) y la trayectoria P; con tres nodos y dos aristas. Asignan-
do algtn orden arbitrario para los tres nodos de G(A), se encuentra que la matriz de

adayacencia A llega a ser una de las siguientes

01 1 0 10 0 0 1
1 00 olt 0 1] of0 0 1 (2.6)
1 0 0 0 1 0 110

El polinomio caracteristico es p4(A) = A3 — 2. El espectro es v/2,0, —v/2. Los vectores

propios son

2 1 2
0|, 0], [—2 (2.7)
V2 =, V2
En este trabajo se denota un vector propio v como v; como una etiqueta para el nodo
i. Se tiene Av = Av si y solo si ) _; ,.v; = Av; para todo i. La matriz laplaciana L, de

estos grafos es una de las siguientes

2 -1 -1 1 -1 0 1 0 -1
-1 1 0} o|]-1 2 -1|] o|0 1 -1 (2.8)
-1 0 1 0 -1 1 -1 -1 2

Sus valores propios son 0,1 y 3. Los vectores propios del laplaciano son

1 i 1
]. ) 0 ’ _2 (2.9)
1 ~1 1

Se tiene Lv = Av si y solo si E,-.-...,- v; = (d; — \)v; para todo 7, donde d; es el grado del

nodo z.
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Ejemplo 2.2: Sea G(A) un tridngulo dirigido con una matriz de adyacencia
010
0 0 1 (2.10)
1 00
2

Entonces A, tiene un polinomio caracteristico p4(A) = A* — 1 y un espectro 1, w, w?,
donde w es una raiz cubica primitiva de la unidad.

2.3.2. El espectro de un grafo no dirigido

Suponga que G(A) es un grafo no dirigido con n nodos. Como A es real y simétrica,
todos sus valores propios son reales. También para cada valor propio A su multiplicidad
algebraica coincide con su multiplicidad geométrica, asi que se puede omitir el adjetivo y
solo hablar acerca de la "multiplicidad" Los elementos algebraicos conjugados tienen la
misma multiplicidad. Como .A tiene una diagonal de ceros, su traza y por lo tanto la suma
de sus valores propios son cero.

Similarmente L es real y simétrica, asi que el espectro del laplaciano es real. Sin em-
bargo, £ es positiva definida y singular (determinante igual a cero), asi se puede denotar
a los valores propios por A1,...,Ap, donde 0 = A\; < Ap < -+ < A,. La suma de estos
valores propios es la traza de L, la cual es dos veces el numero de aristas de G(A).

Finalmente, también Q tiene un espectro real y valores propios no negativos (pero no
es necesariamente singular). Entonces se tiene que la traza de @ es igual a la traza de L.

Ahora se presentan algunos grafos usados en esta tesis y sus espectros. Todos los grafos
presentado a continuacion son finitos y no dirigidos.

El grafo completo: Sea G(.A) un grafo completo con n nodos. Su matriz de adyacencia
es A= J — I, donde J es una matriz con todos sus elementos igual a 1. El espectro de
G(A) es (n — 1), (=1)*"! (en este documento el exponente denota la multiplicidad). La
matriz laplaciana es n/ — J, la cual tiene un espectro 0!, n"*.

El grafo circular: Sea G(A) no dirigido con un n — ciclo (grafo circular). El espectro
consiste de los valores propios 2cos (2—;'1) (=0,...,n—1). Este grafo es regular de grado
2, entonces el espectro del laplaciano consiste de los valores propios 2 — 2cos (2—:1) (1 =
0,...,n—1).

El grafo de linea: Sea G(A) un grafo de linea con n nodos, donde dos nodos son
adyacentes si la arista correspondiente de G(A) tiene un punto final en comin. Si C es
la matriz de incidencia de G(A), entonces CTC — 2I es la matriz de adyacencia de G(A).
Como CTC es semidefinida positiva, los valores propios de un grafo de linea son menores
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que —2. Se tiene una foérmula explicita para los valores propios de G(A) en términos de
los valores propios del laplaciano de G(A).

Proposicién 2.1. [[6], Proposicion 1.4.1] Suponga que G(A) tiene m aristas, y sea p1 2
.+« > p, los valores propios positivos del laplaciano de G(A), entonces los valores propios
de L(G(A)) son \i=p;—2parai=1,...,1, y\i=—-2s8ir<i<m.

Demostracion. La matriz laplaciana Q de G(A), y la matriz de adyacencia B de G(A)
satisfacen Q = NNT y B+ 21 = NNT, debido a que NNT y NTN tienen el mismo valor
propio en cero (incluyendo multiplicidades). u

2.3.3. Valores y vectores propios del Laplaciano

2.3.3.1. El valor propio mas grande

El valor propio méas grande de un grafo es conocido también como su radio espec-
tral. La informacién bésica acerca del valor propio méas grande de un grafo dirigido es
proporcionada por la teoria de Perron-Frobenius.

Proposicién 2.2. [[6], Proposicion 38.1.1] Cada grafo G(A) tiene un valor propio real g
asociado a un vector propio real no negativo, tal que, para cada valor propio A se tiene
IA| < Ap. El valor \g(G(A)) no incrementa cuando los nodos o aristas son removidos de

G(A).

Asumiendo que G(A) es fuertemente conectado. Entonces

s )\o tiene multiplicidad 1.

» Si G(A) es primitivo (fuertemente conectado tal que no todos los ciclos tienen una

longitud que es un mailtiplo de algunos elementos d > 1), entonces |A\| < Ao para
todos los valores propios A diferentes de Ag.

s El valor \o(G(A)) decrece cuando los nodos o las aristas son removidos de G(A).

Ahora, sea G(A) no dirigido. Por la teoria de Perron-Frobenius existe una cota superior

e inferior para el valor propio méas grande de un grafo conectado. Note que A es irreducible
si y solo si G(A) es conectado.

Proposicién 2.3. [[6], Proposicion 3.1.2] Sea G(A) un grafo conectado con el valor propio
mds grande \;. Si G(A) es regular de valencia k, entonces A, = k. Por otro lado, se tiene
kmin < k < A\ < kmaz donde kmin, kmaz ¥ k son el grado minimo, mdzimo y promedio.
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La prueba de esta proposicién se encuentra en [6].

Para grafos no necesariamente conectados, se tiene k<M < kmoz, ¥ kK= A1 siy solo
si G(A) es regular. Si A\; = knq. entonces solo se conoce que G(A) tiene un componente
regular con esta valencia, pero G(A) no necesariamente es regular. Como se nota en la
Proposicién 2.2, el valor propio méas grande de un grafo conectado decrece estrictamente
cuando alguna aristas son eliminadas.

2.3.3.2. El segundo valor propio mas pequeno

Sea G(A) un grafo con al menos dos nodos. El segundo valor propio méas pequeiio del
laplaciano u3(G(A)) es llamado conectividad algebraica del grafo G(A). Este concepto fue
introducido por Fiedler [12].

Proposiciéon 2.4. [[6], Proposicion 1.8.7] La multiplicidad del valor propio 0 del lapla-

ciano de un grafo no dirigido G(A) es igual al nimero de componentes conectados de
G(A)

Ahora, por la Proposiciéon 2.4, x2(G(A)) > 0, con igualdad si y solo si G(A) es desco-
nectada.

La conectividad algebraica es monétona, es decir, que no decrece cuando se agregan
aristas al grafo.

Proposicién 2.5. [[6], Proposicion 1.7.1] Sea G(A;) y G(A2) dos grafos con aristas dis-
juntas con el mismo conjunto de nodos, y su union G(A;) U G(Ay). Se tiene usy(G(A;) U

G(Az)) = pu2(G(A1) U u2(G(Az2)) = p2(G(A1)).

Las pruebas de las proposiciones anteriores se encuentran en [6].
Note que la conectividad algebraica es la cota minima de aristas para algin nodo del
grafo.

2.4. Teoria de estabilidad de Lyapunov

Para el analisis de estabilidad del algoritmo de consenso propuesto en esta tesis, es
necesario explicar las nociones sobre la teoria de estabilidad de Lyapunov.

Sea ||-|| para denotar una norma en el espacio R". Se usaran R, R, y R, para denotar
nimeros reales extendidos (los cuales afladen dos elementos, +00 y —o0), no negativos
y extendidos no negativos, respectivamente. También se usa A y bdA para denotar la
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cerradura y la acotacién del conjunto A, respectivamente. Se llamard a un conjunto de
A € R™ acotado si A es compacto. Finalmente se denotar4 la composicién de dos funciones
U:A->ByV:B—>CporVoU:A—C.

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales

y(t) = f(y(2)), (2.11)

donde f : D — R™ es continua en una vecindad abierta D C R” en el origen y f(0) = 0.
Una funcién continuamente diferenciable y : I — D se dice que es una solucidn de (2.11)
en el intervalo I C R si y satisface (2.11) para todo ¢t € I. La continuidad de f implica
que para cada z € D existe 79 < 0 < 7; y una solucién y(-) de (2.11) definido en (7o, 71)
tal que y(0) = z [2]. Una solucién y se dice que es derecha mdrimamente definida s1 y no
puede ser extendida a la derecha (ya sea tinica o no tinica) a una solucién de (2.11). Cada
solucién de (2.11) tiene una extensién que es derecha maximamente definida |2]. Para su
uso posterior se presentan los siguientes resultados de soluciones acotadas de (2.11).

Proposicién 2.6. Si y : [0,7) =& D es una solucion derecha mdrimamente definida de
(2.11), tal que, y(t) € K para todo t € [0,7), donde K C D es compacto, entonces T = 00.

Se supone que (2.11) posee soluciones inicas en el tiempo positivo (¢*) para toda con-
dicién inicial excepto posiblemente en el origen en el sentido de que para cada =z € D\{0}
existe 7, > 0, tal que, si y; : [0,71) = Dy y2 : [0,72) = D son dos soluciones derechas
méaximamente definidas de (2.11) con y;(0) = y2(0) = z, entonces 7, < min{n, T2}y
y1(t) = y2(t) para todo t € [0, 7). Sin perder generalidad, se puede suponer que para cada
T, T, es elegido para ser el nimero més grande en R,. En este caso, se denota por ¥(-, )
o alternativamente 1°(-) la 1unica solucién de (2.11) en [0, 7;) satisfaciendo ¥(0, z) = z.

Note que %* no puede ser extendida inicamente a la derecha como solucién de (2.11)
porque si 7, < oo conforme ¢ — 7, tampoco (¢, x) se aproxima a bdD |2|, en tal caso
¥/* no puede ser extendida a la derecha como una solucién de (2.11) o (¢, z) se aproxima
a 0 con (2.11) teniendo soluciones no tnicas empezando en 0, en tal caso 1* puede ser
extendido a la derecha como solucién de (2.11) en més de una forma.

Si (2.11) no tiene soluciones tinicas para t* a partir de la condici6én inicial 0, entonces
Y es definida en un subconjunto abierto relativamente de R, x D\{0} sobre D\{0}.
Si (2.11) posee una solucién tnica en ¢t a partir de la condicioén inicial 0, entonces ¥
estd definida en un subconjunto abierto relativamente de R, x D sobre D y para cada
r € D,Y* : [0,7;) = D es la solucién tnica maximamente definida de (2.11) para la
condicién inicial z. La singularidad en t* y la continuidad de f implica que 9 es continua
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en el dominio de la definicién [2]| y define un semifiujo local [4]| en D\{0} o D, segln sea
el caso.

Definicién 2.5. Se dice que el origen es un punto de equilibrio estable de tiempo finito
(2.11) si existe una vecindad abierta del origen N C D y una funcion T : N\{0} — (0, o0)
llamada la funcion de tiempo de establecimiento, tal que se cumple lo siguiente:

(i) Convergencia en tiempo finito: Para cada x € N\{0}, ¢ estd definida en [0, T(x)), *(t) €
N\{0} para todo t € [0,T(z)) y limyr(z) ¢¥*(t) = 0.

(i1) Estabilidad de Lyapunov: Para cada vecindad abierta U, de 0 existe un subconjunto
abierto Us de N conteniendo 0, tal que, para cada = € us\{0},¢¥*(t) € U, para todo
t € [0,T(z).

El origen se dice ser un punto de equilibrio globalmente estable de tiempo finito si es
un punto de equilibrio tizempo finito estable con D = N = R™.

La siguiente proposicién muestra que si el origen es un punto de equilibrio tiempo finito
estable de (2.11), entonces (2.11) tiene una solucién Gnica en R, para cada condicién inicial
en una vecindad abierta de 0, incluyendo el 0 en si mismo.

Proposicion 2.7. Suponga que el origen es un punto de equilibrio tiempo finito estable
de (2.11). Sea N C D y sea T : N\{0} — (0,00) como en la Definicion 2.5. Entonces v
estd definida en Ry x N y 9(t,z) = 0 para todo t > T(z),z € N, donde T(0) = 0.

La prueba de la proposicién anterior se encuentra en [2].

La Proposiciéon 2.7 implica que si el origen es un punto de equilibrio tiempo finito
estable de (2.11), entonces la solucién de (2.11) define un semifiujo global [32| en N, es
decir, ¥ : R, x N = N es una funci6n continua que satisface:

Y(t,¥(h,z)) = P(t + h, z) (2.13)

para cada x € N y t,h € R,. Adicionalmente 1 satisface

V(T(z)+t,z)=0 (2.14)

paratodoz € Nyt € R,.
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La Proposicién 2.7 también indica que es razonable extender T a todo N definiendo
T'(0) = 0. Abusando un poco de la terminologia, estd extensién serd llamada también
funcion de tiempo de establecimiento. Se puede ver ficilmente de la Definicién 2.5 que
para toda z € N,

T(z) = inf{t € R, : ¢¥(t,z) = 0}. (2.15)

Ejemplo 2.3: Considere el siguiente sistema escalar

y(t) = —k sign(y(t))ly ()] (2.16)
donde sign(0) =0,k > 0y a € (0,1) es continua en todos lados y localmente Lipschitz en
todos lados excepto en el origen. Por lo tanto, cada condici6n inicial en R\{0} tiene una

solucién tnica en el tipo positivo en un intervalo de tiempo pequeno. El semiflujo global
de (2.16) se puede obtener facilmente mediante la integracién directa

I

uto) =sign@llal = - k(1 -a)il - t<gigle, 240
= 0, t > gyl = #0, |
—0, bl *=0

Es claro de (2.17) que (i) en la Definicién 2.5 es satisfecho con D = N = R y la funcién
de tiempo de establecimiento 7" : R — R, dada por

1
=)

La estabilidad de Lyapunov sigue considerando, por ejemplo, la funcién de Lyapunov
V(z) = z* Por tanto, el origen es un punto de equilibrio globalmente estable de tiempo
finito de (2.16). Note que T es Hélder continua pero no Lipschitz continua en el origen.

La siguiente proposicién muestra las propiedades de la Funcién de tiempo de estable-

T(z) = ol (2.18)

cimiento de un sistema estable en tiempo finito.

Proposicion 2.8. Suponga que el origen es un punto de equilibrio estable en tiempo finito
de (2.11). Sea N C D como en la Definicion 2.5 y sea T : N — R, la funcion de tiempo
de establecimiento. Entonces los siguientes enunciados se cumplen

(i) Siz e N yt € R, entonces

T(Y(t, z)) = maz{T(z) — t,0}. (2.19)
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(i1) T es continua en N si y solo si T es continua en 0.

(#1) Para cada r > 0, eriste una vecindad abierta U, C N de 0 tal que, para cada
z € U, \ {0},

T(z) > r|z]. (2.20)

La prueba de la Proposicién 2.8 se encuentra en [2].

La Proposicion 2.8 (i7) es significativa porque la estabilidad en tiempo finito no implica
que la funcién de establecimiento T es continua en el origen. En efecto, como se muestra
en el siguiente ejemplo, la funcién de tiempo de establecimiento puede ser no acotada en
cada vecindad del origen.

Ejemplo 2.4: Considere el sistema (2.11) con D={z € R:|z| <1}y f: D> R

dada por
= 0, z = 0. '
El sistema definido por (2.21) es continuo y tiene un semiflujo global
In |z|
pth, x) = sz'gn(a:)el"'“nlx‘, i < 1 : ; z € D\ {0},
: g o . (2.22)

= 0, t__lnl:r\’ z € D\ {0},
= (), t >0, i =

De la solucién (2.22), es claro que 0 es un punto de equilibrio estable en tiempo finito

en la vecindad N = D y la funcién de tiempo de establecimiento, la cual es continua, est4
dada por

1
Tia] = “Inla] z € D\ {0}, (2.23)

= (), T = 1.

Dado que el lim,_,o+ para cada v > 0, se sigue que para cada v > 0, %;1 es no acotada

en cada vecindad borrada de 0. Por lo tanto, no es Holder continua en el origen.
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2.5. Funciones Homogéneas

Definicién 2.6. Una funcidn V : R® — R es homogéneo de grado | con respecto a la

dilatacion
Ax(zy,Zo,y...,Zp) = (A 2q,...,A™2,),donde m;>0,2=1,...,n (2.24)
st y solo si
V(Azy,...,A™z,) = AV (zy,...,2s), paratodo X > 0. (2.25)
La dilatacion (2.24) correspondiente a ry = -+- =1, = 1 es la dilatacién estdndar en
Rﬂ

Una funcién polinomial homogénea de n variables forma un ejemplo comiin de funcio-
nes homogéneas. La dilatacién en este caso es la dilatacién estdndar en R™. Las funciones
homogéneas definidas positivas de grado 1, usualmente son llamadas como normas homo-

géneas.

2.6. Campos vector homogéneos

Definicién 2.7. Un campo vector f(x)x € R™ es homogéneo de grado q con respecto a la
dilatacion (2.24) si y solo si el i-ésimo componente f; es homogéneo de grado q + r; con
respecto a (2.24), esto es

Fill A %1y e ey X)) = AT (23,0 00580)y AP 0ii=1,..40 (2.26)

Es claro de (2.26) que un campo vector continuo no constante que es homogéneo con
respecto a la dilatacién de la forma Ay,(z3,...,Z,) = (A\™21,...,A™z,) no puede tener
componentes acotados.

2.7. Estabilidad en tiempo finito de sistemas homogé-

neos

Definicién 2.8 (15). Considere el sistema no lineal

= flx]. (2.27)
El origen de (2.27)
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= converge en tiempo finito si existe una vecindad abierta del origen D C X y una
funcion T : D{0} — (0,00), llamada funcion de tiempo de asentamiento, tal que
Vzo € D, la solucidn ¥(t, o) del sistema (2.27) es definido en [0, T(zo)|, ¥(t, zo) €
D{O} para [O,T(.‘.'L'g)] Y lim ‘l,b(t,.."&‘o) =1,
t—T(z0)
El origen de (2.27)
e es estable en tiempo finito si es estable y converge en tiempo finito.

s es globalmente estable en tiempo finito si es estable en tiempo finito con D = X = R™.

Teorema 2.3 ([3], Teorema 7.1). Sea f(x), £ € R™ un campo vector homogéneo de grado
q con respecto a (2.24). Entonces el origen de (2.27) es estable en tiempo finito si y solo
st es asintoticamente estable y q < 0.
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CAPITULO 3

e

ALGORITMOS DE CONSENSO

En este capitulo se presentan algunos algoritmos de consenso asintdticos y de tiempo
finito, asi como su andlisis en topologias de comunicacion fijas y variantes en el tiempo.

La idea basica de un algoritmo de consenso es imponer una dinamica similar en la
informacion de estados de cada agente. Si la red de comunicacién entre agentes es una
comunicacion continua o si el ancho de banda de comunicacién es suficientemente gran-
de, entonces la actualizacién de la informacién de estados de cada agente es modelado
utilizando una ecuacion diferencial.

Suponga que existe un grupo de n agentes. La topologia de comunicacién del grupo
puede ser representada por un grafo dirigido G, = (V,, E,), donde V,, = {1,2,...,n} es
el conjunto de nodos y E, C V,, X V,, es el conjunto de aristas, para modelar la topologia
de interaccién entre los n agentes. Sea A, = [a;;] € R™*" y £, = [{;;] € R™™", respec-
tivamente, la matriz de adyacencia y la matriz laplaciana no simétrica asociada a G,,.
Note que un grafo no dirigido puede ser visto como un caso especial de un grafo dirigido.
Un grafo dirigido toma en cuenta el caso general donde el flujo de informacién puede ser
unidireccional. Los enlaces de comunicacién unidireccional son utiles cuando, por ejemplo,
algunos robots (agentes) pueden ser robots en un grupo heterogeneo tienen transcepto-
res, mientras otros robots menos equipados solo tienen receptores. Adema en el caso de
intercambio de informacion a través de sensores locales, los robots son equipados con sen-
sores que solo tienen un campo de visién limitado, el cual puede resultar en topologias de
comunicacién dirigidas. Por ejemplo, en la Fig. 3.1 se muestras tres diferentes topologias
de comunicacién para 3 agentes. La topologia de comunicacién puede ser variante en el
tiempo o invariante en el tiempo.
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Considere la informacién de estados como una dindmica tipo integrador como se mues-
tra a continuacion

ult) =wll), ¥=1inu ;M (3.1)

y el algoritmo de consenso de tiempo continuo [26], [29],[16],]20] m4s comin est4 dado

por

wit) = — Y ag(®)(t) — i), i=1,...,n (3.2)

j=1

donde a;;(t) es el elemento (i,7) de la matriz de adyacencia A,(t) € R"*" asociada a
Gn(t) en el tiempo t, z; € R™ es la informacién de estados del i-ésimo agente y u; € R™
es la informacién de la entrada de control del i-ésimo agente. Colocar a;;(t) = 0 denota el
hecho de que el agente i no puede recibir informacién del agente j. Una consecuencia de
(3.2) es que la informaci6n de estados z;(t) del agente 7 esta dirigida hacia la informacion
de estados de sus vecinos. La pregunta critica est4 en jcudndo la informacién de estados

de todos los agentes converge a un valor comin?

Aunque (3.2) asegura que la informacién de estados del grupo de acuerdo converge,
no impone un valor comin especifico. Por ejemplo, considere un problema cooperativo de
reunién donde un grupo de agentes se encarga de llegar simultdneamente a una posiciéon
especifica conocida por los agentes. Debido a que el tiempo de reunién no esta dado y puede
necesitar un ajuste en respuesta a perturbaciones, el grupo necesita alcanzar el consenso en
el tiempo de reunién. Para hacer esto, cada agente crea primero su informacién de estados
r; que representa el tiempo de reunién acordado del i-ésimo agente. Para inicializar su
informacién de estados, cada agente determina un tiempo en el cual es capaz de reunirse
con el grupo y coloca z;(0) en ese valor. Entonces cada miembro del grupo se comunica

con sus vecinos y negocia un tiempo de llegada usando el Algoritmo (3.2).

Note que (3.2) no permite especificar una informacién de estados deseados.

En la Seccién 3.1 se muestra que si la topologia de comunicacién es fija y las ganancias
a;; son invariantes en el tiempo, entonces el valor asintético comun es una combinacién

lineal de la informacién inicial de estados. En general, es posible garantizar que solo el
valor comtn es una combinacién convexa de la informacién inicial de estados.
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(a) (b) (c)

Figura 3.1. Tres topologfas diferentes de comunicacién para 3 agentes. La topologfa (c) es fuer-
temente conectada porque hay una trayectoria directa entre cada para de nodos. Sin embargo,

(a) y (b) no son fuertemente conectados.

La dindmica (3.1) y el algoritmo de consenso (3.2) pueden ser reescritos de forma
matricial como

:E(t) - _[En(t) ® Imlx(t)! (33)

donde z = [z{,...,zI]7 es la informacién de estados y L,(t) = [€i;(t)] € R™ " es la
matriz laplaciana no simétrica asociada a G,(t) en el tiempo ¢t y ® denota el producto de
Kronecker. Con (3.2), el consenso es logrado o alcanzado por un grupo de agentes si, para
todo z;(0) y para todo ¢,7 = 1,...,n,|z;(t) — z;(t)| = 0, conforme t — oo.

Cuando la comunicacién entre agentes ocurre en un instante discreto, la informacién
de estados es actualizada usando una ecuacién de diferencias. El algoritmo de consenso en
tiempo discreto méas comiin tiene la forma [16],{23],[29], [36]

‘.'Bi[k‘ - 1] = i dij[k']ﬂ}][k], g o= ] e 10, (34)

donde k € {0,1,...} es el indice de tiempo discreto que denota un evento de comu-
nicacion; d;;[k] es el elemento (%, j) de la matriz estocéstica por filas D, = [d;;] € R**"
en el indice discreto k con la suposicién adicional que d;;[k] > 0 paratodai=1,...,ny
d;;|[k] > 0 para toda ¢ # j, si (j,i) € z, y dij[k] = 0 en otro caso. Intuitivamente, la infor-
macion de estado de cada agente es actualizada con el peso promedio de su actualizacion
de estado y la actualizacién de estado de sus vecinos.

Note que un agente mantiene su informacién de estado actualizada si no intercambia
informacion con otro agente en ese instante. La ecuacién (3.4) puede ser reescrita de forma

matricial como

zlk + 1] = (D, [k] ® I,)z[k]. (3.5)
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Con (3.4) el consenso es logrado o alcanzado si, para todo z;[0] y para todo i,j =
Lyeoswyth I-Ti[k] — a:j[k]| — 0, conforme £ — o0.

Note que los algoritmos de consenso (3.2) y (3.4) son distribuidos en el sentido de
que cada agente necesita solo informacién de sus vecinos. Se utiliza Gn(t) y Gplk] para
denotar la topologia de comunicacién conmutada para (3.2) y (3.4), respectivamente. Para

una topologia de comunicacién dada, los pesos a;;(t) en (3.2) y di;[k] en (3.4) puede ser
variantes en el tiempo para representar el cambio de la comunicacién entre los agentes.

Como un resultado, ambos L,(t) en (3.3) y D,[k] en (3.5) pueden ser cambiantes en el
tiempo.
Se tiene el siguiente resultado preliminar:

Lema 3.1. [[80], Lema 2.2] El algoritmo de tiempo continuo (3.2) alcanza el consenso

asintoticamente si y solo st

t t o)
tf)(t, 0) — In +/ —En(al)dm -+ / *—Ln((n)f _.Cn(Jz)do'gdG'1 + 0= ].nCT, (36)
0 0 0

conforme t — oo, donde I, es la matriz identidad n X n, 1,, denota el vector columna n X1
con todos sus elementos iqual a 1, y c es un vector de n coeficientes constantes

La prueba del resultado anterior se encuentra en [30].

3.1. Algoritmo de consenso con topologia fija

En esta seccién se asume que la topologia de comunicacién entre los agentes es inva-

riante en el tiempo y los pesos a;; en (3.2) y d;; en (3.4) son constantes, por lo que, £,
en (3.3) y D, en (3.5) también son constantes. Se presentaran condiciones necesarias y
suficientes para el consenso de informacién usando el algoritmo de tiempo continuo ya
que para fines de esta tesis los resultados con el algoritmo de tiempo discreto no seran

tratados.
En las siguientes subsecciones se considera el caso donde la informacién de estados es

constante. Posteriormente el caso donde la informacién de estados evoluciona en el tiempo.

3.1.1. Consenso estatico

Es necesario enunciar lo siguiente para encontrar un resultado de interés para este

documento.
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Lema 3.2. [[30], Lema 2.4/ Dada una matriz A = [a;;] € R™", donde a; < 0,a;; >
0,Vi# 3, v 2};1 a;; = 0 para cada 1, entonces A tiene al menos un valor propio en cero
con un vector propio asociado de 1, y todos los valores propios diferentes de cero estdn en
el semiplano izquierdo del plano complejo. Ademds, A tiene ezactamente un valor propio

en cero si y solo si el grafo dirigido de A, denotado por G(A), tiene un drbol de expansion
dirigido.

Corolario 3.1. [[30], Corolario 2.5] La matriz laplaciana no simétrica L, de un grafo
dirigido tiene un valor propio en cero con un vector propio asociado de 1, y el resto de
los valores propios estdn en el semiplano derecho del plano complejo si y solo si el grafo
dirigido tiene un drbol de expansion.

Las demostraciones de los resultados que corresponden al Lema 3.2 y al Corolario 3.1,
se encuentran en [30].

Ahora, se mostrara que el grupo de agentes alcanza el consenso asint6ticamente usando
el algoritmo de consenso en tiempo continuo (3.2) si —£, en (3.3) tiene exactamente un
valor propio en cero y el resto de los valores propios estin en el semiplano derecho del
plano complejo. El siguiente resultado también calcula el valor de la informacion de estado
que es alcanzado a través del proceso de consenso.

Lema 3.3. [[30]/, Lema 2.6] Si L,, es la matriz laplaciana no simétrica de n x n, enton-
ces et Wt > 0, es una matriz estocdstica por filas con valores positivos en la diagonal.
Agregando, rank(L,) = n — 1 si y solo si L, tiene un unico valor propio en cero. Mds
ain, si L, tiene un inico valor propio en cero y v = [vy,...,v,]" > 0 satisface 1Zv =1y
LTy =0, entonces e %t — 1,07, conforme t — oo.

La prueba del resultado anterior corresponde al Lema 2.6 en [30].

Note que si se reemplaza —L,, por 7L, en (3.3), donde v > 0, se incrementa la velocidad
del consenso al aumentar . La solucion de (3.3) con esta nueva matriz est4d dada por
z = e"“ntz(0), el cual converge més rapidamente que la solucién original, si se elige v > 1.

El siguiente teorema muestra las condiciones necesarias y suficientes para el consenso
con una topologia de comunicacion invariante en el tiempo y valores constantes a;;.

Teorema 3.1. [/80], Teorema 2.8] Suponga que A,, es constante. El algoritmo (3.2) alcan-
za el consenso asintdticamente si y solo si el grafo dirigido G,, tiene un drbol de expansidn.
En particular, z;(t) — Y ., v;iz;(0) conforme t — oo, donde v = [vy,...,v,]7 > 0,17y =
1, y LTv = 0.
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Demostracion. (Suficiencia). Del Lema 3.1, se necesita mostrar que efnt 5 1,.cT, donde
c es un vector n x 1. Obviamente —L, en (3.3) asociado a G, tiene las mismas propiedades
que A, en el Lema 3.2. El hecho de que G, tiene un arbol de expansi6én dirigido implica
que el grafo dirigido de —L,, tiene un arbol de expansién dirigido. Ademés, del Lema
3.2 se sabe que —L,, tiene exactamente un valor propio en cero y el resto de los valores
propios estan en el semiplano derecho del plano complejo. Como un resultado, se sabe que
el algoritmo de tiempo continuo (3.2) alcanza el consenso asintoticamente de acuerdo al
Lema 3.3. Con (3.2), la solucién de (3.1) esta dada por z;(t) = > i, vizi(0),i =1,...,n,
conforme ¢t — oo.

(Necesidad). Suponga que el algoritmo (3.2) alcanza el consenso asintoéticamente pero que

Gn no tiene un arbol de expansién dirigido. Entonces existen por lo menos dos agentes
i y j tales que no hay una trayectoria en G, que los contenga. Ademas es imposible la
comunicacién de datos entre estos dos agentes dentro del consenso, lo cual implica que el

consenso no es alcanzado asintéticamente. [

3.1.2. Consenso dinamico

Note que un término de perturbacién puede existir en (3.2). La perturbacién puede re-
presentar una sefal externa o una perturbacién. Como resultado, el algoritmo de consenso

(3.2) se reescribe como

U; = —Zaij(mi —:cj)+w,-, g = 1,...,77,, (37)
7=1

donde w; € R™ denota el término de perturbacion.
En el caso especial donde la informacién de estados de cada agente estd manejado

por la misma entrada variante en el tiempo w/(t) € R™, la cual puede representar una
senal de prealimentacién conocida aprior: o una senal de entrada exégena, el algoritmo

de consenso asociado estd dado por

Ui = —-Za,;j(:vi —:L',-)+'wf, b= Ysines T (38)
j=1

La ecuaciéon (3.8) puede ser reescrita también en forma matricial como
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Se tiene el siguiente resultado con respecto al consenso de la informacién de estados
Ti,t = 1,...,n, usando (3.8).

Teorema 3.2. [[30], Teorema 2.18] Suponga que A, es constante. El algoritmo (3.8)
alcanza el consenso asintdticamente si y solo si el grafo dirigido G, tiene un drbol de
ezpansion dirigido. En particular, z;(t) — > ._, v;z;(0) + f(:' w! (7)dr, conforme t — oo
donde v = [vy,...,v,])T >0,1Tv =1, y LTv = 0.

Demostracion. (Suficiencia). La solucién de (3.8) est4 dada por z(t) = (e “"'®1,,)z(0)+
Jole ¢ @ I,.][1, ® w/ (7)]dr. Note que del Lema 3.3 e~£nt — 1,07 y e~4n(t-71, =1,
esto prueba la parte de suficiencia.

(Necesidad). La parte de necesidad se sigue directamente del Teorema 3.1. O]

Cuando w; # w; en (3.7), se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.3. [[30], Teorema 2.14] Suponga que A, es constante. Bajo la condicidn de
que el grafo dirigido G, tiene un drbol de expansion dirigido, si ||w;—w,|| es uniformemente
acotada, por tanto ||z; — z;||, Vi # j.

Demostracion. Sea z;; £ 1;—1; y wi; £ w; —w;. También sea ¥ = [z15,zT,,..., 2T ,|Ty
W = [wh, wl,,...,wl,,]T. Note que z;; = z;; — 71;. Usando (3.7), (3.1) puede ser reescrita
en forma matricial como

T=(QRI,T+ 0, (3.10)

donde Q € R(»~1x(n-1) e5 constante. Note que el Teorema 3.2 implica que bajo la
condicién que w; = w;, Vi # j, y G, contiene un grafo arbol de expansién dirigido, el
algoritmo (3.7) alcanza el consenso asintéticamente, lo cual implica que Z(¢) — 0, conforme
t — o0. Por lo tanto se deduce que (3.10) es asintéticamente estable bajo la misma
condicién de que w; = w;, Vi # j, observando que w; = wj, Vi # j, implica que w = 0.
Debido a que (3.10) es un sistema lineal invariante en el tiempo, la estabilidad asintética
implica estabilidad entrada-acotada salida-acotada, eso es, si W es uniformemente acotada,
por tanto Z también lo es. Equivalentemente, si ||z; — z;|| es uniformemente acotada, por
tanto ||z; — z;||, Vi # j. L]

Note que el Teorema 3.3 implica que usando (3.7), (3.1) es entrada-estado estable (ISS
por sus siglas en inglés) bajo las suposiciones del teorema.

31



3.1. ALGORITMO DE CONSENSO CON TOPOLOGIA FIJA

3.1.3. Ejemplo ilustrativo

Se considera un escenario donde 6 agentes pretenden encontrarse en una posicion a
lo largo de una trayectoria parametrizada representada por {r;[r(t)],r,[s(¢)]}. La Fig.
3.2 muestra la topologia de comunicacién correspondiente entre estos agentes. Note la
existencia de un arbol de expansién dirigido.

Se asume que cada agente conoce la trayectoria parametrizada. Por lo tanto, el pa-
rametro 7 y s representan la informacién minima necesaria para lograr el objetivo, es
decir, 7 y s son la informacién de estados. Por lo tanto, se consideran a 7 y s en ca-
da agente como 7; y s;,© = 1,...,6. La informacién de estados est4 dada por el vector

r; = [T.;,Si]T,f= 1,...,6.

Figura 3.2. Topologia de comunicacién

Basandose en la topologia de comunicacién mostrada en la Fig. 3.2, la matriz —Lg est4
dada por

1515 0 0 0 0
2 -2 0 0 0 0
09 0 -28 0 19 O
""E — y 3-1
=T 0o 12 0o -25 0 13 (3.11)

0 0 14 18 =32 0
0 0 0 0 D.T —O0.7

donde v > 0 es un coeficiente. Las condiciones iniciales estdn dadas por 7;(0) = 0.2¢ — 0.1
y 5;(0)=0.2i,i=1,...,6.
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CAPITULO 3. ALGORITMOS DE CONSENSO

Las Figs. 3.3 y 3.4 muestran el escenario de consenso usando el algoritmo de tiempo
continuo (3.2) para ¥ = 1 y v = 5, respectivamente. Se observa que solo las condiciones
iniciales del agente 1 y 2 afectan el valor de equilibrio, el cual es consistente con la topologia

de comunicacién mostrada en la Fig. 3.2, donde se observa que solo el agente 1 y el agente
2 tienen una trayectoria directa hacia el resto de los agentes.

=1 =

10 15 20 5 10 is 20
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 3.3. Consenso de 7; y s; usando el algoritmo de tiempo continuo (3.2)

y=3 e

1.5 1.5
|

! 1

(T B

0.5

0.5

5 10 15 20 0 5 — 10 15 20
tiempo (s) tiempo (s)

Figura 3.4. Consenso de 7; y s; usando el algoritmo de tiempo continuo (3.2)

3.2. Algoritmo de consenso con topologia dinamica

Se enuncian los siguientes lemas.

Lema 3.4. [[16], Lema 2] Sea p > 2 un entero positivo y sean Py, P,, ..., P, matrices no
negativas de n X n con enteros positivos en la diagonal, entonces

BPB.. Bp2yYP .+ Pa+---+ F), (3.12)

donde vy > 0 se deduce de la expresion anterior.
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Lema 3.5. [[30], Lema 2.26] Sea Sx = {A;, A, ..., A} un conjunto de matrices esto-
cdsticas por filas con elementos positivos en la diagonal. Si el grafo dirigido de A; tiene
un drbol de ezpansion dirigido, entonces A; es SIA. Si la unidn de los grafos dirigidos
de A..i=1,...,4, tiene un drbol de expansion dirigido, entonces el producto de matrices

[Ti, A: es SIA.

Lema 3.6. [[30], Lema 2.27] Sea G, el conjunto de todos los posibles grafos dirigidos
de los n agentes. Si la union de los grafos dirigidos {Gn(t1),Gn(t2),...,Gn(tp)} donde
Gn(t;) € G,, tiene un drbol de ezpansién dirigido y L,(t;) es la matriz laplaciana no
simétrica asociada a cada grafo dirigido G,(t;), entonces el producto de matrices

~La(tp)Aty  —Lalta)Btz ,—Ln(t1)At: (3.13)

€

es SIA, donde At; > 0 son las cotas inferiores.

Lema 3.7. [[30], Lema 2.28] Sea C(t) = [c;j(t)] € R**™ continua por partes para t € [, 5],
donde s—1 > 0 es acotada, c;; > 0,Yi # 3, y Zj ¢ci; = 0. Si la unidn de grafos dirigidos de
C(t) para t € 1, s] tiene un drbol de ezpansidn dirigido, entonces la matriz de transicion
dc(s,T) es SIA.

Lema 3.8. [[30], Lema 2.30] Sea S = {51,S2,...,Sk} un conjunto finito de matrices
SIA con la propiedad de que para cada secuencia S;,,Si,...,Si, de longitud positiva,

el producto de matrices S;;,S;,_,,...,S;, es SIA. Entonces para cada secuencia infinita
Si., Si,, - .. existe un vector columna v tal que
JliII;J Sif’ Si:i—l! Pt Sﬁ = lﬂvT (3'14)

3.2.1. Consenso utilizando un algoritmo de tiempo continuo

Esta subseccién se enfoca en demostrar que bajo ciertas condiciones, la existencia de
un arbol de expansién conjunto es suficiente para lograr el consenso bajo topologias de
comunicacién dindmicas usando un algoritmo de tiempo continuo (3.2).

Para hacer el problema matematicamente tratable, se usa la nocién de tiempo de
permanencia introducido en [16, 24|. La idea es que hay un tiempo finito con una cota
inferior entre A, (t) conmutadas, y que entre el tiempo cambiante, A, es constante. Esto
implica que ambos A,(t) y L,(¢) son constantes por partes. La Ecuaci6n (3.3) puede ser
reescrita como
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.'B(t) = —[En(ti) X Im].’l,’(t), L € [ti, t; + T,'), (315)

donde 7; > 0 es el tiempo de permanencia y to,t;,%s,... es la secuencia infinita de
tiempo tal que t;.; — ¢; = 7;.

Sea 6 un conjunto finito de nimeros positivos arbitrarios. Sea T un conjunto infinito
generado del conjunto 8, la cual es cerrada bajo la suma y multiplicacién de elementos
positivos. Se asume que 7; € 1,7 = 0,1,.... Eligiendo el conjunto 8 correctamente, el
tiempo de permanencia puede ser elegido en un conjunto infinito Y.

Se tiene el siguiente teorema para el algoritmo (3.2) bajo topologias de comunicacién
dirigidas.

Teorema 3.4. [Teorema 2.81 en [30]] Sea t1,ts,... una secuencia infinita de tiempo tal
que T; = tiy1 —t; € T,i = 0,1,.... Sea Gn(t;) € G, el grafo dirigido en el tiempo
t =t; y aii(t;) € U, donde ¥ es un conjunto finito de numeros no negativos arbitrarios.
El algoritmo de tiempo continuo (3.2) alcanza el consenso asintdticamente si existe una
secuencia infinita de intervalos de tiempo contiguos, no vacios, uniformemente acotados,
empezando en t;, = ty, con la propiedad de que la union de grafos dirigidos a través de
cada intervalo tiene un drbol de expansion dirigido. Ademds, si la union de los grafos
dirigidos después de algun tiempo finito no tiene un drbol de expansion dirigido, entonces
el consenso no puede ser alcanzado asintoticamente.

3.2.2. Resultados de simulacion

Aqui se simularé el consenso en la informacién para 5 agentes bajo una topologia de
comunicacién dindmica usando el algoritmo de tiempo continuo (3.15).

Por simplicidad, se restringen las posibles topologias de comunicacién para los 5 agentes
al conjunto G = {Gs(1), Gs(2), G5(3), G5(4), G5(5) }, como se muestra en la Fig. 3.5, la cual
es obviamente un subconjunto de Gs. También se asume que la topologia de comunicacién
cambia aleatoriamente en G: en cada tiempo aleatorio { = tx,k = 0,1,2,.... Los elementos
no cero a;; en (3.15) son elegidos arbitrariamente a priori para cada grafo dirigido en G

para satisfacer las restricciones del Teorema 3.4.
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Gs1) 9s2) 9s@a) Ysw) UGse)

Figura 3.5. Posibles topologias de comunicacién para 5 agentes.

Note que cada grafo dirigido en G no tiene un arbol de expansién. Sin embargo, como
se puede ver en la Fig. 3.6, la unién de estos grafos tiene un arbol de expansién dirigido.
Como los cambios entre los grafos dirigido de G§ son aleatorios, la condicién para lograr
el consenso sera genéricamente satisfecha. Los resultados de simulacién muestran que el

consenso asintético si se alcanza usando el algoritmo de tiempo continuo (3.15).

O O-0-C

Figura 3.6. La unién de G:.

Las condiciones iniciales de los estados son seleccionadas arbitrariamente como 0.2
i,i=1,...,5. En la Fig. 2.7 se muestran los resultados del consenso usando el algoritmo

de tiempo continuo (3.15). Note que el consenso es alcanzado.
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0.8

»< 0.6

0.4

1 | 1 | 1
0'20 10 20 30 40 50

tiempo (s)

Figura 3.7. Consenso con G5(fx) cambiando aleatoriamente de G:.

A continuacion se usa un conjunto con topologias de comunicacién no dirigidas G =
{Gs01), Gs(2), Gs(3), Gs(a), G5(5) }, cambiando entre grafos conectados para los 5 agentes,
como se muestra en la Fig. 3.8, la cual también es un subconjunto de Gs.

Gs(1) Gs(2) Gs(3) Gs(a) Gs(s)

o D
o.ooooooo o
DG o6

Figura 3.8. Posibles topologias de comunicacién para 5 agentes.

(2

En la Fig 3.8 puede notarse que la unién de los grafos Gt es la topologia Gs(5)-
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0.8

=< 0.6

0.4

l | | | J
0'20 1 2 3 4 S
tiempo (s)

Figura 3.9. Consenso con Gj5(¢x) cambiando aleatoriamente de G:.

Observe que el consenso asintético de tiempo continuo (3.15) es alcanzado mé&s réapi-
damente cuando la topologia de comunicacién cambia entre no dirigidas, debido a que la
comunicacion es bidireccional el error es menor entre los agentes.

3.3. Algoritmo de consenso en tiempo finito

El control distribuido para sistemas multiagentes se ha convertido en un tema de
investigacién activo y ha atraido la atencioén de investigadores durante los anos recientes
[14], -|16], [26], [29], [33]. Un problema tipico en esta 4rea como ya se ha mencionado
anteriormente es el problema de consenso que a diferencia del consenso asintético este es
en tiempo finito.

Un protocolo son reglas de interaccién las cuales aseguran que todo el grupo pueda
alcanzar el consenso con datos compartidos en forma distribuida. El problema de consenso
cubre un amplio espectro de aplicaciones incluyendo control de formacién, filtrado distri-
buido, fusién de datos de multisensores y célculo distribuido, por citar algunos ejemplos
25].

En el estudio del problema de consenso, la tasa de convergencia es un importante indice
para evaluar el protocolo. Muchos de los protocolos existentes no resultan en consenso de
estado en tiempo finito, es decir, el consenso es alcanzado asintéticamente. Por lo tanto,
el consenso en tiempo finito es més atractivo y hay un nimero de propuestas donde la
convergencia en tiempo finito es una propiedad deseable. Recientemente, el problema de
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consenso en tiempo finito ha atraido la atencién de algunos investigadores.

Suponga un sistema dindmico distribuido de n agentes auténomos (robots) etiquetados
de 1...n. Todos los agentes comparten un espacio de estados en comin R. El estado del
agente ¢ es denotado por z;,% € I, y el vector columna [z;, z,, ... ,z,]7 es denotado por x.

Suponga que el agente ¢ tiene la siguiente dindmica,

zi(t) = ui(t) (3.16)

donde u;(t) es el protocolo que sera disenado.

En sistemas multiagentes cada agente puede comunicarse con algunos agentes, los
cuales son definidos como sus vecinos. El protocolo u; es una retroalimentacién de estados
el cual es disefiado basado en la informacién local recibida por el agente i de sus vecinos. El
grafo G(A) representa la topologia de interacciéon donde A € R™**". El nodo v; representa
al agente i, la existencia de aristas (v;,v;) € E(G(A)) implica la existencia de un canal de
informacién valido del agente ¢ al agente j y las aristas a;; representa la confiabilidad del
canal de informacién correspondiente. El conjunto de los vecinos del agente i es denotado
por N; = {j : (vj,v;) € E(G(A)), ] # i}

Dado el protocolo u;, 7 € I,, se dice que este protocolo resuelve el problema de consenso
asintoticamente si para cada estado inicial dado existe un punto de equilibrio estable z*
tal que, para cada j,z;(f) — z* conforme ¢ — oo y se dice que resuelve el problema
de consenso en tiempo finito si resuelve el problema de consenso y para algunos estados
iniciales dados, existe un tiempo finito ¢* y un nimero real z* tal que, z;(t) = z* para todo
t > t*y todo j € I,. Si el estado final del consenso es una funciéon de estados iniciales,
es decir, z;(t) = X (x(0)) conforme ¢ — oo para todo j € I, donde X : R® — R es una
funcién, entonces se dice que resuelve el problema de consenso X [26]. Especificamente,
si X(x(0)) = >_7_;z;(0)/n se dice que el protocolo resuelve el problema de consenso
promedio.

De lo anterior, se presenta la clase de algoritmo de consenso, el cual resuelve el problema.

de consenso en tiempo finito:

ui = Y _ ai;sign(z; — )|z; — x| * (3.17)
JEN;
donde 0 < a;; < 1,| | representa el valor absoluto y sign(-) es la funcién signo definida

por
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1, r>0
sign(r) =<0, r=0 (3.18)
-1 r<0

Por simplicidad, la funcién sign(r)|r|* es denotada por sign(r)®

sign(r)®, a > 0 es una funcién continua con respecto a r la cual lleva la continuidad
del protocolo (3.17) con respecto a las variables de estados. El protocolo (3.17) representa
una clase de protocolos. Si se coloca «;; = 1,%,j € I,, en el protocolo anterior, entonces
se convertird en un algoritmo de consenso lineal tipico estudiado en [26] y [28] y en este
caso resuelve un problema de consenso asintético siempre que G(A) tenga un &arbol de
expansion. Si se coloca a;; = 0 se convertira en discontinuo. El algoritmo discontinuo fue
estudiado por [10].

Por el Teorema de existencia de Peano y el Teorema de extension [14], se tiene que

Propiedad 1: Si la topologia de comunicacién es invariante en el tiempo, entonces
bajo el algoritmo (3.17) la ecuacién diferencial (3.16) es continua por la derecha y existe
al menos una solucién en [0,00) para cualquier estado inicial z(0). Ademas, ||z(t)|| €s
no decreciente y ||z(¢)||lo < ||z(0)||cc para todo ¢ > 0.

El algoritmo (3.17) no es Lipschitz en algunos puntos. Como todas las soluciones al-
canzaran el subespacio span(1) en tiempo finito, existen soluciones no tinicas en el tiempo
pasado. Esto por supuesto, viola la condicién de unicidad para las soluciones de ecuaciones

diferenciales Lipschitz.
La siguiente propiedad caracteriza el conjunto de puntos de equilibrios del sistema

(3.16).
Propiedad 2: Bajo el protocolo (3.17), el conjunto de puntos de equilibrio de la
ecuacién diferencial z; = u;,7 € I,, es el span(1) siempre que G(.A) tenga un &arbol de

expansion.
La prueba de estas propiedades se encuentra en [37].

3.3.1. Redes bajo topologias de comunicacién bidireccionales va-

riantes en el tiempo.

En muchas situaciones practicas, el canal de informacién entre cualesquiera dos agentes
puede no estar siempre disponible, porque al fallar los dispositivos fisicos el rango de
deteccién es limitado para la deteccién de obstaculos. Ademaés, es razonable asumir que la,

topologia de comunicacién es conmutada dinamicamente.
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Para describir la topologia variante en el tiempo, suponga que a;; son funciones conti-
nuas derechas constantes por partes con respecto al tiempo y toma valores en un conjunto
finito, tal que, a;;(t) = 0y a;;(t) > 0 para todo i, j,t. Agregando, en el algoritmo (3.17) los
parametros «;; puede también ser cambiado para reflejar la fiabilidad de la informacién
como los pesos a;;. También se asume que o;; son funciones continuas derechas constantes
por partes y toma valores en un conjunto finito.

Teorema 3.5. Suponga que G(A(t)) es no dirigido y la suma de intervalos de tiempo en
los cuales G(A(t)) es conectado por un tiempo suficientemente largo. Si a;;(t) = a;i(t) y
0 < a;; < 1 para todo ¢, j,t, entonces el algoritmo (3.17) resuelve el problema de consenso
promedio en tiempo finito.

La prueba del teorema anterior se encuentra en [37].
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CAPITULO 4

N

ALGORITMO DE CONSENSO PROPUESTO

Los preliminares matemdticos sobre consenso en tiempo finito, teoria de estabilidad de
Lyapunov y teoria de grafos descritos en el Capitulo 2 son aplicados en este capitulo para
el desarrollo de un nuevo algoritmo de consenso en tiempo finito. El resultado principal
de esta tesis es presentado en la Seccion 4.1 asi como la demostracion del teorema. En la
Seccion 4.2 se muestra la robustez del algoritmo de consenso propuesto.

4.1. Estabilidad en tiempo finito

Considere un sistema multi-agentes con una dinadmica descrita por (3.1). Dado el pro-
tocolo u;, se dice que el sistema multi-agentes resuelve el problema de consenso en tiempo
finito, si para cualquier estado inicial y cualquier ¢,j € 1,...,n existe un valor de tiempo
ts, tal que |z;(t) —z;(t)| =0yt >ty > 0.

Sea v una orientacién arbitraria de un grafo G, y sea D la matriz de incidencia de G
El Laplaciano de G, es Q(G,) = DD? el cual es independiente de la orientacién de v. Por
simplicidad el Laplaciano del grafo G, serd denotado por Q. La matriz Laplaciana Q es
una matriz semidefinida positiva siendo A1(Q) = 0 el valor propio més pequeno de Q con
un vector propio asociado 1 =[1...1]"

El algoritmo de consenso propuesto se presenta a continuacion:
z; = kle;]* = f(e:), a€(0,1) (4.1)
donde [e;|* = |e;|*sign(e;) ¥
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ei= Y (zj—m),k>0. (4.2)
i€l :jiEE(Gn )
Sea e = [e1,...,en]T, note que e = —Q(G,)z, donde =z = [zy,...,z,])7 y ademas su
dindmica es
¢ = —Q(G,)F(e) = H,(e) (4.3)

donde Q(G,) es el Laplaciano del grafo G,, 0 € {1,...,m} y

kleq]
Fle)=| : (4.4)
klea]”
Llamaremos a (4.3) como la dinidmica del error del algoritmo de consenso propuesto.

El i-ésimo componente de F'(e) es denotado por f(e;).
Antes de mostrar el resultado principal de esta tesis, se tiene la siguiente premisa

auxiliar.

Lema 4.1. Sea f(z) = [z]|* entonces

— (fle:) — fej))(ei — ;) <0 (4.5)

donde la igualdad se cumple si e; — e; = 0.

Demostracion. Note que %‘”—) = alz|**t!,Vz € R {0}. Por lo tanto f(z) es una funcién
estrictamente creciente, asi sign(e; —e;) = sign(f(e;) — f(e;)) y (4.5) se cumple. Méas atin
f(e;) es una funcién inyectiva, esto es, f(e;) = f(e;) si y solo si e; = e;, por lo tanto la
igualdad en (4.5) se cumple si y solo si e; —e; = 0. O]

Al ser una funcién inyectiva significa que el dominio es cubierto en su totalidad y que
sus elementos pueden mapearse al mismo elemento de la imagen. Si esto ocurre entonces,

los errores son iguales y por lo tanto, la funciébn converge a cero.
El resultado anterior mostrd que la funcién f(z) converge a cero si y solo si los errores
son iguales. Pero solo para un nodo del grafo. Ahora se mostrara que para cada nodo el

error sera igual a cero y converge asintoticamente a cero.

Proposicién 4.1. Sea Gy un grafo conectado. Entonces el origen de

é = —Q(Gr)F(e) = Hil(e) (4.6)
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CAPITULO 4. ALGORITMO DE CONSENSO PROPUESTO

es globalmente asintdticamente estable.

Demostracidn. Considere la funcién candidata de Lyapunov V(e) = 3 3., (c,) € entonces

oV(e) 1 _
de 2 Ze;ei

= —e' Q(Gk)F(e)

= —el Dy D} F(e)

donde D; es la matriz de incidencia de Gy, por simplicidad se asumird que si 7 > j
entonces se tomara la orientacién donde i es la cabeza y j es la cola. Por lo tanto, 75 €
€(Gk),1 > j implica que la entrada de e’ Dy, correspondiente a la arista ij es (e; — e;), de
la misma forma la entrada de D} F(e) correspondiente a la arista ij es (f(e;) — f(e;)), por
lo tanto

a‘.;ie) == ) (fle) — fles))(ei—e;) <O (4.7)

11€€(Gg),i>J

debido a (4.1) donde la igualdad se cumple si y solo si e; —e; = 0 para cada ij € €(G,)
lo cual implica que

el=---=en (4.8)

porque el grafo G es conectado. Sin embargo, como e = —Q(G)z y Q(Gk) es ortogonal
al vector de 1, entonces ) ;v (g,) € = 0y (4.8) puede cumplirse si y solo si e = 0.

Entonces M‘;BEZ < 0 con M‘;;El = 0 si y solo si e = 0, por lo tanto, el origen de (4.3) es

globalmente asintéticamente estable. O

Como la matriz Q(Gy) es ortogonal al vector de 1s implica que algunos de los elementos
del dominio de F'(e) seran iguales, pero no todos. La tinica forma en que todos sean iguales
es que todos tengan como imagen al elemento cero. Y la unica forma de que eso ocurra es

que e = 0.
Ahora se tiene la siguiente premisa auxiliar.

Lema 4.2. El campo vector H,(e) es homogéneo de grado a—1 con respecto a la dilatacion

estandar.

Demostracién. Note que la funcién f(e;) es homogénea de grado a con respecto a la

dilatacion estandar, esto es
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4.1. ESTABILIDAD EN TIEMPO FINITO

f(Xe;) = k|Xe;|*sign(Ae;) donde A >0
= k(|\||e:|)*sign(e;) ya que el sign()e;) = sign(e;) con A>0
= A\%k|e;|*sign(e;) ya queel |A|* = \*
= A% f(es).

Ahora, sea el i-ésimo componente del campo vector H,(e) denotado como H}(e), en-
tonces H(e) = 3 jev(c,)(/(e) — f(e)) ¥

Hi(de)= Y (f(re;) — f(Xes))

JEV(Go)

= ) (A*f(Xe;) — A*F(Xes))
J€EV(Go)

— A“Hj()\ei)

Yaquer;=1,i=1,...,m, entonces g =a — 1y H,(e) es homogénea de grado a — 1
con respecto a la dilatacién estandar. O

Hasta este momento se ha demostrado que el algoritmo de consenso es asintéticamente
estable, sin embargo, para que este logre el consenso en tiempo finito también debe ser
homogéneo con respecto a la dilatacién estandar de grado m < 0.

El campo vector H,(e) tiene grado a — 1, en esta tesis se tomé a o € (0,1), por lo
tanto, el grado siempre sera negativo.

El siguiente teorema es el resultado principal de esta tesis

Teorema 4.1. Sea G,,0 € {1,...,m} un grafo conectado. Entonces el algoritmo (4.1)
alcanza el consenso en una red dindmica con una senal conmutada o € {1,...,m} en
tiempo finito.

Demostracidn. De acuerdo a la Proposicion 4.1, la funcién de Lyapunov V(e) = 2 3°._,, (Gh) e’

es comun para cada subsistema é = Hi(e),k € {1,...,m}. Entonces de acuerdo a [19]
(4.3) es globalmente asintéticamente estable bajo una topologia de comunicacién conmu-
tada arbitraria. Por otra parte, dado que el grafo G, es conectado e = —Q(G,)z = 0
implica que z € span(1), es decir, que el consenso es alcanzado.

Por otro lado, dado que el campo vector H,(e) es homogéneo de grado g=a —1 < 0,
entonces de acuerdo al Teorema 2.3, (4.3) es estable en tiempo finito, asi el consenso es
alcanzado con convergencia en tiempo finito. 0
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CAPITULO 4. ALGORITMO DE CONSENSO PROPUESTO

4.2. Robustez al crecimiento del grafo

En esta seccion se mostrard a través de simulaciones que la convergencia del algoritmo
de consenso propuesto es mds robusto ante el crecimiento de la red que el algoritmo de
consenso estdandar.

El algoritmo de consenso estandar es
=k Z (:Bj = -’Fi), (49)
J€V(Ga)
y el algoritmo de consenso propuesto en esta tesis es

t=k Y |z;—xl® (4.10)

1€V(Geo)

4.2.1. Ejemplo usando una topologia fija

La primera simulaciéon se realizé con un sistema multi-agentes de 10 nodos, las condi-
ciones iniciales de los agentes se seleccionaron aleatoriamente en el intervalo [—5, 5|, con
k = 1.5, a = 1/2 y con la siguiente topologia fija de comunicacion

01 000O0O0OO0O01
1 010000O0O0CO
01010000O0O0PO0
0010100O0O0G©O
4 — 00010100060 (4.11)
0000101000
0000010100
0000O0O0C1O0T1O0
0000O0O0O01O0T1
1 00000O0O0T1O

La matriz anterior representa un grafo conectado de forma circular, como se muestra

en la siguiente figura
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4.2. ROBUSTEZ AL CRECIMIENTO DEL GRAFO

Figura 4.1. Grafo circular no dirigido con 10 vértices.

A continuacién se presentan las simulaciones del consenso asint6tico [21] y del algoritmo
de consenso propuesto, respectivamente.

_5. ] | ; | | ! j
0 S 10 15 20 2 30

tiempo ()

Figura 4.2. Grafica del algoritmo de consenso estandar con 10 nodos.
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2 5 10 15 20 25 30

tuempo (s)

Figura 4.3. Grafica del algoritmo de consenso propuesto con 10 nodos.

Como se muestra en la Fig. 4.2, el consenso es alcanzado asint6ticamente por los
agentes, mientras que en la Fig. 4.3 se observa que los agentes alcanzan el consenso en

tiempo finito aproximadamente antes de los 5 segundos.

Ahora se presenta un sistema multi-agentes con 100 nodos, donde la matriz de adyacen-
cia que describe la topologia de comunicacién es similar a la matriz del ejemplo anterior,
ya que representa un grafo circular. Las simulaciones correspondientes se muestran en las

Figs. 4.4 y 4.5.
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=0 5 10 15 20 25 30

tiempo (s)

Figura 4.4. Grafica del algoritmo de consenso estandar con 100 nodos.

] 1 | J

10 15 20 25 30
tiempo (s)

Figura 4.5. Gréfica del algoritmo de consenso propuesto con 100 nodos.

De las figuras anteriores se puede apreciar que a medida que el grafo aumenta en su
namero de nodos, el tiempo de convergencia del consenso estdndar crece exponencialmente
a diferencia del consenso alcanzado con el algortimo propuesto el cual no se ve tan afectado.
Como se observa en la Fig. 4.5, el consenso es alcanzado aproximadamente a los 8 segundos.
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CAPITULO 4. ALGORITMO DE CONSENSO PROPUESTO

4.2.2. Ejemplo usando una topologia dindmica

A continuacién se presenta una simulacién del algoritmo propuesto utilizando una

topologia conmutada en el tiempo. En este caso se utiliz6 una red de 15 nodos con una
ganancia k =15y a =1/2.

La topologia conmutada de comunicacién de la red de agentes estd definida como

. {Al te(0,1), [2,3), ... -
Ay L€ [1,2), [3,4),

donde A; es una topologia circular similar a (4.11) y Az estd dada por

(4.13)

"

|
O = O O OO OO 0O O 0O O OO0 O O
— O = O O O O O O O O O O O O
O = O = O O O O O © O O O O O
O O = O =~ O O O O O O O O O O
O O O = O = O O O O O O O O O
O O O O = O -~ O O O O O C O
O O O O O = O = O O O O O O O
O O O O O O = O = O O O O O O
O O O O O O © = O = O O O O O
O O O O O O© O O = O = O O O O
O O O O O O O © O = O = O O O
O O O OO O O OO0 O = O F+ O
s e T o TR s TR o S s I o T e Y oo S o N e S == O R ==
O O O O OO0 O 0 O O @ Q = G M-
e I e [ s - T o [ o R - S o> (R = SR = S e S o (e (R o ==

Las matrices anteriores estin asociadas a los grafos G; y G2 respectivamente. Los
grafos estan conectados de forma distinta, como se muestra en la Fig. 4.6.
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4.2. ROBUSTEZ AL CRECIMIENTO DEL GRAFO

Figura 4.6. De izquierda a derecha: Grafo circular no dirigido con 15 nodos (G1), y grafo no
dirigido con 15 nodos (G2).

_ i/ 8 9 10
tiempo (s)

Figura 4.7. Grafica del algoritmo de consenso estdndar usando topologia conmutada con 15

nodos.
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CAPITULO 4. ALGORITMO DE CONSENSO PROPUESTO

i 5 L T [l o R [ (o | i l = E | e B |
0 ] 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tiempo (s)

Figura 4.8. Grafica del algoritmo de consenso propuesto usando topologfa conmutada con 15
nodos.

Dicha topologia conmutada es representada en los grafos de la Fig. 4.6 donde cada
uno actia durante un segundo. En la Fig. 4.8 puede apreciarse que el cambio entre una
topologia y otra genera un cambio en las trayectorias que siguen los agentes. Sin embargo,
atin empleando topologias conmutadas, el protocolo propuesto alcanza el consenso en

tiempo finito.

4.2.3. Comparacion del tiempo de convergencia

En los resultados mostrados en las Figs. 4.3, 4.5 y 4.8 se aprecia que debido a la
naturaleza no lineal del algoritmo (4.1), el tiempo de convergencia es finito.

A continuacién se presenta una comparaciéon de los tiempos de convergencia entre el
algoritmo propuesto y el estandar, utilizando una topologia fija asi como una dinamica.

Las simulaciones fueron realizadas con una computadora personal con un procesador
intel® CORE " 47 de 3.0GHz con una memoria RAM de 4GB.

Para la comparacién correspondiente a la topologia fija, se utiliza una topologia de
comunicacién como la presentada en el Ejemplo 4.2.1, con una ganancia k =3y a = 1/2.

El error de convergencia de los algoritmos fue tomado como

1 n
n
v=1
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4.2. ROBUSTEZ AL CRECIMIENTO DEL GRAFO

donde e; est4 definido por (4.2) y € = 0.001 es la cota del error donde se considera
que ambos algoritmos convergieron. Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente
tabla.

No. de nodos Consenso Consenso
estdndar propuesto

10 24.4 1.47
20 95.97 2.64
30 238.34 4.09
40 398.52 4.16
o0 612.94 5.18
79 — 7.41
100 — 8.73
250 — 24.76
500 i 52.48

Cuadro 4.1. Tabla de comparacién de los algoritmos de consenso usando una topologia fija.

La siguiente tabla fue la resultante al emplear una topologia dindmica, similar a la
utilizada en el Ejemplo 4.2.2, con una ganancia k =3y o = 1/2.

No. de nodos Consenso Consenso
estandar propuesto

10 26.17 1.24
20 93.80 2.24
30 233.84 3.92
40 369.74 4.12
o0 606.77 4.32
79 — 6.06
100 — .79
250 — 12.63
000 s 40.65

Cuadro 4.2. Tabla de comparacién de los algoritmos de consenso usando una topologia dindmica.
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CAPITULO 4. ALGORITMO DE CONSENSO PROPUESTO

En las tablas anteriores se aprecia la diferencia entre los tiempo de convergencia de
ambos algoritmos. Nétese que el tiempo de convergencia del algoritmo estandar crece a
un ritmo mucho mayor que el algoritmo propuesto.

Analizando la relacién entre el nimero de nodos y el tiempo de convergencia en el
consenso estandar, se observa que esta relacién se aproxima mediante una funcién de tipo
exponencial de la forma {, = ae”™ mientras que en el caso del algoritmo propuesto se
aproxima a una funcién lineal de la forma ¢, = an + b, como se puede apreciar en las Figs.

4.9 y 4.10.

Topologia fija
3000 . | | ] T — 1 i 30
—Consenso estandar |

2 2500} |- - - Algoritmo propuesto 25 |
= —
- =
> 2000 1209
S St
2 5
g 1500 118 >
2 S
o 1000 110 8
.

g | eeeemeeET ' 8
@ g SN L e

= 500+ N I—— e .- 5 E

| 1 | I | 0
30 40 50 60 70

Numero de agentes

Figura 4.9. Gréfica comparativa del tiempo de convergencia con topologia fija.
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Topologia dinamica
3000 | - r I ) I

— Consenso estandar
2500r |- - - Algoritmo propuesto
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Figura 4.10. Gréafica comparativa del tiempo de convergencia con topologia dinamica.

Las siguientes figuras muestran una comparaciéon de los tiempos de convergencia entre
el algoritmo de consenso propuesto y tres algoritmos de consenso diferentes.

Los algoritmos mostrados en la Fig. 4.11 fueron simulados utilizando una topologia
conmutada en el tiempo utilizando una red con 25 nodos con un o = 1/2.

Se puede observar que el tiempo de convergencia del consenso propuesto es mucho
menor en comparacién con el resto de los algoritmos que se muestran en la Figura 4.11.

Esta diferencia se aprecia mas claramente cuando el consenso propuesto es compara-
do contra el consenso asint6tico y el consenso uniformemente convergente. Aunque esta
diferencia no es tan notoria entre el consenso propuesto y el consenso en tiempo finito.

Los algoritmos mostrados en la Fig. 4.12 fueron simulados utilizando una topologia
conmutada en el tiempo utilizando una red con 200 nodos con un a = 1/2.

En la Figura 4.12 se ve claramente una de las principales ventajas del algoritmo de
consenso propuesto, ya que este continua teniendo un tiempo de convergencia aceptable a
medida que el nimero de nodos en el gratfo aumenta.

Aunque en la Figura 4.11 el tiempo de convergencia entre el consenso propuesto y el de
tiempo finito son muy similares para grafos con un nimero de nodos pequeno, la diferencia
se hace notoria en grafos con un mayor nimero de nodos. A medida que el grafo crece el
tiempo de convergencia del consenso propuesto se incrementa muy poco con respecto al
incremento que presenta el consenso en tiempo finito.

Con todas las pruebas presentadas a lo largo de este capitulo, se puede ver que la
robustez del algoritmo de consenso propuesto es satisfactoriamente mayor a medida que
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CAPITULO 4. ALGORITMO DE CONSENSO PROPUESTO

el grafo crece.

tiempo (s)

10 15 20
tiempo (s)

Figura 4.11. Grafica de a) consenso propuesto, b) consenso asintético, c) consenso en tiempo
finito y d) consenso uniformemente convergente con 25 nodos.
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~1% 2 4 6 E 10
c) tiempo (s)

0 5 10 15 20 25 20 B 0 10 20 0 40 50

tiempo (s) tiempo (s)

Figura 4.12. Gréfica de a) consenso propuesto, b) consenso asint6tico, c) consenso en tiempo
finito y d) consenso uniformemente convergente con 200 nodos.
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CAPITULO 5

]

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Los resultado presentados en este trabajo, alcances de esta tesis asi como el trabajo
futuro, son descritos en este capitulo.

Esta tesis presenta una contribucién al control distribuido, un nuevo algoritmo de
consenso para sistemas multi-agentes con dindmicas no lineales. Se propuso una funcién
de Lyapunov para la prueba de estabilidad del protocolo distribuido por modos deslizantes.
Bajo la teoria de estabilidad de Lyapunov, se realiz6é la prueba de estabilidad al algoritmo
de consenso propuesto con una topologia fija. Esta misma prueba fue implementada en
topologias de comunicaciéon dindmicas en grafos conectados, mediante una funcién de
Lyapunov comun.

Utilizando la teoria de homogeneidad de campos vectores y de estabilidad en tiempo
finito se logré demostrar que el algoritmo de consenso propuesto converge en tiempo finito
tanto para topologias fijas como para topologias dindmicas.

El algoritmo de consenso propuesto fue comparado con algoritmos de consenso asinté-
tico, consenso en tiempo finito y consenso uniformemente convergente (|28|, (29] y [26]).
En dicha comparacién se observé que el tiempo de convergencia tanto del algoritmo de
consenso asintético asi como del consenso en tiempo finito y del consenso uniformemente
convergente aumenta en relacion al nimero de agentes en un colectivo.

Con todo esto se muestra que el algoritmo propuesto no converge al promedio de las
condiciones iniciales y se sabe experimentalmente que va del valor medio al valor promedio
con 0 < o < 1, pero no se ha mostrado analiticamente.

Aunque el algoritmo propuesto no alcanza el consenso promedio, si lo hace en tiempo
finito. Esta es una caracteristica importante en aplicaciones para control de formaciones y
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seguimiento de trayectoria. Sin embargo, en aplicaciones como consenso de multi-sensores
seria conveniente alcanzar el promedio en tiempo finito.

Durante el desarrollo de esta tesis se encontré que el aumento en el nimero de nodos
de un grafo afecta directamente el tiempo de convergencia de los algoritmos y que este
esta relacionado con el segundo valor propio mas pequeno del Laplaciano.

Se mostré en el Capitulo 4 por simulacién que la convergencia del algoritmo de consenso
propuesto se ve menos afectada por el segundo valor propio mas pequefio que en otros al-
goritmos, sin embrago, no se ha proporcionado una explicacién para este comportamiento.
Entonces, como trabajo futuro resta demostrar esta propiedad.

También seria importante extender los resultados para topologias de comunicacion
conmutadas en el tiempo, donde no todos los grafos son conectados, es decir, conmutan
entre topologias conectadas y no conectadas.

Ademés la implementacién del algoritmo propuesto en diferentes tipos de sistemas
multi-agentes, por ejemplo, en los kilobots. Los kilobots son robots de bajo costo disenados
para hacer pruebas de algoritmos en colectivos.
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