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I
RESUMEN

En este trabajo se propone un nuevo algoritmo de consenso en tiempo finito, con el cual

un sistema multi-agentes con dinámicas no lineales logra el consenso utilizando únicamente

la información local proporcionada por los vecinos con los que tiene comunicación. Basado

en la teoría de estabilidad de Lyapunov en tiempo finito, se garantiza que la convergencia

del algoritmo puede ser aplicada a cualquier grafo conectado no dirigido. Los resultados

son válidos tanto para sistemas con topología de comunicación fija, como para sistemas

con topología de comunicación cambiante en el tiempo. El principal aporte del algoritmo

propuesto es que el tiempo de convergencia parece aumentar linealmente conforme el

número de nodos en el grafo aumenta, a diferencia de otros algoritmos cuyo tiempo de

convergencia crece de forma exponencial.
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CAPÍTULO 1

INTRODUCCIÓN

Recientemente ha surgido un gran interés por parte de los investigadores de varias dis

ciplinas por los sistemas de redes multi-agentes y sus estrechos vínculos con los problemas

de consenso. Esto incluye temas como el consenso, comportamiento colectivo de rebaños

y enjambres, redes aleatorias, sincronización de osciladores acoplados, conectividad alge

braica de redes complejas, algoritmos distribuidos asincronamente, control de formación

para sistemas multi-robots y complejidad de tareas coordinadas [25].

En este trabajo se considera el estudio de sistemas multi-agentes, el cual se define como

un conjunto de elementos donde cada uno se denomina agente. Cada agente tiene la capa

cidad de comunicarse con otros agentes, y dicha comunicación es representada mediante

una topología de comunicación. En un sistema distribuido cada robot frecuentemente to

ma decisiones para el colectivo, dando como resultado final de todas las decisiones de los

robots el comportamiento deseado para el colectivo. Por ejemplo, en [35], donde cada robot

solo se comunica con sus vecinos y entonces toman decisiones basados en la comunicación

y su actualización de estado. Este tipo de sistemas tienen la ventaja de que no hay un

único punto de falla, haciéndolo más robusto a daños. En general, la desventaja de estos

sistemas es que puede ser más difícil su implementación, especialmente si formaciones o

figuras más complicadas son diseñadas.

El problema de consenso consiste básicamente en que todos los agentes de una red

alcancen un valor común en sus estados, utilizando únicamente información local. Este

problema ha sido tratado desde hace varias décadas por las áreas de computación, espe

cialmente por su aplicación en el cómputo distribuido. El cómputo distribuido sobre redes

tiene una tradición en sistemas y teoría de control empezando por trabajos de [5] y [36]
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1.1. ESTADO DEL ARTE

en problemas de consenso asintótico asincrono para sistemas distribuidos. Sin embargo, a

medida que el número de nodos (agentes) en el grafo crece, el tiempo de convergencia en

estos algoritmos tiende a crecer de manera importante.

Se ha mostrado que si la topología del grafo está fuertemente conectada entonces el

consenso puede ser alcanzado. Por otra parte, si el grafo es balanceado (mismo número de

vecinos que entran y vecinos que salen), entonces converge asintóticamente al promedio

del valor inicial del enjambre, el cual es obtenido por el algortimo de consenso asintótico

[25]. Para grafos que no son balanceados el algoritmo de consenso asintótico puede ser

modificado para lograr el consenso promedio siempre que cada nodo tenga el conocimiento

del número de los vecinos con los que se comunica (vecinos que salen) [7] el cual compensa

la diferencia usando una variable llamada surplus para cada nodo.

Usando el resultado de estabilidad de sistemas conmutados se puede mostrar que ca

da algoritmo trabaja bajo redes dinámicas cuyas topologías cambian entre fuertemente

conectadas [25, 8]. Estos resultados han sido extendidos, usando Teoría no lineal, para

lograr tiempo finito [31, 34, 37, 41] y consenso con convergencia uniforme (es decir, existe

una cota para el tiempo de convergencia independientemente de las condiciones iniciales)

[42, 43].

Por otro lado, existen otros trabajos de consenso en tiempo finito, en donde el acuerdo

entre los agentes es alcanzado en un tiempo definido, esto es presentado en trabajos como

[10], [35] y [37]. Aunque en estos trabajos se presentan tiempos de convergencia en tiempo

finito solo es logrado usando únicamente topologías fijas de comunicación.

Es por ello que en este trabajo se presenta un algoritmo de consenso en tiempo finito

que alcanza el acuerdo en un tiempo definido usando topologías de comunicación bidi

reccionales tanto fijas como dinámicas. Existen varios trabajos en los que las topologías

también pueden ser dinámicas, sin embargo, a medida que el numero de nodos en el grafo

aumenta el tiempo de convergencia también lo hace, pero el consenso presentado en esta

tesis el tiempo de convergencia crece menos cuando el número de nodos en el grafo aumen

ta. Agregando que el consenso presentado en está tesis es trabajado en tiempo continuo,

sin embargo, puede extenderse fácilmente a tiempo discreto.

1.1. Estado del arte

En esta sección se revisarán algunas referencias relevantes para los algoritmos de con

senso. Se empezará por ilustrar un conjunto de temas de diferentes campos para considerar

perspectivas diferentes sobre el consenso.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

El consenso asintótico es un algoritmo que impone la misma dinámica en la información

de los estados de cada agente y donde el algoritmo alcanza este acuerdo asintóticamente,

es decir, conforme el tiempo avanza las variables del sistema se aproximan al valor de

acuerdo. Una de las ventajas de este tipo de consenso es que si se trata de una topología

de comunicación fuertemente conectada (que la información se propague de un nodo a

cualquier otro) el acuerdo alcanzado es el promedio de los estados de los agentes, la des

ventaja es que la convergencia es asintótica lo que significa que la convergencia se logra

en el infinito.

Por otro lado, el consenso en tiempo finito impone la misma dinámica en la información

de estados en un tiempo definido, siendo este valor de tiempo, el tiempo de convergencia

del algoritmo. La ventaja de este tipo de consenso es que el tiempo de convergencia es

finito.

A continuación se presentan algunos trabajos previos relacionados con el consenso

asintótico y el consenso en tiempo finito.

En los resultados presentados en [8], se asegura que el sistema multi-agentes alcanza

el promedio utilizando grafos dirigidos, es decir, que pueden existir comunicaciones uni

direccionales. Con el fin de alcanzar el consenso promedio, [8] introduce una variable y

requieren conocer el número de nodos de salida, es decir, el número de nodos que reciben

sus mensajes, en la realidad no siempre se puede tener este caso.

Con el objetivo de solucionar el problema de consenso donde el número de nodos y

el tiempo de convergencia es muy grande. Se han desarrollado algoritmos de consenso en

tiempo finito [10], [33] y [37], los cuales garantizan llegar al consenso en un tiempo definido,
sin embargo, su convergencia crece mas rápido cuando se incrementa el número de nodos

en el grafo comparado con el consenso que se presenta en esta tesis.

Otro problema de interés a tratar es el análisis de la convergencia de los algoritmos de

consenso para redes dinámicas con topologías conmutadas en el tiempo. Varios aspectos

de este problema han sido tratados en algunos trabajos previos como son [28], [29] y

[26], los cuales están enfocadostiempo definido principalmente en algoritmos de consenso

asintótico.

Recientemente, el problema de consenso en tiempo finito ha atraído la atención de

algunos investigadores. En [10] se introduce el flujo del gradiente descendiente con signo,

el cual sirve como un protocolo discontinuo para la coordinación en tiempo finito bajo

topologías conectadas no dirigidas. Varias clases de protocolos no lineales tienen como

[26] un árbol de expansión que es considerado también por [37] y [40] en sus algoritmos.

Los autores muestran que los algoritmos de consenso en tiempo finito son eficientes si se
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1.2. OBJETIVOS

proporciona una topología de comunicación dirigida que tenga un árbol de expansión.

Un problema de control continuo de tiempo finito de seguimiento es presentado en

[38] para un robot móvil rodado no holonómico seleccionando las ganancias de control

cuidadosamente. La referencia [33] muestra un algoritmo de consenso en tiempo finito

para sistemas multiagentes no lineales, basados en la Teoría de estabilidad de Lyapunov

de tiempo finito se proponen criterios suficientes los cuales garantizan que el sistema

alcanza el consenso en tiempo finito.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de esta tesis es resolver el problema de consenso en tiempo finito,

desarrollando un nuevo algoritmo de consenso no lineal bajo grafos no dirigidos con topo

logías de comunicación fijas y dinámicas, basados en la teoría de estabilidad de Lyapunov

de tiempo finito [2].

Se proponen los siguientes objetivos particulares:

1. Proponer un algoritmo que resuelva el problema de consenso en tiempo finito.

2 Demostrar que el algoritmo de consenso converge en tiempo finito mediante la Teoría

de estabilidad de Lyapunov y la teoría de estabilidad en tiempo finito.

3. Validar el algoritmo desarrollado usando topologías de comunicación tanto fijas como

dinámicas conmutadas en el tiempo usando grafos no dirigidos.

4. Comparar con otros algoritmos la robustez en el tiempo de convergencia conforme

el grafo crece.

1.3. Contribuciones de la tesis

En este trabajo se presenta un algoritmo de consenso para sistemas multi-agentes con

topologías de comunicación tanto fijas como dinámicas. Basado en la teoría de estabilidad

de Lyapunov, se garantiza la convergencia del algoritmo.

Utilizando la teoría de homogeneidad de campos vectores y de estabilidad en tiempo

finito se logra demostrar el conseso en tiempo finito para topologías fijas y dinámicas.

En el estudio de este problema de consenso, la tasa de convergencia es un parámetro

importante para evaluar el propósito del algoritmo.

4



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

Dicho algoritmo tiene un mejor desempeño respecto a otros algoritmos reportados

([9]) a medida que el número de agentes aumenta, ya que como se mostrará más adelante,

el tiempo de establecimiento crece menos conforme crece el grafo comparado con otros

algoritmos. Más aún, el algoritmo propuesto en este trabajo alcanza el consenso aún y

cuando la topología está cambiando en el tiempo.

1.4. Organización del documento

Esta tesis está organizada de la siguiente forma.

En el Capítulo 2 se introducen algunos conceptos básicos sobre Teoría de grafos.

En el Capítulo 3, se muestran los algunos tipos de consenso y sus características

En el Capítulo 4, se encuentra la demostración de la estabilidad y convergencia en

tiempo finito del algoritmo propuesto. Así como también se realiza una comparación déla

robustez en el tiempo de convergencia entre el consenso asintótico y el algoritmo propuesto,

para los casos de topologías fijas y variantes en el tiempo.

Finalmente se presentan las conclusiones y trabajo futuro en el Capítulo 5.
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CAPÍTULO 2

PRELIMINARES MATEMÁTICOS

En este capítulo se recolectan las nociones básicas de teoría de grafos y algunas otras

teorías que serán usadas a lo largo de esta tesis. Además la base matemática de la teoría

de grafos y teoría de matrices en grafos para su posterior aplicación al consenso, así como

el análisis de sistemas no lineales utilizando la teoría de estabilidad de Lyapunov. También

son presentadas las notaciones utilizadas a lo largo de este documento.

2.1. Teoría de grafos

Es natural que el modelo de intercambio de información entre agentes es representado

por un grafo dirigido o no dirigido. Suponga que un grupo consiste en n agentes.

Un grafo dirigido Gn es un par (V^, En) donde Vn = 1, 2, ..., n es un conjunto no vacío

de nodos y En C Vn x Vn es un conjunto de pares ordenados de nodos, llamado ansias.

El nodo i de un grafo dirigido (G„) representa a un agente y la arista {i, j) en el conjunto

de aristas de Gn denota que el agente j puede obtener información del agente i, pero no

necesariamente viceversa. Los auto-lazos {i, i) no están permitidos a menos que se indique

lo contrario. Para la arista {i, j), i es el nodo padre y j es el nodo hijo. En contraste a

un grafo dirigido, los pares de nodos en un grafo no dirigido son desordenados, donde la

arista {i,j) denota que el agente i y j pueden obtener información uno del otro. Note que

un grafo no dirigido puede ser visto como un caso especial de un grafo dirigido, donde

una arista {i,j) en el grafo no dirigido corresponde a las aristas {i, j) y {j,i) en el grafo

dirigido. Si una arista {i,j) G En, entonces el nodo i es un vecino del nodo j. El conjunto

de vecinos del nodo i es denotado como N^ Un grafo Gn es llamado regular cuando cada

7



2.1. TEORÍA DE GRAFOS

nodo tiene el mismo número de aristas de entrada y salida.

Un grafo ponderado asocia un peso con cada arista en el grafo. En esta tesis, todos

los grafos son considerados ponderados. La unión de una colección de grafos es un grafo

cuyos conjuntos de nodos y aristas son las uniones de los conjuntos de nodos y aristas de

los grafos en la colección.

Una trayectoria dirigida es una secuencia de aristas en un grafo dirigido de la forma

(*i> h), {Í2, ¿3),— Una trayectoria no dirigida en un grafo no dirigido es definida análoga

mente. En un grafo dirigido, un ciclo es una trayectoria dirigida que empieza y termina en

el mismo nodo. Un grafo dirigido es fuertemente conectado si hay una trayectoria dirigida

de cada nodo hacia todos los otros nodos. Un grafo no dirigido es conectado si hay una

trayectoria no dirigida entre cada par de nodos distintos. Un árbol dirigido es un grafo

dirigido en el cual cada nodo tiene exactamente un padre excepto por un nodo, llamado

raíz, el cual no tiene un padre y tiene una trayectoria dirigida a cada uno de los otros

nodos. Note que un árbol dirigido no tiene un ciclo porque cada arista es orientada hacia

afuera de la raíz. En grafos no dirigidos, un árbol es un grafo en el cual cada par de nodos

están conectados por exactamente una trayectoria no dirigida.

Definición 2.1. [[27], Definición 10] (Orden). El orden de un conjunto de nodos es \Vn\ =

card{Vn), donde card{-) denota la cardinalidad de un conjunto. Deforma análoga se define

el orden del conjunto de arcos como \\En\\ = card{En).

Definición 2.2. [[27], Definición 11] (Grado). El grado o valencia del nodo i € Vn es

el número de arcos adyacentes de i, y se denota como di. El grado mínimo, máximo y

promedio del grafo Gn = {Vn, En) se definen respectivamente, como

■ 6{Gn) = mín di,

■ 6{Gn) = máx ¿i,
»ev„

. d{Gn) 4^ £ ék.
«€V„

Definición 2.3. [[27], Definición 23] (Diámetro). La mayor distancia entre cualquier par

de nodos se denomina el diámetro del grafo y se denota por diam{Gn)-

Definición 2.4. Un grafo regular es un grafo donde cada nodo tiene el mismo grado o

valencia. Un grafo regular con nodos de grado k es llamado grafo k-regular o grafo regular

de grado k.

8



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

De la definición de grado se puede notar que el grado del nodo i define inmediatamente

el número de adyacencias de i. Además, en un digrafo (grafo dirigido) se puede distinguir

entre el grado de entrada y de salida de un nodo.

Se usará la Fig. 2.1 para dar algunos ejemplos de las definiciones anteriores. El orden

del conjunto de nodos del grafo es \Vt_.\ = 6 y el grado de los nodos 5 y 3 es 2 y 1

respectivamente, por lo tanto, el grafo de la Fig. 2.1 no es fc — regular. Por último, el

diámetro entre los nodos 1 y 6 es 2.

Un subgrafo G°n = (Vn3, E¡\) de Gn es un grafo tal que, V„s C Vn y E*n C En n

(V^, __•*). Un árbol de expansión dirigido {V¿, ££) del grafo dirigido {Vn, En) es un subgrafo

de {Vn,En) tal que {V¿, E£) es un árbol dirigido y V¿ = Vn. Un árbol de expansión

no dirigido de un grafo no dirigido es definido análogamente. El grafo {Vn, En) tiene o

contiene un árbol de expansión dirigido si un árbol de expansión dirigido es un subgrafo

de (Vn, En). Note que el grafo dirigido {Vn, En) tiene un árbol de expansión dirigido si y solo

si (V^, E„) tiene un nodo menos con una trayectoria dirigida para todos los otros nodos.

En grafos no dirigidos, la existencia de un árbol de expansión no dirigido es equivalente

si el grafo es conectado. Sin embargo, en grafos dirigidos, la existencia de un árbol de

expansión dirigido es una condición más débil que la de ser fuertemente conectado. La Fig.

2.1 muestra un árbol de expansión dirigido que contiene más de un árbol de expansión

dirigido pero no es fuertemente conectado. Ambos nodos 1 y 2 son raíces del árbol de

expansión dirigido porque ambos tienen trayectorias dirigidas hacia todos los otros nodos.

sin embargo, el grafo no es fuertemente conectado porque los nodos 3,4,5 y 6 no tienen

trayectorias dirigidas hacia todos los otros nodos.

Figura 2.1. Grafo dirigido entre seis agentes. Una flecha del nodo i al nodo j indica que el agente

j recibe información del agente i.
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2.1. TEORÍA DE GRAFOS

2.1.1. Matrices asociadas a un grafo

La matriz de adyacencia An = [oy] <= Rnxn de un grafo dirigido Gn está definida

tal que Oy* es un peso positivo si (J,i) 6 En y Oy
= 0 si (j,¿) ^ __*„. Los auto-lazos

no son permitidos (es decir,aü = 0) a menos que se indique lo contrario. La matriz de

adyacencia de un grafo no dirigido es definido análogamente excepto que Oy
= ajiii -^ j

porque {j,i) e En implica que {i,j) £ En. Note que Oy denota que los pesos para las

aristas {j, i) G En. Si los pesos no son relevantes, entonces a^ es un conjunto igual a 1 si

{j, i) e En. Un grafo es balanceado si 5Z"=1 ay = E"=i Oj¿, Vi. Para un grafo no dirigido,

An es simétrica, es decir, AT = A, y en consecuencia cada grafo no dirigido es balanceado.

Se define la matriz Cn = %_.] € Knxn como

tij = <^ (2-1)

Note que si {j. i) $■ En entonces £y =
—

%
= 0. La matriz £„ satisface

n

¿<0,^j, £¿y=0,¿.= l,...,n. (2.2)

Para un grafo no dirigido, £„ es simétrico y es llamado laplaciano o matriz laplaciana.

Sin embargo, para un grafo dirigido, Cn no es necesariamente simétrica y es llamada

algunas veces matriz laplaciana no simétrica [1] o matriz laplaciana dirigida [18].

Note que £„ en (2.1) puede ser equivalentemente definida como £„ = D — An, donde

D = [dij] G Knxn es el grado entrante de la matriz dado como dy = 0, i ^ j, y da =

Y^i=iaij^ = 1* • ■ • *n* La matriz Q = D + A es llamada la matriz laplaciana sin signo

de G(.4). Una propiedad importante de la matriz laplaciana £ y la matriz laplaciana sin

signo Q es que son semidefinidas positivas. De hecho, se tiene que Q = MMT y C = NNT

si M es la matriz de incidencia de G{A) y N es la matriz de incidencia dirigida del grafo

dirigido obtenido por la orientación de las aristas de G{A) en una forma arbitraria.

Para cualquier vector v se tiene que vTLv = ^(v¡
- v¿)2 y vTQv = Ey(v«

-

vi)2>
donde la sumatoria es sobre las aristas de G{A).

También note que para grafos dirigidos, la definición de la matriz laplaciana no simé

trica dada por (2.1) es diferente de la definición común de matriz laplaciana para un grafo

dirigido en la literatura de teoría de grafos ([13]). Sin embargo, en esta tesis se usará la

definición dada por (2.1) para grafos dirigidos debido a su relevancia en algoritmos de

consenso.
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En ambos casos dirigido y no dirigido, como la suma de los renglones de C„ es cero, 0

es un valor propio de Cn asociado al vector propio 1„, el vector columna n x 1 de unos.

Note que £„ es diagonalemnte dominante y tiene valores no negativos en la diagonal. Lo

anterior se sigue del Teorema 2.1 (presentado más adelante), para un grafo no dirigido to

dos los valores propios diferentes de cero de C„ son positivos (£„ es semidefinida positiva),

mientras para un grafo dirigido, todos los valores propios diferentes de cero de Cn tienen

parte real positiva. Por lo tanto, todos los valores propios diferentes de cero de
—Cn tienen

parte real negativa.

Para un grafo no dirigido, 0 es un único valor propio de Cn si y solo si el grafo no dirigido

es conectado [22]. Para un grafo dirigido, 0 es un único valor propio de £„ si el grafo

dirigido es fuertemente conectado [11], aunque lo contrario no se sostiene. Para un grafo

no dirigido, sea K{Cn) el i-ésimo valor propio de £„ con \\{Cn) < A2(£„) < • • • < An(£n),
así que \_{Cn) = 0. Para un grafo no dirigido, A2(£n) es la conectividad algebraica, la cual

es positiva si y solo si el grafo no dirigido es conectado [22]. La conectividad algebraica

cuantifica la velocidad de convergencia de los algoritmos de consenso [17].
Además el laplaciano cumple con las siguientes propiedades:

i) Si el i-ésimo nodo de Gn está desconectado, entonces kj = ljti = 0 para todo j.

ii) Cero es siempre un valor propio de Cn con multiplicidad al menos unitaria. Por lo

tanto, Ao = 0.

iii). Si G„ está desconectado, Ao tiene multiplicidad mayor que uno.

iv) Si G„ es conectado entonces Ai > 0.

v) La multiplicidad de Ao indica cuantos componentes conectados tiene Gn.

vi) El valor de Fiedler [12] o conectividad algebraica, Ai, es el mínimo valor propio

distinto de cero de £„.

vii) La siguiente relación siempre se cumple J27=o ^« = Y.iev ¿i < |K>| máx¿ev„ di-

V* ri

viii) La siguiente relación siempre se cumple Ai < \íf,v\ < An_i.
I'n | 1

Dada una matriz S = [sy] € Rnxn, el grafo dirigido de S, denotado por G{S), es el

grafo dirigido con un conjunto de nodos Vn = {1, . . .

, n} tal que hay una arista en G{S) de

j a i si y solo si Sy ^0 [15]. En otras palabras, los elementos de la matriz de adyacencia

satisfacen ay > 0 si sy ^ 0 y ay
= 0 si sy

= 0.

11



2.2. TEORÍA DE MATRICES EN GRAFOS

2.2. Teoría de matrices en grafos

En esta sección se presentan las siguientes definiciones, lemas y teoremas necesarias

para la teoría de grafos.

Teorema 2.1. [[30], Teorema Cl] Sea A = [ay] G Rnxn, y sea

n

P!i{A)= JJ |ay|, i = l,...,n, (2.3)
^Uj**»

denota la suma de los absolutos de las filas de A. Entonces todos los valores propios de A

son localizados en la unión de n discos

[J{z G C : \z - au\ < R'^A)} = G{A). (2.4)
¿=i

Además si la unión de k de estos n discos forman una región conectada que es disjunta

del resto den— k discos, entonces hay precisamente fc valores propios de A en esta región.

La matriz A € Rnxn se dice reducible si cumple cualquiera de los siguientes casos

i) n = 1 y A = 0,

ii) n > 2 y existe una matriz de permutación P G Rnxn tal que PTAP es de la forma

triangular superior a bloques.

Una matriz es irreducible si no es reducible.

Teorema 2.2. [[30], Teorema CS] La matriz A = [aij] G Rn*n es irreducible si y solo si

G{A) es fuertemente conectado.

Un vector x o matriz A son no negativos {positivos), denotado como x > 0 o A > 0

{x > 0 o A > 0), si todos sus elementos son no negativos (positivos). Para matrices no

negativas, A > B {A > B) implica que A
— B es una matriz no negativa (positiva).

Una matriz cuadrada no negativa es estocástica por filas si la suma de cada fila es 1 [15].
Cada matriz estocástica por filas tiene 1 como valor propio con un vector propio asociado

ln. El radio espectral de una matriz estocástica por filas es 1 porque tiene a 1 como valor

propio y por el Teorema 2.1 implica que todos los valores propios están contenidos dentro

del círculo unitario. La matriz estocástica por filas A es irreducible y no periódica o SIA

(del inglés stochastic indecomposable aperiodic) si el lím*—»», j4fc = lnvT, donde v es un

12
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vector columna [39]. Dada una matriz estocástica por filas S = [sy] G Rnxn, se define la

función matricial

X{S) = 1 - mínV mín(sil j, sÍ2J). (2.5)
_

Note que A'(S) < 1 para toda matriz estocástica por filas S. Si X{S) < 1, S es una

matriz scrambling. También note que X{S) = 0 si y solo si las filas de S son idénticas [39].

2.3. Teoría espectral de grafos

El conjunto de los valores propios de la matriz asociada al grafo G es conocido como el

espectro de G y es denotado como SP{G). Aquí se calcularán los espectros de algunos de

los grafos usados a lo largo de este documento. También se presenta el Teorema de Sach

para el espectro de un grafo de línea. Todos los grafos considerados en esta subsección son

finitos y no dirigidos.

2.3.1. El espectro de un grafo

El espectro de un grafo finito G{A) está definido por el espectro de la matriz de adyacen

cia An, es decir, el conjunto de sus valores propios y sus multiplicidades. Se denota por Ai al

i-ésimo valor propio de G{A) y se ordenarán los valores propios como Ai < A2 < ■ • • < A„.

El espectro de G{Á) cumple que:

211^1 <A < /2||g»||(|V„|-l)
|V„|

^ A" - V IVnl

■ Si Gn es un grafo completo, entonces Ai = |Vn|
— 1 si i = n y A¡ = -1 en caso

contrario.

- An-An_i<|\/n|.

■ Si el diámetro de Gn es d, entonces An tiene al menos d+ 1 valores propios distintos.

■ Si Gn es fc - regular entonces su espectro es fc, 02, . . .

, -V Además el complemento

de Gn tiene los mismo vectores propios que Gn, y el espectro de Gc es |Vn|
- fc -

1, -1 - 02, . . .

,

— 1 — 0„.

■ Si Gn es un grafo de línea entonces Ai > —2.

13
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El espectro del laplaciano de un grafo finito no dirigido es el espectro de la matriz

laplaciana £„.

Los renglones y columnas de una matriz de orden n son numerados de 1 a n, mientras

que An está respecto a los nodos de G{A). Sin embargo, el espectro de la matriz obtenido

no depende de la numeración elegida. El espectro de la transformación lineal A en el

espacio vectorial KVn del mapeo de V^ en K, donde V^ es el conjunto de nodos y K es

algún campo como R o C.

El polinomio característico de G{A) es obtenido de A, es decir, el polinomio p¿ está

definido por p¿,{\) = det{XI — A).

Ejemplo 2.1: Sea G{A) y la trayectoria P¡ con tres nodos y dos aristas. Asignan

do algún orden arbitrario para los tres nodos de G{A), se encuentra que la matriz de

adayacencia A llega a ser una de las siguientes

(2.6)

El polinomio característico es p.t(A) = A3 -2A. El espectro es \/2, 0, —r/2. Los vectores

propios son

"o 1 l" "o i o" "o 0 1

1 0 0 o 1 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 0 1 1 0

M
'

1

'

\V2\
0

.

0
.

-2

V2 -1 v/2

(2.7)

En este trabajo se denota un vector propio v como v¡ como una etiqueta para el nodo

i. Se tiene Av = Av si y solo si _Cí-»j Yj
= ^vi Para toc**° *• L* matriz laplaciana £n de

estos grafos es una de las siguientes

(2.8)

2 -1 -1

-1 1 0 0

-1 0 1

1 -1 o'

-1 2 -1 0

0 -1 1

1 0 -l"

0 1 -1

-1 -1 2

Sus valores propios son 0, 1 y 3. Los vectores propios del laplaciano son

1 1 1

1 J 0
.

-2

1 -1 1

(2.9)

Se tiene £v = Av si y solo si Yjí~í vj = ■$
~ ^)Vi para toc*° *' don(*e ^« es e** grado del

nodo i.
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Ejemplo 2.2: Sea G{A) un triángulo dirigido con una matriz de adyacencia

"0 1 0

0 0 1

10 0

Entonces An tiene un polinomio característico P/i(A) = A3 — 1 y un espectro l,w,w2,

donde w es una raíz cubica primitiva de la unidad.

2.3.2. El espectro de un grafo no dirigido

Suponga que G{A) es un grafo no dirigido con n nodos. Como A es real y simétrica,

todos sus valores propios son reales. También para cada valor propio A su multiplicidad

algebraica coincide con su multiplicidad geométrica, así que se puede omitir el adjetivo y

solo hablar acerca de la "multiplicidad" Los elementos algebraicos conjugados tienen la

misma multiplicidad. Como A tiene una diagonal de ceros, su traza y por lo tanto la suma

de sus valores propios son cero.

Similarmente £ es real y simétrica, así que el espectro del laplaciano es real. Sin em

bargo, £ es positiva definida y singular (determinante igual a cero) , así se puede denotar

a los valores propios por Ai, ... , A„, donde 0 = Ai < A2 < • ■ • < An. La suma de estos

valores propios es la .raza de £, la cual es dos veces el numero de aristas de G{A).

Finalmente, también Q tiene un espectro real y valores propios no negativos (pero no

es necesariamente singular). Entonces se tiene que la traza de Q es igual a la traza de £.

Ahora se presentan algunos grafos usados en esta tesis y sus espectros. Todos los grafos

presentado a continuación son finitos y no dirigidos.

El grafo completo: Sea G{A) un grafo completo con n nodos. Su matriz de adyacencia

es A = J —

I, donde J es una matriz con todos sus elementos igual a 1. El espectro de

G{A) es (n
— l)1, (— l)n-1 (en este documento el exponente denota la multiplicidad). La

matriz laplaciana es ni — J, la cual tiene un espectro O1,»""*1.

El grafo circular: Sea G{A) no dirigido con un n
— ciclo (grafo circular). El espectro

consiste de los valores propios 2cos (^) (j = 0, . . . , n
—

1). Este grafo es regular de grado

2, entonces el espectro del laplaciano consiste de los valores propios 2 — 2cos (^) {j =

0,...,n-l).

El grafo de línea: Sea G{A) un grafo de línea con n nodos, donde dos nodos son

adyacentes si la arista correspondiente de G{A) tiene un punto final en común. Si C es

la matriz de incidencia de G{A), entonces CTC
— 21 es la matriz de adyacencia de G{A).

Como CFC es semidefinida positiva, los valores propios de un grafo de línea son menores

(2.10)

15



2.3. TEORÍA ESPECTRAL DE GRAFOS

que —2. Se tiene una fórmula explícita para los valores propios de G{A) en términos de

los valores propios del laplaciano de G{A).

Proposición 2.1. [[6], Proposición 1.4-1] Suponga que G{A) tiene m aristas, y sea p_ >

• •■ >pr los valores propios positivos del laplaciano de G{A), entonces los valores propios

de C{G{A)) son A¿ = p¿
— 2 para i = 1, . . . ,r, y Xi = —2 si r < i < m.

Demostración. La matriz laplaciana Q de G{A), y la matriz de adyacencia B de G{A)

satisfacen Q = NNT y B + 2I = NNT, debido a que NNT y NTN tienen el mismo valor

propio en cero (incluyendo multiplicidades). D

2.3.3. Valores y vectores propios del Laplaciano

2.3.3.1. El valor propio más grande

El valor propio más grande de un grafo es conocido también como su radio espec

tral. La información básica acerca del valor propio más grande de un grafo dirigido es

proporcionada por la teoría de Perron-Frobenius.

Proposición 2.2. [[6], Proposición 3.1.1] Cada grafo G{A) tiene un valor propio real Ao

asociado a un vector propio real no negativo, tal que, para cada valor propio A se tiene

|A| < Ao- El valor Ao(G(A)) no incrementa cuando los nodos o aristas son removidos de

G{A).

Asumiendo que G{A) es fuertemente conectado. Entonces

■ Ao tiene multiplicidad 1.

■ Si G{A) es primitivo (fuertemente conectado tal que no todos los ciclos tienen una

longitud que es un múltiplo de algunos elementos d > 1), entonces |A| < Ao para

todos los valores propios A diferentes de Ao-

■ El valor Ao(G(i4)) decrece cuando los nodos o las aristas son removidos de G{A).

Ahora, sea G{A) no dirigido. Por la teoría de Perron-Frobenius existe una cota superior

e inferior para el valor propio más grande de un grafo conectado. Note que A es irreducible

si y solo si G{A) es conectado.

Proposición 2.3. [[6], Proposición 3.1.2] Sea G{Á) un grafo conectado con el valor propio

más grande \\. Si G{A) es regular de valencia k, entonces \\ = fc. Por otro lado, se tiene

fcmin < fc < Ai < kmax donde fcmin, fcmoi y fc son el grado mínimo, máximo y promedio.
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La prueba de esta proposición se encuentra en [6].
Para grafos no necesariamente conectados, se tiene fc < Ai < kmax, y fc = Ai si y solo

si G{A) es regular. Si Ai = kmax entonces solo se conoce que G(_4) tiene un componente

regular con esta valencia, pero G{A) no necesariamente es regular. Como se nota en la

Proposición 2.2, el valor propio más grande de un grafo conectado decrece estrictamente

cuando alguna aristas son eliminadas.

2.3.3.2. El segundo valor propio más pequeño

Sea G{Á) un grafo con al menos dos nodos. El segundo valor propio más pequeño del

laplaciano n2{G{A)) es llamado conectividad algebraica del grafo G{Á). Este concepto fue

introducido por Fiedler [12].

Proposición 2.4. [[6], Proposición 1.3.7] La multiplicidad del valor propio 0 del lapla

ciano de un grafo no dirigido G{A) es igual al número de componentes conectados de

G{A)

Ahora, por la Proposición 2.4, y.2{G{A)) > 0, con igualdad si y solo si G{A) es desco

nectada.

La conectividad algebraica es monótona, es decir, que no decrece cuando se agregan

aristas al grafo.

Proposición 2.5. [[6], Proposición 1.7.1] Sea G(^4i) y G(i42) dos grafos con aristas dis

juntas con el mismo conjunto de nodos, y su unión G(Ai) U G(,42). Se tiene ¡jl2{G{A_) U

G{A2)) > »2{G{A_) U/x2(G(,42)) > ti2{G{A_)).

Las pruebas de las proposiciones anteriores se encuentran en [6].

Note que la conectividad algebraica es la cota mínima de aristas para algún nodo del

grafo.

2.4. Teoría de estabilidad de Lyapunov

Para el análisis de estabilidad del algoritmo de consenso propuesto en esta tesis, es

necesario explicar las nociones sobre la teoría de estabilidad de Lyapunov.

Sea ||- 1| para denotar una norma en el espacio Rn. Se usarán R, R+ y R+ para denotar

números reales extendidos (los cuales añaden dos elementos, +oo y -oo), no negativos

y extendidos no negativos, respectivamente. También se usa _4 y bdA para denotar la
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cerradura y la acotación del conjunto A, respectivamente. Se llamará a un conjunto de

A G Rn acotado si A es compacto. Finalmente se denotará la composición de dos funciones

U:A-*ByV:B->Cpat.VoU:A-.C.

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales

m = /(»w), (2-11)

donde / : D -> R" es continua en una vecindad abierta D C Rn en el origen y /(O) = 0.

Una función continuamente diferenciable y : I -¥ D se dice que es una solución de (2.11)

en el intervalo / C R si y satisface (2.11) para todo t G /. La continuidad de / implica

que para cada x G D existe tq < 0 < t_, y una solución y{-) de (2.11) definido en (ro,Ti)

tal que y{0) = x [2]. Una solución y se dice que es derecha máximamente definida si y no

puede ser extendida a la derecha (ya sea única o no única) a una solución de (2.11). Cada

solución de (2.11) tiene una extensión que es derecha máximamente definida [2]. Para su

uso posterior se presentan los siguientes resultados de soluciones acotadas de (2.11).

Proposición 2.6. Si y : [0, r) —> D es una solución derecha máximamente definida de

(2.11), tal que, y{t) G K. para todo t G [0, r), donde JC C D es compacto, entonces r = oo.

Se supone que (2.11) posee soluciones únicas en el tiempo positivo (í+) para toda con

dición inicial excepto posiblemente en el origen en el sentido de que para cada x G ZA{0}

existe tx > 0, tal que, si y\ : [0,tj) —> D y y2 : [0,r2) —> D son dos soluciones derechas

máximamente definidas de (2.11) con j/i(0) = y2(0) = x, entonces rx < min{ri,r2} y

í/i (-O = Í/2W Para todo t G [0, tx). Sin perder generalidad, se puede suponer que para cada

x,tx es elegido para ser el número más grande en R+. En este caso, se denota por tp{-,x)

o alternativamente ipx{-) la única solución de (2.11) en [0,rx) satisfaciendo ip{0,x) = x-

Note que \\f no puede ser extendida únicamente a la derecha como solución de (2.11)

porque si tx < 00 conforme t -, tx tampoco i¡){t,x) se aproxima a bdD [2], en tal caso

i¡jx no puede ser extendida a la derecha como una solución de (2.11) o ip{t, x) se aproxima

a 0 con (2.11) teniendo soluciones no únicas empezando en 0, en tal caso \¡>x puede ser

extendido a la derecha como solución de (2.11) en más de una forma.

Si (2.11) no tiene soluciones únicas para t+ a partir de la condición inicial 0, entonces

ip es definida en un subconjunto abierto relativamente de R+ x £>\{0} sobre D\{0}.

Si (2.11) posee una solución única en t+ a partir de la condición inicial 0, entonces i>

está definida en un subconjunto abierto relativamente de R+ x D sobre D y para cada

x G D,\¡jx : [0,tx) —

. D es la solución única máximamente definida de (2.11) para la

condición inicial x. La singularidad en t+ y la continuidad de / implica que ip es continua
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en el dominio de la definición [2] y define un semiflujo local [4] en Z?\{0} o D, según sea

el caso.

Definición 2.5. Se dice que el origen es un punto de equilibrio estable de tiempo finito

(2.11) si existe una vecindad abierta del origen N C D y una función T : N\{0}
—

, (0,oo)

llamada la función de tiempo de establecimiento, tal que se cumple lo siguiente:

(i) Convergencia en tiempo finito: Para cada x G N\{0},i//* está definida en [0, T{x)), i-x{t) G

JV\{0} para todo t G [0, T{x)) y límt-^) %¡?{t) = 0.

(ii) Estabilidad de Lyapunov: Para cada vecindad abierta U_ de 0 existe un subconjunto

abierto Us de N conteniendo 0, tal que, para cada x G us\{0},ipx{t) G Ue para todo

te[o,T{x).

El origen se dice ser un punto de equilibrio globalmente estable de tiempo finito si es

un punto de equilibrio tiempo finito estable con D = N = Rn.

La siguiente proposición muestra que si el origen es un punto de equilibrio tiempo finito

estable de (2.11), entonces (2.11) tiene una solución única en R+ para cada condición inicial

en una vecindad abierta de 0, incluyendo el 0 en si mismo.

Proposición 2.7. Suponga que el origen es un punto de equilibrio tiempo finito estable

de (2.11). Sea N C D y seaT : N\{0}
—

. (0, oo) como en la Definición 2.5. Entonces %¡>

está definida en R+ x N y ij}{t,x) = 0 para todo t > T{x),x G N, donde T(0) = 0.

La prueba de la proposición anterior se encuentra en [2].

La Proposición 2.7 implica que si el origen es un punto de equilibrio tiempo finito

estable de (2.11), entonces la solución de (2.11) define un semiflujo global [32] en N
,
es

decir, x\) : R+ x N —

. N es una función continua que satisface:

V>(0,x) = x, (2.12)

^{t,ip{h,x))=ij;{t + h,x) (2.13)

para cada x € N y t, h € R+. Adicionalmente i¡> satisface

ip{T{x) + t, x) = 0 (2.14)

para todo x G Af y t G R+.
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La Proposición 2.7 también indica que es razonable extender T a todo N definiendo

T(0) = 0. Abusando un poco de la terminología, está extensión será llamada también

Junción de tiempo de establecimiento. Se puede ver fácilmente de la Definición 2.5 que

para toda x e N,

T{x) = inf{t G R+ : Jp{t, x) = 0}. (2.15)

Ejemplo 2.3: Considere el siguiente sistema escalar

y{t) = -ksign{y{t))\y{t)\Q, (2.16)

donde sign{0) = 0, fc > 0 y a G (0, 1) es continua en todos lados y localmente Lipschitz en

todos lados excepto en el origen. Por lo tanto, cada condición inicial en R\{0} tiene una

solución única en el tipo positivo en un intervalo de tiempo pequeño. El semiflujo global

de (2.16) se puede obtener fácilmente mediante la integración directa

1

M(í,x) =sign{x)[\x\1-a-k{l-a)t]l-o., f < ^laf-", x f 0,

= o, í > ^Ml-<\ x¿o.
{2-u>

= 0, t > 0, i = 0.

Es claro de (2.17) que (i) en la Definición 2.5 es satisfecho con D = N = R y la función

de tiempo de establecimiento T : R -> R+ dada por

La estabilidad de Lyapunov sigue considerando, por ejemplo, la función de Lyapunov

V{x) = x2 Por tanto, el origen es un punto de equilibrio globalmente estable de tiempo

finito de (2.16). Note que T es Holder continua pero no Lipschitz continua en el origen.

La siguiente proposición muestra las propiedades de la Función de tiempo de estable

cimiento de un sistema estable en tiempo finito.

Proposición 2.8. Suponga que el origen es un punto de equilibrio estable en tiempo finito

de (2.11). Sea N C D como en la Definición 2.5 y sea T : N —> R+ la función de tiempo

de establecimiento. Entonces los siguientes enunciados se cumplen

(i) Si x G N y t G R+, entonces

T{ip{t, x)) = max{T{x)
-

1, 0}. (2.19)

20



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES MATEMÁTICOS

(ii) T es continua en N si y solo si T es continua en 0.

(iii) Para cada r > 0, existe una vecindad abierta Ur C N de 0 tal que, para cada

X G Ur \ {0},

T(x)>r||x||. (2.20)

La prueba de la Proposición 2.8 se encuentra en [2].

La Proposición 2.8 {ii) es significativa porque la estabilidad en tiempo finito no implica

que la función de establecimiento T es continua en el origen. En efecto, como se muestra

en el siguiente ejemplo, la función de tiempo de establecimiento puede ser no acotada en

cada vecindad del origen.

Ejemplo 2.4: Considere el sistema (2.11) con D = {x G R : |x| < 1} y / : D -> R

dada por

/(x)= -x(/n|x|)2, xg£>\{0},
= 0, x = 0.

El sistema definido por (2.21) es continuo y tiene un semiflujo global

(2.21)

ln|x|

H{t,x)= s.5n(x)e1 + ílnN, t < --±-¡, xGD\{0},
lnr' (2 22)

ln|x|
= 0, t > 0, x = 0.

De la solución (2.22), es claro que 0 es un punto de equilibrio estable en tiempo finito

en la vecindad N = D y la función de tiempo de establecimiento, la cual es continua, está

dada por

T(x)= -r-^-r. xeD\{0\.K '
ln |*r|

X1 ''

(2.23)
= 0, x = 0.

Dado que el lím^o-** para cada 7 > 0, se sigue que para cada 7 > 0, -ffe** es no acotada

en cada vecindad borrada de 0. Por lo tanto, no es Holder continua en el origen.
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2.5. Funciones Homogéneas

Definición 2.6. Una función V : R" ->• R es homogéneo de grado l con respecto a la

dilatación

AA(xi,x2,...,xn) = (Anxi,...,Ar"xn), donde r_ > 0,» = l,...,n (2.24)

si y solo si

K(Arix1,...,Ar"xn) = AV(xi,...,xn), para todo A > 0. (2.25)

La dilatación (2.24) correspondiente a ri =
• • • = r„

= 1 es /a dilatación estándar en

Rn

Una función polinomial homogénea de n variables forma un ejemplo común de funcio

nes homogéneas. La dilatación en este caso es la dilatación estándar en Rn. Las funciones

homogéneas definidas positivas de grado 1, usualmente son llamadas como normas homo

géneas.

2.6. Campos vector homogéneos

Definición 2.7. Un campo vector f{x)x G Rn es homogéneo de grado q con respecto a la

dilatación (2.24) si y solo si el i-ésimo componente fi es homogéneo de grado q + ri con

respecto a (2.24), esto es

fi{Xrixu...,Xr"xn) = X"+rif{x1,...,Xn), A > 0, i = 1, . . . , n. (2.26)

Es claro de (2.26) que un campo vector continuo no constante que es homogéneo con

respecto a la dilatación de la forma AA(xi, . . . ,xn) = (Arixi, . . .

, Ar"x„) no puede tener

componentes acotados.

2.7 Estabilidad en tiempo finito de sistemas homogé

neos

Definición 2.8 (15). Considere el sistema no lineal

x = f{x). (2.27)

El origen de (2.27)
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■ converge en tiempo finito si existe una vecindad abierta del origen D C X y una

función T : D{0} -* (0,oo), llamada función de tiempo de asentamiento, tal que

Vx0 G D, la solución ^{t,X{_) del sistema (2.27) es definido en [0,T(x0)],^(i,xo) G

D{0\ para [O, T(x0)] y lím %¡){t, x0) = 0.
t-*T{x0)

El origen de (2.27)

■ es estable en tiempo finito si es estable y converge en tiempo finito.

■ es globalmente estable en tiempo finito si es estable en tiempo finito con D = X = Rn

Teorema 2.3 ([3], Teorema 7.1). Sea f{x), x G Rn wn campo vector homogéneo de grado

q con respecto a (2.24). Entonces el origen de (2.27) es estable en tiempo finito si y solo

si es asintóticamente estable y q < 0.
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CAPÍTULO 3

ALGORITMOS DE CONSENSO

En este capítulo se presentan algunos algoritmos de consenso asintóticos y de tiempo

finito, así como su análisis en topologías de comunicación fijas y variantes en el tiempo.

La idea básica de un algoritmo de consenso es imponer una dinámica similar en la

información de estados de cada agente. Si la red de comunicación entre agentes es una

comunicación continua o si el ancho de banda de comunicación es suficientemente gran

de, entonces la actualización de la información de estados de cada agente es modelado

utilizando una ecuación diferencial.

Suponga que existe un grupo de n agentes. La topología de comunicación del grupo

puede ser representada por un grafo dirigido Gn = {Vn, En), donde Vn = {1, 2, . . . , n} es

el conjunto de nodos y En C Vn x Vn es el conjunto de aristas, para modelar la topología

de interacción entre los n agentes. Sea An. = [ay] G R"xn y £n = [¿y] G Rnxn, respec

tivamente, la matriz de adyacencia y la matriz laplaciana no simétrica asociada a Gn.

Note que un grafo no dirigido puede ser visto como un caso especial de un grafo dirigido.

Un grafo dirigido toma en cuenta el caso general donde el flujo de información puede ser

unidireccional. Los enlaces de comunicación unidireccional son útiles cuando, por ejemplo,

algunos robots (agentes) pueden ser robots en un grupo heterogéneo tienen transcepto

res, mientras otros robots menos equipados solo tienen receptores. Adema en el caso de

intercambio de información a través de sensores locales, los robots son equipados con sen

sores que solo tienen un campo de visión limitado, el cual puede resultar en topologías de

comunicación dirigidas. Por ejemplo, en la Fig. 3.1 se muestras tres diferentes topologías

de comunicación para 3 agentes. La topología de comunicación puede ser variante en el

tiempo o invariante en el tiempo.
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Considere la información de estados como una dinámica tipo integrador como se mues

tra a continuación

¿i(_) = Ui{t), i = \,...,n, (3-1)

y el algoritmo de consenso de tiempo continuo [26], [29], [16], [20] más común está dado

por

n

"i(0 =
-

Y, °<f (OM*)
- *i(*)]. » = 1. • • •

. n, (3.2)
.=i

donde ay(í) es el elemento {i,j) de la matriz de adyacencia A,(í) G Rnxn asociada a

Gn{t) en el tiempo t, x{ G Rm es la información de estados del i-ésimo agente y u¿ G Rm

es la información de la entrada de control del i-ésimo agente. Colocar ay(í) = 0 denota el

hecho de que el agente i no puede recibir información del agente j. Una consecuencia de

(3.2) es que la información de estados Xi{t) del agente i está dirigida hacia la información

de estados de sus vecinos. La pregunta critica está en ¿cuándo la información de estados

de todos los agentes converge a un valor común?

Aunque (3.2) asegura que la información de estados del grupo de acuerdo converge,

no impone un valor común específico. Por ejemplo, considere un problema cooperativo de

reunión donde un grupo de agentes se encarga de llegar simultáneamente a una posición

específica conocida por los agentes. Debido a que el tiempo de reunión no está dado y puede

necesitar un ajuste en respuesta a perturbaciones, el grupo necesita alcanzar el consenso en

el tiempo de reunión. Para hacer esto, cada agente crea primero su información de estados

Xi que representa el tiempo de reunión acordado del i-ésimo agente. Para inicializar su

información de estados, cada agente determina un tiempo en el cual es capaz de reunirse

con el grupo y coloca Xi(0) en ese valor. Entonces cada miembro del grupo se comunica

con sus vecinos y negocia un tiempo de llegada usando el Algoritmo (3.2).

Note que (3.2) no permite especificar una información de estados deseados.

En la Sección 3.1 se muestra que si la topología de comunicación es fija y las ganancias

ay son invariantes en el tiempo, entonces el valor asintótico común es una combinación

lineal de la información inicial de estados. En general, es posible garantizar que solo el

valor común es una combinación convexa de la información inicial de estados.
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QXIHD ©KD~© (íMZKl)
(a) <b) (c)

Figura 3.1. Tres topologías diferentes de comunicación para 3 agentes. La topología (c) es fuer

temente conectada porque hay una trayectoria directa entre cada para de nodos. Sin embargo,

(a) y (b) no son fuertemente conectados.

La dinámica (3.1) y el algoritmo de consenso (3.2) pueden ser reescritos de forma

matricial como

i(t) = -[Cn{t)®Im]x(t), (3.3)

donde x = [xj , . . .

, x^]T es la información de estados y £„(í) = [iy(í)] •= Rnxn es la

matriz laplaciana no simétrica asociada a G„(í) en el tiempo i y <g> denota el producto de

Kronecker. Con (3.2), el consenso es logrado o alcanzado por un grupo de agentes si, para

todo Xí(0) y para todo i, j = 1, . . . ,n, |_c¿(í)
—

x¿(í)| —>• 0, conforme í
—^ oo.

Cuando la comunicación entre agentes ocurre en un instante discreto, la información

de estados es actualizada usando una ecuación de diferencias. El algoritmo de consenso en

tiempo discreto más común tiene la forma [16], [23], [29], [36]

n

Xi[fc + l] = ^dy[fc]x.[fc], i = l,..r,n, (3.4)
3=1

donde fc G {0, 1, . . . } es el índice de tiempo discreto que denota un evento de comu

nicación; dy[fc] es el elemento {i, j) de la matriz estocástica por filas Dn = [dij] G Rnxn

en el índice discreto fc con la suposición adicional que du[k] > 0 para toda i = l,...,ny

dy[fc] > 0 para toda i ^ j, si (j, i) G x„ y dy[fc] = 0 en otro caso. Intuitivamente, la infor

mación de estado de cada agente es actualizada con el peso promedio de su actualización

de estado y la actualización de estado de sus vecinos.

Note que un agente mantiene su información de estado actualizada si no intercambia

información con otro agente en ese instante. La ecuación (3.4) puede ser reescrita de forma

matricial como

x[k + 1] = {Dn[k] <8> Jm)x[fc] . (3.5)
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Con (3.4) el consenso es logrado o alcanzado si, para todo Xi[0] y para todo i, j =

1, . . .

, n, |xj[fc]
—

Xj[fc]|
—> 0, conforme t

—> oo.

Note que los algoritmos de consenso (3.2) y (3.4) son distribuidos en el sentido de

que cada agente necesita solo información de sus vecinos. Se utiliza G„(í) y G„[fc] para

denotar la topología de comunicación conmutada para (3.2) y (3.4), respectivamente. Para

una topología de comunicación dada, los pesos ay(í) en (3.2) y dy[fc] en (3.4) puede ser

variantes en el tiempo para representar el cambio de la comunicación entre los agentes.

Como un resultado, ambos £„(£) en (3.3) y Dn[k] en (3.5) pueden ser cambiantes en el

tiempo.

Se tiene el siguiente resultado preliminar:

Lema 3.1. [[30], Lema 2.2] El algoritmo de tiempo continuo (3.2) alcanza el consenso

asintóticamente si y solo si

(¡>{t, 0) = In+ f -Cn{al)da1 -f f -£„(<7i) /
'

-Cn{a2)do2da_ + > l„cT, (3.6)
Jo Jo Jo

conforme t -> oo, donde In es la matriz identidad nxn, ln denota el vector columna nxl

con todos sus elementos igual a 1, y c es un vector de n coeficientes constantes

La prueba del resultado anterior se encuentra en [30].

3.1. Algoritmo de consenso con topología fija

En esta sección se asume que la topología de comunicación entre los agentes es inva

riante en el tiempo y los pesos ay en (3.2) y dy en (3.4) son constantes, por lo que, £„

en (3.3) y Dn en (3.5) también son constantes. Se presentarán condiciones necesarias y

suficientes para el consenso de información usando el algoritmo de tiempo continuo ya

que para fines de está tesis los resultados con el algoritmo de tiempo discreto no serán

tratados.

En las siguientes subsecciones se considera el caso donde la información de estados es

constante. Posteriormente el caso donde la información de estados evoluciona en el tiempo.

3.1.1. Consenso estático

Es necesario enunciar lo siguiente para encontrar un resultado de interés para este

documento.
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Lema 3.2. [[30], Lema 2.4] Dada una matriz A = [ay] G Rnxn, donde au < O, ay >

O, Vi -^ j, y Yy¡=i a<j — O Para CQda h entonces A tiene al menos un valor propio en cero

con un vector propio asociado de 1„ y todos los valores propios diferentes de cero están en

el semiplano izquierdo del plano complejo. Además, A tiene exactamente un valor propio

en cero si y solo si el grafo dirigido de A, denotado por G{A), tiene un árbol de expansión

dirigido.

Corolario 3.1. [[30], Corolario 2.5] La matriz laplaciana no simétrica £„ de un grafo

dirigido tiene un valor propio en cero con un vector propio asociado de ln y el resto de

los valores propios están en el semiplano derecho del plano complejo si y solo si el grafo

dirigido tiene un árbol de expansión.

Las demostraciones de los resultados que corresponden al Lema 3.2 y al Corolario 3.1,

se encuentran en [30].

Ahora, se mostrará que el grupo de agentes alcanza el consenso asintóticamente usando

el algoritmo de consenso en tiempo continuo (3.2) si —£n en (3.3) tiene exactamente un

valor propio en cero y el resto de los valores propios están en el semiplano derecho del

plano complejo. El siguiente resultado también calcula el valor de la información de estado

que es alcanzado a través del proceso de consenso.

Lema 3.3. [[30], Lema 2.6] Si £n es la matriz laplaciana no simétrica de ny. n, enton

ces eCnt,'it > 0, es una matriz estocástica por filas con valores positivos en la diagonal.

Agregando, rank{Cn) = n — 1 si y solo si Cn tiene un único valor propio en cero. Más

aún, si Cn tiene un único valor propio en cero y v = [vi, . . .

, vn]T > 0 satisface l\\v = 1 y

C\\v = 0, entonces e~Cnt —> lnvT, conforme t —

. oo.

La prueba del resultado anterior corresponde al Lema 2.6 en [30].

Note que si se reemplaza -£„ por 7£n en (3.3), donde 7 > 0, se incrementa la velocidad

del consenso al aumentar 7. La solución de (3.3) con esta nueva matriz está dada por

x = e7£ntx(0), el cual converge más rápidamente que la solución original, si se elige 7 > 1.

El siguiente teorema muestra las condiciones necesarias y suficientes para el consenso

con una topología de comunicación invariante en el tiempo y valores constantes ay.

Teorema 3.1. [[30], Teorema 2.8] Suponga que An es constante. El algoritmo (3.2) alcan

za el consenso asintóticamente si y solo si el grafo dirigido Gn tiene un árbol de expansión.

En particular, Xj(í) -> £™__i v-MO) conforme £ -. oo, donde v = [vi, . . .

, vn]T > 0, lj_v =

1, y Clv = 0.
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Demostración. (Suficiencia). Del Lema 3.1, se necesita mostrar que eCnt ~* l*.cT, donde

c es un vector nxl. Obviamente —£„ en (3.3) asociado a G„ tiene las mismas propiedades

que An en el Lema 3.2. El hecho de que Gn tiene un árbol de expansión dirigido implica

que el grafo dirigido de —£„ tiene un árbol de expansión dirigido. Además, del Lema

3.2 se sabe que -£„ tiene exactamente un valor propio en cero y el resto de los valores

propios están en el semiplano derecho del plano complejo. Como un resultado, se sabe que

el algoritmo de tiempo continuo (3.2) alcanza el consenso asintóticamente de acuerdo al

Lema 3.3. Con (3.2), la solución de (3.1) está dada por Xi{t) -■> Yn=i ^«(O)- i
— 1> ■ ■ •

* n>

conforme t —> oo.

(Necesidad). Suponga que el algoritmo (3.2) alcanza el consenso asintóticamente pero que

G„ no tiene un árbol de expansión dirigido. Entonces existen por lo menos dos agentes

i y j tales que no hay una trayectoria en Gn que los contenga. Además es imposible la

comunicación de datos entre estos dos agentes dentro del consenso, lo cual implica que el

consenso no es alcanzado asintóticamente. □

3.1.2. Consenso dinámico

Note que un término de perturbación puede existir en (3.2). La perturbación puede re

presentar una señal externa o una perturbación. Como resultado, el algoritmo de consenso

(3.2) se reescribe como

n

Ui
= -Y.aiÁxi-xj) + wi. ¿ = l,...,n, (3.7)

3=1

donde Wi G Rm denota el término de perturbación.

En el caso especial donde la información de estados de cada agente está manejado

por la misma entrada variante en el tiempo wf{t) G Rm, la cual puede representar una

señal de prealimentación conocida apriori o una señal de entrada exógena, el algoritmo

de consenso asociado está dado por

n

Ui
= -^2aij(xi ~xi) + w¡. i — l....,n. (3.8)

_=1

La ecuación (3.8) puede ser reescrita también en forma matricial como

x = -(£„ (gi Im)x + ln ig) wf (3.9)
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Se tiene el siguiente resultado con respecto al consenso de la información de estados

Xj, i — 1, . . .

, n, usando (3.8).

Teorema 3.2. [[30], Teorema 2.13] Suponga que An es constante. El algoritmo (3.8)
alcanza el consenso asintóticamente si y solo si el grafo dirigido Gn tiene un árbol de

expansión dirigido. En particular, x{{t) -> Yl"=i vix*(Q) + $awí{r)d>T, conforme t ->• oo

donde v = [vu . . .

, vn]T > 0, l£t. = 1, y C?nv = 0.

Demostración. (Suficiencia). La solución de (3.8) está dada por x{t) = (e_£ntigi/m)x(0)-)-

/oV£n(t_T)®/m][ln*W(T)]dr. Note que del Lema 3.3 e~c^ -> lnvT y e-c^-Thn = ln

esto prueba la parte de suficiencia.

(Necesidad). La parte de necesidad se sigue directamente del Teorema 3.1. D

Cuando Wi =j= Wj en (3.7), se tiene el siguiente teorema:

Teorema 3.3. [[30], Teorema 2.14] Suponga que An es constante. Bajo la condición de

que el grafo dirigido Gn tiene un árbol de expansión dirigido, si \\wí—Wj\\ es uniformemente

acotada, por tanto |¡_c¿
—

Xj[\, V. ^ j.

Demostración. Sea xy
= x»

—

Xj y tüy
= u>i

—

Wj. También sea x
= [xj2, xf3, . . .

, xfn, ]T y

w = [wf2, í_)f3, . . .

, Win, ]T. Note que Xy
=

x_j
—

x_i. Usando (3.7), (3.1) puede ser reescrita

en forma matricial como

x = {Q <g> Im)x + w, (3.10)

donde Q G R(n-1-X(n_1) es constante. Note que el Teorema 3.2 implica que bajo la

condición que Wi
= Wj,Vi ^ j, y G„ contiene un grafo árbol de expansión dirigido, el

algoritmo (3.7) alcanza el consenso asintóticamente, lo cual implica que x{t)
—

. 0, conforme

t —> oo. Por lo tanto se deduce que (3.10) es asintóticamente estable bajo la misma

condición de que Wi
= u>j,V¿ ^ j, observando que Wi

= uij,\/i ^ j, implica que w = 0.

Debido a que (3.10) es un sistema lineal invariante en el tiempo, la estabilidad asintótica

implica estabilidad entrada-acotada salida-acotada, eso es, si w es uniformemente acotada,

por tanto x también lo es. Equivalentemente, si ||xí
—

Xj|| es uniformemente acotada, por

tanto ||xí —

Xj||, Mi ^ j. D

Note que el Teorema 3.3 implica que usando (3.7), (3.1) es entrada-estado estable (ISS

por sus siglas en inglés) bajo las suposiciones del teorema.
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3.1.3. Ejemplo ilustrativo

Se considera un escenario donde 6 agentes pretenden encontrarse en una posición a

lo largo de una trayectoria parametrizada representada por {rx[r(í)],ry[s(í)]}. La Fig.

3.2 muestra la topología de comunicación correspondiente entre estos agentes. Note la

existencia de un árbol de expansión dirigido.

Se asume que cada agente conoce la trayectoria parametrizada. Por lo tanto, el pa

rámetro r y s representan la información mínima necesaria para lograr el objetivo, es

decir, r y s son la información de estados. Por lo tanto, se consideran a r y s en ca

da agente como r¿ y %, i = 1, . . . , 6. JLa información de estados está dada por el vector

xi
= [tí,s_]t,í = 1,...,6.

Figura 3.2. Topología de comunicación

Basándose en la topología de comunicación mostrada en la Fig. 3.2, la matriz
—£6 está

dada por

-£e =

7

-1.5 1.5

2 -2

0.9

0

0

0

o

1.2

0

0

0

0

-2.8

0

1.4

0

0

0

0

-2.5

1.8

0

0

0

1.9

0

-3.2

0.7

0

0

0

1.3

0

-0.7

(3.11)

donde 7 > 0 es un coeficiente. Las condiciones iniciales están dadas por tí(0) = 0.2, — 0.1

ysi(0) = 0.2t,. = l,...,6.
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Las Figs. 3.3 y 3.4 muestran el escenario de consenso usando el algoritmo de tiempo

continuo (3.2) para 7
= 1 y 7

= 5, respectivamente. Se observa que solo las condiciones

iniciales del agente 1 y 2 afectan el valor de equilibrio, el cual es consistente con la topología

de comunicación mostrada en la Fig. 3.2, donde se observa que solo el agente 1 y el agente

2 tienen una trayectoria directa hacia el resto de los agentes.

.
10

tiempo (s)
10

tiempo (s)

Figura 3.3. Consenso de n y Si usando el algoritmo de tiempo continuo (3.2)
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Figura 3.4. Consenso de Tí y Si usando el algoritmo de tiempo continuo (3.2)

3.2. Algoritmo de consenso con topología dinámica

Se enuncian los siguientes lemas.

Lema 3.4. [[16], Lema 2] Sea p > 2 un entero positivo y sean P\,P2, . . . ,PP matrices no

negativas de nx n con enteros positivos en la diagonal, entonces

P1P2. - -PP>l{Pi + P2 + ■ ■ ■ + PP),

donde 7 > 0 se deduce de la expresión anterior.

(3.12)
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Lema 3.5. [[30], Lema 2.26] Sea Sa = {A\,A2, . . .,Ai} un conjunto de matrices esto

cásticas por filas con elementos positivos en la diagonal. Si el grafo dirigido de Ai tiene

un árbol de expansión dirigido, entonces Ai es SIA. Si la unión de los grafos dirigidos

de A\, i = 1, . . . ,£, tiene un árbol de expansión dirigido, entonces el producto de matrices

nLi Ai es SIA-

Lema 3.6. [[30], Lema 2.27] Sea G„ el conjunto de todos los posibles grafos dirigidos

de los n agentes. Si la unión de los grafos dirigidos {Gn(íi),Gn(í2), . . . ,G„(íp)} donde

G„{t_) G Gn, tiene un árbol de expansión dirigido y £„(íi) es la matriz laplaciana no

simétrica asociada a cada grafo dirigido G„{t_), entonces el producto de matrices

e-£„(tp)Atp e-£„(t2)At2e-£n(ti)A*i (3.13)

es SIA, donde A_i > O son las cotas inferiores.

Lema 3.7. [[30], Lema 2.28] Sea C{t) = [cij{t)] G Rnxn continua por partes para t G [r, s],

donde s - r > O es acotada, Cy > O, V¿ ^ j, y^ Cij
= 0. Si la unión de grafos dirigidos de

C{t) para t G [t, s] tiene un árbol de expansión dirigido, entonces la matriz de transición

<¡>c{s,r) es SIA.

Lema 3.8. [[30], Lema 2.30] Sea S = {Si, S2, . . .

, Sk} un conjunto finito de matrices

SIA con la propiedad de que para cada secuencia S,_ , S__, , . . . , Si, de longitud positiva,

el producto de matrices Sij.Su_1,...,Si_ es SIA. Entonces para cada secuencia infinita

S^^ü, . . . existe un vector columna v tal que

límSij,Sij_1,...,Si1
= lnvT (3.14)

3.2.1. Consenso utilizando un algoritmo de tiempo continuo

Está subsección se enfoca en demostrar que bajo ciertas condiciones, la existencia de

un árbol de expansión conjunto es suficiente para lograr el consenso bajo topologías de

comunicación dinámicas usando un algoritmo de tiempo continuo (3.2).

Para hacer el problema matemáticamente tratable, se usa la noción de tiempo de

permanencia introducido en [16, 24]. La idea es que hay un tiempo finito con una cota

inferior entre An{t) conmutadas, y que entre el tiempo cambiante, A» es constante. Esto

implica que ambos An{t) y Cn{t) son constantes por partes. La Ecuación (3.3) puede ser

reescrita como
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x{t) = -[£„&) <8> /m]x(í), t G [ti, U + n), (3.15)

donde tí > 0 es el tiempo de permanencia y ío,íi,í2, • . . es la secuencia infinita de

tiempo tal que ti+i
—

ti = t^

Sea 0 un conjunto finito de números positivos arbitrarios. Sea T un conjunto infinito

generado del conjunto 6, la cual es cerrada bajo la suma y multiplicación de elementos

positivos. Se asume que r4 G T, i = 0, 1, Eligiendo el conjunto 6 correctamente, el

tiempo de permanencia puede ser elegido en un conjunto infinito T.

Se tiene el siguiente teorema para el algoritmo (3.2) bajo topologías de comunicación

dirigidas.

Teorema 3.4. [Teorema 2.31 en [30]] Sea t\,t2, . . . una secuencia infinita de tiempo tal

que Ti
=

_i+i
—

ti G T,z = 0,1, Sea Gn{t.) G G„ el grafo dirigido en el tiempo

t = U y atj {ti) G $, donde .P es un conjunto finito de números no negativos arbitrarios.

El algoritmo de tiempo continuo (3.2) alcanza el consenso asintóticamente si existe una

secuencia infinita de intervalos de tiempo contiguos, no vacíos, uniformemente acotados,

empezando en ti_ = to, con la propiedad de que la unión de grafos dirigidos a través de

cada intervalo tiene un árbol de expansión dirigido. Además, si la unión de los grafos

dirigidos después de algún tiempo finito no tiene un árbol de expansión dirigido, entonces

el consenso no puede ser alcanzado asintóticamente.

3.2.2. Resultados de simulación

Aquí se simulará el consenso en la información para 5 agentes bajo una topología de

comunicación dinámica usando el algoritmo de tiempo continuo (3.15).

Por simplicidad, se restringen las posibles topologías de comunicación para los 5 agentes

al conjunto G% = {G5(i),G5(2),G5(3),G5(4),G5(5)}, como se muestra en la Fig. 3.5, la cual

es obviamente un subconjunto de G5. También se asume que la topología de comunicación

cambia aleatoriamente en G\ en cada tiempo aleatorio ( = ífc, fc = 0, 1, 2, . . . . Los elementos

no cero ay en (3.15) son elegidos arbitrariamente a priori para cada grafo dirigido en G\

para satisfacer las restricciones del Teorema 3.4.
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í?5(l) 05(2) 05(3) 05(4) 05(5)

© © © © ©

0000©
Figura 3.5. Posibles topologías de comunicación para 5 agentes.

Note que cada grafo dirigido en G| no tiene un árbol de expansión. Sin embargo, como

se puede ver en la Fig. 3.6, la unión de estos grafos tiene un árbol de expansión dirigido.

Como los cambios entre los grafos dirigido de Gg son aleatorios, la condición para lograr

el consenso será genéricamente satisfecha. Los resultados de simulación muestran que el

consenso asintótico si se alcanza usando el algoritmo de tiempo continuo (3.15).

Figura 3.6. La unión de <?£.

Las condiciones iniciales de los estados son seleccionadas arbitrariamente como 0.2 *

i, i = 1, ... ,5. En la Fig. 2.7 se muestran los resultados del consenso usando el algoritmo

de tiempo continuo (3.15). Note que el consenso es alcanzado.
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0.8

X0.6
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%L 10 20 30 40 50

tiempo (s)

Figura 3.7. Consenso con Gs(ífc) cambiando aleatoriamente de Q\.

A continuación se usa un conjunto con topologías de comunicación no dirigidas Gl5 =

{G5(i),G5(2),G5(3),G5(4),G5(5)}, cambiando entre grafos conectados para los 5 agentes,

como se muestra en la Fig. 3.8, la cual también es un subconjunto de G5.

&<1) 05(2) §5(4)^5(3)

0K_X¡>-<í>-<¡)

Figura 3.8. Posibles topologías de comunicación para 5 agentes.

08(5)

En la Fig 3.8 puede notarse que la unión de los grafos Q{ es la topología £.5(5).
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tiempo (s)

Figura 3.9. Consenso con Gs(ífc) cambiando aleatoriamente de Q\.

Observe que el consenso asintótico de tiempo continuo (3.15) es alcanzado más rápi

damente cuando la topología de comunicación cambia entre no dirigidas, debido a que la

comunicación es bidireccional el error es menor entre los agentes.

3.3. Algoritmo de consenso en tiempo finito

El control distribuido para sistemas multiagentes se ha convertido en un tema de

investigación activo y ha atraído la atención de investigadores durante los años recientes

[14], [16], [26], [29], [33]. Un problema típico en esta área como ya se ha mencionado

anteriormente es el problema de consenso que a diferencia del consenso asintótico este es

en tiempo finito.

Un protocolo son reglas de interacción las cuales aseguran que todo el grupo pueda

alcanzar el consenso con datos compartidos en forma distribuida. El problema de consenso

cubre un amplio espectro de aplicaciones incluyendo control de formación, filtrado distri

buido, fusión de datos de multisensores y cálculo distribuido, por citar algunos ejemplos

[25].

En el estudio del problema de consenso, la tasa de convergencia es un importante índice

para evaluar el protocolo. Muchos de los protocolos existentes no resultan en consenso de

estado en tiempo finito, es decir, el consenso es alcanzado asintóticamente. Por lo tanto,

el consenso en tiempo finito es más atractivo y hay un número de propuestas donde la

convergencia en tiempo finito es una propiedad deseable. Recientemente, el problema de
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consenso en tiempo finito ha atraído la atención de algunos investigadores.

Suponga un sistema dinámico distribuido de n agentes autónomos (robots) etiquetados

de 1 ... n. Todos los agentes comparten un espacio de estados en común R. El estado del

agente i es denotado por xit i G /„ y el vector columna [x\, x2, . . .

, x„]T es denotado por x.

Suponga que el agente i tiene la siguiente dinámica

Xi(í) = Ui{t) (3.16)

donde t_i(í) es el protocolo que será diseñado.

En sistemas multiagentes cada agente puede comunicarse con algunos agentes, los

cuales son definidos como sus vecinos. El protocolo Ui es una retroalimentación de estados

el cual es diseñado basado en la información local recibida por el agente i de sus vecinos. El

grafo G{A) representa la topología de interacción donde A G Rnxn. El nodo Vi representa

al agente i, la existencia de aristas {v^ Vj) G E{G{A)) implica la existencia de un canal de

información válido del agente i al agente j y las aristas aji representa la confiabilidad del

canal de información correspondiente. El conjunto de los vecinos del agente i es denotado

por Ni = {j : {Vj,v_) G E{G{A)),j j- i}.

Dado el protocolo Ui, i G /„ se dice que este protocolo resuelve el problema de consenso

asintóticamente si para cada estado inicial dado existe un punto de equilibrio estable x*

tal que, para cada j,Xj{t) —> x* conforme t -. oo y se dice que resuelve el problema

de consenso en tiempo finito si resuelve el problema de consenso y para algunos estados

iniciales dados, existe un tiempo finito t* y un número real x* tal que, Xj{t) = x* para todo

t > t* y todo j G In- Si el estado final del consenso es una función de estados iniciales,

es decir, x¡{t) -> X(x(0)) conforme t -> oo para todo j G /„ donde X : R" -» R es una

función, entonces se dice que resuelve el problema de consenso X [26]. Específicamente,

si X(x.{0)) = Y!,n=\xjW/n se dice <lue e' protocolo resuelve el problema de consenso

promedio.

De lo anterior, se presenta la clase de algoritmo de consenso, el cual resuelve el problema

de consenso en tiempo finito:

Ui
= V* aijsign{xj

—

x_)\xj
-

x.\aii (3.17)
jeNi

donde 0 < ay < 1, | | representa el valor absoluto y sign{-) es la función signo definida

por
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f

1, r >0

sign{r) O, r = O (3-18)

-1 r <0

Por simplicidad, la función sign{r)\r\a es denotada por sign{r)a

sign{r)a, a > 0 es una función continua con respecto a ría cual lleva la continuidad

del protocolo (3.17) con respecto a las variables de estados. El protocolo (3.17) representa

una clase de protocolos. Si se coloca aitj
= l,i,j G In, en el protocolo anterior, entonces

se convertirá en un algoritmo de consenso lineal típico estudiado en [26] y [28] y en este

caso resuelve un problema de consenso asintótico siempre que G{A) tenga un árbol de

expansión. Si se coloca ay
= 0 se convertirá en discontinuo. El algoritmo discontinuo fue

estudiado por [10].

Por el Teorema de existencia de Peano y el Teorema de extensión [14], se tiene que

Propiedad 1: Si la topología de comunicación es invariante en el tiempo, entonces

bajo el algoritmo (3.17) la ecuación diferencial (3.16) es continua por la derecha y existe

al menos una solución en [0, oo) para cualquier estado inicial x(0). Además, ||a:(i)l|oo es

no decreciente y ^(t)!!,» < ||x(0)||oo para todo t > 0.

El algoritmo (3.17) no es Lipschitz en algunos puntos. Como todas las soluciones al

canzarán el subespacio span{l) en tiempo finito, existen soluciones no únicas en el tiempo

pasado. Esto por supuesto, viola la condición de unicidad para las soluciones de ecuaciones

diferenciales Lipschitz.

La siguiente propiedad caracteriza el conjunto de puntos de equilibrios del sistema

(3.16).

Propiedad 2: Bajo el protocolo (3.17), el conjunto de puntos de equilibrio de la

ecuación diferencial x¡ = Ui,i G /„> es el span(l) siempre que G{A) tenga un árbol de

expansión.

La prueba de estas propiedades se encuentra en [37].

3.3.1. Redes bajo topologías de comunicación bidireccionales va

riantes en el tiempo.

En muchas situaciones prácticas, el canal de información entre cualesquiera dos agentes

puede no estar siempre disponible, porque al fallar los dispositivos físicos el rango de

detección es limitado para la detección de obstáculos. Además, es razonable asumir que la

topología de comunicación es conmutada dinámicamente.
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Para describir la topología variante en el tiempo, suponga que ay son funciones conti

nuas derechas constantes por partes con respecto al tiempo y toma valores en un conjunto

finito, tal que, au{t) = 0 y ay(í) > 0 para todo i, j,t. Agregando, en el algoritmo (3.17) los

parámetros ay puede también ser cambiado para reflejar la fiabilidad de la información

como los pesos ay. También se asume que ay son funciones continuas derechas constantes

por partes y toma valores en un conjunto finito.

Teorema 3.5. Suponga que G{A{t)) es no dirigido y la suma de intervalos de tiempo en

los cuales G{A{t)) es conectado por un tiempo suficientemente largo. Si ay(_) = aji{t) y

0 < ay < 1 para todo i,j,t, entonces el algoritmo (3.17) resuelve el problema de consenso

promedio en tiempo finito.

La prueba del teorema anterior se encuentra en [37].
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CAPÍTULO 4

ALGORITMO DE CONSENSO PROPUESTO

Los preliminares matemáticos sobre consenso en tiempo finito, teoría de estabilidad de

Lyapunov y teoría de grafos descritos en el Capítulo 2 son aplicados en este capítulo para

el desarrollo de un nuevo algoritmo de consenso en tiempo finito. El resultado principal

de esta tesis es presentado en la Sección 4-1 así como la demostración del teorema. En la

Sección 4-2 se muestra la robustez del algoritmo de consenso propuesto.

4.1. Estabilidad en tiempo finito

Considere un sistema multi-agentes con una dinámica descrita por (3.1). Dado el pro

tocolo u¡, se dice que el sistema multi-agentes resuelve el problema de consenso en tiempo

finito, si para cualquier estado inicial y cualquier i, j G 1, ...,n existe un valor de tiempo

f.f, tal que \ii{t)
-

Xj{t)\ = 0 y t > t¡ > 0.

Sea v una orientación arbitraria de un grafo Ga y sea D la matriz de incidencia de Gv

El Laplaciano de Ga es Q{G„) = DDT el cual es independiente de la orientación de v. Por

simplicidad el Laplaciano del grafo Ga será denotado por Q. La matriz Laplaciana Q es

una matriz semidefinida positiva siendo Ai(Q) = 0 el valor propio más pequeño de Q con

un vector propio asociado 1 = [1 . . . 1]T

El algoritmo de consenso propuesto se presenta a continuación:

¿i = k[e.]a = f{e_), a G (0, 1) (4.1)

donde [e.]a = |ei|as¿gTi(ei) y
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* = Y (xj-Xi),k>0. (4.2)

Sea e = [ei, . . .

, en]T, note que e = -Q(G_-)x, donde x = [xi, . . .

, xn]T y además su

dinámica es

é = -Q{Ga)F{e) = Ha{e) (4.3)

donde Q{Ga) es el Laplaciano del grafo Ga, a G {1,. .. ,m} y

fc[ei]Q

F(e) = (4-4)

. *[en]a

Llamaremos a (4.3) como la dinámica del error del algoritmo de consenso propuesto.

El i-ésimo componente de F{e) es denotado por f{e_).

Antes de mostrar el resultado principal de esta tesis, se tiene la siguiente premisa

auxiliar.

Lema 4.1. Sea f{x) = [x]a entonces

-(f(ei)-f{ej)){ei-ej)<0 (4.5)

donde la igualdad se cumple si ei
—

Cj
= 0.

Demostración. Note que ***^2 = a|x|a+1,Vx G R {0}. Por lo tanto f{x) es una función

estrictamente creciente, así sign{ei
-

ej) = sign{f{e_)
-

f{eá)) y (4.5) se cumple. Más aún

f{e.) es una función inyectiva, esto es, f{e_) = f{e_¡) si y solo si e¿
=

ej, por lo tanto la

igualdad en (4.5) se cumple si y solo si e^
—

ej
= 0. D

Al ser una función inyectiva significa que el dominio es cubierto en su totalidad y que

sus elementos pueden mapearse al mismo elemento de la imagen. Si esto ocurre entonces,

los errores son iguales y por lo tanto, la función converge a cero.

El resultado anterior mostró que la función /(x) converge a cero si y solo si los errores

son iguales. Pero solo para un nodo del grafo. Ahora se mostrará que para cada nodo el

error será igual a cero y converge asintóticamente a cero.

Proposición 4.1. Sea Gk un grafo conectado. Entonces el origen de

é = -Q(Gfc)F(e) = tffc(e) (4.6)
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es globalmente asintóticamente estable.

Demostración. Considere la función candidata de Lyapunov V(e) = \ £i€v(Gfc) e¿ entonces

dV{e) 1 v*-,

-8T
=

2^eiei
= -eTQ(Gfc)F(e)

= -eTDkDTkF{e)

donde Dk es la matriz de incidencia de Gk, por simplicidad se asumirá que si i > j

entonces se tomará la orientación donde i es la cabeza y j es la cola. Por lo tanto, ij G

c(Gfc),¿ > j implica que la entrada de eTDk correspondiente a la arista ij es (ei
—

ej), de

la misma forma la entrada de DjF(e) correspondiente a la arista ij es {f{e_) —

f{e_¡)), por

lo tanto

dV{e)
£ (/(«)" /(ej))(e*-ei)<0 (4-7)

de
»¿e£(Gfc),¿>j

debido a (4.1) donde la igualdad se cumple si y solo si ei — e¡
= 0 para cada ij G e(G«. )

lo cual implica que

e_
= ■ ■ ■ =

en (4.8)

porque el grafo Gk es conectado. Sin embargo, como e =
—

Q(Gfc)x y Q{Gk) es ortogonal

al vector de 1, entonces J2iev(Gk) et
= "y (4.8) puede cumplirse si y solo si e = 0.

Entonces ^^ < 0 con ^^ = 0 si y solo si e = 0, por lo tanto, el origen de (4.3) es

globalmente asintóticamente estable. D

Como la matriz Q{Gk) es ortogonal al vector de ls implica que algunos de los elementos

del dominio de F(e) serán iguales, pero no todos. La única forma en que todos sean iguales

es que todos tengan como imagen al elemento cero. Y la única forma de que eso ocurra es

que e = 0.

Ahora se tiene la siguiente premisa auxiliar.

Lema 4.2. El campo vector Ha{é) es homogéneo de grado a— 1 con respecto a la dilatación

estándar.

Demostración. Note que la función f{e_) es homogénea de grado a con respecto a la

dilatación estándar, esto es
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f{Xe.) = fc|Aei|°s*¿í/n(Aei) donde A > 0

= fc(|A||ei|)as_pn(ei) ya que el sign{Xe.) = sign{e_) con A>0

= Aafc|ei|asiffn(ei) ya que el |A|a = A<*

= AV(ei).

Ahora, sea el í-ésimo componente del campo vector Ha{e) denotado como H^{e), en

tonces Hla{e) = £i€V(G.)(/(e¿)
~

fifi*)) y

HÍ{Xei)= ¿2 (/(Ae¿)-/(Aei))
3*V.G„)

= ¿2 (Aa/(Aej)-AQ/(Aei))
3<¿V(Ga)

= XaHÍ{Xe_)

Ya que r¿ = 1, i = 1, . . . , rn, entonces q
= a

— 1 y Ha{e) es homogénea de grado a
— 1

con respecto a la dilatación estándar. D

Hasta este momento se ha demostrado que el algoritmo de consenso es asintóticamente

estable, sin embargo, para que este logre el consenso en tiempo finito también debe ser

homogéneo con respecto a la dilatación estándar de grado m < 0.

El campo vector Ha{e) tiene grado a
—

1, en esta tesis se tomó a a G (0, 1), por lo

tanto, el grado siempre será negativo.

El siguiente teorema es el resultado principal de esta tesis

Teorema 4.1. Sea Ga,o G {1, ...,m} un grafo conectado. Entonces el algoritmo (4.1)

alcanza el consenso en una red dinámica con una señal conmutada o G {l,...,m} en

tiempo finito.

Demostración. De acuerdo a la Proposición 4.1, la función de Lyapunov V{e) = | J2n_v(G ) el
es común para cada subsistema é = Hk{e),k G {l,...,m}. Entonces de acuerdo a [19]

(4.3) es globalmente asintóticamente estable bajo una topología de comunicación conmu

tada arbitraria. Por otra parte, dado que el grafo Ga es conectado e = —

Q{Ga)x = 0

implica que x G span(l), es decir, que el consenso es alcanzado.

Por otro lado, dado que el campo vector Ha{e) es homogéneo de grado q = a
- 1 < 0,

entonces de acuerdo al Teorema 2.3, (4.3) es estable en tiempo finito, así el consenso es

alcanzado con convergencia en tiempo finito. □
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4.2. Robustez al crecimiento del grafo

Fn esta sección se mostrará a través de simulaciones que la convergencia del algoritmo

de consenso propuesto es más robusto ante el crecimiento de la red que el algoritmo de

consenso estándar.

El algoritmo de consenso estándar es

X — K / \Xj Xi),

.€V(G„)

(4.9)

y el algoritmo de consenso propuesto en esta tesis es

x —— ic y iXj "¿*ij

j€V(G_)

(4-10)

4.2.1. Ejemplo usando una topología fija

La primera simulación se realizó con un sistema multi-agentes de 10 nodos, las condi

ciones iniciales de los agentes se seleccionaron aleatoriamente en el intervalo [—5,5], con

fc = 1.5, a = 1/2 y con la siguiente topología fija de comunicación

A =

0100000001

1010000000

0101000000

0010100000

0001010000

0000101000

0000010100

0000001010

0000000101

1000000010

(4.11)

La matriz anterior representa un grafo conectado de forma circular, como se muestra

en la siguiente figura
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Figura 4.1. Grafo circular no dirigido con 10 vértices.

A continuación se presentan las simulaciones del consenso asintótico [21] y del algoritmo

de consenso propuesto, respectivamente.

1 . "•_

V

'O 5 10 15 20 25 30

tiempo (s)

Figura 4.2. Gráfica del algoritmo de consenso estándar con 10 nodos.
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5-

4

3-

2-

,r

o-

-1

-2-
10 15

tiempo (s)

20 25 30

Figura 4.3. Gráfica del algoritmo de consenso propuesto con 10 nodos.

Como se muestra en la Fig. 4.2, el consenso es alcanzado asintóticamente por los

agentes, mientras que en la Fig. 4.3 se observa que los agentes alcanzan el consenso en

tiempo finito aproximadamente antes de los 5 segundos.

Ahora se presenta un sistema multi-agentes con 100 nodos, donde la matriz de adyacen

cia que describe la topología de comunicación es similar a la matriz del ejemplo anterior,

ya que representa un grafo circular. Las simulaciones correspondientes
se muestran en las

Figs. 4.4 y 4.5.
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X O

o 10 15

tiempo (s)

20 25

Figura 4.4. Gráfica del algoritmo de consenso estándar con 100 nodos.

30

X 0

"0 5 10 15 20 25 30

tiempo (s)

Figura 4.5. Gráfica del algoritmo de consenso propuesto con 100 nodos.

De las figuras anteriores se puede apreciar que a medida que el grafo aumenta en su

número de nodos, el tiempo de convergencia del consenso estándar crece exponencialmente

a diferencia del consenso alcanzado con el algortimo propuesto el cual no se ve tan afectado.

Como se observa en la Fig. 4.5, el consenso es alcanzado aproximadamente a los 8 segundos.
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4.2.2. Ejemplo usando una topología dinámica

A continuación se presenta una simulación del algoritmo propuesto utilizando una

topología conmutada en el tiempo. En este caso se utilizó una red de 15 nodos con una

ganancia fc = 1.5 y a
= 1/2.

La topología conmutada de comunicación de la red de agentes está definida como

A{t) =
A_ .6(0,1), [2,3), ...

A2 te [1,2), [3,4), ...
(4.12)

donde Ai es una topología circular similar a (4.11) y A2 está dada por

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(4.13)

Las matrices anteriores están asociadas a los grafos Gi y G2 respectivamente. Los

grafos están conectados de forma distinta, como se muestra en la Fig. 4.6.
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4.2. ROBUSTEZ AL CRECIMIENTO DEL GRAFO

Figura 4.6. De izquierda a derecha: Grafo circular no dirigido con 15 nodos (Gi), y grafo no

dirigido con 15 nodos (G2).

X 0

1 4 5 6

tiempo (s)

8 10

Figura 4.7. Gráfica del algoritmo de consenso estándar usando topología conmutada con 15

nodos.
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tiempo (s)

Figura 4.8. Gráfica del algoritmo de consenso propuesto usando topología conmutada con 15

nodos.

Dicha topología conmutada es representada en los grafos de la Fig. 4.6 donde cada

uno actúa durante un segundo. En la Fig. 4.8 puede apreciarse que el cambio entre una

topología y otra genera un cambio en las trayectorias que siguen los agentes. Sin embargo,

aún empleando topologías conmutadas, el protocolo propuesto alcanza el consenso en

tiempo finito.

4.2.3. Comparación del tiempo de convergencia

En los resultados mostrados en las Figs. 4.3, 4.5 y 4.8 se aprecia que debido a la

naturaleza no lineal del algoritmo (4.1), el tiempo de convergencia es finito.

A continuación se presenta una comparación de los tiempos de convergencia entre el

algoritmo propuesto y el estándar, utilizando una topología fija así como una dinámica.

Las simulaciones fueron realizadas con una computadora personal con un procesador

intel® CORE™.7 de 3.0GHz con una memoria RAM de 4GB.

Para la comparación correspondiente a la topología fija, se utiliza una topología de

comunicación como la presentada en el Ejemplo 4.2.1, con una ganancia fc = 3 y a
= 1/2.

El error de convergencia de los algoritmos fue tomado como

1 -

ec
= -J2\ev\<e
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donde ei está definido por (4.2) y e = 0.001 es la cota del error donde se considera

que ambos algoritmos convergieron. Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente

tabla.

No. de nodos Consenso Consenso

estándar propuesto

10 24.4 1.47

20 95.97 2.64

30 238.34 4.09

40 398.52 4.16

50 612.94 5.18

75 — 7.41

100 — 8.73

250 — 24.76

500 — 52.48

Cuadro 4.1. Tabla de comparación de los algoritmos de consenso usando una topología fija.

La siguiente tabla fue la resultante al emplear una topología dinámica, similar a la

utilizada en el Ejemplo 4.2.2, con una ganancia fc = 3 y a
= 1/2.

No. de nodos Consenso Consenso

estándar propuesto

10 26.17 1.24

20 93.80 2.24

30 233.84 3.92

40 369.74 4.12

50 606.77 4.32

75 — 6.06

100 — 7.79

250 — 12.63

500 — 40.65

Cuadro 4.2. Tabla de comparación de los algoritmos de consenso usando una topología dinámica.
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En las tablas anteriores se aprecia la diferencia entre los tiempo de convergencia de

ambos algoritmos. Nótese que el tiempo de convergencia del algoritmo estándar crece a

un ritmo mucho mayor que el algoritmo propuesto.

Analizando la relación entre el número de nodos y el tiempo de convergencia en el

consenso estándar, se observa que esta relación se aproxima mediante una función de tipo

exponencial de la forma tc = ae1™ mientras que en el caso del algoritmo propuesto se

aproxima a una función lineal de la forma íc = an + b, como se puede apreciar en las Figs.

4.9 y 4.10.

3000

22500

«2000
Sa

Topología fija

—Consenso estándar

■ -

-Algoritmo propuesto

40 50

Número de agentes

30

Figura 4.9. Gráfica comparativa del tiempo de convergencia con topología fija.
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3000

32500

5 2000

Ef

g 1500

Topología dinámica

—Consenso estándar

—

Algoritmo propuesto

40 50

Número de agentes

30

Figura 4.10. Gráfica comparativa del tiempo de convergencia con topología dinámica.

Las siguientes figuras muestran una comparación de los tiempos de convergencia entre

el algoritmo de consenso propuesto y tres algoritmos de consenso diferentes.

Los algoritmos mostrados en la Fig. 4.11 fueron simulados utilizando una topología

conmutada en el tiempo utilizando una red con 25 nodos con un a = 1/2.

Se puede observar que el tiempo de convergencia del consenso propuesto es mucho

menor en comparación con el resto de los algoritmos que se muestran en la Figura 4.11.

Esta diferencia se aprecia más claramente cuando el consenso propuesto es compara

do contra el consenso asintótico y el consenso uniformemente convergente. Aunque esta

diferencia no es tan notoria entre el consenso propuesto y el consenso en tiempo finito.

Los algoritmos mostrados en la Fig. 4.12 fueron simulados utilizando una topología

conmutada en el tiempo utilizando una red con 200 nodos con un a = 1/2.

En la Figura 4.12 se ve claramente una de las principales ventajas del algoritmo de

consenso propuesto, ya que este continua teniendo un tiempo de convergencia aceptable a

medida que el número de nodos en el grafo aumenta.

Aunque en la Figura 4.11 el tiempo de convergencia entre el consenso propuesto y el de

tiempo finito son muy similares para grafos con un número de nodos pequeño, la diferencia

se hace notoria en grafos con un mayor número de nodos. A medida que el grafo crece el

tiempo de convergencia del consenso propuesto se incrementa muy poco con respecto al

incremento que presenta el consenso en tiempo finito.

Con todas las pruebas presentadas a lo largo de este capítulo, se puede ver que la

robustez del algoritmo de consenso propuesto es satisfactoriamente mayor a medida que
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Q5 10 15

tiempo (s)

10 15

tiempo (s)

Figura 4.11. Gráfica de a) consenso propuesto, b) consenso asintótico, c) consenso en tiempo

finito y d) consenso uniformemente convergente con 25 nodos.
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b)
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Figura 4.12. Gráfica de a) consenso propuesto, b) consenso asintótico, c) consenso en tiempo

finito y d) consenso uniformemente convergente con 200 nodos.

58



CAPÍTULO 5

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Los resultado presentados en este trabajo, alcances de esta tesis así como el trabajo

futuro, son descritos en este capítulo.

Esta tesis presenta una contribución al control distribuido, un nuevo algoritmo de

consenso para sistemas multi-agentes con dinámicas no lineales. Se propuso una función

de Lyapunov para la prueba de estabilidad del protocolo distribuido por modos deslizantes.

Bajo la teoría de estabilidad de Lyapunov, se realizó la prueba de estabilidad al algoritmo

de consenso propuesto con una topología fija. Esta misma prueba fue implementada en

topologías de comunicación dinámicas en grafos conectados, mediante una función de

Lyapunov común.

Utilizando la teoría de homogeneidad de campos vectores y de estabilidad en tiempo

finito se logró demostrar que el algoritmo de consenso propuesto converge en tiempo finito

tanto para topologías fijas como para topologías dinámicas.

El algoritmo de consenso propuesto fue comparado con algoritmos de consenso asintó

tico, consenso en tiempo finito y consenso uniformemente convergente ([28], [29] y [26]).

En dicha comparación se observó que el tiempo de convergencia tanto del algoritmo de

consenso asintótico así como del consenso en tiempo finito y del consenso uniformemente

convergente aumenta en relación al número de agentes en un colectivo.

Con todo esto se muestra que el algoritmo propuesto no converge al promedio de las

condiciones iniciales y se sabe experimentalmente que va del valor medio al valor promedio

con 0 < a < 1, pero no se ha mostrado analíticamente.

Aunque el algoritmo propuesto no alcanza el consenso promedio, si lo hace en tiempo

finito. Esta es una característica importante en aplicaciones para control de formaciones y
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seguimiento de trayectoria. Sin embargo, en aplicaciones como consenso de multi-sensores

sería conveniente alcanzar el promedio en tiempo finito.

Durante el desarrollo de esta tesis se encontró que el aumento en el número de nodos

de un grafo afecta directamente el tiempo de convergencia de los algoritmos y que este

está relacionado con el segundo valor propio mas pequeño del Laplaciano.

Se mostró en el Capítulo 4 por simulación que la convergencia del algoritmo de consenso

propuesto se ve menos afectada por el segundo valor propio más pequeño que en otros al

goritmos, sin embrago, no se ha proporcionado una explicación para este comportamiento.

Entonces, como trabajo futuro resta demostrar esta propiedad.

También sería importante extender los resultados para topologías de comunicación

conmutadas en el tiempo, donde no todos los grafos son conectados, es decir, conmutan

entre topologías conectadas y no conectadas.

Además la implementación del algoritmo propuesto en diferentes tipos de sistemas

multi-agentes, por ejemplo, en los kilobots. Los kilobots son robots de bajo costo diseñados

para hacer pruebas de algoritmos en colectivos.
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