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Resumen

En este trabajo de tesis se presenta la implementación de los esquemas de control híbrido de po-
sición - fuerza y posición - fuerza extendido en un sistema cooperativo, el cual se conforma por
dos robots manipuladores de base �ja para llevar a cabo tareas de manipulación, también se tiene
la implementación de un control por par calculado para un sistema de dos robots manipuladores
móviles (RMM), así como la sincronización de estos.

Se presentan los modelos matemáticos y esquemas de control implementados a un robot para la
aplicación de fuerza a una super�cie, posteriormente se presenta la manipulación cooperativa de
dos robots idénticos, uno de ellos teniendo el control híbrido de posición - fuerza y el otro el de
posición - fuerza extendido que a partir de una trayectoria genera el diferencial de fuerza necesario
para mover el objeto a manipular.

Se muestran los conceptos generales para modelar un RMM, se realizan algunas simulaciones para
el seguimiento de trayectoria con un RMM, se plantea una estrategia para realizar la sincronización
de un sistema de dos RMM, tambien se obtienen las grá�cas de la sincronización de los sistemas.
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Abstract

On this thesis work, hybrid control schemes implementation about force - position, and extended
force - position are shown in a cooperative system, which is integrated of two standing industrial
robots, to carry out manipulation tasks on, as well as implementation on two torque control mobile
arm robots (MAR), as well as their synchronization.

Mathematic models and control schemes are shown for a robot which applies force on a surface,
and subsequently two identical robots on cooperative manipulation tasks are shown, one of them
having hybrid position control, and the other one having extended position - force, that through
a trajectory, generates a force di�erential needed to move an object to handle.

General concepts are shown to model a MAR, carrying some simulations for trajectory tracking
with a MAR, on an strategy planning to carry the synchronization of two MAR's, as well as the
synchronization graphics of the systems.
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Capítulo 1

Introducción.

La robótica es una ciencia multidisciplinaria que surge de la �nalidad de satisfacer las necesida-
des humanas en cuestión de tiempo, producción, manufactura y automatización; no obstante, los
mismos estudios realizados en el área de la robótica suman signi�cativas aportaciones para las
diferentes disciplinas y ramas de la ciencia y la tecnología, ya sea para facilitar un proceso o como
una forma de llegar a un determinado objetivo dentro de un trabajo de investigación. En la Figura
1.1 se observa un robot manipulador subacuático, utilizado en las expediciones submarinas.

Figura 1.1: Manipulador subacuático.

Los robots se pueden clasi�car en tres categorías, primero tenemos a los robots manipuladores;
ya sean de base �ja o móvil, estos son sistemas mecánicos multifuncionales con un sistema de
control relativamente sencillo que nacen con el objetivo de manipular; mediante brazos robóticos,
materiales radioactivos, peligrosos o muy pesados, así como también se han utilizado para ingresar
a lugares inaccesibles para el hombre. El siguiente tipo de robot son los de aprendizaje, donde se
engloban todos aquellos que reproducen una secuencia de movimientos que previamente han sido
ejecutados por un operador humano mediante un dispositivo mecánico, el robot sigue y almacena
la información de los movimientos realizados con anterioridad. Por último, tenemos a los robots
con control sensorizado, son sistemas que efectúan órdenes desde un programa para después en-
viarlas al manipulador que realizará los movimientos solicitados, estos robots utilizan estrategias
de control, a través del uso de sensores, lo que implica que el robot tenga noción de su entorno [22].

Estructuralmente la clasi�cación de los robots es más compleja, debido a que se observan diver-
sos niveles metamór�cos en cuestión de la �exibilidad funcional y con�guración del robot por lo

1
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que su clasi�cación estructural resulta ser complicada, pero con base en su arquitectura podemos
subclasi�carlos en poliarticulados, móviles, androides, zoomór�cos e híbridos. Los poliarticulados
incluyen a los robots manipuladores en general y los robots cartesianos.

Los robots móviles son todos aquellos que tienen una gran capacidad de desplazamiento, ya sea
por medio de plataformas o sistemas locomotores de tipo rodante, su principal �nalidad es la de
brindar una mayor super�cie de trabajo.

La combinación de los robots manipuladores con los sistemas móviles es de gran interés en un
sinfín de aplicaciones y áreas, por lo que las investigaciones relacionadas con RMM y la evasión de
obstáculos no son solo necesarias para la industria, sino imprescindibles.

Para poder llevar un robot móvil hasta una posición deseada siguiendo una trayectoria se requiere
obtener un modelo cinemático y dinámico para generar una ruta. El control de posición nos per-
mite ubicar al robot móvil o manipulador en un sitio especí�co dentro de un espacio de trabajo
determinado. Otro controlador de suma importancia para la utilidad de los manipuladores móviles
es el control de fuerza, debido a que la mayoría de los sistemas robóticos interactúan con su en-
torno por lo que resulta indispensable poder controlar la fuerza que estos ejercen sobre su ambiente.

Con la necesidad de tener un control de posición y uno de fuerza surge el control posición - fuerza,
investigaciones como las de [11], [12] evidencian la utilidad que tiene este control híbrido aplicado
tanto en robots móviles como en manipuladores; ya sean cooperativos o no, por ejemplo en [12], el
objetivo del trabajo es un esquema de control fuerza - posición aplicado en dos robots manipula-
dores, donde el brazo maestro es de posición controlada, mientras el brazo esclavo trata de seguir
el brazo maestro con una posición y orientación relativas �jas, a través de un controlador de fuerza
basado en la posición.

Aunque los RMM son de gran ayuda para muchos sectores de producción, en la industria existen
actividades que un solo robot no puede ejecutar, tareas en las que se necesiten características
tales como destreza, durabilidad, producibilidad, velocidad, precisión, manejo de grandes cargas
y manipulación de objetos necesitan la intervención de un segundo robot, para ello se requiere la
adaptación de un sistema cooperativo. Para tener un sistema cooperativo se requiere tener dos ro-
bots manipuladores como mínimo, un ejemplo claro de este tipo de sistemas cooperativos se puede
ver en [5] donde se propone un control adaptativo de impedancia dinámica para dos manipuladores
con el �n de lograr un agarre estable y suave de un objeto.

En [15] se presenta un esquema de control descentralizado para un sistema cooperativo y su im-
plementación en robots industriales de la marca ABB, el experimento se basó en la incorporación
de un lazo de control de posición para el control híbrido de posición - fuerza, Figura 1.2.

Otro trabajo que pone en mani�esto el uso de sistemas cooperativos, pero en RMM, es el caso
de [6] que propone el uso de controladores de posición en múltiples manipuladores cooperativos
móviles, el experimento consistió en transportar un objeto de gran peso y tamaño sobre un terreno
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Figura 1.2: Sistema cooperativo.

irregular, el trabajo resalta la importancia del manejo del control de fuerza en los efectores �nales
para lograr el cumplimiento deseado para la cooperación.

Como se había mencionado con anterioridad para la robótica industrial la precisión es una cua-
lidad esencial, por tal motivo se requiere de la coordinación de varios ejes de movimiento para
la realización de una función solicitada, esto es posible mediante un fenómeno conocido como
sincronización, en la industria resulta imprescindible que los sistemas cooperativos de robots ma-
nipuladores; móviles o no, se encuentren sincronizados para agilizar y automatizar procesos. Un
claro ejemplo de la sincronización en robots cooperativos es el de [7], el cual presenta un marco de
sincronización uni�cado que se puede aplicar directamente al control cooperativo de un sistema de
robots manipuladores.

En el estudio realizado por [8] se obtiene un control de sincronización que tiene en cuenta las po-
siciones relativas de múltiples manipuladores móviles con el objetivo de mejorar la comunicación
y la manipulación cooperativa del sistema. La sincronización y manipulación aplicada en sistemas
robóticos cooperativos ha abierto una ventana de oportunidad para la industria, ya que aumenta
la e�cacia en el cumplimiento de tareas y brinda la posibilidad de realizar trabajos complicados
que no serían posibles de realizar utilizando un solo sistema.

1.1. Estado del arte.

En un sentido estricto se puede decir que la robótica surgió con la construcción de artefactos que
facilitaran los quehaceres tediosos o peligrosos para el hombre, pero el término robot fue acuñado
hasta 1920 por el escritor Karel Capek a partir de la palabra checa �robota� que signi�ca trabajo
forzado, el término robótica nace hasta 1942 con las leyes de la robótica acuñadas por Isaac Asimov.
Desde la revolución industrial del siglo XVIII hasta nuestros tiempos la necesidad de implementar
e innovar tecnologías aptas para la automatización de la industria se hicieron indispensables, tanto
que la ciencia vio a la robótica como un objeto de estudio y no como un cuento más de ciencia
�cción.

1.1. ESTADO DEL ARTE.
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El fundador de la robótica industrial fue George Devol que en el año de 1954 desarrolló un mani-
pulador programable para la transferencia de artículos, lo que fue el impulsor del robot industrial
que conocemos hoy día. Durante la década de los 70´s los robots industriales prácticamente se
limitan a la realización de tareas repetitivas y que no requerían de una alta precisión, con el pasar
de los años los robots industriales se han vuelto cada vez más viables en actividades de mucho
mayor exigencia e incluso con so�sticación sensorial implementada.

Los robots industriales se caracterizan por su estructura en forma de brazo mecánico, por su ver-
satilidad frente a diferentes tareas a ejecutar y en ocasiones se caracterizan por la capacidad de
responder a la información obtenida de su entorno. Los tipos de manipuladores más comunes en
la industria son el robot cartesiano, utilizados para trabajos de �pick and place� con aplicación en
operaciones de ensamblado; el robot esférico como el Unimate, utilizado en soldadura; y el robot
articulado con aplicación en operaciones de ensamblaje, soldadura, manipulación de objetos entre
otras, Figura 1.3.

Figura 1.3: Robots industriales.

Los robots manipuladores articulados tienen como mínimo 3 articulaciones que permiten tanto un
movimiento rotacional como un movimiento traslacional o desplazamiento lineal, lo que los dota
de esa adaptabilidad que tanto se busca en la industria. Con el tiempo y el aumento de la demanda
en diferentes sectores, la industria requeriría de robots manipuladores que pudieran interactuar no
solo con su entorno, sino también con otros robots, los manipuladores cooperativos.

Por ende los estudios en el campo de la robótica se centraron en el control cooperativo y de fuerza,
como lo podemos observar en [17] donde se implementó una estrategia para la manipulación de
objetos rígidos mediante la cooperación de múltiples manipuladores controlados por dispositivos
de control de fuerza, el experimento consistió en el empleo de un sistema cooperativo entre una
grúa y un robot industrial que fungió como maestro y la grúa actúo como esclavo.

Esta creciente necesidad de la industria por utilizar múltiples manipuladores cooperativos orilló
a que las investigaciones en la robótica se fueron enfocando en aspectos más compactos; en cues-
tión de que, se requería que los humanos pudieran transitar en la misma área de trabajo que los

1.1. ESTADO DEL ARTE.
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sistemas robóticos; ya que anteriormente, los manipuladores cooperativos requierian de un amplio
espacio de trabajo para realizar sus tareas, trabajos como los de [16] se centraron en el desarrollo de
manipuladores industriales cooperativos de uso fácil y seguro para trabajadores no capacitados, el
trabajo consistió en la presentación del diseño del manipulador para la cooperación humano-robot.

Por otra parte los sistemas de RMM han adquirido mayor importancia en la industria debido a
que una de las principales ventajas que ofrece este tipo de sistemas en comparación con las pla-
taformas �jas es la amplitud de super�cie de trabajo a realizar por el brazo manipulador, dado
que los sistemas de RMM ofrecen espacios de trabajo ilimitado para el manipulador; contrario a
esto, una desventaja es que los RMM tienen menor capacidad de soporte de grandes masas en
comparación con los robots manipuladores �jos. El empleo de estos sistemas implica satisfacer
restricciones cinemáticas no-holónomas en el caso de bases móviles tipo diferencial. Es imprescin-
dible comprender que los robots manipuladores móviles están conformados por dos subsistemas, un
brazo manipulador y una plataforma móvil; ambos se han investigado por separado y en conjunto
como es el caso de [2] y [3], que centran sus estudios en el movimiento de brazos manipuladores y
en plataformas móviles respectivamente.

Un sistema tradicional que aporta una contribución importante para la realización de este trabajo
es el sistema de seguimiento maestro-esclavo, este sistema puede observarse en [9] donde dos robots
móviles forman una con�guración maestro-esclavo en la que el robot maestro sigue una línea y el
robot esclavo sigue al maestro.

1.2. Motivación.

Debido al gran avance tecnológico que ha tenido la industria, las innovaciones relacionadas con el
área de la robótica industrial se han enfocado en la armonización temporal de eventos, no sólo para
evitar posibles colisiones entre robots, sino también para que múltiples robots puedan cooperar
de manera ordenada en la realización de una tarea compaginada. Parte de este desarrollo tecno-
lógico se ve re�ejado en el hecho de que en la actualidad las grandes industrias disponen de un
mayor número de robots que realizan un trabajo a la vez, por ejemplo, un grupo de robots podría
trabajar simultáneamente en la manipulación de un objeto. Esta labor requiere de sincronización,
misma que brinda �exibilidad y cierta autonomía en los procesos de producción, esto conlleva a
la disminución de tiempos y costos, lo que se traduce en un aumento de ganancias para la industria.

Pese a que en la actualidad existen empresas dedicadas a la fabricación de manipuladores coope-
rativos, que incluyen sus propios kits de control y componentes para la sincronización de tareas,
estos resultan ser costosos y por ende de difícil adquisición. Con la intención de obtener el mismo
objetivo que logran las empresas fabricantes de estos aditamentos, en este trabajo de tesis se im-
plementa un control híbrido de posición - fuerza y posición - fuerza extendido para los sistemas
cooperativos de base �ja, así como la sincronización de los RMM, misma que se logró trans�riendo
la trayectoria del robot maestro hacia el robot esclavo.

1.2. MOTIVACIÓN.
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1.3. Objetivos.

El objetivo general de este trabajo es desarrollar una estrategia de coordinación entre dos robots
manipuladores móviles para sujetar y manipular una pieza usando señales de posición - fuerza y
la consistencia dinámica con el objeto a manipular.

Para lograr el objetivo general se plantean los siguientes objetivos especi�cos.

Establecer el modelo cinemático de los robots manipuladores.

Desarrollar un control de sincronización a nivel de posición considerando dos puntos �jos en
un objeto regular y sólido.

Integrar la medición de fuerza en el punto anterior para sincronizar la fuerza y la posición de
los manipuladores.

Mejorar el desempeño en la tarea de manipulación del objeto común mediante la integración
de los acoplamientos de posición - fuerza y restricciones cinemáticas al esquema de control
cooperativo.

Obtener resultados del esquema integrado a nivel posición - fuerza.

1.4. Contribuciones.

Las principales aportaciones de este trabajo de tesis engloban la implementación de un esquema
de control de posición - fuerza y posición - fuerza extendido en un sistema de robots manipulado-
res de base �ja para la realización de trabajos de sujeción y movimiento de objetos, así como la
sincronización de dos RMM.

1.5. Organización de la tesis.

El presenta trabajo de tesis se compone de seis capítulos. En el Capítulo 1, se encuentran las
bases para la realización de este documento, en donde podemos encontrar la introducción general
seguida de los antecedentes que sirven como referencia y panorama general del tema a tratar,
posteriormente se encuentra la motivación, se describe el objetivo general, los objetivos especí�cos
y las contribuciones de este trabajo.

En el Capítulo 2, se tienen los modelos matemáticos y esquemas de control empleados para un
robot de tres grados de libertad, se presenta el modelo dinámico del robot de base �ja, así como
la del sistema cooperativo. Se presentan los esquemas de control híbrido de posición - fuerza y
posición - fuerza extendido.

En el Capítulo 3, se presentan las simulaciones realizadas con el robot manipulador de tres grados
de libertad, la implementación de los controles híbridos de posición - fuerza y posición - fuerza

1.3. OBJETIVOS.
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extendido, así como la del sistema cooperativo desplazando un objeto.

En el Capítulo 4, se presentan el modelos matemáticos para el RMM, así como la implementación
de un control por par calculado.

En el Capítulo 5, se presentan las simulaciones del RMM realizando el seguimiento de diferentes
trayectorias, así como la sincronización de los mismos.

El Capítulo 6, presenta las conclusiones del trabajo desarrollado y el trabajo futuro.

1.5. ORGANIZACIÓN DE LA TESIS.
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Capítulo 2

Modelos matemáticos y esquemas de

control para un manipulador de base �ja.

En este capítulo se presentan los modelos matemáticos que describen la dinámica de los robots
de base �ja, así como la implementación de los esquemas de control en robots cooperativos y su
interacción con los objetos que manipulan.

2.1. Robot manipulador de base �ja.

Los robots manipuladores son mecanismos formados por eslabones articulados entre sí; la base de
estos robots es �ja, constan de un efector �nal el cual no solo nos ayuda a manipular objetos, tam-
bién son muy utilizados para instalar herramientas y/o equipos de soldadura, pintado, ensamble,
Figura 2.1. Para el desarrollo de esta tesis se utiliza un modelo de un robot de cadena cinemática
abierta de tres eslabones con articulaciones rotacionales.

Figura 2.1: Robots de base �ja realizando tareas de soldadura

2.1.1. Conceptos generales.

La cinemática directa de un robot, describe la relación entre la posición articular q ∈ Rnq×1 y la
posición-orientación x ∈ Rnx×1 del efector �nal, por lo cual es una relación de la forma:

9
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x = fd(q) (2.1)

Por otra parte, la cinemática inversa consiste en la relación inversa del modelo cinemático directo,
es decir:

q = fd
−1(x) (2.2)

El Jacobiano del robot J(q) ∈ Rnx×nq es:

J(q) =
∂

∂q
fd(q)

expresado matricialmente se tiene:

J(q) =


∂
∂q1

fd,1(q)
∂
∂q2

fd,1(q) · · · ∂
∂qnq

fd,1(q)
∂
∂q1

fd,2(q)
∂
∂q2

fd,2(q) · · · ∂
∂qnq

fd,2(q)
...

...
. . .

...
∂
∂q1

fd,nx(q)
∂
∂q2

fd,nx(q) · · · ∂
∂qnq

fd,nx(q)

 (2.3)

La relación cinemático-diferencial establece una correspondencia entre las velocidades articulares
q̇, y las velocidades cartesianas ẋ del efector �nal, conocida como Jacobiano:

ẋ = J(q)q̇ (2.4)

2.1.2. Modelo dinámico del robot manipulador.

Uno de los enfoques más empleados para la obtención del modelo dinámico de un robot manipu-
lador es el basado en las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange; el Lagrangiano L(q, q̇) es
la diferencia entre la energía cinética K(q, q̇) y la energía potencial U(q)

L(q, q̇) = K(q, q̇)− U(q) (2.5)

Se considera que U(q) se debe a las fuerzas conservativas, tal como la fuerza de gravedad y las
fuerzas de resortes comprimidos.

Al tener un robot de nq grados de libertad formado por eslabones rígidos, conectados por uniones
libres de fricción y elasticidad, K(q, q̇) se puede expresar como:

K(q, q̇) =
1

2
q̇TM(q)q̇ (2.6)

2.1. ROBOT MANIPULADOR DE BASE FIJA.



CAPÍTULO 2. MODELOS MATEMÁTICOS Y ESQUEMAS DE CONTROL PARA UN MANIPULADOR DE BASE FIJA. 11

donde M(q) ∈ Rnq×nq ; es la matriz de inercia.

Si usamos la expresión (2.6), el Lagrangiano tambien se puede expresar de la siguiente forma:

L(q, q̇) = 1

2
q̇TM(q)q̇ − U(q) (2.7)

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange de un robot de nq grados de libertad se de�nen
como:

d

dt

[
∂L (q, q̇)

∂q̇i

]
− ∂L(q, q̇)

∂qi
= τi i = 1, . . . , nq (2.8)

donde τi; son las fuerzas y pares ejercidos externamente en cada articulación.

Al substituir el Lagrangiano en las ecuaciones de movimiento se tiene:

d

dt

[
∂

q̇

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]]
− ∂

∂q

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]
+

∂U(q)
∂q

= τ (2.9)

Además se puede veri�car que:

∂

∂q̇

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]
= M (q) q̇

d

dt

[
∂

∂q̇

[
1

2
q̇TM(q)q̇

]]
= M (q) q̈ + Ṁ (q) q̇

Tomando lo anterior, la ecuación de movimiento queda de la siguiente forma:

M (q) q̈ + Ṁ (q) q̇ − 1

2

∂

∂q̇

[
q̇TM(q)q̇

]
+

∂U(q)
∂q

= τ , (2.10)

escrito de manera general la ecuación dinámica del robot manipulador queda

M (q) q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ (2.11)

donde

2.1. ROBOT MANIPULADOR DE BASE FIJA.
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C(q, q̇)q̇ = Ṁ (q) q̇ − 1

2

∂

q̇

[
q̇TM(q)q̇

]

g(q) =
∂U(q)
∂q

.

C(q, q̇)q̇ ∈ Rnq×1; es el vector de fuerzas centrífugas y de Coriolis, g(q) ∈ Rnq×1; es el vector de
pares gravitacionales, τ ∈ Rnq×1; es el vector de pares aplicados en las articulaciones del robot.
Una de las maneras de obtener la matriz C(q, q̇) ∈ Rnq×nq es utilizando los simbolos de Christo�el
cijk(q) de�nidos como:

cijk(q) =
1

2

[
∂Mkj (q)

∂q̇i
+

∂Mki (q)

∂q̇j
− ∂Mij (q)

∂q̇k

]
. (2.12)

Al utilizar el modelo dinámico (2.11) se considera que el robot se encuentra enmovimiento libre,
Figura 2.2(a), es decir, el efector �nal no está en contacto con el ambiente, por lo tanto no hay
fuerzas ni pares externos de reacción ejercidos sobre el efector �nal que limiten el movimiento del
manipulador.

Al utilizar el modelo dinámico (2.13) se considera que el robot se encuentra en movimiento res-

tringido, Figura 2.2(b), es decir, el efector �nal se encuentra en contacto con el ambiente, por
lo tanto se generan fuerzas de reacción las cuales restringen el movimiento del manipulador, el
Jacobiano J(q) permite mapear las fuerzas de reacción al modelo dinámico, como se muestra a
continuación:

M (q) q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ + JT (q)hr (2.13)

donde q, q̇, q̈ ∈ Rnq×1; son las posiciones, velocidades y aceleraciones del manipulador, C(q, q̇)
∈ Rnq×nq ; es la matriz de fuerzas centrifugas y de Coriolis, hr ∈ Rnx×1; es el vector de fuerzas y
pares de reacción en el punto de contacto.

(a) Movimiento libre. (b) Movimiento restringido.

Figura 2.2: Robot manipulador en movimiento libre y restringido.

2.1. ROBOT MANIPULADOR DE BASE FIJA.
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2.1.3. Modelo dinámico del sistema cooperativo.

Un sistema cooperativo de robots manipuladores se compone por m-robots con el objetivo de rea-
lizar una tarea en común. Cuando los manipuladores se encuentran en contacto con el ambiente,
se considera una dinámica restringida. La ecuación dinámica del sistema cooperativo se describe
a continuación:

Msc(qsc)q̈sc + Csc(qsc, q̇sc)q̇sc + gsc(qsc) = τsc + JT
sc(qsc)hsc (2.14)

donde el subíndice 'sc' hace referencia a un sistema cooperativo, en el caso en que m = 2 se tiene:

[
M1 0
0 M2

] [
q̈1
q̈2

]
+

[
C1 0
0 C2

] [
q̇1
q̇2

]
+

[
g1
g2

]
=

[
τ1
τ2

]
+

[
J1 0
0 J2

]T [
h1

h2

]
(2.15)

2.1.4. Modelo del ambiente.

Figura 2.3: Interacción con el
ambiente

La super�cie con la cual el efector �nal del manipulador interactúa se
le denomina ambiente.

Al interactuar el efector �nal con el ambiente se genera una fuerza de
reacción hr, la cual es modelada como un sistema masa - resorte - amor-
tiguador, conocido como modelo de impedancia, debido a la analogía con
un sistema eléctrico, por lo tanto:

hr = Mr(ẍ− ẍs) +Br(ẋ− ẋs) +Kr(x− xs) (2.16)

donde Mr, es la matriz de masas, Br es la matriz de coe�cientes viscoso
y Kr es la matriz de rigidez del ambiente, x es el vector de posición y
orientación del efector �nal, xs es la posición y orientación de la super-
�cie.

Podemos tomar el modelo de impedancia simpli�cado, el cual se repre-
senta como:

hr = Kr(x− xs) (2.17)

Esto representa tener un comportamiento de un resorte, se dice que el ambiente es capacitivo.

2.2. Polinomio de tercer grado.

Cuando se quiere que el manipulador pase de movimiento libre a movimiento restringido, es decir
cuando el manipulador va de un valor inicial en t0 = 0 a un valor �nal en tf se requiere que el robot
llegue suave a la super�cie o ambiente, esto es posible utilizando un polinomio de tercer grado.
Para generar una función uniforme es claro observar cuatro restricciones, de las cuales dos serán

2.2. POLINOMIO DE TERCER GRADO.
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restricciones para el valor inicial y �nal de la posición, las otras dos restricciones corresponden a
las condiciones en la velocidad inicial y �nal, las cuales son:

θ(0) = θ0

θ(tf ) = θf

θ̇(0) = 0

θ̇(tf ) = 0

Estas restricciones satisfacen así un polinomio mínimo de tercer grado, que tendrá como descrip-
ción de su posición, velocidad y aceleración las siguientes expresiones:

θf = a0 + a1tf + a2t
2
f + a3t

3
f (2.18)

θ̇f = a1 + 2a2tf + 3a3t
2
f (2.19)

θ̈f = 2a2 + 6a3tf (2.20)

De manera que combinando las restricciones con las ecuaciones (2.18), (2.19) y (2.20) se deducen
las constantes ai como:

a0 = θ0 (2.21)

a1 = θ̇0 (2.22)

a2 =
3

t2f
(θf − θ0)−

2

tf
θ̇0 −

1

tf
θ̇f (2.23)

a3 = − 2

t3f
(θf − θ0) +

1

t2f
(θ̇f + θ̇0) (2.24)

La implementación del polinomio de tercer grado es importante para el desarrollo de esta tesis, ya
que además de permitir llegar suave a un punto de contacto, se utilizan para aplicar fuerza sobre
super�cie, a diferencia de utilizar una función exponencial para esto último, con el polinomio se
puede tener un mejor control en los tiempos, ya que se puede ir de un punto inicial a un punto
�nal en cualquier tiempo que se requiera.

2.3. Esquemas de control.

Para llevar a cabo tareas de manipulación en los sistemas robóticos utilizados en esta tesis, se
utiliza un control híbrido de posición - fuerza y un control híbrido de posición - fuerza

extendido, el primero esta conformado de un control de posición interno y un control de fuerza

2.3. ESQUEMAS DE CONTROL.
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externo, el segundo esta conformado por un control de posición interno, un control de fuerza ex-
terno y se le añade un control de posición externo.

2.3.1. Control híbrido posición - fuerza.

El control híbrido de posición - fuerza consta de dos etapas, la primera posiciona el efector �nal del
manipulador en contacto con la super�cie mediante el seguimiento de una trayectoria y la segunda
aplica una trayectoria de fuerza deseada sobre la super�ecie.

Figura 2.4: Control híbrido de posición - fuerza

2.3.2. Control de posición.

Los robots industriales en su mayoria son de arquitectura cerrada, por lo cual el control de posición
esta programado internamente y por lo general es un PID. En este trabajo el control de posición
es utilizado para realizar un seguimiento de trayectoria y posicionar al efector �nal del manipu-
lador en un punto de contacto deseado, al seguir dicha trayectoria se dice que el manipulador se
encuetra en moviento libre. La estructura del PID utilizado para el control de posición se describe
a continuación:

τ = KPeq +KI

∫
eqdt+KDėq (2.25)

donde KP , KI y KD, son matrices diagonales de ganancias proporcional, integral y derivativa del
control PID de posición, el error eq esta de�nido como:

eq = qd − q (2.26)

2.3.3. Control de fuerza.

El control de fuerza se utiliza cuando el efector �nal esta en contacto con la super�cie, utilizando
el modelo de impedancia capacitiva hr = Kr(x − xm) donde hr es el vector de las fuerzas de

2.3. ESQUEMAS DE CONTROL.



CAPÍTULO 2. MODELOS MATEMÁTICOS Y ESQUEMAS DE CONTROL PARA UN MANIPULADOR DE BASE FIJA. 16

reacción; Kr es la constante de riguidez de la super�cie; x es el vector posición y orientación del
efector �nal; xm es el vector de posicion del punto de contacto.

El control de posición sitúa al efector �nal sobre la super�cie, por lo tanto, para este momento
el manipulador se encuentra en movimiento restringido. Cuando la posición del manipulador es
mayor a xm, se activa el controlador PI de fuerza, Figura 2.4, teniendo así una posición Xr.

Xr = KPFeh +KIF

∫
ehdt (2.27)

donde KPF , KIF ; son matrices diagonales de las ganancias proporcional e integral del contol PI
de fuerza, el error de fuerza eh esta de�nido como:

eh = hd − hr (2.28)

hd es la fuerza deseada que se le aplicará a la super�cie. Xr sumado a xm da como resultado una
posición comandada Xc, es decir:

Xc = xm +Xr (2.29)

la cual va al control de posición.

2.3.4. Control híbrido de posición - fuerza extendido.

Al tener en ambos robots manipuladores del sistema cooperativo el control híbrido de posición
- fuerza, se genera un agarre con el objeto a manipular, si la fuerza deseada que aplican ambos
robots sobre el objeto es la misma, el cuerpo se mantiene estático.

Figura 2.5: Control híbrido de posición - fuerza extendido

Para generar un diferencial de fuerzas y poder desplazar el objeto, se añade un lazo de control
de posición al control híbrido de posición - fuerza, Figura 2.5, el cual a partir de una trayectoria
planeada x̃d se tiene como salida una fuerza hp.

2.3. ESQUEMAS DE CONTROL.
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En la Figura 2.5 el vector de fuerzas generalizadas hT queda de�nido como:

hT = hd + hp (2.30)

Al tener los dos manipuladores del sistema cooperativo en contacto con el objeto a manipular, uno
de ellos tiene el control híbrido de posición - fuerza, Figura 2.4, por lo tanto se dice que esta en
reacción y el otro tiene el control híbrido de posición - fuerza extendido, Figura 2.5, en consecuencia
se dice que se encuentra en fuerza, por lo tanto se genera el diferencial de fuerza necesario para
poder desplazar el objeto a manipular. Para el lazo de control extendido mostrado en la Figura
2.5, se utilizó un PID, el cual esta dado por:

hp = KPex +KI

∫
exdt+KDėx (2.31)

donde KP , KI y KD, son matrices diagonales de ganancias proporcional, integral y derivativa del
control PID extendido, el error de posición ex esta de�nido como:

ex = x̃d − x (2.32)

2.3. ESQUEMAS DE CONTROL.
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Capítulo 3

Simulaciones del robot de tres grados de

libertad.

En este capítulo se presentan algunas de las simulaciones utilizando un robot planar de tres gra-
dos de libertad, una de las cuales es cuando el manipulador se encuentra en movimiento libre y
restringido, así como la manipulación cooperativa de dos robots.

3.1. Control de posición, seguimiento de trayectoria.

Figura 3.1: Movimiento libre

En esta simulación se plantea llegar de una posición
inicial a una posición �nal, en un tiempo de 0 a
15[s] utilizando el control de posición y un polinomio
de tercer grado, el cual nos permitirá llegar suave a
la super�cie con la que el efector �nal hace contac-
to.

En la Figura 3.1 se muestra que el manipulador sigue una trayec-
toria por medio del control de posición, el movimiento que hace
el manipulador del punto P1 al punto P2, se le conoce como mo-
vimiento libre.

A partir de los puntos que se proponen y asegurando que se en-
cuentren dentro del espacio de trabajo, se calculan los coe�cientes
del polinomio.

Se propone que el polinomio tenga una velocidad inicial y velocidad �nal cero, por lo tanto viéndolo
desde un punto de vista cartesiano, se tiene la Tabla 3.1

19
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Coe�cientes para xd, yd y ϕd

Coe�cientes para xd Coe�cientes para yd Coe�cientes para ϕd

x0 = 0.1m xf = 0.4m y0 = 0.35m yf = 0.3m ϕ0 = 30◦ ϕf = 0◦

ẋ0 = 0 ẋf = 0 ẏ0 = 0 ẏf = 0 ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0
t0 = 0 tf = 15s t0 = 0 tf = 15s t0 = 0 tf = 15s

Tabla 3.1: Tabla de coe�cientes

con la cual se obtienen las posiciones deseadas xd, yd y la orientación deseada ϕd así mismo sus
derivadas, por lo tanto, se determina la posición de la muñeca del manipulador

xw = xd − l3cos(ϕd) (3.1)

xw = yd − l3sin(ϕd) (3.2)

Al tener la posición de la muñeca del manipulador, ecuaciones (3.1) y (3.2) se substituyen en la
cinemática inversa, ecuaciones (A.2), (A.3) y (A.4) para así obtener las variables articulares q1d,
q2d y q3d, que al mismo tiempo nos llevan al punto de contacto deseado xm, mostrado en la Figura
3.1.

Al obtener (A.2), (A.3) y (A.4), se determinan los errores a nivel articular para el PID

eq = qd − q (3.3)

se utiliza la matriz Jacobiana que relaciona las velocidades de las articulaciones con la velocidad
del sistema de referencia cartesiano, obteniendo así las velocidades articulares deseadas

q̇d = J(q)−1ẋ (3.4)

por lo tanto, para los errores de velocidad articular se tiene

ėq = q̇d − q̇ (3.5)

Teniendo (3.3) y (3.5), se substituyen en la estructura general del control de posición PID, teniendo

τ = KPeq +KI

∫
eqdt+KDėq (3.6)

Al despejar q̈ de la ecuación (2.11) se tiene la siguiente expresión

q̈ = M (q)−1 [τ − C(q, q̇)q̇ − g(q)] (3.7)

3.1. CONTROL DE POSICIÓN, SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA.
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Para la simulación del robot planar de tres grados de libertad, así como las ganancias para el
controlador de posición se utilizaron los parámetros mostrados en la Tabla 3.2.

Parámetros del robot de 3 gdl.
Robot de 3 gdl Control de posición

l1 = 0.33m l2 = 0.2m l3 = 0.1m KP1 = 2000 KP2 = 1000 KP3 = 500
lcm1 = 0.165m lcm2 = 0.1m lcm3 = 0.05m KI1 = 20 KI2 = 10 KI3 = 5

m1 = 2 kg m2 = 1 kg m3 = 0.3 kg KD1 = 200 KD2 = 40 KD3 = 30
I1 = 1.266 I2 = 0.093 I3 = 0.033 - - -

Tabla 3.2: Parámetros del robot y controlador de posición

En la Figura 3.2, se observa que hay un buen seguimiento en las variables articulares, desde el
inicio de la simulación.

En la Figura 3.3, se muestran los errores de posición angular, los cuales son pequeños debido al
buen seguimiento.

En la Figura 3.4, se observan los pares de control.

En la Figura 3.5, se observa la posición cartesiana del manipulador, también se observa que el
robot sigue bien la trayectoria de posición, se observa que el manipulador llega suave al punto
deseado de contacto.
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Figura 3.2: Posición angular q1, q2 y q3 actual y deseada.
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Figura 3.3: Error de la posición angular eq1 , eq2 y eq3 .
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Figura 3.4: Pares de control τ1, τ2 y τ3.
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Figura 3.5: Coordenadas de posición y trayectoria de posición.

3.2. Control de posición - fuerza, aplicando fuerza en X.

Tomando en cuenta lo anterior, el manipulador se encuentra en movimiento restringido, ya que
el efector �nal está en contacto con la super�cie xm, como se observa en la Figura 3.6. Al estar
el manipulador en movimiento restringido, se le agrega a la ecuación (2.11) el término JT (q)hr,
dando así la ecuación (2.13), donde el Jacobiano permite mapear las fuerzas de reacción al modelo
dinámico.

Figura 3.6: Movimiento restringido

Para la siguiente simulación, el manipulador va de movimiento libre a movimiento restringido del
tiempo 0 a 15 [s], una vez estando el efector �nal sobre la super�cie, aplica un per�l de fuerza hd

en el eje X del tiempo 15 a 17 [s], todo esto es posible al utilizar el esquema de control híbrido de
posición - fuerza que se muestra en la Figura 2.4.

Los parámetros utilizados para los coe�cientes del polinomio al ir de movimiento libre a restringido,
asi como el per�l de fuerza aplicado a la super�cie, se presentan en la Tabla 3.3.

3.2. CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA, APLICANDO FUERZA EN X.
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Coe�cientes para xd, yd, ϕd y hdx

Coe�cientes para xd Coe�cientes para yd Coe�cientes para ϕd Coe�cientes para hdx

x0 = 0.1m xf = 0.4m y0 = 0.35m yf = 0.3m ϕ0 = 30◦ ϕf = 0◦ h0x = 0N hfx = 5N

ẋ0 = 0 ẋf = 0 ẏ0 = 0 ẏf = 0 ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0 ḣ0x = 0 ḣfx = 0
t0 = 0 tf = 15 s t0 = 0 tf = 15 s t0 = 0 tf = 15 s t0 = 15 s tf = 17 s

Tabla 3.3: Tabla de coe�cientes

Los parámetros utilizados para el robot manipulador, así como para el control de posición y de
fuerza, se presentan en la Tabla 3.4

Parámetros del robot de 3 gdl.
Robot de 3 gdl Control de posición PID

l1 = 0.33m l2 = 0.2m l3 = 0.1m KP1 = 2000 KP2 = 1000 KP3 = 500
lcm1 = 0.165m lcm2 = 0.1m lcm3 = 0.05m KI1 = 20 KI2 = 10 KI3 = 5

m1 = 2 kg m2 = 1 kg m3 = 0.3 kg KD1 = 200 KD2 = 40 KD3 = 30
I1 = 1.266 I2 = 0.093 I3 = 0.033 Control de fuerza PI

Kr = 100000 - - KPF
= 1e− 3 KIF = 1e− 2 -

Tabla 3.4: Parámetros del robot y controlador
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Figura 3.7: Contacto, fuerza deseada y de reacción en X, error de fuerza en X, penetración.

En la Figura 3.7, se observa que el manipulador hace contacto con la super�cie al segundo 15, así
mismo se ve el per�l de fuerza deseada aplicado y la fuerza de reacción que al principio tiene un
pequeño pico, el cual se debe a que llego el robot con un cierto error en la posición, también se
tiene un error de fuerza el cual es pequeño y al segundo 17 se vuelve cero, se aprecia que, debido
al per�l de fuerza aplicado, se tiene una penetración pequeña sobre el muro.

3.2. CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA, APLICANDO FUERZA EN X.
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Figura 3.8: Pares de control τ1, τ2 y τ3.
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Figura 3.9: Coordenadas de posición, trayectoria de posición.
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En la Figura 3.8, los pares de control al momento del contacto tienen un pequeño impulso que es
compensado rápidamente por el control.

En la Figura 3.9, se muestra que la posición cartesiana se mantiene constante a partir del segundo
15, así mismo se observa un buen seguimiento en la trayectoria de posición.

3.3. Control de posición - fuerza, barrido sobre la super�cie aplicando

fuerza en X.

En la siguiente simulación, el manipulador va de movimiento libre a movimiento restringido del
tiempo 0 a 15 [s], de 15 a 25 [s] el manipulador aplica una trayectoria de fuerza deseada que va
de 0 a 5 [N ] sobre la super�cie xm en el eje X, al mismo tiempo, el manipulador va haciendo un
barrido a lo largo del eje Y, como se muestra en la Figura 3.10:

Figura 3.10: Movimiento libre y restringido

por lo tanto para la trayectoria de posición del tiempo 15 a 25 [s] se tiene:

xd = 0.4m (3.8)

yd = 0.3m+ A0sin(α(t)) (3.9)

donde A0 = 0.05m es la amplitud del barrido en el eje Y, 0 ≤ α(t) ≤ 6π.

Los parámetros utilizados para el manipulador, el control de posición y el control de fuerza se
presentan en la Tabla 3.4, los coe�cientes del polinomio al ir de movimiento libre a restringido, así
como para la trayectoria de fuerza aplicada y el argumento α(t) se presentan en la Tabla 3.5.

3.3. CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA, BARRIDO SOBRE LA SUPERFICIE APLICANDO FUERZA EN X.
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Coe�cientes para xd, yd, ϕd y hdx

Coe�cientes para xd Coe�cientes para yd Coe�cientes para ϕd Coe�cientes para hdx
Coe�cientes para α(t)

x0 = 0.1m xf = 0.4m y0 = 0.35m yf = 0.3m ϕ0 = 30◦ ϕf = 0◦ h0x = 0N hfx = 5N α0 = 0 αf = 6π

ẋ0 = 0 ẋf = 0 ẏ0 = 0 ẏf = 0 ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0 ḣ0x = 0 ḣfx = 0 α̇0 = 0 α̇f = 0
t0 = 0 tf = 15 s t0 = 0 tf = 15 s t0 = 0 tf = 15 s t0 = 15 s tf = 25 s t0 = 15 s tf = 25 s

Tabla 3.5: Tabla de coe�cientes

En la Figura 3.11, se aprecia el contacto del manipulador con el muro, el per�l de fuerza deseado
y de reacción, en el error de fuerza se tienen oscilaciones del segundo 15 al 25, esto se debe a que
en ese tiempo el manipulador está haciendo un barrido sobre la super�cie, también se observa una
penetración pequeña en el muro.

Los pares se ven afectados al momento que el manipulador hace contacto con la super�cie y debido
al barrido que realiza del segundo 15 al 25, como se observa en la Figura 3.12.

En la Figura 3.13, se observa la posición cartesiana del manipulador, así como el barrido aplicado
en el eje Y, también se observa que los errores de posición y de velocidad son pequeños a lo largo
de toda la simulación, se aprecia que el manipulador sigue la trayectoria planeada.
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Figura 3.11: Contacto, fuerza deseada y de reacción en X, error de fuerza en X, penetración.
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Figura 3.12: Pares de control τ1, τ2 y τ3.
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Figura 3.13: Coordenadas de posición, trayectoria de posición, errores de posición y errores de velocidad.

3.3. CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA, BARRIDO SOBRE LA SUPERFICIE APLICANDO FUERZA EN X.



CAPÍTULO 3. SIMULACIONES DEL ROBOT DE TRES GRADOS DE LIBERTAD. 29

3.4. Control de posición - fuerza, aplicando fuerza en X y Y.

En la siguiente simulación, se tiene que el manipulador va del tiempo 0 a 15 [s] de movimiento
libre a restringido, la orientación del efector �nal del manipulador está en función de las fuerzas
aplicadas, es decir a partir de tener una fuerza deseada en X y Y se tiene la orientación del efector
�nal, como se muestra en la Figura 3.14.

Figura 3.14: Movimiento restringido

Del tiempo 15 a 17 [s], se aplica una trayectoria de fuerza que va de 0 a 5 [N ] en el eje X y Y.
La orientación del efector �nal de movimiento libre a restringido va de 0 a atan2(hdy , hdx), por lo
tanto, para esta simulación como las fuerzas aplicadas sobre la super�cie xm tanto en el eje X y
Y son las mismas, la orientación del efector �nal va de 0 a 45◦.

Los parámetros utilizados para los coe�cientes del polinomio al ir de movimiento libre a restringido,
así como para las fuerzas deseadas aplicadas a la super�cie xm, se presentan en la Tabla 3.6.

Coe�cientes para xd, yd, ϕd, hdx
y hdy

Coe�cientes para xd Coe�cientes para yd Coe�cientes para ϕd

x0 = 0.1m xf = 0.4m y0 = 0.35m yf = 0.3m ϕ0 = 0 ϕf = atan2(hdy , hdx)

ẋ0 = 0 ẋf = 0 ẏ0 = 0 ẏf = 0 ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0
t0 = 0 tf = 15 s t0 = 0 tf = 15 s t0 = 0 tf = 15 s
Coe�cientes para hdx

Coe�cientes para hdy
-

h0x = 0N hfx = 5N h0y = 0N hfy = 5N - -
ḣ0x = 0 ḣfx = 0 ḣ0y = 0 ḣfy = 0 - -
t0 = 15 s tf = 17 s t0 = 15 s tf = 17 s - -

Tabla 3.6: Tabla de coe�cientes xd, yd, ϕd, hdx y hdy

Los parámetros utilizados para el manipulador, el control de posición y el control de fuerza, se
presentan en la Tabla 3.7.

Parámetros del robot de 3 gdl.
Robot de 3 gdl Control de posición PID

l1 = 0.33m l2 = 0.2m l3 = 0.1m KP1 = 2000 KP2 = 1000 KP3 = 500
lcm1 = 0.165m lcm2 = 0.1m lcm3 = 0.05m KI1 = 20 KI2 = 10 KI3 = 5

m1 = 2 kg m2 = 1 kg m3 = 0.3 kg KD1 = 200 KD2 = 40 KD3 = 30
I1 = 1.266 I2 = 0.093 I3 = 0.033 Control de fuerza PI

Krx = 100000 Kry = 100000 - KPFx
= 1e− 3 KIFx

= 1e− 3 -
- - - KPFy

= 1e− 5 KIFy
= 1e− 3 -

Tabla 3.7: Parámetros del robot, control de posición PID y control de fuerza PI

3.4. CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA, APLICANDO FUERZA EN X Y Y.
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Figura 3.15: Fuerzas deseadas y de reacción en X y Y, errores de fuerza en X y Y.

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0

1

2

3

4

5

6
10

-4

0 5 10 15 20 25 30 35 40

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0
10

-3

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Figura 3.16: Penetración en X, penetración en Y y orientación del manipulador.
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Figura 3.17: Pares de control τ1, τ2 y τ3.
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Figura 3.18: Coordenadas de posición, trayectoria de posición, errores de posición y errores de velocidad.
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En la Figura 3.15 se tiene el per�l de fuerza deseado aplicado en el eje X y Y si como sus fuerzas
de reacción, se puede observar que la fuerza de reacción en el eje X es pequeño y al segundo 17 se
vuelve cero, en el eje Y al momento del contacto hay un impulso, el cual es compensado rápida-
mente por el control de fuerza.

En la Figura 3.16 se observan las penetraciones en X y Y, las cuales son pequeñas, también se
puede observar la orientación del efector �nal la cual está en función de las fuerzas aplicadas.

Los pares de las articulaciones se ven afectados cuando el manipulador hace contacto con la su-
per�cie, como se observa en la Figura 3.17.

En la Figura 3.18 se observan la posición cartesiana del manipulador, así como los errores de
posición y velocidad, los cuales son pequeños, también se observa que el manipulador sigue perfec-
tamente la trayectoria de posición.

3.4. CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA, APLICANDO FUERZA EN X Y Y.
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3.5. Control de posición - fuerza, barrido sobre la super�cie, aplicando

fuerza en X y Y.

En la siguiente simulación, el manipulador va del tiempo 0 a 15 [s] de movimiento libre a restrin-
gido, de 15 a 17 [s] aplica una fuerza deseada de 0 a 5 [N ] en el eje X y una fuerza que va de 0
a 2 [N ] en el eje Y, del tiempo 15 a 35 [s] el manipulador va haciendo un barrido a lo largo del
eje Y, utilizando (3.8) y (3.9), durante el tiempo 17 a 35 [s] las fuerzas deseadas se mantienen,
posteriormente de 35 a 37 [s] la fuerza en el eje X baja de 5 [N ] a 1 [N ] y en el eje Y de 2 [N ]
a 0 [N ], al igual que la simulación anterior, la orientación del efector �nal está en función de las
fuerzas deseadas.

Como las fuerzas deseadas van cambiando a lo largo del tiempo, la orientación del efector �nal
también cambia, para los parámetros del robot de movimiento libre a restringido así como el de
las fuerzas deseas y la orientación, se tiene la Tabla 3.8.

Coe�cientes para xd, yd, ϕd, hdx y hdy

Coe�cientes para xd Coe�cientes para yd Coe�cientes para hdx
(1) Coe�cientes para hdy

(1)
x0 = 0.1m xf = 0.4m y0 = 0.35m yf = 0.3m h0x = 0N hfx = 5N h0y = 0N hfy = 2N

ẋ0 = 0 ẋf = 0 ẏ0 = 0 ẏf = 0 ḣ0x = 0 ḣfx = 0 ḣ0y = 0 ḣfy = 0
t0 = 0 tf = 15 s t0 = 0 tf = 15 s t0 = 15 s tf = 17 s t0 = 15 s tf = 17 s

Coe�cientes para hdx
(2) Coe�cientes para hdy

(2) Coe�cientes para hdx
(3) Coe�cientes para hdy

(3)
h0x = 5N hfx = 5N h0y = 2N hfy = 2N h0x = 5N hfx = 1N h0y = 2N hfy = 0N

ḣ0x = 0 ḣfx = 0 ḣ0y = 0 ḣfy = 0 ḣ0x = 0 ḣfx = 0 ḣ0y = 0 ḣfy = 0
t0 = 17 s tf = 35 s t0 = 17 s tf = 35 s t0 = 35 s tf = 37 s t0 = 35 s tf = 37 s
Coe�cientes para ϕd Coe�cientes para ϕd(1) Coe�cientes para ϕd(2) Coe�cientes para ϕd(3)
ϕ0 = 0 ϕf ≈ 22◦ ϕ0 ≈ 22◦ ϕf ≈ 22◦ ϕ0 ≈ 22◦ ϕf = 22◦ ϕ0 ≈ 22◦ ϕf = 0◦

ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0 ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0 ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0 ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0
t0 = 0 tf = 15 s t0 = 15 s tf = 17 s t0 = 17 s tf = 35 s t0 = 35 s tf = 37 s

Parámetros del robot de 3 gdl.
Robot de 3 gdl Control de posición PID -

l1 = 0.33m l2 = 0.2m l3 = 0.1m KP1 = 2000 KP2 = 1000 KP3 = 500 - -
lcm1 = 0.165m lcm2 = 0.1m lcm3 = 0.05m KI1 = 20 KI2 = 10 KI3 = 5 - -

m1 = 2 kg m2 = 1 kg m3 = 0.3 kg KD1 = 200 KD2 = 40 KD3 = 30 - -
I1 = 1.266 I2 = 0.093 I3 = 0.033 Control de fuerza PI - -

Krx = 100000 Kry = 100 - KPFx
= 1e− 3 KIFx

= 1e− 2 - - -
- - - KPFy

= 1e− 3 KIFy
= 1e− 2 - - -

Tabla 3.8: Tabla de coe�cientes xd, yd, ϕd, hdx
y hdy

En la Figura 3.19, se observa cómo va cambiando el per�l de fuerza aplicado en el eje X, a partir
del segundo 15 sube de 0 a 5 [N ], del segundo 17 al 35 se mantiene y del segundo 35 a 37 baja
a 1 [N ], el per�l de fuerza en el eje Y a partir del segundo 15 sube de 0 a 5 [N ], del segundo 17
a 35 se mantiene y baja del segundo 35 a 37 a 0 [N ], los errores de fuerza son pequeños y varian
mientras las fuerzas cambian.

En la Figura 3.20, se tienen las penetraciones cuando el manipulador aplica fuerza en X y Y sobre
la super�cie, las cuales son pequeñas, también se observa como cambia la orientación del manipu-
lador a la vez que van cambiando las fuerzas a lo largo del tiempo.

3.5. CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA, BARRIDO SOBRE LA SUPERFICIE, APLICANDO FUERZA EN X Y Y.
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Los pares de control al momento del contacto, hay un impulso y se presentan variaciones del se-
gundo 15 al 37, debido a que en ese tiempo van cambiando las fuerzas deseadas, Figura 3.21.

En la Figura 3.22, se observa la posición cartesiana del manipulador, así como los errores de
posición y velocidad, los cuales son pequeños, también se observa que el manipulador sigue bien
la trayectoria planeada.
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Figura 3.19: Fuerzas deseadas y de reacción en X y Y, errores de fuerza en X y Y.
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Figura 3.20: Penetración en X, penetración en Y y orientación del manipulador.

3.5. CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA, BARRIDO SOBRE LA SUPERFICIE, APLICANDO FUERZA EN X Y Y.



CAPÍTULO 3. SIMULACIONES DEL ROBOT DE TRES GRADOS DE LIBERTAD. 35

0 5 10 15 20 25 30 35 40

-2

0

2

4

6

8

0 5 10 15 20 25 30 35 40

-4

-3

-2

-1

0

0 5 10 15 20 25 30 35 40

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

Figura 3.21: Pares de control τ1, τ2 y τ3.
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Figura 3.22: Coordenadas de posición, trayectoria de posición, errores de posición y errores de velocidad.
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3.6. Robots cooperativos, control de posición - fuerza extendido, manipu-

lación de un objeto aplicando fuerza en X.

Con las grá�cas anteriores se observa que el manipulador puede ir de movimiento libre a restringido
con el control de posición, al estar sobre la super�cie aplicar una fuerza en X y Y utilizando el
control de fuerza, por lo tanto se procede a realizar la réplica del manipulador A y así tener un
sistema cooperativo el cual pueda manipular un objeto.

Los manipuladores A y B tienen los mismos parámetros físicos, para obtener al manipulador B con
respecto al A, se utiliza la matriz de transformación (3.10) la cual nos permite ver al manipulador
B como un espejo del A, Figura 3.23.

X
Y
ϕ
1

 =


−1 0 0 0.9
0 1 0 0
0 0 −1 π
0 0 0 1



X

′

Y
′

ϕ
′

1

 (3.10)

En la Figura 3.23, se observa al manipulador A y B interactuando con el objeto a manipular.

Figura 3.23: Robots interactuando con el objeto.

El objeto para las simulaciones se modela como un sistema masa - resorte - amortiguador, ecuación
(3.11):

mcẍ+ bcẋ+ kcx = ∆F (3.11)

donde mc es la masa del objeto; bc es el coe�ciente viscoso del amortiguador; kc es la rigidez del
resorte, ∆F = FMAx + FMBx .

3.7. Control híbrido de posición - fuerza y control híbrido de posición -

fuerza extendido, sistema cooperativo.

A continuación se tiene como objetivo tener un sistema cooperativo, manipular un objeto a partir
de un diferencial de fuerza, utilizando el control híbrido de posicion - fuerza y el control híbrido
de posición - fuerza extendido.

3.6. ROBOTS COOPERATIVOS, CONTROL DE POSICIÓN - FUERZA EXTENDIDO, MANIPULACIÓN DE UN OBJETO APLICANDO
FUERZA EN X.
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En la siguiente simulación, se hace un barrido a lo largo del eje X.

Al realizar el barrido, el manipulador A trabaja con el control de posción - fuerza extendido, por
lo cual se dice que el robot esta en fuerza, el manipulador B trabaja con el control de posción -
fuerza, por lo cual se dice que el robot se encuentra en reacción, Figura 3.24.

Figura 3.24: Robots interactuando con el objeto.

Una vez que los manipuladores A y B se encuentran en movimiento restringido, el manipulador B
utiliza (3.12) y (3.13) para realizar el barrido a lo largo del eje X, como se puede ver en la Figura
3.24

xd = 0.4m+ A0sin(−0.20(t− tc)) (3.12)

yd = 0.3m (3.13)

donde A0 = 0.02; tc = 15 es el tiempo en el que los manipuladores hacen contacto con el objeto.

Para la planeación de la posición del manipulador A, se toma en cuenta la posción actual del
manipulador B, la cual es la referencia del manipulador A, por lo tanto, xd del manipulador A esta
dada por

xd = 0.9m− xMB
− 2a (3.14)

donde xMB
es la posción actual del manipulador B; 2a es el ancho del objeto.

De esta manera los manipuladores A y B se encuentran comunicados entre si teniendo un sistema
maestro - esclavo, por lo tanto, x̃d que va al control de posción - fuerza extendido del manipulador
A es (3.14), el cual generara el diferencial de fuerza necesario para poder mover el objeto.

Para la simulación, del tiempo de 0 a 10 [s] los efectores �nales llegan a la posición deseada, de 10
a 15 [s] se acercan al objeto, del tiempo 15 a 20 [s] los manipuladores A y B aplican una fuerza
deseada que va de 0 a 5 [N ] en el eje X, como los dos manipuladores aplican una fuerza de misma

3.7. CONTROL HÍBRIDO DE POSICIÓN - FUERZA Y CONTROL HÍBRIDO DE POSICIÓN - FUERZA EXTENDIDO, SISTEMA
COOPERATIVO.
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magnitud al mismo tiempo, el objeto no se desplaza, por lo tanto el manipulador B, realiza un ba-
rrido a lo largo del eje X, el cual al pasarle la posición al manipulador A que tiene internamente el
control de fuerza extendido, se genera el diferencial de fuerza necesario para poder mover el objeto.

Los parámetros de los coe�cientes del polinomio de tercer grado para ir de movimiento libre
a restringido del manipulador A y B, así como para la trayectoria de fuerza aplicada sobre la
super�cie se presentan en la Tabla 3.9.

Coe�cientes para xd, yd, ϕd y hdx

Coe�cientes para xd Coe�cientes para yd Coe�cientes para ϕd Coe�cientes para hdx

x0 = 0.1m xf = 0.4m y0 = 0.35m yf = 0.3m ϕ0 = 45◦ ϕf = 0◦ h0x = 0N hfx = 5N

ẋ0 = 0 ẋf = 0 ẏ0 = 0 ẏf = 0 ϕ̇0 = 0 ϕ̇f = 0 ḣ0x = 0 ḣfx = 0
t0 = 0 tf = 10 s t0 = 0 tf = 10 s t0 = 0 tf = 10 s t0 = 15 s tf = 20 s

Tabla 3.9: Tabla de coe�cientes

Los parámetros utlizados para el manipulador A y B, el control de posición PID, el control de
fuerza PI y el control extendido PID, se presentan en la Tabla 3.10.

Parámetros del robot de 3 gdl.
Robot de 3 gdl Control de posición PID

l1 = 0.33m l2 = 0.2m l3 = 0.1m KP1 = 2000 KP2 = 1000 KP3 = 500
lcm1 = 0.165m lcm2 = 0.1m lcm3 = 0.05m KI1 = 20 KI2 = 10 KI3 = 5

m1 = 2 kg m2 = 1 kg m3 = 0.3 kg KD1 = 200 KD2 = 40 KD3 = 30
I1 = 1.266 I2 = 0.093 I3 = 0.033 Control de fuerza PI

Krx = 100000 Kry = 300 - KPFx
= 1e− 3 KIFx

= 1e− 3 -
Control extendido PID KPFy

= 1e− 3 KIFy
= 1e− 3 -

KP1 = 100 KP2 = 10 KP3 = 10 Objeto
KI1 = 20 KI2 = 1 KI3 = 1 m = 0.5kg k = 1.5 b = 0.9
KD1 = 10 KD2 = 1 KD3 = 1 - - -

Tabla 3.10: Parámetros del robot y controlador

Link de la animación https://youtu.be/8dltvuW5QDY

En las Figuras 3.25 y 3.26 se observa que los manipuladores A y B, aplican una fuerza deseada de 0
a 5 [N ] del segundo 15 al 20, se tiene un impulso en la fuerza de reacción cuando los manipuladores
hacen contacto con el objeto, se muestra la penetración que los manipuladores hacen al momento
de ejercer fuerza, el cual es pequeño, se observa en la trayectoria de posición que los manipuladores
llegan a la posición deseada al segundo 10, se acercan al objeto y aplican fuerza deseada a partir
del segundo 15.

En la Figura 3.27 se muestra el contacto de los manipuladores con el objeto, el cual ocurre en el
segundo 15, nótese que el contacto de ambos manipuladores no presenta ningún despegue, obsér-
vese también el desplazamiento del objeto a lo largo del eje X.

3.7. CONTROL HÍBRIDO DE POSICIÓN - FUERZA Y CONTROL HÍBRIDO DE POSICIÓN - FUERZA EXTENDIDO, SISTEMA
COOPERATIVO.
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Figura 3.25: Fuerza deseada y de reacción en X, error de fuerza en X, penetración, trayectoria de posición del
manipulador A.
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Figura 3.26: Fuerza deseada y de reacción en X, error de fuerza en X, penetración, trayectoria de posición del
manipulador B.
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Figura 3.27: Contacto del manipulador A, contacto del manipulador B y desplazamiento del objeto.
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Capítulo 4

Modelos matemáticos para el RMM.

Un RMM consiste en un manipulador montado en una plataforma móvil Figura 4.1, estos sistemas
se pueden utilizar en algunas de las aplicaciones de los robots de base �ja.

Una de las principales ventajas de los RMM es que el manipulador al tener una plataforma mó-
vil tiene un mayor espacio de trabajo. Para el desarrollo de esta tesis se utiliza un robot móvil
diferencial tipo (2,0) en el cual va montado un manipulador de cadena cinemática abierta de dos
eslabones con articulaciones rotacionales.

Figura 4.1: Robot manipulador móvil pioner 3DX

4.0.1. Conceptos generales.

El RMM está constituido por un manipulador serial de nm - articulaciones, cuya posición de pos-
tura está dada por el vector qm = [θ1, θ2]

T , el cual va montado a un robot móvil tipo diferencial
cuyo vector de postura contiene np - variables dadas por qp = [x, y, ϕ]T . El vector de postura del
RMM esta dado por q = [qp

T qm
T ]T ∈ Rn, por lo tanto la cinemática directa queda de�nida como

una función:

41
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h(q) = Rn 7→ Rm (4.1)

La cual de�ne un conjunto de m - coordenadas cartesianas, por ejemplo, posición y orientación del
efector �nal del robot, para el caso del movimiento en un plano como lo es este RMM, m = 3.

Como se observa en la Figura B.1, hay cuatro sistemas de referencia, el sistema inercial {I}, el
sistema {M}, el cual va montado en el robot móvil, el sistema {O}, el cual tambien va montado
en el robot móvil y el sistema de coordenadas {E}, que corresponde al sistema del efector �nal.

Al observar la Figura B.1 se tiene que el vector de postura del robot móvil tiene las siguien-
tes variables qp = [x y ϕ]T , el vector de postura del manipulador tiene las siguientes variables
qm = [θ1 θ2]

T .

Por lo tanto, la transformacion que describe la posición y orientación del sistema de referencia del
efector �nal {E} con respecto al sistema de referencia {I} del RMM esta dado por:

ITE(q) =
ITO(qp)

OTE(qm) (4.2)

donde

ITO(qp) =


sin(ϕ) cos(ϕ) 0 x+ Lxsin(ϕ) + Lycos(ϕ)
−cos(ϕ) sin(ϕ) 0 y − Lxcos(ϕ) + Lysin(ϕ)

0 0 1 0
0 0 0 1

 (4.3)

es la transformación del sistema de coordenadas montado en el robot móvil {O} con respecto
al sistema inercial {I}, por otra parte, la posición del sistema de referencia {O} con respecto al
sistema de referencia {M}, esta dado por el vector [Lx Ly 0 1]T . La transformación que describe
la posición y orientación del sistema de referencia del efector �nal {E} con respecto al sistema de
referencia {O}, se describe como:

OTE(qm) = OT 1(θ1)
1T 2(θ2) (4.4)

4.0.2. Modelo dinámico con restricciones.

Para obtener el modelo dinámico del RMM se emplean las ecuaciones de Euler-Lagrange [18], el
movimiento de los RMM esta sujeto a restricciones cinemáticas no-holónomas, por lo tanto las
ecuaciones de Euler-Lagrange deben de incluir estas restricciones cinemáticas.

Las restricciones cinemáticas del sistema se escriben como:

A(q)q̇ = 0 (4.5)
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donde q ∈ Rn y q̇ ∈ Rn, representan las posiciones velocidades generalizadas del sistema, A(q) ∈
Rk×n es la matriz de restricción no-holónoma, k respresenta el numero de restricciones indepen-
dientes, para formar las ecuaciones de movimiento se consideran las fuerzas de restricción como una
fuerza que afecta el movimiento del sistema. Las ecuaciones de movimiento del sistema restringido
se presentan a continuación:

d

dt

[
∂L
∂q̇

]
− ∂L

∂q
= U + AT (q)λ− JT (q)hr (4.6)

donde U ∈ Rn; representa las fuerzas de control del sistema, λ ∈ Rk; representa las fuerzas que
aparecen en el sistema debido a las restricciones no-holónomas, J(q) ∈ Rn×m; representa el Jaco-
biano geométrico del robot, hr ∈ Rn; es el vector de fuerzas y pares debidos a la interacción física
del robot con el ambiente. Para formar el Lagrangiano se tiene:

L(q, q̇) = 1

2
q̇TM(q)q̇ − U(q)) (4.7)

La ecuación dinámica se escribe de la siguiente forma:

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q)− AT (q)λ = U − JT (q)hr (4.8)

donde M(q) ∈ Rn×n representa la matriz de inercia del sistema, C(q, q̇) ∈ Rn×n a la matriz de
Coriolis, g(q) el vector de gravedad. Como se observa en la ecuación (4.8), para obtener las trayec-
torias de movimiento del sistema es necesario conocer las fuerzas de restricción del sistema dadas
por el vector λ, es posible eliminar estas fuerzas de restricción como se muestra a continuación.

Es probable encontrar una matriz S(q) tal que sus columnas se encuentren en el espacio nulo de
A(q) [21] de tal manera que:

ST (q)AT (q) = 0 (4.9)

La velocidad q̇ se encuentra también en el espacio nulo de A(q) y se tiene un vector η tal que:

q̇ = S(q)η (4.10)

al derivar (4.10) con respecto al tiempo se tiene:

q̈ = S(q)η̇ + Ṡ(q)η (4.11)

Para tener un modelo dinámico mas apropiado, es necesario substituir las ecuaciones (4.10) y
(4.11) en (4.8) y multiplicar por la izquierda por ST (q), con lo cual se obtiene el modelo dinámico
(4.12).
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M̄(q)η̇ + C̄(q, q̇)η + ḡ(q) = τ̄

q̇ = S(q)η
(4.12)

donde

M̄(q) = ST (q)M(q)S(q) ∈ R4×4 (4.13)

C̄(q, q̇) = ST (q)M(q)Ṡ(q) + ST (q)C(q, q̇)S(q) ∈ R4×4 (4.14)

ḡ(q) = ST (q)g(q) ∈ R4×1 (4.15)

τ̄ = ST (q)U − ST (q)JT (q)hr ∈ R4×1 (4.16)

Dado que el RMM se mueve en el plano, el vector de gravedad se omite en la ecuación (4.12), como
se presenta en el Apéndice B, ecuación (B.5).

4.0.3. Control por par calculado.

Al considerar el modelo dinámico (B.5), se tiene la siguiente ley de control.

τ̂ = D−1(q)H(q)
[
I−1(q,η) + η̇d +Kp(ηd − η) + ζ

]
(4.17)

donde:

ζ =


k1ex

k2vd
sineϕ
eϕ

ey + k3eϕ
k4eθ1
k5eθ2

 (4.18)

con: ex
ey
eϕ

 =

 cos(ϕ) sin(ϕ) 0
−sin(ϕ) cos(ϕ) 0

0 0 1

xd − x
yd − y
ϕd − ϕ

 ,

(
eθ1
eθ2

)
=

(
θ1d − θ1
θ2d − θ2

)
(4.19)

Kp ∈ R4×4 es una matriz diagonal de ganancias, k1, k2, k3, k4 y k5 son ganancias constantes,
el vector ζ se le agrega al control par calculado para compensar el error de posición, tambien se
tiene que:

D(q) = ST (q)B(q), H(q) = M̄(q), I−1(q,η) = M̄−1(q)C̄(q, q̇)η (4.20)



Capítulo 5

Simulaciones del RMM.

En este capítulo se presentan algunas de las simulaciones realizadas con el RMM, una de las cuales
son el seguimiento de trayectoria del RMM y la sincronización de los RMM.

5.1. Seguimiento de trayectoria, línea recta.

Para la siguiente simulación se considera una función gaussiana para el carro en el eje X, para el
eje Y se considera un valor consatante, como se muetra a continuación:

xd(t) = ae−
(t−b)2

2c2 (5.1)

yd(t) = −0.4m (5.2)

donde a = 2.7, b = 10 y c = 3 son constantes reales. El parámetro a es el valor del punto más
alto de la campana, b es la posición del centro de la campana y c la desviación estándar, la cual
controla el ancho de la campana.

Al tener (5.1) y (5.2), se derivan y se obtiene ϕd(t) del carro, como se presenta en (5.3)

ϕd(t) = tan−1

(
ẏd(t)

ẋd(t)

)
(5.3)

Para el efector �nal se tiene

xed(t) = 0.35m (5.4)

yed(t) = 0 (5.5)

El vector de estados η tiene los siguientes componentes

η =


v

ϕ̇

θ̇1
θ̇2

 =


η(1)
η(2)
η(3)
η(4)

 (5.6)

45
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Dada (5.1) y (5.2), al derivarlas con respecto al tiempo se obtiene ẋd(t) y ẏd(t), la norma Eucli-
diana de estas últimas, corresponde a la velocidad v, la cual es la primer componente del vector
de estados η(1).

Al derivar con respecto al tiempo (5.3), se tiene ϕ̇(t), la cual es la segunda componente del vector
de estados η(2).

Al tener (5.1), (5.2), (5.3), (5.4) y (5.5) se obtiene θ1(t) y θ2(t), al derivarlas con respecto al tiempo
se tiene θ̇1(t) y θ̇2(t), que son las componentes del vector de estados η(3) y η(4), por lo tanto, se
tiene el vector de estados ηd que va al control par calculado.

Para la simulación las condiciones iniciales del RMM empiezan sobre la trayectoria deseada, por
lo tanto se tiene:

s(0) =



vd(0) = 0.01 [m/s]

ϕ̇d(0) = 0 [rad/s]

θ̇1d(0) = 0 [rad/s]

θ̇2d(0) = 0 [rad/s]
� � � � � � � � � � � � � � �

xd(0) = 0.01 [m]
yd(0) = −0.4 [m]
ϕd(0) = 0 [rad]

θ1d(0) = 0.72 [rad]
θ2d(0) = 2.25 [rad]


(5.7)

Los parámetros utilizados para el RMM así como para el controlador, se presentan en la Tabla 5.1

Valores para el RMM
RMM Controlador RMM

l1 = 0.33m l2 = 0.2m k1 = 50 k2 = 300
m1 = 2 kg m2 = 1 kg k3 = 200 k4 = 20
mc = 8.5 kg lc = 0.65m k5 = 20 -
lx = −0.15 ly = 0.3 Kp = diag([70, 70, 70, 70]) -
px = 0 py = 0.15 - -

R = 0.2m r = 0.075m - -
t0 = 0 tf = 20 s - -

Tabla 5.1: Parámetros del RMM y el controlador

Link de la animación https://youtu.be/1CcJHfsA3Ys

5.1. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, LÍNEA RECTA.

https://youtu.be/1CcJHfsA3Ys
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Figura 5.1: Posición X y Y del carro, orientación del carro ϕ, posición xe y ye del manipulador.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-10

-8

-6

-4

-2

0
10

-3

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-10

-8

-6

-4

-2

0
10

-3

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-1

-0.5

0

0.5

1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
10

-16

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

-2

-1

0

1
10

-19

Figura 5.2: Errores de posición y orientación del carro, error de posición del manipulador.

5.1. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, LÍNEA RECTA.
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Figura 5.3: Vector de estados η, v, ϕ̇, θ̇1, θ̇2.
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Figura 5.4: Errores del vector de estados η, ev, eϕ̇ eθ̇1 , eθ̇2 .

5.1. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, LÍNEA RECTA.
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Figura 5.5: Par de la rueda derecha τd, par de la rueda izquierda τi, par del primer eslabón τ1, par del segundo
eslabón τ2.
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Figura 5.6: Trayectoria de posición del carro, trayectoria de posición del manipulador.

5.1. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, LÍNEA RECTA.
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En la Figura 5.1, se muestra el correcto seguimiento de la posición y la orientación del carro, así
como las posiciones que sigue el manipulador.

En la Figura 5.2, se muestran los errores de posición y orientación del carro y los errores de posición
del efector �nal, los cuales tienden a cero.

En la Figura 5.3, se muestran las componentes del vector de estados η, los cuales siguen perfecta-
mente las trayectorias deseadas.

En la Figura 5.4, se muestran los errores del vector de estados η, los cuales tienden a ser muy
pequeños, con lo cual se comprueba que el controlador a nivel de velocidades trabaja bien.

En la Figura 5.5, los pares de control son muy pequeños, debido a que el RMM se encuentra sobre
la trayectoria deseada, cuando se encuentra un poco alejado de la trayectoria, podemos observar
sobreimpulsos durante el transitorio.

En la Figura 5.6, se muestra que tanto el carro como el manipulador siguen bien la trayectoria
planeada.

5.2. Seguimiento de trayectoria, círculo - hipotrocoide.

Para la siguiente simulación se tiene que el carro sigue una trayectoria círcular y el efector �nal
una hipotrocoide, el tiempo de simulación va de 0 a 40 [s].

La función paramétrica utilizada para el seguimiento del círculo es la siguiente

xd(t) = Rcos(wt+
π

2
) (5.8)

yd(t) = Rsin(wt+
π

2
) (5.9)

donde R = 4m, w = π
10
.

Al tener (5.8) y (5.9) se derivan con respecto al tiempo y se obtiene ϕd(t), por lo tanto

ϕd(t) = tan−1

(
ẏd(t)

ẋd(t)

)
(5.10)

El efector �nal sigue una hipotrocoide, la cual tiene la siguiente función paramétrica:

xe(t) = (a− b)cos(θ) + hcos
(
θ
(
1− a

b

))
(5.11)

ye(t) = (a− b)sin(θ) + hsin
(
θ
(
1− a

b

))
(5.12)

donde a = 4.5235, b = 0.3710, h = 0.10, θ = wt+ π
2
+ 5 π

180◦
.

5.2. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, CÍRCULO - HIPOTROCOIDE.
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Al tener (5.8), (5.9), (5.10), (5.11), (5.12), podemos obtener el vector de estado ηd que va al control
par calculado.

Las condiciones iniciales del RMM empiezan sobre la trayectoria deseada, por lo tanto.

s(0) =



vd(0) = 5.02 [m/s]

ϕ̇d(0) = 1.25 [rad/s]

θ̇1d(0) = −0.72 [rad/s]

θ̇2d(0) = −7.29 [rad/s]
� � � � � � � � � � � � � � �

xd(0) = 0 [m]
yd(0) = 4 [m]

ϕd(0) = 3.14 [rad]
θ1d(0) = −1.05 [rad]
θ2d(0) = −1.94 [rad]


(5.13)

Los parámetros del RMM y el controlador se presentan en la Tabla 5.2

Valores para el RMM
RMM Controlador RMM

l1 = 0.33m l2 = 0.2m k1 = 50 k2 = 300
m1 = 2 kg m2 = 1 kg k3 = 200 k4 = 20
mc = 8.5 kg lc = 0.65m k5 = 20 -
lx = −0.15 ly = 0.3 Kp = diag([70, 70, 70, 70]) -
px = 0 py = 0.15 - -

R = 0.2m r = 0.075m - -
t0 = 0 tf = 40 s - -

Tabla 5.2: Parámetros del RMM y el controlador

Link de la animación https://youtu.be/l-h5fP9foQk

La Figura 5.7 muestra la posición y orientación del carro, así como la posición del robot manipu-
lador.

En la Figura 5.8 se muestran los errores de posición del carro, así como los errores de posición del
efector �nal, los cuales al estar el coche siguiendo una trayectoria circular y el efector �nal una
hipotrocoide, se mantienen oscilando en un valor pequeño, el error en la orientación tiende a cero.

En la Figura 5.9 se muestran el vector de estados η, se observa un buen seguimiento de la veloci-
dad traslacional y angular del carro a partir del segundo 5, las velocidades de los eslabones siguen
perfectamente las trayectorias deseadas.

En la Figura 5.10 se observan los errores del vector de estados η, los cuales tienden a cero.

5.2. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, CÍRCULO - HIPOTROCOIDE.

https://youtu.be/l-h5fP9foQk
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La Figura 5.11 muestra los pares de control los cuales no presentan sobreimpulsos al inicio ya que
el coche esta sobre la trayectoria deseada.

La Figura 5.12 muestra que el coche como el manipulador siguen bien la trayectoria deseada.
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Figura 5.7: Posición X y Y del carro, orientación del carro ϕ, posición xe y ye del manipulador.
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Figura 5.8: Errores de posición y orientación del carro, error de posición del manipulador.

5.2. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, CÍRCULO - HIPOTROCOIDE.
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Figura 5.9: Vector de estados η, v, ϕ̇, θ̇1, θ̇2.
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Figura 5.10: Errores del vector de estados η, ev, eϕ̇ eθ̇1 , eθ̇2 .

5.2. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, CÍRCULO - HIPOTROCOIDE.
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Figura 5.11: Par de la rueda derecha τd, par de la rueda izquierda τi, par del primer eslabón τ1, par del segundo
eslabón τ2.
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Figura 5.12: Trayectoria de posición del carro, trayectoria de posición del manipulador.

5.2. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA, CÍRCULO - HIPOTROCOIDE.
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5.3. Perturbación en la trayectoria de velocidades ηd.

Como podemos observa en la Figura 5.13, se le agrega a las trayectorias deseadas que van al control
par calculado una perturbación.

Figura 5.13: Perturbación en la trayectoria ηd y η̇d.

Para la simulación se toma la planeación mostrada en la Sección 5.2, la perturbación se activa a
partir del tiempo 9.5 a 10.5 [s], como se observa en la �gura 5.13, la primera componente se tiene
una perturbación sinosoidal, en la segunda una rampa, la tercera y cuarta una escalón, las cuales
se representan a continuación:

ρ(t) =


15sin(2t)

t
0.9
−0.5

 (5.14)

Esta simulación se hace con el �n de ver como se recupera el controlador a partir de una pertur-
bación, tambien a diferencia de las simulaciónes presentadas en la Sección 5.1 y 5.2, el coche se
encuentra alejado de la trayectoria, por lo tanto hay un error de posición y orientacion al inició de
la simulación. Las condiciones iniciales del RMM se presentan en (5.15).

s(0) =



vd(0) = 5.02 [m/s] + 0.1 [m/s]

ϕ̇d(0) = 1.25 [rad/s] + 0.2 [rad/s]

θ̇1d(0) = −0.72 [rad/s] + 0.2 [rad/s]

θ̇2d(0) = −7.29 [rad/s] + 0.2 [rad/s]
� � � � � � � � � � � � � � �
xd(0) = 0 [m] + 0.13 [m]
yd(0) = 4 [m]− 0.1 [m]

ϕd(0) = 3.14 [rad] + 0.35 [rad]
θ1d(0) = −1.05 [rad] + 0.035 [rad]
θ2d(0) = −1.94 [rad]− 0.52 [rad]


(5.15)

5.3. PERTURBACIÓN EN LA TRAYECTORIA DE VELOCIDADES ηD .
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Los parámetros del RMM así como del controlador se presentan en la Tabla 5.3.

Valores para el RMM
RMM Controlador RMM

l1 = 0.33m l2 = 0.2m k1 = 2000 k2 = 1200
m1 = 2 kg m2 = 1 kg k3 = 800 k4 = 100
mc = 8.5 kg lc = 0.65m k5 = 100 -
lx = −0.15 ly = 0.3 Kp = diag([70, 70, 70, 70]) -
px = 0 py = 0.15 - -

R = 0.2m r = 0.075m - -
t0 = 0 tf = 40 s - -

Tabla 5.3: Parámetros del RMM y el controlador

Link de la animación https://youtu.be/qY6Jopu5OIw

En la Figura 5.14 se observa la posición y orientación del carro, así como la posición del efector
�nal, hay una ligera variación del segundo 9.5 al 10.5 y en el segundo 11 se recupera.

En la Figura 5.15 se muestran los errores de posición y orientación del carro, así como los errores
de posición del efector �nal, nótese que del segundo 0 al 2 se presentan pequeñas oscilaciones,
debido a que el coche no está sobre la trayectoria planeada, posteriormente el error se vuelve cero
y al segundo 9.5 cuando la perturbación se activa se observan pequeños impulsos que rápidamente
son compensados por el controlador.

En la Figura 5.16 se muestra el vector de estados η, el cual, tiene impulsos al inicio, las cuales se
empalman rápidamente a la trayectoria deseada esto se presenta por el error inicial que tienen las
velocidades, se observan las perturbaciones al segundo 9.5, al segundo 11 la trayectoria actual se
empalma con la deseada.

En la Figura 5.17 se muestran los errores de las velocidades, los cuales tiendan a cero rápidamente.

En la Figura 5.18 se observan los pares del sistema, se muestra que al inicio de la simulación hay
un impulso, esto es debido a que el RMM presenta un error en la posición y que las ganancias del
controlador son altas, al segundo 9.5 se presentan impulsos debido a la perturbación.

En la Figura 5.19 se muestra que el coche no empieza sobre la trayectoria deseada, así como el
manipulador, se observa la perturbación y como se recupera rápidamente.

5.3. PERTURBACIÓN EN LA TRAYECTORIA DE VELOCIDADES ηD .
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Figura 5.14: Posición X y Y del carro, orientación del carro ϕ, posición xe y ye del manipulador.
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Figura 5.15: Errores de posición y orientación del carro, error de posición del manipulador.
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Figura 5.16: Vector de estados η, v, ϕ̇, θ̇1, θ̇2.
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Figura 5.17: Errores del vector de estados η, ev, eϕ̇ eθ̇1 , eθ̇2 .
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Figura 5.18: Par de la rueda derecha τd, par de la rueda izquierda τi, par del primer eslabón τ1, par del segundo
eslabón τ2.
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Figura 5.19: Trayectoria de posición del carro, trayectoria de posición del manipulador.
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5.4. Sincronización de los RMM.

En las anteriores simulaciones se muestra el seguimiento de trayectoria que realiza el RMM, a
continuación se muestra la sincronización de dos RMM.

Figura 5.20: Sincronización de los RMM.

Como se observa en la Figura 5.20, para hacer la sincronización de los RMM en posición y velo-
cidad, la posición actual del RMM - A se transmite al RMM - B, es decir, sea σA,a(t) un vector
que agrupa las trayectorias necesarias para sincronizar el RMM - B con el RMM - A:

σA,a(t) =


ηA,a

η̇A,a

rcA,a

qA,a

 (5.16)

Para sincronizar en posición y velocidad ambos RMM se plantea que:

σB,d(t) = f(σA,a(t)) (5.17)

5.4. SINCRONIZACIÓN DE LOS RMM.
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5.5. Sincronización de los RMM, seguimiento de línea recta.

Tomando en cuenta lo anterior y utilizando la planeación que se realizo en la Sección 5.1, para
mapear el vector σA,a(t) al σB,d(t) y realizar la sincronización de los RMM, se tiene:

Para ηB,d:

ηB,d =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ηA,a4×1 (5.18)

Para η̇B,d:

η̇B,d =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 η̇A,a4×1 (5.19)

Para rcB,d:

rcB,d =

1 0 0
0 1 0.8
0 0 1

 rcA,a3×1 (5.20)

Para qB,d:

qB,d =

[
1 0
0 1

]
qA,a2×1 (5.21)

Como se puede observar en (5.18), (5.19), (5.20) y (5.21), se tiene que:

σB,d(t) = f(σA,a(t)) (5.22)

con esto se logra la sincronización de posición y velocidad de los RMM.

Para la realización de esta simulación se tomaron en cuenta las condiciones iniciales presentadas
en (5.23), el RMM - A comienza sobre la trayectoria deseada y el RMM - B se encuentra alejado
de la trayectoria deseada.

5.5. SINCRONIZACIÓN DE LOS RMM, SEGUIMIENTO DE LÍNEA RECTA.
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sA(0) =



vd(0) = 0.01 [m/s]

ϕ̇d(0) = 0 [rad/s]

θ̇1d(0) = 0 [rad/s]

θ̇2d(0) = 0 [rad/s]
� � � � � � � � � � � � � � �

xd(0) = 0.01 [m]
yd(0) = −0.4 [m]
ϕd(0) = 0 [rad]

θ1d(0) = 0.72 [rad]
θ2d(0) = 2.25 [rad]


, sB(0) =



vd(0) + 0.1 [m/s]

ϕ̇d(0) + 0.2 [rad/s]

θ̇1d(0) + 0.2[rad/s]

θ̇2d(0) + 0.2[rad/s]
� � � � � �

xd(0)
yd(0)

ϕd(0) + 0.78[rad]
θ1d(0)
θ2d(0)


(5.23)

Los parámetros utilizados para los RMM asi como para los controladores se presentan en la Tabla
5.4.

Valores para los RMM
RMM's Controlador RMM - A Controlador RMM - B

l1 = 0.33m l2 = 0.2m k1 = 1000 k2 = 1200 k1 = 3000 k2 = 3400
m1 = 2 kg m2 = 1 kg k3 = 800 k4 = 100 k3 = 2600 k4 = 100
mc = 8.5 kg lc = 0.65m k5 = 100 k5 = 100 -
lx = −0.15 ly = 0.3 Kp = diag([70, 70, 70, 70]) Kp = diag([1000, 1000, 250, 250]) -
px = 0 py = 0 - - - -

R = 0.2m r = 0.075m - - - -
t0 = 0 tf = 40 s - - - -

Tabla 5.4: Parámetros de los RMM y el controlador

Link de la animación https://youtu.be/3b19PhLzZMk

En la Figura 5.21, se observa la posición y orientación del carro, así como la posición del efector
�nal, se muestra un buen seguimiento a lo largo de la simulación, se observa que el RMM - A se
encuentra sobre la trayectoria deseada.

En la Figura 5.22, se muestran los errores de posición y orientación del carro y los errores de
posición del manipulador, que corresponden al RMM - A, se observa que tienden a cero.

En la Figura 5.23, se observa la posición y orientación del carro, así como la posición del efector
�nal, esta última no empieza sobre la trayectoria deseada, obsérvese que el RMM - B tiene un
error de orientación al inicio, el cual es compensado por el controlador al segundo 4.

En la Figura 5.24, se muestran los errores de posición y orientación del carro, los cuales tienden a
cero, así como los errores de posición del efector �nal, los cuales tienden a cero.

En la Figura 5.25, se muestran las posiciones del RMM - B, en las cuales se observa que no va
montado sobre la trayectoria deseada, también se tienen las posiciones del RMM - A, en las cuales
se observa que va sobre la trayectoria planeada y se tiene un buen seguimiento.

5.5. SINCRONIZACIÓN DE LOS RMM, SEGUIMIENTO DE LÍNEA RECTA.

https://youtu.be/3b19PhLzZMk
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En la Figura 5.26, se observa la distancia que hay entre los efectores �nales, nótese que debido al
error de la orientación, hasta el segundo 15 se mantiene en un valor constante, por lo tanto los
RMM para ese tiempo ya van sincronizados.
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Figura 5.21: Posición X y Y del carro, orientación del carro ϕ, posición xe y ye del manipulador. (RMM - A)
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Figura 5.22: Errores de posición y orientación del carro, error de posición del manipulador. (RMM - A)
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Figura 5.23: Posición X y Y del carro, orientación del carro ϕ, posición xe y ye del manipulador. (RMM - B)
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Figura 5.24: Errores de posición y orientación del carro, error de posición del manipulador. (RMM - B)
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Figura 5.25: Posiciones del RMM - A y RMM - B en el plano.
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5.6. Sincronización de los RMM, seguimiento de círculo - hipotrocoide.

Utilizando la planeación de la Sección 5.2, para realizar la sinronización de los RMM, se tiene:

.
Para ηB,d:

ηB,d =


r
R

0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ηA,a4×1 (5.24)

Para η̇B,d:

η̇B,d =


r
R

0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 η̇A,a4×1 (5.25)

Para rcB,d:

rcB,d =

r 0 0
0 r 0
0 0 1

 rcA,a3×1 (5.26)

Para qB,d:

qB,d =

[
1 0
0 1

]
qA,a2×1 (5.27)

donde r = 2.5m; es el radio del círculo que sigue el RMM - B y R = 4m es el radio del círculo
que sigue el RMM - A.

Como se observa en (5.24), (5.25), (5.26) y (5.27), se tiene que:

σB,d(t) = f(σA,a(t)) (5.28)

con esto se logra la sincronización de posición y velocidad de los RMM.

Para la realización de esta simulación se tomaron en cuenta las siguientes condiciones iniciales pre-
sentadas en (5.29), el RMM - A comienza sobre la trayectoria deseada y el RMM - B se encuentra
alejado de la trayectoria deseada.

5.6. SINCRONIZACIÓN DE LOS RMM, SEGUIMIENTO DE CÍRCULO - HIPOTROCOIDE.
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sA(0) =



vd(0) = 5.02 [m/s]

ϕ̇d(0) = 1.25 [rad/s]

θ̇1d(0) = −0.72 [rad/s]

θ̇2d(0) = −7.29 [rad/s]
� � � � � � � � � � � � � � �

xd(0) = 0 [m]
yd(0) = 4 [m]

ϕd(0) = 3.14 [rad]
θ1d(0) = −1.5 [rad]
θ2d(0) = −1.94 [rad]


, sB(0) =



vd(0) + 0.1 [m/s]

ϕ̇d(0) + 0.2 [rad/s]

θ̇1d(0) + 0.2 [rad/s]

θ̇2d(0) + 0.2 [rad/s]
� � � � � �

xd(0) + 0.13 [m]
yd(0) + 0.45 [m]
ϕd(0) + 0.61 [rad]
θ1d(0) + 0.035 [rad]
θ2d(0)− 0.52 [rad]


(5.29)

Los parámetros utilizados para los RMM, así como para los controladores se presentan en la Tabla
5.5.

Valores para los RMM
RMM's Controlador RMM - A Controlador RMM - B

l1 = 0.33m l2 = 0.2m k1 = 1000 k2 = 1200 k1 = 3000 k2 = 3400
m1 = 2 kg m2 = 1 kg k3 = 800 k4 = 100 k3 = 2600 k4 = 100
mc = 8.5 kg lc = 0.65m k5 = 100 - k5 = 100 -
lx = −0.15 ly = 0.3 Kp = diag([70, 70, 70, 70]) - Kp = diag([1000, 1000, 250, 250]) -
px = 0 py = 0.15 - - - -

R = 0.2m r = 0.075m - - - -
t0 = 0 tf = 40 s - - - -

Tabla 5.5: Parámetros de los RMM y el controlador

Link de la animación https://youtu.be/iwrM9f87hf0

En la Figura 5.27, se observa la posición y orientación del carro, así como la posición del efector
�nal, debido a que este último sigue una hipotrocoide, en la posición se notan pequeñas oscilacio-
nes, se muestra un buen seguimiento a lo largo de la simulación, se observa que el RMM - A se
encuentra sobre la trayectoria deseada.

En la Figura 5.28, se muestran los errores de posición y orientación del carro y los errores de
posición del manipulador, los cuales son valores pequeños.

En la Figura 5.29, se observan la posición y orientación del carro, se muestra que hay un error en
la posición y en orientación del carro al inicio, el cual es compensado por el controlador.

En la Figura 5.30, se muestran los errores de posición y orientación del carro, así como los del
efector �nal, se observa que los errores del RMM - B tienden a cero rapidamente.

En la Figura 5.31, se observa que el RMM - B no va montado sobre la trayectoria deseada, se mues-
tra que el RMM - A va montado sobre la trayectoria, en ambos RMM se tiene un buen seguimiento.

5.6. SINCRONIZACIÓN DE LOS RMM, SEGUIMIENTO DE CÍRCULO - HIPOTROCOIDE.

https://youtu.be/iwrM9f87hf0
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En la Figura 5.32, se observa la distancia que hay entre los efectores �nales, nótese que debido al
error de la posición y orientación, hasta el segundo 8 se mantiene en un valor constante, por lo
tanto los RMM para ese tiempo ya van sincronizados.
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Figura 5.27: Posición X y Y del carro, orientación del carro ϕ, posición xe y ye del manipulador. (RMM - A)
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Capítulo 6

Conclusiones y trabajo futuro.

6.1. Conclusiones.

Al implementar los controladores; híbrido de posición - fuerza y de posición - fuerza extendido, se
logra la manipulación cooperativa entre los robots manipuladores de base �ja, además en trabajos
de cooperación es importante garantizar el contacto en todo momento ya que un despegue provo-
caría que el objeto se deslice o caiga, la buena sintonización de las ganancias, nos ayuda a que el
manipulador no presente despegues al momento de interactuar con el objeto, es importante tratar
de llegar con el error de posición cercano a cero, ya que si esto no se logra, al inicio de la fuerza
de reacción se presentan impulsos o impactos entre el robot y la super�cie.

Al trabajar con los RMM, el control por par calculado compensa los errores de posición y veloci-
dad, la estrategia que se implementó para realizar la sincronización de los RMM de acuerdo con las
grá�cas presentadas en las simulaciones, se logra rápidamente a pesar de que alguno de los RMM
se encuentre alejado de la trayectoria deseada.

Las simulaciones se llevaron a cabo por medio de Matlab R2021b, el cual fue de vital ayuda para
la realización de este trabajo, ya que se realizaron animaciones las cuales permitían observar el
comportamiento del sistema a pesar de no utilizar una plataforma experimental.

6.2. Trabajo futuro.

El trabajo a futuro se presenta a continuación:

Implementar el control híbrido de posición - fuerza y posición - fuerza extendido en cada uno
de los RMM.

Realizar pruebas de aplicación de fuerza sobre una super�cie utilizando la parte móvil del
robot.

Realizar tareas cooperativas con los RMM.
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Apéndice A

Robot planar de tres grados de libertad.

En esta sección se muestra la cinemática directa, cinemática inversa, así como las matrices que
componen la dinámica de un robot de tres grados de libertad.

A.1. Cinemática directa de un robot de tres grados de libertad.

Figura A.1: Robot planar de tres gra-
dos de libertad

Para solucionar la cinemática directa del robot planar de tres
grados de libertad Figura A.1, se utiliza el método geométrico,
donde:

x0 = l1cos(q1)

y0 = l1sin(q1)

x1 = l1cos(q1) + l2cos(q1 + q2)

y1 = l1sin(q1) + l2sin(q1 + q2)

xp = l1cos(q1) + l2cos(q1 + q2) + l3cos(q1 + q2 + q3)

yp = l1sin(q1) + l2sin(q1 + q2) + l3sin(q1 + q2 + q3)

Las coordenadas Cartesianas del robot manipulador, se encuen-
tran relacionadas con las variables articulares de la siguiente for-
ma:

xp

yp
zp

 =

l1cos(q1) + l2cos(q1 + q2) + l3cos(q1 + q2 + q3)
l1sin(q1) + l2sin(q1 + q2) + l3sin(q1 + q2 + q3)

0


(A.1)

A.2. Cinemática inversa de un robot de tres grados de libertad.

La solución de la cinemática inversa del robot de tres grados de libertad se realizó a través del
método geométrico, utilizando la Figura A.2.
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Figura A.2: Robot planar de tres grados de libertad

Como se puede observar en la Figura A.2 la orientación del efector �nal ϕ esta dado por la suma
de las tres variables articulares del robot manipulador:

ϕ = q1 + q2 + q3

La posición de la muñeca del manipulador esta descrita como:

xw = xp − l3cos(ϕ)

yw = yp − l3sin(ϕ)

Para la variable articular q2 se tiene:

q2 = acos

(
x2
w + y2w − (l21 + l22)

2l1l2

)
Para la variable articular q1 se tiene:

q1 = β − γ

de la Figura A.2 se puede observar que:

β = atan2

(
yw
xw

)
γ = asen

(
l2sen(q2)√
x2
w + y2w

)

A.2. CINEMÁTICA INVERSA DE UN ROBOT DE TRES GRADOS DE LIBERTAD.
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por lo tanto, para q1 se tiene la siguiente expresión:

q1 = atan2

(
yw
xw

)
− asen

(
l2sen(q2)√
x2
w + y2w

)

En resumen, se determinaron las ecuaciones de la cinemática inversa del robot planar de tres gra-
dos de libertad, utilizando una con�guración codo arriba:

q1 = atan2

(
yw
xw

)
− asen

(
l2sen(q2)√
x2
w + y2w

)
(A.2)

q2 = acos

(
x2
w + y2w − (l21 + l22)

2l1l2

)
(A.3)

q3 = ϕ− q1 − q2 (A.4)

A.3. Modelo dinámico de un robot de tres grados de libertad.

El modelo dinámico del robot de tres grados de libertad, se realizó bajo la metodología de Euler-
Lagrange, el cual es explicado en el Sección 2.1.2, las matrices que conforman el modelo son las
siguientes:

M(q) =

M11 M12 M13

M21 M22 M23

M31 M32 M33


Para las componentes de la matriz de inercias M(q) se tiene que:

M11 = I1+I2+I3+l1
2m2+l1

2m3+l2
2m3+lcm1

2m1+lcm2

2m2+lcm3

2m3+2 l1 lcm3 m3 cos (q2 + q3)+
2 l1 l2m3 cos (q2) + 2 l1 lcm2 m2 cos (q2) + 2 l2 lcm3 m3 cos (q3)

M12 = m3 l2
2+2m3 cos (q3) l2 lcm3 + l1m3 cos (q2) l2+m2 lcm2

2+ l1m2 cos (q2) lcm2 +m3 lcm3

2+
l1m3 cos (q2 + q3) lcm3 + I2 + I3

M13 = I3 + lcm3

2m3 + l1 lcm3 m3 cos (q2 + q3) + l2 lcm3 m3 cos (q3)

M21 = m3 l2
2+2m3 cos (q3) l2 lcm3 + l1m3 cos (q2) l2+m2 lcm2

2+ l1m2 cos (q2) lcm2 +m3 lcm3

2+
l1m3 cos (q2 + q3) lcm3 + I2 + I3

M22 = m3 l2
2 + 2m3 cos (q3) l2 lcm3 +m2 lcm2

2 +m3 lcm3

2 + I2 + I3

M23 = m3 lcm3

2 + l2m3 cos (q3) lcm3 + I3

M31 = I3 + lcm3

2m3 + l1 lcm3 m3 cos (q2 + q3) + l2 lcm3 m3 cos (q3)

A.3. MODELO DINÁMICO DE UN ROBOT DE TRES GRADOS DE LIBERTAD.
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M32 = m3 lcm3

2 + l2m3 cos (q3) lcm3 + I3

M33 = m3 lcm3

2 + I3

C(q, q̇) =

C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33



Para las componentes de la matriz de Coriolis C(q, q̇),se tiene:

C11 = −q̇3(l1lcm3m3sin(q2 + q3) + l2lcm3m3sin(q3))− q̇2(l1lcm3m3sin(q2 + q3) + l1l2m3sin(q2)

+ l1lcm2m2sin(q2))

C12 = −l1q̇1(l2m3sin(q2) + lcm2m2sin(q2) + lcm3m3sin(q2 + q3))− l1q̇2(l2m3sin(q2) + lcm2m2sin(q2)

+ lcm3m3sin(q2 + q3))− lcm3m3q̇3(l1sin(q2 + q3) + l2sin(q3))

C13 = −lcm3 m3 (l1 sin (q2 + q3) + l2 sin (q3)) (q̇1 + q̇2 + q̇3)

C21 = q̇1 (l1 lcm3 m3 sin (q2 + q3) + l1 l2m3 sin (q2) + l1 lcm2 m2 sin (q2))− l2 lcm3 m3 q̇3 sin (q3)

C22 = −l2 lcm3 m3 q̇3 sin (q3)

C23 = −l2 lcm3 m3 sin (q3) (q̇1 + q̇2 + q̇3)

C31 = q̇1 (l1 lcm3 m3 sin (q2 + q3) + l2 lcm3 m3 sin (q3)) + l2 lcm3 m3 q̇2 sin (q3)

C32 = l2 lcm3 m3 sin (q3) (q̇1 + q̇2)

C33 = 0

g(q) =

g11g21
g31



Para las componentes del vector de gravedad g(q), se tiene:

g11 = g m3 (l2 cos (q1 + q2) + l1 cos (q1) + lcm3 cos (q1 + q2 + q3))+g m2 (lcm2 cos (q1 + q2) + l1 cos (q1))+
g lcm1 m1 cos (q1)

g21 = g m3 (l2 cos (q1 + q2) + lcm3 cos (q1 + q2 + q3)) + g lcm2 m2 cos (q1 + q2)

g31 = g lcm3 m3 cos (q1 + q2 + q3)

A.3. MODELO DINÁMICO DE UN ROBOT DE TRES GRADOS DE LIBERTAD.



Apéndice B

RMM.

En esta sección se muestra la cinemática directa de un RMM, se presentan las matrices para reducir
el modelo dinámico, así como las componentes de las matrices que conforman el modelo dinámico
reducido del RMM.

B.1. Cinemática directa de un RMM tipo (2,0,2).

El nombramiento de RMM tipo (2,0,2) se debe a que es un robot diferencial tipo (2,0), montado
sobre él va un manipulador de dos grados de libertad, obsérvese en la Figura B.1 que el RMM se
desplaza en el plano, por lo tanto, no se considera la fuerza de gravedad.

Figura B.1: RMM (2,0,2)

Los parámetros de Denavit-Hartenberg del RMM se presentan en la Tabla B.1.
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i αi−1 ai−1 di θi
1 0 0 0 π

2+θ1
2 0 L1 0 θ2
3 0 L2 0 0
4 0 0 0 -π2

Tabla B.1: Parámetros de Denavit-Hartenberg para el RMM

La matriz de transformación que describe la posición y orientación del efector �nal {E} respecto
al marco inercial {I}, descrita en la ecuación (4.2) es la siguiente:

ITE =


sin(ϕ+ θ1 + θ2) cos(ϕ+ θ1 + θ2) 0 x+ l1cos(ϕ+ θ1) + Lycos(ϕ) + Lxsin(ϕ) + l2cos(ϕ+ θ1 + θ2)
−cos(ϕ+ θ1 + θ2) sin(ϕ+ θ1 + θ2) 0 y + l1sin(ϕ+ θ1) + Lysin(ϕ)− Lxcos(ϕ) + l2sin(ϕ+ θ1 + θ2)

0 0 1 0
0 0 0 1

 (B.1)

B.2. Dinámica de un RMM

La ecuación dinámica del RMM sin restricciones se presenta en (4.8), a continuación se presenta
el modelo dinámico reducido del RMM.

Figura B.2: Robot manipulador móvil.

Como se mencionó en la Sección 4.0.2, la obtención del modelo dinámico reducido se tiene a partir
de la restricción no-holónoma del RMM, la cual se describe a continuación:

−sin(ϕ)ẋ+ ẏcos(ϕ) = 0 (B.2)

Por lo tanto la matriz de restriccón no-holónoma se escribe como:

A(q) =
[
−sin(ϕ) cos(ϕ) 0 0 0

]
(B.3)

B.2. DINÁMICA DE UN RMM
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La matriz S(q), se de�ne a continuación:

S(q) =


cos(ϕ) 0 0 0
sin(ϕ) 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (B.4)

Al considerar el vector η = [v, ϕ̇, θ̇1, θ̇2]
T , donde v es la velocidad del carro; ϕ̇ es la velocidad

angular del carro; θ̇1 es la velocidad del primer eslabón y θ̇2 es la velocidad del segundo eslabón,
el vector de pares de control τ = [τd, τi, τ1, τ2], donde τd corresponde al par de la rueda derecha; τi
es el par de la rueda izquierda; τ1 es el par del primer eslabón; τ2 es el par del segundo eslabón,
además al tener (B.3) y (B.4), se comprueba (4.9). Para obtener el modelo dinámico reducido se
utiliza (4.10), (4.11), (4.8) y (B.4) con lo cual se obtiene (B.5).

M̄(q)η̇ + C̄(q, q̇)η = τ̄

q̇ = S(q)η
(B.5)

donde:

M̄(q) = ST (q)M(q)S(q) ∈ R4×4 (B.6)

C̄(q, q̇) = ST (q)M(q)Ṡ(q) + ST (q)C(q, q̇)S(q) ∈ R4×4 (B.7)

τ̄ = ST (q)U − ST (q)JT (q)hr ∈ R4×1 (B.8)

Dado que U = B(q)τ , la matriz de motorización B(q) se de�ne como:

B(q) =


1
r
cos(ϕ) 1

r
cos(ϕ) 0 0

1
r
sin(ϕ) 1

r
sin(ϕ) 0 0

−R
r

R
r

0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (B.9)

Se de�ne D(q) = S(q)TB(q), por lo tanto:

D(q) =


1
r

1
r

0 0
−R

r
R
r

0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (B.10)

Las matrices que conforman el modelo dinámico reducido, se presentan a continuación:

Matriz de inercia M̄(q)

M̄(q) =


M̄11 M̄12 M̄13 M̄14

M̄21 M̄22 M̄23 M̄24

M̄31 M̄32 M̄33 M̄34

M̄41 M̄42 M̄43 M̄44



B.2. DINÁMICA DE UN RMM
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las componentes de la matriz de inercia M̄(q) son las siguientes:

M̄11 = m1 +m2 +mc

M̄12 = Lxm1 + Lxm2 +mc px− l1m2 sin (θ1)− lcm,1m1 sin (θ1)− lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)

M̄13 = −l1m2 sin (θ1)− lcm,1m1 sin (θ1)− lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)

M̄14 = −lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)

M̄21 = Lxm1 + Lxm2 +mc px− l1m2 sin (θ1)− lcm,1m1 sin (θ1)− lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)

M̄22 = J1+J2+Jc+Lx2m1+Lx2m2+Ly2m1+Ly2m2+ l1
2m2+ lcm,1

2m1+ lcm,2
2m2+mc px

2+
mc py

2+2Ly lcm,2m2 cos (θ1 + θ2)−2 Lx lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)+2Ly l1m2 cos (θ1)+2Ly lcm,1m1 cos (θ1)−
2 Lx l1m2 sin (θ1)− 2 Lx lcm,1m1 sin (θ1) + 2 l1 lcm,2m2 cos (θ2)

M̄23 = J1+J2+l1
2m2+lcm,1

2m1+lcm,2
2m2+Ly lcm,2m2 cos (θ1 + θ2)−Lx lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)+

Ly l1m2 cos (θ1)+Ly lcm,1m1 cos (θ1)−Lx l1m2 sin (θ1)−Lx lcm,1m1 sin (θ1)+2 l1 lcm,2m2 cos (θ2)

M̄24 = J2 + lcm,2
2m2 + Ly lcm,2m2 cos (θ1 + θ2)− Lx lcm,2m2 sin (θ1 + θ2) + l1 lcm,2m2 cos (θ2)

M̄31 = −l1m2 sin (θ1)− lcm,1m1 sin (θ1)− lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)

M̄32 = J1+J2+l1
2m2+lcm,1

2m1+lcm,2
2m2+Ly lcm,2m2 cos (θ1 + θ2)−Lx lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)+

Ly l1m2 cos (θ1)+Ly lcm,1m1 cos (θ1)−Lx l1m2 sin (θ1)−Lx lcm,1m1 sin (θ1)+2 l1 lcm,2m2 cos (θ2)

M̄33 = m2 l1
2 + 2m2 cos (θ2) l1 lcm,2 +m1 lcm,1

2 +m2 lcm,2
2 + J1 + J2

M̄34 = m2 lcm,2
2 + l1m2 cos (θ2) lcm,2 + J2

M̄41 = −lcm,2m2 sin (θ1 + θ2)

M̄42 = J2 + lcm,2
2m2 + Ly lcm,2m2 cos (θ1 + θ2)− Lx lcm,2m2 sin (θ1 + θ2) + l1 lcm,2m2 cos (θ2)

M̄43 = m2 lcm,2
2 + l1m2 cos (θ2) lcm,2 + J2

M̄44 = m2 lcm,2
2 + J2

Matriz de Coriolis C̄(q, q̇)

C̄(q, q̇) =


C̄11 C̄12 C̄13 C̄14

C̄21 C̄22 C̄23 C̄24

C̄31 C̄32 C̄33 C̄34

C̄41 C̄42 C̄43 C̄44


las componentes de la matriz de Coriolis C̄(q, q̇) son las siguientes:
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C̄11 = 0

C̄12 = −Lym1 ϕ̇−Lym2 ϕ̇−mc ϕ̇ py−lcm,2m2 ϕ̇ cos (θ1 + θ2)−lcm,2m2 θ̇1 cos (θ1 + θ2)−lcm,2m2 θ̇2 cos (θ1 + θ2)−
l1m2 ϕ̇ cos (θ1)− lcm,1m1 ϕ̇ cos (θ1)− l1m2 θ̇1 cos (θ1)− lcm,1m1 θ̇1 cos (θ1)

C̄13 = −lcm,2m2 ϕ̇ cos (θ1 + θ2) − lcm,2m2 θ̇1 cos (θ1 + θ2) − lcm,2m2 θ̇2 cos (θ1 + θ2) − l1m2 ϕ̇ cos (q1) −
lcm,1m1 ϕ̇ cos (θ1)− l1m2 θ̇1 cos (θ1)− lcm,1m1 θ̇1 cos (θ1)

C̄14 = −lcm,2m2 cos (θ1 + θ2)
(
ϕ̇+ θ̇1 + θ̇2

)
C̄21 = ϕ̇ (Lym1 + Lym2 +mc py + l1m2 cos (θ1) + lcm,1m1 cos (θ1) + lcm,2m2 cos (θ1 + θ2))

C̄22 = −θ̇1 (Lx lcm,2 m2 cos (θ1 + θ2) + Ly lcm,2 m2 sin (θ1 + θ2) + Lx l1 m2 cos (θ1) + Lx lcm,1 m1 cos (θ1) + Ly l1 m2 sin (θ1) + Ly lcm,1 m1 sin (θ1))−

lcm,2 m2 θ̇2 (Lx cos (θ1 + θ2) + Ly sin (θ1 + θ2) + l1 sin (θ2))

C̄23 = −ϕ̇ (Lx lcm,2 m2 cos (θ1 + θ2) + Ly lcm,2 m2 sin (θ1 + θ2) + Lx l1 m2 cos (θ1) + Lx lcm,1 m1 cos (θ1) + Ly l1 m2 sin (θ1) + Ly lcm,1 m1 sin (θ1))−

θ̇1 (Lx lcm,2 m2 cos (θ1 + θ2) + Ly lcm,2 m2 sin (θ1 + θ2) + Lx l1 m2 cos (θ1) + Lx lcm,1 m1 cos (θ1) + Ly l1 m2 sin (θ1) + Ly lcm,1 m1 sin (θ1))−

lcm,2 m2 θ̇2 (Lx cos (θ1 + θ2) + Ly sin (θ1 + θ2) + l1 sin (θ2))

C̄24 = −lcm,2m2

(
ϕ̇+ θ̇1 + θ̇2

)
(Lx cos (θ1 + θ2) + Ly sin (θ1 + θ2) + l1 sin (θ2))

C̄31 = ϕ̇ (l1m2 cos (θ1) + lcm,1m1 cos (θ1) + lcm,2m2 cos (θ1 + θ2))

C̄32 = ϕ̇ (Lx lcm,2 m2 cos (θ1 + θ2) + Ly lcm,2 m2 sin (θ1 + θ2) + Lx l1 m2 cos (θ1) + Lx lcm,1 m1 cos (θ1) + Ly l1 m2 sin (θ1) + Ly lcm,1 m1 sin (θ1))−

l1 lcm,2 m2 θ̇2 sin (θ2)

C̄33 = −l1 lcm,2m2 θ̇2 sin (θ2)

C̄34 = −l1 lcm,2m2 sin (θ2)
(
ϕ̇+ θ̇1 + θ̇2

)
C̄41 = lcm,2m2 ϕ̇ cos (θ1 + θ2)

C̄42 = lcm,2m2

(
l1 ϕ̇ sin (θ2) + l1 θ̇1 sin (θ2) + Lx ϕ̇ cos (θ1 + θ2) + Ly ϕ̇ sin (θ1 + θ2)

)
C̄43 = l1 lcm,2m2 sin (θ2)

(
ϕ̇+ θ̇1

)
C̄44 = 0
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