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Resumen

Para que un vehiculo aéreo navegue dentro o fuera de un entorno se
debe conocer su posicién. Si el vehiculo no cuenta con una asistencia re-
mota, su posibilidad de desplazamiento dependerd de su capacidad para
reconocer formas y objetos del entorno, usando un sistema de navegacion.
Actualmente, los sistemas de navegacion integran algoritmos de visién por
computadora, con lo que es posible realizar navegacion autéonoma. Este
trabajo se enfoca en la implementaciéon de un sistema de navegacion auto-
nomo en un cuatrirrotor, basado en la estimacion de posicion por medio de
un algoritmo de visién. El algoritmo estima una secuencia de homografias
de una imagen situada en tierra, mientras el vehiculo se encuentra en movi-
miento. Obtenidas las homografias, se calcula la posicion del cuatrirrotor,
con lo que es posible implementar una técnica de control. El enfoque utiliza
la representacion de la homografia como un elemento del grupo especial
lineal SL(3,R) y define un observador en esta estructura. Para validar
el algoritmo, se presentan experimentos en un entorno de simulacién que
emula condiciones fisicas reales.
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Abstract

For an air vehicle to navigate in or out of an environment, it must know its
position. If the vehicle does not have remote assistance, its ability to move
will depend on its ability to recognize shapes and objects in the environ-
ment, using a navigation system. Currently, navigation systems integrate
computer vision algorithms, with which it is possible to perform auto-
nomous navigation. This work focuses on implementing an autonomous
navigation system in a quadrotor, based on position estimation employing
visual information. The algorithm estimates a sequence of homography
matrices of an image located on the ground while the vehicle is in motion.
Once the homographs are obtained, the quadrotor position is calculated,
with which it is possible to implement a control technique. The approach
uses the homography matrix representation as an element of the linear spe-
cial group SL(3,R) and defines an observer in this structure. Numerical
experiments are presented in a simulation environment that emulates real
physical conditions to validate the proposed approach.
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Capitulo 1

Introduccion

Los vehiculos aéreos no tripulados, UAVs por sus siglas en ingles Unmanned Aerial
Vehicles, estan disponibles desde la Segunda Guerra Mundial. En los anos 60, los
UAVs se emplearon en misiones de reconocimiento militar, posteriormente, en los
anos 80, su uso se extendié al ambito civil. Una de las primeras aplicaciones civiles
tuvo lugar en Japon, en tareas de fumigacion de cultivos. En anos mas recientes, los
vehiculos aéreos han tenido un gran desarrollo, gracias al avance tecnologico en la
miniaturizacion de componentes mecénicos, electrénicos y electromecanicos [1I]. Este
desarrollo tecnoldgico generd reduccion de costos, eficiencia y fiabilidad haciendo po-
sible el uso de drones en diversas tareas [2]. Los paises que han dominado el desarrollo
de este sector de la aeronautica son Estados Unidos, Francia y China, el primero en
el &mbito militar y los tltimos en la fabricacion de drones de consumo.

Desde hace varios anos se han realizado importantes esfuerzos para resolver problemas
de gestién en desastres naturales mediante el uso de UAVs, lo que ha resultado ser
eficiente para guiar a los equipos de rescate. El atractivo de estos sistemas nace
del hecho de que los UAVs tienen flexibilidad de respuesta a un costo relativamente
bajo, en comparacién con los métodos tradicionales de busqueda y rescate. Con este
proposito se han disenado diferentes UAVs, equipados con diferentes tecnologias como
sensores laser, camaras y espectrémetros, para detectar supervivientes e informacion
que proporcione informacién a detalle del desastre. En [3], se hace referencia al uso
de un UAV de ala fija para btisqueda y rescate en areas silvestres. Este vehiculo tiene
la capacidad de permanecer en el aire por hasta 120 minutos, llevando a bordo una
camara que ayuda a guiar a los rescatistas.

Dentro de los diferentes UAVs, existe un modelo de ala fija capaz de despegar y
aterrizar verticalmente, denominado Tailsitter [2], figura . Esta aeronave, por su
disenio hibrido entre un UAV del tipo multirrotor (despegue y aterrizaje) y un UAV
de ala fija, puede ofrecer grandes ventajas en aplicaciones de busqueda y rescate.
Entre los UAV de ala fija y multirrotor, existen ventajas y desventajas para misiones
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de busqueda y rescate. Los UAV de ala fija tienen una velocidad de vuelo alta, por
lo que deben volar a una altura considerable, siendo no adecuados para busqueda
detallada, al no poder permanecer en vuelo estacionario a baja altura. En cambio los
UAV multirrotores tienen la capacidad de vuelo estacionario a diferentes alturas [1].

Figura 1.1: UAV modelo tailsitter.

En diversas investigaciones se ha explorado la posibilidad de desplegar equipos cola-
borativos entre robots en tierra y robots aéreos. Un ejemplo, se puede encontrar en [3]
y [4], para la generacién de mapas tridimensionales del entorno, en respuesta a esce-
narios causados por fendémenos naturales, donde las construcciones resultan danadas
e inaccesibles para los seres humanos. En estas aplicaciones los robots aéreos ofrecen
ventajas sobre los robots terrestres, incluida la capacidad de maniobrar a través de
diferentes entornos recopilando informacién de lugares inaccesibles para los robots
terrestres [4].

1.1. Navegaciéon Auténoma

La mayoria de UAV comerciales funciona segtn el principio, maestro/esclavo, es decir,
un operador humano controla su movimiento desde una ubicacién remota. No obstante
en situaciones dificiles, inaccesibles o peligrosas para el ser humano, existe la necesidad
de integrar un algoritmo de navegacion y guia de vuelo para operar el UAV con
mayores grados de autonomia [5]. Por ejemplo en Fukushima, Japén, después del
accidente nuclear de 2011, se utilizaron UAV para recabar informacién sobre el nivel
de radiacion en el ambiente [I]. En situaciones extremas como la de Fukushima,
es necesario que el UAV tenga la capacidad de operar de forma auténoma, es decir,
desplazarse dentro de un espacio de trabajo desde un punto inicial a un punto objetivo,
evitando colisionar con objetos fijos o modviles sin la asistencia de un piloto humano.
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Las técnicas de navegacién auténoma se han desarrollado con el objetivo de aumen-
tar la flexibilidad en las misiones de vuelo y salvaguardar la interaccién del vehiculo
con su entorno [6]. El nivel de autonomia de los vehiculos no tripulados, de acuerdo
a la clasificacién propuesta por el departamento de defensa de los Estados Unidos
enumera cuatro niveles [7]. El nivel bésico es el sistema controlado por un humano,
el cual toma todas las decisiones relacionadas con la operacién del vehiculo. En el si-
guiente nivel, el vehiculo puede realizar funciones independientes del control humano,
es decir, puede realizar tareas al recibir una orden, sin la necesidad de que exista
una participaciéon humana; la tnica interaccion existente seria cuando el ser humano
activa o desactiva esa orden. El tercer nivel, es un sistema supervisado por humanos,
el cual puede realizar tareas cuando se le otorgan permisos e instrucciones; tanto el
vehiculo como el supervisor pueden iniciar acciones, sin embargo, esto esta limitado a
un espacio de trabajo. El ultimo nivel, es el sistema es totalmente auténomo, el cual
recibe comandos e instrucciones preprogramadas y los traduce en tareas especificas
sin ninguna interaccion con el humano, aunque por seguridad en caso de emergencia
el humano puede interferir y detener el vehiculo. La investigacion en este trabajo se
centra en los vehiculos aéreos autonomos, enfocandose en el tercer nivel dentro de la
clasificacion anterior [7].

1.2. Herramientas para la navegacién auténoma

Los avances en navegacién autéonoma con vehiculos aéreos ha dado lugar a muchas
aplicaciones, entre estas podemos encontrar el mapeo tridimensional con el que es
posible captar el disefio y relieve del entorno. Por ejemplo, en un edificio que ha sido
afectado, el vehiculo aéreo podria extraer informacién sobre el estado estructural del
edificio y realizar mapas de alta fidelidad para aplicaciones de busqueda y rescate [4].
La navegacion se refiere a la determinacion de la posicion y orientacion de un vehiculo
con respecto a un sistema de referencia inercial. El término navegacion auténoma se
refiere a la determinacién de la posicién y orientacién del vehiculo sin la ayuda de
sensores externos al vehiculo. El interés en la navegacion auténoma ha generado la
necesidad de implementar métodos robustos y eficientes para determinar la ubicacién
precisa de los vehiculos no tripulados [§].

1.2.1. Filtro de Kalman

El filtro de Kalman, también conocido como estimacion cuadratica lineal, es un algo-
ritmo que utiliza una serie de mediciones con ruido estadistico e inexactitudes, para
producir una estimacién durante un periodo de tiempo [9]. En esencia, es un esti-
mador recursivo, que puede dividirse en dos etapas: predicciéon y actualizacién. La
etapa de predicciéon utiliza el estado estimado anterior para producir un estimado del
estado actual, sin utilizar informacién del estado actual. En la etapa de actualiza-
cién dicha estimacién se combina con informacion del estado actual para obtener una
mejor estimacién del estado [6].
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1.2.2. Algoritmos de visiéon por computadora

Recientemente, se han aplicado diferentes técnicas de inteligencia artificial para lograr
la operacién auténoma. Este enfoque hace uso de algoritmos que integran redes neu-
ronales y algoritmos de visién. En [I0], se propone un sistema de navegacién basado
en vision por computadora, que utiliza redes neuronales y maquinas de estado finito.
Las redes neuronales se utilizan en el procesamiento de las imagenes tomadas por la
camara, con esto, se ayuda al vehiculo a identificar areas libres de obstaculos. Los
datos entregados por las redes neuronales son procesados y utilizados por la maquina
de estados finitos, que identifica el estado actual de robot y define que acciéon debe
tener el robot de acuerdo con la imagen procesada.

1.2.2.1. SLAM

El SLAM, es una técnica usada por robots y vehiculos auténomos para construir un
mapa de un entorno desconocido, mientras simultdneamente determina su ubicacién
dentro de ese mapa [I1]. En los primeros enfoques el SLAM se centraba en el uso
de sensores de alcance como el sonar y el laser, sin embargo estos tienen algunas
desventajas como su costo y computacionalmente son ineficientes cuando el niimero
de caracteristicas es grande [12]. Es por eso que se ha optado por el uso de cdmaras
para la generacién de mapas, entre las que destacan las cAmaras monoculares, estéreo

y RGB-D{Y] [13].

1.2.2.2. Homografia

La posicién y orientaciéon de caracteristicas geométricas en una secuencia de imagenes
puede relacionarse por medio de la matriz de homografia. La matriz de homografia es
una transformacion invertible que relaciona caracteristicas geométricas de dos ima-
genes de una misma escena [I4]. Por lo tanto, la matriz de homografia contiene la
traslacion y la rotacion que experimenta la cdmara entre las dos escenas. Esta infor-
maciéon puede interpretarse como la posicion y orientacion de un robot moévil respecto
a una imagen en coordenadas homogéneas. Usar la matriz de homografia desempe-
na un papel importante en muchos problemas de visiéon por computadora y robotica
[15]. La matriz de homograffa puede calcularse a partir de diferentes caracteristicas
de una imagen, el caso mas estudiado se realiza a partir de la correspondencia de
puntos, donde se han propuesto diferentes técnicas que proporcionan una estimacion
de la matriz de homografia. La calidad de la estimacién depende en gran medida del
algoritmo utilizado y el tamano del conjunto de puntos considerado.

La matriz de homografia pertenece al conjunto de matrices con determinante diferente
de cero, el cual se conoce como el grupo especial lineal, con la multiplicaciéon entre
matrices como la operacion del grupo [16]. Es posible asociar a la matriz de homografia
una variedad. Como consecuencia, el conjunto de matrices de homografia define un

!Una cdmara RGB-D(Red,Green,Blue-Depth), es una cdmara a color con un sensor de profundidad.
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grupo de Lie. La continuidad y conectividad entre los elementos de este grupo de
Lie, permite establecer trayectorias entre matrices de homografia y como resultado
establece relaciones cinematicas entre la matriz de homografia y la velocidad a lo largo
de la trayectoria. Las relaciones cinematicas permiten plantear el problema de estimar
a la matriz de homografia en términos de un esquema de observacion de estados [17].

1.2.3. Otros métodos

En robdética mévil, la odometria se utiliza para estimar la posicion relativa de un
robot, respecto a su localizacién inicial. Dentro de los tipos de odometria, existe la
odometria visual, que estima el movimiento del vehiculo por medio de un sistema
de visién, gracias a los cambios en las secuencias de imagenes. En [§], se hace uso
de la odometria visual, con un método que combina la informacién del flujo éptico y
vision estéreo para estimar y controlar la posicién de un cuatrirrotor a lo largo de una
trayectoria definida. El flujo 6ptico es una herramienta para el analisis de iméagenes,
que permite el estudio de los desplazamientos de los objetos en dos dimensiones,
es decir, en movimientos laterales, verticales y rotaciones en el plano de la imagen
[18]. El resultado del flujo éptico, estd dado por vectores de desplazamiento que
indican la distancia y la direccién del movimiento. La visién estéreo es una técnica
que trabaja en 3 dimensiones, es decir, es posible extraer informacion tridimensional
de los objetos observados y permite la reconstruccién de esos objetos con técnicas
de visién [18]. La fusiéon de sensores es un método empleado para la navegacion de
vehiculos auténomos, que aumenta la robustez y precision en los resultados obtenidos
al mezclar la informacion de diferentes sensores [19].

1.3. Planteamiento del problema

Las operaciones de busqueda y rescate en edificios danados requiere de robots mévi-
les capaces de realizar operaciones de forma auténoma basada en sensores a bordo
del vehiculo. La operacion auténoma de un robot mavil requiere acceso a todos sus
estados. La tecnologia actual permite fusionar sensores para determinar los estados
de la dindmica rotacional de los robots moéviles. Determinar su posicion y velocidad
traslacional, sin recurrir a sensores externos, es el principal problema para lograr la
operaciéon autonoma. En edificios danados no se tiene acceso garantizado a la senal del
sistema de posicionamiento global y la posibilidad de instalar marcadores es remota.
Los sensores visuales surgen como la alternativa con mayor viabilidad para resolver
el problema de posicionamiento en los robots méviles.

1.4. Objetivo

Implementar un algoritmo para la operacion auténoma de un cuatrirrotor basada en
sensores a bordo del vehiculo.
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Objetivos particulares

Revisar la teoria de grupos de Lie y estudiar su uso en el disefio de observadores.
Analizar un observador de la matriz de homografia propuesto en [20].

Implementar el observador en un ambiente de simulacién diferente al reportado
en [20].

Implementar una estrategia de guia de vuelo a partir de la informacién del
observador.

Organizacion del documento

El documento esta organizado de la siguiente manera:

Capitulo 2: Se introducen los preliminares matematicos, relacionados con la
interpretacion del observador y el algoritmo de estimacion de la homografia. Para
el observador se explican conceptos matematicos que relacionan a los grupos de
Lie con la cinematica. En cuanto al algoritmo de estimacion, se describen algunas
propiedades geométricas que ayudan a comprender el calculo de la matriz de
homografia.

Capitulo 3: Se muestra el modelo y caracteristicas de los cuatrirrotores, ademas
se describe el esquema de control usado.

Capitulo 4: Se presenta el modelo de observador de estimacion de la matriz de
homografia y su relacién con el grupo SL(3,R), el cual esta basado en el articulo
[20].

Capitulo 5: Se presentan los resultados obtenidos de implementar el estimador
de homografia, en el entorno de simulacién gazebo, que incorpora el modelo
virtual de la caAmara del AR.Drone 2.0 para la implementacién el estimador.

Capitulo 6: Se muestran las conclusiones de este trabajo y se propone trabajo
a futuro.



Capitulo 2

Preliminares matematicos

Este capitulo, introduce conceptos sobre la teoria de grupos y geometria de vision por
computadora. Estos conceptos se utilizaran en los capitulos posteriores.

2.1. Teoria de grupos

Los sistemas dinamicos con parametros concentrados generalmente se describen por
ecuaciones diferenciales, en un espacio de configuracién Euclidiano, por ejemplo, RY.
Sin embargo, no todos los sistemas dinamicos tienen variables de configuracién en
el espacio Euclidiano. Existen situaciones donde las variables de configuracion se
encuentran en un conjunto con una estructura matemética diferente [21], por ejemplo
en un grupo de Lie.

La teoria de grupos nace del concepto de operacién binaria. Inicialmente, el estudio
de las matematicas se enfoc6 en métodos para calcular sumas y multiplicaciones
de nimeros naturales y ntmeros racionales positivos [22]. Sin embargo, pronto fue
evidente que lo importante no era sumar o multiplicar, sino los elementos, la operacion
binaria y sus propiedades. Con esto, se dio origen al concepto de grupo [22]. Las
bases de la teorfa de grupos tienen su origen en el trabajo de Evariste Galois [23],
al asociar la solucién de ecuaciones polinomiales con grupos de permutaciones entre
sus coeficientes. Fue Camille Jordan quien desarroll en gran forma el trabajo de
Galois, Serret y otros predecesores, introduciendo el concepto de homomorfismd?]
siendo el primero en estudiar grupos infinitos. Mas tarde, Sophus Lie, Felix Klein y
Henri Poincaré desarrollaron el estudio de grupos infinitos considerablemente, la idea
fundamental y esencial de un grupo es la ley de composicién u operacién binaria y
no la naturaleza de sus objetos [22].

2Funcién entre grupos que preserva la operacién binaria.
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Hoy en dia, la teoria de grupos es una de las areas de las matematicas que mas apli-
caciones tiene, desde las ciencias exactas hasta la musica [24]. En las ciencias exactas,
incluye areas tales como la geometria algebraica, teoria de ntiimeros y topologia; en
fisica y quimica su aplicacién tiene lugar en el estudio de las estructuras moleculares y
sus simetrias, mientras que en la misica puede ser aplicada en la composicién, usando
las diferentes formas musicales que dan estructura a las canciones, por medio de la
melodia y armonia, un ejemplo de esto se describe en [25].

2.1.1. Grupo

El par (G, o), que consiste en un conjunto Gy una operacién binaria o, forma una
estructura matematica llamada grupoiddﬂ Un grupo es una pareja (G, o), con G un
conjunto no vacio y o una funcién f : G x G — G, llamada operacién binaria, con las
siguientes propiedades:

= La operacion “o” es cerrada.
g,2€G = giog el

[l

= La operacién “o” es asociativa.
91,92,93 €G = (g10g2)0g3=g1°(g2093)
» Existe el elemento identidad e, tal que:
peG = gqoe=gi=eog
» Para cualquier elemento ¢y, existe un elemento inverso, g; ' tal que:
grogi =e
Ejemplo 2.1.

Toda figura es congruente consigo misma. Sin embargo, algunas figuras son congruen-
tes consigo mismas en mas de una forma, ya sea por su simetria o algiin movimiento
que deja a la figura inalterada. A partir de esta premisa, consideramos una figura
(cuadrado), que tendrd enumerado cada uno de sus vértices, como se muestra en la

figura 2.1]

Figura 2.1: Cuadrado.

3Conjunto con cualquier tipo de operacién binaria.
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El primer movimiento es la ausencia de movimiento, es decir, dejarlo tal como esta, ver
figura [2.2a], es sencillo observar que este movimiento, sera nuestro elemento identidad
e. Los siguientes 3 movimientos, son las rotaciones que hacen que el cuadrado vuelva
a colocarse en su misma posicién. Estas rotaciones son 90° (r1), 180° (r2) y 270°
(r3), como se muestra en las figuras [2.2b] [2.2¢, [2.2d| respectivamente. Existe también
el movimiento de rotaciéon en 360°, aunque resulta ser el mismo que el elemento

identidad.

(b) Rotacién de (c) Rotacion de (d) Rotacion de
90° (7”‘1). 180° (TQ). 270° (7‘3).

(e) Reflexion (f) Reflexién (g) Reflexion (h) Reflexion
vertical. horizontal. diagonal. contradiagonal.

Figura 2.2: Movimientos del cuadrado.

Ademas de las rotaciones, que cumplen con la premisa de ser movimientos que de-
jan a la figura inalterada, se tiene un conjunto de reflexiones respecto a los ejes de
simetria de la figura. La primera reflexién es la vertical (r,), figura , seguido,
de la horizontal (r,), figura La tercer reflexion, es la diagonal (r4), figura
y la tdltima, es la contradiagonal (r.), figura . Considerando el conjunto de las
simetrias anteriores, se tiene G = {e, 11,79, 73, T4, 'h, Ta, e - De la figura , se puede
comprobar:

lo) o) I
I

rao(riors) =ry
Figura 2.3: Ejemplo de combinacién de simetrias.

» Es cerrado para la operacién o, ya que rq,79,73 € G y el resultado r, € G.

» La operacién o, es asociativa, ya que se cumple r5 0 (r; or3) = (13 071) 0 13.
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» Existe el elemento identidad e, tal que ro0e =1y, = e ors.
» Existe el elemento inverso, ry ' tal que: ry 075! = e.

Las propiedades anteriores, pueden ser verificadas, haciendo uso de la tabla (tabla
de multiplicacién del grupo). Esta muestra las posibles operaciones binarias en él.
Analizando la tabla, se observa que la operacién de composicién no es conmutativa ﬁ

Lt T2 T3 Ty Th Td Tc
n T2 T3 Ty Th Td Tc
rh |r Tro T3 € Te Tq Ty Th
Tog | T T3 € rn Th Ty Te Tq
rs | T3 e rNn To Tq Te Th Ty
Tov | Ty Tqg Th Te € o 1 T3
Th | Th Te Ty Tg To € r3
Tqa | Td T™h Te Ty T3 11 € T9
Te | Te Ty Tqg Th T1 T3 To €

Tabla 2.1: Tabla de multiplicacién del grupo G, de simetrias del cuadrado.

2.1.2. Subgrupos

Sea (G, o) un grupo. Un subgrupo no vacio D de G es un subconjunto D C G, tal que
(D, 0) es a su vez un grupo con la operacién heredada de G. Esto es, la operacion o es
cerrada en D. Si la propiedad asociativa se cumple en GG; en D por ser un subconjunto,
también se cumple. El elemento identidad pertenece también a D y la inversa de todo
elemento de D, es también un elemento de D.

Del grupo G = {e,r1,79,73,74, ", Ta, e} del ejemplo 1, podemos generar los subgru-
pos, Dl = {67T1}a D2 - {6,7”1,7"2,7’3}, D3 = {earv}a D4 = {e,T’d,T’c}, D5 = {67T’Uarh}7
los cuales cumplen con las propiedades de grupos.

Al hacer uso de la teoria de grupos, surgen algunas interrogantes, que tienen relacion
con la modelacion de fenémenos fisicos por medio de sistemas dindmicos. Un concepto
fundamental en el modelado de sistemas dindmicos es la variacién infinitesimal de
una variable respecto a otra, que conduce al concepto de derivada, por lo que surgen
las siguientes preguntas. 1. ;Es posible utilizar el calculo diferencial en grupos?. 2.
.La naturaleza finita de los elementos de un grupo es un obstaculo para definir los
conceptos de continuidad?] y conectividad®.

4Los grupos que satisfacen la propiedad conmutativa, son conocidos como grupos conmutativos o grupos
abelianos.

La continuidad es utilizada para saber que pasa alrededor de cada uno de los elementos y saber si es
posible utilizar calculo diferencial.

5La conectividad es usada para saber si es posible realizar una trayectoria.



2.2. GRUPOS INFINITOS 11

2.2. Grupos Infinitos

El conjunto de matrices invertibles de dimensiéon n X n con entradas en el campo [,
junto con la operacién de multiplicacion, forman el grupo general lineal definido como

GL(n,F) = {A € R"™"|det(A) # 0} (2.1)
El campo F, puede remplazarse por niimeros reales R, nimeros complejos C 6 cuater-
nos Q. A partir del grupo GL(n,F), se pueden generar subgrupos |Z|, por ejemplo, dado

que cada ntmero real es un caso especial de un nimero complejo, es decir, R C C, se
tiene

GL(n,R) C GL(n,C) (2.2)

Ademads, como el det(AB) = det(A)det(B), con A y B matrices invertibles es posible
definir el subgrupo, conocido como grupo especial lineal

SL(n,R) = {A € R™"|det(A) = 1} € GL(n,R) (2.3)

Otro ejemplo de subgrupo de GL(n, C) es el que contiene matrices unitarias, conocido
como grupo unitario, definido como

Un)={A e C”"AA* =1} C GL(n,C) (2.4)
Los grupos clasicamente estudiados, se generan como intersecciones de los grupos

anteriores. Por ejemplo, la interseccién de los grupos unitario y especial, produce el
grupo especial unitario

SU(n) = U(n) N SL(n,C) C GL(n,C) (2.5)

La interseccién de los grupos espacial unitario y el grupo especial lineal, con elementos
en los reales, produce el grupo ortogonal

O(n,R) = U(n) NGL(n,R) = {A € GL(n,R)|AAT =T} (2.6)

La interseccién entre el grupo lineal unitario y el grupo especial lineal, produce el
grupo real especial ortogonal

SO(n) = U(n)N SL(n,R) = {A € GL(n,R)|AA" = I;det(A) = 1} (2.7)

"Trivialmente, cada grupo tiene al menos dos subgrupos, llamados impropios, el elemento identidad {e}
y el mismo, es decir, G C G y {e} C G. Un subgrupo propio D sera el que cumpla {e} # D # G.
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2.3. Calculo diferencial en grupos

La teoria de grupos nacié como herramienta para resolver ecuaciones algebraicas
(polinomiales) usando grupos finitos. Dicha herramienta evoluciono en el trabajo de
Sophus Lie con el objetivo de resolver, o al menos simplificar ecuaciones diferencia-
les, usando grupos infinitos. Los grupos infinitos abren la posibilidad de introducir
conceptos propios del calculo diferencial, tales como limite y continuidad [26].

Dado un grupo, la figura [2.4] ilustra que sucede si en lugar de realizar la operacién
g1 0 go se realiza la operacién (g +dy) o (go+dz), con d; y ds desviaciones pequenas, o
que sucede si en lugar obtener g; ', se obtiene (g;4+d)™!, con d una desviacién pequeia.
.El resultado de la operacion serd algo cercano a g, o g 0 a gy ', respectivamente?.

(b)

Figura 2.4: Propiedad de continuidad.

Todos los grupos matriciales anteriores tienen un ntimero incontable de elementos y
las operaciones de grupo pueden ser continuas. La clave para formalizar el concepto
de continuidad es la topologia. Por lo que para ser continuo, un grupo incontable debe
tener la estructura topolégica de una variedadf

Para la mayoria de grupos infinitos, los elementos del grupo se pueden parametrizar
con elementos de un espacio Euclidiano. El niimero de pardmetros que se necesitan
para caracterizar a los elementos del grupo es la dimension del grupo y es la di-
mensién de la variedad [27]. Los nimeros reales que parametrizan un grupo pueden
considerarse coordenadas del grupo, con ello se adquiere una estructura topoldgica
de variedad, lo que permite definir limites de sucesiones de elementos del grupo. La
mayor parte de los grupos de interés son los llamados Grupos de Lie. Estos son grupos
donde el conjunto G es a la vez un grupo y una variedad, y las operaciones del grupo
son continuas y diferenciables en la topologia asociada.

8Espacio que parece Euclidiano a pequeiia escala en todas partes.
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2.3.1. Variedad

Las variedades son conjuntos con una estructura matematica, conocida como estruc-
tura geométrica diferencial, que se utiliza para describir los conjuntos sobre los que
evolucionan los sistemas dindmicos [2I]. Una variedad diferenciable n-dimensional
M, consiste de lo siguiente:

» Un espacio topolégico T. Esto incluye una coleccién de conjuntos abiertos U,
que cubre T: U U, =T.

» Una coleccién de mapeos (charts) ¢, con ¢ (U,) = V, € RY. Cada ¢, es un
isomorfismo de U, a V.

Un espacio topoldégico T en tres dimensiones, puede visualizarse como todos los planos
generados sobre una superficie, cuya uniéon genera a 7 .

En la figura [2.5] se observa un grupo G, con elementos g1, g2, g3. Cada elemento tiene
una vecindad alrededor, denotada como U,, Uz y U, para ¢i, g2, g3 respectivamente.
Cada elemento de G puede mapearse a un conjunto de RY por medio de las funciones
®a, 93 Y 0. La dimension N de la variedad que parametriza un grupo de Lie es el
numero de parametros continuos necesarios para describir las operaciones de forma
unica.

Figura 2.5: Variedad diferenciable.
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Ejemplo 2.2.

Sea una matriz de 2 x 2 con variables en los reales y perteneciente al grupo especial

lineal SL(2,R), es decir, Bl ?] . Al pertenecer al grupo especial lineal, la condicion
3 T4

det(A) = 1 impone una restriccién. Por lo que se puede definir la variedad M como
M = {(.1'1,1'2,.%'3,1'4) € R4 ’ T1Xy — T2X3 = 1} (28)

Por lo tanto, cada elemento del grupo en SL(2,R), esta determinado por un punto
en el espacio tridimensional Euclidiano. Una parametrizacion de SL(2,R) es

T i) 11
14+xzox3 @ x2 (2.9)

XT3 1 3

La parametrizaciéon de un grupo no es unica y definir la mejor parametrizacién es
un problema no trivial. En el ejemplo anterior, ;Qué sucede cuando z; — 07. La
respuesta es que existe una discontinuidad, debida a la parametrizacién utilizada

SL(2,R).
Ejemplo 2.3.

Dado un punto p sobre R como se muestra en la figura [2.6, Considerando a; > 0y
as € R, las operaciones de desplazamiento y escalamiento sobre p son:

app=7p (2.10)

ptaxs=yp (2.11)
- | |
0 p

Figura 2.6: Linea real.

Combinando las operaciones
aup+ay=p (2.12)

Al expresar al punto p con coordenada x en forma homogénea, se tiene:

=[5 50

—~

2.13)
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Notar que

€ GL(2,R) (2.14)

Q1 Qg
0 1

En esta parametrizacion es posible asociar a cada matriz del grupo un vector en R2,
como se muestra en la figura

a; Qo
=

Por otro lado, esta parametrizacién tiene dos inconvenentes. Primero, no captura la
operacion de inversion de forma continua, es decir, valores de a;; negativos, el cruce por
cero generaria una matriz que no pertenece al grupo. Segundo, el elemento neutro no
corresponde con el elemento neutro en R2. Es posible encontrar una parametrizacion
para resolver estos puntos, sin embargo, esta bisqueda no se aborda en este trabajo.

(8%

l%] (2.15)

Figura 2.7: Parametrizaciéon en R?, continuidad.

En el caso de la conectividad, se analiza, la posibilidad de trazar una curva que conecte
dos elementos del grupo, como se muestra en la figura [2.8 por ejemplo el elemento
e con el elemento g,. El grupo G contiene elementos que pueden ser utilizados para
trazar la curva, tal y como se observa en la figura [2.8] Esta misma curva, vista desde
la parametrizacién R?, traza la curva V, a V.

Matemaéaticamente, puede analizarse con la definiciéon de limite. Para esto, se toma un
elemento g, cercano a g,, como se muestra graficamente en la figura 2.§ y como se
expresa a continuacion

gm = Im(Gmi19m—1)(GmoGm—2) - (92 '92) (g1 ' g1) (e "e) (2.16)
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Figura 2.8: Parametrizaciéon en R?, continuidad y conectividad.

Por asociatividad la expresion anterior se reescribe como:

9m = (ImIm1)(Gm-19m"2)(Gm—29m-3) - - (9291 ") (gre")e (2.17)

por otra parte, la propiedad de continuidad implica que (g,_19;,"2) & €, asi se obtiene:

i [(gmgo 1) (Gm-19"2) G20, 5) -+ (9207 (g1 )e] = e (2.18)

m—o0

Cada elemento del grupo puede ser expresado en términos de un nimero infinito de
elementos, cercanos a la identidad, lo que cumple con la propiedad de continuidad,
es decir

9o = 9o 1 [(920221) (Gm-19"2) (Gm20m3) -+ (9297 ) (9167 )e] (2.19)

m—o0

Como conclusién:

= [as partes conectadas de un grupo que contienen al elemento identidad es un
subgrupo.

= Las partes conectadas y desconectadas de un grupo conservan la estructura de
una variedad, aunque esto no asegura la conectividad.

2.4. Grupos de Lie

Un grupo de Lie, es un grupo continuo, conectado con operacién de composicién
analiticall

La continuidad del grupo implica que tiene asociada una variedad diferencial. El grupo
es conectado, es decir, existe una trayectoria que une a cualquier par de elementos
del grupo. Las operaciones g; 0 g2 v g1 0 g; - = e son diferenciables.

9 Analitica: existe la expansién en series de Taylor de la operacién de composicién.
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Ejemplo 2.4.

Considerando la siguiente parametrizacién, para SL(2,R)

g(V) = [2 Lisas, 1 € SL(2,R) (2.20)

1

La operacién de composiciéon, dada por

9(3517372@3) © 9(3/173/271!3) = 9(21722723)

es
1 T Y1 Yo - [ Ty + 2oys T1Y2 + x21+;12y3
X3 71+§1213 Y3 71+512y3 a | T3y1 + 1+§1213 Ys I3Y2 + —(Hmm;l)y?ng)
- [ 21 Z9
= - 23 1—|—sz1223
(2.21)
con
21 = 1(Ve, V) = 21y1 + 12y3
29 = Pa(Va,V)) = m1ye + $21+3712y3
zz = Ya(Va, Vy) = w3ys + 1?7123633/3
es analitica, excepto en x1 = y; = 0.
La operacién para determinar el inverso de un elemento, esta definida como
Ty X2 oo Y2 (10
langHys”;”’][o 1] (2.22)

de donde

14+z0x3
n Y2 T T2
= z 2.23
[ys ”53”] [ —r3 m ] (228)
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La accion de un grupo usando las coordenadas de la variedad

vy = hi(Ve) = 712?“
Y2 = %(Vz) = —T2 (224)
ys = Y3(Vz) = —x3

también es analitica, excepto en y; =0

Se considera que un grupo de Lie actiia sobre un espacio vectorial V' si:

e Cerradura, f:GxV = V. (2.25)

e Asociatividad, (g1 0 g2)V = g1(g2V). (2.26)

e [Existe el elemento inverso para todo v € V y g € GG se tiene: (2.97)
91 {gV) = V.

e [Existe el elemento identidad, eV = V. (2.28)

La accién del grupo sobre el espacio vectorial puede generar simetrias, por ejemplo,
conservar la norma de los elementos del espacio vectorial sobre el que actua.

V.e,.n

(V.V).F

Figura 2.9: Accién de un grupo de Lie sobre un espacio vectorial V.

2.5. Cinematica sobre una variedad

El movimiento de particulas, cuerpos rigidos y cuerpos deformables se describe en
términos de la evolucién en el tiempo de las variables de configuraciéon dentro de
una variedad. La cinematica compuesta por ecuaciones diferenciales y posiblemente
ecuaciones algebraicas asociadas, describe la derivada con respecto al tiempo de las
variables de configuraciéon. La derivada con respecto al tiempo de las variables de
configuracién es un elemento del espacio tangente en cada instante, ver figura 2.10]
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Figura 2.10: Derivada en el tiempo en R2.

El espacio tangente a una variedad diferencial M en el espacio Euclidiano se define
como

T,M = eR”|afiT —0,i=1,---¢ (2.29)
x - S 8.1' S = 9 - .
con
M={zeR"| fi(z)=0,i=1,--(} (2.30)

Si los vectores %J;, ¢t = 1---£ son linealmente independientes, se dice que la variedad

M tiene una dimension n — £. El espacio tangente consiste del conjunto de vectores
ortogonales a los gradientes de las funciones que definen a la variedad.

Ejemplo 2.5.
Considerando la siguiente variedad

M ={z e R*| f(x) = 0} (2.31)

si % # 0 cuando f(z) =0, M tiene dimensién 1.
El espacio tangente de M, puede describirse como:

of

TxM:{xER2|§=S
ox

, SER¥? S+ 8T = o} (2.32)

donde S, es una matriz antisimétrica.
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Desde el punto de vista de la ingenieria, existen algunos sistemas fisicos descritos por
ecuaciones diferenciales donde el espacio de configuracién es un grupo de Lie. ;Cudl
es el equivalente del espacio tangente a un grupo de Lie? Para identificar el espacio
tangente a una curva conformada por elementos de un grupo de Lie, se procede como
sigue. Se define una curva/ trayectoriam parametrizada por una variable escalar, por
ejemplo la variable ¢. Entonces, se puede definir: V¢ € R — ¢(t) € G.

Considere ahora un grupo de curvas suaves, g;(t), g2(t) v gs(t), en el grupo de Lie G,
que pasa por el elemento identidad e € GG, como se muestra en la figura [2.11

91(0)

G

gs(t)
g2(t)

Figura 2.11: Grupo de curvas pertenecientes al grupo de Lie G.

La derivada de la trayectoria con respecto a t se define en la forma usual como

(2.33)

Esta derivada se interpreta como el vector velocidad de las trayectorias que pasan por
el elemento identidad. Sien t = 0, g(0) = e, entonces el vector tangente en e es ¢'(0).

Ejemplo 2.6.

Calcular el vector tangente en la identidad del grupo de Lie, SL(2,R), parametrizado
de la siguiente manera:

14 T T
Tox 2.34
[ 3 1—1~_+§'13‘| ( )

FEn una variedad es una funcién continua g : I — M con I un intervalo abierto de R.



2.5. CINEMATICA SOBRE UNA VARIEDAD 21

Se puede construir una trayectoria suave para SL(2,R), de la siguiente manera:

1+ l’lt .Z'Qt
0= s 239
asi
T )
gl<t> = [x 2+IQI3t11+I11213t2] (236)
3 (1+z1t)2
en t = 0, se tiene:
roy |1 T2 | 10 0 1 0 0
e e e R R
(2.37)

= 11Xy, + 22Xy, + 23X,

El espacio tangente de un grupo de Lie G en el elemento identidad e se conoce como
el algebra de Lie de GG y se denota como g. Es algebra por que tiene las propiedades
de un espacio vectorial, por lo que se pueden introducir conceptos como dimensién,
base, producto interno. La dimension del algebra de Lie g es igual a la dimension de
la variedad que parametriza el grupo de Lie.

Para determinar el espacio tangente en cualquier punto de la trayectoria se definen
los siguientes operadores, cuya accién se ilustra en la figura

Traslacién izquierda L, : G — G| Ly(g1) = 991

Vg € G, (2.38)
Traslacién derecha R, : G — G| Ry(91) = 19

Las operaciones L, y R, son suaves por las propiedades del grupo de Lie. Para de-
terminar la derivada de Ly(g;) con respecto a g; se consideran dos variables de para-
metrizacion s,t € R. Por lo tanto,

Ly(g1) = g(s)g1(t) (2.39)

se considera que ¢1(0) = e y ¢1(0) € g. Fijando s y derivando con respecto a t se
obtiene

Lg(91(t)) = g(s)g1(t) = g(s)X (2.40)
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gog

go

Figura 2.12: Grupo de Lie, accién de operadores.

un isomorfismd'| entre el dlgebra de Lie g y el espacio tangente en g denotado como
T,G, por lo tanto,

T,G={9e G, Xeg|gX} (2.41)

Ademés se definen automorﬁsmoﬂ internos Ry-10 Ly = Ly0 R, , expresados como
Adg, es decir:

Adg(g1) = Rg-1 0 Ly(g1) = Ry-1(Ly(91)) = 9919~" (2.42)

donde Adg : G — G, este automorfismo de G deja invariante al elemento identidad,
esto se ilustra en la figura [2.13]

1

dgo ggog

Figura 2.13: Automorfismos internos

1Es un homomorfismo que admite un inverso.
12Fs un isomorfismo en si mismo.
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La derivada de Adg(g1) con respecto a gy, en g = e, se calcula considerando:
Adg(g1(t)) = 991 (t)g " (2.43)
con ¢1(0) = ey ¢;(0) € g, entonces
Adg'(g1(t))|i=0 = 991(t)g 'i=0 = 9Xg. (2.44)

donde X € g.

Denotando Adyg'(g1(t))]i=o por Ad,(X), de donde se obtiene el siguiente mapeo, lla-
mado representacién adjunta de G.

Adg(X):g—g (2.45)

Para un sistema dinamico cuyo espacio de configuracion es un grupo de Lie, la relacion
cinematica entre las variables de configuracion y su velocidad es

g=9X, con geG, Xeg (2.46)

La nocién de perpendicularidad entre la curva en GG y su espacio tangente puede
expresarse con el operador trazaﬁ

(9,9X) = tr(g"gX) =0 (2.47)

a partir de esto es posible identificar el algebra de Lie para el grupo especial lineal
SL(n,R), como:

sl(n,R) = {X € R¥3 | tr(X) = 0} (2.48)

13E] operador traza de una matriz A de n x n, est4 definida como la suma de los elementos de su diagonal
principal, es decir, tr(A) = traza(A) = a11 + az2 + ... + ann.



24 CAPITULO 2. PRELIMINARES MATEMATICOS

2.6. Observadores en grupos de Lie

En esta seccién se formula de forma general el problema de observacién en sistemas
cuyo espacio de configuracién es un grupo de Lie.

Definicion 2.1.

Sea GG un grupo de Lie compuesto por matrices ¢ € R™" y X € R" un espacio
vectorial sobre el cual actia G. Sea V € R™ un espacio vectorial de velocidades. Un
sistema cinematico es
g = gv(V)
y = Y(g,X)

(2.49)

con V(V) € gy Y una accién suave de G sobre X que representa la salida del sistema
cinematico. El problema de observacién de interés en este trabajo puede formularse
como sigue

Definicion 2.2.

Considere un sistema cinemético de la forma ([2.49)). Diseniar un sistema dindmico

tal que:

lim g =g (2.50)

con ®(g,y) € g.

Para satisfacer la condicién (2.50) es necesario medir la distancia entre g y §. La
distancia debe tener congruencia con las operaciones de grupo. En un grupo de Lie,
la distancia no puede establecerse como se hace en el espacio euclidiano. En el espacio
euclidiano la distancia entre dos elementos debe ser cero para que ambos sean el
mismo. En un grupo de Lie no se tiene un elemento cero equivalente. La distancia
puede establecerse en términos del elemento identidad como sigue

Gg=0"'9=3q9" (2.51)

entonces, si g es igual a cero, se tiene que § = ¢. La seleccién de la coordenada del error
en depende fuertemente en la funcién de salida ) y de las propiedades del grupo
de Lie. Por ejemplo, suponga que G = SL(3,R) entonces g = {S € R¥>? | § 4+ ST =
0}. En este caso, se tiene
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conV e g. Entonces

g=2997" (2.52)
dado que g € SL(3,R) existe g'. Por lo tanto, cuando

Jimg =

se satisface (2.50)). De las propiedades de G se tiene

de tal forma que

A partir de (2.52)) se obtiene

de donde

con I' € g. Finalmente,

El diseno del observador se completa al demostrar que g converge a e. La complejidad
del diseno depende de que g sea observable con la informaciéon disponible en y y de
poder disenar la funcién I' que garantice que (2.50)) se satisfaga.
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2.7. Vision por computadora

La visiéon por computadora se encarga de la deducciéon automatica de la estructura
y propiedades del mundo tridimensional, posiblemente dindamico, a partir de una o
varias imagenes bidimensionales [2§].

2.8. Perspectiva y plano proyectivo

Las coordenadas homogéneas, surgen de dos conceptos importantes, la perspectiva
y el plano proyectivo. El concepto de perspectiva, surge en aplicaciones relacionadas
con el arte o la fotografia. La perspectiva permite resaltar caracteristicas estéticas
en una pintura, imagen, escultura, etc. al atraer la atencién de uno o mas puntos en
especifico. En este contexto nace la idea de que las lineas paralelas se intersectan en el
infinito, tal como se observa en la figura [2.14al En la realidad las vias nunca se llegan
a tocar en ningin punto, pero en perspectiva, en un punto muy lejano se intersectan.
El punto en donde las lineas en el infinito se intersectan, se le conoce como punto en

el infinito, ver figura [2.14Db]

(a) Interseccién de rectas paralelas. (b) Punto en el infinito.

Uniendo todas las lineas que intersectan el punto en el infinito, se puede formar
el espacio proyectivo, denotado por S?. En la figura se muestra el espacio
proyectivo, que puede representarse por una esfera, siendo este un modelo sencillo y
facil de interpretar, aunque en la realidad su modelo es complejo y dificil de visualizar.
Dentro del espacio proyectivo se encuentra el plano proyectivo, ver figuras y
[2.15d En este plano estén definidas las coordenadas homogéneas, ttiles para el calculo
de la matriz de homografia.
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(c) Espacio y plano
proyectivo.

(a) Espacio proyectivo. (b) Plano proyectivo.

2.9. Representacion de un punto en coordenadas homogé-

neas

2.9.1. Coordenadas cartesianas

ejey

F 3

» ejex
0 ]

origen

Figura 2.16: Representacién de un punto en R2.

Un punto en dos dimensiones es representado por dos coordenadas en un plano car-
tesiano, por lo que existe en el espacio R?, ver figura

pP= m donde P € R (2.53)
2.9.2. Coordenadas homogéneas
Un punto en tres dimensiones puede interpretarse con coordenadas homogéneas sobre

un plano proyectivo P2, ver figura En coordenadas homogéneas todo punto en
dos dimensiones esta definido por tres coordenadas, como se muestra a continuacion

xr
P=|y|€P® con w#0 (2.54)
w
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Las coordenadas homogéneas se utilizan en transformaciones bidimensionales, tales
como la traslacion, escalamiento y rotacion. Una aplicacién de esto, puede verse en el
ejemplo [2.3] donde se utilizan las coordenadas homogéneas para representar la trasla-
cién y escalamiento en una dimension. En la figura [2.17] se observa la representacion
de un punto en coordenadas homogéneas. Se observa que w tiene un valor arbitrario
y representa un factor de escala, que por simplicidad en w = 1 se encuentra el plano
proyectivo P2,

P(wx, wy,w)

X

Figura 2.17: Representacién de un punto en P2

2.10. Imagen

Una imagen es el resultado de la adquisicion de una sefial proporcionada por un
sensoxEL que convierte la informacion del espectro electromagnético en codificaciones
numéricas [28]. A cada una de estas codificaciones se les denomina punto o pixel y
generalmente contiene el nivel de iluminacién o color en un punto en la escena. En
otros términos, una imagen es la proyecciéon del mundo real (3D), sobre un espacio
bidimensional (2D). Cuando una cdmara esta en movimientd™} las imagenes varfan
en el tiempo. El modelo més basico, es el de la cdmara de orificio invertido o modelo
de camara pinhole, mostrado en la figura [2.18]

Figura 2.18: Camara pinhole.

141,05 sensores mas utilizados para la adquisicién de imégenes son las cdmaras.
15En el caso de este trabajo, se tienen dos cdmaras a bordo del AR.Drone 2.0,
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2.11. Modelo de la camara

Una camara se compone de un conjunto de lentes utilizados para dirigir la luz, es decir,
hacer un cambio controlado en la direccién de propagacion de la onda. Considerando
el modelo méas simple (lente delgada); se tiene un modelo definido por un eje (eje
6ptico) y un plano perpendicular (plano focal), con una abertura circular centrada
en el centro éptico, es decir, la interseccién entre el plano focal y el eje éptico, ver la

figura 2.19
P

Eje dptico

Figura 2.19: Modelo cadmara pinhole.

Las figuras y muestran el modelo de la cAmara pinhole, donde los rayos de
luz provenientes de un objeto atraviesan un pequenio agujero para formar una imagen
invertida de él, como se observa en las figuras y El haz de luz atraviesa
el orificio, situado en el mismo lugar que el centro 6ptico, al suceder esto, el haz de
luz se refleja en el plano de la imagen que se encuentra a una distancia f del centro
optico, de forma invertida; lo mismo sucede con todos los haces de luz que en el plano
de la imagen forman una imagen invertida del objeto 3D.

Plano de la Imagen :’ Imagen Virtual Objeto 3D
Plano focal
—— 1 / P —

Centro 6ptico
| Eje dptico
f b ——
\“‘ﬁ Distancia focal

Figura 2.20: Anadlisis del modelo de la camara pinhole.

Si se asume que existe una imagen virtual a la misma distancia f del centro éptico y
del lado contrario al plano de la imagen, esta puede utilizarse para generar el modelo
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geométrico de proyeccion de la camara, evitando el problema de la inversion de la
imagen. De la figura[2.20] se puede extraer la parte delimitada por el rectangulo rojo,
dando como resultado la figura [2.21] Por conveniencia, f = 1. El objeto en el espacio,
con puntos X; = (X,Y,7), se proyecta en dos dimensiones, dando como resultado
una imagen virtual, a la que se le puede atribuir un plano con puntos z; = (z,y).

Y

r

Punto 2D Imagen virtual

X =(xy) X

Xi=(XY,2)

Centro éptico

C

|

Distancia focal

Figura 2.21: Anélisis geométrico, camara pinhole.

Tomando el plano Z — Y, de la figura [2.21] se pueden generar dos tridngulos; el
triangulo con vértices cfy y el triangulo ¢ZY, como se muestra en la figura A
partir de lo anterior es posible establecer las siguientes relaciones

A X =(X,Y,2)

f=1

Figura 2.22: Anélisis del plano X — Y.

N <

= y=iy . z=r (2.55)

|

Expresando las relaciones anteriores en forma matricial y transformado las coordena-
das (z,y) a coordenadas homogéneas, con w = 1, se tiene:
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x f 00
yl=10 f ol |y (2.56)
1 0 0 1

x f 000 X
Y
yzOfOOZ (2.57)
1 0 010
1
Asi, el modelo de la camara queda expresado como:
X
. Y
r=KT(X) con z= |yl y X= 7 (2.58)
1
1

donde T, es una matriz de transformacion homogénea que corresponde a los parame-
tros extrinsecos de la camara. Estos parametros relacionan los sistemas de referencia
del mundo real y la cdmara, describiendo la posicion (§) y orientacién (R) de la
camara en el sistema de coordenadas del mundo real.

11 Ti2 T3 51

R & ro1 Toa T2z &2
T = = 2.59
lO 1] r31 To3 T3z &3 ( )

0 0 0 1

y donde K, de la expresion es la matriz de parametros intrinsecos de la camara.
Los parametros intrinsecos son aquellos que definen la geometria interna y la éptica
de la camara. Estos determinan como la camara proyecta los puntos del mundo 3D en
el plano de la imagen 2D. En la figura [2.21] se observa que la imagen virtual, cuenta
con un sistema coordenado (z,y), el cual representa la proyeccién bidimensional. Para
el procesamiento de imagen, este sistema debe representarse en pixeleﬂ, por lo que
es necesario definir un nuevo sistema coordenado, con origen en la esquina inferior
izquierda y con coordenadas (u,v), como se observa en la figura . A partir de
esto, un punto (P,, P,), puede ser representado por las siguientes expresiones, donde
las constantes «,, y a,, son el ancho y el alto de un pixel, respectivamente.

= 04T+ Pu = Ol 4 Py = 00 (2.60)
Gy o = T Dy = 0y (2.61)
V=Y + Py = o Dy = a4y + P :

16Un pixel, es la unidad més pequefia y diminuta para formar una imagen completa.
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Sistema coordenado en pixeles.

Punto 2D

Imagen virtual
E

x; = (x%,y) Puw|Pv)
x Xi=(LY:2D)
>~y /_/-0
e
c e ! > 7
1 :

f H
Eje dptico v
s 1
(0,0)

Figura 2.23: Pardmetros intrinsecos.

En la matriz K, es comun encontrar un valor s, relacionado con la distorsion del lente
de la camara, lo que modifica la perpendicularidad de los ejes v y v. Para la obtencién
del modelo de la camara, esta distorsiéon no se considera, ya que se esta realizando
el analisis del modelo mas simple, por lo que no hay una distorsién 6ptica debida al
lente de la camara. Asi, la matriz K de parametros internos, esta dada por:

a0 py
K=|0 a, p, (2.62)
0 0 1

Finalmente, en la expresion, se observa el modelo completo de la cdmara, el cual tiene
la forma

g a 0 p, O riu 2 T3 & [X
yl=10 a, p, 0 ro1 Toz Tz &of |V (2.63)
1 0 Oy 1 0 r31 Tez T3z &3| |4

0O 0 0 1 1

Simplificando el modelo anterior, resulta:

X
X Ciy1 Cia Ci3 Cuy Yy
y| = |Ca O Ch Oy 7 (2.64)
1 C31 Cs Csz Cx 1

El modelo simplificado de la expresion [2.64] visto desde la imagen virtual con Z = 0,
se cancela la tercer columna de la matriz C', como se observa en la figura [2.24] esto
puede reescribirse en términos de una matriz H. A esta matriz resultante se le conoce
como matriz de homografia.
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Y v*
| ¥ P,
r e
X [ X
Z .. - Py
s ] P,

Figura 2.24: Modelo de proyeccién.

X
x Cii Cia Ciz Cu v x Hy Hip Hig| | X
y| = |Caa Co Caz Cxn 0 = y| = [Haw Haz Has Y (2~65)
1 C31 C3z C33 O3y ) 1 Hsy Hzp Hsz| |1

La obtencion de la matriz de homografia es clave para la implementacion del algoritmo
de vision, que permitira estimar la la posicion del cuatrirrotor. En la figura [2.24] se
observan cuatro puntos, los cuales son los minimos necesarios para que el algoritmo
de vision se ejecute. Este algoritmo, no cuenta con un sistema de referencia, por
lo que toma la informacion inercial y visual proporcionada por los sensores para
realizar la navegacion a través de los ejes cartesianos. Las posiciones se derivan de
operaciones y relaciones geométricas pertenecientes al espacio proyectivo, es por eso
que se introdujeron conceptos como topologia, grupos de Lie, algebra de Lie, entre
otros.
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Capitulo 3

Modelado y control

Los vehiculos aéreos poseen una dinamica, subactuada y no lineal. Por lo que probar
estabilidad de los errores de regulacion o seguimiento de trayectorias utilizando leyes
de control no lineal no es trivial [29]. En este capitulo se presenta el modelo genérico
de un cuatrirrotor, con un controlador interno similar al que se implementa en los
vehiculos comerciales. La estructura resultante permite controlar la posiciéon espacial
y el dngulo de guinada utilizando sensores con bajo ancho de banda, lo que es ideal
para implementar estrategias de guia de vuelo basadas en navegacion auténoma.

3.1. Multirrotores

Entre los diferentes tipos de UAV, destacan los multirrotores, los cuales se clasifican
segun la cantidad de motores con la que cuentan, por ejemplo, bicopteros, tricopteros,
cuatrirrotores, hexacopteros y optocdpteros. En aplicaciones de busqueda y rescate
los multirrotores se emplean por mantener un vuelo estacionario y por realizar despe-
gues y aterrizajes verticales. Los multirrotores proporcionan versatilidad en modos de
vuelo, sin embargo son inestables en lazo abierto, por lo que es necesario un algoritmo
de control para que puedan ser operados remotamente por un humano [6].

3.1.1. Cuatrirrotores

Los cuatrirrotores son vehiculos de ala rotativa, propulsados por cuatro rotores. A
diferencia de un helicoptero, los cuatrirrotores no cuentan con plato ciclico, el cual
aerodinamicamente inclina el vector empuje. Los helicopteros son aerodinamicamente
mas eficientes, pero mecédnicamente son mas complejos.

Los cuatrirrotores se componen de cuatro motores fijos a los extremos de sus brazos,
los cuales puede tener una configuracion en cruz "+" o en equis "X", ver figura [3.1
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Figura 3.1: Configuraciones de un cuatrirrotor, en + a la izquierda, configuracién en X a
la derecha.

En este trabajo se utiliza el cuatrirrotor AR.Drone 2.0 de la marca Parrot, el cual tiene
una configuracién en "X". El sentido de giro de los motores del cuatrirrotor se elige
de forma que un par de motores giren en sentido horario y el otro par en sentido anti-
horario, ver 3.2l Esta configuracién tiene por objetivo compensar los pares generados
por los motores alrededor del eje vertical del cuatrirrotor y controlar el giro alrededor
de este eje.

Figura 3.2: Configuracién del cuatrirrotor AR.Drone 2.0.

El cuatrirrotor puede desplazarse en cualquier direcciéon en el espacio al variar el
empuje de sus rotores, de acuerdo a [6], como se muestra en la imagen

» Movimiento ascenso-descenso (eje Z): aumentar o disminuir el empuje de los
cuatro motores en la misma proporcion.

» Movimiento lateral (eje Y): aumentar o disminuir el empuje generado por los
dos motores derecho o izquierdos y hacer lo contrario con los otros dos motores.

» Movimiento frontal (eje X): aumentar o disminuir el empuje generado por los
motores frontales o traseros y hacer lo contrario con los otros dos motores.

» Rotacién en guinada (giro alrededor del eje Z): aumentar o disminuir el empuje
generado de los pares de rotores que tienen el mismo sentido de giro y hacer lo
contrario con el otro par.
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(a) Movimiento de ascenso. (b) Rotacién en guifiada. (c) Movimiento de avance.

o (e) Movimiento lateral (f) Movimiento lateral
(d) Movimiento de retroceso. (derecha). (izquierda).

Figura 3.3: Movimientos de un cuatrirrotor.

3.2. Modelado

La dindmica del cuatrirrotor se obtiene considerando al vehiculo aéreo como un cuer-
po rigido, sometido a fuerzas gravitacionales y a fuerzas aerodinamicas debidas a los
rotores. Para la obtencion del modelo matematico se realizan las siguientes conside-
raciones.

1. El cuatrirrotor tiene una estructura lo suficientemente rigida para despreciar las
deformaciones.

2. La fuerza que se genera en cada uno de los rotores es perpendicular al plano de
las hélices.

3. Se considera que los efectos aerodinamicos en la estructura mecanica del vehiculo
son despreciables.

Yi/[\Xi

Zi

Figura 3.4: Marcos de referencia de un Cuatrirrotor.
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Definiendo el marco de coordenadas inerciales X?Y*Z? y el marco de coordenadas
corporal X*Y?Z? tal como se muestra en la figura . A partir de esta representaciéon
y basado en [30] es posible describir la dindmica de traslacion del cuatrirrotor, como
se muestra a continuacion

{ =RV
mé = mges — TrRes

T
donde & = [m Y z] es la posicién de cuatrirrotor con respecto al marco de coor-

denadas inerciales, V' es la velocidad traslacional en ejes corporales, m es la masa
del cuatrirrotor, g es la constante de aceleracion debida a la gravedad, Tr es el em-
puje total del cuatrirrotor, R € SO(3) es la matriz de rotacién de ejes cuerpo a ejes

T
inerciales y es es un vector de la forma es = [O 0 1} )

La rotacion de un vehiculo aéreo puede representarse utilizando diversos métodos, en
este caso se usa la convencién de los dngulos de Euler, muy utilizada para aplicaciones
en ingenieria aeronautica. Esta convencién también es conocida como angulos de Tait-
Bryan o angulos de Cardano. Tres angulos describen una rotacién tridimensional a
través de tres rotaciones sucesivas, es decir:

» Rotacion correspondiente al angulo roll o de alabeo ¢. Se realiza alrededor del
eje X.

= Rotacién correspondiente al angulo pitch o de cabeceo . Se realiza alrededor
del eje Y.

= Rotacion correspondiente al &ngulo yaw o de guinada 1. Se realiza alrededor del
eje 7.

A partir de estas rotaciones, se definen la matriz de rotacién que representan la
orientacion del cuerpo rigido con respecto al sistema de referencia inercial. Tomando
en cuenta las siguientes consideraciones cos(f) = cy, sin(0) = sy, tan(f) = ty, R esta
dada por:

cy Sy 0 co 0 sp 1 0 0
R = Sy Cy 0] - 0 1 0]-10 Cy —S¢ (33)
0 0 1 —Sp 0 Co 0 S¢ Co

Asi R es la matriz de rotacion que describe la orientacién del marco de referencia
corporal relativo al marco de referencia inercial, esta dada por:

CpCo  CypSpSe — CySy S¢Sy + CyCySh
R = |cosy CoCyp + SpSpSe CeSySo — CySe (3.4)
—Sp CoS¢ CypCo
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La dindmica rotacional del cuatrirrotor [30], es

R = RQ*
Q=J"1 (M, —QxJQ)

0 —r gq Jpw 0 0
donde * = | r 0 —p|, es una matriz antisimétrica, J = | 0 J,, 0 |, esla
—-q P 0 0 0 Jzz

T
matriz de inercia del cuatrirrotor, M, = [Mx M, MZ} es el vector de momentos

aplicados, 2 = [p q T}T es el vector de velocidades angulares medidas desde el
sistema de coordenadas corporal. Al utilizar los angulos de Tait-Bryan, el vector de
velocidades angulares €) y las derivadas con respecto al tiempo de los angulos de
Euler & = {(;S 9 z/}]T, estan relacionadas en base a una matriz de transformacion
[30] W (®), dada por la siguiente expresion

d=W(d)'Q (3.7)
donde
1 0 —Sp 1 t98¢ t96¢
W(CI)) =10 Coy  CoS¢ = W_l(@) =10 Cp —S¢ (38)
0 —s¢ cocy %‘:}’ %‘g

Al expandir las ecuaciones anteriores, el modelo del cuatrirrotor es:

mi = —Tr(s4Sy + CsCypSa)
my = Tr(cySs — CsSySe)
mz =mg — Tr(csco)

§b =p+7‘c¢t9 +qs¢t9

0 =qcy — sy (3.9)
b="C | 9%
Co Cop

J:mp = Ma: + Jyyqr - Jzzqr
Jyyq = My + Jx:cpr + JZZpT‘
Jzzf = Mz + J:mpq - Jyypq

3.3. Controlador interno

El enfoque tradicional, en la comunidad de control automatico, para abordar el pro-
blema de regulacion o seguimiento de trayectorias en un cuatrirrotor se plantea a
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partir de la definiciéon de los errores de posicion traslacional y angulo de guinada. Las
diversas técnicas de control se enfocan en encontrar la forma en que las entradas de
control puedan modificar las dindmicas de tales errores; generalmente este proceso
implica derivar con respecto al tiempo a las senales de error. En este enfoque, el de-
sempeno de la estrategia de control depende de un algoritmo de navegacién preciso,
ya que el ruido, la latencia y los errores de navegacion se propagan hasta la entrada
de control.

Esta estrategia de control no se utiliza en los drones comerciales, en los cuales, el
control de la posicién traslacional y del angulo de guinada del drone lo realiza visual-
mente el operador. Los drones comerciales utilizan una estrategia de control interna
que se encarga de hacer converger a los angulos de alabeo y cabeceo, a la veloci-
dad vertical y a la velocidad de guinada a referencias definidas por el operador. El
algoritmo de navegacion para este control interno puede realizarse de forma autono-
ma utilizando un sistema de referencia de orientacién y rumbo (AHRS en inglés) y
un sensor ultrasénico. El AHRS permite determinar los angulos de Tait-Bryan y la
velocidad angular, mientras que el sensor ultraséonico puede complementarse con un
sensor visual y por medio de flujo 6ptico estimar la velocidad vertical.

Al asumir que el controlador interno logra su objetivo, es decir, ¢ — ¢4, 0 — 0y,
r — rqy 2 — %4 de forma rapida. Las referencias pueden considerarse como las
nuevas entradas de control, esto es, ¢pq = uy, 0 = ug, ¢ = U, ¥ 24 = u,. Bajo estas
condiciones, el modelo dinamico del cuatrirrotor expresado en se reduce a

P (o) =) (et + 072 )

Ly
j=(p(At)—g) <8¢tu9 —Cy ¢> (3.10)
Z=u,
b=,

donde ¢(A,t) es una funcién que depende de la técnica de control utilizada y debe
ser igual a cero cuando la velocidad vertical converge a su referencia deseada. La
dindmica para v se obtiene al considerar que las velocidades de alabeo y cabeceo son
igual a cero cuando los angulos respectivos convergen a su referencia. En los siguientes
desarrollos se considera que
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. tu,
T=—g|cyty, + s¢c—

Ug

. ty

j— g (sm _ cw) (3.11)
Cup

z = z

U =u,

La ventaja de utilizar este esquema de control es que ahora para controlar la posicion
traslacional y el angulo de guifiada se puede utilizar un algoritmo de navegacion
con caracteristicas de desempeno menores, por ejemplo, un bajo ancho de banda.
Reescribiendo las expresiones de manera matricial, se tiene

i -ols 2 [E] oo

Cug

El control de orientaciéon del AR.Drone lleva a ¢ y a 6 a sus referencias ug y uy,
respectivamente, por lo que es posible proponer un control PD para el plano z — y,
como se muestra a continuacion

_ — S 3 ~ .
Wy | (| = | TRdeT = kp,T Ty (3.13)
Sy i tug —kdyy — kpyy + Yd
Despejando ug y ug, se tiene:
up = — atan(cyluz + Sy Pax) (3.14)
Uy = — atan(Cu, Sypbaz — CupCyPaz) (3.15)
Donde 0., ¥ ¢uz, estdn definidas como:
00 —kd 2 — kp, & + iq
= - oo 3.16
l%} [—kdyy — kpy g + i (3.16)

con kd,, kd,, kp, y kp, como constantes positivas y donde z4 y yq son trayectorias
suaves.

El uso del controlador interno simplifica considerablemente el modelo del cuatrirro-
tor. Con esta configuracién se pueden utilizar sensores de posicion y de guinada con
un ancho de banda menor. Este es el caso cuando se utiliza visién artificial para
determinar la posicion del cuatrirrotor.
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Capitulo 4

Observador de homografia

El problema de extraer informacién tridimensional a partir de informacién bidimensio-
nal, ha sido abordado a lo largo de la historia, utilizando proyecciones en perspectiva.
Actualmente la proyeccion en perspectiva, parte de la geometria proyectiva, es uno
de los problemas estudiados en vision por computadora. Las tareas relacionadas con
la visién capturan la informacion del entorno fisico para la extraccion de caracteristi-
cas visuales (formas, texturas, colores), mediante técnicas fotogréficas (iluminacion,
6ptica, filtros). Desde el punto de vista de ingenieria, la visién por computadora tie-
ne como objetivo ayudar a los sistemas en tareas, navegacion auténoma, ensamblaje
robotico y procesos de inspeccion industrial.

Por su naturaleza los problemas en representaciones en perspectiva son propensos a
ser mal modelados y en ocasiones son dificiles de resolver a menos que se impongan
restricciones. La tarea de seleccionar un modelo mateméatico correcto para los mo-
delos en perspectiva, puede resolverse haciendo uso de representaciones geométricas
primitivas, como puntos, lineas, curvas, superficies y volimenes. Los datos visuales
se obtienen mediante una proyeccién de imagenes observadas en la superficie de la
imagen de la cAmara.

4.1. Geometria de caracteristicas en un plano

Basado en [20], se puede considerar una cdmara desplazdndose a una altura constante
sobre el plano 7, como se muestra n la figura [4.1}

Suposicion 4.1.

La cdmara se considera rigidamente unida a un cuatrirrotor, lo bastante cerca de su
centro de gravedad, para considerar que la posicion y orientaciéon de la caAmara es la
misma que la del cuatrirrotor.
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Suponiendo que ;l, denota las coordenadas proyectivas para el plano de la imagen de
una cémara A y {;1} denota su marco de referencia, con origen en el centro 6ptico de
la camara. £ € R? denota la posicién del marco {A} con respecto a {;1} expresada en
{:21} La orientacién del marco {A} con respecto al marco {;1}, se representa con una

matriz de rotacion, elemento del grupo ortogonal especial, R € SO(3) : {A} — {;l}
(R.§)
{A}

> ©

Figura 4.1: Geometria para el analisis del observador de homografia.

La posicién de la cdmara determina una transformacién de cuerpo rigido de {A} a
{A} (y viceversa) [31]. Se tiene:

P=RP+¢ (4.1)

que representa una relacion entre las coordenadas del mismo punto en el marco de
referencia (P € {A}) y en el marco actual (P € {A}). Los pardmetros internos de
la cdmara, descritos en la expresion [2.62] se utilizan, de tal forma que se tiene la
siguiente correspondencia entre los puntos reales y los proyectados sobre los planos
de la imagen

PXKP, pXKP (4.2)
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donde p € A es la imagen de un punto cuando la cAmara esta alineada con el marco
{A}, y puede representarse en coordenadas homogéneas, utilizando la expresion m,

es decir [z, y, w]T. Del mismo modo, p € A es la imagen del mismo punto visto cuando

la cAmara estd alineada con el marco {A}. Si la cAmara estd calibrada (se conocen

los parametros intrinsecos), todas las cantidades se pueden escalar adecuadamente y
la ecuacion se puede escribir como{]

p=P,  pP (4.3)

4.2. Homografia

La matriz de homografia puede obtenerse a partir de las relaciones entre puntos de
una secuencia de imagenes como sigue [20] y [32].

Suposiciéon 4.2.

Suponga que se tiene una camara calibrada observando a la superficie plana 7 la cual
contiene un conjunto de n puntos objetivo (n > 4), tal que:

r={PeR:§"P-d=0} (4.4)

donde 77 es un vector unitario perpendicular al plano 7, expresado en el marco {A}
y d es la distancia del plano al origen de {A} De las relaciones de cuerpo rigido de
la expresion , se tiene P = RTP — RT¢. Definiendo ¢ = —RT¢. Como todos los
puntos se encuentran sobre la misma superficie plana, se tiene:

_prp G0 .

Usando la expresion [4.3] los puntos proyectados satisfacen:
o T

. 7y —1
El mapeo proyectivo H : A — A, H = (RT + %) se denomina homografia y
relaciona la ubicacién de puntos en el plano 7 cuando se observa desde dos posiciones

"En geometria proyectiva, el simbolo 22, representa igualdad, hasta cierto factor de escala.
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definidas por los sistemas de coordenadas A y A. La homografia H puede escribirse
como

H= <R+ 5?;) (4.7)

donde 7 es un vector unitario perpendicular al plano 7, expresado en el marco {A} y d
es la distancia entre { A} y el plano 7, medida de forma perpendicular a 7. Analizando
la figura se pueden deducir las siguientes relaciones [33]

n=R'n
d=d—nT¢=d+n"¢ (4.9)

La matriz de homografia contiene la informacién de la posicién y orientacion (R, §)

de la cdmara desde el marco actual, {A} al marco de referencia, {A}. Dado que la
relacién entre los puntos de una imagen y la matriz de homografia es una relacion
proyectiva, solo es posible determinar H hasta un factor de escala [34].

4.2.1. Homografia como elemento del grupo especial lineal SL(3,R)

A partir de la expresién , el grupo especial lineal SL(3,R), esta definido como:
SL(3,R) = {A € R*3 | det(A) = 1} (4.10)

Ya que solo es posible determinar la matriz de homografia hasta un factor de escala,
a cualquier matriz de homografia H, se le puede asociar una matriz tinica de rees-
calamiento (ver [35] y [36]), H € SL(3), tal que H = det(H) 3H. Por lo tanto H,
puede considerarse como elemento de SL(3,R). Por otra parte, el mapeo v, tal que:

v = SL(3) x P* — P?,
Hp (4.11)

(H’p) = V<H7p) = m

es un grupo de acciéon de SL(3,R) que actiia sobre el espacio proyectivo P? y que
cumple con las propiedades enunciadas en las expresiones 2.28, ya que:

V(Hlvy(H%p)) = I/(HlHQ,p),V(I,p) =D (4'12>

donde Hy, Hy y HiHy € SL(3,R) e I es el elemento identidad en SL(3,R). El signi-
ficado geométrico de la expresion 4.12] es que el movimiento de la cAmara entre las
vistas Ay y Aj, seguido del movimiento entre las vistas A; v A, es el mismo que el
movimiento entre las vistas Ay y As, [36].
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El dlgebra de Lie sl(3,R) para el grupo SL(3,R), es el conjunto de matrices con traza
igual a cero, (ver expresion [2.48)), es decir:

sI(3,R) = {X € R¥® | t2(X) = 0} (4.13)

El operador adjunto es un mapeo Ad : SL(3,R) x sl(3,R) — sl(3,R) definido en la
expresion 2.45| por lo que para H, se tiene:

AdyX =HXH™', HeSL(3,R), X €sl(3,R) (4.14)

Dadas dos matrices A, B € R3*3, el producto interno y la norma de Frobenius en
SL(3,R) son

(A,B) = tr(ATB), | A| = /(A A) (4.15)

Sea PP la proyeccién ortogonal de R3*3 sobre sl(3,R) con respecto al producto interno

('7 ) [36]'

1) € s(3,R) (4.16)

Para cualquier matriz G € SL(3,R) y B € s[(3,R), se puede establecer que (B,G) =
(B,P(G)) y a partir de y se tiene

tr(BTG) = tr(BTP(G)) (4.17)

Dado que H, puede considerarse como un elemento de SL(3,R), es posible determinar
H, moédulo factor de escala v, como sigue:

H=~ <R + £ZT> (4.18)

Existen varios enfoques para determinar H, tal como se describe en [37] y en [31]. El
calculo directo del determinante de H en combinacion con la expresion 4.9| y usando

el hecho de que det(H) = 1, muestra que y = (%f [36].
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4.3. Cinematica de la camara

El movimiento de la cdmara unida al cuatrirrotor, sobre una superficie plana, ge-
nera una secuencia de matrices de homografia. Asi, la velocidad de la secuencia de
homografias esta asociada con la variaciéon instantanea en la medicién de la imagen
actual A. La velocidad angular del cuerpo rigido  y la velocidad lineal V® de {A}
con respecto a {A} expresada en {A}. La cinemética de la cdmara unida al cuatri-
rrotor (R, &), esta descrita por las expresiones y . De la expresién [4.9] se tiene:
d=—-n"Vy %(j = 0 [38]. Esta es una restriccién sobre la variaciéon de 7 y d, pre-
cisamente es la restriccion de velocidad asociada con el hecho de que la imagen de
referencia es estacionaria.

Lema 4.1.

Considerando una camara unida al cuatrirrotor con un marco moévil A que se mueve
con la cinematica de las expresiones y viendo una escena plana estacionaria.
H : A — A denota la homografia de la expresién , donde se asume que la camara
esta calibrada. La velocidad del grupo U € sl(3,R) inducida por el movimiento del
cuatrirrotor, es tal que:

H=HU (4.19)
donde U, esta dada por
vol nptv
=(Q _ 7 4.2
U < x + i 5 (4.20)

Prueba 4.1.
Considerando la derivada en el tiempo de [4.1§] se tiene:

+ g (4.21)
v

H:fy(R—l—énT—i_&?T B dfnT>

d d?

De las expresiones [3.1] y se tiene:

. T T() TV e T :
=~ (Ro, + AT Ve | Gy
d d? v
T T VT :
o (|lr+ S at [Re SV g
d d | d )7 A

T .
d v
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Aplicando la restriccion de que tr(U) = 0 para cualquier elemento de sl(3,R), se

obtiene:

Vil 5 v 35

O=tr(Qp+-—— +17) =12+ 20 (4.22)
d ~ d ¥

Teniendo en cuenta que la velocidad de grupo U inducida por el movimiento del
cuatrirrotor, depende de las variables 1 y d que definen la geometria de la escena en
el tiempo ¢, asi como el factor de escala v. Dado que estas variables no se pueden
extraer directamente de las mediciones, en consecuencia se reescribe

vt otV
U:i=(Qx+T), con I'= <;7 - 7737 ) (4.23)

Suponiendo que el marco {A} es estacionario, el vector €2 puede obtenerse del AHRS.
El termino I' esta relacionado con el movimiento de traslaciéon expresado en el marco

actual {A}.

4.4. Observador no lineal en SL(3,R)

El objetivo de la estimacién de H(t) € SL(3,R), es proporcionar una estimacién
HeS L(3,R) que conduzca al término del error H = HH~' a la matriz identidad T
mientras se asume que U € sl(3,R) es conocida. La ecuacién del estimador se plantea
directamente como un filtro cineméatico en SL(3,R) con estado H alimentado por un
termino de correccién basado en una coleccién de n mediciones p; € P2, de la forma

H='p;
Di = —, 1=41,...,n 4.94
| H i { } ( )

El observador incluye un término de correccion derivado de las mediciones y depende
implicitamente del error H. La forma general del filtro estimador es

H =AU + kywh (4.25)

El término de innovacién o correccion w € sl(3,R) se considera como una funcién
de error de las mediciones p; y sus estimaciones p; (o como una funciéon de error
de los puntos medidos p; y sus estimaciones e;), depende implicitamente de H. Las
estimaciones p; de p; se definen de la siguientes manera,

(4.26)
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De manera equivalente, las estimaciones e; de p; y el error H, se definen como:

P R (4.27)
Hp; Hp;

Definicion 4.1.

Un conjunto M,, de n > 4 direcciones vectoriales p; € P? (i = {1...n}) se denomina
consistente, si contiene un subconjunto My C M,, de 4 direcciones vectoriales cons-
tantes de modo que todas sus tripletas vectoriales sean linealmente independientes.
Esta definicién implica que si el conjunto M, es consistente, entonces, para todo
Di € M, existe un unico conjunto de tres escalares b; # 0 (j # i), tal que:

o Yi

Di

4
= donde y; = > bp; (4.28)
il J=10#0)

Teorema 4.1.

Sea H: A— A que denota la homografia de la expresion m y considera la cinema-
tica de junto con Asumiendo que U € {A} es conocida y considerando el
estimador no lineal definido en w € sl(3,R) esta dado por

w=Y Tepie; (4.29)
=1

donde 7, = (I—za™), para todo x € P?. Entonces, si el conjunto M,, de las direcciones
medidas p; es consistente, el equilibrio H = I es asintoticamente estable.

Prueba 4.2.

La prueba considera la siguiente funciéon de Lyapunov.

"1
Lo=) §|€i —pif’ (4.30)
i=1
cuya derivada con respecto al tiempo es
n 2
Ly=—kp Zeiﬁz’rﬂ-ei (431)
i=1

Utilizando la propiedad de consistencia de los puntos observados se puede concluir
que el error de observacion converge a I. Los detalles de la prueba pueden consultarse
en [20].
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Simulaciones

En este capitulo se describe la implementacion del observador de la matriz de homo-
grafia, en el entorno de simulacién 3D (Gazebo) que hace uso del Sistema Operativo
Robético (ROS), para controlar al cuatrirrotor AR.Drone 2.0.

5.1. ROS

El Sistema Operativo Robotico por sus siglas en ingles ROS, es un software usado
para el desarrollo de la robdtica. El objetivo principal de ROS es reusar codigos de
desarrollo cientifico e industrial en el area de la robdtica. ROS tiene la filosofia de que
sus programas sean de uso libre, escalables segtin la aplicacion deseada e integrables
con todo el software robotico existente y futuro. Por ello el sistema se cred teniendo
en cuenta otras plataformas de software abiertas, como OpenCV y Gazebo, existiendo
librerias para su uso en ROS [39].

::: ROS.org

Figura 5.1: Logo del Sistema Operativo Robético.

ROS se compone de un conjunto de librerias de programacion, aplicaciones, drivers
y herramientas de visualizacién, monitorizacién, simulacion y analisis, todas reuti-
lizables para el desarrollo de nuevas aplicaciones para robots tanto simulados como
reales. ROS proporciona servicios de un sistema operativo pero sin serlo, ya que se
instala sobre otro, en general Linux y de manera recomendada Ubuntu, y por ello
también recibe la denominacion de Meta-Sistema Operativo [40]. Posee su propio
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manejador de paquetes mediante comandos desde la terminal para la gestion, compi-
laciéon y ejecucion de archivos. Su estructura es modular, de forma que cada programa
o aplicacién, lo que en ROS se denomina como nodo, se ejecuta dentro otro ejecutable
(Master) que funciona de niicleo del sistema y hace las veces de plataforma por la que
se comunican los diferentes nodos mediante tépicos y/o servicios.

5.2. Gazebo

Gazebo es un simulador de entornos 3D que posibilita evaluar el comportamiento de
un robot en un mundo virtual. Permite, entre muchas otras opciones, disenar robots
de forma personalizada, crear mundos virtuales usando sencillas herramientas CAD
y permite la importacién de modelos ya creados. Es posible sincronizarlo con ROS de
forma que los robots emulados publiquen la informacién de sus sensores y asi poder
implementar un control que dé ordenes al robot [39].

5.3. Simulador AR.Drone

Gazebo contiene un paquete para simular el cuatrirrotor Parrot AR.Drone 2. El si-
mulador es compatible con ROS por lo que toda la informacién que se envia y recibe,
se realiza a través de mensajes de ROS. El paquete provee informaciéon de los senso-
res integrados en el vehiculo, como la velocidad de traslacion, aceleracion, velocidad
angular, orientacion, posicion, entre otros datos utiles en el monitoreo y control del
cuatritrirrotor. El simulador tiene la ventaja de emular en tiempo real las camaras
del AR.Drone, lo que resulta 1til en la implementacion de algoritmos de visién. Al ser
un simulador dindmico el comportamiento del cuatrirrotor es similar al de un entorno
real. En la figura [5.2] se muestra el entorno de simulacién del AR.Drone, dentro de
gazebo.

Figura 5.2: Entorno de simulacién Gazebo para el AR.Drone.
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5.4. Calibracion de la camara

El proceso de calibracion consiste en obtener los parametros que definen el modelo
de la camara, descritos en el capitulo 2. El proceso es necesario para obtener medidas
exactas de la escena. La correcta calibracion ayuda con la precision de los datos al
implementar un algoritmo de visién. En la actualidad existen diferentes métodos y
algoritmos que toman imagenes de una plantilla desde diferentes posiciones y orien-
taciones, con lo cual es posible calcular los pardmetros de la cdmara. En [41], se
encuentra el procedimiento de calibracién y se describen algunos métodos comun-
mente usados. Para la simulacion en gazebo, no es necesaria la calibracion, ya que los
pardmetros internos y externos de la camara, pueden ser extraidos directamente del
simulador de AR.Drone. Por ejemplo, los valores de la matriz K, utilizados son:

3746706 0 3205
0  374.6706 180.5 (5.1)
0 0 1

K

Si se quisiera realizar el procedimiento de calibraciéon en gazebo, puede consultarse
la documentacién para hacerlo desde la pagina oficial de ROS. Para realizar experi-
mentos en el modelo fisico del cuatrirrotor, es necesario realizar la calibracion, la cual
puede ser consultada en [42].

5.5. Algoritmo de detecciéon de esquinas

Para realizar la estimacién de la matriz de homografia, es necesario un algoritmo de
deteccion de puntos. Los puntos se utilizan para construir las entradas del estimador
y asi determinar la matriz de homografia mientras el cuatrirrotor se encuentra en
movimiento. El algoritmo para detectar puntos es el detector de esquinas, propuesto
por Chris Harris y Mike Stephens [43], comtinmente conocido como detector de Harris.
En términos generales, el detector analiza cada pixel en la imagen para encontrar una
interseccion entre dos bordes, es decir, una esquing™®} La figura[5.3] muestra la imagen
utilizada para la deteccién de puntos y para la estimacion de la matriz de homografia.
El color de la figura, se escogié por conveniencia, ya que resalta sobre otros colores y
evita detecciones erréneas al aplicar el algoritmo.

18Una esquina puede ser considerada un caso particular de punto.
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Figura 5.3: Imagen usada para el algoritmo de estimacion de la homografia.

Al aplicar el detector de Harris a la figura [5.3 se obtienen como resultado los puntos
en color rojo, que corresponden a las esquinas de la figura, esto puede observarse en
la siguiente figura

Figura 5.4: Deteccién de esquinas, algoritmo de Harris.

5.6. Simulacién

Para determinar la posicion del cuatrirrotor a partir de la estimacion de la matriz
de homografia, se utiliza la expresién .25, que muestra la derivada de la matriz de

homografia estimada, es decir, H. Debido a la propiedad de convergencia del error de
estimacion de la matriz de homografia, se considera que H, asint6ticamente serd igual
a H. El paso siguiente sera obtener la posicién del cuatrirrotor, a partir del vector de
posicion €. Este puede obtenerse a partir de la expresion [4.18] es decir:

_ &n” _ T _
H—v(R%—T) con d=z y n —[O 0 1}

En la expresion, aparece el término v, que representa un factor de escala, el cual
depende de la variacién de posicion de la cdmara a lo largo del eje z. En los experi-
mentos z = 1, lo que significa que el cuatrirrotor, vuela a una altura constante. Por
lo que d = d = 1, resultando en:

H:(R+§77dT)
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Realizando las operaciones adecuadas se llega a la siguiente expresion:

0 x Hy Hip His Rii Ria Ris
0 Yyl ==z H21 H22 H23 — R21 R22 R23 (52)
0 =z Hsy Hsy Hsg R31 R3p Rss

o O O

Despejando las posiciones x, y, y con z = 1, el vector de posicién & resulta:

x = (Hiz — Ri3)
y = (Hoz — Ra3) (5.3)

z=1

Con el vector de posicion es posible navegar y realizar seguimiento de trayectorias.
Gazebo permite conocer informacion del cuatrirrotor y del entorno, por medio de
tépicoﬂ. En los primeros experimentos, se utilizaron los datos proporcionados por
gazebo, es decir, se tomo la posicion y la velocidad del entorno, para controlar el
vehiculo y realizar el seguimiento de trayectoria.

TRAYECTORIAS
0.5 T T T T T
Trayectoria
i == = == [eseada i
Gazebo
03r &
021 T

Posicion y[m]
o=

0.6 -0.4 0.2 0 0.2 0.4
Posicion x[m]

Figura 5.5: Trayectorias circulares.

197,05 tépicos son los canales de informacién entre los nodos
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La figura [5.5] muestra la trayectoria que realiza el cuatrirrotor, gracias a los datos de
gazebo, es muy préxima a la trayectoria deseada, lo que verifica el control PD para el
plano x —y. Para propésitos de este proyecto, el control PD, funciona adecuadamente,
siendo innecesaria la implementacién de un control mas robusto. El objetivo principal
del proyecto esta encaminado en implementaciéon y comprobacion del algoritmo de
vision. Para la programacion del algoritmo de vision se utilizo la libreria OpenCV
(Open Computer Vision) de visién artificial, ampliamente utilizada en aplicaciones
de deteccién de movimiento, reconocimiento de objetos, reconstruccion 3D a partir
de imégenes, entre otras aplicaciones.

Figura 5.6: Estimacién de la matriz de homografia, usando el cuatrirrotor AR.Drone 2.0.

La figura [5.6] muestra el principio de funcionamiento del algoritmo de visiéon. En
términos simples, cuando el cuatrirrotor despega, el algoritmo de Harris comienza a
identificar las esquinas de la figura (la figura representa la superficie plana 7).
Las esquinas, representan los puntos que definen la geometria contenida en la imagen
(como minimo se requieren 4 puntos). Estos puntos son observados por la cdmara
inferior del cuatrirrotor en todo momento. A partir de los puntos es posible generar
las mediciones que alimentan al observador. El algoritmo de Harris se restringe, para
reconocer solo las esquinas de la figura en color verde, mediante la aplicacién de un
filtro, tal como se muestra en la figura
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Figura 5.7: Deteccién de esquinas, simulacién.

Es importante mencionar que la camara debe captar en todo momento la figura
contenida en el plano m, si esto no ocurre, el algoritmo pierde datos y el control de
posicion se inestabiliza. Las siguientes graficas, corresponden al seguimiento de la
trayectoria de la figura |5.5

Posiciones en X
T T T
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0.5 [~ &

= = = Deseada

Posicion x[m]
Q
i

0.5 =

1 I I I I I

o 10 20 30 40 50 60
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Posicionesen Y
0.5 T T T T T
- < oy - Posicion
\ ’ b ,’ * — Eslimada

i

]

] = = = Deseada
I

I

Posicion y[m]
I

Tiempo [s]

Figura 5.8: Posiciones de las trayectorias circulares.
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La figura [5.8] muestran las posiciones deseada y estimada, esta tltima obtenida a
partir de la estimacién de la matriz de homografia, usando los datos de gazebo. Cabe
mencionar que las graficas no inician en cero, debido a que el algoritmo de estimacion,
se ejecuta después de que el cuatrirrotor despega. La simulacion se realizdé con un
periodo T' = 20 y con una ganancia k, = diag<5.7 1.7 1.8). Estas simulaciones
muestran que el algoritmo funciona y aunque el seguimiento de trayectoria no es
exacto, los errores de posicion, oscilan en valores cercanos a cero, tal como se observa

en la figura 5.9

Error de posicion en x

1 T T T T T
0.5 =
E
®
E o
-
w
05 -
_,1 | 1 | 1 |
0 10 20 30 40 50 60

Tiempo [s]

Error de posicionen y

1 T T T T T

Error y[m]

o 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]

Figura 5.9: Errores de posicién, trayectorias circulares.

Las figuras anteriores, verifican el algoritmo de estimacion, aunque también es posible
verificarlo por medio de la matriz de homografia.
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En la libreria de OpenCV, existe un comando que calcula la matriz de homografia,
con esto, es posible hacer una comparacién entre la matriz de homografia estimada y
la matriz de homografia de OpenCV. La figura [5.10] presenta la comparacién de uno
de los nueve elementos de la matriz de homografia, el elemento H;3. Se observa que la
H estimada usando los datos de gazebo, sigue muy de cerca el valor de la H obtenida
por el comando de OpenCV, lo que verifica el funcionamiento del algoritmo.

HEstimadac ve HOpenC\l’
T T

Homografia

....... EstimadaG =
— OpenCV

Homografia [m]

04 =

05 | | | | |
o 10 20 30 40 50 60

Tiempo [s]

Figura 5.10: Elementos Hi3, de las matrices de homografia.
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Las siguientes simulaciones, usan la estimacion de matriz de homografia, para calcu-
lar la posicion del cuatrirrotor, con esto es posible controlar el vehiculo, usando solo
los datos estimados, sin hacer uso de gazebo. La trayectoria "gazebo", corresponde a
la trayectoria generada a partir de los datos de gazebo y la trayectoria "estimadory",
corresponde a la trayectoria generada gracias a la estimacion de la matriz de homo-
grafia. Las simulaciones, se realizaron con los mismos parametros de las simulaciones
anteriores.

TRAYECTORIAS
0.6 - Trayectoria |
= == Ggrebo
Estimador
H
04 r .
02 =

Posicion y[m]
=

0.4 -

-0.6 -0.4 -0.2 0 02 0.4 0.6 0.8
Posicion x[m]

Figura 5.11: Trayectorias circulares estimadas.
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Las graficas de la figura [5.12], muestran la comparacion entre las posiciones, obtenidas
a partir de la estimacién de la matriz de homografia. La grafica punteada muestra
la posicién a partir del control con datos de gazebo y la grafica continua, muestra la
posicion a partir del control con datos derivados del estimador.
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Posicion y[m]
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o omis 4 FEE Posicion
’ s 4 \ = = = Estimada
EstimadaH
=
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~ T ’
s | | | | |
i} 10 20 30 40 50 60
Tiempo [s]

Figura 5.12: Posiciones de las trayectorias circulares estimadas.
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La siguiente figura, presenta los resultados obtenidos de realizar una trayectoria rec-
tangular.

TRAYECTORIAS

06 Trayectoria 4

= == Garebo
EslimadDrH

0.2

Posicion y[m]
(=]
T

02

04 -

0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1
Posicion x[m]

Figura 5.13: Trayectoria rectangular.
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Las graficas de la figura [5.14], muestran las posiciones, obtenidas a partir de la estima-
cién de la matriz de homografia. Al estimarse la matriz, es posible calcular el vector
de posicién, como se muestra en la ecuacién [5.3] Si este se conoce, las posiciones
pueden ser calculadas y utilizadas para el control PD y realizar una navegacion sin
depender de un sistema de referencia, tal como el que proporciona gazebo.
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=
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Figura 5.14: Posiciones trayectoria rectangular.

60
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Por ultimo se presenta la comparacion entre los elementos de las matrices de homo-
grafia obtenidas. Una por medio del estimador y la otra por medio del comando de
OpenCV. Con estas simulaciones se comprueba que es posible prescindir de un siste-
ma de referencia para implementar un control de seguimiento de trayectoria, lo cual
se toma como base para realizar navegacién auténoma.
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Homografia
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OpenCy

Homografia [m]
[

0 10 20 30 40 50 60
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Figura 5.15: Elementos Hiz3 y Has, de las matrices de homografia.
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Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

En este trabajo se presentd e implementé un algoritmo de visién para estimar la
posicién del cuatrirrotor AR.Drone 2.0. En los experimentos, se observé que el esti-
mador tiene un buen desempeno, ya que fue posible navegar a través de trayectorias
definidas usando solo los datos calculados por del algoritmo, sin depender de un sis-
tema de posicionamiento. El enfoque de navegacion a través del calculo de matrices
de homografia, tiene un coste computacional relativamente bajo a diferencia de otros
algoritmos de vision por computadora, como el SLAM, aplicado en [42].

La matematica utilizada en el proyecto, es una pequena parte de la teoria de grupos.
Existe un sin fin de clasificaciones y métodos, para el estudio de la teoria de grupos y
sus aplicaciones en ingenieria. La teoria de grupos ayuda a comprender los términos
y operaciones realizadas por el observador, para describir las caracteristicas fisicas
del algoritmo implementado. Es importante resaltar que los calculos de la matriz de
homografia se realizan en el espacio proyectivo, el cual tiene sus propias reglas y
propiedades. En el espacio proyectivo muchas de las propiedades surgen en base a
suposiciones, ya que visualizarlo de manera fisica, resulta bastante dificil, a diferencia
de un espacio Euclidiano. En general el estudio de la teoria de grupos en el espacio
proyectivo es extensa y complicada, es aqui donde la topologia tiene su aplicacion, la
cual trata de explicar de alguna manera el comportamiento y las propiedades de los
cuerpos geométricos y como estos se comportan en un espacio y en otro.

La implementacién del algoritmo y control del cuatrirrotor, dentro del entorno de
simulacién, ofrece grandes beneficios, ya que la simulaciéon asemeja de forma aproxi-
mada al modelo fisico, por lo que los resultados obtenidos son parecidos. Una ventaja
del simulador sobre el modelo fisico, es la repetibilidad, ya que se puede repetir el
experimento tantas veces sea necesario. A diferencia del modelo fisico que depende
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de una fuente de energia para alimentar a todos sus componentes, lo que ocasiona un
numero limitado de repeticiones. Para el AR.Drone 2.0, el tiempo de vuelo estimado
ronda entre los 12 y 15 minutos entre cada carga.

Otra ventaja del simulador, es la capacidad de procesamiento. En el simulador, el
procesamiento recae en el hardware que integra el equipo de computo. Si se utiliza
un equipo con buenas especificaciones, los cdlculos y simulaciones se realizaran eficaz-
mente, a diferencia del AR.Drone 2.0, el cual integra un microcontrolador con baja
capacidad computacional, lo que limita la comunicaciéon y transferencia de datos y
el procesamiento de imagen. Para al procesamiento de imagen, en el modelo fisico,
se necesita calibrar la caAmara tantas veces sea necesario. El célculo de la calibracion
varia segun las condiciones luminicas del entorno, limitandose por completo en la
ausencia de una fuente de iluminacién, para el modelo de la caAmara del AR.Drone
2.0.

Si bien es cierto, la navegaciéon realizada no es del todo auténoma, hay que destacar
que el seguimiento de trayectoria se realiz6 sin depender de un sistema de posiciona-
miento, lo cual cumple con la navegacién autonoma. En general el algoritmo de vision
se puede mejorar y optimizar usando otras técnicas de procesamiento de imagen, co-
mo deteccion de formas y patrones, aprendizaje automéatico o métodos basados en
redes neuronales, lo cual requerira una mayor demanda computacional. Los resulta-
dos obtenidos serviran de base para implementar el algoritmo desde otros enfoques.

6.2. Trabajo futuro

Como trabajo futuro se propone:

» Implementar el estimador de velocidad descrito en [44], para complementar el
estimador de posicion.

= Implementar un control mas robusto para el seguimiento de trayectorias.

» Realizar pruebas fisicas, mediante la implementacién del estimador usando el
cuatrirrotor AR.Drone 2.0.

= Implementar el algoritmo en un vehiculo aéreo diferente al AR.Drone 2.0, que
incorpore una mejor resoluciéon de cdmara y una mayor capacidad de procesa-
miento.

= Estudiar la factibilidad de complementar el algoritmo en base a otros enfoques
de visién por computadora.

= Explorar las aplicaciones de la homografia fuera de la robdtica movil.

= Estudiar a detalle la teoria vista en este trabajo, para tratar de optimizar y
mejorar el algoritmo de estimacion.
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