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Resumen

Esta tesis está enfocada en estudiar el problema de control de formación con sincro-
nización de robots móviles en presencia de obstáculos tanto estáticos como dinámicos.
Se consideró un grupo de robots móviles terrestres y uno aéreo con cámara a bordo.
Mediante el uso de la cámara monocular a bordo del robot aéreo, se estima la posición
y orientación de los robots terrestres que componen la formación. De igual manera, se
estima la posición y velocidad de los obstáculos dinámicos a evadir.

Primero, se presenta el modelo cinemático del robot móvil tipo uniciclo y el modelo
cinemático del robot móvil aéreo tipo cuadrirrotor, en el plano horizontal. Se describen
los controladores propuestos, a nivel del robot. Estos controladores se diseñan tomando
en cuenta la configuración y capacidades de cada tipo de robot. Además, se presenta
un método de potenciales artificiales modificado, el cual toma en cuenta la posición y
velocidad del obstáculo, y de la meta a alcanzar. También, se describe el modelo de
proyección en perspectiva y el método de visión artificial usado para estimar la posición
y orientación de los robots terrestres.

Se describe detalladamente el esquema de formación con sincronización de robots
móviles propuesto en este trabajo. Se da un breve repaso al enfoque original de “Cluster
Space” para resaltar la diferencia y contribución de esta tesis. Además, se presenta
el análisis formal de estabilidad de los errores de seguimiento en la formación, para
el caso de robots móviles terrestres. También, se presenta una explicación sobre la
implementación del método de potenciales artificiales modificado en la formación.

Posteriormente, se describen brevemente todos los elementos que componen la plata-
forma experimental empleada. Se muestran los resultados experimentales considerando
obstáculos estáticos y dinámicos en el esquema de formación usando tres robots móviles
terrestres tipo uniciclo.

Se describe el simulador 3D empleado para realizar las simulaciones realistas y ve-
rificar el desempeño del esquema de formación heterogénea, considerando obstáculos
dinámicos; también, se estima la posición, orientación y velocidad de los robots terres-
tres. Finalmente, se dan algunas conclusiones e ideas de trabajo futuro.
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Abstract

This thesis is focused on studying the problem of formation control with synchro-
nization for mobile robots in the presence of obstacles, both dynamic and static. A
group of ground mobile robots and one aerial robot with onboard camera was consi-
dered. By using the monocular camera onboard the aerial robot, the position and the
orientation of the ground mobile robots that compose the formation, are estimated. In
a similar way, the position and velocity of the dynamic obstacles to be avoided, are also
estimated.

First, the kinematic model of unicycle type ground mobile robot and the kinematic
model of the quadcopter type aerial mobile robot, in the horizontal plane, are intro-
duced. The proposed controllers, at the robot level, are described; these controllers are
designed taking into account the configuration and capabilities of each kind of robot.
Furthermore, a modified artificial potential method which takes into account the posi-
tion and velocity of the obstacle, and those of the goal to be reached, is introduced. The
pinhole camera model and the computer vision method used to estimate the position
and orientation of the ground mobile robots, are described.

The proposed formation control scheme, with synchronization, is described in detail.
A brief review about the original “Cluster Space” approach is given in order to show the
difference and the contribution of this work. Furthermore, the formal stability analysis
of the trajectory tracking errors in the formation, for the case of ground mobile robots, is
given. Also, an explanation about the implementation of the modified artificial potential
method, when used in the formation, is presented.

Next, all the elements that compose the experimental platform used in this work,
are briefly described. The experimental results considering static and dynamic obstacles
in the formation scheme are shown using three unicycle type ground mobile robots.

The 3D simulator used to carry out realistic simulations and to verify the develoment
of the heterogenous formation is described, considering dynamic obstacles avoidance;
also, the position, orientation and velocity of the ground robots are estimated. Finally,
some conclusions and future work ideas are given.
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4.1 Cámaras Flex 13 y OptiHubs 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.2 Entorno del software Motive. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.3 Flujo de datos en la plataforma experimental. . . . . . . . . . . . . . . 51
4.4 Modelos del TurtleBot3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

5.1 Trayectorias en el plano. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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6.6 Velocidades de control de los 3 robots (clúster terrestre). . . . . . . . . 68
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1 Generalidades

La coordinación de movimiento y el control cooperativo han sido estudiados consi-
derablemente en los últimos años debido a su gran potencial de aplicación en prácticas
civiles y/o militares. Múltiples robots tienen mayor ventaja en comparación con un solo
individuo, incluyendo robustez al fallo de elementos individuales, re-configurabilidad y
realizar tareas más complicadas, imposibles para un solo individuo, como por ejemplo
el monitoreo del entorno, exploración, búsqueda y rescate, escoltamiento, localización
de un objetivo particular y transporte de objetos pesados. Un sistema de control coope-
rativo consiste de un grupo de individuos autónomos (agentes) con sensores, cámaras u
otros dispositivos de comunicación inalámbrica. Aśı, un sistema de control cooperativo
tiene cuatro elementos básicos: objetivo grupal, individuos, topoloǵıa de la información
y un algoritmo de control que gobierna el funcionamiento de los individuos [1]. Hay
muchos ejemplos en la naturaleza donde se juntan múltiples trabajos individuales de
manera coordinada para alcanzar los objetivos individuales y el objetivo del grupo. La
formación de múltiples individuos ha sido estudiada extensamente en la literatura con
aplicaciones en robots móviles terrestres, aéreos, acuáticos y satélites.

El control de formación se refiere al problema de controlar la posición relativa y
orientación de los robots móviles en el grupo de acuerdo con una forma preestablecida
para realizar una tarea dada [2]. Muchos enfoques han sido propuestos en la literatura
para el control de formación de sistemas multi-robots y pueden ser divididos en tres
notables grupos principales: estrategias ĺıder-seguidor [3], basados en comportamien-
to y estructuras virtuales [4], [5]. Adicional a éstos, se han propuesto otros enfoques
para el control de formación como potenciales artificiales [6], [7], teoŕıa de grafos, es-
pacio nulo [8], enfoques de sincronización y “Cluster Space”, por mencionar algunos. A
continuación se da una breve descripción de los enfoques principales.

Ĺıder-seguidor: En este enfoque un veh́ıculo es elegido como ĺıder, mientras que
los demás se designan como seguidores. El ĺıder regula su postura para seguir
alguna trayectoria deseada y los seguidores persiguen la posición y orientación de

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

su vecino más cercano considerando sus posiciones relativas preestablecidas. La
ventaja de este enfoque es que es fácil de entender e implementar. La desventaja
es que no hay retroalimentación de la postura de los seguidores hacia el ĺıder y por
lo tanto si el seguidor es perturbado se pierde la formación sin forma de corregirla.

Basado en comportamiento: El comportamiento de cada individuo es des-
crito de forma preestablecida, el resultado final se deriva de la ponderación del
comportamiento de cada individuo. Este enfoque es factible para grupos nume-
rosos de individuos por ser una arquitectura descentralizada. La desventaja es
que el modelo matemático que describe la dinámica del grupo es muy complejo
ó no se puede obtener de forma expĺıcita, además de la dificultad de garantizar
matemáticamente la estabilidad del sistema.

Estructuras virtuales: Todos los individuos tienen una relación geométrica ŕıgi-
da basada en puntos virtuales [9]. Con este enfoque la trayectoria deseada no se
asigna de manera individual a cada móvil, en lugar de eso, se asigna al sistema
completo como si fuera un único cuerpo y conociendo la dinámica de la estructura
virtual se obtiene la ley de control para cada miembro [4]. La principal ventaja de
este enfoque es la sencillez de determinar el comportamiento del grupo y que la
formación puede ser mantenida bastante bien durante maniobras. La desventaja
es que no es posible considerar formaciones variantes en el tiempo y además la
prioridad de los individuos entre mantener la formación y seguir su trayectoria no
puede ser cambiada [5].

Sincronización: Se puede alcanzar una formación deseada para el grupo de ro-
bots a través de la sincronización del seguimiento individual de la trayectoria de
cada móvil mientras mantienen una formación variante o invariante en el tiem-
po [10–12]. Para medir el desempeño de la formación, en [10], los autores presentan
el concepto de error de sincronización de posición, el cual está definido como la
diferencia de posición entre cada par de robots vecinos. Bajo este enfoque, no solo
la convergencia a cero de los errores de posición sino también cómo estos errores
convergen a cero es considerada al mismo tiempo.

Cluster Space: Este enfoque fue propuesto por Christopher A. Kitts e Ignacio
Mas en 2008 [13]. Esta técnica propone de manera simplificada especificaciones
y monitoreo del movimiento de los robots móviles que conforman una entidad
simple (clúster), de tamaño limitado, usando un enfoque centralizado y en un
entorno local. Este clúster o formación tiene su propia dinámica. Los estados del
clúster son función de los estados de todos los robots. Las señales de control se
calculan a nivel de la formación. Para obtener las velocidades de control para los
robots se emplean las matrices Jacobianas, de manera similar a como se estudian
los robots manipuladores. Por lo tanto, se obtienen las señales de control para
cada robot a partir de las señales a nivel del clúster [14]. Se asume que cada
robot posee un controlador interno que garantiza la regulación de su velocidad.
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Sin embargo, es posible obtener una configuración del clúster, tal que la matriz
Jacobiana sea singular [15], [16].

En este trabajo, para resolver el problema de control de formación y sincronización
de robots móviles se utiliza una versión modificada de dicho enfoque. Para entender
mejor el aporte de esta tesis en cuanto al esquema de formación y sincronización, a
continuación se describen brevemente los principales trabajos relacionados.

En [10] se presenta un enfoque de sincronización para resolver el problema de regu-
lación de posición usando múltiples robots móviles, esto es, el movimiento de los robots
es sincronizado desde una forma espećıfica inicial a otra forma espećıfica final. Con
el controlador propuesto se garantiza convergencia asintótica a cero de los errores de
posición y los errores de sincronización de cada robot, pero no se pide que la formación
siga una trayectoria deseada.

En [5], los autores proponen una estrategia para resolver el problema de control de
formación y sincronización de robots móviles usando el enfoque de estructura virtual con
acoplamiento mutuo entre los robots. Este acoplamiento mutuo se impone directamente
en la ley de control de los robots tipo diferencial debido a su restricción no holónoma.
Con estos términos de acoplamiento mutuo es posible sincronizar los robots móviles
dando mayor robustez a la formación ante perturbaciones externas. Se muestra que
se debe elegir una correcta sintonización de las ganancias de acoplamiento mutuo y
las ganancias del controlador para obtener el desempeño deseado en el seguimiento
individual de la trayectoria de cada robot y la sincronización de la formación. Se presenta
la prueba de estabilidad bajo la suposición de que todas las velocidades angulares de
los robots no holónomos son iguales y diferentes de cero.

En [17], los autores presentan un controlador a nivel del clúster usando robots móvi-
les tipo diferencial. Dicho controlador genera las señales de velocidad para cada robot
móvil. En la prueba de estabilidad del sistema en lazo cerrado, se muestra que los erro-
res de seguimiento del clúster están acotados. Sin embargo, los errores de seguimiento
pueden reducirse incrementando las ganancias del controlador.

En [18], se estudian algunos de los enfoques de formación más comunes en la litera-
tura desde la perspectiva de Cluster Space. En particular los enfoques de ĺıder-seguidor,
funciones potenciales y estructuras virtuales son abordados con el objetivo de mostrar
la flexibilidad del esquema de Cluster Space. Se comparan las ventajas y desventajas
de cada uno.

Por otra parte, la habilidad de los robots móviles de navegar libremente evadiendo
obstáculos estáticos y dinámicos es necesaria en muchas aplicaciones reales como nave-
gación en interiores [19], exploración [20], transporte automático en entornos dinámicos,
entre otros. En esta situación se requiere, en ĺınea, que el robot tome una decisión de
hacia donde moverse y con qué velocidad. Muchos enfoques para abordar este problema
han sido propuestos como: Dynamic Window, por jerarqúıas [21], Velocity Obstacle y
sus diferentes versiones [22]- [25], Collision Cone y usando el método de potenciales
artificiales [26–28].



4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

No obstante, en los enfoques de formación, se asume que cada robot puede obtener
de manera precisa su posición global mediante el uso de diferentes sensores. Para abor-
dar este problema, algunos investigadores han utilizado sensores a bordo (e.g., sensores
láser, cámaras y sensores tipo sonar, IMU o giroscopio). Comparado con los sensores
tradicionales, los diferentes tipos de cámaras: monocular, estéreo, omnidireccionales y
dispositivos kinect, pueden proveer bastante información, haciéndolos una opción muy
popular en el control de formación usando única y exclusivamente mediciones relativas
mediante sensores a bordo [29]. Sin embargo, las desventajas prácticas de incorporar
sensores adicionales incluyen: aumento del costo, aumento de complejidad, decremen-
to de fiabilidad e incremento de la carga computacional [30]. Tomando en cuenta las
desventajas mencionadas, muchos autores han elegido estrategias servo-visuales usando
una cámara monocular que dependen de técnicas anaĺıticas para abordar la pérdida de
información.

Las 2 principales estrategias servo-visuales (VS, por sus siglas en inglés) son: basada
en posición (Position-based visual servoing, PBVS) y basada en imagen (Image-based
visual servoing, IBVS). Los métodos de control usando PBVS [31–34] utilizan informa-
ción del escenario tridimensional que se reconstruye a partir de la información de la
imagen. Esto es, la cámara actúa como un “sensor cartesiano”, donde los algoritmos
de estimación de la postura usan los datos de la cámara para generar una señal de
error en el espacio cartesiano. Este error es entonces usado por la ley de control como
retroalimentación. La principal ventaja de esta estrategia es que se puede controlar la
trayectoria del robot, dada en el espacio cartesiano, usando técnicas de control bien
conocidas para resolver el problema de seguimiento de trayectoria. Como una desven-
taja, es que ciertas trayectorias, definidas en el espacio cartesiano, pueden conducir a
que el objetivo se localice fuera del campo de visión de la cámara (POV, por sus si-
glas en inglés) [35]. En los métodos que usan IBVS [36–40], los estados a controlar son
imágenes caracteŕısticas ó puntos caracteŕısticos en una imagen de un objetivo, esto
significa que los datos de la imagen son usados directamente en la ley de control. La
mayor desventaja de estos métodos es que solamente se puede regular la postura de la
cámara con respecto a la postura donde la imagen de referencia fue tomada.

1.2 Planteamiento del problema

En la literatura se presentan varias estrategias de control para resolver el problema
de seguimiento de trayectoria, navegación evadiendo obstáculos dinámicos y convergen-
cia a una meta, aśı como diferentes enfoques para resolver el problema de control de
formación y sincronización de robots móviles. A continuación se presentan los aspectos
considerados y los problemas a resolver en este trabajo:

1. Esquemas de formación y sincronización de robots móviles garantizando la con-
vergencia asintótica de los errores del sistema.
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2. Problema de navegación libre de colisiones utilizando un método de evasión de
obstáculos estáticos y dinámicos.

3. Leyes de control para resolver el problema de seguimiento de trayectoria de cada
robot móvil que componen la formación, utilizando el modelo cinemático.

4. Estrategia de estimación de la posición y orientación de los robots móviles que
componen la formación utilizando una cámara a bordo mediante algoritmos de
visión computacional.

5. Estrategia de estimación de la posición, orientación y velocidad de los obstáculos
móviles utilizando la cámara a bordo de un robot móvil aéreo, empleando visión
artificial.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

El objetivo general de este trabajo de tesis es proponer, implementar, evaluar y
validar, un enfoque de formación y sincronización de robots móviles, con el fin de resolver
el problema de navegación y convergencia a la meta, considerando obstáculos estáticos
y dinámicos. También, solamente con sensores a bordo de los robots móviles (terrestres
o aéreos), proponer, implementar, evaluar y validar una estrategia de estimación de las
posiciones relativas y la orientación relativa entre los robots móviles mediante el uso de
algoritmos de visión computacional.

1.3.2 Objetivos espećıficos

1. Diseñar, implementar y validar leyes de control para el seguimiento de la trayec-
toria de cada robot móvil utilizando el modelo cinématico.

2. Proponer, implementar y validar un esquema de formación y sincronización de
robots móviles a partir de los trabajos en la literatura.

3. Demostrar formalmente la estabilidad en lazo cerrado del esquema y de las leyes
de control propuestas.

4. Implementar y validar un método de evasión considerando obstáculos tanto estáti-
cos como dinámicos.

5. Desarrollar una plataforma experimental para probar las leyes de control y el
esquema de formación propuesto.

6. Implementar una estrategia usando visión computacional para estimar la posición
y orientación de los robots móviles que componen la formación mediante el uso
de una cámara monocular a bordo de un robot aéreo.
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1.4 Contribuciones de la tesis

Las principales contribuciones de este trabajo se presentan a continuación:

1. Se propone un enfoque de sincronización basado en el esquema de “Cluster Space”
para resolver el problema de control de formación.

2. Se demuestra formalmente la convergencia de los errores de seguimiento de cada
robot móvil que compone la formación.

3. Se evalúa, numérica y experimentalmente, el esquema de sincronización y las leyes
de control propuestas.

4. Se implementa una estrategia de visión artificial para estimar la posición y orien-
tación de los robots móviles mediante el uso de una cámara monocular a bordo
del robot aéreo, sin requerir de algún otro tipo de sensor a bordo como IMU,
giroscopio, LIDAR (radar) o dispositivo kinect. Aumiendo que sólo éste cuenta
con un sistema de posicionamiento global (GPS).

1.5 Organización de la tesis

Este documento se organiza como sigue, en el Caṕıtulo 2 se muestran las bases teóri-
cas para el desarrollo del presente trabajo. En el Caṕıtulo 3 se describen detalladamente
los aspectos y las caracteŕısticas del esquema de formación y sincronización con evasión
de obstáculos propuesto. Además, se presenta el análisis de la estabilidad del sistema en
lazo cerrado. En el Caṕıtulo 4 se describen las caracteŕısticas de los componentes que
integran la plataforma experimental utilizada. En el Caṕıtulo 5 se presentan las pruebas
realizadas en el laboratorio utilizando única y exclusivamente una formación compuesta
por 3 robots móviles terrestres tipo uniciclo sin cámara a bordo ni visión artificial. En
el Caṕıtulo 6 se describe el simulador utilizado para validar la estrategia de estimación
de posición utilizando una cámara a bordo del robot móvil tipo cuadrirrotor. También,
se presentan los resultados de simulación para la formación heterogénea usando visión
artificial. Finalmente, en el Caṕıtulo 7 se presentan las conclusiones y el trabajo futuro.



Caṕıtulo 2

Marco teórico

En este caṕıtulo se presentan el modelo cinemático del robot móvil tipo uniciclo,
su restricción no holónoma y el modelo cinemático para un robot móvil tipo omnidi-
reccional en el plano horizontal, el cual es utilizado para modelar el robot aéreo tipo
cuadrirrotor. También se describen los controladores utilizados a nivel de los robots.
Asimismo, se presenta el método de potenciales artificiales el cual toma en cuenta la
posición y velocidad del obstáculo y la meta. Para resolver el problema de mı́nimo local
que se presenta con este método, se propone una nueva fuerza con ganancia variable
perpendicular a la fuerza repulsiva. Finalmente, se describe el modelo de proyección en
perspectiva y el método de visión artificial usado para estimar la posición y orientación
de los robots mediante una cámara monocular.

2.1 Modelo cinemático del robot móvil terrestre

El tipo de robot móvil terrestre utilizado en este trabajo es un tipo (2,0), tipo
diferencial o uniciclo, por tal motivo a continuación se describe el modelo cinemático
para este tipo de robot. El modelo cinemático de postura en tiempo continuo del i-ésimo
robot tipo (2,0), en un grupo de n robots, está definido como

ẋi(t) = Vi(t) cos qi(t), (2.1.1)

ẏi(t) = Vi(t) sin qi(t), (2.1.2)

q̇i(t) = Wi(t), (2.1.3)

con i = 1, 2, ..., n, donde Pi = (xi(t), yi(t)) es el punto medio del eje de las ruedas
del el i-ésimo robot que compone la formación, con respecto del marco de referencia
global {G} = [XG, YG, ZG]T ; y qi(t) es el ángulo de orientación con respecto al eje XG,
véase la Fig. 2.1. Vi(t),Wi(t) son la velocidad lineal y la velocidad rotacional del robot,
respectivamente, las cuales son las entradas de control. De esta manera, las velocidades
lineales ẋi y ẏi son la proyección de la velocidad traslacional a lo largo de los ejes XG

y YG, respectivamente. Por otro lado, la velocidad angular del robot es igual a la razón

7
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Figura 2.1: Robot móvil terrestre tipo (2,0).

de cambio del ángulo qi con respecto al tiempo. Por medio de las señales Vi y Wi se
puede representar la totalidad de movimientos posibles a efectuar por el robot móvil
en un espacio de trabajo compuesto por un plano coordenado formado por los ejes XG

y YG.

Desde un punto de vista práctico, los cambios de dirección y la tracción del robot se
obtienen mediante la diferencia existente entre las velocidades angulares de sus ruedas
motrices. Para obtener dicha relación se tienen que tomar las siguientes consideracio-
nes. En primera instancia, se asume que las ruedas del móvil son lo suficientemente
ŕıgidas para no sufrir ninguna deformación cuando el veh́ıculo se desplaza. Además,
se asume que no existe ningún tipo de deslizamiento ocasionado por el movimiento de
las ruedas del robot. Finalmente, dado que se emplea el modelo cinemático de postura
para deducir la relación entre las velocidades rotacional y traslacional y la velocidad
angular de cada rueda, se considera que el espacio de trabajo del robot es perfectamente
plano y que existe únicamente un punto de contacto entre cada rueda y el plano de
trabajo. Entonces, las velocidades traslacional y rotacional expresadas en función de las
velocidades angulares de cada rueda están dadas por

[
wri(t)
wli(t)

]
=

1

Rw

[
1 b
1 − b

] [
Vi(t)
Wi(t)

]
, (2.1.4)

donde Rw es el radio de cada rueda, 2b es la distancia entre las ruedas. wri(t) y wli(t)
son las velocidades angulares de la rueda derecha e izquierda, respectivamente. Es im-
portante notar que la matriz de transformación es no singular cuando Rw > 0 y b > 0,
por lo tanto existe una relación uno a uno y sobre entre [Vi(t),Wi(t)]

T y [wri(t), wli(t)]
T ,

pudiéndose alcanzar cualquier valor de velocidad lineal y angular, eligiendo adecuada-
mente las velocidades en las ruedas.
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2.1.1 Restricciones del modelo cinemático y velocidades desea-
das

La utilización de modelos cinemáticos implica algunas limitaciones en su aplicación
práctica debido a que sólo considera las dinámicas de las velocidades asociadas al sis-
tema mecánico. En este trabajo se considera el modelo cinemático del veh́ıculo, bajo la
hipótesis de que opera a bajas velocidades. El robot móvil utilizado es no holónomo, ya
que el modelo cinemático que lo describe tiene una restricción no holónoma1, la cual se
expresa impĺıcitamente en (2.1.1) y (2.1.2).

Por lo tanto, es posible llevar al robot considerado, el tipo (2,0) desde una posición
inicial hacia cualquier otra posición final moviendo sus ruedas sin deslizamiento, sin
embargo, el camino recorrido entre ambas posiciones no puede ser cualquiera, debido a
que el veh́ıculo no puede desplazarse hacia cualquier dirección en un instante de tiempo
cualquiera. Aśı como el sistema de referencia deseado debe cumplir también con una
dinámica de la forma

ẋid = Vid cos(qid), ẏid = Vid sin(qid), q̇id = Wid, (2.1.5)

donde el sub́ındice d indica los valores deseados para cada variable. De las ecuaciones
anteriores se tiene que la restricción no holónoma está dada por

ẋid sin(qid)− ẏid cos(qid) = 0. (2.1.6)

Por lo tanto, la orientación deseada para el robot móvil tipo uniciclo debe satisfacer

qid = tan−1

(
ẏid
ẋid

)
, (2.1.7)

y las velocidades deseadas en función de los estados deseados tienen la forma

Vid =
√

(ẋid)2 + (ẏid)2, Wid =
ẋid ÿid − ẍid ẏid
(ẋid)2 + (ẏid)2

, (2.1.8)

con (ẋid)
2 + (ẏid)

2 6= 0 ∀t ≥ 0.

2.2 Controladores para los robots terrestres

En esta sección se describen los controladores implementados en cada uno de los
robots móviles que componen la formación para resolver el problema de seguimiento
de trayectoria y sincronización. Éstos son llamados controladores internos debido a que
se tienen controladores configurados en cascada. En el caṕıtulo siguiente se describe el
controlador principal o externo que se realiza a nivel de la formación.

Generalmente, para abordar el problema de seguimiento de trayectoria para un robot
móvil tipo uniciclo considerando el modelo cinemático se toma como salida:

1Una restricción definida por la ecuación J(q)q̇ = 0, donde q(t) es continua y diferenciable y J(q) es

continua y diferenciable no es integrable cuando no existe una función F (q) tal que J(q) = ∂F (q)
∂q , [41].
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1. el punto medio del eje de las ruedas o

2. un punto externo del eje de las ruedas.

Observación 2.1 Los controladores presentados en este trabajo han sido ampliamente
utilizados en la literatura, [42–44], y en cada uno se toma una de las salidas mencio-
nadas anteriormente. También, otro objetivo de utilizar 2 diferentes controladores es
para demostrar que con este esquema de formación es posible reemplazar el controlador
interno por algún otro diferente haciendo algunas adaptaciones.

2.2.1 Controlador por seguimiento práctico (usando el punto
medio)

Considere el modelo cinemático para el robot tipo (2,0) descrito en (2.1.1)-(2.1.3),
con la salida el punto medio del eje de las ruedas Pi, esto es hxi = xi, hyi = yi. El
sub́ındice i hace referencia al i-ésimo robot en la formación. Vi,Wi son las entradas de
control, velocidad lineal y velocidad angular respectivamente. Este controlador logra
resolver el problema de seguimiento de trayectoria para robots móviles tipo (2,0) ha-
ciendo que el ángulo de orientación también converja a su valor deseado, siempre que
la trayectoria deseada cumpla con la restricción no holónoma descrita en (2.1.6). Este
controlador está basado en [42] y [43].

Derivando una vez cada salida y la orientación angular, e igualando a una señal
virtual se tiene

ḣxi = ẋi = νxi, ḣyi = ẏi = νyi, Wi = νqi. (2.2.1)

A partir del modelo cinemático del robot tipo uniciclo, multiplicando los términos ẋi, ẏi
por cos(qi), sin(qi), respectivamente, y sumándolos se obtiene la velocidad lineal dada
de la forma

Vi = νxi cos(qi) + νyi sin(qi), (2.2.2)

donde las señales virtuales se elijen como

νxi = ẋid − kxi(xi − xid), (2.2.3)

νyi = ẏid − kyi(yi − yid), (2.2.4)

νqi = q̇id − kqi(qi − qid), (2.2.5)

donde el sub́ındice d indica el valor deseado para cada estado. kxi, kyi, kqi son ganancias
positivas de diseño.

Los errores de seguimiento cartesianos y de orientación de cada robot móvil, en el
marco de referencia global, están dados por

exi = xi − xid, (2.2.6)

eyi = yi − yid, (2.2.7)
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eqi = qi − qid. (2.2.8)

De (2.1.3) y (2.2.5) se tiene en lazo cerrado

q̇i = q̇id − kqieqi ⇒ ėqi + kqieqi = 0. (2.2.9)

Por lo tanto, la señal qi, con i = 1, ..., n, converge exponencialmente a su valor deseado.
La convergencia de los errores exi y eyi se muestra posteriormente.

2.2.2 Controlador P con compensación (usando un punto ex-
terno)

Considere nuevamente el modelo cinemático para el robot tipo (2,0) descrito en
(2.1.1)-(2.1.3), pero en este caso, tome en cuenta la salida del sistema un punto por
fuera del eje de las ruedas recorrido una distancia l > 0, pi = (x′i, y

′
i), véase la Fig. 2.1.

El punto externo está dado por

pi = (xi + l cos qi, yi + l sin qi). (2.2.10)

Este controlador logra resolver el problema de seguimiento de trayectoria para robots
móviles tipo (2,0) tomando en cuenta que el ángulo de orientación es otro estado el cual
se mantiene acotado, [44].

Derivando una vez cada salida (hxi = x′i, hyi = y′i), e igualando a una señal auxiliar
se tiene [

ḣxi
ḣyi

]
=

[
νxi
νyi

]
=

[
cos(qi) −l sin(qi)
sin(qi) l cos(qi)

]
︸ ︷︷ ︸

Ai(qi)

[
Vi
Wi

]
, (2.2.11)

donde Ai(qi) es la matriz de desacoplamiento de cada robot. Dado que det(Ai) = l, la
matriz de desacoplamiento es no singular ∀ l 6= 0. Por tanto, la ley de control está dada
por

[Vi, Wi]
T = A−1i (qi)[νxi, νyi]

T , (2.2.12)

donde las señales auxiliares se elijen como

νxi = ẋ′id − κxie′xi, (2.2.13)

νyi = ẏ′id − κyie′yi, (2.2.14)

con i = 1, ..., n. e′xi = x′i − x′id, e′yi = y′i − y′id son los errores de seguimiento cartesiano
considerando el punto pi. x

′
id, y

′
id, ẋ

′
id, ẏ

′
id son las posiciones y velocidades deseadas,

respectivamente. κxi, κyi son ganancias positivas.
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2.3 Modelo cinemático del robot móvil aéreo

El robot móvil aéreo utilizado en este trabajo es un cuadrirrotor. En la literatura
se pueden encontrar múltiples forma de nombrar a este veh́ıculo aéreo no tripulado,
estas son: UAV (unmanned aerial vehicle), cuatrirrotor. A partir de este momento se
empleará cualquiera de estos nombres indistintamente.

Un cuadrirrotor es un veh́ıculo aéreo tipo helicóptero propulsado por cuatro rotores.
Cada rotor se compone de un motor eléctrico tipo brushless y una hélice. Cuando el
rotor está girando, se genera una fuerza de empuje perpendicular al plano de rotación
de la hélice. Dicha fuerza de empuje es proporcional al cuadrado de la velocidad angular
de la hélice.

Para obtener la posición y orientación del cuadrirrotor en el espacio tridimensio-
nal, considérese el marco de coordenadas inercial {G} = [XG, YG, ZG]T y un marco de
coordenadas adjunto al cuadrirrotor {B} = [XB, YB, ZB]T , como se muestra en la Fig.
2.2. La orientación en el espacio tridimensional de un cuadrirrotor se representa por
medio de los tres ángulos de Euler: alabeo (φ), cabeceo (θ), guiñada (ψ), con respecto
al marco B. El ángulo de alabeo (φ) representa la rotación del cuadrirrotor respecto al
eje XB, el ángulo de cabeceo (θ) representa la rotación respecto al eje YB y el ángulo de
guiñada (ψ) representa la rotación respecto al eje ZB. Debido a que solamente se utiliza
un cuadrirrotor en la formación, la posición del centro de gravedad del cuadrirrotor con
respecto al marco {G}, está dado por P = (x, y, z).

Para lograr el vuelo estacionario (hover) del cuadrirrotor es necesario que la suma
de las fuerzas de empuje de los 4 rotores sea igual al peso del veh́ıculo. Por otro lado,
un rotor al girar genera un momento reactivo debido a las fuerzas aplicadas sobre la
hélice, este momento reactivo es de sentido contrario al giro de la hélice, debido a este
fenómeno, dos hélices giran en sentido horario y las otras dos giran en sentido antiho-
rario, con el fin de contrarrestar los momentos reactivos que el cuerpo experimenta al
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Figura 2.2: Robot móvil aéreo.
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hacer girar los rotores; aśı cada par de motores opuestos giran en el mismo sentido.
Al variar las velocidades angulares de sus rotores se pueden modificar los ángulos de
Euler, lo cual produce movimiento traslacional en el cuadrirrotor. Existen 2 tipos de
configuraciones de los rotores en los cuadrirrotores, configuración en “+” y “×”. La
configuración utilizada en la figura 2.2, es una en “+”. La diferencia entre estas con-
figuraciones radica en que la forma “+” sólo utiliza un motor para generar el par de
entrada, mientras que la forma “×” emplea 2 motores simultáneamente.

Observación 2.2 Debido a que el esquema de formación y sincronización propuesto
en este trabajo está basado en el esquema de “Cluster Space”, el cual toma en cuenta
los modelos cinemáticos de los robots móviles que componen la formación, se toma en
cuenta únicamente el modelo cinemático del cuadrirrotor. No obstante, es importante
mencionar que existen muchos cuatrirrotores comerciales o de uso para investigación
que incorporan diferentes controladores internos, comúnmente PID’s, tal que se garan-
tiza que la aeronave pueda ser controlada mediante diferentes entradas de control.

Para obtener el modelo cinemático del cuadrirrotor se hacen las siguientes suposi-
ciones:

Suposición 2.1 El cuadrirrotor posee controladores internos tal que, para pro-
vocar un movimiento de traslación, se garantiza que las entradas del sistema son
velocidades traslacionales, en los ejes XB, YB y ZB.

Suposición 2.2 El cuadrirrotor posee un controlador interno tal que, para pro-
vocar un movimiento de rotación sobre su eje ZB, se garantiza que la entrada de
control es una velocidad angular.

Bajo las suposiciones anteriores, el modelo cinemático del cuadrirrotor está dado
por [

ẋ
ẏ

]
=

[
cosψ − sinψ
sinψ cosψ

]
︸ ︷︷ ︸

Rz(ψ)

[
vx
vy

]
, (2.3.1)

ż = vz, (2.3.2)

ψ̇ = wz, (2.3.3)

donde las velocidades vx, vy, vz y wz, con respecto del marco de coordenadas {B}, son
las entradas de control. Debido a que solamente se pretende mantener el robot aéreo
volando a una cierta altura fija, las ecuaciones (2.3.1)-(2.3.3) corresponden al modelo
cinemático de un robot móvil terrestre tipo (3,0) u omnidireccional, (Fig. 2.3).

2.3.1 Controlador para el robot aéreo

Considere el modelo cinemático del cuatrirrotor descrito por (2.3.1)-(2.3.3), con el
vector de salida del sistema h = [x, y, z, ψ]T . Debido a que se estudia un sistema lineal,



14 CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

el controlador P con compensación implementado en el robot móvil aéreo logra resolver
el problema de seguimiento de trayectoria haciendo que todos los estados (x, y, z, ψ)
converjan exponencialmente a su valor deseado (xd, yd, zd, ψd), para el caso sin pertur-
baciones.

Derivando una vez cada salida e igualando a una señal virtual se tiene

ḣx = ẋ = Ux, ḣy = ẏ = Uy, ḣz = ż = Uz ḣψ = Uψ. (2.3.4)

La ley de control está dada por[
vx
vy

]
= R−1z (ψ)

[
Ux
Uy

]
,

[
vz
wz

]
=

[
Uz
Uw

]
, (2.3.5)

con 
Ux
Uy
Uz
Uw

 =


ẋd − κxex
ẏd − κyey
żd − κzez
ψ̇d − κψeψ

 , (2.3.6)

con κx, κy, κz, κψ > 0, donde los errores de seguimiento, en el marco de referencia global,
están dados por

ex = x− xd, ey = y − yd, ez = z − zd, eψ = ψ − ψd. (2.3.7)

Sustituyendo la ley de control (2.3.5)-(2.3.6) en el modelo cinemático (2.3.1)-(2.3.3),
se obtiene

λ̇ = λ̇d − κλeλ ⇒ ėλ + κλeλ = 0, con λ = x, y, z, ψ. (2.3.8)

Por lo tanto, los estados (x, y, z, ψ) convergen exponencialmente a su valor deseado.

Figura 2.3: Robot móvil aéreo, simplificado a un robot móvil tipo omnidireccional en
el plano horizontal.
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2.4 Estrategia de estimación de estados basada en

visión artificial

2.4.1 Modelo de proyección en perspectiva

Para explicar el modelo de proyección en perspectiva, considere un punto Pm ∈ R3.
El vector de posición de ese punto, expresado con respecto al marco de referencia
global {G} = [XG, YG, ZG]T , está dado por GPm = [Xg, Yg, Zg]

T . El vector de posición
de ese mismo punto, expresado con respecto al marco de referencia de una cámara
monocular {C} = [XC , YC , ZC ]T , está dado por CPm = [Xc, Yc, Zc]

T . La transformación
que relaciona el cambio de coordenadas está dada como [45], [46]

CPm =C
G R GPm +C

G t, (2.4.1)

donde C
GR ∈ R3x3 es la matriz de rotación que alinea el marco {G} con {C}, CGt es el

vector de traslación entre los marcos de referencia, con respecto al marco {C}.
La ecuación (2.4.1) se puede reescribir como P̂c = ĤP̂g, donde P̂c = [Xc, Yc, Zc, 1]T

y P̂g = [Xg, Yg, Zg, 1]T son los vectores de coordenadas homogéneas. Ĥ ∈ R4x4 es la
matriz de transformación homogénea dada por

Ĥ =

[
C
GR C

Gt
0T 1

]
(2.4.2)

La transformación que mapea del vector P̂g al vector CPm está dada por Xc

Yc
Zc

 =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

[ C
GR C

Gt
0T 1

]
P̂g = [R|t]


Xg

Yg
Zg
1

 , (2.4.3)

donde a la matriz [R|t] ∈ R3x4 se le llama matriz de los parámetros extŕınsecos de la
cámara, la cual contiene la rotación y la traslación entre los marcos de referencia de la
cámara y del marco global.

Usando el modelo de proyección en perspectiva de una cámara monocular, el punto
CPm se proyecta en un punto en el plano de la imagen pm = (u, v), a través del centro
óptico de la cámara Oc, véase la Fig. 2.4.

La transformación que describe el modelo de proyección en perspectiva de una cáma-
ra libre de distorsión está dada por

P̂m = K CPm =

 u
v
1

 =

 kuf γ u0

0 kvf v0

0 0 1

 Xc

Yc
Zc

 , (2.4.4)

donde K es la matriz de calibración, la cual está compuesta por los parámetros intŕınse-
cos de la cámara (f, ku, kv, u0, v0, γ). f es la distancia focal de la cámara (en metros),
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Figura 2.4: Modelo de proyección en perspectiva.

ku y kv son el número de pixeles por unidad de distancia en coordenadas de la imagen
(en pixel/m), el punto (u0, v0) es la coordenada en el plano de la imagen del punto
principal, es decir el punto de intersección del plano de la imagen y el eje óptico ZC (en
pixeles), γ es el factor de torcedura que en la mayoŕıa de los casos se considera cero.

Es importante mencionar que, a partir del modelo de proyección en perspectiva de
la cámara y utilizando los parámetros intŕınsecos de la misma, se pueden obtener las
coordenadas del punto pm a partir del punto CPm dadas por[

u
v

]
=

[
kufXc/Zc + u0

kvfYc/Zc + v0

]
(2.4.5)

Note de la ecuación anterior, la profundidad Zc, del punto CP, está impĺıcita en las
coordenadas de la imagen (u, v).

Finalmente, el modelo completo de proyección en perspectiva que describe la relación
entre un punto 3D, en coordenadas homogéneas P̂g, expresado con respecto al marco

global, y su proyección en el plano de la imagen, en coordenadas homogéneas P̂m, está
dada por P̂m = K[R|t]P̂g, más precisamente

 u
v
1

 =

 kuf γ u0

0 kvf v0

0 0 1

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

[ C
GR C

Gt
0T 1

]
Xg

Yg
Zg
1

 (2.4.6)

La calibración de la cámara es el proceso de obtener los parámetros fundamentales de
una cámara. En una cámara ideal, el punto CPm se proyecta en el punto en el plano de
la imagen pm = (u, v) . Sin embargo, las lentes de las cámaras normalmente distorsionan
la escena haciendo que los puntos alejados del centro estén aún más lejos. Por lo tanto,
las franjas verticales cerca de los bordes de la imagen aparecen ligeramente dobladas.
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En consecuencia, si se desea conocer la proyección de un ṕıxel, se deben considerar los
componentes de distorsión. Hay dos tipos de distorsiones (radial y tangencial) y éstas
están representadas por los parámetros k1, k2, k3, p1, p2.

Los parámetros de distorsión son los coeficientes radiales k1, k2 y k3; p1 y p2 son
los coeficientes de distorsión tangencial. La Figura 2.5 muestra dos tipos comunes de
distorsión radial: distorsión de barril (que disminuye monótonamente) y distorsión de
acerico (que aumenta monótonamente). La distorsión radial es siempre monótona para
lentes reales, y si el estimador produce un resultado no monótono, esto debe considerarse
un error de calibración.

La distorsión radial ocurre en el proceso de convertir el sistema de coordenadas de
la cámara al sistema de coordenadas f́ısico de la imagen. La distorsión tangencial se
produce en el proceso de fabricación de la cámara porque el plano del elemento fotosen-
sible no es paralelo al objetivo, la causa es que la lente no está completamente paralela
al plano de la imagen.

2.4.2 Estimación de la posición y orientación relativa usando
los marcadores arUco

El módulo ArUco se basa en la biblioteca ArUco, una biblioteca popular para la
detección de marcadores cuadrados desarrollada por Rafael Muñoz y Sergio Garrido
[47]. La biblioteca está escrita en C ++ y requiere OpenCV. ArUco es una biblioteca de
código abierto para detectar marcadores cuadrados en imágenes. Además, si la cámara
está calibrada, se puede estimar la pose de la cámara con respecto a los marcadores,
véase la Fig. 2.6.

Hay varios tipos de marcadores, cada uno de ellos perteneciente a un diccionario.
Cada biblioteca ha propuesto su propio conjunto de marcadores. Entonces, se tiene
ArToolKit+, Chilitags, AprilTags y, por supuesto, el diccionario ArUco. El diseño de
un diccionario es importante ya que la idea es que sus marcadores sean lo más diferentes
posible para evitar confusiones.

ArUco usa la clase Marker, que representa un marcador observado en la imagen.

Figura 2.5: Diferentes tipos de distorsión radial.
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Figura 2.6: Marcos de coordenadas de la cámara y del patrón en blanco y negro.

Cada marcador es un vector de 4 puntos (que representan las esquinas de la imagen),
una identificación única, su tamaño (en metros) y la traslación y rotación que relaciona
el centro del marcador y la ubicación de la cámara. Está preparada para detectar
marcadores de cualquiera de los diccionarios permitidos. De forma predeterminada,
MarkerDetector buscará cuadrados y luego analizará el código binario que contiene.

Los marcadores están compuestos por un borde negro externo y una región interna
que codifica un patrón binario. El patrón binario es único e identifica cada marcador.
Dependiendo del diccionario, hay marcadores con más o menos bits. Por ejemplo, un ta-
maño de marcador de 4x4 está compuesto por 16 bits. La Fig. 2.7 muestra los primeros
números de los marcadores arUco del diccionario 4x4. Cuantos más bits, más palabras
hay en el diccionario y menor es la posibilidad de confusión. Sin embargo, más bits
significa que se requiere más resolución para una detección correcta. Los marcadores se

Figura 2.7: Algunos IDs de los marcadores arUco del diccionario 4x4 50.
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Figura 2.8: Sistema de coordenadas de cada marcador.

Figura 2.9: Pasos para detectar los marcadores arUco.

pueden utilizar como puntos de referencia en 3D para la estimación de la pose de la
cámara. Se denota el tamaño del marcador (s) una vez impreso en una hoja de papel.
La Fig. 2.8 muestra el sistema de coordenadas adscrito a cada marcador.

Para detectar los marcadores, una vez capturada la imagen, se siguen los siguientes
pasos:

1. Se aplica un umbral adaptativo a la imagen en escala de grises, para obtener
bordes, Fig. 2.9-(a).

2. Se encuentran los contornos. Después de eso, no solo se detectan los marcadores
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reales, sino también una gran cantidad de bordes no deseados. El resto del proceso
tiene como objetivo filtrar las fronteras no deseadas.

3. Se eliminan los bordes con una pequeña cantidad de puntos, Fig. 2.9-(b).

4. Se aproxima a un poĺıgono cada contorno encontrado y se mantienen los contornos
cóncavos con exactamente 4 esquinas (es decir, rectángulos), Fig. 2.9-(c).

5. Se ordenan las esquinas en sentido antihorario.

6. Se eliminan los rectángulos demasiado cercanos. Esto es necesario porque el um-
bral adaptativo normalmente detecta la parte interna y externa del borde del
marcador. En esta etapa, se mantiene la frontera más externa, Fig. 2.9-(d).

7. Se identifican los marcadores:

Se retira la perspectiva de proyección para obtener una vista frontal del área
del rectángulo mediante una homograf́ıa, Fig. 2.9-(e).

Se aplican los algoritmos de Otsu. Estos algoritmos asumen una distribu-
ción bimodal y encuentran el umbral que maximiza la varianza extra clase
manteniendo una baja varianza intra clase.

Se identifica el código interno. Si es un marcador, entonces tiene un código
interno. El marcador está dividido en una cuadŕıcula de nxn, de las cuales
las celdas internas de (n−2)x(n−2) contienen información de identificación.
El resto corresponde al borde negro externo. En este paso, primero se verifica
que esté presente el borde negro externo. Luego, se leen las celdas internas
y se verifica si proporcionan un código válido (podŕıa ser necesario rotar el
código para obtener el válido).

Para los marcadores válidos, se redefinen las esquinas mediante la interpo-
lación de subṕıxeles.

8. Finalmente, utilizando los parámetros intŕınsecos de la cámara, se obtienen los
parámetros extŕınsecos de la misma, véase la Fig. 2.10.

Es importante decir que el error en la estimación usando esta estrategia depende
principalmente de la resolución de la imagen y la precisión en la calibración de la cámara.

2.5 Método de Potenciales Artificiales

En esta sección se describe el método utilizado para resolver el problema de regula-
ción de posición y evasión de obstáculos estáticos y dinámicos. Este algoritmo ha sido
implementado en este trabajo debido a su simplicidad, a que se consideran obstáculos
estáticos y dinámicos, y a que se trabaja con coordenadas cartesianas.
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Figura 2.10: Estimación de la traslación y rotación entre el marco de referencia de la
cámara y el marco de referencia del patrón.

Este método consiste en la creación de una función potencial artificial en el cual
la meta constituye un polo atractivo y los obstáculos representan polos repulsivos. El
móvil navega siguiendo el negativo del gradiente de la función potencial hasta alcanzar
el mı́nimo global (meta). Sin embargo, en este método, cuando las fuerzas de atracción
y repulsión tienen la misma magnitud y dirección contraria, el veh́ıculo queda atrapado
en un mı́nimo local de la función de potencial, deteniendo el móvil sin haber alcanzado
la meta. Para resolver este problema, es posible crear una fuerza adicional de repulsión
para hacer que el robot se mueva y salga del mı́nimo local.

Como se propone en [26], la función de potencial artificial toma en cuenta las posi-
ciones del centro de la formación ó clúster, de la meta y de los obstáculos, y además las
velocidades de éstos ya que la posibilidad de colisión depende de la posición/velocidad
relativa entre el centro del clúster y el obstáculo.

A continuación considere las siguientes suposiciones en cuanto al método de poten-
ciales artificiales:

Suposición 2.3 La velocidad de los obstáculos y la meta es siempre menor que
la velocidad de cada robot móvil que forman el clúster.

Suposición 2.4 Por simplicidad, la forma de los obstáculos es circular con radio
conocido, r.

Suposición 2.5 Para garantizar que el clúster puede alcanzar a la meta, la posi-
ción de la meta no está dentro de la zona de influencia de algún obstáculo.

Suposición 2.6 Para garantizar que el clúster puede alcanzar la meta, cualquier
obstáculo no se puede dirigir hacia ésta. En caso contrario se desplazará el mı́nimo
global.
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2.5.1 Potencial atractivo y fuerza atractiva

En esta subsección se llama al sistema en cuestión robot, aunque en el siguiente
caṕıtulo dicho sistema será el clúster. El potencial atractivo es una función de la dis-
tancia y velocidad relativa entre la meta y el robot, definida de la forma [26]

Uatt(p, v) =
1

2
αp‖pg(t)− p(t)‖αm +

1

2
αv‖vg(t)− v(t)‖αn , (2.5.1)

donde p(t) y pg(t) denotan la posición del robot y de la meta en el tiempo, respecti-
vamente; con p = [x y]T y pg = [xg yg]

T en el marco de referencia global; v(t) y vg(t)
denotan la velocidad del robot y de la meta en el tiempo, respectivamente; ‖pg(t)−p(t)‖
es la distancia euclidiana entre el robot y la meta en el tiempo t; ‖vg(t)−v(t)‖ es la mag-
nitud de la velocidad relativa entre el robot y la meta en el tiempo t, con v = [vx vy]

T y
vg = [vgx vgy ]T . αp y αv son factores de escalamiento positivos. αm, y αn son constantes
positivas que definen la manera de que el robot alcance a la meta. El robot puede al-
canzar la meta suavemente ó bruscamente, dependiendo de dichas constantes. En este
caso el potencial atractivo está definido como

Uatt(p, v) =
1

2
αp‖pg(t)− p(t)‖2 +

1

2
αv‖vg(t)− v(t)‖2. (2.5.2)

Ya que dg = ‖pg(t) − p(t)‖ y ‖vg(t) − v(t)‖ están elevadas al cuadrado, presentan
una forma parabólica cuya fuerza atractiva converge linealmente conforme el robot se
aproxima a la posición y velocidad de la meta, es decir, cuando el robot está cerca de la
meta, éste se mueve lentamente hacia ésta y si la meta es dinámica, el robot converge a
la velocidad de la meta. La fuerza atractiva está definida como el gradiente negativo del
potencial atractivo en términos de la posición y la velocidad del robot cuando p 6= pg y
v 6= vg de la forma [26]

Fatt(p, v) = −∇Uatt(p, v)

∂p
− ∇Uatt(p, v)

∂v
= Fattp(p) + Fattv(v), (2.5.3)

con
Fattp(p) = αp‖pg(t)− p(t)‖p̂RG = [fxattp fyattp ]T , (2.5.4)

Fattv(v) = αv‖vg(t)− v(t)‖v̂RG = [fxattv fyattv ]T , (2.5.5)

donde p̂RG representa el vector unitario apuntando en la dirección de la posición del ro-
bot hacia la meta y v̂RG representa el vector unitario de la velocidad relativa apuntando
en la dirección del robot hacia la meta. De manera simplificada la fuerza atractiva está
definida como

Fatt(p, v) =

[
fxattp
fyattp

]
+

[
fxattv
fyattv

]
= αp

[
(xg − x)
(yg − y)

]
+ αv

[
(vgx − vx)
(vgy − vy)

]
. (2.5.6)

La componente de la fuerza atractiva Fattp(p) jala al robot a la posición de la meta
y reduce la distancia entre éstos, mientras que la componente Fattv(v) trata de que el
robot se mueva a la misma velocidad que la meta, véase la Fig. 2.11.
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Figura 2.11: Fuerzas de atracción.

2.5.2 Potencial repulsivo y fuerza repulsiva

Antes de definir el potencial repulsivo y la fuerza repulsiva, considere la posición
y velocidad de un obstáculo cualquiera dados por pobs(t) = [xobs yobs]

T y vobs(t) =
[vobsx vobsy ]T , respectivamente. La distancia euclidiana entre el robot y el obstáculo está
dada como

dobs = ‖pobs(t)− p(t)‖. (2.5.7)

La velocidad relativa entre el robot y el obstáculo está dada por

vRO(t) = [v(t)− vobs(t)]T . (2.5.8)

La proyección de la velocidad relativa entre el robot y el obstáculo en la dirección del
robot hacia el obstáculo está dada por

vRO(t) = [v(t)− vobs(t)]T · p̂RO = [v(t)− vobs(t)]T ·
(pobs(t)− p(t))
‖pobs(t)− p(t)‖

, (2.5.9)

donde p̂RO es el vector unitario que apunta en la dirección del robot hacia el obstáculo
y el operador “·” indica el producto punto entre los dos vectores. Es importante notar
que vRO(t) ∈ R. Si vRO(t) ≤ 0 implica que el robot se está alejando del obstáculo, y no
es necesaria una acción de evasión. Si vRO(t) > 0 implica que el robot se está acercando
al obstáculo y por lo tanto es necesaria una acción de evasión. Asumiendo que el robot
se acerca al obstáculo, la distancia mı́nima para detener al robot está dada de la forma

dm(vRO) =
v2
RO(t)

2amax
, (2.5.10)

donde amax es la máxima desaceleración del robot. Con el fin de evitar que se desplace
el mı́nimo de la función de potencial atractivo, el potencial repulsivo debe tener una
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región de influencia que delimite al obstáculo, la cual está dada por ρ0. El potencial
repulsivo generado por el obstáculo Urep(p, vRO) está dado de la forma

Urep(p, vRO) =


Indefinido, Si vRO > 0 AND dobs(p, pobs) < dm(vRO) + r

hrep(p, pobs, vRO), Si 0 < dobs(p, pobs)− r − dm(vRO) < ρ0 OR vRO > 0

0, Caso contrario
(2.5.11)

donde hrep(p, pobs, vRO) = η

(
1

dobs(p, pobs)− r − dm(vRO)
− 1

ρ0

)
. r es el radio del obstácu-

lo y η es un factor de escala positivo.

Observación 2.3 A partir de los resultados en simulación numérica y experimentales,
si se utiliza AND en hrep(p, pobs, vRO) como en [26], se requiere aplicar a los robots velo-
cidades lineales y angulares mayores y discontinuas. Aśı mismo, se obtienen errores de
seguimiento más grandes. Utilizar OR indica a los robots móviles realizar una acción de
evasión si éstos se encuentran dentro de la zona de influencia del obstáculo ó si se están
acercando al obstáculo y, bajo la Suposición 2.6, la formación puede converger a la meta.

De (2.5.11), el potencial repulsivo es cero si el robot está fuera de la zona de in-
fluencia del obstáculo ó śı se está alejando de éste, por lo tanto no es necesaria una
acción de evasión. Por otra parte, el potencial repulsivo es indefinido o no está definido
cuando dobs(p, pobs) < dm(vRO) + r y vRO > 0, es decir, que la distancia entre el robot
y el obstáculo es menor que la requerida para frenar totalmente y además que el robot
se está acercando al obstáculo, esto implica que la colisión entre el robot y el obstáculo
es inevitable.

La fuerza repulsiva está definida como el gradiente negativo del potencial repulsivo
en términos de la posición y la velocidad relativa del robot de la forma

Frep1(p, vRO) = −∇Urep(p, vRO)

∂p
− ∇Urep(p, vRO)

∂vRO
= Frepp(p) + Frepv(vRO), (2.5.12)

con

Frepp(p) =
−η

(dobs(p, pobs)− r − dm(vRO))2
p̂RO, (2.5.13)

y

Frepv(vRO) =
−ηvRO

amax [dobs(p, pobs)− r − dm(vRO)]2
p̂RO. (2.5.14)

Para resolver el problema de mı́nimo local es necesario agregar otra fuerza de repul-
sión llamada Frepn. Dicha fuerza de repulsión es inversamente proporcional a la distancia
entre el robot y el obstáculo, y apunta en la dirección perpendicular al vector unitario
p̂RO. Además, de manera similar a [48], se propone una ganancia k(δ) que tome en
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Figura 2.12: Diferentes valores de kδ con ε = 1.

cuenta el ángulo de acercamiento δ, el cual es el ángulo formado entre la distancia que
une al robot y el obstáculo con la orientación del robot, véase la Fig. 2.13.

De esta manera, para resolver el problema de mı́nimo local, no solamente se considera
la distancia entre el obstáculo y el robot, sino que también se considera el ángulo con el
que se acercan para que se pueda omitir una acción de evasión cuando no sea necesaria.
La ganancia ηn está dada de la forma

ηn = − kδ
1− e|δ|+ε

, (2.5.15)

donde kδ es una ganancia positiva. ε es un parámetro estrictamente positivo que evita
una indeterminación en ηn. También, en la Fig. 2.12 se presenta la gráfica de la ganancia
ηn utilizando el mismo valor para ε. Asignar un valor fijo a ε permite sintonizar más
fácilmente el valor para kδ. En [48] se describen dos matrices de transformación para
asignar la dirección de la fuerza Frepn debido a que el robot móvil tiene dos posibles
opciones para evitar una colisión con el obstáculo, girar a la derecha o a la izquierda.
En dicho trabajo no se especifica de manera anaĺıtica en la ecuación para definir Frepn
la matriz a utilizar para que el robot tome una decisión entre rotar a la derecha o a la
izquierda.

La fuerza de repulsión perpendicular a Frepp está dada de la forma

Frepn(p, pobs) =
ηn(δ)

dobs(p, pobs)
p̂RO⊥. (2.5.16)

La fuerza repulsiva total es la suma de las fuerzas Frep1 y Frepn, esto es, de forma
simplificada

Frep(p, pobs, vRO) =
−η(1 + vRO/amax)

[dobs(p, pobs)− r − dm(vRO)]2
p̂RO +

ηn(δ)

dobs(p, pobs)
p̂RO⊥. (2.5.17)

En la Fig. 2.13 se muestra la descomposición de los vectores utilizados y la fuerza
repulsiva total. Notar que la componente Frep1 apunta en el sentido opuesto al vector
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Figura 2.13: Fuerzas de repulsión.

vROp̂RO. Esto implica que ésta fuerza trata de alejar al robot del obstáculo, mientras
que la componente Frepn está apuntando en la dirección del vector p̂RO⊥ y por lo tanto
ésta trata de dirigir al robot del obstáculo a una orientación perpendicular.

La fuerza total resultante es la suma de la fuerza de atracción y de repulsión descrita
por

F (p, pobs, vRO) = Fatt(p, v) + Frep(p, pobs, v) = [Fx Fy]
T . (2.5.18)

Para el caso de un escenario con más de un obstáculo, el potencial atractivo está
dado por (2.5.6), mientras que por cada obstáculo existirá una fuerza repulsiva, definida
en (2.5.17) con las componentes dadas por (2.5.12) y (2.5.16). El número de fuerzas se
incrementará proporcionalmente al número de obstáculos.

La orientación a la que apunta la fuerza resultante para evadir al obstáculo y alcanzar
la meta está dado por

θf = tan−1(Fy/Fx). (2.5.19)

En este trabajo se propone la velocidad lineal deseada para la navegación Vd de la
forma

Vd = Kvdg, (2.5.20)

donde Kv es una ganancia positiva. De esta manera, el robot converge a la meta de for-
ma suave y sin sobre impulso. Utilizar Vd = dobsVop/Ro ó Vd = Kvdg − ko/dobs funciona
de manera aceptable pero puede resultar en que el clúster se detenga cuando se localice
cerca del obstáculo.

2.5.3 Problema de mı́nimo local

Bajo la Suposición 2.5, no es posible que el robot, la meta y el obstáculo se localicen
alineados con la meta en medio y dentro de la zona de influencia del obstáculo. Bajo la
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Suposición 2.6, no es posible que estos 3 individuos se localicen alineados y el obstáculo
se dirija hacia la meta. En este esquema, el problema de mı́nimo local sucede cuando
el robot, el obstáculo y la meta se localizan alineados, con el obstáculo en medio y
acercándose a la meta, impidiendo que el robot alcance dicho objetivo. Al ser un entorno
dinámico la solución más simple es esperar a que se muevan de esa configuración. Pero
śı el robot, el obstáculo y la meta se mueven con la misma velocidad, la misma dirección
y el mismo sentido, dicha situación se mantendrá indefinida.

Para resolver este problema, en la sección anterior al igual que en [48], se propu-
so la fuerza repulsiva Frepn, la cual actúa en la dirección perpendicular al vector que
apunta del robot hacia el obstáculo y con ganancia variable. Esta fuerza resuelve la
situación mencionada anteriormente pero, de la misma manera, se tendrá un mı́nimo
local en alguna otra configuración aunque sea por un corto periodo de tiempo debido a
los múltiples obstáculos obteniéndose una fuerza total igual a cero. Para resolver este
problema, y sólo en este caso, se considera Frepn = 0.
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Caṕıtulo 3

Esquema de sincronización usando
CS

En este caṕıtulo se describe detalladamente el esquema de formación y sincroni-
zación de robot móviles propuesto en este trabajo. Primero, se da un breve repaso a
los trabajos relacionados y al enfoque original de “Cluster Space” para resaltar la dife-
rencia y contribución de este trabajo. También, se describen los controladores a nivel
del clúster ó formación, y a nivel de los robots (controlador interno) utilizados en este
esquema. Después, se presenta el análisis de la estabilidad de la formación de móviles.
Finalmente, se explica cómo se implementa el método de potenciales artificiales para el
clúster.

3.1 Antecedentes

3.1.1 Trabajos relacionados

En [10], se define el término de error de sincronización y se presenta un enfoque de
sincronización para el seguimiento de la trayectoria de múltiples robots móviles mientras
se mantiene la formación variante en el tiempo. El controlador propuesto garantiza la
convergencia asintótica a cero tanto de la posición como de los errores de sincronización
de cada robot. Solo se aborda el problema de la regulación, es decir, el movimiento de
los robots móviles se sincroniza desde una forma inicial espećıfica a otra forma final
espećıfica.

En [5], los autores proponen una estrategia para resolver el problema de sincroni-
zación de robots móviles y de control de formación mediante el uso de un enfoque de
estructura virtual con acoplamiento mutuo entre los robots. Los términos de acopla-
miento mutuo se agregan directamente en la estrategia de control de los robots móviles
uniciclo, debido a la restricción no holonómica. Con esos términos de acoplamiento
mutuo, es posible resolver el problema de la sincronización mutua entre los elementos
dotando de mayor robustez a la formación ante perturbaciones. Además, se muestra
que el ajuste de las ganancias de control de acoplamiento proporciona una manera para

29
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mediar entre el seguimiento individual de las trayectorias deseadas de los robots y el
objetivo de lograr la formación. Se muestra la prueba de estabilidad para la dinámica
del error de formación de dos robots tipo (2,0), bajo el supuesto de que las velocidades
de rotación deseadas de ambos robots móviles son idénticas.

Similar a [5], los autores proponen en [49], un enfoque de sincronización, usando
múltiples robots móviles tipo uniciclo, para seguir trayectorias de referencia individuales
mientras se mantiene una formación variante en el tiempo. Los movimientos de todos
los robots móviles se sincronizan gracias a los términos de acoplamiento en sus leyes de
control. Las leyes de control garantizan la convergencia asintótica a cero de los errores
de sincronización y la estabilidad asintótica de la dinámica del error de seguimiento.
Motivado por [10], el error de sincronización de posición se define como la diferencia
entre dos errores de seguimiento. Las velocidades lineal y angular de cada robot móvil
pueden ser todas diferentes, mientras que las velocidades angulares pueden incluso ser
discontinuas.

En [17], los autores presentan un controlador a nivel de la formación (clúster) para
robots móviles no holonómicos. El controlador produce comandos a nivel del clúster
que se traducen en movimientos válidos a nivel de cada robot. Con el controlador
propuesto a nivel del clúster, se demuestra la estabilidad en el sentido de Lyapunov
de la arquitectura de control en lazo cerrado, lo que indica que las trayectorias se
pueden seguir con errores acotados. Además, el error de seguimiento se puede reducir
aumentando los valores de ganancia.

En [18], algunos de los métodos de control de formación más comunes, que se en-
cuentran en la literatura, se estudian desde la perspectiva del enfoque de Cluster Space.
En particular, los enfoques de ĺıder-seguidor, funciones potenciales y estructuras vir-
tuales se analizan con la intención de abordar la generalidad y flexibilidad del enfoque
de control de la formación de Cluster Space. Se comparan y contrastan diferentes im-
plementaciones.

Este trabajo de tesis presenta las contribuciones que ya están publicadas en [50].
Primero, se presenta un esquema de sincronización desde la perspectiva del enfoque
de Cluster Space. Además, se presenta el diseño de una ley de control interna, a nivel
de robots. Con este controlador interno, se aborda un enfoque de sincronización para
resolver tanto el problema del control de la formación como el problema de seguimiento
de la trayectoria de los robots móviles tipo uniciclo. Con esto, el movimiento de cada
robot se compone de dos partes: una es conducir al robot a lo largo de su trayectoria
individual deseada para resolver el problema de seguimiento de trayectoria y la otra
es sincronizar el movimiento de cada robot con el resto de robots para resolver el
problema de sincronización. Hasta donde sabemos, no se hab́ıa propuesto un enfoque
de sincronización desde la perspectiva de Cluster Space.

Segundo, se presenta el análisis de estabilidad basado en la teoŕıa de Lyapunov,
considerando el caso general, esto es, que tanto las orientaciones deseadas como las ve-
locidades de rotación deseadas de todos los robots móviles pueden ser todas diferentes
entre śı. A diferencia del enfoque de Cluster Space, la estrategia de control propuesta
garantiza que tanto los errores de seguimiento de los robots como los errores de sincro-



3.1. ANTECEDENTES 31

nización convergen asintóticamente al origen. Al lograr esto, los errores de seguimiento
del clúster también convergen asintóticamente a cero. Además, el controlador interno
propuesto garantiza que los errores de orientación de los robots tienden exponencial-
mente a cero. Hasta donde sabemos, no se hab́ıa demostrado formalmente estabilidad
asintótica de todos los errores.

3.1.2 Enfoque de Cluster Space

Se define a un clúster como una entidad compuesta por varios robots móviles la
cuál puede ser representada como segmentos de ĺıneas rectas que une los centros de los
robots. Esta ĺınea (2 robots) o figura cerrada (más de 3 robots) tiene orientación, forma
definida y un tamaño particular conocido [13].

Para implementar el enfoque de Cluster Space con n robots móviles, se eligen apro-
piadamente las variables de la formación (clúster) que representen la posición, orienta-
ción y forma de ésta. Sea mm = mt +mr, donde mm es el número de grados de libertad
(GDL) de cada robot, mt es el número de GDL traslacionales y mr es el número de GDL
rotacionales. Entonces, se necesitan nmm parámetros independientes, con respecto al
marco de referencia global, para describir la postura (posición y orientación) de todos
los robots en la formación [51]. Para una formación compuesta por 3 robots móviles
terrestres, se asume que n = 3, mm = 3, mt = 2, mr = 1. Las variables que describen la
postura de los robots se llaman variables en el espacio de los robots, y las variables que
describen la postura y forma del clúster se llaman variables en el espacio del clúster.
Ésta es la razón del nombre del enfoque utilizado.

De acuerdo con este enfoque, la selección de las variables en el espacio de la for-
mación es en función a la aplicación, al diseño del sistema, o al criterio subjetivo del
usuario. Abusando de la libre selección de estas variables, similar a [52, 53], en este
trabajo, las orientaciones de los n robots, están dadas con respecto al eje global XG,
independientemente del espacio empleado. Por lo tanto, es posible tomar en cuenta 3
vectores separadamente. Uno de ellos está dado por las nmr variables que describen la
orientación de los robots móviles, y los otros describen la postura de los robots y de la
formación (clúster). Entonces, la orientación de los robot está dada por q = [q1, q2, q3]T .
El vector de orientaciones deseadas está dado por qd = [q1d, q2d, q3d]

T .
El vector de postura de los robots, con respecto del marco global, está dado por

GR = [x1, y1, x2, y2, x3, y3]T , (3.1.1)

donde GR ∈ Rnmt ; (xi, yi) representa la posición del i-ésimo robot móvil.
Antes de presentar la selección propuesta para las variables en el espacio de la for-

mación, se presenta la selección común para estas variables. En la mayoŕıa de trabajos,
para un clúster de 3 robots móviles terrestres, el vector de postura de la formación está
dado por

Cs = [Xc, Yc, Qc, D2, D3, αc]
T , (3.1.2)

donde (Xc, Yc) es el centroide del triángulo que se forma por la posición de los 3 robots
P1 = (x1, y1), P2 = (x2, y2) y P3 = (x3, y3). D2 es la distancia euclidiana desde el punto
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P1 al punto P2. Por simplicidad en la notación, considere cualquier distancia euclidiana,
||Λ||, simplemente como Λ. D3 es la distancia euclidiana desde el punto P1 al punto P3,
(véase la fig. 3.1). m es el punto medio del segmento de ĺınea recta que conecta los
puntos P2 con P3. Qc describe la orientación del clúster, la cual apunta desde P1 hacia
m, y está dada con respecto del eje global XG. αc es el ángulo con vértice en el punto
P1.

La relación entre las variables en el espacio de la formación y el espacio de los
robots está descrita por la cinemática de posición directa e inversa, las cuales se pueden
representar como Cs = KIN(GR) y GR = INV (Cs), respectivamente. La cinemática
de posición directa para el sistema compuesto por 3 robots está dada por

Xc

Yc
Qc

D2

D3

αc

 =



(x1 + x2 + x3)/3
(y1 + y2 + y3)/3

ATAN2[(y2 + y3 − 2y1)/(x2 + x3 − 2x1)]√
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2√
(x1 − x3)2 + (y1 − y3)2

ACOS[(D2
2 +D2

3 −D2
1)/(2D2D3)]

 (3.1.3)

donde ATAN2 es una función computacional que calcula la tangente inversa, con res-
pecto al eje horizontal, en un rango de [−π, –π]. D1 es la distancia euclidiana desde P2

a P3, esto es, D1 =
√

(x2 − x3)2 + (y2 − y3)2.
De la ley de cosenos, D1 está dado, en función de las variables del clúster, como

D1 =
√
D2

2 +D2
3 − 2D2D3cosαc. (3.1.4)

Del teorema de Apolonio, la siguiente igualdad se satisface:

D2
2 +D2

3 =
1

2
D2

1 + 2H2, (3.1.5)

donde H es la distancia euclidiana desde P1 a m. Sustituyendo (3.1.4) en (3.1.5), H
está dado por

H =
1

2

√
D2

2 +D2
3 + 2D2D3cosαc. (3.1.6)

De la ley de cosenos, α2 está dada por

α2 = ACOS

(
D2

2 +H2 − (1/4)D2
1

2D2H

)
. (3.1.7)

Por lo tanto, la cinemática inversa de posición está dada por
x1

y1

x2

y2

x3

y3

 =


Xc − (2/3)H cos(Qc)
Yc − (2/3)H sin(Qc)

Xc − (2/3)H cos(Qc) +D2 cos(Qc + α2)
Yc − (2/3)H sin(Qc) +D2 sin(Qc + α2)

Xc − (2/3)H cos(Qc) +D3 cos(Qc + α2 − αc)
Yc − (2/3)H sin(Qc) +D3 sin(Qc + α2 − αc)

 (3.1.8)
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(a) Variables de forma. (b) Variables de forma cartesiana.

Figura 3.1: Clúster compuesto por 3 robots móviles terrestres.

La cinemática directa de velocidad que mapea las velocidades de los robots a las
velocidades del clúster, se puede expresar como Ċs = J(GR)GṘ, donde la matriz Ja-
cobiana (J(GR)) se obtiene calculando las derivadas parciales de las variables de la
formación (Cs), con respecto de las variables en el espacio de los robots. Rećıproca-
mente, la cinemática inversa de velocidad que mapea las velocidades de la formación a
las de los robots, se puede expresar como GṘ = J−1(Cs)Ċs, donde la matriz Jacobiana
inversa (J−1(Cs)) se obtiene calculando las derivadas parciales de las variables de los
robots (R), con respecto de las variables de la formación. Las expresiones algebraicas
completas para J(GR) y J−1(Cs), para el caso con n = 2, se muestran en [16].

Es importante notar que, dependiendo de la selección de las variables de la forma-
ción, pueden ocurrir singularidades utilizando el enfoque de Cluster Space. Las singu-
laridades se presentan cuando la matriz, ya sea J(GR) o J−1(Cs), se vuelve singular.
Similar a [54], en la especificación particular presentada anteriormente, se obtiene una
configuración singular cuando D2 = 0, D3 = 0 y αc = 0, π. Las 2 primeras son impo-
sibles en una aplicación real, pero singularidades en el ángulo αc podŕıan presentarse.
Con ambas configuraciones se obtiene un ĺınea recta en lugar de una forma triangular.
Para evitar estas singularidades, una solución es mantener la forma del clúster lejos de
dicha configuración. Si esto no es posible, otra solución es seleccionar otras variables
para el clúster tal que las singularidades se presenten lejos de la configuración requerida.
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3.1.3 Controlador utilizado a nivel de la formación

Por defecto, en el enfoque de Cluster Space se utiliza un controlador P a nivel de la
formación. Este controlador, en el espacio del clúster, compara tanto la posición como
la velocidad de la formación con valores deseados y genera las salidas de velocidad para
la formación, las cuales son transformadas a velocidades individuales para cada robot
móvil a través de la matriz Jacobiana inversa. La postura de los robots se convierte
en la postura en el espacio del clúster mediante la cinemática directa de posición y la
matriz Jacobiana, y retroalimentada al controlador. La restricción no holónoma reduce
las variables de la formación a 6 GDL. Para garantizar que la restricción no holónoma
se satisface (2.1.6), se implementa un controlador interno, a nivel de cada robot. El
controlador a nivel de la formación no regula directamente la orientación de los robots
qi(t) [17, 54].

También, se considera el modelo cinemático de los robots móviles bajo la suposición
de que los robots móviles usan su propio controlador embebido que regula y garantiza
las velocidades de control asignadas (lineal y angular).

En [17], se prueba la estabilidad del sistema en lazo cerrado en el sentido de Lya-
punov, donde se indica que se pueden seguir las trayectoria deseadas para la formación
obteniendo errores de seguimiento acotados por una banda. Además, dichos errores
pueden ser reducidos incrementando los valores de las ganancias utilizadas por el con-
trolador, a nivel del clúster. Con esto en mente, se puede concluir que tanto los errores
de seguimiento a nivel de la formación como los errores de seguimiento a nivel de los
robots están acotados. Por lo tanto, mediante el uso solamente del controlador a nivel
del clúster, no se garantiza convergencia asintótica a cero de los errores de seguimiento
en el espacio de la formación ni en el espacio de los robots.

Problema a resolver: Dada una trayectoria deseada para el centroide del clúster, se
requiere diseñar un esquema de sincronización para resolver el problema de seguimiento
de trayectoria usando robots móviles tipo (2,0), desde la perspectiva de Cluster Space, tal
que el movimiento de los robots debe estar sincronizado durante todo el seguimiento de
trayectoria. Además, se requiere diseñar una ley de control que garantice convergencia
asintótica al origen de todos los errores, errores de seguimiento a nivel de la formación
(clúster), a nivel de los robots, y los errores de orientación de los robots.

3.2 Esquema de sincronización desde la perspectiva

de CS

En esta Sección, se presenta en detalle el esquema de sincronización de robots móvi-
les tipo uniciclo, desde la perspectiva de Cluster Space (CS), propuesto. Similar a [53],
se implementan dos controladores en cascada, uno es el controlador clásico a nivel del
clúster, y el otro se implementa a nivel de los robots, no solo para satisfacer la res-
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tricción no holónoma, como en [17, 54], sino también para garantizar el movimiento
sincronizado de los robots y la convergencia asintótica a su trayectoria individual.

3.2.1 Selección de las variables del clúster

Considere los siguientes vectores: D = [Dx, Dy]
T = 1

2
(P3 −P2) y H = [Hx, Hy]

T =
D − P1, donde Pi = [xi, yi]

T , con i = 1, 2, 3, denota el vector de posición del i-ésimo
robot móvil. Por lo tanto, los vectores D y H están dados, respectivamente, como

D =
1

2

[
x3 − x2

y3 − y2

]
, H =

[
(x3 − x2)/2− x1

(y3 − y2)/2− y1

]
. (3.2.1)

En lugar de usar las variables comunes Ck = [Qc, D2, D3, αc]
T que describen la

forma y orientación del clúster, en este trabajo, las variables seleccionadas son las
componentes de los vectores D y H, esto es, Cc = [Dx, Dy, Hx, Hy]

T . Estas 4 variables
también describen, de manera impĺıcita, la forma y orientación del clúster, (véase la
Fig. 3.1). Por lo tanto, el vector de la postura de la formación, C ∈ Rnmt , se elige como

C = [Xc, Yc, Dx, Dy, Hx, Hy]
T . (3.2.2)

Con esta selección, tanto la cinemática directa como inversa de posición no están
dadas por funciones variantes en el tiempo C = KIN(GR) y GR = INV (C), respec-
tivamente. Estas relaciones se pueden definir mediante el uso de matrices invariantes
en el tiempo. La cinemática directa de posición del sistema compuesto por 3 robots
móviles está dada como C = KGR, esto es

Xc

Yc
Dx

Dy

Hx

Hy

 =



1
3

0 1
3

0 1
3

0
0 1

3
0 1

3
0 1

3

0 0 −1
2

0 1
2

0
0 0 0 −1

2
0 1

2

−1 0 1
2

0 1
2

0
0 −1 0 1

2
0 1

2




x1

y1

x2

y2

x3

y3

 , (3.2.3)

donde K ∈ Rnmt×nmt . Note que, dado que la matriz K es de rango completo, la ci-
nemática inversa de posición está dada como GR = K−1C, donde K−1 es la matriz
inversa de K, esto es

x1

y1

x2

y2

x3

y3

 =


1 0 0 0 −2/3 0
0 1 0 0 0 −2/3
1 0 −1 0 1/3 0
0 1 0 −1 0 1/3
1 0 1 0 1/3 0
0 1 0 1 0 1/3




Xc

Yc
Dx

Dy

Hx

Hy

 . (3.2.4)
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Observación 3.1: De la Fig. 3.1, es fácil ver que la posición de los robots está definida
por el corrimiento del centroide del triángulo a lo largo de los ejes XG y YG, los cuales
dependen de las variables en el espacio de la formación. Por lo tanto, es simple deducir
la cinemática directa e inversa para un clúster compuesto por 3 robots móviles aéreos,
añadiendo la traslación a lo largo del eje ZG de cada robot. Aśı mismo, la cinemática de
posición para una formación compuesta por 2 robots móviles terrestres se puede obtener
removiendo el robot 1 y sus variables correspondientes Hx, Hy.

Derivando la cinemática de posición directa e inversa, se obtienen las correspondien-
tes cinemática de velocidades, esto es

Ċ = KGṘ, GṘ = K−1Ċ, (3.2.5)

respectivamente. Por lo tanto, usando Cc = [Dx, Dy, Hx, Hy]
T , se evitan las singulari-

dades debido a que no es necesario calcular las matrices Jacobianas. Note que la matriz
K es constante. Aśı mismo, es posible considerar una formación colineal, esto significa
que se requiere formar una ĺınea recta con los 3 robots móviles en lugar de un triángu-
lo. Asignar Hx = Hy = 0 implica que el robot 1 es el centroide del clúster. Aunque
es posible asignar Dx = Dy = 0, esto implica que D1 = 0, lo que es imposible en una
aplicación real.

Para resolver el problema de seguimiento de trayectoria, considere el vector de pos-
tura deseado para la formación dado por

Cd = [Xcd, Ycd, Dxd, Dyd, Hxd, Hyd]
T . (3.2.6)

En contraste con el enfoque original de Cluster Space, con el esquema de sincroni-
zación propuesto, solamente se requiere la cinemática de velocidad inversa en el con-
trolador a nivel de los robots. Similar a [53] y [55], la cinemática de velocidad in-
versa se requiere para calcular las velocidades deseadas para cada uno de los robots
(ẋid(t), ẏid(t)), con i = 1, 2, 3. La orientación deseada para cada robot qid(t), la cual
satisface la restricción no holónoma, se obtiene usando (2.1.7). Las correspondientes
velocidades rotacionales q̇id(t), con i = 1, ..., n, se pueden calcular usando (2.1.8).

Por lo tanto, las velocidades deseadas para los robots están dadas por GṘd =
K−1Ċd, esto es

GṘd =


ẋ1d

ẏ1d

ẋ2d

ẏ2d

ẋ3d

ẏ3d

 =



Ẋcd − 2
3
Ḣxd

Ẏcd − 2
3
Ḣyd

Ẋcd + 1
3
Ḣxd − Ḋxd

Ẏcd + 1
3
Ḣyd − Ḋyd

Ẋcd + 1
3
Ḣxd + Ḋxd

Ẏcd + 1
3
Ḣyd + Ḋyd


, (3.2.7)

donde Ċd = [Ẋcd, Ẏcd, Ḋxd, Ḋyd, Ḣxd, Ḣyd]
T es la derivada temporal de la trayectoria

deseada para el clúster.
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Aunque se requiere una formación invariante en el tiempo, las variables del vector
Cc = [Dx, Dy, Hx, Hy]

T son variantes en el tiempo porque están expresadas como las
proyecciones sobre los ejes globales. Las derivadas temporales de estas variables serán
diferentes dependiendo de los requerimientos de la trayectoria deseada para el clúster
e incluso śı es que una formación variante en el tiempo se quiere considerar. A conti-
nuación se presentan las derivadas temporales deseadas para la formación tomando en
cuenta el caso cuando se requiere un clúster en forma triangular invariante en el tiempo,
asumiendo que la orientación de éste apunta tangente a su trayectoria deseada.

En este caso, las variables Hx y Hy representan la orientation del clúster. Por lo
tanto, Hxd, Hyd están dadas, respectivamente, como

Hxd(t) = Hd cos(Qcd(t)), Hyd(t) = Hd sin(Qcd(t)), (3.2.8)

donde Qcd(t) es la orientación deseada de la formación según la trayectoria asignada.
La distancia euclidiana Hd se puede obtener usando (3.1.6). Entonces, las variables Dxd

y Dyd son
Dxd = Hxd −D2d cos(Qcd + α2d),

Dyd = Hyd −D2d sin(Qcd + α2d), (3.2.9)

donde α2d está expresada en (3.1.7). Derivando (3.2.8) y (3.2.9), con respecto del tiempo,
se tiene

Ḣxd = −Q̇cdHd sin(Qcd), Ḣyd = Q̇cdHd cos(Qcd),

Ḋxd = Q̇cdD2d sin(Qcd + α2d) + Ḣxd,

Ḋyd = −Q̇cdD2d cos(Qcd + α2d) + Ḣyd. (3.2.10)

Observación 3.2: Aunque las variables (Qc, D2, D3, αc) no se consideran variables de
posición, orientación o forma del clúster, para calcular las variables deseadas de la
formación (Dxd, Dyd, Hxd, Hyd), por simplicidad, primeramente se elijen las variables
deseadas que describen la forma (Qcd, D2d, D3d, αcd). Después de eso, usando (3.1.6),
(3.2.8), (3.2.9) y (3.1.7), se calculan las correspondientes variables deseadas. Las va-
riables de la formación seleccionadas se pueden ver como el “esqueleto” con forma de
“T”, (véase la Fig. 3.1).

3.2.2 Diseño del controlador a nivel de la formación

En este trabajo, se implementa un controlador P a nivel de la formación. Por lo
tanto, el controlador genera el siguiente vector de errores ponderados de la formación

∆Ec = KcEc = Kc(C−Cd) =

[∆EXc, ∆EY c, ∆EDx, ∆EDy, ∆EHx, ∆EHy]
T ,

(3.2.11)
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donde Ec es el vector de errores del clúster; Kc ∈ Rnmt×nmt es una matriz diagonal
compuesta por las ganancias positivas: KXc, KY c, KDx, KDy, KHx, KHy.

En el enfoque original, se aplica la cinemática de velocidad inversa (GṘ = J−1(C)Ċ),
y usando la salida del controlador a nivel del clúster (Ċcmd), se obtienen las velocidades
de los robots (Ṙcmd).

De manera similar, en el esquema propuesto, la cinemática inversa de posición (3.2.4)
se utiliza para obtener la salida del controlador a nivel del clúster, ∆R = K−1∆Ec,
esto es

∆R =


∆x1

∆y1

∆x2

∆y2

∆x3

∆y3

 =


∆EXc − (2/3)∆EHx
∆EY c − (2/3)∆EHy

∆EXc + (1/3)∆EHx −∆EDx
∆EY c + (1/3)∆EHy −∆EDy
∆EXc + (1/3)∆EHx + ∆EDx
∆EY c + (1/3)∆EHy + ∆EDy

 . (3.2.12)

Note que, la salida del controlador a nivel de la formación está compuesta por los
errores de sincronización de los robots (∆R), como se muestra a continuación.

3.2.3 Enfoque de sincronización

Considere los errores de seguimiento de los robots, con respecto al marco de refe-
rencia global {G}, exi, eyi, dados en (2.2.6) y (2.2.7), con i = 1, ..., n.

La relación entre los errores de seguimiento de los robots y la entrada del controlador
a nivel de los robots se puede obtener mediante el uso de (3.2.11), (3.2.12) y (3.2.3). El
error ∆x2, se presenta como

∆x2 = KXc(Xc −Xcd) +
KHx

3
(Hx −Hxd)−KDx(Dx −Dxd)

=
KXc

3
(ex1 + ex2 + ex3) +

KHx

(3)(2)
(ex2 + ex3 − 2ex1)

− KDx

2
(ex3 − ex2)

=
1

3
(KXc +

1

2
KHx +

3

2
KDx)ex2 +

1

3
(KXc −KHx)ex1

+
1

3
(KXc +

1

2
KHx −

3

2
KDx)ex3.

(3.2.13)

Sin pérdida de generalidad, considere las siguientes ganancias:

KC = KXc = KY c, KD = KDx = KDy,

KH = KHx = KHy,

β = KC +
1

2
KH +

3

2
KD, β̄ = KC +

1

2
KH −

3

2
KD,

µ = KC + 2KH , µ̄ = KC −KH , (3.2.14)
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donde KC , KD, KH , β, µ son también ganancias positivas; µ̄, β̄ ∈ R. Más información
sobre estas ganancias se presenta posteriormente. Sustituyendo (3.2.14) en (3.2.13) se
tiene

∆x2 =
1

3

(
µ̄ex1 + βex2 + β̄ex3

)
. (3.2.15)

El resto de errores de sincronización (3.2.12) se pueden obtener de manera similar. Por
lo tanto, los errores de sincronización de los robots, como función de sus errores de
seguimiento, están dados por

∆λ1 = 1
n
(µeλ1 + µ̄eλ2 + µ̄eλ3),

∆λ2 = 1
n
(βeλ2 + µ̄eλ1 + β̄eλ3),

∆λ3 = 1
n
(βeλ3 + µ̄eλ1 + β̄eλ2),

(3.2.16)

donde n = 3, λ = x, y. Por lo tanto, la relación entre los errores de sincronización y los
errores de seguimiento de los robots se pueden reducir a la siguiente expresión

[∆x1,∆x2,∆x3]T = (1/n)SG[ex1, ex2, ex3]T ,

[∆y1,∆y2,∆y3]T = (1/n)SG[ey1, ey2, ey3]T , (3.2.17)

donde la matriz de sincronización está dada por

SG =

 µ µ̄ µ̄
µ̄ β β̄
µ̄ β̄ β

 . (3.2.18)

Por lo tanto, la salida del controlador a nivel del clúster (3.2.12) y los errores de sincro-
nización (3.2.17) son expresiones equivalentes. La matriz de sincronización para n = 2
está dada por las 2 últimas columnas y filas de (3.2.18).

Note que, si se requiere un movimiento sincronizado entre los robots móviles, es
necesario asignar un valor diferente de cero a las ganancias µ̄, β̄. Por otro lado, si no se
requiere un movimiento sincronizado, entonces se tiene que los errores de sincronización
son proporcionales a los errores de seguimiento, esto es ∆xi ∝ exi, ∆yi ∝ eyi, con
i = 1, 2, 3.

Para garantizar que SG es no singular, con µ̄ 6= 0 y β̄ 6= 0, por simplicidad y sin
pérdida de generalidad, considere las siguientes asignaciones: µ = β ∈ R+ y µ̄ = β̄ ∈
R− {0} implicando, de (3.2.14), que KD = KH y KC 6= KH . Por tal motivo, la matriz
SG es no singular cuando la siguiente condición se satisface

β̄ ∈ (−β/2, 0) ∪ (0, β). (3.2.19)

A diferencia de [10], note que en este trabajo, los errores de sincronización ∆xi,
∆yi, con i = 1, ..., n, están definidos como una suma ponderada de todos los errores
de seguimiento exi, eyi, respectivamente. Según el valor de las ganancias en (3.2.14)
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Figura 3.2: Diagrama de bloques del esquema propuesto. Cd = [Xcd, Ycd, Dxd, Dyd,
Hxd, Hyd]

T , C = [Xc, Yc, Dx, Dy, Hx, Hy]
T , ∆R = [∆xi, ∆yi]

T , con i = 1, 2, 3.

y (3.2.19), las ganancias µ̄, β̄ pueden ser positivas o negativas, entonces, el concepto
de error de sincronización es el presentado por Sun et al. en [10]. Además, no solo
se necesitan los errores de seguimiento de los robots vecinos, sino que también son
necesarios el resto de errores de seguimiento.

Un control de posición sin sincronización puede tener éxito en el problema de segui-
miento de trayectoria, pero en general, no se garantiza lograr el control de formación
durante todo el movimiento [10].

3.2.4 Diseño del controlador a nivel de los robots

Como se mencionó, a partir de los errores de sincronización (3.2.17), se obtienen las
entradas de control para cada robot mediante el uso de otra ley de control. Similar a [53]
y [55], en este trabajo, se implementa la ley de control para los robots móviles tipo dife-
rencial considerando el punto medio del eje de las ruedas, descrita en la Sección 2.2.1. Si
la orientación deseada para cada robot móvil tipo (2,0) está dada por (2.1.7), entonces
se resuelve el problema de seguimiento de trayectoria, con convergencia a cero de los
errores de seguimiento y de orientación, para todos los robots móviles, como se muestra
a continuación. El diagrama de bloques del esquema propuesto se muestra en la Fig. 3.2.

Observación 3.3: Note que el controlador implementado en este trabajo, a nivel de los
robots, no es el único que se puede utilizar. Haciendo las adaptaciones correspondientes,
se puede implementar un controlador diferente. En [56], se implementa este enfoque de
sincronización utilizando, en el espacio de los robots, el controlador descrito en la Sec-
ción 2.2.2. Con ese controlador, no se requiere que la orientación de los robots móviles
alcancen su valor deseado.

A partir de la ley de control para un robot móvil tipo (2,0) descrita en 2.2.1, rea-
lizando la adaptación de cambiar exi, eyi por ∆xi,∆yi, para utilizarla en el esquema
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propuesto, considere las señales virtuales νxi, νyi, dadas de la forma

νxi = ẋid − kxi∆xi, νyi = ẏid − kyi∆yi, con i = 1, 2, 3. (3.2.20)

En este trabajo, como en [58], los errores de sincronización (3.2.17) están dados de
manera similar a los términos de acoplamiento, presentados en [57], donde se usan el
resto de errores de seguimiento y no solo el de los 2 vecinos más cercanos. Es fácil pro-
bar que la matriz SG proporciona una equivalencia entre los errores de sincronización
y los términos de acoplamiento mutuo. Con estos términos, se puede resolver el pro-
blema de sincronización entre los robots proveiendo más robustez a la formación ante
perturbaciones.

Por otra parte, la velocidad rotacional no se modifica y está dada por (2.2.5), uti-
lizando el error en la orientación angular eqi. Note que, en contraste con los errores de
seguimiento (2.2.6) y (2.2.7), para las orientaciones de los robots móviles, no se definen
errores de sincronización. Como ya se demostró en (2.2.9), la variable qi, con i = 1, ..., n,
converge exponencialmente a su valor deseado.

A continuación considere las siguientes suposiciones en cuanto al esquema de sin-
cronización:

Suposición 3.1 Las entradas de control, (Vi(t),Wi(t)), están acotadas ∀t ≥ 0,
esto es 0 ≤ Vi(t) ≤ Vmax y |Wi(t)| ≤ Wmax, con i = 1, ..., n, donde Vmax,Wmax ∈
R+.

Suposición 3.2 La velocidad rotacional deseada pare el i-ésimo robot móvil, está
acotada y es diferente de cero ∀t ≥ 0, esto es q̇id(t) = ωid(t) 6= 0 y |ωid(t)| ≤ ωmax,
con i = 1, ..., n, donde ωmax ∈ R+.

Sustituyendo (2.1.1), (2.1.2), (2.2.2) y (3.2.20) en las derivadas temporales de (2.2.6)
y (2.2.7), se obtiene la dinámica de los errores de seguimiento, dada por

ėxi =Vi cos(qi)− ẋid = [ẋid − kxi∆xi] cos2(qi)

+ [ẏid − kyi∆yi] sin(qi) cos(qi)− ẋid,
(3.2.21)

ėyi =Vi sin(qi)− ẏid = [ẋid − kxi∆xi] cos(qi) sin(qi)

+ [ẏid − kyi∆yi] sin2(qi)− ẏid,
(3.2.22)

con i = 1, ..., n. Considere la siguiente notación Ci = cos(qi), Si = sin(qi). (3.2.21) y
(3.2.22) pueden reescribirse, respectivamente, como

ėxi = −kxi∆xiC2
i − kyi∆yiSiCi + ẋid(C

2
i − 1) + ẏid(SiCi)

= −kxi∆xiC2
i − kyi∆yiSiCi + [ẏid(SiCi)− ẋidS2

i ]

= −kxi∆xiC2
i − kyi∆yiSiCi + rx(ẋid, ẏid, Si, Ci),

(3.2.23)

ėyi = −kyi∆yiS2
i − kxi∆xiCiSi + ẋid(CiSi) + ẏid(S

2
i − 1)

= −kyi∆yiS2
i − kxi∆xiSiCi + [ẋid(CiSi)− ẏidC2

i ]

= −kyi∆yiS2
i − kxi∆xiSiCi + ry(ẋid, ẏid, Si, Ci).

(3.2.24)
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Sin pérdida de generalidad, tome en cuenta la ganancia k = kxi = kyi. Entonces, la
dinámica de los errores de seguimiento y la dinámica de los errores de orientación, en
lazo cerrado, están dadas por

ėxi = −k∆xiC
2
i − k∆yiSiCi + rx(ẋid, ẏid, Si, Ci), (3.2.25)

ėyi = −k∆yiS
2
i − k∆xiSiCi + ry(ẋid, ẏid, Si, Ci), (3.2.26)

ėqi = −kqieqi. (3.2.27)

El siguiente lema establece las condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales la
dinámica de los errores de seguimiento y de orientación, para una formación compuesta
por 3 robots móviles tipo diferencial, son asintóticamente estables, considerando el caso
particular cuando tanto la orientación deseada como su derivada temporal correspon-
diente son iguales para todos los robots.

Lema 1: Considere tres robots móviles tipo diferencial (2.1.1)-(2.1.3). Suponga que
la trayectoria, orientación y forma para el clúster deseado (3.2.6) son variantes en el
tiempo de tal forma que la trayectoria deseada y orientación deseada para cada robot
móvil (xid(t), yid(t), qid(t)) satisfacen la restricción no holónoma (2.1.7) ∀t ≥ 0. Suponga
que tanto la orientación deseada como la velocidad rotacional deseada (qd(t), ωd(t)), con
i = 1, 2, 3, son iguales para todos los robots móviles ∀t ≥ 0. Si se utiliza el controlador
a nivel de la formación (3.2.11) y el controlador a nivel de los robots (2.2.2)-(2.2.1),
donde

(Vid(t),Wid(t)) están impuestas por (2.1.8);

las Suposiciones 3.1 y 3.2 se toman en cuenta;

k, kqi > 0, con i = 1, 2, 3;

KC , KD, KH > 0, KD = KH , KC 6= KH , µ = β ∈ R+, µ̄ = β̄, donde β̄ satisface
(3.2.19);

entonces, la dinámica de los errores de seguimiento (3.2.25)-(3.2.26) converge asintóti-
camente a cero. Además, tanto el vector de errores del clúster (3.2.11) como los errores
de sincronización (3.2.17) también convergen asintóticamente a cero. Aśı mismo, los
errores de orientación de los robots (2.2.8) son exponencialmente estables.

Demostración: Como se muestra en (2.2.9), con kqi > 0, el error de orientación
para cada robot móvil tipo diferencial converge exponencialmente a cero. Esto implica
que qi → qid, Ci → cos(qid), Si → sin(qid), con i = 1, 2, 3. Después de un transi-
torio, los términos rx(ẋid, ẏid, Si, Ci) y ry(ẋid, ẏid, Si, Ci) dados en (3.2.23) y (3.2.24),
respectivamente, satisfacen la restricción no holónoma (2.1.6), esto es

rx → ẏid[sin(qid) cos(qid)]− ẋid sin2(qid) = 0,

ry → ẋid[sin(qid) cos(qid)]− ẏid cos2(qid) = 0.
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Por lo tanto, los términos rx, ry son señales desvanecientes del sistema (3.2.25)-(3.2.27)
dado que su convergencia a cero sólo depende de los errores de orientación eqi, con
i = 1, ..., n.

Debido a que la convergencia de los errores de orientación es muy rápida (convergen-
cia exponencial) e independiente de los errores de seguimiento, y bajo la condición de
que la orientación deseada para todos los robots móviles es la misma, esto es qid = qd,
y ωid = ωd, el sistema (3.2.25)-(3.2.26) se puede reescribir como el siguiente subsistema

ėxi = −k∆xiC
2 − k∆yiSC, (3.2.28)

ėyi = −k∆yiS
2 − k∆xiCS, (3.2.29)

donde C = cos(qd), S = sin(qd), con i = 1, 2, 3. Aunque (3.2.28)-(3.2.29) es un sis-
tema lineal variante en el tiempo, en este caso particular, es posible usar un cambio
de coordenadas globalmente definido para obtener un sistema equivalente. Las nuevas
variables de estado están dadas por

eli = ∆xiC + ∆yiS, (3.2.30)

epi = −∆xiS + ∆yiC, (3.2.31)

con i = 1, ..., n. Geométricamente, eli y epi son los errores de seguimiento sobre los ejes
Xi y Yi, del marco de referencia del i-ésimo robot, respectivamente.
Por lo tanto, la dinámica de dichos errores de seguimiento está dada por

ėl1 = ep1ωd −
k

n
µel1 −

k

n
µ̄(el2 + el3),

ėl2 = ep2ωd −
k

n
βel2 −

k

n
µ̄el1 −

k

n
β̄el3,

ėl3 = ep3ωd −
k

n
βel3 −

k

n
µ̄el1 −

k

n
β̄el2,

ėpi = −eliωd, (3.2.32)

con i = 1, 2, 3. Tomando en cuenta la función candidata de Lyapunov dada por

V (eli, epi) =
1

2

n∑
i=1

(e2
li + e2

pi), (3.2.33)

con n = 3, es fácil ver que la derivada con respecto al tiempo de V (eli, epi) está dada
por

V̇ (eli, epi) = [el1 el2 el3]

(
−k
n

)
SG[el1 el2 el3]T , (3.2.34)

donde SG se expresa en (3.2.18). Debido a que SG es una matriz definida positiva, según
(3.2.19), V̇ (eli, epi) es definida negativa. Sin embargo, dado que los términos epi no se
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presentan en V̇ , garantizar que V̇ es definida negativa implica que el sistema (3.2.32)
es solamente estable.

Note que V̈ (el, ep) está acotada, dado que la Suposición 3.2 se satisface; por tanto
V̇ (el, ep) es uniformemente continua. Considerando el lema de Barbalat [59], se tiene
que V̇3(el, ep) → 0 cuando t → ∞ y consecuentemente eli → 0 con i = 1, 2, 3. De las
primeras tres ecuaciones de (3.2.32) y bajo la suposición de que ωd 6= 0, está claro que
epi → 0, por lo tanto los errores de seguimiento de todos los robots convergen a cero.
Entonces, el origen del sistema (3.2.25)-(3.2.27) es asintóticamente estable.

Finalmente, dado que la matriz SG es no singular, garantizar que exi, eyi converjan
a cero implica que ∆xi,∆yi converjan a cero también. De manera similar, dado que la
matriz K es no singular (3.2.3), también el vector de errores del clúster (3.2.11) con-
verge asintóticamente a cero. �

El siguiente lema establece las condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales la
dinámica de los errores de seguimiento y de orientación, para una formación compuesta
por 3 robots móviles tipo diferencial, son asintóticamente estables, considerando que
tanto la orientación deseada como su derivada temporal correspondiente son diferentes
para todos los robots. En otras palabras, se resuelve el caso general del problema de
control de formación variante en el tiempo.

Lema 2: Considere tres robots móviles tipo diferencial (2.1.1)-(2.1.3). Suponga que
la trayectoria, orientación y forma para el clúster deseado (3.2.6) son variantes en el
tiempo de tal forma que la trayectoria deseada y orientación deseada para cada robot
móvil (xid(t), yid(t), qid(t)) satisfacen la restricción no holónoma (2.1.7) ∀t ≥ 0. Suponga
que tanto la orientación deseada como la velocidad rotacional deseada (qd(t), ωd(t)), con
i = 1, 2, 3, pueden ser distintas para todos los robots móviles ∀t ≥ 0. Si se utiliza el
controlador a nivel de la formación (3.2.11) y el controlador a nivel de los robots (2.2.2)-
(2.2.1), donde

(Vid(t),Wid(t)) están impuestas por (2.1.8);

las Suposiciones 3.1 y 3.2 se toman en cuenta;

k, kqi > 0, con i = 1, 2, 3;

KC , KD, KH > 0, KD = KH , KC 6= KH , µ = β ∈ R+, µ̄ = β̄, donde β̄ satisface
−(L− 1)β < β̄ < L−1

2
β, con 1 < L ≤ 3;

entonces, la dinámica de los errores de seguimiento (3.2.25)-(3.2.26) converge asintóti-
camente a cero. Además, tanto el vector de errores del clúster (3.2.11) como los errores
de sincronización (3.2.17) también convergen asintóticamente a cero. Aśı mismo, los
errores de orientación de los robots (2.2.8) son exponencialmente estables.

Demostración: Aplicando una metodoloǵıa similar al Lema 1, bajo la condición de
que todas las orientaciones deseadas de los robots son diferentes entre ellas, después de
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un breve transitorio, el sistema (3.2.25)-(3.2.27) se puede reducir al subsistema lineal
variante en el tiempo dado por

ėxi(t) = −kgci(t)∆xi − k∆yigi(t), (3.2.35)

ėyi(t) = −kgsi(t)∆yi − k∆xigi(t), (3.2.36)

donde
gci(t) = cos2[qid(t)], gsi(t) = sin2[qid(t)],

gi(t) = sin[qid(t)] cos[qid(t)] =
1

2
sin[2qid(t)], (3.2.37)

con i = 1, 2, 3. Las funciones previas satisfacen

0 ≤ gci(t) ≤ 1, 0 ≤ gsi(t) ≤ 1, |gi(t)| ≤ 1/2, ∀t ≥ 0. (3.2.38)

Las funciones gi(t) son continuamente diferenciables y de la Suposición 3.2, sus
derivadas temporales satisfacen

− ωmax ≤ ġi(t) = ωid(t) cos[2qid(t)] ≤ ωmax, ∀t ≥ 0, (3.2.39)

con i = 1, 2, 3. Considere el vector de errores de seguimiento de los robots dado como
e = [ex1, ey1, ex2, ey2, ex3, ey3]T , y la función candidata de Lyapunov dada por

V (t, e) =
n∑
i=1

(
[1 + gi(t)]

(
e2
xi + e2

yi

))
. (3.2.40)

Es fácil ver que

1

2

n∑
i=1

(
e2
xi + e2

yi

)
≤ V (t, e) ≤ 3

2

n∑
i=1

(
e2
xi + e2

yi

)
, ∀e ∈ R2n. (3.2.41)

Por lo tanto, V (t, e) es definida positiva, decreciente, y radialmente no acotada [59]. La
derivada de V (t, e) a lo largo de las trayectorias del sistema está dada por

V̇ (t, e) =
n∑
i=1

(2[1 + gi(t)]exiėxi

+ 2[1 + gi(t)]eyiėyi + ġi(t)[e
2
xi + e2

yi]).

(3.2.42)

Para garantizar que V̇ (t, e) es definida negativa, se debe satisfacer la siguiente de-
sigualdad

V̇ (t, e) ≤ −W3(e),

donde W3(e) es una función definida positiva invariante en el tiempo.
Sustituyendo (3.2.35) y (3.2.36) en (3.2.42), y usando los ĺımites inferiores de las de-
sigualdades (3.2.38) y (3.2.39), se tiene

−W3(e) =

(
k

2

) n∑
i=1

(
exi∆yi + eyi∆xi − ωmax(e2

xi + e2
yi)
)

= −eTQ3e,

(3.2.43)
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donde Q3 = 

ωmax
−kµ
2n

0 −kµ̄
2n

0 −kµ̄
2n

−kµ
2n

ωmax
−kµ̄
2n

0 −kµ̄
2n

0

0 −kµ̄
2n

ωmax
−kβ
2n

0 −kβ̄
2n

−kµ̄
2n

0 −kβ
2n

ωmax
−kβ̄
2n

0

0 −kµ̄
2n

0 −kβ̄
2n

ωmax
−kβ
2n

−kµ̄
2n

0 −kβ̄
2n

0 −kβ
2n

ωmax



, (3.2.44)

con n = 3. Note que, la matriz requerida Qn para n = 2 es la que se compone por las
4 columnas y filas de (3.2.44).

Para obtener una función definida positiva invariante en el tiempo (W3(e)), la matriz
Q3 debe ser definida positiva. Por lo tanto, es necesario analizar las propiedades de Q3

para presentar el intervalo correspondiente de las ganancias que componen Q3.
Nuevamente, si µ̄ = β̄ = 0 no se requiere una sincronización entre los robots móviles,

obteniendo 3 sistemas desacoplados. Debido a que ωmax es un parámetro que depende
de la trayectoria deseada, es fácil asignar un valor suficientemente grande a ωmax para
garantizar que Q3 sea definida positiva. De hecho, el parámetro ωmax provee la velocidad
de convergencia del sistema [59].

Del segundo menor principal de la matriz Q3, para garantizar que su determinante
sea positivo, se debe satisfacer la siguiente desigualdad

ωmax > kµ/(2n), con n = 3. (3.2.45)

Por lo tanto, para omitir el parámetro ωmax, tome en cuenta la siguiente asignación

ωmax = Lkβ/(2n), (3.2.46)

con µ = β (3.2.19), donde L > 1 es un factor de escalamiento, el cual no puede ser muy
grande debido a que solo se requiere satisfacer la desigualdad en (3.2.45).
Note que Q3 es una matriz simétrica compuesta por las ganancias k, µ, β ∈ R+, µ̄ =
β̄ 6= 0, entonces los valores propios de Q3 son todos valores reales. Tomando en cuenta
(3.2.19) y (3.2.46), los valores propios de Q3 están dados por

λ1 = λ2 = [β̄k + (L− 1)βk]/(2n),
λ3 = λ4 = [−β̄k + (L+ 1)βk]/(2n),

λ5 = [2β̄k + (L+ 1)βk]/(2n),
λ6 = −[2β̄k + (1− L)βk]/(2n).

(3.2.47)

La solución que satisface que todos los valores propios de Q3 son positivos, tomando
β̄ > 0, es

β̄ <
L− 1

2
β. (3.2.48)
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De otra forma, tomando β̄ < 0, hay 2 intervalos solución que satisfacen que todos los
valores propios de Q3 son positivos, dado que el intervalo menor depende del intervalo
L, éstos son

− (L− 1)β < β̄, con L ≤ 3; −L+ 1

2
β < β̄, con L ≥ 3. (3.2.49)

Como ya se mencionó, se requiere que L sea grande para satisfacer (3.2.45), por lo
tanto, se desprecia el intervalo para L ≥ 3.

Para considerar valores positivos y negativos de la ganancia β̄ y para garantizar que
la matriz Q3 sea definida positiva, es necesario tomar la unión del intervalo (3.2.48) con
(3.2.49) considerando L ≤ 3, esto es

β̄ ∈ (−[L− 1]β, 0) ∪ (0, [L− 1]β/2), donde 1 < L ≤ 3. (3.2.50)

De manera similar para µ̄. La matriz SG puede ser definida positiva de acuerdo con la
desigualdad expresada en (3.2.19). Por lo tanto, tomando L = 2 en la solución para el
caso variante en el tiempo (3.2.50), el intervalo solución está dado por

β̄ ∈ (−β, 0) ∪ (0, β/2). (3.2.51)

Entonces, considerar L = 2 es una asignación apropiada.
Realizando un procedimiento similar para el sistema variante en el tiempo, con n = 2,
el intervalo de solución está dado por

−(L− 1)β < β̄ < (L− 1)β, con L > 1.

El intervalo solución para el sistema invariante en el tiempo, con n = 2, está dado por

−β < β̄ < β.

Nuevamente, considerar L = 2 es una asignación apropiada.

Con este resultado se puede concluir que existe una solución, eligiendo apropiada-
mente los valores para las ganancias k, µ, β, µ̄, β̄, y el parámetro ωmax, que hace que Q3

sea una matriz definida positiva. Por lo tanto, el origen del sistema (3.2.25)-(3.2.27) es
asintóticamente estable.

Finalmente, dado que la matriz SG es no singular, también los errores de sincroni-
zación (3.2.17) convergen asintóticamente a cero. Aśı mismo, debido a que la matriz K
es no singular (3.2.3), los errores de la formación (3.2.11) también convergen asintóti-
camente a cero. �

Observación 3.4: Sin tomar en cuenta la topoloǵıa del flujo de información entre
los robots móviles, una posible manera de definir un clúster compuesto por más de 3
robots móviles es implementando un super clúster, esto es, un clúster compuesto por
varios clústers que están formados por 2 y 3 robots (formaciones anidadas utilizando las
variables de forma presentadas en este trabajo). Asimismo, implementando el esquema
de sincronización propuesto en un super clúster, todos los errores de seguimiento, de
sincronización y de orientación de los robots también son asintóticamente estables para
el caso general, como se demuestra en el Lema 2.
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3.3 Evasión y navegación para el clúster

A partir del método de potenciales artificiales se obtiene la posición y orientación
deseada para el clúster [Xcd, Ycd, Qcd]

T , las cuales se deben seguir para resolver el pro-
blema de navegación evadiendo obstáculos y converger a la meta. Como se describe en
la Sección 2.5, el método de potenciales artificiales requiere en todo momento las posi-
ciones y velocidades del clúster, la meta y los obstáculos, para generar una fuerza total
F (p, pobs, VRO) y un ángulo de orientación deseado θf . En este trabajo se considera al
clúster como una entidad simple, por lo tanto, se emplea el esquema descrito utilizando
la posición y velocidad del centroide del clúster, y no considerando cada robot de ma-
nera individual para después obtener un promedio de las fuerzas totales. Al igual que
en (2.5.20), la velocidad lineal deseada para la navegación de la formación está dada
por

Vd = Kvdg.

Las velocidades cartesianas deseadas para el clúster están dadas de la siguiente manera

Ẋcd = Vd cos(Qcd), Ẏcd = Vd sin(Qcd), (3.3.1)

donde Qcd es la orientación deseada del clúster, la cual se describe más adelante. Las
posiciones cartesianas deseadas para la formación se obtienen mediante un bloque in-
tegrador de las señales anteriores.

Similar a [26], la velocidad angular deseada para el clúster tiene la forma de un
controlador PI, es decir

Q̇cd = −KsEQc −Ks0

∫ t

0

EQc(λ)dλ, (3.3.2)

donde Ks y Ks0 son ganancias positivas. EQc = (Qc−θf ) es el error en la orientación del
clúster. La orientación del clúster está descrita por (3.1.3). Para obtener la orientación
deseada del clúster Qcd, se aplica un bloque integrador a la señal Q̇cd. Utilizar esta
integral para obtener la orientación deseada de la formación en lugar de considerar
Qcd = θf , permite que dicha orientación no sea discontinua al entrar o salir de la zona
de influencia de algún obstáculo o al detectar un acercamiento con éste. Además, debido
a la integral del error en la orientación, es posible demostrar que Qcd tiende a θf en un
tiempo finito eligiendo apropiadamente la ganancia Ks0. Utilizar Ks0 grande implica en
un recorrido muy curvo no deseable.

Debido a las restricciones no holonómicas de los robots móviles tipo diferencial con-
siderados, las orientaciones deseadas para cada uno de éstos están descritas en (2.1.7),
es por eso que se utiliza (3.2.7) para determinar las velocidades cartesianas deseadas de
cada robot y finalmente obtener las orientaciones deseadas correspondientes. Es muy
importante notar que cuando se quiere que el clúster se mueva apuntando en la di-
rección de su velocidad traslacional (como si fuera un uniciclo más grande), solo las
orientaciones deseadas para los robots móviles 2 y 3 son iguales ya que están ubicados
de forma colineal. Las orientaciones deseadas de clúster y del robot 1 están desfasadas
en el tiempo.



Caṕıtulo 4

Plataforma experimental

En este caṕıtulo se describen brevemente todos y cada uno de los componentes de la
plataforma experimental utilizada en este trabajo. Se presentan las caracteŕısticas del
sistema de visión y sensado, de la computadora central que realiza las leyes de control
y se muestran los robots móviles tipo uniciclo de la marca ROBOTIS que se utilizaron.
Finalmente, se da una breve descripción de ROS (Robot Operating System).

4.1 Visión y sensado

La detección de la posición y orientación de los robots son parte fundamental para
el desarrollo de los experimentos y cálculos matemáticos. Por tal motivo estos datos
deben de ser obtenidos de la manera más precisa posible. Para lograr este objetivo,
durante el experimento, se cuenta con el sistema de visión y sensado especializado en
la obtención de captura de movimiento v́ıa señales infrarrojas auxiliares conocido como
OptiTrack, sistema desarrollado por la compañ́ıa NaturalPoint [60] que determina la
posición y orientación de objetos en un espacio tridimensional limitado por el rango
de trabajo de la constelación de cámaras que constituyen el sistema a un máximo de
120 cuadros por segundo. El sistema OptiTrack implementado está conformado por las
siguientes partes:

8 cámaras Flex 13.

2 OptiHubs 2.

Marcadores reflejantes

Equipo de calibración OptiWand y escuadra de volumen.

Llave USB de licencia.

Software Motive.

49
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Una de las grandes ventajas que ofrecen las cámaras Flex 13, Fig. 4.1, es su pre-
procesamiento interno al contar con un microprocesador que no solo ayuda al proceso
de captura de imágenes, sino que además realiza cálculos de visión artificial entregando
al software “Motive” datos de la posición de un conjunto de marcadores reflejantes
filtrados, lo que se refleja significativamente en la capacidad de procesamiento aligerando
los cálculos en la máquina de control.

Figura 4.1: Cámaras Flex 13 y OptiHubs 2.

El sistema de visión utiliza una serie de marcadores reflejantes de señales infrarrojas
configurados en patrones geométricos irregulares con la finalidad de distinguir a los
objetos ŕıgidos a sensar. En el caso de utilizar múltiples objetos es necesario que cada
objeto tenga un patrón único para que el sistema de visión los pueda distinguir. Cada
patrón es sensado para obtener el centroide y la orientación de cada objeto.

“Motive” es un programa que sirve como interfaz de control para el sistema Op-
tiTrack, (véase la Fig. 4.2), con ayuda de un servidor VRPN (siglas en inglés Virtual
Reality Peripheral Network), y utilizando el puerto local 3883 es posible enviar las coor-
denadas de postura de los robots móviles hacia la computadora central, por medio de
un router, donde se realiza el cálculo de las señales de control que son enviadas a todos y
cada uno de los robots móviles para obtener la evolución del sistema, retroalimentando
nuevamente los estados del sistema cerrando el lazo de control. La Fig. 4.3 muestra el
diagrama a bloques del flujo de datos en la plataforma experimental.

4.2 Computadora central

La unidad de procesamiento es una computadora con el sistema operativo Linux
con la distribución Ubuntu 20.04 y la versión de ROS Noetic. Esta computadora fue
asignada como Master, por lo que todos los dispositivos se conectan a ella por medio
de un router. En esta unidad se realizan todos los procesos de las leyes de control desde
recibir la posiciones de todos los robots móviles que Motive env́ıa y posteriormente
enviando las velocidades correspondientes a todos y cada uno de los veh́ıculos a través
de la comunicación inalámbrica. Es importante notar que la plataforma experimental
cuenta con un sistema de localización absoluta y una computadora central, por lo que
se tiene un esquema centralizado que funciona correctamente.
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Figura 4.2: Entorno del software Motive.

Figura 4.3: Flujo de datos en la plataforma experimental.

4.3 Robots móviles TurtleBot3

Los robots móviles tipo (2,0) utilizados para la ejecución de las pruebas experi-
mentales son los robots Turtlebot3, los cuales son desarrollados por Open Robotics en
colaboración con ROBOTIS y diferentes socios con la finalidad de diseñar un robot
que cuente con software, hardware y contenido basados en código abierto. Su uso está
principalmente enfocado para la educación, investigación y creación de prototipos. Los
Turtlebot3 son la tercera y más reciente versión de la familia de robot Turtlebot, los
cuales están estandarizados para la plataforma ROS. Una de las caracteŕısticas más
importantes de este robot es su diseño modular, que permite que este pueda ser perso-
nalizado reconstruyendo las partes mecánicas o añadiendo diferentes sensores.

El Turtlebot3 se encuentra disponible en 2 modelos, Turtlebot3 Burger y Turlebot3
Waffle, los cuales se muestran en la Fig. 4.4. Ambos modelos están compuestos por
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2 servomotores DYNAMIXEL, una bateŕıa de poĺımero de litio, una tarjeta OpenCR
1.0 que sirve como etapa de potencia, un sensor de distancia láser 360◦ (LIDAR), una
computadora Raspberry Pi 3 modelo B, la cual es la que se encarga de conectarse al
router v́ıa wi-fi para recibir las señales de control calculadas por la computadora central.
Para mayor información sobre las especificaciones de los TurtleBot3 consulte [61].

(a) Burger. (b) Waffle.

Figura 4.4: Modelos del TurtleBot3.

4.4 ROS (Robot Operating System)

El meta-sistema operativo ROS tiene como objetivo gestionar todos los dispositi-
vos que forman la plataforma experimental [62]. Fue inicialmente desarrollado por el
Laboratorio de Inteligencia Artificial de Stanford en el 2007, aunque a partir del 2008,
Willow Garage, un instituto de investigación robótica se encarga del desarrollo del sis-
tema operativo bajo una licencia de código abierto. ROS es un entorno de trabajo que
funciona como un meta-sistema operativo para el desarrollo de aplicaciones robóticas.
Proporciona la gran mayoŕıa de servicios que ofrece un sistema operativo, como son
abstracción del hardware, uso de libreŕıas, paso de mensajes y gestión de paquetes.

Su principal ventaja es que está basado en la computación distribuida, la cual utiliza
distintos dispositivos organizados y unidos entre śı normalmente por una red de alta
velocidad para cumplir objetivos en común, comportándose como un mismo sistema.
ROS permite considerar a los robots móviles, computadora central y sistema de locali-
zación OptiTrack como un solo sistema facilitando la comunicación entre ellos debido
a su funcionamiento como sistema distribuido. Los robots móviles considerados en esta
plataforma cuentan con ROS, mientras que los datos del sistema de localización son en-
viados a la unidad de procesamiento a través de ROS. Otra ventaja importante de este
sistema operativo es la simplicidad del modelo de comunicación y la gestión de men-
sajes del sistema, lo que ha hecho que ROS sea un estándar para muchas plataformas
robóticas. El funcionamiento de ROS se puede definir como un sistema de arquitectura
de grafos, donde cada elemento del software se conecta a un nodo maestro que permite
que los elementos puedan comunicarse entre śı para cumplir un objetivo en común.



Caṕıtulo 5

Resultados Experimentales (con
robots terrestres)

En este caṕıtulo se presentan los resultados experimentales obtenidos en el laborato-
rio para el esquema de evasión de obstáculos estáticos y dinámicos para una formación
compuesta por 3 robots móviles terrestres tipo (2,0) modelo burger. Primero, se descri-
be la trayectoria deseada que se utilizó en las pruebas de seguimiento para evaluar los
controladores a nivel del clúster y a nivel de los robots. También, se muestra la prueba
de evasión de obstáculos dinámicos y navegación utilizando el controlador P con com-
pensación y el sistema de visión OptiTrack para determinar la posición y orientación de
los robots móviles. Se describe detalladamente en qué consistieron las diferentes pruebas
y se muestran las gráficas de los resultados.

5.1 Trayectoria deseada

Debido a que una lemniscata requiere mayor dificultad al tener curvas de diferentes
radios, la trayectoria deseada elegida para las pruebas fue una lemniscata descrita de
la forma

Xcd = X0 + a sin(2πτ/T ), Ycd = Y0 + b sin(4πτ/T ), (5.1.1)

Qcd = ATAN2(Ẏcd/Ẋcd), (5.1.2)

donde (Xcd, Ycd) es la posición deseada para el centroide del clúster. a = 1.7 [m] y b = 0.7
[m] son las medidas de los semi-ejes X y Y, respectivamente. (X0, Y0) = (0.2,−0.4) es
la posición del centro de la lemniscata en metros, T es el periodo de la trayectoria y
τ = t + νT , con ν ∈ [0, 1), es un corrimiento temporal para poder iniciar la prueba en
cualquier punto de la trayectoria. Con Qcd variable se quiere que el clúster rote para que
cada robot siga una trayectoria concéntrica a la del centroide del clúster cumpliéndose
la restricción no holónoma de los robots móviles tipo (2,0).
La derivada temporal de la orientación deseada del clúster está descrita por

Q̇cd =
Ÿcd/Ẋcd − ẌcdẎcd/Ẋ

2
cd

1 + (Ẏcd/Ẋcd)2
. (5.1.3)
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El periodo de la lemniscata fue de 180 [s] y la duración de ambas pruebas fue de 220
[s].

Previamente se realizaron simulaciones numéricas de cada controlador para validar
el esquema propuesto. Por brevedad se omiten los resultados en MatLab-Simulink y en
el simulador Gazebo bajo el sistema operativo Linux (Ubuntu 20.04).

5.2 Parámetros deseados para la formación

En esta prueba se resuelve el problema de seguimiento de trayectoria. Los colores
negro, azul y rojo son los colores de las trayectorias deseadas para los robots 1, 2 y 3,
respectivamente. Los colores verde, ćıan y magenta son las trayectorias descritas por los
móviles 1, 2 y 3, respectivamente. La distancia deseada de separación entre los robots
es de 40 [cm] y el ángulo de abertura deseado de 60◦ con sus derivadas temporales
iguales a cero. De esta manera se pide formar un triángulo equilátero. En resumen se
tiene para las variables de forma

D2d = D3d = 0.4 [m], αcd = π/3 [rad], Ḋ2d = Ḋ3d = α̇cd = 0.

De esta manera, de (3.1.4), (3.1.6) y (3.1.7), se tiene que Dd = 0.5D1d = 0.2 [m],
Hd = 0.34641 [m] y α2d = π/6 [rad], respectivamente. Las variables de forma cartesiana
deseadas están dadas por

Hxd = Hd cos(Qcd), Hyd = Hd sin(Qcd), (5.2.1)

Dxd = −D2d cos(Qcd + α2d) +Hxd, Dyd = −D2d sin(Qcd + α2d) +Hyd. (5.2.2)

Por seguridad, se aplican saturaciones a las señales de control de los robots, inferiores
a los ĺımites indicados en las especificaciones del fabricante, dadas por

Vmax = 0.2 [m/s], Wmax = 1.5 [rad/s],

donde Vmax y Wmax son las velocidades lineales y angular máximas de cada robot móvil.

5.3 Seguimiento de trayectoria

Por brevedad, solamente se presenta el experimento del seguimiento de trayectoria
usando el controlador descrito en la Sección 2.2.1. En el análisis matemático de los
errores de seguimiento cartesianos utilizando ese controlador se prueba que dichos erro-
res convergen a cero cuando t → ∞. Experimentalmente se espera obtener errores de
seguimiento acotados por una banda.

Para obtener los valores de los ganancias requeridas por el controlador interno,
primero, se realizaron pruebas de seguimiento de trayectoria individual para cada robot.
Las ganancias para todos los robots fueron sintonizadas de manera heuŕıstica:

kxi, kyi = 0.07, kqi = 0.1,
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Figura 5.1: Trayectorias en el plano.

con i = 1, 2, 3. Posteriormente, se realizaron las pruebas de seguimiento de trayectoria
para la formación. Las ganancias del esquema de formación fueron sintonizadas de
manera heuŕıstica:

KC = KXc = KY c = 1, KD = KDx = KDy = 0.5KC , KH = KHx = KHy = 0.5KC .

De (3.2.14) se obtienen las ganancias de sincronización con los valores

β = 2KC = 2, β̄ = 0.5KC = 0.5, µ = 2KC = 2, µ̄ = 0.5KC = 0.5,

las cuales satisfacen la condición (3.2.19), implicando que se requiere un movimiento
sincronizado entre los robots móviles.

En la Fig. 5.1, se muestran las trayectorias deseadas y seguidas por los robots
móviles. Debido a que se inició la prueba lejos de la trayectoria deseada, los robots
logran converger a la formación y trayectoria deseada con errores aceptables a los 110
segundos. Como se puede apreciar, al inicio de la prueba, la trayectoria descrita por el
robot 2 (en ćıan), parece desviarse y después converger a la deseada. Notar que dicho
comportamiento se obtuvo de manera similar en la simulación en Matlab-Simulink.
Esto se debe a diferentes factores: al controlador interno implementado y a la condición
inicial de posición y orientación de los robots. Es importante mencionar que en esta
prueba se quiere evaluar que, independientemente de la condición inicial de posición y
orientación de alguno de los robots móviles, con el esquema de formación propuesto es
posible resolver el problema de seguimiento de trayectoria.

En la Fig. 5.2, se muestran los errores en los estados de la formación. A partir de
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Figura 5.2: Errores en los estados del clúster.

Figura 5.3: Comparación de las variables angulares.

los 175 segundos, los errores en todos los estados se mantienen en una banda acotada
de 0.03 [m].

En la gráfica superior de la Fig. 5.3 se muestra la orientación deseada y la orientación
real para cada uno de los 3 robots móviles. Debido a la trayectoria deseada (lemniscata),
se presentan 2 discontinuidades, en el ángulo de orientación, durante el experimento.
En la gráfica inferior se presentan los errores en las orientaciones de los robots. Una vez
que se reduce el error de condición inicial, los errores en las orientaciones se mantienen
en una banda de 0.06 [rad] con algunos picos.

En la Fig. 5.4 se muestra una comparación entre los errores cartesianos y los erro-
res de sincronización. Estos últimos se parecen en forma a los errores de seguimiento
cartesiano. A partir de los 190 [s] ambos errores se mantienen dentro de una banda de



5.3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIA 57

Figura 5.4: Errores cartesianos (exi, eyi) y errores de sincronización (∆xi,∆yi).

Figura 5.5: Señales de control aplicadas a los robots.

0.03 [m].

En la Fig. 5.5 se muestran las velocidades lineal y angular aplicadas a cada uno
de los 3 robots móviles. Se tienen algunas saturaciones de corta duración cuando los
robots cruzan la discontinuidad en la orientación de la trayectoria deseada. También,
de acuerdo con la trayectoria deseada y las posiciones iniciales, la velocidad lineal de
los robots móviles está dada entre 0 y 0.13 [m/s].

Discusión de los resultados
Los errores de seguimiento cartesiano y los errores en la orientación de cada uno de
los robots móviles son aceptables para ser una prueba real ya que se mantienen dentro
de una banda reducida. También, las señales de control asignadas por el controlador
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son suaves. Note que con el esquema propuesto, se requieren realizar 2 tareas, el segui-
miento de trayectoria y el control de formación y, consecuentemente, los errores a nivel
del clúster también se reducen asintóticamente. Por lo tanto, los robots móviles con-
vergen a la formación deseada mientras convergen a su trayectoria deseada de manera
sincronizada ya que se toma en cuenta el error de posición de los demás robots.

5.4 Evasión de obstáculos y navegación

Aunque con el controlador por seguimiento práctico y el controlador P con compen-
sación se puede resolver el problema de evasión de obstáculos estáticos y dinámicos, para
realizar las pruebas en la plataforma experimental, solamente se implementó el controla-
dor P con compensación [44], debido a que es posible reducir los errores de seguimiento
mucho más rápidamente que utilizando el controlador por seguimiento práctico.

Por brevedad, en este trabajo se presenta solo la prueba más representativa de este
esquema de evasión, la cual es cuando la formación, el obstáculo y la meta se localizan
colinealmente. La duración de esta prueba es de 48 segundos. Se aplicaron saturaciones
a las señales de control de los robots dadas como

Vmax = 0.2 [m/s], Vdmax = Vmax/2, Wmax = 1.5 [rad/s],

donde Vdmax, Vmax y Wmax son las velocidades lineales máximas de los robots, del clúster
y la velocidad angular máxima para todos, respectivamente. Los parámetros deseados
para el clúster fueron elegidos como:

D2d = D3d = 0.4 [m], αcd = π/3 [rad], Ḋ2d = Ḋ3d = α̇cd = 0,

Dd = 0.2 [m], Hd = 0.34641 [m], α2d = π/6 [rad].

Las ganancias del controlador y de sincronización fueron:

kxi = kyi = 0.07, Wx,Wy = 0.01, KC = KXc = KY c = 1, KD = KDx = KDy = 2KC ,

KH = KHx = KHy = 2KC , β = 5, β̄ = −1, µ = 5, µ̄ = −1,

con i = 1, 2, 3 y l = 0.1 [m]. Las ganancias del controlador fueron obtenidas de manera
heuŕıstica. Los valores de las ganancias del método de potenciales artificiales fueron:

Ks = 0.2, ks0 = 0.01, Kv = 0.2, αp = αv = 1.5, η = 1.8, kδ = 1.8, ε = 0.1,

r = 0.4[m], ρo = 1.5[m], amax = 0.1[m/s2].

Por simplicidad, la velocidad de la meta fue 0 y su posición fue (1.5,−0.5) [m]. La
velocidad y dirección del obstáculo móvil fue Vobs = 0.05 [m/s], qobs = −π [rad], con
posición inicial pobs(0) = (0.5,−0.5) [m]. Se trató de colocar a los robots móviles de
manera colineal al obstáculo y a la meta para evaluar el caso más común de mı́nimo
local pero debido a que se tiene una prueba real no es posible colocar a los robots en
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Figura 5.7: Diferentes variables de interés.

una posición exacta. Por tal motivo, en esta prueba se pide que los robots alcancen sus
posiciones deseadas mientras evaden al obstáculo.

En la Fig. 5.6 se muestran las trayectorias descritas por los robots y las trayectorias
deseadas para cada uno. Se omite la trayectoria descrita por el obstáculo.

En la gráfica izquierda de la Fig. 5.7 se muestran las variables angulares relacionadas
con la orientación del clúster. Nótese que la orientación deseada para el clúster Qcd es
suave. La orientación de la formación Qc tiende a θf . En la gráfica derecha de la Fig.
5.7 se muestran los errores en los estados de la formación, los cuales están acotados,
con algunos picos, en una banda de 0.015 [m] a partir de los 25 segundos.

En la gráfica superior de la Fig. 5.8 se muestra la velocidad deseada para el clúster
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Vd y la velocidad de acercamiento con el obstáculo dinámico VRO1, usando la condición
AND en hrep(p, pobs, vRO), de (2.5.11). Vd se mantiene saturada en 0.1 [m/s] y a medida
que los robots se aproximan a la meta, Vd se reduce suavemente.

De la Observación 2.3, con la modificación de la condición lógica AND por OR en el
potencial repulsivo (2.5.11), se logran eliminar las oscilaciones de alta frecuencia que
aparecen mientras el clúster está rodeando al obstáculo, véase la Fig. 5.8. Esto sucede
porque usando AND se realiza una acción de evasión cuando el centro del clúster está
dentro de la zona de influencia y se aproxima al obstáculo. Justo en el momento que sale
ó VRO1 ≤ 0, no se pide una acción de evasión y debido a la posición muy particular de
los robots y de la meta, éstos intentan acercarse al objetivo, haciendo que nuevamente
se cumplan las condiciones de una evasión. Por lo tanto, este fenómeno ocurre siempre
que se rodea al obstáculo. En la Fig. 5.8 se puede apreciar que dichas oscilaciones ocu-
rren mientras que VRO1 está cruzando por cero.

En la gráfica superior de la Fig. 5.9 se muestra la velocidad deseada para el clúster
Vd y la velocidad de acercamiento con el obstáculo dinámico VRO1, usando la condición
OR en hrep(p, pobs, vRO), de (2.5.11). En la gráfica inferior de la Fig. 5.9 se presentan
las componentes cartesianas de la fuerza total, la distancia del centroide del clúster
al obstáculo y a la meta. Al finalizar la prueba se obtuvo un error entre el centroide
del clúster y la meta de 1 [cm]. Como se puede apreciar, la mı́nima distancia entre el
centroide del clúster y el obstáculo es de 90.8 [cm].

En la Fig. 5.10 se muestran las velocidades lineales y angulares de los 3 robots
móviles. Es importante notar que al inicio de la prueba se tienen altas velocidades an-
gulares en todos los robots. Probablemente debido a que se tienen errores iniciales en
los estados de la formación grandes y el controlador muy agresivo bajo esta situación.
Otra posible razón es porque el ángulo de acercamiento inicial es muy próximo a cero
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resultando en una fuerza de repulsión muy grande.

Discusión de los resultados
De las gráficas mostradas, se puede concluir que el desempeño de la formación es rela-
tivamente bueno para ser una prueba real. Como ya se mencionó, al inicio de la prueba
las señales de velocidad angular de los robots son muy grandes. Una posible solución
a este problema puede ser que la posición inicial de los robots móviles sea más alejada
del obstáculo y de esta manera se puedan corregir los errores en la formación antes de
empezar a evadir al obstáculo con el fin de evitar realizar ambas tareas simultáneamen-
te. Debido al reducido espacio que se tiene en el laboratorio, no fue posible realizar una
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prueba con la suficiente separación inicial entre la formación y el obstáculo móvil.
Para obtener todas las ganancias del esquema propuesto, y como se explicó an-

teriormente, primero se deben sintonizar las ganancias del controlador interno para
asegurar que la trayectoria libre de colisiones se puede seguir de manera aceptable.
Posteriormente, se deben sintonizar las ganancias de convergencia a la meta sin con-
siderar obstáculos para que, finalmente, se obtengan las ganancias de repulsión de un
sólo obstáculo. Por simplicidad, se pueden suponer las mismas ganancias de repulsión
para todos los obstáculos.



Caṕıtulo 6

Resultados en Gazebo

En este caṕıtulo se describe el simulador 3D empleado para realizar las pruebas
de seguimiento de trayectoria y evasión de obstáculos dinámicos para una formación
compuesta por un robot móvil aéreo tipo cuadrirrotor y 2 robots móviles terrestres tipo
diferencial. Para mostrar la eficacia del simulador 3D, se muestra una comparación entre
la prueba experimental descrita en el caṕıtulo anterior y su simulación correspondiente
utilizando Gazebo. También, se presenta la justificación de utilizar un cuadrirrotor con
una cámara monocular a bordo para estimar la posición y orientación de los robots
terrestres mediante estrategias de visión computacional. Finalmente, se muestran las
prueba en simulación del esquema de formación heterogénea con evasión de obstáculos
dinámicos donde también se estima la posición, orientación y velocidad de los mismos,
utilizando la cámara a bordo.

6.1 Simulador Gazebo

Gazebo es un simulador 3D de código abierto, el cual permite simular eficientemen-
te la cinemática y la dinámica de los cuerpos ŕıgidos (robots). Éste permite utilizar
múltiples motores de f́ısica, motor de renderizado avanzado, soporte para complemen-
tos personalizados, programación en la nube y una gran variedad de repositorios con
bastantes robots comerciales. Además, se puede simular un robot personalizando ca-
racteŕısticas dinámicas como inercias, fricciones, contacto entre elementos, etc.

También permite simular una gran cantidad de sensores como cámaras, dispositi-
vos kinect, LIDAR, IMU, sonares, barómetros, GPS, etc. Además de simular entornos
complejos tanto interiores como exteriores y muy realistas (luces, sombras y texturas).
En la Fig. 6.1 se muestra uno de los muchos robots comerciales que se pueden utilizar
en este simulador, el robot humanoide NAO.

Es importante mencionar que además de simular la cinemática y dinámica de los
robots, con este simulador por defecto se agrega ruido gausiano en las medidas de odo-
metŕıa y de velocidades. Esto con el fin de dar más realismo y una mejor aproximación
a las señales que se obtendŕıan en una prueba real en el laboratorio.

63
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(a) NAO real. (b) NAO simulado.

Figura 6.1: Robot NAO de Aldebaran Robotics.

A continuación se enlistan algunas de las ventajas de utilizar el simulador 3D Ga-
zebo:

Ahorro de tiempo: Permite el rápido prototipado.

Ahorro de dinero: No es necesario tener los robots ni los sensores reales para
hacer pruebas.

Reducción de software: Es posible simular muchos de los robots y sensores
comúnmente utilizados en robótica.

Reutilización de código: Si se utiliza Gazebo y ROS, se puede usar el mismo
código de la simulación en un robot real.

El desarrollo del simulador Gazebo comenzó en 2002 en la Universidad del Sur de
California. Los creadores originales fueron el Dr. Andrew Howard y su alumno Nate
Koenig. El concepto de un simulador de alta fidelidad surgió de la necesidad de simular
robots en entornos exteriores bajo diversas condiciones. Como simulador complementa-
rio de Stage, se eligió el nombre Gazebo como la estructura más cercana a un escenario
al aire libre. El nombre se ha quedado a pesar del hecho de que la mayoŕıa de los
usuarios de Gazebo simulan ambientes interiores.

A lo largo de los años, Nate continuó desarrollando Gazebo mientras completaba su
doctorado. En 2009, John Hsu, un ingeniero de investigación senior en Willow, integró
ROS y el PR2 en Gazebo, que desde entonces se ha convertido en una de las principales
herramientas utilizadas en la comunidad ROS. Unos años más tarde, en 2011, Willow
Garage comenzó a brindar apoyo financiero para el desarrollo de Gazebo. En 2012, Open
Source Robotics Foundation (OSRF) se separó de Willow Garage y se convirtió en la
administradora del proyecto Gazebo. Después de un importante esfuerzo de desarrollo
por parte de un equipo de personas talentosas, OSRF usó Gazebo para ejecutar el
Virtual Robotics Challenge, un componente del DARPA Robotics Challenge, en julio
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de 2013. OSRF continúa el desarrollo de Gazebo con el apoyo de una comunidad diversa
y activa. Estén atentos a los desarrollos más interesantes relacionados con la simulación
de robots.

Más información sobre el simulador Gazebo se puede consultar: http://gazebosim.
org/projects.

6.2 Seguimiento de trayectoria (con robots terres-

tres)

Para corroborar y verificar que los resultados en simulación en Gazebo son muy
próximos a los que se obtienen en el laboratorio, se realizó una simulación de la prueba
de laboratorio mostrada en el caṕıtulo anterior.

Utilizando el simulador Gazebo es posible obtener la posición y orientación exacta
de todos los robots simulados como si se tuviera el sistema de cámaras OptiTrack o
mediante la odometŕıa de los robots usando sus encoders. En las simulaciones mos-
tradas en este caṕıtulo, siempre se utiliza la medición de Gazebo como si se hubieran
realizado las pruebas en el laboratorio. A continuación se muestra una comparación de
los resultados.

Considere exactamente las mismas condiciones que las descritas en el experimento:
la trayectoria deseada, los parámetros deseados para la formación, las ganancias del
controlador interno de todos los robots, de la formación y de sincronización, aśı como
las condiciones iniciales de posición y orientación, con una precisión de miĺımetros. La
única diferencia a tomar en cuenta es la frecuencia de ejecución del nodo del contro-
lador, en el experimento fue de 100 [Hz] y en la simulación de 50 [Hz]. En principio,
debido a la velocidad de los robots utilizados, no debeŕıa de ser un factor relevante para
la comparación.

En la Fig. 6.2 se muestran las trayectorias descritas por los 3 robots móviles tipo
diferencial. Como se puede apreciar, cada trayectoria individual es muy aproximada
entre ambas gráficas, incluso para la trayectoria descrita por el robot 2 (en color ćıan).
Dicho comportamiento también se presenta en la simulación en Matlab-Simulink y
puede deberse a las posiciones iniciales y al controlador interno implementado.

En la Fig. 6.3 se presenta la comparación de los errores a nivel del clúster. A excep-
ción del error EY c, la cual presenta un incremento en t ∈ [150, 170], cada señal de error
es muy próxima en magnitud y forma. Después de 200 segundos, para ambas gráficas,
todos los errores están acotados por una banda de 3 [cm].

En la Fig. 6.4 se muestra la comparación de las orientaciones de los robots dife-
renciales y los errores angulares, correspondientes. El comportamiento de las variables
angulares mostradas es similar entre ellas. En cuanto a los errores angulares de la Fig.
(b), se presentan algunos picos debido a la discontinuidad provocada al cruzar de −π a
π [rad], y viceversa. También, se observa que las señales en la gráfica (a) presentan ruido
en la medición, como es de esperarse para un experimento. Exceptuando algunos picos,

http://gazebosim.org/projects
http://gazebosim.org/projects
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(b) Simulación en Gazebo.

Figura 6.2: Trayectorias en el plano (clúster terrestre).

todos los errores de orientación angular, mostrados en ambas gráficas, están acotados
por una banda de 0.07 [rad].

En la Fig. 6.5 se muestra la comparación de los errores de seguimiento y de sincro-
nización. Los errores son similares en magnitud y forma. Después de los 190 [s], todos
los errores en ambas gráficas están acotados por una banda de 0.03 [cm].
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(b) Simulación en Gazebo.

Figura 6.3: Errores a nivel de la formación (clúster terrestre).
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Figura 6.4: Variables angulares (clúster terrestre).

En la Fig. 6.6 se muestra la comparación de las señales de control calculadas por
el controlador interno. Las velocidades de control se parecen entre ellas. En cuanto a
las velocidades lineales, no hay duda de que en ambas gráficas se muestra el mismo
comportamiento. Contrariamente, para las velocidades angulares, en la simulación en
Gazebo se tiene ruido que no se presenta en el experimento. A diferencia de todas las
gráficas anteriores, solo en esta comparación, las señales en simulación tienen más ruido
que las señales del experimento.
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(a) Experimento.

(b) Simulación en Gazebo.

Figura 6.5: Errores de seguimiento y de sincronización (clúster terrestre).
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Figura 6.6: Velocidades de control de los 3 robots (clúster terrestre).
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Discusión de los resultados
De las gráficas mostradas, se puede concluir que utilizando el simulador Gazebo es
posible obtener un comportamiento muy similar al esperado tanto matemáticamente
como experimentalmente. Como ventaja adicional, es posible simular la medición e
integración de diferentes sensores a bordo.

6.3 Motivación para usar un robot aéreo con cáma-

ra

Como se muestra en los experimentos de laboratorio, es posible implementar un
esquema de formación, sincronización y evasión de obstáculos dinámicos, empleando
robots móviles terrestres, siempre que se conozca de manera precisa la posición, orien-
tación y velocidad de los mismos.

Para tomar en cuenta la suposición de que, en todo momento, se tiene la posición y
la orientación de todos y cada uno de los robots móviles que componen la formación,
y además, la velocidad de los obstáculos, es necesario un sistema de posicionamiento
global como el sistema de cámaras OptiTrack.

Para reducir la necesidad de utilizar dicho sistema de posicionamiento global en
todos y cada uno de los robots móviles, se requieren implementar sensores a bordo.

Una posible alternativa es la publicada en [63]. En ese trabajo se estudia una forma-
ción de robots tipo diferencial, ĺıder-seguidor variante en el tiempo, bajo restricciones
de comunicación y visibilidad. Se propone un nuevo método para eliminar el efecto de
desviación entre la trayectoria descrita por el robot ĺıder y la seguida por el otro robot,
considerando una formación invariante en el tiempo como un sistema tractor-tráiler,
para caminos con radios de curvatura desconocidos pero constantes, tomando en cuen-
ta las restricciones de visibilidad. Para una formación variante en el tiempo, con radio
de curvatura del camino del robot ĺıder variable, el método propuesto reduce significa-
tivamente el efecto de desviación entre los caminos. Únicamente se requiere la posición
y la orientación relativa entre los robots móviles, calculada mediante un algoritmo de
visión computacional usando la cámara monocular a bordo del robot seguidor. Enton-
ces, tanto la posición/orientación absoluta como la velocidad absoluta del robot ĺıder
no son requeridas. Además, para evitar usar comunicación expĺıcita entre los robots, se
implementa un observador de estado extendido [64,65] para estimar la velocidad lineal
y angular del robot ĺıder. Con esto, las tareas deseadas se ejecutan y logran de manera
descentralizada.

Sin embargo, dicha alternativa puede ser implementada con éxito solamente en for-
maciones ĺıder-seguidor o tipo convoy, en donde cada robot móvil sigue únicamente a su
robot ĺıder, el cual adelante del robot, debido al reducido campo de visión de la cámara
monocular a bordo del robot móvil tipo diferencial.

Es importante mencionar que se intentó implementar la alternativa descrita en [63],
para estimar la posición, orientación y velocidad relativa entre los robots terrestres en
un formación triangular como la descrita en el caṕıtulo anterior, pero se presentaron
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los 2 inconvenientes siguientes:

1. No es posible abordar una formación triangular.

2. No se puede estimar la posición y velocidad de los obstáculos con la suficiente
anticipación, debido al reducido campo de visión de la cámara.

Como se puede ver en la Fig. 6.7, incluso en ĺınea recta, no es posible abarcar por
completo a ambos robots que se mueven en frente del robot número 1 (robot en color
rojo). Además, un obstáculo que se aproxima a alguno de los robots, solo puede ser
visto siempre que éste se aproxime de frente y no de manera lateral. Debido a estos 2
problemas principales, se propone sustituir un robot móvil tipo uniciclo por un robot
móvil aéreo con cámara a bordo. De esta manera el campo de visión se incrementa
considerablemente.

Por otro lado, para estimar la posición y la orientación de los robots terrestres, se
utiliza la estrategia de visión descrita en la Sección 2.4.2. De esta manera se puede
obtener la orientación relativa entre los robots y el marco de referencia del cuadrirrotor
cuando se tiene una rotación sobre el eje óptico de la cámara (eje ZG), lo que no es
posible utilizando el algoritmo de reconstrucción descrito en la contribución [63].

6.4 Clúster compuesto por un cuadrirrotor con cáma-

ra

Para aprovechar al máximo el amplio campo de visión de la cámara monocular a
bordo del robot móvil tipo cuadrirrotor, se tiene que modificar la cinemática directa
e inversa de posición (3.2.3) y (3.2.4), respectivamente, del sistema compuesto por 3
robots móviles, de manera que el robot 1 en lugar de moverse atrás de los otros dos
robots, se mueva por delante, como se muestra en la fig. 6.8. De esta manera, la porción

Figura 6.7: Formación triangular incompleta.
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Figura 6.8: Formación triangular con el robot 1 por delante.

trasera del campo de visión se utiliza para detectar a los robots terrestres que componen
la formación y la porción delantera se utiliza para detectar con mayor anticipación
posibles obstáculos dinámicos que se acercan a la formación.

La formación triangular descrita en el Caṕıtulo 3, donde los robots 2 y 3 se mueven
por delante del robot 1, se propuso para abordar el problema de trasporte de objetos
sin ningún tipo de sujeción, utilizando robots móviles terrestres, mediante el método
llamado “caging” o enjaulamiento [66], en el cual los robots móviles rodean al objeto a
desplazar de manera que no se puede salir durante el recorrido.

La cinemática directa de posición del sistema compuesto por 2 robots móviles te-
rrestres y uno aéreo está dada por
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 , (6.4.1)

donde (x1, y1) = (x, y) es la posición del centroide del cuadrirrotor, (x2, y2) y (x3, y3)
son las posiciones de los puntos externos del eje de las ruedas de los robots móviles
tipo uniciclo, (p2) y (p3), respectivamente. Con esta selección, el controlador interno
implementado en los robots tipo diferencial es el descrito en la Sección 2.2.2. Esto es
porque con dicho controlador, los errores de seguimiento convergen más rápidamente a
cero que utilizando el controlador interno descrito en la Sección 2.2.1.
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La cinemática inversa de posición está dada como
x1

y1

x2

y2

x3

y3

 =


1 0 0 0 2/3 0
0 1 0 0 0 2/3
1 0 −1 0 −1/3 0
0 1 0 −1 0 −1/3
1 0 1 0 −1/3 0
0 1 0 1 0 −1/3
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Dx
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Hx

Hy

 . (6.4.2)

De la Observación 3.1, se debeŕıa incluir un estado adicional para describir la altura
del robot aéreo. Sin embargo, en este trabajo el robot móvil tipo cuadrirrotor se utiliza
como si fuera otro robot móvil terrestre tipo omnidireccional, donde se considera el
centroide del mismo para describir su posición en el plano cartesiano y las entradas
de control vz, wz, sólo se utilizan para mantener en su valor deseado los estados de
altura (z) y orientación (ψ) del cuadrirrotor, respectivamente, los cuales no influyen en
el esquema de sincronización.

Por lo tanto, la cinemática inversa de posición (6.4.2) se utiliza para obtener la
salida del controlador a nivel del clúster, esto es

∆R =
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∆EXc − (1/3)∆EHx + ∆EDx
∆EY c − (1/3)∆EHy + ∆EDy

 , (6.4.3)

y para obtener las velocidades deseadas de los robots, esto es
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ẋ2d
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ẋ3d
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, (6.4.4)

6.5 Seguimiento de trayectoria (para un clúster he-

terogéneo)

Para evaluar y verificar el desempeño de la estrategia de visión implementada pa-
ra estimar las posiciones y orientaciones relativas de los robots terrestres con respecto
del robot aéreo, primero se realizaron pruebas de seguimiento de trayectoria, antes de
realizar las simulaciones de evasión de obstáculos dinámicos. Tomando en cuenta las
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capacidades f́ısicas de los robots tipo diferencial TurtleBot3, se configuró una trayec-
toria deseada que pueda ser seguida por los robots terrestres. En las simulaciones, se
utilizaron modelos modificados de los TurtleBot3 burger con un marcador aruco dife-
rente para estimar su posición y orientación sin confundirlos. Es importante mencionar
que sólo el robot aéreo conoce su posición global usando un sensor de posicionamiento
global, la posición y orientación de los robot terrestres se estima usando los datos de la
cámara a bordo del robot aéreo y la postura del robot aéreo.

Trayectoria deseada
La trayectoria deseada es la que se describe en (5.1.1)-(5.1.2), con a = 2.5 [m], b = 1.1
[m], (X0, Y0) = (0.2,−0.5) [m], τ = t. La derivada temporal de la orientación deseada
del clúster está descrita por (5.1.3). El periodo de la lemniscata fue 160 [s] y la duración
de la simulación fue 180 [s].

Parámetros deseados para la formación
Los colores negro, azul y rojo son los colores de las trayectorias deseadas para los robots
1, 2 y 3, respectivamente. Los colores verde, ćıan y magenta son las trayectorias descritas
por los móviles 1, 2 y 3, respectivamente. La distancia entre el punto medio del eje de
las ruedas y el punto externo, l, es 0.05 [m]. La distancia deseada de separación entre los
robots es 50 [cm] y el ángulo de abertura deseado de 60◦ con sus derivadas temporales
iguales a cero. De esta manera se pide formar un triángulo equilátero. La altura deseada
de vuelo para el cuadrirrotor es 2 [m]. Dicha altura se elige aśı debido a que, a partir de
diferentes pruebas, es una altura con la cual se pueden detectar a los robots terrestres
y seguir la trayectoria establecida. También, ya que el robot aéreo es considerado un
robot móvil tipo omnidireccional en el plano horizontal, su orientación es libre y no
depende de la trayectoria deseada. Por simplicidad se elige igual a cero.

De esta manera, las variables Dd, Hd y α2d se obtienen de (3.1.4), (3.1.6) y (3.1.7),
respectivamente. Las variables de forma cartesiana deseadas están dadas por (5.2.1) y
(5.2.2).

Se aplican saturadores a las señales de control de los robots, indicados en las espe-
cificaciones del fabricante, dadas por

Vmax = 0.22 [m/s], Wmax = 2.84 [rad/s], (6.5.1)

donde Vmax y Wmax son las velocidades lineales y angular máximas de cada robot móvil.
Debido a que las velocidades máximas del robot aéreo están muy lejanas a las de los
robots terrestres, para el cuadrirrotor, se tiene un vuelo cuasi-estático.

Para simular el tiempo en calcular las entradas de control a partir de la estimación
de la posición y orientación mediante la estrategia de visión artificial, la frecuencia de
ejecución del nodo fue de 20 [Hz].

Para obtener los valores de los ganancias requeridas por el controlador interno,
primero, se realizaron simulaciones de seguimiento de trayectoria individual para cada
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robot. Para el robot aéreo se implementó el controlador descrito en la Sección 2.3. Las
ganancias para todos los robots fueron:

κx = κy = κz = κψ = κxi = κyi = 0.2,

con i = 2, 3. Posteriormente, se realizaron las simulaciones de seguimiento de trayectoria
para la formación. Las ganancias del esquema de formación fueron:

KC = KXc = KY c = 1, KD = KDx = KDy = 2KC , KH = KHx = KHy = 2KC ,

esto con el fin de dar más peso a las variables de separación entre los robots. Además,
con estos valores, de (3.2.14), se obtienen las ganancias de sincronización

β = µ = 3, β̄ = µ̄ = −1,

las cuales también satisfacen la condición (3.2.19), implicando que se requiere un mo-
vimiento sincronizado entre los robots móviles.

En la Fig. 6.9 se muestra una comparación entre las trayectorias descritas por los
robots terrestres cuya posición es obtenida del simulador Gazebo, y las trayectorias
estimadas por la estrategia de visión artificial, asumiendo que sólo el robot aéreo conoce
su posición y orientación mediante el sistema OptiTrack o GPS. A esa altura (2 [m]),
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Figura 6.9: Comparación entre las posiciones estimadas usando visión y simuladas ob-
tenidas de Gazebo (formación heterogénea).
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Figura 6.10: Resultado en simulación (usando el visualizador RViz).

los errores en la estimación de las posiciones globales están acotados por una banda de
1.8 [cm].

En la Fig 6.10 se muestra el resultado de la simulación utilizando el visualizador de
ROS llamado RViz. La posición del centro de gravedad del cuadrirrotor se proyecta en
el plano horizontal al igual que los puntos externos del eje de las ruedas de los robots
tipo diferencial.

En la Fig. 6.11, se muestran las trayectorias deseadas y seguidas por los robots
móviles que componen el clúster, un cuadrirrotor y 2 robots tipo diferencial. Debido a
que se inició cerca de la trayectoria deseada, para evitar sobre impulsos grandes y con
esto perder de vista a los robots terrestres, los robots logran converger a la formación
y trayectoria deseada con errores aceptables a los 25 segundos.

En la Fig. 6.12, se muestran los errores en los estados de la formación. A partir de
los 25 segundos, los errores en todos los estados se mantienen en una banda acotada de
0.05 [m].

En la Fig. 6.13 se muestra una comparación entre los errores cartesianos y los erro-
res de sincronización. Nuevamente, estos últimos se parecen en forma a los errores de
seguimiento cartesiano. A partir de los 30 [s] ambos errores se mantienen, con algunos
picos, dentro de una banda de 0.07 [m].

En el experimento que se presenta en el Caṕıtulo 5, para una trayectoria lemniscata
con diferentes parámetros, se obtienen errores del clúster, de seguimiento y de sincroni-
zación, acotados por una banda de 0.03 [m]. No obstante, los resultados que se obtienen
para la trayectoria descrita en el experimento, son muy similares a los mostrados en
esta simulación.

En la Fig. 6.14 se muestra la orientación simulada y la orientación estimada para
cada uno de los 2 robots móviles terrestres. Aunque la estimación de la orientación
angular de los robots terrestres es muy próxima a la simulada, se presenta ruido en dicha
estimación. Para la prueba de seguimiento de trayectoria, este ruido parece no tener
ningún tipo de efecto negativo que impida o modifique el desempeño del seguimiento
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de la trayectoria deseada para la formación heterogénea. Sin embargo, este ruido śı
repercute en el desempeño de la evasión de los obstáculos dinámicos, como se verá en
la sección siguiente.

En la Fig. 6.15 se muestran las velocidades lineal y angular aplicadas a cada uno de
los 3 robots móviles. De acuerdo con la trayectoria deseada y las posiciones iniciales,
la velocidad lineal de todos los robots móviles está dada entre 0 y 0.16 [m/s]. Como
se puede ver, todas las velocidades lineales presentan ligeras oscilaciones. Sin embargo,
en cuanto a las velocidades angulares de los robots terrestres, las oscilaciones presentes
son muy grandes y de alta frecuencia. Cabe aclarar que no se implementó ningún tipo
de filtro en las velocidades angulares. W2 y W3 mostradas en la Fig. 6.15 son las que se
asignaron a los robots terrestres calculadas por el controlador interno. No obstante, al
ser los robots móviles sistemas mecánicos, éstos funcionan como un filtro ante dichas
velocidades angulares, es decir, se obtiene un comportamiento ligeramente oscilante.

Discusión de los resultados
De los resultados mostrados en esta simulación se puede concluir que es posible resolver
los problemas de control de formación y seguimiento de trayectoria para una formación
heterogénea donde se utiliza visión artificial para estimar la posición y orientación de
los robots móviles terrestres.

A diferencia de otros esquemas de formación, como lo es ĺıder-seguidor, con el es-
quema propuesto, se toma en cuenta la posición de todos los robots, de esta manera
se tiene mayor robustez ante perturbaciones externas durante todo el recorrido. Esta
ventaja se utiliza para reducir la posibilidad de que el cuadrirrotor pueda perder de
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Figura 6.11: Trayectorias en el plano horizontal (formación heterogénea).
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Figura 6.12: Errores a nivel del clúster (formación heterogénea).

vista a alguno de los robots terrestres, ya que todos los robots compensan el error de
seguimiento de algún otro.

Como ya se mencionó, usando el simulador Gazebo, se pueden simular entornos
muy realistas con varios robots móviles interactuando entre ellos. Además, debido a que
también se simula ruido en las mediciones de todos los estados, las gráficas presentadas
son similares a las obtenidas en experimentos de laboratorio.

Por otro lado, es importante recordar que en el experimento de laboratorio, mostrado
en el Caṕıtulo 5, se implementó el controlador interno que considera el punto medio del
eje de las ruedas de los robots, y los errores de seguimiento de todos los robots terrestres
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Figura 6.13: Errores a nivel los robots (formación heterogénea).
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Figura 6.14: Comparación entre las orientaciones de los robots tipo diferencial usando
visión (formación heterogénea).
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Figura 6.15: Señales de control de 3 robots estimando la posición y orientación (forma-
ción heterogénea).

obtenidos están acotados por una banda de 3 [cm]. En la simulación mostrada en este
caṕıtulo, se implementó el controlador interno que considera un punto externo del eje
de las ruedas. Por lo tanto, no es posible hacer una comparación directa entre ambos
resultados.

De acuerdo con los parámetros seleccionados para la trayectoria deseada en esta
simulación, la velocidad lineal máxima de todos los robots móviles, incluyendo el cua-
drirrotor, es de 16 [cm/s], la cual se asigna al inicio de la prueba cuando se tienen los
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errores de seguimiento y de sincronización mayores. Nuevamente, debido a las máximas
velocidades que puede alcanzar el robot aéreo, a la rápida convergencia en sus ángulos
de orientación, para éste, prácticamente se tiene un vuelo estacionario. A medida que
se requiere seguir una trayectoria más rápida con cambios bruscos en sus radios de
curvatura, implicando cambios bruscos en las aceleraciones lineal y angular, se espera
obtener un deterioro de la estimación de la posición y orientación de los robots terres-
tres. Para validar esta idea, y comprobar el ĺımite de velocidad, al menos en simulación
utilizando el esquema de formación heterogéneo propuesto, a continuación se presentan
los resultados de simulaciones a velocidades más grandes.

6.5.1 Simulaciones del esquema a altas velocidades

Considerando las capacidades f́ısicas, en cuanto a velocidad de la mayoŕıa de los ro-
bots móviles terrestres utilizados en investigación, por lo general se tienen experimentos
a velocidades de 0 a 15 [cm/s], para robots de un tamaño similar a los utilizados en
este trabajo. De acuerdo con las velocidades máximas de los robots móviles tipo burger
(6.5.1), los parámetros de la trayectoria deseada y de la formación utilizados en las
simulaciones a altas velocidades fueron seleccionados tales que se sobre pasaran dichos
ĺımites, teniendo velocidades lineales de 0 a 30 [cm/s]. Al ser una simulación, es posible
configurar velocidades superiores a las establecidas por el fabricante. Esto con el fin
de mostrar el deterioro en el desempeño obtenido por la formación heterogénea usando
visión artificial y un cuadrirrotor comercial.

La trayectoria deseada es nuevamente la que se describe en (5.1.1)-(5.1.2), con a =
2.5 [m], b = 1.1 [m], (X0, Y0) = (0.2,−0.5) [m], τ = t. La derivada temporal de la
orientación deseada del clúster está descrita por (5.1.3). Para generar una trayectoria
más rápida, el periodo de la lemniscata no fue de 160 [s], sino de 80 [s]. Este valor se
obtuvo al disminuirlo gradualmente hasta el punto en el que no es posible seguir la
trayectoria deseada.

Las ganancias de seguimiento individual de cada robot y de sincronización no se
modificaron. Los parámetros deseados para la formación se resumen a continuación:

D2 = D3 = 0.5 [m], α2 = π/3 [rad], Zd = 2 [m], ψd = 0.

No se aplican saturaciones a las señales de control de los robots y la frecuencia de eje-
cución del nodo es nuevamente de 20 [Hz].

Se realizaron 2 simulaciones (con duraciones aproximadas), una considerando la po-
sición y orientación de los robots terrestres obtenidas del simulador Gazebo, como si se
tuviera el sistema OptiTrack, y la otra considerando la posición y orientación estimada
mediante la estrategia de visión. Por lo tanto, en todas las comparaciones, la figura
izquierda corresponde a cuando se usa la postura obtenida de Gazebo, mientras que la
derecha corresponde a cuando se usa la postura estimada.
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Figura 6.16: Comparación entre usar la postura dada por Gazebo (gráficas a la izquier-
da) y la postura estimada usando visión (gráficas a la derecha), con T = 80 [s].

En las gráficas (a-b) de la Fig. 6.16, se muestran las trayectorias descritas por los
tres robots móviles para la prueba de seguimiento considerando el periodo de la misma
igual a 80 [s]. A simple vista no parece existir una diferencia significativa entre las
trayectorias.
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Figura 6.17: Comparación entre las orientaciones de los robots terrestres obtenidas del
simulador y las estimadas por la estrategia de visión, con T = 80 [s].

En las gráficas (c-d) se presenta la comparación entre los errores a nivel del clúster.
Para la gráfica (c), después de alcanzar el estado estacionario, todos los errores están
acotados por una banda de 5 [cm], incluyendo el intervalo de tiempo entre 57 y 67
segundos. En cuanto a la gráfica (d), todos los errores están acotados por una banda
de 8 [cm], la cual se alcanza desde los 30 segundos.

En las gráficas (e-f) de la Fig. 6.16, se presentan los errores de seguimiento y de
sincronización de los 3 robots móviles. Para la gráfica (e), después de alcanzar el estado
estacionario alrededor de los 12 segundos, todos los errores están acotados por una
banda de 8 [cm]. Para la gráfica (d), todos los errores están acotados por una banda de
11 [cm], la cual se alcanza desde los 10 segundos.

En las gráficas (g-h) se presentan las velocidades asignadas a todos los robots móviles
calculadas por el mismo controlador interno. Para ambas gráficas, note que solamente
las velocidades traslacionales del robot aéreo (vx1, vy1), son positivas y negativas para
la trayectoria elegida. Además, son menores en magnitud que las velocidades lineales
de los robots terrestres. Las velocidades traslacionales de los robots 2 y 3, están dadas
entre 5 [cm/s] y 35 [cm/s] debido a las condiciones iniciales.

En cuanto a las velocidades angulares de los robots terrestres, está claro que uti-
lizando la postura dada por el simulador, mostradas en la gráfica (g), se presentan
algunas oscilaciones y sobre impulsos durante toda la prueba. Las velocidades angula-
res de los robots terrestres obtenidas utilizando la postura estimada mediante visión
artificial, mostradas en la gráfica (h), presentan grandes oscilaciones de alta frecuencia
y sobre impulsos grandes durante toda la prueba. Este deterioro puede deberse princi-
palmente al ruido que se tiene en la estimación de la orientación de los móviles, como
se muestra en la Fig. 6.17. Aunque el error en la estimación de las orientaciones no es
significativamente grande, aproximadamente de 0.125 [rad] en el estado estacionario,
se presenta oscilaciones no deseadas y éstas posiblemente pueden provocar que se am-
plifique el ruido al momento de calcular las velocidades angulares de control para los
robots terrestres no holonómicos.
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6.6 Evasión de obstáculos (con un clúster heterogéneo)

A continuación se presentan los resultados de la simulación de la evasión de obstácu-
los dinámicos para la formación heterogénea, compuesta por 2 robots móviles terrestres
tipo diferencial y un cuadrirrotor con cámara. Por brevedad, se omiten los resultados
de la prueba de evasión de un obstáculo, similar a la presentada en la Sección 5.4, y se
muestra la prueba considerando 2 robots móviles tipo diferencial como los obstáculos a
evadir.

Parámetros deseados
A partir de diferentes pruebas de evasión, se propuso modificar la distancia de separación
entre los robots de 0.5 a 1 [m]. También, para juntar a los robots terrestres, se modificó
el ángulo αcd de π/3 a π/6 [rad]. Asimismo, para aumentar el espacio que puede ser visto
por la cámara del robot aéreo, y de esta manera detectar con la suficiente anticipación
a los obstáculos, se propuso cambiar la altura de vuelo de 2 a 3 [m]. Tomando en cuenta
estas modificaciones fue posible llevar a cabo la prueba de evasión de 2 obstáculos
dinámicos en un ambiente denso, esto es evadir obstáculos con muy poco espacio y con
poca anticipación, con respecto al tamaño de la formación.

A partir de la altura deseada de vuelo y del ángulo de visión de la cámara simulada,
se determinó que la zona de influencia de los obstáculos a tomar en cuenta es ρ0 =
1.8 [m]. Con esta selección, se aplica una acción de evasión en cuanto se detectan los
robots móviles. Las ganancias para el esquema de evasión de obstáculos son αp = 1.5,
αv = αp/4. Esto con el fin de dar mayor ponderación a la posición relativa entre el
clúster y los obstáculos, debido a la mala estimación de la velocidad de los mismos.

Es importante remarcar que la velocidad de los obstáculos se obtuvo usando una
derivada sucia a partir de las posiciones estimadas mediante la estrategia de visión.

Las ganancias de los controladores internos y de sincronización son las mismas que
las utilizadas en la simulación anterior.

Postura inicial, velocidad de los obstáculos y posición de la meta
La posición y orientación de los obstáculos en la simulación es la siguiente, en metros
y radianes respectivamente:

[pobs1, qobs1] = [3, 1,−2.4], [pobs2, qobs2] = [3,−1, 2.7], pg = [3, 0].

Por simplicidad, los 3 robots móviles inician colocados sobre el eje YG, esto es:

[P1, q1] = [0, 0.5, 0], [P2, q1] = [0,−0.5, 0], [P, q] = [0, 0, 0],

de esta formar el centroide del clúster inicia cerca del origen, con una orientación igual
a 0 [rad]. Las velocidades asignadas para los obstáculos, los cuales son también robots
tipo uniciclo, son:

Vobs1 = 0.1, Wobs1 = 0, Vobs2 = 0.1, Wobs2 = 0.02,
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Figura 6.18: Entorno de simulación (prueba de evasión de 2 obstáculos).

en [m/s] y [rad/s], respectivamente. Con esta asignación, el obstáculo número 1 se mueve
en ĺınea recta acercándose a la formación. El obstáculo 2 se mueve describiendo una
trayectoria circular con radio R2 = Vobs2/Wobs2 = 5 [m]. Por simplicidad, se considera
la meta estática, vg = 0.
Los valores de los ganancias del método de potenciales artificiales fueron:

Ks = 0.2, ks0 = 0.01, Kv = 0.2, αp = 1.5, αv = αp/4, η = 1.8, kδ = 1.8, ε = 0.1,

r = 0.4[m], ρo = 1.8[m], amax = 0.1[m/s2].

Nuevamente, estas condiciones se eligieron para poner a prueba el esquema pro-
puesto bajo una situación complicada, es decir, considerar una distancia de anticipa-
ción reducida, un espacio muy reducido en comparación con el tamaño deseado para la
formación, donde los obstáculos se mueven relativamente rápido.

En la fig. 6.18 se muestra el entorno de la simulación, utilizando el simulador Ga-
zebo y el meta-sistema operativo ROS para controlar a todos los robots. En la fig.
6.19 se muestran las trayectorias descritas por el clúster para la simulación de evasión
de 2 obstáculos dinámicos (se omiten sus trayectorias),donde se estima la posición y
velocidad de los mismos mediante la cámara a bordo del robot móvil aéreo.

Las 3 tareas que se piden llevar acabo son: converger a la formación deseada, evadir
a los 2 obstáculos y alcanzar la meta. Como se puede apreciar, se presentan oscilaciones
no deseadas en las posiciones de los 3 robots móviles (ĺıneas en negro, azul y rojo).
Sin embargo, las trayectorias descritas por los 3 robots móviles son las mostradas en
verde, ćıan y magenta. Estas oscilaciones se obtienen porque cuando se está evadiendo
a los obstáculos, el robot aéreo presenta cambios bruscos en los ángulos de orientación
alabeo y cabeceo, φ y θ, respectivamente.

Bajo estas condiciones, cuando se está en un ambiente denso, los errores de esti-
mación, de seguimiento y de formación son mayores que cuando solamente se requiere
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seguir una trayectoria deseada, como se mostró en la sección anterior. Aunque en este
caso, donde se requiere forzosamente evitar colisionar con los obstáculos dinámicos, no
es tan importante obtener errores de seguimiento tan pequeños, porque no se quiere
seguir una trayectoria espećıfica.

En la Fig. 6.20 se presenta una comparación entre la orientación de los robots
terrestres. Aunque dichos valores estimados son muy próximos a los valores reales,
en esta simulación bajo las condiciones descritas anteriormente, se logra apreciar un
deterioro en comparación con la estimación obtenidos en la fig. 6.14, donde sólo se
sigue una trayectoria deseada.

En la Fig. 6.21 se muestran las componentes de la fuerza total calculada por el
método de potenciales, la distancia entre el centroide del clúster y la meta, las distan-
cias entre el centroide de la formación y los 2 obstáculos y sus velocidades relativas.
La distancia de separación entre el centroide del clúster y el obstáculo número 2 (dob2),
alrededor de los 10 segundos y en el intervalo 16 a 19 segundos, presenta discontinui-
dades debido a que en esos instantes el cuadrirrotor pierde de vista al obstáculo. Esto
puede ser causado porque el robot móvil rota sobre sus ejes XB y YB, causando que el
obstáculo se salga de su zona de visibilidad. Esta discontinuidad se ve reflejada en una
peor estimación de la velocidad de acercamiento correspondiente VRO2.

Como se puede notar, utilizando una derivada sucia para estimar las velocidades de
los obstáculos, a partir de la estimación por visión, no se logra obtener un resultado
confiable.

En la Fig. 6.22 se presentan las velocidades de control de los 3 robots móviles para
la prueba de evasión de 2 obstáculos estimando la posición y velocidad de éstos median-
te visión. A diferencia de la simulación donde sólo se requiere seguir una trayectoria
deseada, en este caso no solo las velocidades angulares de los robots terrestres presentan
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Figura 6.19: Comparación de los posiciones globales (prueba de evasión de 2 obstáculos).
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Figura 6.20: Orientación de cada robot terrestre (prueba de evasión de 2 obstáculos).

oscilaciones de alta frecuencia sino también sus velocidades lineales. Este deterioro se
debe principalmente a las oscilaciones que presenta el cuadrirrotor cuando el clúster
está dentro de la zona de influencia de algún obstáculo.

En contraste, usando la postura dada por el simulador Gazebo y tomando las velo-
cidades conocidas de los obstáculos, el resultado de la prueba de evasión es muy similar
al obtenido en MATLAB.

Incluso utilizando la estimación de la posición (mediante visión) y tomando la posi-
ción/velocidad exacta de los obstáculos, el resultado obtenido es muy similar al obtenido
en MATLAB, con cierto deterioro en las señales de control (oscilaciones de alta frecuen-
cia).

Discusión de los resultados
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Figura 6.21: Fuerza total, distancias y velocidades de acercamiento (prueba de evasión
de 2 obstáculos).
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Figura 6.22: Señales de control de los 3 robots móviles (prueba de evasión de 2 obstácu-
los).

Es importante recordar que el esquema de evasión de obstáculos con cámara a bordo
se evaluó en un entorno muy denso, es decir, la distancia de separación deseada entre
los robots 1 y 2 es D2 = D3 = 1 [m], con la meta a 3 [m], aproximadamente 3 veces el
tamaño de la formación. También la zona de influencia de cualquier obstáculo ρ0 = 1.8
[m], casi el doble que el tamaño de la formación. Estos parámetros se escogieron aśı con
el fin de evaluar el desempeño que se obtendŕıa en el laboratorio de la Sección de Me-
catrónica. Por lo tanto, los resultados mostrados se pueden mejorar considerablemente
en un espacio más amplio y utilizando una mejor aproximación de la velocidad de los
obstáculos, estimada mediante alguna otra estrategia.



Caṕıtulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1 Conclusiones

En este trabajo se implementa el esquema de formación para un grupo compuesto
por tres robots móviles, para resolver los problemas de control de formación, sincro-
nización, seguimiento de trayectoria y evasión de obstáculos desde la perspectiva del
enfoque de Cluster Space.

Con el fin de probar la versatilidad que ofrece este esquema de formación y sin-
cronización, resolviendo el problema de seguimiento de trayectoria individual de cada
robot móvil tipo diferencial, se implementaron 2 controladores a nivel de los robots, uno
controlando el punto medio del eje de las ruedas y otro controlando un punto externo.
Con esto se prueba que es posible utilizar algún otro controlador interno tomando en
cuenta ligeras adaptaciones.

También, se presenta el análisis de estabilidad, basado en la teoŕıa de Lyapunov,
de la dinámica de los errores de seguimiento de cada robot móvil tomando en cuenta
el punto medio del eje de las ruedas de cada robot tipo uniciclo, considerando el caso
general, esto es, que tanto las orientaciones deseadas como las velocidades de rotación
deseadas de todos los robots móviles pueden ser todas diferentes entre śı. A diferencia
del enfoque de Cluster Space, la estrategia de control propuesta garantiza que tanto
los errores de seguimiento de los robots como los errores de sincronización convergen
asintóticamente al origen. Al lograr esto, los errores de seguimiento del clúster convergen
asintóticamente a cero también. Además, el controlador interno propuesto garantiza que
los errores de orientación de los robots tienden exponencialmente a cero.

Se logra implementar el método de potenciales artificiales modificado en un clúster
compuesto de 3 robots móviles terrestres para resolver el problema de navegación y
evasión de obstáculos estáticos y dinámicos teniendo como un objetivo importante man-
tener la formación unida, esto es, mantener los errores de forma cartesiana acotados
por una banda pequeña.

Para resolver el problema de mı́nimo local, común en el método de potenciales
artificiales, se propone una fuerza de repulsión perpendicular y una función que describe
la ganancia de ésta.

87
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Aunque se obtiene un incremento en la banda que delimita los errores de seguimiento
y de sincronización a nivel de los robots móviles, aśı como un deterioro en las señales
de control asignadas a éstos, usando una cámara monocular a bordo del robot móvil
tipo cuadrirrotor y la estrategia de visión propuesta, se estima la posición y orientación
de los robots de la formación para resolver los problemas de control de formación,
sincronización y seguimiento de trayectoria de manera satisfactoria en la simulación
utilizando Gazebo.

También, mediante la estrategia de visión utilizando la cámara, se logra estimar la
posición y orientación de los obstáculos dinámicos de manera confiable siempre que no
se este realizando una acción de evasión. Cuando se intenta calcular la velocidad de los
obstáculos mientras se evaden a éstos, utilizando una derivada sucia (aproximación de
Euler) se obtiene una estimación bastante imprecisa.

Se resuelve el problema de evasión de obstáculos dinámicos usando una cámara a
bordo del robot móvil aéreo tipo cuadrirrotor incluso con una mala aproximación de las
velocidades. Los resultados mostrados demuestran la efectividad del esquema propuesto
en un ambiente denso.

7.2 Trabajo futuro

A continuación se en listan algunas extensiones de este trabajo de tesis doctoral:

1. Proponer una variación de la fuerza de repulsión perpendicular para que ésta
tenga una dirección contraria al acercamiento entre el clúster y el obstáculo, ó
si es posible, que se pueda determinar la mejor toma de decisión (dejarlo pasar,
esperar, pasar por arriba o por abajo).

2. Proponer una velocidad de navegación que proporcione un mejor desempeño. Si es
necesario que tome en cuenta la distancia entre el clúster y el obstáculo, el clúster
y la meta o el ángulo de acercamiento, ya que utilizar una velocidad constante de
navegación produce resultados aceptables.

3. Para mejorar el desempeño de evasión en ambientes densos, considerar los ángulos
de orientación φ y θ, no solo ψ, en la estimación de la postura relativa, aśı como
sus respectivas derivadas temporales (φ̇, θ̇, ψ̇), con respecto al marco de referencia
{B}.

4. Implementar un observador o estimador para calcular las velocidades de los obstácu-
los dinámicos, tomando en cuenta que se tiene una limitada zona de visión de la
cámara monocular a bordo de robot aéreo.
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Synchronization Approach to Formation Control of Mobile Robots from the Cluster
Space Perspective. Journal of Intelligent & Robotic Systems 103, 56 (2021) DOI:
10.1007/s10846-021-01495-y

[51] Christopher A. Kitts, and Ignacio Mas. Cluster Space Specification and Control
of Mobile Multirobot Systems. IEEE/ASME Transactions On Mechatronics, Vol. 14,
No. 2, April 2009.

https://docs.opencv.org/4.x/d9/d0c/group__calib3d.html


94 REFERENCIAS

[52] V. T. L. Rampinelli, A. S. Brandao, M. Sarcinelli-Filho, F. N. Martinsy and R.
Carelli. (2010). Embedding Obstacle Avoidance in the Control of a Flexible MultiRo-
bot Formation, 2010 IEEE International Symposium on Industrial Electronics, pp.
1846-1851.

[53] C. Mauricio Arteaga-Escamilla, Rafael Castro-Linares and Jaime Álvarez-Gallegos.
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2018. September 12-14, 2018, Ensenada, Baja California, México.
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