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RESUMEN

En este documento se exponen los resultados de una investigacion llevada a cabo con
estudiantes de nivel bachillerato en tormo al estudio de las formas de razonamiento
emergentes al resolver problemas de prueba de geometria analitica por medio de
argumentacion utilizando el software GeoGebra, tales como abduccion e induccion. En este
sentido, es importante reconocer el papel que juega la herramienta deslizador para generar
conjeturas, generalizar patrones numeéricos y llevar a cabo la prueba de arrastre. El tipo de
prueba llevada a cabo en este contexto, se caracteriza entonces de forma general, por ser un
tipo particular de argumentacion validada con ayuda del software mediante una préctica de

generalizacion algebraica.

ABSTRACT

In this document, the results of an investigation carried out with high school students are
presented to study the emerging reasoning ways to solve analytical geometry test problems
through argumentation using GeoGebra software, such as abduction and induction. In this
sense, it is important to recognize the role that the slider tool plays to generate conjectures,
generalize numerical patterns and carry out the drag test. The type of proof carried out in this
context is then characterized in a general way, as a particular type of argumentation validated

with the help of software through a practice of algebraic generalization.



Capitulo 1: 2 I bl

PRESENTACION

Actualmente se reconoce la importancia del razonamiento y la prueba en el aprendizaje
de las matematicas en todos los niveles educativos, asi como las dificultades encontradas en
estudiantes y profesores en esta area. En efecto, muchos estudiantes y profesores enfrentan
serias dificultades al razonar sobre ideas matematicas y al construir y comprender
argumentos matematicos. La expansion de investigaciones en esta area, ha ofrecido
importantes puntos de vista, pero ain hay muchas preguntas para las cuales son necesarias
respuestas tedricas y empiricas. En este sentido, el presente trabajo ofrece un estudio acerca
del razonamiento llevado a cabo por estudiantes de bachillerato durante el proceso de
resolucion y prueba en problemas de Geometria analitica con ayuda del software GeoGebra
empleando argumentacion. En particular, el estudio hace énfasis en el papel que desempefia
la herramienta deslizador GeoGebra, sin dejar de lado otros recursos que los estudiantes
emplean tanto para elaborar conjeturas como para validarlas, a partir del empleo recurrente
de ciertas acciones que en conjunto son llamadas Estructuras de control. Asi, se pone énfasis
en los tipos de razonamiento empleados con mayor frecuencia en este tipo de situaciones: la
abduccion y la induccion que son formas naturales de razonamiento matematico pues se
manifiestan en la generacién de nuevas ideas y en la generalizacion de resultados, siendo
éstas, practicas! indispensables durante el proceso de prueba que culmina en la construccion
de expresiones algebraicas.

El reporte de esta investigacion se compone de cinco capitulos. Con el fin de introducir al
lector se presenta a continuacion una breve sintesis de cada uno de estos.

En el primer capitulo se exponen los Antecedentes y el Problema de investigacion. Los
temas que se abordan son precisiones acerca de conceptos relacionados con argumentacion
y prueba, tipos de razonamiento, tratamiento de la Geometria analitica en el aula y uso del
software de Geometria Dindmica. Asi mismo, se introducen ciertos aspectos teoricos

relacionados con lo tratado en el Marco conceptual, tales como la Unidad cognitiva, el

1 Se emplea este término en el sentido de un ejercicio continuo o de una accidn recurrente; para el caso de esta
investigacion, nos referimos a una estructura de control precisamente.

[iv]
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Modelo de Toulmin y el Modelo CKC. Por (ltimo, se plantea el problema, los aportes, el
objetivo y las preguntas de investigacion.

En el segundo capitulo se delimitan y exponen los temas del Marco conceptual: La
Continuidad estructural, el uso del Modelo de Toulmin y de la llamada Estructura de control
(del Modelo CKC) para analizar abduccion e induccion, también el sistema global del
proceso de argumentacion y finalmente los razonamientos ascendente y descendente
presentes en los procesos cognitivos.

En el capitulo tres concerniente a la metodologia de investigacion, se brindan algunas
precisiones acerca de lo que es un estudio de casos, las etapas del estudio experimental, la
poblacion de estudio, el protocolo de investigacion y los problemas propuestos.

En el cuarto capitulo, se lleva a cabo el analisis cualitativo del proceso de argumentacién
de tres equipos de estudiantes, quienes resolvieron dos de los problemas propuestos. Dicho
analisis se realizo en tres vertientes: La identificacidn del tipo de razonamiento (abduccion,
induccion o deduccion) utilizando el Modelo de Toulmin, el analisis de la Estructura de
control y el reconocimiento del razonamiento ascendente o descendente. Finalmente se
sintetiza cada resolucion con un esquema global que ilustra el proceso de argumentacion y
las etapas del proceso de prueba o validacion final presentes en cada caso.

En el quinto capitulo, se da respuesta a las preguntas de investigacion con la informacién
sintetizada en algunas tablas, las cuales, contienen los resultados obtenidos en el capitulo
anterior. Finalmente, en este mismo capitulo, se proponen algunas lineas de investigacion
que pueden seguirse a partir de lo encontrado en ciertos resultados considerados inconclusos

0 que dan luz sobre problemas que se consideran pendientes de resolver.

Ivl
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CAPITULO 1

ANTECEDENTES Y PROBLEMA DE INVESTIGACION

1.1. INTRODUCCION

En este capitulo se dan algunas precisiones importantes acerca del concepto de prueba en
Matematica Educativa y de su papel junto con la argumentacion en la clase de matematicas.
De igual modo, se aborda el proceso de exploracion-prueba y con este concepto se introducen
otros que sirven de preambulo al Marco conceptual de esta investigacion, tales como: La
Unidad Cognitiva, la validacion y la generalizacion, la C-Prueba y el modelo de Toulmin en
combinacion con el Modelo CKC. Se hace también una introduccion acerca del origen de la
Geometria Analitica y de las formas de razonamiento que se encuentran en sus raices
epistemoldgicas, asi como su tratamiento didactico en la actualidad (incluido el concepto de
problema abierto en matematica educativa). También se da una introduccion a los tipos de
razonamiento presentes a lo largo de los procesos de prueba: Deduccién, abduccion e
induccion. Finalmente, un acercamiento al uso del software de Geometria Dindmica y su

potencialidad para el tratamiento de la Geometria Analitica en la clase de matematicas.

1.2 ANTECEDENTES

1.2.1 Algunas precisiones acerca de la prueba en matematica educativa

La trasposicién didactica, investigada por Chevallard en 1985 aduce que la matematica
(al igual que otras ciencias), experimenta siempre una transformacion adaptativa bajo las
reglas y valores del sistema didactico para lograr convertirse en contenido de ensefianza. La
demostracidn, considerada el nucleo de la matematica, también se ve afectada por las
condiciones de dicho sistema y por tal motivo, no puede ensefiarse del mismo modo en un
aula de clase como se trata en un ambiente puramente cientifico.

Abordar la ensefianza del pensamiento deductivo o de la demostracién en una clase,
requiere de un antecedente; se plantea entonces un estado previo llamado prueba, el cual
implica desarrollar ciertas habilidades como analizar, conjeturar y argumentar. ; Como lograr
que los estudiantes sean conscientes de las caracteristicas sobresalientes del proceso de
prueba? ; Como potenciar en ellos las habilidades necesarias en la actividad de probar? Para

Balacheff (2000) resulté primordial establecer una distincidn entre los vocablos explicar,
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validar, probar, y demostrar, los cuales con frecuencia se consideran sindGnimos en la practica

de la ensefianza de la matematica. A su modo de ver, dicha costumbre representa un obstaculo

para las investigaciones sobre el asunto que nos interesa, pues conduce a homologar
diferentes niveles de actividad matematica. A continuacion, algunas de sus precisiones:

o “Explicacion: Desde la perspectiva de Piaget (1970), diriamos que explicar, “en el
terreno de las ciencias deductivas”, es en primer lugar despejar las “razones” para
“responder a la pregunta del Por qué” Tiene como proposito establecer en el
interlocutor un sistema de objetos caracterizados por una cierta homogeneidad (...).

La base de la explicacion es esencialmente la lengua natural (...).

e Validacion: Esté asi ligado a fines practicos: proporciona las garantias necesarias
para una puesta en accion, es decir, la accion de decidir acerca de la veracidad de
una asercion (...).

e Prueba: Es una validacion para una comunidad dada en un momento dado. El paso
de la explicacién a la prueba hace referencia a un proceso social por el cual un
discurso que asegura la validez de una proposicion cambia de posicion siendo
aceptada por una comunidad (...).

e Demostracion: Es una validacion tan sélo para una comunidad en particular: la
matematica. Se trata de una serie de enunciados que se organizan siguiendo un
conjunto bien definido de reglas (...). La demostracion en matematicas se
fundamenta sobre un cuerpo de conocimientos fuertemente institucionalizado,
sobre un conjunto de definiciones, de teoremas y de reglas de deduccidn... este
principio es uno de los fundamentos del rigor matematico (...). Lo que caracteriza
a las demostraciones como género del discurso es su forma estrictamente
codificada.” (Balacheff, 2000, pp. 11-13).

Lo anterior lleva a considerar el papel fundamental que guarda el recurso de la
interaccion social como promotor de los procesos de validacion de resultados y como agente
de devolucion de la responsabilidad matematica a los estudiantes sobre lo que producen. Al
respecto, Larios (2006) basado en los aportes de Balacheff, advierte que, en el caso de
estudiantes con diferentes niveles de razonamiento, la interaccion social se convierte
también en un obstaculo debido a malentendidos, falta de consensos o intentos por lograr

que prevalezcan las opiniones de algunos sobre las de otros, lo cual, lleva en ocasiones a

12
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presentar y defender enunciados falsos o rechazar enunciados verdaderos. Estas acciones,
especificas de la interaccion social nos obligan a analizar un fenémeno importante de los

procesos de obtencion de la prueba: la argumentacion.?

1.2.2 Argumentacién: Su papel en la clase de matematicas y su relacion con la

prueba

Argumento es un razonamiento para probar o demostrar una proposicion® o para
convencer sobre lo que se afirma o se niega. (RAE, 2016). De acuerdo con Boero (2008)
en las ultimas cuatro décadas las investigaciones sobre argumentacion se han desarrollado
de forma notable. Se han estructurado diversos marcos tedricos con perspectivas de
investigacion diferentes: Desde la funcion de convencimiento de la actividad argumentativa
expuesta por Toulmin®, hasta el analisis de los aspectos sintacticos (formales). Algunos
otros estudios han considerado las caracteristicas argumentativas especificas de las
actividades matemaéticas. En este caso, Boero y su equipo, han comenzado su trabajo a partir
del anélisis cognitivo de la argumentacion versus prueba llevado a cabo por Duval en 1991.
Otros antecedentes de sus investigaciones son los trabajos de Erna Yackel y de Gotz
Krummbheuer que se explican a continuacion.

Yackel (2001) se interesa en el aprendizaje de las matematicas enfocado en la
comprension, en el razonamiento y en “el dar sentido”. Muestra ademas que los constructos
de normas sociales y sociomatematicas proporcionan un medio para analizar aspectos de
explicacion, justificacion y argumentacion en las aulas de matematicas. Propone usar el
esquema de argumentacién de Toulmin a manera de herramienta metodoldgica. Su interés
se centra en la explicacién matematica y la justificacion como logros interaccionales y no
como argumentos l6gicos, es decir, en lo aceptable, individual y colectivamente, y no en si
un argumento se considera matematicamente valido. También retoma los principios de la
Teoria del interaccionismo simbdlico que tiene sus raices en los trabajos de George Herbert
Mead y de John Dewey, la cual fue desarrollada extensamente por Herbert Blumer en 1969.

2 Balacheff en su obra “Procesos de prueba en los alumnos de matematicas™, escrita en 1987 y traducida al
espafiol en el afio 2000, considera que la argumentacién no conlleva a una prueba; posicion que ha flexibilizado
en articulos mas recientes escritos a partir del afio 2008, algunos de los cuales forman parte del marco conceptual
de este trabajo.

3 Enunciacion de una verdad demostrada o que se trata de demostrar (RAE, 2016)

4 Toulmin Stephen Edelson. Filésofo y educador britanico. Analizo la estructura de la argumentacion.

13
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Uno de los principios de esta teoria es la centralidad dada al proceso de interpretacion en la
interactuacion, es decir, plantea que los individuos al interactuar se enfrentan a considerar
lo expuesto por otro o a interpretar lo que esta haciendo. Las acciones de cada persona se
forman, en parte, cuando ella cambia, abandona, retiene o revisa sus planes basados en las
acciones de otros.

Ahora bien, Yackel advierte, lo que cuenta como explicaciones o justificaciones
matematicas aceptables responden a una norma sociomatematica. La norma no es una nocion
individual sino colectiva. Asi, para describir normas, en nuestro caso, las normas de la clase,
hay que describir las expectativas y obligaciones constituidas en el aula. En sus estudios, ha
observado etapas evolutivas de la argumentacion. Al trabajar con nifios de segundo grado
not6 que inicialmente los nifios necesitaban aprender claramente las expectativas sobre sus
explicaciones y justificaciones pues en ocasiones, por ejemplo, interpretaban las preguntas
de la profesora como indicadores de error. Conforme el afio escolar progresaba, las
explicaciones de los estudiantes adquirieron significativamente el caréacter de descripciones
de acciones sobre los objetos que resultaron fundamentales en su experiencia. A medida que
los episodios evolucionaron, los estudiantes contribuyeron a la negociaciéon de las normas
actuando cada vez mas de acuerdo con las expectativas. Asi la discusion progreso y los
estudiantes no sélo respondieron a las preguntas del instructor, sino también iniciaron
comentarios mostrando cambios importantes en la comprension de la estructura de
participacion en el aula. Del mismo modo, Yackel realizd experimentos con estudiantes de
nivel superior y observé resultados semejantes en la evolucién de la argumentacién cuando
se discutian inicialmente las expectativas (normas). Su enfoque sobre argumentacion resulta
uatil como herramienta metodoldgica para documentar el aprendizaje colectivo de una clase
y para mostrar los cambios en la configuracion de participacién en el aula a lo largo del
tiempo.

Krummheuer desarrolla en 1995 la Teoria de las interacciones del aprendizaje de
matematicas en situaciones cotidianas de clase. Estas situaciones son definidas como las
acciones de referencia mutua de los participantes en una clase de matematicas. En tal
escenario aparece la nocion de argumentacién. Para él, un argumento se define como una
secuencia de enunciados matematicos que pretende convencer, mientras que la

argumentacion puede considerarse como el desarrollo de un discurso matematico conectado

4]
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I6gicamente. El argumento es una subestructura especifica dentro de una argumentacion
compleja o su resultado. La argumentacion es entonces un proceso y el argumento su
producto. Este autor sefiala que la argumentacion se refiere tradicionalmente a un individuo
convenciendo a un grupo de oyentes, pero también puede ser un proceso interno llevado a
cabo por una persona. Utiliza el término "argumentacion colectiva” para describir una
argumentacion llevada a cabo por un grupo de individuos.

Krummheuer (2007) afirma que el aprendizaje matematico en clase esta basado en la
participacion de los estudiantes en un proceso de argumentacion colectiva la cual tiene una
génesis y se desarrolla con el tiempo. En un nivel empirico analiza dicho proceso de
argumentacion con la Teoria de Toulmin (de forma semejante a como lo utiliza Erna Yackel)
para conocer la estructura de los argumentos en el curso de la interaccion grupal. En un nivel
teorico, considera diferentes estados de autonomia en la participacion durante el proceso de

argumentacion.

1.2.3 El papel de la prueba y la intuicion en el salon de clase

Gila Hanna en el afio 2000 realiza un estudio sobre la intencion de la prueba en el salon
de clase. Afirma que una de las principales tareas de los educadores matematicos es entender
el papel de la prueba en la ensefianza para incrementar su utilizacion en las aulas. De acuerdo
con ella, la prueba rigurosa es de importancia secundaria para el entendimiento. Ensefiar la
naturaleza y los estandares del razonamiento deductivo es importante, pues se necesita
conocer cuando un resultado debe establecerse o0 no, sin embargo, la prueba brinda su mejor
contribucion en el aula solo cuando se utiliza una prueba explicativa®. Considerando esto,
resulta claro que la principal funcién de la prueba en matematicas es la validacion de
proposiciones, pero la mas importante funcién adicional es la explicacion o clarificacién.
Clarificar significa mostrar el “por qué” un teorema es cierto y “convencer” significa mostrar
que es cierto.

En ese sentido, conviene ahondar en el término “intuicion”, la cual puede entenderse

como:

5 Zubieta (1994), tomando como base un trabajo de Reuben Hersh de 1993: Proving is convencing and
explaining, Educational Studies in Mathematics, afirma que el papel principal de la prueba en la investigacion
es convencer, en cambio, en la ensefianza a nivel bachillerato y licenciatura, es explicar.
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“la captacion primera de conceptos que nos permite comprender lo que
nos rodea, surge desde la nifiez y constituye el punto de partida de la
investigacion y del aprendizaje”. La intuicion, por momentos salta escalones
del razonamiento ldgico. (...). Es cierto que este método puede conducirnos
por caminos falsos y por ello es necesario extremar el cuidado, pero debe
aprovecharse la intuicion para ayudar al aprendizaje. Debemos recordar, en
los niveles elemental, basico y medio, no se estan formando matemaéticos,
se esta ensefiando a usar la matematica y educando en la comprension vy el
manejo del método de esta ciencia. Se esta ensefiando a pensar l6gicamente.
Hace falta educar en la intuicion”. (Crespo, 2005, p.24).

La postura de promover el aspecto intuitivo como predmbulo de la operatividad légica,
tiene como base los estudios hechos por Piaget. Jean Piaget, en sus “Seis estudios de
psicologia” hace referencia al pensamiento del nifio entre los cuatro y los ocho afios. En esta
etapa, explica, la inteligencia es operatoria concreta y el pensamiento intuitivo y preldgico.
Al respecto comenta:

“Hay una cosa que sorprende en el pensamiento del nifio pequefio: el sujeto
afirma constantemente y no demuestra jamas (...). Cuando preguntamos
algo a nifios de menos de siete afios, nos sorprende su incapacidad de fundar
las afirmaciones, e incluso su dificultad para reconstruir retrospectivamente
la forma en que han llegado a ellas. Asimismo, el nifio de cuatro afios no
sabe definir los conceptos que emplea y se limita a designar los objetos
correspondientes o a definirlos por el uso (“es para...”), bajo la doble
influencia del finalismo y de la dificultad de justificacion (...); hasta
alrededor de los siete afios, el nifio sigue siendo preldgico y suple la ldgica
por el mecanismo de la intuicion [que es], simple interiorizacién de las
percepciones y los movimientos en forma de imagenes representativas y de
“experiencias mentales”, que prolongan por tanto los esquemas sensorio-
motores sin coordinacion propiamente racional (...). ;Qué les falta a esas
intuiciones para ser operatorias y transformarse asi en un sistema l6gico?
Simplemente prolongar en ambos sentidos la accion ya conocida por el

sujeto hasta convertirse en moéviles y reversibles (...). Todo habito es, en

[6]
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efecto, irreversible: por ejemplo, escribimos de izquierda a derecha y haria
falta todo un nuevo aprendizaje para poder hacerlo de derecha a izquierda
(y viceversa para los arabes). Lo mismo ocurre con las percepciones, que
siguen el curso de las cosas y con los actos de inteligencia sensorio-motriz
que, también, tienden hacia un objetivo y no vuelven atrés (...). Comparada
con la légica, la intuicion es, pues, un equilibrio menos estable por falta de
reversibilidad...”. (Piaget, 1993, pp.48-54).

1.2.4 Proceso de Exploracion-Prueba: Su relacion con la Resolucion de Problemas

Si se pretende que la argumentacién evolucione hacia una prueba, las conjeturas juegan
un papel muy importante. Se requiere la existencia de una conjetura en la mente del
estudiante porque es la afirmacion que va a ser verificada a partir del convencimiento
intuitivo, de la argumentacion o de la exploracion. La conjetura tiene un alto grado de
conviccion intuitiva por parte del individuo y no una conviccion formal, pues al buscarla el
individuo realiza verificaciones para convencerse que es “verdadera” o que “pudiera ser
verdadera”. La formulacion de una conjetura antes de construir su prueba, es un proceso a
ser inducido por el docente, por medio de actividades y estrategias adecuadas, inmersos todos
los actores en un contexto educativo también adecuado (Larios, 2006).

Lozano (2014), en su Tesis de Maestria, considera el Modelo Exploracién-Prueba de
Hsieh, Horng y Shy (2012), en el cual se ilustran las etapas mas comunes del proceso de
resolucion de problemas de prueba (ver figura 1.1). Aungue el orden de aparicién de las
etapas es flexible, pues los estudiantes pueden trabajar simultaneamente en varias fases, el
modelo resulta Gtil para diferenciar cada actividad y visualizar la estructura general del
proceso de resolucién de problemas. Como puede observarse, la formulacién de conjeturas
estd precedida de otra etapa llamada exploracion, sobre todo cuando se trabajan problemas
abiertos. En esta fase, el estudiante indaga en varias direcciones para reconocer el campo de
accion, manipular las figuras y comenzar a suponer o conjeturar. Después de elaborar la
conjetura, los intentos de prueba comienzan como explicaciones informales hacia si mismo
y hacia otros. Durante estas etapas, si la interaccion social entra en juego, la argumentacién

esta presente y va evolucionando.
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Figura 1.1. Modelo Exploracion-Prueba®

Cuando se comienzan a estructurar dichas explicaciones, comienza la etapa de
justificacion de los argumentos. Para Yackel (2001), la justificacion es colectiva, su
desarrollo depende del reto impuesto por el interlocutor al poner en duda las afirmaciones y
eventualmente, dependiendo de los requerimientos de rigor practicados en clase, se llega a
una prueba.

Para Hanna (2000), explorar y probar, son parte de la totalidad del proceso de resolucion
de problemas y ambas son necesarias para el éxito en matematicas. La exploracion conduce
al descubrimiento y la prueba a la confirmacion. El reto de la clase entonces es utilizar el
disfrute de la exploracion para motivar a los estudiantes a aportar una prueba, o al menos a
realizar un esfuerzo para seguir una provista por el profesor. Una razén es que la exploracion
no refleja la totalidad de las matematicas porque los matematicos aspiran a obtener cierto

grado de certidumbre el cual solo puede alcanzarse mediante una prueba.

® Figura tomada de Hsieh F.-J., Horng W.-S. & Shy. H.-Y. (2012). “From Exploration to Proof Production”,
por Hsieh et al., 2012, Proof and Proving in Mathematics Education, p. 289.
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1.2.5 La Unidad Cognitiva

En las clases de matematicas, generalmente cuando se solicita a los estudiantes brindar
una prueba, se les da la afirmacion y luego se insta a que la prueben. En el proceso no se
argumenta, no se elaboran conjeturas ni se genera el enunciado a ser tomado en cuenta, solo
se reconstruye el proceso de razonamiento de alguien que ya lo ha hecho. Esta situacion
genera obstaculos en el aprendizaje del estudiante pues los recursos cognitivos para probar
no le son accesibles.

En Italia, un grupo de investigadores en Didactica de la Matematica (que incluyen entre
otros a Paolo Boero, Maria Alessandra Mariotti, Rossella Garuti y Bettina Pedemonte’) han
explorado la produccion de conjeturas y de pruebas hechas por estudiantes en contextos de
geometria, aritmética y algebra por medio de la argumentacién. Con estos trabajos han
obtenido evidencia experimental de las relaciones existentes entre la produccién de una
conjetura y la construccion de su prueba desde una perspectiva cognitiva. Asi, Pedemonte
(2003) explica:

“Durante la produccion de la conjetura, el estudiante progresivamente
desarrolla su afirmacion a través de una intensiva actividad argumentativa
funcionalmente entremezclada con la justificacion de sus elecciones. Durante
la subsecuente etapa de afirmacidn-prueba, el estudiante se vincula con este
proceso en una forma coherente, organizando algunos argumentos llevados a
cabo previamente de acuerdo con un encadenamiento l6gico (Boero, Garuti,
Mariotti, 1996)”. (Pedemonte, 2003, p.2).

Este es el fendmeno referido por los autores como unidad cognitiva. De acuerdo con
Pedemonte (2003), durante el proceso de resolucion de un problema de prueba en equipo, se
desarrolla una actividad de argumentacion para producir una conjetura. La prueba se produce
cuando la oracion establecida en la conjetura se hace valida dentro de una teoria matematica.
Entonces, la prueba es una argumentacion particular basada en conocimiento tedrico
matematico. Para ellos, un argumento en matematicas puede ser de tipo linguistico, pero

también estan incluidos los datos numéricos, las figuras, etc.

7 También se encuentran Federica Olivero, Maria G. Bartolini, Bussi Giampaolo Chiappini, A. Sibilla, Enrica
Lemut y Franca Ferri.
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1.2.6 Polémica sobre la Unidad Cognitiva entre argumentacion y prueba

Una de las motivaciones que dieron origen a las investigaciones sobre la Unidad
Cognitiva se remonta a lo establecido por Duval en 1991. Para él, existe una brecha de tipo
cognitivo entre argumentar y probar: En las pruebas, los pasos se conectan por un “proceso
de reciclaje”: la conclusion de un paso sirve como condicion de entrada para el paso
siguiente, en cambio, en la argumentacion, las inferencias estan basadas en los mismos
contenidos de la oracion, la conexion entre dos proposiciones es una conexion intrinseca
puesto que la afirmacion es considerada y reinterpretada desde diferentes puntos de vista.
Duval sostiene asi que es necesaria una didactica explicita para el pasaje de la argumentacion
a la prueba y cuando habla de una evolucion en las resoluciones de los estudiantes, toma en
cuenta basicamente dos criterios: la presencia de un razonamiento deductivo y la
modificacion profunda de la actitud a lo largo de la busqueda de las soluciones.

Larios (2006), considerando las investigaciones hechas por Duval, explica que pasar de
una argumentacion basada en significados, de naturaleza seméantica, a una prueba ya con
elementos de naturaleza sintactica (referente al orden de enunciacion y al aspecto formal),
representa un aspecto importante a tomarse en cuenta en el tratamiento de la prueba en el
aula. Ademas, para él, si existe el paso de la argumentacién a la prueba, pero no
necesariamente cuando se intenta llevar a cabo a través de actividades que dejan en completa
libertad (0 casi completa libertad) a los estudiantes. Ademas, otros elementos estan
involucrados en este paso, como son el uso de las construcciones linglisticas y el contrato

didactico.

1.2.7 Validacién matemética

Balacheff (2010, 2015) coincide con la postura de Duval en el sentido de que el
razonamiento deductivo solicitado en una prueba matematica (fuera del &mbito escolar) esta
basado en el encadenamiento de ideas mientras que en la argumentacion una misma
afirmacion puede ser reinterpretada. Desde esta perspectiva, la argumentacion representa un
obstaculo epistemolégico para el aprendizaje de la prueba, pero, dependiendo de las
herramientas de razonamiento y de las representaciones disponibles, la argumentacion

permanece como un posible marco de validacién matematica (acercamiento cuasi empirico).

[10]
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“Este cambio del vocabulario de la verdad al vocabulario de la validez, el cual
sugiere un cambio de la prueba a la validacion, es mas importante de lo que
nos hemos dado cuenta. La validacion se refiere a construir razones para
aceptar una declaracion especifica, dentro de un marco aceptado, conformado
por reglas y por otras afirmaciones previamente aceptadas también. Desde
este punto de vista, la validacion busca una prueba absoluta en un contexto
explicito y puede asi reclamar certeza como principio fundamental (...).
Probar puede ser visto como una ultima realizacion de controlar y validar”
(Balacheff, 2010, p.5).

Bajo esa consideracion ha caracterizado, junto con Patricio Herbst, ciertas nociones de
prueba en el aula y ha encontrado una relacion entre concepciones y prueba matematica en

el ambito escolar (ver figura 1.2):

“Una concepcion es una validacion dependiente: En otras palabras, podemos
determinar la existencia de una concepcion porque existe un dominio
observable en el cual “ésta trabaja” y en el cual existen significados para
validarla y desafiar posibles falsificaciones (...). Los argumentos, de forma
semejante a una discusion, implican tres tipos de consideraciones criticas: la
busqueda de certeza, la busqueda de la comprensidn y los requisitos para una
comunicacion exitosa. Restringir la evaluacion al lado de la "certeza" esta
jugando a lo seguro, ya que este aspecto es obligatorio para la transformacion
de las ideas matematicas. Sin embargo, este reduccionismo no es viable desde
una perspectiva de aprendizaje, especialmente cuando los estudiantes se
introducen en la prueba matematica (...). Los educadores necesitan dar un
estatus académico a las actividades que no pueden conducir a lo que seria una
prueba para los matematicos profesionales, pero que tienen sentido como
actividades matematicas™. (Balacheff, 2010, pp. 19-21).

En este mismo sentido, Goizueta et al. (2014), consideran la validacion como aquello
relacionado con el contingente de restricciones, consideradas buenas razones para dar
soporte 0 rechazar una afirmacién en un contexto particular de justificacion, no

necesariamente restringido por estandares absolutos.

[11]
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Explicacion (giise

Buisqueda de certeza
Buisqueda del entendimiento
Necesidad de comunicar

Figura 1.2. Explicacion y Prueba®

Esto implica que la validez no es una propiedad de las afirmaciones por si mismas, sino
que emerge desde el modo con el que son tratadas contextualmente; este tratamiento puede
presentarse de forma implicita. Asi, al intentar encontrar la solucién a un problema, si los
estudiantes realizan célculos, éstos pueden considerarse razones para validar una solucién vy,

por lo tanto, considerarse argumentos.

1.2.8 C-Prueba

Existe un ensayo titulado “Proving and Knowing in Public: What Counts as Proof in a
Classroom” en un libro llamado “Teaching and Learning Proof across the grades” publicado
en 2009, donde Patricio Herbst y Nicolas Balacheff exponen la intencion de contribuir a una
teoria descriptiva de las actividades matematicas en el salén de clase. Herbst y Balacheff
(2009) sugieren que dichas actividades pueden "contar como prueba” dependiendo del grado
de reconocimiento hecho por un observador de todos los significados que existen para esta
palabra. La cuestion a considerar entonces es qué tipo de representaciones de prueba pueden
construirse con las actividades llevadas a cabo en la clase de matematicas. Resaltemos dos
etapas durante las cuales un observador, considerando la perspectiva del profesor, identifica
procesos que pueden representar pruebas locales:
e Laprimeraetapa es la de la costumbre: La pregunta basica en esta etapa se refiere al lugar

que toma la prueba en el trabajo matematico acostumbrado en una clase, esto en periodos

de tiempo del orden de un afio.

e Una segunda etapa es la de las practicas estables con las cuales ciertos significados o

8 Figura tomada de Balacheff, N. (2010). Bridging knowing and proving in mathematics: An essay from a
didactical perspective. Explanation and Proof in Mathematics, Manuscrito previo a su impresion, p. 27.
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mecanismos se aplican para ir controlando la fiabilidad del proceso de resolucion de los
problemas. Asi, a la utilizacion recurrente de ciertos medios para evaluar lo producido y
asegurar la validez de la toma de decisiones y de las acciones durante la resolucion de
un problema matematico, se le llama estructura de control.

La validacion de un resultado mediante la estructura de control (como una préactica
sistematica o estable), puede considerarse una prueba en el contexto de observacion. Es en
esta etapa cuando se ponen de manifiesto las concepciones matematicas® particulares y es
cuando se puede inspeccionar la naturaleza de dicha prueba y disefiar vias para describir su
papel. Las costumbres locales ligadas a dichas practicas de control conllevan a las C-pruebas:
acciones llevadas a cabo para validar resultados dentro de las concepciones y las costumbres
locales de prueba matematica. Una C-prueba se presenta, en cierto contexto, cuando la
solucion encontrada puede reconstruirse sin revivir la experiencia de encontrarla, entonces,
la validacion mediante una estructura de control utilizada por costumbre en clase representa
una C-prueba. En cualquier caso, debe representar un proceso mediante el cual una solucion
real a un problema se reconstruye analizandolo de otra forma, renunciando asi a la
necesidad de volver a ejecutar la experiencia de solucion mediante la revisién y correccion
de los mismos pasos. Evidentemente, los participantes pueden llamar a lo que hacen para
justificar la solucion a un problema, de formas distintas, incluyendo el término "prueba”, pero
no necesariamente es asi. De este modo, para considerar si algo “cuenta como prueba” en el
aula, un observador debe prestar atencion a varios estratos de actividad puesto que no existe
una caracterizacién Gnica y universal de prueba, es mas, en contextos escolares existe
dependencia a términos vagos y a piezas aisladas de conocimiento empirico o perceptual lo
cual, representa un verdadero desafio a cualquier observador que deba decidir

definitivamente si se esta en presencia de una validacién a nivel de prueba matematica.

1.2.9 Generalizar y Validar
Mason (1999) afirma que detectar patrones y expresar generalidad son acciones que se
encuentran en el centro de las matematicas y, por tanto, el estudio de esta disciplina debe

ayudar a desarrollar y refinar estas capacidades naturales. La capacidad de generalizar se

% Se entiende por concepcidn matematica al conjunto de intuiciones, un conocimiento de “saber coémo” o alguna
construccién mental que permite a los estudiantes elegir durante la resolucién de un problema.

[13]
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relaciona con la capacidad de agrupar y de ordenar, es decir, de enfatizar o de pasar por alto,
de enfocar la atencion de distintas formas. El proceso de encontrar un patron en el camino
hacia lograr la generalizacion, implica buscar el caso general que represente una serie de
casos particulares; entonces, la pregunta clave para lograrlo seria ¢Qué es invariante o qué
cambia en estos casos? Es decir, ¢Qué es lo mismo y qué es distinto en ellos?”” En este sentido,
una manera adecuada de incitar a los estudiantes a detectar y expresar generalidad es dejar
que discutan a cerca de la preservacion de tales invariantes y porqué es necesario buscar el
caso general que las exprese. Por otra parte, un enfoque que apele a las capacidades de los
estudiantes para detectar patrones y expresar generalidad conlleva las bases de la
demostracion, pues la naturaleza inductiva de los patrones es la base para una demostracion
inductiva de las relaciones (Mason, 1999). Mason también sugiere que el proceso de
generalizar consta de tres etapas: a) Cuando se ve la regularidad, la diferencia o la relacion
(el ver), b) Cuando se expone dicho descubrimiento (el decir o expresar, esto es verbalmente
en la mayoria de los casos) y c¢) El registro escrito del modo més preciso posible (registro
simbdlico).

Rojas y Vergel (2014) aseguran desde la perspectiva del “algebra temprana”, que el
reconocimiento de lo general desempefia un papel esencial como condicion previa del
surgimiento de las expresiones: “Queremos insistir que estas formas de expresion son
progresivas y evolucionan, desde movimientos, gestos, palabras, frases hasta la
incorporacion explicita de simbolos “inventados” y/o convencionales para “capturar” la
generalidad y hacerla operativa” (Rojas y Vergel, 2014, p. 692). De igual modo afirman, que
cuando los estudiantes tienen la vivencia del alcance de la generalidad, sus expresiones son
la base psicoldgica del sentido que tienen las variables.

Por otro lado, durante el proceso de generalizacion, pocas veces se reflexiona sobre lo
que los estudiantes “ven, dicen y registran. ; COmo podrian verificarlo?, ; COmo podrian estar
seguros que sus expresiones resultan ciertas? ¢Quién valida el resultado de una
generalizacion en el aula? ;Como se establece la validez del conocimiento matematico en la
escuela? En la mayoria de los casos en las aulas de clase se considera valido todo aquello que
resulta de la autoridad del docente. Al respecto, Villa (2006), citando a Radford (1996),
refiere que la generalizacion no es una actividad libre de contexto pues hay tipos de

generalizaciones que pueden ser todos muy diferentes; principalmente hace mencion sobre

[14]
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la naturaleza de dos tipos distintos: los patrones geométricos y los patrones aritméticos. La

figura 1.3 muestra un ejemplo de cada uno.

Sucesion de “L”

s eoe Sucesioén numérica

1,3,6,10...

Numeros
triangulares -
L LR

e e e e e
= e e ee o e e se

A Patrén geométrico con dos reacomodos | B. Patron aritmético sugerido por una
distintos sucesion numérica

Figura 1.3. Ejemplos de patrones geométrico y aritmético de la generalizacion @

En ambos tipos de patrones es necesario incluir las competencias de los estudiantes para
dar explicaciones y argumentos de los procedimientos elaborados, la justificacion de la
seleccidn de una estrategia para abordar el problema y la comprobacion de las expresiones
mediante la satisfaccion de los datos que aportan los patrones. Ahora, particularmente, en
cuanto a los patrones aritméticos, resulta imposible encontrar una Gnica expresion simbélica
que los generalice y sugiere que en el aula se incluyan reflexiones sobre la variedad de las
expresiones y el contexto del cual surgen. Finalmente plantea la necesidad de involucrar al
estudiante en el proceso de validacion, establecer determinadas condiciones para que sea

factible llevarlo a cabo e incluir dicho proceso como una fase de la generalizacion.

1.2.10 EI Modelo de Toulmin

Toulmin Stephen Edelston fue un filésofo y educador britanico quien propuso en el afio
de 1958, en su libro “The Uses of Argument”, un modelo para describir la estructura de la
argumentacion. Los elementos més importantes de este modelo son: Afirmacion (C: Claim)
gue es una aseveracion del orador o su punto de vista, Dato o Datos (D: Data) son los motivos
o la informacidn en la cual se basa la afirmacion y Garantia (W: Warrant), es decir, la regla
de inferencia o la justificacion de como los datos apoyan tal afirmacién, la garantia es el

puente entre la afirmacion y los datos?® (ver figura 1.4).

10 En su modelo, Toulmin considera la aparicién de los elementos de un argumento en el orden que dicta el
razonamiento deductivo: Datos, Garantia y Afirmacién. Mas adelante veremos que este modelo permite analizar
también otros tipos de razonamiento de acuerdo con los conceptos de abduccion e induccion estudiados ya con
mucho tiempo de antelacion por Charles Sanders Pierce.

[15]
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Datos o Fundamento

(Data: D) __I— Afirmacion (Claim: C)

Garantia (Warrant: W)
Figura 1.4. Modelo bésico de Toulmin: Estructura de la argumentacion

El modelo anterior es la estructura base de un argumento, pero pueden requerirse elementos
auxiliares para describirlo. Toulmin precisa tres de estos: Un Calificador (Q: Qualifier), una
Reserva o Excepcion (R: Rebuttal) y un Respaldo (B: Backing). La validez de la garantia
puede debilitarse si existen excepciones a la regla y en tales condiciones deben insertarse. Si
este es el caso, la fuerza de la afirmacién se debilita por medio de un calificador. Por otro
lado, se requiere un respaldo si la autoridad de la garantia no se acepta de manera directa (ver
figura 1.5).

Calificador: Matiza la Aseveracion

(Qualifier: Q)
Datos (D) I » Afirmacion (C)

Puesto que:  Garantia (W) = A menos que: ~ Reserva
| (Rebuttal: R)

Considerando: Respaldo (Baking: B)
Figura 1.5. Modelo completo de Toulmin

Asi entonces, los elementos de la prueba deductiva como generalmente se les reconoce,

pueden representarse también con el modelo de Toulmin (ver figura 1.6).

Dato: HIPOTESIS » Afirmacién: TESIS

Garantia: AXIOMAS, TEOREMAS, DEFINICIONES

Figura 1.6. Elementos de la prueba deductiva en el Modelo de Toulmin

1.2.11 EI Modelo Toulmin-CKC

Bettina Pedemonte y Nicolas Balacheff publicaron en marzo de 2016 un articulo en el
cual explican como intervienen las concepciones de los estudiantes en el proceso de
argumentacion y prueba durante la resolucién de problemas geométricos. Por medio del uso
del modelo de Toulmin enriquecido con el CKC, Pedemonte & Balacheff (2016) desarrollan
un analisis cognitivo para explicar diferentes formas de intervencion del sistema de

conocimientos de los estudiantes para generar pruebas.

[16]
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Cuando los estudiantes resuelven problemas matematicos proceden basados en su
entendimiento de los conceptos y de los procedimientos relacionados. Ademas, esta bien
documentado que esta actividad no es compatible desde el comienzo con la estructura de lo
que sera considerada una prueba matematica. En lugar de eso, presentan una serie de
intuiciones, conocimiento de “saber como” y una variedad de construcciones mentales que
permiten a los estudiantes hacer elecciones y tomar decisiones. Cuando se presentan
construcciones y respuestas no acordes con los estdndares matematicos, es comun utilizar la
palabra “misconception” para hacer referencia a dichos conocimientos. Sin embargo, esta
palabra tiene una connotacion negativa, pues oculta el hecho de que en muchas situaciones
ese conocimiento funciona a pesar de que en efecto se pueda probar que no resulta
generalizable a todos los casos relacionados. Por esta razén, Balacheff usa el término
“conception” (concepcion) el cual resulta mas neutral para referirse a tales estructuras

mentales complejas. Una concepcion se construye a través de:

e Un conjunto de Problemas o situaciones que sean una herramienta suficiente para
construir una solucion. Puede verse como una esfera de practica (P) en la cual el
entendimiento se desarrolla y se fortalece.

e Un conjunto de Operadores (R) utilizados para solucionar el problema.

e Representaciones (L) que son el registro semi6tico utilizado. Es importante considerar que
la relacion entre operadores y representaciones es muy fuerte puesto que Unicamente se
puede acceder a los conceptos matematicos a través de sus representaciones.

e Una estructura de control (3)): Son los medios que tienen los estudiantes para tomar
decisiones y evaluar lo que producen. A lo largo de todo el proceso de resolucion de
problemas, los estudiantes se apoyan en la estructura de control para asegurarse de la
validez y adecuacion de sus decisiones y acciones. Ademas, prepara la transicion entre la
fase de resolucién del problema (problema solving) y la obtencion de la prueba de esa
solucion.

Este modelo se construye sobre la base de las concepciones de los estudiantes y no sobre

conocimientos formales (teoremas) presentes de manera explicita; de hecho, sus siglas

significan: C: Concept, K: Knowing, C: Conception (Balacheff y Gaudin 2002). Ademas, de
acuerdo con Pedemonte (2008), puede ser integrado al modelo de Toulmin como se muestra

en la figura 1.7.

[17]
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Calificador Reserva
Q) (R)
Datos (D) \ I / » Afirmacion (C)

Garantia (W) = R,: Un operador de la concepcion (C)

C=(P,R L3

Figura 1.7. Modelo CKC integrado en el modelo de Toulmin

1.2.12 La Geometria Analitica: Origen y propuestas de tratamiento en el aula
a) Métodos de andlisis y de sintesis

Se entiende por Geometria Analitica “la aplicacion del algebra simbdlica al estudio de
problemas geométricos mediante la asociacion de curvas y ecuaciones indeterminadas en un
sistema de coordenadas” (Gonzalez, 2003). La Geometria Analitica, hereda su nombre del
método de analisis de los griegos. Pero ¢en qué sentido se utiliza esta palabra? EI término
analisis lo aplicaron Platon y Pappus para describir el proceso de descender a partir de lo que
se desea demostrar hasta llegar a alguna verdad conocida (admitida o probada anteriormente).
Por lo tanto, es lo contrario a la sintesis, que es la presentacion deductiva de lo hallado por
medio del analisis. El analisis comienza entonces “asumiendo como cierto aquello que hay
que probar” (Gonzalez, 2003) 1. Se atribuye a Platon (427-347 a. C.) la invencion del método
analitico, quiza porque lo describe al final del Libro VI de La Republica. Platén lo formula
como un método pedagdgicamente conveniente pues cuando una cadena de razonamientos
que parte de ciertas premisas hasta una conclusion no es obvia, se puede invertir el proceso;
uno puede empezar por la proposicion que ha de probarse y deducir de ella una conclusion
ya conocida. Si entonces podemos invertir los pasos en esta cadena de razonamientos, el
resultado (sintesis) es una prueba legitima de la proposicidn. Lo anterior, nos deja ver al
analisis geométrico griego como una fecunda heuristical? no apreciable en las obras clésicas.

El método cartesiano retoma el analisis geométrico griego (oculto en la mayoria de las
obras de Euclides) y lo complementa con la sintesis algebraica (ya desarrollada en su época

por los arabes y por el matematico francés Francois Viéete). El analisis y el algebra permiten

11 Este método encuentra su equivalente en el razonamiento abductivo tratado mas adelante.
12 Heuristica: En el sentido de George Polya se entiende el estudio de los métodos y las reglas para el
descubrimiento y la invencion.
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traducir los datos geometricos de forma que sean tratables por medio del automatismo del
calculo algebraico y surge asi el andlisis algebraico. René Descartes en el Discurso del
Método afirma haber estudiado el analisis de los gedmetras y el algebra, no obstante, se
percatd que el primero esta siempre tan limitado a considerar las figuras, que “no puede
ejercitar el entendimiento sin cansar grandemente la imaginacion, y en la segunda, tanto se
han sujetado sus cultivadores a ciertas reglas y a ciertas cifras, que han hecho de ella un arte
confuso y oscuro”. (Descartes, trad. 2010, p.47). Asi, penso en buscar algin otro método que
tuviese las ventajas de ambos, excluyendo sus defectos. En la notacion cartesiana hubo
ademas una clave geométrica basada en considerar a un segmento como una magnitud
geométrica continua y al mismo tiempo como una medida numeérica, entonces la potencia de
una linea recta se sigue considerando linea recta, asi que cuadrado y cubo no indicarian
magnitudes planas o espaciales, sino la segunda o tercera potencia de un nimero y de este
modo, las operaciones aritméticas quedan incluidas en un terreno estrictamente algebraico.
Descartes rompia asi con la tradicion griega al abandonar el llamado principio de la
homogeneidad®®.
b) La Geometria Analitica actual y su tratamiento en Didactica de las matematicas
Pierre Fermat desarrolla los fundamentos de la Geometria analitica casi de manera
simultanea y por separado a Descartes. Este Gltimo comienza con la curva de un lugar
geomeétrico y obtiene la ecuacion del lugar, por su parte Fermat lo hace de forma inversa,
inicia desde una ecuacion algebraica e infiere las propiedades geométricas de la curva
correspondiente. Gonzalez (2007) afirma:
“Con la Geometria Analitica de Fermat se alcanzaba el méximo grado de
eficacia en la aplicaciéon del antiguo método de Analisis a los problemas
geomeétricos (...). Por su parte, Descartes elabora un potente método
analitico-sintético de ataque a los problemas geométricos que utiliza el
Algebra como instrumento algoritmico.” (Gonzélez, 2007, p. 221).
La Geometria que desarrollan Fermat y Descartes, que al cabo de doscientos afios se

llamé Geometria Analitica, estudia dos temas fundamentales: la obtencién de las ecuaciones

13 Seglin establecia la Ley de homogeneidad de Vieta, solo era posible comparar magnitudes de igual dimension.
Si una letra representa una longitud, el producto de dos letras es una superficie, y el de tres un volumen.
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de los lugares geométricos y el estudio de las propiedades de las curvas —sobre todo las
definidas por ecuaciones lineales y cuadraticas— mediante el Algebra. Ahora, no se debe
atribuir a Fermat ni a Descartes el uso del sistema de coordenadas como se usa hoy en dia en
las escuelas. Fue Euler quien en 1748 sistematiz6 la geometria analitica introduciendo
ademas de las coordenadas rectangulares en el espacio, las oblicuas y las polares. También
estudio las transformaciones de los sistemas de coordenadas, clasifico las curvas segun el
grado de sus ecuaciones estudiando sus propiedades generales, trato las secciones conicas y
las formas canonicas de las ecuaciones de segundo grado.

Considerando lo anterior y pasando al contexto de Didactica de las matematicas, podemos
citar el trabajo de Contreras, A., Quesada, M. C., & Armenteros, M. (2002), que hace
referencia a la necesidad de alejarse de una secuenciacion rigida de los contenidos e integrar
ambas visiones: La analitica y la sintétical®. Para Gascon (2002), se debe reivindicar la
investigacion sobre como integrar en la geometria del bachillerato las técnicas sintéticas con
las analiticas. Sugiere comenzar mostrando determinadas limitaciones de las técnicas
sintéticas clésicas y la forma de solventarlas utilizando las analiticas 0 mostrar ciertos
problemas donde se vea la continuidad de la problemaética geométrica y la necesidad de
utilizar la sintesis para trazar la estrategia de resolucién mediante anélisis algebraico.

c) Problemas abiertos

Como puede verse, el tipo de razonamiento que da origen a la Geometria analitica, esta
plenamente relacionado con los métodos de descubrimiento. Fomentar la integracion tanto
del analisis algebraico como de la sintesis geométrica para la resolucion de un problema,
puede aunarse de manera creativa con el disefio de problemas que inviten a la generacion de
conjeturas. Dentro del disefio de actividades se contempla una tipologia particular de
problemas que cumplen con lo anterior, son los llamados problemas abiertos, los cuales
permiten mayor libertad para la exploracion, no sugieren un unico método de solucién y
hacen que la responsabilidad de resolverlos resida en las producciones propias de los

estudiantes; esto crea la posibilidad de una intensa actividad argumentativa. Cuando se asigna

14 Actualmente se asocia la visidn analitica con el Andlisis algebraico creado por Descartes y no con el método
de Andlisis griego. Del mismo modo, la visidn sintética, hace referencia al método deductivo utilizado en la
obra geométrica de Euclides; aunque, como hemos documentado anteriormente, el Analisis fue el método de
descubrimiento utilizado por los gedmetras griegos (oculto por mucho tiempo) y la Sintesis (deduccion), si bien
mostrada como presentacion de resultados en la obra de Euclides, es el razonamiento natural en el tratamiento
algebraico.
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un problema abierto, quien lo resuelve no solo debe encontrar la hipotesis que justifica un
hecho, sino también el hecho a ser justificado, es decir, los problemas abiertos promueven
tanto la generacion de conjeturas como su justificacion o su prueba. (Baccaglini-Frank,
2010).

1.2.13 El software de Geometria Dindmica y su potencialidad en el tratamiento de

Geometria Analitica: El caso de GeoGebra

La Geometria Dindmica es un término que se refiere a la Geometria estudiada con
herramientas computacionales (software) en las que el usuario puede realizar construcciones
geométricas, es decir, combinaciones de objetos geométricos, y manipularlas con el raton (o
con algun otro periférico sefialador) para modificar su forma sin perder sus propiedades.
(Larios, 2006). Una de sus potencialidades es permitir la exploracion, el descubrimiento de
relaciones y el planteamiento de conjeturas. Los procesos cognitivos que desarrollan los
estudiantes al trabajar con estos ambientes son: la visualizacién, la construccion vy el
razonamiento (Guerrero, 2011).

La caracteristica dinamica (o de movimiento) del software hace necesario destacar la
diferencia entre dibujo y figura, pues en este ambiente las construcciones geométricas se
realizan con base en relaciones Idgicas entre objetos y no sélo basandonos en su apariencia.
Un dibujo, puede contener informacion ocasionalmente innecesaria, con aspectos que no
guardan relacion con el objeto geométrico, y si con el aspecto general, tales como el color o
el grosor o también aspectos que influyen con la apreciacion como la orientacion. El objeto
geométrico es el referente tedrico del dibujo y estd restringido o “controlado” por las
definiciones y limitantes ldgicas. La llamada figura se considera el representante de una clase

de objetos que comparten ciertas propiedades geométricas. En el software de geometria
dindmica, el usuario especifica las relaciones subyacentes del objeto matemaético y la
computadora debe preservar ese objeto mientras deja las caracteristicas superficiales (el
dibujo) completamente maleables™. La figura es el resultado obtenido (Larios, 2006).

~

\ o

Dibujo | ‘ [ Objeto Geométrico
Cuadrado

(Definicion)

o
H Figura
O\ sl ) \ J

|[Figura 1.8. Diferencia entre dibujo, fi‘gura y objeto'
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Esta diferenciacion, que se percibe al momento de realizar construcciones geométricas
con el software, cobra especial importancia en Geometria Analitica pues de acuerdo con
Ferndndez (2011), existe un problema representacional que aparece sin que los profesores
procuren evitarlo: la forma de asociar las curvas a los dibujos sin tener en cuenta la diferencia
conceptual. Otro aspecto sobre la importancia del uso del software de Geometria Dinamica
en Geometria Analitica es la revitalizacion del concepto lugar geométrico® pues en estos
ambientes los objetos se mueven dependiendo de las condiciones geométricas sobre las que
fueron construidos. Por ejemplo, un punto sobre una circunferencia, puede moverse sélo
alrededor de ésta, es decir se trata de un punto cualquiera de la circunferencia, concepto que
responde justamente al de lugar geométrico.

Ciertos programas permiten la visualizacion de lugares geométricos como un punto que
deja un rastro a medida que se mueve (en algunos casos denominada traza) o permiten el
trazo de la trayectoria de en forma aparentemente continua. EI manejo de lugares
geomeétricos resulta ser un elemento diferenciador en el manejo de los objetos geométricos
puesto que solo en pocos casos se pueden marcar intersecciones con éstos o modificarlos
dinamicamente.

De acuerdo con Montoya (2008), la ventaja que ofrece el software de geometria dinamica
al resolver problemas de lugares geométricos es permitir primeramente el uso de la
representacion geomeétrica con la representacion verbal y posteriormente relacionar ambas
con la representacion algebraica lo cual fortalece la capacidad intuitiva.

GeoGebra es un software de Geometria Dindmica (SGD) y un sistema de algebra
computacional (CAS) de cddigo abierto creado para la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas desde la escuela intermedia hasta nivel universitario. Brinda al usuario la
capacidad de construir, cambiar las representaciones de los objetos matematicos o tomar
medidas, a través del uso de la barra de herramientas o mediante la combinacion de comandos

introducidos en la barra de entrada. También es posible ingresar informacion a través de su

15 De acuerdo con Alvarez (2014), cuando se solicita encontrar un lugar geométrico, la solucion consiste en
determinar qué puntos tienen dos 0 mas propiedades explicitas en el enunciado del problema. El conjunto de
todos los puntos que cumplen tales condiciones es el lugar geométrico solicitado. Si una figura geométrica
contiene todos los puntos que satisfacen una determinada propiedad vy, reciprocamente, s6lo contiene puntos
que la verifican, esa figura es el lugar geométrico de dichos puntos. Es decir, las condiciones “tener la
propiedad” y “pertenecer al lugar” son equivalentes.
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hoja de célculo. GeoGebra presenta un interfaz de usuario con tres ventanas principales que
contienen: la representacion algebraica, la grafica y la numérica de objetos matematicos, asi
como una cuarta ventana para el célculo algebraico a través del CAS (Chumpitas, 2013). Las
manipulaciones o modificaciones de objetos matematicos en una de las ventanas (algebraica,
gréfica, o bien, en hoja de célculo) tienen repercusion de forma inmediata en las ventanas
restantes.

Existen en particular dos herramientas de GeoGebra Utiles para manipular o modificar los
objetos matematicos en su interfaz grafica, los cuales adquieren especial importancia durante
los procesos de validacion o justificacion: el arrastre y el uso del deslizador. El arrastre
permite modificar directamente la forma o posicion de los objetos geométricos construidos
por el usuario mediante el uso del raton (o algun otro periférico de la computadora) sin que
se dejen de preservar las relaciones con las que fueron construidos.

El examen de arrastre consiste en mover puntos arrastrables o semi-arrastrables a fin de
ver si la figura mantiene las propiedades geométricas iniciales; precisamente con este examen
se tiene la posibilidad de validar resultados pues esta accion explota la capacidad del software
de mantener las relaciones geométricas entre los elementos de una construccién y verificar
si esta construida correctamente. Larios (2006), basado en los resultados de sus experimentos,
afirma que los estudiantes al construir una prueba generalmente presentan justificaciones
basadas en la evidencia empirica y ademas hacen referencia a los instrumentos utilizados.
Esta manera de justificar particularmente en el area de la Geometria estd apoyada en
informacién visual y para el caso del uso del software de Geometria Dinamica en el uso del
arrastre y de la medicion.

Por otro lado, “un deslizador es una herramienta del software que posibilita al usuario la
vinculacion, en tiempo real, de intervalos de valores continuos o discretos a parametros que
son parte de expresiones algebraicas mas complejas, realizar los ajustes necesarios sobre 10s
extremos del intervalo y visualizar dindAmicamente los cambios que sufren las expresiones
involucradas y sus representaciones analogas (las curvas, en el caso de las funciones)
mientras el parametro toma distintos valores”. En el entorno del GeoGebra se requiere
considerar dos cuestiones al aplicar un deslizador: el tipo de deslizador y los valores minimo

y méaximo. El software permite construir deslizadores de tipo: (i) nimero, usados para realizar
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variaciones entre numeros reales, (ii) angulo, para realizar variaciones entre valores
angulares, y (iii) entero, los cuales se utilizan para realizar variaciones entre nimeros enteros.

Al crear el deslizador el GeoGebra le asocia un rétulo, por lo general una letra minuscula,
que puede renombrarse facilmente. En relacion a lo segundo, los valores minimo y maximo
del deslizador son aquellos que representan los extremos del intervalo de variacion del

pardmetro (Gutiérrez, 2015).

1.2.14 Antecedentes sobre las formas de razonamiento presentes en los procesos de

prueba: Abduccion, induccién y deduccion

Al resolver problemas de prueba en el &mbito de la Geometria Analitica utilizando
GeoGebra, nos interesa estudiar también cuales son los mecanismos de razonamiento puestos
en juego. De acuerdo con Moreno (2001): “Las herramientas computacionales han
modificado profundamente la naturaleza de las exploraciones y la relacion de dichas
exploraciones con la sistematicidad del pensamiento matematico...es posible (incluso) que
el uso sostenido de la herramienta desemboque en cambios a nivel de las estrategias de
solucion de problemas y en cambios a nivel de la manera misma como se plantea el problema.

En otras palabras, puede ocurrir que el pensamiento matematico del estudiante quede
afectado radicalmente por la presencia de la herramienta”. Dicha transformacion ocurre
conforme se utiliza la herramienta computacional de forma sostenida, dando lugar a la
produccién de esquemas de uso los cuales permiten atribuir un significado a los objetos
(matematicos) en funcion de la orientacion de la actividad y de las tareas a desarrollar.

Lo anterior nos remite a estudiar los tipos de razonamiento presentes en la actividad
matematica para después centrarnos en el razonamiento caracteristico de los problemas que
abordaremos en nuestro trabajo los cuales tienen como instrumento de mediacidn el software
de Geometria Dinamica.Considerando acercamientos pedagogicos como la Resolucién de
problemas de Polya, el aprendizaje del descubrimiento de Bruner y el Método socratico,
Meyer (2010) identifica como caracteristica comin a todos estos, el énfasis sobre la
autonomia del estudiante, quien es capaz de reconocer las relaciones matematicas por si
mismo y crear ideas nuevas a partir del establecimiento de hipétesis. No obstante, a pesar de
ser reconocida la importancia de descubrir y generar hipotesis, actualmente existe la

necesidad de elaborar conceptos teoricos para ayudar a entender y reconstruir los procesos
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de descubrimiento, mas aun cuando, de forma por demés limitada, se les atribuyen
definiciones relacionadas con términos generales como la Intuicién.

Como ya hemos mencionado, la invencion del método de descubrimiento llamado
Analisis se atribuye a Platon (427-347 a. C.), pero fue Pappus (290-350 d. C.) en su Tesoro
del Analisis quien lo da a conocer como el método empleado por los gedbmetras griegos para
la resolucion de sus problemas (Gonzalez, 2003 pp. 23-24)°. Ese modo de razonar es el
antecedente de lo que llamaremos de ahora en adelante abduccion. El término es creado por
Charles Sanders Peirce, quien alrededor de 1870 la define como el proceso de formar una
hipdtesis explicativa. De acuerdo con él, la abduccién es la Unica operacion logica que
introduce una idea nueva y la distingue de otro tipo de razonamiento muy similar, la
induccién definida a menudo como el descubrimiento de leyes generales a partir de casos
especificos. Asi, la diferencia entre Induccion y abduccion esta relacionada con el hecho de
si un numero de casos comparten una caracteristica determinada. Estamos en presencia de un
razonamiento inductivo cuando generalizamos una caracteristica en una clase a partir de
cierto nimero de casos o cuando hallamos una caracteristica en cierta proporcion de casos, e
inferimos que se presenta en la misma proporcion en una clase entera. La abduccién en
cambio, se presenta cuando en cierto caso encontramos algunas caracteristicas “muy
curiosas”’, que se explicarian por la suposicion de que fuera un caso de una regla general,
es decir nos percatamos que las mismas caracteristicas estan presenten en una clase o que
son parte de una regla conocida. También se observa cuando constatamos que en ciertos
aspectos dos objetos guardan una marcada semejanza, e inferimos que se asemejan entre si
notablemente en otros aspectos. Hacia 1878, Peirce plantea sus descripciones en términos de
reglas, casos y resultados (ver tabla 1).

16 Algunos autores atribuyen el antecedente de la abduccion a Aristételes (383-322 a. C.) quien desarrolld
también una idea de inferir desde los efectos hacia las causas en los Segundos analiticos del compendio
Organon (Ver: http://www.joanmaragall.com/fronesis/1/aristoteles.html). Los seguidores de Aristoteles de la
época Medieval y del Renacimiento Ilamaron a esta forma de inferir: resolutio en contraste con compositio que
procede de las causas a los efectos. Estos términos latinos son traducciones de los términos griegos que dan
lugar a los de andlisis y sintesis respectivamente; no obstante, algunos pensadores han identificado esta Ultima
forma de razonamiento mas bien con la induccién. Niiniluoto (1999).
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Tabla 1

Deduccion, Induccion y Abduccion de acuerdo con Pierce en 1878
Deduccion

Regla Todos los frijoles de esta bolsa son blancos

Caso Estos frijoles son de esta bolsa

Resultado Estos frijoles son blancos
Induccion

Caso Estos frijoles son de esta bolsa

Resultado Estos frijoles son blancos

Regla Todos los frijoles de esta bolsa son blancos

Abduccion (Hipotesis)

Resultado Estos frijoles son blancos
Regla Todos los frijoles de esta bolsa son blancos
Caso Estos frijoles son de esta bolsa

Meyer (2018) expone la abduccion con el siguiente ejemplo matematico: Cuando se
multiplican dos potencias de la misma base a? y a¢ (a,b,c € N), entonces el producto es
aP*c. Para que los estudiantes puedan descubrir esta regla, un profesor les solicita que
determinen 32 - 35 y 37 utilizando calculadora. El razonamiento abductivo se muestra en la

figura 1.9:

Resultado: 3% - 3% = 2187 v 37 = 2187
Caso: Las bases son las mismasv 2+ 5=7

Eegla: Cuando se multiplican dos potencias con la misma base

b

a® v a® (a,b,c € N), entonces el producto es igual a a®*¢

Figura 1.9. Abduccion para el reconocimiento de una regla matematica

Como es evidente, lo que tienen en comun ambos ejemplos de abduccion (en latabla 1y
en la figura 1.9) es que comienzan con el resultado, también llamado hecho observable. Al
respecto, Meyer explica: “El reconocimiento de la regla y el caso toma lugar de forma
simultanea para explicar el resultado: No es posible inferir regla y resultado paso por paso,
porque el caso se encuentra contenido por completo en el antecedente de la regla.” (Meyer,
2018, p. 3). De acuerdo con Eco (1983) citado en Meyer (2018): “[...] el problema real no
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es si se encuentra primero el Caso o la Regla, sino méas bien como descifrar Regla y Caso
al mismo tiempo, ya que ambas estan relacionadas, ligadas por una especie de quiasmo”
(Meyer, 2018, p. 3). Asi, la existencia inicial de solo una premisa, indica que la abduccion
no puede proveer de conocimiento seguro, puesto que cabe la posibilidad de que existan
otras razones que lleven al mismo resultado. Un ejemplo similar utilizando razonamiento

inductivo se puede dar utilizando varios casos numéricos

Casos: a' - a* = a”
a*-a®* =a”
2.

a®-a® =a®

a® - a® = glt

Resultados: Las bases son las mismas y

1+4=5
2+5=7
3+6=9
8+3=11

Regla: Cuando se multiplican dos potencias con la misma base

a® v a® (a, b, c € N), entonces el producto es igual a a®+°

Figura 1.10. Induccién para la confirmacién de una regla matematica

De acuerdo con Belluci (2018), una hipotesis (0 conjetura) se sugiere mediante

abduccidn, se verifica mediante induccion y puede explicarse por deduccién. Por otro lado,

Reid (2018) retoma una sintesis de las ideas de Pierce hecha por Habermas (1987) en la cual

se distinguen dos funciones del término abduccién: Como explicacion y como

descubrimiento. En la primera, se acepta la regla hipotéticamente considerandola como una

“ley” para inferir el caso a manera de explicacion causal. En la segunda funcion, se comienza
con el caso “sorprendente” y se busca una regla tentativa; es aqui donde se presenta una
mezcla de induccion y abduccion apoyadas mutuamente?’.

Ahora bien, la tnica “inferencia’® matematica” permitida en el sentido de la ldgica
formal,es la deduccion pues ésta garantiza certidumbre y conduce a la certeza y al
conocimiento irrefutable, pero no permite acceder al conocimiento que no esta implicito en
las premisas'®. De acuerdo con el Diccionario de Filosofia de Cambridge, deduccién es una

secuencia finita de enunciados donde el ultimo enunciado es la conclusion de tal secuencia 'y

17Tal como se vera en algunas de las resoluciones de los problemas de la presente investigacion.
18 Inferir: Sacar una consecuencia o deducir algo de otra cosa (RAE).
19 Premisa: Sefial o indicio por donde se infiere algo o se viene en conocimiento de ello (RAE).
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donde cada enunciado que precede a la conclusion es un axioma, una premisa o un resultado
de los enunciados precedentes dado por una regla de inferencia. En un sentido secundario,
deduccion se refiere a una inferencia en la que el hablante afirma los resultados concluyentes
necesariamente desde las premisas. Continuando con el ejemplo matematico, se puede
obtener el resultado de un nuevo caso particular aplicando (o explicando) la regla ya

conocida:

Caso: 22 - 25

Regla: Cuando se multiplican dos potencias de la misma base a” y a°

(a,b,c € N), entonces el producto es a?*¢.

Resultado: 22 - 26 = 28

Figura 1.11. Deduccion para obtener el resultado de un nuevo caso usando una regla

matematica

1.3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y APORTES DE LA INVESTIGACION

1.3.1 Problema de Investigacion

En el bachillerato, y en el sistema escolarizado mexicano en general, se da poca
importancia al desarrollo de habilidades para la prueba matematica y en particular, al uso de
la argumentacion para validar resultados. Salvar estas dificultades puede buscarse en
situaciones que permitan a los estudiantes sustentar sus afirmaciones y devolverles la
responsabilidad de lo que producen. Una ventaja del software de Geometria Dinamica es
permitir la verificacion de resultados con gran rapidez lo cual puede aprovecharse para
involucrar a los estudiantes en la préctica de probar sus resultados argumentando. Ademas,
es posible desarrollar con su uso las formas de razonamiento propias del arte de descubrir:

la abduccion y la induccién.

En la presente investigacion se analizan entonces, las formas de razonamiento surgidas
durante el proceso de prueba con el uso del software de Geometria Dindmica GeoGebra, en
un area de la matematica escolar poco estudiada como lo es la Geometria Analitica; en
particular cuando los estudiantes trabajan por equipos y se les da libertad de argumentar la
validez de sus propuestas de solucidn; todo esto en un contexto de bachillerato de la Ciudad

de México.
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1.3.2 Comentarios sobre el Estado del Arte del tema Razonamiento y la prueba
asistida por computadora en Matemética Educativa: Aportaciones de la presente
investigacion

El abordaje del problema del proceso de prueba en el aula ha sido estudiado ampliamente
desde diferentes perspectivas. Asi, por ejemplo, Guershon, H., Stylianides, A., Boero, P.,
Miyazaki, M. & Reid, D. (2017), durante el ICME-13, organizaron un grupo de estudio
tematico que brind6 una vision general del estado del arte del tema Razonamiento y Prueba
en Educacion Matematica?®. Se menciona este antecedente debido a las lineas de
investigacion de Paulo Boero y David Reid, consideradas referentes importantes en la seccion
de Antecedentes y en el Marco Conceptual de la presente investigacion. En dicho foro, se
analizaron y discutieron cuatro temas principales: 1) Cuestiones epistemoldgicas
relacionadas con el proceso de prueba. 2) Problemas en el aula relacionados con el proceso
de prueba. 3) La ensefianza y el aprendizaje de la prueba: problemas y dilemas y 4)
Cuestiones relacionadas con el uso de ejemplos en el proceso de prueba.

Por otro lado, la Comision Internacional sobre Instruccion Matematica, para su Estudio
namero 19 (ICMI-19) organiz6 6 grupos de trabajo (WG) alrededor del tema Proceso de
Prueba en Matematica Educativa®:

WG1: Desarrollo Cognitivo de la Prueba

WG2: Argumentacion

WG3: Experimentacion con Software de Geometria Dinamica

WG4: Prueba en el Curriculum Escolar, Conocimiento para la Ensefianza de la Prueba y
Transicion desde la Escuela elemental a la Secundaria

WGS5: La naturaleza de la prueba en el salén de clases

WG6: Prueba en el nivel superior.

De forma complementaria, el Comité del Programa Internacional (IPC) de esta misma
comisidn, edité un Volumen sobre los resultados de sus estudios, dividido en 6 Partes (Hanna
y Villiers, 2012):

Parte I: Prueba y Cognicion

20 Treceavo Congreso Internacional sobre Matematica Educativa (ICME-13). Llevado a cabo en 2016 en la
Ciudad de Hamburgo, Alemania. Las Memorias fueron publicadas al afio siguiente.

21 La Conferencia del Estudio del ICMI tuvo lugar en Taipei, Taiwan del 10 al 15 de mayo del 2009.
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Parte 11: Experimentacion: Retos y Oportunidades
Parte I11: Percepciones historicas y educativas de la prueba
Parte IV: Prueba en el Curriculum escolar
Parte V: Argumentacion y transicion al nivel superior
Parte VI: Lecciones desde las tradiciones culturales de Oriente

Esta investigacion se puede ubicar en la linea de Razonamiento y Prueba en Matematica
Educativa del primer caso (ICME-13) y en particular dentro de Problemas en el aula
relacionados con el proceso de prueba. Respecto a los topicos de los grupos de trabajo del
ICMI-19, puede situarse en el de Experimentacion con Software de Geometria Dinamica y
de manera especifica dentro de la Parte 11, en el capitulo “Acercamientos experimentales al
pensamiento tedrico: Artefactos y pruebas” (Hanna y Villers, 2012, p. 5). En nuestro trabajo
se trata de igual forma el tema de argumentacién, pero lo consideramos como un medio para
analizar los tipos de razonamiento. Asi mismo, la prueba se considera un tipo particular de
argumentacion validada con ayuda del software GeoGebra mediante una practica
sistemética de generalizacion. Es importante resaltar que precisamente estas lineas de
investigacion son las desarrolladas por algunos otros autores cuyos resultados se mencionan
en el Marco Conceptual y en los antecedentes de este trabajo: Ferdinando Arzarello,
Mariolina Bartolini Bussi, Maria A. Mariotti y Patricio Herbst; este Gltimo, trabajé dentro
del tépico de la Parte IV en el capitulo “Proceso de prueba y la interaccion estudiante-
profesor: Teorias y Contextos, y aportd, entre otros aspectos, el uso de las interacciones en
el salon de clase para arribar a ciertas normas compartidas, predmbulo del concepto de C-
Prueba. Tomando en cuenta dichos antecedentes de investigacion, consideramos que las
aportaciones de nuestro estudio son las siguientes:

1. Se propone el estudio de la prueba en Geometria Analitica, lo cual no resulta muy
comun pues gran parte de las investigaciones a nivel bachillerato, se centran en la
prueba de resultados en problemas de algebra o de geometria euclidiana. Mas aun,
aquellas investigaciones referentes a la Unidad Cognitiva.

2. La poblacion de estudio pertenece al bachillerato mexicano, donde el estudio de la
Geometria Analitica, al igual que el resto de asignaturas de los cursos de matematicas,
se hace de forma regular a través de la resolucion de problemas de casos particulares.

Las préacticas de probar y generalizar no se presentan de manera sistematica. De ahi
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la importancia de la serie de actividades previas a la aplicacion de los problemas
finales las cuales resultaron en una propuesta para el redisefio de problemas
convencionales para su tratamiento con GeoGebra.

3. Dicha propuesta de redisefio, puede considerarse una aplicacion practica a desarrollar
a partir de los resultados de esta investigacion, pues estos apuntan a que el uso de la
herramienta deslizador de GeoGebra es de suma utilidad para promover
razonamiento abductivo e inductivo.

4. En el aspecto teorico, se propone vincular el uso del concepto de Estructura de
control, del Modelo Toulmin- cK¢ (atil para precisar el analisis de las concepciones
puestas en juego durante la resolucion de los problemas: Andlisis referencial) con el
andlisis de las formas de razonamiento generadas (Analisis estructural), en los casos
especificos del uso del deslizador GeoGebra. Esto a través de la observacion del doble
uso que puede darse a esta herramienta: 1) Para crear conjeturas y generalizar, y 2)
Como herramienta auxiliar en la etapa final del proceso de prueba (validacion final
Ilevando a cabo una prueba de arrastre).

Es posible resumir entonces que la aportacion principal estriba en proponer el uso de
ciertas herramientas del programa GeoGebra para generar determinados tipos de
razonamiento (abduccién e induccion) y para llevar a cabo una prueba de caracteristicas
especificas durante la resolucion de problemas de Geometria Analitica con lo cual se pueden
establecer ciertas condiciones de validez minimas que debe cumplir la prueba de un resultado

en un contexto similar al de nuestro estudio.

1.4. OBJETIVO DE LA INVESTIGACION
Identificar los patrones de razonamiento y el tipo de prueba que puede obtenerse durante
la resolucién de problemas Geometria analitica mediante argumentacion con ayuda del

software GeoGebra en un contexto de nivel bachillerato.
1.5. PREGUNTAS DE INVESTIGACION

e ;Qué caracteriza a la prueba en Geometria Analitica, llevada a cabo por estudiantes de

bachillerato construida a través de la argumentacion con ayuda del software GeoGebra?
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e ;Cuadles son las practicas recurrentes?® utilizadas al resolver problemas de Geometria
Analitica con GeoGebra en los cuales se busca llegar a una prueba generalizada de tipo
algebraico?

® ;Como intervienen la abduccion y la induccion durante la resolucion de este tipo de
problemas y de qué forma se relacionan estos razonamientos con el uso de GeoGebra?

22 Estructuras de control
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CAPITULO 2

MARCO CONCEPTUAL

2.1 INTRODUCCION

La base teorica general con la cual se estudiara el tema elegido, gira en torno al concepto
de Continuidad Estructural desarrollado por Betina Pedemonte en varios de sus articulos.
Esta idea esta relacionada con el tipo de razonamiento llevado a cabo durante la resolucion
de problemas abiertos de algebra y geometria a través de argumentacion hasta llegar a una
prueba y forma parte de los trabajos del grupo de investigacion encabezado por Paolo Boero
enfocados al estudio de la Unidad Cognitiva. Pedemonte retoma con ese proposito, la idea
de utilizar el Modelo de Toulmin para analizar la induccion y la abduccion, siendo ambos,
tipos naturales de razonamiento que preceden al lI6gico deductivo. Si se utilizan ciertas
herramientas de GeoGebra en el disefio de problemas de Geometria Analitica (disciplina
donde convergen tanto el algebra como la geometria) para apoyar la generacion y validacién
de conjeturas, nos importa analizar cémo interviene el uso sistematico de estas en el tipo de
razonamiento y como son resueltos los problemas. Para lograr lo anterior, se retoma el
concepto de Estructura de Control del Modelo Toulmin-CKC, desarrollado por Pedemonte y
Balacheff en 2016, asi como el de razonamiento ascendente y descendente de Arzarello y
otros autores (también de la linea de la Unidad Cognitiva).

2.2 DELIMITACION DEL MARCO CONCEPTUAL
Como ya se ha mencionado, el tema de este trabajo abarca tres aspectos generales
relacionados entre si: Las caracteristicas de la prueba mediante argumentacion en
Geometria Analitica utilizando GeoGebra, el razonamiento emergente en este tipo de
situaciones, asi como las practicas recurrentes y las principales herramientas de GeoGebra
utilizadas para llegar a una prueba generalizada de tipo algebraico. La relacion que guardan
estos aspectos con las lineas de investigacion para abordarlos y los autores correspondientes

se muestran en la tabla 2.
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Tabla 2

Lineas de Investigacion del Marco Conceptual

Aspecto a tratar Linea de Investigacion Autores
Continuidad estructural Pedemonte
Razonamiento y prueba Uso del Modelo de Toulmin Pedemonte,
mediante argumentacion para el analisis del razonamiento Buchbinder y
abductivo e inductivo en la Martinez
argumentacion Knipping
La Estructura de Control (del Pedemonte y
Uso del software y su Modelo Toulmin-CKC) Balacheff

relacion con el razonamiento Précticas de arrastre y Procesos  Arzarello, Olivero

cognitivos asociados y Robutti

2.3 CONTINUIDAD ESTRUCTURAL: LOS APORTES DE PEDEMONTE AL CONCEPTO DE

UNIDAD COGNITIVA

Bettina Pedemonte analiza y compara la argumentacion, que apoya una conjetura, con la
prueba, en la resolucidn de problemas abiertos de geometria y de algebra. Esta comparacion
la lleva a cabo considerando dos aspectos: el sistema referencial y el sistema estructural
(Pedemonte, 2007b). El primero incluye las representaciones (lenguaje, heuristicas, dibujos)
y los conocimientos (concepciones o teoremas) mientras que el segundo se refiere a la
conexion logica cognitiva entre afirmaciones (abduccion, induccion o deduccion). En el
analisis de la resolucion de problemas geométricos, sus resultados muestran que en muchos
casos existe cierta continuidad “natural” tanto en los sistemas referenciales como en la
estructura ldgica; en este Gltimo aspecto la continuidad dificulta construir una prueba
deductiva. Es decir, la argumentacion que genera la conjetura es de tipo abductivo al igual

que la prueba obtenida. Es importante resaltar que de acuerdo con Pedemonte?® (2007a) la

23 Del mismo modo lo considera asi en sus trabajos previos sobre argumentacion y prueba.
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prueba debe ser deductiva y basada en teoremas. Considera también que la conjetura no
siempre es el resultado de una argumentacion, en cuyo caso puede considerarse un «hecho»?*,

La argumentacion entonces puede estar relacionada con la conjetura de dos maneras: la
argumentacion constructiva, que contribuye a elaborar dicha conjetura y por lo tanto precede
a la afirmacion y la argumentacion estructurante que intenta justificarla cuando ésta ha sido
previamente construida como un "hecho”. En el afio 2010, Paolo Boero, Nadia Douek,
Francesca Morselli y Bettina Pedemonte sintetizan sus contribuciones a las perspectivas
teoricas hechas respecto a la relacion existente entre argumentacion y prueba. En particular,
acerca de los resultados obtenidos por Pedemonte en relacion a la continuidad en las formas
de razonamiento (continuidad estructural) durante el proceso de elaboracion de conjeturas
hasta la obtencion de una prueba en problemas geométricos y algebraicos, afirman:

“Algunos experimentos en clases de geometria (Pedemonte, 2007) han destacado

que esta continuidad estructural "espontanea” entre la argumentacion abductiva y

la "prueba abductiva" puede ser un obstaculo para los estudiantes en la construccion

de una prueba deductiva. No obstante, esta continuidad entre la argumentacion

abductiva y la prueba parece estar ausente cuando los estudiantes llevan a cabo

pruebas algebraicas. De hecho, a diferencia del ejemplo en geometria, la distancia

estructural entre la argumentacién y la prueba (desde una argumentacion abductiva

hasta una prueba deductiva) no es una de las dificultades comunes que enfrentan

los estudiantes para resolver problemas que involucran propiedades de nimeros.

Como la prueba algebraica se caracteriza por una fuerte estructura deductiva, los

pasos abductivos en la actividad de argumentacion pueden ser Utiles para vincular

el significado de las letras utilizadas en la prueba algebraica con los nimeros usados

en la argumentacion (...) (Pedemonte, 2008). Ademas, en este caso, el analisis

realizado a través del modelo de Toulmin ha demostrado que, a diferencia del caso

geomeétrico, los pasos abductivos en la argumentacién pueden ser Utiles para la

construccion de la prueba si favorecen la continuidad en el "contenido™ de la

argumentacion y la prueba (a veces los pasos abductivos asumen un papel

24 En Lozano (2014) se explica la continuidad de la argumentacién abductiva a una prueba del mismo tipo la
cual generalmente se presenta en las resoluciones de los problemas geométricos. Si en la abduccion se parte de
hechos observables (las construcciones geométricas), resulta “natural” que la argumentacion estructurante
culmine también en una prueba abductiva.
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importante en la argumentacion porque, a traves de ellos, el razonamiento de los
estudiantes mantiene la conexion entre la construccién de una conjetura y la

prueba)”. (Boero et al., 2010, p.8).

2.4 Uso DEL MODELO DE TOULMIN PARA ANALIZAR ABDUCCION E INDUCCION
En el modelo de Toulmin, cada diagrama representa un razonamiento deductivo, es decir,
los datos y las garantias conducen a una afirmacion. Traducido en los términos utilizados por
Charles S. Pierce, un caso y una regla, nos llevan a un resultado. Ver el Modelo de Toulmin

para la deduccion en la figura 2.1. En dicha figura, el signo de interrogacion (?) representa el

elemento que se busca.

Dato Afirmacion (?)

(D) > (©) Caso —|—> Resultado (?)
Garantia (W) Regla
(a) (b)

Figura. 2.1. Modelo para un argumento deductivo: (a) En términos de Toulmin (b) En

términos de Pierce

Ahora, de acuerdo con autores como Pedemonte, B. y Reid, D. (2011a) o Prusak,
Hershkowitz y Baruch (2012), con dicho modelo es posible también representar otros tipos
de estructuras argumentativas como la abduccion o la induccion. En un argumento abductivo
dada la afirmacion o resultado (hecho observable), se reconoce (por intuicién) la garantia o

regla de inferencia y se suponen como plausibles (o0 sea se buscan) los datos o casos que la

explican (ver figura 2.2).

Afirmacion , Dato (?) Resultado Caso (?)
(€) (D) |

Regla

Garantia (W)
(a) (b)

Figura. 2.2. Modelo para un argumento abductivo: (a) De acuerdo con Pedemonte (usa los

mismos términos de Toulmin) (b) En los términos de Pierce
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Es importante hacer notar que tanto la deduccién como la abduccion (por explicacién),
tienen como puente entre afirmacion (resultado) y dato (caso), la garantia, siempre
representada por una regla de inferencia. Por el contrario, en el razonamiento inductivo, de
acuerdo con Pedemonte & Buchbinder (2011b) asi como con Martinez & Pedemonte (2014),
los ejemplos son considerados como datos (o casos), mientras que la garantia corresponde a
un patrén de generalizacion (dado como el resultado de dichos casos); la regla de inferencia
obtenida con el patron de generalizacion de los datos es ahora la afirmacion obtenida (ver
figura 2.3).

Datos (D): D; — C1.Ds— ... —|——' Afirmacion (7): C) Casos '—|—' Regla (?)

Garantia (W): Patron de generalizacion Resultado
(a) (b)
Figura 2.3. Argumento inductivo: (a) De acuerdo con Pedemonte. (b) De acuerdo con
Pierce
C1, Ca...Ch representan afirmaciones hechas en pasos previos o también argumentos
construidos a base de ejemplos, en cuyo caso, pueden representarse también como se muestra

en la figura 2.4.

Datos (D):D; —C,,D, —C,... » Afirmacion (?): (C)

Garantia (W):
Patrén de
generalizacion

Figura 2.4. Argumentos que funcionan como datos en induccion

2.5 ESTRUCTURA GLOBAL DE ARGUMENTACION EN LOS PROCESOS DE PRUEBA
Los procesos de prueba matematica en el saldn de clase siguen sus propias y peculiares

formas de justificar y fundamentar. Knipping (2008) proporciona ciertas herramientas de

25 pedemonte, en las citas antes mencionadas, retoma los tipos de induccién de Harel, G. (2001) quien divide
los tipos de razonamiento inductivo en Generalizacion del Patron del Proceso y Generalizacion del Patron del
Resultado (PPG y RPG por sus siglas en inglés). En esta investigacion Gnicamente se distingue entre induccion
y abduccion, por lo cual no hacemos énfasis en dichas categorias ni tampoco se retoman las de abduccion en el
sentido de Eco (1983): abduccion sobre-codificada, sub-codificada y creativa que fueron retomadas por
Pedemonte (2011a).
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analisis en forma de diagramas, las cuales resultan Utiles para reconstruir la estructura global
de argumentacién de los procesos de prueba y evidenciar los esquemas de justificacion o
fundamentacion de aseveraciones o resultados. Ademé&s, permiten comparar estos
comportamientos globales entre diferentes tipos de resolucion de un mismo problema o entre
problemas similares. Para construir estos esquemas, Knipping (2008) aporta un método de
reconstruccion de argumentos en el salon de clase; las etapas son:

e Reconstruccion y significado de los dialogos secuenciados, identificando los
episodios importantes.

e Reconstruccion de los pasos de los argumentos de cada episodio (elaborada con algun
Modelo de Toulmin que resulte funcional) y de las secuencias cortas de pasos que
forman “encadenamientos” para elaborar una estructura de argumentacién global.

e Comparar los argumentos locales y las estructuras de argumentacion globales para
revelar diferencias y similitudes en sus formas de justificar o fundamentar.

En la figura 2.5 se ejemplifica un esquema de reconstruccién global de la argumentacion de
cierta resolucion a un problema matematico con el encadenamiento de sus argumentos. Cada
argumento se encuentra representado con su respectivo modelo de Toulmin y sobrepuesta se
encuentra, la simbologia propuesta por Knipping (2008). En este ejemplo, no se muestra el

problema, Unicamente la simbologia del esquema de reconstruccién de la argumentacion

Lt
OH{O]
] N EO I

+  Afirmaciones (Datos (D) o Conclusiones (C))
Garantia (W) o Respaldo (B)

+
mm Conclusion final (B)

global.

3 Afirmaciones (D/C) que marcan la transicion
de la primera a la segunda parte de la argumentacion

Figura 2.5. Esquema de la reconstruccion global de una argumentacion 28

26 Figura tomada de Knipping, C. (2008). A method for revealing structures of argumentations in classroom
proving processes. ZDM Mathematics Education, p. 435.
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2.6 ESTRUCTURA DE CONTROL Y ANALISIS DEL RAZONAMIENTO EN UNA C-PRUEBA

Como se explico en la seccion 2.3, la argumentacion promovida durante la resolucién de
problemas abiertos, busca acceder a una prueba final de tipo deductivo (estructuralmente
hablando). En este sentido, Pedemonte establece una clara distincion entre la naturaleza
I6gica de la argumentacion y la de la prueba. No obstante, es importante hacer notar que el
contexto escolar de sus estudios es distinto en muchos aspectos al contexto de nuestra
investigacion.

Acufa (1996), al realizar una investigacion con estudiantes de bachillerato en México,
considera que el trabajo de elaboracion de conjeturas no ha sido desarrollado en el aula
previamente a la ensefianza de los procesos de prueba. Es asi como los estudiantes, al iniciar
este nivel, no estdn en condiciones de construir pruebas de tipo intelectual debido a su
formacion matematica basada en calculos, resolucion de algoritmos y problemas rutinarios.
A pesar de ello, afirma, es necesario trasponer la frontera que divide a las pruebas
pragmaticas de las pruebas intelectuales?” a través de la toma de conciencia sobre la
importancia de generalizar. Hoy en dia coincidimos con tal afirmacion y en esta
investigacion nos atenemos a la nocion de prueba de Herbst & Balacheff (2009) (mencionada
en la seccion 1.2.8): La C-prueba (Conception proof), cuya base se encuentra en el
reconocimiento de un concepto mas flexible de prueba y acepta una validacién apoyada en
estructuras de control locales ( 2').

También consideramos factible en esta investigacion aceptar una prueba de tipo
abductivo o inductivo, en cuanto al tipo de razonamiento (sistema estructural). El analisis
del sistema estructural se llevard a cabo utilizando el modelo de Toulmin y servird para
identificar algun indicio de evolucion de razonamiento abductivo al deductivo, asi como para
diferenciar abduccion de induccién. En este sentido, es importante aclarar que Pedemonte
(2003) también Ileg6 a admitir como factible la posibilidad de considerar aceptables pruebas
abductivas en las resoluciones de problemas geométricos. En cuanto al sistema referencial,
haremos énfasis en el analisis de la Estructura de Control del Modelo Toulmin-CKC
explicado en las secciones 1.2.8 y 1.2.11 de los antecedentes (ver niveles (A) y (B) en la
figura 2.6). Ademas, se vincula el uso de dicha Estructura de Control para analizar como se

genera razonamiento ascendente y descendente (explicado en la seccién 2.6) y la relacion

27 Se refiere a la clasificacion de pruebas hecha por Balacheff (2000).
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que guardan estas formas de considerar el razonamiento con lo que es la abduccion y la
induccién (Niveles (C) y (D) en la figura 2.6). Finalmente se utilizan diagramas donde es
posible sintetizar la estructura global del proceso de argumentacion y observar como se lleva

a cabo la C-Prueba.

Unidad Cognitiva
I

v
Continuidad Estructural

Sistema Estructural Sistema Referencial
(Anlisis del Razonamiento) (A) (Andlisis de las Concepciones)

l —

(B) | Modelo de Toulmin Modelo de Toulmin-cke

: ] l ..............

Abduccién Induccion (©) Anilisis de la
Estructura de control

squema global para (D)
Reconstruir la ﬁ
Argumentacion
Razonamiento ascendente o descendente

Figura 2.6. Estructura del Marco Conceptual

2.7 EL ARRASTRE Y LOS RAZONAMIENTOS ASCENDENTE Y DESCENDENTE

La investigacion ha demostrado que las herramientas proporcionadas por el Software de
Geometria Dindmica (DGS) impactan la forma de abordar los problemas abiertos en
geometria euclidiana. En los antecedentes de este trabajo, se menciond que el examen de
arrastre consiste en mover ciertos puntos sobre los que estd basada la construccion de una
figura para ver si esta mantiene las propiedades geométricas iniciales y verificar si esta
construida correctamente. Arzarello, Olivero, Paola, & Robutti (2002) encontraron que el
arrastre revela algunos aspectos cruciales del razonamiento geométrico en la dialéctica
existente entre lo perceptivo y lo tedrico. Aseguran que no solo se deben considerar los

objetos matematicos, por ejemplo, las figuras, sino también las apreciaciones de los
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estudiantes, sus movimientos, sus gestos, el lenguaje y los artefactos que utilizan como

instrumentos mediadores (ver figura 2.7).

PERCEPCION TEORIA

N~

PRACTICA

Figura. 2.7. Dialéctica entre lo perceptivo y lo tedrico en el razonamiento geométrico®

Arzarello et al. (2002) esbozaron las diferentes funciones de arrastre con el software
Cabri Geometre y propusieron una jerarquia para clasificar y describir algunos de sus
procesos de aprendizaje. Mediante la observacion de cdmo los estudiantes utilizan el mouse
durante la resolucion de problemas con Cabri, encontraron las siguientes modalidades:

e Arrastre errante: Se lleva a cabo moviendo de forma aleatoria los puntos bésicos
mostrados en pantalla, sin un plan, para descubrir configuraciones interesantes o
regularidades en las figuras.

e Arrastre confinado: Aqui se mueve un punto semi-arrastable (ya esta vinculado a un
objeto).

e Arrastre guiado: Se arrastran los puntos basicos de un dibujo para darle una forma
particular.

e Arrastre del “Dummy locus”: Se mueve un punto basico para que la figura mantenga
una propiedad descubierta “intuitivamente”.

e Arrastre vinculado: Enlaza un punto a un objeto y lo mueve hacia ese objeto.

2 Figura de “A cognitive analysis of dragging practices in Cabri enviroments”, por Arzarello, F., 2002,
Zentralblatt fur Didaktik der Mathematik, Vol. 34(3), p. 66.
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Prueba de arrastre: Se mueven los puntos arrastrables o semi-arrastrables para ver si la
figura guarda las propiedades iniciales. Si es asi, entonces la figura pasa la prueba; si no,
el dibujo no fue construido de acuerdo con las caracteristicas geométricas pretendidas.

Arzarello et al. (2002) analizan las précticas de arrastre desde un punto de vista

cognitivo. Sus principales puntos de analisis pueden resumirse asi:

El arrastre representa un medio para la relacion tedrico-perceptual del andlisis
geométrico creando entidades con un nuevo estatus llamados Objetos Matematicos
Estructurados: conceptos, su representacion y las relaciones entre ellos.

La posibilidad del arrastre ofrece informacion util para la fase de descubrimiento (Fases
de Exploracion-Conjetura de acuerdo con el Modelo Exploracién-Prueba de Feng-Jui
Hsieh. Ver seccidn 1.2.4) y de esta forma, se provee un soporte pare lograr pruebas como
explicaciones de conjeturas o de propiedades.

Las précticas basadas en el software pueden enmarcarse en una evolucién cognitiva que
va de las percepciones a las ideas abstractas. En este sentido, existen dos clases de
procesos cognitivos de acuerdo con las situaciones concretas: Procesos de razonamiento
ascendentes y procesos descendentes. Los primeros evolucionan de las figuras a la teoria
para explorar libremente una situacion, buscando regularidades, invariantes, etc. Los
segundos evolucionan de la teoria a las figuras, para validar o refutar conjeturas o para
verificar propiedades.

En ambos procesos uno puede observar diferentes dindmicas entre el uso del “lapiz y
papel” y los ambientes dinamicos; la transicion de uno al otro esta regida por la
abduccidn. La formacion de abducciones se produce debido a la ingenuidad de quien se
enfrenta al problema y la funcion de arrastre ayuda a mediar esta circunstancia.

La evolucion desde la percepcion hasta un sustento de caracter cada vez mas tedrico esta
marcada por una especie de “cadencia” de la modalidad ascendente a la descendente y
viceversa.

Entonces, examinar la forma en que los estudiantes usan el arrastre proporciona una

vision de sus procesos cognitivos. Los estudiantes pueden aprovechar las diferentes

modalidades de arrastrarse para lograr objetivos como explorar, conjeturar, validar y

justificar. Por ejemplo, los arrastres errante y guiado se usan en la fase de descubrimiento y

el dummy locus ayuda a construir conjeturas, en ambos casos Se presentan procesos de
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razonamiento de tipo ascendente. Con el arrastre dummy locus, se inicia el cambio de un
razonamiento ascendente a uno descendente y se presenta la abduccion. La prueba de
arrastre se utiliza principalmente para validar conjeturas y en particular las conjeturas
originadas visualmente o por medio de una construccion, por lo tanto, revela una especie de
control descendente. La evolucion de lo perceptivo a lo teodrico a través de modalidades
ascendentes y descendentes no ocurre automaticamente y se requiere un cuidadoso disefio
didactico para dar apoyo a los estudiantes en los procesos de resolucion de problemas abiertos
cuando utilizan ambientes de geometria dinamica.

Arzarello et al. (2002) han propuesto las modalidades de arrastre y sus procesos
cognitivos en base a estudios llevados a cabo con Cabri, sin embargo, en el presente trabajo
se utiliza el software GeoGebra y tal como se puede ver en el siguiente capitulo, se introduce
la herramienta deslizador para llevar a cabo la prueba del arrastre frecuentemente. Esto
representa una diferencia importante, pues con esta herramienta es posible asociar
simultaneamente los cambios en las propiedades geométricas de las figuras con valores
numéricos Utiles para observar un patrén aritmético que el estudiante puede generalizar
algebraicamente. En este punto, nuestra investigacién hace un nuevo aporte evidenciando

el papel del deslizador como parte de una estructura de control.
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CAPITULO3

METODOLOGIA

3.1 INTRODUCCION

En este Capitulo 3, se explican las razones de la eleccion de la Metodologia del estudio
de casos y las particularidades del disefio experimental. Asi, en la seccion 3.2 se justifica
dicha metodologia y el método cualitativo de andlisis. La seccion 3.3 describe la poblacion
de estudio, los recursos empleados y las etapas de la investigacion. Finalmente, se detallan
los problemas propuestos, sus caracteristicas, las modificaciones hechas a partir del estudio

exploratorio y ciertas soluciones factibles a los problemas finales aplicados a los estudiantes.

3.2 METODOLOGIA: ESTUDIO DE CASOS

Entendemos por metodologia un enfoque general para estudiar un problema de
investigacién, mientras que el método es una técnica especifica para recoger datos (Bonache,
1999). En este sentido, la metodologia utilizada en esta investigacion es el estudio de casos
de tipo explicativo, pues se pretende contestar a preguntas del tipo “;Como...?” asi como
depurar la teoria del marco conceptual ajustandola al contexto de la poblacion de estudio.
En lugar de limitarnos a la mera descripcidn, se llevara a cabo una induccion de tipo analitico
(no estadistico) para hacer una aportacion a manera de hipétesis partiendo del analisis de la

relacién que guardan los casos entre si y con lo planteado en el marco conceptual.

3.2.1 Justificacion de la metodologia y del método empleado

El método a utilizar sera de tipo cualitativo pues los datos se recolectaron a través de
observaciones, video grabaciones, transcripcion y andlisis de los procedimientos de
resolucion de los problemas planteados. Ademas, se eligieron los casos por su capacidad
explicativa més que por un énfasis de representatividad. Esto ayudard a precisar la teoria
general a los casos de contextos semejantes. Se justifica también la utilizacion del estudio de
casos de tipo explicativo y de método cualitativo porque a medida que se descubran nuevos
hechos, se pueden cambiar o ajustar los presupuestos tedricos iniciales. Tal flexibilidad es
aceptable porque proporciona mayores oportunidades para obtener informacion que no se
encontrd en el marco conceptual (por ejemplo, en los articulos consultados sobre la Unidad

Cognitiva se trabajaron problemas de aritmética, algebra o geometria, pero no de Geometria
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Analitica y la poblacion de estudio no era mexicana). Generalmente, las criticas hechas a la
eleccion del estudio de casos como estrategia de investigacion son la poca fiabilidad o
consistencia (en caso de querer repetir el mismo estudio con diferentes investigadores) y la
falta de validez externa, dada por la generalizacion estadistica (Bonache, 1999). Para
aumentar el grado de fiabilidad se presenta un protocolo de investigacion y en cuanto al
problema de la generalizacion, se aclara que la de tipo estadistico no es la Unica, también
existe la l6gica de la réplica presente cuando un mismo estudio contiene més de un caso. Este
tipo de ldgica se basa en la induccion analitica, en la cual, se trata de observar lo general en
los casos particulares estudiados. En el protocolo de la seccion 3.3.2, se mostraran las etapas
de investigacion, incluido el estudio exploratorio y los pasos del método cualitativo de
analisis se definiran en el Capitulo 4.

3.3 DISENO EXPERIMENTAL

3.3.1Descripcion de la poblacion y recursos empleados

La poblacién de estudio fueron jovenes entre 16 y 17 afios, estudiantes del C.E.C.y T. 8
“Narciso Bassols” del .P.N. quienes cursaron la materia de Geometria Analitica en el tercer
semestre de bachillerato. Los estudiantes desconocian los programas de geometria dinamica.
Del mismo modo, la préactica de probar les resulta totalmente ajeno. Durante la primera
etapa, el estudio piloto, se trabajé con diecisiete jovenes: siete mujeres y diez hombres,
seleccionados de los grupos de Geometria Analitica asignados a la investigadora quien es
profesora en el C.E.C. y T. 8. La segunda etapa se llevo a cabo el afio siguiente con 9
estudiantes (8 varones y una mujer) seleccionados con base en las calificaciones mas altas?.
También fueron consideradas sus posibilidades de tiempo para colaborar en la investigacién
pues se requeria trabajar en contra turno o los sabados.

La resolucion de los problemas se hizo utilizando tanto lapiz y papel como el software
GeoGebra en su version 5.0 instalado en las maquinas de un aula solicitada para los fines de
la investigacion. EI mayor inconveniente en ambas etapas fue la inconsistencia de los
estudiantes para asistir en tiempo y forma, asi como la falta de disponibilidad del espacio con

el nimero de maquinas requeridas los dias sabado.

29 Los cursos de Geometria Analitica en el Nivel Medio Superior del Instituto Politécnico Nacional (nivel
bachillerato) se dividen en tres periodos parciales para su evaluacion. Las calificaciones a las cuales se hace
referencia fueron las del primer periodo.
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3.3.2Protocolo de investigacion

® Primera etapa: Estudio exploratorio realizado en tres fases entre diciembre de 2015 y
abril de 2016.

Fase 1. Uso del GeoGebra en clases convencionales con proyector: Se llevo a cabo
aproximadamente en nueve sesiones del curso normal con grupos completos®. En estas
sesiones ademas de mostrarles de forma expositiva la cualidad de movimiento o dinamismo
del software, se trabajaron tanto problemas convencionales como no convencionales. En
algunos problemas se utilizaron datos generalizados (con literales), lo cual no es comun en
el contexto de estudio donde se acostumbra solo resolver problemas de casos particulares con
datos numéricos. A continuacion, un ejemplo.

Se tiene un cuadrado con a unidades de longitud (ver figura 3.1) ¢Cuales son las

coordenadas de sus Vértices si sus diagonales estan sobre los ejes?

Figura. 3.1. Cuadrado de lado a

Otro factor importante fue validar resultados recurriendo a la préctica de resolver un
mismo problema por diferentes formas. Esto fue necesario debido a la cultura de recurrir al
profesor para cerciorarse si un problema esta bien resuelto o no. Esta nueva préactica devuelve
a los estudiantes, en gran parte, la responsabilidad de lo que producen y se les introduce a
reconocer, al menos empiricamente y por separado, dos cualidades de la prueba: la validacion
de resultados y la generalizacion algebraica. Lo anterior se hizo considerando lo planteado
en el marco conceptual referente a la C-prueba. El siguiente es un ejemplo de los problemas
planteados en esta fase; adaptado de Reid (1966). De hecho, fue el primero en el cual se

observad la utilidad de introducir el deslizador para facilitar la comprension de lo que es un

30 Los grupos en el plantel mencionado son de 45 estudiantes en promedio aproximadamente.
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dato generalizado (lado de longitud a). Algunos otros problemas redisefiados para esta fase
se muestran en el Anexo 1.

Fase 2. Actividades a manera de Laboratorio: Se llevaron a cabo siete sesiones por cada
grupo, con una sesion para seleccionar, por medio de una actividad, a los estudiantes que
resolverian los dos problemas finales de la siguiente fase. Para llevar a cabo estas actividades,
se trabajo en parejas y se utilizé tanto GeoGebra como lapiz y papel. En esta fase fueron
seleccionados los diecisiete estudiantes antes mencionados, quienes resolvieron los
problemas finales. La Actividad G, mostrada a continuacion, es un ejemplo de los problemas
aplicados en la segunda fase de esta primera etapa (ver fig. 3.2). El resto de las actividades
se muestran en el Anexo 2.

Actividad G: Construir tres circunferencias concéntricas en el origen del plano cartesiano
con radios de 1, 2 y 3 unidades. En las intersecciones de estas circunferencias con el eje
positivo y, trazar rectas paralelas al eje x. Ubicar los puntos de interseccion de tales rectas
con las circunferencias. ¢ A qué lugar geométrico pertenecen los puntos I, K, A, L'y J? Justifica

tu respuesta

Figura. 3.2. Construccion inicial de la Actividad G

Para el caso de esta actividad, la intencion fue permitir que los estudiantes se percataran
que la naturaleza de un lugar geométrico no se puede determinar solo con base en la
apariencia de su curva. Fue curioso notar que inicialmente nadie duda en afirmar que se trata
de una parabola. Esto se debe a lo descrito por Fernandez (2011), ya explicado en los
antecedentes, acerca del problema representacional de las clases de Geometria Analitica, en
el cual, con demasiada frecuencia, se asocia la forma de las curvas a los dibujos (y no a las
figuras) sin tener en cuenta la diferencia conceptual, dada por la definicion o por la ecuacion
del lugar geométrico. Utilizando la herramienta de construccion de conica del programa es

posible percatarse que la curva se asocia a una elipse, no obstante probarlo, dejando a un lado

[47]



Capitulo 3: Metodologia

la apariencia, requiere como una posibilidad, analizar la ecuacion asociada mostrada en la
vista algebraica. El caso general puede determinarse con la ayuda de un deslizador,
modificacion que se implement6 posteriormente en la segunda etapa de la investigacion®!,

tal como se muestra mas adelante en la figura 3.3.

%N
B RE
= & 5 i Ki—‘/ 4

Figura. 3.3. Construccion final de la Actividad G

Fase 3. Aplicacion de dos Problemas finales: Dos sesiones de dos horas cada una. Los
diecisiete estudiantes también trabajaron en parejas utilizando GeoGebra asi como lapiz y
papel®. Es importante hacer notar que este primer acercamiento exploratorio (con sus tres
fases), sirvié para aumentar el grado de familiaridad con el método de estudio, refinar los
problemas propuestos y precisar los alcances de la investigacion. Durante este periodo salié
a la luz la importancia del uso de las herramientas deslizador y barra de entrada como
particularidades del software GeoGebra y se identifico una diferencia importante entre el uso
que se da al deslizador como herramienta para el arrastre y como se lleva a cabo esta funcion
en otros softwares como Cabri. También, resulté de mucha utilidad configurar esta
herramienta con valores enteros para facilitar el razonamiento inductivo. Por ejemplo, la
Actividad G de la fase dos de esta primera etapa (mostrada en la Figura 3.1), se redisefi6

nuevamente para implementarla en la segunda etapa del estudio introduciendo la herramienta

31 En este problema, se hizo también un cambio en las literales que indican los puntos y denotar con la letra O
al origen de coordenadas.

32 El primero de estos es el Problema 1 ilustrado en la Figura 3.4; el segundo (que posteriormente se descarté
para la segunda etapa de la investigacion pues la primera fue el estudio exploratorio) se muestra en el Anexo 3.
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deslizador y solicitando un valor generalizado del mismo modo como se adapto el problema
de la figura 3.3:

Actividad G (redisefiada): Genera un deslizador r (Min: 0, Max: 7, Incremento 1). Coloca
un punto O en el origen de coordenadas y tres circunferencias concéntricas en O de radios
r,2ry 3r. Traza dos rectas paralelas al eje x que pasen por las intersecciones de las dos
primeras circunferencias con el eje y. Marca las intersecciones como A,B,D,E,Fy G tal
como se muestra en la Figura 3.3. ;Cuadl es el lugar geométrico al que pertenecen los puntos
E, G, O, DyF? Justifica tu respuesta.

e Segunda etapa: Estudio de casos realizado entre octubre y diciembre de 2017.

Ya es el estudio de casos propiamente dicho, en el cual se implementaron las tres fases del
estudio preliminar con las modificaciones a los problemas explicadas anteriormente. La fase
1 se repitié de nuevo con los dos grupos completos de Geometria Analitica asignados el
siguiente semestre. No obstante, considerando las posibilidades de tiempo de los estudiantes
y el uso de los recursos en la escuela, las fases 2 y 3 Gnicamente se aplicaron a los nueve
estudiantes a quienes se les aplicarian tres problemas finales. Ellos fueron seleccionados
también en base a su calificacion y a sus posibilidades de tiempo.

En esta segunda etapa ya se habia desarrollado cierto grado de familiaridad con el método
de estudio. En la fase tres se descarté uno de los problemas finales del estudio preliminar y
se implementaron otros dos que fueron adaptados para su resolucién utilizando el mismo
esquema de disefio, es decir, introduciendo la herramienta deslizador de GeoGebra
configurado con valores enteros y solicitando generalizar el resultado para justificar la

respuesta y lograr la C-Prueba. En la siguiente seccion se explican con mayor detalle.

3.3.3 Problemas propuestos

En esta seccion se muestran dos de los tres problemas finales tal como se aplicaron en la
fase 3 de la segunda etapa. Las figuras asociadas a los enunciados del problema estuvieron
disponibles en GeoGebra, asi, los estudiantes estuvieron en libertad de realizar trazos
auxiliares o introducir las expresiones que creyeran pertinentes. En cuanto al uso de las
herramientas, se limité la de “cénica dados cinco puntos” pues en el estudio exploratorio nos
percatamos que la version 5.0 de GeoGebra presenta “inestabilidad” con algunas curvas y al

asignar cinco puntos cualesquiera sobre el lugar geométrico dado, los puntos presentan
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ligeros movimientos fuera de esta curva y el software hace un ajuste distinto para cada
posicion. Se decidid proveer las figuras con el software de geometria dindmica, porque darles
solo el diagrama con el texto o solicitar a los estudiantes dibujar las figuras hubiese ocupado
mas tiempo y se les hubiese distraido de los principales objetivos.

Los argumentos fueron videograbados y se transcribieron. También se guardaron tanto
los archivos de GeoGebra como los registros escritos, aunque la mayor parte de sus analisis
los llevaron a cabo de manera oral y utilizando el software. La profesora (investigadora)
estuvo presente y su papel fue cuestionar los argumentos de los estudiantes cuando observaba
alguna incongruencia de importancia. De igual modo, llego a intervenir para reorientar la
discusién, pero no dio las soluciones. Los problemas propuestos, son no convencionales
respecto a los implementados en cursos regulares que son dictados por la costumbre de la
academia de matematicas de acuerdo al curriculum. Los problemas se consideran abiertos de
acuerdo a lo descrito en los antecedentes. A continuacion, se muestra cada uno junto con
algunas posibles resoluciones y comentarios.

Problema 1. A(0,0) es el centro de una circunferencia de radio a, E es un punto sobre
dicha circunferencia, f y g son bisectrices de los angulos B y C respectivamente y D es el

incentro del triangulo BCE ¢ Cual es el lugar geométrico descrito por D al mover el punto E?

Figura 3.4. Construccidn inicial en GeoGebra del Problema 2.
La idea para el disefio de este problema con geometria analitica surgié de un problema

general planteado con geometria euclidiana por Contreras (2012).
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¢ Planteamiento inicial del Problema 1 utilizando Geometria Euclidiana
En la Figura 3.5 se muestra un triangulo ABC. O es circunferencia inscrita al triangulo y
el punto I es su incentro. Si D es el punto medio del arco AC perteneciente al circuncirculo,

probar que: A I =DC.

D
Figura 3.5. Problema original con geometria euclidiana

La solucién del problema original con geometria euclidiana se muestra en el Anexo 4. Al
implementar el deslizador, nos percatamos que esta herramienta funciona como parte
fundamental de una estructura de control junto con la barra de entrada de GeoGebra; en este
sentido, el espectro de opciones para validar resultados se amplia. Ademas, al limitar a
nameros enteros los valores de a, se encuentra una forma mas facil de relacionar este radio
variable con la ecuacién del lugar geométrico que representa la solucion del problema. Se da
asi la posibilidad de fomentar ademas de la abduccion, el razonamiento inductivo para llegar
a una C-prueba aceptable de acuerdo con lo establecido en el marco conceptual.

e Solucion esperada del Problemal

Conjetura: El lugar geométrico son dos arcos de circunferencia. Esta conjetura se puede
construir utilizando la herramienta del software “circunferencia dados tres puntos” o
utilizando las mediatrices de BD y DC (Figura 3.6) y encontrando su interseccion para
localizar el centro. Después se puede recurrir a la herramienta “circunferencia centro-punto”.
Dado que GeoGebra solo arroja la ecuacién de la circunferencia para valores particulares del
radio a y se quiere probar que el lugar geométrico son dos arcos de circunferencia sin

importar el valor que tome este radio, la prueba esperada consistiria en determinar las
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ecuaciones, obtener el radio y las coordenadas de los centros, todo en funciéon de a.
Posteriormente, se consideraria suficiente la validacion utilizando el software.

Prueba generalizada: Al mover el deslizador a con el cual se controla la medida del radio
de la circunferencia inicial, se observa que las coordenadas de los puntos B, C, E y D pueden
tomar diversos valores, por lo tanto se establecen las coordenadas de los puntos B y C
(intersecciones con el eje de las abscisas) en funcion de a: B(—a, 0) y C(a, 0). Partiendo de
la conjetura inicial, y considerando solo uno de los arcos, por ejemplo BDC, la nueva
circunferencia tendria como centro la interseccion de las mediatrices de BD y de DC: Punto
G en la figura 3.6 cuyas coordenadas serian (0, —a). Utilizando el software se traza una
circunferencia con centro en G que pase por C, se genera asi la circunferencia k que coincide

con el arco superior del lugar geométrico.

Figura.3.6. Circunferencia k: Lugar geométrico del punto D

Ahora es necesario generalizar la ecuacién de la circunferencia k: Prestando atencion a
los valores del deslizador a en un intervalo [0,5] por ejemplo, en la ecuacion k se puede
observar el siguiente patron:

sia=5, x>+ (y+a)? =10a
sia=4, x>+ (y+a)? =8a
sia=3, x>+ (y+a)? =6a

[52]



Capitulo 3: Metodologia

sia=2, x>+ (y+a)? =4a
sia=1, x>+ (y+a)? =2a
si a = 0, se obtiene un como lugar geométrico el punto (0,0).

Ahora, si se analiza de forma inductiva:

10=2%5
8=2+x4
6=2%3
4=2%2
2=2%1

Es decir: 72 =2*a*a = 2a® . r = av2. Al observar la Figura 3.6 y aplicar el
Teorema de Pitagoras se puede comprobar también que: GC = a+/2 . Entonces la ecuacion
del lugar geométrico k es: x* + (y + a)? = 2a?

Se puede probar su validez ampliando el intervalo de a y moviendo el punto E a lo lago
de ambos arcos. Asi mismo, si se introduce esta expresion en la barra de entrada de
GeoGebra, la curva se superpone y coincide con el lugar geométrico al cambiar los valores
de a con el deslizador, es decir, soporta la “prueba de arrastre”. Una prueba como esta implica
analisis abductivo durante la construccion de la conjetura y cuando se buscan las expresiones
generalizadas de las coordenadas del centro G, razonamiento inductivo al buscar la ecuacion
de la circunferencia con el patron observado para el radio y razonamiento deductivo,
implicito en los desarrollos algebraicos y en el establecimiento final de la ecuacion.

Problema 2. Sea 0 un punto fijo en el origen de coordenadas, A un punto movil sobre la
pardbola x? = ty, AB un segmento perpendicular al eje y y OAB un triangulo inscrito en la
pardbola. a) ¢Cuales son las coordenadas del punto A (para cualquier valor de t) en el
momento que OAB es equilatero? b) ¢Cuél es la superficie valida para cualquier valor de t
en ese momento? Justifica tus respuestas (ver figura 3.7).

Este fue un problema adaptado del libro Curso de Geometria Analitica de Agustin
Anfossi. Editorial Progreso, pagina 64. La siguiente es la redaccion original en el libro para
su resolucion con lapiz y papel: Calculese el area de la superficie del triangulo equilatero
inscrito en la parabola y? = 4px, dado que uno de los vértices del triangulo coincide con el
origen. Como puede observarse, en la adaptacién con GeoGebra, la orientacidn de la parabola

cambia y se generaliza el problema con ayuda de un deslizador.
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(5]

-1 1
Figura. 3.7. Construccion en GeoGebra del Problema 2

En el problema original resulta dificil visualizar la variedad de triangulos inscritos, por el
contrario, en la versién dindmica, una interrogante Util es como pueden utilizarse los recursos
de GeoGebra para encontrar un triangulo equilatero entre la variedad de triangulos inscritos
que pueden observarse al arrastrar el punto A.

e Solucion esperada del Problema 2

Al arrastrar A, se puede aproximar AOB a un triangulo equilatero. Es posible que este tipo de
arrastre (que podria ser considerado como dummy locus de acuerdo a las categorias de
Arzarello) propicie a través de razonamiento abductivo, recordar la construccion geométrica
de un triangulo equilatero. En la figura 3.8, el punto A se ha arrastrado hasta que ambas
circunferencias, de radio AO y centros en A y B toguen respectivamente B y A, en dicho

momento el triangulo es equilétero (o se aproxima a ello).

-14 -12 -10 -8 6~_-4__2-0(0O~~2 _ _4 _-6 8 10

- _———

-2
Figura. 3.8. Circunferencias de radios AO con centros en Ay B respectivamente
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Como la altura del triangulo AOB corresponde a la ordenada de A, si se mueve el
deslizador t se puede hacer la siguiente conjetura:
y4 = 3t
Y como la parabola es el lugar geométrico de A, puede establecerse la siguiente ecuacion:
x2=3t2 2 x=+V3x*t
Entonces: X, = +V3xt
Para verificar, al introducir estas coordenadas en la barra de entrada, el nuevo punto
generado coincide con las coordenadas de B para cualquier valor de t. La superficie es
entonces:
3V3 * t?
Otra manera de calcular la abscisa es utilizando valores exactos de las relaciones

trigonomeétricas:

y como OA = AB
x =tV/3
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CAPITULO 4
ANALISIS DE DATOS

4.1 INTRODUCCION

Se presenta en este capitulo, el analisis cualitativo de tres casos de resolucion: El equipo
de Joel y Alejandro, el de Martin y Ricardo y el de Adriana y Ulises. Los dos primeros
corresponden al Problema 1 y el tercero al Problema 2. El formato de la presentacion de cada
caso se hace con dos tablas y un diagrama. En la tabla primera, se exponen los episodios en
los cuales se ha divido el analisis de la argumentacion entre pares y las lineas de los didlogos
que abarca cada uno; en la segunda tabla, los didlogos con los argumentos dividida en
episodios, el analisis del razonamiento y la estructura de control empleada en cada uno. Al
final de cada caso se muestra una sintesis del proceso de resolucién empleando la simbologia
de Kippling (2008). Es importante aclarar que a pesar de que en los dos ultimos casos no se
logra completar la C-Prueba, resulta importante identificar la manera como se generan y
desarrollan las formas de razonamiento en cada episodio, asi como la forma en la que
interviene el uso de GeoGebra en el proceso de control de resultados. De esta forma se
identificaron patrones de validacién recurrentes (Estructuras de control) las cuales seran

comparadas en el Capitulo 5.

4.2 ANALISIS DE LOS CASOS REPORTADOS

Comenzamos con el analisis de los fragmentos del primer par de resoluciones del
Problema 1 (Para recordar dicho problema ver seccion 3.3.3 y figura 3.4 del Capitulo 3). La
simbologia mostrada en la tabla 3 resulta de gran utilidad para la lectura de las tablas
subsecuentes. Como ya se ha mencionado, en cada caso se muestra primeramente un resumen
de los episodios en los cuales se divide la argumentacion de cada proceso de resolucién. Para
el primer caso, el de Joel y Alejandro, este resumen es el de la tabla 4. En las tablas 5y 6
(referidas al andlisis de los argumentos) se sugiere leer primero los dialogos por episodio en
la columna izquierda y posteriormente el analisis estructural, referencial y de los procesos
cognitivos, también de cada episodio en la columna del lado derecho. Al final, se anexa el
diagrama con el andlisis global de todo el proceso, con la intencion de identificar y comparar
las coincidencias en las formas de razonamiento de cada episodio y la estructura general del

proceso de prueba.
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Tabla 3
Simbologia utilizada en la transcripcion y en el analisis de los argumentos
Simbolo Significado
L1,L2,L3,... Simbolizan las lineas. Las ocasiones en las que cada persona interviene
P,J, A Simbolizan las iniciales de los participantes

[Letra cursiva]  Observaciones sobre lo dicho por los interlocutores o las acciones de
GeoGebra que acompafian al discurso.
[...] Puntos suspensivos entre corchetes. Significan que se ha omitido una
parte del discurso el cual es irrelevante para los propoésitos de la
investigacion
(...) Puntos suspensivos entre paréntesis. Indican breves pausas hechas por

los estudiantes y la profesora (investigadora)

C1,Cy,Cs, .. La letra C con subindices: Afirmacion o aseveracion

D4, Dy, Dg3, ... La letra D con subindices: Dato en el cual se basa cada afirmacion
? Indica que el elemento es desconocido en un inicio

Wi, W,, Ws, ... La letra W con subindice: Garantia: que justifica como los datos

apoyan la afirmacion

B;,B,, B3, ... La letra B con subindices: Respaldo que reafirma la Garantia

En la tabla 4, mostrada a continuacion, el final de cada episodio esta determinado por el
objetivo a alcanzar en el proceso de resolucion. Asi, en un episodio pueden presentarse uno
o0 dos tipos diferentes de razonamiento para lograr obtener lo indicado en cada subtitulo de
las tablas, en cuyo caso entonces, el episodio se dividirda en uno o dos momentos

respectivamente.

Tabla 4

Resumen de los episodios de la argumentacion de Joel y Alejandro. Problema 1
Episodios Lineas

1. Conjetura inicial L1-L8

2. Obtencion del término 2ay L9-L16
3. Obtencion del término a? y de la ecuacion final L17-L20
4. Obtencion de las coordenadas del centro L21-L35
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Tabla 5

Sapitulo 4: Andlisis d

Analisis de los argumentos de Joel y Alejandro para la resolucion del Problema 1 (Primera parte)

Episodio 1: Conjetura inicial

Figuras y Analisis de la argumentacion. Episodio 1

L1. A: Podrian ser dos circunfer... bueno
[Elige la herramienta circunferencia dados
tres puntos y da clic en BHC generando una
circunferencia que pasa por estos tres puntos].
¢Yaviste? [Con la misma herramienta genera

la circunferencia que pasa por BDC].

L2. P:

circunferencia?

Pero ¢(Como saben que es
L3. J: Pues es que coinciden, bueno aca esta

una circunferencia dados tres puntos.

L4. P: (Cémo podrias estar seguro que si es

circunferencia?
L5. A: Por su ecuacion

L6. J; Bueno también, x2 y y? tienen
coeficientes iguales [Antes de responder,
marca la ecuacion y la cambia a su forma

general]. Y ahorita me acordé sobre lo de las

» Vista Algebraica X a=7
Cénica .=
®c:xi+y’=49 S N
® d:x’+y’-14y=49 ,Cuales el lugar ico del punto D akmover E
® kix*+y +14y =49  4ds para cualquier valpr de a?
pixi+(y+7)=49 / \
q:xi+(y+3p=58 [ o X
@ rx+(y+7)=098
Lugar Geométrico
® lugar1 = LugarGeon |
Numero ~
®az7
0=98
Punto
® A=(0,0)
® B=(7,0)
® c=(7,0)
1=2(0,-7)
(-2.63, 2.54)
(-3.58, 6.01)

7 1 N

ec
L
®E

Figura 4.1. El lugar geométrico son dos arcos de circunferencia
La Conjetura inicial es una afirmacién basada en el hecho de que las circunferencias
dados tres puntos (generadas con la herramienta de GeoGebra) coinciden con el lugar
geométrico solicitado (lugar geométrico 1). Ya trazadas las circunferencias, GeoGebra
genera la ecuacién correspondiente pero en funcion de los valores particulares del radio

a (ver figura 4.1).

Andlisis estructural del Episodio 1 (Tipos de razonamiento)

La conjetura inicial C; (Primer Resultado o Afirmacion) ain se pone en duda y el Dato
por encontrar (D,) es la ecuacion generalizada del lugar geométrico. Joel respalda su
hipotesis con base en que los coeficientes de x? y de y? de la ecuacion generada son
iguales para cualquier valor de a, lo cual es garantia (W;) de su afirmacion (ver figura

4.2). El razonamiento inicial es abduccion por descubrimiento ya que él seguramente
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cuerdas de la circunferencia. Son tres puntos,
si es una circunferencia dados tres puntos
tengo la herramienta [...] [Traza los segmentos
BH y HC] y después podria trazar las

mediatrices...

L7. J:

geomeétrico puede ser la de una circunferencia,

Entonces la ecuacion del lugar
aunque nada mas sea por este rango por el que
pase [Sefiala el lugar geométrico 1] [...]

L8. P: Ahora, (Qué sucede si mueven el
deslizador? ;Qué pasa con las expresiones?
[...] Habria que encontrar la ecuacion que me
determine, estas dos circunferencias, una

generalizada.

“recuerda” algin problema (tratado en clase) de circunferencia dados tres puntos y la
curva es circunferencia si pasa por BHC y si, ademas, cumple con la prueba (visual)
de arrastre llevada a cabo con el deslizador. La garantia y el respaldo pueden
considerarse de tipo conceptual pero la estructura de Control, la cual es parte de dicha
garantia, contiene una fuerte carga visual como se analizard enseguida. También se
presenta un segundo respaldo (B,) que no se trabaja en un inicio pero se retoma mas

adelante. C;: Es un par de

circunferencias —’—

W,: Herramienta circunferencia dados tres puntos
By: Coeficientes de x?, y? iguales
B3: El centro de una circunferencia se determina por dos mediatrices

Dy: (?) Ecuacion
en funcion de a

Figura 4.2. Abduccion por descubrimiento en la conjetura inicial

Andlisis referencial del Episodio 1 (Estructura de control)

Parte fundamental de la Garantia W, reafirmada por B, es la Estructura de control Z,,
la cual consiste en el uso del deslizador para llevar a cabo una peculiar prueba de
arrastre (ver figura 4.3): Al moverlo, no solo se observa el comportamiento de la curva
en la Vista grafica de GeoGebra, sino también, este comportamiento en relacion a cada
valor numérico del deslizador, y al mismo tiempo, la relacion con los valores
numéricos de los coeficientes de la ecuacidon mostrada en la vista algebraica. La
garantia y el respaldo se exhiben explicitamente en los didlogos, no asi lo que observan
y relacionan, lo cual se presenta de manera implicita y también forma parte de la

estructura de control.
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W, : Herramienta circunferencia dados tres puntos
B, : Coeficientes de x>, v” izuales

|

Z,: Arrastran Deslizador GeoGebra

/ ESSAN

Valores del Variacion de Ajuste de ambas curvas
deslizader coeficientes
(Registro numeérico) | (Registro algebraico) (Registro grafico)

Figura 4.3. Estructura de control de W, y B;

Analisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador. Episodio 1:
(Razonamiento ascendente y descendente)

Como la afirmacién inicial parte de la conjetura que el lugar geométrico son dos arcos
de circunferencia (hecho observable), el razonamiento es abduccion, tal como se
analiz6 anteriormente. Se evoluciona de la observacién de la figura (de ambas curvas,
la del lugar geométrico 1 y la generada con la herramienta circunferencia dados tres
puntos) al supuesto tedrico que implica encontrar el dato de la ecuacion generalizada

de dicho lugar geométrico, esto implica razonamiento de tipo ascendente.

Episodio 2: Conjetura inicial

Figuras y Andlisis de la argumentacion. Episodio 2

L9. A: Una es negativa porque va hacia abajo
y la otra es positiva porque esta hacia el lado

positivo.

Aca es 5, y aca ya cambid a 10. 8

A) Razonamiento inductivo

B) Circunferencia generada por
x2+y%+2ay=0
Figura 4.4. Razonamiento y grafica de la primera expresion obtenida
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L10. J: 8, 10, cuando el

circunferencia es 2 [Sefiala la circunferencia

radio de esta

inicial c] lo va a multiplicar para lay [Aumenta
el valor del radio a moviendo el deslizador: Lo
dejaen 4 y dice 8, lo deja en 5y dice 10] ¢(No
seria por 2a? ¢Por 2ay no? Para la ecuacion de
esta [Sefala relacionando con el dedo indice
el valor del deslizador con el coeficiente del
tercer término de las ecuaciones d y Kk
mostradas en la Figura 1, dadas en su forma
general]

L11. A: ;Y por qué por 2?

L12. J: Porque ve aqui el radio de a es 4, acé el
resultado que esta dando es 16, igual que la
ecuacion pequefia [Sefiala la circunferencia
inicial], nada méas que aqui le esta sumando 8
eny. Bueno esta es 8y que es el doble del radio
de a. ¢2a por y no?

L13. A: No espérate

L14. J: Acaes 5y aca ya cambié a 10, 6, 12.
[Ver Figura 4.4 (A)]

Durante este lapso, los estudiantes logran obtener la expresion para el tercer término
de la ecuacion solicitada en funcion de a (ver figura 4.4(A)). Para los diferentes casos
o valores del deslizador se identifican las operaciones llevadas a cabo y se encuentra
el valor generalizado del coeficiente del tercer término de la ecuacion buscada:2ay.
Aun falta redefinir la ecuacion completa pues al introducir la expresion sugerida en la

barra de entrada, se genera una circunferencia concéntrica de radio menor (figura 4.4

(B)).

Andlisis estructural del Episodio 2 (Tipos de razonamiento)

Dyray =4 — Cy:2(4)y =8y
D3:az =5 ——(3:2(5)y = 10y
D4: ag = 6 _PC4: 2(6)y = 12y

Cs: (?) El tercer término
de la ecuacion es 2ay

W,: Generalizacion del Patron

Figura 4.5. Razonamiento inductivo para la afirmacion Cs
El razonamiento para este argumento es induccion porque a partir de casos particulares
se llega a un resultado generalizado (figura 4.5). Los datos de ent
rada son cada uno de los valores del deslizador: 4, 5y 6, con los cuales Joel se percata
de la operacion invariante que es el producto de cada uno de estos por 2y observando
los resultados: 8y, 10y, 12 y. Se llega asi a la aseveracion de que el tercer término de

la ecuacion del lugar geométrico es 2ay.
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L15 A: Si, tienes razon [Introduce la ecuacion Anélisis referencial del Episodio 2 (Estructura de control)

x2 4+ y% + 2ay = 0] El Patrén numérico garantiza la generalizacion del término 2ay. Es importante resaltar
L16. J: {Qué pasa ahi? [...][Ver Figura 4.4 que en este argumento, el uso del deslizador no solamente es parte de la Estructura de
(B)]. control de resultados de la Garantia W5, sino también, ayuda a generar la afirmacion

Cs a manera de hipétesis por medio de induccién.

W5: Generalizacion del patrén numérico

I,: (A)Deslizador GeoGebra

/ Obsen‘a_n\

Valores del deslizador La variacion en los
(Registro numérico) coeficientes
{(Registro algebraico)

Z3: (B) Introduce Ecuacién
en la barra de entrada

l

La Circunferencia NO
es la del lugar geométrico solicitado|

Figura 4.6. Estructura de control de W,
El uso del deslizador en la Estructura de control entonces cumple una doble funcion:
por un lado, ayuda a generar el patron numeérico (Ver lineas L10-L14 vy la figura 4.6

(A)) y por el otro, ayuda al arrastre de la curva, 0 al menos esa es la intencién inicial,
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debido a que se presenta un error en el lado derecho de la ecuacién (ver linea L16 y
figuras 4.4 (B) y 4.6 (B)).

Analisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador. Episodio 2
(Razonamiento ascendente y descendente)

Llegados a este punto, es posible hacer una diferencia respecto a lo aportado por
Arzarello referente a los procesos cognitivos. Con la herramienta deslizador, tal como
se ha mencionado, la prueba de arrastre implica observar los valores numéricos de la
herramienta misma pero también, los valores de las expresiones en la Vista algebraica
y el comportamiento de la curva. Arzarello considera razonamiento descendente aquel
que va del andlisis de las figuras a lo conceptual o tedrico y razonamiento descendente
el que se lleva a cabo de forma inversa: de lo tedrico a lo figural. No obstante, el arrastre
utilizado en nuestra investigacion también implica un tipo de razonamiento que puede
considerarse ascendente (Evidenciado en las lineas L10-L14 y en la figura 4.6 (A))
pero que no evoluciona desde lo figural, sino que parte de la observacion del cambio
en los registros aritméticos (en la herramienta y en los coeficientes de las expresiones)
y culmina en un nivel mas tedrico: la generalizacion algebraica. En este episodio, los
estudiantes también se percatan seguramente del cambio en la grafica, pero esto no
resulta fundamental para definir el término 2ay. Una vez que Joel encuentra dicho
término, Alejandro lo verifica utilizando otro valor del deslizador y, posteriormente,
con el resultado generado en la vista grafica, cuando introducen la ecuacion en la barra

de entrada. En este momento se presenta razonamiento descendente. La Estructura de
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control permite corregir la expresion algebraica en la siguiente etapa. Ver figura 4.6

(B).

Episodio 3: Conjetura inicial

Figuras y Analisis de la argumentacion. Episodio 3

Gonka / - | \( —Xr 1 £S5 .’/'
® cxry =25 -

® a x4y -10y=26

® Kx' 4y +10y=25
Pixt4(y+8) =26
QX A (y+3) =04

Lugar Geomelivo

® lugar! = LugarGeometrnc s |

Numero

® aeh

Punto

® A=(0,0)

® B=(50)

® c=(50)

® D=(007,207)

W E=(01,8)
F = (-2.46, 4.05)
G = (-18,-184)

® H=(141,-19))

Recla

Figura 4.7. Valores del deslizador y del lado derecho de la ecuacion en la vista

grafica de GeoGebra

Andlisis estructural del Episodio 3 (Tipos de razonamiento)

Se puede considerar este razonamiento como induccion porque Alejandro relaciona los
valores del deslizador y los de la ecuacion en la vista algebraica (figura 4.7). El
diagrama del analisis se muestra en la Figura 4.8. La afirmacion Cy se enuncia de
forma inmediata, pero lo que se generaliza es el dato D5 que es el cuadrado de cada

caso particular. La garantia es el cumplimiento del patrén numeérico el cual se presenta

de forma implicita.
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Cg: (?) Ellado derecho
de la ecuacion es a2

DS: (. 03,03 — ﬂzz,agz, ﬂq,z

W;: Generalizacion del Patron

Figura 4.8. Primer momento: Induccion para encontrar el término a?

Finalmente introduce la ecuacidn final y lleva a cabo la prueba de arrastre. (figura 4.9
y 4.10). Para el dltimo paso, puede considerarse la existencia de razonamiento
deductivo puesto que del dato se infiere la aseveracion final contando con la garantia
de la prueba de arrastre. Sin embargo, la naturaleza de la garantia no es conceptual
(teorema o axioma) y la profesora sugiere reforzarla mediante un respaldo como se

vera en las etapas siguientes.

o C1:(7)El lugar geométrico es
un par de
circunferencias

Dli {:‘5, C.ﬁ,

W, : Prueba de arrastre

Figura 4.9. Segundo Momento: Deduccion no obstante el tipo de garantia
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Circunferencia d: Circunferencia que pasa por B, H, C
Circunferenciar: x* +y*+2ay=a?

\
\

Figura 4.10. Lugar geométrico de x2 + y? + 2(a)(y) = a? en color verde

Andlisis referencial del Episodio 3 (Estructura de control)

W;: Generalizacion del patrén numeérico

Relaciona simultineamente:

\

Los valores del
deslizador

Los coeficientes
de la ecuacion

Figura 4.11. Estructura de control de W5: Primer momento
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La estructura de control de la garantia W5, de forma similar a la de la garantia anterior,
estd basada en el uso del deslizador para obtener el patron numérico generalizado, solo
que en este caso Alejandro relaciona los valores numéricos tanto del deslizador como
de los coeficientes de la ecuacion en la vista algebraica simultaneamente,
generalizando asi los resultados obtenidos de elevar al cuadrado cada valor del
deslizador (ver figura 4.11). La posterior prueba visual de arrastre conlleva a afirmar
que es el término apropiado para poder establecer la ecuacion final (ver figura 4.12).

W,: Prueba final de arrastre

Z4: Introduce ecnacion
en la barra de entrada y arrastra el
Deslizador GeoGebra

!

Se confirma:
xt+yt+2(a)(y) = df
Es la ecuacidn de dos arcos de circunferencia.
Lugar geométrico solicitado

Figura 4.12. Estructura de control de W,: Segundo Momento

Al introducir x% + y? + 2(a)(y) = a? en la barra de entrada aparece esa misma
expresion en la vista algebraica y la circunferencia en la vista grafica coincide con el
arco superior del lugar geométrico 1 y con la circunferencia dados tres puntos la cual
construyeron al establecer la conjetura inicial (Bloguel) y se mantiene al llevar a cabo

la prueba de arrastre con el deslizador para cualquier valor del radio a y también al
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mover el incentro. Este desarrollo fue de los pocos registrados también en lapiz y papel
(ver figuras 4.12 y 4.13).
btk & kat S i
X 1ye b ()@= gat
Pisii N eAICIIM)A

o

1
1

Figura 4.13 Registro escrito de la ecuacion final

Andlisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador. Episodio 3

(Razonamiento ascendente y descendente)

Se considera que el razonamiento en el primer momento es ascendente porque se parte
de datos numéricos y culmina en el establecimiento de una expresion algebraica tal
como se ilustra en la figura 4.11. En el segundo momento, figura 4.12, el razonamiento
es descendente porque una vez introducida la ecuacion x? + y2 + 2(a)(y) = a? los
estudiantes mueven el deslizador para realizar la prueba de arrastre y observan que
ahora la nueva circunferencia si coincide con el lugar geométrico para cualquier valor
de a, es decir, se transita del registro algebraico a la observacién del registro figural
(visual). Como se ve, este tercer episodio se divide en dos momentos, cada uno con un

tipo de razonamiento distinto, para obtener al final la ecuacion final requerida.

Una vez que los estudiantes llevaron a cabo la C-prueba, es decir, para este caso, determinaron la ecuacion generalizada del lugar
geométrico 1 (recorrido del incentro) y confirmaron la conjetura inicial, la profesora solicita dos datos extra que sirvan cono respaldo,

es decir, para reafirmar la aseveracion: Las coordenadas del centro y la longitud del radio de las circunferencias, ambas en funcion de a.
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Al requerirse las coordenadas del centro, los estudiantes retoman la idea de la interseccion de las mediatrices, lo cual corresponde al
respaldo B, (ver figuras 4.2 y 4.10) y analizan el problema primero mediante abduccién y después por induccion como se muestra a
continuacion en la Tabla 6. Se sugiere nuevamente consultar la figura 4.21 que contiene el esquema para el analisis global y el
seguimiento de todo el proceso de prueba de la resolucion de Joel y Alejandro, esto para guiarse respecto al orden de los subindices

utilizados en los diagramas del Modelo de Toulmin.
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Tabla 6

Analisis de los argumentos de Joel y Alejandro para las garantias faltantes del Problema 1 (Segunda parte)

Episodio 4: Obtencion del centro

Figuras y Andlisis de la argumentacion. Episodio 4

L21. P: [...] ¢Cudles son las coordenadas de ese
centro?

L22. J: [Retoma los trazos de las mediatrices de las
cuerdas BH y DC y con la herramienta interseccion,
de las rectas my n, ubica el punto I ]

L23. J: ¢Pero y si no es constante?

L24. A: ;Como gue si no es constante?

L25 J: Bueno, en x siempre va a ser 0 [Mueve el
deslizador y observa los valores de la ordenada de I ]
L26 J: 4 yel valor de aes 4 [...] Pues es el valor de a
[sefala la distancia del origen de coordenadas al
punto I, sobre el eje y]. Es que estoy viendo que el
valor de a es la interseccion . Si yo muevo a que esta
en 4, coincide con la coordenada y del punto I; 5y se
mueve a 5. Entonces el centro de la circunferencia
seria (0,a)

L28. P: A ver introdlcela

D;: Cs, Cg » C1: El lugar geometrico es
un par de circunferencias

Wy: Prueba de arrastre

B3: (1 El centro en funcion de a se
determina por sus mediatrices

Bjy: (1) Existe un radio en funcion de a

Figura 4.14. Blsqueda de garantias extras para reafirmar C;
Las coordenadas del centro y el valor del radio, todo en funcion de a,
constituyen ahora los respaldos solicitados B; y B, de la conjetura inicial C,,
por lo cual, el diagrama de la Figura 4.9, para el analisis del Episodio 4, queda
como se muestra en la Figura 4.14. Se debe resaltar una diferencia importante
entre el respaldo B; de la conjetura inicial (figura 4.2) y el respaldo B; (figura
4.14): En el respaldo B; se evidencia que el estudiante sabe, en términos
generales, que el centro se puede determinar a través de mediatrices, pero en B

ya tiene conciencia que las coordenadas deben estar generalizadas.
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L29. A: Pero te va a dar la de arriba; hay que darle
(0,-a).

L33. P: [...] A ver, muévela...

L34. J: [Mueve el deslizador y observa que el centro
introducido coincide con el punto I desplazdndose de
forma satisfactoria]

L35. A: jAhi esta! Ya quedd.

Figura 4.15. Joel se percata que la ordenada coincide con la distancia a

Andlisis estructural del Episodio 4 (Tipos de razonamiento)

El anélisis del razonamiento para la determinacion del centro se puede dividir
en dos momentos: El primero cuando Joel se percata que el movimiento del
punto | es solamente vertical (L23-L25) y el segundo cuando se da cuenta que
la ordenada coincide con el valor del radio a (L26-L35 vy figura 4.15). En el
primer momento se presenta razonamiento abductivo; abduccion como
explicacion, porque la regla Ws: EIl centro esta dado por la interseccién de las
mediatrices, se toma como verdadera (ver figura 4.16). En este primer momento
la garantia si es de tipo conceptual y se expresa de manera explicita. La
afirmacion C, es un hecho observable (tal es la naturaleza de gran parte de las
afirmaciones en abduccion). El dato faltante Dy es el valor de la ordenada
porque Joel se ha percatado que para cualquier posicion de I, la abscisa es

constante, cero.
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C7: Abscisa constante: ~ Dg:(7) Ordenada de fen

L

Movimiento de [ sobre el gje v funcion de a

Ws: El centro se determina por la
interseccion de sus mediatrices

Figura 4.16. Primer momento: Abduccion para la conjetura acerca del centro

En el segundo momento, inmediatamente después que Joel se percata que la
abscisa es cero, identifica que la ordenada variable coincide con el cambio en
los valores de a que es el dato D,. Concluye entonces que las coordenadas son
las de la afirmacion Cg es decir la garantia B; buscada. EI razonamiento transita
desde los casos particulares a la afirmacion que los generaliza, 0 sea es

induccidn (ver figura 4.17).

D7:4,5,6 ... La ordenada . Cg: B3 (7) Coordenadas
coincide con el valor de @ "~ del(0,a),(0,—a)

We: Identificacion del Patron

Figura 4.17. Segundo momento: o inductivo para obtener coordenadas de |
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Andlisis referencial del Episodio 4 (Estructura de control)

Ws: El centro se determina por la interseccion de sus mediatrices

XZ5: Mueve Deslizador GeoGebra
El estudiante
observa: / l \
Valores del Cambio en las Desplazamiento de 7

deslizador coordenadas
(Registro numérico) | (Registro algebraico) (Registro grafico)

Figura 4.18. Estructura de control de la garantia Ws: Primer momento

La figura 4.18 muestra la Estructura de control de la garantia W5 del primer
momento en la obtencién de las coordenadas de | (razonamiento abductivo), la
cual consiste en el uso del deslizador para observar los valores de este y el
cambio en las coordenadas de la interseccion | asi como visualizar su
desplazamiento vertical. Finalmente, en la figura 4.19 se observa la estructura
de control del segundo momento, el de la induccion, en la cual se recurre
primeramente al deslizador como medio para encontrar el patrén numérico y la
relacion que guarda con el cambio de distancia a mostrada en la vista grafica
de GeoGebra X4(A) y posteriormente se utiliza esta misma herramienta para
Ilevar a cabo la prueba de arrastre junto con la barra de entrada del programa
2s(B).
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W, : Identificacion del Patron

Obzerva: / \

Los valores del La variacion en las Elradio o
deslizador coordenadas de J {Registro
(Registro (Registro grafico)
NMTErCa) algebraico)

I El punto generade coincide con J |

Figura 4.19. Estructura de control de la garantia W,: Segundo momento

Andlisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador. Episodio 4

(Razonamiento ascendente y descendente)

En el primer momento, el razonamiento fue abductivo; se partié de un hecho

observable: La generacion del punto | (por medio de la herramienta

interseccion) y la observacion de su desplazamiento en la Vista grafica. Joel se

percatan que el desplazamiento horizontal de | siempre es cero y que solo se

mueve verticalmente, al tiempo que pone atencion en el registro algebraico (en

la Vista algebraica) y en el numérico (en los valores del deslizador). Hasta ahi

el razonamiento es ascendente. Posteriormente, a través de induccién, se

concluye en el establecimiento de las coordenadas generalizadas del centro

buscado. En este segundo momento, se parte de registro numerico y se concluye

en el algebraico, por lo tanto, el razonamiento también es ascendente a pesar de
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que, como sucede en la induccién con el uso del deslizador, esta caracterizacion
no se apega a lo establecido por Arzarello pues no se parte del registro figural.
Por ultimo, durante la prueba de arrastre el razonamiento es descendente porque

se introduce la expresion algebraica y se valida visualmente.

Finalmente, solo se comenta que Joel y Alejandro, intentaron encontrar una expresion para el radio, pero no les fue posible encontrarla.

Se muestra el registro escrito de su intento en la figura 4.20.

Figura 4.20. Intento para encontrar una expresion generalizada del radio
En la figura 4.21 se muestra un esquema global que ilustra el andlisis del proceso de resolucion: Se parte del Modelo de Toulmin del

episodio 1 en el cual se presenta razonamiento abductivo y el dato a buscar (D;) es la ecuacion del par de circunferencias de la conjetura
inicial (C,). Una vez aceptada la necesidad de encontrar la ecuacion generalizada, se presentan los episodios 2 y 3. En el episodio 2 hubo
induccién y en el 3 induccién y deduccion. Al utilizar los resultados de ambos episodios como datos para obtener la ecuacién solicitada,
se obtiene en el episodio 4 el Dato faltante (D,) de la abduccion inicial, completando con ello la C-prueba. No obstante, la profesora
solicita reforzar la aseveracion inicial C; y los estudiantes buscan entonces generalizar las garantias B; y B,, de las cuales solamente

alcanzan a completar la primera de ellas.
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Par de

circunferencias
(Conjetnra

Tnicial)

D.{—_..

Episodio 1: Abduccion

p, (7) <

Ecuacion en funcion de a

Simbologia:

Aftrmacion o aseveracion

W,
| - Aftrmiacion objetive o Conclusion
B Dato
—
| y Aftrmacion de un arguments gue sirve como Dato del siguiente
B,
C-Prueba _+ Garantia o Respaldo explicito
/
Episodio 2: Induccion )
L < v}) Garantia o Respaldo implicito
> (.
| Término Zay Episodiod, Episodio 4,
W, o Primer momento: Segundo momento:
Episodio 3, Abduccién Induccion
| Segundo momento: 4] )
Deduccion
[ - . .
5 - NS L& ] > 2)—» > G
Episodio 3, . Ise desplara Ordenada By: El centro
Primer momento: . —_— del centre en fancién de o
Induccion W, e
(?) Ws ) B: W
> G l
/ |
|8 — 5 "-9] By -+
Término a Se refuerza
e
-
e | C-Prueba
v ™ B

Figura 4.21. Resolucion del Problema 1 de Joel y Alejandro: Esquema para el analisis global
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A continuacion, se presenta el caso de Martin (M) y Ricardo (R). Se expone Gnicamente un
fragmento del proceso de resolucién del mismo Problema 1; sélo la etapa donde encuentran
el valor generalizado tanto del centro como del radio ya que en esa parte de su resolucién
hacen uso del Teorema de Pitagoras, lo cual no es algo comun en las resoluciones del resto
de participantes. Es importante aclarar que en la Gltima sesion Ricardo se ausento y por esta
razén al final del episodio 2, aparecen las explicaciones o dialogos sélo con Martin y la
Profesora (P). El andlisis del fragmento de la argumentacion de Martin y Ricardo se divide

solo en dos episodios (ver tabla 7).

Tabla 7

Resumen de los episodios de la argumentacién de Martin.y Ricardo. Problema 1

Episodios Lineas
1. Obtencion de las coordenadas generalizadas del centro L1-L14
2. Obtencion de la longitud del radio en funcion de a L15-L35

Los dialogos de los episodios anteriores se muestran en la columna izquierda de la tabla 8.
El analisis estructural, el referencial (es decir, de la estructura de control especificamente) y
del sentido de los procesos cognitivos se encuentra en la columna del lado derecho, del

mismo modo que en el caso anterior.
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Tabla 8

Analisis de los argumentos de Martin y Ricardo para la resolucion del Problema 1 (Fragmento Final)

Episodio 1: Obtencion de las coordenadas
generalizadas del centro

Figuras y Andlisis de la argumentacion. Episodio 1

L1 P: ¢Cual seria el valor del radio de tu circunferencia
nueva? ;Porqué? Porque ya encontraron la ecuacion, pero
¢ Qué datos te da la ecuacion?

L2 R: El radio

L3 M: Y el centro. Como x no tiene término [Se refiere
al término x?] sabemos que en el eje x seria cero [el
desplazamiento] y en y seria 3, entonces esta interseccion
seria el centro [En ese momento el deslizador se
encuentra en a =3]. A ver, apunta esta ecuacion
ordinaria y de ahi sale el centro y el radio [Sefiala x? +
(y + 3)? = 18]. Entonces el centro tiene coordenadas
(0, —3). ¢Estéan invertidos los signos verdad? (...). [Se
refiere a los signos de h y k en la férmula de la ecuacion
ordinaria de la circunferencia manejada en clase: (x —
h)? + (y — k)? =r?] Bueno, entonces si cambiaria

porque aqui seria —k y ya sacando el término seria -3.

Figura 4.22. Martin sefiala la interseccion del lugar geométrico con el eje

de las ordenadas

La obtencion de las coordenadas del centro comienza con el analisis del
caso particular a = 3 (radio de la circunferencia inicial con centro en A).
Conociendo la forma de la ecuacion de la circunferencia con centro fuera
del origen: (x —h)?+ (y — k)? = r?2, se obtiene el centro (0,—3) asi
como el dato del radio al cuadrado igual a 18, este es el primer momento del
primer episodio (L1-L5). La profesora hace la observacion de que se trata
de un caso particular y posteriormente intentan generalizar estos datos, este
es el segundo momento del primer episodio (L6-L14) que concluye con la

determinacion del punto F (ver figura 4.23).
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L4 R: ;Y el radio?

L5 M: El radio al cuadrado es igual a 18.

L6 P: Ese seria el centro y el radio para a = 3

L7 R: [...] Ah! Entonces seria (0, h) no, (0, k)

L8 M: Pero ¢(Qué es a para esta circunferencia? [Sefiala
nuevamente la circunferencia dados tres puntos] (...)
Aaah! Si, si si si mira [Mueve el deslizador: a =3, a =
4, a = 5y sefala el desplazamiento vertical del centro]

L9 R: Hay que ponerle (0, a)

L10P:[...] ¢COomo podrian verificar que ese es el centro?
L11 M: Con la interseccion

L12 P: ;Cudl interseccion?

L13 M: Bueno, yo digo que con la interseccion de la
circunferencia pequefa con el eje y. Ese vendria siendo
el centro

L14 R: [Emplea la herramienta interseccion, da click en
la circunferencia inicial y en el eje y, generando asi el

punto F]

Figura 4.23. Generan punto F con la herramienta interseccion (L13)

Andlisis estructural del Episodio 1 (Tipos de razonamiento)

En el primer momento, el razonamiento llevado a cabo tiene las
caracteristicas de ser deductivo (ver figura 4.24), pues se comienza con el
dato particular D; que es el punto (0, —3) la garantia W, es tedrica puesto
que es la forma de la ecuacidn ordinaria de la circunferencia con centro fuera
del origen de coordenadas y la conclusion C;, valor de los parametros h y k
para ese caso particular, es la conclusion del argumento. Sin embargo, la
profesora hace hincapié en que se requiere el centro generalizado, es decir,
para cualquier valor de a. El siguiente momento de la busqueda del centro

es cuando se intenta dar estas coordenadas (ver figura 4.25).

Dl:(GJ—3) _I— Cl‘:'?)h:ﬂ,k =3

Wi: (x — h)2+(y — k)2=r?
By: 2 = 18

Figura 4.24. Primer momento: Deduccion en un caso particular del centro

[79]



Sapitulo 4: Andlisis d

Cz: a) = 3

az; = 4 * Dy:(?)(0,a),k =a
a3=5

W5: Desplazamiento del centro

B;: Patron numérico deslizador-ordenada del centro

Bs: Interseccion de la circunferencia mmicial con el ge y
(Punto F )

Figura 4.25. Segundo momento: Abduccion para obtener (0, a)

En este segundo momento, los estudiantes recurren al uso del deslizador
y logran darse cuenta que el desplazamiento del nuevo centro es vertical y
su distancia con el origen de coordenadas coincide con el valor de a. Como
centran su atencién en la vista grafica, el razonamiento parte de un hecho
observable, por lo cual se considera abduccion. El patron numérico
corresponde a un respaldo (B,), al igual que la accion de marcar la
interseccion F, pues ambos elementos sirven para dar mayor validez a su
afirmacion. Este argumento, en el cual pareciera haber detrds razonamiento
inductivo, es abduccion por descubrimiento, pues como se explicd en la
seccion 1.2.14, este razonamiento suele presentarse en combinacion con
induccion; pero el elemento principal que los lleva a afirmar las coordenadas

generales del centro, es un desplazamiento observado en la vista grafica.
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Andlisis referencial del Episodio 1 (Estructura de control)

En la figura 4.24, puede observarse que la garantia inicial es la forma de
la ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen: (x — h)? +
(y — k)? = r2. Los estudiantes determinan las coordenadas del centro para
el caso particular a = 3 observando los valores correspondientes en la Vista
algebraica de GeoGebra en la cual leen: x?+ (y+3)2=18. La
observacion de los valores correspondientes de h, k y 72 en la Vista
algebraica es la estructura de control para este argumento (Figura 4.26) pues
les lleva a decidir que el centro es (0, —3). En un segundo momento, el del
razonamiento mostrado en la figura 4.25, la estructura de control se
compone del uso del deslizador (con el cual mueven el punto que creen es
el centro del lugar geométrico del punto D) y del uso de la herramienta de
GeoGebra punto de interseccion, tal como se muestra en la figura 4.27. Esta
estructura de control forma parte de la garantia de un razonamiento
abductivo pues son estos los medios que permiten desplazar el centro y

afirmar cudles son las coordenadas generalizadas del centro.

Wi (x — )P +(y — k)?=r?
Observa los valores
de v ik 1

Xy:Vista algebraica de GeoGebra

Figura 4.26. Estructura de control de W;: Primer momento
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W,: Desplazamiento del centro

ZX3: (A) Mueven Deslizador GeoGebra

Observan: B, / \

Valores del deslizador Desplazamiento
vertical del centro
(Registro numérico) | (Registro geométrico)

|

Z5: (B) Marcan punto F con
I ienta int or

l

Visualizan punto en la vista grafica (Bg)

Figura 4.27. Estructura de control de W,: Segundo momento

Analisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador Episodio 1

(Razonamiento ascendente y descendente)

En el primer momento de este episodio consideramos que no puede
hablarse de razonamiento ascendente o descendente puesto que se trabaja
todo el tiempo en el registro numérico. En el segundo momento, de L6 a L9
el razonamiento es ascendente porque va del registro numérico (cuando
observan los valores del deslizador) a la generalizacion algebraica de las
coordenadas, en la cual la abstraccion es de un nivel ligeramente mayor.
Posteriormente, de L10 a L14, el razonamiento es descendente ya que pasan
del registro algebraico al geométrico cuando marcan la interseccién F y

validan dicha generalizacion.
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Episodio 2: Obtencion del radio en funcion de a

Figuras y Andlisis de la argumentacion. Episodio 2

L15P:[...] Lo que pasa es que necesitas el valor del radio
movible

L16 M: jAh, mira! Viene siendo a, si ahorita hacemos
una circunferencia, o sea ¢Si estas de acuerdo que este es
el centro no? De esta [Se refiere al lugar geométrico
solicitado], moviendo a para donde sea, porque mira, Si
cambiamos se sigue respetando el centro [Mueve el
deslizador::a=4,a=3,a=2 yregresa:a =3,a =
4], sabemos cuanto vale a no? Que va de aqui a aqui, que
seria el radio de esta circunferencia [Sefiala la
circunferencia inicial] y a igual es el mismo punto de aca
[Sic. Sefala la distancia de : (0,0) a (3,0)].

L17 R: No

L18 M: (...) Si. La distancia de A a C es la misma que de
A a F, esa sigue siendo a, en este caso es 4, 4 para aca 'y
4 para aca [Han movido el deslizador en a = 4].
Entonces si cerramos esto se forma un triangulo [Sefiala

con su mano sobre la pantalla el segmento FC. Figura

En la figura 4.28 se muestran dos escenas importantes del Episodio 2: La
primer en la cual Martin se percata que el radio solicitado es en realidad la
hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos iguales (figura 4.28 (a)) y
la segunda, en el cual traza dicho poligono y establece que puede obtener su
valor empleando el Teorema de Pitagoras (figura 4.28 (b)). A continuacion,

los analisis correspondientes para este episodio.

4
©
'
oA
T3 T 7
4
2

(b) Traza el triangulo AFC
Figura 4.28. Obtencidn del radio (Episodio 2)

(a) Martin sefiala la distancia FC

Andlisis estructural del Episodio 2 (Tipos de razonamiento)

CE:RZF

» D3:(?) r = FC (en funcién de a)

Wa: En la circunferencia r es constante
By: Trazo auxiliar FC
Figura 4.29. Primer momento: Abduccion para obtener r = FC
En la figura 4.29, se muestra el modelo de Toulmin para el primer

momento de esta argumentacion. De L15 a L18 en el didlogo, Martin se
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4.27(a)] y la hipotenusa de ese triangulo viene siendo el
radio del lugar geométrico que traza D [...].

L19 M: Mira, si hago un poligono [Da click en la
herramienta poligono] y uso A, F y C, ya sabemos que
estos son catetos iguales [Sefiala con el indicador del
mouse AF y AC] vy a, es el radio de la circunferencia
[Figura 4.27(b)].

L20 P: [A partir de aqui comienza el dialogo solo entre
Martin y la Profesora [...] ;Coémo podrias obtener una
expresion igual, generalizada para el radio?

L21 M: [...] Bueno, yo lo haria con el teorema [Menciona
y anota: ¢ = a? + b?] en este caso son lo mismo ¢No?
Es la constante a, entonces quedaria como [Menciona y
anota c¢? = 2a?].

L22 P: jAah! Ya.

L23 M: ¢Si? Porque en este caso siempre van a ser
constantes pues siempre van a ser a [Sefiala ambos
catetos del triangulo rectangulo]

L24 P: jAh! Ya el radio de la circunferencia [La inicial]

que viene a ser tu cateto jAja!

percata que las distancias AC y AF son iguales y que su medida corresponde
al valor de a (radio inicial constante). Si bien mueven el deslizador, el énfasis
lo ponen en la figura y como parten de un hecho geométrico observable
(Afirmacién C53), se considera razonamiento abductivo. La garantia (I/5)
sigue siendo de naturaleza perceptiva porque el descubrimiento se hace sobre
la figura y lo mismo ocurre con el respaldo (B3), sin embargo, resulta ser
muy importante dicho respaldo porque el trazo auxiliar FC es lo que lleva a
afirmar que r = FC, dato faltante (D;) para este argumento, y también

motiva el trazo del poligono AFC del siguiente.

Dy:(?)FCesla
hipotenusa (en funcion de a)

Cy: AAECes
Triangulo Rectangulo

L

Wy: Ejes x v v son ortogonales
By: Trazo de A AFC con herramienta poligono

Figura 4.30. Segundo momento: Abduccion para obtener FC

En el modelo de Toulmin mostrado en la figura 4.30, se presenta el analisis
del razonamiento que llevan a cabo para afirmar que FC es la hipotenusa del
triangulo rectangulo AFC. En L18, Martin lleva a cabo mentalmente, el trazo
de FC, es decir, “cierra” la figura. Posteriormente, en L19, traza el poligono
AFC y algo importante: Afirman que se trata de un tridngulo rectangulo (C,)
porque implicitamente asumen que los ejes del plano cartesiano son

ortogonales. Aqui se tiene una garantia implicita (W,) y dicho trazo (B,) es
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L25 M: Si y son iguales. Y ya esta expresion la meteria
en la férmula ¢ No? Como sustituyendo radio al cuadrado
L26 P: Eso seria para la ecuacion de la circunferencia,
pero esa ya la tenian

L27 M: Si, solo que esa también seria la forma
generalizada

L28 P: ;Cémo te quedaria el radio?

L29 M: Dos veces a al cuadrado

L30 P: Esa seria tu...

L31 M: jAh! Pero ese seria el radio al cuadrado [...].
Seria que esta pasara, bueno, despejar, para que quedara
c sola, ¢ vendria siendo el radio, bueno si, vendria siendo
asi [Expresa y anota ¢ = v2a?]

L32 P: Aja (...) ¢Hay alguna forma de verificar esa
expresion, usando el software?

L33 M: Bueno, una simple seria con la de centro-radio y
dandole ese radio {No?

L34 P: jAndale!

L35 M:

circunferencia dado un centro y su

la herramienta de
Va

[Enseguida elige

radio.

un respaldo también de tipo perceptivo. Una vez asumido el hecho de que el
radio corresponde a una hipotenusa, enseguida, Martin emplea la férmula del
Teorema de Pit&goras (ver dato (Ds) en figura 4.31 (a) correspondiente a las
lineas L20-L21). En la garantia se tiene el conocimiento de este Teorema
(Ws), pero también, se tiene como respaldo Bs, el cual, anteriormente fue
parte de la garantia empleada para la afirmacion C5: Es decir que el radio es
constante (ver figura 4.31 (b)). El razonamiento (que comienza a partir de un
dato y tiene una garantia tedrica) se considera deduccion. La conclusion (Cs)

es el hecho de que el radio al cuadrado es igual a dos veces el cuadrado de a.

Ds: ¢2 = a’® + b
a=b

C5:(?) c? = 2a°

—

W5: Teorema de Pitagoras
Bs: W3 (B): Radio constante

L2 5 2
Dg: €° = 2a —I—s Cﬁ:(?)czm

Wp: Operacion contraria (Despeje) (b)
Bg: Prueba de arrastre

Figura 4.31. Tercer momento: Deduccion en operaciones algebraicas

(a)

Finalmente, por medio de una operacion algebraica se obtiene el radio

solicitado: v2a? (ver lineas L28-L35). Tal como afirma Pedemonte, el

algebra conlleva razonamiento deductivo, en este caso, porque la garantia es
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mencionando los pasos y ejecutando. Posteriormente
coloca el cursor sobre la expresion de la nueva
circunferencia que aparece en la vista algebraica y
aparece una etiqueta: Circunferencia h: Circunferencia
con centro F y radio sqrt (2a2)] (...) Y si cambiamos a,
se va a cambiar también [Lleva a cabo la prueba de

arrastre usando el deslizador].

un conocimiento tedrico operativo acerca de las operaciones contrarias. La
prueba de arrastre es solo un respaldo, pero, aqui se presenta otra diferencia
con respecto a la estructura de control usada anteriormente para validar

resultados, esta diferencia se explicard enseguida en el andlisis referencial.

Andlisis referencial del Episodio 2 (Estructura de control)

Al inicio, en el primer momento del segundo episodio (ver figura 4.29), el
analisis comienza cuando descubren que AF = AC, estos segmentos son de
igual medida porque ambos son posiciones distintas de un mismo radio (el
de la circunferencia solicitada), lo cual corresponde a la garantia W5 . La
estructura de control la constituyen en este momento el uso del deslizador y
el de la barra de entrada. En el primer caso, figura 4.32 (A), el deslizador
sirve para darse cuenta como se desplaza el punto F (centro) y como aumenta
o disminuye el valor de a, no solo en el deslizador, sino sobre la grafica, es
importante percatarse que la naturaleza visual del descubrimiento permite
asegurar que el deslizador ayuda a promover, en este caso, razonamiento
abductivo, y no inductivo, como en la mayoria de los argumentos anteriores.
En seguida, al estacionar el deslizador en a = 4, figura 4.32 (B) es sefialada
sobre la vista grafica la congruencia de los segmentos y se lleva a cabo

imaginariamente el trazo auxiliar FC.
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W3: En la circunferencia el radio es constante

52000 Deslizador de GeoGeben
oo /| \

Los valores El valor del | Desplazamien
del deslizador radio a to del centro
(Registro (Registro (Registro
NUMErico) geometrico) geometrico)

Estabiliza deslizador en
a = 4:

| ¥y (B)Vista grifica de GeoGebra
' N

Observa: Realiza:
AF = 4cC Trazo auxiliar FC

Figura 4.32. Estructura de control de W5: Primer momento

En un segundo momento, el del argumento de la Figura 4.30, la garantia
implicita W, es que los ejes del plano cartesiano son ortogonales. La
estructura de control de dicha garantia, es el uso de la Vista gréafica de
GeoGebra (ver figura 4.34). Sobre dicha vista grafica, se observa y se traza

el triangulo rectangulo AFC.

W,: Ejes x y v son ortogonales

|

F

Observa triangulo Realiza trazo auxiliar:
rectangulo AFC Poligono AFC
(Registro geométrico) | (Registro geométrico)

Figura 4.33. Estructura de control de W,: Segundo momento
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Una vez identificado el triangulo rectangulo y el hecho de que el radio es
la hipotenusa, se procede a realizar los célculos algebraicos. De acuerdo con
las Figuras 4.34 y 4.35 este es el tercer momento. En la figura 4.34, la
garantia Ws es el conocimiento del Teorema de Pitagoras, aqui se recuerda
este teorema y se retoma la estructura de control X5 que es la observacion
sobre la vista grafica de AF = AC, los cuales equivalen al radio a. Esto
permite llegar a la igualdad: ¢? = 2a?. En la figura 4.35, se muestra la
garantia Wg, que es el conocimiento de las operaciones contrarias en algebra.
La estructura de control X4 en su primera parte es de tipo algebraico, en
concreto es la operacion contraria a la potenciacion y en una segunda parte,

consiste, en la aplicacion de la herramienta circunferencia centro radio,

dando click en el punto F y en el valor del radio el valor del despeje: v2a2.
Es importante resaltar la diferencia en la estructura de control final con
respecto a la del caso de Joel y Alejandro, en este Gltimo, ellos introducen la
ecuacion del lugar geométrico y después utilizan el deslizador para arrastrar
la curva, en cambio, Martin insiste en emplear la herramienta circunferencia
centro-radio, lo cual permite validar la expresion algebraica del radio, no asi
la del centro. El ya no alcanza a sustituir ambas expresiones algebraicas en
la ecuacion con forma: (x —h)? + (y — k)2 =r2, con lo cual hubiese
validado ambas, pero es claro que lo tenia presente. Ver L25 del episodio 2

del dialogo.
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Ws: Teorema de Pitagoras

Observa FC = AC = a

Figura 4.34. Estructura de control de We: Tercer momento (a)

W, : Operacidn contraria
Zs: (A)Operacién algebraica de radicacién

Zs: (B) Herramienta Circunferencia centro-
radio (V2a?) y arrastra deslizador

|

La Circunferencia Si
es la del lugar geométrico solicitado

Figura 4.35. Estructura de control de Wy: Tercer momento (b)

Analisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador Episodio 2

(Razonamiento ascendente y descendente)

Para analizar los procesos cognitivos de este segundo episodio, podemos

comenzar con lo sucedido en las lineas L15 a L19, para este lapso, el
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razonamiento es ascendente pues en ambos se presenta abduccién y esta
parte de observaciones hechas sobre la vista grafica de GeoGebra hasta
Ilegar al establecimiento de una expresion algebraica para el radio del lugar
geométrico solicitado, mediante el Teorema de Pitagoras. De las lineas L20
a L35, donde existe deduccion hasta culminar con la prueba de arrastre, el

razonamiento es descendente porque va en sentido inverso.
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Simbologia; Episodio 1. Primer
: : i Episodio 1. Segundo
momente: Deduccién .
Afirmacicn o areveraciin momento: Abduccion @)
' (%) :
- Affrmacidn obfetive o Conclusidn lef'_l-_b- Cs }_|_' DE./.- —_—r i = = |
Caso particular _ .
/ Da W del centro (h,k) Centro generalizado (0,4) |
- : wz g '
'_ L ]
| Afirmacion de un argumento que sirve como Dato del siguiente l [ |
Garantia o Respaldo explicito B B, C-Prucha ¥
7 4 4
o Y
< v’) Garantia o Respaldo implicito

Episodio 2. Primer Episodio 2. S |
momento: Abduccién momento: Abduccié {?]
. i ®) AAFCes
_E = ﬁ l':; Dg J Iﬁimh Eq + D-i- J +* DE .
L J & w L J l W, y |
Wy &
CWy » W
[ T g
B;
/ B1 / Bs: W 3/
! 4

Figura 4.36. Fragmento de la resolucion del Problema 1 de Martin y Ricardo: Esquema para el analisis global
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En la figura 4.36 se muestra el esquema global que ilustra el fragmento del analisis de la
resolucion de Martin y Ricardo: Como se retom6 Unicamente el fragmento relativo a
encontrar el centro y el radio del lugar geométrico par de circunferencias, partimos del
Modelo de Toulmin del primer momento del episodio 1 donde encuentran el centro para el
caso particular a = 3, no obstante, consideramos que el proceso de generalizacion comienza
en el segundo momento de este mismo episodio en el cual, por medio de abduccion se
encuentra el dato D, que es el centro (0,a). Posteriormente, en el primer y segundo
momentos del segundo episodio, se percatan, también por abduccién en ambos, que el radio
solicitado es en realidad la hipotenusa de un triangulo rectangulo. Y es en este mismo
episodio, en un tercer momento, que aplicando el Teorema de Pitadgoras y sabiendo que los
catetos son de igual medida, se encuentra la hipotenusa o radio solicitado en funcion de a. El
respaldo Bs (Prueba de arrastre) permite validar este ultimo resultado. A pesar de que Martin
ya no lo llevd a cabo, mostro intencion de sustituir ambos resultados en la ecuacion:
(x —h)? + (y — k)? = r?, debido a esto, se marca con flechas de linea interrumpida la
culminacion del proceso. Con ello, se hubiese culminado la C-Prueba pues se habria obtenido
nuevamente el resultado: x? + y? + 2ay = a?.

A diferencia del caso de Joel y Alejandro, este Gltimo equipo mostrd indicios de
razonamiento deductivo en varias ocasiones porque su procedimiento de resolucion se basé
en el conocimiento de la ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen de
coordenadas: x? + y2 + 2(a)(y) = a? y en operaciones algebraicas sustituyendo los datos
encontrados con ayuda de GeoGebra en el Teorema de Pitagoras. Por otro lado, es importante
sefialar que ademas de estas diferencias en el tipo de razonamiento, la estructura de control
utilizada también mostro cierta diferencia pues utilizaron de manera importante lo observado
en la vista gréfica del software GeoGebra, asi como el recurso de un trazo auxiliar, lo cual
fue clave para dar una resolucién basada en el analisis geométrico pero que culmind con
calculos algebraicos. En este sentido, el deslizador ayud6 a generar sobre todo razonamiento
abductivo y no inductivo como en los otros casos. Esta herramienta, junto con el uso de los
recursos de la vista grafica, sirvieron para la labor de descubrimiento, la cual, culmind con
expresiones algebraicas que ya no fueron sustituidas para dar un nuevo respaldo a la ecuacion

del lugar geométrico solicitado.

[92]



~apitulo 4: Andlisis d

En seguida se expone el caso de Adriana (A) y Ulises (U). Ellos resolvieron el Problema
2 el cual fue explicado en la Metodologia, Capitulo 3 (ver figura 3.11). En la tabla 9 se
muestran los episodios en los cuales fue dividido el analisis de su proceso de resolucion.
Tabla 9

Resumen de los episodios de la argumentacion de Adriana y Ulises. Problema 2

Episodios Lineas
1. Posicion del punto A para generar el tridngulo equilétero L1-L12
2. Obtencion de la ordenada del punto A L13-L17
3. Obtencidn de la abscisa del punto A y establecimiento de sus L18-L31
coordenadas

4. Obtencion del area del triangulo equilatero L32-L33

A continuacidn, en la tabla 10 se muestran los argumentos sostenidos durante el proceso
de resolucion. Al igual que en los casos anteriores, en la columna izquierda se encuentran los
dialogos y en la columna derecha los tres diferentes tipos de analisis para cada episodio.
También para este caso, el deslizador esta configurado con valores enteros. Para comenzar,
los estudiantes colocan en la pantalla el archivo en Word con la redaccion del problema y
abren la construccion en GeoGebra. Mueven el deslizador y arrastran el punto A. Después

leen el enunciado.
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Tabla 10

Analisis de los argumentos de Adriana y Ulises para la resolucién del Problema 2

Episodio 1: Posicion del punto A para generar el

triangulo equilatero

Figuras y Andlisis de la argumentacion. Episodio 1

L1 U: No da el equilatero [Observan en la vista
algebraica de GeoGebra la medida de los segmentos
a, b, 0, que corresponden a los lados del tridngulo]
L2 P: [...] Piensen ;Como pueden asegurar que los
lados sean iguales?

L3 U: Seria centro en A (...) [Elige la herramienta
circunferencia centro punto. Da click en Ay en O,
después en B y en O]. jAh no!, no coinciden [Se
refiere a que las circunferencias recién generadas
no coinciden con la parabola en los puntos A y B.
Ver Figura 4.37. Después arrastra el punto A hasta
que visualmente ambas circunferencias pasan por
los puntos A y B. Ver Figura 4.38. Posteriormente,
observa las medidas de los segmentos que

conforman los lados del triangulo, los cuales, en esa

Vista Grafica

t=3

Figura 4.37. Trazo auxiliar: Circunferencias A0 y BO

En la construccion GeoGebra del problema, se arrastra el punto A y cambia el
triangulo AOB. Lo que se requiere es conocer la posicion de A para la cual dicho
triangulo es equilatero; no obstante, como ya se ha dado a conocer en el Capitulo
3, la abscisa contiene un nimero irracional. Para facilitar entonces la visualizacion
de dicho triangulo, los estudiantes trazan dos circunferencias auxiliares, tal como
se utilizaron para su construccion en una de las actividades previas a la aplicacion

del problema. En las figuras 4.38 y 4.39 se muestran ambos momentos: El primero,
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posicion miden 10.29, 10.29 y 10.33] Aqui se
formarian, pero...

L4 A: Son unas décimas las que faltan.

L5 U: [...] [Mueve el deslizador: t=3, t=2, t=1.
Observa que la relacion entre los lados del triangulo
se sostiene. Aplica el zoom y arrastra el punto A
hasta que las medidas parecen ser las mismas en la
vista algebraica]. Es que mira [Ver Figura 4.38]

L6 U: jOh si! Ya se logré [Sin embargo vuelve a
mover A] ;Cuél era? N0oo...era mas para arriba. Ya
estd maestra, encontramos un tridngulo equilatero
pero cuando t es 1.

L7 P: Mueve el deslizador.

L8 U: No, en t = 3 ya no coincide.

L9 P: ¢Por qué dices que ahi es equilatero?

L10 U: Porque todos sus lados miden lo mismo. Me
fijé en la medida de cada segmento.

L11 P:

circunferencias?

¢Entonces para qué dibujaste las

L12 U: Para basarme hacia donde ir y moviendo el

punto A es donde coinciden, pero nos guiamos con

cuando se generan dichas circunferencias y el segundo, cuando se arrastra A para
que estas circunferencias se conviertan en el trazo que visual y geométricamente

explican la existencia de dicho triangulo equilatero.

Conica — /
°

-

cy=sx
® d:(x+1.73) +(
® o:(x-173¢+(

Numero

®t=1

Punto
® A=(1.73,3)
®B=(1.7393)

® 0=(0,0)

Recta

f:y=3

Segmento
® a=346
® b=346

® o0=346
Triangulo
® t1=519

Figura 4.38. Circunferencias A0 y BO pasan por B y A respectivamente

Andlisis estructural del Episodio 1 (Tipos de razonamiento)

C;: AAOB es
equilatero

_ D,:(?) Coordenadas

" de Aen funciénde t

W,:A0 = BO ~ AB
B : Circunferencias auxiliares posan por Ay B

Figura 4.39. Abduccion por explicacion para lograr que AAOB sea equilatero

Como se ha mencionado, las circunferencias sirven como elemento auxiliar que
guia el sentido del movimiento de A para ayudar a generar visualmente el triangulo
equilatero. Una vez que los lados son “casi” iguales la afirmacion C; es que AOB
es equilatero (en la figura 4.39), la base de dicha aseveracion W; es el

conocimiento acerca de la congruencia de los lados en ese tipo de poligonos.
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las medidas del triangulo. Aunque en t = 3 ya no

coinciden

Existe, ademas, el respaldo B, de que tal congruencia se presenta porque los lados
del tridngulo son los radios de dos circunferencias iguales. Sin embargo,
consideramos que es un respaldo, ademas, de caracter implicito porque la garantia
primordial sigue siendo la medida de los lados. Por otro lado, sin importar el valor
de t, la abscisa de A es irracional, lo cual implica variacién en los resultados
aproximados del calculo de la medida de los lados del triangulo, especificamente
del lado AB (lado o en la vista algebraica de GeoGebra) y esta diferencia se
manifiesta de forma evidente para ciertos valores de t cuando el redondeo es de
dos o tres cifras. Uno de esos valores es t = 3; ver L8 en el didlogo. Esta
excepcion se considera una reserva del argumento (La explicacién de este
elemento en el Modelo de Toulmin se encuentra en las secciones 1.2.10 y 1.2.11),
puesto que se debilita la solidez de la afirmacion. No obstante, como veremos en
el siguiente episodio (en L13), la profesora interviene para que, a pesar de este

hecho, se considere valida la afirmacién y la resolucién continte.

Andlisis referencial del Episodio 1 (Estructura de control)

La Estructura de control para el primer argumento, la conforman X; (A) que es
el arrastre del punto A y £,(B), el arrastre del deslizador, los cuales se muestran
en la figura 4.40. Con ambas se procura llevar al triangulo, por medio de una
especie de arrastre dummy locus, a la forma de tridngulo equilatero con ayuda de

las circunferencias como trazo auxiliar, B, (registro geométrico en la vista gréafica),
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para tratar de ajustar los lados y que sean de igual medida (registro numérico en la
vista algebraica). Es importante hacer notar que el uso del trazo auxiliar, en este
caso se considera solo un respaldo pues los estudiantes hacen énfasis en que su

principal medio de control es la medida de los lados (L11 y L12).

Wy: A0 = BO ® AB

Z,:(A) Arrastre del punto A

Observan: / \

Medidas de los lados Circunferencias

en la Vista algebraica auxiliares: B
(Registro numérico) | (Registro geométrico)

Ademas:

I;: (B) Arrastre del deslizador ¢

Observan: / \

Medidas de los lados Circunferencias
en la Vista algebraica auxiliares: By

Figura 4.40. Estructura de control para la garantia W;

Andlisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador Episodio 1

(Razonamiento ascendente y descendente)

El razonamiento es de tipo ascendente, pues durante el arrastre del punto A4, se
comienza con la observacion del ajuste de las circunferencias en la vista grafica y
se culmina con determinacion de la necesidad de establecer las coordenadas de

dicho punto a pesar de que las circunferencias no coincidan exactamente.
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Episodio 2: Obtencion de la ordenada de A

Figuras y Andlisis de la argumentacion. Episodio 2

L13 P: (...) Regrésate a 1. Yo quiero saber qué
coordenadas tiene A para cualquier valor de t. Es
decir, ¢Qué tienen en comun todas las coordenadas
de A cuando cambias t?

L14 U: yvade 3en3, ydeA. Vade 3en 3, casi.
[Observa: Cuando t=1,A(-1.73,3), t=
2,A(—3.46,5.99), t = 3,A4(—5.19,8.99)].

L15 P: Dale en Opciones, Redondeo, 5 cifras ¢Por
qué no le aplicas zoom cerca del punto B?

L16 U: [...][Aplica redondeo a 5 cifras y observa]
¢Punto B? [Da zoom. Ver Figura 4.41]. Entonces
Podemos suponer que cuando coinciden va a ser 6
¢No? A ver (...) Si, ahi ya coinciden ;Y ahora?

L17 A: y vale 9, ahi t vale 3, se multiplica por 3 [Se
fija que cuando t=3,A(—5.19615,9)]. A ver
cambia la t [Mueven el deslizador: Sit = 2, en ese
momento A(—3.464,6),sit = 4,A(—6.9282,12)].

f: y = 5.99257
Segmento
® a=6.9207
® b=6.9207
® 0=6.9230

4% -145 |3m 1% 33 34 L IALN, 46 348

Figura 4.41. Acercamientos a los vértices y coordenadas de A parat = 2

Al inicio de este argumento, la profesora interviene para que no se preste mayor
importancia al hecho de que los valores son aproximaciones; para ello solicita se
estacionen en el valor del deslizador t = 1 y plantea la misma pregunta pero de
modo distinto. En la linea L14, Ulises plantea la conjetura de que la ordenada
cambia “de tres en tres” y enfatiza: “casi”. Después del redondeo y de ajustar los
puntos Ay B para tratar de obtener de forma mas exacta el trazo del triangulo
equilatero, en las lineas L15 y L16 terminan de validar su afirmacion con el uso

del deslizador.
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Andlisis estructural del Episodio 2 (Tipos de razonamiento)

Dyt,=1—(,:3(1) =3
D3ty =2—>(3:3(2)=6 > G5 (Nya=3=*t
Dyty=3—s (,:3(3)=9

W,: Generalizacion del Patron
Bj: Aproximacion con redondeo de 5 cifras
Bj: Zoom y Prueba de arrastre con deslizador

Figura 4.42. Razonamiento inductivo para obtener la ordenada del punto A

En la figura 4.42 se muestra el Modelo de Toulmin con el que se analiza el
razonamiento llevado a cabo para obtener y,. En L14 y L16 tanto Ulises como
Adriana, moviendo el deslizador y observando la relacion entre los valores de t y
las coordenadas de A, detectan y verifican respectivamente, que la relacion es 3t
para la ordenada. El proceso comienza con los valores de t =1,t =2, t =3
(cada uno de los cuales corresponden a los datos D,,D;y D,) al observar que
cambian de tres en tres, lo que en realidad infieren es la generalizacion del
producto 3 -t que corresponde a la afirmacion Cs. Como se parte de datos
numéricos particulares y se concluye con una generalizacion algebraica, el
razonamiento es induccion. La garantia W, es el patron de la operacion observada
(multiplicacion) y los respaldos son el redondeo B, y el zoom junto con la prueba

de arrastre B; porque ayudan a reafirmar el patron encontrado.
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Andlisis referencial del Episodio 2 (Estructura de control)

W5 : Generalizacidn del patrén numérico

|

I,:(A)Deslizador ¢ de GeoGebra

/ Ob ser\'a.n\

Valores del deslizador La variacidn en la ordenada de
(Registro numeérico) A (Registro algebraico)

l

X;:(B) Prueba de arrstre con
Deslizador t de GeoGebra

/ Ob. ;en'an\

Igualdad en las medidas de Circunferencias auxiliares
los lados en Vista algebraica pasan por A v B aplicando
con Redondeo de 5 cifras: B, zoom: By

(Registro numeérico) (Registro geométrico)

Figura 4.43. Razonamiento inductivo para obtener la ordenada del punto A

Para la obtencion de la ordenada, la garantia W, del razonamiento inductivo esta
dada por la generalizacion encontrada a partir de los casos particulares. De forma
similar a argumentos anteriores, en los cuales las garantias son patrones de
generalizacion de operaciones (como ejemplo, ver analisis referencial del episodio
2 del caso de Joel y Alejandro), el uso en dos etapas de la herramienta deslizador,
constituye el elemento central de la Estructura de control. La primera etapa, es
cuando el deslizador se utiliza para encontrar dicho patrén, como en X, (A) de la
figura 4.43 y la segunda, es cuando esta herramienta se usa para efectuar la prueba

de arrastre, X, (B) en la misma figura.
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Andlisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador Episodio 2

(Razonamiento ascendente y descendente)

El uso del deslizador para encontrar el patron numérico que generaliza los casos
particulares, da lugar a un razonamiento de tipo ascendente, pues se evoluciona
del registro numeérico al algebraico, posteriormente, verifican la expresion y = 3 *
t con otros dos valores particulares de la variable, es decir, llevan a cabo un cierto
tipo de prueba de arrastre con la misma herramienta para validar que las
circunferencias sigan pasando por los puntos Ay B, lo cual asegura que el triangulo
sigue siendo equilatero: Bs, pero sobre todo, que los valores de y, correspondan
con el resultado de dicho producto. En esta segunda etapa entonces, se razona de

forma descendente.

Episodio 3: Obtencion de la abscisade Ay

. Figuras y Analisis de la argumentacion. Episodio 3
establecimiento de sus coordenadas g y g P

L18 U: Si. Asi es. ;Y cdmo sabemos la coordenada

= !
£ r L’

de x? O sea, la ordenada de A seria x coma t por 3 B [ .Z) A

. 7 H H H .

¢No? [Ver registro escrito en la Figura 4.44] ;Y el Figura 4.44. Registro escrito del resultado de y, en funcion de t
valor de x como lo sacamos? _ )
En L18, establecen el punto A tal como se observa en la figura 4.44 y Ulises se
L19 A: (Cuénto vale x en la formula de aqui? _ _ )
pregunta ahora como sacar el valor de la abscisa. Adriana se percata que dicho
L20 U: ¢En la férmula de esta parabola? _
valor puede obtenerse de la ecuacion de la parabola del problema: x? = yt. En
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L21 A: Si

L22 U: x vale t por y.

L23 A: x cuadrada.

L24 U: Es lo que estamos... jSi tienes razon! (...) Si
x dos [Se refiere a x2] es igual a t por y, 3 por 3
¢Siempre va a ser 3? [En ese momento el deslizador

estéa en t = 3]. Entonces seria raiz de t por y [Anota:

A(x, (t *3), en seguida A(\/tT (t * 3)). Ver
registro escrito en la Figura 4.45] A ver, si t vale 1,
1 por 3 es 3. Raiz de 3 es 1.732 [Compara con el
resultado de la abscisa de A mostrado en la vista
algebraica de GeoGebra].

L25 A: jSi!

L26 P: [...] ¢Y donde hicieron todo eso? A ver hazlo
¢No0? [De esa forma les solicita el registro escrito]
L27 U: Bueno, pon primero esto, a ver...

L28A: x2 =t=xy

L29 U: Aj4, entonces seria si t = 2, entonces y = 6

[Enuncia y anota. Ver Figura 4.46 con el registro

L24, Ulises finalmente registra el valor de x y establece ambas coordenadas.

figura 4.45.
Ay, .' 3)3

j\( ‘:"‘(j’“\' ‘ i’l \, _’,))
Figura 4.45. Registro escrito de las coordenadas de A en funcién de t

Adriana verifica la expresion ﬂ correspondiente a x, dando tres valores
distintos a t (ver Figura 4.46) con lo cual valida su resultado, no obstante y tal
como se puede observar en la figura 4.45, la abscisa no termina de establecerse
por completo en funcion de t, lo cual acarreard un problema mas adelante, en L31,
al tratar de aplicar la C-prueba ya sistematizada en la cual se introduce la expresion

generalizada del punto A para después aplicar el arrastre con el deslizador.

Figura 4.46. Verificacion de las coordenadas de A con distintos valores de t
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escrito con los diferentes valores de t,y , x2. Valida
ubicando el deslizador en cada valor de t y constata
los resultados obtenidos en su calculadora con los
valores de las coordenadas que aparecen en la vista
algebraica de GeoGebra].

L30 P: ;Como usarias el programa para saber que
estas coordenadas son validas para cualquier valor de
t?

L31 U: Introducimos un punto pero en valor
diferente y vemos si coincide con A. Vamos a ponerle
P [Enuncia e introduce en la barra de entrada:
(sgrt(t*y), (t*3)). Aparece en la vista algebraica de
GeoGebra lo mostrado en la Figura 4.50. Existe un
error al introducir el punto P porque las
coordenadas no se encuentran ambas en funcion de

t pero en ese momento no se percatan de ello] [...]

Andlisis estructural del Episodio 3 (Tipos de razonamiento)

Di:x2=y-t —I—u:ﬁ:(?}

W, :Operacion contraria

By:x = x4
Figura 4.47. Primer momento: Deduccidn para la obtencién de la abscisa de A

El razonamiento detras del argumento principal, primer momento, en el tercer
episodio, se analiza con el modelo de la figura 4.47, en el cual se parte de un dato,
Ds, que es la ecuacion de la parabola que brinda el problema. Se asume que
Adriana conoce que A es vértice del tridngulo equilatero AOB y al mismo tiempo,
pertenece a la parabola pues ésta es su “rastro” o lugar geométrico. De acuerdo a
lo explicado en la seccion 1.2.10, figura 1.5, el respaldo de un argumento puede
considerarse un simil de la palabra “Considerando”, por esta razon ese hecho es el
respaldo B,. El dato Dy, es entonces la ecuacion de la parabola del problema (x? =
y - t) y aplicando la operacion contraria a la potenciacion (radicacion), se llega a
la afirmacion Cq: x4 = \/ﬁ La operacion contraria es la base que fundamenta
el resultado, por lo tanto es la garantia W5 del argumento. El razonamiento de la
figura 4.47 es el correspondiente al de las lineas L23-L29 en el didlogo en un

primer momento.
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Una vez encontradas ambas coordenadas (afirmaciones Cz y C¢), en un segundo
momento, se establece el punto A(,/y - t, 3t) tal como se muestra en la figura 4.48.
Pero la abscisa aun no depende por completo del pardmetro t lo cual provoca que
al introducir en la barra de entrada P con estas coordenadas, éste no aparezca en
la grafica como un punto, sino como un segmento de recta, lo cual constituye un
error en la prueba cuyas causas no pudieron identificarse en ese momento (Figura

4.49). Debido a esto, no logran completar la C-prueba a pesar de la validez de su

conjetura.

Dg: Cs, C, »C;:Dy: () Ay - ¢, 3t)

W, Prueba de arrastre (Fallida)

Figura 4.48. Segundo momento: Deduccién para establecer las coordenadas de A

t=1

) o
4 £ |e

Figura 4.49. Al introducir P(/y - t, 3t), se genera un segmento de recta
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Andlisis referencial del Episodio 3 (Estructura de control)

En la figura 4.50, se indica que la estructura de control £; comienza con la
aplicacion de la operacién contraria, en este caso radicacion, y culmina con la
prueba de arrastre X, del segundo momento de este episodio (ver figura 4.51).
Sin embargo, es importante aclarar que la operacién contraria propiamente dicha,
de acuerdo con lo explicado en la seccion 1.2.11 es un operador, no obstante, se
incluye como parte de la Estructura de control, asi como se ha hecho en
argumentos anteriores, solo por cuestiones practicas ya que la operacion
interviene de manera importante en el proceso de validacion de la expresion de

las coordenadas.

Ws: Operacion contraria

E3: Operacion algebraica de radicacién y
Prueba de arrastre Iy

Figura 4.50. Primer momento: Estructura de control para la garantia W5

Wy: Prueba de arrastre (Fallida)

Z3:(B) Introduce coordenadas en la barra de
entrada y arrastra Deslizador GeoGebra

Observa: l

| No se genera el punte P sino un segmento de recta |

Figura 4.51. Segundo momento: Estructura de control para la garantia W,
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Andlisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador Episodio 3
(Razonamiento ascendente y descendente)

En el primer momento, se introduce una expresion algebraica (generalizada) del
punto Py en el segundo, se arrastra el deslizador con lo cual se observa como se
comporta la construccion geométrica con lo cual se puede observar un
razonamiento de tipo descendente. Tal como ya se ha reportado, GeoGebra no
generd el punto esperado, debido a que en la expresién de la abscisa \/F falto
sustituir el valor de y = 3t y hacer la reduccién correspondiente. A falta de ello,
el programa genero el lugar geométrico de la serie de puntos con abscisa \/F y
ordenada 3t en el intervalo de t especificado. Por tal motivo no les fue posible
validar el resultado como ya se habia hecho de manera sistematica en gran parte
de los episodios mostrados y la C-Prueba no se concluye en este caso; no obstante,

se continda con la obtencion del area del tridngulo ABO.

Episodio 4: Obtencion del &rea del triangulo Figuras y Andlisis de la argumentacion. Episodio 4

L32 P: [...] Ahora hay que obtener el area para
cualquier valor de t.
L33 U: (...) Si volteamos esta parte hacia aca seria

un rectangulo, entonces el area es igual a raiz de ¢t

por y, por t por 3 [Ver Figura 4.52]. (...)Para t = 3,

°lo

Figura 4.52. La mitad del triAngulo AOB se invierte
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el area es igual a raiz de 3 por y, por 3 por t. Ahora
tesdyyesl2 Entonces para t =4, y es 12
[Adriana obtiene el &rea para el valor particular de
t =4 y comprueba con el valor arrojado por
GeoGebra. Figura 4.53].

Para la obtencidn del area, Ulises se da cuenta que el area del triangulo AOB
equivale a la del rectangulo de diagonal AO (ver figura 4.52). En dicha imagen,
los puntos en rojo se marcaron para indicar los vértices del triangulo que se
invirtio. Dicho rectangulo tiene como superficie (,/t - ¥)(3¢). En la figura 4.53 se
muestra la expresion y su verificacion para el caso particular de t = 4. Como se

observa, no llegan a obtener el valor simplificado del area: 3v/3 - t2, debido al

error ya comentado.

U

Figura 4.53. Obtencion del area del triangulo AOB: Registro escrito

Andlisis estructural del Episodio 4 (Tipos de razonamiento)

Cg: Rotacion de la mitad del

D:(?7)A=4T-y=3t
AAOB —I_' 72 (7) y

Ws:Férmula A =b-h

Bg: Comprobacion parat =3, t = 4
Figura 4.54. Razonamiento abductivo para la obtencion del area del
triangulo AOB
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El razonamiento para la obtencion del area del triangulo AOB (ver figura 4.54),
comienza con una rotacion figural, lo cual es un hecho observable a partir del
conocimiento de que el area de un tridngulo equivale a la mitad de la del rectdngulo
con la misma base. La rotacion y conformacion del rectangulo es la afirmacion Cg
de la cual se parte, para llegar a la obtencion de la expresion generalizada de tipo
algebraico Dg. La garantia W5 es el conocimiento de como obtener el &rea de un
rectangulo y la comprobacion numérica hecha a base de calculos con dos distintos
valores de t asi como su consecuente comprobacion con los valores de las
coordenadas arrojadas en la vista algebraica de GeoGebra es el respaldo que

fortalece la garantia.

Andlisis referencial del Episodio 4 (Estructura de control)

We:Formula A =5 - h

X'5: Cilculos para casos particulares
t=3, t=4: By
Comparan: 1

Valores de registro escrito con resultados del area
de la Vista algebraica de GeoGebra

Figura 4.55. Estructura de control para la garantia Ws

En este caso, la estructura de control, esta dada primordialmente por los calculos

que los estudiantes realizan con lapiz y papel para los casos particulares
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enunciados en la figura 4.55. La verificacion de los resultados con los resultados
arrojados por GeoGebra permiten validar la expresion del area. Este medio de
control, aunque le hemos llamado estructura, no es algo sistematicamente

utilizado por los estudiantes en los casos de esta investigacion.

Analisis de los Procesos Cognitivos con el uso del deslizador Episodio 4

(Razonamiento ascendente y descendente)

De acuerdo con la figura 4.52, la mitad del triangulo AOB se invierte y de ahi
se infiere que el area de AOB equivale a la de un rectangulo de base x, y altura
v4; €l razonamiento al ir del analisis de la figura a la determinacidn de la expresion
algebraica, es de tipo ascendente y esto puede constatarse debido a que se presenta
abduccion. Después, al verificar con casos particulares, se lleva a cabo la
validacién de la expresion y el razonamiento se torna descendente porque va de lo

algebraico a lo numérico.

El andlisis global del caso de Adriana y Ulises se muestra en la figura 4.56. El proceso de resolucion y prueba de este equipo, es muy
similar en estructura al primer caso de estudio: el de Joel y Alejandro, a pesar de tratarse de un problema distinto. En este sentido, es
importante sefialar que inicialmente, en ambos, se presenta razonamiento abductivo, pero en el caso de Adriana y Ulises la abduccion no
es por descubrimiento sino por explicacion pues se toma como cierta la afirmacion C; referente a la posicion hipotética del punto A para
la cual se genera el triangulo equilatero. Ademas, como ya se ha explicado, y como se muestra en la figura 4.56, la C-Prueba no se logra
completar a cabalidad a pesar de haberse completado el proceso y de ser correcta la solucion.
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Episodio 1. Abduccion

[§4) Simbologia:
Cy I 0, = . | Aftrmacidn o aseveraciin
Coordenadas de A, en
w,  [Tunciéndet - Afirmacidn abjetive o Conclusisn
l ) Dus
By , Afirmacion de un argumento que sirve como Dato del siguiente
. Episodio 2 C-Prueba
Dy |— If-‘z_/,-l Induccion (Mo mﬂ‘m /_, Garanta o Respalds explicite
— o
. S
D, —r %jJ | : .:sz,. (’ \/) Garantin o Respaldo implicito
' W Ya=3-1
ﬂ* — c. | z
y . [ Episodio 4.
Abduccion
b
E! e ('} {ﬂ]
e
—l : H i .
! . | @ G| | o
Hl #
/ A(Jy t.31) ;
W, We Area=(Jt-y)(3-t
Episodio 3. Primer " Episodio 3. Segundo 4 WERE-t)
momento: Deduccién Garantia momento: Deduccidn |
) Fallida
x, =yt
W, .
|
By
/

Figura 4.56. Fragmento de la resolucion del Problema 2 de Adriana y Ulises: Esquema para el andlisis global
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CAPITULOS
CONCLUSIONES Y PROSPECTIVAS DE INVESTIGACION

5.1 INTRODUCCION

Los casos reportados en este documento, tal como se aclaré en el Capitulo 3, se eligieron por
su capacidad explicativa mas que por su representatividad. La combinacion de las diferentes
teorias utilizadas en el Marco Conceptual y nuestra propuesta para adecuarlas en la
interpretacion de la informacién, ayudaron a ajustar dichos presupuestos teoricos al contexto
particular de estudio y retomar sélo aquellos elementos Utiles. Resulta importante resaltar
dos adecuaciones tedricas llevadas a cabo en esta investigacion:

e De todos los elementos que componen el modelo CKC para el analisis referencial (analisis
de las concepciones), se retomé Unicamente la Estructura de Control y su relacion con el
razonamiento.

¢ EIl concepto de razonamiento ascendente o descendente de Arzarello, al momento de ser
utilizado para el estudio del papel de la herramienta deslizador en la generacion de
abduccion o induccion, se amplia considerando no solo el paso del registro figural al
algebraico (y visceversa), sino también, una etapa intermedia que es el paso por el registro
numeérico, es decir, consideramos que con el uso del deslizador GeoGebra, el nivel de
abstraccion del razonamiento puede ir de lo figural a lo numérico y posteriormente al
algebraico (y de forma inversa también), facilitando la capacidad para generalizar
resultados que ayuden a probar o a refinar conjeturas que al inicio se elaboran
preponderantemente de forma visual.

Ademéas de las contribuciones para la adecuacion de los presupuestos tedricos, a
continuacién, se presentan las respuestas a las preguntas de investigacion, y ciertas
prospectivas de investigacion que juzgamos factibles para ampliar las propuestas del uso del
software para la promocion del razonamiento matematico natural de los estudiantes y para el

mejoramiento del proceso de prueba por argumentacion.
5.2 RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS DE INVESTIGACION
1) ¢Qué caracteriza a la prueba en Geometria Analitica, llevada a cabo por estudiantes de

bachillerato construida a través de la argumentacion con ayuda del software GeoGebra? En
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la seccion 1.2.8, se definié una C-prueba como la validacion mediante una estructura de
control utilizada por costumbre en clase. En este documento se reportan 3 casos distintos
que explican diferentes modos de utilizar de las herramientas de GeoGebra, en particular el
deslizador durante la validacion de cada afirmacion. De forma general, la estructura de
control utilizada a lo largo del proceso de obtencidén de cada C-prueba se menciona a
continuacion:

Caso de Joel y Alejandro: Para el Problema 1, obtienen una expresion algebraica del lugar
geométrico propuesto en la conjetura inicial con ayuda del deslizador GeoGebra
(Generalizacion de un patron numérico de casos particulares) e introducen la expresion en la
barra de entrada de la ventana del programa para llevar a cabo la prueba de arrastre utilizando
el mismo deslizador.

Caso de Martin y Ricardo®®: Se obtienen las expresiones algebraicas del centro y del radio
del lugar geomeétrico (circunferencia) establecido en la conjetura inicial. Se pretende sustituir
estas expresiones en la formula (x —h)? + (y — k)? = r2. No obstante, no se logra
completar el proceso. Este caso en particular resulta interesante porque no se utiliza de forma
preponderante el deslizador, en su lugar, resulta importante el uso de un trazo auxiliar sobre
la figura en la vista grafica y el uso de célculos algebraicos. El proceso de prueba descansa
mas sobre la observacion de las figuras geométricas mas que en un proceso de razonamiento
inductivo de generalizacion de casos particulares como en el caso anterior.

Caso de Adriana y Ulises: El proceso de resolucion comienza con un trazo auxiliar y
posteriormente combina el uso del deslizador (para la generalizar casos particulares como en
el Caso de Joel y Alejandro) pero validan las expresiones obtenidas mediante la
comprobacion con casos particulares con calculos llevados a cabo utilizando lapiz, papel y
calculadora. En este caso surge un inconveniente que impide realizar la C-Prueba con la
Estructura de control acostumbrada (uso del deslizador en la prueba de arrastre).

e Conclusion respecto a la respuesta de la primera pregunta de investigacion:

La C-prueba en el contexto de estudio, gira en torno a la validacion de una expresion
algebraica que generaliza casos particulares utilizando principalmente la herramienta
deslizador o mediante la comprobacion utilizando calculos a lapiz y papel. No obstante,

también se presenta el caso del uso de trazos auxiliares y la utilizacion de férmulas de lugares

33 En este caso se reporta Gnicamente la etapa final del proceso de prueba, tal como se explicé en el Capitulo 4.
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geomeétricos, asi como de operaciones algebraicas para lo cual, el uso del deslizador no es
preponderante. La prueba entonces se caracteriza por ser un tipo particular de
argumentacion validada con ayuda del software y mediante una préactica de generalizacion.
El razonamiento empleado a lo largo del proceso de la obtencion de la C-prueba se explica
en la respuesta de la pregunta 3. Durante el proceso de obtencion de una C-prueba, como ya
se menciond, se utiliza cierta estructura de control para ir validando resultados parciales hasta
culminar en la validacion de un resultado final. De eso trata la respuesta a la pregunta 2 que
se da a continuacion.

2) ¢Cuadles son las practicas recurrentes utilizadas al resolver problemas de Geometria

Analitica con GeoGebra en los cuales se busca llegar a una prueba generalizada de tipo
algebraico? Los medios para la toma de decisiones o para validar resultados (estructura de

control) y los casos en los cuales se presentan se enlistan en la tabla 11.

Tabla 11
Resumen de las Estructuras de control con los casos y los episodios donde se presentan
Estructuras Casos Episodios
A) Uso del deslizador para mover la figura Joel y Alejandro 1,4
y generar conjeturas a partir de Martin y Ricardo 1
visualizacion
B) Uso del deslizador para generalizar un Joel y Alejandro 2,3y4
patron numérico y para efectuar la Adriana y Ulises 2

prueba de arrastre

N o Joel y Alejandro 4
C) Trazo auxiliar y visualizacion de la . .
. . . Martin y Ricardo 2
figura moviendo el deslizador . .
Adriana y Ulises 1
D) Uso del deslizador para generalizar Martin y Ricardo 2
un patrén numérico y comprobacion Adriana y Ulises 3
mediante calculos a lapiz y papel.
E) Visualizacion y rotacion de una figura Adriana y Ulises 4

en la vista grafica de GeoGebra sin
realizar trazo auxiliar alguno.

Con la informacion de la tabla 11 es posible enlistar los tipos de Estructuras de control (A,
B, C, D y E) mostrados en la tabla 12.
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Tabla 12

Resumen de las Estructuras de control con los casos y los episodios donde se presentan

Casos Episodios Estructuras de Control
1 A

Joel y Alejandro 2 B
3 B
4 AB,C

Martin y Ricard ! A

artin y Ricardo 5 cD
1 C
, : 2 B

Adriana y Ulises
3 D
4 E

e Conclusidn respecto a la respuesta de la segunda pregunta de investigacion:

En latabla 12, se puede observar que la Estructura de control que mas se presenta en el total
de episodios es la representada con la letra B. Esto significa que la practica mas frecuente
es el uso del deslizador para generalizar un patrén numérico y para efectuar la prueba de
arrastre. La que le sigue en frecuencia es A: Uso del deslizador para mover la figura y
generar conjeturas a partir de visualizacién. Como se puede observar, la practica del uso del
deslizador configurado con valores enteros, ayuda no solo a la practica de generalizar y

realizar el arrastre sino también a la formulacion de conjeturas.

3) ¢Como intervienen la abduccion y la induccion durante la resolucion de este tipo de
problemas y de qué forma se relacionan estos razonamientos con el uso de GeoGebra? Para
responder esta pregunta es necesario aclarar nuevamente que la argumentacion en este trabajo
es un medio para poder analizar los tipos de razonamiento. Entonces, retomaremos la
informacién de las figuras 4.21, 4.36 y 4.56, las cuales muestran los esquemas de analisis
global de los procesos de argumentacidn, los cuales se integran con los Modelos de Toulmin
de cada episodio encadenados para visualizar el proceso completo de la C-prueba en cada
caso. En esas figuras, para cada episodio, se indican también los razonamientos empleados
en cada argumento particular. Considerando la informacion de tales esquemas, agregamos

una columna mas a la tabla 12 generando asi la tabla nimero 13:
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Tabla 13
Resumen de las Estructuras de control y los tipos de razonamiento generados
Casos Episodios  Estructuras Razonamiento
de Control
1 A Abduccion por descubrimiento
2 B Induccion
Joel y 3 B Primer momento: Induccion
Alejandro Segundo momento: Deduccion
4 Primer momento: Abduccion por explicacion
AB,C y
Segundo momento: Induccion
1 Primer momento: Deduccion
A Segundo momento: Abduccion por
Martin 'y descubrimiento
Ricardo 2 Primer momento: Abduccién por descubrimiento
CD Segundo momento: Abduccion por explicacion

Tercer momento: Deduccion

1 C Abduccioén por explicacion
) 2 B Induccién
Adriana 'y - —
Ulises 3 D Primer momento: Deduccién
Segundo momento: Deduccion
4 E Abduccion por descubrimiento

¢ Conclusidn respecto a la respuesta de la tercera pregunta de investigacion:

Atendiendo a la informacion de la tabla 13, es posible observar que en los tres casos el
proceso comienza con razonamiento abductivo, se presenta induccién en las etapas
intermedias y en dos casos se concluye con Deduccion. Es importante resaltar el caso de
Martin y Ricardo el cual comienza con razonamiento deductivo, pero esto se debe a que al
inicio deducen las coordenadas de un caso particular (a partir de la férmula para la ecuacion
de la circunferencia con centro fuera del origen de coordenadas); no obstante, el proceso de
resolucion generalizada inicia con abduccion por descubrimiento. Por otro lado, al no utilizar
la Estructura de control Tipo B, transitan de razonamiento abductivo a deductivo sin pasar
por induccion. Podemos interpretar la razon de este hecho en que la resolucidn de este equipo
se basé en un trazo auxiliar y en la observacion del comportamiento geométrico de las figuras
en la vista grafica de GeoGebra, situacion que seria aconsejable retomar para investigaciones
posteriores. Asi, constatamos que la manera en la cual intervienen los tres tipos de

razonamiento obedece a lo planteado por Belluci (2018) en la seccidn 1.2.14, referente al
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hecho de que una hipotesis (0 conjetura) se sugiere mediante abduccion, se valida mediante
induccion y puede explicarse por deduccion. Ahora, en cuanto a la relacion entre el uso de
las herramientas de GeoGebra y el razonamiento generado, observando la misma tabla 13, es
posible percatarse que no existe un patron definido de relacion, no obstante, cuando se utiliza
el deslizador para mover las figuras y generar conjeturas a partir de visualizacion
(Estructura de control Tipo A), el razonamiento implicado generalmente es abduccién por
descubrimiento y cuando se utiliza el deslizador para generalizar un patron numérico y para
efectuar la prueba de arrastre (Estructura de control Tipo B), el razonamiento generado
inicialmente es induccion. Por otro lado, atendiendo al nivel de abstraccion logrado en cada
episodio cabe recordar que la abduccion da lugar a razonamiento ascendente, es decir, que
evoluciona de lo perceptivo a lo méas abstracto (teorico), el razonamiento inductivo, genera
también razonamiento ascendente, pero tal y como se aclaré en su momento, este no parte de
la percepcidn de la figura, sino de datos numéricos que evolucionan hacia la obtencién de

una expresion algebraica.

5.4 PROSPECTIVAS DE INVESTIGACION

En dos de los casos reportados en el presente trabajo, la obtencién de la C-prueba no se
llevo a cabo por completo. En ambos casos, posiblemente la intervencion adecuada de la
profesora-investigadora hubiera propiciado que se concluyera el proceso de prueba, y es en
este sentido que se posibilita continuar con la linea de investigacion referente a la
intervencion del profesor en el proceso de argumentacién y prueba. La intervencion exitosa
en este tipo de situaciones no resulta facil, mas ain cuando existen muchas variables por
controlar durante la experimentacion. Pedemonte (2018) sugiere algunas pautas de
intervencion en la misma linea de investigacion de la Unidad cognitiva. Resultaria interesante
retomar dichas pautas y complementarlas investigando mas al respecto. Por otro lado, resulta
importante resaltar lo referente al Disefio de problemas de Geometria analitica para incentivar
un analisis mas geométrico (tal vez de forma similar al del caso de Martin y Ricardo) con el
objeto de promover en mayor medida el transito de razonamiento abductivo al deductivo.
Esto puede llevarse a cabo analizando el uso de otras herramientas de GeoGebra por medio
de problemas mas simples como los adaptados en las actividades preliminares de esta

investigacion o mejor aun problemas de contexto. Por Gltimo, cabe recordar que la presente
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investigacion es un estudio de casos cuyas propuestas vertidas a lo largo del trabajo debieran
ponerse a prueba en investigaciones mas amplias de caréacter cuantitativo; esto podria llevarse
a cabo adaptando problemas mas simples como los redisefiados en las actividades

preliminares de esta investigacion.
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ANEXOS

ANEXO 1: PROBLEMAS ADICIONALES IMPLEMENTADOS EN LA FASE 1 DE LA PRIMERA

ETAPA DE INVESTIGACION (ESTUDIO PILOTO)

El &rea de un tridngulo cuyos vértices son (a, 6), (2, a), (4,2) es 28. Encuéntrense los valores

Problema |
de a.
10
a=-4
8 n
A=(-4,6) 4
o 8
N
N, T c=@2)
Area de ACB =28
& -4 -2 09 2 /4 5 8 10
—24 N
-4 !
B=(2 -4)
-6
Problema |1

a=10
.
?\\B =(2,10)
\A = (10, 6)
/,').

Area de ACB =28

C=(4,2)

2 4 6 8 10 12 14 16

La base de un triangulo isosceles es de 6 unidades; cada uno de sus lados iguales es de 5
unidades. Su base esta sobre el eje x, bisecada por el origen. ¢Cudles son las coordenadas de

sus vértices? (Dos casos) 10

Problema 111

El lado de un triangulo equilatero es de a unidades. Sus medianas se cortan en el origen. Uno
de los lados es paralelo al eje x y esta por debajo del mismo. ¢Cuales son las coordenadas de

sus vértices? ;
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ANEXO 2: ACTIVIDADES ADICIONALES IMPLEMENTADAS EN LA FASE 2 DE LA PRIMERA

ETAPA DE INVESTIGACION

I Guia Réapida de Referencia (Actividades A, B 'y C)3

¢ Qué es GeoGebra? Un conjunto unificado y facil de usar que conforma un potente

programa de Matemaética Dinamica. Un utilitario para ensefiar y aprender en todos los niveles

educativos. Un encuadre versatil en el cual se conjugan geometria interactiva, algebra, el

calculo propio del andlisis y de las estadisticas y sus registros graficos, de organizacién en

tablas y de formulacion simbolica. Una fuente abierta del programa libre accesible en

www.geogebra.org

Lo Primero a Destacar:

e GeoGebra facilita a los estudiantes la creacion de construcciones matematicas y
modelos para las exploraciones interactivas y los sucesivos cambios de parametros.

e GeoGebra es también una herramienta de autoria que les permite a los docentes
crear paginas-web interactivas, seleccionarlas de entre las que colegas de todo el mundo
ofrecen para compartir las producciones en www.geogebratube.org.

Al abrir GeoGebra, aparece la siguiente ventana:
| ana V

e
=
[CEec-m

‘ Enrada @

Guiando con el raton (o mouse) los Utiles de la Barra de Herramientas pueden trazarse
construcciones en la Vista Gréfica a partir de elementos cuyas coordenadas o ecuaciones
aparecen, en simultaneo, en la Vista Algebraica: lo geométrico y lo algebraico en GeoGebra,
se complementan y se registran uno junto al otro.

En la Barra de Entrada pueden anotarse directamente coordenadas, ecuaciones, comandos
y funciones que pasaran a representarse en la Vista Gréfica al ingresarse pulsando Enter
(Intro en algunos teclados). Comenzaremos con algunas construcciones de tipo geomeétrico.
Primer Ejemplo: Circunferencias en un Triangulo.

Tarea: A) Construir un triangulo y una circunferencia inscrita

/

34 Guia de Referencia Répida de GeoGebra 4.2 www.geogebra.org — Traduccion de Liliana Saidon. Incluye Las
tres primeras Actividades de la Fase 1 de la Primera etapa.
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Construccién Guiada por el Raton o Mouse
Preparativos: Abrir el menud Disposiciones y seleccionar Geometria.

Pasos de la Construccion:

Seleccionar de la barra de herramientas, la de “Poligono”. Ahora,

1 &= | unclic tras otro en la Vista Gréafica, permite crear los vértices A, B, y C de un triangulo
,',J‘ que se cierra reiterando un clic sobre A.

Elegir la “Bisectriz”: (un clic sobre el cuarto botén que aparece en la barra de
herramientas, despliega todas las disponibles y activar la cuarta, la Bisectriz). Para trazar|
las de un par de angulos, basta con indicar los tres puntos que los delimitan, en sentido|
anti-horario con el vértice siendo el segundo punto laterales: B, C, A parauno y A, B, C

Con la herramienta “Interseccion de Dos Objetos”, indicando

3 X ambas bisectrices, queda establecido el punto del centro de la circunferencia buscada.

Para llamarlo “O”, basta con un clic derecho sobre el punto (Mac OS: ctrl-clic) y elegir
“Renombra ” del menu contextual desplegado.

Se traza la “Recta Perpendicular ” desde “O” al segmento a (del lado que une a B

con C.

Se vuelve a emplear la herramienta “Interseccion de Dos Objetos ”

para que quede establecido el de la perpendicular con el lado a,

“E”. Atencidn: Es importante distinguir que lo que se interseca sea la perpendicular con

el lado, no con el triangulo que es una alternativa también posible pero errénea en este

Con “Circunferencia dados su Centro y uno de sus Puntos” se

6 —w | completa la construccién con un clic en el punto centro O y otro en

Q} el de interseccion recientemente creado, “E ”.

Con “Elige y Mueve ” se puede emplear el ratén o mouse para

7 desplazar los vértices del tridngulo y notar como toda la construcciéon se ajusta
% dinamicamente a los cambios, manteniendo las relaciones establecidas que dan lugar a

la circunferencia correspondiente.

Algunas Pistas:

3 @ Los botones de “Deshace ly

“Rehace” en la esquina derecha de la barra de herramientas son muy utiles para el
desenvolvimiento de cualquier construccion y conviene emplearlos al menos
tentativamente

&
Para ocultar un objeto, basta con apuntarlo y con un clic derecho (en SO Mac, Ctrl-

clic) y en el menu contextual desplegado, quitar la tilde a Muestra Obijeto.

% Para cambiar la apariencia de los objetos, (color, tipo de trazo...) se puede emplear
la barra de estilo: un clic [(*) en el margen superior de la Vista Gréfica, lo expone u oculta.

Para méas opciones, basta con un clic (en Mac OS: Ctrl- clic) sobre el icono de ﬁ"

Propiedades de GeoGebra y seleccionar D Objetos del menu.
I H Los Ejes y la Cuadricula pueden mostrarse u ocultarse empleando la Barra de
Estilo.

Se pueden seleccionar diferentes vistas como la Vista Algebraica, Grafica, Hoja
de Calculo y/o CAS de Algebra Simbdlica, segun se tilden o no en el ment “Vista”, o
en la barra lateral de Apariencias (a la derecha de la Vista Gréfica).

«  Para desplazar la construccion en la Vista Gréfica, basta con seleccionar la
herramienta que “Desplaza la Vista Grafica” y arrastrarla con ayuda del mouse o raton.
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% El Protocolo de Construccion es un item del mena Vista en cuya ventana emergente
se lista la secuencia de construccion (para revisarla paso a paso y cambiar el orden o
modificarla). Usando los botones correspondientes se puede volver a realizar la
construccién paso a paso. En su propio menu se fija la lista exhaustiva de datos a ostentar
por cada paso de construccion. Ademas, se pueden desplazar las filas de cada paso hacia
arriba o abajo para modificar el orden de los pasos.

Tarea: B) Construir ahora una circunferencia circunscrita al tridngulo

/

\
\ /
\ /’ Circunferencia inscrita /
N e
\ / P
/
/
N K

Vg

Preparativos: Oculta la perpendicular al lado BC asi como las bisectrices.

Pasos de la Construccion:
Seleccionar de la barra de herramientas, la de mediatriz y obtener la mediatriz de los lados
AByAC.

1

iy
2 X Ubicar el punto de interseccién de ambas mediatrices.

3 Seleccionar de la barra de herramientas, la de circunferencia dados el centro y un punto
| - -
)] sobre la circunferencia.

4 Seleccionar la herramienta Texto y coloca el nombre a cada circunferencia.
ABC

Construccion utilizando la Barra de Entrada

Preparativos: Vamos ahora a llevar adelante la construccién de la circunferencia inscrita,
pero usando la barra de entradas, por lo que recomenzamos todo pidiendo Nuevo del menu
Archivo. Abrimos el mend Disposiciones para seleccionar Algebra y Gréficos.

Pasos de Construccion:

Veamos como construir el mismo tridngulo desde la Barra de Entrada.

Entrada © l

Comenzamos por abrir una nueva hoja de trabajo (Archivo — Nuevo) e introducir los
siguientes comandos en la Barra de Entrada (al pie de la pantalla), pulsando Enter (Intro en

algunos teclados) al final de cada linea.
A=(2,1)
B =(12,5)
C = (9, 11) Poligono
[A, B, C]
Circunferencialnscrita [A, B, C]
b_a = Bisectriz[A, B, C]
b_b = Bisectriz[B, C, A] M
= Interseca[b_a, b_b]
Algunos trucos:
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e Auto completado de comandos: después de ingresar las dos primeras letras de un
comando, se completa una palabra sugerida. Si se trata del comando deseado, basta
pulsar Enter (Intro en algunos teclados) pero si no es asi, se continda tecleando el
nombre del comando.

e No es necesario teclear el nombre de cada comando: es posible seleccionarlos de la
lista situada a la derecha del campo de entradas.

e Un clic sobre el boton Ingresa (a la izquierda) activa el modo Campo de entradas que
permite introducir directamente un objeto, simplemente eligiéndolo

con un clic en la Ventana de Algebra o en la Zona Gréfica.

e Una ventana expone explicaciones més detalladas al respecto al pulsar el boton de
Ayuda con un clic sobre el correspondiente boton de la izquierda.

e Combinando las ventajas de las dos formas de trabajo posibles, mediante el mouse o raton
y con la introduccion de comandos, se obtendran los mejores resultados con GeoGebra.

e En la barra de menu de windows elige Opciones, después elige Avanzado y después
preferencias vista grafica. En Barra de Navegacion elige Muestra. Aparecera una barra
con la cual podras ver los pasos de tu construccion a manera de reproduccién

Ejemplo 2: Resolucién de un Sistema de Ecuaciones

Desafio: Resolver un sistema de ecuaciones lineales por método de suma y resta.

Preparativos: Pulsando la flecha en el borde lateral derecho de la Vista Grafica, en
xX=

Apariencias, seleccionar CAS y Gréficos. La sigla CAS refiere a algebra simbdlica
computacional. Es importante tener en cuenta que la Vista CAS de Calculo Simbolico
solo esté disponible a partir de GeoGebra 4.2 en adelante.

Pasos de Construccion: Se deben anotar los siguientes comandos en las filas de la vista CAS,
pulsando Enter (Intro en algunos teclados), después de cada linea.

1 g:2x+y=5 ... paracrear la recta g
h:x-3y=4 ... paracrear larecta h
2
g-2h Se restan las ecuaciones para eliminar la variable x
3
) Ingresar) para obtener el resultado de la linea previa. Ahora, basta
4 con teclear /7 para obtener (7y = -3)/7
5 Sustituye[g, y=-3/7 ] Sustituye y por -3/7 en la primera ecuacién g.
ox 3T o5 Ahora, un clic en la herramienta Resuelve
6 1o para obtener la solucion de x también.
Resuelve {x: 7 }
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1917 Clic en las filas con los resultados para x y para y.

7 - , (x— 2713 Click en Resolucion numérica (aproximacion).
Resoluciont = 2.

y=(-3)7
ResoluciénM: {y = —0.43}

Algunos Trucos: La vista CAS permite trabajar con fracciones, ecuaciones y formulas que
incluyan variables indefinidas, de modo que los estudiantes puedan incursionar en este tipo
de tareas con GeoGebra.

15 Para manipular solo una parte de una expresion, basta con seleccionarla con el
moUse’ o raton y a continuacion un clic sobre la herramienta, por ejemplo, Factoriza, que
afectara a la expresion escogida.

X =

La solucion también se puede determinar inmediatamente, definiendo f(x) y g(x) en
el ejemplo previo, seleccionando ambas filas y aplicando la herramienta que Resuelve.

Mas informacion:

Software http://www.geogebra.org

Pagina web de GeoGebra www.geogebra.at en la cual

encontraran tanto informacion complementaria y diversificada
como la Gltima version del programa.

Manual y Tutoriales http://wiki.geogebra.org
GeoGebra en Tube http://www.geogebratube.org
Ejemplos y Materiales (Banco de | www.geogebra.at/en/wiki
Recursos

Foro de Usuarios http://www.geogebra.org/forum

Tarea: C) Construye un triangulo con sus tres Alturas, medianas, mediatrices, bisectrices
y sus tres angulos. Con el uso de la barra de herramientas obtén su &rea y su perimetro.

1. Actividades D, D2, E, E2 Y F.

Tarea: D) Resuelve el siguiente problema utilizando GeoGebra y contesta la siguiente
pregunta. Guarda el archivo en la USB con el nombre “Tarea D”.

Liconsa va a colocar una lecheria cercana a tres pueblos no colineales de tal forma que la
distancia que recorran los habitantes de cada localidad a la lecheria sea la misma. ¢Do6nde
debe ubicar Liconsa su lecheria y por qué?

Tarea®: D2) Resuelve el siguiente problema utilizando geogebra y contesta la siguiente
pregunta. Guarda el archivo en la USB con el nombre “Tarea D2”.

A) Activa la apariencia Algebra con el plano cartesiano.

B) Crea 2 deslizadores llamados h y b (dar un intervalo de 1 unidad a cada uno de ellos).

C) Ubica tres puntos: A(0,0), B(b,0) y C(0, h).

D) Traza una paralela al eje x que pase por el punto C.

E) Coloca un punto D sobre esta Gltima recta.

3 Para llevar a cabo las Tareas D y E, los grupos de la asignatura de Geometria Analitica a cargo se dividieron
en dos secciones, por esa razén se aplicaron dos versiones distintas de cada una.
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F) Traza un triangulo A, B, D

1. ¢Simueves el punto D (sin mover A ni B) cambia el area del triangulo? ;Por qué?

2. ¢Qué sucede con el &rea si mueves el punto B (sin mover A ni D)? ¢Por qué?

3. ¢Que sucede con el area si ahora mueves el punto C? ¢Por qué?

4. Utilizando las variables de los titulos de los deslizadores, escribe la expresion para
representar el area de cualquier tridngulo observado en tu construccion.

Tarea: E) Sigue las instrucciones y resuelve el siguiente problema utilizando GeoGebra o
realizando los calculos necesarios a lapiz y papel (También puedes emplear el CAS) Contesta
las preguntas que se plantean. Guarda el archivo en la USB con el nombre “Tarea E_iniciales
de los integrantes No. Maquina”.

A) Activa la apariencia Algebra con el plano cartesiano.

B) Crea 3 deslizadores llamados a, b y ¢ (a los deslizadores a y ¢ dar un intervalo de 1 unidad,
al b dar intervalo de 0.1).

C) Ubica tres puntos: A(0,0),B(a,0) y C(b,c).

D) Unelos con un triangulo (Mueve cada uno de los deslizadores y observa como son los
desplazamientos de los vértices).

E) Traza dos medianas cualesquiera del triangulo.
F) Ubica el punto de interseccion de ambas medianas y némbralo F.

& Zubls? Recla con deslizadarggh

Archive |Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
NI N il =
Bl o || 2 B | )60 ] | N[ e | 222 | e

b Vista Algebraic| b Vista Grafica

z
3
a

o000 000

Segmento
® 8, =223
@ b =5385
®c =4

® d=1.803
¥ e=481
Triangule
® poligonot

K| <a || o> || 5D

G) Deja la coordenada c del punto C en la posicion que gustes. ¢Cudl es el lugar geométrico
del punto C al mover la coordenada b?

H) En general, para CUALQUIER posicion del punto C ¢Cuél es el lugar geométrico del
Punto C al mover la coordenada b? Escribe el nombre del lugar geométrico y Justifica tu
respuesta.

1) ¢Cual es el lugar geométrico del punto F al mover la coordenada b?

J) Para CUALQUIER posicion del punto C ¢Cual es la relacion entre ambos lugares
geométricos? Justifica tu respuesta.

Tarea: E2) Sigue las instrucciones y resuelve el siguiente problema utilizando GeoGebra o
realizando los calculos necesarios a lapiz y papel (También puedes emplear el CAS) Contesta
las preguntas que se plantean. Guarda el archivo en la USB con el nombre “Tarea E2_iniciales
de los integrantes_No. Maquina”.
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A) Activa la apariencia Algebra con el plano cartesiano.
B) Crea 1 deslizador llamado R (dar un intervalo de 0 a 20 y un incremento de 1 unidad)
C) Ubica un punto O en el origen del plano cartesiano.

D) Traza una circunferencia con centro en O y de radio R (con la herramienta circunferencia
centro-radio)

E) Con la herramienta punto en objeto coloca un punto E sobre la circunferencia.

F) Marca los puntos de interseccion de la circunferencia con el eje x y nGmbralos A y B.
G) Une los puntos A, B'y E con un triangulo.

H) Traza dos medianas cualesquiera del triangulo.

I) Ubica el punto de interseccion de ambas medianas y nombralo F.

J) ColocaR en el valor que quieras ¢ Cudl es el lugar geométrico del punto F al mover el punto
E?

K) En general, para CUALQUIER valor de R ;Cudl es el lugar geométrico del Punto F al
mover el punto E? Justifica tu respuesta.

L) ¢Cual es la relacion entre ambos lugares geométricos?
G) ¢Cual es la relacién entre los puntos E y F?

Tarea: F) Sigue las instrucciones y resuelve el siguiente problema utilizando GeoGebra.
Contesta las preguntas que se plantean.

A. Abre la apariencia Geometria.

B. Traza una circunferencia dado un centro y un punto sobre la misma.

C. Coloca un punto que se pueda deslizar unicamente sobre la circunferencia (Punto en
objeto). Renombra dicho punto como P.

D. Traza una recta tangente a dicha circunferencia que pase por P (Puedes emplear la
herramienta disponible). Mueve el punto P ;Como son el radio y la recta tangente entre
si? ¢Como podrias verificarlo? ;Cambia esta relacion si aumenta o disminuye el radio de
la circunferencia?

E. Oculta el punto B. Coloca otro punto sobre la circunferencia y nombralo Q. Traza una
cuerda PQ y su mediatriz. Mueve el punto P ¢Por donde pasa siempre dicha mediatriz?

F. Traza un triangulo APQ ¢Qué tipo de tridngulo es? Justifica tu respuesta

G. Genera un nuevo archivo.

H. Traza una recta dados dos puntos (después de trazada la recta oculta dichos puntos).

I. Coloca otro punto fuera de la recta y nombralo P.

J. Reto: Traza una circunferencia tangente a la recta que pase por P (Tip: Coloca un
punto M que se deslice por la recta; la circunferencia debera tocar ambos puntos: P y
M)

K. Traza el lugar geométrico que describe el centro de dicha circunferencia al mover el
punto M.
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Anexos

ANEXO 3: PROBLEMA ADICIONAL DE LA FASE 3 DE LA PRIMERA ETAPA DE INVESTIGACION
(ESTUDIO PILOTO)

AOC es un triangulo con vértices 0 (0,0), A(a,b) y C(c,d). Dy E son los puntos medios
de los lados OC y CA ¢Cdmo son los segmentos DE y OA entre si? Justifica tu respuesta.

a=6

® 10
b=-2
o]
c=-3 8
@

d=5

e c b

Conjeturas: DE es la mitad de 0A y ambos son paralelos.
Prueba algebraica:

C(c,d),0(0,0), A(a,b).

Si D es el punto medio de OC, entonces sus coordenadas son: D G%)

Del mismo modo, si E es el punto medio de CA, sus coordenadas son: E (C+a ﬂ)

2’ 2
Con estos datos, se calculan las longitudes de OA'y DE:

0A=+va? + b?

DE = a_2+b_2_\/a2+b2_\/m
4 4 4 2

: DE = -0A

Para probar que DE || OA: mg, = mpg

b

_b. —(z)=2

Moa =7 Mpg = |2 | =7
2
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Anexos

ANEXO 4: SOLUCION A LA VERSION ORIGINAL DEL PROBLEMA 1 (SEGUNDA ETAPA)

UTILIZANDO GEOMETRIA EUCLIDIANA

B

D

Se tiene un triangulo ABC. O es circunferencia inscrita al tridngulo y el punto I es su
incentro. Si D es el punto medio del arco AC perteneciente al circuncirculo, probar que: AD =
DI = DC. Enseguida se  muestran  figuras de la  fuente  original:
https://www.youtube.com/watch?v=AsalSJnv_v0&t=358s

Solucion:

Si AI = DI, entonces AAID es isosceles. Del mismo modo sucede con ADIC , ya que DI =
DC. Por otro lado, si arco AD = DC = 2, entonces £4ACD = 4CAD = B y si Al e IC son
bisectrices, entonces 4BAI = £IAC = a (Lo mismo sucede con £/CA = BCI). Finalmente,
4AID = ADIC = a + B por ser angulos exteriores a los tridngulos AIB y BIC, lo cual implica
que AID y DIC son triangulos isdsceles y que AD = DI = DC. Es importante observar que
al ser estos segmentos iguales, significa que es posible trazar una circunferencia con centro en
D que pase por C, A e 1. Dicha circunferencia, seria el lugar geométrico de tal incentro.
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