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Resumen

El presente trabajo de investigacion se enmarca en la linea de la investigacion de disefio
mediante una propuesta para introducir el concepto de vector y sus operaciones de
multiplicacién por un escalar y suma de vectores en un primer curso de algebra lineal. Esta
propuesta consiste en una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje conformada por cinco tareas
disefiadas mediante Escenarios Didacticos Virtuales Interactivos y hojas de exploracion

guiada.

Para el disefio, desarrollo y evaluacion de las actividades de instruccion se llevaron a cabo
las tres fases de una Investigacion Basada en el Disefio. A grandes rasgos, la primera fase
consistio en una revision de la literatura, el disefio de tareas fundamentadas bajo el marco
didactico Cuevas & Pluvinage y la construccion de una Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje. La segunda fase de investigacion fue la implementacion de las actividades en
contextos realistas, para lo cual, se llevaron a cabo dos experimentos de ensefianza en una
clase de algebra lineal. Y, la tercera fase permitié realizar un analisis retrospectivo de cada

tarea centrado en las hipotesis sobre el aprendizaje de los estudiantes.

Como resultado, se reconocio la necesidad de incluir un contexto de partida para significar
el concepto matematico en un entorno real. Ademas, se reconocio la importancia de vincular
los conocimientos previos para promover la compresion del concepto de vector y se identificd
el entorno digital como un medio de validacion de resultados que permitio la visualizacion y
articulacion de las diferentes representaciones del vector. Finalmente, lo anterior permitio
esbozar el diagrama de una teoria de intervenciones educativas y un diagrama sobre el

proceso de disefio de tareas.




Abstract

This research is framed in the Design Research as a proposal to introduce the vector concept
and its operations of scalar multiplication and vector addition in a first linear algebra course.
This proposal consists of a Hypothetical Learning Trajectory made up of two instructional
activities designed using Virtual Interactive Didactic Scenarios and guided exploration

sheets.

For the design, development and evaluation of the instructional activities, the three phases of
a Design-Based Research were carried out. Roughly, the first phase consisted of a review of
the literature, the design of tasks based on the Cuevas & Pluvinage didactic framework and
the construction of a Hypothetical Learning Trajectory. The second phase of research was
the implementation of the activities in realistic contexts, where two teaching experiments
were carried out in a linear algebra class. And, the third phase allowed a retrospective analysis

of each task centered on the hypothetical learning process.

As a result, the need to include a starting context to signify the mathematical concept in a
real environment was recognized. In addition, the importance of linking previous knowledge
to promote the understanding of the vector concept was recognized and the digital
environment was identified as a means of validating results which allowed the visualization
and articulation of the different vector representations. Finally, this made it possible to outline

the diagram of an educational interventions theory and a diagram of task design process.




Capitulo 1. Introduccidn

1.1 Problematica de investigacion

Pese a su inclusion tardia en el curriculo escolar, el &lgebra lineal es considerado uno de los
cursos fundamentales y esenciales a nivel superior por su extensa aplicacion en diversas
disciplinas. Areas como la ciencia de los datos, el aprendizaje de las maquinas y la robética
dependen en gran medida del algebra lineal (Stewart et al., 2019). De ahi que, en México,
los planes de estudio de carreras orientadas a las Ciencias (Exactas y Sociales) y las
Ingenierias, tales como: Quimica, Fisica, Tecnologia, Administracion Industrial, Economia,
entre otras; incluyan en sus primeros semestres de estudio un curso de algebra lineal.
Particularmente, en la TABLA 1.1, se muestra la ubicacion de la asignatura de algebra lineal
en los programas de estudio de las carreras a las que pertenecia la poblacién de estudio de

esta investigacion.

TABLA 1. 1. Ubicacidn del curso de dlgebra lineal en el plan de estudios de las carreras a las que pertenecian los participantes.

Carrera Semestre Asignaturas del Semestre

Licenciatura en Ciencias de | Tercer Semestre | Probabilidad
la Informatical (UPICCSA- Algoritmos computacionales
IPN) Fundamentos de Programacidn orientada a objetos
Disefio de sistemas
Algebra Lineal
Sistemas operativos
Contexto nacional e internacional 111
Contabilidad y costos.
Ingenieria Industrial® Cuarto Semestre | Sistemas Neuméticos e Hidraulicos
(UPICCSA-IPN) Plantas y Procesos Industriales
Ingenieria de Estandares de Trabajo
Economia Integral
Algebra lineal
Dindmica de Mecanismos
Normalizacion y Metrologia Dimensional
Mercadotecnia e Investigacion de Mercados para Ingenieria

1 http://www.sites.upiicsa.ipn.mx/portalweb/ofertaeducativa/planesestudio/Cl/06/MapaPeriodos%200ptativasPlan06.pdf

2 http://www.sites.upiicsa.ipn.mx/portalweb/ofertaeducativa/planesestudio/ii/07/8 Periodos Tepic.pdf
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Disefio y Evaluacion de Estaciones de Trabajo

Licenciatura en | Quinto Semestre | Planeacion Estratégica
Administracion Industrial® Derecho Fiscal
(UPICCSA-IPN) Gestion Tecnoldgica e Innovacién

Seguridad Industrial y Sistemas Ambientales
Algebra Lineal
Estudio de los impuestos

Optativa 1
Ingenieria Bidnica* Primer Semestre | Calculo Diferencial e Integral
UPIITA IPN Algebra Lineal

Biologia Celular
Quimica Orgénica
Metrologia
Bioética

No obstante, como se verd en la seccion 2.1, el algebra lineal ha llamado la atencién de
diversos investigadores por las dificultades que tienen los estudiantes cuando se enfrentan a
este curso debido a la cantidad de nuevas definiciones y la falta de conexion con los

conocimientos previamente adquiridos (Dorier, Robert, Robinet, & Rogalski, 2000).

En general, la ensefianza del algebra lineal suele ser operativa o rigorista, formal y sin
aplicacion o vinculacién a las carreras de estudio, por ello, estudiantes de diferentes carreras
en México, pueden tomar el mismo curso sin problema aparente; por un lado, se ejerce de
manera operativa mediante la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales y matrices y por
otro lado de manera abstracta a través del estudio de los espacios vectoriales (J.-L. Dorier,
2002). Cualquiera que sea el caso, el algebra lineal es considerada una materia

cognitivamente y conceptualmente dificil (J.-L. Dorier & Sierpinska, 2005).

En particular, uno de los conceptos mas abstractos e importantes del algebra lineal es el
concepto de vector, el cual, ademéas de ser considerado un elemento fundamental para el
desarrollo de temas como espacios y subespacios vectoriales, combinacion lineal,

transformaciones lineales, valores y vectores propios, es un elemento indispensable para el

3 http://www.sites.upiicsa.ipn.mx/portalweb/ofertaeducativa/planesestudio/Al/06/Periodos LAl.pdf

4 https://www.upiita.ipn.mx/oferta-educativa/bionica



http://www.sites.upiicsa.ipn.mx/portalweb/ofertaeducativa/planesestudio/AI/06/Periodos_LAI.pdf
https://www.upiita.ipn.mx/oferta-educativa/bionica

desarrollo tecnoldgico del siglo XXI por su aplicacion en la robotica, radares de navegacion,
procesamiento de iméagenes, sistemas de posicionamiento global (GPS), compactacion de
mausica, y en toda la actividad relacionada con la tecnologia digital. Sin embargo, aunque este
concepto se introduce desde la educacion secundaria en los cursos de fisica para modelar
fuerza, velocidad, aceleracion o de manera general como una cantidad que tiene magnitud,
direccion y sentido, al introducir este concepto en un primer curso de algebra lineal al

estudiante se le muestra con poca o nula relacion con lo previamente definido (Hillel, 2000).

En este sentido, una revision de programas de estudio de algebra lineal, incluyendo aquellos
programas del curso que estaban tomando los estudiantes que participaron en la fase empirica
de la investigacion, mostro que no existe un espacio destinado a la introduccion del concepto
de vector que permita ahondar en la transicion de la nocion fisica que traen los estudiantes a
la nocion abstracta de vector, pues se asume que, los estudiantes han aprendido sobre los
vectores en otros lugares y solo necesitan una revision para ponerlos al dia (Knight, 1995).
Como se puede observar en la TABLA 1.2 y TABLA 1.3, el curso de algebra lineal inicia
con la introduccidn de sistemas de ecuaciones lineales y matrices e inmediatamente continta
con el tema de espacios vectoriales, donde el vector se presenta en su forma abstracta como

elemento de un espacio vectorial.

TABLA 1. 2. Contenido curricular de dlgebra lineal en la carrera de Ingenieria Bionica del IPN.

Ingenieria Bidnica (UPIITA - IPN)

Horas de clase a la semana 4.5 horas
Temario Algebra Lineal Competencia Especifica
| Sistemas de Ecuaciones Lineales Resolver e interpretar la solucion de diversos sistemas de ecuaciones

lineales correspondientes a algunos problemas de aplicacion, mediante el
uso de los métodos de Gauss-Jordan, la Regla de Cramer o Matriz Inversa

y el empleo de software mateméatico como Mathematica, Maple, o Matlab.

1 Espacios Vectoriales Aplicar el concepto de espacio vectorial, subespacio, base y dimension, en

espacios de funciones que aparecen en aplicaciones a la Ingenieria.

Il | Transformaciones Lineales Identificar espacios vectoriales isomorfos, a través de la transformacion

lineal para asociar a una matriz que la represente

IV | Valores propios y vectores propios | Aplicar los valores y vectores propios a sistemas dindmicos discretos que
se modelan con ecuaciones en diferencias y ecuaciones diferenciales para

enfatizar su aplicacion en la ingenieria.




\Y Espacios con producto interior Utilizar las ideas de producto Euclidiano para definir un producto interior

en espacios vectoriales en general. Trabajar la nocion de longitud,

distancia, ortogonalidad en diversos espacios.

Bibliografia sugerida

Grossman, Stanley I. Algebra Lineal, 5 edicion, Mc. Graw Hill, México,2005, 634 pags., ISBN 13-978-970-10-6517-
4

Howard, A. Introduccion al Algebra Lineal, Editorial Limusa, 42, edicion, México, 2009, 7284 pags. ISBN 978-968-
18-6317-3

Kolman, Algebra Lineal con Aplicaciones y Matlab, Prentice Hall. Octava edicion, México, 2006, 734 pags. ISBN
970-26-0696-9

Nakos, G.; Algebra Lineal con aplicaciones; 32 Ed, Francia 2007; ISBN 978-970-26-0906-3

Poole, D.; Algebra Lineal una introduccion moderna, Editorial Thomson, segunda edicion, México 2006, 712 pags.
ISBN 97-06-86595-0

Soler, F.; Algebra Lineal y Programacién Lineal 22 edicion Editorial ECOE

TABLA 1. 3. Contenido curricular de digebra lineal en la carrera de Administracion Industrial, Ingenieria Industrial y Ciencias

de la informdtica del IPN.

Licenciatura en Administracion Industrial, Ingenieria Industrial y Ciencias de la informatica®

Horas de clase a la semana 4.5 horas
Temario Algebra Lineal Competencia Especifica
| Matrices y Determinantes Soluciona sistemas de ecuaciones lineales con base a la definicion y

propiedades de las matrices y los determinantes.

1 Sistemas de ecuaciones lineales Soluciona sistemas de ecuaciones lineales, con base en las matrices y los

determinantes.

111 | Espacios vectoriales Construye bases de espacios vectoriales, a partir de los vectores, los

sistemas de ecuaciones lineales y las técnicas del algebra lineal.

IV | Transformaciones lineales Soluciona problemas especificos con base en las transformaciones lineales

y utilizando las técnicas del algebra lineal.

\Y Diagonalizacion Soluciona problemas de diagonalizacion de matrices con base en las

técnicas del algebra lineal.

Bibliografia sugerida

HOWARD ANTON, Introduccién al Algebra Lineal, Ed. Limusa, 22 Ed., México, 1997, pp. 771
STANLEY I. GROSSMAN, Algebra Lineal, Ed. Mc. Graw Hill, 52 Ed., 1996, pp. 633
FRALEIGH Y BEAREGARD, Algebra lineal, Ed. Adisson-Wesley, 12 ed., 1989, pp. 500

F. E. HOHN, Algebra de Matrices, Ed. Trillas, 3?2, Ed., México 1981, pp. 453

F. AYRES, Matrices (teoria y problemas), Ed. Mc. Graw Hill, 22 ed., USA 1991, pp. 219

L.1. CEJA, Algebra Lineal con Aplicaciones, Ed. UPIICSA, 12 ed., México, 1998, pp.320

J. MORTERA S Y G. MERCADO, Algebra Lineal, Ed. Spanta, 2% ed., México 1994, pp.187

Asimismo, una revision de la literatura permitio identificar que gran parte de los estudios
sobre el concepto de vector se centran en el reconocimiento de las dificultades que tienen los

estudiantes sobre este concepto matematico, por ello, surge la necesidad de disefiar

5 http://www.sites.upiicsa.ipn.mx/portalweb/ofertaeducativa/planesestudio/ii/06/5/5 IMAG ALGEBRA LINEAL.pdf
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actividades didacticas como una propuesta para introducir el concepto de vector en un primer
curso de algebra lineal como una graduacion para lograr la concepcion del vector en su forma
abstracta, asi como la implementacion de una ensefianza que promueva la participacion activa

de los estudiantes.

Dicho lo anterior cabe destacar que, con las tareas disefiadas no se pretende introducir la
nocion abstracta del concepto de vector. A grandes rasgos, las tareas se desarrollaron con
dos objetivos de aprendizaje generales: en primer lugar, promover la comprension del
concepto de vector partiendo de un problema en contexto y ayudando en la transicién del
vector como flecha a pareja de numeros ordenados, es decir, dentro de un espacio
bidimensional (R?). Y, en segundo lugar, promover la comprension de las operaciones
bésicas de los vectores en R?: multiplicacion de un vector por un escalar y suma de vectores.
En este sentido, las tareas se presentan como una propuesta de instruccion previa a la
ensefianza del espacio R™, y por consecuente, del vector en su forma abstracta, en curso de

algebra lineal.

1.2 Objetivos y preguntas de investigacion

Obijetivos de investigacion
= Construccién de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para facilitar el transito
de la nocidn elemental de vector a la formal.
= Disefio y evaluacion de actividades de instruccion para promover la comprension del

concepto de vector en un primer curso de algebra lineal.

Preguntas de investigacion
= ;Como disefiar tareas para establecer un cambio conceptual en los estudiantes a partir
de las ideas o conocimientos previos del concepto de vector?

= ;Cémo un entorno de aprendizaje puede promover la comprension, ampliar y
significar la nocion de vector?




1.3 Organizacién de la tesis

La presente tesis esta conformada por ocho capitulos.

Capitulo 1: Se presenta la problemética de investigacion a partir de la cual se han
planteado los objetivos y preguntas de investigacion.

Capitulo 2: Se exponen los antecedentes o revision de la literatura sobre las dificultades
en la ensefianza/aprendizaje del algebra lineal y el concepto de vector. Asimismo, se
presenta un andlisis de algunos libros de texto usados como referentes en la educacion
elemental, media superior y superior para la ensefianza del concepto de vector.

Capitulo 3: Se exponen los fundamentos teéricos metodoldgicos que guian el disefio de
las actividades de instruccién. El capitulo inicia con referentes tedricos sobre el cambio
conceptual, dado que a través del cambio conceptual se pretende promover la
comprension del concepto de vector. Méas adelante, se presenta un panorama general de
la Investigacion de disefio Educativo con especial énfasis en el enfoque de la
Investigacion Basada en el Disefio. Posteriormente, se describen los elementos de la
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje y finalmente, el capitulo concluye con una
explicacion de los principios que conforman el marco didactico Cuevas & Pluvinage.
Capitulo 4: Se presenta la primera fase de la Investigacién Basada en el Disefio, se reporta
el disefio de los instrumentos usados en la fase empirica de la investigacion, es decir, las
encuestas, hojas de exploracién guiada, Escenarios Didacticos Virtuales Interactivos y el
disefio de una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para introducir el concepto de vector
en un primer curso de algebra lineal.

Capitulo 5: Se reporta la segunda fase de la Investigacion Basada en el Disefio 0 método
de investigacion, donde se describen las tres experiencias llevadas a cabo.

Capitulo 6: Se reportan los resultados de la implementacion de la Trayectoria Hipotética
de Aprendizaje. Asimismo, se presenta la tercera fase de la Investigacion Basada en el
Disefio, es decir, el analisis retrospectivo de cada tarea disefiada.

Capitulo 7: Se presentan las conclusiones del presente trabajo de investigacion y se da
respuesta a las preguntas de investigacion a través de la creacion de un primer esquema
de una teoria de intervenciones educativas y una estructura para el disefio de tareas.

Capitulo 8: Se exponen las prospectivas o sugerencias de trabajo a futuro.




Capitulo 2. Antecedentes

Dado que la presente investigacion se ha acotado a la introduccion del concepto de vector en
los cursos de algebra lineal para estudiantes de ingenieria, en este capitulo se presenta una
revision de la literatura respecto a los temas de interés, la cual se ha dividido en cuatro
secciones: Dificultades en la ensefianza y aprendizaje del &lgebra lineal, Investigaciones
sobre el concepto de vector y sus operaciones, Tesis que estudian el concepto de vector y

Libros de texto.

En la primera seccion se presenta un panorama general de las dificultades en la ensefianza y
aprendizaje del algebra lineal, asi como el estado actual de la investigacion en dicho campo.
La segunda seccion se ha acotado a investigaciones que estudian el concepto de vector, en
las que destacan la aplicacion de pruebas para el andlisis de la comprensién de los conceptos
de vectores y propuestas para mejorar su comprension. En la tercera seccion se presentan dos
tesis de investigacion en la ensefianza de las matematicas que abordan el problema de la
ensefianza y aprendizaje del algebra lineal con especial interés en el concepto de vector y sus
operaciones. Finalmente, la cuarta seccion esta subdividida en tres secciones de acuerdo con
la aparicion del concepto de vector en el sistema educativo mexicano: libros de fisica de la
educacion basica, libros de fisica de la educacion media superior y libros de algebra lineal.

A manera de introduccion, en México el sistema educativo estd divido en cinco niveles: la

educaciéon béasica que comprende la educacion preescolar, primaria y secundaria; la

educacion media superior y la educacion superior (Figura 2.1).

Educacion Educacion Educacion Educacion ESdLLIJc:rciioorn
Preescolar Primaria Secundaria Media Superior 18 p~

- N N ~ afios en
(3 a 6 afios) (6 a 12 afios) (12 a 15 afios) (15 a 18 afios) adelante

Figura 2. 1. Niveles del Sistema Educativo Mexicano.




El primer acercamiento que tienen los estudiantes con el concepto de vector es en los cursos
de fisica del segundo afio de la educacion secundaria (TABLA 2.1) como sefiala el plan y
programa de estudios para la educacion basica, elaborado por la Secretaria de Educacion
Publica (SEP, 2017). Cabe destacar que, el mapa curricular de la educacién primaria y
secundaria es general para toda la Republica Mexicana a diferencia de los planes y programas
de estudio de la educacion Media Superior y Superior que difieren en cada institucion.

TABLA 1 Mapa curricular de la educacion primaria y secundaria (tomada de SEP, 2017, p.133)

Nivel educativo

PRIMARIA SECUNDARIA

Grado escolar

Lengua Materna (Espafiol/ Lengua Indigena) Lengua Materna (Espariol)
Segunda Lengua (Espafiol/ Lengua Indigena)

Lengua Extranjera (Inglés) Lengua Extranjera (Inglés)

Matemédticas Matematicas
Ciencias Naturales y Tecnologia Ciencias Naturales y Tecnologia
Biologia Fisica Quimica
Historia Historia
Geografia Geografia
Formacién Civica y Etica Formacién Civica y Etica
Artes Artes
Educacidn Socioemocional Tutorfa y Educacion Socioemocional
Educacion Fisica Educacidn Fisica

Mas adelante, en la educacion Media Superior el concepto de vector aparece nuevamente en
los cursos de fisica y en algunos casos en cursos de geometria analitica. Y mas tarde, en la
Educacién Superior el vector se manifiesta como un concepto indispensable en cursos de
calculo vectorial, analisis vectorial, geometria analitica, fisica y algebra lineal; siendo el
algebra lineal un curso obligatorio en las carreras de ingenieria por su aplicacion en este

campo.




2.1 Dificultades en la ensefianza y aprendizaje del algebra lineal

El algebra lineal es una rama de las matematicas modernas que estudia conceptos abstractos
como vectores, matrices y espacios vectoriales, asimismo, es considerada una las asignaturas
obligatorias a nivel superior para estudiantes de matematicas, ciencias y sobre todo de
ingenieria por su amplia aplicacion en la vida cotidiana, la industria y la tecnologia. En
algunos casos, es parte del material de estudio de las carreras de economia y administracion

de empresas.

Stewart, Andrews-Larson, & Zandieh (2019) estudiaron el estado actual de la investigacion
sobre la educacidn del algebra lineal y clasificaron las tendencias de investigacion en este
campo en torno a tres temas: investigacion sobre el papel de la geometria, la prueba vy el
desarrollo de los esquemas de los estudiantes, investigacién sobre la comprension de los
estudiantes en cuanto a un contenido especifico e investigacion sobre innovaciones y analisis
de la instruccion incluyendo el papel de la tecnologia con enfoques basados en el aprendizaje
activo mediante la resolucién de problemas y el uso de aplicaciones. Asimismo, los autores
identificaron los temas que se estudian con mayor y menor frecuencia en el campo,
destacando como temas frecuentes el sistema generador, independencia lineal,
transformaciones lineales, valores y vectores propios y espacios y subespacios vectoriales; y
como temas estudiados con menor frecuencia las soluciones a los sistemas de ecuaciones,
determinantes, propiedades de las transformaciones lineales, espacios nulos o en columna,

proyecciones, ortogonalizacion y minimos cuadrados.

En general, esta rama de las matematicas ha llamado la atencion de muchos investigadores
al ser reconocida como una asignatura dificil de aprender y ensefiar (J.-L. Dorier, 2002; J.
Dorier & Sierpinska, 2001; Gueudet-Chartier, 2004; Masters, 2000; Stewart & Thomas,
2009). De ahi que la investigacion en este campo sea bastante reciente, sus inicios datan a

finales de 1980 y principios de 1990 como sefialan Stewart et al. (2019).

En este sentido, J.-L. Dorier, Robert, Robinet, & Rogalski (2000) sefialan como principal
fuente de las dificultades que los estudiantes tienen en el algebra lineal, lo que denominan

como obstaculo del formalismo. Como parte de su investigacion realizaron dos estudios en
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1987 y 1990 para determinar los conocimientos de los estudiantes que han tomado un primer
curso de algebra lineal en la universidad, sus dificultades matemaéticas, los métodos,
procedimientos y errores de los estudiantes en relacion con las tareas propuestas y sus
habilidades previas. En general, los autores encontraron que las dificultades expresadas por
los estudiantes con el lgebra lineal se deben a la abstraccion, el formalismo, problemas
relacionados con los célculos, la abundancia de nuevas palabras, simbolos, definiciones,

teoremas y demostraciones y la falta de conexion con sus conocimientos previos.

Del mismo modo, Hillel (2000) reporta que las dificultades de los estudiantes con el &lgebra
lineal son resultado de la abstraccion de la asignatura y sus nociones, asi como de la
inexperiencia con las pruebas y las teorias basadas en pruebas, especificamente el no
comprender la necesidad de las pruebas ni las diversas técnicas de prueba, no ser capaces de
manejar los cuantificadores, confundir las condiciones necesarias y suficientes y hacer

generalizaciones precipitadas basadas en pruebas muy poco sélidas y escasas.

Otras dificultades con respecto al aprendizaje del algebra lineal son reportadas por J.-L.
Dorier (2002), quien apunta que tienen que ver con la variedad de lenguajes, registros
semioticos de representacion, puntos de vista y escenarios a través de los cuales se pueden
representar los objetos del algebra lineal. EIl autor muestra un panorama de los resultados de
trabajos de investigacion en este campo, muchos en torno al diagnostico de las dificultades
de los estudiantes, sin embargo, aclara que la investigacion en educacion matematica no
puede dar una solucién milagrosa a todas las dificultades de aprendizaje y ensefianza del

algebra lineal, pero que en ocasiones puede influir en las reformas curriculares.

Tal es el caso del Linear Algebra Curriculum Study Group (LAGS), formado en 1990 por un
grupo de educadores interesados en mejorar el plan de estudios del curso de algebra lineal en
las universidades. Uno de los principales aportes de este grupo consistio en una serie de
recomendaciones para un primer curso de algebra lineal, asi como una propuesta de plan de
estudios (Carlson et al., 1993).




En primer lugar, como sefialan Carlson et al. (1993), el LAGS sugiere que el programa de
algebra lineal responda a las necesidades de la disciplina en la que se esta formando el
estudiante, es decir, el nivel y el modo de presentacion deben tener en cuenta los antecedentes
y las capacidades de los estudiantes, asi como la forma en que es probable que utilicen el
algebra lineal més adelante en sus carreras. En segundo lugar, se propone que el curso esté
orientado a la matriz haciendo menos énfasis en la abstraccion y mas énfasis en la resolucion
de problemas y la motivacion de aplicaciones. Con respecto a esta recomendacion, los autores
presentan una propuesta de programa de estudios para un primer curso de algebra lineal, cuyo

contenido secuencia los temas como se muestra en la Figura 2.2.

1. Adiciény .

N, 2. Sistemas de ; . n
mu|t|pl|c2'mon de ecuaciones lineales 3. Determinantes 4. Propiedades de R
matrices > > (2-3 dias) (7-8 dias)

. (4 dias)
(3 dias)
5. Valores propios y 6. Més sobre 27T
Vectores propios | —> Ortogonalidad N - femas
’p P & ; suplementarios
(6 dias) (4 dias)

Figura 2. 2. Esquema de propuesta de plan de estudios para el curso de digebra lineal (esquema creado a partir de Carlson,
Johnson, Lay, & Porter, 1993b).

Cabe destacar que, en el cuarto punto referente a las propiedades de R™, donde el concepto
de vector aparece de forma explicita en el algebra lineal, el LAGS sugiere introducir a R™
como un conjunto de n-tuplas y no como un espacio vectorial formal, definir la suma de
vectores y la multiplicacion escalar sin la necesidad de probar sus propiedades y, sobre todo
hacer un fuerte énfasis geométrico en la presentacion de los materiales. Del mismo modo, el
LAGS recomienda integrar la tecnologia en la ensefianza del algebra lineal, como sefialan
Carlson et al. (1993) el uso de computadoras o supercalculadoras para tareas y proyectos por
parte de los estudiantes puede reforzar los conceptos de las clases, contribuir al
descubrimiento de nuevos conceptos y hacer factible la solucion de problemas aplicados
realistas. Por otra parte, el LAGS recomienda en un curso de algebra lineal, promover la
participacion activa por parte del estudiante, sugiere que los estudiantes aprenden mejor a
través de

la participacion activa resolviendo problemas, haciendo conjeturas y
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comunicandose con otros. Esta recomendacion concuerda con uno de los principios del

marco didactico Cuevas & Pluvinage (2003) que se discute con mayor detalle en la seccion

3.5.

En particular, la presente investigacion es un estudio de innovacion e instruccion basada en
la aplicacion, en la cual, se ha propuesto como herramienta digital para el disefio y desarrollo
de los entornos de aprendizaje, el software matematico de geometria dindmica GeoGebra en
su version clasico 6.0. Particularmente, este software ademas de ser gratuito, cuenta con una
vista algebraica y una vista grafica que hacen accesible la visualizacion de diferentes
representaciones de objetos matematicos de manera simultanea y permiten atender la

sugerencia del LAGS sobre hacer un fuerte énfasis en la geometria.

2.2 Investigaciones sobre el concepto de vector y sus operaciones

La palabra vector tiene diferentes concepciones de acuerdo con el contexto en el que se usa.
En algebra lineal, el concepto de vector es considerado uno de los conceptos fundamentales
para su desarrollo, sin embargo, ha sido reconocido como un concepto que los estudiantes
encuentran dificil por la cantidad de representaciones que lo describen (Aguirre & Erickson,
1984; Poynter & Tall, 2005).

Sierpinska, Dreyfus, & Hillel (1999), conciben al vector como una invariante de
representaciones, interpretada en el contexto de la fisica como dibujos de flechas que
representan fuerzas y sus combinaciones actuando sobre objetos; en el contexto del algebra
lineal como dibujos de flechas que representan posiciones de puntos con respecto a un origen
y sus transformaciones, como cadenas de nimeros reales representando una aritmética de n-
tuplas de nimeros reales 0 como una letra minuscula v indicando que es un elemento de un

espacio vectorial.

En el caso de Hillel (2000), se define al vector en términos de sus tres modos de descripcion
propuestos: el modo geométrico, el modo algebraico y el modo abstracto. En el modo
geometrico, en un sistema libre de coordenadas los vectores no nulos son definidos como

segmentos de linea dirigidos (flechas) que emanan de un punto coman (el origen), por lo que
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tienen magnitud y direccion y a menudo se etiquetan como OP 0% una notacion que pretende
reforzar el punto de vista del vector como una flecha; dentro de un sistema de coordenadas
geométricas los vectores son flechas que se encuentran en el espacio bidimensional y
tridimensional o, pueden ser despojados de las flechas y ser simplemente puntos en el plano
0 en el espacio. En el modo algebraico los vectores son n-tuplas de numeros reales
[X1,Xg, o, Xy] O (X1,X3,...,%X,) @ Menudo etiquetados por letras negritas. Y, en el modo
abstracto los vectores son los elementos de un espacio vectorial a menudo denotados por las
letras u y v 0 u, ¥ para diferenciarlos de los elementos del campo asociados a un espacio

vectorial, llamados escalares.

En particular, se han identificado dos tendencias de investigacion en torno a este concepto:
la primera es el estudio de las dificultades que los estudiantes tienen en la comprension del
concepto de vector y sus operaciones y la segunda es el desarrollo de propuestas que buscan
mejorar o facilitar su comprension. Cabe aclarar que, se han considerado los estudios del

concepto de vector en el ambito de la fisica y el algebra lineal.

Knight (1995) realiz6 un estudio para investigar los conocimientos de vectores que los
estudiantes traen de la fisica elemental y definir si poseen un conocimiento basico que les
permita estudiar la mecéanica newtoniana en la universidad. Para ello, el autor desarroll6 una
prueba de conocimiento de vectores (“The Vector Knowledge Test”) cuyos problemas
prueban la capacidad de los estudiantes para manejar temas como: componentes vectoriales,
magnitud y direccion de un vector y suma de vectores gréfica y algebraicamente. La prueba
se aplicé a estudiantes de ingenieria, arquitectura, ciencias y matematicas inscritos en el
primer trimestre de los cursos introductorios de fisica en la universidad. Los resultados
muestran que la mayoria de los estudiantes asocian la definicion de un vector con cantidades
fisicas especificas. Asi mismo, se encontraron dificultades con los conceptos de direccion de
un vector y suma de vectores, destacando que algunos estudiantes conocen a los vectores
exclusivamente como pareja de nimeros ordenados. A manera de conclusién, Knight (1995)
hace un llamado a dedicar mas tiempo a la introduccion del concepto de vector y no asumir
que los estudiantes traen un conocimiento firme de cursos elementales de fisica pues, como

reporta el autor, el 50% de los estudiantes no poseen un conocimiento Gtil de vectores y solo
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un tercio tiene suficiente conocimiento de los vectores para proceder a un curso de mecanica
newtoniana, sefialando que “estos estudiantes no tendran éxito con los principios basicos de
la mecanica newtoniana, como la superposicion de fuerzas, hasta que su capacidad para

razonar y utilizar los vectores se haya establecido” (p.77, nuestra traduccion).

De igual modo, Nguyen & Meltzer (2003) hacen un Ilamado a la comunidad para aumentar
el tiempo dedicado a la ensefianza de los vectores en la universidad, sefialando que a menudo
se asume que los estudiantes han sido expuestos a las ideas vectoriales en sus cursos de
matematicas o fisica en la escuela secundaria, suponiendo que se necesita muy poca revision.
Sin embargo, los autores detectaron dificultades con operaciones vectoriales en estudiantes
de segundo semestre que ya habian tomado un curso de fisica en la universidad. Su estudio
consistio en una muestra de 2031 estudiantes universitarios de primer y segundo semestre
inscritos en cursos introductorios de fisica, a quienes se les aplico una prueba de 7 problemas
planteados en forma gréfica para evaluar su comprension de la magnitud y direccion de un
vector y suma de vectores en una 'y dos dimensiones. Sus resultados muestran que la mayoria
de los participantes presentan confusiones conceptuales relacionadas con los conceptos
basicos de los vectores. Los errores mas comunes son asumir que los vectores tienen
magnitudes iguales Unicamente cuando son paralelos, el empleo erréneo del método del
paralelogramo en la adicion de vectores y la falta de compresion del algoritmo “punta a
punta” para usarlo en la sustraccion de vectores. En general, los autores sefialan que los
errores encontrados son atribuidos a la falta de compresion del concepto de vector libre y de
direccion vectorial y sugieren el uso de vectores de desplazamiento para introducir el tema

de adicion de vectores.

Jovanovic (2012) presenta una propuesta en la que usa los vectores de desplazamiento para
introducir el concepto de vector libre a estudiantes de primer grado de la escuela secundaria
con la idea de que al comprender esta nocion sera mas facil la introduccion de temas como:
vector opuesto, ley de suma de triangulos, poligonales y paralelogramos, resta de vectores y
vector cero. La propuesta de este investigador plantea el uso de las tecnologias digitales
mediante el software GeoGebra para comparar trayectorias de vuelo representadas por
segmentos de linea dirigida. El autor propone introducir el concepto de vector libre mediante
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tres pasos: definir los segmentos de linea dirigida, definir la relacion de igualdad entre ellos
y mostrar que representan al mismo vector. En el primer paso, se pide a los estudiantes
observar la trayectoria de dos vuelos, de Belgrado a Londres y de Belgrado a Madrid.
Posteriormente, se solicita que localicen un desplazamiento que tenga la misma direccion a
la trayectoria de Belgrado a Londres con la intencion de exponer el concepto de direccion y
mostrar que las trayectorias buscadas pueden ser paralelas. Y en el tercer paso, el autor
aprovecha la herramienta de arrastre de GeoGebra para que los estudiantes encuentren una
trayectoria de vuelo con la misma magnitud y direccidon que la trayectoria de Belgrado a
Londres. Con su propuesta Jovanovic (2012) reporta una disminucién en el nimero de

alumnos con dificultades sobre el tema.

Por su parte, Watson, Spyrou, & Tall (2003) proponen un enfoque tedrico para la
construccion de conceptos basado en la teoria de los tres mundos matematicos: el mundo
encarnado, el mundo simbélico y el mundo formal (Tall, 2004). En el mundo encarnado, los
conceptos se construyen a partir de las interacciones con el mundo fisico a través de los
sentidos; en el mundo simbdlico, se construyen a través de procesos aritméticos o
algebraicos; y en el mundo formal, mediante axiomas, definiciones y pruebas. En este
sentido, los autores exponen los tres mundos de las matematicas para el concepto de vector,
mostrando que estos se desarrollan en secuencia a diferentes niveles educativos. Primero, en
la escuela secundaria el concepto de vector comienza en el mundo encarnado y simbdlico.
En el mundo encarnado aparece como una cantidad con magnitud y direccion representado
como una flecha y mostrado como una fuerza, una transformacion, una velocidad o una
aceleracion; y en el mundo simbdlico es representado como una n-ada de nimeros mediante
vectores columna o matrices de columnas, cuya adicién se realiza a través de la adicion de
los componentes. Mas adelante, en los cursos de algebra lineal en la universidad, aparece el
mundo formal donde conocemos al vector en su forma abstracta definido en términos de un
espacio vectorial con las operaciones de suma y multiplicacion por escalar definidas para

cada espacio.

La idea de este enfoque es partir del mundo encarnado para ayudar a los estudiantes a darle

sentido a los conceptos matematicos y posteriormente guiarlos en la construccion de
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conceptos algebraicos y formales. De acuerdo con lo anterior, la investigacion realizada por
los autores consistié en una muestra de 26 estudiantes de preparatoria que fueron introducidos
al tema de vector. De esta muestra, 11 siguieron el curso tradicional y 15 tomaron plenarios
en los que se implemento el enfoque antes mencionado usando la idea de traslacion para
construir la nocién de vector libre. La prueba incluyé una pregunta para analizar la capacidad
de los estudiantes para sumar vectores. Los resultados indican la presencia de dificultades
con la nocion de vector libre, lo cual explica los problemas de los estudiantes ausentes en los
plenarios para sumar vectores; a diferencia de los estudiantes que tomaron los plenarios,
quienes desarrollaron la nocion de vector libre y, por lo tanto, no presentaron problemas con

la prueba.

En relacion con la propuesta antes mencionada, Stewart & Thomas (2009) crearon y
aplicaron un nuevo marco tedrico, resultante de la fusién de la teoria de los tres mundos de
las matemaéticas de Tall y la teoria APOS (accién-proceso-objeto) de Dubinsky (1994) para
evaluar la comprensién conceptual de los estudiantes del &lgebra lineal y observar la forma
en que aprenden. En particular, los autores presentan el esquema mostrado en la Figura 2.3
acerca del marco propuesto para las operaciones de suma de vectores y multiplicacion
escalar, el cual consiste en una matriz constituida por una columna que comprende las
dimensiones de la teoria APOS, y celdas superiores que representan los mundos encarnado,
simbolico y formal. En la comprension del concepto de vector, las Acciones aparecen en el
mundo encarnado, donde el vector es visto como un desplazamiento; y en el mundo simbélico
mediante las operaciones de suma de vectores y multiplicacion escalar en forma matricial o
algebraica. Luego, los Procesos aparecen en el mundo encarnado mediante el desarrollo de
la nocion de vector libre, la suma geométrica de vectores y la generalizacion de la
multiplicacién escalar; y en el mundo simbdlico, algebraicamente y matricialmente a través
de la comprension de las reglas y propiedades de las operaciones de vectores. Finalmente,
los Objetos aparecen en el mundo encarnado y simbolico mediante la generalizacion del
vector como un segmento de recta dirigido; y en el mundo formal como una n-tupla elemento

de un espacio vectorial.
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Figura 2. 3. Aspectos del concepto de suma de vectores y multiplicacién escalar (Stewart & Thomas, 2009, p.954).

Particularmente, el trabajo reportado por Stewart & Thomas (2009) consistié en una serie de
preguntas disefiadas con el marco propuesto por los autores para estimar su viabilidad,
examinar la comprension corporal, simbdlica y formal de los estudiantes y describir sus
dificultades con los conceptos de vector, multiplo escalar, combinaciones lineales,
dependencia e independencia lineal, amplitud de vectores, subespacios, base y valores y
vectores propios. En general, los autores identificaron dificultades con la comprension del
concepto de vector libre y una confusion entre la nocion de vector y escalar. Asi mismo,
reportan una carencia del mundo encarnado y una encapsulacion en el mundo simbolico
como consecuencia de la ensefianza operativa y formal, destacando que los estudiantes son
capaces de reproducir formulaciones y realizar calculos algebraicos, pero carecen de un

conocimiento claro de la definicién de los conceptos.




Appova & Berezovski (2013), obtuvieron resultados similares a los mencionados
anteriormente. Las autoras realizaron una prueba a 23 estudiantes universitarios de primer
afio con el objetivo de identificar los conceptos erréneos que tienen sobre vectores,
operaciones vectoriales, ortogonalidad y combinaciones lineales después de haber
completado un curso de &lgebra lineal. Dicha prueba requeria conocimientos sobre el célculo
de la magnitud de un vector, vectores paralelos y perpendiculares, multiplicacién vectorial
por un escalar y sumay resta de vectores. Appova & Berezovski (2013) reportan que el 74%
de los estudiantes fueron incapaces de resolver correctamente la prueba, distinguiendo dos
tipos de errores relacionados con la falta de razonamiento y sentido espacial sobre la
ortogonalidad y las proyecciones del vector y la falta de comprension entre vectores y
escalares. Esto ultimo se vio en operaciones realizadas por los estudiantes del tipo
escalar - vector = vector 0, vector - escalar = escalar, las cuales demuestran una
confusion entre los conceptos de vector y escalar. Asimismo, destacan la ausencia del uso de
imagenes o representaciones en la solucion del problema, por ello sugieren enfoques que

enfaticen la representacion geométrica en la ensefianza de los conceptos del &lgebra lineal.

En este sentido, Appova & Berezovski (2016), presentan actividades disefiadas en el software
de geometria dindmica Sketchpad para la ensefianza de las operaciones vectoriales (suma,
resta y multiplicacion escalar) a través de interpretaciones geométricas. Las autoras sefialan
que dichas interpretaciones ayudaron a los estudiantes a hacer conexiones entre las
representaciones geométricas de los vectores y sus operaciones, observar que restar un vector

es lo mismo que sumar su opuesto y explicar por qué la adicion de vectores es conmutativa.

Del mismo modo, Barniol & Zavala (2014) identificaron los errores méas frecuentes que
cometen los estudiantes en la resolucion de problemas de vectores y a partir de esto,
disefiaron el Test of understanding of vectors (TUV), una prueba para evaluar la comprension
de los conceptos de vectores por parte de los estudiantes. ElI TUV consiste en 11 items que
evaltan la comprension de los conceptos de vectores de direccion, magnitud, componentes
vectoriales, vector unitario, representacion vectorial, adicidn, sustraccion, multiplicacion
escalar, producto punto y producto cruz. Como parte de su investigacion, los autores

aplicaron la prueba a estudiantes que habian terminado los tres cursos introductorios de fisica
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en una universidad privada mexicana. Tras el andlisis de los resultados, Barniol & Zavala

(2014) detectaron una serie de dificultades que clasificaron en los siguientes cuatro grupos:

1- Propiedades graficas: Surgen dificultades en la comprension del concepto de direccion,
los estudiantes tienen problemas para relacionar la direccion de un vector con el angulo
que forma con el eje x. Asimismo, se observaron creencias erroneas acerca de que las
componentes de un vector tienen el mismo valor que la magnitud del mismo.

2- Procedimientos gréaficos: Dificultades para sumar vectores de forma grafica y problemas
para representar la multiplicacion de un vector por un escalar negativo, los estudiantes
no logran invertir la direccion de vectores multiplicados por el escalar —1.

3- Procedimientos de célculo geométrico: Dificultades con calculos de angulos. Los
estudiantes tienen problemas con el célculo de angulos suplementarios y, por lo tanto,
con el célculo de la direccion de un vector. Igualmente, se cometen errores con los
calculos que involucran el uso de funciones trigonomeétricas, los estudiantes tienen
dificultades para saber que funcion usar. Asi, por ejemplo, los estudiantes calcularon
incorrectamente la componente x de un vector cuando el 4ngulo dado se mide desde el
eje y usando la funcién coseno en lugar de la funcion seno. Y, finalmente, se presentan
dificultades en el uso incorrecto del teorema de Pitagoras para el célculo de la magnitud
de la suma de dos vectores.

4- Procedimientos de calculo de la notacion vectorial unitaria: Dificultades para realizar el

producto punto y cruz de vectores.

Ahora bien, en este punto parece importante hacer un resumen de los resultados de la revision
de investigaciones sobre el aprendizaje de los conceptos de vectores. En concordancia con
los estudios presentados, se observd una centracion por parte de los estudiantes en el concepto
de vector como una flecha con magnitud, direccidn y sentido, dificultades en la comprension
de los conceptos, uso erroneo de formulas y métodos geométricos y problemas en la
ejecucion y visualizacion de operaciones vectoriales. En especifico, algunos temas de
dificultad para los estudiantes son: cantidades vectoriales y escalares, magnitud y direccion

de vectores, vector libre y sumay resta de vectores.




2.3Tesis que estudian el concepto de vector

Como parte de la revision de literatura, se consultaron tesis que abordaran el problema de la
ensefianza y aprendizaje del concepto de vector, prestando atencién a dos tesis de
investigacion en el area de la educacion de las matematicas por su relacion con el presente

trabajo de investigacion.

La primer tesis, es una tesis de maestria de la Universidad de Concordia, Canadé, presentada
por Masters (2000) titulada: The Effect of Students’ Physics Background on their
Understanding of Linear Algebra. Traducido como: El efecto de los antecedentes de fisica

de los estudiantes en su comprension del algebra lineal.

Inicialmente, Masters (2000) expone una serie de dificultades que tienen los estudiantes y
que han sido reportadas en la literatura. En primer lugar, destaca la abstraccion del algebra
lineal y la confusion que crea para los estudiantes, la existencia de diferentes modos de
representacion de los objetos matematicos en dicho campo. Particularmente, el autor alude a
los cuatro modos de representacion del concepto de vector ilustrados en la Figura 2.4: como
un segmento de linea dirigida, como una n-tupla ordenada, como una matriz n X 1 0 como

una combinacion lineal de otro vector.
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Figura 2. 4. Diferentes representaciones del vector (Masters, 2000, p.7).

En segundo lugar, el autor reporta dificultades del tipo afectivas relacionadas con los
conceptos erréneos que tienen los estudiantes sobre las matematicas, por ejemplo, que el
objetivo de las matematicas es utilizar férmulas para resolver problemas. Del mismo modo,
el autor concuerda con Hillel (2000) acerca de la dificultad que expresan los estudiantes
sobre las rigurosas pruebas que se hacen en clase y el nivel de razonamiento requerido para

entenderlas.




Por otra parte, Masters (2000) resalta la importancia del concepto de vector en la fisica y en
la comprension de los espacios vectoriales, esta ultima radica en que los estudiantes sean
capaces de comprender que el término vector puede aplicarse a una variedad de objetos
diferentes de las nociones familiares de segmentos dirigidos en fisica, es decir, que el término
vector puede utilizarse para describir objetos matematicos como matrices, polinomios, listas
de numeros y funciones. En este sentido, el trabajo de investigacion de Masters (2000) esta
dirigido a comprender la forma en que los conocimientos previos de fisica interfieren en la
comprension del algebra lineal, el autor sugiere que los estudiantes pueden experimentar
dificultades para resolver problemas que requieren un razonamiento vectorial y entender
otros temas que usan la nocidn de vector si no tienen un conocimiento firme de las cantidades

fisicas vectoriales.

Dicho lo anterior, la tesis de Masters (2000) distingue dos aspectos de interés para el presente
trabajo de investigacion: el uso de un entorno geométrico para el disefio de actividades que
tienen por objetivo reducir el nivel de abstraccion del algebra lineal; y el énfasis en la
deteccion de dificultades o problemas que interfieren con el aprendizaje del algebra lineal en

un entorno geométrico.

En particular, el entorno geométrico usado en el estudio antes referido es el software de
geometria dinamica Cabri Geometry Il, el autor sefiala que dicho software permitié a los
estudiantes dibujar y construir figuras y objetos geométricamente, asi como la interaccion
con vectores en un espacio libre de coordenadas bidimensionales. El autor reporta una
experiencia llevada a cabo con cuatro estudiantes universitarios que no habian tomado el
curso de algebra lineal, dos de ellos con una formacion previa en fisica. La experiencia
consistio en cinco sesiones en las que se estudiaron los conceptos de vector, combinacién
lineal, base, transformaciones y transformaciones lineales. De acuerdo con el concepto
matematico de estudio del presente trabajo de investigacion, se presto atencion Unicamente a
los resultados de la sesion | cuyas actividades comprendian las caracteristicas de magnitud y
direccidn, igualdad de vectores y las operaciones de suma de vectores y multiplicacién de un

vector por un escalar.




Como resultado, Masters (2000) identifico una serie de dificultades que clasificd en siete
areas de dificultad, de las cuales, cuatro son referentes al concepto de vector y sus

operaciones:

1- Caracterizacion de un vector por su magnitud: los estudiantes caracterizan a un vector

por su magnitud omitiendo su direccion

2- lgualdad de vectores como igualdad de sus longitudes: en relacién con la dificultad

anterior, se observa una confusion al considerar si dos vectores son iguales siempre
que tienen la misma magnitud.

3- Distincion entre cantidades vectoriales y escalares: Dificultad para comprender la

diferencia entre vectores y escalares.

4- La nocién de multiplicacion escalar: problemas para comprender que la

multiplicacién escalar es una forma de crear nuevos vectores. Tendencia a pensar que

los escalares simplemente modifican los vectores estirandolos o encogiéndolos.

Como parte de la conclusion de su tesis, Masters (2000) destaca la importancia de estar al
tanto de los conocimientos relevantes previos de los estudiantes al intentar ensefiarles un

tema complejo como el algebra lineal.

La segunda tesis a la cual se prestd atencidn, es una tesis de maestria del departamento de
Matemética Educativa del Cinvestav-IPN, presentada por Orozco (2016) titulada: El
concepto de vector: un estudio para el disefio de una descomposicion genética preliminar

desde la mirada de la teoria APOE.

En su tesis, Orozco (2016) presenta una propuesta para facilitar la comprensién del concepto
de vector desde un punto de vista mas abstracto a estudiantes de nivel superior en carreras de
ingenieria. Esta propuesta consiste en un modelo y una descomposicion genética que permite
englobar las diferentes concepciones del vector. Asi, el autor plantea como objetivo general
de su investigacion “proponer un modelo conceptual y matematico del concepto de vector,
asi como un conjunto de construcciones y mecanismos mentales que el estudiante puede

desarrollar para la comprension de este concepto” (p.1).
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Cabe destacar que una de las razones por las que se ha prestado atencion a esta investigacion
es que surge de la preocupacion del autor por la confusién que los estudiantes de ingenieria
tienen acerca de las diferentes concepciones del vector y en acorde con que “la falta de una
correcta construccion mental para el concepto de vector podria representar un obstaculo para
la construccion de otros conceptos matematicos” (p.3). La propuesta reportada por Orozco
(2016) esta fundamentada bajo la teoria constructivista APOE (del acrénimo Accidn,
Proceso, Objeto y Esquema), la cual destaca tres componentes fundamentales del ciclo de

investigacion:

e Anadlisis tedrico. Involucra la experiencia del investigador, las investigaciones previas que
estudian el concepto de interés, las perspectivas histéricas en el desarrollo de dicho concepto
y el anélisis de materiales de instruccion relacionados al concepto. De aqui surge el disefio
de la descomposicion genética del concepto, descrita por el autor como “una descripcion de
las construcciones mentales que un individuo puede realizar mediante mecanismos mentales
al construir su entendimiento de un concepto matematico” (pp.49-50)

e Disefio e implementacion de la instruccion. Consiste en el disefio y aplicacion de estrategias
pedagdgicas especificas, cuyo propésito es ayudar a los estudiantes a desarrollar las
construcciones mentales que se exponen en el analisis tedrico. Aqui, el autor hace referencia
a un método pedagdgico propuesto por Dubinsky en 1996, el cual subdivide esta componente
en tres partes: investigacion sobre la ensefianza, la cual indica que la informacion surge de
cuestionarios y entrevistas a los estudiantes; el ciclo de ensefianza ACE basado en
actividades, discusion en clase y ejercicios; y finalmente el aprendizaje colaborativo que
consiste en el trabajo realizado por los estudiantes en grupos colaborativos permanentes.

e Colecciony andlisis de datos.

Asimismo, Orozco (2016) caracteriza las cuatro construcciones mentales de la teoria APOE,

resumidas a continuacion:

e Acciones: Concepciones iniciales, transformaciones dirigidas externamente de un Objeto (u
Objetos) previamente concebido.
e Procesos: Son construidos mediante uno de tres mecanismos mentales: interiorizacion,

coordinacion o reversion.




e Objetos: Surgen de la aplicacion de una Accidn a un Proceso.
e Esquemas: Surge de la interaccion de las Acciones, Procesos y Objetos y “se caracteriza por
su dinamismo y su continua reconstruccion determinada por la actividad matematica del tema

en situaciones matematica especificas” (p.52)

Como parte del disefio y aplicacion de la ensefianza y para indagar respecto a las
concepciones que tienen los estudiantes (que cursan el sexto semestre de ingenieria geofisica,
lo cual indica que ya tomaron un primer curso de algebra lineal) sobre el concepto de vector,
el autor aplico un cuestionario que contenia las siguientes tres preguntas: ¢ Qué es una vector?
Da un ejemplo de vector y ;Qué condiciones debe cumplir algo para que se considere un
vector? (pp.66-67).

En particular, prestamos atencion a las respuestas que dieron los estudiantes a la primer y
segunda pregunta. Las respuestas de los estudiantes a la primera pregunta fueron clasificadas

por el autor de la siguiente forma:

e Aquellas que hacen referencia a un vector como una entidad que tiene magnitud y direccion
(incluyendo al sentido) (p.67). Se reporta que un 93.02% de las respuestas entran en esta
clasificacion.

e Aguellas que hacen referencia a un vector como un arreglo de nimeros (p.67). El 13.95%
de las respuestas entran en esta clasificacion.

e Aguellas que hacen referencia a un vector como un elemento de un espacio vectorial (p.67).

Se obtuvieron Gnicamente 9.3% respuestas que entran en esta clasificacion.

De esta clasificacion es posible interpretar una asociacion entre las respuestas de la primera
y segunda pregunta, las cuales Orozco (2016) clasifica de la siguiente forma: Ejemplos fisicos
con un 55.81% de las respuestas, ejemplos algebraicos con un 46.51% de las respuestas y
ejemplos en los cuales el vector es un elemento de un espacio vectorial con una Unica

respuesta que representa el 2.32% de los datos.

Esto concuerda con los resultados de algunos estudios reportados en la seccion anterior,

acerca de que la concepcion mas usual de vector que tienen los estudiantes es la concepcion
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fisica. Es claro, como indica Orozco (2016) que “el concepto de vector como un elemento
de un espacio vectorial es practicamente inexistente, al menos en el sentido de que la primera
nocion que asocian a la palabra vector es la de fisica 0 geometria” (p.70). Es preocupante
que, estudiantes de ingenieria que ya tomaron un primer curso de algebra lineal, en su
mayoria, sigan pensando al vector exclusivamente como un segmento de recta dirigido con

magnitud, direccion y sentido o, en su representacion geométrica como una flecha.

En relaciéon con lo anterior, el autor propone un modelo de ensefianza que engloba las
diferentes concepciones del vector, un modelo en el que los conceptos de vector y espacio
vectorial deben construirse de manera simultanea, partiendo de la consideracion de que los
vectores son elementos que comparten ciertas propiedades, axiomas o caracteristicas que los

permiten agruparse en conjuntos denominados espacios vectoriales:

Propongo entonces que los conceptos de vector y de espacio vectorial deben construirse de
manera simultanea, a partir de la manipulacion de objetos que satisfacen ciertas
caracteristicas evitando presentar inicialmente una lista de axiomas escritos en lenguaje
matematico formal. Considero también que esta manipulacion debe realizarse sobre vectores
mas que sobre espacios vectoriales; es decir, es mas apropiado pensar que un conjunto de
objetos Ilamados vectores que satisfacen ciertas caracteristicas forman un espacio vectorial,
en contraste con la contraparte, que un espacio vectorial es un conjunto de elementos

Ilamados vectores que satisfacen ciertas caracteristicas. (p.75).

En este sentido, se plantea que “el enfoque para entender el concepto de vector debe darse en
las operaciones asociadas a un espacio vectorial: la suma de vectores y la multiplicacion de

un vector por un escalar” (p.76).

Con base en lo anterior, destacamos la importancia de realizar un trabajo que facilite el
transito de la nocion de vector en fisica a la nocion de vector en algebra lineal, es decir, como
elemento de un espacio vectorial. Asimismo, dotar de escenarios geométricos en donde los
estudiantes puedan realizar las operaciones de suma de vectores y multiplicacién por un
escalar como una graduacion para lograr la concepcion del vector en su forma abstracta vista

en un curso de algebra lineal.




2.4Libros de texto

Para tener un acercamiento sobre la introduccién usual del concepto de vector desde la
educacion bésica hasta la superior, se consultaron libros de texto usados para la ensefianza
de fisica en la educacion Secundaria y Media Superior, asi como libros de algebra lineal
sugeridos en el plan de estudios de las carreras de ingenieria como se ha sefialado en la

seccion 1.1.

En general, como sefialan Cordero & Flores (2007):

El libro de texto juega un papel importante puesto que préacticamente norma todas las
acciones de ensefianza y aprendizaje o por lo menos tiene una gran influencia en ellas. Las
selecciones del conocimiento que el docente hace en su practica de ensefiar son tomadas,

precisamente de los libros. (p.14)

2.4.1 Libros de fisica en la educacion basica

Para conocer la introduccion usual del concepto de vector en la educacidn secundaria, se
consultaron cuatro libros de texto gratuitos de fisica distribuidos por la Comision Nacional
de Libros de Texto Gratuitos a los estudiantes de segundo afio de la educacion secundaria.
Los libros consultados son recientes, afio 2018 y 2019, cuya revision se centro en los temas
de cantidades vectoriales como desplazamiento, velocidad y fuerza, donde suele introducirse

por primera vez el concepto de vector.

Fisica Ciencias y Tecnologia 2 (Trigueros & Pimentel, 2018)

En este material de apoyo, el vector aparece por primera vez en el capitulo Movimiento,
trayectoria y desplazamiento. Este capitulo inicia con un ejemplo para ensefar al estudiante
los conceptos de trayectoria, distancia recorrida y desplazamiento, este Ultimo se sefiala como
un cambio de posicién que tiene una magnitud, una direccion y un sentido. A partir de esto,

se define al vector de la siguiente manera:

Las magnitudes fisicas que para ser definidas requieren de una magnitud, direccion y sentido,

como el desplazamiento, se pueden representar mediante un vector. Un vector se puede
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simbolizar graficamente como una flecha cuyo tamafio es proporcional a su magnitud y que

apunta en la direccion y sentido dibujados. (p.18)

Més adelante, se exponen dos conceptos que al igual que el desplazamiento, tienen una
magnitud, una direccion y un sentido: velocidad y aceleracion. Mientras que la velocidad de
un objeto se describe como un vector que apunta en la direccion del desplazamiento del
objeto, la aceleracién es presentada como el cambio de la velocidad en el tiempo y, por lo

tanto, también es un vector.

Finalmente, en el capitulo titulado Fuerzas, interaccion entre objetos se plantea la siguiente

definicion de fuerza:

La fuerza es un vector, ya que tiene magnitud, direccion y sentido. El efecto que produce una
fuerza sobre un objeto depende tanto de su magnitud como de la direccién y el sentido en que
se aplica. Al igual que los vectores de desplazamiento, velocidad y aceleracion, la fuerza se
representa graficamente mediante una flecha. En este caso, el tamafio de la flecha es
proporcional a la magnitud de la fuerza, y su direccion y sentido coinciden con los de la
fuerza original. (p.34)

Adicionalmente, en este capitulo se ensefia a los estudiantes a realizar operaciones entre
vectores para sumar fuerzas, donde “las fuerzas en un mismo sentido se suman, mientras que
aquéllas que se aplican en sentidos opuestos se restan” (p.39). Se presenta el procedimiento
conocido como método del poligono, el cual permite sumar vectores de manera gréfica. Este
procedimiento consiste en dibujar las flechas que representan las fuerzas a sumar, una detras

de la otra, para obtener la fuerza resultante.

Cabe destacar que los autores no dan una definicion explicita del concepto vector, se alude a
esta palabra como representacion grafica de magnitudes fisicas que comparten tres
propiedades en comun: magnitud, direccion y sentido. Por ende, en este contexto los
estudiantes conciben como vectores a las cantidades que requieren una magnitud, una

direccién y un sentido para ser definidas.




Ciencias 2. Fisica jActivate! Secundaria (Covarrubias et al., 2018)

La revision de este libro muestra que los autores introducen el concepto de vector hasta el
tema de fuerzas en el capitulo 12 titulado ¢Qué es la fuerza? A pesar de que se ensefia a los
estudiantes otras magnitudes vectoriales como el desplazamiento, velocidad y aceleracion,
no se hace referencia al concepto de vector hasta el momento en el que se habla de fuerza.
Esta magnitud vectorial se introduce mediante ejemplos que son familiares al estudiante, por
ejemplo, un partido de bolos, el movimiento de una silla al empujarla, un clavo atraido por
un iman, estirar una liga o patear un balon. Consecuentemente, la fuerza es definida como
la accion que ejerce un cuerpo sobre otro y al vector como una representacion de la fuerza o

de las magnitudes vectoriales.

Para representar de manera grafica una fuerza se utilizan vectores. Un vector es una representacion

grafica (en forma de flecha) de las fuerzas. El extremo donde inicia la flecha es el punto de aplicacion

de la fuerza. Un vector representa un tipo de magnitud fisica denominada vectorial que graficamente

tienen las siguientes caracteristicas (figura 12.8) [Figura 2.5].

e Origen. Lugar o punto en donde inicia el vector.

e Magnitud. Longitud de la flecha; representa la dimension o extension de la fuerza; significa que
a mayor fuerza, mayor sera la longitud de la flecha.

e Direccidn. Orientacion de la flecha en el espacio.

e Sentido. Componente que se indica con la punta de la flecha.

Direccion

N

Magnitud 1
Punto de aplicacian Sentida

Figura 2. 5. Un vector (flecha) es la representacion grdfica que representa a las fuerzas (Covarrubias et al., 2018, p.122).

La introduccion del concepto de vector termina con dos ejercicios, en el primero se solicita
al estudiante observar vectores o flechas e indicar cuales tienen la misma magnitud y
direccidn, pero sentido contrario y cuales tienen diferente direccién y sentido; en el segundo
se muestran iméagenes en las que el estudiante debe representar con vectores la fuerzas que

actian. En este libro no se expone el tema de suma de vectores.




Ciencias y Tecnologia 2. Fisica (Castafieda, 2019)

En esta obra, en la secuencia didactica 1 titulada ¢ Como se mueven los cuerpos? se alude al
concepto de vector sin hacer mencion de esta palabra. En el subcapitulo trayectoria,
desplazamiento y distancia estos conceptos se introducen usando ejemplos de la vida real
como el camino que recorre una hormiga para llevar alimento hasta un hormiguero o el
recorrido de un auto en una pista de carreras. A partir de esto, se denomina trayectoria a la
unién de todos los puntos por los que pasa un objeto para llegar a su destino, distancia a la
magnitud de esa trayectoria y desplazamiento a la distancia de la trayectoria mas corta entre
dos puntos. Al momento de definir el concepto desplazamiento se hace referencia por primera
vez a la representacion grafica del vector (segmento de recta dirigida o flecha):

La distancia y el desplazamiento se miden en metros, centimetros, kilometros, etcétera. La
diferencia entre estos dos conceptos es que el desplazamiento se representa con una flecha
gue va de la posicion inicial a la posicién final (A — B)... el desplazamiento es la medida
de la trayectoria mas corta entre dos puntos (linea recta) y tiene direccion y sentido y se
representa con una flecha. (p.27)

Posteriormente, en el subcapitulo ¢Como se miden la distancia y el desplazamiento? los
autores presentan una definicién similar a la expuesta por Trigueros & Pimentel (2018), en

la cual se hace referencia a la representacion gréafica del vector sin hacer alusion a la palabra.

En fisica existen dos tipos de magnitudes: escalares y vectoriales. Para identificar las
magnitudes escalares, solo requerimos conocer su valor y sus unidades. Por ejemplo, la
distancia y el tiempo. Por otro lado, para las magnitudes vectoriales, requerimos su valor, sus
unidades y su direccion. Las magnitudes vectoriales se representan con flechas que

determinan la direccion. Por ejemplo, el desplazamiento (A — B). (p.28)

La secuencia didactica 2 del libro, continta con el tema de fuerzas. Esta magnitud es definida
como “la magnitud de la interaccidn entre dos objetos y tiene asociada una direccion” (p.45).

Partiendo de este concepto se cita por primera vez la palabra vector:




Cuando alguien empuja un objeto, importa tanto el valor de su fuerza como la direccion hacia
donde lo hace. Por lo anterior, la fuerza es considerada un vector o una cantidad vectorial,

igual que el desplazamiento, la velocidad y la aceleracion. (p.47)

Aunque la Gltima frase da a entender los conceptos de vector y cantidad vectorial como
sinénimos, no son lo mismo, de hecho, las magnitudes vectoriales se denominan asi por
tratarse de cualquier magnitud que puede representarse por un vector. Como se menciona:
“la fuerza es una magnitud vectorial que se compone de un valor y una direccion que deben
indicarse cuando hacemos su representacion...Dado que es una magnitud vectorial, la fuerza

puede representarse mediante flechas” (p.52).

Al igual que en el primer libro (Trigueros & Pimentel, 2018), en este capitulo de fuerzas se
ensefia a los estudiantes a sumar vectores al reflejar la necesidad de sumar fuerzas como

sefiala el siguiente ejemplo presentado:

Imagina que de camino a la escuela el auto en el que viajas con alguno de tus padres se detiene
y necesitan empujarlo hacia adelante. La fuerza que ejerces debe sumarse a la de tus padres
para lograr que el auto se mueva. ;Cémo sabrias cual es la fuerza total que logra mover el

automovil? (p.53)

Primero se instruye a los estudiantes a sumar fuerzas horizontales (flechas con direccion de
0° 0 180°) que tienen el mismo sentido y sentido contrario, se plantea que estas Ultimas en
realidad se restan puesto que, al colocar una fuerza en sentido opuesto, se disminuye la
primera fuerza. Hay que afadir que este libro sefiala explicitamente la notacion de los

vectores: “la fuerza total o neta se representa con la letra R y una flecha encima que indica

gue es un vector; R” (p.54). Del mismo modo, y sin hacer mencion, aparece el vector cero
como una suma de fuerzas que tienen misma magnitud, pero sentido contrario. En fisica, esta
suma se entiende como dos fuerzas que se contrarrestan haciendo que el objeto se mantenga
en reposo. Después, se plantea el método del poligono para que el estudiante sea capaz de
sumar cualquier cantidad de vectores y, por ende, sumar fuerzas que acttan en cualquier

direccion:




El método del poligono consiste en colocar el origen del vector de la segunda fuerza en el
extremo de la primera; el origen de la tercera fuerza, en el extremo de la segunda; y asi
sucesivamente...El vector resultante comenzara en el origen del primer vector de fuerza y

terminard en la punta del tltimo vector de fuerza. (p.57)

Fisica. Cienciay tecnologia. Serie Ser mejor (Chamizo, 2019)
Después de dar a conocer los conceptos de trayectoria, desplazamiento y velocidad, los
autores introducen el concepto de vector y del mismo modo que en el segundo libro
mencionado (Covarrubias et al., 2018), se da una definicion de las tres caracteristicas
principales del vector: mddulo o magnitud, direccion y sentido.

Cuando describimos algunos fenémenos y recurrimos a expresar ciertas medidas, como la temperatura,
la longitud, la masa o el tiempo, simplemente indicamos su magnitud (o tamafio) y su unidad. Estas
cantidades se conocen como escalares y se suman, restan, multiplican y dividen aritméticamente...Sin
embargo, existen otras cantidades que para definirse necesitan indicar la direccién y el sentido en el
gue se mueven, tal es el caso de la velocidad, la fuerza, la aceleracién y el desplazamiento entre otras.
a) Maddulo: corresponde al tamafio del vector, suele representarse con un nimero y se denota con
la letra A o |A]| (valor absoluto) o incluso con la flecha arriba de la letra, como se ve en la
FIGURA 1.7 [Figura 2.6].
b) Direccion: es la inclinacion de la flecha, e indica cuél es el angulo entre ella 'y un eje horizontal
imaginario.
¢) Sentido: se representa por la punta de la flecha
A estas cantidades se les conoce como vectoriales y, como su nhombre lo indica, se expresan como
vectores que se representan con flechas, cuya punta indica el sentido, su tamafio, la magnitud; su
direccion se determina por el angulo que hace con el eje de las X, cuando se traza en un plano

cartesiano.

Figura 2. 6. Caracteristicas de un vector (Chamizo, 2019, p.18).




Se puede afadir que, en esta obra no se alude a la representacion gréfica del vector para
introducir el tema de Fuerzas y, por lo tanto, no se ensefia a sumar fuerzas mediante métodos

de suma de vectores.

Ahora bien, en los cuatro libros revisados, el vector es introducido como una representacion
de las magnitudes vectoriales, es decir, como una flecha con magnitud, direccion y sentido.
La trayectoria definida por los autores para la ensefianza de las magnitudes vectoriales, en
general, sigue los pasos 1, 2, 3 'y 4 mostrados en la Figura 2.7, con la diferencia de que en
algunos libros el vector se presenta en diferentes secciones. Trigueros & Pimentel (2018) y
Castafieda (2019) aluden al vector por primera vez al introducir los conceptos de distancia y
desplazamiento, Chamizo (2019) introduce al vector después de exponer los conceptos antes
mencionados y Covarrubias, Infante, & Segura (2018) lo hacen al introducir el tema de
fuerzas. Asimismo, Covarrubias, Infante, & Segura (2018) y Chamizo (2019) omiten el tema
de suma de fuerzas y por lo tanto, no se ensefia a sumar vectores mediante el método del

poligono o el paralelogramo.

2. Introduccion de las
magnitudes escalares y
vectoriales y/o del vector como
una flecha con magnitud,
direccion y sentido.

1. Exposicion de problemas de la
vida diaria para exponer los
conceptos de trayectoria,
distancia y desplazamiento.

4. Planteamiento del concepto de

3. Exposicion de los conceptos fuerza representado mediante

de velocidad y aceleracién como vectores e introduccién de la

vectores 0 magnitudes suma de fuerzas mediante el
vectoriales. método del paralelogramo para

sumar vectores.

Figura 2. 7. Acercamiento al modo de introduccion del concepto de vector en la educacion secundaria.

2.4.2 Libros de fisica en la educacién media superior

En esta seccidn se presenta la forma en que se introducen los vectores en tres libros de fisica
usados como referentes en la ensefianza de la asignatura de fisica de la educacion media
superior. Para la seleccion de los libros revisados, se consultaron los programas de estudio

de los cursos de fisica impartidos en la escuela Nacional Preparatoria (ENP) perteneciente a




la UNAM, y en los Centros de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos (CECyT) de la rama
Ingenieria y Ciencias Fisico-Matematicas del IPN (Anexo A).

De acuerdo con los objetivos del presente trabajo de investigacion, se ha prestado atencién
especificamente en la introduccién del concepto de vector y sus operaciones bésicas: suma

de vectores y multiplicacion por un escalar.

Fisica - Volumen I: Mecanica, radiacion y calor. (Feynman, Leighton, & Sands, 1998)

El capitulo 11 de este libro, titulado Vectores, se divide en siete secciones: Simetria en fisica,
traslaciones, rotaciones, vectores, algebra vectorial, leyes de newton en notacion vectorial y
producto escalar de vectores. En este capitulo, el vector se introduce mediante el

planteamiento de dos tipos de cantidades de importancia en la fisica:

Comenzamos notando algunas caracteristicas de dos tipos de cantidades que son importantes
en la fisica.... Uno de ellos, como el nimero de papas en un saco, lo llamamos una cantidad
ordinaria, o una cantidad no dirigida, o un escalar...Otras cantidades que son importantes en
fisica tienen direccidn, por ejemplo, la velocidad: debemos estar al tanto de hacia donde un
cuerpo se dirige, no sélo de su rapidez. El momentum y la fuerza también tienen direccion,
como lo tiene el desplazamiento: cuando alguien camina de un lugar a otro en el espacio,
podemos estar al tanto de cuanto se alejo, pero si queremos también saber hacia donde fue,
tenemos que especificar una direccion. Todas las cantidades que tienen una direccion, como

un paso en el espacio, se llaman vectores. (p. 11-7)

Una primera diferencia observada en comparacion con los libros de texto de fisica elemental
es que se introduce al vector dentro de un sistema de coordenadas en su representacion

geométrica y algebraica.

Un vector es tres numeros. A fin de representar un paso en el espacio, digamos desde el origen
a algin punto particular P cuya ubicacion es (x,y,z), necesitamos realmente tres
numeros...No es un nimero Unico, representa a tres nimeros: x, y y z. L0s tres nimeros que
describen la cantidad en un sistema de coordenadas dado se llaman las componentes del

vector en la direccion de los ejes coordenados de ese sistema. (p. 11-7)




Consecuentemente se describen algunas operaciones de los vectores. Ademas de la suma de
vectores conocida por los estudiantes en la fisica elemental, se define la multiplicacion de un
vector por un escalar y la sustraccion de vectores. Para el caso de la suma geométrica se

plantea lo siguiente:

Supongamos que a es un vector el cual en algin sistema de coordenadas particular tiene las
tres componentes (ay, ay,a,) y que b es otro vector que tiene las tres componentes
(by, by, b,). Inventemos ahora tres nuevos nimeros (a, + by, a, + by, a, + b,). ¢Forman

éstos un vector? (p.11-8)

Por otra parte, los autores sefialan que para la suma grafica de vectores no se necesitan ejes
de coordenadas, dado que, a y b se representan por segmentos de modo que, la suma se hace
colocando la cola de b sobre la cabeza de a y donde, el vector ¢ que representa la suma de

ay b sera el segmento que va de la cola de a a la cabeza de b (Figura 2.8).

Figura 2. 8. Suma de vectores (Feynman et dl., 1998, p.11-g).

Maés adelante se introduce la sustraccion geométrica de vectores, la cual se realiza de la
misma forma que la adicion, con la diferencia de que uno de los vectores que antes se sumaba,
ahora tiene signo contrario, y, por lo tanto, el vector resta se obtiene al dibujar el vector desde

b hasta a (Figura 2.9).

d

d=a-b

Figura 2. 9. Resta de vectores (Feynman et al., 1998, p.11-9).
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Hay que sefialar que la multiplicacion de un vector por un nimero a se muestra rapidamente
de forma geométrica como un nuevo vector con componentes aa,, aa,, aa,, €s decir, cada

componente del vector (ay, a,, a,) es multiplicado por el nimero a.

Fisica Vol. 1 (Resnick, Halliday, & Krane, 2001)

Esta obra cuenta con un capitulo disefiado especificamente para introducir las propiedades,
usos y operaciones matematicas de los vectores. El capitulo 3, titulado Vectores se divide en
las siguientes seis secciones: Vectores y escalares, suma de vectores: método gréfico,
componentes de vectores, suma de vectores: método de las componentes, multiplicacién de

vectores y las leyes vectoriales en la fisica.

En la primera seccidn, el concepto de vector parte de la nocion de desplazamiento, la cual se
presenta como el cambio de posicidn de una particula que va de un punto A hasta un punto
B y cuyo movimiento se representa por una flecha, mostrando que “un desplazamiento se
caracteriza, por lo tanto, por una longitud y una direccion” (p.41). Consecuentemente, Se

afiade que:

Las cantidades que se comportan como desplazamientos se llaman vectores. (La palabra
vector significa portador en latin. Los biélogos usan el término vector para significar un
insecto, un animal u otro agente que porta una causa de enfermedad de un organismo a otro.)
Los vectores, entonces, son cantidades que tienen tanto magnitud como direccién y que
siguen ciertas reglas de combinacion...Algunas otras cantidades fisicas que se representan

por vectores son: fuerza, velocidad, aceleracion, campo eléctrico y campo magnético. (p.42)

La segunda seccion continta con el planteamiento de la suma de vectores mediante el método
grafico. En este método el vector se ve como una flecha cuya longitud y direccion son
proporcionales a la magnitud y direccion del vector. Como apoyo para la ensefianza de la
adicion de vectores, los autores proponen el diagrama de la Figura 2.10 y exponen las

siguientes tres reglas para la suma vectorial:




(1) En un diagrama dibujado a escala trazar el vector a con su direccidn propia en el sistema
de coordenadas. (2) Dibujar b a la misma escala con la cola en la punta de a, asegurandose
de que b tenga su misma direccién propia (por lo general diferente de la direccion de a). (3)

Dibujar una linea desde la cola de a hasta la punta de b para construir el vector suma s.

Figura 2. 10. Suma vectorial a + b = s (Resnick et al., 2001, p.42).

Adicionalmente, en esta obra los autores indican que en un texto impreso el vector se
representa por un simbolo en negritas, tal y como se ha resaltado en la cita anterior, mientras
que en la escritura manual lo mas comun es colocar una flecha sobre el simbolo que denota

la cantidad vectorial, por ejemplo d.

La seccion continda mostrando dos propiedades de la adicidn de vectores: la ley conmutativa
y la ley asociativa. Sefialando que “estas leyes aseguran que no hay diferencia alguna en el
orden o agrupamiento en que sumemos los vectores; la suma es la misma” (p.43). Ademas,
se introduce rapidamente la sustraccion de vectores como la suma de un vector negativo: a —
b = a + (—b), donde —b corresponde a un vector con la misma magnitud que b, pero con
direccion opuesta.

Al inicio de la seccion 3, los autores definen una de las limitantes de ver a los vectores

unicamente como flechas y destacan la necesidad de transitar a su representacion algebraica.

Aun cuando hemos definido la adicion vectorial con el método grafico, ello no es muy util
para vectores en tres dimensiones. A menudo es hasta inconveniente para el caso
bidimensional. Otra manera de sumar vectores es el método analitico, que implica la
resolucion de un vector en componentes con respecto a un sistema de coordenadas en
particular. (p.43)




A continuacién, se situa al vector dentro de un sistema de coordenadas, lo cual, da pie a la

introduccion de las componentes cartesianas del vector, ay y ay, ilustradas en la Figura 2.11.

ay

|
|
|
!
|
!

¢
A U R
0 9=

Figura 2. 11. Componentes del vector a: a, en la direccién x y a,, en la direccién y (Resnick et al., 2001, p.43).

Una diferencia notable con el libro anterior es que, en este libro los autores proporcionan
formulas para obtener las componentes del vector si se conoce la magnitud y direccion del

mismo.

Las componentes a, Y a, se hallan facilmente por a, = acos¢ y a, = asen¢ donde ¢ es
el angulo que el vector a forma con el eje x positivo...los signos algebraicos de las

componentes de un vector dependen del cuadrante en que se encuentra el angulo ¢. (p.43)

De manera inversa, se plantean las formulas para obtener la magnitud y direccion de un

vector cuando este esta definido por sus componentes.

Podemos ir y venir entre la descripcion de un vector en términos de sus componentes

(ax y ay) Y la descripcion equivalente en términos de la magnitud y la direccion (ay ¢).

Para obtener a 'y ¢ a partir de a, y a,, notamos...que
a = /a,zc +aj

tang = a,/a,.

El cuadrante en que encuentra ¢ se determina a partir de los signos de a, y de a,,. (p.44)




Para vectores en tres dimensiones, el vector se coloca en un sistema de coordenadas de tres
ejes x,y,z, como se muestra en la Figura 2.12. En este caso, las formulas expuestas para

calcular las componentes del vector son: a, = asenfcos¢ , a, = asenfsen¢ a, = acos6

/ ny Proyeccién xy de a

Figura 2. 12, Componentes ay, a,, y a, de un vector en tres dimensiones (Resnick et al., 2001, p.43).

El capitulo prosigue introduciendo los vectores unitarios como vectores de longitud unitaria:

En el sistema de coordenadas rectangulares se emplean por lo general los simbolos i, j, y
k como vectores unitarios en las direcciones positivas de x,y, y z, respectivamente...En
general, un vector a en un sistema de coordenadas tridimensional puede escribirse en
términos de sus componentes y los vectores unitarios como

a = ayi + a,j + a;k,
0 en dos dimensiones como

a = a,i + ay,j.(p.44)

Una vez definidos los vectores en términos de sus componentes, los autores exponen el
método analitico para la adicion de vectores. Al igual que en el método grafico, se explicitan

tres reglas para sumar vectores.

(1) Resolver cada vector en sus componentes, manteniendo el curso del signo algebraico de
cada componente. (2) Sumar las componentes de cada eje de coordenadas, tomando en cuenta
el signo algebraico. (3) Las sumas asi obtenidas son las componentes del vector suma. Una
vez que conozcamos las componentes del vector suma, podemos reconstruir facilmente a ese

vector en el espacio. (p.46)




Para mostrar cobmo funciona el método analitico, se plantean tres problemas muestra, de los

cuales el segundo dice:

Problema muestra 2 Un automavil viaja hacia el este en una carretera a nivel durante 32
km. Después da vuelta hacia el norte en una interseccion y viaja 47 km antes de detenerse.
Hallar el desplazamiento resultante del automovil.
Solucion Elegimos un sistema de coordenadas fijo con respecto a la Tierra, con la direccion
x positiva apuntando hacia el norte... El desplazamiento resultante s se obtienede s = a +
b. Puesto que b no tiene componente x y a no tiene componente y, obtenemos...

Sy =a,+ b, =32km+ 0 =32km

Sy =ay + by, =0+ 47km = 47km

La magnitud y la direccion de s son, entonces. ..

sy = [sZ+s2=+/(32km)? + (47km)? = 57km
Sy _47km
Sy 32km
El vector de desplazamiento resultante s tiene una magnitud de 57 kmy forma un angulo de
56° al noreste. (p.47)

tang = =147, ¢ =tan"1(1.47) =56°

Algo peculiar en este problema es que al definir los vectores en términos de sus componentes
se toma en cuenta la direccion planteada en el texto. Si el automovil viaja hacia el este, se
encuentra sobre el eje x y por lo tanto no tiene componente y. Del mismo modo, si después
viaja hacia el norte, el vector se coloca sobre el eje y y no tiene componente x. Otra diferencia
notable con el libro anterior (Feynman et al., 1998), es que se introducen tres tipos de

multiplicacién con vectores:

1. Multiplicacién de un vector por un escalar. La multiplicacién de un vector por un escalar
tiene un significado sencillo: el producto de un escalar ¢ y un vector a, escrito ca, se define
gue es un nuevo vector cuya magnitud es ¢ multiplicado por la magnitud de a. El nuevo
vector tiene la misma direccion que a si c es positivo y la direccion opuesta si ¢ es negativo...

2. Multiplicacion de dos vectores para dar por resultado un escalar. El producto escalar de
dos vectores a y b, escrito como a - b, se define como

a - b =abcosep (13)
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donde a es la magnitud del vector a, b es la magnitud del vector b, y cos¢ es el coseno del
angulo ¢ entre los dos vectores... A causa de la notacion, a b se Ilama también el producto
punto de ay b y se le dice “a punto b”...

3. Multiplicacion de dos vectores para dar como resultado otro vector. El producto vectorial
de dos vectores a y b se escribe como a X b y es otro vector ¢, donde ¢ = a X b. La magnitud
de c se define como

¢ = |a X b| = absen¢ (16)

donde ¢ es el angulo (mas pequefio) entre ay b ... A causa de la notacion, a X b se llama

siempre el producto cruz de a y b y nos referimos a él como dice “a cruz b”. (pp.48-49)

El capitulo de vectores cierra con una seccion que los autores sugieren puede omitirse y con

una serie de ejercicios para repasar los temas tratados.

Fisica, Conceptos y aplicaciones (Tippens, 2011)

La revision de este libro se centro en el capitulo 3 titulado Mediciones técnicas y vectores.
Este capitulo esta dividido en 14 secciones, de las cuales 8 se centran en el tratamiento de los
vectores. El capitulo comienza con una explicacion de lo que se entiende por cantidad fisica,
sefialando que estas tienen una magnitud que se define por un nimero y una unidad de

medida.

La introduccidn del vector comienza con una clasificacion de estas cantidades en vectoriales
y escalares, afladiendo que una “cantidad vectorial se especifica totalmente por una magnitud
y una direccion. *Consiste en un ndmero, una unidad y una direccién. Por ejemplo,
desplazamiento (20 m, N) y velocidad (40 mi/h, 30° N del O)” (p.45). Posteriormente, se
alude a la representacion grafica del vector como un segmento de recta cuya direccion se
indica dibujando una punta de flecha y, adicionalmente y a diferencia de los otros libros, se
introduce al vector como una pareja de nimeros, los cuales en este caso son Ry 8, donde R

es la magnitud del vector y 8 su direccion.




Con frecuencia, un vector se especifica con un par de nimeros (R, 8). El primer nimero y su
unidad indican la magnitud y el segundo nimero indica el &ngulo, medido en contrasentido

al avance de las manecillas del reloj, a partir de la parte positiva del eje x (p.47)

Més adelante, se ensefia a sumar vectores de forma gréafica a través de dos métodos conocidos
como el método del poligono y el método del paralelogramo, los cuales son llevados a la
practica mediante dos ejemplos. El primer ejemplo plantea el siguiente problema: “Un barco
recorre 100 km hacia el Norte durante el primer dia de viaje, 60 km al noreste el segundo
dia y 120 km hacia el Este el tercer dia. Encuentre el desplazamiento resultante con el
método del poligono” (p.47). Para dar solucion a este problema, se plantea el método del

poligono de la siguiente forma:

El método del poligono para sumar vectores

1. Elija una escala y determine la longitud de las flechas que corresponden a cada vector.

2. Dibuje a escala una flecha que represente la magnitud y direccion del primer vector.

3. Dibuje la flecha del segundo vector de modo que su cola coincida con la punta de la flecha
del primer vector.

4. Continte el proceso de unir el origen de cada vector con las puntas hasta que la magnitud
y la direccion de todos los vectores queden bien representadas.

5. Dibuje el vector resultante con el origen (punto de partida) y la punta de flecha unida a la
punta del ultimo vector.

6. Mida con regla y transportador para determinar la magnitud y la direccion del vector

resultante. (p.48)

Con base en lo anterior, se construye el diagrama de la Figura 2.13, el cual muestra la solucion

al problema planteado.

Figura 2. 13. Método del poligono para sumar vectores (Tippens, 2011, p.48).




El segundo ejemplo consiste en determinar “la fuerza resultante sobre un burro que es jalado
en dos direcciones diferentes por dos cuerdas” (p.48). Para ello, los autores emplean el
metodo del paralelogramo, presentado asi la Figura 2.14. Se describe que “se construy6 un

paralelogramo, dibujando a escala las dos fuerzas a partir de un origen en comin” (p.49).

Figura 2. 14. Método del paralelogramo para sumar vectores (Tippens, 2011, p.49).

En general, para explicar el método del paralelogramo se plantea lo siguiente:

Cada vector se dibuja a escala y sus colas tienen el mismo origen. Los dos forman entonces
dos lados adyacentes de un paralelogramo. Los otros dos lados se construyen trazando lineas
paralelas de igual longitud. La resultante se representa mediante la diagonal del
paralelogramo, a partir del origen de las dos flechas vectores. (p.48)

Hay que destacar que este método se usa para sumar Unicamente dos vectores a la vez. En
particular, los métodos antes mencionados se ensefian para visualizar fuerzas y calcular la
fuerza resultante definida como “la fuerza individual que produce el mismo efecto tanto en
la magnitud como en la direccién que dos o mas fuerzas concurrentes” (p.51). Sin embargo,
estos métodos son considerados como poco precisos por los autores. Por ello, se introduce
un método basado en el uso de la trigonometria del triangulo rectangulo, el teorema de
Pitagoras y el manejo de las funciones seno, coseno y tangente, conocido como el método de

las componentes, el cual se expone de la siguiente forma:

1. Trace un poligono aproximado con los vectores, dibujando cada vector con longitudes y
angulos proporcionales. Indique la resultante como una recta dibujada desde el origen del

primer vector a la punta del dltimo vector.




2. Encuentre las componentes x y y de cada vector usando la trigonometria si es necesario.
Verifique que los signos algebraicos sean correctos antes de proseguir.
A, = Acos@; Ay = Asenf
3.Elabore una tabla de componentes x y y, y sume algebraicamente para hallar la magnitud
y el signo de las componentes resultantes:
Ry =Ay+ B, +Cy+ -
Ry, =Ay,+By,+Cy+-

4.Encuentre la magnitud y la direccion de la resultante a partir de sus componentes

R= /R§4-R§; tang = |2]. (p.57)

A diferencia de obras citadas con anterioridad, en este libro los autores muestran el

perpendiculares R, y R,,

comportamiento de la direccion de un vector que parte del origen en los cuatro cuadrantes

del plano cartesiano a traves de la Figura 2.15.

90

(b) Cuadrante 11 (@) Cuadrante |

(¢) Cuadrante III (d) Cuadrante TV

Figura 2. 15. Direccién del vector en los cuadrantes del plano (a) En el primer cuadrante, el dngulo 6 estd entre 0°y 905
tanto F, como E, son positivas. (b) En el segundo cuadrante el dngulo 6 estd entre 90° y 180° F, es negativay F, es
positiva. (c) En el tercer cuadrante, el dngulo 6 estd entre 180°y 270°% tanto F, como FE, son negativas. (d) En el cuarto
cuadrante, el dngulo 6 estd entre 270°y 360°: F, es positiva y F, es negativa. (Tippens, 2011, p.54)

El capitulo 3 de este libro termina con una seccion dedicada a ensefiar el proceso para restar
vectores de forma grafica (Figura 2.16). Los autores sefialan que “la resta de dos vectores se
logra sumando un vector al negativo del otro. El negativo de un vector se determina

construyendo un vector igual en magnitud, pero de direccién opuesta” (p.61).
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Figura 2. 16. Cdlculo de la resta de dos vectores (Tippens, 2011, p.61)

A grandes rasgos, los tres libros anteriores, sefialados como referentes para la ensefianza de
la fisica en la educacion media superior, muestran una notable diferencia respecto a la
introduccion del concepto de vector presentada en los libros de la educacion elemental. En
particular, como sugieren Resnick, Halliday & Krane (2001) y Tippens (2011) la
representacion gréafica del vector tiene sus limitantes, por ello, surge la necesidad de
introducir un método analitico que permite trabajar con vectores en n-dimensiones. De ahi
que, en la educacion media superior, se presenta a los estudiantes una nueva representacion

del concepto de vector.

En general, los tres libros revisados retoman los conceptos sobre vector ensefiados en la
educacion elemental, es decir, se hace una distincion entre magnitudes escalares y
vectoriales, se presenta al vector en su representacion grafica como una flecha con magnitud,
direccion y sentido, se aborda la suma de vectores mediante el método gréfico v,

adicionalmente, aparece por primera vez la representacion algebraica del vector.

Con lo anterior, no se esta diciendo que los tres libros consultados introduzcan al vector de
la misma forma. De hecho, Feynman, Leighton, & Sands (1998) utilizan un método formal
de ensefianza bastante implicito, desde el inicio se presenta al vector como una tercia de
numeros ordenados (x, y, z), posteriormente, se introduce el método analitico para sumar

vectores y finalmente, se introduce la suma y resta de vectores mediante el método gréafico.

Por otra parte, Resnick, Halliday & Krane (2001) parecen ser mas explicitos e introducen al
vector a través de una secuencia bastante ordenada. Su método de ensefianza incluye el uso
de formulas y gréaficas; el capitulo sobre vectores, inicia con una exposicion de vectores y

escalares, continta con el método grafico para sumar vectores, se introducen las componentes




de un vector y méas adelante, se presenta la suma de vectores mediante el método analitico o

de las componentes.

Y, Tippens (2011) introduce el concepto de vector mediante el uso de formulas, graficas y
ejemplos. En cada se seccion se presenta una ejemplo del tema abordado. Asi, inicia con una
introduccion sobre las cantidades vectoriales y escalares, se expone la suma grafica de
vectores mediante el método del poligono y del paralelogramo, se plantea el método de las
componentes para sumar vectores y, adicionalmente, incluye una seccion opcional sobre

vectores unitarios.

2.4.3 Libros de Algebra Lineal

En esta seccidn se analizan dos libros de algebra lineal usados cominmente como referentes
bibliogréaficos en los programas de estudio de las carreras de ingenieria, mostrados en la
Seccidn 1.1, para tener un acercamiento a la introduccién usual de concepto de vector en los

cursos de algebra lineal de las carreras de ingenieria en la educacion Superior en México.

Introduccion al algebra lineal (Anton, 1994)

La revision de este libro se enfocd en el capitulo 3, titulado Vectores en los espacios
bidimensional y tridimensional, y el capitulo 4 denominado Espacios Vectoriales. Cabe
destacar que, la guia para el profesor incluida en este libro sefiala que “se puede omitir el
capitulo 3, sin perder la continuidad, si los estudiantes han estudiado con anterioridad rectas,

planos y vectores geométricos en los espacios bidimensional y tridimensional” (p.11)
El capitulo 3 inicia con una introduccion del concepto de vector, graficamente se plantea que:

Los vectores se pueden representar geométricamente como segmentos rectilineos dirigidos,
o flechas, en los espacios bidimensional y tridimensional; la direccion de la flecha especifica
la direccion del vector y la longitud de la misma describe su magnitud. La cola de la flecha
se llama punto inicial del vector y su punta es el punto terminal. Los vectores se denotaran

por medio de letras minusculas negritas como a, k, v,w y x. (p.113)




Mas adelante, se expone el concepto de vectores libres definidos como vectores equivalentes
por tener la misma longitud y la misma direccion. Seguidamente, se introducen en forma de
definicion, las operaciones aritméticas de los vectores en R?. La suma geométrica se plantea

de la siguiente manera:

Definicion. Si vy wson dos vectores cualesquiera, entonces la suma v + wes el vector
gue se determina como sigue: Coldquese el vector w de modo gue su punto inicial coincida
con el punto terminal de v. El vector v 4+ w se representa por medio de la flecha que va del

punto inicial de v al terminal de w. (p.114)
Posteriormente, se muestran las siguientes definiciones de sustraccion y producto escalar:

Definicion. Si vy w son dos vectores cualesquiera , entonces la sustraccion se define por
V—-w=v+ (—w)

...Para obtener la diferencia v — w, sin construir — w, colégquense vy w de modo que

coincidan sus puntos iniciales; el vector que va del punto terminal de w hacia el punto

terminal de v es entonces el vectorv — w ...

Definicion . Si v es un vector y k es el numero real (escalar), entonces el producto kv se

define como el vector cuya longitud es |k| multiplicado por la longitud de v y cuya direc-

cién es la misma que la de v, si k > 0,y opuestaa lade v, si k < 0. Se define kv = 0 si

k =00 v=0.(p.115)

Esta atima definicion en terminos formales se escribiria de la siguiente forma: u = (x;, x5, x3)

y k un escalar entonces ki = k(xq,x5,x3) = (kxy, kxy, kx3) 'y ademas U]l =

(ka2 + (kxy)? + (kxs)? = |kl/x? + x2 + x2.

Consecutivamente, se plantea la idea de introducir un sistema de coordenadas rectangulares
como una forma de simplificar los problemas relacionados con vectores, sefialando que en
un espacio bidimensional los vectores se describen analiticamente por parejas de niumeros

reales. Se afiade que:




Sea v cualquier vector en el plano y supdngase, como en la figura 3.6 [Figura 2.17], que se ha
colocado v de manera que su punto inicial quede en el origen de un sistema de coordenadas
rectangulares. Las coordenadas (v, v,) del punto terminal de v se llaman componentes de

v,y se escribe v = (v, v,)...

vy, 02)

V=

Figura 2. 17. Componentes de un vector en R? (Anton, 1994, p.116)

Del mismo modo, se establece la adicion vectorial y multiplicacidn por un escalar en términos

de las componentes del vector en R2.

Si
V= (v, 12) yw = (wy, wy)
entonces
Vv+w=(v; +wy, v, +wy)
Siv = (vy,v,) Y k es un escalar cualquiera, entonces, aplicando un argumento geométrico
relacionado con triangulos semejantes, se puede demostrar ... que

kv = (kvy, kv,)(p.117)

Adicionalmente, se describen los vectores como ternas de nimeros reales en un espacio

tridensional con ejes x, y y z. Se plantea que:

Si, como en la figura 3.12 [Figura 2.18], un vector v en el espacio tridimensional se ubica de

modo que su punto inicial quede en el origen de un sistema rectangular de coordenadas,

entonces las coordenadas del punto terminal se conocen como componentes de v y se escribe
v = (vy,V,,V3)

Si v=(vy,v,,v3) Y W= (wy,w,,w3) son dos vectores en el espacio tridimensional,

entonces es posible aplicar argumentos semejantes a los usados para los vectores en un plano,

a fin de establecer los resultados que siguen:

i) vy w son equivalentes si y sélo si vy = wy, vy = W, Y U3 = Wy
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iv+w= (v +wy,v, +w,,v3 +wy)

iii) kv = (kvy, kv,, kv3), en donde k es un escalar cualquiera

(vy, v2, v3)

e

Figura 2. 18. Componentes del vector en R3 (tomada de Anton, 1994, p.119)

De forma general, se establecen las siguientes propiedades para las operaciones basicas de

los vectores en R? y R3:

Teorema l. Si u, v y w son vectores en el espacio bidimensional o tridimensional, y ky |
son escalares, entonces se cumplen las relaciones siguientes:

Au+v=v-+u

Pu+v)+w=u+(v+w
Qu+0=0+u=u

du+ (—u) =0

e) k(lu) = (kDu

k(u + v) = ku + kv

g)(k + Du = ku + lu

h) 1u = u (p.123)

Este capitulo finaliza con tres secciones mas: producto escalar (punto); proyecciones,
producto vectorial (cruz) y rectas y planos en el espacio tridimensional, las cuales no se han
analizado debido a los temas de interés del presente trabajo de investigacion.

Mas adelante, al inicio del capitulo 4, se presenta la siguiente definicion: “Si n es un entero
positivo, entonces una n-ada ordenada es una sucesion de n nameros reales (a4, a,, ..., a,).
El conjunto de todas las n-adas ordenadas se conoce como espacio n dimensional y se denota

por R™” (p.151). A partir de esto, se introduce al vector de forma general como una n-ada




ordenada, como sefiala el autor “se concluye que una n-ada ordenada (a4, a,, ..., a,) Se puede

concebir como un “punto generalizado” o como un “vector generalizado™” (p.151).

Del mismo modo que en el espacio bidimensional y tridimensional, para R™ la suma de

vectores y multiplicacion por un escalar se plantea de la siguiente manera:

Definicion. Se dice que dos vectores u = (uq,uy, ..., Uy) Y V= (vq, V3, ..., Uy) €n R™ son

iguales si

U =V Uz = Vo), Up = Vp

La suma u + v se define por

u+v=_u +v,uy;+ vy .., u, +vy)

y si k es cualquier escalar, el multiplo escalar ku se define por

ku = (kuy, kuy, ..., kuy). (p-152)

Las propiedades de las operaciones antes definidas se listan mediante el siguiente teorema:

Teoremall. Siu = (U, Uy, ..., Up), ¥ = (V1,Vq, .., V) YW = (W1, Wy, ..., W) SON Vectores
en R™y k y I son escalares, entonces:

au+v=v-+u

PDu+vV+w=@@+vVv)+w

Qu+0=0+u=u

du + (—u) = 0,esdecir,u—u=20

e) k(lu) = (kDu

Hk(u + v) = ku + kv

g)(k + Du = ku + lu

h) Tu = u (p.153)




En realidad, estas propiedades son idénticas a las propiedades de la suma de vectores y
multiplicacién por un escalar en un espacio bidimensional y tridimensional, puesto que
R? y R® son casos especiales de R™. Finalmente, se planea la siguiente definicién de

espacio vectorial en la cual, aparece una nueva definicién del vector:

Definicién. Sea V un conjunto arbitrario de objetos sobre los cuales se definen dos opera-
ciones, la adicién y la multiplicacion por escalares (nUmeros reales). Por adicion se entiende
una regla para asociar, con cada pareja de objetos u y ven V, un elemento u + v, llamado
sumade u y v; por multiplicacion escalar se entiende una regla para asociar, con cada escalar
k y cada objeto u en V, un elemento ku, llamado multiplo escalar de u por k. Si los axiomas
siguientes son satisfechos por todos los objetos u,v,w en V y todos los escalares k y [,
entonces V recibe el nombre de espacio vectorial y a los objetos en V se les denomina
vectores:

(1) Siuy vsonobjetosen V, entoncesu + vestaenV.

2Qu+v=v+u

Bu+vV+w) =@+v)+w

(4) ExisteunobjetoOenV talqueO + u = u + 0 = uparatodouenV

(5) Para cada u en V, existe un objeto —u en V, conocido como negativo de u, tal que u +
(—u)=(—u)+u=0.

(6) Si k es cualquier nimero real y u es cualquier objeto en V, entonces ku estaen V.
(MNk@+v) = ku+kv

8)(k+Du = ku + lu

(9) k(lw) = (kD(w)

(10) 1u = u (p.157)

Algebra Lineal (Grossman & Flores, 2012)

Este libro cuenta con dos capitulos que hacen referecia a los vectores, el capitulo 2 titulado
Vectores y matrices y el capitulo 4 titulado Vectores en R? y R3. La revision de este libro se
centro en la primera seccion del capitulo 2 en la que se presentan definiciones generales de
los vectores, en el capitulo 4 donde se muestran los vectores en el plano y el espacio y se

consultd el capitulo 5 que corresponde al tema de Espacios vectoriales.




El capitulo 2 inicia con una breve historia sobre los inicios del estudio de los vectores, los

autores sefialan que:

El estudio de vectores y matrices es la médula del algebra lineal. El estudio de vectores
comenz6 esencialmente con el trabajo del gran matematico irlandés sir William Hamilton
(1805-1865). Su deseo de encontrar una forma de representar un cierto tipo de objetos en el
plano y el espacio lo llevé a descubrir lo que él llamo cuaterniones. Esta nocion condujo al
desarrollo de lo que ahora se conoce como vectores... En la actualidad casi todas las ramas
de la fisica clasica y moderna se representan mediante el lenguaje de vectores. Los vectores

también se usan, cada vez mas, en las ciencias biol6gicas y sociales. (p.46)

Consecutivamente, los autores exponen dos tipos de vectores:

Definicién 2.1.1
Vector renglén de n componentes
Un vector de n componentes se define como un conjunto ordenado de n nimeros escritos
de la siguiente manera:
(X1, X2, o) Xp)
Definicion 2.1.2
Vector columna de n componentes
Un vector columna de n componentes es un conjunto ordenado de n nimeros escritos de

la siguiente manera:
X1
X2

. (p.46)

Xn

Algo peculiar, es que antes de presentar las definiciones anteriores, los autores hacen una
breve relacion entre los sistemas de ecuaciones lineales (vistos en el capitulo 1) y los
vectores. Al respecto, sefialan que la solucidén de un sistema de dos ecuaciones con dos

incAgnitas, representado por el par de nimeros (x, y), s un vector.

Conjuntamente, se hace énfasis en el orden en que se deben de escribir las componentes de

un vector, cuya importancia depende del contexto en el que se use. Por ejemplo, si las
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componentes de un vector renglén representan las cantidades de acero, aluminio, aceite y
papel que el jefe de compras de una fébrica debe ordenar v=
(acero, aluminio, aceite, papel), no es lo mismo el vector (30, 15,60,10) que el vector
(10, 30, 15, 60) (p.47).

Mas adelante, se introduce el concepto de matriz como un arreglo rectangular formado por
vectores renglon y vectores columna. En esta seccion se introducen operaciones entre
matrices, a partir de las cuales se alude a la suma vectorial y multiplicacién de un vector por

un escalar. Las férmulas correspondientes a estas operaciones, se plantean de la siguiente

manera:
a, + by aa,
a+b=|% + b, yoa= a?z (p.55)
an, + b, aay,

Posteriormente, en el capitulo 4 el concepto de vector se limita a aquellos vectores que
pueden visualizarse, es decir, vectores en el plano xy y en el espacio tridimensional. Este
capitulo inicia definiendo los conceptos de segmento de recta dirigido y vector libre en el
plano. Se afade que “si dos segmentos de recta dirigidos tienen la misma magnitud y
direccion se dice que son equivalentes sin importar en donde se localizan respecto al origen”

(p.233). Consecuentemente se plantean las siguientes definiciones del vector en R?:

Definicion 4.1.1

Definicién geométrica de un vector

El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos equivalentes a un segmento de recta
dirigido dado se llama vector. Cualquier segmento de recta en ese conjunto se denomina

representacion del vector. (p.233)

Definicion 4.1.2
Definicion algebraica de un vector
Un vector v en el xy es un par ordenado de nimeros reales (a, b). Los niUmeros a y b se

denominan elementos o componentes del vector v. El vector cero es el vector (0,0). (p.233)




El capitulo continta explicando las propiedades del vector. En primer lugar, la magnitud o
longitud de un vector se presenta como una deduccion del teorema de Pitagoras y de acuerdo

con la definicion algebraica del vector se determina por: |v| = magnitud de v = va? + b?
(p.233). Por su parte, “se define la direccion del vector v = (a, b) como el angulo 6 ,

medido en radianes, que forma el vector con el lado positivo del eje x” y se calcula con la

formula tanf = Z (p.234).

Un par de paginas méas adelante se introducen los vectores en el espacio. La definicion
geometrica y algebraica de un vector en R3 es similar a la del vector en R? como se muestra

a continuacion:

Definicién geométrica de un vector
Un vector R3 es el conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos en R3 equivalentes a

un segmento de recta dirigido dado. Una representacién de un vector tienen su punto inicial

en el origen y se denota por OR.

Definicion algebraica de un vector

El vector cero es el vector (0,0). En R3, un vector v es una terna ordenada de niimeros
reales (a, b, ¢); los nimeros a, b y ¢ son las componentes del vector v. El vector cero en
R3es el vector (0,0,0). (p.265)

Se puede observar una diferencia entre la definicion algebraica del vector en R? y R3, puesto
que en el espacio tridimensional, dentro de un sistema de coordenadas cartesianas con ejes
x,v,z, se ensefia que el vector se describe mediante las coordenadas (x,y, z) y por lo tanto,
la magnitud de un vector en R3 se determina mediante la formulav = |v| = \/x2 + y2 + z2
(p.260). Por su parte, “la direccion de un vector v en R3 se define como el vector unitario

_ L”
u = 27(p.260).

Del mismo modo que en el plano, la suma de vectores y multiplicacion por un escalar en R3

se expone mediante la siguiente definicion:




Definicion 4.3.1

Sean u = (x1,¥1,2z1) Y V= (x3,¥,,2,) dos vectores, y sea a un nimero real (escalar).
Entonces se define

Suma de vectores y multiplicacion por un escalar en R3:

u+v =0 +x,y + 2,2+ 2)
au = (axq, ayy, az;)(p.260)

En en el capitulo 5 se retoman las definiciones antes mencionadas. Inicialmente se
denominan espacios vectoriales a “los conjuntos R? y R? junto con las operaciones de suma
de vectores y multiplicacion por un escalar”(p.296). Sin embargo, de forma general se plantea
la siguiente definicidn: “un espacio vectorial real V es un conjunto de objetos, denominados
vectores, junto con dos operaciones binarias llamadas suma y multiplicacion por un escalar”
(p.296). Estos objetos no se limitan a los vectores que pueden visualizarse, se trata de los

vectores pertenecientes al conjunto R™, el cual se introduce de la siguiente forma:

“seaV =R" = . |:x; € Rparai = 1,2,..,n . Cada vector en R™ es una matriz de

nx1” (p.297).

Con esta definicion queda claro que el vector, ademas de ser un par ordenado de nimeros

reales en R? o0 una terna ordenada en R3, es una matriz en R™.

A manera de resumen, en la educacion superior se puede observar una centracion en el
tratamiento de los vectores de forma algebraica, se presentan propiedades y se realizan
operaciones con vectores en terminos de sus componentes. Inicialmente, se introduce al
vector en su representacion grafica (como flecha) y geométrica dentro de un espacio
bidimensional y tridimensional donde, el vector se conoce como pareja de numeros
ordenados o terna de numeros ordenados. Ademas, se hace una abstraccion del concepto

como una n-ada de numeros ordenados en R™ y méas adelante, se introduce al vector como




un elemento de un espacio vectorial definido por las operaciones de suma y multiplicacion

por un escalar.

Cabe mencionar que, tal y como indica el autor del primer libro mencionado (Anton, 1994),
en ocasiones se omite la introduccion gréfica del vector, de modo que se presenta a los
estudiantes una abstraccion inmediata del concepto de vector.

En general, en la Figura 2.19 se muestra un bosquejo en el que se expone un acercamiento de
los temas introducidos sobre el concepto de vector en la educacion Basica, Media Superior y
Superior, donde, es posible observar la evolucion de dicho concepto en los diferentes niveles

educativos en México.

(8 - Representacion gréfica\ (5 - Representacion gréfica\ (3 - Representacion grafica, )
‘' del vector. 'y algebraica del vector. ‘= algebraica y abstracta del
© o L vector.
c > >
‘0 - Se introduce al vector ‘r’; - Se introduce al vector 2 .
S como una flecha con ||35 en términos de sus [[.o - Se introduce al vector
S magnitud, direccion y || & componentes. S Como una n-ada ordenada
S sentido. > 3 de nimeros reales y como
w & 2 elemento de un espacio
'S - Suma de vectores: || Vectorial
- Suma de vectores: © Metodo del poligono,
Mgtodo del poligono vy 3 método ) del _ Suma de vectores y
método del w  paralelogramo y método multiplicacion de un vector
paralelogramo. de las componentes. por un escalar: centracion
en métodos algebraicos. Se
L omiten métodos graficos.

Figura 2. 19. Bosquejo de la introduccion del concepto de vector en la educacién Bdsica, Media Superior y Superior.




Capitulo 3. Consideraciones tedricas -metodolégicas

En el presente capitulo se exponen los elementos tedricos y metodoldgicos que sustentan esta
investigacion. Se ha mencionado en capitulos anteriores como principal objetivo de estudio,
promover la comprension del concepto vector mediante un cambio conceptual en los
estudiantes y facilitar el transito de la definicion vista en la educacion béasica a la formal
mediante el disefio de tareas en contexto. El entorno de aprendizaje y las tareas, se disefiaron
bajo los principios del marco didactico Cuevas & Pluvinage (2003) en términos de una
Trayectoria Hipotética de Aprendizaje (THA) utilizando la tecnologia. Del mismo modo, este
proyecto pretende ser un acercamiento a la Investigacion de Disefio siguiendo el enfoque de
la Investigacion Basada en Disefio (IBD), la cual proporciona las herramientas metodologicas
para el disefio, implementacion y refinamiento de la propuesta que se reporta en el presente

escrito.

Por ello, en la seccion 3.1 se presentan referentes tedricos sobre la acepcion de cambio
conceptual la cual, es considerada como una forma de promover la comprensién de un
concepto cientifico. En la seccion 3.2 se da un panorama general de la investigacion de
disefio, cuyos enfoques de investigacidn consideran el disefio de materiales como una parte
crucial de la investigacion. Subsecuentemente, en la seccion 3.2.1 presentamos las
caracteristicas que definen a este tipo de investigacion. Mas adelante, en la seccion 3.3
introducimos la investigacion Basada en el Disefio como metodologia de investigacion de
disefio que guia el disefio y desarrollo de la propuesta que aborda el presente estudio. Ello a
través de las fases de investigacion que se abordan en la seccién 3.3.1. Posteriormente, en la
seccion 3.4 describimos la THA como una estructura que permite organizar la instruccion de
un concepto matematico en el aula y la cual evoluciona en cada una de las fases de la IBD.
Finalmente, en la seccion 3.5 se expone el marco didactico Cuevas & Pluvinage (2003)
haciendo énfasis en la descripcion de los principios que lo conforman, destacando aquellos
principios que se han utilizado para el disefio de las actividades y en general del entorno de
aprendizaje mediado por la tecnologia.




3.1 Cambio conceptual

Diversos investigadores han reportado que las personas aprenden sobre la base de lo que
conocen (Mahmud & Gutiérrez, 2010; Mason, 2001; Posner et al., 1982). De ahi que, la
construccion del conocimiento o la comprension de un nuevo concepto cientifico por parte
de los estudiantes, dependa en gran medida de sus conocimientos o ideas previas (Mahmud
& Gutiérrez, 2010; Moreira & Greca, 2003; Schneider et al., 2012). No obstante, Schneider
et al. (2012) sefialan que los nifios y adultos pueden tener dificultades para comprender
conceptos concretos en areas de contenido en las que dichos conocimientos son
incompatibles o insuficientes. De modo que, lo anterior podria ser una de las causas de las
dificultades que tienen los estudiantes con los conceptos del algebra lineal reportadas por
Dorier et al. (2000).

De acuerdo con Mahmud & Gutiérrez (2010), la acepcion de ideas previas ha recibido
diferentes denominaciones dependiendo de la tendencia del estudio, por ejemplo: ideas
intuitivas, errores conceptuales, preconcepciones, concepciones alternativas, entre otras. En
el presente trabajo de investigacion haremos referencia a dichas acepciones como ideas
previas y son entendidas como construcciones gque los sujetos elaboran a partir de lo que
saben para brindar explicaciones, descripciones o predicciones y dar respuesta a su
necesidad de interpretar fendmenos naturales o conceptos cientificos (Bello, 2018); por lo
cual, consideramos que dichos conocimientos o ideas pueden ser intuitivamente correctas o

incorrectas.

En particular, Cuevas-Vallejo et al. (2017) sugieren que una forma de promover la
comprensidon de un concepto cientifico es a través de lo que se conoce como cambio
conceptual. Coincidente con Posner et al. (1982) , diSessa (2014) sefiala que el cambio
conceptual tiene su origen en Piaget con la idea central del constructivismo: las nuevas ideas
emergen de las viejas. En este sentido, Schneider et al. (2012) destacan que los nuevos
conceptos solo pueden aprenderse cuando se reestructura la red de conocimientos previos;
donde, los conocimientos previos pueden ser considerados como incompatibles con el

conocimiento cientifico (l. Pozo et al., 2007).




Asi, en términos generales, el cambio conceptual es definido como un proceso de
restructuracion del conocimiento (Schneider et al., 2012). Dicho de otro modo, el cambio
conceptual es considerado como una transformacion de los conocimientos o ideas previas en

un conocimiento institucionalizado o aceptado por la comunidad cientifica (Bello, 2018).

Por consecuente, concordamos con Vosniadou (1994) acerca de que el cambio conceptual

puede lograrse a traves de dos procesos:

e El enriquecimiento que consiste en la adicion de nueva informacion a las ideas o
conocimiento existente; y,

e Larevision la cual, sucede cuando la informacion adquirida no es coherente con las
ideas existentes y, por lo tanto, se producen cambios en las creencias o0

presuposiciones individuales.

Al respecto, Voshiadou (1994) indica que el enriquecimiento es una forma relativamente
facil de cambio conceptual ya que, la informacion que es coherente con las ideas previas
puede incorporarse facilmente en el sistema conceptual existente; a diferencia del proceso de
revision, dado que, la informacion incompatible es dificil de comprender y puede dar lugar a

conceptos erroneos.

De forma similar, Pozo et al. (2007), diferencian los procesos de cambio conceptual en tres
niveles: “aquellos mas relacionados con el crecimiento de la base de datos y conceptos, o los
implicados en el ajuste de sistemas conceptuales hasta llegar a la plena reestructuracion de

toda una teoria o un sistema conceptual”.

Por lo tanto, coincidimos en que el cambio conceptual puede ser un proceso largo, gradual y
complejo, durante el cual, la nueva informacion se incorpora a la base de conocimientos
existente (Bello, 2018; Schneider et al., 2012; Vosniadou et al., 2001); por ello, es
indispensable conocer las ideas previas que pueden tener los estudiantes, las que se
encuentran en materiales didacticos y libros de texto y buscar estrategias de ensefianza que

promuevan el cambio conceptual entre los estudiantes (Bello, 2018). Respecto a esta ultima
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sugerencia, Schneider et al. (2012) sefialan que el cambio conceptual puede producirse y
facilitarse a través de intervenciones instructivas y que la forma en que los investigadores
suelen analizar el cambio en la red de conocimientos de los estudiantes es a traves de
preguntas o entrevistas. Asi, Vosniadou (1994) sugiere que una forma de promover el cambio
conceptual en los estudiantes consiste en realizar preguntas generadoras sobre el concepto en
cuestion pues, afiade que, los estudiantes acceden al conocimiento relevante y lo usan para

construir un modelo mental que les permite responder las preguntas.

Dicho lo anterior, la propuesta que se presenta en este escrito considera el uso de los
conocimientos o ideas previas de los estudiantes sobre el concepto de vector para el disefio
de tareas que permitieron fomentar el cambio conceptual en los estudiantes. De esta forma,
nos dimos a la tarea de investigar los conocimientos previos sobre geometria y las ideas
previas de vector en estudiantes de ingenieria universitarios y encontramos que, la mayoria
tenia concepciones cercanas al vector como flecha con magnitud, direccion y sentido. Dado
que esta idea o concepcion es incompleta e insuficiente para considerar vectores de forma
abstracta en R* o mayores, en donde el vector se representa como una n-tupla de niimeros
ordenados, establecimos actividades didacticas para ayudar primero en la transicion del
vector como flecha a pareja de nimeros ordenados en R?. Asi, desarrollamos tareas mediante
el marco didactico Cuevas & Pluvinage y la tecnologia digital para la creacion de Escenarios
Didacticos Virtuales Interactivos (EDVI) con hojas de exploracion guiada y, durante la
implementacion fomentamos la reflexion de los estudiantes a través de preguntas y

discusiones grupales para establecer asi el cambio conceptual.

3.2 Investigacidn de disefio

Se ha reportado en la literatura que la investigacion de disefio educativo, conocida
internacionalmente como Educational Design Research, es un campo relativamente nuevo y
en evolucion que se ha ido consolidando y diferenciando con el paso de los afios. Por ello, es
considerada una construccion inestable en cuanto a su terminologia, definicion y objetivos

de investigacion.




En realidad, como sefiala McKenney & Reeves (2014) resulta dificil distinguir la
investigacion de disefio educativo de otras formas de investigacion porque este término se ha
utilizado en la literatura como sindénimo de algunas aproximaciones de investigacion como
la investigacion basada en el disefio, los experimentos de disefio, la investigacion de
desarrollo, los experimentos formativos o la investigacion formativa. Sin embargo, algunos
autores coinciden en que la investigacion de disefio educativo no es una metodologia y se
utiliza como una etiqueta para englobar los terminos antes mencionados (Bakker, 2018;
McKenney & Reeves, 2014). A grandes rasgos, la investigacion de disefio puede verse como
una familia de enfoques de investigacion con variaciones en sus objetivos y caracteristicas
(Bakker, 2018; Gravemeijer & Cobb, 2013; Plomp, 2013; VVan Den Akker et al., 2006).

Ahora bien, la investigacion de disefio destaca la importancia del disefio y desarrollo de
propuestas de intervencion o materiales innovadores para el aula con multiples objetivos. De
acuerdo con Molina, Castro, Molina, & Castro (2011), el objetivo de la investigacién de
disefio es analizar el aprendizaje en contexto mediante el disefio y estudio sistematico de
formas particulares de aprendizaje, estrategias y herramientas de ensefianza. Asi, pretende
explicar por qué un disefio instruccional propuesto funciona y sugerir formas con las cuales

puede ser adaptado a nuevas circunstancias.

A su vez, McKenney & Reeves (2014) afirman que se trata de un género de investigacion en
el que se desarrollan soluciones, como procesos, programas o politicas educativas, a
problemas educativos préacticos y complejos para producir nuevos conocimientos que pueden
informar el trabajo de otros. Por otra parte, Bakker (2018), Edelson (2002) y Van Den Akker
et al. (2006) reportan que el objetivo de la investigacion de disefio es desarrollar teorias Gtiles
sobre el aprendizaje y los medios que estan disefiados para apoyar ese aprendizaje. Al
respecto, Swan (2014) sefiala que la teoria en la investigacion del disefio se centra
generalmente en una explicacion de como y por qué una caracteristica de disefio particular

funciona de una manera determinada.

En linea con lo anterior, Plomp (2013) resume los objetivos antes mencionados en una

definicion que parece ser genérica. El autor sefiala que la funcion de una investigacion de
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disefio es disefiar y desarrollar una intervencion (como programas, estrategias y materiales
de ensefianza — aprendizaje, productos y sistemas) como una solucion a un problema
educativo complejo, asi como para avanzar en nuestro conocimiento sobre las
caracteristicas de estas intervenciones y los procesos para disefiarlas y desarrollarlas, o
alternativamente para disefiar y desarrollar intervenciones educativas (sobre, por ejemplo
procesos de aprendizaje, entornos de aprendizaje y similares) con el proposito de

desarrollar o validar teorias.

En este sentido, Plomp (2013) distingue dos tipos de investigacion: estudios de desarrollo y
estudios de validacion.

En el caso de los estudios de desarrollo, el propdsito de la investigacion de disefio educativo
es desarrollar soluciones basadas en la investigacion para problemas complejos en la practica
educativa. Este tipo de investigacion de disefio se define como el analisis sistematico, el
disefio y la evaluacion de las intervenciones educativas con el doble objetivo de generar
soluciones basadas en la investigacion para problemas complejos en la practica educativa, y
de avanzar en nuestro conocimiento sobre las caracteristicas de estas intervenciones y los
procesos de disefio y desarrollo de las mismas.

Por otra parte, en los estudios de validacion el prop6sito de la investigacion de disefio es el
desarrollo o la validacion de una teoria, y este tipo de investigacion de disefio se define como
el estudio de las intervenciones educativas (como los procesos de aprendizaje, los entornos
de aprendizaje y similares) con el propdsito de desarrollar o validar teorias sobre esos

procesos y como pueden disefiarse (p.16, nuestra traduccion).

En términos generales, estos estudios manifiestan los dos propoésitos usuales de la
investigacion de disefio. Por una parte, los estudios de desarrollo se definen como el analisis,
disefio y evaluacion de intervenciones educativas con el propdsito de atender problemas
complejos que surgen en el salon de clases. Estos estudios se centran en el desarrollo de
programas, estrategias y materiales de ensefianza- aprendizaje con el fin de producir
principios de disefio usados para guiar el proceso de disefio y el desarrollo de intervenciones

innovadoras.




Por su parte, los estudios de validacién se centran en el disefio de procesos de aprendizaje,
entornos de aprendizaje, trayectorias de aprendizaje o similares, y se definen como el estudio
de intervenciones educativas con la finalidad de desarrollar y validar teorias sobre esos
procesos y como es que estos pueden ser disefiados. En este sentido, Collins, Joseph, &
Bielaczyc (2004) sugieren una documentacién a detalle del proceso de disefio incluyendo un
registro de todos los cambios importantes que se hayan realizado para que otros puedan

comprender, replicar e implementar las intervenciones propuestas en diferentes contextos.

La presente investigacion resulta de una combinacion de estudio de desarrollo y validacion.
En primer lugar, detectamos al vector como un concepto complejo para su ensefianza y
aprendizaje 'y como una alternativa de solucion disefiamos materiales de
ensefianza/aprendizaje mediados por la tecnologia digital aplicando los principios del marco
didactico Cuevas & Pluvinage (seccién 3.5) e investigamos la validez de una trayectoria
hipotética de aprendizaje aplicable en el aula. Todo este proceso nos permitié esbozar el
diagrama de una teoria de intervenciones educativas que se cree es posible de replicar con

cualquier concepto matematico.

3.2.1 Caracteristicas de la Investigacion de Diseio Educativo

Independientemente del objetivo y tipo de estudio que se trate, investigadores de disefio
coinciden en que los enfoques de investigacion pertenecientes a este campo tienen en comun
las siguientes caracteristicas (McKenney & Reeves, 2014; Plomp, 2013; Van Den Akker et
al., 2006):

1. Intervencionista. Se enfoca en el disefio y desarrollo de intervenciones en contextos
donde se produce algun tipo de aprendizaje como el aula de clases. Asimismo, se
caracteriza por la intervencion del investigador en la fase de implementacion para que
el disefio funcione como se espera y poder alcanzar los objetivos deseados.

2. lterativa. La investigacion de disefio tiene un caracter ciclico genérico que permite la
mejora constante. En términos generales, como se muestra en la Figura 3.1, parte de

la identificacion y analisis del problema y evoluciona a través de un proceso de




andlisis, disefio, desarrollo, evaluacion y revision. Dicho lo anterior, Molina et al.

(2011) agrega que:

Como consecuencia de su carécter ciclico, estos estudios implican dos tipos de andlisis de
datos: anélisis continuados que se realizan durante los diferentes ciclos y un analisis final
retrospectivo de todos los datos recogidos en el proceso de investigacion. Las cuestiones a
las que da respuesta el primero de estos andlisis son tipicamente de caracter practico y estan
directamente relacionadas con el objetivo de promover el aprendizaje de los estudiantes
participantes. En cambio, el andlisis retrospectivo persigue contribuir al desarrollo de un

modelo tedrico de ese proceso de aprendizaje. (p. 78)
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Figura 3. 1. Iteraciones de los ciclos de diseno sistemdtico ( Plomp, 2013, p. 17)

Orientado al proceso: se centra en la comprension y la mejora de las intervenciones.
Su carécter ciclico antes mencionado, permite realizar mejoras en el disefio mediante
el analisis de los datos obtenidos en la aplicacion para lograr un resultado que se
aproxime a lo deseado. De ahi que, un objetivo de la investigacion de disefio sea
mejorar la forma en que un disefio funciona en la practica (Collins et al., 2004).

Colaborativo: Cualquier investigacion de este tipo involucra el trabajo en equipo. Al
tener como proposito la generacion de intervenciones educativas, implica la
experiencia y conocimientos sobre literatura, pedagogia, disefio y, hoy en dia, de
programacion para el disefio y desarrollo de materiales mediados por las tecnologias
digitales. Por consiguiente, la investigacion de disefio involucra la participacion o
colaboracion activa de profesionales como profesores, investigadores, especialistas
en la materia, disefiadores, programadores, técnicos informaticos entre otros, en las

diversas etapas de la investigacion.




5. Orientado a la teoria. Edelson (2002) indica que el disefio tiene lugar primero como
aplicacion de la teoria, es decir, se basa en un marco conceptual y en proposiciones
teodricas. A demas, como ya se ha mencionado, persigue el desarrollo de una teoria
relativa a un dominio de aprendizaje especifico mediante la evaluacion de los disefios

propuestos de intervencion.

En particular, el presente trabajo de investigacion se sitda en las cinco caracteristicas antes
mencionadas. Fue intervencionista dado que se llevo a cabo en un contexto naturalista con
estudiantes de una clase de algebra lineal. Fue iterativa y orientada al proceso puesto que el
disefio de los EDVI, las hojas de exploracion guiada y la Trayectoria Hipotética de
aprendizaje estuvieron en constante mejora. Fue colaborativo ya que en todo el proceso
estuvo involucrado un investigador experto, un investigador invitado, un especialista en
disefio y programacion y una investigadora novata. Y finalmente, estuvo orientado a la teoria,
ya que se bas6 en un marco conceptual y se formé una teoria de intervenciones educativas.
Cabe sefalar que, la revision de la literatura, articulos de investigacion y libros de texto
(Capitulo 2), en los cuales se ha identificado la forma usual de introducir el concepto de
vector, asi como las dificultades de los estudiantes sobre la comprension del concepto y sus

operaciones, forman parte del marco conceptual que sustentan el disefio de las actividades.

3.3 Investigacién Basada en el Diseino
La Investigacion Basada en el Disefio (Design-Based Research, DBR por sus siglas en

ingles), como se ha sefialado previamente, es un enfoque de investigacion perteneciente a la

investigacién de disefio.

El Colectivo de Investigacion Basada en el Disefio (Design-Based Research Collective,
2003) afirma que se trata de una metodologia importante para comprender como, cuando y
por qué las innovaciones educativas funcionan en la practica. Asimismo, Swan (2014) agrega
que esta metodologia pretende crear instrumentos innovadores replicables que pueden
utilizarse por otros, describir como funcionan esos instrumentos y elaborar principios o

teorias que pueden orientar los disefios futuros.




Acorde con la clasificacion de estudios de disefio propuesta por Plomp (2013), esta
metodologia puede considerarse como perteneciente a los estudios de validacion puesto que
su objetivo es desarrollar teorias sobre el aprendizaje en un campo especifico y los medios
que se utilizan para apoyar ese aprendizaje (Bakker & van Eerde, 2015). En este sentido,
Godino, Batanero, Contreras, & Estepa (2013) afirman que “la intencion tedrica es identificar
y describir patrones en el pensamiento del estudiante y relacionarlos con los medios

utilizados para apoyar y organizar su desarrollo” (p.3).

Por su parte, Plomp (2013) indica que la teoria a desarrollar, consiste en una estructura
didactica para los procesos de ensefianza/aprendizaje de un determinado tema; mientras que
los medios de apoyo pueden incluir las actividades, tareas y herramientas de instruccion, asi
como una cultura de aula prevista (A. diSessa & Cobb, 2004; Gravemeijer & Cobb, 2013).

Ahora bien, de acuerdo con Swan (2014), la IBD se caracteriza por ser, creativa y visionaria.
Parte de la identificacion de un problema y del andlisis de la literatura para el desarrollo de
un instrumento que ayude a abordar dicho problema con el objetivo de producir un disefio

eficaz y exponer la teoria y los principios en que se basa el disefio.

Asi mismo, Wang & Hannafin (2005) afirman que la IBD es pragmatica puesto que refina la
teoria y la practica de forma simultanea. En este aspecto, la IBD subraya la necesidad de
construir la teoria y desarrollar principios de disefio que guien, informen y mejoren tanto la

préactica como la investigacion en contextos educativos (Anderson & Shattuck, 2012).

Del mismo modo, como ya se ha mencionado, al ser un estudio de disefio es intervencionista,
interactiva o colaborativa, orientada al proceso, orientada a la teoria e iterativa. Esta tltima
se ha considerado como una caracteristica esencial que define a la investigacion basada en el
disefio, sin embargo, como sefialan Anderson & Shattuck (2012), también representa un reto
a la metodologia puesto que las intervenciones basadas en el disefio rara vez, o nunca, se
disefian e implementan perfectamente, por lo que siempre hay espacio para mejoras en el
disefio y la evaluacion posterior y por ende, es dificil saber cuando se completa el programa

de investigacion.




3.3.1 Fases de la Investigacion Basada en el Diseno

La IBD, como se afirma arriba, posee una caracteristica ciclica que permite la evolucion del
disefio. De acuerdo con Bakker & van Eerde (2015), las tres fases que caracterizan el proceso
iterativo de la IBD son: Preparacion y disefio, experimentos de ensefianza y anélisis
retrospectivo. De forma resumida, este proceso se puede sintetizar como se muestra en la

Figura 3.2.
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Figura 3. 2. Proceso iterativo del disefio ( Ortiz, 2019, p. 61)

Cabe destacar que estas fases de investigacion concuerdan con las fases propuestas por Cobb,
Confrey, DiSessa, Lehrer, & Schauble, (2003) para el desarrollo de otro enfoque de
investigacion perteneciente a los estudios de disefio, definido por los autores como

experimentos de disefio.

1. Preparacion y disefio. El objetivo de esta fase es la formulacion de una teoria de
instruccion local preliminar que abarca las actividades de instruccion provisionales y
el proceso de aprendizaje conjeturado que anticipa la evolucion del pensamiento y
comprensidn de los estudiantes en la implementacion de las actividades (Gravemeijer
& Cobb, 2013). Un aspecto para considerar en este punto es que los instrumentos
preliminares deben ser evaluados y consensuados por el equipo de trabajo.




Enrelacion al presente trabajo de investigacion, esta primera fase sugiere el desarrollo
de un entorno de aprendizaje y disefio de una THA preliminar. El punto de partida de
este tipo de estudios considera la formulacion de los objetivos de la investigacion y
los objetivos de aprendizaje de las matematicas de los estudiantes. Estos ultimos se
logran mediante el estudio del dominio especifico en la literatura y el disefio de

instrumentos que evaltan los conocimientos previos de los estudiantes.

En particular, Bakker & van Eerde (2015) sefialan que los objetivos de aprendizaje
se formulan a partir de un andlisis de como el tema de las matematicas del estudio del
disefio se elabora en el plan de estudios y en los libros de texto de matemaéticas, un
analisis de las dificultades que los estudiantes encuentran con este tema y una
reflexion sobre lo que deben aprender sobre él. Asi mismo, Gravemeijer & Cobb
(2013) indican que el investigador de disefio puede tomar ideas de cualquier fuente

para construir una secuencia de instruccion.

Experimento de ensefianza. Esta fase consiste en la implementacion o puesta en
practica del disefio. En general, el objetivo de esta fase no es demostrar que el disefio
funciona, sino mejorarlo mediante modificaciones durante y después de la prueba. De
ahi que Godino et al. (2013) mencionen que “aunque se tenga una agenda pedagogica
prevista, esa agenda esta sujeta a modificaciones continuas en el acto de ensefiar en

cualquier punto del experimento” (p. 5).

Ahora bien, la mejora posterior a la puesta en préactica del disefio se lleva a cabo a
través del andlisis de los datos, los cuales permiten reformular las hipotesis o
conjeturas previstas para futuras implementaciones. Por ello, durante el experimento
es importante la recoleccion de datos, los cuales pueden incluir las pruebas antes y
después de la instruccion, hojas del trabajo escrito de los estudiantes, notas de campo,
grabaciones de audio de las discusiones generadas, entrevistas con los estudiantes
grabadas en video y grabaciones de video de cada leccién (Bakker & van Eerde,
2015).




3. Anélisis retrospectivo. De acuerdo con Lopez-Acosta (2016), este analisis consiste
en “un proceso que fundamentalmente busca sustentar las conjeturas sobre la base de
una explicacion robusta de confianza por la cual una serie de eventos, considerados
como locales y dependientes del escenario, pueden llegar a considerarse como
patrones emergentes potencialmente reproducibles” (pp. 38-39). Estos patrones
permiten la constitucion de una teoria de instruccion local revisada. Se dice revisada
por que el analisis retrospectivo implica el analisis de todo el conjunto de datos
recogidos durante el experimento de ensefianza con el fin de profundizar en la
comprensidn de la situacion de ensefianza y aprendizaje en su globalidad (Molina et
al., 2011).

El andlisis de todos los datos incluye un analisis orientado a las tareas, el cual consiste
en la comparacion de los datos sobre el aprendizaje real de los estudiantes con los
procesos hipotéticos de aprendizaje y un anélisis de las cintas de video para obtener
mayor informacion sobre el proceso de aprendizaje de los estudiantes (Bakker & van
Eerde, 2015). Como resultado, se haran inferencias o refutaciones de conjeturas para
la formulacién de afirmaciones sobre dicho proceso y su relacién con los medios

usados para logarlos.

A grandes rasgos, como se ha visto, el proceso ciclico de la IBD permite guiar la
investigacién a través una serie de acciones divididas en tres fases. Molina et al. (2011)
presentan dichas acciones de forma resumida en la tabla de la Figura 3.3. Cabe sefalar que,
esta estructura se tomd como referencia para el desarrollo del presente trabajo de

investigacioén al considerar el disefio de una THA en la primera fase de investigacion.
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Figura 3. 3. Acciones a realizar en las fases de un experimento de diseno (Molina et al., 2011, p.80)

3.4 Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje

Las Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje (Hypothetical Learning Trajectories), han sido
sefialadas por Bakker & van Eerde (2015) como un instrumento de disefio util durante todas

las fases de una investigacion basada en el disefio por la caracteristica ciclica que comparten.

El término fue acufiado por Simon (1995) para referirse a una estructura que describe el
proceso por el cual el profesor desarrolla un plan de actividad en el aula. Esta estructura
constituye la parte central de un proceso iterativo al que denominé The Mathematics
Teaching Cycle traducido como Ciclo de Ensefianza de las Matematicas, el cual surgié del
analisis del proceso de disefio y planificacion de la instruccion en el aula que cominmente
realiza un profesor de matematicas para promover el aprendizaje conceptual en sus

estudiantes.




En particular, el disefio y planificacion de una leccidn surge principalmente de dos aspectos:
el conocimiento y comprension de las matematicas del profesor y las hipétesis que formula
el profesor sobre el conocimiento que podrian aprender los estudiantes. De este modo, como
se ilustra en la Figura 3.4, el ciclo de la ensefianza de las matematicas parte del conocimiento
del profesor para el desarrollo de una THA. Este conocimiento en interaccion con las
hipdtesis del profesor, contribuye a la identificacion de objetivos de aprendizaje a partir de
los cuales, se desarrollan actividades de aprendizaje y en este contexto, se definen

predicciones del conocimiento de los estudiantes para conformar asi, una THA.
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Figura 3. 4. Ciclo de ensenanza de las matemdticas (Simon, 1995, p. 136, nuestra traduccion)

En otras palabras, una THA esta formada por tres componentes: (1) los objetivos del profesor
para el aprendizaje de los estudiantes, (2) las actividades de aprendizaje o secuencia de
instruccion conformada por tareas clave disefiadas para promover el aprendizaje en un nivel
conceptual particular y (3) el proceso hipotético de aprendizaje, considerado como una
prediccién de la evolucion del pensamiento y comprension de los estudiantes en el contexto
de las actividades de aprendizaje (Clements & Sarama, 2004; Simon, 1995). Se dice que es

hipotético porque no se conoce la trayectoria real del aprendizaje del estudiante.

Asimismo, Simon (2014) sefiala que los ultimos dos componentes de la THA son

interdependientes y coemergentes, es decir, el desarrollo de un proceso hipotético de
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aprendizaje y de las actividades de aprendizaje tienen una estrecha relacion puesto que, la
generacion de ideas para el disefio o seleccion de las tareas surgen en base a hipdtesis sobre
las progresiones del pensamiento y aprendizaje de los estudiantes y a su vez, las hipdtesis del

proceso de aprendizaje se desarrollan en base a las tareas implicadas (Simon & Tzur, 2004).

Ahora bien, el ciclo de la ensefianza de las matematicas es un proceso iterativo porque una
vez definida la THA, se lleva a cabo la implementacion de las actividades de aprendizaje y a
medida que el profesor observa y evalta el conocimiento de los estudiantes, se producen
transformaciones en su conocimiento de las matematicas, las representaciones y tareas
matematicas, lo cual implica una reformulacion de los objetivos de aprendizaje, y por lo tanto
conducen a una nueva o modificada THA que tendra que ser probada nuevamente. Asi, el
profesor esta continuamente ajustando o modificando la THA con el fin de crear lecciones
apropiadas, promover un mejor comprension del tema a ensefiar y reflejar mejor su

conocimiento (Simon, 1995).

En resumen, el ciclo de ensefianza de las matematicas articula tres elementos: el
conocimiento del profesor, la evaluacion del conocimiento de los estudiantes y la THA. Esta
ultima, en términos generales tiene las siguientes caracteristicas (Simon & Tzur, 2004):

1. Se basa en la comprensién de los conocimientos actuales de los estudiantes
involucrados.

2. Es un vehiculo para planificar el aprendizaje de determinados conceptos
matematicos.

3. Se conforma por tareas matematicas que proporcionan herramientas para promover
el aprendizaje de determinados conceptos matematicos.

4. Esta en constante modificacion debido a su naturaleza hipotética. Regularmente, el
profesor participa en este proceso.

Notese que existen algunas similitudes entre el ciclo de la ensefianza de las matematicas y
las caracteristicas que definen una IBD, de ahi que investigadores de disefio recurran al uso

de THA como herramientas de disefio para formular una teoria de instruccion local. De modo
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que, cuando un investigador decide incluir las THA en su investigacion basada en el disefio,

estas se convierten en piezas clave de cada una de las fases de la investigacion.

En primer lugar, en la fase de preparacion y disefio, las THA ayudan en la formulacion de
los objetivos de aprendizaje de matematicas y de hipédtesis sobre el potencial de aprendizaje
de los estudiantes mediante la informacion recabada de los conocimientos previos de los
estudiantes. Posteriormente, en la fase de experimento de ensefianza, durante la
implementacidn de las actividades y la interaccion con los estudiantes, las THA indican al
investigador en qué debe concentrarse de acuerdo con los objetivos planteados, ya sea al
ensefar, observar y entrevistar. En esta fase, se realizan modificaciones de las THA con el
objetivo de crear condiciones Optimas y mejorar el disefio. Dichas modificaciones pueden ser
consecuencia de las transformaciones del conocimiento del profesor o, de incidentes en el
aula como estrategias que no fueron previstas. Finalmente, en la fase de anlisis
retrospectivo, las THA permiten hacer un contraste entre los procesos hipotéticos de
aprendizaje y las observaciones hechas durante el experimento para reconocer patrones y
formular afirmaciones. En esta fase, la THA puede ser redisefiada, de forma mas dréastica que
en la segunda fase de investigacion. De acuerdo con lo anterior, una vez concluidas las tres
fases de la investigacion, una trayectoria hipotética de aprendizaje puede ser considerada
como la concretizacion de una teoria de instruccion (Bakker & van Eerde, 2015). En palabras
de los autores “an HLT can be seen as concretization of an evolving domain specific

instruction theory (p. 18).

3.5 Marco didactico Cuevas & Pluvinage

Durante muchos afios, la ensefianza de las matemaéticas se ha llevado a cabo de forma
rutinaria, operativa y memoristica. Se observa un escenario donde el profesor frente a un
grupo de estudiantes explica y anota definiciones, formulas y ejercicios en el pizarron,
mientras tanto, el alumno copia en su libreta lo expuesto con el Gnico objetivo de memorizar
y aprobar una evaluacién. Sin embargo, la naturaleza de este método supone una
participacion pasiva del estudiante, se centra en el calculo numérico, evita las aplicaciones y
en general, no significa los conceptos matematicos. En consecuencia y a menudo, surge el

siguiente cuestionamiento en los estudiantes: ¢Y esto para que me va a servir?
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Con el objetivo de evitar este tipo de ensefianza y dotar de un significado los conceptos
matematicos, Cuevas & Pluvinage (2003) proponen un marco didactico (al cual haremos
alusién de aqui en adelante con las siglas C&P en honor a los autores) orientado a la
ensefianza de las matematicas en un nivel post — elemental constituido por una serie de
principios, los cuales no pretenden dar respuesta a la pregunta anterior ni indicar como
ensefiar, sino promover una ingenieria de ensefianza activa o participativa para lograr que

los estudiantes comprendan, asimilen y doten de un significado los conceptos matematicos.

De acuerdo con Cuevas & Pluvinage (2003) estos principios son: (1) la accion, (2) partir de
un problema en contexto, (3) validacion de resultados, (4) descomposicién en operaciones
parciales, (5) implementacién de operaciones inversas y (6) articulacion de registros de

representacion semidtica.

1. La accion: Este principio sefiala la necesidad de disefiar problemas dosificados que
promuevan la participacion activa del estudiante. Se sugiere que el estudiante esté
siempre desarrollando una accion y sea participe en su proceso de aprendizaje para
que sea él quien mediante la resolucion de los problemas construya o llegue al
concepto matematico deseado.

2. Partir de un problema en contexto: Al introducir un concepto matematico, se debe

evitar iniciar con una definicién formal. Por el contrario, se recomienda partir de un
problema en cierto contexto real que sea de interés para el estudiante y, por lo tanto,
disefiar los problemas referidos en el primer principio, en torno a este contexto. En la
educacion superior, este principio puede ser usado como puente para promover la
transversalidad entre las asignaturas de matematicas y las asignaturas propias de la

carrera.

3. Validacion de resultados: Es importante que después de resolver los problemas
presentados, el estudiante verifique la solucion y que ademas tenga sentido logico y
que estan de acuerdo con el problema planteado. Esto es, al resolver un problema que
se deriva de una situacion real, la solucion que ofrece el modelo matematico

establecido puede no tener sentido con el problema real.




4. Descomposicion en operaciones parciales: este principio propone realizar un analisis

del concepto matemaético de interés para determinar las operaciones parciales y/o
conceptos requeridos para que el estudiante llegue a su comprension. Este principio
constituye el punto de partida para el disefio de un plan de accion o de las actividades
y ejercicios dentro del contexto seleccionado. Asi, se sugiere descomponer el problema
planteado en subproblemas que representen dichas operaciones parciales.

Con cierta frecuencia se ha detectado que los estudiantes no pueden aprender cierto
concepto matematico debido a que contiene subconceptos complejos que el profesor
da por supuesto. Esta descomposicion evidencia esos conceptos ocultos.

5. Implementacion de operaciones inversas: Cada vez que se realicen operaciones que

conduzcan a conceptos matematicos, intentar si es posible implementar operaciones
inversas. Una condicidn para realizar una operacion de inteligencia es realizar el
proceso inverso; esto rompe con una educacion tipo habito y conduce a procesos
cognitivos individuales.

6. Articulacidn de registros de representacion: Si el concepto matematico lo permite,

usar diferentes registros de representacion semidtica para lograr su aprehension. Por
consiguiente, se sugiere establecer operaciones directas e inversas que promuevan la
articulacion entre los diferentes registros de representacion que definen al concepto.
En este sentido, este punto ofrece la posibilidad de emplear las tecnologias digitales
como herramientas de apoyo para la visualizacion y articulacion de los diferentes

registros de representacion.

Dado que la IBD no instruye al investigador en como disefiar actividades y entornos de
aprendizaje, se usaron los principios antes mencionados como fundamento para el disefio de

las actividades.

En forma resumida, los principios del marco C&P se usaron de la siguiente forma. La idea
de construir hojas de exploracion guiada y EDVI surge del primer principio, la accion. El
segundo principio, partir de un problema en contexto, fue el punto de partida para el disefio
de los EDVI y permitio seleccionar un problema industrial del que emerge el concepto de

vector: un brazo robdtico capaz de presionar botones que activan o desactivan los procesos
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automatizados de una casa. El tercer, cuarto, quinto y sexto principio influyeron
primordialmente en el disefio de las hojas de exploracion guiada. En este sentido, el cuarto
principio, descomposicion en operaciones parciales, proporcioné los conocimientos
necesarios para llegar al concepto de vector, a partir de lo cual, se disefiaron problemas
dosificados que permitieron a los estudiantes usar sus conocimientos previos para construir

la nocion de vector.

Asimismo, en algunas ocasiones, el quinto principio sobre la implementacion de operaciones
inversas posibilito el sexto principio, la articulacion de registros de representacion. Dado que
el concepto de vector tiene maltiples representaciones, es de interés que el estudiante sepa
transitar de un registro a otro. Asi, por ejemplo, se le solicita al estudiante obtenga la pareja
de nimeros ordenados que representa la flecha en el plano y, de manera inversa, dada una
pareja de numeros ordenados, trace en plano la flecha correspondiente. Finalmente, el tercer
principio y no menos importe, validacion de resultados, emerge de forma natural en cada uno

de los ejercicios incluidos en las hojas de trabajo.




Capitulo 4. Fase de preparacidén y diseno

En este capitulo se informa la primera fase de la Investigacion Basada en Disefio (IBD).
Particularmente se reporta el disefio de actividades de instruccién para introducir el concepto
de vector en un primer curso de algebra lineal, a nivel superior. Inicialmente, en la seccién
4.1, se presentan los instrumentos desarrollados para obtener informacion general del
estudiante, conocer el método de ensefianza y uso de la tecnologia en un curso de algebra
lineal (subseccion 4.1.1) y evaluar los conocimientos previos de la poblacion de estudio
(subseccion 4.1.2). Posteriormente, en la seccion 4.2 se describe el disefio de las actividades
de aprendizaje conformadas por tres Escenarios Didacticos Virtuales Interactivos (EDVI)
para introducir los temas de vector, multiplicacién por un escalar y suma de vectores en un
sistema de coordenadas bidimensional (subseccion 4.2.1), los cuales se crearon en un entorno

de geometria dindmica (Digital Geometry Environment, DGR por sus siglas en ingles).

Finalmente, en la seccion 4.3 se expone la organizacion y sistematizacion del disefio de
instruccion en términos de una THA, en la cual se exponen los objetivos de aprendizaje en
torno a las actividades, las actividades de aprendizaje de forma sintetizada y las hipotesis

sobre el proceso de aprendizaje asociadas a los EDV1 y tareas de instruccion.

4.1. Instrumentos preliminares

Dos aspectos fundamentales que consideran las actividades de instruccion desarrolladas en
el presente trabajo de investigacion, son: (1) la implementacion de un método de ensefianza
activa (accion por parte del alumno) como sugiere el marco didactico C&P y (2) la inclusion
de la tecnologia en el aula. Por tanto, se disefiaron dos instrumentos usados previo a la
implementacion de las actividades, una encuesta general (subseccion 4.1.1) para conocer
principalmente, el método de ensefianza al que estan acostumbrados los estudiantes de la
poblacién de estudio, la frecuencia de uso de la tecnologia en su clase de algebra lineal y los
softwares matematicos conocidos por los estudiantes; y, un pretest de conocimientos
(subseccion 4.1.2) para evaluar los conocimientos previos que son necesarios para llegar al

concepto de vector, asi como las ideas previas sobre el vector y sus operaciones.




4.1.1 Encuesta general

Cabe senalar que, la experiencia didactica escolar se desarrollo en linea debido a la pandemia,
y por esta razon, la encuesta general® se disefi¢ usando los Formularios de Google, puesto
que son una herramienta en linea gratis y accesible para usuarios de Gmail, ademas de que

permite crear encuestas, asi como cierto procesamiento para los datos recabados en linea.
A grandes rasgos, la encuesta contiene un conjunto de preguntas abiertas y de opcion multiple
sobre informacién personal del estudiante, su curso de &lgebra lineal y la inclusion de la

tecnologia en el aula. Por consiguiente, la encuesta esta dividida en tres secciones:

e Seccion 1. Informacién general: nombre (opcional), nombre que le gustaria tener,

edad, sexo, nombre de la escuela en la que estudia, nombre de la carrera que estudia
y semestre que cursa.

e Seccidn 2. Sobre tu curso de algebra lineal: veces que ha tomado el curso, temas que

ya fueron introducidos, libros de la asignatura que se utilizan como material de apoyo
y el método de ensefianza y herramientas que utiliza el profesor para impartir su clase.

e Seccion 3. Sobre el uso de la tecnologia: frecuencia de uso de herramientas

tecnoldgicas en la clase, softwares matematicos que conocen los estudiantes y
softwares que usa el profesor para impartir su clase.

Para consultar la encuesta completa ver el Anexo B.

4.1.2 Pretest de conocimientos

Con base en la revision de la literatura y aplicando el cuarto principio del marco didactico
C&P (descomposicion en operaciones parciales), se realiz6 una descomposicion del
concepto de vector que permitio establecer los conceptos matematicos implicitos y
necesarios para lograr su comprension. Dicha descomposicion, ilustrada en la Figura 4.1
sugiere que para llegar a la concepcion del vector en R?, se requieren conocimientos previos

de geometria y trigonometria.

® El formulario de la encuesta general se puede consultar en:
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSeWglr598 FGNn1RfyO5YLiavz7VRjo7flgsMghGvhh6lUIDomw/viewform?usp=sf_link
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Asi, por ejemplo, la concepcion gréfica del vector dentro de un sistema de coordenadas
cartesianas implica el uso de conocimientos elementales sobre el plano cartesiano y sus
elementos. Del mismo modo, los conocimientos previos sobre los puntos en el plano,
coordenadas o par de nimeros ordenados (R?), facilitan la transicion de la representacion
gréafica del vector (flecha) a la algebraica (pareja de numeros ordenados). También, se
requiere de conocimientos sobre el triangulo rectangulo, como el uso del Teorema de

Pitagoras y razones trigonométricas para el calculo de la magnitud y direccion.

Hipotenusa y catetos eorema de pitdgorag
Tridngulo rectdngulo

TGzonesrigonométrices>
A
£ : Clasificacién de

A

Conocimientos
previos para el
concepto de vector,

\J

Terna ordenada
{ Bidimensional )

Ubicacién de @
|

puntos

Distancia entre
dos puntos

Figura 4. 1. Descomposicién del concepto de vector.

Lo anterior, dio pie a la construccion de un test de conocimientos’, el cual consiste en un

Formulario de Google dividido en dos secciones.

e Seccidén 1. Conocimientos Previos: tiene por objetivo evaluar el conocimiento de los

estudiantes sobre los conceptos previos requeridos para la comprension del concepto
de vector. Incluye preguntas de geometria y trigonometria: ubicacion de puntos en el
plano, identificacidn de cuadrantes, calculo de la hipotenusa y angulo interior de un

triangulo rectangulo.

7 El formulario del test de conocimientos se puede consultar en:
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSdtyyaQziat)jyQLo7GLPfeYknnYoS3PTQTvgrrqY_Bikuhgg/viewform?usp=sf _link
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e Seccion 2. Pretest: busca identificar las ideas previas que tienen los estudiantes sobre

el concepto de vector y sus operaciones. Después de la implementacion de las
actividades, se comparan las concepciones a priori y a posteriori para detectar si se
produjo algin cambio conceptual. Incluye preguntas con los siguientes temas de
interés: definicion del vector, identificacion de representaciones del vector, definicion
de magnitud y direccion, interpretacion grafica de magnitud, direccion, sumay resta

de vectores y multiplicacion de coordenadas por un escalar.

Para consultar el test de conocimientos ver el Anexo C.

4.2 Actividades de instruccion

Hasta este punto, se ha presentado en el Capitulo 2 una revision de la literatura, en la cual,
mediante la exploracion de trabajos de investigacion que estudian el concepto de vector, se
identificaron algunas de las dificultades que tienen los estudiantes con el aprendizaje de este
concepto y sus operaciones y, a través del analisis de los libros de texto se obtuvo un
acercamiento al proceso usual de introduccién del concepto de vector, donde se observé que
en el nivel superior el vector se ubica como un concepto fundamental para el desarrollo del
algebra lineal, definido en su forma abstracta como un elemento de un espacio vectorial.
Mientras tanto, un espacio vectorial es definido por un conjunto de elementos donde se
definen dos operaciones a saber, la adicion y la multiplicacion por escalares, las cuales debe
de satisfacer 8 axiomas. En este sentido, se propuso realizar el disefio de actividades para
abordar no solo la construccion del concepto de vector en R?, sino también, las operaciones
de multiplicaciéon por un escalar y suma de vectores como una graduacion para llegar a la

definicion abstracta del vector vista en un curso de algebra lineal.

Con base en lo anterior, se inicio el disefio de una THA mediante la formulacion de los
objetivos de aprendizaje generales (de los que se hablara en la seccion 4.3) a partir de los
cuales se disefiaron las actividades de aprendizaje mediante EDVI y tareas que guian al
estudiante en el manejo de los escenarios y la construccion del concepto matematico. Por

consecuente, la THA se dividi6 en dos actividades:




= Actividad 1 — Conceptualizando (Al): Centrada en la identificacion de multiples
representaciones del vector para la conceptualizacion del objeto matematico.
= Actividad 2 — Operando con vectores (A2): Enfocada en la comprension del

comportamiento grafico y numérico de las operaciones bésicas del vector.

Asi, de acuerdo con el sexto principio del marco didactico C&P (articulacion de diferentes
registros de representacion) y considerando que la actividad matematica requiere de una
coordinacion entre los diferentes sistemas de representacion que un objeto matematico puede
tener para evitar que dos representaciones diferentes del mismo objeto se interpreten como
dos objetos diferentes sin relacion (Sandoval & Possani, 2016), se determind la siguiente ruta
de disefio, basada en la transicion de las diferentes representaciones que definen al vector:
iniciar con un registro figural mediante un problema real como sugiere el segundo principio
del marco didactico C&P (partir de un problema en contexto), pasar del registro figural al
registro geométrico ubicando a los vectores dentro de un sistema de coordenadas cartesianas
representados por flechas con magnitud, direccién y sentido y finalmente, transitar al registro
algebraico para presentar a los vectores como parejas de nimeros ordenados. En términos

generales, esta ruta de disefio se ilustra en la Figura 4.2.

Actividad situada .. . Actividad situada
. Actividad situada en .
en un registro . i en un registro
un registro grafico

Figural algebraico

Figura 4. 2. Ruta de diseno para la articulacion de los sistemas de representacion del vector.

De acuerdo con la ruta de disefio antes mencionada, se propuso dividir las actividades de
aprendizaje en un total de cinco tareas, dos que constituyen la actividad 1 y tres que forman

la actividad 2 como muestra la Figura 4.3.




A1 A2

* Tarea 1.1 - Brazo Robético * Tarea 2.1 -Alargar o comprimir
e Tarea 1.2 - Trabajando con e Tarea 2.2 - Brazo Robdtico 2 GDL
parejas e Tarea 2.3 - Adicién

Figura 4. 3. Actividades y tareas de aprendizaje

Asimismo, se hizo la planeacion del disefio de los EDVI correspondientes a cada tarea.
Originalmente, se penso en hacer un escenario por tarea, sin embargo, durante el proceso de
programacion se definié la creacién de tres EDVI a los que denominamos: EDVI Brazo
1GDLE, EDVI Coordenadas y EDVI Brazo 2GDLE. En particular, el EDVI Brazo 1 GDLE
se credé como herramienta para el desarrollo de la Tarea 1.1, el EDVI Coordenadas para el
desarrollo de las Tareas 1.2y 2.1y, el EDVI Brazo 2GDLE para el desarrollo de las Tareas
2.2y 2.3.

En el siguiente apartado (subseccion 4.2.1), se describe con mayor detalle el disefio de los
EDVI Brazo 1GDLE (subseccion 4.2.1.1), EDVI Coordenadas (subseccion 4.2.1.2) y EDVI
Brazo 2GDLE (subseccion 4.2.1.3), asi como una seccién enfocada al proceso de
programacion (subseccion 4.2.1.4).

4.2.1 Escenarios Didacticos Virtuales Interactivos

El desarrollo de los EDVI comienza atendiendo el segundo principio del marco didactico
C&P, partir de un problema en contexto para elaborar proyectos de accion préactica en torno
a un problema que sea de interés para los estudiantes. De acuerdo con Cuevas & Pluvinage
(2013), la seleccion de este problema debe reunir las siguientes caracteristicas: ser claro y
simple para ser entendido, ser atractivo para la mayoria de los estudiantes y contener los

conceptos matematicos a ensefiar.




Con base en mi experiencia como estudiante de la carrera de Ingenieria Bidnica,
seleccionamos como contexto de partida la simulacion de un brazo roboético al ser un
problema real del que emergen diferentes objetos matematicos del algebra lineal, entre ellos,
el concepto de vector. Inicialmente, este problema se penso exclusivamente para estudiantes
de ingenieria con carreras afines a la robdtica, sin embargo, determinamos que el contexto
puede ser de interés para cualquier estudiante por tratarse de un contexto tecnoldgico e

innovador de gran aplicacion.
Cabe mencionar que, a partir de esta subseccion, se hara referencia a los elementos que

conforman la estructura mecanica de un brazo robético® ilustrados en la Figura 4.4: base,

articulaciones, eslabones y efector final.

Eslabones

Efector final

Figura 4. 4. Estructura de un brazo robdtico.

Como resultado, el problema de brazo robotico representa el contexto general de las
actividades y de los escenarios, puesto que los EDVI surgen de variaciones realizadas al
primer escenario siguiendo la ruta de disefio antes mencionada (Figura 4.2). En particular,
los EDVI Brazo 1GDL, Coordenadas y Brazo 2GDLE se crearon utilizando y programando

en la plataforma GeoGebra (version Clasico 6).

8 Mecanicamente, un robot esta formado por una serie de elementos o eslabones unidos mediante articulaciones que
permiten un movimiento relativo entre cada dos eslabones consecutivos (Barrientos et al., 1997).
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4.2.1.1 EDVI Brazo 1GDLE

El primer escenario, denominado Brazo 1GDLE® ubica al vector dentro de un registro figural
en el cual, se ha simulado el movimiento de un brazo robético de un grado de libertad®® (1
GDL) al que se le ha asignado la funcién de presionar botones para activar algin proceso.
Primordialmente, el escenario incluye dos deslizadores, uno que dota de movimiento
rotacional al eslabdn caracterizandolo como un brazo de 1 GDL, otro que posibilita modificar
la longitud del eslabon en tiempo real, y una casilla de control que habilita la representacion
grafica del vector (flecha sobrepuesta en el eslabon) en un sistema libre de coordenadas
indicando el valor numérico de su magnitud y direccion. El objetivo general de este EDVI es
la visualizacion del vector como flecha y sus propiedades para la significacion del vector en
un problema de aplicacién mediante la asociacion de la longitud y posicion angular del
eslabon del brazo robético con las propiedades del vector.

El EDVI Brazo 1GDLE ha tenido multiples transformaciones, el primer escenario, mostrado
en la Figura 4.5, nacio en el Seminario de Educacion y Nuevas Tecnologias cursado durante
el primer semestre de Maestria en el Departamento de Matematica Educativa (DME) del

Cinvestav — IPN.

Figura 4. 5. Primera propuesta de EDVI Brazo 1GDL.

9 El EDVI Brazo 1GDLE se puede consultar en https://www.geogebra.org/m/vv2e8yrn

10 cada uno de los movimientos independientes que puede realizar cada articulacién con respecto a la anterior, se
denomina grado de libertad (Barrientos, Pefiin, Balaguer, & Aracil, 1997, p.17)
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En esta primera propuesta, el brazo robotico tiene la funcion de presionar los botones de dos
estantes que activan focos indicadores y despliegan un mensaje de emergencia que alerta al
usuario. Adicionalmente, para la transicion al registro geomeétrico, este escenario incluye una
casilla de control denominada Plano Cartesiano que ubica al brazo robotico y al vector

dentro de un sistema de coordenadas cartesianas en un segundo escenario mostrado en la

Figura 4.6.
Magnitud Direccién ly
Magnitud Direccion | P
Eigvociaaz LS ﬂmg(%) ‘ ’ Plano Cartesiano
|t| = 5.4 6 = 28° : Longitud = 5.4
o
Posicion = 28° @

s 7 i) s iy 1

Coordenada "x" Coordenada "y

z =477 y=2.54

Vector como par coordenado

Figura 4. 6. Escenario de Brazo Robdtico dentro un sistema de coordenadas cartesianas.

Después de presentar la primera propuesta con estudiantes de Maestria del DME y con el
grupo de trabajo de investigacion conformado por un investigador experimentado, un
investigador invitado y un programador experto, surgié un redisefio del escenario. EI EDVI
Brazo 1GDLE aceptado por el grupo de trabajo se muestra en la Figura 4.7. Este EDVI se
ambiento de forma que se viera mas realista puesto que la perspectiva del primer escenario
sugeria un brazo rob6tico con mas grados de libertad, es decir, con mas movimiento. Ademas,
se modifico la funcidn asignada al brazo y se elimind la casilla de control Plano Cartesiano

para el disefio de un nuevo escenario al que denominamos EDVI Coordenadas.




Posicion Inicial

9

\

Figura 4. 7. EDVI Brazo 1GDLE.

En términos generales, el EDVI Brazo 1GDLE simula el movimiento de un brazo robético
de 1GDL dispuesto sobre una mesa, en una habitacion en la que hay cuatro botones, cuatro
focos indicadores y un letrero led. La funcién del brazo roboético es incidir sobre cada uno de
los botones de los tableros (azul, amarillo, verde y rojo). Al presionar un botdn, se enciende
un foco indicador y se despliega un mensaje en el letrero led, indicando que se ha activado o
desactivado uno de los cuatro procesos automatizados de una casa inteligente:

o Al presionar el botdn rojo se cerrara el suministro de gas.

o Al presionar el botdn azul se activara el aire acondicionado.

o Al presionar el botén verde se activara el sistema de riego.

o Al presionar el botén amarillo se encenderan las luces de afuera al anochecer.

El EDVI Brazo 1GDLE se compone de las siguientes herramientas:




Deslizadores #———
L - Controla la magnitud del eslabén del brazo robotico.

R - Controla la rotacion del eslabon del brazo robotico.

Casilla de control [
Vector - Habilita la representacion gréfica del vector u, asi como el valor numérico de su

magnitud y direccion.

Botdn
Regresa los deslizadores a su valor inicial L=0.5y R=0°.

4.2.1.2 EDVI Coordenadas

Siguiendo la ruta de disefio, para transitar del registro figural al geométrico, inicialmente se
cred el EDVI Par Ordenado, mostrado en la Figura 4.8, derivado de la primera propuesta del
EDVI Brazo 1GDLE (Figura 4.5). Este escenario situa al vector fuera del contexto del brazo
robotico dentro de un plano cartesiano. En general, consta de dos deslizadores que controlan
la magnitud y direccion del vector y de casillas de control que habilitan su representacion
algebraica y las férmulas para el célculo de la magnitud y direccion.

k| Q

(] Magnitud Reiniciar | vor
] = 2P = (1117

|it] = 2.41

L=241
————
R=2

-] -3 ®

7 P51 (7] y= 111 | Vector com par ardenaco  |EEIEILANINID) Q

Figura 4. 8. EDVI Par ordenado.
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Después de una implementacion y revision con el equipo de trabajo, observamos que el EDVI
Par Ordenado no cumple con el primer principio de la didactica C&P y, por lo tanto, impide
la construccion o comprension de los conceptos de interés puesto que, proporciona al
estudiante datos de forma directa. En consecuencia, se cred un nuevo escenario al que
denominamos EDVI Coordenadas'?, el cual ha tenido ligeras transformaciones, no obstante,

la propuesta final y aceptada por el grupo de trabajo se muestra en la Figura 4.9.

(k) ~ Q
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L
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(Cudntas veces cabe el vector i en

Figura 4. 9. EDVI Coordenadas.

ElI EDVI Coordenadas se disefi¢ para introducir al vector como pareja de nimeros ordenados
y la multiplicacion de un vector por un escalar, por esto, cumple con dos funciones. En la
Tarea 1.2, tiene por objetivo la manipulacién del vector en el plano para la conceptualizacion
de los vectores como puntos en el plano representados por parejas de nimeros ordenados y,
en la Tarea 2.1, se usa como herramienta de apoyo para introducir la multiplicacion por un
escalar mediante la visualizacion del comportamiento del vector al multiplicarse grafica o

algebraicamente por un nimero.

1 E| EDVI Coordenadas se puede consultar en https://www.geogebra.org/m/jvtkwijup
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Este EDVI permite la conversion del registro geométrico al algebraico. De ahi que esté
dividido en dos ventanas o vistas graficas de GeoGebra:

Vista Gréfica 1. En esta vista se sitGa al vector dentro de un registro algebraico en su

representacion como pareja de nimeros ordenados. Ademas, contiene las herramientas que
permiten la manipulacion del escenario. Particularmente, incluye casillas de entrada para que
el estudiante ingrese coordenadas y defina las componentes que representan algebraicamente
al vector; una Calculadora de Magnitud y Direccion construida con casillas de entrada para
que sea el estudiante quien realice los calculos de la magnitud y direccion del vector; cuatro
deslizadores que permiten crear los vectores arrastrables v y q, los cuales tiene por objetivo
fungir como instrumentos de comprobacion de resultados; casillas de control que
proporcionan a los estudiantes una retroalimentacion de lo ingresado en las casillas de
entrada; y casillas de control que habilitan las herramientas para el desarrollo de la Actividad
2 referente a la multiplicacion de un vector por un escalar, es decir, botones que generan
escalares aleatorios y una casilla de entrada que promueve el desarrollo de operaciones

directas e inversas.

Vista Gréfica 2. En esta vista se ubica al vector dentro de un registro geométrico como flecha

en un sistema de coordenadas cartesianas. En particular, en esta vista se pueden observar las

representaciones graficas de los siguientes vectores:

o u: Vector fijo que parte del origen color negro generado aleatoriamente.

o w: Vector arrastrable color rojo creado con los deslizadores L y R.

o q: Vector arrastrable color azul creado con los deslizadores L2 y R2.

o Kku: Vector fijo que parte del origen color verde. Resulta de multiplicar al vector u
por un escalar k.

r: Vector fijo color rosa que parte del origen. Surge de la multiplicacion del vector u

o

por un escalar generado aleatoriamente.

La funcion de cada herramienta del EDVI Coordenadas es la siguientes:
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Botones
Generar. Genera en el plano un vector aleatorio u.

> Genera un nimero aleatorio entero de -3 a 3.

E3 Genera un nimero aleatorio decimal de -3 a 3.

Desliz adores +————

L - Controla la magnitud del vector v.
R - Controla la direccion del vector v.
L2 - Controla la magnitud del vector q.

R2 - Controla la direccion del vector q.

Casillas de entrada

Permiten ingresar valores numéricos de las componentes del vector u.
| Permiten ingresar nimeros para calcular la magnitud y direccion de un vector.

Permite ingresar escalares k para generar un vector ku representado graficamente en el

plano como una flecha color verde.

Casillas de control [

Verifica tu resultado - Habilita la representacion grafica de las componentes de u y
retroalimenta al usuario con un mensaje que indica si su resultado es correcto o incorrecto,
es decir, si las coordenadas ingresadas en las casillas de entrada corresponden a las
componentes u.

Multiplicacion por un escalar — Hace visible la casilla de control Aleatorio y la casilla de

entrada

Aleatorio - Hace visibles los botones - y . . Ademas, habilita la representacion grafica

de un vector r que resulta de multiplicar u por un nimero aleatorio generado al presionar los

botones - y . :

Verificar Resultado — Retroalimenta al usuario con un mensaje que indica si el escalar

ingresado es el escalar que multiplica a u para generarar.
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En sintesis, el EDVI Coordenadas funciona de la siguiente manera:

Para la Actividad 1, al presionar el boton Generar, aparece u en la Vista grafica 2. Con ayuda
de la calculadora de la Vista gréafica 1, se obtiene la magnitud y direccion del vector y usando
los deslizadores L y R se crea a v con los resultados obtenidos para comprobar que los
calculos correspondan a la magnitud y direccion de u mediante la comparacion de u y v. Para
la Actividad 2, al dar clic sobre la casilla de Control Multiplicacion por un escalar aparece
una expresion algebraica que contiene una casilla de entrada de color amarillo. Al ingresar
un nimero en la casilla de entrada, aparece ku en la vista grafica 2. Posteriormente, al dar
clic sobre la casilla de control Aleatorio aparecen dos botones, los cuales al ser presionados
generan ar.Y finalmente, se debe ingresar en la casilla de entrada de color amarillo el escalar
por el cual se multiplic6 a u para generar a r, usando los vectores vy q como método de

comprobacion.

4.2.1.3 EDVI Brazo 2GDLE

El EDVI Brazo 2GDLE'? se cre6 para promover tanto una significacion de la suma de
vectores en un problema de aplicacion, como su compresion grafica y algebraica mediante
la combinacion de los EDVI Brazo 1GDLE y Coordenadas y con la hipotesis de que los
estudiantes han construido conocimiento en estos EDVI. De este modo, siguiendo la ruta de
disefio (Figura 4.5), el EDVI Brazo 2GDLE cuenta con un escenario A que sitta al vector
dentro de un registro figural y con un escenario B para la transicién del registro figural al
geométrico, donde se aborda la representacion geométrica y algebraica del vector. Asimismo,
el EDVI Brazo 2GDLE estéa dividido en dos vistas graficas. En la vista grafica 1 se colocaron
las herramientas que permiten la manipulacion del EDV1Yy, en la vista gréfica 2 se disefiaron

los escenarios Ay B.

El EDVI Brazo 2GDLE escenario A, ilustrado en la Figura 4.10, tiene la misma
configuracion que el EDVI Brazo 1GDLE, simula el movimiento de un brazo robotico en

una habitacion en la que hay botones, focos indicadores y un letrero led. Sin embargo, a

12 E EDVI Brazo 2GDLE se puede consultar en https://www.geogebra.org/m/gctswvdt
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diferencia del EDVI Brazo 1GDLE se simul6 un brazo robotico formado por dos eslabones
cuyo movimiento lo caracteriza como un brazo de dos grados de libertad (2 GDL), lo cual en
términos matematicos puede interpretarse como la suma de dos vectores, cuya resultante
representa la posicién del efector final del brazo robético.

k]~ 5e Q

Posicion Inicial &

R Wi

Se han abierto las persianas!!

R1=90

o
R2=

A
Z] Vector u Direccién u
\
7]Vector v [v|pirecciénv
Z] Resultante
Z] Magnitud y direccién Resultante v
| @+ = 14.32 3
[ |Piano @
‘\E
8

Figura 4. 10. EDVI Brazo 2GDLE, escenario A.

Ademas, se agregaron cuatro focos indicadores y cuatro botones. De modo que, la funcién
del EDVI Brazo 2GDLE escenario A es incidir sobre alguno de los botones de los estantes
Ay B (azul, amarillo, verde y rojo), los cuales al ser presionados encienden un foco indicador
desplegando un mensaje en el letrero led que indica si se ha activado o desactivado uno de

los ocho procesos automatizados de una casa inteligente:

Estante A

o Al presionar el botdn rojo se activara la alarma de seguridad del hogar.
o Al presionar el botdn verde se activaran los sistemas de riego.

o Al presionar el boton amarillo se encenderan las luces de afuera.

o Al presionar el botdn azul se activara el aire acondicionado.

Estante B
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o Al presionar el botdn rojo se activaran las camaras de seguridad.
o Al presionar el botdn verde se activara el sistema que abre las persianas del hogar.
o Al presionar el boton amarillo se encenderan las luces del jardin.

o Al presionar el boton azul se cerrara el suministro de agua.

En este sentido, para la manipulacion del escenario A, se dispusieron las siguientes
herramientas: cuatro deslizadores que controlan la longitud y posicion de los eslabones, dos
casillas de control que habilitan la representacion grafica de los vectores superpuestos a los

eslabones y una casilla de control que habilita la representacion gréafica del vector resultante.

Por otra parte, el EDVI Brazo 2GDLE escenario B, ilustrado en la Figura 4.11, es similar al
EDVI Coordenadas en el sentido de que, en su configuracién la vista gréafica 1 contiene las
herramientas que posibilitan la manipulacion del escenario B y sitla a los vectores dentro de
un registro algebraico en su representacién como pareja de nimeros ordenados permitiendo
realizar la suma algebraica de vectores. Particularmente, incluye cuatro deslizadores que
controlan la magnitud y direccion de los vectores, casillas de entrada para que el estudiante
determine las parejas de numeros ordenados que representan a u y v y casillas de entrada

que forman una calculadora para que el estudiante realice la suma algebraica de u + v.
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Figura 4. 11. EDVI Brazo 2GDLE, escenario B.
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Del mismo modo, en la vista gréafica 2 o escenario B, se ubican los siguientes vectores en un

registro geométrico como flechas dentro de un sistema de coordenadas cartesianas:

o u: Vector fijo que parte del origen, color verde claro creado con los deslizadores L1
y R1.

o v: Vector fijo color naranja creado con los deslizadores L2 y R2, cuyo origen se
encuentra en el extremo de u.

o r: Vector fijo que parte del origen color rojo. Resulta de la suma u + v.

o v2: Vector fijo que parte del origen color café. Se crea a partir de las componentes
ingresadas en las casillas de entrada color naranja.

o u2: Vector fijo color verde oscuro cuyo origen se encuentra en el extremo de v2 . Se

crea a partir de las componentes ingresadas en las casillas de entrada color verde.

En general, las herramientas del EVID Brazo 2 GDLE tienen la siguiente funcion:

Deslizadores #——

L1 - Controla la magnitud del eslabon 1 y del vector u.

R1 - Controla la rotacion del eslabdn 1y direccion del vector u.
- Controla la magnitud del eslab6n 2 y del vector v.

R2 - Controla la rotacion del eslabon 2 y direccion del vector v.

Casillas de control ]

Vector u - Habilita la representacion gréafica de u.

Direccion u - Muestra el valor numérico de la direccion de u.

Vector v - Habilita la representacion grafica de v.

Direccion v - Muestra el valor numérico de la direccion de v.

Magnitud y direccion Resultante - Muestra el valor numérico de la magnitud y direccién
der.

Plano — Permite ingresar al escenario B donde los vectores se colocan dentro de un sistema
de coordenadas cartesianas, ademas hace visible una nueva casilla de control denominada

Meétodo Algebraico.
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Meétodo Algebraico — Habilita casillas de entrada para contestar la pregunta ¢ Cuales son las
componentes de u y v?, ademas hace visible una nueva casilla de control denominada
Vectores.

Vectores — Habilita la representacion grafica de vectores creados a partir de las componentes

ingresadas por el usuario en las casillas de entrada.

Casillas de entrada
Permite ingresar nimeros para crear a u2.

B permite ingresar nUmeros para crear a v2.

Permite ingresar nimeros para sumar las componentes de los vectores u y v.

Botén

Posicion Inicial| Regresa los deslizadores a su valor inicial L1=1.5, R1=0°, L2=1.5, R2=0° y
vacia las casillas de control. Este botdn desaparece al activar la casilla de control Plano.
Coloca en ceros las casillas de entrada y deshabilita las casillas de control Resultante

y Vectores.

Dicho lo anterior, el EDVI Brazo 2GDLE escenario B funciona de la siguiente manera: en
primer lugar, deben estar habilitadas las casillas de control Vector u y Vector vy mediante la
manipulacion de los deslizadores se crearan uy v en la vista gréafica 2. Al dar clic sobre la
casilla de control Vectores y al ingresar las componentes que se cree representanauy v se
crearan u2 y v2 en la vista grafica 2. Si las componentes ingresadas corresponden a las
componentes de u y v se formara en el plano un paralelogramo cuyos lados son u, v, v2 y
v2 para introducir el método del paralelogramo para la suma grafica de vectores.
Posteriormente, para sumar algebraicamente los vectores se ingresaran en las casillas de
entrada color blanco las componentes de u y v. Los resultados se pueden corroborar mediante

la visualizacion de u, v y r en el plano.
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4.2.1.4 Notas sobre el proceso de programacion de los EDVI

Si bien es cierto que GeoGebra proporciona herramientas que facilitan la programacion de
un entorno de aprendizaje, el desarrollo de los EDVI se logré dando respuesta a las preguntas
¢como usar el DGE? y ¢como usar las herramientas del DGE para crear el entorno con el

contexto seleccionado?

La respuesta a la primera pregunta, implica la exploracion del DGE y de las herramientas
que contiene. En cambio, la respuesta a la segunda pregunta requiere de una anélisis
matematico y cognitivo para relacionar los conceptos matematicos que emergen del concepto
de interés con el entorno real elegido y seleccionar asi, las herramientas del DGE que se
usaran. En particular, los EDVI se desarrollaron usando primordialmente las siguientes

herramientas de GeoGebra junto con lineas de instruccion colocadas en los objetos creados.

(o I
Punto @ Recta // Segmento // Vector '/"

Z |I.> 4 é az ;\ L ] a a=2
Poligono ¢ Angulo Rotacion * Deslizador ——
Texto ABC Imagen s Botdn Distancia o Longitud 7

- vy o . a=1 - . - (\'
Casilla de control Casilla de entrada Semicircunferencia

K Circunferencia (centro, punto)® Circunferencia (centro, radio) @ /

En general, el proceso de programacion para el desarrollo de los EDVI Brazo 1GDLE y
Brazo 2GDLE escenario A fue el siguiente:

1. Programacién de brazo robético con movimiento. Basicamente, la simulacion de un
brazo robdtico consiste en la construccién de la estructura mecanica del robot, una
base fija, eslabones dotados de movimiento y un efector final colocado en el extremo
del dltimo eslabdn del brazo roboético. Particularmente, la esencia de la simulacion
radica en la programacion del movimiento de los eslabones. Asi que, en la vista

grafica 2 de GeoGebra un eslabon se creo insertando una circunferencia cuyo radio
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representa la magnitud del vector o longitud del eslabdn, un punto arrastrable sobre
la circunferencia, un vector con origen en el centro de la circunferencia y extremo en
el punto arrastrable, un deslizador que controla el radio de la circunferencia y un
deslizador que controla la posicion del punto sobre la circunferencia, esto Gltimo da
al eslabdn su movimiento angular. Cabe sefialar que, dotar de movimiento un brazo
de 2 GDL no es tarea facil puesto que deben coordinarse los movimientos de dos
eslabones, lo cual se logro usando la herramienta de rotacion. En el Anexo D se
presenta el protocolo de construccion de GeoGebra utilizado para la programacion de
un brazo robdtico de 1 GDL y 2 GDL.

Adaptacion del escenario. Consiste en dar realismo al escenario. De acuerdo con el
contexto seleccionado, esta adaptacion va de la mano con la funcion asignada al brazo
robotico. Como resultado, en los EDVI Brazo 1 GDLE y Brazo 2GDLE se insertaron
imagenes para configurar una habitacion que contiene en su interior estantes con
botones, focos indicadores y un letrero led.

Programacion de la funcién del brazo robotico. Como se ha mencionado
anteriormente, el brazo robético de los EDVI Brazo 1 GDLE y Brazo 2 GDLE tiene
la funcidn de incidir sobre botones los cuales, al ser presionados por el efector final,
activan un foco indicador y hacen que se despliegue un mensaje en el letrero led
indicando gue se activo o desactivo un proceso. Por lo tanto, una vez ambientado el
escenario, se usaron condicionales if para programar la funcién del brazo robético,
asi, por ejemplo, se determin6 que cuando el efector final entra en contacto con un
boton rojo, se habilita tanto un texto en el tablero led como la imagen que crea la
ilusion de que se ha prendido el foco indicador rojo. Los condicionales if se colocaron
en la pestafia de Avanzado o Programa de guion (scripting) de las imagenes de los

focos indicadores y de los textos creados.

Por otra parte, la programacion del EDVI Coordenadas y EDVI Brazo 2GDLE escenario B,

se llevd a cabo mediante un proceso diferente puesto que consisten en un escenario

geométrico y no en un escenario figural. Para estos EDVI se usaron primordialmente, las

herramientas de vector, casillas de entrada, casillas de control, botones y deslizadores. De

forma resumida, el proceso de programacion para el EDVI Coordenadas fue el siguiente:
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1. Programacion del boton Generar. Uso del comando AleatorioEntre(a,b) colocado en
la pestafia Programa de guion (scripting) del boton para generar un vector u aleatorio
en la vista gréafica 2 al presionar el botdn.

2. Programacion de la calculadora de Magnitud y Direccion. Uso de casillas de entrada
para almacenar nimeros en variables y poder realizar operaciones. Por ejemplo, para
calcular la magnitud de un vector, al ingresar nimeros en las casillas de entrada color
blanco que corresponden a la expresion de la magnitud de un vector, se almacenan
los numeros en las variables ux2 y uy2 de modo que, la instruccion magU =
sqrt(ux2 + uy?2), almacena en la variable magU el resultado de la raiz cuadrada de
la suma de los nimeros almacenados en ux2 y uy?2.

3. Programacion de los vectores v y q. Consistio en el mismo proceso para dotar de
movimiento los eslabones del brazo robotico mediante el uso una circunferencia, un
punto, una flecha y deslizadores.

4. Programacion de vector ku. Uso de casilla de entrada para almacenar un valor en la
variable k. La multiplicacion del vector u por la variable k genera en el plano de la
vista grafica 2 una flecha verde que representa a ku.

5. Programaciéon de botones >> y >. Uso del comando AleatorioEntre(a,b) para
almacenar un nimero aleatorio en la variable denominada escalar.

6. Programacion de vector r. Multiplicacion del namero almacenado en la variable

escalar por u para generar una flecha rosa que representa a r.

Por su parte, el proceso de programacion del EDVI Brazo 2GDLE consistio en:

1. Programacion de los vectores u y v. Consistié en el mismo proceso para dotar de
movimiento los eslabones del brazo robotico mediante el uso una circunferencia, un
punto, una flecha, deslizadores y casillas de control que habilitan la representacion
grafica de los vectores en el plano.

2. Programacion de vector r. Se genera un vector en la vista grafica 2 a partir de la suma
de los vectores u y v.

3. Programacion de vector u2 y v2 Se generan flechas a partir de los nimeros

ingresados en las casillas de entrada color verde y naranja.
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4. Programacion de calculadora para sumar vectores algebraicamente. Uso de la
instruccion (sumax = sux + svx, sumay = suy + svy) para mostrar la pareja de
nameros ordenados que representa la suma de u y v. Donde, sux, svx, suy y svy son
variables en las que se almacenan los nUmeros ingresados en las casillas de entrada

color blanco.

Cabe destacar que, la programacion de un EDVI es un trabajo arduo y laborioso que esta en
constante mejora, cambia durante el disefio de las tareas y al igual que la THA puede
modificarse durante y/o después de la fase de experimentacion para lograr los objetivos

planteados. Ademas de que pueden surgir complicaciones que retrasen el proceso.

4.3 Trayectoria Hipotética de Aprendizaje para la ensefianza del vector y

sus operaciones

El disefio instruccional, conformado por los EDVI y las tareas de instruccion, se organizé en
una THA?®® cuya idea central es el planteamiento de un proceso hipotético de aprendizaje, el
cual nos permite conjeturar sobre el aprendizaje esperado en la siguiente fase de
investigacion. El objetivo general de aprendizaje de nuestra THA es promover y desarrollar
una comprension significativa del concepto de vector y sus operaciones de multiplicacion

por un escalar y suma de vectores.

En términos generales, como se ha mencionado previamente, el disefio instruccional se
compone de dos actividades subdivididas en un total de cinco tareas. La secuencia de
implementacion se ilustra en la Figura 4.12, en la cual se ha incluido la Encuesta General y

el Test de Conocimientos.

13 L a estructura de la THA estd basada en el formato presentado por Carranza-Rogerio (2019) en su tesis de Maestria.
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Test de

Encuesta General

Conocimientos

=

Actividad 2 (A2) - A1
Operando con
vectores Tarea1.2 -
Tarea 2.1- Alargar Trabajando con
0 comprimir parejas

\ 4

Figura 4. 12. Organizacidn general para la implementacidn de los instrumentos preliminares y las actividades de aprendizaje

TRAYECTORIA HIPOTETICA DE APRENDIZAJE

Obijetivo general: Ampliar, significar y promover la comprension del concepto de vector.

Actividades de Aprendizaje: Tarea 1.1y Tarea 1.2.

Proceso hipotético de aprendizaje: De acuerdo con la revisién de la literatura, la mayoria de

los estudiantes conciben al vector Unicamente como una flecha con magnitud, direccion y
sentido, por lo tanto, se espera que al final de la actividad los estudiantes puedan reconocer
a un vector a traves de multiples representaciones, es decir, como una flecha con magnitud,
direccion y sentido, como un punto en el plano, o algebraicamente como una pareja de

numeros ordenados.

Obijetivo de aprendizaje: Significacion del concepto de vector en un problema de aplicacion.

Dado que el concepto de vector se conceptualiza en los estudiantes como una flecha con

magnitud y direccion, para significar el concepto de vector en un problema de aplicacion, se
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visualiza como flecha dentro de un problema en el contexto de la robotica (EDVI Brazo

1GDLE).

Actividades de aprendizaje

V.

Explorar el EDVI Brazo 1GDLE, examinar la funcion de los deslizadores L y R
asignandoles valores especificos y observar el proceso automatizado que se ha
activado o detenido.

Observar la representacion grafica del vector como una flecha superpuesta en el
eslabon identificando su origen y extremo en términos de los elementos que
conforman la estructura del brazo robotico.

Ejercicios de Operacion Inversa. Manipular los deslizadores L y R de modo que
se active un proceso en especifico prestando especial atencion a los cambios en
el eslabon del brazo robotico y el vector.

Manipular el deslizador L dejando fijo el deslizador R y viceversa manipular el
deslizador R dejando fijo el deslizador L. Observar los cambios en la flecha y el
eslabon.

Significar el concepto de vector mediante su asociacién con alguno de los

elementos del brazo robdtico que se cree pueden representarse por un vector.

Proceso hipotético de aprendizaje

Se espera que los estudiantes observen que el deslizador L controla la longitud
del eslabén mientras que el deslizador R controla su movimiento angular.
Ademas, se espera que identifiquen que el valor asignado a L indica cuanto mide
el estabdn y el valor de R los grados que ha girado.

En primer lugar, al visualizar al vector como flecha, se espera que los estudiantes
reconozcan que dicha flecha tiene un origen y un extremo, sefialando como origen
del vector la base del brazo rob6tico y como extremo el efector final.

Se espera que al manipular los deslizadores L y R los estudiantes relacionen las
propiedades de la flecha con las caracteristicas del eslabon. Es decir, que al
manipular el deslizador L, tanto el eslabon como el vector cambian de tamafio y
ademas que, la longitud del eslabén es igual a la magnitud del vector. Asimismo,

se espera que observen que al manipular el deslizador R se mueve tanto el eslabén
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como el vector, identificando que la direccion del vector es igual a los grados que
gira el eslabdn en sentido antihorario partiendo de su posicion inicial.

En general, se espera que los estudiantes identifiquen que para que dos vectores
sean iguales deben tener la misma magnitud y direccion y por lo tanto cualquier
variacion del vector ya sea en su magnitud o direccion, representa un vector
diferente. En este sentido, se espera que al fijar el valor de R y mover el valor de
L, los estudiantes indiquen que el vector ha cambiado. Asi, por ejemplo, que un
vector con magnitud igual a 4.8 y direccion igual a 90° es diferente al vector con
magnitud igual a 10 y direccion igual a 90°. Por el contrario, como sefiala la
revision de la literatura, también se espera que los estudiantes consideren
unicamente lo visual y digan que al fijar el valor de R el vector es el mismo y solo
se ha desplazado o que al fijar el valor de L el vector sigue siendo el mismo y solo
se ha estirado o acortado.

Se espera que, los estudiantes sefialen que el eslabdn de un brazo robético puede

ser representado por un vector.

Obijetivo de aprendizaje: Concepcion del vector como pareja de nimeros ordenados en el

plano, con las propiedades de magnitud, direccion y sentido.

Actividades de aprendizaje

Exploracion del EDVI Coordenadas, en el cual se ha situado al vector sobre un
plano cartesiano. Generar vectores aleatorios en el plano, identificar las
coordenadas en las que se encuentra el origen y extremo de la flecha e ingresar
las coordenadas del extremo en las casillas de entrada color rosa para formar la
representacion algebraica del vector.

Identificar graficamente las componentes del vector, analizar la figura formada
por el vector y sus componentes y a partir de esto, deducir la forma de calcular la
magnitud y direccién. Comprobar deduccién mediante el calculo de la magnitud
y direccion del vector ingresando las componentes del vector en la calculadora de
magnitud y direccion colocada en el EDVI Coordenadas. Crear un nuevo vector
v con los valores obtenidos mediante la manipulacién de los deslizadores L y R

y comparar uy v.
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Crear un vector v que tenga la misma magnitud y direccion que u. Arrastrar a v
en el plano y determinar su representacion algebraica.

Para trabajar con la concepcidn de la palabra sentido del vector, crear un vector v
con la misma magnitud y direccion que u. Después, sumar 180° a la direccion de
v si este se encuentra en el primer o segundo cuadrante, o, restar 180° a la
direccion de v si se encuentra en el tercer y cuarto cuadrante.

Ejercicios de operacion inversa. Usar la herramienta vector colocada en el EDVI
Coordenadas para trazar en el plano los vectores proporcionados en su forma

algebraica como pareja de niumeros ordenados.

Proceso hipotético de aprendizaje

Primero, se espera que los estudiantes usen sus conocimientos previos sobre el
plano cartesiano para identificar en el EDVI Coordenadas, las componentes de un
vector al que hemos denominado u, observando gque, un vector cuyo origen se
encuentra en el punto (0,0) puede ser representado algebraicamente como la
pareja de numeros ordenados o coordenadas (x, y), las cuales indican la posicion
de su extremo o punta de la flecha en el plano.

Se espera que los estudiantes observen que el vector u y sus componentes forman
un triangulo rectangulo, donde las componentes del vector representan los catetos
y u representa la hipotenusa. Por ende, se espera deduzcan que la magnitud del
vector puede calcularse usando el teorema de Pitagoras y su direccién mediante
el uso de razones trigonomeétricas, en particular, de la tangente de un angulo.
Posteriormente, se espera que los estudiantes identifiquen que si los vectores u 'y
v son iguales sus calculos son correctos, en caso contrario, se espera que se
cuestionen por qué los vectores son diferentes y busquen algun error en la
calculadora de Magnitud y direccion.

En primer lugar, se espera que si v tiene la misma magnitud y direccion que u, al
arrastrar el vector v y sobreponerlo a u los estudiantes sefialen que u y v se
representan por la misma pareja de nimeros ordenados. Después, al arrastrar al
vector v sobre el plano se espera que los estudiantes observen que sus propiedades

se conservan, es decir, v tiene la misma magnitud y direccion en cualquier parte
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del plano, por consecuente, en cualquier parte del plano v se representa por la
misma pareja de nimeros que representa a u.

IV.  Se espera que los estudiantes observen que graficamente las flechas apuntan en
sentido contrario y algebraicamente, al tener la misma magnitud, los vectores con
sentido contrario son representados por la misma pareja de numeros ordenados
(x,y) pero con signo contrario, es decir, (—x, —y).

V. En este punto, se espera que los estudiantes ya hayan concebido al vector
graficamente como una flecha y algebraicamente como una pareja de niumeros
ordenados en el plano, de modo que logren transitar de la representacion
algebraica del vector a la gréfica y mediante el uso de la herramienta vector,
coloquen el origen del vector en el punto (0,0) y su extremo en la coordenada que

se les ha proporcionado.

Obijetivo general: Significar y promover la comprensién de las operaciones béasicas de los

vectores, multiplicacion por un escalar y suma de vectores, mediante el analisis de su
comportamiento grafico o algebraico.

Actividades de aprendizaje: Tarea 2.1, Tarea 2.2 y Tarea 2.3

Proceso hipotético de aprendizaje: Se espera que al final de las actividades los estudiantes

puedan realizar las operaciones basicas con vectores

Objetivo de aprendizaje: Explorar el comportamiento del vector al ser multiplicado por un

escalar y aprender a realizar la operacién de forma grafica y algebraica.

Actividades de aprendizaje

l. Dar clic en la casilla de control Multiplicacién por un escalar del EDVI
Coordenadas. Generar un vector aleatorio u y explorar su comportamiento al
multiplicarlo por diferentes escalares. Ingresar en la casilla de entrada color
amarillo escalares positivos mayores a cero como 1,2,2.5, etc., escalares
negativos menores a cero como —1, —2, —2.5, etc., y el escalar 0 para generar al
vector ku representado en la vista grafica 2 como una flecha de color verde.
Definir la pareja de nimeros ordenados que representan a u y ku y finalmente,

comparar los vectores u y ku de forma gréafica y algebraica.
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Ejercicios de operacion inversa. Presionar los botones >>y > para generar un
vector aleatorio r, representado graficamente como una flecha color rosa el cual,
resulta de la multiplicacion de u por un escalar aleatorio. Deducir el escalar por
el que se ha multiplicado al vector u para generar a r. Crear dos vectores vy q
que tengan la misma magnitud y direccion que u para comprobar su deduccion

empalmando v y q sobre u para conocer las veces que cabe u en Ku.

Proceso hipotético de aprendizaje

En primer lugar, al multiplicar a u por el escalar uno, se espera que el estudiante
observe que se ha generado un vector ku igual a u, es decir, con la misma
magnitud, direccion y sentido y, por lo tanto, ambos vectores son representados
algebraicamente por la misma pareja de nimeros. Luego, al multiplicar a u por el
escalar dos se espera que identifiquen que el nuevo vector ku tiene la misma
direccion y sentido que u pero su magnitud es dos veces la magnitud de u y, por
lo tanto, si u se representa por la pareja de nimeros (x, y), ku se representa por
la pareja de nimeros (2x,2y), Y en general, se espera que los estudiantes
deduzcan que al multiplicar a u por escalares positivos mayores que cero y
diferentes a uno, se crea un nuevo vector ku, el cual conserva la direccion y
sentido de u y cuya magnitud es k veces la magnitud de u, donde k representa al
escalar por el que se ha multiplicado al vector, y por ende, la pareja de numeros
que representa al vector ku sera (kx, ky).

Por otra parte, al multiplicar a u por el escalar menos uno, se espera que los
estudiantes observen que ku conserva la magnitud de u pero tiene direccion y
sentido contrario, en consecuencia ku se representa por la pareja de nimeros
(=x,—y). Y, en general al multiplicar a u por escalares negativos menores que
cero y diferentes a menos uno, se espera que deduzca que el vector nuevo ku
tiene direccion y sentido contrario a u y su magnitud es k veces la magnitud de u,
donde k representa al escalar por el que se ha multiplicado al vector, y por
consiguiente ku se representa por la pareja de nimeros (—kx, —ky).

Y, al multiplicar a u por el escalar cero, se espera gque los estudiantes observen

graficamente que el vector es un punto en el origen y, por lo tanto, su magnitud
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es igual a cero. Asimismo, se espera que identifiquen que al multiplicar a u por
el escalar cero, u es representado por la pareja de nimeros ordenados (0,0).

Se espera que los estudiantes encuentren el escalar por el que se ha multiplicado
a u de dos formas. En primer lugar, comparando las flechas que representana u y
ar, si r tiene la misma direccién y sentido que u, entonces se trata de un escalar
positivo, por el contrario, si r tiene direccion y sentido contrario a u se trata de
un escalar negativo. En segundo lugar, se espera que los estudiantes comparen las
coordenadas que representan a u y a r para deducir el numero por el que se han

multiplicado las coordenadas de u para obtener ar.

Obijetivo de aprendizaje: Significar y comprender la suma de vectores en un problema de

aplicacion.

Actividades de aprendizaje

Explorar el EDVI Brazo 2GDLE y examinar la funcion de los deslizadores L1,
R1, L2y R2.

Observar los vectores u y v en su representacion grafica como flechas
superpuestas en cada uno de los eslabones del brazo robético, identificar el origen
y extremo de cada vector en términos de los elementos que conforman la
estructura del robot. Manipular los deslizadores L1, R1, L2 y R2 para activar
alguno de los ocho procesos automatizados de una casa, prestando atencion tanto
a los cambios producidos en los eslabones del brazo roboético y en los vectores,
como a la posicion final del efector final.

Analizar el comportamiento del vector r presentado como flecha al dar clic en la
casilla de control denominada Resultante. Identificar el origen y extremo de r en
términos de los elementos que conforman la estructura del brazo robotico.
Manipular los deslizadores L1, R1, L2 y R2 para reemplazar los dos eslabones
del brazo robotico por un solo eslabén que sea capaz de presionar los botones del
EDVI Brazo2GDLE.

Significar la suma de dos vectores mediante la asociacion de las flechas y sus
propiedades con alguno de los elementos del brazo robotico que se cree pueden

representarse por un vector.
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Proceso hipotético de aprendizaje

Se espera que los estudiantes observen que los deslizadores L1 y R1 controlan la
longitud y posicion del primer eslabon respectivamente y del mismo modo, los
deslizadores L2 y R2 controlan la longitud y posicion del segundo eslabén
respectivamente.

Al observar las flechas, se espera que los estudiantes identifiquen como origen
del primer vector la base del brazo robdtico y como su extremo la segunda
articulacion. Asimismo, se espera que los estudiantes identifiguen como origen
del segundo vector la segunda articulacion del brazo robético y como su extremo
el efector final. Ademas, se espera que los estudiantes deduzcan que existe una
infinidad de combinaciones de la longitud y posicion que se le puede asignar a
cada eslabdn para presionar un tnico boton, lo cual matematicamente es conocido
como una combinacién lineal, sin embargo, no se espera que el proceso se
identificado como una combinacién lineal debido a que los estudiantes no han
visto dicho tema.

En primer lugar, se espera que al observar la flecha que representa al vector
resultante, los estudiantes identifiquen que su origen se encuentra en la base del
brazo robético y su extremo en el efector final. Posteriormente, en la instruccion
de convertir el brazo de 2 GDL por un brazo de 1 GDL para presionar por ejemplo
el boton azul del estante A, se espera que los estudiantes eliminen el primer
eslabdn asignado los siguientes valores a los deslizadores, L1=0 y R1=90°, y le
asignen al segundo eslabon la magnitud y direccion del vector resultante con la
finalidad de que los estudiantes identifiquen la equivalencia que representa la
suma de vectores, cuya expresion es u+v = u + v, donde u y v en términos del
contexto de brazo robdtico son los eslabones del brazo de 2 GDL y u + v es el
eslabon del brazo de 2 GDL convertido en un brazo de 1GDL.

En primer lugar, se espera que los estudiantes identifiquen que los eslabones del
brazo robotico se comportan como vectores, reconociendo que la longitud y
posicion de los eslabones representan la magnitud y direccion de los vectores.
Asimismo, se espera que los estudiantes observen que el acomodo de los

eslabones de un brazo robédtico de 2 GDL representa la suma de dos vectores,
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donde, la suma de dos vectores genera un vector resultante, el cual indica la
posicion final del efector final del brazo robético, o en otras palabras, se espera
que los estudiantes observen que al aplicar la suma de vectores dentro del contexto
de la robotica es posible conocer la posicion del efector final si se conoce la

longitud y posicion de los eslabones.

Objetivo de aprendizaje: Exploracion del comportamiento de la suma de dos vectores y

comprension del método grafico y algebraico de la suma de vectores.

Actividades de aprendizaje

Observar las flechas que representan a los vectores u, v y r, definir su
representacion algebraica y analizar la figura formada por los tres vectores. Usar
la representacion algebraica de los vectores para crear dos nuevos vectores u2 y
v2igualesauyv.

Analizar la figura formada por los vectores u,u2, vy v2. Comparar u con u2 y
v con v2. Definir la posicion en que deben colocarse los vectores en su
representacion grafica para sumarse, es decir, definir la posicién de v con respecto
a la posicion de u.

Definir la representacion algebraica de los vectores u y v, ingresar en las casillas
de entrada correspondientes las componentes de los vectores para sumar la
componente x de u con la componente x de v y la componente y de u con la
componente y de vector v. Comparar resultado obtenido de la suma de las
componentes con las coordenadas del extremo de la flecha que representa al
vector resultante r.

Describir como se suman los vectores grafica y algebraicamente.

Proceso hipotético de aprendizaje

En una primera instancia y asociando lo aprendido en las tareas anteriores, se
espera que los estudiantes identifiquen que la figura formada por los vectores u,
v y r, es un tridngulo rectangulo y, por ende, los vectores u y v pueden ser
considerados como las componentes del vector r y por lo tanto la magnitud y
direccion de r puede obtenerse con el teorema de Pitagoras y el uso de razones

trigonométricas. Posteriormente, se espera que los estudiantes ingresen en las
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casillas de entrada correspondientes a las coordenadas que representan a los
vectores u y v, si las coordenadas ingresadas representan algebraicamente a los
vectores u y v, se ha indicado que debe formarse una figura de cuatro lados, en
caso contrario, se espera que los estudiantes busquen algin error en su respuesta.
Posteriormente, se espera que indiquen que la figura formada por los cuatro
vectores es un rectangulo o un paralelogramo y que u y u2, son paralelos e iguales
y del mismo modo, vy v2 son paralelos e iguales. Finalmente, se espera que los
estudiantes comprendan la forma en que deben colocar los vectores para sumarlos
graficamente, es decir, el origen del segundo vector debe colocarse en el extremo
del primer vector y, por lo tanto, el origen del vector resultante se encontrara en
el origen del primer vector mientras que su extremo se ubicara en el extremo del
segundo vector.

Il. Considerando lo aprendido en las tareas anteriores, se espera gque los estudiantes
identifiquen las componentes x y y de cada vector y deduzcan que, la suma de la
componente x de los vectores u y v da como resultado la componente x del vector
r mientras que, la suma de la componente y de los vectores u y v, da como
resultado la componente y de r.

M. Después de lo observado, se espera que los estudiantes describan como deben
sumarse los vectores grafica y algebraicamente. Graficamente se espera sefialen
que, para sumar dos vectores, el origen del segundo vector debe colocarse en el
extremo del primer vector y el vector resultante serd aquel que vaya del origen
del primer vector al extremo del segundo vector. Algebraicamente se espera
indiguen que, para sumar vectores, se deben sumar sus componentes y el resultado

obtenido seran las coordenadas que representan al vector resultante.
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Capitulo 5. Fase de experimento de ensenanza

En el presente capitulo se describen las tres experiencias llevadas a cabo para evaluar el
disefio y comprender cdmo y por qué las actividades de instruccion apoyan el aprendizaje de
los estudiantes sobre el concepto de vector y sus operaciones. En la seccion 5.1 se reporta la
primera experiencia o prueba piloto de la Actividad 1y, en la seccion 5.2 se reportan dos
experimentos de ensefianza sobre la implementacion de la Trayectoria Hipotética de
Aprendizaje (THA).

5.1 Primera experiencia (Prueba Piloto)

La primera experiencia se implementd con siete estudiantes voluntarios (2 mujeres y 5
hombres) de la Unidad Profesional Interdisciplinaria de Ingenieria'y Tecnologias Avanzadas
del Instituto Politécnico Nacional (UPIITA - IPN) en México. Los participantes eran
estudiantes de primer semestre de un curso de algebra lineal en el que ya habia sido ensefiado
el tema de Espacios Vectoriales. La experiencia tuvo lugar en un aula de computo del DME
del Cinvestav en una sesion de 90 minutos, la cual se dividié en dos etapas a las que

denominamos Test de conocimientos previos y Actividad 1.

ETAPA 1. Pretest (20 minutos)

La etapa 1 consistio en la aplicacion individual a lapiz y papel del primer cuestionario

disefiado para evaluar los conocimientos previos del estudiante sobre los conceptos
necesarios para llegar a la comprensién del concepto de vector. Por ello, se les proporciond

a los estudiantes el pretest impreso (Anexo F).

En particular, los resultados del pretest son importantes para el disefio de la THA. De forma
resumida, los resultados del test de conocimientos obtenidos en la prueba piloto se muestran
en la Figura 5.1, donde se puede observar que todos los estudiantes saben representar puntos
de coordenadas en el plano (item 1), sin embargo, el 42.8% tiene problemas para dibujar una
figura en el plano dadas las coordenadas de sus vértices (item 7); el 14.28% no sabe sumar
coordenadas (item 3); el 85.7% de los estudiantes saben representar rectas a 45° sobre el
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plano partiendo del origen (item 4), por el contrario, solo el 42.8% dibuja rectas a 90°
tomando como referencia el origen (item 5); el 85.7% sabe cémo usar el teorema de Pitagoras
para calcular la hipotenusa de un tridngulo (item 8), no obstante, solo el 42.8% emplea dicho

teorema para calcular la distancia entre dos puntos en el plano (item 6).

Resultados del test de conocimientos

8. Usa el teorema de Pitagoras para calcular la hipotenusa

7. Representa en el plano una figura dadas coordenadas

6. Calcula la distancia entre dos puntos

5. Representa angulos de 90° en el plano

4. Representa angulos de 45° en el plano

3. Suma coordenadas

2. Idenfica los cuadrantes del plano

1. Representa puntos de coordenadas en el plano

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fallos = Aciertos

Figura 5. 1. Resultados generales del pretest en la prueba piloto.

ETAPA 2. Actividad 1 (70 minutos)

La etapa 2 fue la resolucion de la Actividad 1 e implicé la interaccion de los estudiantes con

los EDVI. Es importante mencionar que, en esta primera experiencia, la Actividad 1 estaba
conformada por dos tareas disefiadas en torno a los EDVI Brazo 1GDLE y EDVI Par
Ordenado (Ver seccion 4.2.1 para consultar los EDVI). En esta etapa se organizé a los
estudiantes en tres equipos de dos personas y una estudiante que trabaj6 de manera individual.
A cada equipo se le proporciond una computadora con acceso a internet, el software
GeoGebra instalado y los EDVI Brazo 1GDLE y Par Ordenado. Adicionalmente se entrego
la Actividad 1 impresa mediante hojas de exploracion guiada con instrucciones para el
manejo de los EDVI y problemas dosificados para la construccion del vector como flecha y

como pareja de nimeros ordenados.
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La organizacion de los estudiantes en el laboratorio de computo durante la resolucion de la

Actividad 1 se muestra en la Figura 5.2.

— .
@N N
fe_ L -'r | | ‘_,-" -».,__[\,' I|
] Dy Fe _ &3
AN g R
. Investigador
Investigadora  IVESHG
= invitado

Figura 5. 2. Acomodo de estudiantes en el aula de cémputo de la prueba piloto.

Durante la sesion estuvieron presentes siete estudiantes de ingenieria, un investigador
invitado quién participd como observador y una investigadora responsable de los materiales
y la resolucion de dudas. Cabe mencionar que, en este estudio, no hubo un profesor que
guiara el proceso de ensefianza, la resolucion de la Actividad 1 la realizaron los estudiantes

guiados por las hojas de trabajo.

Los datos recopilados incluyen el trabajo escrito de los estudiantes, fotografias de la sesion
y videograbaciones tanto de la sesién, como de las pantallas de las computadoras usadas por

los estudiantes.

Los resultados de esta primera experiencia dieron pie al disefio de la Encuesta General y al
redisefio de la Actividad 1. Asimismo, permitieron la formulacién de la Actividad 2. Cabe
destacar que, en el redisefio de la Actividad 1 no se modificé el EDVI Brazo 1 GDLE a

diferencia del EDVI Par Ordenado que se cambio completamente.

125



5.2 Experimentos de ensefianza

Tras una primera experiencia y un redisefio de las actividades, se llevaron a cabo dos
experimentos de ensefianza (segunda y tercera experiencia) con dos grupos de estudiantes de
la Unidad Profesional Interdisciplinaria de Ingenieria y Ciencias Sociales y Administrativas
del Instituto Politécnico Nacional (UPIICSA — IPN) en México.

Ambos experimentos tuvieron lugar en la clase de &lgebra lineal que estaban cursando los
participantes como una introduccion al tema de Espacios Vectoriales. La poblacion de
estudio estuvo conformada por un total de 15 estudiantes con diferentes antecedentes y de
diversas carreras: Licenciatura en Ciencias de la Informatica, Ingenieria Industrial o
Licenciatura en Administracion Industrial. Cabe sefialar que, de acuerdo con el plan de
estudios'* de cada carrera, la asignatura de algebra lineal se cursa en el tercer, cuarto y quinto

semestre respectivamente, por ende, los participantes eran de distintos semestres.

Inicialmente, la idea era implementar los experimentos de ensefianza en un aula de clases de
forma presencial como se hizo en la prueba piloto, sin embargo, debido al actual
acontecimiento de la pandemia (COVID-19), se decidid aplicar las actividades de instruccion
con modalidad en linea a través de la plataforma Zoom. A grandes rasgos, se eligio la
plataforma Zoom debido a que se trata de un programa usado para llevar a cabo
videollamadas o videoconferencias, por lo que permite a los usuarios interactuar mediante
video, audio o chat. Ademas, cuenta con una herramienta para compartir pantalla y grabar la
sesion y tiene la ventaja de permitir al usuario acceder a la reunioén desde computadoras,

teléfonos y tabletas.

El esquema general de la plataforma Zoom en la que se llevaron a cabo los experimentos de

ensefianza se muestra en la Figura 5.3.

1% El plan de estudios de las carreras de UPIICSA se puede consultar en https://www.upiicsa.ipn.mx/oferta-educativa/
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Figura 5. 3. Formato de la plataforma Zoom para la implementacidn de la segunda experiencia.

Cada experimento de ensefianza consistio en 5 sesiones. En cada sesion se implementd una
tarea siguiendo la trayectoria mostrada en la Figura 5.4. Previo a la primera sesion se envio
al correo de los estudiantes la liga (link) para acceso y llenado de la Encuesta General (Anexo
B) y el Test de conocimientos (Anexo C). Posteriormente, en la primera sesion se dio acceso
a los estudiantes a una carpeta en Google Drive, donde podian descargar las hojas de
exploracién guiada con las tareas correspondientes de cada sesion y los EDVI Brazo 1 GDLE,
Coordenadas y Brazo 2GDLE.

Segunda sesién

Encuesta (A1) Tarea 1.2
general y test de Trabaéigfja(; con
conocimientos parej
Cuarta sesién Tercera sesién
(A2)Tarea 2.2 (A2)Tarea 2.1
Brazo Robdtico Alargar o
2GDL comprimir

Figura 5. 4. Distribucion de actividades por sesion.
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Cabe resaltar que, se cre6 una carpeta de Google Drive para cada grupo, la cual se dividi6 en
dos subcarpetas, una en la que se subieron los documentos para llevar a cabo la Actividad 1

y otra para los documentos de la Actividad 2.

En términos generales, la primera sesion inicidé con una presentacion y una descripcion del
trabajo a realizar. Se explico a los estudiantes que se usaria el DGE GeoGebra durante todas
las sesiones de tal forma que se les solicitd descargaran e instalaran el software en su equipo.
Del mismo modo, se instruyo a los participantes sobre la carpeta de Google Drive y se les
pidi6 que al finalizar las actividades subieran a dicha carpeta las hojas de exploracion guiada
con sus respuestas y resultados. Ademas, al inicio de la tarea 1.1, se dio una introduccion
sobre los elementos que forman parte de la estructura mecanica de un brazo robotico usando
la Figura 4.4 para familiarizar a los estudiantes con los terminos que se usarian a lo largo de
latarea 1.1y 2.2. En las sesiones posteriores, se dio una introduccion sobre el funcionamiento
del EDVI a usar, se organizo la forma en que trabajarian los estudiantes y durante la
resolucion de las tareas, se realizaron entrevistas de manera espontanea para conocer el
pensamiento de los estudiantes sobre los diferentes problemas incluidos. En ocasiones,

dichas entrevistas tenian un efecto de reflexion que conducia a un aprendizaje.

Durante los experimentos de ensefianza estuvieron presentes una investigadora — profesora
responsable de la ensefianza y un investigador invitado encargado de observar y grabar las

sesiones. Es importante mencionar que, el nimero de estudiantes presentes varié cada sesion.

Los datos recopilados incluyen las hojas de trabajo de los estudiantes, la grabacién de la

sesion mediante la plataforma Zoom y las respuestas a las entrevistas realizadas.

5.2.1 Grupo 1 (Segunda experiencia)

El primer experimento de ensefianza se llevo a cabo con un grupo de 11 estudiantes, 5
mujeres y 6 hombres de entre 18 y 22 afios. De los 11 participantes, 1 pertenecia a la carrera
de Ingenieria Industrial, 9 eran de la Licenciatura en Ciencias de la Informéatica y 1 de

Administracion Industrial.

128



De acuerdo con los resultados de la Encuesta General, 2 de los estudiantes ya habian tomado
un primer curso de algebra lineal y todos ya conocian los temas de sistemas de ecuaciones
lineales y matrices. Ademas, 8 de los estudiantes reportan tener una instruccion previa del
tema de Espacios Vectoriales. Por otra parte, los estudiantes estaban acostumbrados al uso

de softwares matematicos en su clase de algebra lineal y ya conocian el DGE GeoGebra.

La asistencia y rol de los participantes durante el primer experimento de ensefianza se

muestra en la TABLA 5.1.

TABLA 5. 1. Asistencia, rol de los participantes y duracién de las sesiones con el Grupo 1.

Grupo 1
Sesiones Asistentes | Participantes | Participantes Duracién
activos pasivos

Primera sesion 11 11 0 1hora
Segunda sesion 12 7 5 1 hora 25 minutos
Tercera sesion 12 6 6 1 hora 30 minutos
Cuarta sesion 12 8 4 1 hora 20 minutos
Quinta sesion 10 7 3 1 hora

5.2.2 Grupo 2 (Tercera experiencia)

El segundo experimento de ensefianza se llevo a cabo con un grupo de 4 estudiantes hombres
de entre 19y 23 afios. De los 4 estudiantes, 2 pertenecian a la carrera de Ingenieria Industrial

y 2 eran estudiantes de la Licenciatura en Ciencias de la Informatica.

De acuerdo con los resultados de la Encuesta General, 1 de los estudiantes ya habia tomado
un primer curso de algebra lineal y todos ya conocian los temas de sistemas de ecuaciones
lineales y matrices, sin embargo, ningun estudiante reportd tener instruccion previa del tema
Espacios Vectoriales. Por otra parte, los estudiantes estaban acostumbrados al uso de
softwares matematicos en su clase de algebra lineal y estaban familiarizados con el DGE
GeoGebra.

La asistencia y rol de los participantes durante el segundo experimento de ensefianza se

muestra en la TABLA 5.2.
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TABLA 5. 2. Asistencia, rol de los participantes y duracién de las sesiones con el Grupo 2.

Grupo 2
Sesiones Asistentes | Participantes | Participantes | Duracion

activos pasivos
Primera sesién 4 4 0 1 hora 20 minutos
Segunda sesién 4 4 0 1 hora 30 minutos
Tercera sesion 3 3 0 1 hora
Cuarta sesion 4 4 o] 50 minutos
Quinta sesion 4 4 0 1 hora 30 minutos
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Capitulo 6. Resultados y analisis retrospectivo

En el presente capitulo se reportan los resultados obtenidos en el primer y segundo
experimento de ensefianza. En la seccidn 6.1, se muestran las respuestas de los estudiantes a
la encuesta general y posteriormente, en la seccion 6.2 se exponen los resultados del test de
conocimientos. Finalmente, en la seccion 6.3 se presenta el analisis retrospectivo de cada

tarea del disefio que compone la THA.

6.1 Encuesta General

En este apartado se presenta una generalizacion de las respuestas de los estudiantes a cada
pregunta de la encuesta general aplicada al inicio de cada experimento de ensefianza.
Omitimos los nombres de los estudiantes por ser de caracter confidencial y colocamos en su
lugar seuddnimos para poder identificarlos. En la seccion 6.1.1 se exponen las respuestas del
Grupo 1 con el que se llevd a cabo el primer experimento de ensefianza. Posteriormente, en
la seccion 6.1.2 se reportan las respuestas del Grupo 2 con el cual se realizo el segundo

experimento de ensefianza.

6.1.1 Grupo 1

Seccion 1. Informacion General

Edad. Los participantes del grupo 1 tienen edad de entre 18 afios y 22 afios (Figura 6.1).

W18 afios MW19afos M20afios M21afios W22 anhos

Figura 6. 1. Porcentaje de edades del Grupo 1.
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Sexo. El grupo 1 esta conformado por 5 mujeres y 6 hombres: Angélica, Dali, Lizeth, Lina,

Kylie, Hugo, Joshua, Raul, Monroy, Leo y Ramon (Figura 6.2).

m Mujeres mHombres

Figura 6. 2. Porcentaje de mujeres y hombres en el Grupo 1.

Nombre de la carrera que estudias. Los participantes del grupo 1 son estudiantes de Ciencias

de la Informatica, Administracion Industrial e Ingenieria Industrial (Figura 6.3).

M Licenciatura en Ciencias de la Informatica m Administracion Industrial mIngenieria Industrial
Ramoén N

Lizeth
AN

Figura 6. 3. Carreras que estudian los participantes del Grupo 1.

Semestre que cursas actualmente. El grupo 1 esta conformado por estudiantes de segundo,

tercer, cuarto, quinto y sexto semestre (Figura 6.4).

W Segundo Semestre M Tercer Semestre M Cuarto Semestre EMQuinto Semestre M Sexto Semestre

Figura 6. 4. Semestre que cursan los estudiantes del Grupo 1.
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Seccion 2. Sobre tu curso de algebra lineal.
¢Es la primera vez que tomas el curso de &lgebra lineal? En su mayoria, los estudiantes del

Grupo 1, estan tomando por primera vez el curso de algebra lineal (Figura 6.5).

W Primeravez M Dosveces o mas

Kylie y Ramén I

Figura 6. 5. Porcentaje de estudiantes que estd tomando por primera vez el curso de dlgebra lineal.

¢ Cudles de los siguientes temas ya fueron introducidos en tu clase de algebra lineal? Todos
los estudiantes conocen los temas de matrices y sistemas de ecuaciones lineales, ademas,
algunos de ellos conocen también los temas de transformaciones lineales, combinacion lineal
y determinantes. Asi mismo, las respuestas de los estudiantes indican una instruccion previa

al tema de espacios vectoriales (Figura 6.6).

Transformaciones Lineales
Espacios vectoriales I
Combinacién Lineal I
Determinantes I
Matrices I
Sistemas de Ecuaciones Lineales I

0 2 4 6 8 10 12

Figura 6. 6. Opinidn de los estudiantes sobre los temas que ya fueron introducidos en su clase de dlgebra lineal.

¢Usas alguno de los siguientes libros de algebra lineal como material de apoyo? ¢ Cuél? En
su mayoria, el grupo 1 no usa ningun libro de algebra lineal como material de apoyo para su
clase (Figura 6.7). Podemos suponer que los estudiantes usan algin otro medio de apoyo o

se quedan con lo aprendido en clase.
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m Introduccion al algebra lineal (Howard Anton)
= Algebra lineal (Grossman Stanley & Flores José Job)

= Algebra lineal y sus aplicaciones (Eduardo Gutierrez & Sandra Ibeth
Ochoa)

Figura 6. 7. Porcentaje de estudiantes del grupo 1 que usa un libro de dlgebra lineal como material de apoyo.

¢ Cual de los siguientes métodos usa tu profesor para impartir su clase? El grupo 1 considera
que su profesor de algebra lineal usa un método formal y operativo de ensefianza y ademas

presenta ejemplos o aplicaciones de los temas (Figura 6.8).

Preguntando dudas

Presentando ejemplos o aplicaciones

Operativo: Mediante resolucion de |
ejercicios

Formal : Presentando definiciones,
teoremas y férmulas

Figura 6. 8. Método de ensefianza del profesor de dlgebra lineal del Grupo 1.

¢ Qué herramientas utiliza tu profesor para impartir su clase? De acuerdo con las respuestas
de los estudiantes del grupo 1, las herramientas que mas usa su profesor de algebra lineal
para impartir su clase son los marcadores, el pizarron y hojas, sin embargo, se puede observar

la inclusion de herramientas tecnoldgicas (Figura 6.9).

15
10 . .
0 . — . .
o o o S o )
& & a@b \'S‘Q' & X
N 4 > N & ¥
QS < & & >
& @

Figura 6. 9. Herramientas que usa el profesor de dlgebra lineal del grupo 1 para impartir su clase.
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Seccion 3. Sobre el uso de la tecnologia
¢Qué tan frecuente usan herramientas tecnoldgicas como herramientas de apoyo en la
clase? Las respuestas a esta pregunta indican que el grupo 1 estd acostumbrado a usar

herramientas tecnologicas en su clase de algebra lineal (Figura 6.10).

B Mas de dos veces a la semana Unavezalasemana MUnavezal mes

Figura 6. 10. Opinion de los estudiantes del Grupo 1sobre la cantidad de veces a la semana que usan herramientas

tecnoldgicas en su clase de digebra lineal.

¢Has usado alguno de los siguientes softwares? Marca cuales. El grupo 1 esta familiarizado
con los softwares Matlab y GeoGebra. Ademaés, algunos estudiantes han usado
WolframAlpha y Hojas de calculo en Excel (Figura 6.11). Algunos usos que los estudiantes
dan a los softwares son: graficar, resolver ecuaciones y matrices, observar vectores y matrices

y representar espacios vectoriales.

11 11
— . : —
Matlab Hojas de célculo de Excel WolframAlpha GeoGebra

Figura 6. 11. Softwares que conocen los estudiantes del grupo 1.

Tu profesor de algebra lineal ¢ha usado alguno de los siguientes softwares al impartir su
clase? Marca cuales. Acorde con las respuestas dadas en la pregunta anterior, los estudiantes
sefialan que los softwares que ha usado su profesor de algebra lineal son GeoGebra y Matlab

(Figura 6.12).
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12 11

10
10
8
6
4 2
2 1
0 | —
Matlab WolframAlpha GeoGebra Zoom

Figura 6. 12. Opinidn de los estudiantes sobre los softwares que ha usado su profesor de dlgebra lineal.

6.1.2 Grupo 2

Seccion 1. Informacion General.

Edad. Los participantes del grupo 2 tienen edad de entre 19 afios y 23 afios (Figura 6.13).

W19 aflos m20afios M23ainos

Figura 6. 13. Porcentaje de edades del Grupo 2.

Sexo. El grupo 2 esta conformado por 4 hombres: Omar, Ricardo, Eithan y Jhon.

Nombre de la carrera que estudias. Los participantes del grupo 2 son estudiantes de

Ingenieria Industrial y Ciencias de la Informatica (Figura 6.14).

H Licenciatura en Ciencias de la Informatica M Ingenieria Industrial

50% 50%

Jhony Omary
Ricardo Eithan

Figura 6. 14, Carreras que estudian los participantes del Grupo 2.
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Semestre que cursas actualmente. EI grupo 2 esta conformado por estudiantes de tercer,

cuarto y quinto semestre (Figura 6.15).

M Tercer Semestre m Cuarto Semestre W Quinto Semestre

Figura 6. 15. Semestre que cursan los estudiantes del Grupo 2.

Seccion 2. Sobre tu curso de algebra lineal.
¢Es la primera vez que tomas el curso de algebra lineal? En su mayoria, los estudiantes del

Grupo 2, estan tomando por primera vez el curso de algebra lineal (Figura 6.16).

W Primeravez M Dos veces o mas

Figura 6. 16. Porcentaje de estudiantes que estd tomando por primera vez el curso de dlgebra lineal.

¢ Cuales de los siguientes temas ya fueron introducidos en tu clase de algebra lineal? Todos
los estudiantes indicaron que los temas de sistemas de ecuaciones lineales y matrices ya
habian sido introducidos en su clase de algebra lineal, ademas algunos de ellos reportan un
conocimiento sobre los temas de determinantes y combinacion lineal. Por otra parte, ningun

estudiante report6 alguna instruccion previa sobre el tema de espacios vectoriales (Figura

6.17).
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Combinacidn Lineal

Determinantes

Matrices

! !
I

Sistemas de Ecuaciones Lineales

Figura 6. 17. Temas que ya fueron introducidos en el curso de dlgebra lineal del grupo 2.

¢Usas alguno de los siguientes libros de algebra lineal como material de apoyo? ¢ Cuél? En
el grupo 2, solo un estudiante no usa ningun libro de algebra lineal como material de apoyo

para su clase (Figura 6.18).

= [ntroduccidn al algebra lineal (Howard Anton)

= Algebra lineal y sus aplicaciones (Lay David) (Strang
Gilbert)

Figura 6. 18. Porcentaje de estudiantes del Grupo 2 que usa un libro de texto como material de apoyo.

¢ Cudl de los siguientes métodos usa tu profesor para impartir su clase? EI grupo 2 reportd
que su profesor de algebra lineal usa un método formal y operativo de ensefianza y ademas
presenta ejemplos o aplicaciones de los temas (Figura 6.19). Cabe destacar que, el profesor
de élgebra lineal del grupo 1y grupo 2 es el mismo, de ahi que, coincidan algunas de sus

respuestas referentes a su curso de algebra lineal.

Presentando ejemplos o aplicaciones
Operativo: Mediante resolucion de
ejercicios

Formal : Presentando definiciones,
teoremas y formulas

Figura 6. 19. Método de ensefianza del profesor de digebra lineal del Grupo 2.
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¢ Qué herramientas utiliza tu profesor para impartir su clase? Los estudiantes reportan una
mayor inclusion de la tecnologia en su clase de algebra lineal, sefialan que las herramientas
que mas usa su profesor de algebra lineal son los marcadores, el pizarron y la computadora
(Figura 6.20).

5

w b

o = N
[=]
L=
[ ]
[ ]

Figura 6. 20. Herramientas que usa el profesor de dlgebra lineal del Grupo 2 para impartir su clase.

Seccion 3. Sobre el uso de la tecnologia

¢ Qué tan frecuente usan herramientas tecnolégicas como herramientas de apoyo en la
clase? EI 50% de los estudiantes indica que se usan herramientas tecnoldgicas méas de dos
veces a la semana (Figura 6.21).

= Mas de dos veces a la semana Unavez a la semana

50%

v

Figura 6. 21. Opinion de los estudiantes del Grupo 2 sobre la cantidad de veces a la semana que usan herramientas

tecnoldgicas en su clase de dlgebra lineal.

¢Has usado alguno de los siguientes softwares? Marca cuales. El grupo 2 esta familiarizado
con los softwares Matlab y GeoGebra. Ademas, algunos estudiantes han usado
WolframAlpha y Hojas de calculo en Excel (Figura 6.22). Algunos usos que los estudiantes
dan a los softwares son: solucion de problemas, integrales, ecuaciones diferenciales o

visualizacion y resolucion de matrices.
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4
2 1 1
0
Matlab Hojas de célculo  WolframAlpha GeoGebra
de Excel

Figura 6. 22. Softwares que han usado los estudiantes del Grupo 2.

Tu profesor de algebra lineal ¢ha usado alguno de los siguientes softwares al impartir su
clase? Marca cuales. Acorde con las respuestas dadas en la pregunta anterior, los estudiantes
sefialan que los softwares que ha usado su profesor de algebra lineal son GeoGebra y Matlab

(Figura 6.23).

6
4
4
2
2 1 1
0 _— _— [ ]
Matlab Hojas de célculo WolframAlpha GeoGebra

de Excel

Figura 6. 23. Opinién de los estudiantes del Grupo 2 sobre los softwares que ha usado su profesor de dlgebra lineal.

6.2 Test de conocimientos

En esta seccidén se presentan las respuestas de los estudiantes a cada item del test de
conocimientos aplicado antes de la implementacion de las actividades de instruccion. En la
seccion 6.2.1 se exponen las respuestas de los estudiantes del Grupo 1y en la seccion 6.2.2

las respuestas de los estudiantes del Grupo 2.

6.2.1 Grupo 1

Seccion 1. Conocimientos previos

A continuacion, se presentan los resultados del grupo 1 obtenidos en el test de conocimientos

previos.
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1.1 ¢Cual de las siguientes figuras tiene sus vértices en los puntos
(-1,4),(3,2),(1,-1),(—4,-5) ?

Se colocaron cuatro figuras diferentes ubicadas dentro de un plano cartesiano. Inciso a:
Figura con vértices en los puntos (—1,4),(3,2),(1,1) ¥y (1,—3). Inciso b: Figura con
vértices en los puntos (—1,4), (4,4), (2,—3) y (—4, —5). Inciso c: Figura con vértices en los
puntos (—1,4),(3,2),(1,—1),(—4,-5). Inciso d: Figura con vértices en los puntos
(=1,4),(1,4),(1,1) y (=4, —5).

Respuesta correcta: inciso c.

El 72.72% de los estudiantes respondié correctamente la pregunta y selecciond como
respuesta el inciso ¢, 18.18 % selecciond el inciso a 'y 9.09% eligio el inciso d. Esto sugiere
que la mayor parte del grupo 1 sabe identificar puntos en el plano, aunque es preocupante

que en este nivel casi el 30% tenga problemas.

ftem 1.2 y 1.3. Se colocaron cuatro puntos en un plano cartesiano: el punto A se ubico en
las coordenadas A(—4,3)del segundo cuadrante, el punto B se ubic6 en las
coordenadas B(—4, —4) del tercer cuadrante, el punto C se ubic6 en las coordenadas
C(1,—1) del cuarto cuadrante y el punto D se ubicé en las coordenadas D (2,4) del primer

cuadrante.

1.2 ¢En qué cuadrante se encuentra ubicado el punto A?

Respuesta correcta: Cuadrante 2.

El 72.72% del grupo 1 ubicd correctamente al punto A en el segundo cuadrante. El 18.18%
lo ubicé en el primer y cuarto cuadrante. EI 9.09% restante contestd en términos de las
coordenadas en las que se encuentra ubicado el punto A. Esto indica que la mayoria de los
estudiantes del grupo 1 no tiene problemas para identificar los cuadrantes en el plano, sin

embargo, preocupa que en este nivel casi el 30% tenga problemas.

1.3 ¢En qué cuadrante se encuentra ubicado el punto C?

Respuesta correcta: Cuadrante 4.
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El 81.81% del grupo 1 ubicd el punto C en el cuarto cuadrante, 9.09% lo ubico en el segundo
cuadrante y el resto respondio en términos de las coordenadas en las que se encuentra ubicado
el punto C. Las respuestas del item 1.1, 1.2 y 1.3 indican que algunos estudiantes del grupo
1 confunden el orden de los cuadrantes en el plano y se observan problemas con las

coordenadas cartesianas.

Item 1.4y 1.5. Se dispuso un triangulo rectangulo cuyos catetos tienen las siguientes medidas

a=4y b=3. Respuesta correcta: c=5 unidades y 8 = 36.86°.

1.4 ;Qué valor tiene el lado ¢? Explica el procedimiento utilizado

Se observa que 81.81% sefialaron el uso del teorema de Pitagoras y respondieron el item de
forma correcta como indican algunas respuestas mostradas en la Figura 6.24; el resto dejo en

blanco su respuesta.

5, con el teorema de pitagoras, el valor de la hipotenusa es la raiz cuadrada de la suma del cuadrado de "a"y "b"

1respuesta

5, se usa el tearema de Pitagoras "c" al cuadrado = "a" al cuadrado + "b" al cuadrado

1respuesta
Figura 6. 24. Respuesta de dos estudiantes del grupo 1al item 1.4 del test de conocimientos.

1.5 ;Cudnto mide el angulo 0? Explica el procedimiento utilizado

Del grupo 1, se puede observar que, 27.27% de los estudiantes contestaron correctamente
este item, de los cuales uno indica el uso de identidades trigonométricas para resolver el
problema y los demas no indicaron el procedimiento usado; 18.18% no respondio el item;
9.09% indicd que no recordaba como resolver el problema; y, 45.45% dio una respuesta
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incorrecta En particular, de las respuestas erroneas 9.09% de los estudiantes, cuya respuesta
fue & = 53°, indicd el uso de razones trigonométricas para resolver el problema; 9.09%
indicé como procedimiento el calculo del coseno del angulo sin embargo, su respuesta “5/3
calculando el coseno del angulo” refleja una idea incorrecta sobre el uso de razones
trigonométricas; y, 27.27% basoé su respuesta en la creencia de que un triangulo rectangulo
esta formado por un angulo de 90° y dos angulos de 45°. En la Figura 6.25 se muestran

algunas de las respuestas dadas por los estudiantes.

45°, los angulos internos del triangulo suman 180 y tenemos el valor de uno de sus angulos que es 90, al ser un
triangulo rectangulo se dividen los otros 90° entre 2

1 respuesta

45 grados, un triangulo posee 180 grados, sabiendo que uno de los lados tiene 90 grados y el otro 45 grados se
resta 180-135 como resultado 45 grados

1 respuesta

36.86°, utilicé identidades trigonométricas

1respuesta

Figura 6. 25. Respuesta de dos estudiantes del grupo 1al item 1.5 en el test de conocimientos.

1.6 Si f=45°, ;cuadl es el valor de 0? Explica tu respuesta
Se dispone de un segmento de recta colocada en el tercer cuadrante del plano cartesiano a
45° (B) del eje x negativo. Se pide calcular el valor del angulo que va del eje x positivo hasta

el segmento de recta (). Respuesta correcta: 6=225°,

Del grupo 1, 63.63% contesto correctamente este item, 18.18% no dio respuesta y 18.18%
cuya respuesta fue incorrecta (6=180°), suponemos que interpretd de forma errénea el
diagrama presentado, los estudiantes identificaron a & como el angulo formado por los dos

primeros cuadrantes, tal y como sefialan sus respuestas ilustradas en la Figura 6.26.
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1807, 45° es un cuarto del dngulo teta, entonces, 45x 4 es 180

1respuesta

180+45=225" por que cada cuadrante tiene un angulo de 90°

1respuesta

180 grados, ya que posee 4/4 de 45 grados

1respuesta

Figura 6. 26. Respuesta de tres estudiantes del grupo 1al ftem 1.6.

1.7 ¢Cuél es el valor de la diagonal del cuadrado de la imagen anterior? Explica el
procedimiento utilizado.

Se coloc6 un cuadrado en el segundo cuadrante del plano cartesiano, cuyos vértices estan
colocados en los puntos (-6,5), (-2,5), (-2,1) y (-6, 1). Cabe destacar que, se marco con una
linea punteada la diagonal que debian calcular y no se indicé la longitud de los lados del
cuadrado, sin embargo, se puede observar que cada lado mide 4 unidades. Respuesta

correcta: 5.65 unidades.

A pesar de que la mayoria de los estudiantes del grupo 1 contestaron correctamente el item
1.4 (81.81% del grupo), en el que se pidid calcular la hipotenusa de un tridngulo rectangulo,
solo 45.45% de los estudiantes del grupo 1 contestaron de forma correcta este item; 45.45%
dio una respuesta incorrecta; y, 9.09% no contestd la pregunta. Esto significa que los

estudiantes tienen dificultad cuando el problema cambia de contexto.

De hecho, el 45.45% de los estudiantes sefialaron el uso del teorema de Pitdgoras como
procedimiento para calcular el valor solicitado, sin embargo, 18% de ellos, cuya respuesta
fue 2.83 unidad y 7.07 unidades, lo emplearon de forma incorrecta. Por otra parte, 27.27%
de los estudiantes, cuya respuesta fue 4 y 5 unidades basaron su respuesta en lo grafico y

visual como indican las respuestas mostradas en la Figura 6.27.
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7.07 u, Tome solo una mitad del cuadrado y este se convirtio en un triangulo rectangulo y aplique el teorema de
Pitdgoras

1respuesta

5 unidades, la obtuve midiendo la distancia en el plano cartesiano tomando en cuenta que un lado mide 4
unidades

1respuesta

4, contando las unidades en diagonal

1respuesta

2.83 con la ley del paralelogramo

1respuesta

Figura 6. 27. Respuesta de 5 estudiantes del grupo 1al ftem 1.7.

A manera de resumen, los resultados del test de conocimientos se ilustran en la Figura 6.28,

donde se han clasificado las respuestas como correctas, incorrectas y sin respuesta.

item 1.7
ftem 1.6
ftem 1.5
item 1.4
ftem 1.3
ftem 1.2

ftem 1.1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B Sin respuesta M Incorrectas M Correctas

Figura 6. 28, Cantidad de respuestas correctas e incorrectas del grupo 1a los items del test de conocimientos previos.

145



Seccidn 2. Pretest. Sobre el vector

2.1 ;Como defines a un vector?

El item 2.1 consistié en una pregunta de respuesta abierta. El 45% de los estudiantes del
grupo 1, como muestran sus respuestas en la TABLA 6.1, dieron una definicion cercana a la
definicion vista en los cursos de fisica, es decir, como un segmento de recta dirigido con
magnitud, direccion y sentido. Particularmente, Hugo es el Unico quien tiene una definicion
més amplia del vector, lo define como una representacion que puede ser gréfica o en forma

de un arreglo de nimeros; y Kylie no respondio la pregunta.

TABLA 6. 1. Respuestas de los estudiantes del grupo 1al ftem 2.1.

Respuesta
Angélica Como una flecha.
Dali Un segmento de recta dirigido que consta de magnitud y direccion.
Lizeth Segmento de una recta
Lina Segmento de recta con una direccidn y sentido.
Kylie Sin respuesta
Hugo Representacion de una ecuacion lineal que puede ser gréafica o en forma de un arreglo de nimeros

como un renglén o columna de una matriz.

Joshua Una linea o representacion con que posee una direccion y magnitud.
Raul Es un segmento de recta, con magnitud y sentido.
Monroy Es un segmento de recta.
Leo Es una recta que tiene magnitud, direccion y sentido.
Ramén Como una unidad escalar que lleva magnitud, direccion y sentido.

2.2 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué incisos cumplen con tu definicion de vector?
La imagen a la que hace referencia este item incluye 8 figuras diferentes: un rectangulo, una
pareja de nimeros ordenados, un punto, un matriz 4x1, una matriz 4x1 formada por
ecuaciones, un segmento de recta, una flecha y una expresion de un espacio vectorial. Se
solicita a los estudiantes distinguir cuales son representaciones del vector.

Respuesta correcta: todos los incisos excepto el inciso a.

De tal modo que, este item se plante6 con la finalidad de conocer las representaciones con

las que los estudiantes asocian al vector. Es notable que, gran parte del grupo 1 reconoce la
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representacion grafica del vector (flecha) acorde con sus respuestas del item anterior, sin
embargo, la mayoria de los estudiantes selecciono otras figuras como representaciones del
vector. Por ejemplo, Angélica definié al vector como una flecha en el item 2.1 y selecciono
tres representaciones correctas del vector: una pareja de numeros ordenados, una flecha y
una expresion de espacio vectorial. Por su parte, Monroy definié al vector como un segmento
de recta dirigido con magnitud, direccion y sentido y su respuesta a este item sugiere que
tiene una concepcion mas amplia, pues identifico siete representaciones correctas del vector:
una pareja de numeros ordenados, un punto, un matriz 4x1, una matriz 4x1 formada por
ecuaciones, un segmento de recta, una flecha y una expresion de un espacio vectorial.
Algunos estudiantes como Hugo, Raul y Ramon seleccionaron las representaciones del
vector a las que hace referencia su respuesta del item 2.1. La TABLA 6.2 muestra que la
representacion del vector mas conocida por los estudiantes es la flecha, en segundo lugar, la
matriz o vector columna y en tercer lugar la pareja de nimeros ordenados y expresion de un

espacio vectorial.

TABLA 6. 2. Respuestas de los estudiantes del grupo 1al ftem 2.2.

Inciso/Estudiante a) b) C) d) e) f) 9) h) Total
Rectangulo Par Punto = Matriz Matriz Segmento | Flecha | Expresion
ordenado (4x1) con de recta espacio

ecuaciones vectorial
Angélica - X - - - - X X 3
Dali - X - X - - X - 3
Lizeth X X X X X X X X 8
Lina - X - - - X X X 4
Kylie - - - X - - - - 1
Hugo - - - X - - X - 2
Joshua - - - - - - X X 2
Raul - - - - - - X - 1
Monroy - X X X X X X X 7
Leo - - - X - - X - 2
Ramon - - - - - - X - 1

Total 1 5 2 6 2 3 10 5

2.3 ¢Que entiendes por magnitud de un vector?
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Las respuestas a este item indican que la mayor parte del grupo 1 (8 de 11) concibe la
magnitud como el tamafio o longitud del vector. Las palabras m&s comunes para definir la
magnitud de un vector fueron “distancia”, “medida” y “tamafio”. Para los casos en que usaron
la palabra “distancia”, en su mayoria indicaron que el vector tiene un origen y un extremo.
En particular, Ramdn fue el Gnico quien dio una definicidén asociada con un concepto de la
fisica y Kylie dejo en blanco la pregunta. Las respuestas de los estudiantes a este item se

muestran en la TABLA 6.3.

TABLA 6. 3. Respuesta de loes estudiantes del grupo 1al item 2.3.

Respuesta
Angélica Como la distancia o tamafio del vector.
Dali Tamafio del vector.
Lizeth El espacio que ocupa.
Lina Es la medida de todo el vector, de inicio hasta fin.
Kylie Sin respuesta
Hugo Es la distancia que recorre el vector.
Joshua Es la distancia entre el punto inicial y final del vector.
Raul Es la medida del vector.
Monroy Distancia entre un punto inicial y final.
Leo La distancia que esta desde el punto de origen hasta el “final” del vector.
Ramén La fuerza.

2.4 ¢Que vectores tienen la misma magnitud que el vector u?
Se coloco la imagen mostrada en la Figura 6.29 y se pidié a los estudiantes identificar las

flechas que tienen la misma magnitud que u. Respuesta correcta: incisos a, dy g.

[a | b f) a)

c) d) e)

Figura 6. 29, Figura colocada en el item 2.4 del test de conocimientos.
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En su mayoria, como ilustra la Figura 6.30, el grupo 1 no tuvo problemas para identificar los
vectores que tienen la misma magnitud de u, lo cual sugiere que los estudiantes tienen una

idea correcta de lo que es la magnitud de un vector.

M ncisosa,dyg

Incisos a, ey g

Figura 6. 30. Porcentaje de respuestas iguales del grupo 1al item 2.4.

2.5 ¢Que entiendes por direccion de un vector?

Las respuestas a este item indican que la mayor parte de los estudiantes concibe la direccion
como “hacia donde” “apunta”, “se dirige” o “se desplaza” el vector (las frases entre comillas
fueron las méas usadas por los estudiantes en su definicion). Por otra parte, algunos estudiantes
conciben la direccion como un angulo. Las respuestas a este item se muestran en la TABLA

6.4.

TABLA 6. 4. Respuestas de los estudiantes del grupo 1al item 2.5.

Respuesta
Angélica Como la direccion en que va la flecha.
Dali Hacia donde apunta el vector.
Lizeth El sentido a donde se dirige.
Lina Es hacia donde se dirige un vector dentro de un plano.
Kylie Hacia donde va.
Hugo El angulo del vector.
Joshua Es el angulo que ocupa en el espacio representado.
Raul Es hacia donde “apunta el vector”.
Monroy Hacia donde se desplaza o la medida de su angulo.
Leo Hacia qué punto dentro del plano cartesiano esta apuntando el vector.
Ramén La direccion es el eje sobre el cual se mueve el vector.
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2.6 ¢ Qué vectores tienen la misma direccion que el vector u?
Se dispuso la Figura 6.31y se pidio a los estudiantes identificar las flechas que tienen la

misma direccion que u. Respuesta correcta: incisos ¢, gy h.

R o] ol a m | ER

Figura 6. 31. Figura colocada en el ftem 2.6 del test de conocimientos.

Todos los estudiantes del grupo 1 identificaron a los vectores del inciso g y h como vectores
con la misma direccion que u. El 45% respondid correctamente este item seleccionando
unicamente los incisos ¢, g y h como ilustra la Figura 6.32. Suponemos que el 11% que
selecciond los incisos b, ¢, g y h, selecciond adicionalmente el inciso b dado que tiene la
misma magnitud que u. Lo anterior sugiere que la mayor parte del grupo 1, no tiene

problemas con la nocién de direccion de un vector.

Hincisosgyh MIncisosc,gyh MIncisosd,gyh MIncisosb,c,gyh

Figura 6. 32. Porcentaje de respuestas iguales del grupo 1al item 2.6.

2.7 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué vector representa el vector suma u + v?
Se dispuso la Figura 6.33 y se pidi6 a los estudiantes identificar la flecha que representa al

vector suma. Respuesta esperada: inciso d.
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a) b) c) d) e)

/. — /
/ N ”

Figura 6. 33. Imagen colocada en el item 2.7 del test de conocimientos.

En general, los estudiantes del grupo 1 no tienen problemas para identificar el vector suma,

82% del grupo 1 contesto correctamente este item como ilustra la Figura 6.34.

Hd) me) HSinrespueta

Figura 6. 34. Porcentaje de respuestas iguales del grupo 1al item 2.7.

2.8 Si tenemos el vector a = (2,—4,1) y el vector b = (3,5, 2), ¢cudl es el valor del

vector suma a + b? Respuesta esperada: (5, 1,3)

El 82% de los estudiantes contestd de forma correcta este item y el 18% restante dej6 en
blanco su respuesta. Esto significa que la mayor parte del grupo 1 no tiene problemas para

sumar vectores en su representacién algebraica.

2.9 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué vector representa el vector resta u-v?
Se dispuso la Figura 6.35 y se pidio a los estudiantes identificar la flecha que representa al

vector resta. Respuesta esperada: inciso c.
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Figura 6. 35. Imagen colocada en el item 2.8 del test de conocimientos.

Los estudiantes no justificaron sus respuestas, sin embargo, menos de la mitad contestd
correctamente este item como ilustra la Figura 6.36, es notable que tienen dificultades para

identificar el vector resta o realizar la resta grafica de vectores.

Ha) Eb) Hc) Hd) He)

Figura 6. 36. Porcentaje de respuestas iguales del grupo 1al ftem 2.9.

2.10 Siv=(3,3,-1). Realiza la siguiente operacion: r=4v.
Respuesta esperada: r = (12,12,-4).

El 73% del grupo 1 contestd correctamente este item y el 27% restante dejo en blanco su
respuesta. Esto significa que la mayor parte del grupo 1 no tiene problemas para multiplicar
un vector por un escalar en su representacion algebraica.

6.2.2 Grupo 2

Seccion 1. Conocimientos previos

1.1 ¢(Cual de las siguientes figuras tiene sus vértices en los puntos
(-1,4),(3,2),(1,-1),(—4,-5) ?
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Se colocaron cuatro figuras diferentes ubicadas dentro de un plano cartesiano. Inciso a:
Figura con vértices en los puntos (—1,4),(3,2),(1,1) ¥y (1,—3). Inciso b: Figura con
vértices en los puntos (—1,4), (4,4), (2,—3) y (—4, —5). Inciso c: Figura con vértices en los
puntos (—1,4),(3,2),(1,—1),(—4,-5). Inciso d: Figura con vértices en los puntos
(=1,4),(1,4),(1,1) y (=4, —5).

Respuesta correcta: inciso c.

Todos los estudiantes del grupo 2 respondieron correctamente este item, lo cual indica que

no tienen problemas para ubicar puntos en el plano cartesiano.

item 1.2 y 1.3. Se colocaron cuatro puntos en un plano cartesiano: el punto A se ubico en
las coordenadas A(—4,3) del segundo cuadrante, el punto B se ubico en las coordenadas
B(—4,—4) del tercer cuadrante, el punto C se ubico en las coordenadas C (1, —1) del cuarto

cuadrante y el punto D se ubic6 en las coordenadas D (2,4) del primer cuadrante.

1.2 ¢En qué cuadrante se encuentra ubicado el punto A?

Respuesta esperada: Cuadrante 2.

Del grupo 2, 75% ubicd correctamente al punto A en el segundo cuadrante del plano, sin

embargo, 25% indico que el punto A se encuentra en el primer cuadrante.

1.3 ¢En qué cuadrante se encuentra ubicado el punto C?
Respuesta esperada: Cuadrante 4

Todos los estudiantes del grupo 2 ubicaron correctamente al punto C en el cuarto cuadrante,
lo cual sugiere que, el estudiante que ubico el punto A en el primer cuadrante del item

anterior, posiblemente confunde el primer y segundo cuadrante.

ftem 1.4y 1.5. Se dispuso un triangulo rectangulo cuyos catetos tienen las siguientes medidas

a=4y b=3. Respuesta esperada: c=5 unidades y 8 = 36.86°.
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1.4 ¢;Qué valor tiene el lado c? Explica el procedimiento utilizado

Del mismo modo que el grupo 1, todos los estudiantes del grupo 2 contestaron este item de
forma correcta. Los participantes sefialaron el uso del teorema de Pitdgoras como
procedimiento para el calculo del lado ¢ o hipotenusa del tridngulo rectangulo como se ilustra

en la Figura 6.37.

5, teorema de pitagoras ,(C*C)=(A*A)+(B*B)

1respuesta

Figura 6. 37. Respuesta de dos estudiantes del grupo 2 al item 1.4 del test de conocimientos.

1.5 ;Cudnto mide el angulo 0? Explica el procedimiento utilizado.

Del grupo 2, 75% contestaron correctamente este item y sefialaron el uso de funciones
trigonométricas y propiedades de senos y cosenos en tridngulos rectangulos como
procedimiento para calcular el angulo 6. Por su parte, Omar (el 25% restante), cuyo resultado

fue 6=53°, sefial6 el uso del teorema de Pitagoras para calcular el valor de dicho angulo.

1.6 Si f=45°, ;cudl es el valor de 0? Explica tu respuesta
Se dispone de un segmento de recta colocada en el tercer cuadrante del plano cartesiano a
45° (B) del eje x negativo. Se pide calcular el valor del angulo que va del eje x positivo hasta

el segmento de recta (6). Respuesta esperada: 0=225°.

Todos los estudiantes del grupo 2 contestaron de forma correcta este item. Sus respuestas

indican un conocimiento sobre los angulos en el plano cartesiano.

1.7 ¢Cuél es el valor de la diagonal del cuadrado de la imagen anterior? Explica el
procedimiento utilizado

Se coloco un cuadrado en el segundo cuadrante del plano cartesiano, cuyos vértices estan
colocados en los puntos (-6,5), (-2,5), (-2,1) y (-6, 1). Cabe destacar que, se marco con una

linea punteada la diagonal que debian calcular y no se indicé la longitud de los lados del
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cuadrado, sin embargo, se puede observar que cada lado mide 4 unidades. Respuesta
esperada: 5.65 unidades.

A diferencia del grupo 1, el grupo 2 no tuvo problemas para obtener el valor solicitado. Las
respuestas indican que 3 de ellos usaron el teorema de Pitagoras, mientras que uno de ellos
indico el uso de propiedades de la tangente como ilustra la Figura 6.38.

5.65 formé un triangulo rectangulo y utilice las propiedades de a tangente para el mismo

1respuesta

Figura 6. 38. Respuesta de un estudiante del grupo 2 al ftem 1.7 del test de conocimientos.

A manera de resumen, los resultados del test de conocimientos previos se ilustran en la Figura
6.39, donde se han clasificado las respuestas de cada item como correctas e incorrectas. A

diferencia del grupo 1, el grupo 2 contestd correctamente la mayor parte del test de

conocimientos, algunos estudiantes tuvieron problemas en el item 1.2 y 1.5

ftem 1.7

em S e FL,LF """
EREJY T A ——

e L

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

EIncorrectas M Correctas

Figura 6. 39, Cantidad de respuestas correctas e incorrectas del grupo 2 a los items del test de conocimientos previos.
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Seccidn 2. Pretest. Sobre el vector

2.1 ;Como defines a un vector?

En general, al igual que el grupo 1, todos los estudiantes del grupo 2 dieron una definicion
cercana a la definicion vista en los cursos de fisica, es decir, como un segmento de recta
dirigido con magnitud, direccion y sentido. Las respuestas de los estudiantes del grupo 2 a

este item se muestran en la TABLA 6.5.

TABLA 6. 5. Respuestas de los estudiantes del grupo 2 al ftem 2.1.

Respuesta
Jhon Linea con magnitud, direccién y sentido.
Ricardo Una linea recta que representa una escala en uno de sus sentidos.
Eithan Una flecha que tiene magnitud, direccion y sentido.
Omar Una flecha con magnitud, direccién y sentido.

2.2 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué inciso cumplen con tu definicion de vector?
La imagen a la que hace referencia este item incluye 8 figuras diferentes: un rectangulo, una
pareja de numeros ordenados, un punto, un matriz 4x1, una matriz 4x1 formada por
ecuaciones, un segmento de recta, una flecha y una expresion de un espacio vectorial. Se
solicita a los estudiantes distinguir cuales son representaciones del vector. Respuesta

correcta: todos los incisos excepto el inciso a.

Particularmente, como muestra la TABLA 6.6, el 75% del grupo 2 seleccion6 como Unica
representacion del vector el inciso g, es decir, una flecha. A diferencia del grupo 1, su vision
limitada de las representaciones del vector puede ser consecuencia de la falta de instruccion

al tema de espacios vectoriales.

TABLA 6. 6. Respuestas de los estudiantes del grupo 2 al item 2.2.

Inciso/Estudiante a) b) C) d) e) f) ) h) Total
Rectangulo Par Punto = Matriz Matriz Segmento = Flecha = Expresion
ordenado (4x1) con de recta espacio
ecuaciones vectorial
Omar - - - - - - X - 1
Ricardo - - - - - - X - 1
Eithan - - - - - - X - 1




Jhon - - - - - X X - 2
Total 0 0 0 0 0 1 4 0

2.3 ¢ Qué entiendes por magnitud de un vector?
Las respuestas de los estudiantes del grupo 2 fueron completamente distintas como ilustra la
TABLA 6.7. Particularmente, Omar es el Unico cuya definicion esta asociada directamente a

conceptos de la fisica.

TABLA 6. 7. Respuestas del grupo 2 al item 2.3.

Respuesta
Jhon La distancia entre los dos puntos del vector.
Ricardo Representacion en el plano de manera numérica o dimensional de algo que existe fuera de este.
Eithan El tamafio de dicho vector.
Omar La fuerza que lleva llegar a la punta de la flecha.

2.4 ¢ Qué vectores tienen la misma magnitud que el vector u?
Se coloco la imagen mostrada en la Figura 6.29, y se pidio a los estudiantes identificar las

flechas que tienen la misma magnitud que u. Respuesta correcta: incisos a, dy g.

Todos los estudiantes del grupo 2 contestaron correctamente este item, seleccionaron los
incisos a, d y g. Esto significa que todos tienen una idea correcta de lo que es la magnitud de

un vector.

2.5 ¢ Qué entiendes por direccion de un vector?
El 50% del grupo 2 usé las mismas palabras que el grupo 1 para definir la direccion de un
vector, es decir, “hacia donde apunta” o “hacia donde se dirige”. Las respuestas a este item

se muestran en la TABLA 6.8.

TABLA 6. 8. Respuestas de los estudiantes del grupo 2 al item 2.5.

Respuesta
Jhon La posicion hacia donde se dirige el vector.
Ricardo Orientacion que tiene un vector, ubicacion de los puntos entre los que se encuentra el vector.
Eithan Hacia donde se dirige ese vector.
Omar La forma en que se mueve la magnitud.
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2.6 ¢ Qué vectores tienen la misma direccion que el vector u?
Se dispuso la Figura 6.31y se pidio a los estudiantes identificar las flechas que tienen la

misma direccion que u. Respuesta correcta: incisos ¢, gy h.

Todos los estudiantes del grupo 2 identificaron al vector del inciso g como un vector con la
misma direccion que u, posiblemente porque el vector del inciso g es igual al vector u, sin

embargo, como ilustra la Figura 6.40, solo el 50% de los estudiantes contesté correctamente

este item.

Hincisobyg Mlincisoc,gyh ®Incisod,gyh

e

Figura 6. 40. Porcentaje de respuestas iguales del grupo 2 al ftem 2.6.

2.7 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué vector representa el vector suma u + v?
Se dispuso la Figura 6.33 y se pidi6 a los estudiantes identificar la flecha que representa al

vector suma. Respuesta esperada: inciso d.

Todos los estudiantes del grupo 2 seleccionaron el inciso d como respuesta a este item, sin

embargo, un estudiante indico que el inciso d era incorrecto como ilustra la Figura 6.41.

Explica fu respuesta

no esla la respuesta correcta dada que la magnitud de "d" no es la misma que la suma

Figura 6. 41. Explicacion de un estudiante a su respuesta del ftem 2.7 del test de conocimientos
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2.8 Si tenemos el vector a = (2,—4,1) y el vector b = (3,5, 2), ¢cuél es el valor del
vector suma a + b?

Respuesta esperada: (5, 1,3).

Los estudiantes del grupo 2 no tienen problemas para sumar vectores en su representacion

algebraica, todos contestaron de forma correcta este item.

2.9 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué vector representa el vector resta u-v?
Se dispuso la Figura 6.35 y se pidi6 a los estudiantes identificar la flecha que representa al

vector resta. Respuesta esperada: inciso c.
El 50% de los estudiantes del grupo 2 contestd incorrectamente este item como ilustra la

Figura 6.42, lo cual indica que tienen problemas para identificar el vector resta o para realizar

la resta grafica de vectores.

Ha) Hc) md)

Figura 6. 42. Porcentaje de respuestas iguales del grupo 1al item 2.9.

2.10 Siv = (3,3,—1).Realiza la siguiente operacion: r = 4v.
Respuesta esperada: r = (12,12,-4).

Todos los estudiantes del grupo 2 contestaron correctamente este item.

En general, puede observarse que los estudiantes tienen mas problemas para realizar
operaciones con los vectores en su representacién grafica que en su representacion
algebraica, por ejemplo, ambos grupos tuvieron dificultades para realizar la resta grafica de
vectores. Asimismo, se puede observar que, los estudiantes del grupo 1 tuvieron mas
concepciones erroneas que el grupo 2, posiblemente esto se deba a la diferencia del tamafio

de la poblacién de estudio.
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6.3 Andlisis retrospectivo

En este apartado se presentan los resultados de la implementacién de la THA mediante una
comparacion de los procesos hipotéticos de aprendizaje que se especificaron en la THA (ver
seccion 4.3) con el aprendizaje real de los estudiantes. Para el analisis de los datos se
consultaron las hojas de exploracion guiada de los estudiantes y se realizaron transcripciones
de las cintas de video. Por lo tanto, en el analisis retrospectivo de cada tarea, se reportan tanto
las respuestas de las hojas de trabajo de los estudiantes como algunos segmentos discutidos
durante la implementacion de las actividades, los cuales seran marcados con el tiempo de las

videograbaciones en el que ocurrieron los sucesos (Figura 6.43).

horas segundos  No. de video

[::(V.x'l.rp]

minutos No. de grupo

Figura 6. 43. Marcado de segmentos de transcripciones de video.

En la primera sesion, la investigadora indicé la forma de trabajar en linea. En general, un
estudiante compartiria pantalla, otro leeria las instrucciones y la resolucién de los ejercicios
seria de forma grupal. De igual forma, cada estudiante podia manipular los EDVI en su
equipo. Al inicio de la sesion 1, la investigadora solicitd a los estudiantes descargaran y
abrieran el EDVI Brazo 1GDLE vy las hojas de exploracion guiada de la Tarea 1.1.

Aprendizaje real

l. Para iniciar la tarea 1.1, un estudiante se encargd de leer las instrucciones y
preguntas de las hojas de exploracion guiada y otro compartié pantalla y se
encargd de manipular el EDVI Brazo 1GDLE en GeoGebra. Dicho estudiante
comenzd a explorar el escenario manipulando los deslizadores L y R. Al
cuestionar sobre los cambios producidos por el movimiento de los deslizadores,
los estudiantes de ambos grupos no tuvieron problemas para identificar que el

deslizador L cambia el tamafio del eslabon y el deslizador R cambia su posicién.
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Posteriormente, cuando los estudiantes se enfrentaron a las preguntas ¢qué indica
el valor numeérico asignado a L? y ¢qué indica el valor numérico asignado a R? se
esperaba que respondieran relacionando los valores numéricos de los deslizadores
con el eslabon del brazo robético, es decir, en términos de longitud y grados. Sin

embargo, sus respuestas se dividieron en dos enfoques diferentes.

1. Asociacion con el eslabon del brazo robotico. Los estudiantes
respondieron de acuerdo con lo esperado en la THA, asociaron los valores
numéricos con el contexto del brazo robdtico. Por ejemplo, al preguntar
¢qué indica el valor numérico asignado a L? En el grupo 1, Leo mencion6
“es la magnitud pues de lo que decia, 0 sea entre mas grande es L més
grande se estira, yo creo que es directamente proporcional al tamafio”
[9:01 (V.1.1)], mientras que, Kylie contestd “es proporcional al tamafo”.
Del mismo modo, en el grupo 2, Eithan contestd “es la longitud que tiene
el brazo” [39:22 (V.1.2)], por su parte, Omar respondi6 “la longitud del
eslabon”. Mas adelante, al preguntar ¢qué indica el valor numérico
asignado a R? En el grupo 1, [9:55 (V.1.1)] Leo dijo “son los grados que
se mueve el eslabon”, Joshua respondid “el grado y posicion que tomara
el eslabon” y Kylie contestd “es el angulo que debe estar el eslabon”. De
igual manera, en el grupo 2, [39:39 (V.1.2)] Eithan dijo “es la rotacion”.

2. Asociacién con las propiedades del vector. Esta categoria es de interés
porque en este punto no se habia mostrado a los estudiantes la
representacion grafica del vector, no obstante, algunos de ellos utilizaron
las palabras magnitud y direccion en sus respuestas, lo cual puede deberse
al uso de sus conocimientos previos sobre las propiedades de la definicion
fisica del vector. Asi, al preguntar ¢qué indica el valor numérico asignado
a L? En el grupo 1, Lizeth contesto “se refiere a la magnitud del vector”,
Hugo respondié “la magnitud”, mientras que Joshua y Raul contestaron
“la magnitud del eslabon”. Por otra parte, en el grupo 2, Jhon usé la
palabra vector y respondié “la magnitud del vector”. Igualmente, al

preguntar ;qué indica el valor numeérico asignado a R? En el grupo 1, Hugo
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contestd “la direccidon” mientras que Raul al igual que Omar y Jhon del

grupo 2 respondieron “la direccion del eslabon”.
Antes de solicitar a los estudiantes que activaran la casilla de control denominada
Vector, Magnitud y Direccion para habilitar la representacion gréafica del vector,
la investigadora pregunt6 a los participantes si observaban alguna relacion entre
la longitud y grados de giro del eslabon y sus definiciones de vector.
Inmediatamente, en el grupo 1, Hugo dijo “en lo que seria el valor de los grados
es la de acuerdo a la definicién seria la direccion ¢no? porque cambia digamos
este ya sea que vaya hacia la izquierda o la derecha y la magnitud seria el valor
de L” [15:06 (V.1.1)]. Por otra parte, en el grupo 2, Jhon mencion6 “el vector s
exactamente la longitud que tiene el brazo” [46:51(V.1.2)]. Nuevamente, los
estudiantes usaron sus nociones previas de vector dado que aln no se habia

expuesto ninguna definicion.

Més adelante, al activar la casilla de control Vector, Magnitud y Direccion, y por
ende, al habilitar la representacion grafica del vector (flecha sobrepuesta al
eslabon del brazo rob6tico) se cuestiono a los estudiantes sobre los elementos del
brazo robédtico que representaban el origen y extremo del vector. En ambos
grupos, los estudiantes no tuvieron problemas para identificar que el extremo del
vector se encontraba en el efector final del brazo robotico. En cambio, surgieron
problemas para definir el origen del vector. En el grupo 1, Raul dijo “seria la
articulacion jno?” [16:21 (V.1.1)] a lo que Hugo contesto “yo opino que seria la

base” [16:32 (V.1.1)], pero no explicaron en que basaron su respuesta.

Por su parte, en el grupo 2, se generd la siguiente discusion:
Jhon [48:08 (V.1.2)]: ¢Qué elemento del brazo robdtico representa el origen de la flecha?
Ricardo [49:18 (V.1.2)]: La base.
Eithan [49:20 (V.1.2)]: No, es la articulacion ¢no?
Ricardo [49:26 (V.1.2)]: jAh! la articulacion, si.
Jhon [ 49:28 (V.1.2)]: Seria el brazo.
Ricardo [49:33 (V.1.2)]: Seria la articulacion, si.

Investigadora [50:37 (V.1.2)]: ¢Por qué creen que es la base?
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Ricardo [50:44 (V.1.2)]: Mi primera respuesta fue base porque no vi bien la imagen y no habia
notado que era la articulacion, o sea, no habia visto la opcion articulacion, pero si creo que es
la articulacion.

Investigadora [51:05 (V.1.2)]: ¢Por qué creen que es la articulacion?

Eithan [51:18 (V.1.2)]: Porque es donde empieza a ejercer fuerza, o sea, influye la base, pero

el inicio de la flecha como tal es en la articulacion.

En realidad, se esperaba que los estudiantes indicaran como origen del vector la
base del brazo robotico, tal y como sefialaron Kylie, Leo, Joshua, Monroy y Jhon
en sus hojas de trabajo. Sin embargo, en ambos grupos, algunos estudiantes
sefialaron como origen del vector la articulacion del brazo robético, tal y como
pudo observarse en las discusiones anteriores. Cabe mencionar que, el equipo de
trabajo no considerd en ningin momento la articulacion como origen del vector,
no obstante, la respuesta de los estudiantes hizo suponer que, al remover la base
del brazo robotico en el registro figural, el origen del vector se encontraria en la
articulacion.

Como habiamos anticipado en la THA, después de habilitar la representacion
gréfica del objeto matematico, los estudiantes relacionaron inmediatamente las
propiedades de magnitud y direccion con los cambios en la longitud y posicion
del eslabdn. Tanto los estudiantes del grupo 1 como los estudiantes del grupo 2
indicaron que la longitud del eslabén era igual a la magnitud del vector y que la

posicién angular del eslabon era igual a la direccion del vector.

De hecho, antes de discutir con el grupo 1 dicha relacion, Leo pregunto “el
eslabon y el vector u jes lo mismo?” [20:31 (V1.1)], probablemente Leo estaba
comenzando a significar el concepto de vector, es decir, no solo estaba
relacionando las propiedades del vector con el contexto de la robdtica, sino que,
estaba viendo al vector como una entidad reflejada en el eslabén del brazo
robatico.

Esta actividad de aprendizaje se disefid con base en una de las areas de dificultad
encontradas por Masters (2000), la cual reporta los problemas que tienen los

estudiantes para comprender que la multiplicacion escalar es una forma de crear
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nuevos vectores. Cabe sefialar que, en la tarea 1.1 no se aborda la multiplicacion
de un vector por un escalar, pero la variacion de la magnitud y direccion del vector
en el EDVI Brazo 1GDLE permite generar vectores diferentes. Desde un inicio,
queriamos que los estudiantes notaran que cada variacion en la magnitud o
direccion del vector generaba un nuevo vector o por el contrario, observar si se
repetia el patron identificado por Masters (2000). Por consiguiente, se realizaron
dos ejercicios, primero se solicito a los estudiantes dejar fijo el deslizador R y
manipular el deslizador L para variar el valor de la magnitud del vector, y
posteriormente, se pidio a los estudiantes dejar fijo el deslizador L y manipular el
deslizador R para variar la direccion del vector. Ambos ejercicios tenian el
objetivo de observar el razonamiento de los estudiantes sobre la generacion de
diferentes vectores.

Como se anticip6 en la THA, el grupo 1 no tuvo problemas para identificar que
cada variacién en la magnitud o direccidn del vector creaba un vector diferente.
Para conocer el pensamiento de los estudiantes, la investigadora realiz6 preguntas

a dos estudiantes del grupo 1 generando la siguiente discusion:

Investigadora [31:16 (V.1.1)]: Si el vector cambia de tamafo, es decir, cambia su magnitud,
pero no cambia la direccidn ¢creen que es el mismo vector? o ¢;es un vector diferente?

Dali [31:26 (V.1.1)]: No, pues es diferente porque si cambia el tamafio.

Lizeth [31:38 (V.1.1)]: Si cambié porque, aunque tiene la misma direccion, la magnitud
cambia, 0 sea que es méas grande.

Investigadora [35:01 (V.1.1)]: Entonces, si la magnitud del vector no cambia, pero cambia la
direccion del vector ¢entonces el vector cambia 0 no cambia? ¢es el mismo vector?

Dali [35:12 (V.1.1)]: jAh! no, es otro nuevo.

Lizeth [35:20 (V.1.1)]: Si, es otro nuevo porque pues ya no tiene lo mismo, pues cambia la

direccion y ya cambia totalmente el vector.

En el grupo 2 surgieron problemas para reconocer la generacion de vectores
diferentes. En particular, cuando los estudiantes fijaron la direccion del vector y
variaron su magnitud, de acuerdo con lo esperado, inmediatamente reconocieron
que se trataba de vectores diferentes como muestra la siguiente charla realizada

entre tres estudiantes del grupo 2.
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Ricardo [59:29 (V.1.2)]: Si cambi6 porque a pesar de que tenga la misma direccion, la magnitud
también es una propiedad y esta cambid, entonces cambi6 el vector.

Omar [59:46 (V.1.2)]: Yo también digo que si cambio, al incrementar su tamafio pues no es el
mismo vector que el inicial.

Jhon [1:00:03 (V.1.2)]: Es que como tiene que tener magnitud, direccion y sentido, la direccion
y el sentido ya lo tiene, nada mas estamos cambiando su magnitud, entonces como cambia su

magnitud no es el mismo vector, es otro vector.

No obstante, en el segundo ejercicio se presentd un patron similar al identificado
por Masters (2000). Al cuestionar a los estudiantes acerca de si el vector habia
cambiado al variar su direccion, Omar y Jhon tuvieron problemas para reconocer
que se trataba de un vector diferente, mencionaron que, seguia siendo el mismo
vector, pero con diferente direccion. Por su parte Eithan y Ricardo reaccionaron
como se esperaba. En realidad, la respuesta de Ricardo influyé en el pensamiento
de sus compafieros y logré un cambio en sus respuestas iniciales. Por ejemplo, la
respuesta final de Oscar, es la que mas se acerca a lo especificado en el proceso
hipotético de aprendizaje de la THA, el cual sefiala que para que dos vectores sean
iguales deben tener la misma magnitud y direccién. La discusién que se genero

entre los estudiantes del grupo 2, es la siguiente:

Omar [1:01:29 (V.1.2)]: El vector no cambid por que solo cambio su direccion, pero sigue
siendo el mismo vector.

Eithan [1:01:56 (V.1.2)]: Como tal, el vector si cambia porque para calcular el vector pues, es
necesario saber el &ngulo en el que esta.

Jhon [1:02:16 (V.1.2)]: El vector nada mas modificd su direccion, pero no modificéd su
magnitud, entonces sigue siendo el mismo vector solo que va en otra direccion... el vector no
cambia.

Ricardo [1:02:43 (V.1.2)]: Yo digo que el vector si cambia... por que la direccion es una de
sus propiedades y esta cambid, entonces el vector cambié.

Omar [1:03:23 (V.1.2)]: Ya lo pensé bien y si cambia...porque como lo menciondé mi
compafiero también es una de sus propiedades y es necesario que sea la misma para ser
considerado qué es el mismo vector, jqué todas sean las mismas!

Jhon [1:03:51 (V.1.2)]: Si lo pensamos asi, que la propiedad cambia y que tiene que cumplir

las tres propiedades, si, también cambid.
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Esta Gltima actividad de aprendizaje dio respuesta al objetivo de aprendizaje de
la tarea 1.1. Esperabamos que los estudiantes significaran el concepto de vector
identificando al eslabdn como una representacion de este objeto matematico.
Cabe destacar que, inicialmente el equipo de trabajo no considerd que la
articulacién o el efector final del brazo robotico podian ser representados
mediante vectores. Las respuestas de la prueba piloto (seccién 5.1) revelaron que
algunos estudiantes pensaban en el efector final como un vector y posteriormente,
en el segundo experimento de ensefianza (seccién 5.3) un estudiante incluyé la
articulacion del brazo robdtico en su conclusion. De ahi que las respuestas de los

estudiantes se clasifican en las siguientes cuatro categorias.

1. Vision del eslabén como vector. En esta categoria entran aquellas
respuestas en las que se ha sefialado al eslab6n como un vector. Como se
especificd en la THA, gran parte de los estudiantes del grupo 1y 2 (10 de
15), sefialaron al eslabon como el elemento del brazo que puede
representarse mediante un vector. Algunas respuestas de los estudiantes

fueron las siguientes:

Grupo 1
Leo [40:39 (V.1.1)]: El eslabdn, ya que pues es el elemento que puede tener, qué tiene
mayor libertad para modificar su magnitud, ya que la base es el punto de apoyo y el
efector final, creo se llamaba, es la utileria, entonces, el eslabdn es lo que se puede
modificar; jah! y la base también nada méas permite mover la direccion del vector y
ya, entonces lo Unico que se estd modificando en realidad es el eslabon.
Lina [42:28 (V.1.1)]: El eslabon porque si el vector cambia como de grados igual va
a cambiar el eslabon, o sea es como la misma representacion.
Hugo [42:51 (V.1.1)]: Concuerdo porque digamos que el eslabon se puede representar
como el vector, ya que tiene tanto el punto de aplicacién, la magnitud y la direccidn.
Grupo 2
Omar [1:07:53 (V.1.2)]: El eslabon porque es igual en magnitud y direccion al vector
u que esta aqui.
Ricardo [1:09:53 (V.1.2)]: El eslabon...porque los demés son, son puntos en el plano

digamos, la base no la visualizo como un punto porque es bastante grande pero lo que
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es la articulacion, el efector final y el jsi! esos dos, son puntos, no tienen ni direccion
ni magnitud.

Eithan [1:10:55 (V.1.2)]: Yo también creo que eslabon...pero ademas, los otros dos
que son el efector final y la articulacién son parte de ese mismo vector, la articulacion
se mueve ... con la misma amplitud que el eslabon entonces pues es lo mismo y es de
hecho parte de todo, todo ese vector, igual el efector final es donde termina el vector,
entonces, pues ahi estan incluidos los tres, y la base, no influye en nada, solamente

pues es la base qué hace que se quede fijo.

2. Vision del efector final como vector. Un estudiante del grupo 1, identific
al efector final como un vector. Monroy explicé “creo seria el efector final
porque el efector final posee tanto direccion como [inaudible]” [39:54
(V.1.1)].

Hay que recordar que el efector final del brazo robotico simulado en el
EDVI BrazolGDLE esta representado por un punto, sin embargo, algunos
estudiantes pensaron diferente que Monroy. Por ejemplo, Dali dijo “yo
creo que nada mas tendria pues ese punto coordenadas ;jno?” [44:56
(V.1.1)] a lo que Monroy respondi6 “las coordenadas tienen un angulo y
tienen una ubicacion en el plano que se puede considerar como una
magnitud, o no sé si estoy confundiendo los términos, pero no sé segln yo
si podria seguir considerando el punto como un vector” [45:07 (V.1.1)].
Consideramos que esta vision de Monroy del efector final como vector,
es un precursor de la nocion algebraica del vector, la cual podria tomarse
en cuenta en el redisefio de las actividades para facilitar el transito de la
representacion grafica del vector a la algebraica.

3. Vision de la articulacion, eslabon y efector final como vectores. Un
estudiante, concluyd que todos los elementos del brazo robotico podian

ser vectores, excepto la base.

Jhon [1:08:16 (V.1.2)]: Yo creo que todos, pero como no son iguales las magnitudes,

todas pueden ser un vector, menos la base, la base no podria ser un vector porque no
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cambia ni magnitud ni sentido, las que estan en constante cambio son la articulacion,
el eslabon y el efector final.

Investigadora [1:08:37 (V.1.2)]: Entonces tu opinas que la articulacién ;podria ser un
vector?

Jhon [1:08:45 (V.1.2)]: Si, con diferente magnitud, pero si podria ser un vector.

Esto significa que Jhon interpreté al vector de diferentes maneras, reflejo
las visiones del eslabon y efector final como vectores, pero, ademas
incluyé una vision sobre la articulacion (representada en el EDVI
BrazolGDLE como un punto en el origen), la cual es considerada como
una posible interpretacion del vector cero, es decir, un vector con
magnitud cero y cualquier direccion.

Visién de la base como vector. No se encontraron respuestas en las que el
estudiante considerara a la base como un vector. En general, los
estudiantes concordaron en que la base no podia ser un vector dado que
no sufria cambios en ninglin momento. Del grupo 1, Leo dijo “la base es
simplemente el punto de apoyo” [40:45 (V.1.1)] y del grupo 2, Jhon
menciond “la base no podria ser un vector porque no cambia ni magnitud
ni sentido” [1:08:25 (V.1.2)]. Asimismo, Eithan dijo “la base no influye
en nada, solamente pues es la base que hace que se quede fijo” [1:11:43

(V.1.2)].

Adicionalmente, al finalizar la actividad se cuestiond a los estudiantes sobre los cambios que

realizarian en el EDVI, sus ideas podrian ser de interés para realizar un redisefio de la

actividad. En general, los estudiantes sugirieron cambiar el aspecto del escenario, los colores,

la forma del brazo, los botones, etc. Es preciso sefialar que, la sugerencia del cambio de los

botones se ejecutd en el EDVI Brazo2GDLE (ver seccién 3.2.1.3). Asimismo, llamé la

atencion la respuesta de dos estudiantes del grupo 1. Monroy sugirio una opcién para quitar

el eslabon del brazo robotico de modo que los estudiantes pudieran observar que el punto o

efector final del brazo robético en el EDVI se comporta igual que la flecha y Ramoén quien

anticipé la tarea 2.2, lo cual puede deberse a que Ramon es uno de los estudiantes que ya

habia tomado un primer curso de algebra lineal.
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Monroy [51:02 (V.1.1)]: Asi como se podia quitar el vector, si se pudiera quitar el eslabdn y solo ver la
trayectoria del punto, a lo mejor y alli pudiéramos haber notado mas facil que, o sea que, si quitamos el
vector y el eslabon pues, el punto también hace la misma funcién que los otros dos, entonces, ese seria no
sé, algo que le pudiera afiadir para que, no sé, este, tuviéramos mas idea.

Ramon [51:54 (V.1.1)]: Meter otro vector, en este caso, en este brazo, seria otro eslabon y me parece que
esa seria la representacion de la suma de vectores, bueno, el resultado que nos daria la suma de vectores en
las posiciones como se van realizando. En general, igual me gusta la representacion gréafica y la aplicacion,
bueno, qué ensefien aplicaciones reales que luego, es lo que como que cuesta para entender las matematicas,
siempre todos decimos: “y esto, ¢en qué lo voy a ocupar de mi vida?”, entonces, me parece muy bien todo

esto.

Latarea 1.1 constituyd el punto de partida de la THA y se baso en la definicidn de vector que
los estudiantes ya conocian. Iniciamos con una actividad didactica contextualizando el
concepto de vector dentro de un problema de brazo robético en la idea de significar el
concepto de vector y ayudar a desarrollar el pensamiento analitico de los estudiantes para
facilitar el transito de la representacion grafica del vector a la algebraica. Concluimos que la
tarea 1.1 basada en el contexto de la robdtica resulté ser un medio de apoyo para el
aprendizaje. Se observé que en todo momento estuvieron presentes las nociones previas de
vector, desde el inicio hasta el final de la actividad. Ademas, la tarea 1.1. ayudd a los
estudiantes a significar y reafirmar la concepcion fisica que tenian del vector quienes,
lograron vincular el objeto matematico con el contexto seleccionado. Solo algunos
estudiantes comenzaron a ver al vector como un punto en el plano, tal y como sucedi6 con
Monroy. Por lo tanto, de los resultados se concluye que una forma de mejorar la tarea 1.1
seria incluir problemas para que los estudiantes comiencen a concebir al vector como un
punto o pareja de numeros ordenados mediante la visualizacion del efector final como un
vector. De modo que, el transito del registro figural al geométrico y posteriormente del
registro geométrico al algebraico, no represente un cambio significativo que pueda confundir

a los estudiantes.

Al inicio de la sesion 2, la investigadora solicitd a los estudiantes descargaran y abrieran el

EDVI Coordenadas y las hojas de exploracion guiada de la Tarea 1.2.

Aprendizaje real
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Para iniciar la tarea 1.2, un estudiante se encargd de leer las instrucciones y
preguntas de las hojas de exploracion guiada y otro compartié pantalla y se
encarg6 de manipular el EDVI Coordenadas en GeoGebra. La tarea 1.2 inicio con
la exploracion del EDVI. Se solicito a los estudiantes dar clic en el boton Generar
para crear un vector aleatorio (flecha) con origen en las coordenadas (0,0). En
general, como se anticipd en la THA, los estudiantes de ambos grupos
identificaron con facilidad las coordenadas del extremo del vector, las cuales
ingresaron en las casillas de entrada color rosa obteniendo asi, una
retroalimentacion positiva del EDVI. Posteriormente, se indicd a los estudiantes
que dichas coordenadas representarian algebraicamente a un vector que parte del
origen.

La segunda actividad de aprendizaje consistio primordialmente en deducir la
forma de calcular la magnitud y direccion de un vector. Para ello, se pidi6 a los
estudiantes analizar la figura formada por los vectores ux, uy y u. Como se
anticipd en la THA, los estudiantes inmediatamente reconocieron un triangulo
rectangulo con el vector u como la hipotenusa y los vectores ux y uy como los
catetos. Sin duda alguna, los conocimientos previos sobre el triangulo rectangulo
constituyeron la base para deducir la forma de calcular la magnitud y direccién
de u. Asi, al cuestionar a los estudiantes sobre la forma de calcular la longitud de
u, en el grupo 1 Hugo dijo “como u es la hipotenusa tal vez podriamos usar el
Teorema de Pitagoras” [13:56 (V.2.1)] mientras que en el grupo 2 Jhon contesto
“con Teorema de Pitagoras” [17:45 (V.2.2)]. Asimismo, al preguntar a los
estudiantes como calcularian el &ngulo 6 en el grupo 1 Ramén contesto “sacando
la tangente a la menos uno del coseno opuesto sobre el cateto adyacente” [16:33

(V.2.1)] y en grupo 2 Eithan dijo “con funciones trigonométricas” [18:58 (V.2.2)].

Mas adelante, se pidio a los estudiantes que usaran la Calculadora de Magnitud y
Direccion para comprobar sus deducciones. En general, la poblacion de estudio
no tuvo problemas para calcular la magnitud del vector, sin embargo, en el primer
experimento de ensefianza (grupo 1) surgieron problemas al calcular la direccién

del vector. El grupo 1 habia comprendido como calcular el angulo 6 a través del
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uso de razones trigonomeétricas, de modo que, usaron la calculadora de Magnitud
y Direccidn para obtener el valor de 6, sin embargo, debido a que en las hojas de
trabajo no se incluyeron problemas que orientaran al estudiante sobre el céalculo
de la direccion del vector (angulo B), interpretaron a & como la direcciéon de u 'y,
por lo tanto, la investigadora tuvo que intervenir. Este acontecimiento condujo a
una primera modificacién de las hojas de exploracion guiada las cuales, se
aplicaron en el segundo experimento de ensefianza dénde los estudiantes no
tuvieron problemas para calcular la direccion del vector.

Este punto se disefié con el objetivo de realizar una breve introduccion a los
vectores libres. Por esto, se pidi6 a los estudiantes usaran los deslizadores L y R
para crear un vector v arrastrable con la misma magnitud y direccion de u. Se
esperaba que los estudiantes observaran que en cualquier parte del plano la flecha
que representa a v era igual a u y por lo tanto ambos vectores eran representados
por la misma pareja de nimeros ordenados. Con todo eso, algunos estudiantes
tuvieron problemas para observar lo deseado, lo cual concuerda con lo encontrado
en la literatura acerca de los problemas que tienen los estudiantes con los vectores
libres. Por ejemplo, en el grupo 1, se genero el vector aleatorio u = (—9,15),se
pidi6 a los estudiantes que calcularan la magnitud y direccion de u y crearan un
vector v con los resultados obtenidos. Al desplazar a v fuera del origen, se
preguntd sobre las coordenadas que representarian a v, a lo que Dali respondi6
“seria —19,16 [43:50 (V.2.1)], consecuentemente, Hugo respondi6 “no, seria -
9,15 ... porque, aunque esta posicionado el origen del vector en el —10 no esta
recorriendo desde el origen entonces solo se cuenta a partir del —10 al —19”
[43:59 (V.2.1)]. Dali estaba indicando las coordenadas en las que se encontraba
en ese momento el extremo de v, menciond que pensé que, al moverse el vector

del origen, las coordenadas se modificaban.

Por otra parte, en el grupo 2, se gener6 el vector aleatorio u = (7,14). Al
preguntar a los estudiantes si v podia ser representado por la misma pareja de
ndmeros ordenados que u, Jhon dijo “No ... porque el vector cambia de posicion,

tiene la misma magnitud, pero no tiene las mismas coordenadas” [40:23 (V.2.2)],

171



mientras que Omar respondid “pues como no esta en el origen no se puede
representar, tendria que ser la suma del vector (—11,—5) y mas el vector que
seria 7,14” [41:04 (V.2.2)]. Como consecuencia, la investigadora realizd
preguntas de reflexion que hicieron cambiar de opinion a los estudiantes. Cabe
destacar que en ningin momento se dio la respuesta directa, las preguntas guiaron
a los estudiantes a llegar al objetivo deseado, el cual era que los estudiantes
comprendieran que si u y v tienen la misma magnitud y direccion, se representan
por la misma pareja de numeros. A continuacion, se presenta un pequefio

fragmento de la discusion generada:

Investigadora [43:05 (V.2.2)]: Esas coordenadas que acaban de decir ahorita, ¢coinciden con
las coordenadas que representan al vector u?

Eithan [43:12 (V.2.2)]: Si.

Investigadora [43:17 (V.2.2)]: Entonces, a partir de ello, ¢creen que el vector v pueda
representarse por las mismas coordenadas que el vector u aunque no tenga su origen en el punto
(0,0)?

Ricardo [43:27 (V.2.2)]: Yo digo que si, porque el plano es para [inaudible], se podria generar
un plano para ese vector en el que esté en el origen y vendria siendo lo mismo.

Jhon [43:45 (V.2.2)]: Pues es que como decia, la magnitud es la misma, lo que cambia es que
el origen no es el, no es el origen cero, su origen es otra coordenada del plano.

Omar [44:04 (V.2.2)]: Pues es lo mismo, o sea, el sistema de referencia puede cambiarse a ese
punto (—11,5) y las coordenadas del vector serian las mismas (7,14).

Eithan [443:37 (V.2.2)]: Si, porque a fin de cuentas su angulo va a terminar siendo el mismo y

va a representar lo mismo que el otro.

A lo largo de la tarea 1.1 y 1.2 se observé que los estudiantes tienden a pensar
Unicamente en dos propiedades del vector: la magnitud y direccion. Por ello, se
cre6 un item para abordar la propiedad del sentido. Los estudiantes usaron las
palabras “opuesto” o “contrario” al comparar los sentidos de dos vectores con la
misma magnitud. Por otra parte, como se anticipo en la THA, al solicitar a los
estudiantes que compararan las coordenadas de dos vectores de magnitudes
iguales, pero sentido contrario, identificaron que los signos eran contrarios. Cabe
sefialar que, Ricardo del grupo 2 fue el Gnico estudiante quien recalcé que dicha

condicion se cumplia siempre y cuando los vectores tuvieran la misma magnitud,
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explico “si son de la misma magnitud y el sentido es opuesto entonces lo unico
que cambia es en las coordenadas es el signo... puede haber que sean de sentido
opuesto pero que sean de mayor magnitud, eso no es una condicion” [01:06:53
(V.2.2)].

V. En esta ultima actividad de aprendizaje se fomentd la conversion del registro
algebraico al geométrico. Se esperaba que, si los estudiantes habian comprendido
cual era la representacion algebraica de un vector y como podia obtenerse a partir
de su representacion grafica en el plano (actividad | de aprendizaje de la tarea
1.2), entonces, de manera inversa, dada una pareja de nimeros ordenados, el
estudiante podria dibujar en el plano el vector correspondiente. En realidad, se
logré lo esperado, los estudiantes usaron la herramienta vector para trazar en el
plano los vectores especificados en las hojas de trabajo y, en general realizaron
conversiones de un registro a otro sin problemas. Esto significa que, los
estudiantes ya concebian al vector como una flecha y como una pareja de niumeros

ordenados.

Al final de la sesion, se pregunté a los estudiantes sobre cambios o mejoras que le harian al
escenario. En particular, Omar del grupo 2, sugirié agregar una opcion para calcular el angulo
entre dos vectores para la materia de calculo vectorial. Por su parte, Jhon sugirio colocar

botones en lugar de deslizadores para crear vectores arrastrables en el plano.

A manera de resumen, la tarea 1.2 se desarrollé en un escenario geométrico. Las actividades
de aprendizaje en torno al EDVI Coordenadas permitieron a los estudiantes en primer lugar,
concebir al vector como una pareja de numeros ordenados y posteriormente, transitar del
registro geométrico al algebraico y viceversa. Ademas, los estudiantes aprendieron a calcular
la magnitud y direccion de un vector y dedujeron las formulas mediante el uso de sus
nociones previas. En este sentido, concluimos que los estudiantes aprendieron algo nuevo y
algunos reafirmaron los conocimientos que ya tenian. Por ejemplo, Ricardo del grupo 2,

menciono que la tarea 1.2 le habia ayudado a comprender mejor el tema de vectores libres.
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Ricardo [1:25:25]: A mi me ayudd a estar seguro de que dos vectores son iguales, aunque estén en diferentes

puntos del plano, nada mas basandonos en su magnitud, direccion y sentido.

Al inicio de la sesion 3, la investigadora solicitd a los estudiantes descargaran y abrieran las

hojas de exploracion guiada de la Tarea 2.1. Asimismo, pidié que abrieran nuevamente el

EDVI Coordenadas y dieran clic en la casilla de control denominada Multiplicacion por un

escalar.

Aprendizaje real

Para iniciar la tarea 2.1, un estudiante se encargd de leer las instrucciones y
preguntas de las hojas de exploracion guiada y otro compartié pantalla y se
encarg6 de manipular el EDVI Coordenadas en GeoGebra. La primera actividad

de aprendizaje consistid en observar el comportamiento de ku con respecto a u.

En primer lugar, se solicito a los estudiantes que ingresaran el escalar 1 en la
casilla de entrada correspondiente a la multiplicacion por un escalar. Lo esperado
era que los estudiantes reconocerian de inmediato que los vectores eran iguales,
es decir, con misma magnitud y direccidn, sin embargo, en el primer experimento
de ensefianza, sucedio algo inesperado. Al cuestionar a los estudiantes si los
vectores u y ku tenian la misma magnitud, varios estudiantes dijeron “no”, en
particular, Ramon contesto “no, se ve como una sombra un poco mas corta”. Esta
situacion condujo a una primera intervencion del profesor de la clase quien gener6

la siguiente discusion:

Profesor [01:02:31 (V.3.1)]: ¢Cuéando el vector ku y el vector u van a ser iguales? ;Cuando
van a tener la misma magnitud?

Ramon [01:02:52 (V.3.1)]: Cuando sean del mismo tamafio.

Profesor [01:03:00 (V.3.1)]: En esa cajita azul ;qué ndmero entraria ahi para que tuvieran la
misma magnitud?

Hugo [01:03:08 (V.3.1)]: Cero.

Leo [01:03:11 (V.3.1)]: Uno ¢no?, seria uno.

Profesor [01:03:19 (V.3.1)]: Ponle cero ahi en la casilla ... no sé si alcancen a ver al vector ku.
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Hugo [01:03:29 (V.3.1)]: jYa no esta!, no, me equivoqué es por uno.

Profesor [01:03:37 (V.3.1)]: Ahora pon el uno. Resulta que ac4, hace rato varios dijeron que
no tienen la misma magnitud ¢por qué? ;qué les hizo pensar que no tiene?

Ramon [01:04:11 (V.3.1)]: En mi caso graficamente se aprecia como una sombra ligeramente
mas recorrida hacia arriba, no sé, igual y es que la flecha que representa el, bueno, el vector ku
sea un poco mas grande y por eso se ve asi; eh matematicamente si deberia ser igual, pero en

GeoGebra, bueno, ahi representada, se ve un poco distinto.

Aparentemente el disefio del EDVI Coordenadas no habia sido del todo exitoso.
De hecho, Ramon tenia razon, el vector ku se habia disefiado visualmente mas
grueso, tenia la misma direccion de u pero, la flecha que representaba a ku se
habia trazado con un grosor mayor al de la flecha que representaba a u. La idea
era que al multiplicar a u por el escalar 1, los estudiantes pudieran diferenciar a u
de ku con mayor facilidad, sin embargo, no esperabamos que el grosor de las

flechas influiria en la percepcion de la magnitud del vector.

Lo anterior supuso una modificacién del EDVI Coordenadas la cual, no se realiz6
antes de aplicar las actividades con el grupo 2, no obstante, en el grupo 2 sucedié
lo anticipado en la THA. Al multiplicar a u por el escalar 1, los estudiantes
observaron que los vectores eran iguales tanto en magnitud como en direccién,
ademas de que eran representados por la misma pareja de nimeros, Oscar dijo

“estd multiplicado por 1, es lo mismo” [21:40 (V.3.2)].

Posteriormente, se pidié a los estudiantes ingresaran diferentes escalares en la
casilla de control y observaran el comportamiento de ku con respecto a u. Los
estudiantes de ambos grupos respondieron de acuerdo con lo esperado. Primero,
al multiplicar a u por el escalar —1, los participantes identificaron que u y ku
tenian la misma magnitud y, usaron las palabras “opuestos u opuestas” para
describir el sentido, la direccion y las coordenadas de los vectores. Después, al
multiplicar a u por el escalar 2, las respuestas mas comunes fueron: “es dos veces
el vector u”, “es el doble del vector u”, “se duplicé su magnitud”, “su magnitud

se multiplica por dos”.
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El objetivo de ingresar diferentes escalares y observar el comportamiento de ku
con respecto a u era llegar a una generalizacion sobre lo que ocurre al multiplicar
un vector por un escalar positivo o un escalar negativo. Especificamente, se
esperaba una conclusion sobre la magnitud, direccion y coordenadas de ku con
respecto a u. En general, los estudiantes no tuvieron problemas para concluir que
las coordenadas de ku eran k veces las coordenadas de u, asi como que al
multiplicar un vector por un nimero positivo se produce un nuevo vector con la
misma direccion y al multiplicar un vector por un nimero negativo, se genera un
nuevo vector con sentido opuesto. Sin embargo, el grupo 1 requirio de la
intervencion del profesor para llegar a la conclusion esperada sobre la magnitud

de los vectores.

La investigadora inicid la discusion con una pregunta muy general: Si
multiplicamos al vector u por un nimero positivo, ¢la magnitud de ku es igual a
la magnitud de u? Los estudiantes contestaron de inmediato “no, cambia”. Esta
respuesta dio pie a una segunda intervencion del profesor, quien afiadio: “la
pregunta fue: si al vector u lo multiplico por un escalar positivo ¢tiene la misma
magnitud? La respuesta es a veces Si y a veces no” [01:11:49 (V.3.1)]. La
intervencion del profesor tuvo un efecto de reflexion en los estudiantes e influyo
en sus futuras respuestas. De ahi que, cuando la investigadora preguntd “si
multiplicamos al vector u por un escalar negativo, ku y u ¢tendrian la misma
magnitud?” [1:13:55 (V.3.1)], Ramén contesté “depende cudl sea el escalar”
[01:14:05 (V.3.1)]. De igual forma, la intervencién del profesor ayud6 a los
estudiantes a llegar a la siguiente conclusion: al multiplicar un vector por un
escalar positivo, la magnitud del vector generado cambia siempre y cuando el

escalar no sea el nimero 1.

En este punto es importante mencionar que la segunda experiencia condujo a una
modificacion en la forma de implementar la tercera experiencia, lo cual

seguramente influyé en los resultados de los estudiantes del grupo 2 y por ello, se

176



puede apreciar un mayor “éxito” en lo esperado. De ahi que, los estudiantes del
grupo 2 lograran el aprendizaje esperado sobre la multiplicacion de un vector por
un escalar sin la intervencion del profesor. A continuacion, se muestra un

fragmento de la entrevista realizada al grupo 2.

Investigadora [57:39(V.3.2)]: ¢(Qué podrian decir de la multiplicaciéon de un escalar por un
vector?

Jhon [58:10(V.3.2)]: Depende el escalar puede modificar la magnitud, direccién y sentido del
vector.

Investigadora [58:17(V.3.2)]: ¢Si el escalar es un nimero positivo?

Jhon [58:24]: Nada méas cambia la magnitud.

Investigadora [58:27(V.3.2)]: ¢Solo cambia la magnitud? ¢;siempre?

Omar [58:33]: A excepcion del 1.

Investigadora [58:38(V.3.2)]: ¢ Y si multiplicamos a un vector por un nimero negativo?
Ricardo [58:42(V.3.2)]: Cambian las tres.

Eithan [58:43(V.3.2)]: Cambian.

Omar [58:46(V.3.2)]: A excepcion del —1.

En la segunda actividad se pidi6 a los estudiantes que dieran clic en la casilla de
control denominada Aleatorio, la cual les permitio visualizar en la segunda vista
grafica de GeoGebra del EDVI Coordenadas, dos vectores: u y r, este ultimo
resultante de la multiplicacion de u por un escalar aleatorio. De manera inversa a
la primera actividad de aprendizaje, los estudiantes tenian que deducir el valor del
escalar por el cual se habia multiplicado u para generar a r. Como era de esperar,
los estudiantes usaron las estrategias previstas. Por un lado, hicieron una
deduccion enfocandose en las representaciones gréaficas de los vectores y, por otro
lado, basandose en las representaciones algebraicas. Esto significa que los
estudiantes estaban empleando el aprendizaje adquirido en las tareas y actividades
anteriores. Mostramos tres casos diferentes en los que se puede apreciar la forma
en que los estudiantes encontraron el escalar que generaba r: cuando el escalar
buscado es igual cero, cuando es un escalar positivo y cuando es un escalar

negativo.
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Escalar positivo. A continuacion, se presentan dos discusiones llevadas a cabo en
los experimentos de ensefianza para el caso en el que el escalar buscado es un

namero positivo.

Grupo 1. Al dar clic en el boton >, se gener6 un vector que resulta de multiplicar

au por el escalar 2.5.

Investigadora [1:14:56 (V.3.1)]: ¢La magnitud de esos vectores es igual?

Ramén [1:15:01 (V.3.1)]: No.

Investigadora [1:15:02 (V.3.1)]: ¢Y su direccion?

Ramén y Kylie [1:15:05 (V.3.1)]: Si.

Investigadora [1:15:06 (V.3.1)]: Entonces, ¢estamos multiplicando el vector u por un escalar
negativo o un escalar positivo?

Ramon [1:15:11 (V.3.1)]: Por un escalar positivo distinto de uno.

Angélica [1:15:14 (V.3.1)]: Positivo.

Investigadora [1:15:18 (V.3.1)]: ¢ Cuéntas veces cabe el vector u en el vector r?

Ramén [1:15:26 (V.3.1)]: ¢2.5 veces?

Grupo2. Al dar clic en el boton >, se gener6 un vector que resulta de multiplicar

au por el escalar 3.5.

Investigadora [52:32 (V.3.2)]: ¢Cuéntas veces cabe u en r?

Omar [52:44 (V.3.2)]: 3.5.

Investigadora [52:47]: ¢ Como obtuviste ese resultado?

Ricardo [52:48 (V.3.2)]: Si, 3.5.

Jhon [52:50 (V.3.2)]: 3.5.

Omar [52:52 (V.3.2)]: Viendo la grafica .... Estd en 21 pues aqui son 3 veces y esta en 24.5,
asi que son 3.5 veces

Ricardo [53:19 (V.3.2)]: Son 7 el valor de u, entonces lo fui sumando hasta que dio 24.5, igual

te quedas en 21 pero 3.5 es la mitad de 7, entonces son 3.5.

Algunos estudiantes lograron vincular el aprendizaje previo. La respuesta de
Ramon “un escalar positivo distinto de uno” es prueba de que el estudiante esta

ligando el aprendizaje de la actividad previa para deducir el resultado.
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Aparentemente, Ramon observé que las magnitudes de los vectores eran distintas
y por ello dedujo que el escalar buscado era distinto de uno. También indicé que
el escalar por el que se habia multiplicado a u para generar a 7 era positivo, lo
cual indica que, el estudiante se percatd de que los vectores tenian la misma
direccion. Ramoén no justificd su respuesta de “2.5 veces”, sin embargo, de
acuerdo con respuestas posteriores, suponemos que hizo una comparacion de las
parejas de numeros ordenados que representan a los vectores tal y como lo
hicieron los estudiantes del grupo 2. En particular, Omar y Ricardo se enfocaron
en las coordenadas del eje x para encontrar el escalar que gener6 a r, los
estudiantes parecian estar transitando de un registro a otro, aunque pudiera ser que
estuvieran observando Unicamente la posicion del extremo de las flechas que

representan a los vectores.

Escalar negativo. A continuacion, se presentan dos discusiones llevadas a cabo
en los experimentos de ensefianza para el caso en el que el escalar buscado es un

ndmero negativo.

Grupo 1. Al dar clic en el botdn <, se gener6 un vector que resultaba de multiplicar

a u por el escalar —1.

Investigadora [1:20:58 (V.3.1)]: ¢Esos vectores tienen la misma magnitud?

Leo [1:21:03 (V.3.1)]: Si.

Ramon [1:21:05 (V.3.1)]: Si.

Investigadora [1:21:06 (V.3.1)]: ¢Por qué creen que tienen la misma magnitud?

Ramon [1:21:16 (V.3.1)]: Porque ambos parten del origen y sus coordenadas son iguales, pero
con signo contrario.

Investigadora [1:21:25 (V.3.1)]: ¢ Y su direccion es igual?

Angeélica [1:21:31 (V.3.1)]: No, es opuesta.

Investigadora [1:21:35 (V.3.1)]: Entonces ¢por qué...escalar estamos multiplicando al vector
u para obtener al vector r?

Leo [1:21:41 (V.3.1)]: -1.
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Grupo 2. Al dar clic en el botdn <, se genera en el plano r = (—12,6), que resulta

de multiplicar a u por el escalar —2.

Investigadora [43:37 (V.3.2)]: ;Cuantas veces cabe el vector u en el vector r ?

Omar [43:47 (V.3.2)]: 2.

Investigadora [43:51 (V.3.2)]: ;Cémo es la direccidn de r con respecto a la direccion de u?
Omar y Jhon [43:57]: Opuesta.

Investigadora [ 44:00 (V.3.2)]: Para obtener un vector que tenga la misma magnitud que el
vector u pero con direccion opuesta ¢qué tendriamos que hacerle al vector u?

Jhon [44:18 (V.3.2)]: Multiplicarlo por un valor negativo.

Omar [44:30 (V.3.2)]: Tienen que tener la misma, bueno, la misma magnitud en x pero
negativo, en este caso serian 12 el de 2 veces el vector, entonces es —12 y si cumple, y seria

—6, en ese caso cambia y seria 6.

La discusion generada para encontrar los escalares negativos es otra prueba del
aprendizaje adquirido en las actividades previas. Los estudiantes encontraron el
escalar buscado mediante la comparacion grafica y algebraica de los vectores.
Algunos estudiantes compararon las flechas y dedujeron que u se habia
multiplicado por un escalar negativo dado que sus direcciones eran “opuestas”,
sin embargo, graficamente para encontrar el nimero por el que se habia
multiplicado a u para generar a r, los estudiantes tenian que comprobar cuantas
veces cabe u en r y para ello, tenian que generar en el plano algunos vectores
iguales a u. Por lo tanto, parece que los estudiantes que dieron una respuesta
inmediata, se enfocaron en las coordenadas que representan a los vectores. Tal es
el caso de Ramon del grupo 1, quien dedujo que el escalar era —1 por que las
coordenadas eran iguales, pero con signos contrarios; o el caso de Omar del grupo

quien dio su respuesta en términos de las coordenadas de los vectores.

Escalar cero. A continuacion, se presentan dos discusiones llevadas a cabo en los
experimentos de ensefianza para el caso en el que el escalar buscado es el nimero
0. Al dar clic en el boton >>, se gener6 un vector r resultante de multiplicar a u

por el escalar 0. Inicialmente, los estudiantes tuvieron problemas para encontrar
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el vector r dado que al multiplicar a u por cero, r se ubicé en el origen como un
punto y quedd tapado por el punto que representaba a ku (algo que no
esperabamos) no obstante, los estudiantes lograron deducir el escalar por el cual
se habia multiplicado a u. Cabe mencionar que, este suceso fue tomado en cuenta
para la modificacion del EDVI Coordenadas, el cual no se modificd antes de

aplicar las actividades con el grupo 2.

Grupo 1
Investigadora [1:22:03 (V.3.1)]: ¢ Qué paso ahi? ;donde esta el vector r?
Leo [1:22:09 (V.3.1)]: Lo cubre el vector u.
Leo [1:22:31 (V.3.1)]: O igual y nada més esta en el punto de origen [inaudible], yo creo que
nada més esta en el origen.
Investigadora [1:22:41 (V.3.1)]: Y si estd en el origen ;por qué escalar estariamos
multiplicando al vector u?
Leo [1:22:47 (V.3.1)]: Por cero.
Ramon [1:23:07 (V.3.1)]: Es que no veo la letra que indique el vector r, entonces, pues no sé
bien donde esté.
La investigadora solicita a los estudiantes que desplacen el punto ku sobre u, e inmediatamente
aparece la etiqueta de r y el vector representado como un punto en el origen color rosa.

Ramén [1:28:38 (V.3.1)]: Estéa sobre el origen, entonces si se multiplicé por un cero.

Grupo 2
Investigadora [42:03 (V.3.2)]: En este caso, ¢pueden observar al vector r ?
Jhon [42:07 (V.3.2)]: Es muy chiquito porque no lo veo
La investigadora solicita a los estudiantes que desplacen el punto ku sobre u, € inmediatamente
aparece la etiqueta de r y el vector representado como un punto en el origen color rosa.
Investigadora [42:25 (V.3.2)]: Ahora, ¢/pueden verar ?
Jhon [42:28 (V.3.2)]: Si, es demasiado chiquito.
Investigadora [42:45 (V.3.2)]: ¢En qué punto esta ubicado el vector r?
Eithan [42:49 (V.3.2)]: En el origen.
Investigadora [42:52 (V.3.2)]: Entonces, ¢como es la magnitud de ese vector?
Omar e Eithan [42:55(V.3.2)]: Cero.
Jhon [42:56 (V.3.2)]: Cero coma cero.
Investigadora [43:06]: ¢Por qué escalar estariamos multiplicando a ese vector u para obtener

el vector r?
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Todos [43:13 (V.3.2)]: Cero.

Algunos estudiantes formularon hipotesis sobre la ubicacién de r. Por ejemplo,
Leo del grupo 1, fue el Unico que supuso que el vector se encontraba en el origen
tapado por alguno objeto del EDVI o que estaba sobrepuesto y tapado por el vector
u. Del grupo 2, Jhon sugirié que el vector era demasiado pequefio y por ello no
podian verlo. Asi, mientras que Leo estaba pensando en el vector cero como un
punto en el origen, Jhon estaba pensando en una flecha con magnitud minima. Se
puede destacar que, Leo estaba enfocado tanto en la parte visual como en la
algebraica pues cuando la investigadora pregunté “;qué magnitud tiene ese vector
r?” [1.23:44 (V.3.1)], Leo contesto “Cero coma cero” [1:23:49 (V.3.1)],
curiosamente, Jhon también contestd “Cero coma cero” [42:56 (V.3.2)] a la
misma pregunta. Es probable que tanto Leo como Jhon estuvieran pensando en la
representacion algebraica del vector cero. Cabe sefialar que, a diferencia del grupo
1, en el grupo 2, la investigadora tuvo que intervenir para que los estudiantes
lograran ver a r como un vector en el origen que resultaba de multiplicar a u por

el escalar 0.

A grandes rasgos, la tarea 2.1 se desarroll dentro de un registro geométrico, el cual permitio
a los estudiantes transitar al registro algebraico. Del andlisis retrospectivo, se concluye que
la mayoria de los estudiantes logré una compresion acerca de la multiplicacion de un vector
por un escalar. Para entender esta operacion, los estudiantes tenian que comprender primero
la nocion de vector, tanto en su representacion grafica (tarea 1.1) como algebraica (tarea 1.2).
De hecho, a lo largo de la tarea 2.1 los estudiantes estuvieron trabajando con las diferentes
representaciones del vector sin problemas aparentes. Ademas, la estrategia mas usada para
encontrar el escalar en la segunda tarea de aprendizaje fue el transito entre las
representaciones del vector, con un enfoque mayor en la identificacion de las coordenadas
de los vectores. Al respecto, se puede inferir que los estudiantes ampliaron su nocion inicial

de vector, la cual, en su mayoria era la nocion de vector vista en los cursos de fisica.
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Adicionalmente, de la tercera sesion podemos concluir que trabajar con estudiantes que estan
acostumbrados a obtener todas las respuestas del profesor no es tarea facil. Los estudiantes
son resistentes al cambio y pueden llegar a sentirse ofendidos si respondes una duda con una
pregunta. Sin embargo, uno de los objetivos de las actividades, tal y como lo indica la

didactica C&P, es que sean los estudiantes los que Ileguen al concepto matematico deseado.

Al inicio de la cuarta sesion, la investigadora solicito a los estudiantes descargaran y abrieran

las hojas de exploracion guiada de la Tarea 2.2 y el EDVI Brazo 2GDLE.

Aprendizaje real

l. Para iniciar la tarea 2.2, un estudiante se encargd de leer las instrucciones y
preguntas de las hojas de exploracion guiada y otro compartié pantalla y se
encargd de manipular el EDVI Brazo 2GDLE en GeoGebra. Dicho estudiante
comenzo a explorar el escenario manipulando los deslizadores L1, R1, L2 y R2.
Al cuestionar sobre los cambios producidos por el movimiento de los
deslizadores, como se anticipd en la THA, los estudiantes de ambos grupos no
tuvieron problemas para identificar que L1 cambia el tamarfio del eslabon 1, R1
cambia la posicidn del eslabon 1, R2 cambia el tamafio del eslabon 2 y R2 cambia
la posicion del eslabon 2. Cabe destacar que, como consecuencia de las
actividades previas y posiblemente de la asociacion del EDVI Brazo 2GDLE con
el EDVI Brazo 1 GDLE, algunos estudiantes del grupo 2, usaron los términos
“magnitud” y “direccion” para describir los cambios ocurridos, por ejemplo,
Eithan mencion6 “se modifica su magnitud” [01:08:35 (V.3.2)] y Jhon dijo
“cambia de direccion jno?” [01:09:10 (V.3.2)].

Il. Antes de habilitar las representaciones graficas de los vectores, se pidi6 a los
estudiantes que manipularan los deslizadores para presionar el botdn rojo del
estante B en el EDVI Brazo 2GDLE y se cuestiond sobre las posibles
combinaciones de los deslizadores para presionar el boton. No todos los
estudiantes lograron deducir que existe una infinidad de combinaciones como se
habia anticipado en la THA. En el grupo 1, no se gener6 una discusion al respecto,
sin embargo, el Unico que dio un indicio de interpretar diferentes combinaciones

fue Leo quien dijo “podemos llegar al mismo resultado de distintas formas”
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[22:00 (V.4.1)]. Por otra parte, en el grupo 2, Omar respondié usando la palabra
“vector”, esto significa que interpretd los eslabones del brazo robotico como
vectores, lo cual era de esperar dado el aprendizaje adquirido en la tarea 1.1
Ademas, su vision sobre la combinacion de vectores se considera un posible

precursor de la nocion de combinacion lineal.

Investigadora [01:19:17 (V.3.2)]: ¢Cuéntas posibilidades creen que podriamos tener para
apretar ese botén rojo?

Jhon [01:19:23 (V.3.2)]: ¢4?

Ricardo [01:19:25 (V.3.2)]: No, yo creo que hay demasiadas, demasiadas, demasiadas
Investigadora [01:19:32 (V.3.2)]: ¢Por qué crees que son demasiadas?

Ricardo [01:19:39 (V.3.2)]: Basicamente desde cualquier punto que tuviera L1, L2 le puedes
cambiar en cierto angulo va a llegar al boton rojo.

Omar [01:21:13]: Yo digo que n, n veces, precisamente la combinacion de vectores podrias

modificar un milimetro y seria un vector una posibilidad diferente.

Mas adelante, al solicitar a los estudiantes que activaran las casillas de control
Vector u y Vector v, se habilito la representacion grafica de dos vectores (flechas
sobrepuesta al primer y segundo eslabon del brazo roboético) y se cuestiond a los
estudiantes sobre los elementos del brazo robdtico que representaban el origen y
extremo de los vectores. En ambos grupos, los estudiantes no tuvieron problemas
para identificar que el extremo de u se encontraba en la articulacion 2, el origen
de v se encontraba en la articulacion 2 y el extremo de v en el efector final. Sin
embargo, surgieron problemas para definir el origen de u. Después de los
resultados obtenidos en la tarea 1.1, sabiamos que algunos estudiantes indicarian
como origen de u la base y otros dirian que la articulacién 1, tal y como habia
sucedido en la primera sesion. En el grupo 1, Dali pregunto “;la base?” [25:08

(V.4.1)] y Leo dijo “es que estoy entre la base y la articulacion 17 [25:10 (V.4.1)].

Por su parte, en el grupo 2, se genero la siguiente discusion:
Eithan [01:23:12 (V.3.2)]: Articulacion 1.
Jhon [01:23:14 (V.3.2)]: Base.
Ricardo [01:23:33 (V.3.2)]: Es base ¢no?
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Omar [01:24:03 (V.3.2)]: La articulacion 1.

Jhon [01:24:11 (V.3.2)]: Pero seria la base ;no? porque la articulacion 1y la base estan unidas.
Omar [01:24:26 (V.3.2)]: Pero es que la base se podria considerar toda ¢no? y la articulacion
es donde empieza el vector...porque la base incluye las llantas y eso ;jno?

Jhon [01:24:49 (V.3.2)]: Tiene algo de sentido su respuesta.

Consideramos que el argumento de Omar es valido, dado que el origen de u si se
encuentra ubicado directamente en la primera articulacion del brazo robotico.
Adicionalmente a lo encontrado en la tarea 1.1, Omar proporciond una visién
diferente sobre la base, indicando que la base estaba compuesta de otros
elementos, como las llantas para el caso del EDVI Brazo 2GDLE.

Se pidio a los estudiantes activar la casilla de control denominada Resultante para
habilitar un nuevo vector color rojo, generado a partir de la suma de los vectores
u y v. Posteriormente, se cuestiond a los estudiantes sobre los elementos del brazo
robotico que representaban el origen y extremo del vector resultante. En general,
los estudiantes de ambos grupos identificaron con facilidad que el extremo del
vector resultante se encontraba en el efector final. En cambio, en el grupo 1 los
estudiantes llegaron a la conclusion de que el origen del vector estaba en la
articulacion y dado que la articulacion estaba fija a la base, entonces el origen
estaba en ambos elementos. Por otra parte, en el grupo 2, la mayoria de los
estudiantes estuvieron de acuerdo en que el origen se encontraba en la articulacion
1 a excepcion de Jhon quien respondiod “base y articulacion 17 [01:36:02 (V.3.2)].
En ambos casos, se puede observar que el argumento de Omar sobre el origen de
u en la actividad de aprendizaje previa, influyd en la respuesta de sus comparieros

ya que inicialmente, Ricardo y Jhon, consideraban la base como el origen.

Adicionalmente a lo planeado, se cuestion6 a los estudiantes sobre como
calcularian la magnitud del vector resultante. En el primer experimento de
ensefianza, la pregunta se hizo con u y v propuestos por un estudiante. Es decir,
un estudiante eligid la posicion y longitud de los eslabones del brazo robético y
la pregunta a contestar era ;como podemos calcular la magnitud de u + v?. La

discusion generada en el grupo 1 es la siguiente:
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Leo [46:12 (V.4.1)]: Sumando los vectores.

Investigadora [46:21 (V.4.1)]: {Cuanto mide el vector u?

Leo [46:25 (V.4.1)]: 5.5.

Investigadora [46:27]: ¢Y el vector v?

Leo [46:31 (V.4.1)]: 12.2.

Investigadora [46:34 (V.4.1)]: Si sumamos 5.5+12.2 ;qué resultado nos da?

Dali [46:39 (V.4.1)]: 17.7.

Leo [46:45 (V.4.1)]: No dio.

Investigadora [46:57 (V.4.1)]: Alguien tiene alguna otra idea de ;cémo podriamos calcular la
magnitud de ese vector rojo?

Ramon [47:05 (V.4.1)]: Para este caso que son dos eslabones ¢podriamos utilizar Pitdgoras?
Raul [49:45 (V.4.1)]: Yo tengo bueno una observacion, no sé si sea, mencion6 que tiene que
ser un tridngulo rectangulo pero el tridngulo que se esta formando ahi... no tiene un &ngulo de
90°.

Aparentemente, los estudiantes estaban vinculando lo aprendido en la tarea 1.2,
donde dedujeron la férmula para calcular la magnitud de un vector mediante los
conocimientos previos sobre el triangulo rectangulo. Sin embargo, la discusion
mostro que algunos estudiantes llegaron a una concepcién erroneay tenian la idea
de que podian usar el teorema de Pitagoras en cualquier clase de triangulo
formado por tres vectores. Por consecuente, se llegd a la conclusién de que seria
atil incluir en la THA una actividad para ensefiar a los estudiantes a calcular la
magnitud del vector resultante en un sistema libre de coordenadas geométricas

para los casos en que los vectores no forman un tridngulo rectangulo.

Para el segundo experimento de ensefianza se modificaron las hojas de trabajo de
la tarea 2.2 con la idea de observar si los estudiantes estaban asociando lo
aprendido en la tarea 1.2. En este sentido, se incluyé un item en el que se
especificé una magnitud y direccion para los vectores u y v, de modo que, la
figura formada poru,v y el vector resultante u+ v formaran un tridngulo
rectangulo. Asi, al cuestionar a los estudiantes sobre la forma de calcular la

magnitud del vector resultante, surgieron tres ideas diferentes. Por un lado, Jhon
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pens6 inmediatamente en el teorema de Pitagoras, Eithan pens6 en funciones

trigonomeétricas y Omar pensé en coordenadas.

Jhon [01:38:12 (V.3.2)]: Laraiz de la suma de los cuadrados de los vectores

Eithan [01:38:47 (V.3.2)]: También se puede con funciones.

Omar [01:38:51 (V.3.2)]: La distancia entre dos puntos

Investigadora [01:38:57 (V.3.2)]: (C6mo lo harias con funciones?

Eithan [01:38:59 (V.3.2)]: Tenemos el valor del cateto opuesto y el cateto adyacente, podemos
utilizar, jah! también el, el, los grados, entonces podemos usar seno o coseno y despejamos la
hipotenusa.

Investigadora [01:39:18 (V.3.2)]: ¢ Distancia entre dos puntos?

Omar [01:39:25 (V.3.2)]: es lo de x2 menos x1 sobre y2 menos y1.

Investigadora [01:39:32 (V.3.2)]: En este caso ¢tenemos esos puntos?

Omar [01:39:38 (V.3.2)]: No, tendria que conocer las coordenadas del boton.

Después del primer experimento ensefianza, se esperaba que, con las
modificaciones realizadas, los estudiantes del segundo experimento de ensefianza
asociaran la figura formada por los vectores u,v y u+ v con un tridngulo
rectangulo y, por lo tanto, usaran los conocimientos previos sobre el triangulo
rectangulo para el calculo de la magnitud de u + v, similar a lo realizado en la
tarea 1.2 En esta actividad de aprendizaje, Jhon y Eithan respondieron de acuerdo
con lo esperado, enfocandose en la parte grafica, mientras que, Omar tuvo un
pensamiento algebraico y a pesar de estar situados en un registro figural, se cree
que ubico a los vectores dentro de un sistema de coordenadas cartesianas.
Aparentemente, Omar ubico la articulaciéon 1 en el origen del plano cartesiano,
punto (0,0), de modo que, para usar la formula de la distancia entre dos puntos,
tendria que conocer Unicamente las coordenadas del efector final, cabe sefalar
gue Omar menciona las coordenadas del botdn ya que, en ese momento el efector
final se encontraba presionando un botén. Asi mismo, sin percatarse de ello, Omar
sugirio una formula para el calculo de la magnitud de un vector libre.

Como era de esperar, el razonamiento sobre los elementos del brazo robotico que
podrian representarse por un vector fue similar en ambos grupos. Todos los

estudiantes identificaron que los eslabones del brazo robético se comportaban
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como vectores. Adicionalmente, algunos estudiantes sefialaron que el efector final
también podia representarse mediante un vector. Algunas justificaciones fueron
“los puntos que se extienden son los que se representan como vectores”, “constan
de magnitud, direccion y sentido”, “tiene todas las caracteristicas que contiene un
vector” y “el efector final pues el extremo del vector, tiene un recorrido con

magnitud y direccion”.

Se puede notar que a diferencia de la actividad 1.1, se observaron unicamente dos
enfoques de asociacion del vector con los elementos del brazo roboético: vision de
los eslabones como vectores y vision del efector final como vector. Posiblemente
esto podria deberse a la forma en que se disefi0 la tarea 2.2, ya que, al estar
enfocada en la suma de vectores, se piensa que los estudiantes identificaron tal y
como se habia previsto, a los eslabones como los vectores a sumar y el efector
final como el vector resultante. Particularmente, en el primer experimento de
ensefianza, no se incluyé alguna pregunta para confirmar dicha conjetura por ello,
en el segundo experimento de ensefianza, se incluyo en las hojas de trabajo la

siguiente pregunta:

¢Cuales de las siguientes posiciones podemos conocer con la informacion que nos proporciona
el vector U + v?

[ 1 Posicién de articulacion 1

[ 1 Posicién de articulacion 2

[ 1 Posicién de eslabén 1

[ 1 Posicién de eslabén 2

[ 1 Posicion de efector final

[ 1 Posicion de la base

Como resultado, los estudiantes del grupo 2, concluyeron que con el vector
resultante era posible conocer la posicion de la articulacion 1y del efector final,
los cuales representan el origen y extremo del vector. En particular, llamo la
atencion el argumento de Omar, cuya vision de la suma de vectores va mas alla

de lo esperado y cuyas respuestas manifiestan ideas precursoras de la nocion de
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combinacion lineal. Inicialmente se mostrd a los estudiantes que existia una
infinidad de combinaciones del tamafio y posicion que podian tener los eslabones
para presionar un mismo boton. A partir de ello, se cree que Omar llegé a la
conclusion de que existen diferentes combinaciones de vectores, los cuales al

sumarse pueden generar un mismo vector.

Omar [01:41:41 (V.3.2)]: La posicion del efector final ;no? porque los otros dos vectores
podrian ser cualesquiera.

Investigadora [01:41:48 (V.3.2)]: ¢Cualesquiera?

Omar [01:41:52 (V.3.2)]: Si entendi la, bien la pregunta, es que, conociendo el vector u mas v,
podriamos conocer solo la posicion inicial y la final, mas no los dos vectores que la conforman

porque podrian como dijimos hace rato n posibilidades.

En términos generales, la tarea 2.2 retomd el contexto de la robdtica, contextualizando la
suma de vectores dentro de un problema de brazo robdtico de dos grados de libertad.
Concluimos que los antecedentes de la tarea 1.1 facilitaron la implementacion de la tarea 2.2
en el sentido de que no se reprodujeron los mismos obstaculos enfrentados en la primera
sesion. El contexto y las herramientas disponibles en el EDVI Brazo 2GDLE permitieron a
los estudiantes significar la suma de vectores como se pretendia, asi como la comprensién
del comportamiento del vector resultante. Ademas, se presentaron indicios del tema de
combinacidn lineal, mas de lo esperado, sin embargo, el desarrollo de dicha nocién requiere

una investigacion mas amplia.

Finalmente, hay que recalcar que, esta tarea sufridé diversas modificaciones después del
primer experimento de ensefianza, pero quedd pendiente la inclusion de una actividad de
aprendizaje que permitiera a los estudiantes calcular la magnitud y direccion del vector
resultante dentro del escenario figural, el cual carece de un sistema de coordenadas

geométricas al cual estdn muy acostumbrados los estudiantes.

Al inicio de la sesién 3, la investigadora solicit6 a los estudiantes descargaran y abrieran las

hojas de exploracién guiada de la Tarea 2.3. Asimismo, se pidio que abrieran nuevamente el
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EDVI Brazo 2GDLE vy dieran clic en la casilla de control denominada Método algebraico

(escenario B).

Nota: Al inicio del presente analisis sera notable la transcripcion de fragmentos Gnicamente del grupo 2, esto se debe a que

se perdio6 una parte de la videograbacidn de la ultima sesion con el grupo 1y, por lo tanto, para el anlisis de los resultados

del grupo 1, se consultaron Unicamente las hojas de exploracion guiada.

Aprendizaje real

Para iniciar la tarea 2.3, un estudiante se encargd de leer las instrucciones y
preguntas de las hojas de exploracion guiada y otro compartié pantalla y se
encarg6 de manipular el EDVI Brazo 2GDLE en GeoGebra. Al dar clic en la
casilla de control Método algebraico, desaparecio el registro figural y se ubico a
los vectores dentro de un sistema de coordenadas geométricas. La tarea inicio con
la exploracion del EDVI mediante la manipulacion de los deslizadores con los
cuales, generaron los vectores u y v en el plano. En su mayoria, los estudiantes
no tuvieron problema para identificar la representacion algebraica de los vectores,
ni para indicar el valor de su magnitud y direccion. Sin embargo, para el caso
particular del vector v, cuyo origen se encuentra en el extremo de u y cuyo
extremo se encontraba en las coordenadas (8,7), algunos estudiantes dieron como
respuesta las coordenadas del extremo del vector, lo cual sigue siendo muestra de
las dificultades con los vectores libres. Por ejemplo, Ricardo del grupo 2
inicialmente dijo “;8,7?” [10:22 (V.4.2)] e inmediatamente corrigio su respuesta
diciendo “no, no, jno!, seria 0,7 [10:31 (V.4.2)]. Posiblemente, Ricardo recordd
lo aprendido en la tarea 1.2, en cuyo caso seria una muestra de éxito sobre la
representacion algebraica de los vectores libres.

Posteriormente, al dar clic en la casilla de control Resultante, aparecio en el plano
un tercer vector denominado r, resultante de sumar los vectores u 'y v. Como era
de esperar, los estudiantes identificaron inmediatamente las coordenadas que
representaban a r 'y que la figura formada por u, v y r era un triangulo rectangulo.
No obstante, al crear los vectores u2 y v2, se formé en el plano un rectangulo
con dos lados de 8 unidades y dos lados de 7 unidades, curiosamente, a diferencia
de lo esperado, los estudiantes indicaron que se trataba de un cuadrado, lo cual no

es de sorprender ya que a simple vista la figura parecia un cuadrado. En particular,
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ningun estudiante del grupo 1, indic6 en sus hojas de exploracion guiada que la
figura formada por los vectores u, v, u2 y v2, no era un cuadrado sino un
rectangulo, esto significa que los estudiantes se habian enfocado Unicamente en
la parte geométrica. Lo mismo ocurri6 con el grupo 2, sin embargo, después de
una discusién grupal, los estudiantes llegaron a la conclusion de que la figura era

un rectangulo.

Ricardo [28:47 (V.4.2)]: Un cuadrado, jno!, es un rectangulo.
Eithan [28:52 (V.4.2)]: Si, es un cuadrado.

Investigadora [28:54 (V.4.2)]: ¢Por qué un cuadrado?

Jhon [28:56 (V.4.2)]: Es un rectangulo.

Investigadora [28:58 (V.4.2)] ¢Por qué un rectangulo?
Eithan [29:01 (V.4.2)]: jAh, cierto!

Jhon [29:02 (V.4.2)]: Porque uno de sus lados es mas grande que los otros.

Cabe destacar que, en ambos casos, la figura identificada fue un paralelogramo
por lo que, al cuestionar sobre el parentesco entre u y u2 y entre vy v2, de
acuerdo con lo anticipado en la THA, los estudiantes de ambos grupos llegaron a
la conclusion de que u es igual y paralelo a u2;y, v es igual y paralelo av2. Las

99 C6y

respuestas mas comunes fueron “idénticos”, “iguales” y “paralelos”.

Asimismo, los estudiantes lograron comprender la forma en que debian colocarse
dos 0 mas vectores para sumarlos mediante el método grafico. De modo que, las
respuestas de ambos grupos sobre la posicion de los vectores en su representacion
gréafica al sumarse, fue similar. Por ejemplo, especificamente para el caso en el
que el primer vector era v y el segundo vector era u en el grupo 1 la respuesta
mas comun fue “el vector u esta colocado en el extremo del vector v ”. Mientras
que, en el grupo 2, los estudiantes concordaron con la respuesta de Jhon, “el

origen del vector 2 va en el extremo del vector 17 [38:49 (V.4.2)].

Adicionalmente, en el grupo 2, se pidio a los estudiantes que usaran la herramienta

vector para trazar dos vectores que al sumarlos dieran el vector resultante r. Se
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esperaba que trazaran un vector paralelo a u y un vector paralelo a v, sin embargo,
Ricardo, quien en ese momento se encontraba manipulando el EDVI, sefial6 que
los vectores podian colocarse donde fuera, de modo que, trazd dos vectores
encima de r, el primer vector iba del origen de r a la mitad de r y el segundo iba
del extremo del primer vector trazado al extremo de r. Ricardo logré mas de lo
esperado y comprendié de forma correcta la suma gréafica de vectores, suponemos
que no presto atencidn a las coordenadas de los vectores y se enfocd Unicamente
en las flechas y, de hecho, ese era el objetivo, que los estudiantes se enfocaran
Unicamente en la representacion gréfica, dado que, la suma algebraica se veria en
el siguiente paso.

En general, los estudiantes lograron transitar de la representacion grafica de los
vectores a la algebraica, tal y como se habia hecho durante todas las sesiones.
Algunos mostraron problemas para obtener la pareja de nUmeros ordenados que
representaba a v, dado que, su origen se encontraba en el extremo de u, es decir,
fuera del origen del plano, lo cual sigue siendo un indicador de las dificultades
que tienen los estudiantes con los vectores libres. Asimismo, lograron identificar
con facilidad las componentes de los vectores y finalmente, no tuvieron
problemas para sumar coordenadas. Creemos que la calculadora para sumar
coordenadas, redujo el tiempo de respuesta de los estudiantes, ademas el EDVI
les ayud6 a comprobar sus resultados mediante la relacion de la representacion
gréfica con la algebraica. Asi, por ejemplo, al calcular la suma de dos vectores
mediante el método algebraico, los estudiantes pudieron comprobar si la flecha
correspondiente a r, era representada algebraicamente por la pareja de nimeros
ordenados que resultaba de sumarau + v.

En general, la mayoria de los estudiantes fueron capaces de razonar sobre la suma
gréficay algebraica de dos vectores. Prueba ello fue la respuesta de los estudiantes
a la pregunta ;Como se suman dos vectores en su representacion grafica? y
¢Como se suman dos vectores en su representacion algebraica? Algunas
respuestas de los estudiantes a la primera pregunta se enfocaron en los vectores
presentados en el EDVI como “el vector v esta colocado en la punta del vector u

es asi como se hace la suma”, El v esta colocado en el origen, mientras que el u
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esta colocado en la punta del v; de tal manera que se realiza la suma de vectores.
Otras respuestas fueron mas generales como “poniendo en el extremo de un vector
el origen de otro vector y la resultante iria del origen del primer vector al extremo
del segundo vector”, “uniendo los vectores de manera que coloquemos el origen
de uno de los vectores en el extremo del otro vector” y “el origen de la primera
flecha ser& el mismo origen de la resultante y el extremo sera el extremo de la
segunda flecha”. Por otra parte, las respuestas a la segunda pregunta hicieron
referencia a las coordenadas o componentes xyy de los vectores. Algunas
respuestas de los estudiantes fueron: “sumando las componentes x de cada vector
y tomando los componentes y de cada vector y sumandolos”, “sumando los
componentes de cada vector es decir los x y los y”, “utilizando las coordenadas
que componen a cada uno de los vectores”, “primero los componentes “x” de
cada vector y despues los componentes “y” de cada vector”, “las componentes X
de ambos vectores se suman y las componente Y se suman para dar origen a las
nuevas componentes del vector resultante” y “la suma de las componentes de cada

coordenada ((x1 + x2), (y1 + y2))”

A manera de resumen, la tarea 2.3 se desarroll6 dentro de un sistema de coordenadas
geométricas. EI acomodo de los vectores fue el mismo que como se habia observado en el
EDVI Brazo 2GDLE. Destacamos que, la tarea 2.3 requirié de la aplicacién del aprendizaje
adquirido en las tareas previas, dado que implicé el reconocimiento de los vectores en su
representacion grafica, el transito a la representacion algebraica tanto para vectores que
parten del origen como para vectores libres en el plano, el calculo de la magnitud y direccion
de los vectores, etc. De modo que, los estudiantes no tuvieron problemas en la compresién
de la suma de vectores y se considera que el método algebraico resulté mas facil para los
estudiantes, posiblemente porque estan bastante familiarizados con el registro geométrico.

Al final de la Gltima leccidn, la investigadora pregunto a los estudiantes ;Cémo definirias el
concepto de vector? Las respuestas de los estudiantes reflejan una compresion del concepto

de vector diferente a la que tenian inicialmente.
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Notamos que, después de la respuesta del primer estudiante o primera estudiante en definir
al vector en términos de las representaciones vistas a lo largo de toda la leccion, las siguientes
respuestas incluian ambas representaciones. Por ejemplo, en el grupo 1, la primera respuesta
fue de Angélica quien, en términos generales, definié al vector Unicamente en su
representacion grafica como una flecha con magnitud, direccion y sentido. Posteriormente,
Dali fue la primera en incluir en su respuesta la concepcion del vector no solo como flecha
sino también como un punto, cabe destacar que Dali no dio una respuesta a esta pregunta en
el pretest. De ahi en adelante, las respuestas hicieron referencia al vector como punto,
coordenadas o flechas. Particularmente, Hugo uso las frases “representar por una flecha” y
“representar con sus coordenadas”. Suponemos que el uso de las frases “representacion
algebraica” y “representacion grafica” durante la leccion quedaron grabadas en los
estudiantes.

Lo mismo sucedid en el grupo 2, la primera respuesta a la pregunta fue de Jhon quien defini6
al vector como una linea entre dos puntos. Posiblemente los puntos a los que hizo referencia
eran el origen y el extremo del vector. Posteriormente, Ricardo respondié usando las frases
“representacion grafica o algebraica”. Las respuestas siguientes, de Eithan y Omar incluian
tanto una definicion grafica del vector como una algebraica. Eithan fue el Gnico estudiante
quien definio al vector como un conjunto de nimeros ordenados, 1o que indica que llegé a
una generalizacion algebraica del vector. En la Tabla 6.9 se muestra la comparacion entre la

respuesta dada por algunos estudiantes en el Pretest y en la etapa final de las actividades.

TABLA 6. 9. Comparacidn entre concepcion inicial y final de los estudiantes sobre el concepto de vector.

Estudiante Definicion dada en el Definicion dada después de la implementacion
Pretest. de las actividades.
Angélica “Una flecha” “Como una flecha que se puede representar en

el plano cartesiano la cual tienen una magnitud

y una direccion” [22:30 (V.5.1)].
Dali “Un segmento de recta ‘“Puede ser un punto o flecha en cualquier
dirigido que consta de espacio del plano con un sentido, una magnitud

magnitud y direccion”. eh pues que lo componen” [22:59 (V.5.1)].
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Grupo 1

Grupo 2

Kylie

Hugo

Jhon

Ricardo

Eithan

Omar

Sin respuesta

“Representacion de una
ecuacion lineal que puede
ser gréafica o en forma de un
arreglo de nimeros como
un renglén o columna de

una matriz”.

“Linea con magnitud,

direccion y sentido”.

“Una linea recta que
representa una escala en

uno de sus sentidos”.

“Una flecha que tiene
magnitud, direccion y

sentido”.

“Una flecha con magnitud,

direccion y sentido”.

“Un punto en plano cartesiano o flecha que
tienen una magnitud y una direccién” [23:17
(V.5.1)].

“Se puede representar por una flecha en el plano
y que tienen pues sus propiedades que son la

y que
algebraicamente pues lo podemos representar

magnitud, direccion y sentido
con sus coordenadas y ya sea con las

coordenadas o  graficamente  podemos
representar la suma o la resta de vectores”
[23:39 (V.5.1)].

“Puede ser la linea entre dos puntos con una
direccion...lineca entre dos puntos con
magnitud, direccion y sentido” [01:14:24
(V.4.2)].

“Puede ser una representacion grafica o
algebraica que en su manera gréfica tienen
magnitud, direccién y sentido y en su manera
algebraica tiene son coordenadas que
representan precisamente la parte grafica”
[01:18:57 (V.4.2)].

“Graficamente es una flecha que tiene
magnitud, direccion y sentido, pero también
puede ser un conjunto de nimeros ordenados
expresados [01:19:32

(V.4.2)].

algebraicamente”

“Graficamente es una flecha que tiene un origen
y cuenta con magnitud, direccién y sentido y
algebraicamente es este pues un conjunto de
coordenadas” [01:19:47 (V.4.2)].
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Capitulo 7. Conclusiones

En el presente capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion desarrollada.
Inicialmente en la seccion 7.1 se discute sobre la primera pregunta de investigacion.
Posteriormente en la seccion 7.2 se da respuesta a la segunda pregunta de investigacion. Y

finalmente, en la seccién 7.3 se exponen las conclusiones en torno a los resultados obtenidos.

7.1 Sobre la primera pregunta de investigacion

En el presente escrito se reportd una investigacion de disefio cuyo objetivo fue disefiar y
desarrollar actividades de instruccion para promover la comprension del concepto de vector
en un primer curso de algebra lineal y ayudar en el transito de la definicion elemental a la
formal. En primer término, detectamos que, desde los cursos de fisica en la educacion
elemental hasta los cursos de algebra lineal en la educacion superior, uno de los conceptos
matematicos complejo para su ensefianza y aprendizaje, es el concepto de vector por la
diversidad de representaciones con las que se define y adquiere en cada nivel educativo.
Como una alternativa de solucion disefilamos e instrumentamos estrategias y materiales de
ensefianza/aprendizaje bajo el marco didactico C&P (Cuevas & Pluvinage, 2003); via la
tecnologia digital organizadas en una Trayectoria Hipotética de Aprendizaje. Todo este
proceso permitié construir el diagrama de una teoria de intervenciones educativas replicable
no solo con el concepto de vector de la forma que aqui se ha abordado, sino también con
diferentes conceptos matematicos complejos. Esta teoria de intervenciones educativas
consiste en un proceso iterativo que comienza con la eleccion de un concepto matematico
complejo, a partir del cual, se realiza un andlisis matematico y cognitivo que da paso al disefio
y desarrollo de actividades de instruccion bajo un marco didactico. La etapa final consiste
en una evaluacion de las actividades de instruccidn para probar su validez y cuyo anélisis de
datos permite definir si estas deben ampliarse, mejorarse o si se termina el proceso. A grandes

rasgos, el modelo de la teoria de intervenciones educativas se ilustra en la Figura 7.1.
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Figura 7. 1. Modelo de teorfa de intervenciones educativas (figura tomada de nuestro grupo de investigacion Mathedu).

La instrumentacion de la teoria de intervenciones educativas fue determinante para lograr un
cambio conceptual en los estudiantes como se observd en los resultados presentados en el
capitulo anterior. En particular, las tareas disefiadas bajo el marco didactico C&P (Cuevas &
Pluvinage, 2003) en Trayectorias Hipotéticas de Aprendizaje, permitieron a los estudiantes
ampliar la nocién grafica del vector y comprender el comportamiento de las operaciones de
suma de vectores y multiplicacion por un escalar mediante el uso de sus conocimientos

previos. Por consecuente, respecto a la primera pregunta de investigacion:

¢ Como disefiar tareas para establecer un cambio conceptual en los estudiantes a partir de

las ideas o conocimientos previos del concepto de vector?

Atendemos al llamado de Watson & Ohtani (2015) sobre el hecho de que normalmente se
pone el énfasis en el “producto” sin presentar el proceso de disefio y, aportamos una primer
estructura que describe el proceso de disefio de tareas que fomentan el uso de los
conocimientos previos para promover la comprensién de un concepto matematico complejo
con inclusién de la tecnologia digital bajo el marco didactico C&P (Cuevas & Pluvinage,
2003). Esta estructura, al igual que la teoria de intervenciones educativas, consiste en un ciclo

iterativo de cinco pasos ilustrados en la Figura 7.2, los cuales se explican a continuacion:
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7. 1. Proceso de disefio de tareas en base a la diddctica C&P.

1. Descomposicion en operaciones parciales. El disefio de tareas inicia con una
descomposicién del concepto elegido, la cual como se ha mencionado previamente
permite obtener los conceptos previos necesarios para llegar al concepto de interés. Esta
descomposicion genética se puede disefiar en forma de diagrama ligando los conceptos
identificados. A partir de ello, se sugiere disefiar un pretest con una serie de ejercicios o
problemas para evaluar los conocimientos previos de los estudiantes.

2. Eleccion de un problema en contexto. Tomando en cuenta el analisis matematico y
cognitivo, asi como la descomposicidn genética, se elige un problema en contexto del que
emerja el concepto matematico elegido.

3. Construccion de Escenarios Didacticos Virtuales Interactivos (EDVI). Implica la
eleccion del software o tecnologia digital para desarrollar el entorno de aprendizaje
digital, el cual, debe partir del contexto seleccionado y estar orientado hacia los objetivos
de aprendizaje destinados a la tarea.

4. Disefo y desarrollo de hojas de exploracion guiada. Las hojas de exploracion guiada
deben contener instrucciones para el manejo de los EDVI asi como una serie de
problemas dosificados con ejercicios de operacion inversa que promuevan la articulacion

de las diferentes representaciones que definen al objeto matematico, esto con el objetivo
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de guiar al estudiante en la construccion del concepto de interés. Cabe destacar que, la
construccion de los EDVI y las hojas de exploracion guiada estn en constante relacion.
Los EDVI se disefian y construyen de acuerdo con los objetivos de aprendizaje y las
actividades de aprendizaje a desarrollar con ayuda de las hojas de exploracion guiada.
Asimismo, los problemas incluidos en las hojas de exploracion guiada deben disefiarse
tomando como referencia los EDVI ya disefiados y a su vez, el proceso de disefio de las
hojas de exploracion guiada puede ocasionar cambios en los EDVI.

5. Estudio piloto. Consisten en una evaluacion de las tareas disefiadas para realizar

modificaciones o0 mejoras a los EDVI y hojas de exploracion guiada de ser requerido.

En términos del presente trabajo de investigacion, a manera de resumen esto es: identificamos
un concepto matematico complejo, cuya complejidad se avala con diversos reportes
internacionales; hicimos una revisién de la literatura y analizamos diversas propuestas
cognitivas; realizamos una descomposicion genética (Figura 4.1) del concepto de vector la
cual, dio origen al test de conocimientos (seccién 4.1.2); disefiamos dos actividades de
instruccion o materiales de ensefianza/aprendizaje con un total de cinco tareas aplicando los
principios del marco didactico C&P e investigamos la validez de una Trayectoria Hipotética
de Aprendizaje. Asi, seleccionamos como contexto de partida un problema de brazo robético
de uno y dos grados de libertad encargado de presionar los botones que activan o desactivan
los procesos automatizados de una casa. Esto nos llevé al desarrollo de hojas de exploracion
guiada, asi como a la creacion de tres micromundos a los que denominamos EDVI
BrazolGDLE, EDVI Coordenadas y EDVI Brazo2GDLE los cuales, se modificaron después

de un estudio piloto y posteriormente, se implementaron en contextos escolares naturalistas.

7.2 Sobre la segunda pregunta de investigacion

¢Cémo un entorno de aprendizaje puede promover la comprension, ampliar y significar la

nocion de vector?

199



A partir de la evaluacién de las actividades de instruccion, consideramos que las siguientes

caracteristicas del entorno de aprendizaje permitieron promover la comprension del concepto

de vector, asi como significar y ampliar la nocion de vector que tenian los estudiantes:

El uso de la tecnologia digital, en particular de un DGE para el disefio de los EDVI
permitio visualizar diferentes representaciones del vector. Asimismo, posibilit6 el uso de
la geometria para comprender el comportamiento del vector y sus operaciones de
multiplicacion por un escalar y suma de vectores en R2.

La visualizacién de un registro figural que parte del contexto seleccionado ayudé a los
estudiantes a significar el concepto de vector mediante el ejemplo de robética. En algunos
casos origino los indicios para concebir al vector como un punto en el plano.

La visualizacidn de dos registros de manera simultanea en los EDVI, ya fuera un registro
figural y un registro gréafico o un registro gréafico y un registro algebraico, ayudé a los
estudiantes a validar sus resultados y a dar sentido a lo aprendido.

La inclusion de ejercicios que fomentan el uso de los conocimientos previos permitio a
los estudiantes ser participes en la construccién de su propio conocimiento, por ejemplo,
el uso de conocimientos previos sobre la trigonometria del tridngulo rectangulo para
deducir las formulas de la magnitud y direccion de un vector que parte del origen.

El manejo de los EDVI acompafiados de la implementacion de operaciones inversas
permitio a los estudiantes realizar procesos de conversion y tratamiento y, por ende, usar
diferentes representaciones del vector de manera simultanea y articulada.

Las entrevistas, discusion grupal y comentarios de los estudiantes que llegaron al
concepto de manera anticipada apoyaron el analisis, reflexion y compresion de los demas
comparieros.

La trayectoria de disefio que consistio en iniciar con un registro figural, transitar a un
registro geométrico y terminar en un registro algebraico junto con la secuencia disefiada
basada en los principios del marco didactico C&P, ayudd a los estudiantes a ampliar su
nocion fisica de vector y aplicar los conocimientos aprendidos en cada leccién en tareas

posteriores.
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7.3 Conclusiones

El trabajo de investigacion que se ha reportado en este escrito consistié en una investigacion
de disefio de estudios de desarrollo y validacion. A grandes rasgos, disefiamos y aplicamos
cinco tareas para introducir el concepto de vector y sus operaciones basicas en R? como una

graduacion para llegar a su definicion abstracta vista en un curso de algebra lineal.

El anélisis de los datos a priori confirmé que la nocién de vector que predomina en
estudiantes universitarios es la nocion geométrica asociada directamente a la concepcion de
vector vista en los cursos de fisica tal y como se ha reportado en investigaciones previas. En
este sentido, las tareas disefiadas resultaron efectivas para ampliar y significar la nocién de
vector que tenian los estudiantes, asi como para promover la comprension de las operaciones
basicas de los vectores pues, el analisis a posteriori mostrd un cambio conceptual en los
estudiantes quienes lograron apropiarse del concepto de vector graficamente como un
segmento de recta dirigido o flecha, con magnitud, direccién y sentido, y algebraicamente
como un punto en el plano o pareja de nimeros reales ordenados de la forma (x, y). Ademas
de que lograron comprender el comportamiento de la suma de vectores y multiplicacion de

un vector por un escalar de forma gréfica y algebraica.

Destacamos que, la efectividad de las tareas es resultado del conjunto de elementos que
influyeron en su disefio y evaluacion. En primer lugar, la Investigacién Basada en el Disefio
(IBD) usada como metodologia de investigacion proporcioné la guia para el disefio y
desarrollo de materiales innovadores para el aula fundamentados con evidencia cientifica.
Asi, el andlisis de la literatura permitié construir una THA tomando como referencia el
acercamiento a la ensefianza del concepto de vector en los diferentes niveles educativos y las
dificultades identificadas sobre su aprendizaje. Precisamente, durante la implementacion de
las actividades observamos dificultades con la compresién de los vectores libres ya
reportadas en investigaciones previas. Recordemos que este trabajo de investigacion no tenia
por objetivo promover la comprension de los vectores libres, sin embargo, incluimos en la
THA una actividad de aprendizaje para abordar rapidamente este tema. Al respecto podemos
decir que, la introduccion de los vectores libres requiere de una mayor atencion, y por ende

de actividades disefiadas especificamente para promover su comprension ya que, resulta
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dificil para los estudiantes comprender que dos vectores con distintas ubicaciones en el plano
pueden representarse por la misma pareja de nimeros ordenados siempre y cuando conserven

las mismas propiedades.

Asimismo, el disefio de una THA resulté de gran ayuda en cada etapa de la investigacion.
Primordialmente, se reconocio la necesidad de tener un registro sobre el aprendizaje esperado
de los estudiantes, ya que permite saber en qué centrarse durante y posterior a la
implementacion de las actividades para realizar modificaciones que de forma escalonada

conduzcan al éxito de los objetivos de aprendizaje planteados.

Por otra parte, la aplicacion de los principios del marco didactico C&P en el disefio de tareas
permitio implementar un método de ensefianza no tradicional fomentando la participacién de
los estudiantes en la construccion de un conocimiento propio y significativo. En particular,
los resultados obtenidos respaldan la importancia de incluir dos principios del marco
didactico C&P en el disefio de tareas que buscan promover la compresion de un concepto
matematico del algebra lineal u otra rama de las matematicas, independientemente de la
didactica seleccionada; el primero es la necesidad de realizar previo al disefio, una
descomposicion genética del concepto matematico para que las tareas disefiadas incluyan
problemas dosificados que permitan establecer una conexién con los conocimientos previos;
y el segundo, es dotar las actividades de un contexto real que permita a los estudiantes dar

un significado y aplicacion al concepto matematico.

Respecto a la inclusion de herramientas digitales en el disefio de tareas, se identifico que el
entorno digital sirvi6 como un medio de validacion de resultados que permitio la
visualizacion y articulacion de diferentes representaciones del vector, por lo que puede
considerarse como un medio que ayudd a promover el aprendizaje esperado. De ahi que para
algunos estudiantes la parte algebraica de sentido a la parte geométrica. Sin embargo, hay
que aclarar que la geometria debe usarse con cuidado pues los estudiantes tienden a significar

los conceptos matematicos mediante lo visual.

202



Capitulo 8. Trabajo futuro

Construccion de una teoria de instruccion local en términos de una THA.

Si bien es cierto que la construccion de una THA puede ser considerada como la
concretizacion de una teoria de instruccion, la THA propuesta en el presente trabajo
de investigacion aun tiene espacio para mejoras. Por ello, como trabajo a futuro se
sugiere realizar un redisefio con base en una revision minuciosa de las hojas de
exploracion guiada y EDVI presentados, asi como su réplica para estudiar su
funcionamiento en diferentes contextos.

Disefio de actividades para introducir el producto punto, producto cruz. Hasta ahora,
el estudio realizado permitié disefiar actividades para introducir el concepto de vector
y las operaciones de suma de vectores y multiplicacion de un vector en un primer
curso de algebra lineal. Sin embargo, la revision de los libros de texto de algebra
lineal indica que la introduccion usual del concepto de vector en la educacion
superior, incluye una introduccion a las operaciones de producto punto y producto
cruz de vectores. En este sentido, se sugiere realizar un estudio sobre las nociones
previas requeridas para comprender las operaciones de producto punto y producto
cruzy analizar su incorporacion en la THA. Cabe destacar que, siguiendo la estructura
de disefio de tareas propuesta como resultado de la pregunta de investigacion, el
trabajo a futuro implica el disefio de EDVI y hojas de exploracién guiada.

Disefio de actividades para introducir la definicién abstracta del vector.

Si bien es cierto que la propuesta presentada busca facilitar la transicion del concepto
de vector visto en la educacion elemental al visto en la educacion superior, la
introduccion del concepto de vector y sus operaciones se limité a R? por lo que, la
propuesta presentada dista mucho de introducir el concepto de vector en su forma
abstracta, es decir, como un elemento de un espacio vectorial. Por ello, una de las
sugerencias a futuro es disefiar y probar una THA para introducir la nocién abstracta
de vector. En este sentido, se sugiere trabajar con el concepto de vector y sus
operaciones geométricamente en R3 hasta llegar a su generalizacion algebraica en
R™.
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Anexo A. Programa de estudio fisica nivel medio superior
Programa de estudio de la asignatura Fisica en el Instituto Politécnico Nacional (IPN)y la

Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM)®.

Secretaria Académica
Direccion de Educacion Media Superior

Instituto Politécnico Nacional

L Técnica al Servicio de la Patria’

Carrera: TODAS LAS DE LA RAMA DE INGENIERIA Y CIENCIAS FISICO- MATEMATICAS
ESTRUCTURA DIDACTICA

Unidad de Api

O

rendizaje: FISICA |

UNIDAD 11

DEL

AMA: ALGEBRA VECTORIAL

COMPETENCIA PARTICULAR: Aplica propiedades algebraicas de los vectores en la solucién de problemas en situaciones académicas.

RESULTADO DE APRENDIZAJE PROPUESTO (RAP) No. 1 Describe las diferentes cantidades Fisicas estableciendo su importancia en
situaciones académicas.

TIEMPO ESTIMADO PARA OBTENER EL RAP: 3hrs

ACTIVIDADES SUSTANTIVAS CRITERIOS DE
AMBIENTE DE iiervrhyed EVALUACION
oE = frromrelllos APRENDIZAJE AT MATERIALES Y RECURSOS
APRENDIZAJE DE APRENDIZAJE DE ENSENANZA DIDACTICOS
Analiza la importancia de las Relaciona el contexto del Aula Presenta ejemplos Las diferencias
i iales y i sobre caracteristicas |entre magnitudes
CONGEPTUML: escalares. magnitudes escalares y Fuera del de magnitudes escalares y Proyector de acetatos.
vectoriales. aula escalares y vectoriales se
e Conceptualiza y representa las para con c "
R diferencias entre magnitudes | Induce al estudio y aplicacién describir las precision.
CARACTERISTICAS, | escalares y vectoriales. de magnitudes escalares y diferentes cantidades e ot PO D
vectoriales Fisicas. Identifica las ideas
clave.
Explica las caracteristicas de Plagouiives:
ACTITUOMAL las magnitudes escalares y Expresaideasy |\
-SE EXPRESA Y vectoriales. conceptos mediante | V14€0S-
COMUNICA

representaciones
matemticas y/o
graficas.

Foros de discusion.

Instituto Politécnico Nacional

La Técnica al Servicio de la Patria’

Carrera: TODAS LAS DE LA RAMA DE INGENIERIA Y CIENCIAS FISICO- MATEMATICAS

ESTRUCTURA DIDACTICA

Direccion de Educacion Media Superior

Unidad de Ap!

Secretaria Académica

¢

rendizaje: FISICA |

UNIDAD II DEL PROGRAMA: ALGEBRA VECTORIAL
COMPETENCIA PARTICULAR: Aplica propiedades algebraicas de los vectores en la solucién de problemas en situaciones académicas.
RESULTADO DE APRENDIZAJE PROPUESTO (RAP) No. 2 Desarrolla las operaciones a diferentes sistemas de vectores grafica y analiticamente valorando
su importancia en la ciencia y la tecnologia.
TIEMPO ESTIMADO PARA OBTENER EL RAP: 7 hrs
ACTIVIDADES SUSTANTIVAS
AMBIENTE DE EVIDENCIAE EVALUACION.
CONTENIDOS DE E APRENDIZAJE FORMATIVA MATERIALES Y RECURSOS
APRENDIZAJE DE APRENDIZAJE DE ENSERANZA DIDACTICOS
ORI Expone las propiedades de Aula Desarrolla La suma de vectores | Proyector de acetatos.
PROPIEDADES DE LOS C 1osp:ocmmspy s’i’s(emas de problematica sobre [ graficay &
los vectores. vectores ejemplificando los | Fuera del algebra vectorial en | analiticamente se Computadora y cafén.
elndet vectores libres y principio de | aula situaciones resiiza con precisién.
SISTEMAS DE VECTORES. L?"rm:: ;I:;'::rms que le | transmisibilidad. ::::::‘;::s para Los diferentes Presentaciones en Power Point.
sistemas de vectores
i de forma grafica propiedades se interpretan Diapositivas.
los diferentes sistemas de algebraicas de los | objetivamente.
SUMADE VECTORESPOR | Resuelve problemas de vectores. vectores.
METODOS GRAFICOS Y Los roductcs de Videos.
cada una de las pre
ANALITICOS. i de vectores se realizan
ey, para diferentes sistemas de | suma de vectores gréfica y on precilon Foros'de decusicn.
PROCEDIMENTAL: vectores. analiticamente. Expresa ideas y
conceptos mediante
VECTORES UNITARIOS, Ejemplifica los vectores representaciones
PRODUCTO: DE UN unitarios y los productos gréficas y
ESCALAR POR UN VECTOR, vectoriales. matematicas.
PRODUK ESCALAR Y
VECTORIAL DE VECTORES. Desarrolla
i procedimientos de
VECTORES. Plantea problematica sobre manera reflexiva.
A el algebra vectorial,
considerando algunas Aporta ideas pera la
PIENSA CRITICA Y situaciones académicas. solucion de un
REFLEXIVAMENTE obers o ik
-TRABAJA EN FORMA e oaupo
COLABORATIVA ooh ackud
constructiva.
ECRETARIA DE EDUCACION PUBLICA
INSTITUTO  POLITECNICO NACIONA!

15 0s programas de estudios de fisica IPN y la UNAM, nivel medio superior se pueden consultar en:

https://www.mexterior.sep.gob.mx/sisedMEX.html

http://www.dgire.unam.mx/contenido/normatividad/enp/prog_indicativos/40/1401.pdf
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Instituto Politécnico Nacional

La Técnica al Servicio de la Patria

Carrera: TODAS LAS DE LA RAMA DE INGENIERIA Y CIENCIAS FISICO- MATEMATICAS

Secretaria Académica
Direccion de Educacion Media Superior

Unidad de Aprendizaje: FISICA |

®

REFERENCIAS DOCUMENTALES
. TIPO DATOS DEL DOCUMENTO CLASIFICACION
Mo TIULODELBOCUMENTO Libro | Antologia OHro (especitque) AUTOR (ES) EDITORIAL Y ANO BASICO | CONSULTA
1 Fundamentos de Fisica " FRANK J. BLATT Prentice Hall, X
2 Fisica General i Héctor Pérez Montiel Publicaciones X
Cultural, 2003
3 | Fundamentos de Fisica x Serway - Faughn Thomson 2004 X
4 | Fisica General X Frederick J. Bueche Mc Graw Hill,
2001 X
5 Fisica Universitaria X Sears Zemansky Addison Wesley, X
6 | Fisica Conceptual X Paul G. Hewitt Pearson, 1999 X
7 | Fisica x Wilson -Buffa Prentice Hall, X
2003
8 | Fisica General x Antonio Maximo de Alvarenga Oxford University
Press, 1998
9 | Fisica Conceptos y X Tippens Mc Graw-Hill,
Aplicaciones 2007
10 | Fisica Vol. | > ¢ Halliday Resnick CECSA, 2004
11 | Fisica X Giancoli Prentice Hall,
2006
12 | Fisica para la ciencia y X Paul A. Tipler Reverte
t logia vol. | 1999

SECRETARIA DE EDUCACION PUBLICA

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

COLEGIO DE: FiSICA

ESCUELA NACIONAL PREPARATORIA

1. DATOS DE IDENTIFICACION

PROGRAMA DE ESTUDIOS DE LA ASIGNATURA DE: FISICA 111

CLAVE:

1401

ANO ESCOLAR EN QUE SE IMPARTE: CUARTO

CATEGORIA DE LA ASIGNATURA: OBLIGATORIA
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a) Segunda Unidad: Interacciones mecanicas. Fuerza y movimiento.

b) Propésitos:
Que el alumno construya modelos cualitativos de la mecanica newtoniana y los aplique en el analisis y descripcion de algunos movimientos en su entorno,

ademas de construir y manejar modelos cualitativos para la presion en los fluidos.
Conceptos fisicos claves de la unidad: fuerza, masa, presion, velocidad media, cambio de velocidad, longitud, tiempo.

HORAS CONTENIDO + DESCRIPCION DEL CONTENIDO ESTRATEGIAS DIDACTICAS BIBLIOGRAFIA
(actividades de aprendizaje)
36 2.1 Interacciones. -Comprender que las fuerzas surgen de la -Experimentar con interacciones de distintos tipos Basica:
Tercera Ley de Newton. interaccion entre dos cuerpos, donde cada (fuerzas a distancia y de contacto) y mostrar que la 1,3,4,6.

uno ejerce una accion sobre el otro, y que
estas fuerzas reciprocas tienen la misma
direccion y sentidos opuestos.

accion de un cuerpo sobre el otro conlleva la accion
del otro sobre el primero.

-.Verificar que si la interaccion entre los cuerpos
cesa, las fuerzas desaparecen.

-Hacer diagramas que ilustren la interaccion y
representar  las  fuerzas mediante segmentos
dirigidos, con el origen del segmento en el cuerpo
sobre el que actua la fuerza.

?'2 - ;‘I’"“p“’, td° -Comprender que el concepto de fuerza se _Discutir grupalmente la imposibilidad de que un
uea: CArdcler refiere a la accion de un cuerpo sobre otro. cuerpo "lleve" o mantenga una fuerza aislada.
vectorial de 1l :ucrza. -Identificar las deformaciones de 1os _Analizar situaciones experi les simples en
Equilibrio  de  fuerzas i
S S CIICLPOSHCOMmO) Ui efecto de las fuerzas gonde un cuerpo, en reposo o en movimiento, esté

cjercidas sobre ellos. _ sujeto a diferentes interacciones, para identificar las
bl -Reconocer la existencia de una relacion fyerzqs que actian sobre el cuerpo.

¢) Bibliografia:
1. Alvarenga, B. y Maximo A. Fisica general. México, Harla, 1985.

2. Bravo, Silvia, /Es usted aristotélico? Cuaderno de Geofisica, México, UNAM, 1985.
3. Cetto A. M. etal., El mundo de la Fisica. México, Trillas, 1984, (Vol. 1).

4. Hewitt Paul G., Fisica conceptual. México, Addison-Wesley Iberoamericana, 1995
5. Maxwell, J.C., Materia y movimiento. México, Serie: Ciencia y Técnica IPN, 1987.
6. Tippens, Paul, Fisica. Conceptos y aplicaciones. México, McGraw-Hill, 1983.

7. Felix, A., Oyarzibal, y Velasco, M., Lecciones de Fisica. México, Continental, 1990.

directa entre la fuerza aplicada a un
cuerpo y la deformacion producida en él.
-Comparar y medir fuerzas a partir de las
deformaciones  sufridas por un cuerpo
elastico calibrado.

-Reconocer las caracteristicas vectoriales
de las fuerzas.

-Inferir la ley del paralelogramo para la
suma de fuerzas.

-Construir un abanico de fuerzas en grupos de 2 6 3
alumnos.

-Instrumentar la secuencia didactica experimental
con el abanico de fuerzas: usando ligas iguales con
¢l mismo estiramiento, se consigue equilibrar dos o
tres fuerzas concurrentes, se infiere la regla para
sumar fuerzas, se identifican la resultante y la
cquilibrante de un sistema y se efecttian predicciones
para confrontarlas con el experimento.
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Anexo B. Encuesta General

Seccidn 1. Informacidn general

La informacion recabada en esta encuesta es de caracter confidencial y sera usada exclusivamente
con fines académicos, por lo que es opcional si deseas proporcionar tu nombre, ya que este no
aparecera en los futuros reportes a desarrollar.

*Dar clic en enviar al finalizar.

*Qbligatorio

Direccidn de correo electronico”

Nombre completo (Opcional)

Nombre que te gustaria tener”

Edad

Sexo
o Femenino
o Masculino

Nombre de la escuela en la que estudias

Nombre de la carrera que estudias

Semestre que cursas actualmente”

Seccidn 2. Sobre tu curso de &lgebra lineal

¢Es la primera vez que tomas el curso de algebra lineal? "
o Si
o No

¢Cuadles de los siguientes temas ya fueron introducidos en tu clase de algebra lineal?
O Sistemas de Ecuaciones Lineales

O Matrices
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o o O

O

Determinantes
Combinacioén Lineal
Espacios vectoriales

Transformaciones Lineales

¢Usas alguno de los siguientes libros de algebra lineal como material de apoyo? ¢ Cuéal?

O

O 0o 0o O

O

Introduccién al algebra lineal (Howard Anton)

Algebra lineal (Grossman Stanley & Flores José Job)
Algebra lineal y sus aplicaciones (Lay David)

Algebra lineal. Una introduccién moderna (Poole David)
Algebra lineal y sus aplicaciones (Strang Gilbert)

Otros:

¢Cuadl de los siguientes métodos usa tu profesor para impartir su clase?

(|
(|
(|
O

Presentando definiciones, teoremas y formulas

Mediante resolucién de ejercicios

Dando ejemplos o aplicaciones de los conceptos ensefiados
Otros:

¢ Qué herramientas utiliza tu profesor para impartir su clase?

O

O 0o oo oo d

Plumones
Pizarrén
Computadoras
Tabletas
Celulares
Calculadoras
Hojas

Otros:

Seccidn 3. Sobre el uso de la tecnologia

¢Qué tan frecuente usan herramientas tecnoldgicas como herramientas de apoyo en la clase?

O

O

O

Mas de dos veces a la semana
Una vez a la semana

Una vez al mes

Nunca

Otros:
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¢Has usado alguno de los siguientes softwares? Marca cuales.
O Matlab
O Hojas de calculo de Excel
O WolframAlpha
O GeoGebra
0O Otros:

Da un ejemplo del uso que le has dado a los softwares seleccionados en la pregunta anterior

Tu profesor de algebra lineal ¢ha usado alguno de los siguientes softwares al impartir su clase? Marca
cuales.
O Matlab
Hojas de célculo de Excel
WolframAlpha
GeoGebra
Otros:

(0 R N N
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Anexo C. Test de Conocimientos

Conocimientos previos

Este no es un examen o evaluacidn, es tan solo una informacion para adecuar los materiales a
ensefiar en la proxima parte del curso. No tiene calificacion y no afecta la calificacion del curso.

*Dar clic en enviar al finalizar

Direccidn de correo electrénico”

Correo electrénico (el mismo gue pusiste en la encuesta general)

1.1 ;Cudl de las siguientes figuras tiene sus vértices en los puntos (—1,4), (3,2), (1,—1),(—4,—-5)?
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Observa la imagen

D

A
@ 3
2
1
-5 -4 -3 -2 -1 0
-1
)
-3
B
@ -4

1.2 ¢En qué cuadrante se encuentra ubicado el punto A?

1.3 ¢En qué cuadrante se encuentra ubicado el punto C?

Observa la imagen

1.4 ;Que valor tiene el lado c¢? Explica el procedimiento utilizado.

1.5 ;Cuanto mide el angulo 6? Explica el procedimiento utilizado
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Observa la imagen

-4 -3 -2 i 1 2 3

1.6 Si p=45°, ;cudl es el valor de 6?7 Explica tu respuesta.

Observa la imagen

1.7 ¢Cuadl es el valor de la diagonal del cuadrado de la imagen anterior? Explica el procedimiento

utilizado.
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Pretest. Sobre el vector

2.1 ;Coémo defines a un vector?

Observa la siguiente imagen
2:1 = 33: + Xz

a) c) L] e) (—6\1 +4x; + 623) a)
4x3 + 4x; — 2x5

f) h)

b) (3,3) d)

[ T S o

2.2 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué incisos cumplen con tu definicion de vector?
O a

O 0O o oo d
o o oT

e

f

g
O h

2.3 ¢ Que entiendes por magnitud de un vector?

Observa los siguientes vectores

a) b) A c) d) e) f) a)

2.4 ;Qué vectores tienen la misma magnitud que el vector u?
O a
O b
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O o o o

O

2.5 ¢ Qué entiendes por direccién de un vector?

o O

g

Observa los siguientes vectores

a)

b)

<)

d)

e)

a)

h)

/

/

/

2.6 ¢Qué vectores tienen la misma direccion que el vector u?

O

o o oo o o

O

a

b
c
d
e
f
9
h

Observa la siguiente imagen

a)

b)

<)

d)

e)

/
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2.7 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué vector representa el vector suma u+v?

a
a
a
a
a

Explica tu respuesta

e

2.8 Si tenemos el vectora = (2,—4,1)yelvectorb = (3,5,2), ccuél es el valor del vector

sumaa + b?

Observa la siguiente imagen

./

2.9 De acuerdo con la imagen anterior, ¢qué vector representa el vector resta u — v?

O

I R N N

a
b
c
d

e

2.10 Si v=(3,3,-1). Realiza la siguiente operacion: r = 4v

223



Anexo D. Protocolo de construccion Brazo Robédtico

Los protocolos de construccion mostrados a continuacion, indican como construir un brazo
robdtico de uno y dos grados de libertad en GeoGebra Clésico 6, méas no indican como crear
los EDVI Brazo 1GDLE y Brazo 2GDLE.

= Nombre Descripcidn Valor

1 Punto A Interseccidn de EjeX, EjeY A = (0, O)

2 Mdamero L L=4.6

3 Circunferencia Circunf:erencia concentre 2 yvi=21.16
c Ay radio L

4 Punto B Interseccién de c, EjeX B = (4.6, 0)

s Angulo R R =15~

6 Punto B’ B rotado por el angulo R B'=(4.44, 1.19)

- Circunferencia Circunferencia con centro d: (x - 4.44)2 + (y -
d B' y radic 0.4 1.19)2 = 0.16

P Elrcunferenna il;c:an;s:r?;-jla con centro e:x® +y2 = 0.16

9 Punto C Interseccion de e, EjeY C = (0, 0.4)

10 Punto D Interseccion de e, EjeY D = (0, -0.4)

11 Segmento f Segmento [C, D] f=0.8

C'=(-0.1, 0.39)
D' = (0.1, -0.39)
E=(4.32, 1.57)

12 Punto C'
13 Punto D'
14 Punto E

C rotado por el angulo R
D rotado por el angulo R

Interseccidon de ¢, d

1s Segmento g Segmento [C', E] g =4.58

16 Punto F Interseccion de c, d F=(4.53, 0.8)

17 Segmento h Segmento [D’, F] h=4.58

18 Vector u Vector(A, B") u=(4.44, 1.19)
19 Punto G Punto sobre h G = (4.08, 0.68)
20 Punto H Punto sobre g H=(3.86, 1.45)
21 z:‘i;ig::f Poligono C', D', G, B', H poligonol = 3.48
21 Segmento c' Segmento [C', D'] c' =08

21 Segmento d' Segmento [D', G] d' =412

21 Segmento g Segmento [G, B'] g1 =10.63

21 Segmento b’ Segmento [B', H] b' = O.64

21 Segmento h;  Segmento [H, C'] hy =4.1

22 Punto | Punto sobre e | = (-0.4,0.01)
23 Punto J Punto sobre e 1 =[0.4,0)

24 Punto K K =(0.39, -0.48)
25 Punto Ly L, = {-0.39, -0.48)
26 f'l"adr"étem Poligomo I, J, K, Ly cl=0.38

26 Segmento i Segmento [I, J] i=0.8

26 Segmento j Segmento [J, K] j=0.48

26 Segmento k Segmento [K, L4] k=0.77

26 Segmento | Segmento [Ly, 1] | =0.49

27 Punto M M = (-0.52, -0.48)
28 Punto N M =(-0.52, -0.96)
29 Punto O O = (0.52, -0.96)
30 Punto Pg P; = (0.52, -0.48)
31 f;zdr‘ila’tero Poligono M, N, O, P4 c? = 0.5

31 Segmento m  Segmento [M, N] m = 0.48

31 Segmento n Segmento [N, O] n=1.04

31 Segmento o Segmento [O, P5] o=0.48

31 Segmento p Segmento [P3, M] p=1.04

Figura D.

1. Protocolo de construccién brazo 1GDL.
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20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
29
30

31
32
33
34

35

36
37
38
39
40

Nombre
Punto A

Numero L1

Angulo R1
Circunferencia ¢

Punto B

Punto B’
Nimero a
Circunferencia d
Circunferencia e
Punto C

Punto D

Punto E

Punto F

Punto C'

Punto D'

Punto E'

Punto F'
Numero L2

Angulo R2
Circunferencia h

Punto G
Punto G'
Punto |
Punto )
Punto G*
Punto I'
Punto '
Punto "
Punto )"

Punto J"
Circunferencia k

Punto H
Punto H'
Punto H"

Segmento i
Circunferencia p

Punto K
Punto L
Punto K'
Punto L'
Punto K"

Descripcion Valor Rétulo
A=(0,0)
l1=1
R1=0°
ﬂrcunferencua con centro A y radio cxtyt=1
Punto sobre ¢ B=(1,0)
B rotado por el &ngulo R1 B'=(1,0)
a=1

Circunferencia con centro Ay radioa d:x?+y?=1
Circunferencia con centro B'yradio a e: (x- 12 +y* =1

Punto sobre d C=(0,1)
Punto sobre d D=(0,-1)
Punto sobre e E=(1,1)
Punto sobre e F=(1,-1)
C rotado por el ngulo R1 C'=10,1)
D rotado por el dngulo R1 D'=(0,-1)
E rotado por el angulo R1 E'=(1,1)
F rotado por el angulo R1 F'=(1,-1)
L2=1.5
R2=0°

Circunferencia con centro B' y radio b (x- 12 + y2 = 2.25

L2

Punto sobre h G=(1,-1.5)
G rotado por el dngulo R1 G'=(1,-1.5)
Punto sobre e 1=(2,0)
Punto sobre e 1=(0,0)

G' rotado por el angulo R2 G"=(1,-1.5)
| rotado por el angulo R1 I'=(2,0)

) rotado por el dngulo R1 1'=(0,0)

I' rotado por el angulo R2 1"=(2,0)

J' rotado por el 4ngulo R2 1"=(0, 0)

J' rotado por el dngulo R2 " =(0,0)

Circunferencia con centro G" y radio K (x- 1) + [y + 1.5 =0.25

0.5

Punto sobre k H=(1,-1)

H rotado por el angulo R1 H'=(1,-1)

H' rotado por el dngulo R2 H"=(1,-1)
Segmento [H", G"] i=0.5
g_irscunferencia con centre G y radie p: (x-1)14 [y +15) =064
Punto sobre p K=(1.62,-0.99)
Punto sobre p L=(0.37,-1)

K rotado por el &ngulo R1 K'=(1.62, -0.99)
L rotado por el dngulo R1 L'=(0.37,-1)

K' rotado por el angulo R2 K" =(1.62,-0.99)

Figura D. 2. Protocolo de construccién Brazo 2 GDL, parte 1.
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Nombre
Punto L™

Circunferencia q
Punto M

Punto N

Punto M’

Punto N’

Punto N

Punto M"
Cuadrildtero c1
Segmento n”
Segmento |"
Segmento k"
Segmento m"
Cuadrilatero ¢2
Segmento j”
Segmento i"
Segmento m";
Segmento n"
Cuadrilitero ¢3
Segmento ¢’
Segmento e'
Segmento f'
Segmento d'
Arco f

Arcog

Arcor

Punto O

Punto P
Tridgngulo t1
Segmento o
Segmento g"
Segmento py
Punto Q

Punto R

Punto 5
Circunferencia s
Punto T

Punto U
Cuadrildtero c4
Segmento q,
Segmentory
Segmento t

Segmento u

Circunferencia ¢,

Punto V'

Punto W
Cuadrildtero ¢5
Segmento w
Segmento v
Segmento ty

Segmento u,

Descripcién
L' rotado por el angulo R2

Circunferencia con centro H" y radia
1.05

Punto scbrz q

Punto sobre q

M rotado por el dngulo R1
N rotado por el dngulo R1
N’ rotado por el angulo R2
M’ rotado por el dangulo R2
Poligono N', L", K", M"
Segmento [N", L"]
Segmento [L", K]
Segmento [K", M"]
Segmento [M", N"]
Poligono J", I, M", N"
Segmento 1", 1"]
Segmento [I”', M"]
Segmento [M", N"]
Segmento [N”, J"]

Poligono C', E', F', D'
Segmento [C', E']
Segmento [E', F']
Segmento [F', D']
Segmento [D', C']
Semicircunferencia de D'a C'
Semicircunferencia de J" a I"
Semicircunferenciade E'a F'
Punto sobre I"

Punto sobre I"

Poligono G", P, O
Segmento [G", P]
Segmento [P, O]

Segmento [0, G"]

Punto sobre d

Punto sobre d

Punto sobre d
Circunferencia con centro 5y radio a
Punto sobre s

Punto sobre s

Poligono Q, R, T, U
Segmento [Q, R]
Segmento [R, T]

Segmento [T, U]

Segmento [U, Q]

Circunferencia con centro 5y radio
1.5

Punto sobre ¢y
Punto sobre ¢y
Poligono W, V, T, U
Segmento [W, V]
Segmento [V, T]
Segmento [T, U]
Segmento [U, W]

Valor
L" = (0.37, -1)

q(x-1)2+(y+1)PF=11

M = (2, -0.68)
N = (0, -0.69)
M’ = (2, -0.68)
N'= (0, -0.69)
N" = (0, -0.69)
M" = (2, -0.68)
cl=0.51
n"=0.49
I"=1.24
k'"=0.5
m'=2
c2=1.38
j'=2
i"=0.68
m'y =2
n"y=0.7
c3=2
=1

'=2

=1
d'=
f=n
g=3.14
r=m
0=(0.76, -1)
P=(1.25,-1)
tl=0.12
0=0.57
g'=05
p1=0.56
Q=(-1,0)
R=(1,0)
5=(0,-1)
sixl+(y+1)2=1
T=(1,-1)
U=(-1,-1)
cd=2
91=2
rp=1
t=2
u=1

cpxt+(y+1)P=225

V=(1.33,-1.7)
W = (-1.34, -1.68)
c5=161
w=2.66

v=0.77

ty=2

uy =076

Figura D. 3. Protocolo de construccidn Brazo 2 GDL, parte 2.
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Anexo E.1 Hojas de trabajo Tarea 1.1
ACTIVIDAD 1 - Conceptualizando

Tarea 1.1 Brazo Robético
Nombre(s):

Con el paso de los afios, el ser humano ha ido creando dispositivos, aparatos y maquinas que
lo ayudan a realizar ciertas tareas para facilitar y mejorar su calidad de vida. Asi fue como
aparecieron los robots, aquellas maquinas programables capaces de sustituir a las personas
en la ejecucion de tareas pesadas, dificiles o peligrosas.

Hoy en dia, los robots son elementos indispensables en una empresa, puesto que pueden
programarse para automatizar practicamente cualquier proceso. Existen diferentes tipos de
robot, uno de los méas usados en las empresas, son los conocidos brazos roboticos, los cuales,
fueron disefiados para realizar funciones parecidas a las de un brazo humano.

Los brazos roboticos son usados cominmente en las plantas de automaviles donde se utilizan
en casi todo el proceso de ensamblaje del automdvil, en operaciones quirurgicas de alta
precision, en el tratamiento de materiales radioactivos e incluso en las tareas del hogar.
Cada robot puede ser programado para realizar practicamente cualquier tarea, por ejemplo,
un modelo sencillo de robot industrial puede programarse para que su funcion sea presionar
botones que, activan o desactivan procesos automatizados de una casa como el encendido y
apagado de luces, apertura y cierre de persianas, activacion de alarmas de seguridad, aire
acondicionado, control de riego, etc.

ctividad: Abre el EDVI nombrado “BrazolGDLE.ggb”. En la pantalla podras observar
un escenario sobre el cual se ha montado en una mesa un brazo robatico béasico para controlar
mediante la opresion de botones, cuatro procesos diferentes de una casa.

' : a—
Casilla de control -

Deslizadores
[ ] L=2

Res@

Posicion Inicial

Tablero led

3 Eslabdn Efector final




Este EDVI funciona de la siguiente manera: al presionar cada boton, se encendera un foco y se
desplegara un mensaje en la pantalla indicando que se ha ejecutado un proceso. Los cuatro procesos
controlados se indican a continuacion:

O O O O

Al presionar el boton rojo se cerrara el suministro de gas.

Al presionar el botén azul se activara el aire acondicionado.

Al presionar el boton verde se activara el sistema de riego.

Al presionar el boton amarillo se encenderan las luces de afuera al anochecer.

Sigue las instrucciones y responde las preguntas proporcionadas

1-
a)

b)

a)

b)

b)

Selecciona el punto del deslizador L y muévelo sobre el segmento rojo.
¢ Qué le sucede al eslabén del brazo robético?

[ 1 Nada

[ 1 El eslabén cambia de color

[ 1 El eslabén cambia de tamafio

[ 1 El eslabén cambia de posicién

Entonces, ¢qué indica el valor numérico asignado a L.?

Selecciona el punto del deslizador R y muévelo sobre el segmento lila.
¢ Qué le sucede al eslabén del brazo robotico?

[ 1 Nada

[ 1 El eslabén cambia de color

[ 1 El eslabén cambia de tamafio

[ 1 El eslabén cambia de posicion

Entonces, ¢qué indica el valor numérico asignado a R?

Da clic en el botén Posicion inicial. Selecciona el punto del deslizador L y muévelo sobre el
segmento rojo hasta que el valor de L sea igual a 5.9, a continuacion, selecciona el punto del
deslizador R y muévelo sobre el segmento lila hasta que el valor de R sea igual a 165°.

¢ Qué boton se esta presionando y que proceso se activo o desactivd?

[ ] Botdn rojo: se cerrd el suministro de gas.

[ 1 Botdn azul: se activo el aire acondicionado.

[ 1 Botdn verde: se activo el sistema de riego.

[ ] Botén amarillo: se encendieron las luces de afuera

¢ Qué longitud tiene el eslabén del brazo robético?

[14.9 unidades

[15.9 unidades

[ 14.8 unidades

[15.7 unidades

Desde su posicion inicial, ¢cuantos grados roto el eslabén del brazo robético?

[175°

[]190°

[]153°

[]165°

[1172°

Da clic en el boton Posicion inicial. Mueve el punto del deslizador L y el punto del deslizador
R para que el brazo robdtico presione el botdn rojo y se cierre el suministro de gas.
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a) ¢Qué longitud debe tener el eslabdn del brazo robético para presionar el boton rojo?
b) ¢Cuéantos grados debe rotar el eslabon del brazo robético para presionar el botdn rojo?
5- Da clic sobre la casilla de control: Vector.
Llamemos vector a la flecha u. Una flecha tiene un origen, que es aquel punto donde inicia la
flecha, y un punto final representado por la punta de la flecha. De acuerdo con el escenario:
a) ¢Qué elemento del brazo robético representa el origen de la flecha?
[ ] Base
[ 1 Articulacion
[ 1 Eslabon
[ ] Efector final
b) ¢Qué elemento del brazo robotico representa el extremo de la flecha?
[ ] Base
[ ] Articulacion
[ ] Eslabon
[ ] Efector final
6- Da clic sobre el boton Posicion Inicial. Mueve el punto del deslizador L y el punto del deslizador
R hasta que el brazo robético presione el botdn amarillo para encender las luces de la casa.
a) ¢Qué longitud tiene la flecha u?
[ 15.2 unidades
[ 14.9 unidades
[ 14.8 unidades
[ 15.8 unidades
b) ¢Qué longitud tiene el eslabdn del brazo rob6tico?
[ 15.2 unidades
[14.9 unidades
[ 14.8 unidades
[ 15.8 unidades
c) ¢Existe alguna relacion entre el tamafio del eslabon del robot y el tamafio de la flecha?
[1La flecha es méas grande que el eslabon del robot
[1La flecha es mas pequefia que el eslabdn del robot
[1La flechay el eslabén del robot tienen el mismo tamafio
d) ¢Cuantos grados roto el eslabén del brazo robético desde su posicion inicial para presionar el

botén amarillo?
[175°

[190°

[]153°

[]165°

[]172°

Nota: Un vector tiene una magnitud, también denominada médulo o norma, la cual representa el
tamario del vector y en este caso el tamafio de la flecha; y un vector tiene una direccién, la cual indica
el &ngulo o grados que se movid el vector desde el origen.
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f)

d)

¢ Existe alguna relacién entre los grados que rota el eslab6n del robot y la direccion del vector?
[ ] Los grados que rota el eslabon del robot son mayores a los de la direccion del vector

[ 1 Los grados que rota el eslabon del robot son menores a los de la direccion del vector

[ 1 Los grados que rota el eslabon del robot son iguales a los de la direccion del vector

De acuerdo con lo anterior, ¢cudl de las siguientes expresiones se cumple?

[ 1 Longitud de eslabon=Magnitud de vector

[ ] Longitud del eslabén=Direccion del vector

[ 1 Posicién angular del eslab6n= Magnitud del vector

[ ] Posicién angular del eslab6n=Direccidn del vector

Da clic sobre el botén Posicion Inicial. Selecciona el punto L sin moverlo. Usa la tecla de
desplazamiento del teclado de tu computadora para modificar la longitud del eslabén del brazo

robético hasta que tenga una longitud de 4.8. A
Tecla de desplazamiento

Al presionar la tecla de desplazamiento para modificar la longitud del eslab6n del brazo robético,
la magnitud del vector ¢cambi6?

[1Si

[1No

Y la direccion del vector ;,cambi6?

[1Si

[1No

De acuerdo con lo anterior, podrias decir que ¢el vector cambig?

[1Si

[1No

Explica tu respuesta

Ahora, selecciona el punto R sin moverlo. Usa la tecla de desplazamiento del teclado de tu
computadora para rotar el eslab6n del brazo robético hasta que R sea igual a 23°.

Tecla de desplazamiento
Al presionar la tecla de desplazamiento para rotar el eslabon del brazo robético, la magnitud del
vector ;cambig?

[]Si

[1No

Y la direccion del vector ;cambig?

[1Si

[1No

De acuerdo con lo anterior, podrias decir que ¢el vector cambi6?

[]Si

[1No

Explica tu respuesta
¢Qué boto6n se presiond y que proceso se activé o se detuvo?
[ 1 Boton rojo: se cerrard el suministro de gas.

[ 1 Boton verde: se activara el sistema de riego.

[ 1 Boton amarillo: se encenderan las luces de afuera
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9- De acuerdo con lo observado. ¢Qué elemento del brazo robotico crees que podria representarse
mediante un vector?
[ 1 Base
[ 1 Articulacion
[ 1 Eslabon
[ 1 Efector final
Explica tu respuesta
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Anexo E2. Hojas de trabajo Tarea 1.2

Actividad 1- Conceptualizando

Tarea 1.2 Trabajando con parejas

Nombre(s):

Actividad: Descarga y abre el documento de GeoGebra titulado “Coordenadas.ggb”. Sigue las
instrucciones y responde las preguntas.

1.

2.1

2.2

¢ Qué coordenadas tiene el vector u? Da clic sobre el boton Generar de color verde. Se generara
un vector aleatorio en el plano.

Ingresa las coordenadas en las casillas de entrada de color rosa. Observa que el vector es una
pareja de nimeros ordenados que puede escribirse en forma de fila o columna. Da clic en la casilla
de control Verifica tu resultado y observa si las componentes que has ingresado corresponden al
vector 1. Anota cinco vectores diferentes que hayas generado en el plano.

— —
u= u= u= u=

Calcula la Magnitud y Direccién del vector. La magnitud y direccién de un vector puede

calcularse usando sus componentes. Da clic nuevamente en el boton Generar, a continuacion,

inserta las componentes del vector en las casillas de entrada color rosa para formar la pareja de

ndmeros ordenados que representa al vector 1. Da clic en Verifica tu resultado. Si el resultado es

incorrecto, revisa nuevamente las componentes del vector 1 en el plano. Observa que aparecen

dos vectores: el vector ux de color naranja y uy de color verde.

a) ¢Qué figura forman los vectores u, ux y uy?

b) ¢Cdémo se le denomina al lado representado por el vector i de dicha figura?

c) ¢Coémo se le denomina al lado representado por el vector ux de dicha figura?

d) ¢Coémo se le denomina al lado representado por el vector wy de dicha figura?

e) ¢Cuanto mide el lado representado por el vector ux?

f) ¢Cuanto mide el lado representado por el vector wuy?

g) De acuerdo con lo anterior, ;,como calcularias el valor de la longitud de u?

h) (Coémo calcularias el angulo 0?
Calcula la direccion. Recuerda que la direccion de un vector es el angulo que se forma a
partir del lado positivo del eje x hasta el vector, es decir, el angulo .

a) Daclicen el boton Generar hasta que aparezca un vector en el primer cuadrante. ;Qué angulo
representa la direccion del vector u?

b) Da clic en el boton Generar hasta que aparezca un vector en el segundo cuadrante. ;Como
podemos calcular el valor del angulo f?

c) Da clic en el boton Generar hasta que aparezca un vector en el tercer cuadrante. ;Como
podemos calcular el valor del &ngulo p?

d) Da clic en el bot6n Generar hasta que aparezca un vector en el cuarto cuadrante. ;Cémo
podemos calcular el valor del angulo f?
Calcula la magnitud. Da clic en el boton Generar, Recuerda que la magnitud de un vector
representa su tamafio y suele denotarse con un par de lineas doble, por ejemplo, ||]|, se usa
para indicar la magnitud del vector . Inserta las componentes del vector # en las casillas de
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2.3

2.4
a)

2.5

entrada de color blanco de la férmula [|vector|| de acuerdo al teorema de Pitadgoras para
calcular la longitud de u. ;Qué magnitud tiene el vector u?

Calcula el angulo 0. Inserta las componentes del vector U en las casillas de entrada de color
blanco usando la definicion de la tangente de 6. ;Qué valor tiene el angulo 6?

Calcula la direccion2.

¢En qué cuadrante se encuentra el vector u?

Inserta en la casilla de entrada de la formula Direccion el angulo faltante para calcular el
valor de B. ;Qué direccion tiene el vector ©?

Verifica tu resultado. Para saber si la magnitud y direccion que arroja la calculadora es la
direccion del vector %, vamos a crear un vector con los resultados que arroja la calculadora,
para ello usaremos los deslizadores L y R.

2.5.1 Selecciona el punto del deslizador L y muévelo sobre el segmento rojo hasta que su valor

sea igual al de la magnitud de % que arroja la calculadora.

2.5.2 Selecciona el punto del deslizador R y muévelo sobre el segmento rojo oscuro hasta que

su valor sea igual al de la Direccion de u que arroja la calculadora.

2.5.3 Daclic sobre el punto de origen del vector ¥ de color rojo y arrastralo hasta que quede

a)
b)

empalmado con el punto de origen del vector u, es decir, el punto (0,0). Si la magnitud
y direccion que arroja la calculadora corresponden a la magnitud y direccién del vector
u, el vector v deberia quedar encima del vector .

¢ Qué pareja de nimeros representa al vector v? v =

Da clic sobre el vector v de color rojo y arrastralo fuera del origen. Ahora, ;Qué pareja de

nameros representa al vector v? ;Por qué? v =

3. Trabajando con el sentido.

3.1

3.2

a)

b)
c)

d)

3.3

a)
b)

Selecciona el punto del deslizador L2 y muévelo sobre el segmento azul claro hasta que
su valor sea igual al de la magnitud de u que arroja la calculadora.
Selecciona el punto del deslizador R2 y muévelo sobre el segmento azul oscuro hasta
que su valor sea igual al de la Direccion de ¢ que arroja la calculadora.
Da clic sobre el punto de origen del vector g de color azul y arréastralo hasta que quede
empalmado con el punto de origen del vector u, es decir, el punto (0,0). (Qué pareja de
ndmeros representa al vector g? § =
¢En qué cuadrante se encuentra el vector u?
Si 1 se encuentra en el primer o segundo cuadrante del plano, suma 180° grados a la direccion
del vector g 6 si el vector i se encuentra en el tercer o cuarto cuadrante, restal80° grados a
la direccién del vector g. Mueve el deslizador R para modificar la direcciéon de ¢. ¢La
magnitud de g es igual a la magnitud de u?
¢Como es el sentido de g con respecto al sentido de u?

Herramienta vector
Inserta un vector en el plano, el primer punto seleccionado
sera el origen del vector y el segundo punto seréa el extremo del vector.

Selecciona el icono @ Da clic en el boton Generar para generar un nuevo vector . A
continuacion, da clic en la herramienta vector de GeoGebra y crea un vector que tenga la
misma magnitud que el vector i pero con sentido contrario.

¢Qué pareja de nimeros representa al vector u? U =

¢Qué pareja de nimeros representa al vector que creaste?
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3.4
a)
b)

c)
d)

Da clic sobre el punto azul del deslizador L2 y muévelo sobre el segmento azul claro hasta
gue tenga un valor de 18.79. A continuacion, da clic sobre el punto azul del deslizador R2 y
muévelo sobre el segmento azul oscuro hasta que tenga un valor de 205.2°.

¢Qué pareja de nimeros representa al vector g? ¢ =

Da clic en la herramienta vector de GeoGebra e inserta en el plano un vector con sentido
contrario al vector g. ;,Qué pareja de nimeros representa al nuevo vector?

¢El vector ¢ tiene la misma magnitud que el nuevo vector? ;Por qué?

¢El vector g tiene la misma direccién que el nuevo vector? ;Por qué?

4. Creando vectores. Da clic en la herramienta vector de GeoGebra para crear los siguientes
vectores. Inserta en el plano el vector (10,10) y el vector (=10, —-10)

a)

b)

c)
4.1

a)

b)

c)

d)

¢Cémo es la magnitud del vector (10,10) comparada con la magnitud del vector
(—10,—10)?

¢Coémo es la direccion del vector (10,10) comparada con la direccion del vector
(-10,-10)?

¢El vector (10,10) tiene el mismo sentido que el vector (—10,—10)?

Inserta en el plano el vector (11,—5) y el vector con origenen (1,1) y extremo en (12, —4).
¢Coémo es la magnitud del vector (11, —5) comparada con la magnitud del vector con origen
en (1,1) y extremo en (12, —4)?

¢Como es la direccion del vector (11, —5) comparada con la direccion del vector con origen
en (1,1) y extremo en (12, —4)?

¢El vector (11, —5) tiene el mismo sentido que el vector con origen en (1,1) y extremo en
(12, —4)?

¢Qué pareja de numeros representa al vector con origen en (1,1) y extremo en (12, —4)?

5. ¢Cudl de las siguientes expresiones representa a un vector como un par ordenado de nimeros?

a)
b)
c)
d)

U=(x+y)
U= (xy)
U= (xy)
i=(x-y)

6. ¢Con cual de las siguientes formulas puedes calcular la Magnitud de un vector mediante sus
componentes?

a)
b)
c)
d)

Il = x* + y?
Il = x+v
Il = yx? +y?
il = yx? —y?

7. ¢Con cuél de las siguientes formulas puedes calcular la Direccion de un vector mediante sus
componentes?

a)
b)

c)
d)

6 = angulo + tan™! G)
— 4 X

6 = angulo + tan (y)

6 = angulo + tan™! (i)

0 = angulo + tan™'(yx)
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Anexo E.3. Hojas de trabajo de Tarea 2.1

Actividad 2- Operando con vectores

Tarea 2.1 Alargar o comprimir

Nombre(s):

Abre el documento de GeoGebra titulado “Coordenadas.ggb”. Da clic en la casilla de control
“Multiplicacion por un escalar . Sigue las instrucciones y responde las preguntas.

1.

1.1

a)
b)
c)
d)
€)
f)

9)

h)

1.2

a)
b)

c)
d)
€)

f)

1.3

a)
b)

Da clic en el botén Generar. Ingresa las coordenadas del vector u en las casillas de entrada de
color rosa y da clic en la casilla Verifica tu resultado, si tu resultado es incorrecto observa si has
cometido algun error e ingresa nuevamente las coordenadas del vector. A continuacion, ingresa
en la casilla de entrada de color amarillo el numero 1.

¢Qué pareja de nimeros representa al vector u? u =

¢ Qué pareja de nimeros representa al vector ku? ku =
¢Ladireccion de ku es igual a la direccion de u?
¢El sentido de u es igual al sentido de ku?

¢Existe alguna relacion entre el vector 4 y el vector ku?
Ingresa en la casilla de entrada de color amarillo el nimero 2.

¢Como es el vector ku con respecto al vector %?

¢ Qué pareja de nimeros representa al vector ku? ku =
¢Ladireccion de u es igual a la direccion de u?

¢El sentido de u es igual al sentido de ku?

¢La magnitud de ku es igual a la magnitud de u?
Usa la calculadora de Magnitud y direccién para obtener la magnitud del vector . ; Qué magnitud
tiene el vector u?

Usa la calculadora de Magnitud y direccién para obtener la magnitud del vector ku. ¢Qué
magnitud tiene el vector ku?

¢Existe alguna relacion entre la magnitud de % y la magnitud de ku?
Ingresa en la casilla de entrada de color amarillo el nimero -1.

¢ Qué pareja de nimeros representa al vector ku? ku =
¢Ladireccion de u es igual a la direccion de ku?

¢El sentido de u es igual al sentido de ku?
Usa la calculadora de Magnitud y direccién para obtener la magnitud del vector . ¢ Qué magnitud
tiene el vector u?

Usa la calculadora de Magnitud y direccion para obtener la magnitud del vector ku. (Qué
magnitud tiene el vector ku?

¢Existe alguna relacién entre la magnitud de % y la magnitud de ku?
Ingresa en la casilla de entrada de color amarillo el nimero -2.5.

¢Ladireccion de u es igual a la direccion de ku?
¢El sentido de u es igual al sentido de ku?
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14

a)
b)

c)
d)

2.

2.1

¢ Cuales de las siguientes relaciones se cumple?
Si k>0, la direccion de 1 es igual a la direccién de ku
Si k<0, la direccion de u es igual a la direccién de ku
Si k>0, ku tiene sentido contrario a %
Si k<0, Jeu tiene sentido contrario a &

Da clic en el botén Generar. Ingresa las coordenadas del vector i en las casillas de entrada de
color rosa y da clic en la casilla Verifica tu resultado, si tu resultado es incorrecto observa si has
cometido algun error e ingresa nuevamente las coordenadas del vector. A continuacidn, ingresa
las componentes del vector 1 en la calculadora de magnitud y direccién para conocer la magnitud
y direccion de u.

Selecciona el punto del deslizador L y muévelo sobre el segmento rojo hasta que su valor sea

igual al de la magnitud de u que arroja la calculadora.

2.2
2.3
2.4

2.5
a)

b)

c)
d)

2.6
a)

b)
c)

a)

3.
a)
b)
<)
4.
a)
b)
c)

Selecciona el punto del deslizador R y muévelo sobre el segmento rojo oscuro hasta que su
valor sea igual al de la Direccion de % que arroja la calculadora.
Selecciona el punto del deslizador L2 y muévelo sobre el segmento azul claro hasta que su
valor sea igual al de la magnitud de % que arroja la calculadora.
Selecciona el punto del deslizador R2 y muévelo sobre el segmento azul oscuro hasta que su
valor sea igual al de la Direccion de % que arroja la calculadora.
Da clic en el boton .
Cuantas veces cabe el vector % en el vector 7#?. Usa los vectores ¥ y ¢ para dar tu respuesta,
arrastra los vectores v y g y colécalos sobre el vector 7, ingresa tu respuesta en la casilla de
entrada de color amarillo y verifica tu respuesta.
¢Qué pareja de nimeros representa al vector u? U =
¢Qué pareja de nimeros representa al vector 7? 7 =
Multiplica el nimero dado en tu respuesta del inciso a por la pareja de nimeros que representa al
vector u. ¢ Te parece familiar el resultado?
Da clic en el boton Bl
Cuantas veces cabe el vector u en el vector 7?. Usa los vectores ¥ y ¢ para dar tu respuesta,
arrastra los vectores ¥ y g y coldcalos sobre el vector 7, ingresa tu respuesta en la casilla de
entrada de color amarillo y verifica tu respuesta.
¢Qué pareja de nimeros representa al vector 7? 7 =
Multiplica el nimero dado en tu respuesta del inciso a por la pareja de nimeros que representa al
vector u. ¢ Te parece familiar el resultado?
Multiplica el nimero dado en tu respuesta del inciso a por la pareja de nimeros que representa al
vector . ¢ Te parece familiar el resultado?
¢ Qué se obtiene al multiplicar un vector por un escalar?
Un escalar
Un vector
Una matriz
¢ Cudl de los siguientes elementos se modifica al multiplicar un escalar por un vector?
Magnitud
Direccion
Sentido
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Anexo E.4. Hojas de trabajo de Tarea 2.2
Actividad 2 — Operando con vectores

Tarea 2.2 Brazo Robético 2GDL
Nombre(s):

escarga y abre el documento de GeoGebra titulado “Brazo2GDLE.ggb”. En la pantalla podras
observar un escenario sobre el cual se ha colocado un brazo robético de dos eslabones para controlar
mediante la opresion de botones, ocho procesos diferentes de una casa.

Este EDVI funciona de la siguiente manera: al presionar cada boton, se encendera un foco y se
desplegara un mensaje en la pantalla indicando que se ha ejecutado un proceso. Los ocho procesos
controlados se indican a continuacién:

Estante A

o Al presionar el boton rojo se activard la alarma de seguridad del hogar.
o Al presionar el boton verde se activaran los sistemas de riego.

o Al presionar el boton amarillo se encenderan las luces de afuera.

o Al presionar el boton azul se activara el aire acondicionado.

Estante B

o Al presionar el boton rojo se activaran las camaras de seguridad.

o Al presionar el boton verde se activara el sistema que abre las persianas del hogar.
o Al presionar el boton amarillo se encenderan las luces del jardin.

o Al presionar el boton azul se cerraré el suministro de agua.

Estante B

Botones
Estante A

Tablero led

Articulacion 2

Efector final

Articulacion 1




b)

a)
b)

Selecciona el punto del deslizador L1 y muévelo sobre el segmento verde claro ;Qué le sucede
al primer eslabon del brazo robético?

[ 1 Nada

[ 1 El eslabén cambia de color

[ 1 El eslabdn cambia de tamafio

[ 1 El eslabdn cambia de posicién

Selecciona el punto del deslizador R1 y muévelo sobre el segmento verde oscuro ¢Qué le sucede
al primer eslabon del brazo robético?

[ 1 Nada

[ 1 El eslabén cambia de color

[ 1 El eslabdn cambia de tamafio

[ 1 El eslabén cambia de posicién

Selecciona el punto del deslizador L2 y muévelo sobre el segmento naranja ¢Qué le sucede al
segundo eslabén del brazo robotico?

[ 1 Nada

[ 1 El eslabén cambia de color

[ 1 El eslabdn cambia de tamafio

[ 1 El eslabén cambia de posicién

Selecciona el punto del deslizador R2 y muévelo sobre el segmento café ;Qué le sucede al
segundo eslabén del brazo robotico?

[ 1 Nada

[ 1 El eslabén cambia de color

[ 1 El eslabdn cambia de tamafio

[ 1 El eslabén cambia de posicion

Da clic en el botén Posicion inicial de color amarillo. Se desea presionar el botén verde del
estante B y abrir las persianas del hogar. Para ello, el eslab6n 1 debe tener una longitud de 3
unidades y debe rotar 90°, sin embargo, se desconoce la longitud y posicion que debe tener el
eslabon 2. Mueve los deslizadores L2 y R2 si es necesario para modificar la longitud y posicion
del eslabdn 2 de modo que el efector final del brazo rob6tico entre en contacto con el bot6n verde
hasta ser presionado.

¢Qué longitud tiene el eslabdén 2?

¢Cuantos grados rotd el eslabdn 2?
[]0°

[145°

[190°

[]135°

Da clic en el boton Posicion Inicial de color amarillo. Se desea activar las camaras de seguridad
de la casa al anochecer, para ello el efector final del brazo robético debe llegar a la posicion del
bot6n rojo del estante B y presionarlo. Mueve los puntos de los deslizadores L1, R1, L2 y R2
para modificar la posicion y longitud de los eslabones del brazo robético. Contesta las siguientes
preguntas:

¢Qué longitud debe tener el eslabon 1?

¢Cuantos grados debe rotar el eslabon 1?
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b)

d)

¢Qué longitud debe tener el eslabdn 2?
¢ Cuéntos grados debe rotar el eslabdn 2?

Asigna los siguientes valores a los deslizadores: L1=7, R1=90°, L2=10y R2=0°. A continuacién,
da clic sobre las casillas de control denominadas Vector u y Vector v; observa que aparecen dos
flechas o vectores, el vector 1 de color verde y el vector v de color naranja. Contesta las siguientes
preguntas

¢Qué elemento del brazo robético representa el origen del vector u ?

[ 1 Base

[ 1 Articulacion 1

[ 1 Articulacion 2

[ 1 Eslabon

[ 1 Efector final

¢Qué elemento del brazo robético representa el extremo del vector ?

[ ] Base

[ ] Articulacion 1

[ ] Articulacion 2

[ ] Eslabon

[ ] Efector final

¢Qué elemento del brazo robético representa el origen del vector v?

[ ] Base

[ ] Articulacion 1

[ ] Articulacion 2

[ 1 Eslabon

[ ] Efector final

¢Qué elemento del brazo robético representa el extremo del vector v?

[ 1 Base

[ 1 Articulacion 1

[ 1 Articulacion 2

[ ] Eslabon

[ ] Efector final

Es un dia caluroso y se desea prender el aire acondicionado. Modifica los valores de los
deslizadores L1, R1, L2 y R2 de modo que el efector final del brazo robético entre en contacto
con el botdén azul del estante A hasta presionarlo y activar el aire acondicionado. Da clic en las
casillas denominadas Direccion u y Direccion v y contesta las siguientes preguntas.

¢Qué longitud tiene el eslabén 1?
¢Qué magnitud tiene el vector u?
¢Cuantos grados rotd el eslab6n 1?
¢ Qué direcciodn tiene el vector u?
¢Qué longitud tiene el eslabdén 2?
¢Qué magnitud tiene el vector v?
¢Cuantos grados rotd el eslabdn 2?
¢Qué direccion tiene el vector v?

-

¢Por qué la direccion de v es diferente a los grados que rotd el eslabén 2?
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b)

c)

10

Asigna los siguientes valores a los deslizadores: L1=6, R1=90°, R2=180° y L2=14. A
continuacion, da clic sobre la casilla de control denominada Resultante. Podras observar un vector
suma U + v de color rojo el cual, resulta de sumar la flecha verde mas la flecha naranja.

Nota: La suma de dos vectores da como resultado un tercer vector al que llamaremos vector
suma o resultante, la flecha que representa al vector resultante va del origen del primer vector a
la punta del ultimo vector. En este caso el vector resultante va del origen de la flecha color verde
a la punta de la flecha color naranja.

¢Qué elemento del brazo roboético representa el origen del vector u + v?

[ ] Base

[ ] Articulacion 1

[ ] Articulacion 2

[ ] Eslabon 1

[ ] Eslabon 2

[ ] Efector final

¢Qué elemento del brazo robético representa el extremo del vector U + v?

[ ] Base

[ ] Articulacion 1

[ ] Articulacion 2

[1Eslabon 1

[ 1 Eslabon 2

[ ] Efector final

¢ Qué proceso se activo o detuvo?

[ 1 Se activé la alarma de seguridad del hogar.

[ 1 Se encendieron las luces de afuera.

[ ] Se activaron los sistemas de riego.

[ 1 Se activé el aire acondicionado.

Se desea presionar el boton Amarillo del estante B para encender las luces del jardin.
Considerando la ultima posicion del brazo robético, modifica Gnicamente la posicion del eslabdn
2 de modo que el efector final presione el botdn amarillo del estante B. Da clic en la casilla de
control denominada Magnitud y direcciéon Resultante, el angulo 6 representa la direccion del
vector suma. Contesta las siguientes preguntas:

¢Qué magnitud tiene el vector u?
¢Qué direccidn tiene el vector u?
¢Qué magnitud tiene el vector v?
¢Qué direccidn tiene el vector v?
¢Qué magnitud tiene el vector u + v?
¢Como se calcula la magnitud del vector i + v?
¢Qué direccion tiene el vector U + v?
¢Como se calcula la direccién del vector u + v?

¢Cudles de las siguientes posiciones podemos conocer con la informacién que nos proporciona
el vector i + v?

[ 1 Posicion de articulacion 1

[ 1 Posicion de articulacion 2

[ 1 Posicién de eslabon 1

[ 1 Posicién de eslab6n 2

[ 1 Posicién de efector final

240



11-

k)

13-

[ 1 Posicién de la base

Mueve el punto del deslizador L1 sobre el segmento verde claro hasta que tenga un valor de 0. A
continuacion, mueve el punto del deslizador L2 sobre el segmento naranja hasta que tenga un
valor igual al de la magnitud del vector 1 + v, finalmente mueve el punto del deslizador R2 sobre
el segmento café hasta que tenga un valor igual al de la direccién del i + v .

¢Se presiond el boton amarillo del estante A?

[1Si

[1No

¢ Cuantos eslabones del brazo robotico puedes observar?

[1Uno

[ 1 Dos

[]Tres

Si el brazo robdtico tuviera solo un eslabon, ¢qué longitud deberia tener y cuantos grados deberia
rotar para presionar el boton amarillo del estante B?

Asigna los siguientes valores a los deslizadores: L1=7, R1=115°, .2=11.5y R2=143°. Contesta
las siguientes preguntas:

¢ Qué proceso se activo o detuvo?

[ 1 Se activé la alarma de seguridad del hogar.

[ 1 Se encendieron las luces de afuera.

[ ] Se activaron los sistemas de riego.

[ 1 Se activé el aire acondicionado.

¢Qué magnitud tiene el vector u?
¢Qué direccion tiene el vector u?
¢Qué magnitud tiene el vector v?
¢Qué direccidn tiene el vector v?
¢Qué magnitud tiene el vector u + v?
¢Como se calcula la magnitud del vector i + v?
¢Qué direccion tiene el vector U + v?
¢Como se calcula la direccién del vector U + v?

Si pudiéramos sustituir los dos eslabones del brazo robético por un unico eslabon ¢ Qué magnitud
deberia tener dicho eslabon y cuantos grados deberia rotar para presionar el botén amarillo del
estante B?

Mueve el punto del deslizador L1 sobre el segmento verde claro hasta que tenga un valor de 0, a
continuacion, mueve el punto del deslizador R1 hasta que tenga un valor de 90°, después, mueve
el punto del deslizador L2 sobre el segmento naranja hasta que tenga un valor igual al de la
magnitud del vector % + v, finalmente mueve el punto del deslizador R2 sobre el segmento café
hasta que tenga un valor igual al de la direccion del @ + v ;se presiond el botén rojo del estante
A?

[1Si

[1No

Da clic en el botdn Posicion Inicial. Mueve los puntos de los deslizadores L1, R1, L2 y R2 para
modificar la longitud y posicién de los eslabones hasta que el efector final presione el boton verde
del estante A.
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b)
c)
d)
€)
f)

¢ Qué proceso se activo o detuvo?
[ 1 Se encendieron las luces de afuera.

[ 1 Se activé la alarma de seguridad del hogar.

[ 1 Se activé el aire acondicionado.
[ 1 Se activaron los sistemas de riego.
¢Qué magnitud tiene el vector u?

¢Qué direccion tiene el vector u?

¢Qué magnitud tiene el vector v?

¢Qué direccion tiene el vector v?

¢Cuantas combinaciones de 1 y v podemos tener para presionar el boton verde del estante

A?
¢Qué magnitud tiene el vector u + v?

¢Qué direccidn tiene el vector i + v?

De acuerdo con lo observado. ¢Cuéles de los siguientes enunciados se cumple?

[ 1 El vector % parte del mismo origen que el vector v

[ ] El extremo del vector i es el origen del vector v

[ 1 El origen del vector 4 es el origen del vector u+v

[ 1 El vector % y el vector v no estan relacionados

[ 1 El extremo del vector v es el extremo del vector u+v

16-

17-

¢Que vector representa la posicion del efector final?

[ TVector u
[ TVector v
[1 Vector u + v

¢ Qué elementos del brazo robético crees que podrian representarse mediante un vector?

[ ] Base

[ JArticulacién 1
[ JArticulacion 2
[1Eslabon 1

[ 1 Eslabon 2

[ ] Efector final
Explica tu respuesta
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Anexo E.5. Hojas de trabajo de Tarea 2.3
Actividad 2 — Operando con vectores

Tarea 2.3 Sumando vectores

Nombre(s):

Abre el documento de GeoGebra titulado “Braze2GDLE.ggb”. Da clic en las casillas de control
denominadas Vector u, Vector v, Plano y Método algebraico.

1

Mueve los puntos de los deslizadores L1, R1, L2 y R2 para asignar los siguientes valores:
- Deslizador L1=8
- Deslizador R1=0°
- Deslizador L2=7
- Deslizador R2=180°
a) ¢Qué coordenadas representan al vector u?
b) ¢Qué coordenadas representan al vector v?
c) ¢Coémo obtuviste las coordenadas del vector ©?
d) ¢Qué magnitud tiene el vector ?
e) ¢Qué direccion tiene el vector u?
f) ¢ Qué magnitud tiene el vector ©?
g) ¢Qué direccion tiene el vector v?
h) Da clic en la casilla de control denominada Resultante. Recuerda que el vector resultante se
obtiene al sumar vectores. Graficamente ¢ qué coordenadas representan al vector Resultante?
i)  ¢Qué figura forman los vectores u, v y #
[ ] Rectangulo
[ ] Cuadrado
[ ] Romboide
[] Tridngulo
[ ] Paralelogramo
i) ¢Qué magnitud tiene el vector 7?
k) ¢Como se obtiene la magnitud de 7?
1) ¢Qué direccion tiene el vector sumar?
m) ¢Coémo se obtiene la direccion de 7?

2- Observando los puntos en comdn.

a) ¢Cuales son las coordenadas del origen del vector u?

b) ¢Cuales son las coordenadas del extremo del vector u?

c) ¢Cudles son las coordenadas del origen del vector ©/?

d) ¢Cudles son las coordenadas del extremo del vector ©?

e) ¢Cuales son las coordenadas del origen del vector Resultante?
f) ¢Cuales son las coordenadas del extremo del vector Resultante?
g) Las coordenadas del origen de i y el origen de ¥ ;coinciden?
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b)

d)

a)
b)
c)
d)
€)

Las coordenadas del origen de u y el origen del vector resultante ¢;coinciden?
Las coordenadas del origen de u y el extremo de ¥ ¢coinciden?

Las coordenadas del origen de u y el extremo del vector resultante ¢ coinciden?
Las coordenadas del extremo de % y el origen de ¥ ¢coinciden?

Las coordenadas del extremo de % y el origen del vector resultante ¢coinciden?
Las coordenadas del extremo de % y el extremo de v ¢;coinciden?

Las coordenadas del extremo de % y el extremo del vector resultante ¢coinciden?
Las coordenadas del origen de ¥ y el origen del vector resultante ¢coinciden?
Las coordenadas del origen de ¥ y el extremo del vector resultante ¢;coinciden?
De acuerdo con lo anterior, ¢(Ddnde se coloca el origen y el extremo del vector resultante?
Escribe la operacion que se esta realizando para obtener el vector resultante.
¢Como deben colocarse los vectores para sumarlos?

Da clic en la casilla de entrada denominada Vectores. A continuacion, inserta en las casillas de
entrada color verde las coordenadas que representan al vector i, y en las casillas de entrada de
color naranja las coordenadas que representan al vector ©. Apareceran en el plano los vectores
formados por las componentes que has ingresado.

¢Qué figura forman los cuatro vectores u y ©/?

[ ] Rectangulo

[ ] Cuadrado

[ 1] Romboide

[] Tridngulo

[ ] Paralelogramo

¢Qué elemento de dicha figura representa el vector 72

[ ] Hipotenusa

[ ] Diagonal

[] Lado

¢Como es el vector u verde claro con respecto al vector  verde oscuro?

[] Igual

[ ] Diferente

[ ] Paralelo

[ 1 Perpendicular

¢Como es el vector v naranja con respecto al vector v color café?

[11gual

[ ] Diferente

[ ] Paralelo

[ ] Perpendicular

Da clic en las casillas de control Vector u y Vector v para desaparecer las flechas verde claro y
naranja. Observa los vectores % color verde oscuro y v color café y contesta las siguientes
preguntas.

¢Cuéles son las coordenadas del origen del vector 1?

¢Cuadles son las coordenadas del extremo del vector u?

¢ Cuéles son las coordenadas del origen del vector ¥?

¢Cudles son las coordenadas del extremo del vector ©?

¢Cuales son las coordenadas del origen del vector Resultante?
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a)
b)

c)

d)

¢ Cuales son las coordenadas del extremo del vector Resultante?

Las coordenadas del origen de i y el origen de ¥ ¢coinciden?

Las coordenadas del origen de 1 y el origen del vector resultante ¢;coinciden?
Las coordenadas del origen de u y el extremo de ¥ ¢coinciden?

Las coordenadas del origen de u y el extremo del vector resultante ¢ coinciden?
Las coordenadas del extremo de 1 y el origen de v ¢coinciden?

Las coordenadas del extremo de 1 y el origen del vector resultante ¢coinciden?
Las coordenadas del extremo de 1 y el extremo de v ¢ coinciden?

Las coordenadas del extremo de 1 y el extremo del vector resultante ¢;coinciden?
Las coordenadas del origen de ¥ y el origen del vector resultante ¢coinciden?
Las coordenadas del origen de v y el extremo del vector resultante ¢coinciden?
Las coordenadas del extremo de v y el origen del vector resultante ¢coinciden?
Las coordenadas del extremo de v y el extremo del vector resultante ¢coinciden?
Escribe la operacion que se esté realizando para obtener el vector resultante.
¢Cémo deben colocarse los vectores para sumarlos?

Da clic en el boton Vaciar y en las casillas de control Vector uy Vector v. A continuacion, mueve
los puntos de los deslizadores L1, R1, L2 y R2 para asignar los siguientes valores:

- Deslizador L1=10

- Deslizador R1=0°

- Deslizador L2=7

- Deslizador R2=0°

¢Qué coordenadas representan al vector u?
¢Qué coordenadas representan al vector ©?
Da clic en la casilla de control denominada Resultante, ¢qué coordenadas representan al vector
Resultante?

¢Qué figura forman los vectores 1, v Y el vector resultante?

[ ] Rectangulo

[ ] Cuadrado

[ ] Romboide

[ ] Triangulo

[ ] Paralelogramo

Da clic en la herramienta Vector.

Herramienta vector
Inserta un vector en el plano, el primer punto seleccionado

sera el origen del vector y el segundo punto sera el extremo del vector.
Inserta dos vectores que al sumarlos den el vector resultante color rojo. Utiliza como origen del
primer vector el origen del plano, es decir, la coordenada (0,0). ¢ Qué figura forman los vectores
U,V y los vectores que insertaste?
[ 1 Rectangulo
[ ] Cuadrado
[ ] Romboide
[] Triangulo
[ ] Paralelogramo
[ 1 Ninguna

245



f) ¢Qué elemento de dicha figura representa el vector Resultante?
[ ] Hipotenusa
[ ] Diagonal
[ ] Lado
[ 1 Ninguna

6- Selecciona los vectores que insertaste, da clic derecho y borralos. A continuacién, da clic en el
botdn Vaciar. Mueve los puntos de los deslizadores L1, R1, L2 y R2 para asignar los siguientes
valores:

- Deslizador L1=10
- Deslizador R1=126.9°
- Deslizador L.2=6
- Deslizador R2=152.7°

A continuacion, da clic en la casilla de control denominada Vectores e inserta en las casillas de entrada

color verde las coordenadas que representan al vector 1 y en las casillas de entrada de color naranja

las coordenadas que representan al vector .

a) ¢Qué coordenadas representan al vector u?

b) ¢Qué coordenadas representan al vector ©?

c) Daclic en la casilla de control denominada Resultante, ¢qué figura forman los vectores i, v y el
vector Resultante?

[ ] Rectangulo

[ ] Cuadrado

[ ] Romboide

[ ] Tridngulo

[ ] Paralelogramo

d) Inserta en las casillas de entrada color blanco primero la componente x del vector u, después la
componente x del vector ¥, después la componente y del del vector 1 y finalmente la componente
y del vector ¥ ;qué coordenadas dan como resultado la operacion realizada?

e) Las coordenadas obtenidas ¢son las coordenadas que representan al vector resultante?

[1Si
[1No

f) ¢Qué magnitud tiene el vector Resultante?

g) ¢Cdmo calculaste la magnitud del vector Resultante?

h) ¢Qué direccidn tiene el vector Resultante?

i) ¢Como calculaste la direccion del vector Resultante?

7- Daclic en el boton Vaciar. Mueve los deslizadores L1, R1y R2, hasta que tengan un valor de 0
y L2 un valor de 1.5. A continuacion, inserta en las casillas de entrada de color verde y de color
naranja los siguientes vectores:
u=(0,13)
v=(-9,7)

a) ¢Qué magnitud tiene el vector 1? Mueve el punto del deslizador L1 sobre el segmento verde claro
hasta que tenga un valor igual al obtenido.

b) ¢Qué direccidn tiene el vector %? Mueve el punto del deslizador R1 sobre el segmento verde
oscuro hasta que tenga un valor igual al obtenido.
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c)

d)

f)

¢Qué magnitud tiene el vector v? Mueve el punto del deslizador L2 sobre el segmento naranja
hasta que tenga un valor igual al obtenido.

¢Qué direccion tiene el vector v? Mueve el punto del deslizador R2 sobre el segmento café hasta
gue tenga un valor igual al obtenido.

Inserta en las casillas de entrada color blanco primero la componente x del vector 1, después la
componente x del vector ¥, después la componente y del del vector i y finalmente la componente
y del vector ¥ ¢cuél es el vector Resultante obtenido?

Da clic en la casilla de control denominada Resultante. Las coordenadas obtenidas al sumar la
componente x del vector i méas la componente x del vector v y la componente y del del vector
U méas la componente y del vector v, ;son las coordenadas que representan al vector Resultante
en el plano?

La suma de las componentes x de 1 y de ¥ ;es la componente x del vector Resultante?

La suma de las componentes y de 1 y de ¥ ¢es la componente y del vector Resultante?

¢Qué magnitud tiene el vector Resultante?

¢Como calculaste la magnitud del vector Resultante?

¢ Qué direccion tiene el vector Resultante?

¢ Como calculaste la direccion del vector Resultante?

De acuerdo con lo observado. ¢Cuéles de los siguientes enunciados se cumple al sumar el vector
u mas el vector v?

[ 1 El vector % parte del mismo origen que el vector v

[ ] El extremo del vector i es el origen del vector v

[ ] El origen del vector u es el origen del vector #

[ 1 El vector u y el vector v no estan relacionados

[ ] El extremo del vector v es el extremo del vector 7

¢ COomo se suman dos flechas?

10- ;Como se suman dos coordenadas?

11- ;Qué es un vector?

Nota: Las hojas de trabajo se colocaron en un Drive en formato Word por lo que varios
estudiantes modificaron la distribucion de las hojas para colocar sus respuestas.
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Anexo F. Primer pretest o test de conocimientos previos

Nombre: Edad:

1- Dibuja en el plano los siguientes puntos (3, -5); (5,5); (-2,1) y (-4,-3)

B

-

4
4

=

4
<

-

2- (En qué cuadrante se sitta el punto (-4, -3)?

3- ¢En qué cuadrante se sitta el punto (5, 5)?

4- Suma los siguientes puntos (-2, 1) + (3, -5)

5- Dibuja un segmento de recta en el plano a 45° y otro a 90°
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6- Dibuja en el plano un rectangulo formado por los puntos (2, 2),(2, 5), (5,5) y (5,2)

{ 1] 1] { 1] _5 — ] ]
7- Calcula la longitud de la diagonal del rectangulo anterior

8- Dibuja en el plano el tridngulo formado por los puntos (0,0), (-4,4) y (4,0)

9- Calcula la hipotenusa del triangulo dibujado
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