CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUDIOS
AVANZADOS DEL INSTITUTO POLITECNICO

NACIONAL
Cinvestav
UNIDAD ZACATENCO

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA EDUCATIVA

Elementos del pensamiento y lenguaje variacional en la relacion

entre un modelo determinista y un fendmeno no-lineal

Tesis que presenta:

ELEANY BARRIOS BORGES

Para obtener el grado de:

MAESTRA EN CIENCIAS
EN LA ESPECIALIDAD DE MATEMATICA EDUCATIVA

Directores de la tesis:

Dr. Ricardo Arnoldo Cantoral Uriza t

Dr. Francisco Cordero Osorio

Ciudad de México Mayo, 2022



CONACYT

Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia

Agradezco al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia por el apoyo

econdémico brindado para la realizacién de mis estudios de maestria.

Eleany Barrios Borges

Becaria No. 1017957



~

Agradecimientos

Agradezco a cada elemento que conforma mi sistema complejo
circundante, llamado vida; a los de sangre, a los de paso y en
especial a los de siempre; también a los que ya no estdn
fisicamente, pero su recuerdo vive en mi. Gracias, por tanto,
gracias por ser y por estar.

Un agradecimiento especial a mis sinodales Luis Moreno Armella
y Jesiis Enrique Herndndez Zavaleta. Muchas gracias también a
Gisela y a Adriana por su colaboracion durante todo el proceso
formativo.

Agradezco con mucho carifio a Olguita por la motivacion de venir
a México a estudiar un posgrado.

Gratias agimus tibi Francisco Cordero.

In memoriam a Ricardo Arnoldo Cantoral Uriza.




INDICE DE CONTENIDO

RESUMEN ... [
AB ST R A CT e ii
INTRODUGCCION . .....cttieiiniiieieieieie ettt ii
CAPITULO I. CONSIDERACIONES INICIALES .....oooovveiviieiieceen. 1
1.1 PrODIEMALICA. .....uuviieiiiiiiiiiei et 1
1.2 Contexto para la investigacion ............coooovviiiiiiiiiiccieeeeee 3

1.3 Estudio del cambio y la variacion. Pensamiento y lenguaje

(22 g = od o] o -1 SRR 7
CAPITULO Il. ANTECEDENTES .....ooiiiiieeecee e 10
2.1 La enseianza y aprendizaje de las ecuaciones diferenciales ..... 10

2.2 El estudio de sistemas complejos en la Matematica Educativa... 12

2.3 SINEESIS i 16
2.3.1 Objetivos de INVestigaciOn: ...........c.ueeeeeiiiiiiiie e 17
2.3.2 Preguntas de INVEeSHIgaCION: .........cooviiiieeeeeeieeiieiiiii e 17
CAPITULO Ill. FUNDAMENTOS TEORICOS Y METODICOS......... 18
3.1 Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa............ 18
3.1.1 PrinCipios de 12 teOria ........cuuvuvuurriiiiiieee e 19
3.1.2 Modelo dinamico de la anidacion de practicas............cccc.vunn.... 20
3.1.3 El Praediciere: una practica SOCial..........cccceeeeeeeiniiiiiiiiiiis 21
3.1.4 Pensamiento y Lenguaje Variacional...............cccccceeveeevvennnnnnnn. 22
3.2 ASPECLOS MELOTICOS.......uuuuiiiiiiiiiiiiieeeee et e e e 25
3.2.1 Método de delimitacion del objeto de estudio .............ccccuuunn.... 25
3.2.3 Método de analisis de la modelacion de epidemia................... 27
CAPITULO IV. ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS ........ 30
A1 ANGLISIS ..o 30

4.2 Resultados del @nAliSIS ......c.oeeeeeeeee e 54



4.2.1 Anidacion de practicas de la modelacién de epidemias............ 54

4.2.2 Modelo socioepistemoldgico para el estudio del cambio en

SIStEMAS COMPIEJOS ....n i 59
4.3 DiSefio eXPlOratorio .........cceveuveiieeeieiiie e 60
4.3. 1 Racionalidad del disefio exploratorio ............ccceevvuiieeeeeeiiinnnnnn. 60
4.3. 2 DiSeN0 exXploratorio ...........uuiiieeeiiiiii e 64
CAPITULO V. CONCLUSIONES Y PROSPECTIVAS. .......ccccvveueee. 69
5.2 PrOSPECHIVAS......uuiiiiiiiiiie ettt e e e e e e e 71
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS .......oooieiieieeceeceeee e 73

ANEXOS ... 78



INDICE DE FIGURAS

Figura 1.1 Diferentes escenarios de una epidemia ..........ccccccceeveeeeeennnnn. 4

Figura 1.2 Visualizacion de la idea de disminuir la propagaciéon o

aplanar la curva de una pandemia..............ueieeeeriiiiiie e 5
Figura 3.1 Modelo de anidacién de practiCa.............ccceeevvevveeveiiiinnnnnnnn. 21
Figura 3.2 Método para la eleccion del texto de estudio ...................... 25

Figura 3.3 Método de problematizacion de la variacion desde el
Pensamiento y el Lenguaje Variacional ...............ccveiiieeiiiiiiineeeeeeinnn, 29

Figura 4.1 Proceso de infeccion durante un periodo de tiempo ........... 33

Figura 4.2 Cifras de muertes por la plaga en la isla de Bombay durante
el periodo del 17 de diciembre de 1905 al 21 de julio de 1906............. 48

Figura 4.3 Anidacién de practicas en la modelacion de epidemias
(modelacion de sistemas cOmPlejos) .......cooevieiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeee e 58

Figura 4.4 Modelo socioepistemoldgico para el estudio del cambio, el
caso de 10S SiStemas COMPIEJOS.......ouvvurrriiiiiie e 59

Figura 4.5 Interfaz del modelo epiDEM...........ccoooeiiiiiiiiiiceiiie e, 61

Figura. 5.1 Evolucién pragmatica de la modelacion de epidemias
(Sistemas COMPIEJOS) ....vuunieieiiiiie e e 71



RESUMEN

Los fendmenos no lineales y sistemas complejos se reconocen fuera de la
matematica escolar y las ecuaciones diferenciales son ensefiadas de

forma mecanicista, libres de significados.

La Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa, plantea
estudiar el conocimiento matematico puesto en uso en otras disciplinas,
para asi, dotarlos de significado. Los sistemas complejos se encuentran
en diversas disciplinas y las ecuaciones diferenciales y la modelacion
basada en agentes son modeladoras de este tipo de fendmenos. Una
propuesta para la incorporacion de los sistemas complejos en el aula y
dotar de significados las ecuaciones diferenciales es el estudio de las
nociones de cambio y variacion y la construccion social del conocimiento
asociadas a la modelacion los sistemas complejos mediante ecuaciones

diferenciales.

En el caso particular de esta investigacion, la modelacién de la
propagacion de epidemias mediante el modelo de Susceptibles Infectados
y Recuperados. El comportamiento se organiza de lo local a lo global. Es
decir, a partir de la identificacion y cuantificacion del cambio en un mismo
estado a partir de datos facticos se encuentra una regularidad que permite
anticipar comportamientos globales. A partir de la busqueda de los
patrones de interaccion que se pueden describir diferentes
comportamientos de la epidemia dependiendo de la variacién de los
parametros. La prediccién del comportamiento a largo plazo en los
sistemas complejos no es posible con exactitud dado los
comportamientos emergentes. El software NetLogo servira para visualizar
diferentes escenarios de propagacion de la epidemia mediante la
manipulacion de los parametros en un disefio exploratorio donde se

pongan en juego los elementos epistemologicos antes mencionados.



ABSTRACT

Non-linear phenomena or complex systems are recognized outside school
mathematics and differential equations are taught in a mechanistic way,

free of meanings.

The Socioepistemological Theory of Educational Mathematics proposes to
study the mathematical knowledge put into use in other disciplines, in
order to endow them with meaning in school mathematics. Complex
systems are found in various disciplines and differential equations and
agent-based modeling are modelers of this type of phenomena. Therefore,
a proposal for the incorporation of complex systems in the classroom and
to endow differential equations with meaning is the study of the notions of
change and variation and the social construction of knowledge associated
with the modeling of complex systems by means of differential equations.

In the particular case of this research, the modeling of the spread of
epidemics using the Infested and Recovered Susceptible model. The
behavior is organized from the local to the global. That is, from the
identification and quantification of the change in the same state from
factual data, a regularity is found that allows anticipating global behaviors.
From the search for patterns of interaction it is possible to describe
different behaviors of the epidemic depending on the variation of the
parameters. The prediction of long-term behavior in complex systems is
not possible with accuracy given the emergent behaviors. The NetLogo
software will be used to visualize different scenarios of epidemic
propagation by manipulating the parameters in an exploratory design

where the epistemological elements mentioned above are brought into

play.



INTRODUCCION

Los fendmenos no-lineales o sistemas complejos se reconocen fuera de
la matematica escolar (Davis y Sengupta, 2020). En cambio, en la
realidad, son estudiados por diversas disciplinas, la sociologia, la
economia, la epidemiologia, entre otras. Estos fendbmenos son modelados
en muchas ocasiones, por esas disciplinas, mediante ecuaciones
diferenciales. Empero las ecuaciones diferenciales en el ambito escolar
son ensefiadas de forma mecanicista sin atribuirles significados. Una
propuesta para dotarlas de significados es discutir sobre “el
comportamiento a largo plazo de las soluciones, el nimero y la naturaleza
de las soluciones de equilibrio y el efecto de la variacion de los

pardmetros en el espacio de solucion” (Kwon, 2020, p. 220)

La Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa (Cantoral,
2013) plantea incorporar al aula fenémenos cercanos a la realidad del que
aprende. Para ello, propone el estudio del conocimiento matematico
puesto en uso en escenarios fuera del escolar, para luego difundirlos
institucionalmente. En el caso particular de fendmenos de variacion y
cambio deben de incidir en el desarrollo del pensamiento y lenguaje

variacional.

Este trabajo de investigacion fue divido en 5 capitulos. En los primeros
dos se enuncia la problemética de la investigacién y una revision
bibliografica sobre esta en la matematica educativa, asi se configuran los
objetivos y preguntas de investigacion. En el tercer capitulo se esbozan
los lentes tedricos-metodicos que regiran la investigacion. El cuarto
capitulo es un analisis de dimension epistemologica, se estudia la
modelacién de epidemias, la construccion social de esta y las nociones
asociadas al andlisis de la variacion y el cambio en la propagacion de

epidemias. Con esta epistemologia se conforma un disefio exploratorio.

En el capitulo 1 se describe la falta de significado en la ensefianza de las

ecuaciones diferenciales y la ausencia de las matematicas no lineales en



la matematica escolar. Luego se relata un escenario actual, la
propagacion de epidemias. Dada la postura tedrica de este trabajo, el
estudio de la construccion social y las nociones de variacion y cambio de
este fendbmeno no lineal y su modelacién mediante un sistema de
ecuaciones diferenciales puede constituir un marco de referencia para la
incorporacion en el aula de sistemas complejos o fenGmenos no lineales y

dotar de significados las ecuaciones diferenciales.

En el capitulo 2 se realiza una revision bibliografica en la disciplina sobre
estos dos temas, la ensefanza y aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales y el estudio de fenbmenos no lineales o sistemas complejos.
En las investigaciones sobre ecuaciones diferenciales hay un punto de
coincidencia, si bien los estudiantes son capaces de aplicar métodos
analiticos para la solucién no reconocen el significado de esta. Por otro
lado, en los estudios sobre fendmenos no lineales y sistemas complejos,
los autores coinciden que estan ausentes de la matematica escolar y
proponen actividades interdisciplinarias para su insercion y la simulacion
como una herramienta facilitadora de la visualizacion de dichos

fendbmenos.

En el capitulo 3 se elaboraron los fundamentos tedricos-metodicos de la
investigaciéon. La dinAmica de la propagacion de epidemia fue estudiada
mediante el modelo socioepistemoldgico de analisis de la variacion y la
construccion social del conocimiento en la modelacion de epidemias a
través del andlisis fino de la actividad (Cantoral, Montiel y Reyes-
Gasparini, 2015).

En el capitulo 4 se realiza el analisis y se plantean los resultados. A partir
del andlisis se elabora una epistemologia. La dinamica de la propagacion
de epidemia esta caracterizada por las relaciones particular entre la
densidad de la poblacion, las tasas de infecciosidad, recuperacion y
mortalidad. Un ligero aumento de la tasa de infecciosidad, puede hacer
estallar una gran epidemia. Es a partir de la busqueda de los patrones de
interaccion que se podran describir diferentes comportamientos de la

epidemia dependiendo de la variacion de los parametros. Para organizar



el comportamiento se identifica y cuantificacion el cambio en un mismo
estado a partir de datos facticos se encuentra una regularidad que permite
anticipar comportamientos globales. Y estos comportamientos se
clasifican segun los patrones de interaccion que describen las variaciones
entre los estados. Con esta epistemologia se elaboré un disefio
exploratorio que esta dividido en dos momentos. Un primer momento se
confronta con el significado de las ecuaciones diferenciales. En un
segundo momento se pretende dotar de significado la variacién de
parametros, el sistema de ecuaciones diferenciales y las interacciones
gue describen diferentes escenarios. Para ello se visualiza en el interfaz
de NetLogo que ocurre ante diferentes patrones de interaccion y se
realizan preguntas que aluden al andlisis de la variacion y el cambio para

el desarrollo del Pensamiento y Lenguaje Variacional.

El capitulo 5 muestra las conclusiones de este trabajo y las prospectivas
en las que hace pensar. Este disefio constituye una propuesta para el
tratamiento de sistemas complejos en el aula, a partir de la incorporacién
de fendmenos propios de otras disciplinas y donde el foco para el
desarrollo del pensamiento matematico sea la construccion social de ese
conocimiento y las nociones de variacion y cambio asociadas a la
dinamica del fendbmeno tratado, en lugar de la comprension del objeto
matematico sin significados. Para ello es necesario la conformacion de
marcos de referencias relacionados con fendmenos de la realidad en

otras disciplinas, que propicien la elaboracion de este tipo de disefios.






CAPITULO I. CONSIDERACIONES INICIALES

En este capitulo se esboza la problematica que se afronta en esta
investigacion. Se parte de la falta de significado en la ensefianza de las
ecuaciones diferenciales y la ausencia de las mateméticas no lineales en
la matematica escolar. Luego se relata un escenario actual que sirvio de
motivacion y se dibuja a grandes rasgos la postura sobre la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas?!. Para finalmente realizar el

planteamiento explicito de los objetivos y preguntas de investigacion.

1.1 Problemética

Cuoco y otros autores (1996) plantean que debemos de desarrollar
en los estudiantes habitos Gtiles para hacer matemaéticas: el
reconocimiento de patrones, la experimentacion, la formulacion, la
invencién, la visualizacion y las conjeturas. En torno a esos habitos,
deben de disefiarse los planes de estudio, en lugar de preguntarnos ¢ qué
matematicas ensefiar?, ¢ deberia ser teoria de graficos o geometria
sélida?, ¢geometria analitica 0 geometria fractal?, ¢ modelacién con

algebra o modelacion con hojas de célculo?

La ensefianza de las matematicas suele ocurrir de forma organizada
esquematicamente por contenidos tematicos secuenciados donde se
prioriza la memorizacion y el desarrollo de métodos algoritmicos (Solis,
2012; Mendoza y Cordero, 2018). Las ecuaciones diferenciales, por
ejemplo, son colocadas en el curriculum, luego de que el estudiante ha
cursado calculo diferencial e integral. Se tipifican (homogéneas, no

homogéneas, lineales, no lineales, de variables separables, etc.) y segun

! Cai plantea que el marco tedrico de la investigacién debe de cumplir con los siguientes puntos:
“a) justificar el propdsito del estudio y orientar la revision de la literatura; b) justificar el disefio y
los métodos del estudio; y c) centrar y orientar la presentacion de informes, la interpretacion y
discusion de los resultados y sus implicaciones” (Cai, 2019, p. 218, traduccion propia). En la
presente investigacion se considera que la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica
Educativa es la mediadora para tal fin.



el tipo se asocia un método algoritmico para su solucion (Carranza-
Rogerio, 2019). Este tipo de ensefianza, si bien predominante, no permite

dar significado al objeto matematico (Mendoza y Cordero, 2018).

Las ecuaciones diferenciales, son usadas por profesionales de
diversas especialidades para modelar fendmenos dindmicos de la
realidad, donde la solucion analitica no es simple y a veces no es posible

por lo que:

La interpretacion y la caracterizacion del comportamiento y la
estructura de las funciones solucién son objetivos importantes, con
ideas centrales que incluyen el comportamiento a largo plazo de las
soluciones, el niumero y la naturaleza de las soluciones de
equilibrio y el efecto de la variacién de los pardmetros en el espacio
de solucién (Kwon, 2020, p. 220, traduccion propia) 2 .

Esos fenomenos de la realidad en muchos casos son sistemas
complejos o no lineales (la propagacion de epidemias, la interaccion
social, los ecosistemas, los seres vivos, el clima). Estdn compuestos por
varias partes relacionadas entre si. El estudio de estas interacciones
revela informacién adicional, al estudio de cada una de las partes que
interactuan. El desarrollo de las ciencias y el fortalecimiento de la
investigacion interdisciplinaria ha permitido estudiar el cambio en el
tiempo de su dindmica, y con herramientas matematicas y tecnoldgicas,
cada vez mas sofisticadas, lograr su representacion. Davis y Sengupta

(2020) expresan sobre la insercién de estos temas en el aula de clase:

(...) las matematicas lineales fueron primero defendidas y
ensefiadas por razones pragmaticas, no porque se considerara que
ofrecian representaciones exactas de la realidad. Descartes,
Newton y sus contemporaneos eran muy conscientes de los
fendmenos no lineales. Sin embargo, debido a la intratabilidad de

muchos célculos no lineales, cuando surgieron fueron sustituidos

2 Esta y todas las citas de documentos escritos en otro idioma diferente al espafiol son
traducciones propias



rutinariamente por aproximaciones lineales. Como los libros de
texto omitieron los relatos no lineales, generaciones de estudiantes
fueron expuestas a versiones simplificadas y linealizadas de los

fendmenos naturales (Davis y Sengupta, 2020, p. 115).

1.2 Contexto para la investigacion

La modelacién de la propagacion de epidemias es principalmente
requerida para la toma de decisiones. Necesitamos de la estimacion de la
cantidad de infectados para la preparacion del sistema de salud para el
enfrentamiento a la epidemia y tomar medidas para la disminucién de la
propagacion de la misma. Este tipo de modelacién para la toma de
decisiones, pero en el ambito de la Matemética Educativa, es retomado
por Niss (2015).

Niss (2015) llama modelacién prescriptiva al disefiar, prescribir,
organizar o estructurar ciertos aspectos del mundo con el propésito de
adoptar medidas basadas en decisiones derivadas de cierto tipo de
consideraciones matematicas. Una diferencia importante es el papel
esencial de las pruebas de sensibilidad dentro de la evaluacion de los
modelos con fines prescriptivos. Este tipo de modelos, desarrollan el
pensamiento matematico y critico de los estudiantes, ya que, ademas de
una matematizacion de la realidad requieren que se decida con base en el

resultado de la exploracion matematica.

El andlisis de sensibilidad lo podemos asociar con el papel que juega
determinada variable en el modelo, ¢cdmo influye la variacion de las
variables en el modelo?, ¢ cuanto influye la variacién de las variables en el
modelo? Estas preguntas permean el analisis de la variacién y el cambio

en la modelacion de sistemas complejos.

En las noticias difundidas por diferentes medios de comunicacion, en
diversos paises, a propésito de la pandemia COVID-19 podemos ver
como se hace alusion a tres graficas de estimacion de infectados.

Referentes a un escenario favorable, a uno éptimo y a otro critico



comparado con las posibilidades reales del sistema de salud del pais (Ver
figura 1.1).

Figura 1.1 Diferentes escenarios de una epidemia

SIN CAMEIOS

Demasiadas persanzs estanian muy
enfermas y necesitarian etancidn
hospitalaria &l mismo tiempa.

ALGUNAS MEDIDAS

MEDIDAS ENEAGIDAS

Fuente: Tomado de internet?

En dichas noticias la frase “aplanar la curva” - causante de varias
polémicas en torno a su interpretacion - la podemos asociar en una
disminucién de la cantidad de personas infectadas diariamente (ver figura
1.2). ¢ Cual es la dinamica subyacente al fenbmeno? ¢ Como se conforma
un modelo? ¢ Cudles son los parametros de un modelo epidemioldgico?,
¢,.como influye cada uno de estos? y ¢ cuanto influyen? fueron las

preguntas que nos guiaron en el estudio de los modelos epidemioldgicos.

3https://www.google.com/imgres?imgurl=https%3A%2F%2Fcontent.healthwise.net%2Fre
sources%2F12.7%2Fes-
us%2Fmedia%?2Fmedical%2Fhw%2Facl0573.jpg&imgrefurl=https%3A%2F%2Fwww.cign
a.com%2Fes-us%2Findividuals-families%2Fhealth-wellness%2Fhw%2Ftemas-de-
salud%2Freduccin-de-las-futuras-olas-de-covid-19-
acl0046&tbnid=Uwt2MYhFzexLM&vet=12ahUKEwiytlGQsazzAhUEf6wKHZVICyUQMyg
JegUIARCKAQ..i&docid=2Svr8VQz_9qYMM&w=460&h=300&qg=curva%20de%20infecci
on%20covid%20en%20una%20persona&ved=2ahUKEwiytlGQsazzAhUEf6wKHZVICyU
QMygJegUIARCKAQ



Figura 1.2 Visualizacion de la idea de disminuir la propagacion o aplanar la curva

de una pandemia*

Slow acceleration of sumber of Caves

Daily numbes of Caves

Numbes of days since frst case

Nota: Tomado de https://es.wikipedia.org/wiki/Aplanar_la_curva

Vidal y otros (2020) en su busqueda tematica digital sobre modelos
matematicos epidemioldgicos delinean a la modelacién matematica en el
estudio de epidemias como un “modelo conformado por un conjunto de
simbolos y relaciones matematicas formales que representan una

aproximacion a las relaciones reales existentes en el objeto de estudio”
(p. 2).

Estos modelos se pueden clasificar en varios grupos, por ejemplo,
deterministas o estocasticos y estaticos o dinamicos. Los deterministas
son aquellos que trabajan con condiciones y datos conocidos, y se
pueden controlar los factores que intervienen en el estudio. A los
estocasticos se le asocia la probabilidad de ocurrencia, existe
incertidumbre en su comportamiento y no se conoce el resultado
esperado. Estaticos o dinamicos se refieren a la forma en que se trata el
tiempo. Los modelos estaticos dan un resultado para todo el periodo de
tiempo considerado. Los modelos dindmicos devuelven las series
temporales de las variables consideradas a lo largo del periodo de

estudio. En el caso de las ecuaciones diferenciales y la modelacion

4 La curva morada oscura muestra una enfermedad que se esta extendiendo rapidamente,
mientras que la curva rayada muestra una propagacion lenta.

5



basada en agentes son modelos dindmicos, dado que representan la
evolucionan de lo que se modela. Por otro lado, las ecuaciones
diferenciales son deterministas dado que la solucién es una funcién que
depende del tiempo y al sustituir podemos obtener la solucién. Mientras
gue, la modelacion basada en agentes tiene una naturaleza mas cercana

a lo estocastico.

Si bien con el decurso del tiempo se han generado modelos mas
especificos para la modelacién de la difusion de enfermedades, el modelo
Susceptibles, Infectados y Recuperados (SIR) de Kermack y McKendrick
(1927) sigue constituyendo un mecanismo de analisis vigente para la
toma de decisiones en las politicas publicas. Su uso resulta de particular
interés dado el poco niumero de variables que lo describen, empero
permite el andlisis del comportamiento de la epidemia en estados futuros
y para diferentes valores de las variables. Es decir, como se puede
comportar la epidemia a largo plazo en diferentes escenarios de su
propagacion, dados por las medidas publicas que se apliquen y el
comportamiento de la poblacion.

Dado estas caracteristicas del modelo SIR y la explicacion que él
supone en la difusion de una enfermedad esta investigacion tiene la
hipotesis de considerarlo propicio para ser estudiado con fines didacticos
cémo un contexto para la incorporacién de relatos no lineales en el aula,
dotar de significado las ecuaciones diferenciales no lineales y propiciar
escenarios para la emergencia y el desarrollo del pensamiento y lenguaje

variacional®.

> Pensamiento y Lenguaje Variacional (PyLVar) refiere a la linea de investigacién desarrollada en
el seno de la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa y, pensamiento y lenguaje
variacional a una forma particular de pensamiento matematico propia del humano al lidiar con

fendmenos dinamicos (Cantoral, 2019).



1.3 Estudio del cambio y la variacion. Pensamiento y lenguaje

variacional

El cambio es posible de percibir a simple vista, se puede ver, por
ejemplo, como un objeto en movimiento cambia de posicion, aunque no
podamos cuantificar cuanto cambio. En tanto la variacion requiere de una
construccion conceptual para explicar el cambio, ¢.cuanto cambia?,
¢.como cambia?, ¢ por qué cambia de esa manera? (Caballero, 2018;
Moreno-Durazo, 2018; Hernandez-Zavaleta, 2019)

La variacion constituye una nocién central en diversas propuestas
para la ensefianza y el aprendizaje del Calculo. Como se construye la
variacion en el pensamiento humano, en concreto por estudiantes de un
bachillerato mexicano, alude Caballero (2018) en su investigacion. El
autor plantea que se exige de la temporizacion y la causalidad para la
construccion de sistemas de referencias variacionales que evidencien un
reconocimiento del cambio y la variacion, lo organice y permita su
comunicacion. La construccion del sistema es orientada por un principio
del pensamiento que denomind p*, el cual se caracteriza por el estudio de
la pequefia variacion en situaciones de prediccién, y se expresa mediante
el reconocimiento de la variacion sucesiva y de un razonamiento

abductivo® que conduce a la generacion de hipétesis.

Otro estudio sobre variacion realizé Moreno-Durazo (2018) donde
analiza las practicas predictivas de los cardiologos al tomar decisiones
durante el tratamiento de enfermedades cardiacas. Ese escenario de
investigacion fue elegido considerando que, al ser dependiente de cada
paciente, la respuesta a las enfermedades y a los medicamentos, las
situaciones con las que tratan los médicos carecen de leyes de cambio.

Una de las preguntas de fondo es qué sucede con el p* al analizar la

% El razonamiento abductivo forma parte de las inferencias validas, toma el rol de conjetura o
plausible y se vincula a creatividad (Cantoral, 2019).
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pequefia variacion en un escenario de naturaleza no determinista’. Ese
analisis se pone de manifiesto en el reconocimiento de los efectos que se
tienen en la salud del paciente los ajustes en los medicamentos. Dado
gue mantener al paciente en los margenes saludables no es una labor
facil de alcanzar o una vez alcanzada esta sea inamovible,
constantemente se esta tratando la salud del paciente con base en la
pequefa variacion y se expresa en la variacion sucesivay el

razonamiento abductivo.

También sobre las nociones de cambio y variacion versa la
investigacion de Hernandez-Zavaleta (2019), su propuesta resulta de
particular interés como base para esta investigacion ya que propone la
incorporacion del estudio de fenébmenos no lineales, reconocido en
nuestra problematica ausentes del entorno escolar. En este caso se
enfrentan estudiantes de bachillerato a una situacion de caos
determinista, el comportamiento del péndulo doble al modificar las
longitudes de la barra inferior. Los eventos inesperados dados por la
sensibilidad de las condiciones iniciales que aca aparecen hacen
dificultoso la prediccién, sin embargo, al hacer uso de la pequefia
variacion haciendo alguna variable o constante del sistema infinitamente
pequefia permite la prediccion. Una primera etapa de exploracion libre de
los estudiantes para la descripcion del movimiento mediante argumentos
relacionados con el cambio y la pequefia variacidon hacen que emerjan
hipotesis abductivas sobre el movimiento de todo el sistema

concernientes al largo del segundo péndulo y su relacion con el orden.

Estos sistemas dindmicos y de movimiento, independientemente de
su naturaleza determinista o no, usualmente son representados mediante
ecuaciones diferenciales que al estudiarlas cualitativamente brindan
informacion sobre el fendmeno en si. A diferencia del uso de métodos

cuantitativos, que usualmente son ensefiados en las escuelas, donde se

7 La autora distingue entre situaciones de naturaleza determinista que tiene la caracteristica de
identificar el estado que tendra el fendmeno en todo momento (predecir) y las situaciones no
deterministas en las que no se puede predecir, sino que se recurre a otro tipo de técnicas para
establecer practicas predictivas (estimar, inferir) (Moreno-Durazo, 2018).
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trabaja en la solucion algebraica alejada del contexto real del fenédmeno
que representa y por tanto inhiben de dotar de significado a las
ecuaciones diferenciales.

Empero, qué sucede usualmente en las investigaciones de la
Matematica Educativa en torno a las ecuaciones diferenciales, los

sistemas dinamicos y los sistemas complejos o no lineales.



CAPITULO Il. ANTECEDENTES

Para la revision bibliogréfica de investigaciones dentro de la
Matematica Educativa se tomé como punto de partida las tesis de
doctorado, dentro del grupo de investigacion de Pensamiento y Lenguaje
Variacional, de Caballero (2018), Moreno-Durazo (2018), Fallas-Soto
(2019) y Hernandez-Zavaleta (2019). Una etapa posterior estuvo dada por
la busqueda en bases de datos, indices y revistas de la disciplina
empleando palabras claves como: ecuaciones diferenciales, sistemas
dinamicos, sistemas complejos y sus respectivas traducciones al inglés
(differential equations, system dynamics, complex systems). Ademas, se
consultaron algunas referencias de los articulos, memorias, tesis,

capitulos de libros y libros encontrados.

Dado que se encontré una alta correlacion en los documentos
encontrados con la investigacion asociada a la modelacion matematica en
la practica educativa se revisaron los libros de la serie ICTMA del 2015,
2017 y 2020 y en la monografia sobre el tema del ICME 13.

2.1 Laensefanzay aprendizaje de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales (EDs) se encuentran en varias
disciplinas por tanto constituye tema de estudio en muchas carreras
universitarias y en algunos cursos de bachillerato. En estos cursos
usualmente se privilegia la clasificacion de las ecuaciones diferenciales y
la solucion mediante métodos analiticos de acuerdo al tipo de ecuacion,
ad hoc al paradigma algebraico habitual de la matemética escolar.

Los métodos numéricos y graficos, por otra parte, son aplicables a
todas las ecuaciones diferenciales. Desde el punto de vista de los
sistemas dindmicos, las EDs pueden ser tratadas como mecanismos que
describen como las funciones evolucionan y cambian con el tiempo. La

interpretacion y la caracterizacion del comportamiento y la estructura de
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estas funciones de solucion son objetivos importantes, con ideas
centrales que incluyen el comportamiento a largo plazo de las soluciones,
el nUmero y la naturaleza de las soluciones de equilibrio y el efecto de la

variacion de los parametros en el espacio de solucién (Kwon, 2020).

Arslan (2010) plantea a estudiantes preguntas relacionadas con: las
soluciones algebraicas de una ecuacion diferencial (ED), con las curvas
de soluciones particulares de una ED, con la interpretacion grafica de una
ED y con la relacién entre una ED y su solucion particular; para contrastar
estudiantes que tienen éxito al solucionar algebraicamente una ED con
sus concepciones y comprension, tanto de la ED como de su solucion.
Concluye que las soluciones algebraicas de las EDs se pueden encontrar
incluso sin una comprension y conceptualizacion profunda de las EDs, por
lo que los estudiantes no sienten ninguna necesidad de comprender las
EDs y los conceptos relacionados a tono con el paradigma habitual de la
escuela (Blanchard, 1994; Boyce, 1994).

Varias investigaciones reclaman la necesidad de dar mayor
protagonismo a los enfoques numéricos y cualitativos en la ensefianza y
aprendizaje de las EDs (Arslan, 2010; Boyce, 1999)

Rodriguez (2015) en sus investigaciones sobre modelizacion desde
la Teoria Antropoldgica de la Didactica enfatiza que las matematicas son
una actividad humana que responde a problemas de diferente naturaleza,
y a lo largo de esta actividad de resolucion de problemas es probable que
se produzca el surgimiento de conceptos, nociones y procedimientos
matematicos. Por ejemplo, en el contexto de los circuitos RC (Resistor-
Capacitador) y RL (Resistor-Inductor) para la ensefianza de las
ecuaciones diferenciales mediante el uso de tecnologia promueve el
desarrollo de la modelacion matematica en los estudiantes de ingenieria
(Rodriguez y Quiroz, 2015).

Fallas (2015), quien propone abordar el teorema de existencia y
unicidad a través de argumentos numéricos y visuales ademas de los

analiticos para la comprensién de este conocimiento, partiendo de un
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analisis histoérico de la construccion de dicho teorema en contraste con la
costumbre didactica alrededor de él. En particular, analiza dos métodos
de aproximacion: el de las quebradas (usado por Cauchy y Lipschitz) y el

de cuadraturas (de Picard).

Mendoza y Cordero (2018) por su parte, revelan los usos de una
comunidad de conocimiento matematico de ingenieros bidnicos. Un
resultado de esta investigacion consistié en haber encontrado que los
usos de la matematica propios de los ingenieros no estan en relacién con
su matematica escolar. En el caso de las ecuaciones diferenciales: para
los ingenieros es “una instruccién que organiza comportamientos” y en la
matematica escolar es “hallar una solucion que no se conoce”. Una
coincidencia de este trabajo con el nuestro es revelar aspectos de
funcionalidad de la matematica que coadyuven al didlogo reciproco entre

el aula y la realidad.

2.2 El estudio de sistemas complejos en la Mateméatica Educativa

Para hablar de las consideraciones de los autores en torno al topico
de los sistemas complejos en la Matemética Educativa conviene, primero,
caracterizar un sistema complejo. Esto debido a que no existe una
definicion consensuada, estas dependen del campo especifico de la
ciencia al que se aluda. “Los esfuerzos prominentes hacia una descripcion
coherente y unificada de la complejidad giran en torno a términos como
emergente, no comprimible, multinivel, auto-organizada, sensible al

contexto y adaptable” (Davis y Sengupta, 2019, p. 113).

Cilliers (2002) considera que un sistema complejo tiene 10

caracteristicas esenciales:

(i) Los sistemas complejos estan formados por un gran niumero de

elementos.

(i) Para constituir un sistema complejo, los elementos tienen que

interactuar, y esta interaccion debe ser dinamica. Un sistema complejo
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cambia con el tiempo. Las interacciones no tienen por qué ser fisicas;

también pueden considerarse como una transferencia de informacion.

(iii) La interaccion es bastante rica, es decir, cualquier elemento del
sistema influye en otros y es influido por ellos. Sin embargo, el
comportamiento del sistema no esta determinado por la cantidad exacta
de interacciones asociadas a elementos concretos. Aungue existan
suficientes elementos en el sistema (de los cuales algunos son
redundantes), un nimero de elementos escasamente conectados pueden
desempenfar la misma funcién que la de un elemento ricamente

conectado.

(iv) Las propias interacciones tienen una serie de caracteristicas
importantes. En primer lugar, las interacciones no son lineales. Un gran
sistema de elementos lineales se puede descomponer en un sistema
equivalente que es mucho mas pequefio. La no linealidad también
garantiza que pequefias causas pueden tener grandes resultados, y

viceversa. Es una condicion previa para la complejidad.

(v) Las interacciones suelen tener un alcance bastante corto, es decir, la
informacion se recibe principalmente de los vecinos inmediatos. La
interaccion de largo alcance no es imposible, pero las limitaciones
practicas suelen forzar a tener en cuenta esto. Esto no excluye una
influencia de gran alcance, ya que la interaccion es rica, la ruta de un
elemento a cualquier otro puede cubrirse en unos pocos pasos. Como
resultado, la influencia es modulada a lo largo del camino. Puede

potenciarse, suprimirse o alterarse de varias maneras.

(vi) Hay bucles en las interacciones. El efecto de cualquier actividad
puede retroalimentarse a si misma, a veces directamente, a veces tras
una serie de etapas intermedias. Esta retroalimentacion puede ser
positiva (potenciadora, estimulante) o negativa (detractora, inhibidora).
Ambos tipos son necesarias. El término técnico para este aspecto de un

sistema complejo es recurrencia.
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(vii) Los sistemas complejos suelen ser sistemas abiertos, es decir, que
interactuan con su entorno. De hecho, a menudo es dificil definir la
frontera de un sistema complejo. En lugar de ser una caracteristica del
sistema en si, el ambito del sistema suele estar determinado por el
proposito de la descripcion del sistema y, por tanto, suele estar
influenciado por la posicion del observador. Este proceso se denomina

encuadre. Los sistemas cerrados suelen ser simplemente complicados.

(viii) Los sistemas complejos funcionan en condiciones alejadas del
equilibrio. Tiene que haber un flujo constante de energia para mantener la

organizacion del sistema y asegurar su supervivencia.

(ix) Los sistemas complejos tienen una historia. No solo evolucionan en el
tiempo, sino que su pasado es corresponsable de su comportamiento
actual. Cualquier analisis de un sistema complejo que ignore la dimension
del tiempo es incompleto o, a lo sumo, una instantanea sincrénica de un

proceso diacronico.

(x) Cada elemento del sistema ignora el comportamiento del sistema en
su conjunto, solo responde a la informacion de la que dispone localmente.
Este punto es de vital importancia. Si cada elemento "supiera” lo que le
ocurre al sistema en su conjunto, toda la complejidad tendria que estar
presente en ese elemento. Esto supondria una imposibilidad fisica en el
sentido de que un solo elemento no tiene la capacidad necesaria, o bien
constituiria un movimiento metafisico en el sentido de que la "conciencia"
del todo esta contenida en una unidad particular. La complejidad es el
resultado de una rica interaccion de elementos simples que sélo
responden a la informacion limitada que cada de ellos se presenta.
Cuando observamos el comportamiento de un sistema complejo en su
conjunto, nuestra atencion se desplaza del elemento individual del
sistema a la estructura compleja del mismo. La complejidad surge como

resultado de los patrones de interaccién entre los elementos.

Dado el desarrollo de la Matematica Educativa como disciplina se

han desarrollado teorias de la complejidad, es decir, contemplan el
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estudio sistémico de varios factores en los procesos de ensefianza y
aprendizaje. El estudiante, el profesor, la institucion, el plan de estudio, el
contenido matematico, el libro de texto, el método de ensefianza, el
desarrollo del pensamiento matematico de estudiante y profesores, entre
otras variables. Ademas, a través de los estudios de interseccionalidad se
reconoce el aula de clases como un espacio sociocultural permeado por
la comunidad, la etnia, la raza, el género, y el nivel social y cultural de las
familias de los y las estudiantes que influye en su actuar, su relacion con
el entorno y a la vez es influenciado por otros y por el entorno (Leyva,
2017).

Todo esto propone un escenario de construccion del conocimiento
matematico que para ser investigado debe de contarse con teorias que

contemplen todas esas relaciones con caracteristicas de la complejidad.

El advenimiento de la informatica y su rapido desarrollo ha permitido

nuevas formas de hacer, pensar y aplicar las matematicas.

Da Silva (2015) aborda el papel del software, Modellus, en el
desarrollo de un enfoque de ensefianza basado en el Andlisis de
Modelos, que propone el andlisis de un modelo matematico de un
fendmeno para discutir los viejos y nuevos conceptos matematicos con
los estudiantes. El software dio acceso a representaciones graficas y
numeéricas de las soluciones del modelo, que permitié a los estudiantes
analizar el modelo, aunque implicaban conceptos matematicos
desconocidos para ellos. Con relacion a investigaciones afines a esta
investigacion esta la propuesta de varios autores (Fisher, 2021; Davis y
Sengupta, 2020; Hernandez-Zavaleta, 2019) de incluir contenidos de la
matematica no lineal, los sistemas complejos, en el curriculo de los
diferentes niveles de ensefianza relacionados a fenomenos del mundo

real.

Fisher (2021) aboga por la necesidad de enfoques de ensefanza
para la construccion de modelos de analisis de problemas de sistemas

complejos, en este caso con apoyo de la tecnologia, con el fin de
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aumentar la comprension de los innumerables sistemas de interaccién no
lineal que encontraran como profesionales y ciudadanos. La interpretacion
del comportamiento del modelo se hace graficamente y permite a las y los
estudiantes anticipar comportamientos graficamente, y luego explicar las
diferencias entre su prediccion y el resultado del modelo. Estos problemas
usualmente estan fuera del plan de estudio de secundaria, empero, la
autora resalta que esta disquisicion conectada con el mundo real
constituye una preparacion conceptual para los principios fundamentales

del calculo y el razonamiento covariacional.

Galbraith y Fisher (2021) muestran la importancia de la simulacion
en el trabajo con sistemas dinamicos mostrando problemas que pueden
ser resueltos alternativamente mediante ecuaciones diferenciales y otros

no lineales donde esta es la Unica forma de proceder.

2.3 Sintesis

Por un lado, Cantoral y otros (2020) plantean el papel que juega el
pensamiento matematico en la comprension de una epidemia, las
medidas de caracter preventivo y los problemas que de estas se deriven;
todo ello conlleva a la consideracion de la nocion de aula extendida. Esta
nocién de aula extendida asume la necesidad de incorporar en el aula
otros saberes no contemplados en la matematica escolar, sea el saber
popular, cientifico o técnico. Estos dos ultimos distinguen la matematica
gue se desarrolla formalmente por matematicos, de la que se usa al
interior de las profesiones para los problemas propios de cada disciplina.
Un hecho fundamental que caracteriza al sistema didactico de la
educacién superior es que su matematica esta al servicio de otros
dominios cientificos y de otras practicas de referencia, de donde a su vez
adquiere sentido y significacion (Cantoral y Farfan, 2003; Cordero, 2001).

Al estudiar el modelo SIR no se propone la modelacion del
fendmeno sino explicar su la racionalidad a partir de la variacion de

parametros y las nociones asociadas al cambio y la variacion.
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Con estos dos aspectos, en sintesis, se conforma un marco de

referencia para formular nuestra investigacion.

2.3.1 Objetivos de Investigacion:

1. Conformar una epistemologia de practica a partir del analisis
documental vy el andlisis variacional de un sistema
complejo, en la dindmica en la propagacion de una epidemia
y las este caso, estudiar acciones, actividades y practicas
que se evidencian en su modelacién mediante un modelo
SIR.

2. Elaborar un disefio con fines didacticos, con base en la
epistemologia de practicas conformada, para el analisis del
procesamiento del cambio en sistemas complejos, y dotar de
significados la variacion de los parametros en la ecuacion

diferencial.

2.3.2 Preguntas de Investigacion:

Para conformar la epistemologia:

1. ¢(Como se caracteriza la dinamica de la propagacion de una
epidemia, a partir de un analisis documental y el modelo
socioepistemoldgico de andlisis de la variacion y el cambio?

2. ¢Qué acciones, actividades y practicas se evidencian en la
modelacion de la dinamica de la propagacion de epidemias

mediante un modelo SIR?
Para la elaboracion del disefio didactico:

3. ¢Como la epistemologia rescatada conforma un disefio con
fines didacticos para el analisis del procesamiento del

cambio y la significacién de la parametrizacion?
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CAPITULO IIl. FUNDAMENTOS TEORICOS Y METODICOS

El presente capitulo pretende esclarecer los elementos teoricos y las
decisiones metodoldgicas presentes en cada etapa de la investigacion con

la pretension de responder al planteamiento de partida.

3.1 Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa

La Teoria Socioepistemolégica de la Matematica Educativa (TSME)
modeliza la dindmica del saber o conocimiento puesto en uso. El
saber se ubica en el tiempo y el espacio, se explora desde la 6ptica
de quien aprende, de quien inventa, de quien lo usa, para que se
redisefie con fines didacticos. Esto es, el saber se problematiza
(Cantoral, 2016, p.101).

Dada esta nocién de conocimiento puesto en uso interesa situarse en
una practica de referencia, en este caso la modelacion de epidemias
permeada de contexto para, a partir de las herramientas metodolégicas de
la problematizacion del saber, posibilitar respuestas a las preguntas de
investigacion. La TSME centra la atencion en las practicas que acompafan
y anteceden a los objetos matematicos, es decir, lo que lo dota de
significado.

No se trata de una negacion del concepto objetivado o sintéticamente
del objeto, sino de sustentarlo en practicas que le dotaran de sentido y
significado. “Esto es, los conceptos en su etapa inicial, durante su
formacion, aparecen ligados a las explicaciones causales derivadas de
fendmenos particulares que se han construido como referentes
transversales para el tratamiento de situaciones particulares de la vida real”
(Cantoral, 2016, p. 118).

18



3.1.1 Principios de la teoria

La TSME descansa en cuatro principios fundamentales que trazan la
vision epistemoldgica y ontolégica de la investigaciéon y por tanto del
investigador. “Sin tener una secuencia lineal, sino formando una red nodal:
el principio de la racionalidad contextualizada, el principio del relativismo
epistemoldgico, el principio de la resignificacion progresiva o de la
apropiacion situada y el principio normativo de la practica social” (Cantoral,
2016, p. 156). Con base en Cantoral (2016) a continuacion esbozamos

cada uno de estos principios.

El principio de la racionalidad contextualizada alude a que la relacién
del sujeto al saber es una funcidon del contexto. Por tanto, debemos
entender los principios normativos del razonamiento dentro de los
contextos especificos bajo los que realiza una inferencia el sujeto que pone

Su conocimiento en uso.

El principio del relativismo epistemoldgico sostiene que la validez del
saber es relativa a la epistemologia de partida, tanto del individuo como del
grupo cultural y su contexto; no tiene una verdad absoluta. La veracidad de
una interpretacion o argumentacion esta dada por la coherencia con la

racionalidad.

El principio de la resignificacion progresiva o de la apropiacion situada
tiene sus bases en la epistemologia genética. Plantea que construir los
significados en torno a un objeto esta mediado por la accion del sujeto sobre
este, y la accidon es dependiente en gran medida del escenario contextual.
Por tanto, en la interaccion del saber con otros escenarios se evidencian

nuevos significados.

El principio normativo de la préactica social asume a la practica social
como la base de la construccién social del conocimiento. Es mediante el
estudio de la construccién social del conocimiento con base en el modelo
de anidacién de practicas que la podemos inferir , Como se constituye el

saber?
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Se pasa de la accion directa del sujeto (individual, colectivo o
histérico) ante el medio en tres acepciones (material o entorno,
organizacional o contexto, social 0 normativo) esto se organiza como
una actividad humana (situada socioculturalmente), para perfilar una
practica (interaccién deliberada del sujeto y regulada por el
contexto); dicha practica cae bajo la regulacion de una practica de
referencia que es la expresion material e ideoldgica de un paradigma
(ideoldgico, disciplinar y cultural), las que a su vez son normadas
mediante sus cuatro funciones por la practica social (normativa,
identitaria, pragmatica y discursiva-reflexiva). (Cantoral, 2016, p.
159)

La funcién identitaria relacionada con la practica de referencia dota de
identidad al grupo o comunidad, la pragmatica y la reflexiva: partiendo de
las practicas socialmente compartidas las actividades y las acciones
promueven usos diferenciados del objeto matematico y; por lo tanto,
reflexiones diferenciadas, por ultimo la funcion normativa es de caracter
regulatorio, la norma que regula el quehacer de los individuos en
colectividad, es decir, no es la prediccion en si, es lo que te hace querer

predecir. (Hernandez — Zavaleta, 2019)

3.1.2 Modelo dinamico de la anidacion de practicas

El modelo dindmico de anidacion de practicas explica tedrica y
empiricamente la construccion social del conocimiento matematico (figura
3.1). Para la TSME, esto constituye la base para la intervencion y
transformacion escolar de la educacibn matematica centrada en la

construccion social.

La articulacion del modelo la podemos expresar en los siguientes
momentos: la accién es la intervencion directa del sujeto frente al objeto,
esta se organiza como una actividad humana situada socioculturalmente,
para perfilar una practica socialmente compartida que es intencional,

reiterativa y normada culturalmente, que cae bajo la regulacién de una o
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varias practicas de referencia - la expresion material e ideoldgica de un
paradigma - que a la vez son normadas por la practica social (Cantoral,

Montiel, Reyes-Gaparini, 2015).

Figura 3.1 Modelo de anidacion de préactica

Practica social

Practica de
referencia

Practicas
socialmente
compartidas

Actividades

Fuente: Tomado de Cantoral (2016)

3.1.3 El Preediciere: una practica social

En el marco del PyLVJ[ar], el interés por estudiar el cambio y la
variacion se deriva de una necesidad inherente al ser humano, la
necesidad de predecir, ya que, ante la incapacidad de adelantar el
tiempo para observar los resultados venideros, se han desarrollado
diversas herramientas basadas en el estudio del cambio y orientadas
por la practica social del Praediciere para anticipar el comportamiento
de sistemas complejos. (Cantoral, 2016 citado en Caballero, 2018,
p. 53)

Los trabajos de Cantoral alrededor de los afios 90 sentaron los
cimientos de la caracterizacion del Praediciere como: “La accion intelectual

del sujeto epistémico sobre datos facticos para establecer los patrones de
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regularidad del comportamiento de lo que ha de predecirse. Accidén gque
tiene efecto, solo con el conocimiento de las explicaciones causales de los
fendmenos estudiados” (Cantoral, 2016, p.113). Idea que mas tarde se ha
robustecido con la evidencia empirica ofrecida por los trabajos alrededor

de su linea de investigacion.

3.1.4 Pensamiento y Lenguaje Variacional

Como se menciona anteriormente, diversos han sido los trabajos
desarrollados en la linea de Pensamiento y Lenguaje Variacional, ligados a
caracterizar las practicas que se emergen al predecir estados futuros en

diferentes tipos de situaciones.

Caballero (2018) en su estudio sobre la construccion de la variacion
en estudiantes de bachillerato hace una organizacion de las practicas de la

siguiente manera:

e Comparar al nivel accion. “Establecer diferencias entre dos
estados, uno anterior y uno posterior, 0 bien, dos estados
equivalentes de dos fendmenos diferentes, lo que permite
identificar y cuantificar el cambio” (Caballero, 2018, p. 52).

e Seriar al nivel actividad. Analizar estados consecutivos de un
fendmeno, con el objetivo de encontrar una relacién o propiedad
entre ellos que describa el comportamiento variacional de esos
estados. Organizar y establecer una l6gica a un conjunto finito de
comparaciones que posibilite determinar el caracter estable del
cambio.

e Estimar y predecir al nivel de practica socialmente compartida.
Estimar es “anticipar comportamientos o tendencias en la
variacion del fenémeno en un intervalo” (Caballero, 2018, p. 59).
Predecir “consiste en la accion de anticipar un estado o valor
especifico de una variable, sea futuro o anterior a los datos que
se tienen” (Caballero, 2018, p. 58)
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Moreno — Durazo (2018) al estudiar el diagnéstico y el seguimiento al
tratamiento de enfermedades cardiacas mediante la interpretacion de
electrocardiogramas evidencia que la variacion sucesiva se pone en uso al
identificar patrones en el funcionamiento del corazén y al regular los efectos
provocados por los medicamentos. Algo distintivo de este trabajo es que,
al estudiarse un escenario no determinista, emerge la practica de inferir
alusiva a la prediccién con cierto margen de error. Este trabajo hace una

organizacién de las practicas de la siguiente manera:

e Medir al nivel de accién. Retoma la distincion sobre la medida
gque hace Reyes (2016) en la problematizacion del saber
matematico relativo a lo proporcional directo donde se privilegia
la construccion de unidades de medida con la finalidad de medir
en otras situaciones. Esta se evidencia al medir el
electrocardiograma del paciente con respecto a un
electrocardiograma que presenta un funcionamiento adecuado
del corazdn, es decir, se identifican qué elementos del ciclo
cardiaco cambian (ondas, segmentos, intervalos).

e Comparar y seriar al nivel de actividad. Retoma la caracterizacion

que hace Caballero (2012), donde la comparacion es “el
establecimiento de diferencias entre estados permitiendo asi una
caracterizacion desde el primer orden de variacion (mayor/menor
gue, crece mas que, decrece mas que, etc.)” (Moreno-Durazo, 2018,
p. 108) y la seriacion es “el analisis de estados sucesivos, de donde
emerge una caracterizacion hasta en un segundo orden de variacion
(crece cada vez mas rapido/lento, su comportamiento es periddico,
etc.)” (Moreno-Durazo, 2018, p. 108). La caracterizacion del
comportamiento que tienen los elementos del ciclo cardiaco se
realiza a través de la comparacion y la seriacion.

e Estimar, secuenciar e inferir al nivel de practica socialmente
compartida. Estimar esta “asociada a la caracterizacion de
comportamientos globales” (Caballero, 2012 citado en Moreno-
Durazo, 2019, p.109). El cardidlogo estima “el comportamiento del

corazdn de forma aproximada, con base en su analisis de las
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caracteristicas de los elementos del ciclo cardiaco” (Moreno-Durazo,
2019, p. 109). Secuenciar es construir el orden de los diferentes
comportamientos. Inferir es seleccionar aquella explicacion sobre el
comportamiento que seguira la evolucion de los estados con el
menor margen de error, se relaciona a las decisiones que el
cardiélogo debiera tomar para conducir al paciente hacia el estado

saludable.

Por su parte Hernandez-Zavaleta (2019) en la exploracion de las
nociones de cambio y variacion en el estudio de fendbmenos no lineales, en
este caso actividades para estudiar el comportamiento del péndulo doble
por estudiantes de bachillerato al modificar las longitudes de la barra
inferior. El transito entre las practicas en este trabajo esta permeado por la
pequefa variacion y la practica de clasificar es un aporte de este trabajo
relativa al estudio de fendmenos no lineales. Hernandez-Zavaleta (2019)
propone como anidacion de practicas asociado a “lo erratico” o aparicion

de eventos inesperados:

e Comparar del tipo 1 y de tipo 2 a nivel de accién. Es establecer
diferencias y equivalencias entre dos estados del sistema,
estados locales (momentos particulares del movimiento) y
estados globales (movimiento desde su condicion de inicio hasta
alcanzar el reposo nuevamente). Esto permite identificar y
cuantificar el cambio.

e Secuenciar y seriar a nivel actividad. Seriar es articular varios
estados consecutivos con el fin de encontrar una regularidad.
Alude a la regularidad o explicacion causal de una coleccion de
comparaciones de estados sucesivos. Secuenciar es “dar un
orden para los diferentes comportamientos que articulan las
diferentes dindmicas que exhiben el fenémeno estudiado y se
elabora una explicacion sobre ese orden a nivel global de la
dinamica” (Hernandez-Zavaleta, 2019, p. 33).

¢ Clasificar a nivel de practica socialmente compartida. “Clasificar

promueve la construccion de conjeturas sobre tipos de

24



movimiento ante la aparicibn de eventos inesperados”
(Hernandez-Zavaleta, 2019, p. 114).

3.2 Aspectos metodicos

3.2.1 Método de delimitacién del objeto de estudio

Covian (2005) y Moreno-Durazo (2018) son investigaciones
socioepistemoldgicas que investigan el saber matematico en escenarios
fuera del escolar analizan los datos mediante la triangulacion de los
mismos, por ejemplo, analiza lo que dicen que hacen, lo que narran que
hacen y lo que observan que hacen para estudiar la construccion de
viviendas en la vivienda tradicional Maya y el diagnostico médico en
enfermedades cardiovasculares respectivamente. Yojcom (2013) discurre,
ademas, lo que han dicho otros que hacen. Un método similar, pero para la
eleccion del documento de estudio fue el usado por esta investigacion,
considerando lo que se divulga que hacen, lo que narran que hacen, lo que

escriben que hacen.

Figura 3.2 Método para la eleccion del texto de estudio

* Fuente: Noticias difundidas por
diferentes medios con modelos
matematicos para explicar la toma de
decisiones antes los posibles escenarios
de la Covid-19.

Lo que se divulga que
hacen

* Fuente: Relatos y conferencias de
modeladores de epidemias.

Lo que narran que hacen

* Fuente: Articulos y handbooks con
diferentes métodos para la modelacion
de epidemias y de difusion.

Lo que escriben que
hacen
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« Lo que se divulga que hacen

En el contexto de la epidemia COVID-19 realizamos una exploracion
sistematica de la péagina oficial de la Organizacion Mundial de la Salud,
noticias difundidas por noticieros, el espacio de difusion para la epidemia
en México a las 19:00 horas del centro de México y sitios oficiales de

noticias.
« Lo que narran que hacen

Fueron consultados videos de Youtube que hablan sobre la
modelacion de epidemias matematicos de la Universidad Autbnoma de

México (Epidemias y Matematicas, 2020, 2020a).
* Lo que escriben que hacen

Comenzamos realizando una exploracién libre en buscadores
académicos considerando como palabras claves “modelacion de
epidemias” y su respectiva traduccion al inglés. Esto conllevé a encontrar
diversos tipos de métodos que modelan epidemias (Vidal y otros, 2020)
basados en diferentes técnicas, sociales, de inteligencia artificial o
matematicas tanto estocasticos (Allen, 2008) como deterministas.

Todo esto conllevé delimitar el objeto de estudio, el analisis
documental del modelo de Susceptible, Infectado y Recuperados (SIR) de
Kermack y McKendrick (1927). En la modelacién de epidemias se observé
que se utilizan diversos métodos, tanto en su finalidad como en la precision,
cantidad de variables involucradas, en su naturaleza determinista o
estocastica. Una caracteristica encontrada en varios autores es que su
método tenia bases en la produccion de Kermack y McKendrick (1927).
Ademas, el analisis de la historia de la disciplina sostiene que fue en este
trabajo donde se encuentran las bases de posibilidad de la prediccion en la
epidemiologia. A pesar de casi un siglo de su surgimiento muchos
gobiernos usaron este modelo para el analisis del comportamiento de la

epidemia y al segmentar la poblacion segun su interaccion con la epidemia
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constituye una sencilla explicacion para aquellos que no estan tan

familiarizados con la epidemiologia.

3.2.3 Método de andlisis de la modelacion de epidemia

Bajo los mismos lentes tedricos diversas investigaciones (Mota, 2019;
Giacoleti-Castillo, 2020) revelan los usos del conocimiento matematico en
las comunidades de conocimiento matematico de la gente a través de su
funcionamiento y forma en una situacion especifica (Cordero y Flores,
2007).

El “uso” es la funcién organica de la situacion que se manifiesta por
las “tareas” que componen la situacion, y la forma del “uso” seran la clase
de esas “tareas’. Las tareas pueden ser actividades, acciones, ejecuciones
y alternancias de dominios. Cuando la alternancia de tareas sucede se
genera una nueva funcion organica que debatira con las formas de los
usos. A este acto de “uso” se le llamara resignificacion [de usos]. (p. 13,

énfasis afiadido)

Ulloa y Arrieta (2009) fundamentan su investigacion utilizando el
término de Derrida deconstruir, un término referido a deshacer
analiticamente los elementos que constituyen una estructura conceptual,
como una metafora para deshacer aquellos elementos que constituyen la
practica de modelacion en comunidades profesionales (en su caso, una
Comunidad Pesquera); es un medio para mostrar o0 encontrar la
intencionalidad de una practica constituida. Esta deconstruccion de la
practica de modelacién la propone, en su caso, a través de nueve
momentos gque, en conjunto, constituyen una metodologia especifica para
hacer una revision socioepistemoldgica fuera de un ambiente escolar
(citado en Montiel y Buendia, 2012).

En el caso de esta investigacion se hard una problematizacion de la
variacion desde el Pensamiento y Lenguaje Variacional (Caballero, 2018;
Moreno-Durazo, 2018; Hernandez Zavaleta, 2019) del fenémeno de la

propagacion de epidemias y su modelacion mediante el modelo
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Susceptible, Infectados y Recuperados de Kermack y McKendrick (1927) a
través de un analisis documental. Esta epistemologia revelada sera la base

para la elaboracion de disefios didacticos.

Problematizacién de la variacion desde el Pensamiento y el Lenguaje

Variacional

La problematizacion del saber, es “entender los usos y razon de ser
del conocimiento matematico estudiado” (Reyes — Gasparini, 2016. p. 54).
Problematizar la variacion desde el Pensamiento y el Lenguaje Variacional
sera entender la variacién y el cambio en el fendmeno de propagacion de
la epidemia y las practicas para su modelacién ¢Cual es la dinamica
subyacente al fendmeno? ¢ Como se conforma un modelo? ¢ cuales son las
variables de un modelo epidemiolégico?, ¢qué cambia? ¢Coémo influye
cada una de las variables?, ¢cémo cambia?, ¢cuanto influyen?, ¢cuanto
cambia?, ¢como justifico el cambio? Para esto se hizo un andlisis
documental utilizando el modelo socioepistemoldgico para el estudio del
cambio (Caballero, 2018; Moreno Durazo, 2018; Hernandez Zavaleta,
2019) de conjunto con el andlisis refinado de la accién (Cantoral, Montiel,
Reyes-Gasparini, 2015) ¢qué hace? ¢como lo hace?, para explicitar la
accion directa del sujeto con el objeto y para identificar las herramientas
gue se lo permiten, y ¢ para qué lo hace?, buscando reconocer la actividad.
La pregunta ¢ por qué lo hace?, la vamos a considerar para evidenciar la

practica socialmente compartida.

El modelo socioepistemoldgico para el estudio del cambio (Caballero,
2018; Moreno-Durazo, 2018; Hernandez-Zavaleta, 2019) (Figura 3.3) ha
sido desarrollado por diversas investigaciones dentro de la linea de
Pensamiento y Lenguaje Variacional para estudiar situaciones dinamicas
en las profesiones, en situaciones de movimiento y situaciones aulicas

donde se exploran las nociones de cambio y variacion.

En el modelo el primer nivel de constantificacion se refiere a la accion
de elegir las variables significativas para el estudio del sistema. Este nivel

recurre a la pregunta ¢ qué cambia?, relacionada con el engrane “variable”.
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El segundo nivel de constantificacion se refiere a reconocer las condiciones
iniciales que le funcionen para determinar los estados estables del sistema,
es decir, que le permitan una prediccion del comportamiento mediante las
variaciones de las variables elegidas en el primer nivel. En este nivel se
ponen en juego las preguntas ¢cémo y cuanto cambia? (Hernandez
Zavaleta, 2019)

El caracter estable del cambio se refiere a la busqueda de leyes que
rigen el cambio mediante el establecimiento de relaciones entre las
variables, estas relaciones se significan en leyes dadas por formulas o
modelos matematicos. El transito entre los engranes de variacion y las

practicas predictivas esta dado por ¢,como justifico el cambio?

Figura 3.3 Método de problematizacion de la variacion desde el Pensamiento y el
Lenguaje Variacional

e Busqueda del
caracter estable
del cambio

* Niveles de
constantificacion

Variacion

Variable P T

Practicas socialmente compartidas

épor qué lo hace?

Practicas e

predictivas épara qué lo hace?

Acciones

équé hace?
écomo lo hace?

—_ ] _— ] ¢Coémo justifico el
> ¢Qué cambia? > ¢CAdmo cambia? > ohiod >
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CAPITULO IV. ANALISIS DE LOS DATOS Y RESULTADOS

4.1 Andlisis

En este apartado se presentara el andlisis realizado al modelo de
Susceptible, Infectados y Recuperados (Kermack y McKendrick, 1927)
mediante el analisis documental y la problematizacion de la variacion
desde el Pensamiento y el Lenguaje Variacional: el modelo de andlisis
socioepistemoldgico de la variacién y el cambio y la construccion social
del conocimiento matematico en la conformacion del modelo. Ello
responde al objetivo 1 de la investigacion: Conformar una epistemologia
de préactica a partir del analisis documental y el analisis variacional de un
sistema complejo, en la dinamica en la propagacion de una epidemia y las
este caso, estudiar acciones, actividades y practicas que se evidencian en
su modelacién mediante un modelo SIR; y responde las pregunta de
investigacién 1y 2: ¢ CoOmo se caracteriza la dinamica de la propagacion
de una epidemia, a partir de un analisis documental y el modelo
socioepistemologico de analisis de la variacion y el cambio? ¢Qué
acciones, actividades y practicas se evidencian en la modelacion de la
dinamica de la propagacion de epidemias mediante un modelo SIR? Esto
constituird un marco de referencia para la elaboraciéon del disefio

exploratorio.

Kermack y McKendrick (1927) obtienen una mayor comprension que
lo que se conocia hasta el momento de los efectos de los diversos
factores que rigen la propagacion de las epidemias contagiosas. El
problema en su aspecto mas general es dificil de tratar. Los autores se
limitan al caso en que todos los miembros de la comunidad sean
inicialmente igualmente susceptibles a la enfermedad y que la inmunidad
completa se confiere por una sola infeccién. Se puede resumir de la

siguiente manera:

Una (o mas) persona infectada se introduce en una comunidad de

individuos, mas o menos susceptibles a la enfermedad en cuestién.
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La enfermedad se propaga de los afectados a los no afectados por
la infeccion de contacto. Cada persona infectada recorre el curso
de su enfermedad, y finalmente es eliminada del nimero de los que
estan enfermos, por recuperacion o por muerte. Las posibilidades
de recuperacion o muerte varian de un dia para otro durante el
curso de su enfermedad. Las posibilidades de que los afectados
transmitan la infeccion a los no afectados dependen también de la
fase de la enfermedad. A medida que la epidemia se extiende, el
nuamero de miembros no afectados de la comunidad se reduce.
Como el curso de una epidemia es corto en comparacion con la
vida de un individuo, se puede considerar que la poblacion
permanece constante, excepto en la medida en que se modifica por
las muertes debidas a la propia enfermedad epidémica. (Kermack y
McKendrick, 1927, p. 700-701)

El debate se limitara al caso en que todos los miembros de la
comunidad sean inicialmente igualmente susceptibles a la enfermedad, y
se supondra ademas que la inmunidad completa se confiere por una sola

infeccion.

Primer nivel de constantificacion ¢ qué cambia? Las variables
significativas para el estudio de la dindmica de la propagacién de la
epidemia son: Poblacién susceptible, poblacion infectada y poblacién
recuperada. También se realizardn suposiciones con algunas de estas
variables con fines de no hacer mas engorroso el calculo y sin pérdida de
generalidad. “El debate se limitara al caso en que todos los miembros de
la comunidad sean inicialmente igualmente susceptibles a la enfermedad,
y se supondra ademas que la inmunidad completa se confiere por una

sola infeccion” (Kermack y McKendrick, 1927, p. 3).

Segundo nivel de constantificacion ¢,como cambia? y ¢ cuanto
cambia? “La terminacion de una epidemia puede ser el resultado de una
relacion particular entre la densidad de poblacion y las tasas de

infecciosidad, recuperacion y mortalidad” y “por un ligero aumento de la
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tasa de infecciosidad, puede estallar una gran epidemia”. (Kermack y
McKendrick, 1927, p. 702)

Kermack y McKendrick (1927) consideran “primero las ecuaciones
que surgen cuando el tiempo se divide en varios intervalos separados, y
se supone que las infecciones sélo tienen lugar en el instante de pasar de

un intervalo a otro” (p.702).

Agqui podemos ver temporizar al nivel accién, entendida cémo
reconocer estados intermedios para analizar el proceso de variacion
de las variables en una unidad de tiempo considerada constante.
Similar a esta accion es la descripcion de Caballero (2018) para

temporizar a la hora de crear un sistema de referencia.

V¢ o Sera el numero de individuos en el area del momento t que ha
sido infectados para los intervalos 8. El nimero total de enfermos en ese
intervalo t es Y5_,v; ¢ que denominan y,. También se utiliza el simbolo v,
para denotar el nUmero que realmente experimentan el proceso de
infeccién durante la transicién del intervalo t — 1, al intervalo t. En general
V.9 = vV, €Xcepto en el origen, donde se asume un cierto numero y, de

infectados inicialmente.

Voo = Vo + Yo (1)

Todo el proceso se puede resumir en el siguiente esquema (figura
4.1:
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Figura 4.1 Proceso de infeccidn durante un periodo de tiempo

Fresh Numbers at each stage | Number
infections. of illness. i1,
V3 V3,0 31 Us 2 733 Y3
(%) V2, 0/’02, 1 V22 Yo
V1 - V1,0 Y11 )
Yo Vo, 0 Yo

Fuente: Kermack y McKendrick (1927, p. 703)

Nota: Las flechas indican el curso seguido por cada individuo hasta

gue se recupera o muere.

¢, Como explicamos la figura? Consideremos que la unidad de tiempo
es un dia, entonces tendremos que existe cierto nimero de infectados
inicialmente y,. Transcurrido un dia de la epidemia en la poblacion los
infectados inicialmente tendran un dia de infectado v, ; y ese dia habra
nuevos contagios v, 4, en total habra v, o + v, ; = y; infectados el primer
dia. En el dia 2 los infectados inicialmente tendran dos dias de
contagiados v, ,, los infectados el dia 1 tendran 1 dia de infectado v, ; y
ese dia habra nuevos contagios v, o, para un total de v, + v, + v, = ¥,
infectados para el dia 2. En dia 3 los infectados inicialmente tendran 3
dias de contagiados vs 3, los infectados el dia 2 tendran 1 dia de
contagiados v 1, los infectados el dia 1 tendran 2 dias de contagiados vs,
y habra nuevos infectados ese dia v;,, entotal vz + v3 1 + V3, + V33 =
y3. Es decir en v, 4, t denota las unidades de tiempo de la epidemia que
estéa transcurriendo y 6 el nimero de unidades de tiempo que tiene un

conjunto de individuos de haberse infectado.

Si Y4 denota la tasa de eliminacion, es decir, es la suma de las tasas

de recuperacion y de mortalidad, entonces el nimero de personas que se
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eliminan de cada grupo de 6 al final del intervalo t es Yyv, 4, y €sto es

igual a vy g — V41 94+1. ENtonces,

YoVio = Vo — Vitr1,0+1

Vo — Ve+1,6+1

Yo

Uto =

Vo = Ve-1,0-1(1 — Pg-1)
Ut = Vi-26-2(1 = Po-1)(1 —Pg_2)
Ut = Ve—p,0B0 (2)
donde By es el producto de (1 —Yg_1)(1 —Pg_3) ... (1 —1y).

y. debe ser igual a x; 2.i ¢y, 9 donde x, denota el nimero de
individuos aun no afectados, y ¢4 es la tasa de infectividad al momento 6.
“Esto es asi porque la probabilidad de una infeccion es proporcional al
namero de infectados en una parte, y al nimero de no infectados todavia
en la otra” (Kermack y McKendrick, 1927, p. 703). Entonces,

xt:N_zvt,g

1
xe =N _Zivt — Yo (3)
donde N es la densidad de la poblacion inicial.

xt+yt+Zt :N(4‘)
t t
Ve = Xt z PVt = Xt 2 PeBoVi—g,0 (por 2)
1 1

= xt(Zﬁ $oBo(vi_g + ¥0)) = xt(Zﬁ $oBovi_g + ¢ Byo)
Si denotamos ¢ By por Ag, entonces es igual a
= x (X5 Agvi_g + ArYo) (por 1) (5)
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También

t t
Yt = Z Vo = Z Bovi_g + By, (6)
0 0

Por definicion
—Ve = Xpq1 — Xt (7)

Es decir, la variacién en los susceptibles entre un momento y el

anterior es igual al nUmero de nuevos infectados en el momento.

Por tanto (5) puede ser escrita de la siguiente manera:

t
Xt — Xe—1 = Xt ZAevt—e + Ayo | (8)
1

También z,,., — z; es el nUmero de personas que se retiran al final
del intervalo de tiempo t, y esto equivale a Y} v, ¢ €s decir, a

YipeBovi_g + Y:Bryo, por lo que escribiendo Cy para By tenemos:

t
Zt —Zy1 = Z Covi—g + Cryo (9)
1

Por tanto, al escribir la variacion del nUmero de infectados entre un

momento y el anterior este queda:

t t
Ve = Yt-1 = Xt ZAGVt—G + Ay | — Z Covi—g + Cryo (por 4) (10)
1 1

Hasta aqui podemos ver como se desarrolla parametrizar a nivel
de accion, entendido coémo encontrar los valores que rigen la
variacion en el comportamiento del sistema. Ademas, una accion
entrelazada a temporizar y parametrizar es comparar. Comparar se
denomina al establecer diferencias y equivalencias entre dos
momentos en un mismo estado para identificar y cuantificar el

cambio.
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A continuacidn, se expresa seriar a nivel de actividad, al
articular varios intervalos de tiempo consecutivos con el fin de
encontrar unaregularidad. Se aumentan las subdivisiones del tiempo de
manera que cada intervalo se haga muy pequefio, entonces en el limite

las ecuaciones anteriores (4,6,7,8,9) se convierten en:
xt+yt+Zt =N(11)

—Vp = X — X (12)

d
Lt — —xe[fy Agve—ad6 + Acyo] (13)

dZt

f Covi-g dO + Cryo (14)
t
Ye = J, Bovi—9d6 + By, (15)

7]
donde By = e Jo ¥4 4, = 0By, y Cy = YgBy

“La (11) es una consecuencia necesaria de la (13), (14) y (15). Las
cuatro relaciones independientes (12), (13), (14) y (15) determinan las

cuatro funciones x, y, zy v” (Kermack y McKendrick, 1927, p. 704-705).

Por la ecuacion (13), dejando caer el sufijo t excepto cuando sea

necesario en el analisis,

t t t

i dx
—=-x AgVi_g + Aryo| = —x | | Ar_ove + Ayo|l = x| | Ao == 10 —Ayo
0 0 0
Por tanto
t
dlogx

t dA;_
dt =At—9x9|0_ X0~ 40 d9 AtYo
0

t
= ont - Atxo + fng't_gdH - Atyo
0
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dAr_g _  dAig
dt-0) ae

donde A’;_4 =

Pero Ay, = ¢¢By = ¢y = 0, ya que asumimos que un individuo al

momento de infectarse no puede transmitir la infeccion.

t t
== _At(xO + yo) + f xeAlt_ng = _AtN + jA'gxt_gdH (16)
0 0

dlogx
dt

No hemos sido capaces de resolver esta ecuacion de tal manera que
dé x en términos de t como una funcién explicita. Sin embargo, puede
sefalarse que se trata de una ecuacion integral similar a la ecuacién de

Volterra

t

F© =@ + [ Nt O)p(0)a0

0

dlogx

excepto en lugar de f(x) tenemos —

Si se considera una ecuacion de la forma

t

=A; + Af N(t,0)x(6)do
0

dlogx
dt

de la cual la ecuacion anterior es un caso particular, pareceria que
se puede llegar a una solucién mediante una serie de aproximaciones
sucesivas de manera similar al método utilizado para resolver la ecuacion

de Volterra.
Si se escribe:
x = fo(t) + Af1(t) + 22£,(¢t) + etc.

Al sustituir esta expresion en la ecuacion

t

d

= x|+ A [ N )68
0
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e igualando los coeficientes de las potencias de A, obtenemos
d t t
SO = O+ fua(© [ N@OSOId8 + fu0) [ N 0)fi(60)d8
0 0

t
+et fo©) [ NEOua (0106 = Loy (©
0

Esta es una ecuacion diferencial para f,,(t) de la cual la solucién es

t

t t
fa(©)e™ JoAat = f Ly_1(t)e™JoAt8qt 4 constante
0

donde L,_;(t) es una funcion de f.

También f,(0) es cero (n > 0), ya que las condiciones iniciales son
independientes de A. Por lo tanto, las constantes de integracion son todas

cero excepto f,(0).

En el caso de esta funcidon tenemos

df o(t)

= fo(t)A;

de donde

fo(®) = fo(0)elo At
de manera que f,(0) = x,

Por lo tanto, tenemos para la solucion de la ecuacion integral,

x—ont+ZAnEtf ()dt—Et xo+z/1"f na(0)

donde E, se escribe como exp. fOtAtdt; ycuando 1 =1
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o t
L,_1(t
x=E; xO+ZJ nl()dt 17)
1 0 Et

Volviendo a la ecuacién (16) y considerandola de forma mas general

dlogx
dt

= At + f Qt_gJngH
0

Al multiplicar ambos lados por e~%t donde la parte real de z es
positiva, e integrando con respecto a t entre los limites cero e infinito, se

tiene que

o)

[e's) o t
d logx ot gt
Atdt + e Qt_g.nge dt
0 0 0 0

por lo tanto
—logxg + f ze ?logx dt = F(z) +f e‘zedej e Ztx.dt
0 0 0

=F(z) + F,(2) fooo e Ztx.dt
donde F(z) = [" e % A.dt, y F;(2) [ e #Qqd8, e~** log x tiende a cero ya
gue t tiende al infinito y x nunca excede el valor inicial N — y,.

Luego

oo}

f e ?t(zlogx — F;(z)x)dt = F(z) + logx, (18)
0

Esta es una ecuacion de la forma

| s 2w nde =2 19)
0
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donde las funciones ¢, ¥ y y son conocidas, y x es una funcion de t. z
puede tener cualquier valor siempre que su parte real sea positiva. De ello
se deduce que la solucion formal obtenida en el parrafo anterior, la
ecuacion (17), debe satisfacer esta ecuacion (19). Si ¢(x, z) no hubiera
contenido z explicitamente la ecuacion (19) seria del primer tipo de
Fredholm. Desde este punto de vista, la ecuacion anterior puede
considerarse como una generalizacion de la ecuacién de Fredholm del

primer tipo.

Al integrar la ecuacion (13) con respecto a t, entre los limites cero e

infinito.
Se tiene que
o o] t oo
dlogx dlogx
0 0 0 0
por lo tanto

X
logx—0= J— Agdef vtdt'l'yof Atdt
0

oo
0 0
. . (o9) ., (o)
Si se sustituye A para fo A.dt, y se usa la relacion fo vedt = xo —

X S€ tiene:

X
logx—0 =A(xy — Xe) + Ayg = AN — X))

[0 9]

Y nara que p sea la proporcién de la

Introduciendo el valor p = ~

poblacidn que se infecta durante la epidemia.

Entonces x, = N(1 — p)

y
I-p
—log1 _&=ANP (20)
N
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Esta ecuacion determina el tamafio de la epidemia en términos de A4,

N,y Yo.
Al tratar la ecuacion (15) de manera similar, se obtiene la relacion:

oo oo

fytdtszfBgdH

0 0

Asi, f0°° By d0 es la duracion media de la enfermedad en un individuo.

Los datos de observacion se dan en términos de x, y, y z, aunque
en determinados casos la informacion puede ser incompleta.
Puede surgir el problema de obtener Ag y By como funciones de 6
y, por consiguiente, de adquirir conocimientos sobre ¢4 Yy g, las
tasas de infectividad y de eliminacion. (Kermack y McKendrick,
1927, p. 708)

dl . .
ng son funciones conocidas de t y del

En la ecuacion (13) v, y

tipo discutido por Fock (1924 citado en Kermack y McKendrick, 1927). Por
tanto, se puede aplicar su método para obtener la solucién de esta y otras

ecuaciones similares.

Por la ecuacion (13)

[o4} o t 0
dlogx _
f je thAQUt_g d9dt+y0f e ZtA dt

0 0 0 0

= j e‘ZtAgdef e %y, dt+y0f e %A dt
0 0 0

por lo tanto

me_ztdlogxdt

e-rtAdr = —0 _dt 21
Of ‘ Yo+ [, e ?tv dt (1)

si se denota esta Ultima expresion con F,(z), entonces
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a+ioco

1

—_ —Zt

Ay =o— f e~ F,(2)dz (214)
a—iLoo

Por la ecuacion (15)

o0}

o t
je‘“ytdt = J e‘thBgvt_ng dt+y0J e Z'B.dt
0 0 0 0

[oe}

de donde

fooo e ?ty,dt

je_ZtBtdt = %)
5 Yo + fO (% dt

si se denota esta Ultima expresion con F;(z), entonces

1 a+ioco
Bg=_i f e 2t F;(z)dz (224)

a—ico

Las ecuaciones (214) y (224) dan Ay y By en términos de los datos

observables.

Si F,(z) y F3(z) pueden ser expresadas como funciones racionales
de z, entonces en lugar de la transformacion de Laplace se puede usar la

solucién mas simple.

“Durante las primeras etapas de una epidemia en una poblacion
numerosa, el nimero de personas no afectadas puede considerarse
constante, ya que cualquier alteracion es pequefia en comparacion con el
numero total” (Kermack y McKendrick, 1927, p. 709).

Dada esta premisa la ecuacion (13) pasa a ser

o)

f Agvi_g dO + Acyo
0

dx;

_ Tt =N
dr 't

donde N es la poblacién constante.
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Usando el método de Fock

si se denota con F,(z).

1 a+ioo
Ut = f e_Zt F4(Z)dZ (2314)

a—ico

Haciendo uso de la ecuacion (15) se tiene algo similar

(o4} t o
je‘”ytdt = j e‘thBgvt_gdH dt+y0j e Z'B.dt
0 0 0 0

= j e‘Ztvtdtf e ?'Bydo +y0j e Z'B.dt
0 0 0

_ Ny, fooo e ZtA,dt fooo e Z'B.dt
1—N [ e #tA,dt

+y0j e Z'B.dt
0

Yo fooo e ?B.dt

= 5 24
1—NkeﬂMﬂt()
llamandola F5(z).
1 a+ico
Ve = ﬁ f e_Zt Fs(Z)dZ (24‘A)
a—tioo

Se puede encontrar la ecuacion integral para y, de la siguiente

manera.
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t t 6

Ye = jBt—evedQ + Biyo = NJBt—G ]Ae—zvz dz + Agy, |d6 + By,
0 0 0

N

t
Bt—@ AG—ZUZ dzdo + NyO f Bt_gAgde + BtyO
0

O’Sﬁ

t

Bg_,v,dzd6 + Ny, f A;_gBgdB + By,
0

N

At_p

O\H
O 4 O —

t

N f A¢_g(yo — Bgyo + —Bgy0)d6 + By
0

t
N j Ar_oyodd + Buyo (25)
0

Resolviendo esto directamente obtenemos la solucién (24).

Si la ecuacion para v, , Se expresa como:

t
Vto = jABUt—B,OdB
0

y se obtiene la solucion:

a+ico

— 1 zt NO
Vto = 5 e © -dz
' 1- [ e 2049d0

a—io
Se observa que v, o tenia una singularidad en el punto t = 0.

En la presente discusion consideramos que las infecciones
originales ocurren en las ecuaciones que definen la epidemia
propiamente dicha. Asi, v, , = v, excepto en el corto intervalo de
tiempo 0 a ¢, y durante este intervalo la ecuacion integral no se

sostiene, sino que fog v odt es igual a y,. (Kermack y McKendrick,

1927, p.711)

Entonces
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&

t
Vio = Vpo — Vg + Vgo = ]Aevt—e,ode + JAGUt—B,OdH
P 0

t &
= ngvt_g,Ode + At_g’ j vg’ode,donde O < 8, <¢g

& 0

t

= ngvt_g,OdH + Ay

&

Asi, la ecuacion integral dada anteriormente para v, , implica la

ecuacion dada ahora para v;.

La solucién dada anteriormente puede ser escrita en la forma:

a+ico

1
Vo = 5 f e?F(2)dz

a—ioco

donde
F(2) = —=2>—: denotémoslo como 2.
1-f, e ?949d0 1-4
En la nueva forma
_ Yo _ Ayo
Fy(2z) = Yot T 25 7-2

gue es la misma que en la ecuacion (23) cuando se observa que en
la discusion anterior se tomo la funcion A para incluir a N. Ahora
bien, si v; no tiene singularidades, la solucion laplaciana de F,(z) es
una funcion sin singularidades y por lo tanto el laplaciano de y,

corresponde a la singularidad. Es facil ver que la solucion laplaciana

L pate e?t(—y,)dz corresponde a una funcion ¢(t) tal que

2mi Y a—io
fooo e ?t¢p(t)dt = —y,. Ahora bien, si ¢(t) es cero desde ¢ a «, y se
vuelve infinita en el origen de tal manera que fogqb(t)dt tiende a y,

como ¢ tiende a cero, entonces esta claro que la ecuacion anterior
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L, . . ny a+ioco
sera cierta. Y asi la expresion fa_ioo e?'(—y,)dz puede ser tomada

como representacion de una funcion con exactamente las mismas

propiedades que v, — v, 4. Es decir, es cero desde e a © y

& ~
fo (ve — v)dt = —y,, cuando ¢ se vuelve muy pequeiio.

Estos valores de v, y y; constituyen la solucion general del
problema en el caso de que se considere que N permanece
constante, si se dan Ag y By, 0 ¢pg Y ¥g. (Kermack y McKendrick,
1927, p.711)

Al obtener los valores Ay y By a patrtir de los valores de v; y y;, se

tiene que

a+ico

1 P ety dt
Ap = — f gt 0 - dz (26)
2mi Ny,—N [, e?v,dt

a—ioco

1 Ce~zty dt
By = j e?t Jo 4 dz (27)

Yot f0°° e~y dt
Las soluciones (21, 22, 23, 24, 26, 27) dependen de una ecuacion

del tipo f0°° e Zt¢p(t)dt = F(z) cuya soluciéon puede encontrarse mediante

el uso de la Transformada de Laplace.

Agui vemos la practica socialmente compartida de clasificar
muy similar a la que se desarrolla en los cursos de ecuaciones
diferenciales usualmente. A partir de la ecuacién diferencial se

clasifica para encontrar un método ad hoc para su solucion.
Caso en que las tazas sean constantes

A partir del caso en que ¢ y Y son constantes k y [ respectivamente
se puede obtener informacion sobre el proceso por el cual las epidemias

en poblaciones limitadas siguen determinado curso hasta su extincion.
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En este caso las ecuaciones son:

dx
dt
dy

- = — > (29
7 = KXY ly ¢ (29)
dZ—l
a7 J

= —KXy

sesabequex+y+z=N.
Por tanto

dz
E—Z(N—x—z)

dx

— = —%x, de donde log% = %z, ya que se asume que z, = 0, es decir al

inicio de la epidemia no existe ninguna persona recuperada.
Luego

dz

== l(N —xoe_%—z)

Para obtener z como una funcion explicita de t, se puede expandir el
término exponencial en potencias de %z , Y asumir que %z es pequefo

comparado con la unidad.

Por lo tanto,

dz _ Uy N (K 1) Xok?z?
dt Yot \Th =) " n

“Pero N — x, = y,, donde y, es pequefio. Es por esta razon que

debemos tomar en consideracion el tercer término en z2, ya que aunque

K ~ .
7 Z es pequefio comparado con la unidad, su cuadrado puede no ser

pequeiio comparado con Gxo - 1) z” (Kermack y McKendrick, 1927, p.

713).

La solucién es
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2 —
zZ= : {Ex0—1+ —qtanh(@lt—d))}

K2xq (1

donde

1
2 2)2
W, - - {(%xo - 1) + 2x0y0 ’lC_Z}

Figura 4.2 Cifras de muertes por la plaga en la isla de Bombay durante el
periodo del 17 de diciembre de 1905 al 21 de julio de 1906.
dz B

= 4/ — g sech? l\-‘%?“ - ‘fﬁ] (31)

dr Dror”

200
BOO
700 F
600 b
500
400
300
200 F
100
N L L
5 10 15 20 25 a0
weeks

Fuente: Tomado de Kermack y McKendrick (1927, p. 714)
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La ordenada representa el nimero de muertes por semana, y la
abscisa denota el tiempo en semanas. “Dado que al menos el 80% al 90%

de los casos notificados terminan fatalmente, se puede considerar que la
. d ny .
ordenanza representa aproximadamente d—i en funcion de t. Es decir,

debido a la alta letalidad de la enfermedad, un alto nimero de las
personas infectadas la forma en que terminan la enfermedad es fallecida

en lugar de recuperada. La curva calculada se obtiene de la féormula

dz 5
— =890sech“(0-2t—3-4)
dt

Debido a que este es un modelo al cual se arriba mediante
supuestos la ecuacion numérica sélo puede ser una aproximacion a
las observaciones reales. Por tanto, se manifiesta la practica
socialmente compartida de estimar caracterizada como anticipar

comportamientos globales del fendmeno.

Al final de la epidemia

2= 2 (x =)

v, ha sido descuidado numero inicial de casos infectados suele ser
pequefio en comparacién con x,. Cuando x,, que es idéntico a N si y, es
descuidado, es igual a [/, no puede ocurrir ninguna epidemia. Sin

embargo, si N excede ligeramente este valor, entonces se producira

. . . - l . Lol 2n?
epidemia, y si escribimos N = -+ n, su magnitud seré 2 ;% 02n— %

. . . l .
La densidad de poblacion N, = - puede considerarse como la

densidad umbral de la poblacién para una epidemia de estas
caracteristicas. No puede producirse ninguna epidemia a menos
gue la densidad de poblacién supere este valor, y si supera el valor
umbral, el tamafio de la epidemia sera, con una primera
aproximacion, igual a 2n, es decir, el doble del exceso (si n es

pequefio en comparacion con N). Y asi, al final de la epidemia la
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densidad de poblacion estara tan por debajo de la densidad del

umbral como lo estaba inicialmente por encima.

A primera vista parece peculiar que en una poblacion tan
homogénea la epidemia aumente en un primer momento y luego
disminuya. La razén de este comportamiento se aprecia facilmente
cuando se centra la atencion en las condiciones que se dan cuando

la epidemia esta en su maximo. Por la ecuacion (29) esto ocurre
d . l .,
cuando d—’: = 0, es decir, cuando x = -0 cuando la poblacion no

afectada se ha reducido a su valor umbral. Una vez que la
poblacion esta por debajo de este valor, cualquier individuo
infectado en particular tiene mas posibilidades de ser eliminado por
recuperacion o por muerte que de convertirse en una fuente de
infeccidn adicional, y asi la epidemia comienza a disminuir. De
hecho, como se ha sefialado anteriormente, en las pequeias
epidemias la curva de y es simétrica respecto al maximo. Esta
simetria existe para y en funcién de t, y por consiguiente también
para dz/dt, es decir, la curva de eliminacion por recuperacion o por

muerte. Por otra parte, no se obtiene tal simetria en la curva de

.. . . d z
incidencia de los casos, es decir, de —d—: = kxy. Esto esta claro ya

12
que y es simétricay x = e w iVt (Kermack y McKendrick, 1927, p.
715-716)

Caso general

Cuando la poblacion es limitada y las tasas caracteristicas son
constantes, existe un valor umbral, de modo que no puede surgir
ninguna epidemia si la densidad es inferior a ese valor, mientras
que, si la densidad es superior, el tamafio de la epidemia es igual al
doble del exceso, siempre que el exceso sea una pequefia fraccion
de la densidad umbral. Es importante preguntar hasta qué punto un
resultado similar es cierto en el caso general de que las tasas
caracteristicas varien durante el curso de la enfermedad. (Kermack
y McKendrick, 1927, p. 716)
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En

~log- £=ANp (20)

N

p es la proporcién de la poblacion infectada durante la epidemia, y

(o8] oo

6
A =fA9d9 =f¢9efo Yadagg
0

0

Si se asume que el y,/N es pequefio comparado con la unidad,

entonces, puede ser descuidado.

Cuando p > 0, —log(1 — p) > p, por lo tanto ApN > p y en

consecuencia AN > 1.

Es decir, para que ocurra una epidemia (p > 0), N > 1/A.

Escribiendo Ny = 1/Ay N = N, + n se tiene que

NS

2
p
+—F = —
3
o despreciando las potencias de p superiores a la primera

N =2 N—Z <1+n>—2
p —nNO—n No—n

Una dificultad ocurre debido al hecho de que y, no puede tener un

valor menor que la unidad, y por lo tanto y,/N no puede hacerse

indefinidamente pequeiio. De hecho, parece que en determinadas

condiciones podrian producirse bastantes casos en el valor umbral,

pero serian casos esporadicos y no constituirian una epidemia en

el verdadero sentido. La dificultad puede superarse si permitimos

gue la unidad de superficie aumente. Si la aumentamos k veces,

entonces N, se convierte en kN, y A se convierte en A/k, de modo

gue AN, no cambia. Por otro lado y,/N, se convierte en y,/kN,, ¥

aunque y, nunca puede ser menos que la unidad, k puede hacerse

indefinidamente grande, y por lo tanto y,/kN, puede ser finalmente
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despreciado en comparacion con la unidad. (Kermack y
McKendrick, 1927, p. 717)

Como en el caso en el que las tasas eran constantes, existe una
poblacion umbral cuya densidad es igual a 1/4, y cuando se produce una
epidemia en una poblacion de densidad ligeramente superior, su tamafio

es aproximadamente el doble del exceso.

oo (o]

0 K
A= f xe o ldagg — K'f e 0de = i
0 0

En la ecuacién (20), p nunca puede ser igual a la unidad, siempre
gue N sea finito, de modo que una epidemia nunca puede afectar a todos
los miembros susceptibles de una poblacién finita. Por supuesto, hay que
reconocer que cuando la poblacién se ha reducido a pequefios nimeros
las ecuaciones aqui dadas no se sostienen estrictamente. Ademas, con
relacion a las variaciones de la tasa de infectividad, al aumentar la
infectividad de ¢y a agpg aumenta A a aA, y en consecuencia el valor

umbral N, se reduce a Ny/a.

a =1+ B, donde § es muy pequefio, de modo que S es el aumento

fraccionario de la infectividad.

N, . .
El nuevo umbral es ahora ﬁ = N, — BN,. Por consiguiente , el

exceso es N,, se espera una epidemia del tamafio de 28N,.

Asi pues, un pequefio aumento de la tasa de infecciosidad puede

causar una epidemia muy marcada en una poblacion que, de otro

modo, estaria libre de la epidemia, siempre que la poblacion se
encontrara previamente en su valor umbral. Por otra parte, si la
densidad real estuviera por debajo del umbral, no podria producirse
ninguna epidemia hasta que la infecciosidad hubiera aumentado
hasta tal punto que el valor del umbral fuera inferior a la densidad
real. (Kermack y McKendrick, 1927, p. 718, énfasis afiadido)
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Aqui se infiere la practica socialmente compartida clasificar en
la busqueda de los patrones de interaccion. Con similar
caracterizacion ala que propone Hernandez Zavaleta (2019). Tiene
que ver con ¢qué cambia?, es decir, las variables significativas para
el estudio de la dinamica del fendmeno estudiado, en este caso, la
propagacion de la epidemia; poblaciéon susceptible, poblacion
infectada y poblacion recuperada y realizar suposiciones con
respecto a algunas variables. Ademas, ¢cémo cambian estas
variables? y ¢cuanto cambian?, para esto se necesita describir las
situaciones iniciales del sistema: la densidad de poblacién; y los
parametros: las tasas de infecciosidad y eliminacion (taza de
recuperacion y taza de mortalidad); en dependencia del patrén de
interaccién de esas condiciones iniciales y las tazas, existird uno u
otro comportamiento del fendmeno, lo cual se traduce en este caso

en uno u otro escenario de la epidemia.

Estos resultados explican en cierta medida la frecuencia de la
aparicion de epidemias en poblaciones cuya densidad ha
aumentado por la importacion de individuos no afectados. También
ponen de relieve el papel que desempeian las epidemias
contagiosas en la regulacion de las densidades de poblaciéon. Es
muy posible que en muchas regiones del mundo la densidad real
de una poblacion no sea muy diferente de la densidad umbral con
respecto a alguna enfermedad contagiosa dominante. Cualquier
aumento por encima de este valor umbral conduciria a un estado
de riesgo y de inestabilidad. Cuanto mas tiempo se retenga la
epidemia, mayor serd la catastrofe, siempre y cuando la poblacién
siga aumentando y la densidad umbral no cambie. Una demora tan
prolongada puede conducir a la extincion casi completa de la
poblacion. (Kermack y McKendrick, 1927, p. 718)
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4.2 Resultados del andlisis

La propuesta que se conforma en este trabajo para la ensefianza y
aprendizajes de las ecuaciones diferenciales no se enmarca solo a
resolver analiticamente la ecuacion diferencial o describirla
cualitativamente. Tiene que ver con a partir de la ecuacion diferencial
explicar el fendmeno y viceversa a partir del fendmeno dar significado a la

ecuacion diferencial y su solucion.

El sistema de ecuaciones diferenciales constituye una instruccién que
organiza el comportamiento® de la epidemia, son los pardmetros lo que
describiran ese comportamiento. Como se describe en el andlisis: “un
pequeiio aumento de la tasa de infecciosidad puede causar una epidemia

muy marcada”

4.2.1 Anidacion de précticas de la modelacion de epidemias

La construccién social del conocimiento, la anidacién de practica o
evolucion pragmatica ante una situacién de modelacién de un sistema
complejo, en este caso la propagacion de una epidemia queda organizada
de la siguiente manera (Figura 4.2):

1. Para la modelacion de epidemias se parte de la division del tiempo
en varios intervalos separados, donde ocurre el proceso de
infeccidn. Aqui podemos ver temporizar al nivel accién, entendida
cémo reconocer estados intermedios para analizar el proceso de
variacion de las variables en una unidad de tiempo considerada
constante. Ademas, se desarrolla parametrizar a nivel de accion,

entendido cdmo encontrar los valores que rigen la variacion en el

8 Esta acepcion para la ecuacion diferencial: instruccién que organiza comportamiento, coincide
con los trabajos del Dr. Francisco Cordero en los que estudia el uso del conocimiento matematico
en comunidades de ingenieros y el comportamiento de la solucidon de la ecuacién diferencial a
partir del comportamiento de F(x) en una ecuacion diferencial del tipo y'(x) + y(x) = F(x) o a
partir de las condiciones iniciales (ver Cordero, 1998; Solis, 2012; Buendia y Cordero, 2013;
Mendoza y Cordero 2018, para mas detalles).
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comportamiento del sistema, al pasar los individuos de un estado al
otro. Una accion entrelazada a temporizar y parametrizar es
comparar. Comparar denominamos al establecer diferencias y
equivalencias entre dos momentos en un mismo estado para
identificar y cuantificar el cambio.

A continuacion, se expresa seriar a nivel de actividad, al articular
varios intervalos de tiempo consecutivos con el fin de encontrar
una regularidad.

Luego la practica socialmente compartida clasificar en la busqueda
de los patrones de interaccion. Tiene que ver con ¢,qué cambia?,
es decir, las variables significativas para el estudio de la dinamica
del fendbmeno estudiado, en este caso, la propagacion de la
epidemia; poblacién susceptible, poblacion infectada y poblacién
recuperada y realizar suposiciones con respecto a algunas
variables. Ademas, ¢como cambian estas variables? y ¢ cuanto
cambian?, para esto se necesita describir las situaciones iniciales
del sistema: la densidad de poblacién; y los pardmetros: las tasas
de infecciosidad y eliminacion (taza de recuperacién y taza de
mortalidad); en dependencia del patron de interaccion de esas
condiciones iniciales y las tazas, existira uno u otro comportamiento
del fendmeno, lo cual se traduce en este caso en uno u otro
escenario de la epidemia. Ademas, tiene lugar estimar al anticipar
comportamientos globales.

La modelacion de fendmenos no lineales, en este caso la
modelacion de epidemias conforma una practica de referencia
dado que es un paradigma que es normado por la practica social y
a la vez ellos viven en un quehacer que norma acciones,
actividades y practicas socialmente compartida.

Todo esto cae bajo la normatividad de la préactica social Praediciere
al establecer los patrones de regularidad del comportamiento a
partir de datos facticos. A partir del conocimiento de las

explicaciones causales del fenémeno estudiado.
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Tabla 1. Sustentacién de las acciones, actividades y practicas socialmente

compartidas

Temporizar

Se reconocen estados intermedios para analizar el
proceso de variacion de las variables en una unidad de
tiempo considerada constante. Consideran primero las
ecuaciones que surgen cuando el tiempo se divide en
varios intervalos separados, y se supone que las
infecciones sélo tienen lugar en el instante de pasar de
un intervalo a otro.

Parametrizar

Se encuentran los valores que rigen la variacion en el
comportamiento del sistema. La probabilidad de una
infeccidn es proporcional al nimero de infectados en una
parte, y al nimero de no infectados todavia en la otra.

Comparar

Se establecen diferencias y equivalencias entre dos
momentos en un mismo estado para identificar y
cuantificar el cambio. La variacion en los susceptibles
entre un momento y el anterior es igual al nimero de
nuevos infectados en el momento.

Seriar

Se articulan varios intervalos de tiempo consecutivos con
el fin de encontrar una regularidad.
Xt +y:+z, =N
VUt = Xt41 — Xt
t
=Xt fAevt—edQ + AeYo
0

dx;
dt
t
== f Cgvt_g d9 + Ctyo
0
t
Ve = J, Bove—9d6 + B.yo

dz;
dt

Clasificar
Tipo 1

A partir de la ecuacion diferencial se clasifica para
encontrar un método ad hoc para su solucion.

Estimar

Se supone que las tazas sean constantes y se obtiene
informacion sobre el proceso por el cual las epidemias
en poblaciones limitadas siguen determinado curso hasta
su extinciéon. Debido a que este es un modelo al cual se
arriba mediante supuestos la ecuacion numeérica solo
puede ser una aproximacion a las observaciones reales.

Clasificar
Tipo 2

Tiene que ver con ¢,qué cambia?, es decir, las variables
significativas para el estudio de la dindmica del
fendmeno estudiado, en este caso, la propagacion de la
epidemia; poblacién susceptible, poblacién infectada y
poblacién recuperada y realizar suposiciones con
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respecto a algunas variables. Ademas, ¢,cOmo cambian
estas variables? y ¢ cuanto cambian?, para esto se
necesita describir las situaciones iniciales del sistema: la
densidad de poblacion; y los parametros: las tasas de
infecciosidad y eliminacion (taza de recuperacion y taza
de mortalidad); en dependencia del patron de interaccion
de esas condiciones iniciales y las tazas, existird uno u
otro comportamiento del fenbmeno, lo cual se traduce en
este caso en uno u otro escenario de la epidemia.
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Figura 4.3 Anidacién de practicas en la modelacion de epidemias (modelacion de

sistemas complejos)

o Temporizar: Reconocer estados intermedios
para analizar el proceso de variacion de las variables
en una unidad de tiempo considerada constante.

o Parametrizar: Encontrar los valores que rigen

la variacion en el comportamiento del sistema.

o Comparar: Establecer diferencias y
equivalencias entre dos momentos en un mismo
Qstado para identificar y cuantificar el cambio. /

Actividad

. Seriar: Articular varios intervalos de tiempo
consecutivos con el fin de encontrar una regularidad.

Practica socialmente compartida

o Clasificar: Busqueda de los patrones de
interaccion.
o Estimar: Anticipar comportamientos globales

Practica de referencia

o Modelacién de sistemas complejos
(epidemias): Paradigma que es normado y norma

Practica social

Preediciere: Establecer los patrones de
reqularidad del comportamiento.
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4.2.2 Modelo socioepistemoldgico para el estudio del cambio en

sistemas complejos

Una hipétesis que arroja esta investigacion es que en el estudio del
cambio en los sistemas complejos no hay una estabilidad del sistema
dado que un pequefio aumento de la tasa de infecciosidad puede causar
una epidemia muy marcada. Por tanto, sera importante la busqueda de
patrones de interaccion que permita la clasificacion de los escenarios que
producen diferentes grupos de comportamientos. Por lo tanto, el modelo
socioepistemoldgico para el estudio del cambio pudiera sufrir la variacion
gue se muestra en la figura 4.3, en lugar de la busqueda del caracter

estable del cambio se buscaran patrones de interaccion.

Figura 4.4 Modelo socioepistemoldgico para el estudio del cambio, el caso de los

sistemas complejos

¢ Niveles de
constantificacion

r
~

'/

[

* Busqueda de los
patrones de
interaccién

Variable

Practicas
predictivas

\-/
—_ . . . i Como justifico el
? m ? ¢
> ¢Qué cambia’ > ¢Cémo cambia? > . >

Fuente: Elaboracién propia con base en Hernandez-Zavaleta (2019),
Caballero (2018) y Moreno-Durazo (2018)
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4.3 Disefio exploratorio

Cantoral (2016) expone una reflexion sobre el tipo de problemas y
actividades que se le puede plantear a los estudiantes: ¢,cuéles de ellos
estan basados en situaciones reales en donde aparezcan las estructuras
matematicas que se desean ensefar?; ¢ se recurre a otras ciencias, que
usan las matematicas para que el aprendizaje tenga sentido para el
alumno y que haya una motivacion del alumno para adquirirlo?; ¢, qué
actividades se proponen para que los conceptos adquieran significado

para los alumnos?

4.3. 1 Racionalidad del disefio exploratorio

En un primer momento se exploran los significados previos de los
parametros y su variacién en el comportamiento de la solucion de un
sistema de ecuaciones diferenciales. Luego con base en el contexto
situacional de la modelacion de epidemias y la anidacién de practicas
asociadas a esta, se realiza un disefio para explorar ideas asociadas al
Pensamiento y Lenguaje Variacional mediante el analisis de la variacion y
el cambio en sistemas complejos. Ademas, lograr una significacion del

papel de los parametros en el comportamiento de la solucion.

El primer momento servira de confrontacion a la matematica escolar.
En la matematica escolar usualmente se resuelve el sistema de
ecuaciones diferenciales analiticamente, pero ¢qué sucede con la
relacion entre el sistema y la gréfica de la solucion? Los siguientes dos
momentos busca poner en juego la epistemologia propia de la modelacién
de epidemias y la dinamica de propagacion para la emergencia de
practicas asociadas a situaciones de cambio y variacion, ademas de la
emergencia del Pensamiento y el Lenguaje Variacional.

Con apoyo en el modelo denominado epiDEM (Epidemiology:
Understanding Disease Dynamics and Emergence through Modeling)

(Yang y Wilensky, 2011) (Ver coédigo en anexo 1), de la biblioteca del
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Netlogo (Figura 4.4), basado en el modelo de Kermack y McKendrick se
realizara la familiarizacion visual de los estudiantes con la dinamica de
propagacion de epidemias y mediante la manipulacion de los parametros
podran obtener diferentes comportamientos, de esta manera llegaran a
generalidades sobre los comportamientos y podran ser clasificados segun
diferentes escenarios de la epidemia. Describe la dinamica sistémica de
un fenébmeno que emerge cuando una persona infectada se introduce en

una poblacion totalmente susceptible.
Figura 4.5 Interfaz del modelo epiDEM

model speed

@
hours: 55
oasssssss—————f
initial-people 100 recovery-chance 60
ol —
infection-chance 30 average-recovery-iime 210

Cumulative Infected and Recovered Populations =

w80 218 — ®

pecp le

— % infected % recovere: d — Infected Not Infected

Infection and Recovery Rates

-; ; i tretstid e ol

— Infection Rate Recovery Rate

Fuente: Tomado de Yang y Wilensky (2011)

Este modelo, facilita los andlisis matematicos y también el calculo
del umbral en el que se espera que se produzca una epidemia.
Denominado numero de reproduccion (R,), representa el niumero de
infecciones secundarias que surgen como resultado de la introduccion de
una persona infectada en una poblacion totalmente susceptible, en el
transcurso del periodo de contagio de la persona infectada (es decir,
mientras la persona es infecciosa, que, en este modelo, es desde el

comienzo de la infeccion hasta la recuperacion).

Este modelo incorpora todos los supuestos anteriores, pero cada
individuo tiene un 5% de posibilidades de ser inicializado como infectado.

Este modelo muestra la propagacion de la enfermedad como un
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fendmeno con un elemento de estocasticidad. Pequefias perturbaciones
en los parametros incluidos aqui pueden, de hecho, conducir a resultados

finales diferentes.

En general, este modelo ayuda a los usuarios a: 1) participar en una
nueva forma de ver/modelar las epidemias, que es mas personal y
relacionable; 2) entender cobmo el nimero de reproduccion, representa el
umbral de una epidemia; 3) pensar en diferentes formas de calcular R, y
en los puntos fuertes y débiles de cada enfoque; 4) entender la relacion
entre las derivadas y las integrales, representadas simplemente como
tasas y numero acumulado de casos; y 5) proporcionar oportunidades
para ampliar o cambiar el modelo para incluir algunas propiedades de la

enfermedad que mas interesan a los usuarios.

En la simulacion de la epidemia en Netlogo los individuos vagan en
movimiento aleatorio. Al entrar en contacto con una persona infectada, al
estar en cualquiera de los ocho vecinos circundantes de la persona
infectada o en el mismo lugar, un individuo no infectado tiene la
posibilidad de contraer la enfermedad. El usuario puede establecer el
namero de personas en el mundo y la probabilidad de contraer la
enfermedad.

Una persona infectada tiene una probabilidad de recuperarse tras
alcanzar su periodo de recuperacion, que también establece el usuario. El
tiempo de recuperacion de cada individuo se determina extrayendo de
una distribucién aproximadamente normal con una media del tiempo

medio de recuperacién establecida por el usuario.

Los colores de los individuos indican el estado de su salud. Se
utilizan tres colores: los individuos blancos no estan infectados, los rojos
estan infectados y los verdes estan recuperados. Una vez recuperado, el

individuo es permanentemente inmune al virus.

Ademas, cuenta con graficos, los gréaficos de las tasas de infecciéon y
recuperaciéon muestra la tasa de cambio del acumulado de infectados y

recuperados en la poblacion. Hace un seguimiento del nimero medio de
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infecciones secundarias y recuperaciones. El nUmero de reproducciones
se calcula bajo supuestos diferentes a los del modelo de Kermack
McKendrick, ya que permitimos que haya mas de un individuo infectado

en la poblacion, y se introduce las variables mencionadas.

Al final de la simulacion, el R, refleja la estimacion del namero de
reproduccién, la relacién de tamafio final que indica si habra (o hubo, en
el sentido del modelo) una epidemia. Esto sigue de nuevo la derivacion

S5(0)
_S
_ BS(0) _ Nln(“”)

N-S(t)

matematica de que R, , donde N es la poblacidn total,

5(0) es el numero inicial de susceptibles y S(t) es el nUmero total de
susceptibles en el momento t. En este modelo, la estimacion de R, es el
namero de infecciones secundarias que surgen para un individuo

infectado medio en el transcurso del periodo de infeccidén de la persona.
¢ COMO USAR LA BIBLOTECA?

El boton SETUP crea individuos segun los valores de los parametros
elegidos por el usuario. Cada individuo tiene un 5% de posibilidades de
ser inicializado como infectado. Una vez configurado el modelo, se pulsa
el botén GO para ejecutarlo. El botén GO inicia el modelo y lo ejecuta

continuamente hasta que se vuelve a pulsar el botén GO.

Se debe de tener en cuenta que en este modelo cada paso de
tiempo puede considerarse en horas, aunque cualquier unidad de tiempo

adecuada servira.
Ademas, tiene deslizadores con diferentes funciones:

INITIAL-PEOPLE (inicializado para variar entre 50 - 400): El nimero

total de individuos en la simulacién, determinado por el usuario.

INFECTION-CHANCE (10 - 100): Probabilidad de transmision de la

enfermedad de un individuo a otro.
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RECOVERY-CHANCE (10 - 100): Probabilidad de que un individuo
infectado se recupere una vez que la infeccion ha durado mas que el

tiempo de recuperacion de la persona.

AVERAGE-RECOVERY-TIME (50 - 300): El tiempo que tarda un
individuo en recuperarse por término medio. El tiempo de recuperaciéon
real del individuo se extrae de una distribucion normal centrada en la
media del tiempo de recuperacion medio, con una desviacion estandar de
un cuarto del tiempo de recuperacion medio. Cada paso de tiempo puede
considerarse en horas, aunque cualquier unidad de tiempo adecuada

servira.
En este modelo también se trazan varios gréficos:

CUMULATIVE INFECTED AND RECOVERED: Se representa el
porcentaje total de individuos infectados y recuperados a lo largo de la

propagacion de la enfermedad.

POPULATIONS: Representa el nUmero total de personas con o sin

epidemia a lo largo del tiempo.

INFECTION AND RECOVERY RATES: Se muestran las tasas
estimadas de propagacion de la enfermedad. SN es la tasa a la que
cambia el acumulado de infectados, y y la tasa a la que cambia el

acumulado de recuperados.

R,: Es una estimacion del nimero de reproduccién, sélo comparable
a la definicion de Kermack McKendrick si el nUmero inicial de infectados

fuera 1.

4.3. 2 Disefio exploratorio
Momento 1

1. Relacione cada uno de los siguientes sistemas de ecuaciones

diferenciales con la representacion grafica de su solucién.
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ECIICI
Momento 2

1. ¢, Qué es una epidemia y cOmo se comporta?

Luego de la presentacion de las ideas de los estudiantes se realiza una
sintesis de los argumentos y se presenta la interfaz de la biblioteca de

Netlogo.

2. Cambiando los valores de los parametros mediante el deslizador,
intente ver qué tipos de cambios hacen que la curva que representa los

infectados se estire o se encoja.

3. El nimero de reproduccion basica R, indica el numero de infecciones
secundarias que surgen como resultado de la introduccién de una
persona infectada en una poblacién totalmente susceptible, en el

transcurso del periodo de contagio de la persona infectada (es decir,
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mientras la persona esta infectada). Si R, > 1, se produce una epidemia.
Si R, < 1, es probable que la propagacion de la enfermedad se detenga

en breve, y lo llamamos endemia.

a) ¢ Como afecta el aumento del numero de personas infectadas

inicialmente a la propagacion de la enfermedad?

b) ¢ Como afecta el aumento de la taza de recuperacion a la forma de los

gréficos? ¢ Y los cambios en el tiempo medio de recuperacion?

c) ¢, Como afecta el aumento de la taza de tasa de infeccion a la forma de
los gréficos?

d) ¢ Qué ocurre con la forma de los gréaficos cuando se aumenta la taza de

recuperaciéon y se reduce el tiempo de recuperacion?

e) ¢ Qué ocurre con la forma de los gréaficos cuando se aumenta el tiempo

de recuperacion y se reduce taza de recuperacion?

f) Fijese en el gréfico de Infectados y Recuperados Acumulados, y en el
de Tasas de Infeccidén y Recuperacion. ¢, Cuales son las relaciones entre

ambos?

g) A partir del movimiento libre de los deslizadores recree diferentes
interacciones entre los parametros que representen escenarios de

epidemia o de endemia, respectivamente.

4. A partir de las interacciones de los parametros del ejercicio anterior
inciso g) enuncie cualitativamente caracteristicas del comportamiento
grafico y de los agentes que brindan informacién acerca de la difusion de

la enfermedad y como ocurre la variacion de un estado a otro.

Este disefio constituye una propuesta para el tratamiento de
sistemas complejos en el aula, a partir de la incorporacion de fenbmenos
propios de otras disciplinas y donde el foco para el desarrollo del
pensamiento matematico sea la construccion social de ese conocimiento

y las nociones de variacion y cambio asociadas a la dinamica del
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fendmeno tratado, en lugar de la comprension del objeto matematico sin
significados. Un signo para la generalizacion fuera del contexto de la
propagacion de epidemias, en otros sistemas complejos, constituye la
clasificacion de los comportamientos emergentes dado los patrones de
interaccion que delimitan uno u otro escenario del sistema que se

describe.
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CAPITULO V. CONCLUSIONES Y PROSPECTIVAS

5.1 Conclusiones

El trabajo de investigacién fue divido en dos partes: la primera, en
una dimensién epistemoldgica, se estudio la modelacion de epidemias, la
construccion social de esta y las nociones asociadas al andlisis de la
variacion y el cambio en la propagacién de epidemias y; la segunda
conformar un disefio exploratorio con base en la epistemologia

conformada. De conjunto respondieron a las preguntas de investigacion:
Para conformar la epistemologia:

1. ¢Cbomo se caracteriza la dinamica de la propagacion de una
epidemia, a partir de un analisis documental y el modelo
socioepistemoldgico de andlisis de la variacion y el cambio?

2. ¢Qué acciones, actividades y practicas se evidencian en la
modelacion de la dinamica de la propagacion de epidemias

mediante un modelo SIR?
Para la elaboracion del disefo didactico:

3. ¢Como la epistemologia rescatada conforma un disefio con
fines didacticos para el analisis del procesamiento del

cambio y la significacién de la parametrizacion?

La eleccion del articulo de Kermack y McKendrick (1927) denota la
hipotesis de que un modelo basico como el SIR permite entender modelos
mas complejos siempre y cuando esas ideas se vertebren las técnicas
gue se suelen estudiar. El entender el modelo de origen de la epidemia,
propicia el entendimiento de otros modelos en otras circunstancias y es
posible entender la dinamica de otras variables que no se contemplan aca

o el comportamiento de no cumplirse los supuestos iniciales.
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La dinamica de la propagacion de epidemia fue estudiada mediante
el modelo socioepistemolégico de analisis de la variacion y esta
caracterizada por las relaciones particular entre la densidad de la
poblacion, las tasas de infecciosidad, recuperacion y mortalidad. Un ligero
aumento de la tasa de infecciosidad, puede hacer estallar una gran
epidemia. Dada esta particularidad en el comportamiento es dificil
predecir con exactitud por lo que es necesario en lugar de solo la
basqueda del caracter estable del cambio sino la busqueda de los

patrones de interaccion.

Es a partir de la busqueda de los patrones de interaccion que se
podran describir diferentes comportamientos de la epidemia dependiendo
de la variacion de los parametros. Esto puede ser una caracteristica
generalizable a la prediccion en los sistemas complejos donde los
comportamientos emergentes no permiten saber con exactitud el

comportamiento a largo plazo.

Mediante el estudio de la construccién social del conocimiento en la
modelacion de epidemias se puede ver como se organiza el
comportamiento de lo local a lo global (ver figura 5.1). Es decir, a partir de
la identificacion y cuantificacién del cambio en un mismo estado a partir
de datos facticos se encuentra una regularidad que permite anticipar
comportamientos globales. Y estos comportamientos se clasifican segun
los patrones de interaccion que describen las variaciones entre los

estados.
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Figura. 5.1 Evolucion pragmatica de la modelacion de epidemias (sistemas

complejos)

Clasificar

Temporizar Parametrizar

Comparar Estimar

Local » Global

Fuente: Elaboracion propia con base en Hernandez-Zavaleta (2019, p.
124)

El disefio esta dividido en dos momentos. Un primer momento se
confronta con el significado de las ecuaciones diferenciales, nuestra
hipotesis es que el desarrollo propio de la matematica escolar no permite
desarrollar un significado del comportamiento de la solucién de un mismo
sistema de ecuaciones diferenciales con parametros variados. Sin
embargo, es este conocimiento el que exigen otras disciplinas que tratan
con sistemas complejos que pueden ser estudiados mediante una
aproximacioén global e importa los patrones de interaccion para entender

los diferentes posibles comportamientos.

En un segundo momento se pretende dotar de significado la
variacion de parametros en las interacciones que describen diferentes
escenarios de la epidemia. Para ello se visualiza en el interfaz de NetLogo
gue ocurre ante diferentes patrones de interaccion y se realizan preguntas
que aluden al andlisis de la variacion y el cambio para el desarrollo del
Pensamiento y Lenguaje Variacional.

5.2 Prospectivas

La aplicacion del disefio exploratorio dara lugar a robustecer los

estudios de la linea de investigacion sobre el Pensamiento y Lenguaje
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Variacional, ahora en el estudio de la dinamica y modelacion de sistemas
complejos. Queda buscar en otras disciplinas sistemas complejos para ser
estudiados, por ejemplo, en la ecologia, el cambio climatico, en la

sociologia, el trafico, entre otros.

Ademas, con base en este mismo disefio se pueden agregar
cambios que inviten al estudiante a mas discusiones sobre el cambio y la
variacion en estos sistemas complejos y las argumentaciones para poder
organizar sus comportamientos. Algunas posibles variaciones a la
simulacién pueden estar dada por vivencias en torno al COVID-19,
cambiar el comportamiento de las personas una vez infectadas. Por
ejemplo, una vez infectado, el individuo podria moverse mas lentamente,
tener menos contactos, aislarse. Ademas, se pueden incluir variables
demograficas como los nacimientos, las muertes y los desplazamientos
para reflejar mas las complejidades que rodean la naturaleza de la

investigacion de epidemias.
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ANEXOS

Anexo 1. Codigo de Netlogo de la biblioteca de modelacién de una

epidemia (Yang y Wilensky, 2011)

globals

nb-infected-previous ;; Number of infected people at the previous tick
beta-n ;; The average number of new secondary
;; infections per infected this tick
gamma ;; The average number of new recoveries
;; per infected this tick
ro ;; The number of secondary infections that arise
;; due to a single infected introduced in a wholly

;; susceptible population

turtles-own
[
infected? ;; If true, the person is infected
cured? ;; If true, the person has lived through an infection.

;; They cannot be re-infected.
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susceptible? ;; Tracks whether the person was initially susceptible
infection-length ;; How long the person has been infected

recovery-time ;; Time (in hours) it takes before the person has a
chance to recover from the infection

nb-infected ;; Number of secondary infections caused by an
;; infected person at the end of the tick

nb-recovered ;; Number of recovered people at the end of the tick

i SETUP PROCEDURES

to setup
clear-all
setup-people
reset-ticks

end

to setup-people

create-turtles initial-people

setxy random-xcor random-ycor
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set cured? false
set infected? false

set susceptible? true

set shape "person”

set color white

;; Set the recovery time for each agent to fall on a
;; normal distribution around average recovery time

set recovery-time random-normal average-recovery-time average-

recovery-time / 4

;; make sure it lies between 0 and 2x average-recovery-time

if recovery-time > average-recovery-time * 2 |

set recovery-time average-recovery-time * 2

if recovery-time < 0 [ set recovery-time O ]

;; Each individual has a 5% chance of starting out infected.

> To mimic true KM conditions use "ask one-of turtles" instead.

if (random-float 100 < 5)
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set infected? true
set susceptible? false

set infection-length random recovery-time

assign-color

end

;; Different people are displayed in 3 different colors depending on health
;; White is neither infected nor cured (set at beginning)
;; Green is a cured person

;; Red is an infected person

to assign-color ;; turtle procedure
if infected?
[ set color red |
if cured?
[ set color green |

end
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;1 GO PROCEDURES

to go
if all? turtles [ not infected? ]

[ stop ]

ask turtles
[ move

clear-count ]

ask turtles with [ infected? ]
[ infect

maybe-recover |

ask turtles
[ assign-color

calculate-r0 |

tick

end
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;; People move about at random.
to move ;; turtle procedure

rt random-float 360

fd 1

end

to clear-count
set nb-infected O
set nb-recovered 0

end

;; Infection can occur to any susceptible person nearby
to infect ;; turtle procedure
let nearby-uninfected (turtles-on neighbors)

with [ not infected? and not cured? ]

if nearby-uninfected !'= nobody
[ ask nearby-uninfected
[ if random-float 100 < infection-chance

[ set infected? true

83



set nb-infected (nb-infected + 1)

end

to maybe-recover

set infection-length infection-length + 1

;; If people have been infected for more than the recovery-time
;; then there is a chance for recovery

if infection-length > recovery-time

if random-float 100 < recovery-chance

[ set infected? false

set cured? true

set nb-recovered (nb-recovered + 1)

end

84



to calculate-rO

let new-infected sum [ nb-infected ] of turtles

let new-recovered sum [ nb-recovered ] of turtles

;; Number of infected people at the previous tick:
set nb-infected-previous
count turtles with [ infected? ] +

new-recovered - new-infected

:;» Number of susceptibles now:
let susceptible-t

initial-people -

count turtles with [ infected? ] -

count turtles with [ cured? ]

;; Initial number of susceptibles:

let sO count turtles with [ susceptible? ]

ifelse nb-infected-previous < 10

[ set beta-n 0]
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;; This is beta-n, the average number of new
;; secondary infections per infected per tick

set beta-n (new-infected / nb-infected-previous)

ifelse nb-infected-previous < 10
[ setgamma 0 ]
[
;; This is the average number of new recoveries per infected per tick

set gamma (new-recovered / nb-infected-previous)

;; Prevent division by O:
if initial-people - susceptible-t '= 0 and susceptible-t != 0
[

;; This is derived from integrating dI / dS = (beta*SI - gamma*1) / (-
beta*Sl):

set r0 (In (sO / susceptible-t) / (initial-people - susceptible-t))

;» Assuming one infected individual introduced in the beginning,
;; and hence counting I(0) as negligible, we get the relation:

;;» N - gamma*In(S(0)) / beta = S(t) - gamma*In(S(t)) / beta,
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;; where N is the initial 'susceptible’ population

;; Since N >>1

;; Using this, we have R_0 = beta*N / gamma = N*In(S(0)/S(t)) / (K-S(t))
setrOr0 *s0]

end
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Anexo 2. Caodigo en Python para graficar la solucion del modelo SIR al

variar gamma y beta (Reyes y Barrios-Borges, 2022)
# --- Paqueterias para el sistema SIR ---

Import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

import matplotlib.pyplot as plt

plt.style.use("bmh")

# --- Paqueterias para la animacion ---
%matplotlib inline
from ipywidgets import interactive
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
# Las ecuaciones diferenciales del modelo SIR
def sistema_SIR(y, t, N, beta, gamma):
SSLR=y
dSdt =-beta*S*I/N
didt =beta*S*I/N -gamma * |
dRdt = gamma * |

return dSdt, didt, dRdt

# --- Pardmetros Iniciales ---
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#

# Poblacion inicial. (N)

N =129 000_000 # Poblacion aproximada de México
# NUumero inicial de infectados y recuperados. (I0, RO)
10 =10_000

RO=0

# El resto es susceptible de infectarse. (S0)
SO=N-10-RO

# Tasas de contagio y recuperacion.

beta=0.20 # contagio

gamma = 0.015 # recuperacion

# Linea de tiempo en dias (1 afio)

t = np.linspace(0, 365, 365)

## condiciones iniciales del SIR

y0 = S0, 10, RO

# --- Solucion del Sistema SIR ---

#

# Resuelve el sistema SIR sobre la linea de tiempo, t
ret = odeint(sistema_SIR, yO0, t, args=(N, beta, gamma))

S, I, R=ret.T
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# La solucion del sistem SIR

def solucion_SIR(yO, t, N, beta, gamma):
ret = odeint(sistema_SIR, y0, t, args=(N, beta, gamma))
S, I, R=retT

return S, I, R

# Solucion del sistema SIR como funcion de BETA y GAMMA
def SIR(beta, gamma):

ret = odeint(sistema_SIR, y0, t, args=(N, beta, gamma))

S, I, R=retT

plt.figure(2)

plt.plot(t, S, label="Susceptibles’)

plt.plot(t, I, label="Infectados")

plt.plot(t, R, label="Recuperados’)

plt.legend()

plt.ylim(O, N)

plt.show()

#S, |, R = SIR(beta, gamma)
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interactive_plot = interactive(SIR, beta=(0, 0.8), gamma=(0, 0.4))
output = interactive_plot.children[-1]
output.layout.height = '350px’

interactive_plot
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