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Resumen

En el presente trabajo de tesis se disefid y aplicd una secuencia didactica de problemas
sobre el uso del lenguaje algebraico en la modelizacién matemadtica, apoyada en tecnologia
digital: GeoGebra. Para el disefio se partié6 de una secuencia de problemas de Segal y
Giuliani (2008) y se realizaron un analisis previo y, luego, un levantamiento piloto, a partir
de los cuales se ajustaron y cambiaron los problemas y la secuencia. El levantamiento
definitivo se llevd a cabo con un grupo de sexto afio de preparatoria. El andlisis de
resultados se realizd a partir de tres categorias de analisis: contexto, uso de tecnologia e
intervenciones del docente; y del analisis previo. De esta forma se logrd identificar los roles
gue jugaron: el contexto, la tecnologia y las intervenciones del docente para promover el

trabajo de modelizacién de los estudiantes.

Palabras clave: modelizacion matematica, lenguaje algebraico, uso de tecnologia.

Abstract

In this thesis work, a didactic sequence of problems about the use of algebraic language in
mathematical modeling was designed and applied, supported by digital technology:
GeoGebra. For the design, it was based on a sequence of problems by Segal and Giuliani
(2008) and a preliminary analysis was carried out and then a pilot survey, from which the
problems and sequence were adjusted and changed. The final survey was carried out with
a group of sixth year of high school. The analysis of results was carried out based on three
categories of analysis: context, use of technology and teacher interventions, and the
previous analysis. In this way it was possible to identify the roles they played: the context,

the technology and the interventions of the teacher to promote student modeling work.

Keywords: mathematical modeling, context, algebraic language, use of technology.
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Introduccién

La creencia de que las matematicas son dificiles y poco utiles estd ampliamente difundida
entre los estudiantes, lo que en muchas ocasiones hace que sea dificil el proceso de
ensefianza-aprendizaje. Hay muchas razones del porqué de esta creencia, entre ellas se
considera el hecho de que si bien los maestros intentan cada dia incorporar nuevos
elementos en su ensefianza (como el uso de la tecnologia), la investigacién en Matematica
Educativa no les ha brindado elementos suficientes para cambiar las maneras de ensefiar
las matematicas en el salén de clases. Siguen siendo necesarios secuencias de ensefianza,
recursos didacticos y formas de evaluacidn cuya funcionalidad en los salones de clases haya

sido probada por parte de desarrolladores curriculares e investigadores.

Pero también siguen haciendo falta cambios en las maneras en cémo se entienden las
matematicas. Para el presente trabajo la concepcidén de modelizacién de Sadovsky (2005)
resulté atractiva e interesante de aplicar pues considera las matematicas como: un
producto social, cultural e histérico. En la concepcién de Sadovsky es necesario llevar el

trabajo matemadtico al aula a través del trabajo con problemas cercanos a la realidad.

Durante el trabajo con esta concepcién considero que fue cambiando la perspectiva que
tenia acerca de las matematicas. Como parte de mi formacién en matematicas aplicadas
conoci el lado formal de la matematica lo que complemento mi conocimiento previo, de
esta forma pase a ver la demostracion y argumentacidon como elementos centrales en la
matematica. Dicho esto, al estudiar la concepcién de modelizacion de Sadovsky (2005)
considero que esto amplié la perspectiva que tenia de las matematicas, en primera instancia
mediante su visién de las matematicas (como un producto social, cultural e histérico);
asimismo, al describir en que consiste la modelizacién (recortar una problematica,
identificar variables, etc.) y expresar que la matematica suele ser descrita como una
actividad de modelizacidon. De esta forma pude visualizar a la matematica como algo mucho

mas amplio, donde la argumentacion y demostracidn solo son una pequeia parte.

Acerca de la secuencia presentada en este trabajo, en primera instancia fue un desafio su
diseio. Si bien se partié del trabajo de Segal y Giuliani (2008) fue necesario ir puliendo la

comprensién que se tenia de la concepcidon de modelizacion de Sadovsky (2005) con el
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propdsito de que la secuencia final mantuviera su esencia como una herramienta basada
en dicha concepcion, lo cual se considera que se logré. Respecto de la implementacion de
la secuencia afronte dificultades tanto en la parte de la ensefianza, debido a la falta de
experiencia como docente, y respecto a la toma de datos, como un caso donde la grabadora
dejo de grabar al final de una sesion y se perdié un fragmento de la parte visual de la
experiencia. El analisis de los resultados, por su parte, fue muy largo y pesado de realizar y
de sintetizar, dado que hubo muchas situaciones que me resulté de interés el reportar. En
general la labor de escritura me fue dificil en cuanto a poder explicitar correctamente mis

ideas, el sintetizar la informacion e identificar los resultados de mayor relevancia.

Considero que gracias a este trabajo he aprendido a ver la matematica y su ensefianza con
otros ojos, por su lado la matematica no se trata solo de su lado formal, sino que hay muchas
maneras de hacer matematica. Respecto de su ensefianza, he aprendido el hecho de que
existen muchas propuestas/secuencias como producto de la investigacion, las cuales
siempre pueden ser mejoradas usando una misma teoria como base, en el caso del presente

trabajo, la concepcion de modelizacion de Sadovsky (2005).

La modelizacion y el uso de la tecnologia son temas de actual interés en el drea de
matematica educativa, con esto en mente es que se vio como importante y resultd de
interés el planteamiento de un trabajo de investigacion centrado en dichos temas.
Especificamente, en el presente trabajo de tesis se disefié y aplicd una secuencia didactica
de problemas de modelizacién matematica apoyada en tecnologia digital, analizandose los

resultados de su implementacion.

La tesis comprende seis capitulos, ademas de la introduccidn: En el capitulo 1 se presentan
los trabajos de modelizacion matematica y uso de tecnologia revisados. En el capitulo 2 se
aborda la concepcién de modelizacion de Patricia Sadovsky, central para este trabajo. En el
capitulo 3 se expone de manera general la metodologia utilizada. En el capitulo 4 se aborda
el disefo de la secuencia didactica implementada, asi como del anadlisis previo de los
problemas de dicha secuencia. En el capitulo 5 se presenta el andlisis de los resultados, el
cual se hizo considerando tres categorias: contexto, uso de tecnologia e intervenciones del

docente. Finalmente, en el capitulo 6 se exponen las conclusiones.



Capitulo 1 Antecedentes: Modelizacion y tecnologia

1.1 Sobre Modelizacion Matematica

En este capitulo se presenta una revision de literatura en modelizacién matemdtica * y uso
de tecnologia digital. Debido a que la concepcion base de este trabajo es la modelizacién,
se presenta a continuacion la definicion de Patricia Sadovsky (2005), la cual se aborda a
profundidad en el capitulo 2, esto también con el propdsito de ayudar con la lectura de este
capitulo. De manera sintética, la modelizacion matematica es un proceso que se encuentra

dividido en varias partes:

En primer lugar, recortar una cierta problematica frente a una realidad
generalmente compleja en la que intervienen muchos mas elementos de los que
uno va a considerar, identificar un conjunto de variables sobre dicha problematica,
producir relaciones pertinentes entre las variables tomadas en cuenta y transformar
esas relaciones utilizando algun sistema tedrico-matematico, con el objetivo de
producir conocimientos nuevos sobre la problematica que se estudia (Sadovsky,

2005, p.26-27).

Dicho esto, para realizar la revision se vuelve necesario identificar los términos utilizados
en la literatura para referirse a este proceso. En lo que respecta a modelizacién, de forma
general en la literatura internacional aparecen los términos modeling, modelling,
mathematical modeling y mathematical modelling para referirse a este proceso, siendo su
interpretacion la misma. Modeling es utilizado principalmente en Estados Unidos, mientras
gue modelling se maneja en diversos paises de habla inglesa: ambos términos se usan para
referirse a la misma idea; siendo sus principales traducciones modelacion y modelizacion.
En la literatura en espafiol se usan los términos modelacion, modelizacion y modelizacion
matemdtica para referirse a este proceso. De esta forma se considera que el término

modelizacion matemadtica unifica al resto.

! Modelizacién matematica y modelizacidn se utilizan de forma indistinta en la literatura, tal es el caso que
Sadovsky (2005) habla de modelizacién y Segal y Giuliani (2008) hablan de modelizacién matematica para
referirse a la concepcion de Sadovsky.



La revision de la literatura se hizo considerando los términos mencionados anteriormente
y a lo largo del presente trabajo se utilizaron las expresiones modelizacion matemadtica y

modelizacion de manera sindnima.

Con el interés de abarcar de forma amplia la literatura en dicho tema se realizé una revisiéon
de estados del arte. Esta permitié observar cdmo las problematicas y temas de interés en
torno a la modelizacién han ido cambiando con el pasar del tiempo y varian entre regiones.
Asimismo, se encontré informaciéon sobre diversos ciclos de modelizacién y las multiples

concepciones existentes al respecto.

Se revisaron dos numeros especiales de la revista en Educacién Matematica de nivel
internacional ZDM en los que se sintetizan algunos de los temas y problematicas de interés
mas recientes en torno a la modelizacién matematica. Mismos que fueron importantes para

el planteamiento de las preguntas de investigacion.

Asimismo, se realizé la revision de los trabajos de tesis en el departamento de Matematica
Educativa del Cinvestav. Misma que permitié identificar los temas y problematicas que han
sido y que son actualmente de interés en la institucion en torno a la modelizacién, asi como

aquellos que no se han estudiado.

Ademas, se revisaron publicaciones de Patricia Sadovsky, Silvia Segal y Carmen Sessa,
autoras conocidas en el area de Educacion Matemadtica por su trabajo en modelizacién
matemadtica. Dentro de los trabajos de Segal y Giuliani (2008) se destaca su libro
Modelizacion matemdtica en el aula, en especifico el Capitulo 1: El problema del bebedero,
cuyos problemas y propuestas fueron la base de la propuesta presentada en el presente

trabajo de tesis.

Esta primera parte de la revisién permitié definir en parte la problematica a estudiar, asi
como las preguntas de investigacion. Los diversos temas y problematicas identificadas
permitieron plantear un estudio en el que se aborda un tema de interés: el uso de la
tecnologia en actividades de modelizacidon, con un enfoque en las producciones del

estudiante.



Respecto del uso de tecnologia digital se presenta una serie de trabajos enfocados en los
efectos que tiene en el proceso de ensefianza-aprendizaje, estableciéndose de manera

concisa la postura que se tomd respecto de esta.

1.1.1 Revision de estados del arte sobre modelizacion matematica

La modelizacién matematica ha estado ganando una gran atencién internacional, no solo
en la investigacion y en la parte practica, sino también en el desarrollo de programas de
estudios alrededor del mundo; en consecuencia, la literatura existente en este tema es
basta. Con el propdsito de abrir el panorama de este tema, se decidié comenzar con la

revision de estados del arte relativamente recientes.

De forma general la revisién se planted con el interés de abarcar de forma amplia la
literatura en modelizacién. Esta permitié observar cémo las problematicas y cuestiones de
interés en torno a este tema han ido cambiando con el pasar del tiempo y varian entre
regiones alrededor del mundo; la existencia de diversos ciclos de modelizacion, asi como de
las multiples concepciones existentes de este término. Considerando esto es que se

presenta la revisidn en el orden cronolégico de publicacidon de los articulos.

Blum y Niss (1991) realizan una revisién amplia, siendo los temas centrales la modelizacidn,
la resolucién de problemas y las aplicaciones. En lo que respecta a la modelizacidn, en
primera instancia se define modelo matematico y modelizacion. El primer término se refiere
a laterna (S,M,R) conformado de alguna situacion de problema real (real problem situation)
S, una coleccion M de entidades matemadticas y alguna relacion R mediante la cual los
objetos y las relaciones de S estan relacionados con los objetos y las relaciones de M. El
segundo término se refiere a todo el proceso para pasar de la situacion de problema real

original a un modelo matematico.

Mediante la revisiéon los autores identificaron cinco argumentos que fundamentan la
inclusiéon de la modelizacidn (y otros temas) en la instruccion matematica: formativo, la
“competencia critica”, utilidad, la “imagen de las matematicas” y la “promocion del
aprendizaje matematico”; desarrollando cada uno de estos. De esta forma los autores
expresan que, mediante la inclusién de la modelizacidn en la instruccion en clase, es posible

lograr lo planteado en dichos argumentos.



Esta primera revision del estado del arte permitio al tesista observar como en dichos afios
ya se hacia notorio el interés por la modelizacion matematica, tanto en sentido tedrico
como practico. Sobre los diversos argumentos que habia a favor de la inclusién de la
modelizacion en la instruccion matematica y sobre como desde afios antes a la publicacién
de este trabajo de Blum y Niss (1991) ya se consideraba el uso de la tecnologia para trabajar

con modelos; elemento de importancia en el presente trabajo.

Borromeo (2006) se enfoca en la vista de varios ciclos de modelizacién con respecto a los
aspectos de la diferenciacion de la situacion real (RS), el modelo de situacion (SM),
respectivamente, la representacién mental de la situacién (MRS), el modelo real (RM) y
modelo matematico (MM) (fases de un proceso de modelizacidn). El autor pasa a mirar la
modelizacion desde una perspectiva psicoldgica-cognitiva, argumentando que esta se ha
descuidado en gran medida en la discusion actual sobre la modelizacién. Mediante la
implementacién del proyecto COM? en tres grupos de décimo grado, se reconstruyen las
fases del proceso de modelizaciéon que llevan a cabo los estudiantes, esto desde una
perspectiva psicoldgica-cognitiva. De esta forma el autor expresa que si bien las fases son
muy semejantes a las del proceso de modelizacion de Blum y Leiss (2005), la descripcién de
cada una de estas, asi como la transicion de una a otra, es lo que las diferencia (citado en

Borromeo, 2006)

En este trabajo se identificd el término ciclos de modelizacion como sinénimo de
procedimientos de modelizacion, asi como grupos de ciclos de modelizacion y las fases que
los componen. Asimismo, el trabajo de Borromeo (2006) permitid observar que la

diversidad de ciclos de modelizacidn es relativamente amplia.

Burkhardt (2006) describe el desarrollo de la modelizacién matematica como un elemento
en los curriculos y evaluaciones escolares de matematicas. Como tal no presenta una
definicion exacta de la modelizacién, pero en su lugar ofrece la visién personal de dos
matematicos/modeladores quienes trabajan en educacién matematica, siendo el autor uno
de estos, acerca de lo que es la modelizaciéon y sobre sus objetivos. Todo esto con el

propdsito de ilustrar las actitudes matematicas que buscan desarrollar en sus estudiantes.



El autor expresa que el problema de hacer a la modelizacién una realidad en cada aula estd
lejos de resolverse. Asimismo, sefiala que hay muchos desafios para la introduccién a gran
escala de la modelizacién: identificar las técnicas que necesitan los maestros para permitir
gue sus estudiantes modelen con matematicas, el disefio de actividades mas ricas, lograr
gue coincidan los cambios educativos con los tecnoldgicos, entre otros. Desafios que
involucran a los sistemas educativos, los maestros, los estudiantes, la sociedad, entre otros
componentes, y todas las relaciones que se pueden establecer entre estos en relacion a la
educacién; y que, por esto, hacer de la modelizacidn una realidad en el curriculo no es un

desafio que se deba tomar a la ligera.

Burkhardt (2006) aborda la modelizacion desde diversos angulos, uno de los aspectos que
resaltan de dicho trabajo es la inclusidn de la modelizacidon en el curriculo y los desafios que
supone. Parte del trabajo que resultd interesante considerando que desde el principio se
planteé la idea de la implementacion de una secuencia de modelizacion en un grupo de

estudiantes.

Kaiser y Sriraman (2006) realizan una revisién de la literatura con el fin de identificar las
perspectivas en modelizacion dentro de la educacién matemadtica. Esto inspirados en que
la discusion internacional sobre modelizacién demuestra que no existe una comprensién
homogénea de la modelizacién y sus antecedentes epistemoldgicos dentro del debate
internacional sobre este tema. Como producto de su revisién proponen una clasificacion de
las investigaciones en la que identifican seis perspectivas en modelizacion matematica:
realista, epistemolégica, educacional, contextual, socio-critica y cognitiva, explicdndose

cada una de estas.

La revision de este trabajo fue de interés para el tesista en el sentido de que se muestra una
clasificacién de las diferentes perspectivas en modelizacién matematica y propicio una
vision mas clara sobre qué tipo de perspectiva se considera en la concepcion de

modelizacion de Sadovsky (2005).

Loiola (2010) realiza una revision de la literatura con el objetivo de presentar el panorama
actual de investigacion en modelizacidon matematica en la educacién matematica brasilefia

al abordarla desde tres perspectivas. La primera aborda las raices histdricas de la educacién
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matematica en Brasil, destacandose algunos foros importantes dedicados a la modelizacion
en Brasil. La segunda consiste en una sintesis de algunos trabajos existentes también
dedicados a la discusién de investigaciones y publicaciones brasilefias relacionadas con la
modelizacion en educacion matematica. La tercera perspectiva consiste en la descripcidén y
el analisis de la investigacion, en términos de los objetivos propuestos por los autores,
presentados en eventos cientificos nacionales recientes, que buscan caracterizar vy

comprender los intereses actuales que mueven la investigacidon en este campo

Este trabajo le permitié al tesista tener una vision del panorama de investigacién en
modelizacion matematica en la educacion matematica brasilefia desde afios anteriores

hasta la fecha de publicacién del trabajo de Loiola (2010).

Frejd (2013) realiza una revision de la literatura enfocado en la evaluacién de la
modelizacion. Su revisidn es guiada por las preguntas: é¢es posible evaluar todos los aspectos
de la modelizacion en las National Course Tests?; si es asi, écdmo?; si no es posible evaluar
la modelizacion con examenes escritos de una manera holistica, ¢qué otros modos de
evaluacién estan siendo utilizados o sugeridos? Durante la revision se identifican un total
de 76 articulos relacionados con modelling assessement (evaluacion de modelizacién) de
un total de 706 revisados. Categorizados como empiricos (estudios de caso), filoséficos
(basados en argumentaciones), tedricos (marcos de construccidn), descripciones generales
(revisiones de literatura, introducciones), descripcion de la practica (descripciones del
curriculo, descripciones de los cursos) y competencias. El autor seiala que el estudio sugiere
gue se necesita una vision elaborada sobre el significado de la calidad de los modelos

matematicos para evaluar la calidad del trabajo de los estudiantes con dichos modelos.

Solares et al. (2018) realizan una revisién de 485 publicaciones internacionales sobre
modelacién matematica y se centraron en la produccion de América Latina. Toman como
base el trabajo Kaiser y Sriraman (2006) en la cual se identifican seis perspectivas de
modelizacion matematica: realista, epistemoldgica, educacional, contextual, socio-critica y
cognitiva. En los resultados expresan que, en términos de la cantidad de publicaciones, la
produccién de América Latina es relativamente modesta. Sin embargo, la vitalidad de los

temas actualmente discutidos (por ejemplo, estudios que enfatizan las influencias sociales



y culturales de la educacion en modelacion) y la innovacidn de sus perspectivas dan cuenta
de la importancia que tiene el trabajo desarrollado en la regién. De acuerdo a la revision,
los estudios latinoamericanos también parecen contribuir en el reciente tema de debate

IH

sobre las nociones de “autenticidad” y “mundo rea

Uniendo lo observado en las revisiones de Loiola (2010), Frejd (2013) y Solares et al. (2018)
se puede apreciar como los temas de interés en torno a la modelizacién han ido cambiando

con el pasar de los afios y varian de una region a otra.

Dentro de la literatura relativamente reciente se ubica el estado del arte de Schukajlow,
Kaiser y Stillman (2018) el cual se centra en estudios empiricos en modelizacion matematica.
En especifico, los autores analizan el desarrollo de estudios que se centran en los aspectos
cognitivos de la promocién del modelado, es decir, la promocién de modelling competences.
Asi mismo se presenta una revisién de la literatura sobre el papel de la investigacidn
empirica en importantes revistas de educacion matematica y se analizan las actas de
diversas series de conferencias sobre ensefianza y aprendizaje de mathematical modelling
con este mismo propdsito. Dicha revisidn sefiala el predominio de los enfoques de estudio
de casos y los estudios de orientacion cognitiva en comparacion con los estudios que
utilizaron métodos de investigacién cuantitativos o se centraron en temas relacionados con

el afecto.

A manera de cierre, la revision de estados del arte permitid identificar trabajos recientes en
modelizacion matematica en el mundo; comparar la concepciéon de Sadovsky (2005),
concepcion de interés, con las diversas concepciones existentes identificadas, asi como
identificar similitudes y diferencias entre la primera y las demas. Lo cual permitié a su vez
observar aquello que hacia “Unica” a la concepcion de Sadovsky. Asimismo, se pudieron
identificar temas de interés a lo largo de los afios, como estos han ido cambiando y varian

entre regiones.

Con el propésito de identificar trabajos mas recientes en este tema se retomé el ultimo
articulo revisado. Hecho esto se observd que formaba parte de dos niumeros especiales
publicados en la revista de educacidn matematica ZDM titulados Empirical research on the

teaching and learning of mathematical modeling, los cuales estaban enfocados en
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modelizacion matematica y presentaban articulos relativamente recientes. Considerando

estos hechos se decidid revisar estos nimeros con mayor profundidad.

1.1.2 Modelizacion matematica en ZDM: Teoria, Maestro, Alumno y
Tecnologia.

La revision prosiguio con la revista de Educacién Matematica ZDM, conocida por ser una de
las mas importantes y antiguas que continda publicindose en esta disciplina a nivel
internacional. Misma que se escogid en parte por esta razén y debido a que posee una de
las publicaciones mas recientes que sintetiza parte de los intereses actuales entorno a la
modelizacion matematica: dos numeros titulados Empirical research on the teaching and

learning of mathematical modeling.

Los articulos en estos nimeros permitieron identificar las problematicas y temas de interés
actual entorno a la modelizacién matematica, lo que a su vez proporciond una base para

plantear la pregunta de investigacidon de la presente tesis.

Se observaron diversos enfoques en los articulos revisados. En primera instancia se
identificaron trabajos cuyo enfoque es tedrico: sobre las diferentes concepciones existentes,
trabajos donde se estudia su interaccion con otras teorias, estados del arte, revisiones de
la literatura, trabajos recopilatorios, entre otros (Schukajlow, Kaiser y Stillman, 2018;

Burkhardt, 2018; Frejd y Bergsten, 2018; Cantoral, Moreno Durazo y Caballero Pérez, 2018).

Se identificaron investigaciones enfocadas en el maestro: sobre las limitaciones
institucionales que dificultan el desarrollo del modelo matematico como actividad docente
normalizada; basadas en los resultados de diversos tipos de cursos sobre modelizacién para

docentes (tanto cursos presenciales como en linea).

Respecto de los trabajos relacionados con cursos, las investigaciones se enfocan en la
evaluacién del proceso de desarrollo de los mismos, analizar el trabajo de los maestros, el
impacto en el desarrollo profesional docente (como afecta a su enseiflanza en general),
sobre la comprensién y habilidades de disefio de problemas matematicos realisticos, los
esfuerzos de maestro para disefar y evaluar actividades de modelizacién; y analizar el uso

de la tecnologia por parte del docente en las diferentes fases del proceso de modelizacidn
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(Barquero, Bosch & Romo, 2018; Brady, 2018; Galleguillos & Borba, 2018; Geiger et al. 2018;
Maass & Engeln, 2018; Ng, 2018; Sevinc & Lesh, 2018; Villarreal, Esteley & Smith, 2018).

1.1.2.1 La modelizacion enfocada en el estudiante

El presente trabajo se concentra en el estudiante, especificamente en sus producciones,
trabajo, interacciones, entre otros medios, como fuente principal de informacién para dar
respuesta a la pregunta de investigacion. Por lo tanto, la literatura de interés es aquella que
coincide con estas caracteristicas, misma que se presenta a continuacién de forma

sintetizada.

Almeida (2018) analiza informacién empirica de dos actividades de modelizacién cada una
desarrollada por dos grupos de estudiantes, uno de primer ano y el otro de cuarto afio de
una licenciatura en matematicas, esto con el fin de contestar la incognita ¢cdmo usan los
estudiantes las matematicas en actividades de modelizacidon? Como parte de sus resultados
el autor expresa que el uso de las matematicas que realizan los estudiantes estd anclado en
sus experiencias anteriores, ya sea en sus experiencias con los conceptos y herramientas de

las matematicas, o en sus experiencias con las practicas de modelizacién matematica.

Degrande, Van Hoof, Verschaffel y Van Dooren (2018), presentan un estudio cuyo objetivo
era investigar qué modelo usan los estudiantes (aditivo o multiplicativo), en word problems
abiertos a ambas maneras de razonar, esto en estudiantes de quinto y sexto afio de primaria.
Retomando una tarea de otro articulo, se les pidid a los estudiantes que sefialaran cual de
dos serpientes habia crecido mas y que explicaran verbalmente el razonamiento detrds de
su respuesta. Los resultados revelaron que el razonamiento aditivo (crecimiento absoluto)
fue mas utilizado que el razonamiento multiplicativo (crecimiento relativo), ademads de que

parecié mas dificil de verbalizar.

English y Watson (2018) exploran el trabajo de modelizacién de estudiantes de sexto afio
de primaria. Esencialmente los estudiantes tenian que generar modelos que les permitieran
seleccionar un equipo de natacion australiano para los entonces proximos juegos Olimpicos
del 2016, esto utilizando datos de los tiempos de los nadadores en varios eventos anteriores.

Los resultados obtenidos muestran la diversidad de variables consideradas por los

11



estudiantes, destacandose como base para sus modelos, la variacion y las tendencias en el

rendimiento de los nadadores.

Krawitz y Schukajlow (2018) plantean su estudio con el objetivo de examinar: (1) si los
estudiantes tienen valores diferentes y expectativas de autoeficacia con respecto a los
problemas de modelado versus los problemas escritos (word problems) y los problemas
intra-matematicos, y (2) si el contenido matematico influye en el valor de la tarea y la
autoeficacia en relacién con diferentes tipos de problemas. Durante el estudio se les
preguntd a 90 estudiantes de nivel medio y alto (noveno y décimo grado) cuanto valoraban
los problemas de modelado, los problemas escritos y los problemas intra-matematicos vy si
estaban seguros de que podrian resolver este tipo de problemas. Respecto a modelizacién,
los resultados muestran que a los estudiantes les parece menos importante el poder
resolver problemas de dicho tipo a comparacion de poder resolver problemas escritos e

intra-matematicos.

Plath y Leiss (2018) se enfocan en un aspecto central sobre el proceso de modelizacion, la
comprensién de la tarea de modelado como un prerrequisito central. En su estudio
investigan los roles que juegan la competencia linglistica de los estudiantes y la redaccidn
de las tareas de modelizacion, para la comprension y la resolucion exitosa de estas. Se
evaluaron 634 estudiantes de escuelas integrales y se midieron sus factores
sociodemograficos y su dominio del idioma. Los resultados muestran una fuerte relacién
entre el dominio del idioma y el logro de modelado matemdtico. Ademas, los resultados
sugieren que el aumento de la complejidad lingtliistica de las tareas de modelizacién
matematica tiene como consecuencia una frecuencia de resolucién mas baja por parte de

los estudiantes.

Arlebick y Doerr (2018) examinan como una secuencia basada en actividades de
modelizacion apoyé el desarrollo de las interpretaciones de los estudiantes y el
razonamiento sobre fendmenos con tasas de cambio promedio negativas en diferentes
fenédmenos fisicos, esto en distintos contextos del movimiento. La secuencia se aplicé sobre
35 estudiantes que se preparaban para estudiar ingenieria. Como se esperaba los

estudiantes afrontaron diversas dificultades a la hora de interpretar y razonar tazas de
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cambio negativas. Los resultados obtenidos de analizar el trabajo de los estudiantes
sugieren que las secuencias de actividades de modelizacién ofrecen un enfoque

estructurado para la instruccidn de contenido matematico avanzado.

Basandose en una intervencidon de ensefanza con actividades de modelizacién que
involucran trabajo experimental en grupos de noveno grado, Carreira y Baioa (2018)
plantean como objetivo de su estudio el descubrir cobmo los estudiantes estiman la
credibilidad de una tarea de modelizacién cuando integra un enfoque experimental practico.
Los resultados mostraron que los estudiantes vieron el evento y la meta de la tarea como
creibles; consideraron el trabajo experimental como algo necesario y que el modelo

matematico obtenido era factible.

Hernandez-Martinez y Vos (2018) exploran cémo los estudiantes pueden experimentar la
relevancia de las actividades de modelizacion matematica. En general se disefiaron diversas
actividades en torno a la modelizacion y al final del curso se entrevisté a diez estudiantes
con un amplio rango de notas finales en el curso. De acuerdo con los autores los resultados
mostraron que de forma general los estudiantes percibieron las actividades de
modelizacidon como importantes y que se veian desempeiiando practicas profesionales para
las cuales las matematicas son importantes. En contra parte, el hacer matematicas también
fue juzgado como relevante solo para obtener una calificacién, dejar la escuela y entrar a

trabajos donde hacer matematicas no es necesario.

Ikeda (2018) plantea en su estudio la pregunta de investigacion: écdmo podemos evaluar
los aspectos detallados de las percepciones de los estudiantes sobre los roles de las
matematicas en la sociedad? El autor desarrollé una pregunta a manera de herramienta
analitica: éde qué manera son utiles las matematicas cuando examinamos problemas del
mundo real desde una variedad de perspectivas? Esta pregunta se planteé antes y después
de la aplicacion de un programa de ensefianza experimental basado en tareas de
modelizacion. El autor expresa que los resultados de la comparacion del antes y después
revelaron que las percepciones de los estudiantes sobre los roles de las matematicas en la

sociedad cambiaron significativamente.
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Stender (2018) basandose en investigaciones previas observd que las intervenciones de los
maestros basadas en estrategias heuristicas podrian tener un alto potencial para apoyar a
los estudiantes de una manera que mantenga un alto nivel de independencia. Dicho
resultado lo llevo a la pregunta: ¢ hasta qué punto las estrategias heuristicas conocidas de
la teoria de la resolucion de problemas aparecen en el proceso de modelado?
Reconstruyendo los procesos de resolucion de los estudiantes en el problema planteado en
la investigacidn previa se identificaron diversas heuristicas utilizadas por los estudiantes y
basandose en estas se crearon intervenciones estratégicas que podrian facilitar el proceso

de modelizacién de los estudiantes.

1.1.2.2 Modelizacion y tecnologia

El uso de la tecnologia para la ensefanza-aprendizaje de las matematicas es un tema que
viene siendo estudiado desde los inicios de la Educacion Matematica. Dicho esto, los
articulos revisados que hacen uso de la tecnologia en actividades de modelizacion

enfocadas en el estudiante son relativamente pocos (dos de veinticinco articulos).

Orey y Rosa (2018) presentan en su estudio el uso de un Virtual Learning Enviroment
(Entorno de Aprendizaje Virtual) disefiado para emprender un proyecto de ensefianza de
modelizacion matematica, esto sobre 104 estudiantes de primer semestre de ocho centros
educacionales. Los resultados muestran que la combinacion de proyectos de modelizacién
matematica y los recursos tecnoldgicos disponibles en el VLE permitieron a los estudiantes
investigar sus temas de una manera interactiva y colaborativa, compartiendo preguntas e
intercambiando informacion con investigadores, tutores y companeros en los foros de

discusién y conferencias web.

Greefrath, Hertleif y Siller (2018) realizan un estudio de control cuantitativo con 709
estudiantes, investigando la competencia de matematizacién. Comparandose el desarrollo
de esta competencia en un grupo de prueba que trabajo con herramientas digitales, en
particular con el software de geometria dindmica Geogebra, con un grupo de control que
trabajo con papel y [dpiz en las mismas tareas durante una intervencién de cuatro lecciones
en modelacién geométrica. Encontrandose una mejora comparable de matematizacion en

ambos grupos, pero sin ninguna diferencia significativa entre estos.
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Cierre de 1.1.2

A manera de cierre, los articulos revisados abordan variedad de problematicas y tienen
diversos enfoques, por esta razén es que se optd por categorizarlos. Dado que desde el
inicio del trabajo de tesis se planted el aplicar una secuencia apoyada en tecnologia para
analizar el trabajo de los estudiantes, es que se dedicaron dos subsecciones a articulos

enfocados en el trabajo de los estudiantes y en el uso de tecnologia.

De esta forma fue posible identificar problematicas de interés actual en modelizacién
matematica y en especifico aquellas en las que el sujeto de interés es el estudiante y se hace
uso de tecnologia. Lo cual a su vez permitid ir planteando y puliendo la pregunta de

investigacion.

El revisar estos niumeros de la revista ZDM permitié ampliar el panorama que se obtuvo de
revisar los estados del arte y al mismo tiempo observar problematicas de interés a escala
internacional. Dicho esto, con la intencidon de considerar el interés nacional acerca de la
modelizacion y continuar indagando en los temas y problematicas de interés, es que se

planted la siguiente seccion.

1.1.3 Tesis del departamento de Matematica Educativa: Cinvestav

Se hizo una revisién de las tesis realizadas en el departamento de Matematica Educativa del
Cinvestav con el propdsito de identificar los temas y problematicas de interés en torno a la
modelizacion matematica a través del tiempo. Buscdndose continuar ampliando y
profundizando la visidon otorgada por las secciones anteriores, para usar esto en el

planteamiento de la pregunta de investigacion.

El criterio de seleccion de las tesis consistid, de forma inicial, en la revisién del titulo y
resumen de estas, buscandose identificar si su perspectiva/enfoque de investigacion era la
modelizacion matematica. Cuando esto no fue suficiente para determinar si un trabajo era
de modelizacioén se procedié a revisar la seccion de marco tedrico para identificar si dicho
tema era parte central de la tesis. Considerando el propdsito que se establece al inicio de la

seccion, es que los trabajos se presentan en orden cronoldgico.
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Villanueva (1992) presenta un trabajo de modelacion matematica aplicada en economia,
con mas precisiéon, una experiencia diddctica en estudiantes de educacion superior,
poniendo énfasis en el calculo diferencial, junto con otras areas de las matematicas,
aplicado a la Administracién y Economia. El estudio se llevd a cabo sobre diez estudiantes
del drea de economia de la Universidad Auténoma Metropolitana (plantel Azcapotzalco),
los cuales no tenian experiencia previa con modelacion matemadtica, esto en todo el
concepto de su formalidad. Parte de los resultados muestran que el interés de la
interrelacidn de las matemadticas con el drea econdmica-administrativa se incrementa en

forma considerable mediante el uso, la simulacién y la resolucidn de modelos matematicos.

Morales (2003) basa su investigacidon en el andlisis de una memoria posterior a La Teoria
Analitica de calor, escrita por Fourier en 1827 titulada Mémoire sur les Températures du
globe Terrestre des Espaces Planétaires. Esencialmente el autor realiza un analisis de la
memoria ya mencionada, matizada con otras fuentes que se consideraron utiles para
entender y puntualizar sobre algunos tépicos importantes tratados dentro del mismo

documento.

Dentro de los resultados el autor destaca el valor del documento analizado. Asimismo,
expresa que fue posible identificar, desde la indagacidon hecha, algunos elementos
importantes que le permitieron a Fourier llegar a las conclusiones de la memoria, siendo
quizas la mas importante, el entendimiento del problema de las temperaturas terrestres
desde su perspectiva como fisico tedrico, destacando este mismo en su obra, que de no ser
de un conocimiento preciso del modelo matematico del flujo del calor en funcién de la

temperatura, el problema del calor no seria posible de abordar.

Arrieta (2003) realiza una investigacién donde las herramientas clave son actividades de
modelacién (viendo estas como practicas sociales), mostrandose evidencia de como un
individuo construye conocimiento al llevar a cabo este tipo de actividades. El autor plantea
la implementacion de dos disefios de aprendizaje aplicados en el aula. Los disefios referidos
se centran, no en los contenidos matematicos en si o en las producciones de los

participantes, sino en las practicas sociales ejercidas por los participantes utilizando
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herramientas, situadas en un contexto social; en este caso, las practicas sociales de

modelaciéon del movimiento de un movil.

Los participantes en la puesta en escena de las secuencias fueron dos profesores y diecisiete
alumnos de un grupo de tercer semestre de la carrera de Ingenieria Bioquimica del Instituto
Tecnolégico de Acapulco que se organizaron en tres equipos de cuatro estudiantes y un

equipo de cinco.

Como parte central de las conclusiones, el autor destaca que los resultados obtenidos, junto
con su argumentacidon, muestran evidencias con respecto a su posicion establecida sobre el
conocimiento, lo que es aprender y el papel de los actores en el aula. Asimismo, estos
resultados evidencian el cdmo los individuos construyen conocimiento en el ejercicio de

practicas sociales que involucran la modelacién.

Ledn (2006) presenta un trabajo de modelacion matematica aplicada en el area de las
Ciencias Naturales, esto mediante la hoja de calculo. Se plantea como propésito del estudio
el indagar el uso de la hoja electrénica de calculo y la modelacién matematica como medio
para la ensefianza de algunos conceptos relacionados con Ciencias Naturales, esto a través

del estudio de casos.

Las actividades se plantean en forma de un taller, haciéndose uso de parejas, el cual se
realizé a lo largo de 16 sesiones experimentales, cada una con una duracién de hora y media,

considerandose solo ocho sesiones para el analisis y profundizaciéon de la investigacion.

Entre los resultados el autor destaca que los estudiantes fueron capaces de superar las
tareas propuestas y de describir los diversos conceptos de las ciencias que estaban
involucrados en las actividades (velocidad, temperatura, etc.), es decir, se cumplié en parte
el objetivo planteado. Asimismo, se observaron algunas dificultades entorno al anclaje con
los modelos, pudiéndose convertir en un obstaculo en la comprensién de los fendmenos

planteados.

Sudrez (2008) plantea un estudio socioepistemoldgico en el que se formula una categoria
para la matematica escolar, la Modelacidn-Graficacidn. La cual pasa a ser la base de las

actividades planteadas, donde el area matematica central es el Calculo.
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Una vez que el autor establece la categoria de modelacion-graficacion este se enfoca en el
tema de interés, formulando asi una categoria que, de acuerdo a este, manifiesta la
resignificacién de la variacién en situaciones de modelacion del movimiento. De esta forma
el autor expresa que la socioepistemologia de la modelacién-graficacidn se traduce en un
disefio de situacién para trabajar con los estudiantes y conforma las secuencias llamadas
situaciones de modelacién del movimiento (SMM), es decir las actividades centrales del
estudio. Como resultado, se obtiene evidencia que respalda la hipdtesis de que la variacion

se resignifica a través de la categoria de modelacidn-graficacién.

Balam (2012) realiza una investigacién desarrollada desde una visidon socioepistemoldgica,
presentando una caracterizacion referida a problematizar la matemadatica desde una
comunidad de conocimiento de profesores. Estos participaron en un programa que se
desarrolld en Cinvestav-IPN, llamado Especializacién de Alto Nivel Para la Profesionalizacion

Docente en las Matematicas de Secundaria.

El autor ubica su trabajo como una investigacion cualitativa. Una de las técnicas empleadas
es el estudio de casos, de los 320 profesores que ingresaron a la especializacion se trabajo
con un grupo de 18 profesores, de los cuales Unicamente 8 terminaron las tres fases del

proyecto (presencial, en linea, reproducibilidad).

Los resultados muestran que los profesores logran problematizar la matematica, a través
de discutir los usos de graficas, las cuales pasaron de ser una simple representacion, para

convertirse en argumentos y en generadoras de conocimiento matematico.

La investigacién de Roldan (2012) trata del desarrollo del uso de las graficas de la elipse.
Dando cuenta de las diversas problematicas que giran en torno a este tema, el tratamiento
de este, entre otros aspectos; todo en torno de la educacién media superior; se plantea la
elaboracidon de un disefio de situacion con la tramoya de Arquimedes, El Taller de

Arquimedes.

El autor expresa que para trabajar la modelacidn fue necesario un dispositivo (tramoya de
Arquimedes) que permitiera a los participantes el modificar sus dimensiones y hacer
simulaciones, y en ese proceso construir conocimiento respecto a la relacién entre los

comportamientos de la elipse, las dimensiones del artefacto y los valores de los parametros.
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Las actividades giraron en torno al uso de diversas tramoyas (de madera, virtual con
GeoGebra, fisica-virtual mediante sensores y Logger Pro) y la variacion de sus pardmetros

para dar cuenta de comportamientos especificos en las curvas.

Asimismo, el autor habla sobre como las graficas del movimiento de este artefacto se
convirtieron en modelos para construir conocimiento sobre la elipse. La mayoria de los
participantes descubrieron las relaciones entre las caracteristicas del artefacto y los
elementos de la curva; lograron ajustar las dimensiones del artefacto para que trazara una
grafica con caracteristicas deseables y también modificaron el movimiento frente a un
sensor para obtener un cierto comportamiento de las graficas generadas por un dispositivo
transductor. El descubrimiento, los ajustes y las modificaciones fueron formuladas, por los
participantes, en un contexto de justificacién funcional segun lo usos de las graficas en la

situacion especifica.

Velasco (2012) presenta una investigacidn en la que se plantean actividades de modelacién
gue sugieren el uso de ecuaciones lineales. Usando como marco tedrico la teoria APOE

(descomposicién genética); asi como el marco de Modelos y Modelacién.

Respecto de la metodologia, se realizd una descomposicidon genética preliminar del
concepto de ecuacién lineal y se elaboraron tres instrumentos basados en dicha
descomposicién. Un cuestionario diagnostico que se aplicd a 30 estudiantes del IEMS
plantel Otilio Montafio, Tlalpan Il; un cuestionario de actividades que sugerian el uso de
modelos (basado del marco de Modelacidon y Modelos) y una entrevista. Instrumentos que

planteaban diversas situaciones reales.

El autor expresa que los resultados de la aplicacion de los 3 instrumentos permitieron
refinar la descomposicién genética realizada de forma preliminar y esto a su vez contribuyo
al disefio de una propuesta didactica que permite motivar a los estudiantes del IEMS,

plantel Otilio Montafio, Tlalpan Il a modelar situaciones reales con ecuaciones lineales.

Méndez (2013) en su investigacion estudia el funcionamiento de una categoria de
modelacién, formulada desde la teoria socioepistemoldgica. El autor expresa que la
investigacion permitié en primera instancia identificar una postura predominante de la

modelacién que excluye a los actores de su construccidn, en tanto su funcién en el discurso
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matematico escolar (dME), en especifico en el nivel medio superior. Lo que lleva a plantear

su redisefio desde una perspectiva socioepistemoldgica.

El autor expresa que la categoria se enfoca en generar un marco de referencia que provoque
una matematica funcional en un escenario escolar, mediante el desarrollo y uso de graficas,
tablas numéricas y expresiones analiticas. Para dar cuenta del funcionamiento de la
categoria (recopilaciéon de evidencias) se hizo uso de disefios de situacién, los cuales
plantearon una situacidn de experimentacion y se desarrollaron con preguntas y dindamicas
sustentadas por los elementos de la categoria. Entre los resultados obtenidos se destaca
gue la categoria de modelaciéon es la que provoca el desarrollo en red de usos de

conocimiento matematico.

Olivera (2016) investigd el disefio de un ambiente virtual para experimentar, construir y
colaborar a distancia sobre fendmenos matematicos, y desarrollar posibles procesos de

aprendizaje. Siendo una de las ideas claves el paradigma del construccionismo.

Las preguntas de investigacion del estudio se relacionan con investigar, en primera
instancia, las posibilidades de construir un laboratorio de experimentacién y colaboraciéon
virtual, en el que los estudiantes de los niveles medio superior y superior exploren ideas y

problemas matemadticos a través de colaboracién a distancia.

El autor expresa que en respuesta a la problemadtica se propuso el crear tematicas
matematicas aptas para analizarse mediante investigaciones computacionales, tales
tematicas se conciben de manera que a partir de un problema general se genere discusion

entre los miembros de la comunidad virtual y estas permitan el surgir de nuevos problemas.

Se trabajé con una poblacién de 31 estudiantes de educacion a distancia (mayores de 30
afios) inscritos en quinto semestre de la carrera de Matematicas en la Universidad a
Distancia de Meéxico. El proyecto de investigacién consistid en cinco exploraciones

didacticas:

1. Movimiento rectilineo.
2. Caida libre.

3. Analisis matematico de la encriptaciéon (codificar mensajes).
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4. Crecimiento dinamico de una poblacion.

5. Exploraciones estadisticas.

Estas se realizaron en una plataforma educativa a través de diversas herramientas de
colaboracién y discusidon: mensajero, red social, foros, y repositorio para almacenar diversos

tipos de documentos.

Para concluir el autor expresa que considera que se logré crear un ambiente virtual en el
gue se dio una colaboracién virtual en exploraciones matematicas de diversos tipos, donde
la modelacién matemadtica tuvo un papel importante. Se habla sobre como una de las
dificultades del estudio fue sin duda el nivel de realismo de las actividades, en general fue
complicado encontrar actividades que pudieran ser verdaderamente realistas, es decir que
fueran problemas auténticos de la realidad, y que se pudieran discutir en un ambiente

virtual.

Pretelin (2017) plantea su trabajo buscando explorar y favorecer la manera en que
estudiantes de ingenieria, ponen en practica y desarrollan sus conocimientos relacionados
con la modelacion matematica de sistemas para la ingenieria. Esto mediante un conjunto
de actividades enfocadas al disefio y programacion de videojuegos. Idea que se fundamento

en el paradigma del construccionismo.

El autor establece como objetivo general el crear situaciones, a través de la programacion
de videojuegos, en las que estudiantes de ingenieria tengan que poner en practica sus
conocimientos fisico-matematicos y de modelacidn para resolver problemas ingenieriles.
Respecto a la metodologia, el autor ubica su investigacion como un estudio cualitativo
llevado a cabo como una Investigacion de Disefio (Design Research). El proyecto contd de
tres fases (piloto, fase 1 y fase 2). La fase piloto fue llevada a cabo con dos estudiantes,
plantedndoseles doce actividades, el propdsito de esta fue establecer las bases para la fase

1.

En respuesta al objetivo general el autor expresa que en las actividades desarrolladas en
cada una de las fases los estudiantes tuvieron que resolver problematicas aplicando las
matematicas desde un enfoque integral y realista. Es decir, fueron problematicas donde las

matematicas no se practicaron ni se construyeron de forma aislada, sino que se
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relacionaron y se complementaron con otras disciplinas tales como la fisica, |la informatica,

el diseio grafico y la ingenieria.
Cierre de 1.1.3

A manera de cierre, la revisidn de las tesis permitié continuar ampliando el conocimiento
acerca de los temas y problematicas de interés en torno a la modelizacion matematica, en

especifico aquellos considerados en el Cinvestav y en cierta medida en México.

En este punto y considerando todo el panorama que ofrecen las secciones anteriores, se
vuelve necesario regresar a la concepcién de Modelizacién Matematica de Sadovsky (2005),
el revisar trabajos de esta autora y de quienes han trabajado con su concepcidn.

Considerando esto es que se plantea la siguiente seccidn.
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1.1.4 Sadovsky, Segal y Sessa: un acercamiento a la modelizacion matematica

La concepcion de modelizacion de Sadovsky es central en este trabajo, razén por la cual se
decidid revisar sus trabajos. Asimismo, se revisaron publicaciones de Silvia Segal y Carmen
Sessa, conocidas autoras en el drea de Educacién Matematica por su trabajo en

modelizacion matematica.

Borsani, Lamela, Luna y Sessa (2014) plantean a un conjunto de estudiantes de tercer afio
de escuela media el interpretar una tabla de datos en la que reflejan la base, altura y area
de una serie de rectangulos inscritos en un tridngulo rectangulo, con base y altura de 11cm,
y elegir la funcidn que a su parecer refleja la variacidon de las dreas. A pesar de que el
problema se plantea desde las matematicas y no de la realidad, este es un buen ejemplo de
un trabajo que implica modelizacidon intramatematica?, en este caso la funcién que han de

elegir los estudiantes juega el papel de modelo matematico.

Borsani et al. (2013) exploran este mismo problema mediante el uso de geometria dindmica
con Geogebra, especificamente estudian a la familia de rectangulos que se pueden crear
dentro del tridngulo rectangulo, es decir, desde una perspectiva matematica, se habla de
un trabajo matematico mas general. En este estudio Geogebra se utiliza para crear un
modelo dindmico, el cual en perspectiva permite una exploracién amplia, la identificacién
de variables acerca de la problematica, el establecimiento de relaciones entre variables y
da cabida a la produccién de nuevos conocimientos, lo que encaja con la concepcidn de

modelizacion de Sadovsky (2005).

En estos trabajos si bien no se hace alusién al termino de modelizacién se puede observar
claramente una conexidn, mientras que en otros se trabaja con modelos por excelencia
como, sistemas de ecuaciones lineales y ecuaciones lineales con dos variables, (Sessa &

Cambriglia, 2007; Panizza, Sadovsky & Sessa, 1999).

2 Chevallard (1989) usa el término modelizacién intramatemdtica para pensar la produccién de conocimientos

de un sistema matematico a través de otro sistema matematico, concepto considerado en Sadovsky (2005).
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En lo que respecta al tema del uso de tecnologia como parte del proceso de ensefanza-
aprendizaje, este es de interés actual y se ha explorado en diversas ramas de las
matemadticas. Sessa (2018) aborda la preocupacién de encontrar formas significativas e
implementables de introducir herramientas tecnoldgicas en aulas regulares para ensenary
explorar relaciones funcionales, especificamente se habla de tres productos realizados con
su grupo de trabajo Monday Group donde en dos de estos se hace alusidn del uso de

Geogebra, trabajando el tema ya mencionado.

En los articulos revisados se observd como las autoras no incluyen explicitamente en su
marco tedrico la modelizacion matemadtica, sin embargo, las actividades y dinamicas
planteadas pueden ser vistas como trabajo de modelizacidn, en especifico intramatematica,
dado que se usa un sistema matematico para reinterpretar los problemas y asi producir
conocimiento acerca de estos. Pensando en esto, se considera que la revision de estos

trabajos permitié fortalecer y aplicar la concepcion de Sadovsky.

1.1.4.1 Modelizacién matematica en el aula: Segal y Giuliani (2008)

Dentro de los trabajos de Segal y Giuliani (2008) se destaca su libro Modelizacion
matemdtica en el aula, en especifico el Capitulo 1: El problema del bebedero, cuyos
problemas y propuestas fueron la base de la propuesta presentada en el presente trabajo

de tesis.

La autora se basa en la concepcidon de modelizacién de Patricia Sadovsky y toma su misma

Ill

posicidon respecto a la actividad matematica como el “asunto” del salén de clases. Expresa
como la actividad de modelizacion retne condiciones para realizar en el aula un trabajo
semejante a la actividad cientifica, centrado en la produccién matematica de los estudiantes

y donde se rehacen los conocimientos matematicos a partir de las propuestas del maestro.

Al mismo tiempo, al requerir que los alumnos tomen decisiones sobre la pertinencia de los
recursos que ponen en juego y que se hagan responsables de sus resultados, validandolos
y confrontandolos con sus pares, el trabajo de reflexién sobre los problemas le imprime a

la clase de matematica un valor formativo que va mas alla de la misma.
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Los problemas que se presentan a lo largo del libro conllevan procesos de modelizacién de
complejidad diversa, y los conceptos matemdticos que requieren son basicamente los
sefalados en los programas usuales para la escuela media. La complejidad reside
fundamentalmente en la exigencia de seleccionar y usar distintas herramientas vy

conocimientos en forma coordinada y simultanea.

El problema presentado en el primer capitulo es el “problema del bebedero”, el analisis
realizado esta atravesado por distintas cuestiones didacticas, tales como: los diferentes
procedimientos que el problema admite y los conocimientos que éstos involucran, los
posibles errores de los alumnos y las intervenciones docentes que, desde el punto de vista
de los involucrados, ayudan a sostener el trabajo de los estudiantes. Asi mismo se realiza el
estudio de la familia de problemas que resulta de la parametrizacion de los datos, usando

como base el problema original.

Con la intencidn de profundizar la mirada funcional sobre el problema, la autora plantea un
trabajo de interaccién entre diferentes representaciones, poniendo énfasis en lo cualitativo

por sobre lo numérico.

Establecido lo anterior se proponen un par de posibles secuencias para su implementacién
en clase. En la primera se presentan una serie de problemas, Problema del caminito y
Problema del tridngulo, que pueden servir como previo al Problema del bebedero,
explicdndose sus contenidos. En la segunda se presenta una propuesta sistematica que
busca dirigir el trabajo del estudiante en una direccién exacta, dejando poco lugar para la

exploracién.

Finalmente se muestran dos variantes del problema: una que trabaja con una funcién
definida por partes, y la otra que invita a reflexionar sobre los usos y las limitaciones de un

modelo.

El problema principal de la propuesta que se presenta en el presente trabajo de tesis se
asa en “el problema del bebedero”. Asimismo, se consideran los problemas que se

b “el bl del bebedero”. A d I bl

plantean como previos en la primera de las propuestas. La segunda propuesta proporcioné

una vision sistematica, la cual, de cierta forma asegura que el estudiante llegara a los
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resultados deseados. Dicho esto, ambas propuestas aportaron en la construccién de

secuencia aplicada en este trabajo.
Conclusion de la seccion 1.1:

Esta primera seccidn de la revisidn permitié definir en parte la problematica a estudiar, asi
como las preguntas de investigacién. Los diversos temas y problematicas identificados
permitieron plantear un estudio en el que se aborda un tema de interés: el uso de la
tecnologia en actividades de modelizacién, esto con enfoque en las producciones del

estudiante.

En los diversos apartados se identifican trabajos de modelizacién que se apoyan en
tecnologia o que se centran en las producciones de los estudiantes, pero la interseccion
entre estos dos grupos parece contener una cantidad relativamente inferior de elementos,
esto considerando la totalidad de articulos revisados para esta seccidn, lo que hace que en
un principio aparezca el interés de plantear un trabajo de modelizacién apoyado en

tecnologia.

1.2 El uso de tecnologia digital en la ensefianza-aprendizaje: resolucion de
problemas

En el presente trabajo de tesis un componente es el uso de la tecnologia digital en el proceso
de ensefianza-aprendizaje, por lo que en esta seccién se habla de forma resumida acerca
de suimportancia, el tipo de consecuencias que tiene su uso y la postura que se toma acerca
de este componente. Factores que influenciaron el disefio de la secuencia de actividades y

de las herramientas tecnoldgicas.

En los ultimos afos el desarrollo de la tecnologia ha permitido ampliamente la innovacién
en el proceso de ensefianza-aprendizaje. Especificamente en la resolucidon de problemas
han surgido diversas herramientas que han demostrado tener potencial como apoyo en la
ensefianza del docente y en el aprendizaje del alumno: GeoGebra, Cabri Geometry, entre
otras. Tal es la utilidad de las herramientas tecnoldgicas que en las propuestas recientes del

curriculum matematico de nivel preuniversitario se reconoce la importancia de que los
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estudiantes hagan uso de multiples herramientas computacionales en el estudio de las

matemadticas (NCTM, 2000 citado en Santos-Trigo, 2014).

Considerando esto Santos-Trigo (2006) expresa que ante la variedad de herramientas que
se tiene a disposicion, es necesario identificar no solo las ventajas que le pueden ofrecer al
estudiante durante la comprension de ideas matematicas y la resolucién de problemas, sino
también caracterizar las representaciones, estrategias y formas de razonamiento que
exhiban los estudiantes como resultado de utilizar dichas herramientas en sus experiencias

de aprendizaje.

De acuerdo a Santos-Trigo (2002) un aspecto destacable en el uso de la tecnologia, y con el
gue se estd de acuerdo, es que esta permite establecer representaciones exactas de
configuraciones geométricas que pueden ayudar a los estudiantes en la visualizacidn de
relaciones matematicas. Asi mismo los estudiantes tienen la oportunidad de mover parte
de estas configuraciones y observar cambios o invariantes. En particular, el identificar
invariantes en una representacion resulta fundamental en el desarrollo de conjeturas y en
el proceso de argumentacién y comunicacién de dichas conjeturas por parte de los

estudiantes (Santos-Trigo, 2014, p.153).

Considerando lo anterior, para este trabajo se mantiene la postura de que el uso de la
tecnologia digital, en particular el software dindmico GeoGebra, permite el observar y
establecer, de manera mas sencilla, relaciones entre los diversos elementos de un problema,
esto a comparacion de trabajar Unicamente con lapiz y papel. Esta postura se recalca en la

fase de diseno de la secuencia y de las herramientas tecnoldgicas.

En esta tesis la modelizacion matematica es el concepto central que guia el disefio de la
secuencia de ensefianza, y la tecnologia se usa como una herramienta para facilitar y
enriquecer el proceso de modelizacion por parte de los estudiantes, es decir, como recurso

para el aprendizaje.

A continuacidn, se presenta el cierre del capitulo. A lo largo de este se habld sobre cémo
fue que lo presentado en las diversas subsecciones ayudd a que la pregunta de investigacion

fuera tomando forma, por lo que esta se presenta en dicho cierre.
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1.3 Pregunta de investigacion y objetivos

1.3.1 Pregunta de investigacion:

¢Qué papel juegan el contexto de los problemas, el uso de la tecnologia y las intervenciones
del docente para promover el trabajo de modelizacién matematica de los estudiantes?

1.3.2 Objetivos:

e Disefiar una secuencia de actividades de modelizacion matematica apoyada de
tecnologia considerando los roles del contexto, el uso de la tecnologia y las
intervenciones del docente.

e Aplicar dicha secuencia y analizar los resultados de la aplicacidon considerando tres

categorias de andlisis: contexto, tecnologia e intervencién docente.

A continuacién, se presenta el marco tedrico en el cual se expone la concepcién de

modelizacion de Patricia Sadovsky (2005) a un nivel mayor de profundidad.
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Capitulo 2 Marco Teodrico

En este capitulo se presentan diversos aspectos considerados en la concepcién de
modelizacion de Sadovsky (2005) que fueron considerados en el disefio de la secuencia de
problemas producto de este trabajo de tesis. En primera instancia se establecen las bases
de la concepcion de modelizaciéon de Sadovsky, hablandose sobre su vision de las
matematicas y la génesis escolar del trabajo matematico, hecho esto se establece la
definicion de modelizaciéon de Sadovsky, central en este trabajo. Siendo “modelo” una
palabra clave es que se plantea una definicién por extensiéon de dicho término, dado que la
autora no presenta ninguna definicion de manera explicita. Asimismo, se destacan
elementos importantes en la modelizacion: sobre el papel de las representaciones y
técnicas, las normas y creencias de los estudiantes, sobre la posicion de estos ante Ia
actividad matematica, el espacio social en clase, entre otros. Finalmente se habla sobre el

contexto, un elemento considerado de manera amplia en el trabajo de Sadovsky (2005).
Modelizacion matematica: Sadovsky (2005)

Una vision de la matematica

En primera instancia, para definir modelizacién matematica la autora establece su posicidon
respecto de las matematicas. Sadovsky (2005) considera una perspectiva de acuerdo a la
cual la matematica es un producto cultural y social. “Cultural porque sus producciones estan
impregnadas en cada momento por las concepciones de la sociedad en la que emergen y
condicionan aquello que la comunidad de matematicos concibe en cada momento como

Ill

posible y relevante” (p.22). Es un producto social “porque es resultado de la interaccion
entre personas que se reconocen como pertenecientes a una misma comunidad” (p.23).
Esta perspectiva de las matematicas es la que se considera para el presente trabajo de

investigacion.
La génesis escolar del trabajo matematico
En la modelizacion, de acuerdo con Sadovsky (2005) “es la actividad matemdtica en tanto

actividad de produccion la que nos interesa “producir’-que se produzca- en la escena del
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aula” (p.23). Se interpreta esto como uno de los objetivos de la modelizacion, y es con esta

vision sobre la misma que se disefid y aplico la secuencia de actividades de la presente tesis.

Sin embargo, pensar que el quehacer de la clase es la actividad matematica (incluyendo los
resultados de dicha actividad), claramente no es una postura unanimemente compartida
por las personas que forman parte de la comunidad en educacion matematica: hay quienes
se centran en comunicar resultados a manera de discurso acabado, hay quienes toman solo
una parte del conjunto de la actividad matematica (esto para la ensefianza), y conciben la

ensefianza como la comunicacién de técnicas aisladas (Sadovsky, 2005).

En general, quienes toman estas posturas no necesitan pensar en una génesis escolar que
convoque a los estudiantes a una reconstruccion de ideas. Este término es importante para
comprender la concepcién de modelizacion matematica, por lo que resulta relevante
exponerlo. Por génesis escolar |la autora se refiere a un proceso de produccion en la clase

en el que:

En primer lugar, los alumnos deberan elaborar conocimientos que -seguramente
con rasgos diferentes— ya existen en la cultura. Las herramientas conceptuales de
las que dispondran para hacerlo seran diferentes de las que fueron utilizadas cuando
esos conocimientos “ingresaron” en la comunidad cientifica de la “mano” de
matematicos profesionales. En otros términos, un matemadtico productor “sabe”
muy distinto que un alumno de la escuela concebido como “matematico”, lo cual
obliga a pensar que elementos tendria un alumno para reconstruir una idea que fue
elaborada con otras herramientas y desde otro marco conceptual. Por otro lado,
muchos de los “objetos” que se tratan en la clase de matematica de la escuela actual,
hace varios siglos que “abandonaron” su refugio original en la comunidad
matematica y circulan por la sociedad “comun”, lo cual ha modificado unay otra vez

sus sentidos. (Sadovsky, 2005, p.24)

Dicho de manera sintética, la autora expresa que hay que considerar las herramientas que
los alumnos tendran a la mano para reconstruir una idea, la cual ya fue “elaborada” hace
tiempo por los matematicos, esto con otras herramientas y desde otro marco conceptual.

Idea cuyos sentidos han ido cambiando con el pasar del tiempo.
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Asimismo, Sadovsky afirma:

En segundo lugar, la escuela impone un modo de trabajo segun el cual los saberes
solo pueden durar un cierto tiempo en la vida de la clase, ya que luego hay que pasar
a ocuparse de otros saberes, esto implica un condicionante fuerte a la hora de
pensar en procesos de reconstruccion del conocimiento en la escuela pues los
tiempos de aprendizaje no se rigen por la logica de los “trimestres” o “bimestres”.
Digamos finalmente que el sistema a través del cual se acreditan los aprendizajes no
siempre “calza bien” con los recorridos que es necesario transitar para involucrarse

verdaderamente en un proceso de produccién. (Sadovsky, 2005, p.25)

Es decir, este proceso tiene en cuenta las condiciones de la institucidon escolar, que son

fundamentalmente diferentes de las que rigen la produccion de saberes en la ciencia.

Esto da a ver que, para llevar la actividad matematica al salén de clases, como una actividad
de produccidn, es necesario considerar qué herramientas tiene disponibles el alumno, asi
como las diversas condiciones escolares que lo rodean, dado que estas son diferentes a las
de un matematico/cientifico. Conectandose todo esto con la nocidon de modelizaciéon que
establece la autora. Bajo este contexto es que se sitUa la definicion de modelizacién

matemadtica de Sadovsky.
Modelizacion Matematica

La modelizacidn se refiere a un proceso que integra conocimientos de diversa naturalezay

gue abarca el quehacer matematico, el cual se encuentra dividido en varias partes:

En primer lugar, recortar una cierta problematica frente a una realidad
generalmente compleja en la que intervienen muchos mas elementos de los que
uno va a considerar, identificar un conjunto de variables sobre dicha problematica,
producir relaciones pertinentes entre las variables tomadas en cuenta y transformar
esas relaciones utilizando algun sistema tedrico-matemadtico, con el objetivo de
producir conocimientos nuevos sobre la problematica que se estudia. (Sadovsky,

2005, p.26-27)
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De acuerdo a Sadovsky (2005) la nocién de modelizacién tradicionalmente se ha reservado
para el estudio de sistemas no matematicos, dicho esto, la autora cita a Chevallard (1989)
quien reivindica esta nocidn para pensar la produccién de conocimientos de un sistema
matematico a través de otro sistema matematico, nombrandola modelizacion

intramatemadtica.

La nocidon de modelizacion da la posibilidad de pensar el trabajo matematico de manera
integrada, lo que pone en duda las miradas que hacen énfasis sobre alglin aspecto particular
priorizandolo sobre otros (los problemas son lo importante, las técnicas son lo importante,
las representaciones son lo importante, entre otras). “Efectivamente, la matematica no
funciona separandola en partes (problemas, técnicas, representaciones, demostraciones)
sino que todas estas convergen de diferentes maneras en la tarea de modelizacion”

(Sadovsky, 2005, p.31).

Asimismo, otro concepto importante es el de modelo, que, si bien Sadovsky no la menciona
directamente en su nocidon de modelizacidon, es un término utilizado al hablar de este
proceso. Considerando esto es que se presenta una definicién por extensidn mostrando

diversos extractos de la obra de Sadovsky en los que se utiliza “modelo”.
Modelo

Un primer uso de este término es para hablar de la modelizacidn intramatematica y sobre
los procesos involucrados en la construccion y utilizacidon de un modelo matematico. Se
presenta el problema “un nidmero natural excede en 22 a un multiplo de 5. ¢ Cudl es el resto
de dividirlo por 3?” sefialando la autora que este “es un problema numérico que admite un
modelo algebraico: los nUmeros aludidos pueden presentarse con la formulan = 5k + 22,
con k natural” (Sadovsky, 2005, p.27). Esto es, se refiere a la expresiéon de n como un

modelo que representa el problema.

Otro ejemplo aparece cuando se habla sobre que puede ser considerado modelizacion,

especificamente la autora expresa que:

Se puede interpretar que el aplicar una operacidn aritmética para anticipar un

resultado en una situacion —por ejemplo, establecer cuantos objetos deben darse a
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cada una de las b personas que participan de un reparto equitativo de a objetos- es

aplicar el modelo division entera a dicha situacién (Sadovsky, 2005, p.31)

Un ultimo ejemplo aparece cuando la autora habla del papel del contexto, especificamente
se trata sobre el uso de la balanza como soporte cuando se introduce el trabajo con

ecuaciones.

Con relacidn al uso de la balanza para “representar” las ecuaciones de primer grado
con una variable, digamos en primer lugar que se trata de un modelo que restringe
las ecuaciones que se pueden concebir. Efectivamente, el modelo de la balanza
puede “alojar” por ejemplo la ecuacion 3x + 10 = 100 pero no puede darle cabida
a la ecuacion 3x + 100 = 10, ya que esta ultima tiene solucidon negativa y el

significado de la incégnita como “pesa” pierde sentido (Sadovsky, 2005, p.108).

Es considerando este manejo del término “modelo” que se utiliza este a lo largo del

presente trabajo de tesis.
Ventajas diddcticas

Ahora, é{qué ventaja tiene el plantear actividades desde la modelizacién?, de acuerdo con
la autora, ademas de contribuir a tener una vision mas integrada de la actividad matematica,
el concepto de modelizacion destaca el valor educativo que tiene la ensefianza de esta
disciplina, dado que ofrece la posibilidad de actuar sobre una porcion de la realidad a través
de un aparato tedrico. El expresar una realidad usando una teoria, ubica a quien estudia en
una perspectiva de mayor generalidad, lo cual le permite apreciar el valor y la potencia del

conocimiento.
Representaciones y técnicas

Dentro de la modelizacidn se situa el papel de las tecnicas y las formas de representacién
(semiotica), dos elementos que se consideran en el analisis previo de los problemas de la
secuencia, de esta forma se incorporan en la misma. Sadovsky (2005) expresa que por una
parte las tecnicas son un conocimiento que pueden tener o no los estudiantes que se
enfrenten a un trabajo de modelizacién. El proceso de exploracion inicial del problema,
previo a la elaboracién del modelo, puede dar sentido a la tecnica y lugar a su emergencia,
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en el caso de que aun los estudiantes no dispongan de ella. El disponer de una tecnica puede
permitir un tratamiento mas “seguro” del problema mientras que ofrece explicaciones que
la exploracién no muestra, por lo que el abordar un problema con una tecnica no es lo

mismo que hacerlo sin tenerla.

De esta forma el trabajo con representaciones cobra sentido cuando se aprecia su potencia
para comprender ideas y producir conocimiento, y su riqueza disminuye cuando la actividad

de representacidn se concibe en si misma sin estar ligada en el marco de una problematica.
La posicion del estudiante frente a la actividad matematica

Ante una actividad de modelizacién es necesario analizar la posicion desde la que el
estudiante enfoca dicha actividad, por lo mismo es que este componente es considerado
como parte del analisis previo de la propuesta. Respecto de esto, expresa Sadovsky (2005),
gue no es lo mismo que un estudiante enfrente un problema habiendo identificado que
pertenece a cierto tipo/categoria de problemas, que hacerlo viéndolo como un caso Unico
y aislado que tiene un fin en si mismo. Dicho esto, cuando un estudiante decide enfrentar
un problema, no solo interviene su decisidén y voluntad. Si bien el proyecto personal de un
estudiante esta ligado a sus decisiones, se va conformando también a través del juego de
interacciones que se promueven en la clase, de las intenciones del docente, de los

intercambios que se propician y de las actividades que se priorizan.

Expresado de otra forma, hay diversos componentes que influencian el cdmo un estudiante
aborda un problema, algunos que dependen enteramente de él y otros que dependen del
docente en cierta medida. En este trabajo se considera el trabajo docente en menor medida,
dado que la experiencia del tesista no es lo suficientemente amplia, en su lugar, en el
analisis previo se tienen en cuenta posibles procedimientos de resolucion, en donde se

considera que interviene la componente de la posicion del estudiante.
Normas y creencias regulando el trabajo matematico

Las normas y creencias de los estudiantes rigen en cierta medida sus procesos de resolucion
de problemas, por lo cual resulta importante el considerarlas como parte del andlisis previo.

En relacidon a esto expresa Sadovsky (2005) que durante la resolucion de un problema
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matematico aquellos conocimientos que se considera que forman parte del campo tedrico
en el que se inserta el problema, en general implicitos, los cuales regulan el trabajo
matematico como si de alguna manera dictaran lo que esta permitido hacer y lo que no, lo
gue conviene hacer y lo que no, asi como la manera de interpretar los resultados, estos
conocimientos constituyen el sistema de normas matemdticas que un individuo a elaborado

con la practica.

La autora expresa que algunas de estas normas suelen ser conscientes, pero muchas de
ellas no lo son e irrumpen de pronto a propdsito de una cuestidn que se esta resolviendo,
condicionando las estrategias que se utilizan, llevando a errores “inexplicables” para el

estudiante; estas son las creencias de este.

Estas creencias son razonamientos y conclusiones que se forman como parte de la
experiencia de tratar diversos problemas. Por ejemplo, si a un estudiante que solo sabe

sumar numeros naturales, que fue recientemente introducido en el tema de fracciones, se
- . 1 3 . .
le solicita que realice la suma > + 7 puede creer que las fracciones se suman de igual forma

gue los naturales, sumando numeradores con numeradores y denominadores con

denominadores.

De esta forma Sadovsky (2005) habla sobre como en el trabajo matematico se usan leyes
gue se pueden justificar, se aplican normas cuya racionalidad se comprende, pero también
se ponen en juego creencias cuyas razones no se llegan a cuestionar nunca. En el marco de
una clase, una vez que dichas reglas emergen tiene sentido hablar de ellas explicitamente

ya sea para aceptarlas, rechazarlas o para considerar sus limites.
Resolucion de problemas y produccion de conocimiento

Un trabajo de modelizacion parte de un problema real que se desea resolver, sin embargo,
para poder modelizar son necesarias ciertas herramientas y al mismo tiempo se plantea que
para construir dichas herramientas es necesario modelizar, una situacion contradictoria,

écdmo se procede?

La sola idea de plantear problemas no permite vislumbrar de qué manera los estudiantes

podrian reconstruir ideas que les permitan plantear y llevar a cabo un proceso de
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modelizacion, por lo que es necesario pensar en el trabajo matematico, la base de este
proceso. Haciendo esto se observa que un matematico trabaja siempre en alguna teoria, en
algun marco, produciendo y resolviendo problemas (que le generan nuevos problemas) en

dicho marco.

Considerando esto, desde un punto de vista didactico, se piensa en el trabajo de
modelizacion en la clase como via para que los alumnos tengan una experiencia de

produccién de conocimientos en el marco de un cierto dominio matematico.

Esto exige examinar cada dominio o teoria matemadtica que es objeto de ensefianza,
considerando los problemas que los conceptos de dicho dominio permiten abordar, las
propiedades que relacionan los conceptos y que se traducen normalmente en estrategias
de resolucién en la medida en que permiten transformar las relaciones involucradas en un

problema, las formas de representacién que se prestigian.

De acuerdo con la autora, este examen deberia ayudar a construir un proyecto de
ensefanza en el que se considere de qué manera va a ingresar en la esfera de trabajo del
alumno cada uno de los aspectos que constituyen la organizacidn tedrica que se quiere
ensefar y como, con que herramientas del alumno, se va a validar aquello de interés
(resultados, propiedades, teoremas, etc.). Trabajo que debe llevar a cabo aquel que desea
emprender el proyecto de ensefianza, mismo que requiere en ocasiones de una
reconstruccién por parte del profesor, que lo sitla a este en un verdadero trabajo de

produccién matematica.
El espacio social de la clase

Un hecho conocido en la comunidad de educacion matemadtica es que elaborar
conocimiento en colaboracidn con otros da en general lugar a un intercambio que permite
profundizar las ideas que estan en juego en un cierto momento. Lo que lleva a considerar

gue es conveniente promover el trabajo en equipo de los alumnos.

Es cierto que hay ocasiones en que la interaccion entre los alumnos a la hora de resolver un
problema puede llevar a que las cuestiones que enfrentan estos den lugar a nuevas

cuestiones para el trabajo matematico, dependiendo esto en parte de la gestion que realice
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el docente a partir de las primeras interacciones de los alumnos con el problema. Sadovsky
(2005) expresa que en este contexto siempre se puede pensar que el docente esta en
condicion de aportar las herramientas restantes, pero también la calidad de los
aprendizajes cobra mayor espesor cuando se hace evidente que para avanzar hay que
tomar decisiones de un tipo nuevo, para las cuales diferentes alumnos aportan distintos

puntos de vista que es necesario concluir.

La autora expresa que en general los alumnos pueden llegar a aportar ideas que apoyen la
resolucién global del problema, pero también que en muchas ocasiones es mejor dar a los
estudiantes un espacio “privado” para pensar y trabajar, dado que este suele ayudar al
propio individuo a comprender y resolver el problema, es decir, estas elaboraciones tienen
un valor productivo esencial para el estudiante. En su lugar, si se quisiera hacer publico este
trabajo de cada estudiante en el saldon, esto podria imponer en ellos las estrategias de
pensamiento de los otros, sin que haya algun fundamento que permita establecer la

fertilidad de este acto.
El contexto en el que se proponen los problemas y la produccidon de conocimientos.

En diversos ambitos de la Educacidn Matematica hay quienes sostienen que siempre que
sea posible la fuente de sentido debe provenir de un contexto extramatematico (contexto
externo), dado que son aquellos los que realmente le permiten al alumno comprender el
funcionamiento de los conceptos. Sadovsky (2005) habla de que, si bien es cierto que el uso

de contextos de este tipo tiene ciertos “beneficios”, también posee “debilidades”.

La autora expresa que en primera instancia el contexto puede aportar aquello que la
matemadtica todavia no puede. Por ejemplo, la contextualizacidon en una situacién que los
alumnos pueden comprender independientemente del conocimiento del modelo
matematico que puede describirla, y acerca de la cual pueden establecer algunas
relaciones, contribuye a la construccién de dicho modelo. Es decir, el contexto puede
facilitar el proceso de modelizacién (dentro de este la construccion de los posibles
modelos), aun cuando el individuo no conozca estrictamente los posibles modelos

matematicos.
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En otros casos el contexto oculta la necesidad de matematizar o la provisoriedad del
conocimiento. La cuestion es que ciertos contextos aportan una intuicion que ayuda a
avanzar sobre algunas ideas, dejando al margen asuntos de los que en realidad en algun

momento habria que ocuparse. Es decir, el contexto muestra, pero también oculta.

La nocidn de provisoriedad es inherente a la concepcién de conocimiento que se sostiene:
un proceso de produccion se arma con los conocimientos, herramientas que se tienen, y en
ese caso si se quiere que se haga matematica, habra que pensar como concebir un escenario
en el que se respeten los rasgos esenciales del trabajo en la disciplina teniendo en cuenta
los conocimientos de los alumnos. En este sentido, son interesantes los contextos que
funcionan como sostén de algunas ideas, aunque dicho apoyo no sea muy riguroso o no
pueda atrapar todas las ideas vinculadas al concepto que se quiere comunicar (Sadovsky,

2005).

El uso de problemas con un cierto contexto puede servir para trabajar una cierta tematica
de manera inicial, siendo conscientes de que se puede “ocultar” parte del contenido, esto
para que el alumno le dé un primer sentido. Sin embargo, si una vez que el alumno hizo esto
se desea que logre “capturar” el resto de las ideas esenciales, se vuelve necesario

abandonar el contexto (Sadovsky, 2005)

En el proceso de ensefianza es usual que el profesor intente utilizar diversas estrategias
para favorecer la comprensién del estudiante, en este intento es comun que los maestros
se apoyen de soportes externos a la matematica (extramatematicos) que funcionen como
referentes para pensar sobre un determinado asunto, sin embargo, existen diversos riesgos
diddcticos de homologar los contextos extramatemdticos a los contextos intramatemdticos.
En ocasiones al intentar homologar un problema de contexto extramatematico a uno de
contexto intramatematico, puede que el contexto del primero no evoque las mismas ideas
que el segundo, cuyos contenidos son los que interesa enseiar. Es decir, que al tratar de
usar un contexto extramatematico para ensenar ideas matematicas, el conocimiento al que
se puede acceder es limitado, esto en comparacidn con lo que se puede acceder mediante

un problema homologo de contexto intramatematico (Sadovsky, 2005).
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En un problema de contexto extramatemadtico, una vez obtenido el modelo matematico,
por ejemplo, una ecuacion cuya incégnita es un peso desconocido (3x + 10 = 100), se
pueden justificar las transformaciones hechas en esta desde una perspectiva
extramatematica, “sacar de cada platillo una pesa de 10 kilos” o desde una perspectiva
intramatematica “resto 10 de ambos lados de la ecuacion”. Aqui la identificacion de las dos
justificaciones es posible para quien ya elabordé ambas, pero comprender la primera

(extramatematica) no implica que se entienda la segunda (intramatematica).

Esta ilusion de identidad entre situaciones puede hacer que se pierda de vista la necesidad
de un trabajo explicito por parte del docente que embarque al alumno en transformar los
significados elaborados en uno de los contextos para que puedan ser reinterpretados en el
otro. Se advierte del uso ingenuo de estos contextos dado que se puede alejar al alumno de
las relaciones que debe elaborar (Sadovsky, 2005). Asi mismo en ocasiones los problemas
de contexto intramatematico pueden mostrar relaciones que los problemas de contexto
extramatematico no pueden mostrar, es decir, en ocasiones lo extramatematico no aporta,

sino que oculta aquello que se quiere tratar.

Otro aspecto que sefala Sadovsky (2005) es que el contexto externo abre preguntas que
deben tratarse “internamente”. Generalmente los problemas planteados desde un
contexto externo no ofrecen herramientas para justificar tedricamente la validez de ciertos
resultados o procesos de los alumnos, lo que hace que se queden como incégnitas. Para
contestarlas es necesario recurrir a elementos fuera del contexto (argumentos
matematicos). Es decir, se debe de abandonar el contexto, aunque sigue siendo necesario
para que los problemas tengan sentido. Expresa la autora que proponer problemas que
requieren del contexto para ser formulados, pero que exigen el abandono de este para ser
respondidos, es un modo de empujar hacia una practica cada vez mas general, asunto que

forma parte del sentido de la matematica en la escuela.

Establecidos estos puntos respecto del uso del contexto Sadovsky (2005) destaca que en
muchas ocasiones el profesor recurre al argumento de que “las matematicas estan en todas
partes”, esto con el objetivo de convencer a sus estudiantes de laimportancia de su estudio.

Con esta premisa el profesor hace uso de ejemplos poco entendibles y significativos para
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los estudiantes, o bien se plantea un ejemplo que podria resultar interesante, pero al
abordar el tema en cuestidén no se vincula con el ejemplo. En general en muchas ocasiones
se plantea una situacién real para motivar a los alumnos, pero a continuacion se despliega
un estudio en el que no se establecen verdaderamente vinculos con dicha situacién. Dicho
de otra forma, la referencia a un contexto de uso ni aporta al estudio ni permite apreciar

como se aplica el resultado de dicho estudio.

Cierre del capitulo 2

La autora considera diversos elementos al hablar de modelizacidn, en el presente trabajo
fue central la definicion de modelizacion de Sadovsky (2005), la cual estd influenciada por
su visiéon de las matemadticas, asi como las diversas fortalezas y debilidades que sefiala
acerca del uso del contexto en problemas de modelizacién. Dicho de otra forma, sobre el
papel que puede jugar este en un proceso de modelizacién. Elemento de importancia en la
pregunta de investigacion y a partir del cual se planted una de las categorias implementadas

en el capitulo de andlisis (capitulo 5).
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Capitulo 3 Metodologia

3.1 Introduccion: caracteristicas generales de la investigacion

La presente investigacidén se planted como un estudio de tipo cualitativo. Este enfoque
permitid indagar sobre los diversos procedimientos, conocimientos y concepciones
evocadas por estudiantes de sexto afio de la Escuela Nacional Preparatoria No. 8. En esta
investigacion se realizé el analisis de la implementacion de una secuencia de actividades de
modelizacion basada en una propuesta de Segal y Giuliani (2008) la cual tiene como base la
concepcion de modelizacién de Sadovsky (2005), agregandose el componente de la

tecnologia digital.

Respecto de la secuencia de actividades, se realizé una prueba piloto con el propédsito de
poner a prueba la resolucién de uno de los problemas usando tecnologia: los applets, la cual
permitid hacer las correcciones pertinentes para el disefio y aplicaciéon de la secuencia
definitiva. Asimismo, un elemento importante tanto para la prueba piloto como la
secuencia definitiva (para su disefio, implementacion y analisis de resultados) fue el analisis

previo de los problemas de la secuencia (ver seccién 3.2).

Para la recoleccion principal de datos se utilizaron hojas de trabajo con la secuencia de
actividades impresa e instrucciones de los applets (incluyéndose hojas blancas para
procedimientos, respuestas, reflexiones, etc.) y se video/audio-grabaron la totalidad de las
sesiones (prueba piloto y recoleccidn principal). Finalmente, para el andlisis de los datos se
disefiaron y aplicaron tres categorias de analisis: contexto, tecnologia e intervencion

docente, y se utiliz6 como apoyo el analisis previo de los problemas.

La metodologia se sintetiza en el siguiente esquema (ver Figura 1):
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eEstudiantes con conocimientos basicos en el tema de funciones, en especifico su concepcién; asi
como en temas relativos a la semejanza de triangulos (teorema de thales)

Poblacion

eEleccidn de problemas de la propuesta de Segal y Giuliani (2008) : Problema del bebedero y dos
antecedentes (Problemas del caminito y triangulo).

ePrimer analisis previo de los problemas seleccionados y disefio inicial de applets.

DI=IRlele[s El ePrueba piloto del problema del triangulo usando tecnologia.
secuencia eDisefio de secuencia definitiva, segundo analisis previo y rediseiio de applets.

eRecoleccion principal de datos

Aplicacion de

la secuencia )

eRegistro del trabajo, interacciones y opiniones de los estudiantes: Prueba piloto y definitiva
Recoleccién
de datos

eDisefio e implementacidn de categorias de andlisis: contexto, tecnologia e intervenciones.

Andlisis de ¢ Analisis previo como herramienta para el andlisis de datos.

datos

Figura 1: Diagrama de la metodologia.

3.2 Andlisis previo de los problemas

El analisis previo cumple en esta tesis una doble funcién: como un componente importante
para el disefio de la secuencia didactica y como una herramienta para el andlisis de datos.
Este componente se presenta de manera sintetizada en la siguiente seccion del presente
capitulo, aborddndose aspectos generales; y es descrito con mayor profundidad en el

capitulo 4. Disefio de la secuencia.

Los problemas que conforman la secuencia estdan basados en la propuesta de Segal y

Giuliani (2008). Las autoras como parte de su trabajo presentan un analisis didactico de los
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problemas, con énfasis en el problema del bebedero, mostrando posibles errores vy
dificultades de los estudiantes, contenidos matematicos involucrados y posibles estrategias
de resolucidn. Este andlisis realizado por Segal y Giuliani (2008) se retomé y complementé
en la presente tesis como una herramienta para analizar el trabajo de los estudiantes, sus
reflexiones e ideas reflejadas durante la aplicacion de la secuencia, por lo tanto, se optd por
tomar dicho analisis y ampliarlo de forma significativa. De esta manera se realizé un primer
andlisis previo de los problemas de la secuencia en el que el anélisis de cada problema se
separd en: soluciones a los problemas; posibles conocimientos matematicos involucrados
en la resolucidon; conocimientos previos necesarios para abordar los problemas; y posibles

procedimientos, errores y dificultades de los estudiantes.

Posteriormente, mediante discusiones de los problemas y la prueba piloto, esta secuencia
se fue transformando hasta obtenerse la versidon final que se utilizé en la aplicacién
definitiva (ver anexo A). Para esta version se realizd un segundo andlisis previo, en el cual
se tuvo en consideracidn tanto el primer analisis como los resultados del piloto. Este
segundo analisis se planted con una estructura similar al primero. Debido a las
modificaciones de los problemas y los resultados de aplicar estos es que el contenido se
modificd en diversos sentidos. En especifico, se destaca la incorporacién del componente
tecnoldgico: sobre las preguntas que se abren mediante el uso de la tecnologia y los efectos

que puede tener en el proceso de resolucidn de los estudiantes, entre otros aspectos.

En el capitulo 4. Disefio de la secuencia se presenta el segundo analisis previo, pues es el
que se refiere directamente a la secuencia con la que se realizé el levantamiento principal

de datos.

3.3 Implementacion de la prueba piloto y de la recoleccidn principal de
datos

Los problemas que forman la secuencia de actividades: problema del caminito, problema
de triangulo y problema del bebedero, se basaron en los problemas, con mismo nombre,
planteados por Segal y Giuliani (2008), quienes sefialan que los conceptos bdsicos
necesarios para su resolucién forman parte de los planes usuales de la escuela media: areas,

volumenes, semejanza de triangulos.
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Dicho esto, se aplicd la secuencia (piloto y definitiva) a estudiantes de sexto afio de la
Escuela Nacional Preparatoria No 8, dado que, de acuerdo con sus planes de estudios de
Matematica, estos abordan nociones de funcidén en cuarto afio y semejanza de tridngulos
(teorema de thales) en quinto afio, esto sin importar el area (I, Il, Il y IV). Asimismo, en
ambos afios se trabaja con tareas de modelacion. De esta forma los estudiantes contaban,

en teoria, con los antecedentes necesarios para abordar los problemas planteados.

El contacto con los estudiantes fue mediante su profesora responsable de la asignatura de
matemadticas Marisol Sandoval Rojas, esto en ambos casos (prueba piloto y definitiva). En
el caso de la prueba piloto la profesora hablo directamente con los estudiantes acerca de la
prueba. En el caso del levantamiento principal (prueba definitiva) la profesora hablo con el
grupo y tiempo después el tesista se presentd ante el grupo y explicé a los estudiantes en

gué consistia el trabajo que se estaba haciendo, aceptando estos el apoyar en dicho trabajo.
Prueba piloto

La prueba piloto se llevd a cabo con 4 estudiantes de un grupo de sexto afio de area lll de
la Escuela Nacional Preparatoria No 8 en una sesidon de 50 minutos. En esta prueba se aplicé
el problema del triangulo con el apoyo de un applet disefiado con GeoGebra y separando a
los estudiantes en parejas (ver anexo B). El propdsito del piloto fue poner a prueba la

claridad y pertinencia del problema usando la herramienta tecnoldgica.

Dentro de los tres problemas de la propuesta de Segal y Giuliani (2008) se eligio el problema
del tridngulo para la prueba piloto después de considerar del analisis previo, dado que en
este se observé cédmo el problema del triangulo en cierta manera contenia al problema del
caminito y al mismo tiempo se apreciaba como un antecedente necesario para resolver el
problema del bebedero. Asimismo, como ya se habia considerado que seria el segundo
problema de la secuencia definitiva y el primero en el que se usara tecnologia: applet, esto
permitiria poner a prueba la resolucién apoyada en tecnologia. Estos aspectos hicieron que

el problema resultara ideal para aplicar en el piloto.

La prueba fue llevada a cabo por el tesista sin intervenir en el proceso de resolucion de los
estudiantes. Durante la sesién se video/audio-grabd el trabajo de los estudiantes

observandose su interaccidn con la herramienta y poniéndose atencién en sus momentos
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de discusién; asimismo, se recogieron los resultados escritos de los estudiantes (hojas de

trabajo con el problema, procedimientos y respuestas).

Al finalizar la sesidn se les preguntd a los estudiantes sobre el applet: si les habia resultado
util y porque, si habian detectado algun error y si tenian alguna sugerencia de modificacion;

recopilandose sus respuestas de forma escrita y grabandose sus impresiones.

Con base en lo observado y en la retroalimentacion dada por los estudiantes se realizaron
las correcciones pertinentes en las herramientas (applet y hojas de trabajo): modificar el
valor limite de la altura de P en él applet, mejorar la visibilidad de los elementos de las
figuras tanto en el applet como en las hojas de trabajo, entre otras modificaciones. Después

de esto fue posible continuar con el disefo e implementacion de la prueba definitiva.
Recoleccidn principal de datos (prueba definitiva)

La recoleccion principal se llevd a cabo con un grupo de 22 estudiantes de sexto afio de area
| de la Escuela Nacional Preparatoria No 8 en tres sesiones de 50 minutos las cuales fueron
video/audio-grabadas. En la primera sesién (dia 1) se aplicaron el problema del caminito y
el problema del trigngulo, trabajandose en parejas y apoyado con tecnologia (applet 1) el
segundo problema. En la segunda y tercera sesion (dia 2) se planted la resolucion del

problema del bebedero, siendo esta tarea en parejas y con apoyo de tecnologia (applet 2).

Dado que los problemas de la sesion 1: problema del caminito y el problema del tridngulo,
tenian el propésito de reactivar los conocimientos necesarios para abordar el problema del
bebedero, esta se implementd con un apoyd minimo del profesor-investigador (tesista),
haciéndose uso de intervenciones especificas en momentos considerados clave para la
resolucién de los problemas. Esto buscando que sacaran sus ideas adelante, pero sin

decirles el camino a seguir.

En las sesiones 2 y 3 que comprenden el problema del bebedero, hubo una mayor
intervencion por parte del profesor-investigador. En este caso, dada la cantidad de posibles
procedimientos y el tiempo que se tenia, el profesor-investigador considerd necesario guiar
ciertas partes del problema y dar libertad en otras. Asi mismo, dada la amplia cantidad de

dificultades y posibles errores identificados durante las sesiones, el profesor-investigador
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puso atencién en los momentos de silencio de los estudiantes, dado que existia la
posibilidad que se encontraran ante una posible dificultad o error en la cual podrian

necesitar apoyo para continuar.

La mayor parte de las intervenciones fueron planeadas y especificas, asi mismo se
mencionan con mayor profundidad en el analisis previo de estas sesiones. En el caso de las
intervenciones que se pensaron en el momento se habla de estas en el capitulo 5 (sobre el

analisis de los resultados).

La aplicacion fue llevada a cabo por el profesor-investigador con supervision de la profesora
responsable de la asignatura de matematicas, misma que sugirié a que grupo aplicarle la
secuencia. Al plantearsele al grupo este pequefio proyecto, estos expresaron disposicidon

para trabajar, lo cual hizo que se esperaran buenos resultados en general.

3.4 Recoleccion y analisis de datos

Para analizar el trabajo de los estudiantes se hizo uso de diversas herramientas para la

recoleccion de datos. De esta forma se utilizaron:

1. Hojas de trabajo con los problemas impresos en las que se esperaba que los
estudiantes reflejaran sus respuestas, reflexiones y procedimientos escritos.

2. Audios y videograbaciones del trabajo en clases.

Para el andlisis de datos se consideraron dos componentes, en primer lugar, se hizo uso del
analisis previo como herramienta de apoyo inicial para interpretar el trabajo de los
estudiantes. En segundo lugar, se planted la elaboracion de categorias de analisis para
clasificar los resultados obtenidos: el rol del contexto en los procedimientos de solucién de
los estudiantes, el uso de la tecnologia y la intervencidén docente; planteandose en el andlisis
de resultados (capitulo 5) el como estos elementos favorecieron un trabajo de modelizacién,

esto en concordancia con la pregunta de investigacion.
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Capitulo 4 Diseio de la secuencia de enseianza definitiva

En este capitulo se presenta el disefio de la secuencia definitiva, la cual se incluye integra
en el anexo A. La secuencia de ensefianza esta conformada por tres problemas: el problema
del caminito, el problema del tridngulo y el problema del bebedero; y esta disefiada para
aplicarse en dicho orden. Los primeros dos problemas se aplicaron en una sesion de 50

minutos (dia 1), y el tercero en dos sesiones continuas de 50 minutos cada una (dia 2).

Cabe destacar que inicialmente se habia planteado un nimero mayor de sesiones para
permitir un trabajo mas flexible a los estudiantes; sin embargo, por cuestiones de la
disponibilidad de tiempo del grupo vy la dificultad de los problemas, se redujo la cantidad de
sesiones, se presentaron menos problemas, y se opté por plantear y llevar a cabo una

experiencia de clase mas controlada.

A continuacién, para cada uno de los problemas de la secuencia, se presentan los objetivos
buscados con la resolucion de cada uno de ellos, los conocimientos matematicos
involucrados en su resolucién, los conocimientos previos necesarios para abordarlos y los
posibles procedimientos, errores y dificultades que los estudiantes pueden tener al

solucionarlos.

4.1 Sesion 1: problema del caminito y problema del triangulo

4.1.1 Problema del caminito

El primer problema que se plantea en la secuencia es el problema del caminito. En primera
instancia, este problema fue incluido en la secuencia con la intencién de que los estudiantes
conectaran algunos contenidos necesarios para resolver el problema del bebedero, como:
angulos internos de los tridngulos y la semejanza de tridngulos, herramientas clave en la

resolucién de los tres problemas.

4.1.1.1 Anadlisis previo: problema del caminito

El problema solicita encontrar el area de la seccion sombreada (caminito) de la Figura 2,

sugiriéndose el uso de la semejanza de triangulos (ver anexo A).
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Figura 2: Representacion del problema del caminito.

El objetivo de la resolucién de este problema en la secuencia es que los estudiantes
movilicen sus conocimientos en torno a la semejanza de tridangulos; dado que estos
conocimientos seran importantes para abordar el problema del bebedero (problema 3 de

la secuencia).
1.- Conocimientos matematicos involucrados en su resolucion.

Los conocimientos matematicos centrales para la solucién de este problema son la

semejanza de triangulos y el calculo del area del trapecio de la figura 2.
2.- Conocimientos previos necesarios.

Establecido lo anterior, se considera que los estudiantes requieren de los conocimientos

previos:

e Concepto de area: qué es, qué representa, como calcular dreas de figuras
geométricas basicas.

e Semejanza de tridangulos: criterios, concepciones, razon de semejanza, etcétera.
3.- Posibles procedimientos, errores y dificultades de los estudiantes.

Esencialmente se prevén dos posibles caminos para resolver el problema que pueden ser
planteados por los estudiantes: 1) encontrar el drea mediante la diferencia de las areas de
figuras, o 2) identificar que la figura es un trapecio y encontrar los elementos para obtener

el area.

Cabe destacar que el procedimiento 2 es mas complejo (en cuanto al calculo de la altura del
trapecio), por lo que se considera que es menos probable que lo planteen los estudiantes.
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Procedimiento 1: diferencia de areas

Esencialmente este procedimiento consiste en tomar el area del tridngulo ACE y restarle la
del tridangulo BCD, requiriéndose encontrar la base CD. Dicho esto, el drea sombreada se

puede obtener planteando diversas diferencias de areas de figuras interiores.

Dado que los dngulos interiores de los triangulos ACE y BCD son iguales se deduce que
estos son semejantes, lo que implica a su vez que las razones entre sus lados

correspondientes deben de ser iguales:

8 _5 .o _<1o>(5)_25
10 x —*= g )

La expresion que representa la igualdad entre las razones puede ser interpretada de
diversas formas: ecuacion, equivalencia de fracciones, entre otras. Si es vista como ecuacién
puede resultar dificil su resolucién, dadas las posibles dificultades que puedan tener de
entrada los estudiantes en este tema; vista como equivalencia de fracciones, pueden

aparecer dificultades relativas a la manipulacidn de estas.

Encontrado el lado CD se prosigue a calcular las areas de los triangulos ACE (A;) y

BCD (A,) y obtener la diferencia.

125 5 195 3
Acaminito = Az — A1 = 40 _T =40 — 15§ = T = 245

Procedimiento 2: calculo del area de un trapecio

Este procedimiento consiste esencialmente en encontrar el area de la figura de forma
directa mediante la formula del area del trapecio, la cual pueden no recordar (o incluso
conocer) en el momento. En este caso que de no recuerden la formula, el profesor-

investigador puede proporcionarla.

La férmula para calcular el area del trapecio es:

(B + b)h

Areatrapecio = 2
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Tal que B es la base mayor, b es la base menor y h la altura del trapecio.

La base mayor del trapecio es la hipotenusa del triangulo ACE:

1 1
AE = (64 + 100)2 = (164)z = 12.80

La base menor es la hipotenusa del tridngulo BCD, la cual se puede obtener de diversas

formas: usando la ley de senos o el teorema de Pitagoras, entre otras.

Para usar el teorema de Pitdgoras en la busqueda de BD se debe encontrar el lado CD, lo
cual introduciria a los estudiantes en un proceso semejante al descrito en el procedimiento

1, esto es, observar que los triangulos ACE y BCD son semejantes, plantear la razén de
. 8 5 ) . o
semejanza = —y determinar CD; restando aplicar el teorema de Pitdgoras usando los

valores de BC y CD para determinar BD.

La ley de senos se puede plantear de la siguiente manera:

BD 5

= BD ~ 7. =~
sin(90) _ sin(38.7) M9 ~8

En general, se espera que los estudiantes lleguen hasta este punto. La razén de esto recae
en que el dato restante para recurrir a la férmula del area del trapecio es la altura,
informacién cuyo calculo no es sencillo de plantear. Una forma de determinar la altura del
trapecio consiste en dibujar un segmento BG perpendicular al lado AE, de tal manera que

se forma un tridngulo rectangulo ABG interior al trapecio ABDE (ver Figura 3)
A

A

Figura 3: Triangulo ABG.
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Usando los angulos internos del triangulo ABG vy el lado AB se prosigue a aplicar la ley de

senos:

BG
= -
sin(51.3) sin(90)

BG =~ 2.34

Observandose que el segmento BG es la altura del trapecio ABDE. Con este dato, el valor

de BD y de AE se puede calcular el area del trapecio mediante su formula.

Independientemente de lo que planteen los estudiantes, es importante ayudarlos a
recordar la semejanza de tridngulos: su definicidn y las razones de semejanza, por lo que se
considera importante que el profesor apoye a los estudiantes en esto mediante una

intervencion.

4.1.2 Problema del triangulo

El segundo problema que se plantea en la secuencia es el problema del tridngulo. Este
problema fue incluido en la secuencia con la intencion de que los estudiantes reactivaran
nociones de variacion y dependencia, importantes para abordar el problema del bebedero,
y continuaran aplicando la semejanza de triangulos, herramienta clave para la resolucién

del problema de dicho problema.

4.1.2.1 Anadlisis previo: problema del triangulo
El problema solicita dos cosas: 1) determinar el area de la figura sombreada conociendo su

altura: h = 3cm, y 2) determinar la altura de la figura sombreada conociendo su area:

24 cm?, 31.5 cm? y 40 cm? (ver anexo A).
B

A

15cm

3cm

v

A C

10cm
Figura 4: Representacidon del problema del triangulo.
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El objetivo de la resolucién de este problema en la secuencia es que los estudiantes
cuestionen se familiaricen, exploren y cuestionen el alcance de la tecnologia en la

representacion y resolucidn de problemas matematicos.
1.- Conocimientos matematicos involucrados en su resolucion.

En la primera parte, se ponen en juego el uso de la formula del drea del trapecio y la

semejanza de tridngulos es importante.

En la segunda parte, se ponen en juego conocimientos relativos a la resolucidon de
ecuaciones cuadraticas y la interpretacion de las soluciones de una ecuacién cuadratica,
como se muestra mas abajo en la discusién de los posibles procedimientos. Ademas, el uso

del applet de Geogebra moviliza algunas nociones de variacién y dependencia.
2.- Conocimientos previos necesarios.

Para que los estudiantes puedan resolver el problema, se considerd que requerian de los

conocimientos previos siguientes:

e Nocidn de area: qué es, qué representa, como calcular areas de figuras geométricas
basicas, entre otras.
e Semejanza de triangulos: criterios, concepciones, razén de semejanza, etcétera.

e Meétodos de resolucién de ecuaciones cuadraticas e interpretacién de soluciones.
3.- Posibles procedimientos, errores y dificultades de los estudiantes.

Esencialmente se prevén dos caminos para resolver la primera parte del problema: 1)
identificar que la figura es un trapecio y usar la férmula de su area, o 2) encontrar el area

mediante la diferencia de las areas de figuras.

Para la segunda parte, se consideran dos procedimientos similares: 1) plantear la férmula
del area del trapecio, con la diferencia de que ahora se busca determinar h conociendo el
area; y 2) plantear la diferencia de las areas de los tridangulos BRC y BPQ, donde el area de
BPQ esta en términos de h. De igual forma que en la primera parte, un factor clave es

calcular el valor del lado PQ, el cual se puede obtener mediante la semejanza de tridngulos.
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A continuacion, se desarrollan estos posibles procedimientos para cada parte del problema:
1) y 2), sefialdndose algunos de los posibles errores y dificultades de los estudiantes en cada

uno de los procedimientos. Primero se presenta la parte 1 del problema.

Parte 1: “Si se marca sobre la altura un punto P a 3 cm de la base del tridangulo, éicual es el

area de la parte sombreada de la figura?

Como se dijo anteriormente un factor clave en los procedimientos considerados es obtener
el valor de PQ, por lo cual considerando los datos que se dan solo se visualiza una forma de
determinarlo: semejanza de triangulos, en especifico de los tridngulos BPQ y BRC .
Considerando el problema 1 como antecedente se espera que los estudiantes planteen el

uso de la semejanza de los tridngulos BPQ y BRC para determinar PQ:

BP BR 15—-3 15 12 15
—_—=— = —_— _——
PQ RC PQ 5 PQ 5
Despejando.
PQ =4cm

Con esta informacion se puede proceder con cualquiera de los procedimientos planteados

inicialmente.
Procedimiento 1: calculo del area de un trapecio

En primera instancia es necesario que los estudiantes identifiquen a la figura sombreada
como un trapecio, que, si bien las caracteristicas de la figura del problema ameritan que
resulte evidente, puede que para algun conjunto de estudiantes sea necesaria una
explicacion un poco mas elaborada que los convenza. Lo cual puede representar una

primera dificultad.

Una vez identificada la figura sombreada, es probable que los estudiantes intenten recordar
la férmula del drea de esta figura. En caso de que la soliciten al profesor este puede darla

sin problema:

B +b)h
A=%
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Los estudiantes pueden proceder a identificar los datos. La altura es dada en el enunciado
del problema. Para determinar la base mayor los estudiantes pueden considerar el tridngulo
ABC, dado que en apariencia este se encuentra dividido en dos triangulos iguales y por lo
tanto la base mayor B es igual a 10 sobre 2, es decir 5. El profesor puede intervenir para
determinar la base mayor haciendo uso de que la linea que divide al triangulo original (ABC)
es una altura, que el tridngulo es isdsceles y que los triangulos en que esta dividida la figura
original (ABR y BCR) son rectdngulos; pero en general se considera que la imagen del

problema deberia hacer que resulte intuitivo obtener dicho valor.

Para obtener la base menor b es necesario que los estudiantes planteen la semejanza de
los tridngulos BPQ y BRC y obtengan una razén de semejanza que involucre la incégnita b,

lo cual se comentd anteriormente:

12 15

PQ 5
La expresion de la igualdad de razones obtenida de plantear la semejanza de los
triangulos BPQ y BRC puede ser interpretada de diversas formas: ecuacion, equivalencia
de fracciones, entre otras. Dependiendo del como sea vista la igualdad el tipo de

dificultades que pueden afrontar los estudiantes.

Finalmente, los estudiantes tendran todos los datos para sustituirlos en la férmula del area

del trapecio:

A_(B+b)h_(5+4)3_27
N 2 N 2 2

Es importante hacer que los estudiantes recuerden las unidades que estan involucradas en

la formula, dado que estas le dan significado a la respuesta del problema.
Procedimiento 2: diferencia de areas

Los estudiantes pueden plantear la diferencia de las areas de los triangulos BRC y BPQ,

necesitando para esto el valor del lado PQ:

(15%5) (12%4) 75 48 27
Areasompreada = Areagpe — AreaBPQ = 2 N 2 - 7 a 7 - 7Cm

2
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Dado que este procedimiento implica una operacién entre fracciones existe la posibilidad
gue aparezca algun error en cuanto a la manipulacién de estas. De la misma forma que en
el procedimiento anterior siempre vale la pena hacer que recuerden que unidades estan

involucradas.

A continuacion, se presenta la parte 2 del problema desarrollandose los posibles
procedimientos senalados al inicio del punto 3 de esta seccidn, sefialandose algunos de los

posibles errores y dificultades de los estudiantes en cada uno de los procedimientos.

Parte 2: Muevan el punto P sobre la altura para que el drea sombreada mida
24 cm?,31.5 cm? y 40 cm? . éA qué distancias de la base ubicaron al punto P para obtener

las areas pedidas?

Antes de avanzar en el problema se considera necesario que los estudiantes identifiquen

que el valor de la incdgnita buscada es la altura h de la figura sombreada.

Los estudiantes pueden proceder considerando que, al usar el applet, estan calculando el
area de los trapecios generados; también podrian trabajar con diferencia de areas de
triangulos. En general ambos procedimientos funcionan en cada uno de los casos que

plantea el problema, es decir para los distintos valores del area pedida.

En primera instancia ambos procedimientos (1 y 2) se presentan para el caso 1) donde
Area = 24cm?, usandose estos como base para abordar los casos 2) y 3): Area =

31.5cm? y 40cm?.
Caso 1) Area = 24cm?
Procedimiento 1:

Si los estudiantes optan por calcular las areas de los trapecios generados, pueden abordar
el primer caso cuando A = 24cm? sustituyendo este valor en la férmula del drea del

trapecio:

B+ b)h
%:24
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Los estudiantes pueden intentar determinar los valores de los elementos involucrados en
la fdrmula. Con estas consideraciones se espera que observen que el valor de la base mayor
B se mantiene constante, y por lo tanto B = 5¢m; y que intenten calcular la base menor b
mediante la semejanza de triangulos, llegando a la siguiente igualdad de razones entre los
lados de los triangulos BPQ y BRC:

BP BR 15—h 15
_——_— S =
PQ ~ RC b 5

Despejando la incégnita b, se obtiene:

Con estos datos se puede proseguir a sustituir en la expresién del area.

<5+(5—§))h

=24
2

h2
——+5h =24
6+

Procedimiento 2:

Recurriendo a la diferencia de areas de los triangulos BPQ y BRC se tiene que:
A = Areagpc — Areagpg = 24

Para obtener el Areagg se tiene que:

15%5 75

2 2

AreaBRC =

Para obtener el Areagp, los estudiantes pueden determinar PQ mediante semejanza de
los triangulos BPQ y BRC. Planteando asi la siguiente igualdad de razones entre los lados

de dichos triangulos:

BP BR 15-h 15

—_—— =
PQ  RC PQ 5

Despejando, se obtiene la base b del triangulo BPQ:
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b=PQ =5 n
=PQ = 3

Sobre la altura del tridangulo BPQ , en la parte 1 esta era BR—BP =15—-3.
Considerando esto y que la altura de la figura sombreada en este caso es BP = h, los

estudiantes pueden deducir que:
altura =15—-nh

Sustituyendo en la expresidn del area del triangulo BPQ.

ATeaBPQ = 2 _+__5h

(5-2)as-n (75 w2
-(Z %)

Sustituyendo en la formula del area sombreada:

A=A A —75 75+h2 5h ) =24
= Areédpgprc reaBpQ = 5 > 6 =
h2
——+5h =24
6 +

. . Ly h?
Como se observa en ambos procedimientos se llega a la misma expresién: — I + 5h = 24.

A partir de aqui, los estudiantes pueden recurrir a al menos un par de métodos para

encontrar la altura h de la figura sombreada, la cual es solicitada en el problema:
1) Ver la expresién como una ecuacidn cuadratica y resolverla, o
2) Factorizar la expresidn y encontrar sus ceros.

Ambos métodos ofrecen como solucion:

En este punto, los estudiantes deben interpretar estas soluciones con respecto al contexto
intra-matematico del problema. Esto es, deben considerar toda la informacién dada por el
problema (tanto la explicita como la implicita), como 1) el hecho de que el punto P esta
sobre la altura BR y por lo tanto no puede superar su valor: 15¢m, 2) dado que la figura

sombreada esta dentro del triangulo BRC, el drea de dicha figura no puede ser mas grande
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gue la del tridangulo; entre otra informacién. De tal forma que la altura obtenida tenga

sentido al considerar de que trata el problema mismo y los elementos de este.

Considerando esto, se prevén tres posibles maneras de proceder por parte de los

estudiantes:

1) Que observen que la altura del triangulo original es de 15cm y que la del trapecio
ha de ser menor porque estd dentro del tridngulo, concluyendo que h; = 6 es la

respuesta que tiene sentido;

2) Que tomen cualquiera de los dos valores h; y h, sin cuestionarse cual es el

correcto.

3) Que se queden en duda al tener dos posibles respuestas cuando solo se les solicitd

una.

Asimismo, los estudiantes pueden caer en el error de elegir la respuesta h = 24cm. Para
confrontar este error, el profesor puede solicitarles que sustituyan dicho valor en la

expresion:

b—Sh
B 3

Y observar que en este caso se obtiene un valor negativo para la longitud del lado, lo cual
no tiene sentido. Entonces, la Unica respuesta seria h = 6¢cm.

Caso 2) Area = 31.5cm?

Para la siguiente parte del problema, cuando el drea es A = 31,5 cm? se espera que los
estudiantes procedan de forma analoga: realizando todo el proceso de nuevo u observando

gue solo es necesario cambiar ciertos valores en sus procedimientos y después resolver.
Caso 3) Area = 40cm?
Para el tltimo caso, cuando el drea A = 40 cm? se plantean dos posibles escenarios:

1) Que los estudiantes calculen el drea del tridngulo BRC = 37.5cm?, y deduzcan que

dicho tridngulo no podria contener a la figura sombreada (trapecio) dado que el area

58



2)

de esta seria mayor que la del triangulo BRC, lo cual no tiene sentido. Por lo que
este caso no tiene solucion: no existe una altura h tal que el area de la figura
sombreada (trapecio) es de 40cm?.

Que los estudiantes resuelvan el problema mediante la ecuacién

h? . . . . L
— + 5h = 40 y obtengan como posibles soluciones las cantidades imaginarias:

h, =15—iV15,  h, = 154 V15

Deduciendo que, como dichas cantidades deben de representar alturas, no tienen
sentido como respuestas. Es decir, no existe una altura h tal que el area del trapecio

es de 40cm?.

La obtencidn de las soluciones imaginarias planteadas puede llegar a ser dificil. Una
posibilidad es, por ejemplo, que al no ser un tipo de numero usado comidnmente los

estudiantes resuelvan la ecuacion y obtengan:
h=15++v-15

De tal forma que la cantidad V—15 no tenga sentido para ellos: que no identifiquen
gue dicha cantidad es un numero imaginario, sin poder llegar a la respuesta en su

forma imaginaria.

Esta primera parte del analisis es enteramente matematica. A continuacion, se plantea el

analisis previo recurriendo al uso de la tecnologia.

4.1.2.2 Uso de la tecnologia

En las hojas de trabajo del problema del tridngulo se introduce brevemente el applet, asi
como sus instrucciones de uso (ver anexo A). Esencialmente este applet consiste en una
representacion de la figura del problema en la que se puede manipular el punto P
directamente o mediante un deslizador. La altura mdxima que puede alcanzar este punto
esde 17cm, superando la altura del triangulo ABC. El applet muestra la medida de la altura

del punto y el area de la figura sombreada asi generada (ver figuras 5y 6).
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>
Area(PQCR) = 25.9629 cm? ? ) ,
p=6.68cm Area(PCR) = 41.1 cm
e p = 16.44 cm
e
15cm
15ecm
16.44
cm
6.68
cm
> o
10 cm 10 cm
Figura 5: Representacion del problema del Figura 6: Representacion del problema del
tridangulo (GeoGebra), 0 < p < 15. tridngulo (GeoGebra), 15 <p < 17.

Mediante la manipulacidon de la herramienta se espera que los estudiantes obtengan
aproximaciones numeéricas a las respuestas buscadas (tanto en la parte 1, como en los
primeros dos casos de la parte 2), manipulando el deslizador. Ademas, se espera que la
herramienta sirva como apoyo para que observen las relaciones entre los elementos que
constituyen la configuracion geomeétrica: altura a la que se ubica el punto P, area de la
region sombreada PQCR, etcétera. Asimismo, se considera que la manipulacién de la
herramienta en la resolucién del problema puede ayudar a movilizar las nociones de

variacion y dependencia en los estudiantes.

A continuacién, se desarrolla el andlisis previo sobre el uso de la herramienta para cada

parte del problema (1y 2), recuperandose algunos de los aspectos anteriores.

Parte 1: “Si se marca sobre la altura un punto P a 3 cm de la base del tridngulo, écual es el

area de la parte sombreada de la figura?”

Se considera que la herramienta puede ayudar a que los estudiantes determinen que la
figura sombreada es un trapecio y fomentar esto a su vez que estos planteen

procedimientos para argumentar las respuestas encontradas con la herramienta.

Parte 2: “Muevan el punto P sobre la altura para que el area sombreada mida
24 cm?, 31.5 cm? y 40 cm? . éA qué distancias de la base ubicaron al punto P para obtener

las areas pedidas?”
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Respecto del caso 3: Area = 40cm?, como se dijo anteriormente se espera que los
estudiantes manipulen la herramienta y encuentren que al valor p = 16¢m le corresponde
A = 40cm?, valor de p que supera la altura del tridngulo ABC. Una vez que los estudiantes
hayan llegado a este punto y observado esta situacion con p = 16cm, se les puede
cuestionar acerca de la validez de dicha respuesta y pedirles que justifiquen su postura.
Mediante esta situacién se considera que se puede llevar a que los estudiantes se
cuestionen sobre el alcance de la tecnologia en la representacion y resolucion de problemas

matematicos.

4.2 Sesion 2: El problema del bebedero

El problema del bebedero se considera el centro de la secuencia (ver anexo A) dado que
para resolverlo se debe de hacer uso de todo aquello aplicado en los problemas anteriores

(conocimientos, ideas y razonamientos).

En los resultados de la prueba piloto se observd que los estudiantes tendieron a usar la
tecnologia para responder las preguntas sin plantear un procedimiento escrito, situacién
que no se deseaba que se repitiera en la recoleccién principal de datos, dado que en dicha
situacion no habia realmente un trabajo matematico que analizar. En su lugar este debia
ser un problema en el que se introdujera el lenguaje algebraico para modelar una funcion,
justificandose esto mediante el uso de un contexto extra-matematico. Un trabajo donde se
plantearan procedimientos en los que los estudiantes aplicaran sus conocimientos
matematicos, entre estos, todos aquellos activados en la solucién los problemas anteriores
y las diversas discusiones en clase. Finalmente, esto se tradujo en que se debia encontrar
una forma de favorecer/propiciar el trabajo matematico de los estudiantes y que al mismo
tiempo la herramienta tecnoldgica (applet 2) fuera util en la resolucién del problema. Este

fue un primer momento muy importante para el desarrollo de esta parte de la secuencia.

Estas situaciones detonaron dos grandes cambios en el disefio original del problema del
bebedero tal como esta propuesto en el primer capitulo del libro Modelizacion matemdtica
en el aula (Segal & Guliani, 2008, pp. 13-36) El primer cambio realizado fue sobre la

estructura y forma del problema; el segundo fue sobre el contexto del problema.
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Respecto de la estructura y forma, se decidid separar las actividades del problema en dos
partes. En la primera parte se presenta el problema del bebedero y se proporciona la
herramienta tecnoldgica (applet 2), la cual no se usa en el disefio original de Segal y Guliani.
En la segunda parte se promueve que los estudiantes se percaten de que las respuestas
obtenidas en la primera parte usando la tecnologia (applet 2) son poco “precisas”, y se les
presenta una serie de subproblemas disefiados para guiarlos en la obtencion de una
solucion “mas precisa” (mediante el uso de lenguaje algebraico), lo cual es consistente con

el contexto del problema.

Respecto del contexto del problema, si bien el problema del bebedero en la propuesta de
Segal y Giuliani (2008) se presenta en un contexto real (el granjero que desea graduar un
bebedero de animales), este no fue suficiente para propiciar/favorecer el trabajo
matematico de los estudiantes. Considerando esto se introdujo el tema de la “precisién”
como parte de la problematica a resolver: se agregd un elemento al contexto del problema
en que se debia medir una cantidad precisa de medicamento desparasitante que el granjero
debia poner al agua del bebedero. Mediante este elemento se logré que la exigencia de la

“precision” en la graduacién de la varilla fuera central.

A partir de esta modificacion del contexto, en la segunda parte de las actividades del nuevo
disefio del problema del bebedero, se da a los estudiantes instrucciones y cantidades
precisas a considerar para dosificar el medicamento y graduar la varilla con “precisién”. Se
esperaba que esto pusiera a los estudiantes en la situacion de que confrontar la precision
de los resultados obtenidos con la herramienta tecnolégica, en la parte 1. Es interesante
adelantar que, durante la implementacién, los estudiantes se apropiaron exitosamente de
esta confrontacion entre el contexto y la precision de los resultados y sefialaron
espontaneamente que de no suministrar cantidades precisas de medicamento “se le

pueden morir sus vacas al granjero”.

La anterior es una descripcién general de los aspectos que influenciaron el disefio y
adaptacion de las actividades que forman el problema del bebedero. Detalles especificos

de estas se presentan a continuacion.
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4.2.1 Analisis previo

El problema del bebedero consta de dos partes:

1) determinar las alturas correspondientes a ciertos volumenes del bebedero (100,
200, 300, ... litros) y escribir las parejas de datos (altura, volumen) en una tabla,
planteandose su resolucion con el apoyo de tecnologia (applet 2)

2) resolver el problema original a partir de una serie de subproblemas (ver anexo A).

l‘\ 8dm

Figura 7: Representacion del problema del
bebedero.

(

6dm ————— |
El objetivo general del problema del bebedero es el lograr introducir el lenguaje algebraico
para modelar una funcién, justificAndose esto mediante el uso de un contexto extra-
matematico. Asimismo, cada parte del problema tuvo su objetivo particular, respecto de la

parte 2 se presenta su objetivo particular y los objetivos de cada uno de los subproblemas

gue componen dicha parte.

Respecto de la parte 1, el objetivo de esta es que los estudiantes cuestionen las soluciones
relativamente poca precisas que se obtienen con la herramienta tecnoldgica y que den

sentido a la introducciéon de la representacién algebraica de la funcidn correspondiente.

Acerca de la parte 2, el objetivo de la resolucion de esta parte del problema es confrontar
a los estudiantes con la “precision” de las respuestas obtenidas en la primera parte del
problema, mediante el uso del contexto. La introducciéon misma de esta parte busca que el
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estudiante comprenda que la tecnologia puede ayudar a resolver problemas, pero que eso
no implica que proporcionara una respuesta precisa, que tiene limitaciones; y que mediante
la representacion algebraica de la funcidn que modela el problema se pueden superar
dichas limitaciones. Se busca mostrar cémo, al unir, el trabajo matematico tipico (aquel
apoyado de lapiz, papel, los conocimientos de los estudiantes y todas aquellas acciones
realizadas por estos para resolver un problema) y la tecnologia, se puede obtener una
solucién adecuada para el problema planteado. A continuacidn, se presentan los objetivos

individuales de cada uno de los subproblemas de la parte 2 (ver Anexo A):

e Elinciso a) se plantea con la intencion de establecer la relacién entre las unidades
dm?3 vy litros (1dm3 = 1litro).

e En el inciso b) se espera que aparezcan nociones de variacion y dependencia, las
cuales son importantes para obtener la solucién del problema.

e Elinciso c) se plantea para apoyar a los estudiantes a corroborar lo obtenido en el
inciso anterior.

e El inciso d) busca obtener una expresion algebraica que permitird resolver el
problema.

e Elinciso e) se plantea como forma de resumir el trabajo hecho a lo largo de los
incisos anteriores.

e Los incisos f) y g) se plantean para promover la interpretacion de la expresién

algebraica del volumen obtenida en términos del contexto del problema.

A continuacion, se presenta el andlisis previo de cada una de las partes (1y 2) del problema.
Dado que la actividad de la parte 1 esta disefiada para resolverse mediante la herramienta
es que su analisis es breve, mientras que el andlisis de la parte 2 comprende todos los
elementos considerados en los problemas previos (caminito y tridangulo): 1) posibles
conocimientos matematicos involucrados en la resolucién, 2) Conocimientos previos

necesarios y 3) posibles procedimientos, errores y dificultades de los estudiantes.
Analisis de la parte 1: primera aproximacion al problema del bebedero

En la parte 1 se introduce el problema del bebedero, asi como la herramienta tecnolégica.

Se espera que los estudiantes manipulen la herramienta y observen que a través de ella se
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pueden obtener soluciones aproximadas para el problema. Ademas, se espera que
identifiquen relaciones relevantes para la resolucion de la parte 2, como que el volumen no
aumenta de manera lineal conforme se aumenta el valor de la altura, por mencionar un

ejemplo.

Al final de esta primera parte se cuestiona a los estudiantes sobre las respuestas

encontradas, reflexionando sobre el hecho de ser respuestas aproximadas.
Analisis de la parte 2: blisqueda de una mayor precision

El andlisis de esta parte se realiza considerando de forma simultdnea la parte matematicay

el uso de la tecnologia.
1.- Posibles conocimientos matematicos involucrados en la resolucion.
Para resolver el problema, se involucran los siguientes conocimientos:

e Funcién inversa a una funcion cuadratica y su obtencion.
e Resolucién de ecuaciones cuadraticas e interpretacion de las soluciones de una
ecuacion cuadratica.

e Resolucidn grafica de una ecuacién cuadratica.
2.- Conocimientos previos necesarios.

Establecido lo anterior, para que los estudiantes puedan comenzar a resolver el problema,

se requieren de los conocimientos previos:

e Conceptode areayvolumen, en especifico del trapecio y el prisma respectivamente,
asi como el calculo de estas cantidades.
e Nociones de variacién y dependencia.

e Semejanza de tridangulos (criterios, concepciones, etc.) y razon de semejanza.
3.- Posibles procedimientos, errores y dificultades de los estudiantes.

En esta segunda parte del problema se guia el trabajo de los estudiantes mediante los pasos
gue se presentan. A continuacion, se presentan las posibles dificultades y procedimientos

que los estudiantes pueden llegar a tener y plantear en cada uno de estos pasos.
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Para el inciso a)

Considerando la informacidn que se da acerca del bebedero (prisma con caras en forma de
trapecio) y las férmulas que se dan, se espera que los estudiantes no tengan problemas para
determinar el volumen en dm3. Planteando asi:

volumen = <@> () = <(8+2ﬂ> (40) = 1120dm3

Lo que puede no resultar sencillo es convertir el volumen a litros. Con el fin de ayudar a que
los estudiantes, se plantea el dejarles resolver el problema hasta llegar a este punto y

después preguntarles sobre si conocen como se relacionan dm? vy litros (1dm?3 = 1 litro).
Asi los estudiantes pueden deducir que:

Volumen = 1120 dm3 = 1120 litros

Para el inciso b)

Este inciso se plantea con guia por parte del profesor y en este se solicita encontrar el area
de la figura sombreada (azul) en términos de una altura h (ver Figura 8), permitiéndose que
los estudiantes hagan sus propios planteamientos iniciales. Se espera que con apoyo de la
Figura 8 y el applet los estudiantes observen como, dada una altura h (el nivel del agua), se
forma en la cara transversal del bebedero otro trapecio mas pequefio: la seccién sombreada.
Por lo que se pueden apoyar de la formula del drea del trapecio para encontrar el drea

solicitada en términos de h.

8dm

A
v

4dm

It

Con esta informacién es posible que los estudiantes expresen que el area de la figura

«———— »
6dm

Figura 8: figura asociada al inciso b).

sombreada es:

B+6)h

L, _(B+6)
2
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En general se espera que los estudiantes noten que:

1. laslongitudes de las bases mayor y menor del bebedero permanecen fijas
2. h,que corresponde ala altura del agua del bebedero, es variable (teniendo un cierto
dominio).

3. La base mayor B del trapecio sombreado es variable
Esto con el apoyo de la Figura 8 y el applet.

Para ayudar a los estudiantes con esto se les puede solicitar que retomen las preguntas
ubicadas al final del inciso b), sobre el uso de la herramienta. Estas preguntas buscan que
identifiguen que h puede tomar cualquier valor (entre 0 y 4dm) y que la base mayor del

trapecio formado por el agua “depende” de la altura h.

Para continuar, se puede sugerir a los estudiantes que activen la opcidén de “complementos”
del applet (ver Figura 9) y preguntarles sobre los valores que toma B para los casos en que

h =0y h =4,y en otros casos.

D | K DC = 8dm L |}
. = L 30°
Larga: 4m = 40dm 750641/ 90 H20"\J75.964°
Area = 13 dm
Volumen en litros = 520 litros
h=2dm
. & . FH=[0.5 -
o A Hi=6 | EF=7 JE=RS
|v/| Complementos 75/064% 807 5 90° 75 gg4c  Altura=4dm
h=2
-036" 5 ®
14:036°97 A5 = ham 57 14.036

Figura 9: Applet 2 con “complementos” activados.

Con los complementos activados, el applet puede ayudar a los estudiantes a observar que
la base mayor B tiene valor minimo de 6dm y valor maximo 8dm, y que el segmento que
representa la base mayor se puede separar en tres partes: dos extremos que miden una
cantidad desconocida x, que depende de la altura h; y una parte intermedia de 6dm de

longitud. De aqui se puede concluir que:
B =6+ 2x

Siendo el nuevo problema encontrar el valor de x.
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A partir de semejanza de tridngulos, se espera que los estudiantes planteen una razén que
les permita encontrar x (ver Figura 10), considerando los tridngulos JKL y MNO, como se

muestra a continuacion:

8dm

A
A

J

4dm X o_M

A
~
z

A

6dm

Figura 10: imagen asociada al inciso b, tridngulos JKL y MNO; y razén de semejanza.

Para terminar la solucién de este inciso, el profesor puede recuperar el problema inicial y
recordar a los estudiantes que lo buscado era el area de la figura sombreada en términos
de h, restando sustituir x en la expresién de B y lo obtenido de esto en la expresidn del area

del trapecio:

_((6+2x)+6)h
B 2

h
B=6+2x=6+§—> A

Para el inciso c)

En este inciso se espera que algunos estudiantes se queden con la expresion algebraica sin
desarrollar y otros opten por desarrollarla. El profesor puede sefalar que las expresiones

de las respuestas | Y Il son equivalentes.
Para el inciso d)

En este inciso se espera que los estudiantes tomen la expresion de area encontrada y la
multipliquen por el largo, esto considerando el antecedente del inciso a). Obteniendo la

expresion V(h).
Para el inciso e)

Esta es la actividad que permite concluir con el problema por lo que es importante dar
libertad de trabajo a los estudiantes. A continuaciéon, se muestran algunos de los

procedimientos que podrian plantear los estudiantes.
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Procedimiento 1: despejar h en V(h) mediante la completacion de cuadrados.
V = 240h + 10h?

V =10(h + 12)? — 1440

1

V+ 1440)7

=-12+
h 12—( 10

1 1
V 4+ 1440\2 V + 1440\2
h1=—12+<—>, h2=—12—<—>

10 10

Se espera que los estudiantes observen que para cada volumen que tomen la expresion le
regresara dos valores, lo que puede llevar a que se cuestionen la veracidad del modelo al
que se llegd. Una manera de superar esta situacién es ayudandolos a observar que en la
expresion original V(h) se llega a la restriccion de que 0 < h < 4 analizando el problema
mismo, y observando que naturalmente h solo puede tomar esos valores dado el contexto
del problema, y siguiendo esta idea, dado que h es positiva no tiene sentido tomar los

valores de la expresion h,, dado que siempre seran valores negativos.

Obteniendo una expresién h(V) y restando sustituir V =700 para obtener el h

correspondiente.

1
V + 1440)2

0<V <1120
10 -

h(V) = —12 + (

El conjunto de valores del volumen se espera que les resulte intuitivo a los estudiantes. Esto
considerando que cuando la altura es cero el volumen también lo es y que el volumen

maximo se obtiene cuando se llena el bebedero, el cual tiene una capacidad de 1120 litros.

Si bien puede que los estudiantes planteen este procedimiento de despeje, el cual puede
ser interpretado como la obtencidon de la funcién inversa, esto no implica necesariamente

que vean a h(V) como tal.
Procedimiento 2:

Los estudiantes pueden plantear la resolucién de una ecuacién cuadratica:
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240h + 10h% = 700

Obteniendo que:

hy = —12 +214 h, = —12 — V214

Aqui se espera que los estudiantes se cuestionen sobre cual es la respuesta correcta y que
la determinen después de considerar que el problema les pedia una altura. En caso de no
poder determinar la respuesta, esto puede implicar que no se han apropiado del contexto

del problema. Considerando el contexto, la respuesta es:
hy =—-12 ++214
Procedimiento 3:

Tomar la funcién V (h) con las restricciones naturales del problema, graficarla y determinar
de forma aproximada el valor de h tal que V = 700. Es decir, esto seria el equivalente

grafico a resolver una ecuacién cuadratica.

Figura 11: Imagen recuperada de la propuesta de Segal y Giuliani (2008).
En general se espera que los estudiantes se apropien del contexto del problema y reflejen
una precisién mayor a la empleada de manera inicial en la parte 1, usando minimo 4
decimales en sus respuestas: considerando el elemento del contexto introducido al inicio

de la parte 2.

4.2.2 Diseio de la herramienta tecnoldgica

Como se menciond a lo largo de esta seccidon la herramienta tecnoldgica favorece/propicia

el trabajo matematico que los estudiantes realizan con lapiz y papel.

Esto se logra mediante un modelo geométrico dindmico en Geogebra cuyo uso en la

secuencia promueve que los estudiantes movilicen algunos conocimientos clave para
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resolver los problemas, los cuales son: la semejanza de triangulos y nociones de variacién y

dependencia.

A continuacién, se presentan los elementos principales que conforman la construccién de
Geogebra disefiada para apoyar el trabajo en este problema (ver Figura 12). En la figura se
muestra una de las caras del bebedero (trapecio ABCD) con las medidas de sus elementos
(base menor, base mayor vy altura), la figura sombreada (trapecio ABEF) con sus elementos,
el cual representa que tan lleno estd el bebedero (nivel del agua), los tridngulos ADK, AHF,
BCL y BEI; como apoyo para plantear la razén de semejanza del inciso b) y observar otras
relaciones. Asimismo, en la parte izquierda se muestra la informacion del largo del
bebedero, la altura h de la figura sombreada (nivel del agua), el area del trapecio
sombreado ABEF la cual depende de h, el volumen del bebedero el cual depende de h, un
deslizador para modificar el valor de h, un punto G con el que también se puede modificar

dicho valor y un botdn para activar y desactivar la vision de ciertos “complementos”.

D K DC = &dm L §
. = L e
Largo: 4m = 40dm 75.964 90 | 90 75.964°
Area = 13 dm?
Volumen en litros = 520 litros
h=2 dm
™ FH =05 e
o . H Hi=6 | EF=7 EEE
/| Complementos 75.964% H90° 90 75 054c altdra=4dm
hr=2
14.036° = s L]
A 14.036
AB = 6dm B

Figura 12: Applet 2 con los “complementos” activados.
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Capitulo 5 Analisis de la implementacion y de las producciones de
los estudiantes: contexto, tecnologia e intervencion docente.

El analisis de la implementacion y de las producciones de los estudiantes fue realizado
aplicando tres categorias: contexto, tecnologia e intervencién docente, asi como la

concepcion de modelizacién de Sadovsky (2005).

El contexto es un elemento considerado dentro de la concepcién de modelizacion de
Sadovsky (2005), la cual resalta aspectos potencialmente positivos y negativos de dicho
elemento en la produccion de conocimiento. La tecnologia es un elemento que se introdujo
como parte del redisefio de la propuesta de Segal y Giuliani (2008), por lo que es importante
ver qué tipo de papel jugd en las producciones de los estudiantes. Finalmente se considerd
la intervencidn del docente debido a que hubo momentos importantes en los que este

elemento pudo influir en el trabajo de los estudiantes, esto desde la perspectiva del tesista.

En las subsecciones siguientes se presentan los tres problemas: caminito, triangulo y
bebedero. Se muestran los diversos tipos de procedimientos observados, se destacan
algunas de las intervenciones del tesista y momentos de uso de tecnologia

(applets),analizandose todo esto considerando las tres categorias de analisis.

5.1 Problema del caminito

El problema es de contexto intra-matematico, especificamente geométrico. Se considera
gue este elemento y la intervencidn del tesista facilitaron el planteamiento y desarrollo de
procedimientos por parte de los estudiantes: parte de un trabajo de modelizacion; dichos
métodos observados fueron clasificados en tipos y se describen en la seccion siguiente.
Respecto de la intervencidn del tesista, esta se dio después de que los estudiantes
trabajaran el problema un tiempo (entre 15 y 20 minutos después de comenzar), momento

gue se considera de importancia, detallandose este en la seccién 5.1.2.

5.1.1 Tipos de procedimientos

Se identificaron dos tipos de procedimientos: 1) Obtener el drea a partir de la suma vy
diferencia de areas de figuras interiores del rectangulo ACEF e 2) identificar la figura como

un trapecio y obtener el drea mediante su férmula. Separandose el primer tipo en dos
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subtipos: 1) resta directa de areas y Il) suma y resta de areas considerando un todo:
rectangulo ACEF . Cabe destacar que los tipos de procedimientos 1y 2 fueron considerados

en el analisis preliminar en diferente medida.

Respecto del equipo grabado, este planted los tipos de procedimientos 1y 2, llevando a
cabo de manera exitosa el primero; identificandose razonamientos interesantes en dicho
procedimiento. Ademas, los integrantes hicieron uso del espacio de GeoGebra para
reconstruir la figura mostrada en el problema, situacidn que resultd interesante por
distintas razones: no se esperaba esta situacion, lo intentaron de diversas formas y fue el
Unico equipo que se observd usando GeoGebra para este problema. Dicho esto, se
observaron dificultades en el proceso de reconstruccién, por lo que considerando esto se
puede decir que fue un acierto el plantear este problema sin apoyo de GeoGebra. A

continuacion, se resumen los procedimientos observados en la siguiente tabla:

Tipo Frecuencia | Descripcién
Suma vy diferencia | 7 Procedimiento 1 (resta directa de areas): tomar el area
de areas del tridngulo ACE (o la del tridngulo AEF) y restarle el

area del triangulo BCD (tres casos).

Procedimiento 2 (suma y resta de dreas considerando
un todo-rectangulo ACEF ): tomar el drea del
rectdngulo ACEF vy restarle el area de los triangulo

AEF y BCD (cuatro casos).

En la mayoria de los casos usando la semejanza de
tridngulos para encontrar el valor de CD (cinco casos).
En los casos restantes usandose criterios o formas de

razonamiento poco claros (dos casos).

Area del trapecio | 2 Calculo de la altura, base menor y base mayor del
trapecio ABDE  apoyandose de  funciones
trigonométricas y teorema de Pitagoras, planteamiento
de la formula del drea del trapecio y obtencidn del area

(dos casos)

Tabla 1: Resumen de los tipos de procedimientos (problema 1). 73



En la seccidn siguiente se presentan los dos tipos de procedimientos en los que se clasificd
los procedimientos de los estudiantes. Cabe destacar que los procedimientos presentados
en el tipo 1 se dividen en dos partes: antes y después de la intervencién del tesista,
identificdndose el punto de intervencion a partir de la inclusion de la semejanza de
tridngulos como parte de su resolucién. En el caso del procedimiento presentado en el tipo
2 no se sefiala ninguin punto debido a que en este no se observo el uso de la semejanza de

triangulos para la resolucion.

5.1.1.1.- Tipo de procedimiento 1: Suma y resta de areas

a) Procedimiento 1: resta directa de areas

En el ejemplo mostrado las operaciones reflejadas sugieren que los estudiantes tomaron el
area del triangulo AEF (que es idéntica a la del tridngulo ACE) y le restaron el area del
triangulo BCD, quedando en duda la razén de calcular el area del rectangulo ACEF;
determinando asi el area del caminito. En primera instancia calcularon el area del

rectangulo y del triangulo AEF (ver Figura 11).

Figura 11: Calculo del drea del rectangulo ACEF y del triangulo AEF.
Se puede decir que calcularon el drea del tridngulo AEF considerando lo dibujado en sus
hojas de problemas (ver Figura 12), dado que mediante estas se pudo identificar a que
figuras pertenecian todas las dreas expresadas en sus hojas de trabajo. Un punto para
resaltar es que no se puede apreciar explicitamente si se utilizd el drea del rectangulo en

algun punto.

Figura 12: Figuras empleadas en el procedimiento de los estudiantes.
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Punto de intervencion
A continuacidn, los estudiantes plantearon una razéon de semejanza para obtener el lado
CD y calcularon el area del tridangulo 2 (triangulo BCD). Con esta informacidn calcularon el

area del caminito (ver Figura 13).

Figura 13: Razén de semejanza, drea de T, y area del caminito.

b) Procedimiento 2: suma y resta de areas considerando un todo (rectangulo ACEF)

En el ejemplo mostrado los estudiantes tomaron el area del rectangulo ACEF vy le restaron
las dreas de los triangulo AEF y BCD, determinando de esta forma el area del caminito.
Considerando lo observado en sus hojas de problemas y de trabajo, se puede decir que en
primera instancia plantearon como obtener esta drea de forma general (ver Figura 14) y
después fueron buscando las dreas que necesitaban calcular: rectdngulo ACEF, triangulo

AEF y triangulo BCD.

Figura 14: Planteamiento del procedimiento.
Punto de intervencion
Hecho esto se puede decir que los estudiantes observaron que para obtener el area del
triangulo BCD debian encontrar primero el valor del lado CD. Después procedieron a
calcular las dreas que podian obtener con la informacion inicial dada por el problema. Para
computar el area del tridngulo BCD primero obtuvieron el lado CD a partir de usar

semejanza de tridngulos, en especifico de la razén de semejanza (ver Figura 15y 16).

Figura 15: Area del rectdngulo ACEF, y de  Figura 16: Uso de Razén

los triangulos AFE y BCD. semejanza para obtener CD. 75



Con esta informacion los estudiantes procedieron a realizar la diferencia de dareas

planteadas y obtuvieron el area buscada (ver Figura 17).

Figura 17: Célculo del 4rea del caminito.
5.1.1.2.- Tipo de procedimiento 2: calculo a partir de la formula del area del trapecio
En el procedimiento que se muestra a continuacion los estudiantes no nombraron los
vértices de las figuras, pero a través de las medidas de los lados y angulos mostrados, se
dedujo que figuras representaban de la figura en la hoja del problema. En el caso del

trapecio dibujado se dedujo que este representaba el caminito (trapecio ABDE).

En primera instancia se observé como los estudiantes encontraron los lados restantes de
los tridngulos ACE y BCD. Para el tridngulo BCD calcularon CD a partir de tan (51.3) y BD
usando el teorema de Pitagoras, obteniendo 6.24 y 8 respectivamente (ver Figura 18).
Haciendo esto mismo con triangulo ACE': utilizando el teorema de Pitagoras para encontrar

la hipotenusa AE (ver Figura 19).

Figura 18: Tridngulo BCD representado por  Figura 19: Triangulo ACE representado por
los estudiantes. los estudiantes y calculo de su hipotenusa.

Después recuperaron la figura del caminito e indicaron los valores de los lados BD = 8,
AE =164 y AB = 3; plantearon un triangulo interior a este con sus angulos (sefialado en
rojo) y buscaron su altura mediante funciones trigonométricas (ver Figura 20). Con esta
informacion (bases y la altura) los estudiantes aplicaron la formula del area del trapecio (ver

Figura 21).
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Figura 20: Caminito (Trapecio ABDE) y Figura 21: Calculo del drea del trapecio
triangulo interior (circulo rojo) y altura h. ABDE (caminito).

5.1.2 Intervencidn del tesista
Un momento importante fue la intervencion grupal del tesista, la cual se dio entre 15y 20
minutos después de que empezara la actividad, cuyo contenido fue la semejanza de

triangulos.

Previo a este momento el tesista observo parte del trabajo de los equipos aprecidndose el
planteamiento y desarrollo de procedimientos sin usar la semejanza de tridngulos vy el
planteamiento de procedimientos bien encaminados: mediante estos los estudiantes
podian llegar a la respuesta, pero les faltaban datos, entre estos el lado CD. Asimismo, se
les preguntd a algunas parejas sobre que sabian de la semejanza de tridngulos, contestando

la mayoria que no recordaban de que trataba.

La intervencidon comenzé con el tesista preguntandole a todo el grupo sobre la semejanza
de tridngulos, los estudiantes empezaron a discutir y eventualmente se le dio la palabra a
un estudiante quien menciond el teorema de Thales; sefialando el tesista que

efectivamente existe una relacion entre dichos temas.

Tesista: la semejanza de triangulos nos decia que relacién comparten, en este caso
dos tridngulos, para llamarlos de dicha forma. Por ejemplo (el tesista dibuja dos
triangulos rectangulos) este... un tridangulo que conocen mucho ustedes, un

triangulo rectangulo.
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Dos tridngulos son semejantes si por un lado todos sus angulos correspondientes
son iguales (el tesista agrega los simbolos de angulos en el primer triangulo) estos
dos son semejantes si estos dngulos que tiene este triangulo (sefialando el primero)
los comparte con el otro que estamos diciendo en cuestion (se escriben los mismos

angulos que en el primero, en el segundo).

Pero aparte nos da otra relacion entre los dos tridngulos. Nos dice que, si nosotros
tomamos el valor de sus lados y sacamos los cocientes, estos cocientes son iguales,

por ejemplo:

3 6

Figura 22: Tridngulos dibujados por el tesista
en el pizarrén.

Este lado que le corresponde a este lado (sefialando la altura del primero y después

la del segundo) si nosotros sacamos el cociente, ya sea el mas grande sobre el mas

. . L4 o o
chico o viceversa, esto es (se escribe 5= 2) este valor va a coincidir también si

. L6
tomamos el otro par de lados correspondientes, en este caso 3 y 6 (se escribe 3=

2).

O sea, sin importar el cociente que hagamos entre los respectivos lados, van a
tomar... el cociente va a tomar el mismo valor, que es lo que se le llama en este caso
la razén de proporcionalidad entre los dos triangulos o de semejanza, eso es

esencialmente el resultado del que les habla el problema.

Los triangulos son semejantes si tienen todos son angulos interiores iguales y
ademas si podemos corroborar que se cumple esta igualdad entre las razones que

hay entre sus correspondientes lados.
(Transcripcién 1)

Se considera que la intervencion del tesista fue crucial en lo que respecta a los
procedimientos de tipo 1. Esto en el sentido de que, para desarrollarlos, los estudiantes

necesitaban conocer el valor del lado CD, el cual se podia obtener mediante el uso de la
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nocion de semejanza de tridangulos y la razén de semejanza (contenido de la intervencion).
De esta forma se considera que la intervencién del tesista favorecié el desarrollo de este
tipo de procedimiento, sin descartarse la posibilidad de que también les facilitara el

planteamiento inicial de procedimientos de dicho tipo.

De forma general se puede decir que esta intervencidn repercutié a lo largo de la
implementacién de toda la secuencia, lo cual se puede inferir después de observar los
diversos tipos de procedimientos planteados en cada uno de los tres problemas vy la
semejanza entre algunos tipos, por ejemplo, los procedimientos de suma y resta de areas

planteados en los problemas 1y 2.

5.1.3 Anadlisis de las producciones de los estudiantes: el problema del

caminito

En general se observaron los tipos procedimientos considerados en el analisis previo: 1)
suma y diferencia de areas e 2) identificar la figura sombreada como un trapecio y calcular
su area. Respecto de la segunda estrategia, en el analisis previo se expresé que si bien se
considerd la posibilidad de su planteamiento no se esperaba que los estudiantes pudieran
desarrollarlo de manera exitosa, esto por la dificultad de obtencidn de la altura del trapecio.
Dicho esto, se observaron trazos de este procedimiento y al menos un equipo que fue capaz

de desarrollarlo de manera exitosa, usando para esto funciones trigonométricas.

Los conocimientos puestos en practica fueron diversos: teorema de Pitdgoras, relaciones
trigonométricas, semejanza de triangulos, entre otros. Si bien se habia planteado la
semejanza de tridngulos como la herramienta principal para la resolucién del problema, se
observaron casos donde no fue asi, como cuando los estudiantes recurrieron a las funciones
trigonométricas como la herramienta central para la resolucidn, situacién que no fue

considerada en el analisis previo.

Respecto de los procedimientos 1 y 2 (tipo 1), se considera que su planteamiento y
desarrollo por parte de los estudiantes se vio favorecido por el contexto del problema,
écodmo es esto? Se visualizo el siguiente escenario posible acerca de sus antecedentes: los
estudiantes han trabajado desde primaria con figuras geométricas (tridngulos, rectangulos,

cuadrados, etc.). Respecto al area, han adquirido experiencia computandola mediante
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distintos tipos de técnicas, por ejemplo, unir y extraer figuras para calcular el drea de una

figura de interés (suma vy diferencia de areas).

Teniendo en cuenta este escenario, se considera que los antecedentes de los estudiantes
(acerca de las figuras geométricas y el calculo de sus areas) fueron evocados debido la
diversidad de figuras que podian visualizar en la figura 1, elemento relacionado con el
contexto del problema, lo que favorecid el planteamiento y desarrollo de los
procedimientos 1 y 2 (tipo 1). Particularmente se pueden visualizar diversos tridngulos,

figura con la que los estudiantes, en teoria, estan ampliamente familiarizados.

Acerca del tipo 2, una accidn importante para su planteamiento fue identificar que la figura
sombreada era un trapecio. Se considera que, dada la imagen del problema (de una calidad
relativamente buena en el sentido de que favorecia la visualizacion de figuras interiores),
los conocimientos previos de los estudiantes sobre figuras geométricas y la informacién
dada por el problema sobre el paralelismo de AE y BD; éstos pudieron determinar que la

figura ABDE es un trapecio.

Teniendo en cuenta estas ideas, se puede decir que el contexto geométrico del problema
favorecio el planteamiento y desarrollo de los dos tipos de procedimientos (1y 2) por parte
de los estudiantes: favorecid parte de un trabajo de modelizaciéon. Asimismo, se considera
la familiaridad con este tipo de problema (en teoria por sus antecedentes) fue un elemento

gue propicid el que intentaran plantear un procedimiento.

La intervencidn del tesista fue crucial en lo que respecta a los procedimientos de tipo 1. Esto
en el sentido de que para desarrollarlos necesitaban conocer el valor del lado CD, el cual se
podia obtener mediante el uso de la nocion de semejanza de triangulos y la razén de
semejanza (contenido de la intervencién). De esta forma se considera que la intervencion
del tesista favorecié el desarrollo de este tipo de procedimiento, sin descartarse la

posibilidad de que también les facilitara la parte del planteamiento.

Respecto del tipo de procedimiento 2, las herramientas centrales para la resolucién fueron
las funciones trigonométricas, las cuales, se piensa, fueron evocadas por los estudiantes

debido a elementos relacionados con el contexto del problema como la figura 1.
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Especificamente écomo fue que el contexto geométrico llevd al planteamiento de funciones
trigonométricas? Para poder desarrollar este tipo de procedimiento los estudiantes
posiblemente se encontraron ante la situacidon de que necesitaban calcular informacién
desconocida (lados y angulos), después observaron que esta formaba parte de triangulos
interiores al triangulo ABC de los cuales conocian algunos lados y angulos, lo que provoco
gue los estudiantes evocaran dichas funciones. Lo anterior, puesto que son herramientas
mediante las cuales se puede obtener dicha informacién incégnita con conocer solamente
unos pocos lados y dngulos. Ademas, estas funciones se suelen ensefiar en la materia de
Geometria y Trigonometria a partir de un tridngulo. De esta forma se puede decir que el

contexto llevd al planteamiento/evocacion/establecimiento de funciones trigonométricas.

5.2 Problema del triangulo

5.2.1 Sobre la primera parte del problema del triangulo

El problema es de contexto intra-matematico, especificamente geométrico. Se considera
que este elemento y la intervencidn del tesista facilitaron el planteamiento y desarrollo de
procedimientos por parte de los estudiantes: parte de un trabajo de modelizacion.
Asimismo, se considera que la familiaridad con este tipo de problema (en teoria por sus
antecedentes) propicid que intentaran plantear un procedimiento y facilitd el que lo
hicieran exitosamente. Los procedimientos observados fueron clasificados en tipos (1, 2 y

3), los cuales se describen y analizan a lo largo de la seccidn siguiente.

Respecto del equipo grabado, si bien se observd el planteamiento de diversos
procedimientos, los estudiantes decidieron usar la respuesta obtenida mediante el applet
(descartando lo obtenido de sus procedimientos). Dicho esto, se resalta que plantearon
estos procedimientos a partir de informacion proveida por el applet del problema: se
observé como el applet facilité parte de un trabajo de modelizacién. Entre sus
procedimientos se destacd uno en el que plantearon uno muy semejante a un

procedimiento de tipo 3, aunque no lo pudieron llevar a cabo de manera satisfactoria.

A continuacién, se resumen los procedimientos observados en la siguiente tabla:
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Tipo de Frecuencia | Descripcién

procedimiento

1.- Suma de 3 Separar la figura sombreada en un tridngulo y un
areas rectangulo (mediante un segmento perpendicular a AC
gue parte de este segmento y con vértice en Q), calculo de
las dreas de las figuras (apoyandose de la semejanza para
determinar PQ) y suma de dichas dreas para obtener el

area sombreada.

2.- Diferencia | 1 Célculo de las areas de los triangulos BRC y BPQ
de areas (apoyandose de la semejanza de triangulos para obtener
PQ), tomar la primera area y restarle la segunda para

obtener el area sombreada.

3.-Area del 2 Cdlculo de lado PQ apoyandose de funciones
trapecio trigonomeétricas, planteamiento de la formula del area del

trapecio y obtencion del area (un caso)

En el segundo caso no fue posible identificar el como

determinaron el lado PQ.

Otros 3 -Planteamiento de diversos procedimientos (que mas
tarde fueron descartados) y uso del applet para obtener la
respuesta de manera directa (equipo grabado).

-Indicios de un intento, pero sin una idea concreta (un
caso).

-Nada escrito (un caso)

Tabla 2: Resumen de los tipos de procedimientos (problema 2-parte 1).

5.2.1.1 Tipos de procedimientos

En primera instancia se identificaron tres tipos de procedimientos: 1) obtencidn del area a
partir de la suma de areas, 2) obtencién del drea a partir de la diferencia de areasy 3) célculo
a partir de la férmula del drea del trapecio. Especificamente, los tipos de procedimientos 2

y 3 fueron considerados como parte del analisis preliminar.
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5.2.1.1.1 Tipos de procedimiento 1y 2: Sobre la suma y diferencia de areas
A continuacidn, se presentan dos procedimientos en los que se plantea la suma y diferencia

de areas de figuras internas a la figura del problema, representando estos a los tipos 1y 2

respectivamente.

En el procedimiento representante del tipo 1 (ver Figura 23) se puede observar cémo los
estudiantes renombraron los vértices P, Q y R como N, M y F. Después hicieron uso de la
semejanza de tridngulos y a partir de la razén de semejanza encontraron el lado PQ = x =
4, después extrajeron los triangulos BFC y BMN (BRC y BPQ usando la notacién de la
figura original del problema) y calcularon sus areas. Finalmente obtuvieron el area de la
figura sombreada tomando el area del primer triangulo y restandole la del segundo,

obteniendo 13.5.

Figura 23: Diferencia de areas.
En el tipo procedimiento 2 (Figura 24) los estudiantes separaron la figura sombreada en dos
figuras: un tridngulo y un rectangulo. Después hicieron uso de la semejanza de triangulos y
a partir de la razén de semejanza encontraron el lado PQ = 4, calcularon las areas del
triangulo y del rectdngulo (1.5 y 12 respectivamente) y con esta informacién obtuvieron el

area de la figura sombreada PQRC = 13.5cm?.
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5.2.1.1.2 Tipo de procedimiento 3: el calculo del area identificando la figura como un
trapecio

Respecto del procedimiento que involucra el cdlculo del area del trapecio mediante su
formula, si bien se considerd la posibilidad de su planteamiento apoyandose de la
semejanza de tridngulos, esto no se dio asi: los estudiantes se apoyaron de las funciones

trigonométricas.

En este procedimiento cabe destacar que la pareja de estudiantes no indicé los nombres de
los vértices de sus figuras, pero a través de las medidas de los lados y dngulos se determiné
que figuras representaban en sus hojas de trabajo. Dicho esto, se utilizé la notacion de la

figura del problema para describir el procedimiento (ver anexo A).

En primera instancia determinaron los angulos del tridngulo BRC, para esto utilizaron

funciones trigonométricas. En especifico identificaron que el 6BRC era un angulo recto,
. . . 15

después determinaron el §BCR, nombrado como «, a partir de tana = <Y de esta forma

encontraron el angulo restante B (ver Figura 25).

Figura 25: Obtencidn de los angulos interiores del triangulo BRC.

Considerando las operaciones planteadas y las sugerencias dadas en las instrucciones

generales de la actividad, se puede decir que los estudiantes se apoyaron de una

15
calculadora para obtener el arctan =

Hecho esto recuperaron el tridngulo BPQ y agregaron los angulos obtenidos del triangulo
BRC, lo que tiene sentido dado que los tridngulos son semejantes: los estudiantes
parecieron dar cuenta de esto y lo utilizaron. Con dichos angulos y la altura de 12 plantearon

la busqueda de la base de dicho triangulo: b (ver Figura 26y 27).
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Figura 26: Triangulo BPQ. Figura 27: Obtencion de la base del triangulo BPQ.

Después plantearon la figura sombreada y una formula para obtener su area: la férmula del

area del trapecio (ver Figura 28).

Figura 28: Obtencién del 4rea de la figura sombreada.

De esta forma obtuvieron el drea solicitada. Cabe destacar que, si bien se puede decir que
los estudiantes utilizaron parte de la definicion de semejanza dada por el tesista, las

funciones trigonométricas fueron las que jugaron un rol central en la resolucion.

5.2.1.2 Analisis de las producciones de los estudiantes: primera parte del problema

Las tres categorias fueron aplicadas en el analisis de las producciones de los estudiantes
para este problema, el cual tiene un contexto intra-matemadtico especificamente

geométrico.

En esta primera parte del problema, sobre la busqueda del drea de la figura sombreada, se
identificaron tres tipos de procedimientos3: 1) suma de &reas, 2) diferencia de dreas y 3)

calculo a partir de la férmula del area del trapecio.

Se considera que el planteamiento y desarrollo de estos tipos de procedimientos por parte
de los estudiantes se vio favorecido por el contexto del problema. Esto se reflejé de distinta
manera dependiendo del método. En los procedimientos de suma y diferencia de dreas (1

y 2) se visualizé el siguiente escenario posible acerca de sus antecedentes: los estudiantes

3 Se usaran las palabras “procedimientos” y “métodos” de manera indistinta.
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han trabajado desde primaria con figuras geométricas (triangulos, rectangulos, cuadrados,
etc.). Respecto al area, han adquirido experiencia computandola mediante distintos tipos
de técnicas, por ejemplo, uniry extraer figuras para calcular el area de una figura de interés

(suma y diferencia de areas).

De esta forma se considera que los antecedentes de los estudiantes fueron evocados
debido a la diversidad de figuras que podian visualizar en la figura del problema (ver anexo
A), elemento relacionado con el contexto del problema, lo que favorecié el planteamiento

y desarrollo de los procedimientos de tipo 1y 2.

Acerca de los procedimientos de tipo 3, una accidon importante para su planteamiento fue
identificar que la figura sombreada era un trapecio. Se considera que, dada la imagen del
problema (de una calidad relativamente buena en el sentido de que favorece la
visualizacién de figuras interiores y la observacion de diversas propiedades) y los
conocimientos previos de los estudiantes sobre figuras geométricas, pudieron determinar
que los lados PQ y RC de la figura PQRC son paralelos mientras que los lados restantes no

lo son; y de esta forma concluyeron que la figura PQRC es un trapecio.

Teniendo en cuenta estas ideas, se puede decir que el contexto geométrico del problema
favorecid el planteamiento y desarrollo de los tres procedimientos por parte de los
estudiantes: parte de un trabajo de modelizacién. Asimismo, se considera que la
familiaridad con este tipo de problemas (por sus antecedentes) propicié que intentaran

plantear un procedimiento.

Con respecto a los procedimientos de tipo 1y 2, dado que la herramienta central utilizada
por los estudiantes fue la razon de semejanza entre triangulos, es posible que la
intervencion del tesista durante la solucion del problema 1 les favorecié de la misma forma

que el contexto, como se describid con anterioridad.

En los procedimientos de tipo 3, las herramientas centrales para la resolucién fueron las
funciones trigonomeétricas, las cuales, se piensa, fueron evocadas por los estudiantes
debido a elementos relacionados con el contexto del problema, en particular la figura 1.
Especificamente, écomo fue que el contexto geométrico llevdé al planteamiento de

funciones trigonométricas? Se considera que se dio de manera similar al procedimiento del
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trapecio expuesto en el problema 1: para desarrollar el procedimiento 3 los estudiantes
posiblemente se encontraron ante la necesidad de calcular informacién desconocida (lados
y angulos). Después observaron que esta formaba parte de tridngulos interiores al triangulo
ABC, lo que provocé que los estudiantes evocaran/establecieran dichas funciones, puesto
gue, son herramientas mediante las cuales se puede obtener dicha informacién incégnita.
Ademas, estas funciones se suelen ensefiar en Geometria a partir de un triangulo. De esta

forma se puede decir que el contexto llevd al planteamiento de funciones trigonométricas.

Una situacion para resaltar es que hubo casos en que los estudiantes observaron que con
la herramienta se puede obtener la respuesta exacta y consultaron con el tesista si podian
usar dicha respuesta. Durante esta intervencion el tesista les expresd que si no estaban
satisfechos con esta forma de encontrar la respuesta podian plantear un procedimiento
distinto para buscarla. Dado que la mayoria de los equipos intentaron plantear al menos un
procedimiento, se considera que esto refleja la inconformidad de los estudiantes por
obtener la respuesta de una manera “tan sencilla” (expresién utilizada por algunos de los
equipos). De esta forma se puede decir que la intervencidon del tesista favorecié el
planteamiento de procedimientos por parte de los estudiantes (trabajo matematico): parte

de un proceso de modelizacidn.

Asimismo, se observaron otras parejas de estudiantes que por iniciativa propia plantearon
un procedimiento escrito después de haber encontrado la respuesta mediante el applet,

esto a manera de comprobacion.

En ambos casos se considera que el applet fue una forma de verificar las respuestas
obtenidas mediante procedimientos escritos. Esto teniendo en cuenta que dichas

respuestas fueron exactas o relativamente cercanas a la respuesta exacta.

5.2.2 Sobre la segunda parte del problema del triangulo.

En esta segunda parte el contexto continuo siendo intra-matematico geométrico. Asimismo,
si bien la figura de interés central, alrededor de la que gira el problema, continuo siendo la
misma, la naturaleza del problema cambio respecto de los problemas anteriores (problema

1y primera parte del problema 2) al buscarse el valor de un lado (la altura) en lugar del area
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de la figura de interés. En general se observo que los estudiantes plantearon sus respuestas

de manera directa: sin recurrir a ninglin procedimiento matematico escrito.

5.2.2.1 Intervencion del tesista

Una situacion interesante inicié cuando los estudiantes respondieron el tercer inciso de esta
segunda parte mediante el uso de la herramienta tecnoldgica: la busqueda de la altura para
el drea de 40cm?, cuya respuesta era P = 16¢cm. De entrada, para obtener esta respuesta
los estudiantes tuvieron que manipular el punto P y salirse del triangulo ABC, situacion que
se considera que pudo provocar que los estudiantes sé preguntaran que estaba sucediendo
con la representacidon en GeoGebra, si estaba bien el poder salirse, sobre qué drea se estaba

calculando al salirse, entre otras dudas.

Con el fin de que los estudiantes se enfrentaran efectivamente a esta situacién de
cuestionarse y esto los llevara a un momento de reflexion acerca del modelo, con el cual
estaban intimamente relacionados tanto la representacidn en la hoja de problemas como
la observada en Geogebra (applet), es que el tesista intervino cuestionandolos acerca de la

respuesta obtenida mediante el applet y su validez (Transcripcion 2).
Tesista: équé encontraron ahi?

En general se escuchan a todos los estudiantes queriendo opinar (haciéndose un

cierto bullicio), de estas opiniones se recuperan algunas.

Estudiante A: que la altura tiene que ser mas... ¢grande?, pero se sale de la figura

original.

Tesista: que se sale, éalguien mas?

Estudiante B: el valor es 16, pero la altura maxima es 15, entonces...
Tesista: entonces... écudl seria la respuesta?

Estudiante By C: que no se puede.

Tesista: épor qué no?

Estudiante C: no esta dentro del triangulo...
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Tesista: digo se pudieron salir ¢no? de la figura, éno es valido ese valor?
Estudiante D: o sea es valido, pero fuera del tridngulo.

Tesista: ok, entonces para aquellos que ya llegaron a ese punto les pido que le
agreguen a esa pregunta una pequena justificacion. Si estdn de acuerdo con el valor
que esta afuera diganme porque y si no estdn de acuerdo con ese valor también

diganme porque éok?
(Transcripcidn 2)

Mediante esta intervencidn se solicitd a los estudiantes justificar la validez o no validez de
la respuesta obtenida mediante la herramienta tecnolégica: P = 16c¢m. Cabe destacar que
se esperaba que los estudiantes dieran con este valor y se planted el hacerles este
cuestionamiento acerca del valor de P como parte del inciso, sin embargo, por un error esto

no se hizo asi.

5.2.2.2 Sobre las justificaciones de los estudiantes

Las justificaciones de los estudiantes fueron variadas, aunque hubo puntos en comun.
Considerando esto es que se tomaron aquellas justificaciones que se puede decir que

representan a la totalidad (ver Figura 29, 30y 31)

Figura 29: Justificacion de los estudiantes (pareja 3).

Figura 30: Justificacidn de los estudiantes (pareja 5).
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Figura 31: Justificacidon de los estudiantes (pareja 9).

Mostradas estas justificaciones y considerando la totalidad de estas es que se plantea el

siguiente andlisis.
5.2.2.2.1 Andlisis de las justificaciones

Analizando las diversas justificaciones se puede decir que los estudiantes en general
concordaron con que el valor obtenido mediante el applet (p = 16cm) no es valido, si bien
los argumentos utilizados fueron ligeramente diferentes, tienen sus puntos en comun:
hicieron alusion a que la altura del punto P o el drea de la figura misma rebasaban los de la
figura original; también se presentaron argumentos referentes a la semejanza de tridngulos:

dejaban de ser semejantes.

Dentro de los términos utilizados para argumentar sobresale el uso de “dominio” y
“pardmetros”. Mediante el uso de estos términos los estudiantes expresaron que la falta de
validez del valor encontrado recaia en que este valor no formaba parte de un conjunto de

valores aceptable, viéndolo como un valor “no permitido”.

5.2.2.3 Analisis de las producciones de los estudiantes: segunda parte del problema

En esta parte se observdé como los estudiantes manipularon la herramienta para obtener
las respuestas, observandose Unicamente estas en sus hojas de trabajo: sin ningun tipo de

procedimiento escrito.

Se piensa que hay dos factores que pudieron influir en el enfoque tomado por los
estudiantes de usar la herramienta tecnoldgica para contestar directamente. El primero fue
la descripciéon del problema. Se cree que al hablar sobre “mover el punto P” pudo
interpretarse por los estudiantes como que el problema se debia resolver solamente

manipulando la herramienta. El segundo factor es acerca del tipo de problema. Si bien la
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busqueda de areas de figuras geométricas resultd familiar a los estudiantes (problema 1y
primera parte del problema 2), se considera la posibilidad de que “buscar el valor de un
lado (la altura) de una figura geométrica” fue un tipo de problema menos familiar para estos

y que el contexto del problema (geométrico) no fue suficiente para superar esta situacion.

Respecto al trabajo realizado en el tercer inciso, la intervencion del tesista fue importante
para favorecer que los estudiantes se cuestionaran acerca de la validez de su respuesta y la
justificaran. En general, se considera que la situacién que se dio a partir de la intervencion
propicid que los estudiantes expresaran sus ideas de manera verbal para la justificacidn,
facilitdndoles luego hacer lo mismo de manera escrita en su hoja de problemas. Es decir, la
situacion facilitd parte de su trabajo de modelizacién. En conclusién, en términos de la
modelizacion de Sadovsky (2005) se puede afirmar que el uso de la herramienta tecnoldgica
y la intervencion del tesista facilitaron la produccion de conocimiento nuevo acerca de la

problematica de interés.

Respecto de las justificaciones de los estudiantes, se puede decir que estos comprendieron
que habia ciertas restricciones implicitas en los pardmetros del problema (altura del punto
p, area de la figura sombreada), y que, si bien el applet permitia hacerlas a un lado y explorar
la representacién del problema (triangulo ABC) en un mayor nivel, para contestar lo que se
les pedia no se podian ignorar dichas restricciones; las cuales no eran otra cosa que
caracteristicas del modelo analitico (funcién) que se expresd en el andlisis previo que podia
ser planteado por los estudiantes, caracteristicas que se podian inferir a través de la figura

del problema (representacion del problema o fendémeno).

Esto es, a través de trabajar con dos formas de representacion del problema (figura y applet)
y cuestionarlos sobre una situacidon particular, los estudiantes dieron cuenta de
caracteristicas del modelo previsto (andlisis previo) que estaban detras de dichas

representaciones.

En general, en esta parte se observé como se compenetraron el uso de la tecnologia y como

la intervencién del tesista favorecié un trabajo de modelizacién.

91



5.3.- Problema del bebedero

El contenido de la actividad puede visualizarse en el anexo A. Antes de proseguir cabe
destacar que este problema se aplicd en el dia 2 y que las parejas que se crearon no fueron
exactamente las mismas que en el dia anterior. Asimismo, en la primera parte del problema,
después de presentar la figura del bebedero, se expresa “100 litros de agua por cada litro
de desparasitante”. En la versidn que trabajaron los estudiantes dice “fertilizante” en vez
de “desparasitante” por un error, esto fue detectado por el tesista y sefialado a los
estudiantes antes de comenzar la actividad. En general no se observd que esto repercutiera
de manera negativa en el discurso de los estudiantes: cuando expresaron ideas acerca del
problema y su resoluciéon (en los diferentes momentos/situaciones), o en sus respuestas

escritas.

5.3.1 Sobre el analisis del problema

Se aplicaron las tres categorias de analisis en este problema: contexto, tecnologia e
intervencion docente. De forma general se observé como 1) los estudiantes se apropiaron
del contexto del problema: relevante en el proceso de resolucidon (precisién), 2) la
tecnologia como una primera aproximacién y después como una forma de observar
propiedades/caracteristicas relevantes, y 3) la intervencion del tesista en momentos clave
de transicidon y para afrontar partes dificiles del problema. Observandose como las tres

categorias se entrelazaron a lo largo de las diversas actividades.

En primera instancia se considera que el contexto fue de importancia tanto para los
estudiantes como en sus diversos procesos de resolucion en las distintas actividades, esto
en distinto grado para cada actividad y en la transicidon de la parte 1 a la 2. Asimismo, el
tema de la precisién jugd un papel importante en la apropiacién del contexto por parte de
los estudiantes: en que estos vieran el problema de la forma en que se les intentd presentar,
como una situacién real; en la introduccion del trabajo matematico y en comprometer a los

estudiantes en este.

La tecnologia se utilizd de forma inicial en la parte 1 para obtener una primera aproximacion

de la solucién del problema. Mientras que en la parte 2 jugd un papel importante en la
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observacion de propiedades/caracteristicas de relevancia para la comprensidon vy
construccion de un modelo (inciso b), el cual mas tarde fue utilizado para resolver una

version modificada del problema original (inciso e).

Asimismo, diversas intervenciones del tesista se dieron a lo largo de las actividades. Tanto
en momentos importantes de transicion entre actividades, como en partes dificiles del
problema (con el propdsito de ayudar a los estudiantes a afrontarlas y superarlas), entre

otros casos.

5.3.2 Analisis de las producciones en la parte 1: resolucién apoyada en la
herramienta

Los estudiantes resolvieron la primera parte del problema apoyandose de una herramienta
tecnoldgica (applet), trabajando aproximadamente 10 minutos. Esencialmente la tarea
consistia en que llenaran la tabla de datos de la primera parte (ver anexo A) con parejas
(h,V) considerando los valores V = 100, 200, ...,1100 litros: debian encontrar la altura

correspondiente para cada uno de los voliumenes (en litros) de interés.

Revisando las tablas de los equipos se observé que usaron diferentes grados de precision
en sus respuestas, asi como casos en los que redondearon. Acciones a partir de las cuales

se pudieron inferir diversos criterios posibles aplicados por los estudiantes.

Uno de los aspectos clave de la secuencia incluye el uso del contexto, en especifico el tema
de la precision como un medio para comprometer a los estudiantes en un trabajo
matemadtico: parte de un proceso de modelizacidon. Considerando esto, es que fue
interesante conocer la opinion de los estudiantes respecto al tema: la importancia de la
precisién, esto mediante una intervencion del tesista (seccién 5.3.2.3) y analizar los

resultados en sus tablas de datos (secciones 5.3.2.1y 5.3.2.2).

Se observd como los estudiantes utilizaron principalmente la herramienta para llenar la
tabla de datos sin preguntar (al grupo o al tesista) sobre el contexto del problema: de lo que
trataba este. Por lo que se puede decir que esta labor fue principalmente mecanica y el

contexto no fue considerado como tal por los estudiantes.
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Analizando las respuestas de los estudiantes, reflejadas en las tablas de datos, se
observaron distintas posturas acerca del tema de la precision de las respuestas, las cuales

se reflejan en las siguientes dos secciones.

5.3.2.1 Equipo grabado

Respecto del equipo grabado (equipo 1), el tesista observé que los estudiantes comenzaron
manipulando el applet de diversas maneras. El estudiante 1 modificando la altura h
(introduciendo valores con el teclado) desde las propiedades del deslizador y el estudiante
2 moviendo directamente el deslizador o el punto G. Eventualmente se quedaron con el

método de modificar manualmente h desde las propiedades (ver Figura 32).

Figura 32: Estudiantes introduciendo
manualmente la altura h (estudiante 1 izquierda).

El primer caso que abordaron fue el volumen de 100 litros. Se observo en las grabaciones
que los estudiantes tantearon introduciendo diversas alturas en el applet (usando
ocasionalmente el deslizador), buscando que el volumen mostrado en este se acercara cada
vez mas a dicha cantidad. Cabe destacar que fue posible observar con precisién la mayoria
de los valores introducidos. Eventualmente dieron con un valor para la altura que coincidia
de manera exacta con los 100 litros (el cual no se alcanzé a apreciar en su totalidad), pero

observaron que dicho valor se redondeaba (Transcripcién 3).

Estudiante 1: ahi esta.

94



Estudiante 2: 100 litros

Estudiante 1: ahi esta el valor (sefialando en las propiedades el valor introducido).
Estudiante 2: .41dm (sefiala el valor en el deslizador)

Estudiante 1: bueno has lo que quieras.

Estudiante 2: es que se redondea.

(Transcripcion 3)

Los estudiantes continuaron con el llenado de la tabla. Escribieron primero los valores de |a
columna de litros y después buscaron los valores de las alturas correspondientes mediante

el applet (ver Figura 33).

En general se observé que los estudiantes continuaron introduciendo alturas h desde las
propiedades (usando cantidades con mas de dos decimales), pero al notar que el applet les
redondeaba a dos decimales empezaron a introducir valores con esta cantidad decimales
(escribiendo sus respuestas de la misma forma). Esto buscando que la cantidad de litros
reflejados en el applet se acercara a los valores escritos en sus tablas, por ejemplo, para
150 litros los estudiantes tomaron como respuesta la altura de 0.61dm, a la cual, en el

applet, le corresponde el volumen de 150.039 litros.

La mayoria de las alturas encontradas por los estudiantes corresponden con el volumen
mas cercano al buscado, équé quiere decir esto? Usando el ejemplo anterior de 150 litros
y considerando que a mayor altura le corresponde un mayor volumen, si se toma la altura
de 0.6dm en el applet, a esta le corresponde un volumen de 147.6 litros que es un valor
mas lejano de 150 litros, a comparacion de la distancia de este ultimo con 150.039 litros,

valor al que le corresponde la altura de 0.61dm.

Ahora, considerando lo observado en sus respuestas, se puede decir que los estudiantes en
general tantearon y se quedaron con la primera altura que les dio un valor “cercano” (de
acuerdo con ellos) al volumen buscado. Dicho esto, cabe decir que en ningiin momento se
aprecié que los estudiantes hicieran comparaciones con otras alturas para verificar que

efectivamente tenian la altura correspondiente con el volumen mas cercano al de interés.

95



Por ejemplo, para el caso de 400 litros estos indicaron en su tabla una altura de 1.57dm,
que en el applet le corresponden 401.449 litros, sin embargo, a la altura 1.56dm le

corresponde el 398.736 litros, valor mas cercano a 400 litros.

Figura 33: Tabla de resultados de los estudiantes grabados.

En resumen, se puede decir que los estudiantes mostraron inicialmente interés en tener
respuestas precisas: buscaron una altura a la que le correspondiera exactamente el
volumen de interés, sin embargo, mas tarde descuidaron este aspecto cuando trabajaron
Unicamente con dos decimales. Un aspecto que destacar sobre su tabla es que consideraron
tanto valores de volumen sefialados en el problema (por ejemplo 100 y 200 litros), como

otros valores fuera de los solicitados (como 150 y 555 litros).

Respecto al uso de la herramienta se puede decir que no presentaron dificultades en
utilizarla para contestar dado su conocimiento previo sobre el uso de GeoGebra. Como tal

los estudiantes se enfocaron en manipular la herramienta y llenar sus tablas.

Sobre el contexto del problema, no se identificd que en algin momento los estudiantes
hablaran acerca de este. Asimismo, tampoco se detectd que parte de su trabajo se viera
influenciado por el contexto, por lo menos no en lo que respecta al nivel de precisidn

utilizado para contestar.
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5.3.2.2 Equipos restantes

Los resultados del resto de las parejas fueron variados®. Hubo un equipo que lleno la tabla
con los datos mas precisos dados por el applet considerando los voliumenes solicitados®
(100, 200, 300, ..., 1100), salvo un caso® (ver Figura 34). Asi como equipos en los que no fue
del todo claro el porqué de su forma de llenar la tabla, esto considerando que el problema

preguntaba por las alturas para una lista especifica de volumenes (ver Figura 35).

Figura 34: Tabla de resultados (Pareja 5). Figura 35: Tabla de resultados (Pareja 2).

Respecto de la precision, hubo parejas de estudiantes que en sus respuestas consideraron
la totalidad de decimales dados por el applet en al menos una de sus columnas de datos
(altura y volumen). Dicho esto, la mayoria de las tablas de estas parejas contenian tanto
algunos de los volumenes que sefialaba el problema (100, 200, 300, ..., 1100 litros), como
volumenes que no formaban parte de esta lista (ver Figura 36). Particularmente se puede

decir que la pareja grabada entra en este conjunto de parejas (ver Figura 33).

Asimismo, se observd la contraparte de esta situacidn: tablas en las que los estudiantes no
expresaron todos los decimales que proporcionaba el applet. Ademas, casos donde la altura
reflejada no correspondia al volumen mds preciso ofrecido por el applet, respecto del
volumen escrito en la tabla (ver Figura 37), como el ejemplo de los 400 litros del equipo

grabado en la seccién 5.3.1.1.1.

4 Una pareja dejo en blanco su tabla de resultados.
> El problema como tal no indicaba explicitamente que la lista de volimenes considerados era hasta 1,100. El
propdsito era que los estudiantes dieran cuenta de esto al averiguar el volumen del bebedero (1,120 litros),
el cual podian determinar 1) a través de manipular el applet o 2) usando los datos dados por él problema.
6 La altura correspondiente al volumen mas cercano a 400 litros era 1.56dm->398.736 litros, no 1.57dm.
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Figura 36: Tabla de resultados (Pareja 4). Figura 37: Tabla de resultados (Pareja 7).

Analizando en conjunto se puede decir que se observaron casos donde los estudiantes
consideraron la totalidad de decimales dados por el applet en al menos una de sus columnas
de datos (altura y volumen), como casos donde no (llegdndose incluso a redondear
respuestas). Casos donde se obtuvo la altura que corresponde con el volumen mas cercano
al buscado, como casos donde no. Ocasiones donde los estudiantes consideraron la mayoria
de los volumenes de interés (100, 200, ..., 1100), como ocasiones en las que se consideraron
volumenes que no eran de interés. Se puede decir que los resultados fueron variados en

general.

Respecto al uso de la herramienta se puede decir que se observaron parejas que se les
facilitd el manejo de ésta mas que a otras, por ejemplo, se observaron casos donde los
estudiantes solo manipularon el deslizador para buscar sus respuestas y les costé mas el
encontrar respuestas precisas, esto a comparacién de las parejas que usaron las teclas
direccionales para manipular h o introdujeron directamente valores para la altura h en las
propiedades del deslizador. Aqui se puede decir que se reflejé el nivel de experiencia previa

con GeoGebra que tenian los estudiantes.

A continuacion, se presenta una intervencién del tesista la cual se dio después de que los

estudiantes trabajaran llenando sus tablas de datos.

5.3.2.3 Intervencion del tesista

Los resultados escritos de la parte 1 arrojaron evidencia sobre la importancia de la precisidn

para los estudiantes. Dicho esto, previo a introducir la segunda parte el tesista pregunté al
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grupo de estudiantes acerca de sus respuestas: 1) sobre el nivel de precision utilizado y 2)
siinteresaba conocer las respuestas exactas o bastaba con las obtenidas mediante él applet,
esto Ultimo dejando en claro que las respuestas proporcionadas por la computadora eran
aproximaciones. Particularmente, sobre la segunda pregunta un estudiante contesté:

(Transcripcion 4).

Estudiante A: la aproximacion es bastante cercana a los valores que se tienen,

entonces... no habria tanta... tanta diferencia.
(Transcripcion 4)

Asi el tesista hizo uso de esta para expresar que en primera instancia era una buena
respuesta y uso este momento para recordarle al grupo el contexto del problema: sobre lo

gue trataba este. Lo que llevd eventualmente a introducir la parte 2.

5.3.2.4 Conclusion del analisis de la parte 1

Los estudiantes trabajaron esta primera parte sin que interviniera el tesista con el grupo
(salvo al final cuando ya habian contestado). En general se observd como manipularon la
herramienta tecnolégica y fueron llenando sus tablas de datos. Cabe destacar que en esta
parte se les presentd a los estudiantes dos modelos del problema: la figura en la que se
representa el bebedero, complementada con el applet (modelo geométrico) y la tabla de

datos (modelo numérico); trabajando los estudiantes con él segundo.

Considerando lo observado en las tablas de datos de los estudiantes y lo que se obtuvo de
la intervencion del tesista, se puede concluir que al final de esta primera parte el grupo se
podia dividir en quienes tenian el interés de reflejar respuestas precisas en sus tablas
(siendo la mayoria) y en quienes no. Expresado de otra forma, se puede decir que esta parte

permitio identificar la postura inicial de los estudiantes acerca del tema de la precision.

5.3.3 Parte 2: resolucion del problema en pasos

Esta parte consistid de siete incisos de la a) a la g) y se trabajé en esta el tiempo restante de

las dos sesiones: una hora y media aproximadamente. Se destaca el trabajo en el inciso e)
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dado que fue en este donde el problema inicial fue resuelto para un volumen especifico,

observandose diversidad de procedimientos.

Al continuar con la parte 2 se solicitd el apoyo de un estudiante para leer la introduccién de

esta seccion, en la cual se introducia un nuevo elemento al contexto y una pregunta:

Después de revisar las instrucciones del desparasitante de manera minuciosa, el granjero
observa la siguiente advertencia “para un uso adecuado es necesario que el recipiente

utilizado este graduado con una precision de al menos cuatro decimales”.

Bajo este contexto ées suficiente la precision reflejada en los resultados que pusieron en su

tabla?”
Pregunta que recupero el tesista y planted a los estudiantes (Transcripcion 5).

Tesista: Yo les regreso esa pregunta a ustedes, ahora con esa nueva informacién ées

suficiente la precisién que les esta dando el applet?

Grupo: no (contestan varios estudiantes, pero no se puede asegurar que todos).
Tesista: éno?, épor qué? éiqué pasaria?

Estudiante B: porque podria matar a sus vacas.

(Transcripcidn 5)

En general los estudiantes del grupo coincidieron con que no era suficiente la precisién de
sus respuestas dado que “se le podian morir sus animales al granjero”. De esta forma se
puede decir que en este momento los estudiantes se apropiaron del contexto y lo vieron
como relevante para contestar el problema: asimilaron el problema como una situacidn real
(que era la intencidn), identificaron las repercusiones que podia tener la falta de precision
en las respuestas y de esta forma la precision gano un cierto nivel de importancia para los
estudiantes. Situacién que resultd interesante, contrastando esta con los resultados

obtenidos en la parte 1 acerca de la precision y su importancia para los estudiantes.

El tesista usé este momento para continuar haciendo énfasis en el contexto, hablando sobre

como el problema hablaba de un granjero, alguien sin la posibilidad de usar la tecnologia.
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Expresando el tesista que una persona en esa situacién podria usar matematicas para
resolver el problema, herramienta de la que disponian ellos como estudiantes. Esto es, se
presentd a las matematicas como una herramienta que permite ganar precision. De esta

forma se procedié con las actividades.

5.3.2.1 Inciso a) Volumen del bebedero en decimetros cubicos y litros.

Una vez que los estudiantes trabajaron un tiempo con la actividad se les pregunté sobre la
respuesta en decimetros cubicos y sobre cudl era la base de la figura original. En el momento
en cuestién varios estudiantes concordaron con que el volumen era 1120dm?3 y que la base

era la cara en forma de trapecio.

Dicho esto, en los procedimientos reflejados en las hojas de trabajo de las parejas se
observd de manera recurrente que hubo estudiantes que calcularon el area de la cara
inferior del prisma (rectangulo de largo 40dm y altura 6dm), y la utilizaron como el
componente Aredap,s. de la formula del volumen: hubo una confusidn inicial acerca de cual
era la base del bebedero (como fue el caso de la pareja grabada). Confusién que se
considera que se superd después de que en el grupo se compartio cual era la base: trapecio,
esto teniendo en cuenta que los estudiantes tacharon estos procedimientos erréneos
(donde calcularon el area del rectangulo inferior) y plantearon después el correcto (ver

Figura 38).

Figura 38: Procedimiento erréneo

(rojo), procedimiento correcto (verde).

Considerando los procedimientos observados en este inciso se puede decir que la blisqueda
del volumen del bebedero (prisma trapezoidal) no fue una tarea sencilla para los
estudiantes (aun disponiendo de la férmula del volumen de un prisma y de la férmula del

area del trapecio), especificamente el identificar que figura era la base del prisma.
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Regresando a la dindmica de clase, el tesista preguntd a los estudiantes sobre la respuesta
en litros, expresando algunos equipos que la respuesta era la misma. Dicho esto, un

estudiante contestd (Transcripcion 6):

Estudiante C: es que lo que se saca son los litros, no el volumen; el volumen se saca

en litros.
(Transcripcion 6)
La cual detond una situacion/momento.

5.3.2.1.1 Situacion/momento

El tesista aprovecho esta respuesta para explicar a los estudiantes que el volumen como tal,
a la hora de calcularlo, depende las unidades involucradas. Asimismo, después de
cuestionarlos sobre las unidades involucradas estos dieron cuenta de que el volumen
calculado debia escribirse en términos de dm?3. Después se cuestiond a los estudiantes
sobre como pasar a litros la respuesta obtenida: 1120dm3, dandose la siguiente

conversacién (Transcripcion 7).

Estudiante 1: transformandolo a metros o a centimetros cubicos y de ahi hacer una

conversion.

Tesista: ¢alguien ya planteo como hacerlo?

Estudiante 1: si, un metro cubico es igual a mil litros.

Estudiante D: pero segun yo un decimetro cubico era igual a un litro.
(Transcripcion 7)

Resultado con el que algunos estudiantes estuvieron de acuerdo y otros no.

Particularmente, el estudiante 1 expresd no estar de acuerdo.

Para proseguir con las ideas de los estudiantes el tesista tomé el primer resultado
expresado: 1m3 = 1000 litros y lo usé como base para hacer una demostracién
matematica (en el pizarrén) del segundo resultado mencionado: 1dm3 = 1 litro, la cual se

resume como:
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1m3 = 1000 litros
1(10dm)3 = 1000 litros
1000dm3 = 1000 litros
1dm3 = 1 litro

De esta forma se demostré el resultado mencionado por uno de los estudiantes y estos lo

usaron para contestar la pregunta del volumen del prisma en litros.

5.3.2.1.2 Cierre del inciso a)

Cabe destacar que Segal y Giuliani (2008) no hablan del resultado previamente demostrado
en el desarrollo de la actividad original, pero en el presente trabajo de tesis se consideré
importante dar a conocer este resultado para poder desarrollar el problema del bebedero
adecuadamente. Asimismo, los errores observados permitieron plantear cambios en la

secuencia.

5.3.2.2.- Inciso b) Area de la cara sombreada en términos de h

Antes de comenzar la actividad el tesista le solicité a uno de los estudiantes que leyera el
contenido de la actividad. Después este los cuestiond sobre cual era la figura sombreada,
respondiendo estos que era un trapecio. Asimismo, se les preguntd sobre como lo
justificarian, siendo algunas de las respuestas: “mida los angulos” y “un par de lados
paralelos”. Retomando la ultima respuesta el tesista expresd que “un trapecio por
definicion es una figura de cuatro lados donde dos de ellos son paralelos, en este caso la

base y el tope del agua”.

A continuacion, se les pregunto si sabian cémo obtener el area de la figura sombreada.
Después de algunos comentarios por parte de los estudiantes, se les recordé que tenian la
formula del area (en la hoja del problema) y una altura h que era el nivel del agua.

Establecido lo anterior los estudiantes iniciaron su resolucion.

De forma inicial esta actividad fue llevada a cabo por los estudiantes, se les dio un tiempo

para que intentaran resolverla (aproximadamente diez minutos) y mas tarde se les
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preguntd acerca de sus procedimientos. A partir de aqui se desarrollé una

situacion/momento.

5.3.2.2.1 Situacion/momento

Cuando se pregunto a los estudiantes por sus respuestas y procedimientos solo un equipo
decidié compartir su trabajo con el grupo, en especifico uno de sus integrantes (Estudiante

D). Momento que se dio de la siguiente forma (Transcripcién 8).

Estudiante D: Para empezar el drea del trapecio debe de ser base mayor mas base
menor por la altura sobre 2 (el tesista lo apunta en el pizarrén). Conocemos las bases

que son 8y 6.

El tesista preguntd por la base menor, identificando esto que era 6dm. Después

cuestiono a los estudiantes sobre la base mayor, a lo que un estudiante respondié.

Estudiante E: no conocemos la base mayor porque se supone que es la que cambia

segun la altura de la varilla.
(Transcripcion 8)

Respecto de la afirmacion del estudiante E el resto de los estudiantes parecieron estar de

acuerdo, incluido el estudiante D.

Después de esto el tesista les habld sobre como al variar el valor de la altura la figura
sombreada mantenia su forma. Asimismo, este sefialé que la base mayor cambiaba
conforme se modificaba la altura h, es decir, se tomoé la idea del estudiante E y se sintetizo

para el grupo. Apoyandose del applet para mostrar esto.

Esta idea compartida por el estudiante E fue expresada por uno de los estudiantes como “la
base mayor depende de h”. Dicho esto, el tesista expresé que el applet reflejaba

“fisicamente” dicha relacion, apoyandose de este para mostrarlo.

A partir de este punto se dio una intervencién prolongada del tesista para apoyar a los
estudiantes a encontrar la expresién analitica para el area de la figura sombreada, decisién
qgue fue tomada durante la clase. Esto se hizo con el propdsito de apoyar a los estudiantes

con esta actividad y poder avanzar sobre el resto de las actividades. Decisidon que se tomd
104



considerando la experiencia previa (prueba piloto, entre otras aplicaciones) con esta parte
del problema (inciso b), la cual mostré que este poseia un alto grado de dificultad, y el

tiempo estimado del resto de las actividades.

Dicho esto, al ser una parte de la experiencia con un alto nivel de intervencion no se
considerd pertinente reportar con detalle todo lo que sucedié durante esta. De manera
resumida se puede decir que con la guia del tesista: haciendo preguntas a los estudiantes
sobre lo que se podia observar en el applet respecto de la altura, base menor y base mayor,
y acerca de cdmo esta informacion podia ser utilizada en la formula del area del trapecio;
los estudiantes dieron cuenta de diversas relaciones importantes, por ejemplo, el que la
base mayor depende de la altura (relacién mencionada anteriormente). De esta forma fue
posible construir, los estudiantes y el tesista en conjunto, la expresidn buscada para

encontrar el area de la figura sombreada en términos de la altura h.

<(6+ )+6>h

2

N S

A=

5.3.2.2.2 Sobre los resultados escritos

Revisando los resultados en las hojas de trabajo de los estudiantes se observé un tipo de
procedimiento de manera recurrente. Si bien existen pequefias variaciones entre estos, se
puede decir que los estudiantes consideraron que la figura sombreada tenia una altura fija
h = 2 y con esta informacidn plantearon su procedimiento para encontrar el area (ver

Figura 39).

A:- (é) 4’/)2 ./:' 7 A.“”,’,
Figura 39: Cdlculo del drea sombreada.
Una posibilidad es que esta situacion se dio porque en la imagen mostrada en el inciso b),
especificamente la parte sombreada (trapecio) parece llegar a la mitad de la altura del
trapecio original: los estudiantes dedujeron que la altura era 2dm a partir de esto y con el

applet (usando los complementos) observaron que para dicha altura la base mayor era de
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7dm . Usando estos datos y que sabian de antemano que la base menor era de

6dm plantearon el area del trapecio sombreado.

5.3.2.2.3 Equipo grabado

La pareja grabada discutio sus ideas en torno al inciso b). Los estudiantes plantearon que la
base mayor estaba en funcidn de la altura (relacidon de importancia) e identificaron a esta
ultima como una variable. Se destaca que el planteamiento de estas ideas por parte de la
pareja se dio antes de que fueran planteadas en el grupo durante la situacién/momento

(Transcripcion 9).

Estudiante 1: se supone que no conocemos la altura, y esto es lo de hacerlo en

funcién de una variable, en este caso es h (el estudiante 2 se queda pensando).
Estudiante 1: 6 es una constante.

Estudiante 2: no.

Estudiante 1: 8 varia y 4 es la capacidad de funcién.

Estudiante 2: 8 es una constante ¢no? porque es 6.

Estudiante 1: si si, eso es lo que esta abajo junto al agua y 8 no tiene agua, 8 solo

aplica cuando estas en el tope.
Estudiante 2: “si si yo lo estaba viendo al revés, olvidalo.

Estudiante 1: asi que esto estd en funcion de la altura (sefialando la base mayor del

trapecio sombreado) y la altura va a ser nuestra variable.
Estudiante 2: aja.
(Transcripcion 9)

Se puede apreciar como los estudiantes recurrieron al concepto de funcidn, el cual no habia
sido mencionado hasta el momento por el tesista: los estudiantes de alguna forma

asociaron la relacion que observaron entre la altura y la base mayor con este concepto.
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Asimismo, los estudiantes plantearon diversos procedimientos. En primer lugar, trabajaron
con una expresién propuesta a partir de la férmula del area del trapecio:
8=w+BM
2
La cual manipularon con el propésito de despejar h (ver Figura 40), esto se dedujo de las
operaciones observadas y del hecho de que los estudiantes le pidieron apoyo al tesista para

despejar h en esta expresion.

Figura 40: Despeje de la altura h.

Después, el estudiante 2 planted la busqueda del drea sombreada a partir de la suma y
diferencia de diferencia de dreas, procedimiento que se considera que se vio favorecido por
el trabajo previo con los problemas 1 y 2, particularmente por el 1 dado que en este
plantearon también este tipo de procedimiento: sobre suma y diferencia de areas. Si bien

esta idea fue buena, el planteamiento se hizo de forma incorrecta.

Esencialmente, usando la figura del applet con los complementos activados (ver anexo A),

el estudiante 2 describio su procedimiento (Transcripcién 10)

Estudiante 2: mira, es 6y 4, 24 ino? (sefiala las dimensiones del rectangulo ABLK,
siendo 24 su area) menos 6 por la altura que se le vaya a dar. Esto mas... dos veces
esta parte (sefala el triangulo ADK)... osea dos por que es uno y dos ¢no? (sefiala
los tridngulos ADK y BCL), menos dos veces esto y esto (sefiala los triangulos AFH

y BEI).
(Transcripcidon 10)

En sus hojas de trabajo se observé el producto de este razonamiento (ver Figura 41).
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Figura 41: Expresién para determinar
el area de la figura sombreada.

5.3.2.2.4 Cierre del inciso b)

En esta parte del problema hubo una amplia intervencion del tesista. Como se dijo
anteriormente, esto se hizo con la intencidn de apoyar a los estudiantes con esta actividad
y poder avanzar sobre el resto de las actividades. Decisidon que se tomé considerando la
experiencia previa (prueba piloto, entre otras aplicaciones) con esta parte del problema
(inciso b), la cual mostré que este poseia un alto grado de dificultad, y el tiempo estimado

del resto de las actividades.

Sobre el equipo grabado, resultd interesante ver que plantearan un tipo de procedimiento
semejante al planteado en el problema 1: sobre suma y diferencia de areas. Dado que de
esta forma se puede decir que el problema 1 fue util como antecedente para el problema

3.

5.3.2.3 Inciso c) La expresion que denota el area de la cara sombreada

En este inciso los estudiantes llegaron a la misma respuesta:

h2
1. A=6h+z

Cuando se les cuestiond sobre si era valida la respuesta I:
1A= (6+ h) h
T 4

Los estudiantes coincidieron en que también lo era, hablando sobre que eran similares.
Algunos expresando que desarrollando I se podia obtener I1 y otros que factorizando I/ se
podia obtener I . En general los estudiantes desarrollaron la expresién obtenida

grupalmente en el inciso b):
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((6+%)+6>h

A=
2

5.3.2.4 Inciso d) Expresidn que denota el volumen del bebedero

Los estudiantes multiplicaron expresion del dreay el largo del bebedero: 40dm, obteniendo
asi la expresion:

V = 240h + 10h?

5.3.2.5 Inciso e) Problema original: sobre la altura correspondiente a un volumen dado

Este inciso consistid en resolver una versidon modificada del problema original en el cual hay
que encontrar la altura h correspondiente a 700 litros. En esta parte los estudiantes

trabajaron con la siguiente expresién para resolver el problema:

V = 240h + 10h?

Se identificaron diversas estrategias de resolucion y se clasificaron en tres tipos: 1)

evaluacién de la expresion de volumen, 2) manipulacion algebraica de la expresidon con el

proposito de despejar h y 3) identificar la expresion de volumen como una ecuacién

cuadratica, plantearla y resolverla. Los métodos que fueron exitosos se acompafian con su
respuesta: el valor de h, mientras que del resto solo se muestra el procedimiento en si.

1) En primera instancia se identificd la evaluacién de la expresion de volumen:
a. Se observo que los estudiantes introdujeron diversos valores de h en la
expresion (con parte entera 2) y fueron refinando/ajustando los decimales,

esto buscando acercarse al volumen de 700 litros (ver Figura 42).

Figura 42: Evaluacion de la expresién de volumen.
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Esto fue realizado por dos parejas de estudiantes, las cuales plantearon
como resultados h = 2.6287 y h = 2.62874, correspondiendo con los
volumenes V = 699.9886 y IV = 700.0003 respectivamente.

b. Se observé otro tipo de sustituciéon (ver Figura 43).
Z < =1
AR JRA=E

|

240 Go°
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”

Figura 43: Sustitucién de 700 en la expresion de volumen.

Esta forma de resolucion es interesante teniendo en cuenta que no entraba dentro de
las posibilidades consideradas en el analisis previo. Si bien durante los incisos del a) al
d) del problema los estudiantes hicieron uso de la sustitucidon de diversas formas, en

ningun momento realizaron evaluacién numérica.

Respecto del inciso a. los estudiantes igualaron la expresion de volumen a 700 sin
dificultad. Una situaciéon que pudo ser interesante es el haberles preguntado a los
estudiantes sobre cual respuesta era la mds adecuada para contestar el problema.
Asimismo, se observd como los estudiantes fueron aumentando la cantidad de
decimales utilizados en las aproximaciones de la respuesta h, hasta que en su respuesta
final se utilizaron al menos cuatro decimales: se puede decir que consideraron el

elemento del contexto introducido al inicio de la parte 2.

En el inciso b. se observé un error: los estudiantes tomaron el volumen de 700 litrosy
lo sustituyeron como si se tratara de una altura. Existiendo diversas razones posibles
para esto, por ejemplo, el que no les haya quedado claro a los estudiantes que
representaba cada elemento de la expresidn o que en general tuvieran dificultades en

el tema de sustituir en una expresién.

2) Se identificé el uso de manipulacidon algebraica de la expresidn con el propdsito de
despejar h, esto igualando la expresion a 700.

c. Se observaron diversas formas de despejar (ver Figuras 44 y 45):



Figura 44: Manipulacion algebraica-Despeje de h.

Figura 45: Manipulacién algebraica-Despeje de h (verde).

En las Figuras 44 y 45 se pueden observar diversas formas de despeje y la

sustitucién correcta de V = 700, pero sin dar respuesta al inciso.

d. Completacidn del cuadrado perfecto (ver Figura 46):

Figura 46: Completacién de cuadrado.
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En este caso se planted una respuesta con cuatro decimales como se pedia
implicitamente mediante el fragmento de contexto introducido al inicio de la
parte 2: se pudiera decir que los estudiantes tuvieron en cuenta el contexto. Este
procedimiento puede entrar en el tercer tipo, sin embargo, dado el nivel de
manipulacidn algebraica necesario para resolver se considera que encaja mejor

en el segundo tipo.

Si bien no todos los planteamientos fueron exitosos (en el sentido de que no llegaron a la
respuesta o una aproximacién) el razonamiento detrds de estos es el que resultd
interesante. Se pudiera decir que los estudiantes comprendieron que buscaban una altura
especifica para un volumen especifico: 700 litros. Por lo que les resulté intuitivo sustituir
el volumen de 700 (de forma correcta o incorrecta), para el cual deseaban encontrar la

altura correspondiente, y despejar h, que representaba la altura buscada.

3) Los estudiantes reconocieron la expresion como una ecuacidon cuadratica, la
plantearon y resolvieron. Dos parejas llegaron a esta forma de resolucion,
plantearon el uso de la formula general y llegaron a expresiones semejantes (ver

Figuras 47 y 48).

Figura 47: Aplicacién de formula general (1). Figura 48: Aplicacion de formula general (2).

En ambos casos las parejas discriminaron el caso negativo y plantearon sus

respuestas (ver Figuras 49 y 50).

Figura 49: Resultado de formula general (1).
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Figura 50: Resultado de formula general (2).

En ambos procedimientos y respuestas se pudo observar como los estudiantes
descartaron el caso negativo y por ende la respuesta negativa. Considerando que a
lo largo de la sesidn se observé como los estudiantes se apropiaban del problemay
su contexto, por ejemplo, cuando delimitaron los limites de la altura (entre 0 y 4dm)
y el volumen (entre 0 y 1120 litros), se puede inferir que los estudiantes
discriminaron el caso negativo dado que la altura final seria un numero negativo y

esto no tendria sentido en el problema.

El equipo grabado planted este tipo de procedimiento (Figura 47 y 49) y se pudo apreciar
como razonaron el descarte del caso negativo. Por esto, se presentan a continuacion

transcripciones del episodio de trabajo de los estudiantes respecto del inciso e).

5.3.2.5.1 Equipo grabado

Después del trabajo realizado a lo largo de los distintos pasos de la parte 2, los estudiantes
llegaron al inciso e), en el cual debian resolver una versién modificada del problema original.
El equipo grabado comenzé planteando la expresién de volumen igualada a 700 para “saber

la altura de la varilla”:

700 = 240h + 10h?

En general hablaron acerca de realizar despejes: pasar restando 10h?, pasar -10 dividiendo,
pasar 240 dividiendo, pasar h dividiendo. Dicho esto, no se observé que plantearan estas

operaciones en sus hojas de trabajo.

Después se observd como el estudiante 1 manipuld la herramienta de la misma forma que
con la actividad inicial (parte 1): tanteando junto a su compaiiero. Introduciendo diversas

alturas de forma manual con el teclado hasta que se llegé al valor:
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h = 2.62874dm

Resultado observado en su computadora (ver Figura 51) y reflejado en su hoja de trabajo

(ver Figura 52).

. PESS—
hivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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~ Vista Grafica :
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Largo: 4m = 40dm

75964
Ares = 17.5 dm®
Volumen en litros = 700 litros
h=2529 dm

problema original de la siguiente forma.

Paso 5: tiliza la expresién V = 240h + 10h*
varilla para indicar el nivel de agua correspond

Tabla de resultados:

Figura 52: Respuesta en la hoja de problemas.
Por un momento los estudiantes dieron por terminada la actividad, pero mientras hablaban

encontraron una nueva forma de obtener la respuesta, esto usando la expresion de

volumen V = 240h + 10h? (Transcripcién 11).
Estudiante 1: y ya.

Estudiante 2: aja.
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Estudiante 1: casi que esto terminaba con una divisién bien macabra.

Estudiante 2: el volumen es igual... el volumen van a ser 700 litros ¢no?, osea:
700 = 240h + 10h?

Estudiante 1: aaah ya sé lo que teniamos que hacer bro.

Estudiante 2: ¢qué?

Estudiante 1: no, no le quiero suponer (el estudiante escribe)

Estudiante 1: ¢a qué se parece? (mostrando lo escrito)

Estudiante 2: ¢a qué se parece?

Estudiante 1: esto también puede verse como (el estudiante describe la ecuacién

mientras la escribe):

10h? + 240h — 700 =0
Estudiante 2: aja.
Estudiante 1: x2 + x ..., por la chicharronera.
Estudiante 2: mds menos... este écuadl era?
Estudiante 1: no la habias visto asi ¢ verdad?
Estudiante 2: si, pero no se me ocurrid eso...
(Transcripcion 11)

Con esto dicho, se pudo observar en sus hojas de trabajo el planteamiento de la ecuacidn,
después el uso de la formula general y finalmente el calculo de los resultados apoyados de
su calculadora. Durante el calculo de la raiz se dio la siguiente conversacion (Transcripcion

12).
Estudiante 1: la raiz de ocho mil que...
Estudiante 2: 8,000..., 85,600.

Estudiante 1: 600.
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Estudiante 2: 292. ... ¢y eso lo ponemos?

Estudiante 1: siii.

Estudiante 2: ¢hasta cuantos?, élos primeros cuatro?
Estudiante 1: “dos, cuatro, dale los primeros cinco”
(Transcripcidn 12)

En esta conversacion se reflejo el interés por la precision de la respuesta, precision que se
solicité de manera implicita en el inicio de la segunda parte mediante la introduccién del
nuevo elemento del contexto. Dicho esto, desarrollaron los componentes interiores de la

raiz (ver Figura 53).

Figura 53: Desarrollo de la raiz.

Durante el calculo de la respuesta se dio la siguiente conversacién (Transcripcién 13).
Estudiante 2: el primer resultado.
Estudiante 1: menos cuanto... 240, primero -240.
Estudiante 2: sobre 20... 2.62873.. yey.
Estudiante 1: yey, seemon si salié.
Estudiante 2: ... es igual 2.62873...
Estudiante 1: porque el otro no existia en el dominio y ya quedo.
(Transcripcién 13)

En esta Ultima parte se entiende que el estudiante 1 se referia al segundo valor que se podia
obtener mediante la férmula general, que al ser la suma de dos nimeros negativos el
resultado era negativo. Asimismo, dicho estudiante parece haber descartado este valor de

inmediato y su compafiero en primera instancia parece no tener objecién. Se infiere que
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esto ultimo fue asi dado que ya tenian una respuesta inicial y eran muy parecidas (la

obtenida mediante el applet y la calculada con la formula general).

Los estudiantes trabajaron el resto de los incisos y regresaron al inciso e) por sugerencia del
estudiante 2, el cual le preguntd a su compafiero sobre un cierto valor escrito anteriormente

(Transcripcién 14).

Estudiante 2: écudl era después del 3? ¢ya lo borraste?, tres ocho, era un ocho. Un

ocho, listo.
(Transcripcion 14)

Valores que coincidian con las ultimas dos cifras del resultado obtenido en el inciso e)

después de usar la formula general:
h =2.628738

Lo cual es consistente con la escritura en sus hojas, dado que en esta parte se observo un
ligero borrén y un 8 al final. Si bien ya tenian la cantidad de decimales suficientes, se puede
decir que el estudiante 2 no se quedd conforme con el hecho de que se borrara una cifra,
lo cual puede asociarse al tema de la necesidad de la precisidn, enfatizado al inicio de la

segunda parte (ver Figura 54).

Figura 54: Planteamiento y resolucién de la
ecuacién cuadratica. Respuesta h = 2.628738.

Antes de terminar la sesién los estudiantes tocaron el tema de las posibles soluciones

proporcionadas por la ecuacidn cuadratica (Transcripcién 15)
Estudiante 2: tengo... dreas negativas.

Estudiante 1: no tontuelo, en la otra, la otra area no existia en el dominio.
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Estudiante 2: por eso, es area negativa.

Estudiante 1: no, es positiva, pero no existe en el dominio.
Estudiante 2: no, es negativa.

Estudiante 1: esta se estd restando.

Estudiante 2: por eso, pero esta menos una resta sigue dando negativo, sobre 20

sigue dando un area negativa.
(Transcripcién 15)

Aqui pareciera que los estudiantes se guiaron del valor del drea para justificar si la respuesta
era valida o no, aunque antes pareciera que se refieren al valor de la altura en si
(Transcripcidn 13). Ambos razonamientos estan relacionados y son correctos, fijandose en
la altura solo tiene sentido la respuesta positiva por tratarse de un problema que se
presenta como real. Fijandose en el area sucede lo mismo, con la altura positiva se obtiene
un area positiva, mientras que con la altura negativa (valor que no tiene sentido en el
problema) se obtiene un drea negativa, lo cual no tiene sentido en el contexto de un

problema real o considerando la definicion de area.

En el ultimo procedimiento realizado por los estudiantes se pudo observar como estos
fueron capaces de ver la expresién como una ecuacion cuadratica y al mismo tiempo se

puede inferir el estudiante 1 no se olvidé del contexto. Esto ultimo se deduce a partir de lo

—240-292.57477

) “no existia
20

expresado por este acerca de que la segunda altura posible (h =
en el dominio”, un término que ya habia sido mencionado antes durante la clase. En

particular este término fue mencionado por un estudiante al que se le cuestioné sobre que

valores podia tomar la altura, el cual expresoé que el “dominio” de h era entre Oy 4.

5.3.2.5.2.- Cierre del inciso e)

Se observaron diversos procedimientos los cuales se pueden clasificar en tres tipos: 1)
evaluacion de la expresion de volumen, 2) manipulacion algebraica de la expresién con el
proposito de despejar h y 3) identificar la expresion de volumen como una ecuacién

cuadratica, plantearla y resolverla. Se observé que los estudiantes expresaron respuestas
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con al menos cuatro decimales: consideraron el elemento del contexto introducido al inicio
de la segunda parte del problema. Expresado de otra forma, se observaron indicios de que

los estudiantes se apropiaron del contexto.

Respecto de los procedimientos en los que no se llegd a la respuesta o una aproximacion
de esta, se pudiera decir que las ideas base eran buenas, en el sentido de que mediante
estas se podia llegar a la respuesta (hacer uso de sustitucion en la expresion, manipular
algebraicamente la expresién buscando despejar h), sin embargo, no fueron capaces de

aplicarlas correctamente y de desarrollar su procedimiento de manera exitosa.

5.3.2.6 Incisos f) y g: Sobre la expresion en términos del contexto y utilizando lenguaje
matematico.

Las preguntas de estos incisos se plantearon inicialmente con la intencién de averiguar
como estaban interpretando los estudiantes la expresion de volumen obtenida y ver si eran
capaces de expresar esto en términos del contexto del problema y utilizando lenguaje

matematico.

5.3.2.6.1.- Sobre el equipo grabado (equipo 1) e intervencidn del tesista

Los estudiantes tuvieron diversas conversaciones en torno a las preguntas. En primera

instancia leyeron el inciso f) y comentaron al respecto (Transcripcién 16).

Estudiante 1: una funcién que podemos integrar o derivar.
Estudiante 2: una funcién mmm.
El estudiante 2 procede a leer la pregunta 2.

Estudiante 2: usando lenguaje matematico responde, iqué...?, éla misma?, aaah con

tus propias palabras y matematicamente.
(Transcripcion 16)

Los estudiantes continuaron hablando sobre realizar operaciones con la expresién del
volumen (derivar e integrar), para después dar por terminada la actividad. Dicho esto,

continuaron hablando sobre lo planteado por el estudiante 1 acerca de derivar e integrar.
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A continuacidn, los estudiantes hablaron con el tesista y expresaron haber terminado, este,
observé sus respuestas y lenguaje manejado lo que le dio la nocién al tesista de que
posiblemente las preguntas eran ambiguas respecto de la parte del “contexto” y el
“lenguaje matematico”. Después el tesista decidio intervenir buscando aclarar estas partes

ambiguas (Transcripcion 17).

Tesista: (Lee la pregunta del inciso f). Contexto del problema, é¢de qué trataba el

problema?, iqué elementos habia del problema? Teniamos altura... ¢qué mas?
Los estudiantes murmullan algunas ideas.

Tesista ¢teniamos que?

Grupo: el volumen, el area.

Tesista: esto es hablando en el contexto del problema. Segunda pregunta (lee el
inciso g), ahi ya pues estamos... tratando de quitar el contexto, ahi simplemente
hablando mas desde las matematicas mismas y, pero igual son libres de manejar su

lenguaje como mejor prefieran, ahi hay libertad hasta cierto punto.

(Transcripcién 17)
Durante esta intervencion el tesista dio cuenta de lo ambiguo que podia resultar preguntar

Ill

sobre el “contexto” esto al tener en cuenta lo contestado por el grupo; y lo complicado que
era definir “lenguaje matematico”, al punto de que se dio explicacion breve y simple. Lo que
llevdé a concluir, en ese momento, que dificilmente los estudiantes podrian contestar las
preguntas f) y g) adecuadamente.

Durante de esta intervencién el equipo grabado continlo discutiendo acerca de las

preguntas, desarrollandose otra conversacion (Transcripcion 18).
Estudiante 1: |la h seria el desparasitante.
Estudiante 2: no, la V.

Estudiante 1: no, la V es el agua, y el h es la varilla, pero también seria el

desparasitante.

Estudiante 2: éla h?
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Estudiante 1: si.

Estudiante 2: no, la h si es una varilla.

Estudiante 1: oh, demonios.

Hay una pausa y contindan, en general ambos intentan expresar su idea.
Estudiante 1: dependiendo del valor de la varilla es la cantidad de agua que se usa.
Estudiante 2: (asiente). De la altura de la varilla, dependiendo de...

Estudiante 1: de la altura de la... bueno de las marcas de la varilla, (estudiante 2

asiente) es la cantidad de agua que hay.
Estudiante 2: es la cantidad de agua que hay.
Estudiante 1: pues solo hay que poner eso (el estudiante 2 asiente)

Después de algunos comentarios el estudiante 1 le dicté a su compafiero una

respuesta.

Estudiante 1: dependiendo de la varilla es la cantidad de agua que hay.
Los estudiantes se dirigen al tesista para mostrarle su respuesta.
Tesista: de la varilla.

Estudiante 2: bueno de la altura de la varilla.

Los estudiantes sugirieron realizar un cambio y el tesista les indico que dejaran la

respuesta como mejor les pareciera, pero que estuvieran satisfechos con esta.
Estudiante 2: de la altura de la varilla es que...
Estudiante 1: de las marcas.

Estudiante 2: dependiendo de donde llegue el agua a la varilla es la cantidad de agua

qgue hay.
Estudiante 1: listo.

(Transcripcion 18).
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Finalmente se pudieron apreciar sus respuestas finales en sus hojas de trabajo (ver Figuras

55y 56).

Figura 55: Respuesta del inciso f).

Figura 56: Respuesta del inciso g).

De la Figura 55 se puede recuperar “dependiendo de las marcas de la varilla es la cantidad
de agua que hay” y de la Figura 56 “que el volumen esta en funcién de la altura”, esto junto

con algunas expresiones matematicas.

Respecto del inciso f) la respuesta expresada fue de la que mas se discutid, como se puede
observar en las transcripciones anteriores, en si hablaron del tema de la dependencia de la
cantidad de agua (volumen) y las marcas de la varilla (altura), de esta forma se pudiera decir

que los estudiantes dieron cuenta de la relacion de dependencia entre dichas cantidades.

Sobre el inciso g) los estudiantes hablaron brevemente sobre el tema de derivar e integrar
(Transcripcién 16), lo cual se observd que hicieron con la expresion de volumen V =

240h + 10h?, la cual reescribieron como:
F(R) = 240h + 10R?

En general se observd como recurrieron a notacién relacionada con funciones (f(h)),
derivadas (f'(h)) e integrales (F(h)). Considerando esto ultimo y lo reflejado en la
Transcripcién 25 se pudiera decir que los estudiantes vieron a la expresién del volumen
como una funciéon dependiente de la altura, posibilidad que se ve sustentada por el

segmento de la respuesta “que el volumen estd en funcidn de la altura” (ver Figura 46).
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Esta ultima idea no es mencionada de forma tan clara y explicita en las Transcripciones 16,
17 y 18, sin embargo, si se menciond el tema de la “dependencia” como parte de su
discusién sobre el inciso f), asimismo durante el inciso b) hablaron de que la base mayor

dependia de la altura.

Considerando estas ideas se podria decir que la respuesta “que el volumen estd en funcion
de la altura” es una versién “mejorada” de la respuesta “dependiendo de las marcas de la

varilla es la cantidad de agua que hay”.

5.3.2.6.2 Sobre los equipos restantes

A continuacidn, se muestran algunas de las respuestas de las parejas restantes las cuales se
consideré que representaban adecuadamente al conjunto total de respuestas (Figura 57 y

Figura 58).

Figura 57: Respuestas del equipo 4.

Figura 58: Respuestas del equipo 7.

Analizando las respuestas se pudo observar que los estudiantes dieron cuenta de la relacion
entre el volumen del bebedero y la altura (nivel del agua). Asimismo, al comparar las
respuestas de f) en las Figuras 57 y 58 se pudo apreciar un lenguaje en términos del

contexto; por lo que, si bien la pregunta pudo ser ambigua, se puede decir que la
123



intervencién del tesista (Transcripcion 17) apoyd a los estudiantes en superar dicha
situacién. Mientras que al comparar las respuestas de g) en las Figuras 57 y 58 se pudieron
apreciar respuestas muy distintas en cuanto al lenguaje; sugiriendo esto que una pregunta
solicitando una respuesta usando “lenguaje matematico” pudo resultar dificil de

comprender.

5.3.2.6.3 Cierre de los incisos f) y g)

Respecto de los incisos f) y g) se puede decir que las preguntas fueron ambiguas en el
sentido de que “en términos del contexto” y “usando lenguaje matematico” no son
expresiones que se puedan definir, entender y explicar facilmente; aunque se considera que
la intervencién del docente apoyé a los estudiantes en comprender a que se referia la
pregunta con el “contexto”. Considerando esto es que se analizé principalmente el

contenido de las respuestas.

En general los estudiantes mencionaron diversos términos relacionados con la concepcién
de funcidn: variacion y dependencia. Se hizo uso de expresiones como “en funcién”,
“segun”, “depende” para hablar de cdmo se relacionan el volumen y la altura: el volumen

depende de la altura.

Se pudieron apreciar distintos elementos relativos al contexto en las respuestas de ambas
preguntas: la varilla, el bebedero, el nivel del agua, la altura del bebedero, el volumen, entre
otros. Esto pudiera traducirse como que los estudiantes se apropiaron del contexto del

problema o del problema en si mismo (lo hicieron suyo).

Dicho esto, no es que no existan indicios de una respuesta en lenguaje matematico, por
ejemplo, las respuestas del equipo grabado se acercaron a una definiciéon de funcién.
Asimismo, estos durante su discusion de los dos ultimos incisos hablaron del término

“funcién” e identificaron a la expresion de volumen como una.

5.3.2.7 Cierre de la parte 2

Esta parte de la actividad fue bastante amplia en cuanto al tiempo y cantidad de actividades,
se observaron diversos procedimientos de resolucién, asi como formas de razonamiento a
la hora de contestar, siendo algunos esperados y otros no.
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Respecto al tema del uso del contexto se puede decir que los estudiantes se apropiaron del
contexto del problema y pasaron a ver la precision como un tema importante: asumieron
el problema como una situacién real y al valerse este del tema de la precision este ultimo
les resultd relevante. Esto se reflejé principalmente en las respuestas del inciso e) las cuales
fueron expresadas usando minimo 4 decimales, que fue el grado de precisién solicitado por

el problema.

El tema de la precision se intentd utilizar como un detonador del trabajo matematico. Dado
gue se puede decir que el contexto llevd a que los estudiantes vieran la importancia de la
precision y esto a su vez los llevo mas tarde a hacer planteamientos por si mismos (inciso
e), se considera que efectivamente el tema de la precision influencié en que los estudiantes

se comprometieran en un trabajo matematico.

5.3.4 Cierre del problema del bebedero

En la primera parte del problema se les presenté a los estudiantes una herramienta
tecnolégica (applet) para poder resolver lo planteado. En general los estudiantes
manipularon la herramienta y llenaron sus tablas de datos usando diversos grados de
precisidon, hasta dos decimales en la columna de alturas y hasta tres decimales en el

volumen (litros).

Analizando sus respuestas se concluyé de manera general que en ese momento el grupo
podia dividirse en quienes tenian interés de reflejar respuestas precisas en sus tablas
(siendo la mayoria) y en quienes no. Dicho de otra forma, esta parte permitié identificar la

postura inicial de los estudiantes acerca del tema de la precision.

Previo a introducir la segunda parte el tesista pregunto al grupo de estudiantes acerca de
sus respuestas: 1) sobre el nivel de precisién utilizado y 2) si interesaba conocer las
respuestas exactas o bastaba con las obtenidas mediante él applet, esto ultimo dejando en
claro que las respuestas proporcionadas por la computadora eran aproximaciones.

Concordando los estudiantes que en general les parecian respuestas pertinentes.

Hecho esto el tesista intentdé que los estudiantes recordaran el contexto original del
problema (de lo que trataba este) y procedidé a presentar la parte 2. En esta parte se

introdujo un nuevo elemento al contexto (instrucciones del desparasitante) y se les
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cuestiono si las respuestas que habia obtenido mediante el applet eran lo suficientemente
precisas. El resultado fue que los estudiantes coincidieron con que no era suficiente la
precision de sus respuestas dado que “se le podian morir sus animales al granjero”. De esta
forma se puede decir que se apropiaron del contexto y lo vieron como relevante para
contestar el problema: asimilaron el problema como una situacidon real (que era la
intencion), identificaron las repercusiones que podia tener la falta de precision en las
respuestas y de esta forma la precision gano un cierto nivel de importancia para los

estudiantes.

El tesista usé este momento para continuar haciendo énfasis en el contexto, hablandose
sobre como el problema hablaba de un granjero, alguien sin la posibilidad de usar la
tecnologia. Expresando el tesista que una persona en esa situacidén podria usar matematicas
para resolver el problema, herramienta de la que disponian ellos como estudiantes. Esto es,

se presentd a las matematicas como una herramienta que permite ganar precisién.

En el inciso b) se dio una intervencién del tesista para ayudar a los estudiantes a determinar
una expresion importante para la resolucién del problema (expresién para el area de la
parte sombreada). Apoyandose de la herramienta tecnoldgica para construir junto con los

estudiantes dicha expresion.

En el inciso e) los estudiantes obtuvieron una expresién de volumen y aplicaron diversos
procedimientos para resolver el problema simplificado (la busqueda de la altura para un
volumen de 700 litros), reflejando la mayoria de los estudiantes respuestas con al menos
cuatro decimales. En los incisos f) y g) se pudieron apreciar distintos elementos relativos al
contexto en las respuestas de ambas preguntas: la varilla, el bebedero, el nivel del agua, la
altura del bebedero, el volumen, entre otros. Uniendo lo observado en los incisos e), f) y g)
se pudiera decir que efectivamente los estudiantes se apropiaron del contexto del

problema.

De manera sintética se puede decir que el contexto, la intervencién docente y el uso de
tecnologia trabajaron en conjunto en este problema. La tecnologia en un inicio se presentd
como una herramienta que permitia encontrar una primera solucién, después con la

introduccion del nuevo elemento del contexto (parte 2) y la intervencion docente los
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estudiantes dieron cuenta de que la herramienta no era suficientemente precisa para evitar
gue “se le mueran sus vacas al granjero”: hubo una apropiacién del contexto, los
estudiantes vieron el problema de la forma en que se les intentd presentar, como una
situacion real. De esta forma se presentd a las matemdaticas como una herramienta para
ganar precision, lo que permitié introducir el trabajo matematico y que los estudiantes se

fueran comprometiendo en un trabajo matematico.

Durante la parte 2 la tecnologia junto con la intervencion del tesista (trabajando en
conjunto con los estudiantes) jugaron un papel importante en la observacién de
propiedades/caracteristicas de relevancia para la comprension y construccion de un
modelo (inciso b); el cual, mas tarde fue terminado (inciso d) y utilizado para resolver una
version modificada del problema original (inciso e). Destacdndose el papel de la
intervenciéon como una forma de apoyo para superar la tarea de construccién del modelo,

la cual habia mostrado (en aplicaciones previas) ser una tarea dificil y compleja.

Finalmente se descarta como el contexto continuo presente a lo largo de las actividades,
particularmente en los Ultimos tres incisos (e, fy g). Observdndose esto en el contenido de
las respuestas mismas (manejo de lenguaje: bebedero, varilla, etc.) como en la forma de
estas (nivel de precisidn de las respuestas). Considerando esto y el hecho de que el énfasis
en el contexto se hizo principalmente al inicio de la parte 2, es que se considera que hubo
una apropiacién del contexto por parte de los estudiantes; sin descartarse que hubo
momentos previos a las actividades e, f y g en los que contexto fue ligeramente olvidado o

gue tuvo un menos impacto.

Conclusiones

Al inicio del trabajo se planted la pregunta de investigacién ¢ qué papel juegan el contexto
de los problemas, el uso de la tecnologia y las intervenciones del docente para promover el
trabajo de modelizacién matematica de los estudiantes? Mediante el analisis de resultados

se pudo llegar a lo siguiente.

El contexto juega un papel dependiendo del tipo: intra-matematico y extramatematico. En

los problemas de contexto intra-matematico geométrico: caminito y tridngulo, se observo
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como los componentes geométricos favorecieron la evocacion/establecimiento de diversos
conocimientos por parte de los estudiantes, los cuales les fueron de utilidad para plantear
y desarrollar distintos tipos de procedimientos que les permitieron resolver los problemas.
De esta forma se puede decir que el contexto intramatematico geométrico de los problemas
favorecio el trabajo matematico de los estudiantes, el cual interesa llevar al aula de acuerdo
con la concepcién de modelizacion de Sadovsky (2005). En el problema de contexto
extramatematico: bebedero, se observé como los estudiantes se apropiaron del contexto
de la precisidn: fue un elemento importante que influencid su proceso de resolucién, esto
comparando su trabajo de la primera parte del problema y con su trabajo en la segunda

parte.

Respecto del uso de la tecnologia (applets) en primera instancia se pudiera decir su rol fue
ligeramente distinto en cada problema: triangulo y bebedero. En el primero la tecnologia
permitid analizar el problema (fendmeno) mas de cerca, lo que a su vez llevé a identificar
diversas caracteristicas del modelo expuesto en el andlisis previo; asimismo la tecnologia
fue utilizada para obtener las respuestas de manera directa. En el segundo la tecnologia
sirvio para obtener una primera aproximacién de la solucidn (primera parte del problema)
y después fue util para la observacién propiedades relevantes para la construcciéon de un
modelo. De esta forma se puede decir que la tecnologia fue util para la
observacion/identificacion de caracteristicas Utiles para la creacién de modelos: parte de

un trabajo de modelizacién.

Las intervenciones del docente (que para este trabajo fue el tesista) también fueron de
importancia. Siendo algunas de estas el proporcionar informacién como forma de apoyo, el
fomentar que los estudiantes se cuestionen sus respuestas: sobre su validez y pertinencia,
entre otras. Dicho esto, se considera que fueron importantes por el contenido de las mismas,
porque estas se llevaron a cabo en momentos clave de transicidon (entre una parte del
problema y otra) y en general porque sirvieron de apoyo para que los estudiantes
afrontaran partes dificiles de los problemas. Lo que les permitid evocar conocimientos Utiles
para la resolucién de los problemas, establecer relaciones entre los elementos de estos y
favorecid el planteamiento y desarrollo de diversos procedimientos: promoviendo el

trabajo de modelizacién de los estudiantes.
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Dicho esto, los tres elementos: contexto, tecnologia e intervencion docente, no trabajaron
de forma separada. En cada problema se pudo observar como al menos dos de estos
elementos trabajaron en conjunto para promover el trabajo de modelizacién matematica
de los estudiantes. Particularmente en el problema principal de la secuencia se observéd
como los tres elementos se entrelazaron a lo largo de las diversas actividades y trabajaron

de forma conjunta.

Acerca de posibles cambios especificos en la secuencia. En el primer problema se observé
tanto el planteamiento de procedimientos que no se apoyaron de forma directa de la
semejanza de tridngulos, conocimiento que se visualizé como central en la secuencia, como
el planteamiento de procedimientos apoyados fuertemente en dicho conocimiento. Dicho
esto, considerando que la intervencidn del tesista sobre semejanza, la cual se dio una vez
gue los estudiantes trabajaron la actividad un tiempo, favorecié el planteamiento de
procedimientos de este ultimo tipo, un posible cambio es el plantear la intervencion del
tesista antes de que los estudiantes comiencen con la actividad (una vez leida). Esto como
una manera de resaltar la importancia de la semejanza de tridngulos y favorecer el

planteamiento de procedimientos apoyados en este conocimiento.

Respecto del segundo problema, la situacion que se desato al trabajar con el tercer inciso
de la segunda parte se considera que fue beneficiosa para los estudiantes. Dicho esto, se
esperaba que los estudiantes trabajaran con la herramienta y plantearan procedimientos
escritos para resolver el problema, situacion que no se dio, en su lugar los estudiantes
optaron por tomar las respuestas que se podian obtener mediante la herramienta. Como
se menciond en el andlisis de resultados de este problema se considera que la dificultad del
problema o la redaccién de este tuvieron que ver con esta forma de proceder de los
estudiantes, por lo que un posible cambio es el reescribir el problema y destinar un mayor
tiempo para que los estudiantes puedan trabajarlo (al menos dedicarle una sesion

completa), tiempo del que no se dispuso en este trabajo por diversas circunstancias.

Acerca del tercer problema, considerando los resultados obtenidos y el como se dio la
experiencia de clase un posible cambio es aumentar el nimero de sesiones a tres. Esto

buscando dedicar el maximo tiempo posible al inciso b), el cual es clave para resolver la
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segunda parte del problema. De tal forma que la intervencion del docente no sea necesaria
en el mismo nivel que lo fue en este trabajo, sino que el estudiante tenga un rol mas activo:
gue tenga la oportunidad de explorar con la herramienta tecnoldgica, plantear ideas y

llevarlas a cabo, esto buscando construir el modelo que se pide.

Respecto de las preguntas finales, si bien arrojaron informacion importante para el analisis
de resultados se considera que pueden ser removidas de la actividad y de esta forma

concluir con el inciso e), esto sin perderse nada del contenido del problema en si.

Considerando la propuesta original de Segal y Giuliani (2008) se puede decir que se amplié
el marco de posibilidades en cuanto a la resoluciéon de los problemas, esto mediante la
introduccion de una herramienta tecnoldgica digital: applet de GeoGebra. Asimismo, se
considera que el analisis previo hecho como ampliacion del anadlisis didactico presentado
por la autora permitié hacer cambios sustanciales en los problemas, los cuales, teniendo en

cuenta los resultados obtenidos, se puede decir que resultaron beneficiosos.

Aun con los posibles cambios mencionados y los aspectos en los que se considera que se
aportd a la propuesta original de Segal y Giuliani (2008) |la secuencia aun tiene aspectos que
pueden pulirse y existen otras formas de aprovecharla. Por ejemplo, una posibilidad
interesante seria usar esta secuencia para ensefiar sobre la modelizacidon a un conjunto de
maestros. Primero se les podria aplicar una version modificada de la secuencia haciendo
gue experimenten de primera mano su funcionamiento y después complementar esto
mediante la introduccidon de teoria acerca de la modelizacién y uso en la ensefianza. Esto

es, usar la secuencia en la formacion de profesores.
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Anexos
A) Secuencia de actividades: Prueba definitiva

-Sesion 1

Nombre:

Grado: Grupo:
Instrucciones

e Resuelvan los siguientes problemas. Trabajen en parejas.

e Pueden usar las herramientas tecnoldgicas que tengan a la mano, como calculadora,
hoja de calculo, o el “applet” de GeoGebra que esta instalado en las computadoras
y cuyas instrucciones se les proporcionan al final de estas hojas de trabajo.

e Por favor, escriban todos sus procedimientos y resultados usando pluma. En caso de
corregir algun error, eliminen el error con una cruz (un tache). No borren. Todos sus
procedimientos son utiles para nosotros.

Problema del caminito:

Para embaldosar un patio rectangular, se desea saber el drea del caminito sombreado
determinado por la diagonal y una paralela a la misma.

1. Dada la informacidn que se muestra y usando semejanza de tridngulos, contesta,
écual es el area del caminito?

A F
3 5iF3g
AB
51.3°
5
v 90° 28 7° 387
C D JE
10

Problema del triangulo

Se tiene un tridngulo isésceles cuya altura mide 15 cm y su base mide 10 cm, como se
muestra en la figura de mds abajo.

1. Si se marca sobre la altura un punto P a 3 cm de la base del tridngulo, écual es el
area de la parte sombreada de la figura?
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15cm

v

A€
10cm

2. Muevan el punto P sobre la altura para que el drea sombreada sea de
24 cm?, 31.5 cm? y 40 cm? . éA qué distancias de la base ubicaron al punto P para
obtener las dreas pedidas?

e Paraque el drea sea de 24 cm?, la distancia de P a la base es de:
e Paraqueelareaseade 31.5 cm?, ladistancia de P a la base es de:
e Paraqueelareaseade 40 cm?, la distancia de P ala base es de:

Applet: Problema Del Triangulo

A continuacidn, se presentan las instrucciones para usar una herramienta tecnoldgica
llamada applet de Geogebra.

En la computadora, abran el applet llamado “Problema del tridangulo”. Verdn una imagen
como la siguiente.

B

®

Area(PQCR) = 26.2386 cm’

p=6.78 cm

&
15cm
¢ A R 'Cl
10 cm
Representacién del problema
del tridngulo
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Pueden mover varias cosas de este applet. Muevan el punto P de arriba para abajo sobre la
altura. Pueden hacerlo usando el clic izquierdo del ratén o arrastrando el punto negro que

, . + . .
esta sobre el deslizador ( ), en la esquina superior derecha. Para mayor
precision se puede dar clic sobre el deslizador y usar las teclas direccionales izquierda y
derecha del teclado.

En la esquina superior derecha verdn cémo cambian el area de la regién sombreada (PQCR)
y la medida de la distancia del punto P a la base del triangulo.

-Sesiones 2y 3

Nombre:

Grado: Grupo:
Instrucciones

e Resuelvan el siguiente problema. Trabajen en parejas.

e Pueden usar las herramientas tecnoldgicas que tengan a la mano, como calculadora,
hoja de cdlculo; o el “applet” de GeoGebra, el cual estd instalado en las
computadoras y cuyas instrucciones se les proporcionan en la tercera hoja.

e Por favor, escriban todos sus procedimientos y resultados usando pluma. En caso de
corregir algun error, eliminen el error con una cruz (un tache). No borren. Todos sus
procedimientos son utiles para nosotros.

Problema del bebedero

En el campo, algunos bebederos para animales tienen una forma como la que se
esquematiza en el dibujo:
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Se trata de un prisma recto de 40dm de largo, y dos de sus caras son trapecios isdsceles
congruentes de base menor 6dm, base mayor 8dm y altura 4dm. Donde dm indica la unidad
de longitud decimetros.

Un granjero desea desparasitar a sus vacas. Para esto, debe lograr medir con suficiente
certeza 100 litros de agua por cada litro de desparasitante. Para ello necesita graduar una
varilla colocada de forma vertical dentro del bebedero para precisar el nivel de agua
correspondientes a 100, 200, 300, ... litros y asi saber cuanto desparasitante debe agregar.

1. ¢éA qué alturas hay que marcar la varilla para indicar los distintos niveles de agua
(100, 200, 300, ... litros)?

Llenen la siguiente tabla con los valores obtenidos.

Tabla de resultados:

Altura Litros
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Applet: Problema Del Bebedero

En la computadora, abran el applet llamado “Problema del Bebedero”. Veran una imagen
como la siguiente.

D| DC = 8dm I
Largo: 4m = 40dm
Area = 13 dm?
Volumen en litros = 520 litros
h=2dm

* . EF=7
Complementos F G . altura= 4dm
h=2
A AB = 6dm B I

Representacién del Problema
del Bebedero

Pueden mover varias cosas de este applet. Muevan el punto G de arriba para abajo sobre
la altura. Pueden hacerlo usando el clicizquierdo del ratén o arrastrando el punto que estd
sobre el deslizador ( 1 - =), que se encuentra a la izquierda del trapecio
ABCD. Para mayor precision se puede dar clic sobre el deslizador y usar las teclas
direccionales izquierda y derecha del teclado.

En la esquina superior izquierda veran cémo cambian el drea de la region sombreada; el
volumen del bebedero en litros; y la medida de la distancia del punto G a la base del
trapecio, es decir, la altura h del agua en el bebedero. Asi mismo se tiene la casilla de
“Complementos”, al activarla se muestra informacion adicional del modelo, asi como
diversas figuras que podrian resultarles util para plantear sus procedimientos.
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La herramienta tecnoldgica les ayudd a obtener buenas aproximaciones de las soluciones
solicitadas, pero éson buenas aproximaciones?, ¢son estas suficientes? Mantengan estas
preguntas en mente y continlden con la parte 2 del problema.

Parte 2

Después de revisar las instrucciones del desparasitante de manera minuciosa, el granjero
observa la siguiente advertencia “para un uso adecuado es necesario que el recipiente
utilizado este graduado con una precision de al menos cuatro decimales”.

Bajo este contexto ¢ es suficiente la precision reflejada en los resultados que pusieron en su
tabla?

Considerando esta nueva parte del problema, planteen un procedimiento matematico que
les permita contestar la pregunta que les plantea el problema original:

e (A qué alturas hay que marcar la varilla para indicar los distintos niveles de agua
(100, 200, 300, ... litros)?

Para esto, auxiliense de sus conocimientos matematicos y de las herramientas tecnoldgicas.
Como apoyo para contestar esta pregunta se plantean los siguientes pasos:

a) Paso 1: responde a la pregunta écudl es el volumen total del bebedero en dm3?, éy
en litros?

—

Las siguientes formulas les pueden servir para contestar esta pregunta.

Volumenp,isma = Areaggse * |

(B+b)h
AreaTrapecio = T
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Donde B es la base mayor del trapecio, b es la base menor del trapecio, h es la altura del
trapecio y [ el largo del bebedero.

b) Paso 2: resuelve el siguiente problema.

Sea h la altura del agua en el bebedero expresada en dm, calcula el area sombreada
que se forma en la cara del bebedero en términos de h, utilizando para esto semejanza

de tridngulos.

8dm

Pl »
< »

h

4dm

«———MMMM»
6dm

Apdyate para esto de la opcidn “complementos” del applet, analiza la nueva
informacién que se te proporciona. Puedes cuestionarte ¢al mover/variar h que sucede
con el lado superior de la figura sombreada?, ¢como describirias dicho
comportamiento?, {esta informacion puede servirte para resolver el problema?

c)

Paso 3: Denota el area sombreada como A, verifica que se obtiene alguna de las
siguientes opciones e indica cual es:

h
A=(6+3)h
h2
A=6h+—
4
h2
A=6h+7

d) Paso 4: resuelve el siguiente problema.

Sea h la altura del agua en el bebedero expresada en dm, calcula el volumen de
agua expresado en litros. Dendtenlo V' y verifiquen que se obtiene V = 240h +
10h2.

Usando sus conocimientos matematicos el granjero logra deducir que V = 240h +
10h? y observa que dicha expresion le puede servir para resolver su problema.
Después de contar sus vacas este se da cuenta de que necesitara 700 litros de agua
para desparasitarlas a todas, es decir, basta con encontrar la altura h
correspondiente a dicho volumen. Lo cual reduce el problema original de la
siguiente forma.

137



Paso 5: Utiliza la expresion V = 240h + 10h? para calcular que altura h hay que
marcar en la varilla para indicar el nivel de agua correspondiente a él volumen V =
700 litros.

Tabla de resultados:

Altura Litros

A manera de reflexion, contesta lo siguiente:

f) En términos del contexto del problema y usando sus propias palabras, ¢Qué
representa la expresion V = 240h + 10h??

g) Usando lenguaje matematico responde, iqué representa la expresion V = 240h +
10h??
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B) Secuencia de actividades: Prueba piloto

Nombre:

Grado: Grupo:
Instrucciones

e Resuelvan el siguiente problema. Trabajen en parejas.

e Pueden usar las herramientas tecnoldgicas que tengan a la mano, como calculadora,
hoja de cdlculo, o el “applet” de Geogebra que se les proporciona al final de esta
hoja de trabajo y que estd instalado en las computadoras.

e Por favor, escriban todos sus procedimientos y resultados usando pluma. En caso de
corregir algun error, eliminen el error con una cruz (un tache). No borren. Todos sus
procedimientos son utiles para nosotros.

Problema del triangulo

Se tiene un triangulo isésceles cuya altura mide 15 cm y su base mide 10 cm, como se
muestra en la figura de mas abajo.

1. Si se marca sobre la altura un punto P a 3 cm de la base del tridngulo, écual es el
area de la parte sombreada de la figura?

B

15cm

3cm

A
A
(@]

10cm

2. Muevan el punto P sobre la altura para que el area sombreada mida
24 cm?, 31.5 cm? y 40 cm? . éA qué distancias de la base ubicaron al punto P para
obtener las areas pedidas?

e Paraque el drea seade 24 cm?, la distancia de P a la base es de:
e Paraqueeldreaseade 31.5 cm?, ladistancia de P a la base es de:
e Paraqueeldreaseade 40 cm?, la distancia de P ala base es de:
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Applet

A continuacidn, se presentan las instrucciones para usar una herramienta tecnoldgica
llamada applet de Geogebra.

En la computadora, abran el applet llamado “Problema del triangulo”. Veradn una imagen
como la siguiente.

Area = 19.4387 cm?
p=4.59cm
e

R
10 cm

Representacion del problema

o

del tridngulo

Pueden mover varias cosas de este applet. Muevan el punto P de arriba para abajo sobre la
altura. Pueden hacerlo usando el clic izquierdo del ratén o arrastrando el punto que esta
sobre el deslizador (' - '), en la esquina superior derecha. Para mayor precision se
puede dar clic sobre el deslizador y usar las teclas direccionales izquierda y derecha del

teclado.

En la esquina superior derecha veran cémo cambian el area de la region sombreada y la
medida de la distancia del punto P a la base del triangulo.
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