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Resumen

Este proyecto de investigacion parte de dos problemas principales: en el primero la docente se
enfrenta a los distintos retos tanto metodoldgicos, tedricos y practicos, los concibe aislados porque
no logra vincular lo que tiene como base tedrica con su quehacer cotidiano, en donde debe resolver
una gran variedad de dificultades dentro de su sal6n de clases, y el segundo, tiene relacion directa
con un concepto matematico que habia identificado como complicado tanto para su ensefianza como
para su aprendizaje cuando lo trataba con sus alumnos de tercer grado de secundaria: razones
trigonométricas.

A partir de las dos problematicas se establecen dos conjuntos de preguntas y objetivos, el primer
conjunto es para entender la relacion entre la practica docente y la teoria, es decir, de la docencia 'y
la investigacion, y el segundo, es para identificar las condiciones minimas de conocimientos para el
concepto de interés. La perspectiva tedrica considerd tres aspectos: la relacion docencia-
investigacion: se revisaron algunos proyectos colaborativos entre investigadores y docentes; la
construccion del conocimiento en donde se consideraron dos teorias: la Reduccion de la Abstraccion
en la Ensefianza (RAIT) y el pensamiento intuitivo, y el tercer aspecto fue el concepto matematico
partiendo de los conceptos minimos de geometria hasta transitar a los de trigonometria, asi como el
estado del arte en su ensefianza.

Para la realizacion del proyecto se partié de la nocién de indagacién como un método previo para
gue la docente tuviera un acercamiento mas profundo a sus aulas y a lo que se realiza en la
investigacion de Matematica Educativa, por lo cual se desarrolla en condiciones institucionales reales
de ensefianza, es decir, con todas las condiciones que ofrece un aula. Se desarrollaron tres ciclos:
indagatorio, indagatorio-investigativo e investigativo. Los propoésitos de cada ciclo fueron diferentes,
en el primero se identificaron las formas en las que los alumnos tratan con nociones basicas de
geometria, en el segundo se fortalecieron dichas nociones para transitar a los conceptos minimos de
trigonometria y en el tercero se tratd el concepto de relaciones trigonométricas. Los resultados
obtenidos de cada ciclo fueron sometidos a un analisis y a una interpretacién de las formas en la que
los alumnos estaban tratando con los conceptos. Se concluye que la relacion docencia-investigacion
se enriquece con el tiempo y dota al docente de herramientas metodoldgicas, tedricas y practicas que
le posibilitan comprender los fenémenos de sus aulas y proponer en aras de consolidar los
conocimientos de los alumnos. Respecto al concepto matematico se concluye que partir de conceptos
minimos y la incorporacién paulatina de nuevos elementos favorece el desarrollo del pensamiento

intuitivo, le den sentido a los conceptos, y logran seguir construyéndolos.



Abstract

This research project is based on two main problems: in the first, the teacher faces different
methodological, theoretical and practical challenges, he conceives them in isolation because he
cannot link what he has as a theoretical basis with his daily work, where he must solve a great variety
of difficulties within his classroom, and the second is directly related to a mathematical concept that
he had identified as complicated both for his teaching and for his learning when he was dealing with
it with his third-graders of secondary school: trigonometric reasons . Although a distinction is made,
both problems are linked, since the identification of the concept is derived from teaching practice.

From the two problems, two sets of questions and objectives are established, the first set is
to understand the relationship between teaching practice and theory, that is, of teaching and research,
and the second, is to identify the conditions minimum knowledge for the concept of interest. The
theoretical perspective considered three aspects: the teaching-research relationship: some
collaborative projects between researchers and teachers were reviewed; the construction of
knowledge where two theories were considered: the Reduction of Abstraction in Teaching (RAIT)
and intuitive thinking, and the third aspect was the mathematical concept starting from the minimum
concepts of geometry until transitioning to those of trigonometry, thus as the state of the art in its
teaching.

To carry out the project, the notion of inquiry was started as a preliminary method for the
teacher to have a deeper approach to their classrooms and to what is done in educational mathematics
research, for which it is developed in real institutional conditions of teaching, that is, with all the
conditions that a classroom offers. Three cycles were developed: investigative, investigative-
investigative and investigative. The purposes of each cycle were different, in the first the ways in
which the students deal with basic notions of geometry were identified, in the second these notions
were strengthened to move to the minimum concepts of trigonometry and in the third the concept of
trigonometric relations. The results obtained from each cycle were subjected to an analysis and an
interpretation of the ways in which the students were dealing with the concepts.

It is concluded that the teaching-research relationship is enriched over time and provides the
teacher with methodological, theoretical and practical tools that allow them to understand the
phenomena of their classrooms and propose in order to consolidate the students' knowledge.
Regarding the mathematical concept, it is concluded that starting from minimal concepts and the
gradual incorporation of new elements favors the development of intuitive thinking, they give

meaning to the concepts, and they manage to continue building them.
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Introduccion

El presente proyecto de investigacion tiene un enfoque cualitativo, puesto que no se conocen
las variables y se requiere explorarlas (Creswell, 2011, p.16), se lleva a cabo con tres grupos
de tercer grado de secundaria en condiciones institucionales reales de ensefianza, es decir,
con todo lo que ofrece un aula diariamente. La problemaética de la investigacion surge de los
procesos gue se le presentan a un docente cuando aborda conceptos matematicos en el salon
de clases sin que muchos de los alumnos los comprendan, desconociendo la forma de
afrontar dichas dificultades debido a que no logra vincular el bagaje tedrico que posee con
su practica a pesar de su formacion académica, aunado a la baja comprensién que tiene el
docente del por qué surgen dificultades en los alumnos cuando trata el contenido curricular:
explicitacion y uso de las razones trigonométricas: seno, coseno y tangente.

El desarrollo de la investigacion esta concentrado en cinco capitulos, el primero
brinda un panorama general del contexto y las motivaciones del proyecto, se plantean los
dos problemas de investigacion: relacion docencia-investigacion y el concepto matematico,
también se encuentran las preguntas y los objetivos de la investigacion y la justificacion. En
el segundo capitulo se presenta el marco tedrico utilizado, éste se divide en tres partes:
docencia-investigacion, construccién del conocimiento y el concepto matematico. En el
capitulo tres se encuentra la metodologia de la investigacion dividida en cuatro apartados:
Reflexion de la practica docente antes del proceso de formacion para la investigacion y tres
ciclos: indagatorio, indagatorio-investigativo e investigativo. En el capitulo cuatro se
encuentra el desarrollo de la investigacion; los resultados (analisis-interpretacion) de cada
ciclo, finalmente, en el capitulo cinco se encuentran las conclusiones divididas en tres:

relacién docencia-investigacion, concepto matematico y las conclusiones.

XX



Capitulo 1. Contexto de la investigacion

Esta investigacion parte de procesos de autorreflexion en la que la sustentante antes
de incorporarse al programa de maestria ya contaba con tres afios de experiencia como
docente frente a grupo, identificando dificultades en su ejercicio docente, reconociendo que
su practica se encontraba separada de un respaldo tedrico que le permitiera tomar decisiones
metodoldgicas y practicas para el abordaje de contenidos de geometria en particular: razones
trigonométricas propuesto en el Programa de Estudios 2011.

1.1. Retos del ejercicio docente frente a las dificultades en el aula

Antes de que me incorporara al programa de maestria, ya tenia una experiencia de
tres afios como docente frente a grupo, habia identificado las dificultades que se me
presentaban en la practica y de la misma forma, habia identificado los contenidos
curriculares que més dificultades presentan en la ensefianza. A partir de mi experiencia como
docente es que surgen las dos problematicas medulares de la presente investigacion.

Cuando ingresé al servicio profesional docente me di cuenta de que lo que se vive en
las secundarias dista mucho de los procesos pedagogicos que se aprenden en las escuelas
formadoras de docentes, ya que, para enfrentar los retos metodol6gicos y practicos, que se
me presentaron, la formacion adquirida no fue suficiente porque las dificultades de las aulas
eran de todo tipo: conceptuales, metodoldgicas, actitudinales.

Por tal motivo, comencé a buscar alternativas de formacion para hacer frente a la
realidad que se me presentaba en una institucion con grandes dificultades como ausentismo,
reprobacion, violencia, asi como el ambiente que se vivia fuera de la institucion, en donde
predominaba el consumo de sustancias nocivas para la salud. Tomé cursos, platicas y talleres
tanto presenciales como en linea, algunos de matematicas, otros, destinados a la didactica y
a la creatividad, también cursos donde brindaban herramientas para resolver la distraccion,
el aburrimiento y la falta de interés en los alumnos por el aprendizaje de las matematicas,

también asisti a un taller para el disefio de proyectos multidisciplinarios que conjuntaba
1



contenidos de distintas asignaturas, ademas de realizar busqueda de herramientas digitales
por mi propia cuenta.

Con todo lo que aprendi en lo antes mencionado, comencé a modificar mi forma de
ensefianza, el cambio mas significativo que hice fue en la estructura de mis clases, las dividi
en tres, unas para ensefiar lo tedrico, otras para lo practico y una tercera destinada a
actividades recreativas y ludicas, en ellas implementé el uso de materiales didacticos tanto
fisicos como electronicos. También modifiqué la organizacion de los contenidos del
programa de estudios, consideraba que no estaban ordenados de la manera correcta para darle
un seguimiento continuo, revisé el programa y adecué los contenidos en pequefias rutas que
facilitaran la comprension de los conceptos a los alumnos.

Con las modificaciones que realicé obtuve resultados favorables, logré que a los
alumnos les gustaré la clase, que es uno de los ejes que marca el Programa de Estudios (SEP,
2011), Actitud hacia las matematicas; motivar el interés por la asignatura y lo que se les
proponia, asimismo, algunos alumnos presentaban nociones de los conceptos que se les
presentaban, sin embargo, me cuestionaba por qué los conocimientos de mis alumnos no
eran sélidos, por qué en clase desarrollaban bien los conceptos, pero los olvidaban en un
corto tiempo, por qué resolvian problemas determinados, pero cuando modificaba algo,
aunqgue fuera minimo ya no lograban hacerlo.

Mi ensefianza en realidad no habia cambiado en su totalidad, puesto que, yo seguia
ensefiando los conceptos como suelen ensefarse: fortaleciendo la algoritmia y la memoria.
Ellos copiaban lo que se hacia en el pizarron mientras yo buscaba problemas mas dificiles
para que ellos los resolvieran, algunas veces les daba trucos para que se aprendieran de
memoria lo que les solicitaba, otras, ellos pasaban al pizarrén a explicar los procedimientos
que habian realizado para resolver algun problema, inclusive disefiaban sus propios
problemas, porque suponia que cuando un alumno los disefia es porque ha entendido el
contenido, sin embargo, dichos problemas no eran diferentes a los que yo les proponia.

A este tipo de ensefianza de las matematicas, se le ha denominado matematicas

frontales, es decir:
[...] El “frente” de las matematicas son las matematicas en forma “terminada”, tal como se

presentan al pablico en el aula, libros de texto y revistas. [...] las matemaéticas "de frente" son formales,
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precisas, ordenadas y abstractas. Se divide claramente en definiciones, teoremas y comentarios. A
cada pregunta hay una respuesta, o al menos, una etiqueta llamativa: “pregunta abierta”. El objetivo
se establece al principio de cada capitulo y se alcanza al final (Prassad, 2014, p.4).

Prassad (2014), menciona que la ensefianza de la matematica frontal requiere de una
actitud correcta, buena memoria y cierto tipo de estilo de pensamiento para tener éxito, y si
el alumno no cuenta con ello comienza el rechazo y la ansiedad a las matematicas. Ellos
memorizan formulas y algoritmos para posteriormente aplicarlos a diversas situaciones, por
lo cual, en ocasiones lo que aprenden no tiene sentido para ellos, inclusive no se cuestionan
el porqué de lo que se les ensefia, ni les causa curiosidad y es por eso por lo que lo olvidan
con facilidad o les resulta muy complicado aplicar los algoritmos cuando existen cambios
en lo que se les plantea.

Si bien, los cursos, talleres y platicas a las que asisti me brindaron ideas novedosas
de lo que se podia hacer en el aula, éstas no estaban vinculadas a la realidad de cada una de
mis aulas, a las condiciones de mis alumnos ni a mis necesidades para ensefiar los conceptos
matematicos en aras de una comprension por parte de los alumnos. A pesar de planificar y
aplicar distintas actividades, instrumentos y/o herramientas para solucionar las dificultades
que presentan los alumnos en el aprendizaje de las matematicas, como docente, desconocia
qué de todo lo que disefié y apliqué, habia dado resultado.

Regularmente, la teoria se encuentra en manos de los investigadores de Matematica
Educativa, quienes se encargan de teorizar como deberia ensefiarse la matematica en las
aulas, sin tener un contacto cercano con todas las condiciones en donde se dan clases todos
los dias; pareciera que la teoria, es decir, la investigacion se alejo de las aulas y comenzé a
teorizar realidades utdpicas dejando a un lado todo el cimulo de variables que ofrece un aula
y por ende el docente.

Por lo tanto, se genera una dicotomia, dado que el docente le resulta complicado
acceder a dichas teorias para comprender sus aulas, y cuando logra acceder, a través de
cursos, diplomados, talleres o seminarios, lo Unico que hace es replicarlo con sus alumnos
sin considerar el contexto y las condiciones de su realidad, por lo cual, las dificultades y
retos se mantiene vigentes e inclusive se agudizan. De ahi la importancia de promover en los

docentes procesos de investigacion en el aula.



1.2. Retos docentes para la ensefianza de contenidos matematicos

Si bien desde primer grado de secundaria se abordan teoremas y conceptos
matematicos, se hace evidente que los alumnos de tercer grado, no tienen consolidados los
conocimientos basicos de aritmética, algebra, geometria, asi como probabilidad y estadistica,
lo que deriva en complicaciones en la ensefianza de los contenidos curriculares de tercer
grado tales como ecuaciones de segundo grado para algebra, para probabilidad y estadistica:
distribucion frecuencial y teorica, y para geometria, razones trigonomeétricas.

Por ello, la presente investigacion se enfoco a las formas en las que los alumnos de
tercero de secundaria comprenden y aplican el contenido curricular: explicitacion y uso de
las razones trigonométricas seno, coseno y tangente, dado que los alumnos resuelven
problemas sin comprender ni aplicar el concepto de relacién trigonométrica.

Para ejemplificar lo antes mencionado se muestra una actividad (véase figura 1.1.)
desarrollada en las primeras sesiones que imparti de geometria en una escuela de tiempo
completo, en esa sesion se les solicito a los alumnos que disefiaran sus propios problemas
tratando en primer lugar el teorema de Pitagoras y posteriormente las razones
trigonométricas, la actividad debian desarrollarla de manera digital porque seria enviada por
correo electronico.

Se observa que la alumna disefia y contextualiza el problema que se le solicitd, ofrece
una representacion gréafica y en ella marca los angulos agudos con letras del alfabeto y la
medida de los lados que ya conoce, para saber la altura de la rampa utiliza el teorema de
Pitagoras y una vez que tiene todos los datos separa los angulos agudos para realizar la

sustitucion en las razones y solamente se queda en la parte de la sustitucion.



Figura 1.1

Actividad de razones trigonométricas antes de incorporarme al proceso de formacién para la
investigacion

1. Adriana quiere saber que tan alta es una rampa de skatehoard que mide 7 m de hipotenusa y 4 m de un

cateto.

Datos Representacion del problema Solucidn
-Hipotenusa mide 7m c'=akh?
-cateto mide d4m iz 742

c=49-16
OPERACIONES =33
-raiz cuadrada =433
-multiplicacidn =5
-resta
Razones trigonométricas
+
EL &ngulo e 4 El angulo a ca 5
WVEWWE 59”.5’:?:: s sena =-—=:
1 [ [ [
co=4 mp g Co=3 mp 4
caz 5 cos = g 7 ca=4 T
. . 5
hip=7 _o_4 hip=7 =Z2_2
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ga & ca 4
_ca & cotog=s —=-
cotfie —=- o &
oo 4 sec o= 2 =
hip 7 =—=-
sec f=— = - ca 4
ca 5 _hp 7
cscfm—=- co
co 4

Nota: Actividad realizada en Word por una alumna de tercer grado y enviada por la plataforma Schoology.

Se observa que para obtener la altura de la rampa que propone utiliza la ecuacion del
teorema de Pitagoras, es decir, ya lo tiene mecanizado, sin embargo, al obtener la raiz
cuadrada brinda la solucion como un entero e ignora los decimales. Por Gltimo, para las
razones trigonométricas, hace la distincion de los dos angulos agudos, sabe que habra
diferencias en los valores y lo Unico que hace es sustituir, pero no comprende para qué o por
qué de cada una de las razones.

En este sentido, Montiel (2013), sefiala que la forma de ensefianza de las relaciones

trigonomeétricas en las escuelas se “ha convertido [...] en el proceso aritmético de dividir las



longitudes de los lados del triangulo, esto es, en una técnica para encontrar valores faltantes

de un triangulo” y:
si bien resuelve el problema de calcular la altura del edificio (cumpliendo asi con el objetivo escolar de elegir

correctamente la razon trigonométrica tangente y calcular el valor faltante), no asegura un pensamiento trigonométrico ante el

manejo del tridngulo, sus elementos y las relaciones entre éstos (Montiel, 2013, p. 23).

Y justamente era lo que sucedia con mis alumnos, s6lo hacian uso del algoritmo para
resolver problemas y cuando se les cuestionaba por qué utilizaban cierta relacion no lo
sabian. Se estaba ensefiando el contenido en su forma ya terminada, en donde debian poner
en juego sus habilidades de memoria de formula y utilizacion de algoritmo.

A partir de lo anterior, se explicitan dos problemas medulares para la presente
investigacion: la necesidad de que la docente logre vincular su practica con la teoria y la
comprension de los alumnos del contenido curricular: Explicitacion y uso de las razones

trigonométricas seno, coseno y tangente.

1.3. Preguntas de investigacion

A partir de los problemas identificados se establecen dos conjuntos de preguntas: el
primero para la relacién existente entre docencia-investigacion y el segundo para el concepto

matematico.

1.3.1. Docencia-investigacion

Las preguntas para la relacion entre la docencia y la investigacion son:

1) ¢Cuales son las condiciones reales de aula para llevar a cabo procesos de
docencia-investigacion en la ensefianza de las matematicas en educacion
secundaria?

2) ¢Es lanocion ciclo indagatorio pertinente para establecer un vinculo entre la
practica y la teoria en la ensefianza de las matematicas en educacion

secundaria?



1.3.2. Concepto matematico

Las preguntas para el concepto matematico son:

1) ¢Cudles son las condiciones minimas de conocimiento adquirido de los alumnos
para la identificacion de relaciones entre segmentos en el triangulo rectangulo?

2) ¢Cuales son las condiciones minimas de conocimiento adquirido de los alumnos
para el tratamiento de las relaciones trigonométricas?

3) ¢Es el pensamiento geométrico intuitivo una condicion necesaria para fortalecer
la comprension de las nociones de trigonometria?

4) ¢Cudl es la influencia en términos de procesos cognitivos de la mediacion de la

geometria dindmica en el desarrollo del concepto en el aula?

1.4. Objetivos de la investigacion

A partir de las preguntas planteadas se desprenden los siguientes objetivos:

1.4.1. Docencia-investigacion

Los objetivos de la relacién entre la docencia e investigacion son:

1) Identificar las condiciones reales de aula para llevar a cabo procesos de
docencia-investigacion en la ensefianza de las matematicas en educacion secundaria

2) Valorar si la nocion de ciclo indagatorio es pertinente para establecer un vinculo
entre la practica y la teoria para la ensefianza de las matematicas en educacién
secundaria.



1.4.2. Concepto matematico

Los objetivos para el concepto matematico son:

1) Identificar las condiciones minimas de conocimiento adquirido por los alumnos de
tercer grado de secundaria para el tratamiento de las relaciones entre segmentos en
el triangulo rectangulo

2) ldentificar las condiciones minimas de conocimiento adquirido por los alumnos de
tercer grado de secundaria para el tratamiento de las relaciones trigonométricas

3) Valorar si el pensamiento geométrico intuitivo es una condicién necesaria para
fortalecer la comprension de las nociones de trigonometria en alumnos de tercero
secundaria.

4) Reconocer las acciones de la mediacion de la geometria dindmica para la

comprension de nociones vy conceptos relacionadas al concepto en foco.

1.5. Justificacion

Uno de los propositos que persigue en Programa de Maestria es la formacion para la
investigacion considerando que los participantes del programa adquieran las herramientas
tedrico-metodoldgicas para identificar y afrontar las dificultades que se presentan cuando se
abordan los contenidos curriculares en el aula, disefiando, aplicando y evaluando estrategias
didacticas que propicien la observacion, seguimiento y evaluacion de los procesos de
comprension de los alumnos a través de los procesos indagatorio, indagatorio-investigativo

e investigativo.



Capitulo 2. Marco teorico

El marco tedrico en el que se apoya el presente estudio se aborda en tres partes: 1)
relacion docencia-investigacion; 2) construccion del conocimiento, y 3) concepto
matematico.

En el apartado de docencia-investigacion se establece la diferencia entre lo que
realiza un matematico, un docente de matematicas y un investigador de Matematica
Educativa y las relaciones que establece éste con otros campos de conocimiento, se brinda
un panorama general del estado del arte en la relacion entre docentes e investigadores y se
ofrece la concepcion que se tiene para este proyecto sobre la relacion dialéctica entre la
docencia y la investigacion. En el apartado de construccién del conocimiento se toman dos
marcos tedricos: la reduccién de la abstraccion en la ensefianza (Reducing Abstraction in
Teaching (RAIT)), el pensamiento intuitivo y la propuesta utilizada para la investigacion. El
apartado del concepto matematico tiene relacion con el de construccién del conocimiento,
puesto que el RAIT parte de conceptos minimos y poco a poco incorpora nuevos, por tal
motivo, para el concepto se parte de una estructura formal de la ensefianza de la
trigonometria, dicha estructura se redisefid para conectar los conceptos geométricos con los
conceptos basicos de trigonometria y asi partir de lo mas simple, en otro apartado se coloca
el material tedrico consultado para el tratamiento de la geometria y la trigonometria asi como

el estado del arte en la ensefianza de la trigonometria.

2.1 Relacion docencia-investigacion

Para establecer la relacion docencia-investigacion es necesario realizar una distincion
entre lo que hace un matematico, un docente de matematicas y un investigador de
Matematica Educativa y a qué se le concibe como matematicas, asimismo el estado del arte
sobre las relaciones que se han establecido entre docentes e investigadores brinda un

panorama para establecer nuestra propuesta.



2.1.1. Diferencias entre mateméticas, matematicos, docentes de matematicas e investigadores de

Matematica Educativa

Freudenthal (citado en Bass 2005), “consideraba las matematicas no principalmente
como un cuerpo de conocimientos, sino como actividad humana [...] argumento, basarse en
la realidad en torno a fendmenos que piden ser organizados” (p. 420). Si consideramos lo
que dijo Freudenthal y recordamos la historia de las matematicas se observa que, para
construir las matematicas, el hombre comenzo6 con ideas simples, primitivas, seminales,
“declaraciones no probadas como puntos de partida, [...] que pueden aceptarse sin prueba”
(Fischbein, 1987, p.8), porque habia algo en esas ideas que tenian cierta certeza y posibilitaba
seguir construyendo mas conocimiento con ellas. Pronto se empezaron a acumular las ideas
y fue necesario, lo que dijo Freudenthal, organizarlas, es decir, estructurarlas. En este
sentido,

“La preocupacion de los matematicos por crear un sistema racional, autoconsistente, esta
reflejado explicitamente en las obras de los griegos — matematicos y los filésofos Platén, Aristételes
y Euclides- tenian una comprensidn clara de la distincion entre principios directamente aceptables,
axiomas y aquellas propiedades que deben probarse. La historia de las matematicas es, de hecho, la

historia de los esfuerzos para lograr este programa” (Fischbein, 1987, p. 9).

Con el paso de los afios y con los esfuerzos de crear ese sistema, se fueron
conformando las matematicas como un cuerpo amplio y basto de conocimiento, poco a poco
a raiz de su estructura, se volvio una materia abstracta, segin Prassad (2014), hay
principalmente tres cuestiones que las contribuyen de esta forma: a) como sistema de
autocontencion desconectado del mundo fisico y social, b) la naturaleza jerarquica de las
matema@ticas, es decir, cuanto mas nos movemos a los niveles mas altos dentro de la
jerarquia, las entidades matematicas se vuelven mas abstractas y c¢) a menudo perciben las
matematicas como reglas del juego. Poco a poco se fue consolidando ese sistema racional y
autoconsistente, sin embargo, conllevd a la dificultad de transmitirlo a las nuevas
generaciones, los matematicos tenian claro que no podian ensefiarse los conceptos como se

conciben en la matematica pura, porque son abstracciones tan complejas que seria imposible
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su comprension y lo que hicieron fue desdoblar los conceptos formales en pasos, porque “el

proceso es menos abstracto que el objeto” (Prassad, 2014, p. 42).

“[...] en gran parte guiados por las opiniones de los matematicos sobre el tema, nuevos planes
de estudio destacando los tratamientos axiomaticos de las estructuras matematicas béasicas fueron
desarrollados para las escuelas, y los maestros fueron educados rapidamente (e inadecuadamente) en
esta “Nueva Matematica”, con la presuncion de que el conocimiento estaba equipado para ensefiar

esas ideas y percepciones novedosas a los nifios pequefios (Bass, 2005, p. 421).

A partir de esta concepcion, los matematicos dejaban de lado el sentido del concepto
y “a menudo no apreciaban las sutilezas cognitivas y epistemolédgicas de la ensenanza de las
matematicas elementales” (Bass, 2005, p.419), en consecuencia, Se empezaron a presentar
dificultades cuando los alumnos trataban los conceptos.

A raiz de las dificultades que se presentaron, surgié a mediados del siglo XX, la
educacion matematica, cuyo principal interés es “esclarecer las condiciones del aprendizaje
de ideas complejas en situacién escolar, con la finalidad de usar dicho conocimiento en la
mejora de los procesos educativos.” (Cantoral y Farfan, 2003, p. 210). En este sentido, se
observa claramente que “la educacion matematica no son matematicas” (Bass, 2005, p.418),
ni tampoco es docencia en matematicas, las tres se diferencian entre si. Las matematicas a
lo largo del tiempo y gracias a la actividad intelectual humana se ha consolidado como un
cuerpo de conocimiento, mientras que la educacion matematica y la docencia en matematicas
persiguen objetivos distintos, Goos (2014), enfatiza que “el objeto de la investigacion, a
diferencia de la docencia, no es resolver problemas sino generar conocimientos que nos
ayuden a comprender un problema” (p. 189), por su parte, Malara y Zan (2002), subrayan
que ‘el objetivo principal de la investigacion es comprender, mientras que el objetivo
principal de la ensefianza es ayudar a los estudiantes a aprender (Wong, 1995; Ainley, 1999;

Mason,1999, como se citaron en Malara 'y Zan (2002).

2.1.2. Relaciones que establece un investigador de Matemética Educativa

Los investigadores de Matematica Educativa reconocieron la complejidad de los

procesos de ensefianza-aprendizaje y la importancia de la expansién y modificacion del
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marco tedrico valiéndose de otras disciplinas como la psicologia, la filosofia, entre otras,
(Schoenfeld 2002b, p.467-480), para fortalecer su comprension de los fendmenos que se
presentan cuando los docentes y los alumnos se enfrentan con los conceptos de su interes. A
partir de su amplio bagaje tedrico, los investigadores construyen una red conceptual.
Las principales relaciones que establecen son con:
o Las matematicas para estudiar como es tratado el concepto de interés
formalmente
o Los contenidos curriculares estipulados en los planes y programas
o La historia de las mateméticas para fortalecer la comprension de la
epistemologia del concepto
o Otros campos del conocimiento: la psicologia porque aportan las
fuentes tedricas de la ensefianza, el aprendizaje y la comunicacion, la filosofia para
vincularse con la teoria del conocimiento.
o La Matematica Educativa para saber coémo ha sido tratado el concepto
desde la dptica de la investigacion
Con estas relaciones, los investigadores van tejiendo sus ideas para proponer, teorizar
y/o poner en juego las posibles formas en que se ensefian los conceptos de su interés (Véase

figura 2.1).
Figura 2.1

Relaciones que establece un investigador de matematica educativa
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En este sentido, la labor de un investigador de Matematica Educativa dista mucho de
la de un docente de matematicas, inclusive “muchos educadores han cuestionado la
relevancia de las contribuciones hechas por los matematicos de investigacion, cuya
experiencia y conocimiento estd tan alejado de las preocupaciones y realidades de la
educacion matematica escolar” (Bass, 2005, p.418). Debido a esta diferencia se ha
desarrollado un interés constante para fortalecer la relacion entre la teoria 'y practica, es decir,
la teoria que corresponde a los productos de la investigacion y la practica que corresponde a
la funcion de ensefianza y aprendizaje en el aula.

Ultimamente, algunos investigadores han querido reconciliar la teoria y la practica,
se han dado cuenta de “la importancia dramatica de la variable "maestro”” (Malara y Zan
2002, p. 563), como eje para comprender con un poco méas de profundidad las dificultades

que se presentan en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las aulas.

2.1.3. Estado del arte para la relacion entre docentes e investigadores

Se recuperaron algunos de los proyectos en los que los investigadores se vinculan
con los docentes para establecer una colaboracion. Las investigaciones tomadas en cuenta
son: Goos (2014), Cowie, Otrel-Cass, Moreland, Jones, Cooper, y Taylor (2010) y Malara y
Zan (2002), los primeros dos reportan distintas formas de reconciliar la teoria con la practica,
son importantes para comprender qué se ha realizado para dicha reconciliacion, el tercer
documento contiene elementos que se ajustan mas a los que se esta tratando en este proyecto.

Goos (2014), reporta tres proyectos, el primero es un estudio longitudinal que se lleva
a cabo con docentes en formacion, el segundo fue comisionado por el gobierno para apoyar
a los profesores en la incorporacion de la aritmética al plan de estudios y el tercero es una
relacion colaborativa a largo plazo entre un investigador y un docente.

El proyecto realizado con los docentes en formacion comenzé cuando los estudiantes
se inscribieron a la asignatura que impartia el investigador. Este les realizd una invitacion
para participar en el proyecto, se seleccionaron algunos de los que presentaron interés. Los
propdsitos de este proyecto surgieron de las experiencias del investigador en la ensefianza

de cursos anteriores y de las observaciones que habia realizado.
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El segundo proyecto fue comisionado por el gobierno para apoyar a los docentes, los
investigadores impartian “talleres de desarrollo profesional de dia completo durante todo el
afo para apoyar la planificacion y evaluacion, y visito a los maestros en sus escuelas en dos
ocasiones entre los talleres para ofrecer mas consejos y retroalimentacion” (Goos, 2014,
p.195). La mayoria de los docentes estaban comprometidos con el proyecto, sin embargo,
una minoria “eran reacios a disefiar e implementar tareas de aritmética que se alinean con el
modelo” (Goos, 2014, p.195), que los investigadores habian presentado en un principio.

En la ultima el investigador establece una relacion con un docente de secundaria para
llevar a cabo su investigacion de doctorado. Al terminar la investigacion, el docente se
incorporé al doctorado bajo la supervision del investigador que acababa de obtener su grado.
Mientras se realizaba la investigacion de doctorado se tenian objetivos y necesidades
distintas, los roles estaban separados, el investigador era quien proponia los temas y las
preguntas iniciales, posteriormente esta relacién tuvo algunos cambios. Cuando el docente
se incorpord al doctorado, él también comenz6 a proponer sus temas y sus preguntas, con
esto, se volvié mas equitativa la relacion, se establecié una conexion bidireccional entre
ambos. Para el autor el tercer proyecto “parece ideal, y posiblemente idealizado, ofrece un
vistazo a las posibilidades” (p.199), mientras que con los otros dos “no reduce el desafio de
lograr el entendimiento mutuo entre el investigador y profesores que participan en dichos
proyectos” (p.199).

El equipo de trabajo de Cowie et. al (2010), marca tres estudios colaborativos:
profesor-investigador impulsado por investigadores, profesor-investigador dirigido por
docentes y cuando el investigador toma el rol de docente. En el primer estudio se lleva a
cabo el Proyecto Classroom Interactions in Science and Technology Education (InSiTE),

con 12 docentes de 6 escuelas primarias, cuyo objetivo de los investigadores:
era comprometerse con los profesores como participantes en todos los aspectos del proceso
de investigacion con el fin de obtener una mejor comprensién y mejora de la evaluacion del profesor
para las interacciones del aprendizaje (AfL). El estudio se estructur6 como una serie de ciclos de
docencia en el aula y observacion, intercalada con reuniones conjuntas de profesores e
investigadores. El trabajo en el aula permiti6 al equipo probar ideas y reflexionar sobre su impacto en

las interacciones del maestro y el aprendizaje de los estudiantes (p.71).
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Los ciclos posibilitaron la planificacion colaborativa, docentes e investigadores se
reunian para realizar la planificacion, interpretacion de datos y discusion de la teoria,
posteriormente los docentes impartian la clase y dos investigadores la observaban, uno se
centraba en la actividad del docente y el otro en algunas acciones que pasaban en el grupo.
Finalmente, se comentaban las observaciones realizadas por el investigador y el docente
contribuia con las situaciones que le parecian interesantes y los investigadores no habian
tomado en cuenta, agregando una perspectiva interna. El papel de los investigadores fue
“negociar con los profesores las formas en que su practica podria desarrollarse para
convertirse en mas eficaz. Los investigadores introducen nuevas ideas cuando los profesores
las necesitan, para mejorar la practica dentro de las practicas existentes de los profesores”
(Cowie et. al.,2010, p.5).

En el segundo estudio colaborativo, los investigadores fueron invitados para trabajar
en un proyecto con profesores sobre evaluacion para el aprendizaje, los investigadores
establecieron dos preguntas de investigacion y los maestros desarrollaron sus propias
preguntas de investigacion y planes dentro de este marco de referencia, tenian reuniones
periddicas para compartir informacién y perfeccionar lo que se estaba realizando y
finalmente “los profesores elaboraron informes de investigacion individuales utilizando
plantillas proporcionadas por los investigadores” (Cowie, et. al., 2010, p. 6), estos informes
los compartieron los docentes fuera y dentro de sus planteles.

De las relaciones establecidas anteriormente se obtienen beneficios tanto para el
investigador como para el docente, el investigador pone en juego sus intereses, comprende
y teoriza el tema de su interés, también contribuye a enriquecer el cuerpo de la Matematica
Educativa. El docente, “al participar en el proceso de investigacion, [...] profundiza y mejora
sus propias reflexiones sobre sus practicas pedagdgicas cambiantes, lo que aporta una
perspectiva de la vida real muy necesaria para comprender y desentrafiar las complejidades
del aula” (Cowie, 2010, p. 70), ademas al involucrarse en la investigacion logra: "construir
sus propias preguntas, cuestionar sus suposiciones y biografias y reevaluar continuamente si
una solucion particular o la interpretacion funciona y encontrar otra si no lo es” (Cochran-

Smith & Donnell, 2006, como se cité en Cowie et. al. 2010).
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“Regularmente un estudio de investigacion puede ser de relevancia directa para los
profesores, pero mas comunmente su relevancia directa es para otros investigadores”
(Malara y Zan, 2002), lo anterior se observa en las colaboraciones mencionadas
anteriormente porque se centran en los intereses de los investigadores: comprender y teorizar
cdémo se deberia ensefiar matematicas en un salon de clases con ayuda de quién conoce las
condiciones de las aulas: los docentes, en lugar de anteponer las necesidades e intereses de
los profesores. En el proceso, los investigadores se colocan a ellos mismos o lo que estaban
teorizando como modelo a seguir, eligen el tema, la problematica, teoria y metodologia para
posteriormente guiar, proponer, disefiar, analizar, informar y escribir sus documentos
invitando a los docentes a la realizacion de algunas tareas del proceso investigativo, incluso
cuando las investigaciones son dirigidas por los mismos docentes.

Al finalizar la investigacién algunos docentes criticaban la forma en que los
investigadores “llegaban a las escuelas y cosechaban todo, sin dejar nada para el maestro
excepto "gracias" y nunca los volveriamos a ver” (Goos, 2014, p.197), terminado el proceso
algunos docentes debian volver a sus aulas a enfrentar nuevamente las dificultades del dia a
dia, a otros les interesaba la investigacion y se alejaban de las aulas por lo que los beneficios
no se veian reflejados en ellas a un largo plazo.

Malara y Zan (2002), plantean la posibilidad de que exista la relacion de la docencia
y la investigacion en una sola persona, sin embargo, manifiestan que “algunos eruditos se
niegan a creer que los dos roles pueden ser desempefiados por la misma persona, porque se
considera que tales roles pertenecen a culturas separadas™ (p.7), cada uno tienen distintos
objetivos y tiempos; para el investigador su objetivo es comprender y para el docente es
ayudar a los estudiantes a aprender. (Wong, 1995; Ainley, 1999; Mason,1999, como se cito
en Malaray Zan, 2002). Respecto a los tiempos, el docente cuenta con tiempos cortos (ahora,
aqui, con estos estudiantes) y el investigador con tiempos mas largos (en cualquier momento,
en cualquier lugar, con cualquier estudiante).

Los autores mencionan que dicha dicotomia se podria disminuir a largo plazo, puesto
que, al final ambos objetivos estan enfocados a lo mismo: mejora de la ensefianza para la
mejora del aprendizaje de los alumnos, por lo cual, retoman el concepto de docente-

investigador del modelo italiano, y lo toman como un elemento de reconciliacion entre la
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teoria y la préactica “haciéndolo evolucionar en un proceso dialéctico entre los dos polos”
(Malara 'y Zan, 2002, p. 553). Consideran la teoria como un corpus de conocimiento sobre
la educacion matematica en manos de los investigadores - y la préctica - la ensefianza real
realizada por profesores.

Establecen la importancia de la relacion dialéctica entre teoria y la practica: el
contacto con la teoria (Ientamente) cambia los procesos de decision de los profesores - y por
lo tanto la préactica - el contacto con la practica (lentamente) cambia la decision de los

procesos de los investigadores y la teoria final (p.26-27) (vease figura 2.2).
Figura 2.2

Relacién entre teoria y practica

theory the teacher practice
modifies modifies

practice the researcher theory
modifies modifies

Recuperado de: Malara y Zan 2002

El proposito de la relacion docente-investigador en una sola persona es que “disefien
y controlen las situaciones de ensefianza-aprendizaje, no para reproducir procesos
prefabricados. Este conocimiento deberia permitir a los profesores resolver los problemas
practicos que se encuentran, para adaptar su practica a su aula actual” (Malara y Zan, 2002),
sin embargo, para que ello sea posible es necesario que exista reflexion de la practica
docente, “a través de la préctica reflexiva, los profesores toman conciencia de lo que estan
haciendo y por qué: la conciencia es, por tanto, producto del proceso de reflexion”, s un
elemento para reconciliar la teoria y la practica.

En el modelo que los autores proponen consideran al docente como una variable muy
importante porque es él quien posee informacion de las condiciones de aula y las necesidades
que se le presentan diariamente con los alumnos, reconocen a los docentes como “tomadores
de decisiones, influenciados por importantes factores que la investigacion no debe descuidar,
como el conocimiento, las creencias y las emociones” (p.554) decisiones cognitivas
(relacionadas con el contenido), decisiones afectivas (relacionadas con los aspectos mas
interpersonales. ensefianza) y decisiones de gestion (incluida la asignacion de tiempo).

Cooney (1988), como se citd en Malara y Zan (2002).
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2.1.4. Nuestra concepcion sobre la relacion docente-investigador, el docente como dialectizador

A partir de las ideas que establecen Malara y Zan (2002), se recupera el concepto de
docente-investigador, la diferencia sustancial es que dichos autores llevan a cabo el proceso
dialéctico con profesores en formacion y profesores interesados, con el tiempo si presentaban
interés se incorporaban a programas de investigacion y en este proyecto el docente se
incorporod a un programa de maestria.

El cambio sustancial entre las relaciones mencionadas anteriormente y lo que se esta
proponiendo en el presente trabajo es que el docente requiere acercarse al proceso de
investigacion en condiciones institucionales de ensefianza y tome como eje rector su
experiencia en la practica, sus aulas y sus alumnos, para resolver por si mismo las
dificultades que se le presentan para proponer, disefiar, comprender y modificar su ensefianza
en aras de mejorarla, tomando decisiones con mayores elementos tedricos, practicos y
metodoldgicos. Asimismo, teorice lo que ocurre en los salones de clase y no solamente,
como dice Cowie et. al. (2010), haga uso del conocimiento de otros, puesto que, distan
mucho de la realidad que se vive con los alumnos, su prioridad es repercutir en sus aulas
antes que en el cuerpo de conocimiento de Matematica Educativa.

Bajo esta perspectiva, los docentes cumplen con dos funciones: docencia-
investigacion. La docencia-investigacion se realiza en dos espacios diferentes: las aulas y el
programa de maestria en Matematica Educativa. Los primeros son espacios complejos que,
albergan muchos fendmenos y la rige cierta normatividad como los planes y programas, el
reglamento escolar, acuerdos tomados como colegiado para la resolucién de las
problematicas que se presenten en la institucion, eventos civicos y éticos, actividades
extraclase, asimismo, el reglamento interno de cada asignatura, tiempo efectivo de la clase,
caracteristicas de los alumnos, control de grupo por parte del docente, conducta de los
alumnos, inasistencias y retardos, dificultades que presentan los alumnos cuando tratan los
conceptos matematicos, entre otras, A lo anterior se le ha denominado condiciones
institucionales reales de ensefianza..

En el segundo espacio, el departamento de Matematica Educativa, la docente-

investigadora reflexiona sobre su practica docente, identifica, cuestiona, indaga, investiga
18



los fendmenos que se le presentan en sus aulas, también revisa material tedrico, propone y
disefia acciones para ponerlas en juego con sus alumnos en una clase en condiciones reales
de ensefianza. Estos espacios no estan aislados, uno depende del otro. El no verlas de manera
aislada “reduce la separacion entre teoria y practica al hacerlo evolucionar en un proceso
dialéctico entre los dos polos, por otro lado, da vida a un prototipo significativo de un proceso
de formacion de alta calidad” (Malara y Zan 2002, p. 553), el docente-investigador es el
dialectizador de dichos polos.

El docente al formarse para la investigacion fortalece sus concepciones teoricas
pertinentes, no se limita a que “la practica docente a menudo se describe mediante el
triangulo didactico que consta de tres elementos interrelacionados; profesor, alumno y
contenido” (Ostergaard, 2013, p.6), ni replica las diferentes formas en las que han tratados
los contenidos otros docentes o investigadores, sino que también establece conexiones al
igual que el investigador de Matematica Educativa: recurre al cuerpo de conocimiento, la
historia de la matematica, otros campos de conocimiento (psicologia, filosofia, pedagogia,

etc.) y a lo que se ha realizado en Matematica Educativa, como se muestra en la figura 2.3.
Figura 2.3
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Sin embargo, la forma de proceder al momento de establecer dichas relaciones es
diferente a como las hace el investigador, se debe tener en cuenta que el docente no ha tenido
acercamiento a lo que se hace en la investigacion de Matematica Educativa, va iniciando su
proceso de formacion para la investigacion, por lo que, se toma como proceso inicial la
indagacion que es:
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“[...]un modo de aprendizaje y metodologia de instruccion que hace énfasis en las ideas de
los alumnos como los sujetos que resuelven o solucionan un problema o situacién en los estudios, es
decir, aquellos donde se formulan hipétesis, construyen conceptos o recogen datos y que ademas,
pretenden ir mas alla de la simple bisqueda de informacion de su objeto de estudio, plantean el tema
de como indagan y exploran las pautas y procesos de razonamiento cientifico. Su énfasis esta en
desarrollar patrones de autonomia en los alumnos y las alumnas respecto al conocimiento cientifico y
en cuanto a la capacidad intelectual de informarse por si mismo (Camacho, Casilla, Finol de Franco,
2008, p. 288).

En este caso, la indagacién es un modo de aprendizaje y una metodologia de

instruccion para un docente en formacion para la investigacion.

2.2. Construccién del conocimiento

Como ya se ha mencionado en el apartado de docencia-investigacion, para
comprender la complejidad del aula se necesitan muchas herramientas teoricas, entre ellas
conocer la epistemologia del concepto matematico y la forma en que los individuos
construyen su conocimiento.

En esta seccion se tratan dos marcos tedricos relacionados con la construccion del
conocimiento en el aula, el primero es el de intuicidn visto desde los enfoques de Fischbein
(1987); y de Pefia (2020) y el segundo relacionado con el concepto de “Reduccion de la
Abstraccion en la Ensefianza (RAi1T)” propuesto por Prassad (2014). Ambos conceptos:
intuicion y abstraccion tienen una amplia gama de significados en distintos campos de
conocimiento, sin embargo, los dos tienen algo en comdn: han sido considerados como
objetos y como procesos, se consideraran esas ideas y al final se explicara la forma de
concebir las relaciones entre las intuiciones, las abstracciones, el proceso de reduccion de la

abstraccion (RAItT), el proceso de intuicion y el proceso de abstraccion (RAIT).
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2.2.1. Pensamiento intuitivo

A lo largo de la historia ha habido una discusion sobre la amplia, diversa y
controvertida gama de significados que tiene el concepto de intuicidon. Se ha tratado en “los
debates filosoficos, en los fundamentos tedricos de la ciencia y las matematicas, en
consideraciones misticas, en ética y estética, en pedagogia, y, sin embargo, muy poco y muy
rara vez en psicologia” (Fischbein, 1987, p.3). Para algunos es una fuente de verdad, para
otros es completamente lo contrario: una fuente de errores, también ha sido considerada
como un método, una identificacion simpatica, la facultad a traves de la cual los objetos se

captan directamente, intuiciones morales y como una cierta categoria de cognicion.

2.2.1.1. Intuicion como ideas primitivas

Fischbein (1987), se cuestiona sobre “;Como es posible que un término tan confuso
y nebuloso reaparezca persistentemente una y otra vez con un papel preeminente en muchos
dominios importantes como la filosofia, la ciencia, la matemaética, la ética, el arte, la

religion?” (p.6), €l mismo brinda una respuesta a dicha pregunta:

Hay una caracteristica comln bésica que, a pesar de las diferencias entre los diferentes,
permite relacionar los distintos significados en una estructura conceptual comun. EI conocimiento
intuitivo es conocimiento inmediato; es decir, una forma de conocimiento que parece representarse a
si mismo ante una persona como evidente por si mismo. La intuicién, como cognicién inmediata,
puede ser fuente de revelaciones religiosas, de inspiracion artistica, de iluminacion cientifica, etc. En

todos estos casos se trata de formas de cognicion aparentemente inmediatas” (p.6).

Afirma que “una intuicion es, entonces, una idea que posee las dos propiedades
fundamentales de una realidad concreta, dada objetivamente; inmediatez - es decir, evidencia
intrinseca y certeza (no certeza convencional formal, sino certeza significativa practicamente

e inmanente)” (Fischbein, 1987, p.21), también sefiala que

“las intuiciones son so6lo aparentemente cogniciones auténomas y evidentes. Lo son para

conferir a algunas de las ideas del individuo, la apariencia de certeza y validez intrinseca. Pero, de
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hecho, estas ideas parecen muy robustas como efecto de ser arraigado profundamente en la

organizacion mental basica de la persona” (Fischbein, 1987, p. X).

En este sentido, Fischbein (1987) menciona que las intuiciones siguen presentandose
en los diversos campos de conocimiento porque son parte integral de cualquier actividad

intelectualmente productiva.

2.2.1.2 Intuicion como proceso

Pefia (2020), sefiala la intuicibn como un proceso, lo asume como un proceso
constructivo que guarda relacion con el proceso creativo, puesto que “el proceso intuitivo
experimentado por un matematico es similar al del escritor, dramaturgo, musico, poeta”
(p-129). El proceso creativo y el proceso de intuicion estan relacionados, “eso significa que
la intuicion sin construccion esta vacia y no es una percepcion en absoluto, y la construccion
es una accion solo en la intuicion” (Pefia, 2020, p. 131). Decir que estos dos procesos se dan
en la conciencia “nos permite comprender que cualquier juicio o proposicidon matematica es
algun tipo de informe de lo que ha sido construido en mi intuicion” (Pefia, 2020, p.131).

Pefia (2020), reconoce a la intuicion como

“[...] un esfuerzo intelectual, es decir, el que va mas alla de la percepcion de los sentidos o
de la simple memoria. La intuicion podria verse como el punto final de un trabajo previo que implica
prueba, ensayo y error, indeterminacion, introspeccién, interpretacion, analisis, memoria, etc., pero a
la vez es un punto de partida del trabajo 16gico y formal de la matematica” (p.139).
En este sentido,

“el proceso de intuicidon no puede desconocer el contexto real del individuo (no
necesariamente el fisico). En principio, las ideas pueden presentarse a la conciencia de manera
“desordenada”, pero luego, gracias a lo ya conocido por el individuo y, en el caso de la matematica,

por los conceptos y la logica, se convierte en un acto real y comprensible” (Pefia, 2020, p.129).

En este punto, es necesario hacer una aclaracion sobre lo que menciona el autor como
ideas desordenadas, para nosotros esas ideas no son desordenadas son primitivas, seminales,
en otras palabras, son las intuiciones de las que habla Fischbein (1987), no surgen de la nada,

cuentan con un contexto especifico, surgen “cuando el individuo ha estado inmerso en un
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contexto matematico. Cuando mayor sea su conocimiento sobre la matematica, mejor sera
su proceso intuitivo” (Pena, 2020, p. 139), y también se cumple de manera inversa “no sera
fructifero si el individuo no maneja de manera claro los conceptos matematicos, de lo que se
infiera que, el conocimiento de lo nuevo es posible cuando el individuo se apoya en lo ya
conocido”. (Pena, 2020, p. 139).

En resumen, la intuicion es un proceso “donde el mundo real y los conocimientos
previos del individuo juegan un papel importante; y en el transcurso de dicho proceso, no se
puede desconocer la necesidad de la logica para formalizar los hallazgos obtenidos por la
intuicion” (Pena, 2020, p.129).

Antes de seguir es necesario que se explicite lo que se entiende por mundo real.

De acuerdo con Popper, existen tres mundos. EI mundo de los cuerpos fisicos, el de
los estados de conciencia y el mundo de los productos de la mente humana. En este tercer
mundo encontramos los conceptos y teorias matematicas. En cualquier caso, ya sea para
inventar una nueva teoria, para determinar un concepto o simplemente para resolver un
problema, el mateméatico toma como base su mundo real (que puede ser cualquiera de los

tres mencionados).

1. Los objetos del mundo 3 son reales (alin més abstractos que las fuerzas fisicas) pero aln asi,
son reales, pues constituyen herramientas poderosas para cambiar el mundo 1. (No pretendo dar a entender
que esa sea la Gnica razén para considerarlos reales, ni que sean simplemente herramientas).

2. Los objetos del Mundo 3 poseen efectos sobre el Mundo 1 sélo a través de la interpretacion
humana de sus creadores; mas concretamente, poseen dichos efectos gracias a que son captados de, lo
que constituye un proceso del Mundo 2, mas exactamente, un proceso en el que entran en interaccion los
Mundos 1y 3.

3. Por tanto, hemos de admitir la realidad tanto de los objetos del Mundo 3 como de los procesos
del Mundo 2, alin cuando pueda no gustarnos admitirlo por deferencia digamos, hacia la gran tradicion
del materialismo (Popper y Eccles, 1977, p.54) (Citado por Pefia 2020).

Al final de su documento Pefia (2020), sefiala que a pesar de que la discusion que se

tienen sobre el concepto de intuicion ya no es sobre si se deben aceptar o no estas ideas
primitivas ain hay muchas interrogantes para la intuicion y presenta tres preguntas
importantes:

1. ¢Cudl es el papel de la intuicion en el conjunto de creencias de los matematicos y
estudiantes?
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2. Si la intuicién es un proceso, ;Cémo puede éste fortalecerse para que produzca mas
ideas novedosas?

3. ¢Puede establecerse una relacion entre la cantidad de preconceptos estructurados del
individuo y el resultado de sus intuiciones? (p.140).

2.2.2. Reduccion de la Abstraccion en la Ensefianza (RAIT)

Es importante incorporar una pregunta a las que ya ha planteado Pefia (2020); ¢ cual
es el proceso que posibilita identificar las ideas seminales de un concepto matematico?
Nosotros reconocemos que para identificar las ideas primitivas de un concepto matematico
es necesario que varios procesos se relacionen; uno para la de-construccion del concepto
matematico y otro para su re-construccion. Y justamente Prassad (2014), brinda un panorama
de estos dos procesos en lo que Ilama Reduccidon de la Abstraccion en la Ensefianza
(Reducing Abstraction in Teaching (RAIT)). Para comprender su planteamiento es necesario
sefalar la discusion sobre el concepto de abstraccidn, por qué las matematicas se consideran
una materia abstracta, la abstraccion como un objeto y como un proceso, qué se entiende por

objeto matematico y la relacion dialéctica que existe entre lo concreto y lo abstracto.

2.2.2.1 Discusion para definir el concepto de abstraccion

Al igual que el concepto de intuicidn, el concepto de abstraccion ha presentado una
amplia gama de significados en distintos campos teodricos, “puede ser usada como verbo,
sustantivo o adjetivo, cada uno de los cuales ofrece diferentes perspectivas al significado.”
(Mitchkemore y White, 1995) (Citado por Prassad, 2014, p.20), lo cual no permite que haya
un significado preciso de abstraccion, varias disciplinas han estado interesadas en tratar el
tema, en las que se le ha puesto mayor atencion son en la filosofia y la filosofia de las
matematicas. La comunidad de investigacion matematica también se ha interesado en el
concepto de abstraccion, para Piaget (1980), Ginsburg y Asmussen (1988) y Dienes (1989)
citados en Prassad (2014), “la abstraccion es uno de 10s aspectos méas importantes de las

matematicas”, para Piaget (1980), “la abstraccion constituye las habilidades requeridas para
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el aprendizaje elemental a través de conceptos matematicos avanzados”, Ferrari (2003),
citado por Prassad, (2014). sefiala que la abstraccion “es reconocida como una de las
caracteristicas mas importantes de las matematicas desde un punto de vista cognitivo, asi
como una de las razones principales para el fracaso en el aprendizaje” (p.1225). Para otros

la abstraccion es un objeto y para otros es un proceso.

2.2.2.2. Abstraccion como objeto matematico

Existe una diferencia entre un objeto que se usa en lenguaje comun y un objeto que
se utiliza en matematicas. Los objetos en lenguaje comin son “cosas [...] tangibles,
materiales y reales” (Prassad, 2014, p.21), y el objeto matematico “puede referirse a lo
mental, construcciones u objetos abstractos, como propiedades, clases, proposiciones o
relaciones” (Prassad, 2014, p.21), es “el producto final de una actividad mediante la cual se
toma conciencia de las similitudes entre nuestras experiencias” (Prassad, 2014, p.24), y “una
representacion estatica similar a un objeto que comprime la informacion operativa en un todo
compacto” (Prassad, 2014, p.20).

Lave (1988) (citado por Prassad 2014), agrega que el significado que se le dé a un
objeto matematico depende de la “relacion con la situacion y contexto del cual se ha
abstraido el objeto o concepto matematico” (p.22) a esto ¢l llama abstraccion situada, la cual
enfatiza “la conexion con situaciones, no buscando desafiar la utilidad de la abstraccion
matematica formal, sino manteniendo que esta abstraccion puede tener lugar in situ en lugar
de s6lo dentro de un sistema autonomo” (Prassad, 2014, p.22), considerando lo anterior, se
“permite una vision de las matematicas como socialmente creadas y situadas, conservando

su aplicabilidad en diferentes contextos” (Prassad, 2014, p.22).

2.2.2.3. Abstraccion como proceso
Gilson (1937), Walkerdine (1988), y Skemp (1976) (citados en Prassad, 2014 ),

establecen la experiencia como factor importante para la abstraccion, y distingue la

abstraccion como un producto final y el término abstrayendo como una actividad”. Skemp
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(1976) (citado por Prassad, 2014, p. 24), realiza la distincion entre ambas de una manera
concreta:

La abstraccion es una actividad mediante la cual nos damos cuenta de las similitudes [...]
entre nuestras experiencias. Clasificar significa recopilar nuestras experiencias sobre la base de estas
similitudes. Una abstraccion es una especie de cambio duradero, resultado de la abstraccion, que nos
permite reconocer nuevas experiencias que tienen las similitudes de una clase ya formada [...].
Distinguir entre abstraccién como actividad y abstraccion como su producto final, en lo sucesivo
denominaremos a este Gltimo un concepto (pag.21).

Hershkowitz, Schwarz y Dreyfus (2001), citados en Prassad (2014), ven la
abstraccion desde una perspectiva sociocultural dentro de la educacion matematica, la
marcan como un “proceso con una historia, puede capitalizar en herramientas y otros
artefactos, y ocurre en un entorno social particular.” (p. 2) (Citado por Prasad, 2014, p. 24),
toma en cuenta varias cosas como el “conocimiento previo de los estudiantes, el ambiente
de aprendizaje, herramientas tecnologicas, el curriculum, normas del aula y otros
componentes sociales” (Prassad, 2014, p.24).

En este sentido,

“para la mayoria de los conceptos matematicos, la ensefianza no comienza en territorio
virgen” (p.154), sino que todos los estudiantes llegan con ciertas ideas, intuicion y conocimiento ya
formados en su mente la base de su experiencia previa. Cornu sostiene que “estas ideas no desaparecen
siguiendo la ensefianza, al contrario de lo que pueden imaginar la mayoria de los profesores” (p. 154).
Por tanto, sugiere, es importante que los profesores se den cuenta explicitamente de esta dificultad por
parte de sus alumnos y traten de reconstruir su estructura de conocimiento para acomodar los nuevos

conceptos” (Prassad, 2014, p.36).

2.2.2.4. El proceso de Reduccion de la Abstraccién en la ensefianza (RAIT)

Prassad (2014), propuso la RAIT, retomd la idea que habia planteado Hazzan (2005),
sobre la Reduccion de la Abstraccion, sin embargo, la diferencia entre ambas propuestas es
que Hazzan (2005), se centr0 en los alumnos, como “mientras aprenden un nuevo €
infamiliar concepto matematico, los alumnos tienden a trabajar en un nivel mas bajo de
abstraccion como forma de estrategia para hacer el concepto accesible mentalmente”
mientras que Prassad (2014), se centr6 en los docentes, en como “lidian con la abstraccion
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matematica mientras implementan actividades matematicas en el salon de clases” (p.45),
menciona que los primeros que se deben enfrentar a la abstraccion matematica son los
docentes, por lo tanto, la idea de Reduccién de la Abstraccién es una actividad de la
ensefianza, es por eso que la denomina Reduccion de la Abstraccion en la Ensefianza (RAIT).

En el método de ensefianza que propone:

[...] los conceptos se concretan y se presentan a los estudiantes en un nivel inferior de
abstraccion, mediando temporalmente a través de conceptos, objetos, discursos o situaciones en un
nivel inferior de abstraccion. El objetivo es, sin embargo, pasar al mas alto nivel de abstraccion al
ascender desde el nivel inferior. Cuando el alumno asimila lo nuevo, conceptos o ideas abstractas en
su estructura de conocimiento existente. El concepto abstracto se vuelve menos (0 no mas) abstracto
para el estudiante. Pisando el nuevo concepto abstracto concretado, un maestro puede introducir otro
concepto y el ciclo continda. (p.p. 49-50) (véase figura 2.4).

Figura 2.4
Modelo de ensefianza en RAIT

Abstract
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Retomado de Prassad (2014)
En su método le da importancia a la relacidn dialéctica que se establece con conceptos
u objetos menos abstractos y los conceptos u objetos mas abstractos, sefiala que “el
desarrollo de un concepto verdadero (comprension conceptual) sélo es posible cuando los
conceptos cotidianos (forma inferior) y los conceptos cientificos (forma superior) entran en
relacion dialéctica” (Prassad, 2014, p.28), en este sentido también sefiala que

Al trabajar lentamente hacia arriba, un concepto cotidiano despeja el camino para el concepto
cientifico y su desarrollo a la baja. Esto crea una serie de estructuras necesarias para la evolucion de

un concepto mas primitivo, aspectos elementales, los cuales le dan cuerpo y vitalidad. Los conceptos
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cientificos a su vez suministran estructuras para el desarrollo ascendente de los conceptos espontaneos

del nifio hacia la conciencia y su uso deliberado. (p. 192) Vygotsky (1986) (Citado por Prassad).
Esta propuesta tiene un enfoque constructivista, toma en cuenta:

“el conocimiento, la experiencia y el nivel de pensamiento existentes de los alumnos, asi
como sus contextos familiares al tiempo que introducen nuevos conceptos matematicos. Al hacerlo,
el nivel de abstraccion del concepto se reduce y se presenta a los estudiantes para que los estudiantes
pueden lidiar con conceptos u objetos matematicos dentro de su zona de confort, promoviendo asi una

conexion maés rica entre el alumno y el concepto” (Prassad, 2014, p. 35).
Los objetos matematicos cobran sentido en una determinada situacion o contexto y
el proceso de abstraccion toma en cuenta el contexto real y los conocimientos previos al

igual que el proceso intuitivo.

2.2.3. Nuestra propuesta sobre la construccion del conocimiento

Partimos de que para identificar las ideas primitivas de un concepto es necesario que
varios procesos se relacionen; uno para la deconstruccion del concepto matemaético y otro
para su re-construccion.

En este proceso se tienen a los conceptos y a las ideas seminales de un concepto
matematico. A los primeros los Ilamamos abstracciones segun lo que se ha explicado sobre
objetos matematicos y a los segundos, intuiciones de acuerdo con lo que establece Fischbein
(1987). Los objetos matematicos y las ideas seminales pueden conectarse mediante tres
procesos, dependiendo si requerimos ir de lo mas abstracto a lo menos abstracto o viceversa.
Para ir de un objeto matematico a las ideas seminales se encuentra el proceso de reduccién
de la abstraccion, que consiste en deconstruir el concepto para llegar a las ideas primitivas
del concepto, a los elementos minimos con los que fue construido. El proceso de intuicién y
el proceso de abstraccidn surgen cuando existe el proceso de ensefianza y se van de lo menos
abstracto (intuiciones) a lo mas abstracto (conceptos matematicos) ambos toman en cuenta
el mundo real, ya sea que esté incorporado al Mundol, 2 6 3 que menciona Popper y Eccles
(1977), citados por Pefia (2020), y los conocimientos previos de los alumnos.

El proceso de abstraccion lo tomamos en el sentido de Prassad (2014), como una

actividad de la ensefianza que tiene dos objetivos principales: incorporar los elementos
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matematicos minimos en el aula “[...] mediando temporalmente a través de conceptos,
objetos, discursos o situaciones en un nivel inferior de abstraccion. El objetivo es, sin
embargo, pasar al mas alto nivel de abstraccion al ascender desde el nivel inferior”
(Prassad,2014, p.139).

En este proceso se encuentra la relacion dialéctica entre los conceptos u objetos
menos abstractos y los conceptos u objetos mas abstractos, no hemos colocado la relacion
de lo concreto a lo abstracto puesto que, como lo vimos anteriormente, cuando admitimos la
realidad de los 3 mundos de Popper y Eccles (1977), posibilita tomar a las intuiciones como
entidades abstractas. Por lo tanto, el proceso de abstraccion comienza con entidades
abstractas, que es a lo que llamamos intuiciones las cuales pueden ser tanto del Mundo 1, 2
6 3. Conforme el alumno “asimila lo nuevo y conceptos o ideas abstractas en su estructura
de conocimiento existente, la anterior. EI concepto abstracto se vuelve menos (0 no mas)
abstracto para el estudiante. Pisando el nuevo concepto abstracto concretado, un maestro
puede introducir otro concepto y el ciclo continta” (Prassad, 2014).

Con esto se logra decir que este proceso no es lineal, es decir, no va directamente de
una intuicién a un concepto matematico formal, sino que gracias a que el profesor se encarga
de ir enriqueciendo las intuiciones de los alumnos con nuevos elementos posibilita obtener
“totales compactados . Estos totales compactados pueden ser utilizados nuevamente por los
alumnos como intuicién para seguir con la construccion de un nuevo total compactado, en
otras palabras, de un objeto matematico. Gracias a que existe la relacion dialéctica entre ellos
se dice que dicho proceso es un ciclo, donde las intuiciones se vuelven intuiciones mas
elaboradas, y si se quiere seguir construyendo conceptos matematicos las intuiciones vuelven
a servir como ideas primitivas para el nuevo objeto matematico.

El proceso intuitivo se entiende como un proceso constructivo que guarda relacion
con el proceso creativo, parte de las ideas primitivas de un concepto, las cuales surgen
“cuando el individuo ha estado inmerso en un contexto matematico. Cuando mayor sea su
conocimiento sobre la matematica, mejor serd su proceso intuitivo” (Pefia, 2020, p. 139). El
proceso de intuicion y el de abstracciéon estan relacionados, puesto que el proceso de
abstraccioén en la ensefianza depende de las intuiciones que los alumnos vayan manifestando

en las sesiones de acuerdo con sus conocimientos previos y su contexto real, el docente-
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investigador cumple su rol de observador de las acciones realizadas por sus alumnos cuando
tratan con las nociones matemaéticas en las clases y a partir de las dificultades y las
intuiciones que los alumnos presentan debe modificar los nuevos elementos a incorporarse.
Entonces ambos procesos se enriquecen tanto el de abstraccion en la ensefianza como el de
intuicion (véase figura 2.5).

Figura 2.5

Relaciones entre las intuiciones y los objetos matematicos en la ensefianza
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2.3. Concepto matematico: relaciones trigonométricas

El siguiente apartado esta dividido en cuatro partes, la primera ofrece la estructura
general de las funciones trigonométricas realizada por Arenas, Becerra, Morales, Urrutia y
Gbémez (2014), en la segunda parte proponemos a partir del trabajo de los autores
anteriormente citados una estructura que relaciona conceptos basicos de geometria con el
proposito de vincularlos con el concepto de relacion trigonométrica, la tercera parte esta
destinada a los documentos formales e historicos tanto de geometria como de trigonometria,

por ultimo, la parte de estado del arte en la ensefianza de la trigonometria.

30



2.3.1. Estructura general de las funciones trigonométricas

Para la relacion conceptual se reviso el documento de Arenas et. al. (2014), porque
proponen un esquema de una estructura general de las funciones trigonométricas, desde las
relaciones trigonométricas hasta la formula de Euler y las series trigonométricas.

Colocan una estructura general de las relaciones entre distintos conceptos que:

Estd configurada por los objetos (&ngulos, triangulos, etc.), conceptos (razones
trigonomeétricas) y la estructura matematica (funciones trigonométricas). Respecto a las relaciones, se
presentan relaciones verticales o conceptuales, porque la relacion horizontal o de representacion se
presenta en el siguiente apartado. Se pueden distinguir dos focos principales. ElI primero hace
referencia al desarrollo de las razones trigonométricas y el segundo, a la construccion de las funciones
trigonomeétricas desde los numeros reales. Seleccionamos el primer foco para realizar el disefio e
implementacidn de nuestra unidad didactica. (Véase figura 2.6).

Figura 2.6

Estructura conceptual general de las funciones trigonométricas
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Figura 1. Estructura conceptual general de las funciones trigonométricas
Nota. Adaptado de Arenas, Becerra, Morales, Urrutia y Gomez (2014)

El esquema esta dividido en dos partes: la estructura delimitada con lineas punteadas
corresponde al desarrollo de las relaciones trigonométricas, algunos de los conceptos que se
colocan son de geometria, parten de las relaciones trigonométricas para llegar al concepto
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de razon trigonométrica y posteriormente a la resolucién de tridngulos. La segunda parte
corresponde al concepto de funcion ligado con los conceptos de relacion y razén que se
encuentran en la parte delimitada y con otros conceptos trigonométricos. Esta estructura
explicita los conceptos minimos de la geometria y los de trigonometria, los cuales posibilitan
el desarrollo de la segunda parte que corresponden a conceptos mas elaborados. Estos autores
hacen una diferenciacion entre razones trigonométricas y relaciones trigonomeétricas, lo cual

sera importante para la siguiente seccion.

2.3.2. Nuestra propuesta para la estructura conceptual de relaciones trigonométricas vinculada con

conceptos de geometria

Tanto el marco tedrico de la reduccion de la abstraccion (RAIT) y el esquema de
Arenas et. al. (2014), fueron el punto de partida porque brindan el panorama general de las
conexiones entre conceptos de geometria, trigonometria y el concepto de funcién
trigonométrica, sin embargo, nosotros estamos en el nivel de secundaria, un nivel
fundamental para la construccion de la nocion de trigonometria, por lo cual, es necesario
vincular la parte de los elementos de la trigonometria con conceptos de geometria.

Modificamos la parte punteada de la estructura del esquema y agregamos la parte de
los conceptos de geometria. Por lo cual, nuestro esquema también esta dividido en dos partes,
la primera corresponde a los conceptos de geometria y la segunda que esta delimitada por
una linea punteada pertenece a las relaciones trigonométricas. Para geometria se han
considerado conceptos basicos y conceptos transitorios, es decir, que posibilitan transitar a
los conceptos minimos de trigonometria.

El triangulo rectangulo es de interés, puesto que, tanto el teorema de Pitagoras como
el de Tales hacen uso de él, por lo cual, para nosotros es importante colocar de manera
explicita una estructura que posibilite relacionar los contenidos minimos de geometria para
arribar a la nocion de triangulo rectangulo. Comenzamos con sus elementos: vertices,
segmentos y angulos. En angulo se hizo un desglose para el concepto de amplitud porque
sera fundamental para tratar las relaciones trigonométricas. En el Teorema de Tales se toman

en cuenta los siguientes elementos: relaciones entre segmentos, triangulos semejantes, razon
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y proporcion y para el Teorema de Pitagoras fueron dos conceptos de interés: las areas y raiz
de dos. Ambos teoremas conllevan a la medida de segmentos, por lo cual los dos teoremas
tienen dos conceptos en comun: los triangulos rectangulos y la medida de segmentos.

Tanto la raiz de dos como el numero Pi fueron vistos como segmentos
inconmensurables y como numero irracional. La ubicacién de los dos nimeros en el plano
cartesiano se vincula con los numeros reales y asimismo con la representacion grafica de las
razones trigonométricas.

Las conexiones entre los conceptos de geometria son fundamentales para la
transicion a los conceptos basicos de la trigonometria, las mas evidentes son 3: del concepto
de relacién de segmentos a relaciones trigonométricas, de razon a razones trigonomeétricas,
y raiz de dos y pi en el plano cartesiano a la representacion grafica de las relaciones
trigonométricas, sin embargo, toda la conexion conceptual de geometria es importante. A la
primera conexion se le incorpora el concepto de variacion tomando en cuenta los angulos
agudos del triangulo rectangulo para vincularlos con los conceptos de amplitud y periodo,
finalmente la representacion grafica. Las relaciones trigonométricas que se han considerado

han sido seno y coseno, debido al nivel educativo (Véase figura 2.7).
Figura 2.7
Estructura conceptual general de la vinculacién de conceptos de geometria y trigonometria
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2.3.3. Elementos tedricos de los conceptos de geometria y trigonometria

Para la construccion del esquema mostrado anteriormente fue necesaria la revision
de literatura de matematica formal, asi como de documentos histdricos que brindaran a la
docente-investigadora herramientas tedricas para realizar las conexiones entre los contenidos
tanto de geometria como de trigonometria. No debe olvidarse que la investigacion esta
desarrollada en las condiciones reales que ofrece un aula, por lo tanto, la forma en que se
trataron los conceptos en el aula y las dificultades que se presentaron influyeron en el

desarrollo de la estructura conceptual.

2.3.3.1. Conceptos de geometria

Para los conceptos de geometria se recurrio a los Elementos de Euclides (1999). El
libro | se analiz6 completo porque contiene los conceptos minimos de geometria (punto,
linea recta, semirrectas, segmentos de recta, angulo, superficie, figura, circulo, semicirculo
y congruencia), los cuales estan presentes en el Programa de Estudios de Educacion
Secundaria (SEP, 2011). La estructura del libro I es la siguiente: se encuentran 23
definiciones de los objetos con los que se trabaja a lo largo del libro, cinco postulados y 9
nociones comunes 0 axiomas. De los 48 teoremas, 12 son de construccion y 36 de
demostracidn; los teoremas de construccidn requieren de una demostracion constructiva, que
se basa en dos instrumentos, regla y compas, haciendo uso de ellos se logra afirmar o
contradecir un argumento, o probar la existencia de un determinado objeto matematico y los
teoremas de demostracion son aquellos que parten de los supuestos y aplican reglas para
Ilegar a la conclusion deseada. Cada uno de los teoremas estan demostrados utilizando las
definiciones, los postulados y las nociones comunes.

La distribucion de los teoremas del libro es: del teorema 1-26 se tratan en un principio
los teoremas de construccion, propiedades de los triangulos, angulos, perpendiculares y
algunos teoremas de congruencia, de la proposicion 27-32 tratan sobre paralelas y en el 32

realiza la demostracién de la suma de los angulos interiores de un triangulo, de la 33 -48

34



trata lo relacionado con las areas, recuperando los paralelogramos, triangulos, cuadrados y
los ultimos dos teoremas estan relacionados con el Teorema de Pitagoras y su reciproco.

De este libro se puso atencién en los conceptos matematicos que presentaba como
los elementos de la geometria y en la proposicion 47 y 48, porque recuperan la mayoria de
los teoremas anteriores, es decir, es un teorema mas elaborado. También se puso atencién en
los doce teoremas de construccion porque tratan rectas paralelas, perpendiculares y
congruentes, angulos, tridngulos y cuadrados. De los libros I, V y X solamente se revisaron
los primeros teoremas para identificar la forma de tratar los conceptos desde un enfoque
geométrico. Del libro 11 se recuperd la forma en la que se tratan las areas de forma
geomeétrica, es decir, sin utilizar nimeros, recurriendo principalmente a la congruencia de
areas, este libro tiene relacion con el tratamiento del teorema 47 del libro | que corresponde
al Teorema de Pitagoras. Del libro V se tomaron varios conceptos: la comparacion de las
magnitudes (geométricas), relacion, razon y proporcion, las diferencias entre estos conceptos
es sustancial para definir posteriormente qué es una relacion y una razén trigonométrica,
ademas son elementos del Teorema de Tales. Del libro X la conmensurabilidad e
inconmensurabilidad de segmentos utilizando como unidad un segmento.

Para complementar los libros V y VI, se recuperd el documento del Grupo Beta
(1990), porque trata de proporcionalidad geométrica'y semejanzay para el libro X se recurrié
al libro de Peterson y Hashisaki (1969), para revisar el subconjunto de los ndmeros
irracionales y el tratamiento del nimero Pi, la raiz de dos y los temas de geometria.

Ademéas de los libros de Euclides se revisd otro documento historico, el de
Arquimedes (1952), solamente se trataron dos teoremas, el 1y 3 que estan relacionados con

la circunferencia y el circulo.

1.El area de cualquier circulo es igual a un triangulo rectangulo en cual de los lados alrededor del 4ngulo
recto es igual al radio y el otro a la circunferencia, del circulo.

3.Larelacion entre la circunferencia de cualquier circulo y su didmetro es mayor que 3 pero menor que 4

El primer teorema brinda dos formas para calcular el area del circulo tanto por fuera

como por dentro tomando como base un triangulo rectangulo. Y la tercera proposicion ofrece
una aproximacion de la relacion entre la circunferencia y su didmetro, estas proposiciones

son los fundamentos del niamero Pi.
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2.3.3.2. Conceptos de trigonometria

Para los conceptos de trigonometria se revisaron los libros de Stitz y Zeager (2013)
y el de Lucas y James (1970), Trigonometria moderna.

Del capitulo 10 Fundamentos de la trigonometria de Stitz y Zeager (2013), se
revisaron los primeros 3 apartados, porque contenian los conceptos de interés. El capitulo
comenzo con la explicacion de una semirrecta y un &ngulo, los cuales son elementos de la
geometria, el angulo fue de vital importancia para abordar las seis funciones trigonométricas
en el circulo unitario. Por ser el angulo un elemento de la geometria indispensable para el
desarrollo de los conceptos de trigonometria se recurrié a un documento que recuperé la
Historia de la medida angular de Wallis (2005), también se recupero6 el documento de Merlet
(2004), llamado Una nota de la historia de las funciones trigonométricas.

Del libro de trigonometria moderna se revisaron el capitulo 5 que tiene que ver con

Medidas y funciones circulares y el capitulo 6 de Funciones trigonométricas.

2.3.4. Estado del arte de la ensefianza de la trigonometria

Se revisaron dos documentos relacionados con la ensefianza de la trigonometria, el
de Montiel (2013) y el de Maknun, Rosjanuardi y Jupri (2019). Parten de los problemas que
han identificado en la ensefianza de la trigonometria, mencionan que la forma de ensefianza
las razones trigonométricas en las escuelas se “ha convertido [...] en el proceso aritmético
de dividir las longitudes de los lados del triangulo, esto es, en una técnica para encontrar

valores faltantes de un triangulo” Montiel, 2013, p. 23, lo anterior asume a

la raz6n trigonométrica como herramienta, si bien resuelve el problema de calcular la altura
del edificio (cumpliendo asi con el objetivo escolar de elegir correctamente la razén trigonométrica
tangente y calcular el valor faltante), no asegura un pensamiento trigonométrico ante el manejo del

tridngulo, sus elementos vy las relaciones entre éstos (Montiel, 2013, p. 23).

Montiel (2013), identifica que a pesar de que “la introduccion a la trigonometria se

contextualiza en la geometria”, la forma en la que se ha tratado en el discurso Trigonométrico
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Escolar (dTE); “ha despojado a las razones trigonométricas de todo aquello que le da origen,
sentido y significado; es decir, hay una pérdida del proceso geométrico en la construccion
de lo trigonométrico” (Montiel, 2013, p. 27). En este sentido, “propone una construccion
basada en practicas y no solo en conceptos, poniendo énfasis a la construccién de la relacion
y la funcionalidad trigonométricas y sus respectivos desarrollos del pensamiento
geomeétrico-proporcional y analitico funcional” (Montiel, 2013, p. 27). Agrega elementos de
la geometria porque en la
“tradicion escolar el uso de los triangulos tiene un caracter puramente ilustrativo, no son
construcciones geométricas en el sentido estricto y ello puede provocar que lo trigonométrico se vea

solo como la relacién entre angulos y catetos, y no se estudie la naturaleza de esta relacion, que es en

donde radica lo trigonométrico” (Montiel, 2013, p. 27).

“En el sistema educativo mexicano el primer acercamiento del estudiante con la
trigonometria se ubica en el tercer grado de la educacion béasica-secundaria (entre los 14 y
15 anos de edad)” (Montiel, 2013, p. 13), por lo cual las aseveraciones anteriores son de
suma importancia para nosotros, porque en tercero de secundaria se consolidan los conceptos
de geometria y comienza el transito a los conceptos de trigonometria.

Montiel (2013), propuso en su documento una “secuencia de actividades
“prototipicas” que no constituyen un disefio para implementarse en cualquier escenario
escolar, sino que conforman la base de précticas a partir de la cual se pueden elaborar disefios
de clase que se adapten a las condiciones institucionales particulares” (p. 41). Se conforman
de 4 fases: 1. Planteamiento y exploracién de un problema, 2. Un contexto para las
construcciones geomeétricas, 3. Hacia la construccion de la funcion trigonométrica y 4.
Resignificando la funcion trigonométrica.

Utiliza un ejemplo y lo desarrolla en cada una de las fases que propone, nosotros
tomamos ese ejemplo como una ruta de ensefianza de las razones trigonométricas, no nos
centraremos en el problema sino en como lo esta presentando de manera grafica para transitar
a la funcion trigonométrica. En la fase 1 parte del problema y espera que las respuestas de
los alumnos sean dos segmentos concatenados (véase figura 2.8 a), en la fase 2 los segmentos

se inscriben en una circunferencia y posteriormente varia la medida de la circunferencia
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(véase figura 2.8b), con softwares de geometria dinamica le da movimiento a los segmentos,

en la fase tres se incorpora un plano cartesiano (véase figura 2.8c).
Figura 2.8

Ruta que propone Motiel (2013) para la ensefianza de la trigonometria
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Retomado de: Montiel (2013)

Esta propuesta nos fue de interés por varios aspectos; puso en evidencia la necesidad
de vincular conceptos de geometria con conceptos de trigonometria, brindé una ruta para
transitar de lo geométrico a lo trigonométrico y mostrd elementos de la geometria que son
importantes en la trigonometria (angularidad, tridngulos, circunferencia).

Otro documento que se reviso fue el de Maknun, Rosjanuardi y Jupri (2019), ellos
distinguen dos formas de ver la trigonometria:

La trigonometria se puede ver como relaciones de un tridngulo de angulo recto y también
como una funcién. Ambos contextos tienen diferentes enfoques y origenes. La trigonometria como
proporciones se define como el seno es opuesto sobre adyacente, tan conocido por maestros y
estudiantes como SOH-CAH-TOA. Si bien la trigonometria como funcidn significa que hay una
correspondencia entre dos conjuntos (un dominio y un rango, en nimeros reales), busque que cada

elemento en el dominio tiene exactamente un elemento en el rango que le corresponde (p.1).

Mencionan que los estudiantes no logran distinguir los dos contextos, porque el
problema esta “en el hecho de que muchos enfoques para ensefiar trigonometria, como el
enfoque del triangulo rectangulo, enfatizan principalmente las habilidades procedimentales
y tales enfoques no permiten que los estudiantes entiendan el seno y el coseno como una
funcion” (Maknun et.al. 2019, p. 2). Al igual que Montiel (2013), consideran importante
vincular la geometria con la trigonometria. Por lo cual, proponen un disefio didactico que “a

partir de la definicion de trigonometria como proporciones de triangulos rectangulos, los
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estudiantes construyen numerosos triangulos rectangulos que se convierten en un circulo que

los lleva a la nueva definicion de trigonometria y los introduce en el circulo unitario”

(

Maknun et.al., 2019, p. 3) (véase figura 2.9).

Figura 2.9
Vision general del disefio
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Capitulo 3. Metodologia

La investigacion se realizé en cuatro tiempos: el primero fue una reflexion que realizé
la docente de su propia practica antes de incorporarse al proceso de formacién para la
investigacion, los otros tres tiempos se denominaron: ciclo indagatorio, ciclo indagatorio-
investigativo y ciclo investigativo.

El primer tiempo se desarroll6 cuando la docente se incorporé a su formacion para la
investigacion, realiz6 un analisis de los instrumentos que habia aplicado al principio del ciclo
escolar en la escuela secundaria, partié del disefio, su aplicacion y los resultados obtenidos,
lo cual, le posibilitd cuestionarse por qué, para qué, como y con qué propoésito planteaba sus
instrumentos en el aula, asi mismo lograra identificar sus areas de oportunidad.

El desarrollo de los tres ciclos estuvo ligada a los ciclos escolares de la secundaria,
el ciclo indagatorio se llevo a cabo en el periodo escolar 2018-2019, el indagatorio-
investigativo en el 2019-2020 y el ciclo investigativo en el 2020-2021. En el periodo del
2019-2020 se presento la pandemia, (se encuentra marcada con color naranja en el esquema),
se suspendieron las clases presenciales, se tuvieron otros escenarios y otras condiciones, lo
cual, modificd el disefio de la investigacion, porque para los tres se tenia contemplada una
estructura semejante con tres fases: diagnéstico, desarrollo en el aula y valoracion, pero
solamente en el primer ciclo se llevaron completamente las tres, en el indagatorio
investigativo falto la valoracion y en el ciclo investigativo el diagndstico.

En cada ciclo se atendié un grupo de tercer grado distinto, cada uno de ellos con
caracteristicas especificas. EI grupo del periodo del 2018-2019 lleg6 con muchos contenidos
curriculares consolidados, a la mayoria le gustaba la asignatura y tenian disposicién a realizar
las actividades propuestas por la docente. El grupo del periodo 2019-2020 en comparacion
con el grupo pasado presentd poco dominio de los contenidos basicos para ingresar a tercero,
la mayoria de los alumnos presentaban promedio de 6 en segundo grado y algunos
rechazaban la asignatura. El grupo del ciclo escolar 2020-2021 present0 caracteristicas
diferentes respecto a los demas, puesto que, la modalidad fue a distancia, dicha modalidad

dejo entrever las desigualdades tanto econdémicas como sociales que presentan los alumnos
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en sus familias, el grupo se dividié en tres subgrupos, 1) aquellos alumnos que se conectaban
siempre a las sesiones virtuales y entregaban todas sus actividades en la plataforma utilizada,
2) los que regularmente se conectaban y entregaban esporadicamente actividades y 3) con
los que no se logré establecer un contacto con ellos debido a las distintas problematicas
economicas y/o sociales que presentaban.

Para cada una de las fases de los ciclos se disefiaron instrumentos y técnicas de
recopilacién de datos, en el esquema de la figura 3.1 (el esquema también se puede consultar
en el apéndice 0) se encuentran dichos instrumentos en una franja amarilla, la cual representa
el aula presencial, otro instrumento se encuentra en un recuadro gris que es un escenario
virtual y el resto de los instrumentos estan en la franja azul que es el aula virtual.

Entre cada uno de los ciclos hubo un periodo de transicion, es decir, los resultados

obtenidos del ciclo anterior inmediato delineaban el disefio del siguiente.

Figura 3.1
Metodologia general de la investigacion
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Figura 1. Metodologia de la investizacion
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AR: Anélizis de resultados, BA- Resultados del andlisis
Significado de colores

Amarillo: aula presencial

Azl aula virtual

Verde periodos de transicion

H
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A continuacion, se detalla como el profesor hizo la primera reflexion de su préactica,
cdémo se disefiaron y en qué condiciones se aplicaron los instrumentos y técnicas utilizados

en las fases de los ciclos.
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3.1. Reflexidn de la préactica docente antes de la formacion para la investigacion

Antes de comenzar la formacion en la investigacion en el departamento de
Matematica Educativa, la docente ya habia comenzado el ciclo escolar en la escuela
secundaria, las primeras dos semanas fueron destinadas a la aplicacion de los instrumentos
diagndsticos que cada docente consider6 adecuados para conocer las condiciones de su grupo
y comenzar a planificar las actividades con los contenidos especificos de la asignatura.

Debido a la extension del documento de diagnostico y el de planificacion realizados
por la docente solamente se centrd la atencion en los instrumentos que aplico. Aplico dos: el
primero fue un cuestionario relacionado con las Inteligencias Mdltiples (véase anexo 1) que
tenia como propdsito recuperar informacion sobre las diferentes inteligencias de los
alumnos, el segundo instrumento fue otro cuestionario para los conocimientos previos de
contenidos matematicos de primero y segundo grado, especificamente de aritmética y
algebra (véase anexo 2).

El instrumento de inteligencias multiples basado en lo que propone Howard Gardner,
constd de 10 enunciados por cada inteligencia: linguistica, l6gico-matematica, musical,
cinestésica-corporal, espacial, interpersonal, intrapersonal y naturalista, los alumnos leian
los enunciados y ponderaban entre 0 y 5 de acuerdo con la frecuencia con la que ellos
realizaban o les gustaba realizar diversas acciones, cero fue que nunca realizaban la actividad
y 5 fue equivalente a siempre. Para obtener los resultados del instrumento, se realiz6 la
sumatoria de los valores de cada inteligencia, se compararon y se determind cuéles de las
ocho inteligencias fueron las que predominaban en cada alumno.

El cuestionario de conocimientos previos constd de 11 reactivos relacionados con
aritmética y algebra. Los contenidos matematicos puestos en juego fueron: utilizacion de
nameros enteros, multiplicacién de expresiones algebraicas, resolucion de ecuaciones de
primer grado, sistemas de ecuaciones, productos y cocientes de potencias, jerarquia de
operaciones, tabulacion y graficacion de ecuaciones de primer grado.

Para el analisis del cuestionario de inteligencias multiples solamente se consideré la

inteligencia l6gica-matematica, se formularon preguntas de analisis para cada uno de los 10
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enunciados de dicha inteligencia con el proposito de identificar el alcance del instrumento y
posteriormente buscar la relacion de los enunciados con lo que se propone en el Programa
de mateméticas 2011 de Secundaria (Véase anexo 3), posteriormente se realizd una
contrastacion de ambos instrumentos.

Se hizo una revision tedrica sobre lo que propone Howard Gardner sobre inteligencia
e inteligencia l6gico-matematica y se compar6 con lo que propone Piaget sobre inteligencia
para determinar en qué sentido estaba planteado el instrumento que se habia aplicado a los

alumnos.

3.2. Ciclo indagatorio

Una vez que la docente reconocio el alcance de los instrumentos aplicados al
principio del ciclo escolar se comenzo6 con el disefio del ciclo indagatorio en el periodo
escolar 2018-2019 con un grupo de 37 alumnos de tercer grado.

Los propdsitos del ciclo fueron: identificar las condiciones de conocimiento
adquirido por parte de los alumnos que ingresan a tercer grado de secundaria, cOmo tratan
con los conceptos béasicos de geometria en condiciones institucionales e identificar los
contenidos de geometria que posibilitan la transiciébn a los conceptos basicos de
trigonometria.

La indagacion se realizo en tres fases: diagnostico, desarrollo en el aula y valoracion.
Para la fase de diagndstico se disefid un cuestionario (ID), para el desarrollo en el aula se
disefiaron actividades con conceptos de geometria (Act. 1) y al finalizar las actividades se
planted una ultima sesion (US) que abarcé los contenidos tratados durante todo el desarrollo
en el aula, la cual fue videograbada, y, para la fase de valoracion se tuvo un cuestionario
final (IF) y dos entrevistas semiestructuradas (En). Todos los instrumentos y técnicas fueron
aplicados en un aula presencial, los resultados de la aplicacion se analizaron (AR) y se
obtuvieron los resultados del anélisis (RA) y a partir de ello se obtuvieron los resultados de
todo el ciclo (RA-1dg) (Veéase figura 3.2).
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Figura 3.2

Metodologia del ciclo indagatorio
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32.1. Diagnostico

Antes de comenzar el diagndstico se analizo el Programa de Estudios (SEP, 2011),
solamente se centro la atencion en el eje de Forma, espacio y medida. Los contenidos de los
tres grados de secundaria se separaron en los dos temas que se sefialan en el documento:
Figuras y cuerpos y Medida, este acomodo facilito la identificacion de los contenidos basicos
de geometria y la forma en la que se encuentran distribuidos a lo largo de los tres grados
escolares. Se identificaron aquellos contenidos que tenian relacién entre si, no importaba si
se encontraban en primer grado o hasta tercero porque se conjuntaron en contenidos
nodales. Para cada grado se identificd un grupo de contenidos que eran los pilares para el
desarrollo de los demés (véase tabla 3.1).

Tabla 3.1

Contenidos nodales del eje de Forma, espacio y medida de los tres grados

Grado Contenidos nodales del programa

1 o Triangulos y cuadrilateros . Poligonos regulares
. Lineas notables de un tridngulo. . Circulos

2° o Angulos o Figuras simétricas
° Paralelas . Tridngulos isdsceles y equilateros, rombos,
° Suma de los angulos interiores cuadrados y rectangulos

3 e Figuras congruentes o semejantes . Figuras homotéticas.
. Teorema de Tales. . Cuerpos que se generan al girar sobre un eje
° Teorema de Pitagoras
. Razones trigonométricas
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A partir de la tabla 3.1, se disefio la tabla 3.2, los contenidos nodales identificados en
el programa de estudio se organizaron de tal forma que se partiera de las nociones mas
simples hasta nociones més elaboradas como son el teorema de Tales y teorema de Pitagoras
que se tratan en tercer grado. Se identifico que los contenidos de recta, semirrecta, segmento
de recta y angulos no se encuentran presentes de forma explicita en el Programa de estudios,
puesto que, se da por hecho que se han tratado en la primaria y por tal razon, se comienza en
primer grado de secundaria a tratar directamente con triangulos y cuadrilateros. Sin embargo,
nosotros necesitabamos conocer qué nociones tienen los alumnos sobre estos conceptos.

En la tabla 3.2 se encuentra en la primera columna los contenidos programaticos, en

la segunda, los grados en los que se tratan y la tercera lo que se quiere observar (Q/O).

Tabla 3.2.

Lo que se quiere observar de cada concepto basico de geometria
Conceptos béasicos marcados en el ProgramaGrados Lo que se quiere observar (Q/O)
de Estudios (SEP, 2011)

Comparacion de segmentos (no esta explicito en Ante la presentacion visual de una concatenacién de segmentos

el programa de estudios) cémo comparan la longitud de los segmentos.

Operacién de segmentos (no esta explicito en el Ante la presentacion figural de tres segmentos de recta como

programa de estudios) proceden los alumnos a hacer la adicién entre ellos.

Angulos congruentes (no esta explicito en el Ante la presentacion visual de tres angulos congruentes en

programa de estudios) distintas posiciones y con longitud de semirrectas variadas, como
comparan los angulos.

Angulos complementarios y 2° Ante la presentacion visual de un éangulo recto cémo lo
suplementarios conciben y qué nocidn tienen de los angulos que forman un angulo recto.
Clasificacion de &ngulos 1° Ante la presentacion visual de cuatro angulos diferenciados por

sus grados como los nombran segun su clase.

Clasificacion de tridngulos por lados 1° Ante la presentacion visual de tres tridngulos cdmo los nombran

y 2° segun su clase por lados.

No esta presente de manera explicita Ante la presentacion visual de tres tridngulos como los nombran
la clasificacion de tridngulos segln sus &ngulos segun su clase por angulos.
en el Programa de Estudios (SEP, 2011)

Lineas notables en los triangulos 1° Ante la presentacion visual de dos tridngulos qué nocién de

altura tienen.

Angulos interiores de un poligono 2° A partir de dos cuadrados congruentes como descomponen uno
de ellos para formar un triangulo y conocer la nocién qué tienen de los
angulos internos tanto de un cuadrado como de un triangulo.

Poligonos regulares y poligonos 1° Ante la presentacion figural de 3 poligonos regulares y dos

irregulares y 2° irregulares saber si los identifican.

Angulos centrales 1° Ante la presentacion grafica de dos poligonos regulares saber
qué nociones tienen de dngulo central y su medida.

Perimetro de figuras abiertas y 1°

cerradas

Tratamiento del circulo 1° Ante la presentacion de cinco circunferencias saber si asocian
los segmentos y rectas caracteristicos de la circunferencia con la figura
circular.

Area de poligonos 1°

y2°

Teorema de Tales 3° Ante la presentacion visual de tridngulos semejantes entre
paralelas saber si identifican los tridingulos semejantes.

Teorema de Pitagoras 3° Ante la presentacion visual de tres cuadrados distintos saber qué
nocion de unidad tienen y como la tratan cuando realizan una adicion de
areas.
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Los Q/O (qué observar) fueron la guia para el disefio del instrumento diagndstico
(ID) (véase apéndice Al) se disefid un reactivo para cada uno. Los propoésitos del
cuestionario fueron dos: identificar que conocimientos adquiridos tenian los alumnos de los
ciclos escolares pasados e identificar como trataban las nociones basicas de geometria
a partir de la relacion entre los elementos de la figura presentada, por lo cual, los reactivos
constaron de una figura limpia, es decir, sin nimeros.

Después de la aplicacion del instrumento diagndstico se realizd la tabla de
concentracion, que muestra de manera rapida los resultados obtenidos. Las respuestas de los
alumnos fueron tan diversas que la tabla de concentracion fue insuficiente para identificar
cudles eran los conocimientos adquiridos de los alumnos respecto a las nociones de
geometria. Por lo cual, fue necesario interpretar los resultados obtenidos

Posteriormente, se realiz6 una tabla, se agruparon las respuestas de los alumnos que
tenian caracteristicas comunes para cada uno de los 14 reactivos y se comenzaron a analizar
los resultados con las caracterizaciones identificadas. Las respuestas de cada reactivo se
dividieron en subgrupos, cada subgrupo estd relacionado con respuestas que poseen
caracteristicas en comun, de cada uno de ellos se realiz6 una interpretacion. La informacion
se organizé de acuerdo con los subgrupos correspondientes a las caracterizaciones. Y se
comenz6 a analizar cada una de las caracterizaciones del reactivo, identificando qué
informacion esta directamente relacionada con el marco teérico y qué esté relacionada con

la ensefianza previa.

3.2.2. Desarrolloen el aula

Para el desarrollo en el aula se tuvo en cuenta los resultados del cuestionario
diagnostico, los contenidos del Programa de Estudios (SEP, 2011) y tres aspectos
importantes de como se proponen los conceptos de geometria en el Programa:

1. Se da por supuesto que los alumnos poseen los conocimientos basicos
de segmentos de recta, angulos, tridngulos, poligonos, diferencias entre circulo y

circunferencia, porque son contenidos que en cierta forma fueron tratados en
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primaria. Por lo cual no existen contenidos especificos para tratar de manera
particular esos conceptos, sino que ya estan vinculados con otros.

2. Los contenidos de geometria estan relacionados con la medida, por lo
cual, no se pone énfasis a lo figural.

3. Los contenidos estan orientados a la resolucién de problemas de
manera inmediata

Estos tres aspectos tienen relacion con el ejercicio propio de la ensefianza, ya que,
depende del docente la incorporacion de agquellos elementos basicos que no se encuentran
explicitos en el Programa de Estudios (SEP, 2011) o de aquellos que los alumnos no
dominen, él decide qué elementos conceptuales y qué estrategias pone en juego para
desarrollar cada uno de los contenidos programaticos.

Para consolidar los conceptos basicos de geometria es necesario una orientacion
conceptual diferente, en donde se respeten los contenidos programaticos, pero a éstos se
incorporen los elementos basicos que se dan por supuesto que los estudiantes ya poseen, para
que poco a poco a un concepto seminal, se le van incorporando nuevos elementos que

posibiliten el desarrollo de conceptos mas elaborados.

3.2.2.1. Actividades de geometria

Para las actividades de geometria se recuperd el analisis hecho del Programa de
Estudios (SEP, 2011) y se propusieron los conceptos basicos de geometria con sus

respectivas secuencias (véase tabla 3.3).

Tabla3.3
Secuencias para los conceptos basicos de geometria
Conceptos geométricos Secuencias
Recta, semirrecta, segmento Diferenciacion entre recta, semirrecta, segmentos de recta
de recta Operacién con segmentos (adicién, sustraccion, multiplicacion y division)

Diferenciacion entre rectas o segmentos paralelas y perpendiculares y divisién de segmentos

Uso de escuadras para el trazo de segmentos paralelos y perpendiculares.
Angulos Construccion de un angulo a partir de dos semirrectas

Elementos del angulo

Clasificacion de los angulos de acuerdo con su amplitud

Identificacion de &ngulos congruentes entre paralelas cortadas por una transversal
Tridngulos Elementos de un triangulo

Construccion de triangulos a partir de sus lados o sus angulos

Clasificacion de triangulos por lados y angulos

Teorema de la suma de los angulos interiores de un triangulo
Poligonos Cuadrilateros formados con distintos tipos de triangulos

Diagonales en los cuadrilateros
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Suma de los &ngulos interiores en los cuadrilateros
Identificacion de poligonos regulares e irregulares
Diagonales a partir de un vértice de poligonos regulares e irregulares
Suma de los angulos internos de un poligono regular e irregular
Circunferencia Diferenciacion entre circunferencia y circulo
Caracteristicas de las lineas notables de la circunferencia y su relacién con los elementos de la
misma
Explicitacion del nimero pi con el uso de material concreto.
Medicion de la circunferencia tomando como unidad de medida el didmetro
NUmero pi como una constante infinita
Nocién de semejanza entre circunferencias
Teorema de Tales Comparacion de figuras congruentes y semejantes
Comparacion entre segmentos
Razones y proporciones
Tridngulos semejantes
Teorema de Pitagoras Unidades arbitrarias de medida para la longitud y el érea.
Relaciones entre las areas de 3 cuadrados que pertenecen a la primera terna pitagérica
Deduccion del enunciado del teorema de Pitdgoras
Longitud de los lados del triangulo a partir de unidades de medida

En total fueron 20 actividades las que se llevaron a cabo con el grupo de alumnos en
el horario estipulado para el profesor por parte de la institucion. Se realiz6 una planificacién
en la que se detallaron la temporalidad, los espacios y los medios utilizados para el desarrollo
de las actividades. La docente en las actividades presentaba figuras sin medidas, organizé a
los alumnos a partir de los resultados del cuestionario diagnéstico en grupos de trabajo,

algunas actividades se desarrollaron de manera individual.

3.2.2.2. Ultima sesion

Para recuperar toda la informacién sobre las 20 actividades relacionadas con los
conceptos béasicos de geometria se disefid la Ultima sesion en tres momentos, el primero
estaba relacionado con segmentos de recta, paralelas, perpendiculares, angulos
suplementarios, complementarios, aplicados a la obtencién de las medidas de angulos; el
segundo momento tuvo relacion con el Teorema de Tales y el ultimo momento con el
Teorema de Pitagoras. Cabe mencionar que cada momento recuperaba los datos obtenidos
del momento anterior.

Para los tres momentos se disefiaron tres hojas de control (véase apéndice A2), se
tom6 la misma figura geométrica, de la cual los alumnos iban complementando la
informacidn a medida que avanzaban en cada uno de los momentos, los objetivos para cada

hoja de control fueron los siguientes:
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*Primera hoja: Calcular los angulos dada una tangente y el valor de un angulo.

*Segunda hoja: Utilizar el teorema de Tales para calcular el lado de uno de los tridngulos

*Tercera hoja: Utilizar el teorema de Pitagoras para calcular el lado faltante de los tridngulos
de la figura de la hoja.

En esta Gltima sesion se realizd una videograbacion para recuperar la informacion
sobre lo que estaban desarrollando los alumnos. Se tuvieron dos cdmaras: una fija y una
ambulante. La fija registro las actividades de una mesa de trabajo, mientras los alumnos
desarrollaban las actividades y establecian comunicacion entre ellos. Y la cAmara ambulante
iba siguiendo a la docente mientras €l realizaba preguntas relacionadas con las actividades
en cada una de las mesas de trabajo. Se realizd una planificacion corta en donde se
especificaban las acciones de la docente y de los alumnos por tiempos bien delimitados para
que las personas que estaban utilizando las cdmaras supieran las actividades en todo
momento.

Una vez realizadas las video-grabaciones el analisis de los datos obtenidos fue de la
siguiente manera: se recuperé la grabacion de la camara ambulante y se edito6 el video para
separarlo por mesas y por momentos, es decir, cada mesa de trabajo tuvo un video que se
dividio en los tres momentos. Posteriormente, se realizo la transcripcién del video de cada
una de las mesas y se identificaron a los alumnos con mayores intervenciones. Se centro la
atencion en dos alumnos de una mesa puesto que eran los que recuperaban la informacion
parecida a las otras mesas. Con estos alumnos identificados se realizd un ejercicio de
confrontacién de sus intervenciones en el video y las hojas de control de la sesion.

En el desarrollo de las actividades la docente registré sus observaciones para cada
una de las sesiones en una bitacora, la cual estuvo dividida en dos columnas, la primera
columna destinada a la descripcion de los aspectos que la docente considerd importantes y
en la segunda se colocaron conclusiones, cosas que tenian que modificarse por presentar

dificultades y algunas relaciones que se establecian con la teoria revisada.

3.2.3. Valoracion
Para la valoracion del ciclo indagatorio se aplicé un instrumento final y se hicieron

dos entrevistas.
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3.2.3.1. Instrumento final

Como parte de la valoracion se realizd un instrumento final (véase apéndice A3),
cuyo objetivo fue valorar la consolidacion de los conocimientos basicos de geometria, asi
como validar lo sucedido en las actividades propuestas en clase. Se centro la atencion en la
forma en la que los alumnos desarrollan los conceptos, si los tienen consolidados o siguen
presentando las mismas dificultades que se identificaron en el cuestionario diagnostico, si
centran su atencion a lo figural o siguen recurriendo a la medida al momento de tratar figuras,
y la forma de expresarse para explicar cbmo resuelven los reactivos.

El analisis de los resultados del cuestionario final estuvo enfocado en el propdsito
que se planteo para cada uno de los reactivos conforme a los conceptos matematicos puestos
en juego. También se agruparon las respuestas de los alumnos para cada reactivo y se
identificaron que muchas de esas agrupaciones fueron similares a las del cuestionario
diagndstico, sin embargo, no se obtuvieron muchas agrupaciones por reactivo, ademas el
numero de alumnos que contestaba de manera correcta aumentd y el cuestionario posibilito
que los alumnos proporcionaran sus explicaciones de como habian resuelto cada uno de los
reactivos.

Los cuestionarios diagnéstico y final presentan diferencias sustanciales que se
observan en la tabla 3.4

Tabla 3.4
Comparativa general de los dos instrumentos
1D IF
Objetivo Identificar qué nociones tienen los alumnos Validar la consolidacion de los conceptos
respecto a los conceptos puestos en juego puestos en juego
Disefio 14 reactivos 9 reactivos
Cada reactivo abarcaba una nocion bésica Un reactivo recupera varias nociones
No se solicita explicacion ni justificacion  conceptuales
Se les solicita explicacion o justificacion
*Lo que se queria observar para cada nocion Propésito relacionado con el concepto puesto
Criterios deconceptual en juego
analisis *Interpretacion de las respuestas escritas y

acciones realizadas de los alumnos

*Como estan  presentes las ideas
fundamentales de medida

*Como estaban presentes los niveles de Van
Hiele y Tall (2018)
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3.2.3.2. Entrevista

Por altimo, se realizaron dos entrevistas semiestructuradas, el objetivo fue verificar
si los alumnos tenian la madurez o no para llegar en buenas condiciones a los conceptos de
trigonometria, en las entrevistas se identificd qué conceptos o nociones previas fueron las
que tenian los alumnos. Se eligieron a dos alumnos, y se confrontaron sus resultados desde
el principio de la experiencia (cuestionario diagnéstico, final y las hojas de control de la
ltima sesién). Se tom6 como eje las hojas de control de la ultima sesion y se disefio
un guion de entrevista (véase apéndice A4) para evitar que la entrevista se desviara.

De las hojas de control se desprendieron preguntas relacionadas con los tipos de
angulos, triangulos, las caracteristicas de los tridngulos congruentes y semejantes, la
utilizacion del teorema de Tales y de Pitagoras, cada entrevista se realiz6 en 50 minutos con
dos camaras que tomaran el registro de video.

Para el andlisis de la entrevista se realiz6 la transcripcion de cada una de las
entrevistas, se identificaron los tres momentos y los elementos sustanciales que dieran cuenta
si los alumnos tenian los conocimientos necesarios para transitar sin dificultad a los
conceptos de trigonometria.

Una vez que se termind el ciclo y se obtuvieron los resultados se delimitaron los cinco
conceptos geométricos de transicion a la trigonometria y se esbozaron preguntas y objetivos

para la investigacion.

3.3. Ciclo indagatorio-investigativo

El ciclo indagatorio-investigativo se llevo a cabo en el periodo escolar 2019-2020
con un grupo de 32 alumnos de tercer grado. Los propositos de este ciclo fueron: poner en
juego las preguntas y objetivos de la investigacion, tratar los contenidos mas elaborados de
geometria y también los contenidos basicos de trigonometria.

A partir de los resultados del ciclo indagatorio se decidid realizar un Acuerdo

Académico Colegiado (Anexo 4 ) entre la Escuela Secundaria Diurna No. 4 “Moisés Saenz”
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y el area de “Ciencias de la Cognicién y Tecnologia de la Informaciéon Aplicadas” del
departamento de Matematica Educativa del Cinvestav para el desarrollo de un seminario,
cuyo objetivo fue: Analizar e investigar problemas relacionados con la Ensefianza y
aprendizaje de las matematicas identificados por los profesores de la secundaria, mediante
el desarrollo de proyectos de investigacion educativa.

Este ciclo se realizd en dos fases: diagnostico y desarrollo en el aula. Para el
diagndstico se disefid un cuestionario (ID2), para el desarrollo en el aula se disefiaron
actividades con conceptos de geometria (Act. 2) y dos trayectorias de ensefianza (TE); una
para los contenidos de geometria (TE-Geol) y otro para los de trigonometria (TE-Tril)
(véase figura 3.3).““La trayectoria de ensefianza (TE) es una unidad de contenido matematico
disefiada en secuencias (S#), con el propdsito de comunicar tal contenido a estudiantes”
(Garnica, I. Chavez H., y Ojeda A. 2017, p. 218). Los autores mencionan que la trayectoria
de ensefianza no esta enfocada al aprendizaje sino a la experiencia de ensefianza en el aula,

porque su efecto comunicativo se puede identificar en los resultados de los mismos alumnos.
Figura 3.3

Metodologia del ciclo indagatorio-investigativo
CICLO INDAGATORIO-INVESTIGATIVO

| Ciclo escolar 2019-2020

Diagnés-  Desarrollo en el aula presencial
tico

| : |

=

E D2 Actividades de TE-GEO

w geometria
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g | |
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-

'y
]

Debido a la pandemia se suspendieron las clases a finales del ciclo escolar en la
institucion, y solamente se aplicaron en el aula presencial (marcada con un recuadro
amarillo) el cuestionario diagndstico, las actividades de geometria y la trayectoria de

ensefianza de geometria. La trayectoria de ensefianza de trigonometria ya se habia disefiado,
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pero se tuvo que ajustar a los nuevos escenarios (marcado con un recuadro gris) mediante un

cuestionario virtual, también por esta razén este ciclo no conté con la fase de valoracion.

3.3.1. Diagnastico

Para la fase de diagnostico se disefid un cuestionario que a diferencia del cuestionario
del ciclo indagatorio que abarcaba solamente el eje de Forma, espacio y medida, éste se
realiz6 con los contenidos de los tres ejes que marca el Programa de Estudios (SEP, 2011):
Sentido numérico y pensamiento algebraico, Forma, espacio y medida y manejo de la
informacién. De cada uno de los ejes se tomaron los conceptos clave enfocados en el
tratamiento de los conceptos basicos identificados en el ciclo indagatorio (Véase apéndice
B1).

3.3.2. Desarrolloen el aula

Para el desarrollo en el aula se disefiaron actividades de geometria y dos trayectorias
de ensefianza, una para tratar los conceptos de transicion de la geometria y otra para los

conceptos minimos de trigonometria.

3.3.2.1. Actividades de geometria 2 (Act. 2)

A partir de los resultados del cuestionario diagnostico fue necesario implementar
actividades con los elementos de la geometria, realizamos la segunda reduccion de la
abstraccion, se tomaron en cuenta los libros de Euclides. El librol se analizé completamente
y se identific6 que los teoremas corresponden a los contenidos de geometria
correspondientes a la secundaria. El analisis del libro se hizo a partir del teorema 47 y 48,
correspondientes al teorema de Pitagoras y su reciproco, identificamos los teoremas que se
utilizan en la demostracion e identificamos una ruta de teoremas, la cual posibilitd considerar

los teoremas mas simples hasta el teorema 47.
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Se identificaron 19 teoremas fundamentales con los que se puede desarrollar el
teorema 47y a partir de ellos se realizé una confrontacion con el Programa de Estudios (SEP,
2011), lo cual indica que los teoremas del primer libro de Euclides estdn presentes en la
educacion primaria y secundaria, el teorema 47 que corresponde al teorema de Pitagoras
junto con el teorema de Tales y las razones trigonometricas se encuentran al final de tercer
grado de secundaria.

Posterior a la confrontacion de los teoremas con los contenidos curriculares se
trazaron tres rutas de ensefianza: areas, congruencia y semejanza y los teoremas de regla y
compés. A la ultima se le puso mayor énfasis para posteriormente pasar a los cinco
contenidos de transicion. Posteriormente se realiz6 la conexion entre el libro 1y los teoremas

revisados de los libros I1, V, VI, X de Euclides. (véase tabla 3.5)

Tabla 3.5
Rutas de ensefianza
Area Congruencia y semejanza Regla y compés
Teoremas T.1.34 (D) T.1.27 (D) T.I.1. (C)
T.1.35 (D) T.1.29 (D) T.1.2(C)
T.1.41 (D) T.14 (D) T.111 (C)
T.1.47 (D) T.1.8 (D) T.1.22 (C)
T.1.48 (D) T.1.23 (C)
T.1.31(C)
T.1.46 (C)

Nota: T: Teorema, I: Primer libro de Euclides, D: Teorema de demostracién y C: Teorema de construccion

Se realiz6 un disefio para llevar a cabo los contenidos del primer libro de Euclides,
para ello se realiz6 una planificacion con los tiempos especificos y la forma de trabajo y las
hojas de control (véase apéndice B2).

En esta fase la docente le dio el primer giro a su practica, puesto que, ya conocia
cémo los alumnos trataban con los conceptos basicos, las dificultades que presentaban y
cdmo ponia en juego las ideas fundamentales de medida, con dicha informacion modificé el
tratamiento de la geometria y le dio especial énfasis a la figura y a las relaciones entre sus
elementos, de la misma forma identificd las intuiciones que los alumnos manifestaban en las
actividades y poco a poco incorpord nuevos elementos que le posibilitara a los alumnos

seguir construyendo los conceptos mediante su pensamiento intuitivo.

3.3.2.2. Trayectoria de ensefianza de geometria
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Solamente se logré aplicar en el aula la trayectoria de ensefianza de Geometria con
los tres conceptos clave: Nameros irracionales (raiz de dos y pi), teorema de Tales y teorema
de Pitagoras. Se eligié un equipo de trabajo para realizar un monitoreo detallado, en una
sesion se grabd audio para identificar qué conceptos ponian en juego cuando trataban con
los conceptos clave.

Debido a la pandemia la SEP suspendio las clases presenciales inicialmente a partir
del viernes 20 de marzo hasta el 20 de abril como medida preventiva ante el virus SARS-
Cov2, ante tal situacion la SEP realizo la propuesta de Aprende en casa por TV, la cual
consistio en la transmisién por television de contenidos de educacion basica basados en los
planes y programas de estudios vigentes, por esta razon, la Trayectoria de Ensefianza de
Trigonometria no se realiz6 con los alumnos de forma presencial y hubo un cambio de
escenarios, las clases fueron televisadas y comenzaron a partir del lunes 23 de marzo y se
previo que concluyeran para el dia 17 de abril. Las decisiones que se tomaron a nivel escuela
a partir de lo que establecio la SEP fueron: uso del blog escolar como medio de comunicacion
con alumnos y padres de familia, publicacion de las preguntas mas importantes de las
sesiones de Aprende en casa para cada una de las asignaturas. Sin embargo, el periodo de
confinamiento se alargd y las clases televisadas de Aprende en casa se extendieron hasta
finalizar el ciclo escolar. Una vez terminado el ciclo escolar, se tomoé la decision a nivel
escuela de apoyar a los alumnos de tercero para el examen de ingreso a nivel medio superior
con pequerios cuestionarios que contuvieran informacion y preguntas de los temas en los que
mas dificultades se tenia o no se habian tratado con profundidad. Por academias se
organizaron los cuestionarios y particularmente nosotros enviamos uno relacionado con
temas de trigonometria. El cuestionario tuvo explicacion y seis preguntas, en cada una se les
solicitd justificacion de su respuesta. Recuperd las ultimas actividades de geometria
desarrolladas con los alumnos de manera presencial, se retomaron los elementos del
triangulo rectangulo, las relaciones entre los lados de un triangulo rectangulo y
posteriormente se trataron las razones de seno y coseno. Para los dos ultimos contenidos se
tom6 como base lo que se habia disefiado para la trayectoria de trigonometria (véase
apéndice B3) y se modificdé de acuerdo con las condiciones de los alumnos y las

caracteristicas dadas para la elaboracion del cuestionario por parte de la direccion.
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3.4. Ciclo investigativo

Una vez terminado el ciclo escolar 2019-2020 la SEP tuvo como reto el comienzo
del siguiente ciclo y una de sus prioridades fue seguir transmitiendo contenidos y garantizar
que los profesores tuvieran un contacto més directo con los alumnos, para ello generé un
convenio de colaboracién con Google for Education, a partir de eso, se puso a disposicion de
los docentes y alumnos el conjunto de herramientas de Google, entre ellas correo electronico
institucional con capacidad ilimitada de almacenamiento en la nube, Classroom, Meet,
también cursos y capacitacion para los docentes. Posteriormente, la SEP informd que se
habia realizado un convenio con las televisoras para la transmision de contenido educativo
en todo el territorio nacional, anuncid que las tres primeras semanas del ciclo escolar se
retransmitiria Aprende en casa 1 para que se tuviera tiempo de grabar las nuevas sesiones
tomando en cuenta a docentes del pais para que dirigieran las clases televisadas.

Antes de comenzar el ciclo escolar los docentes tomaron un Taller intensivo de
capacitacion donde hicieron uso de la plataforma Classroom para irse familiarizando con
ellay se llevo a cabo la junta con el Consejo Técnico Escolar en su fase intensiva para decidir
las acciones que se iban a tomar para el inicio del siguiente ciclo escolar, se decidi6 de
manera colegiada lo siguiente:

* Las tres primeras semanas del ciclo escolar fueran destinadas al desarrollo
de actividades en Classroom para fortalecer las habilidades del pensamiento segln
cada asignatura

* Tomar las clases televisadas como eje rector de la practica docente a partir
del 14 de septiembre (inicio de Aprende en casa 2)

*Utilizacion del correo electrdnico institucional por parte de los docentes

*Creacidn de un correo electronico con ciertas caracteristicas por parte de los
alumnos

*Utilizacion del blog escolar para la comunicacion exclusivamente con

padres de familia
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*Utilizacion de la Plataforma Classroom para la comunicacion entre docentes
y alumnos, asi como desarrollo de actividades de aprendizaje

*Utilizacion de la plataforma Meet una hora a la semana para enriquecer el
tema visto en las clases televisadas y/o resolver dudas de los alumnos

*Elaboracion de cuadernillos por grado para los alumnos que no contaran con

tecnologia

El ciclo escolar 2020-2021 comenzd el 24 de agosto de manera remota con el
desarrollo de actividades enfocadas al fortalecimiento de habilidades basicas del
pensamiento a través de la plataforma de Classroom, estas actividades posibilitaron que los
alumnos se familiarizaran con dicha plataforma, la forma de entrega y la revision de sus
actividades (Véase apéndice C1). Dichas actividades tuvieron las ideas del RAIT, de cada
eje tematico del Programa de Estudios se tomd un contenido seminal y se fueron
enriqueciendo a lo largo de las tres semanas. El dia 14 de septiembre los docentes y los
alumnos comenzaron con la visualizacion de Aprende en casa 2, a partir de las clases
televisadas los profesores disefiaron actividades relacionadas con los contenidos que se
abarcaban en ellas. Sin embargo, los alumnos presentaron muchas dudas y confusién, por tal
motivo, se organizaron reuniones virtuales con los alumnos una vez a la semana, para
ampliar, fortalecer y resolver las dudas presentadas con los contenidos tratados en las
transmisiones (Véase figura 5). En la tercera semana ya no se siguio dicho orden, lo cual
favorecié que la docente continuara desarrollando actividades de geometria para los
contenidos de congruencia, semejanza y transformaciones geométricas. Cabe mencionar que
los tres pilares conceptuales del ciclo indagatorio estan relacionados con el teorema de Tales,
el teorema de Pitagoras y los nimeros irracionales, por tal motivo se tomaron como objeto
de anélisis las clases televisadas en donde se trataron los contenidos de congruencia y
semejanza. Dicho analisis esta dividido en dos partes: la primera para los contenidos
presentados a los estudiantes a través de las transmisiones televisivas y la segunda para las
actividades que propone la docente en Classroom a partir de Aprende en casa 2.

En Aprende en casa tres se trataron dos contenidos de geometria: cuerpos

geométricos y razones trigonométricas, son los contenidos finales del eje de forma espacio
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y medida en tercero de secundaria. Y las razones trigonométricas son el contenido de nuestro
interés. Lo que realizamos al tratar dicho contenido, fue asignar algunas de las hojas de
control de trigonometria (véase apéndice B3) (que ya se tenian disefiadas para el ciclo
pasado) en la plataforma de Classroom, la siguiente semana después de que los alumnos
trataran el contenido de las hojas se tuvo una sesion en la plataforma de Meet, para tratar el
contenido en tiempo real, dicha sesion fue grabada. Posteriormente se les solicito a 6
alumnos participar en un proyecto, en el cual se trataron las dos trayectorias de
ensefianza: geometria 'y trigonometria y finalmente de los 6 alumnos se
solicitaron 2 voluntarios para realizarles una entrevista, para dicha entrevista se realizd un
guion (véase apéndice C2).
Figura 3.4

Metodologia del ciclo investigativo
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3.5. Andlisis-interpretacién de los resultados de cada ciclo

Uno de los propositos que se tienen es identificar las formas en la que los alumnos
tratan con los conceptos matematicos, para ello los instrumentos fueron una mediacion en
donde los alumnos expresaron de forma escrita como trataban los conceptos matematicos
puestos en juego, en esos instrumentos se colocaban figuras conceptuales, es decir,
realidades mentales, constructos manejados en el razonamiento matematico en el dominio
de la geometria. Este constructo figural es controlado y manipulado, en principio sin residual,
por reglas légicas y procedimientos en el reino de un cierto sistema axiomatico. (Fischbein,

1987, p. 148) y cuando los alumnos se enfrentaban a ellos lo expresaban de formas distintas
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y variadas, inclusive realizaban acciones observables, las cuales “por su caracter
estructurado en conjuntos significantes, los sistemas simbolicos presentan una forma

(textura) comparable a la de un texto” (p. 65), y

Un texto es siempre mas que una sucesion lineal de frases. Consiste en una totalidad
estructurada que puede siempre ser construida de diversas maneras. y la accidn representa una primera
afinidad con el mundo de los signos en la medida en que ella misma esta articulada por signos, reglas,
normas, en sintesis, por significaciones. La accién es en lineas generales el hecho del hombre
significante (p.64).

Por lo tanto, el docente es el encargado de interpretar tanto las acciones como las
expresiones escritas, desde pequefios gestos 0 movimientos con sus manos hasta pequefias
marcas en las hojas, en este sentido pueden existir muchas interpretaciones, sin embargo, “la
pluralidad de interpretaciones, incluso el conflicto de interpretaciones no constituye un
defecto o un vicio, sino un atributo de la comprensién. En este sentido, se puede hablar de
la polisemia textual, asi como nos referimos a la polisemia léxica”(p.63).Bajo esta
perspectiva fue necesario tratar los resultados de la siguiente forma, la primera es una
explicacion de lo que sucedié posterior a la aplicacién de los instrumentos, para ello se
realizaron tablas de concentracion que brindaron solamente informacion cuantitativa de las
respuestas correctas y las incorrectas, dicha informacion le servia al docente porque era la
mas inmediata y le posibilitaba tomar las decisiones sobre qué contenidos poner en juego en
el aula, inclusive le servia para organizar los equipos de trabajo, sin embargo, era insuficiente
para el propdsito que se perseguia: identificar y comprender las formas en las que los
alumnos tratan los conceptos, por lo tanto, se recurrio a tres marcos tedricos: niveles de
pensamiento geométrico con la propuesta de VVan Hiele, niveles de abstraccion de Tall (2018)

y el tratamiento de la medida de Wilson y Osborne.(1992) (Véase figura 3.5).
Figura 3.5

Forma de analizar e interpretar los resultados
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Respecto al marco teorico, los niveles tanto de Van Hiele y los de Tall (2018), son

de mucha ayuda para determinar en qué niveles tanto de pensamiento geométricos como de

abstraccion se encuentran los alumnos y si es que ascienden conforme se desarrollan las

actividades.

Tall (2018), plantea cinco niveles diferentes a los de Van Hiele, menciona que los

niveles de Van Hiele se ven como un proceso natural de creciente sofisticacion y los que él

plantea pueden verse como una nueva forma de abstraccion estructural, centrdndose en las

propiedades de las estructuras a medida que se perciben de manera sucesivamente

sofisticada. Proporcionan una sofisticacion a largo plazo mediante el reconocimiento, la

descripcion, la definicion y la deduccion.

algunas ocasiones se toma en cuenta el nivel de definicion.

En el presente trabajo de investigacion se consideran los dos primeros niveles y en

Tabla 3.7
Comparativa de los niveles de pensamiento geométrico y formas de abstraccién estructural
Van Hiele Tall

Niveles como un proceso natural de creciente sofisticacion

Nueva forma de abstraccién estructural

1

Visualizacion

Identifica, nombre, compara
y opera con figuras
geométricas de acuerdo con
su apariencia

1

Reconocimiento

Reconoce en una
estructura basica por medio de su
forma visual

2 Andlisis Analiza las figuras en 2 Descripcion El significado de la
términos de sus figura es refinado por la
componentes y relaciones descripcion de sus propiedades
entre  componentes Yy bésicas. Una figura es vista como
descubre propiedades de una un todo.
clase de formas empiricas.

3 Ordenacién o Interrelaciona l6gicamente 3 Definicion Nuevas figuras son

clasificacion

las propiedades descubiertas
anteriormente para dar o
seguir argumentos
informales.

categorizadas usando la
definicion de las propiedades
especificas que lo caracterizan.

Se toma en cuenta el documento de Wilson y Osborne (1992), porgue trata las ideas

fundamentales de medida en la ensefianza, los puntos importantes que se tomaron en cuenta

fueron:

e La diferencia entre la medida en las ciencias y en las matematicas, en la primera el
problema de error de observacion esta involucrado y la medida en matematicas es limpia,
precisa y no esta subjeta a errores de observacion.

Cinco ideas fundamentales de medida

o FIM 1: NUmero asignado.
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FIM 2: Comparacion
FIM 3: Congruencia

FIM 4: Unidad de medida
FIM5: Aditividad

o O O O

Las ideas fundamentales de medida se utilizaron en los instrumentos para determinar
coémo hacen uso de las cinco ideas y los niveles tanto de Van Hiele y Tall (2018), se
consideraron a lo largo de cada uno de los ciclos, desde la fase de diagnostico como en la
fase de valoracion, ahi so lograba identificar si los alumnos habias ascendido de niveles tanto

del pensamiento geométrico y trigonométrico como para los niveles de abstraccion.
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Capitulo 4. Desarrollo y resultados (analisis-interpretacion) de la investigacion

Los resultados se dividen en los tres ciclos: indagatorio, indagatorio-investigativo e
investigativo de acuerdo con las fases desarrolladas en cada uno. En el primer ciclo es en
donde se desarrollan las tres fases completas: diagnostico, desarrollo en el aula y valoracion,
en el segundo ciclo no se realiza la fase de valoracion debido al inicio de la pandemiay el
altimo no tiene fase diagnostica. Como se mencion0 en el apartado de metodologia cada
una de esas fases tuvo instrumentos y técnicas, aqui se reporta lo que sucedio con cada uno

de ellos.

4.1. Resultados (analisis-interpretacion) del ciclo indagatorio

Los propdsitos de este ciclo de indagacion fueron: reconocer las condiciones de
conocimiento adquirido por parte de los estudiantes, reconocer cémo tratan con los
conceptos basicos de geometria en condiciones institucionales e identificar los contenidos
de geometria que posibilitan la transicion a los conceptos basicos de trigonometria.

El ciclo indagatorio estuvo dividido en cuatro fases: diagndstico, desarrollo en el
aula, valoracion y transicion. Los instrumentos utilizados en cada fase fueron los siguiente:
cuestionario diagnostico (ID) para la primera fase, para la segunda fueron 20 actividades de
geometria (Act 1) y una sesion que englobara los conceptos vistos durante todo el desarrollo
en el aula (US) y para la tercera fase se utiliz6 un cuestionario final (IF) y se realizaron dos
entrevistas (En). (Véase figura 4.1). El ciclo se desarrollé en un grupo de 37 alumnos de
tercer grado de secundaria en el ciclo escolar 2018-2019. Al finalizar el ciclo, la docente-
indagadora recuper0 los resultados obtenidos en cada fase y realiz6 sus conclusiones para

establecer las nuevas condiciones para el siguiente ciclo.
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Figura4.1

Metodologia del ciclo indagatorio
CICLO INDAGATORIO

‘ Ciclo escolar 2018-2019

Diagnéstico Desarrollo en Valoracion
el aula

Actividades US

Los resultados obtenidos se analizaron de acuerdo con los criterios de analisis
establecidos en el apartado de metodologia, se considerd lo siguiente: los niveles de
pensamiento geométrico de Van Hiele y los niveles de abstraccién propuestos por Tall
(2018) y la manifestacion de las ideas fundamentales de medida sefialados por Wilson y
Osborne (1992).

4.1.1. Resultados de la fase diagndstica

El instrumento utilizado en la fase diagnostica fue un cuestionario cuyo propésito fue
identificar las condiciones de conocimiento adquirido de los alumnos respecto a los siete
contenidos bésicos de geometria identificados desde primero a tercero de secundaria en el
Programa de Estudios (SEP, 2011); segmentos, angulos, triangulos, poligonos,
circunferencia, nociones del teorema de Tales y nociones del teorema de Pitagoras. Se
disefiaron distintos reactivos con un objetivo especifico dependiendo de lo que se queria
identificar en cada una de las nociones.

A partir de lo solicitado en cada reactivo se interpretaron las formas en las que se

expresan los alumnos, ya sea de forma escrita (Io que plasman en sus cuestionarios) o las
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acciones que realizan (observadas por la docente-investigadora en formacion en el salén de
clases).

Las ideas fundamentales de medida propuestas por Wilson y Osborne (1992), estan
presentes en tres nociones basicas: segmento, angulo y nocion del teorema de Pitagoras,
puesto que, son los tres sistemas de medida que los autores tratan: longitud, medida de los
angulos y areas respectivamente. No se considera la idea uno que ellos proponen, puesto
que, esta relacionada con Asignacion numérica y nosotros estamos interesados en como
tratan la figura geométrica y las relaciones que establecen entre sus elementos. En las
nociones de triangulos, poligonos, circunferencia y nocion del teorema de Tales se observa
de manera directa el nivel uno: reconocimiento que sefiala Tall (2018).

Las interpretaciones realizadas estan relacionadas con cada uno de los propdsitos de
los reactivos. A continuacion, se muestra el ejercicio hermenéutico realizado para cada una

de las nociones.

4.1.1.1 Segmentos
Para los segmentos se tuvo interés en dos aspectos: como comparan longitudes y

como proceden a hacer la adicion entre ellos, para cada uno se tienen distintas
interpretaciones de las formas en qué lo realizan y una explicacion del por qué lo hacen de
esa forma, en este sentido, se identifican algunas de las ideas fundamentales de medida que
evidencian como tratan con esta nocion.
En la gréafica 4.1 se muestran los dos temas que se abordaron de los segmentos:
comparacion y adicién y las diferentes interpretaciones con su respectiva frecuencia.
Gréfica 4.1

Resultados cuantitativos de las interpretaciones de segmentos
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En la comparacion de segmentos se les presentd una linea poligonal y se les solicitd
que identificaran el mas grande y el mas pequefios, se tuvieron tres interpretaciones:
comparan segmentos valiéndose de la percepcion visual, hacen uso de una mediacion y
asocian con conceptos distintos.

Para la primera interpretacion los alumnos compararon los segmentos de manera
visual, esto se sabe por las respuestas que brindaron los alumnos como se muestra en la
figura 4.2.

Figura 4.2

Comparacién de segmentos de manera visual
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Otros alumnos recurrieron a utilizar una mediacion, es decir, a valerse de partes de
su cuerpo, objetos o0 segmentos de recta para realizar la comparacion. En la figura 4.3a se
muestra como un alumno recurre a su credencial y “toma unas medidas”, se manifiesta cOmo
hace uso del lenguaje de medida para cuando se pide comparar. Otro ejemplo de utilizacion
de mediaciones se encuentra en la figura 4.3b en donde hace uso de sus dedos expresando
que los usa como regla. La comparacion de longitudes es una de las cualidades implicitas
que tiene el compas, sin embargo, el uso de regla graduada desde temprana edad hace que

se pierda.
Figura 4.3

Comparacién de segmentos utilizando una mediacion
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En la figura 4.4. existe una diferencia sustancial con las interpretaciones anteriores,
el alumno para comparar la longitud de los segmentos hace uso de un tercer segmento de
recta 'y coloca uno sobre otro, en este ejemplo, el alumno no necesita de un objeto que mida

la longitud, sino que presta atencion directamente a la longitud de cada uno de los segmentos
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y logra inclusive trasladarlos con ayuda del compas (se observé en la sesion como el alumno
hacia uso de su regla sin graduar y compas). Se centr6 en la figura y oper6 con ella. A pesar
de que utiliza una mediacion, no es la misma forma de utilizarlo.

Figura4.4

Comparacion de segmentos utilizando una mediacién (otra linea recta)
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En las tres interpretaciones se observan las formas en la que los alumnos manifiestan
la idea fundamental de medida de comparacion, en la primera es mediante la percepcion
visual, en la segunda utilizan una mediacion que simula una regla, la cual les posibilita
realizar las comparaciones y finalmente, los alumnos reconocen una cualidad del compas y
ademas sefiala que logra registrarlo en otro segmento de recta.

La tercera forma en la que los alumnos comparan segmentos es cuando prestan
atencion a otros elementos de la figura, en el caso de la figura 4.5 menciona que un segmento
de recta pequefio o grande depende de angulo, no tiene presente que son dos sistemas de
medida distintos. Wilson y Osborne (1992), sefialan que frecuentemente los alumnos cuando
se les solicita centrar su atencion en un angulo lo centran en la longitud de los segmentos y
no en la amplitud, en este ejemplo es lo contrario, se les solicita a los alumnos que centren

su atencidn en los segmentos y lo que ellos hacen es centrarse en la amplitud de los angulos.
Figura 4.5

Asocian el segmento con otras ideas (ang-tri)
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Para la adicion de segmentos se les presentaron tres segmentos de recta, dos de ellos
congruentes y uno diferente y se les solicito que los adicionaran, se tienen cuatro
interpretaciones: asignan un valor numérico, asignacion de letras, trazan triangulos con los

segmentos y concatenan los segmentos.
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En la primera algunos alumnos le asignan un valor numérico a cada uno de los
segmentos, es decir, que para cada segmento existe un nimero que esté relacionado con la
longitud del segmento, (primera idea fundamental de medida) en este sentido, asignaron el
numero mediante estimacion visual como se muestra en las figuras 4.6a y 4.6b, esto se debe
a que desde temprana edad se les ensefia a los nifios a medir con instrumentos para encontrar
el valor numérico. En el reactivo presentado el segmento AB y EF son congruentes, el
ejemplo de la figura 4.6a estima los nimeros de dichos segmentos con el mismo nimero
(diez) y en el segmento CD con siete, posteriormente suma los nimeros. En la respuesta de
la figura 4.6b no se observa una correspondencia entre la proporcionalidad de los segmentos
y las longitudes estimadas, no reconocen los segmentos congruentes.

Se debe recordar que no se hizo uso de la primer idea fundamental de medida, puesto
que se quiere saber como tratan la figura, sin embargo, en repetidas ocasiones encontramos
la asignacion numérica y es que desde temprana edad se les ensefia a los nifios a medir con
instrumentos para encontrar el valor numérico, en este sentido, los autores mencionan que
existe una gran diferencia entre la medida en ciencias y en matemaéticas, en la ciencia esta
en juego la observacién la cual tiene un margen de error mientras que la medida en

matematica es limpia, precisa (Wilson y Osborne, 1992).
Figura 4.6

Adicion de segmentos mediante la asignacion numérica
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Otra forma en que adicionaron segmentos es mediante letras, toman en cuenta los
elementos de la figura presentada y comienzan a operar con ellos como se muestra en la
figura 4.7, coloca el nombre de los vértices e indica que operacion hacer con ellos, no coloca
cudl seria el posible resultado, en su lugar coloca signos de interrogacion y también coloca
el nombre de los vértices con signo de interrogacion, refiriendose que no sabe qué colocarles
como resultado. En la ensefianza de algebra es comdn decirles a los alumnos que a lo que no
se sabe su valor se le coloquen literales y es lo que hace el alumno, pero no sabe como

tratarlo.
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Figura 4.7

Adicion de segmentos utilizando lenguaje algebraico
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La tercera interpretacion es en donde los alumnos tratan con los segmentos y los
traslada para trazar un triangulo como se muestra en la figura 4.8, en ella se observo que los

alumnos trasladaron los segmentos, sin embargo, no estuvo presente la idea de adicion.

Figura 4.8
Trazan triangulos cuando se les solicita adicionar segmentos

Suma los segmentos AB. CD y EF.

En la Gltima interpretacidn, los alumnos trasladan los segmentos con ayuda de regla

-

sin graduar y compas y los concatenan, como se muestra en la figura 4.9. Wilson y Osborne
(1992, p.82) consideran que “unir segmentos en segmentos de linea se comporta como sumar
nameros. Significa que la estructura de la suma puede orientar el pensamiento sobre la
medicion y viceversa”. Lo cual resulta importante para seguir con conceptos de geometria

mas elaborados.

Figura 4.9
Adicién de segmentos colocandolos consecutivamente

En las cuatro interpretaciones esta presente la idea fundamental de medida de adicion
de formas distintas, en las dos primeras no tratan con el segmento como tal, sino que hacen
referencia a numeros y letras, en la tercera tratan con los segmentos, sin embargo, la
construccion que realizan no da idea de adicion, en la ultima interpretacion los alumnos
tratan el segmento como tal y logran concatenarlos lo cual sefialan Wilson y Osborne (1992),

como parecido a la estructura de la suma.
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4.1.1.2. Angulos

Para los angulos se toman en cuenta tres aspectos: como comparan los dngulos, como
conciben el angulo recto, qué nocién tienen de los angulos complementarios y como
nombran angulos segun su clase. En la grafica 4.2 se muestran las interpretaciones para cada
uno de los aspectos.

Gréfica 4.2

Resultados cuantitativos de las interpretaciones de angulo
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En la comparacién de angulos les mostraron tres angulos congruentes y se les
pregunt6 sobre cudl era el més grande y si habia angulos congruentes, se tuvieron dos
interpretaciones: comparan angulos de manera visual y hacen uso de mediaciones para la
comparacion.

En la primera interpretacion se percatan que los tres angulos presentados son

congruentes y expresan que lo hacen de forma visual como se muestra en la figura 4.10.
Figura 4.10

Comparacioén de angulos de manera visual

3y Coasidera las siguientes figuras ¥ contesta las preguntas.
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B} iElay dangulos conlgruentes? 5% P % 9 B
¢} §C0me puedes comprobar tus respuestas anteriores? ST elsservos___las . cn s, solo mboa la

posicien . sen  igudles  se  puede  usor .
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En la segunda interpretacion los alumnos comparan los angulos utilizando una
mediacion al igual que con los segmentos hacen uso de su cuerpo, objetos y segmentos de
recta, en la figura 4.11a el alumno toma de referencia el angulo recto y menciona que lo
encuentra en su gafete y en la figura 4.11b realizan pequefias marcas que utilizan para
determinar los grados de la figura y prolonga las semirrectas, pero no reconoce que los tres
angulos son congruentes.

En el primero se observa que estan realizando comparaciones entre los angulos
usando de referencia el angulo recto a través de un objeto y en el segundo ponen en juego la
idea fundamental de medida: unidad, puesto que cada una de las marcas que realiza

representa una unidad de medida.
Figura 4.11

Comparacién de angulos mediante una mediacién

gunias. e .

nkenfunge  ohltner o ¢

oy
(@) (b)

En las dos interpretaciones estd presente la idea fundamental de comparacion
manifestada de distintas formas, en el primero es mediante la percepcion visual y en el
segundo tratan de verificar la amplitud de los angulos haciendo uso de una mediacion.

Para los angulos complementarios se identificaron tres formas en la que los alumnos
lo realizaron: asignan numeros como si fueran segmentos, no reconocen que el angulo recto
es de 90° y obtienen los valores de cada angulo.

En la primera interpretacion los alumnos no tienen claro que el grado es la unidad
de medida para medir los &ngulos, intentan colocarle nimeros como si fueran longitudes,
inclusive los alumnos tantearon la medida de las semirrectas de los &ngulos mostrados, es
decir, observan la longitud de las semirrectas en vez de la amplitud que existe entre ellas
(Wilson y Osborne, 1992), como en el caso de la figura 4.12ay 4.12b. Los autores advierten
que los alumnos traen diversas experiencias geométricas al momento de realizar medicion,
lo cual afectan la forma en que piensan cuando se encuentran con un nuevo sistema de

medicion, esto es lo que sucedio en esta nocion, trasladaron sus conocimientos de segmentos.
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Figura 4.12
Dificultades para la unidad de medida del angulo

<WBV= 2 rm <UBW=

(a) (b)

En la segunda interpretacion los alumnos reconocen el grado como unidad de medida
de los angulos, sin embargo, no reconocen gue el angulo recto es de 90° como se muestra en
la figura 4.13.

Figura 4.13

Dificultades para la nocion de angulo recto

<WBV=_20°<UBW=__(4Q°

—1 b

Para nombrar los angulos se presentd uno de cada tipo y se les solicito que colocaran
a qué tipo pertenecian, se tuvieron dos interpretaciones: asocian el nombre con nimeros o
palaras distintas y conocen el tipo de angulos.

En la primera algunos alumnos hicieron alusion a palabras que no tenian relacion
con la clasificacion como se muestra en la figura 4.14a y algunos colocaron un ndmero
acompariado de cm como el caso de la figura 4.14b, se vuelve a observar que a pesar de que
se les solicite el nombre del angulo segln su clasificacion colocan ndmeros, la idea

fundamental de medida de asignacion numérica es muy persistente.
Figura 4.14

Asociacion del nombre de los &ngulos con nimeros o palabras

M K\%\\A
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(a) (b)
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En la segunda interpretacion los alumnos conocen el nombre de la clase angulos, sin
embargo, no lo asocian con la figura como es el caso de la figura 6.15a y finalmente hay
alumnos que reconocer los &ngulos y logran nombrarlos como es el caso de la figura 6.15b.

Figura 4.15
Conocen el nombre de los tipos de angulo
(@) (b)

Se identifica que los alumnos de la Gltima interpretacion se encuentran en el nivel de

visualizacion de Van Hiele y de reconocimiento de Tall (2018).

4.1.1.3. Triangulos

En la nocion de triangulos se toman en cuenta tres aspectos: como los nombran segin
sus lados y sus angulos y qué nocidn tienen de altura. En la gréfica 4.3 se muestran las
interpretaciones realizadas.

Grafica 4.3

Resultados cuantitativos de las interpretaciones de triangulo
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Para que los alumnos coloquen el nombre de los tridngulos seguin sus lados se les
presentan tres de cada tipo, se tienen tres interpretaciones:

Algunos alumnos colocan palabras que no tienen relacion con la clasificacion como
se muestra en la figura 6, otros conocen el nombre, sin embargo, no lo asocian con la figura
presentada como en la figura 6.22 y finalmente estan los alumnos que asocian el nombre con
los triangulos como se muestra en la figura 6.

La mayor parte de los alumnos logran nombrarlos, estos alumnos reconocen los tipos
de triangulos segun sus lados mediante la observacion visual de los segmentos que los

conforman y comparan sus longitudes para determinar el nombre.

Figura 4.16

Conocer los nombres pero no lo asocian con los triangulos

e S\

A w— 1Y

es3cal

Cuando se les solicita nombrar los triangulos segin sus angulos lo hacen de cuatro
formas: colocan palabras que no tienen relacion con las clases, hacen referencia a la
clasificacion segln sus lados o segun sus angulos y finalmente nombran y asocian los
triangulos seguin sus angulos. Centraremos la atencion en la interpretacion dos y tres, puesto
que, en la ensefianza comunmente se ensefia solamente la clasificacion por lados y se deja a
un lado por sus angulos, a excepcion del triangulo rectangulo, pero no se hace la distincion
de que pertenece a diferente clasificacion es por eso por lo que las respuestas de este tipo se
concentran aqui, los alumnos nombran los triangulos segun la clasificacion por sus lados
como se muestra en la figura 4.17. Por otro lado, cuando asocian el nombre a la clasificacién
de los angulos recuperan los conocimientos previos que tienen y centran su atencion en los
angulos, sin embargo, algunos solamente identifican uno o dos de ellos, olvidando que son

tres angulos internos como se observa en la figura 4.18.
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Figura 4.17

Conocen las clases de los triangulos segln sus lados y las asocian con las figuras presentadas

Figura 4.18
No conocen las clases de los triangulos segln sus angulos, por lo cual hacen referencia a la clasificacion

de los triangulos segun sus lados.)

Para el trazo de las alturas, se presentan dos triangulos, uno equilatero y una
obtusangulo. Respecto al tridngulo equilatero se tienen dos formas: trazan una altura siempre
y cuando uno de los lados sea horizontal y trazan tres alturas, pero no tienen ideas de
perpendicularidad.

Se observa gue los alumnos no presentan dificultades cuando uno de los lados se
encuentra de forma horizontal como se observa en las figuras 4.19a y 4.19b, sin embargo,
en la figura 4.19a solamente trazé una altura y en el 4.19b el alumno trazo las tres, pero dos

de ellas no son perpendiculares.
Figura 4.19

Trazo de alturas en un triangulo equilatero

AN N

(a) (b)

Cuando se presenta un triangulo obtusangulo lo realizan de tres formas diferentes:
cuando trazan las altura desde el vértice cuyo lado contrario es horizontal como en la figura
4.20a, en los que conocen que las alturas se trazan desde uno de los tres vértices, pero ignoran
las nociones de perpendicularidad como en la figura 4.20b y la Gltima es una interpretacion

en la que los alumnos reconocen que hay tres alturas en el triangulo, todas relacionando uno
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de los vértices con su lado opuesto, sin embargo, no considera la perpendicularidad en las
alturas que traza en los vértices cuyos lados no son horizontales como se muestra en la figura

4.20c.
Figura 4.20

Trazo de alturas en un triangulo obtusangulo

(a) (b) (©)
En la ensefianza comunmente se ensefia el trazo de una altura en los tridngulos

acutangulos y se deja a un lado los triangulos rectangulos y obtusangulos.

4.1.1.4. Poligonos

Para los poligonos se tomaron en cuenta los siguientes aspectos: como descomponen
un cuadrado para formar un tridngulo y obtienen los &ngulos internos tanto de un cuadrado
como de un tridngulo, el reconocimiento de poligonos regulares e irregulares, angulos
centrales, cdmo adicionan segmentos y como obtienen el perimetro de un poligono. En la
grafica 4.4 se muestran las interpretaciones para cada uno de los aspectos y sus respectivas

frecuencias.

Graficad.4

Resultados cuantitativos de las interpretaciones de poligono
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En los angulos interiores de un cuadrado y un triangulo se realizaron tres
interpretaciones: se vuelve a presentar que los alumnos no consideran la amplitud sino la

longitud, colocan los nimeros sin unidad de medida y no presenta relacion con la suma
solicitada.

Al igual que en el apartado anterior, los alumnos no reconocen el grado como unidad
de medida para los angulos y ésto es porque se centran en la longitud de los lados de la figura
en lugar de la amplitud, como se observa en la figura 4.21.

Figura 4.21
No asocian el grado como unidad de medida para el angulo

drado DCBA? F=S. \ 0
lo ABC?_ 16 2.

Otra interpretacion es que los alumnos reconocen al grado como unidad de medida
de los angulos, reconocen que los angulos interiores de un cuadrado son angulos rectos, sin
embargo, al momento de obtener los angulos internos del triangulo no identifican que
solamente es la mitad de los &ngulos rectos.

Figura 4.22

No le dan sentido a la diagonal en el cuadrado para los angulos del triangulo

il es Ia suma de

u; ado DCBA? 360" ¢
Cudl es suma de los angulos ing 0

__2.20°

T ‘

Al igual que en segmentos, los alumnos utilizan letras para indicar la suma, sin

embargo, lo colocan solamente como vértices y no colocan un resultado como se muestra en
la figura 4.23. Se observa que no tienen consolidado el uso de las letras cuando se trata con

figuras geométricas y hacen uso de sus conocimientos sobre algebra sin darle sentido.

Figura 4.23
Utilizan expresiones algebraicas para la suma de los &ngulos interiores del cuadrado y el triangulo
\ = Ael
o —t
|
; |
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También hubo a alumnos que identificaron el tridngulo trazando una diagonal y
obtuvieron los ngulos solicitados como se muestra en la figura 4.24.
Figura 4.24

Identifican la diagonal en el cuadrado y le dan sentido a los angulos en el triangulo
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Figura 2

Para el reconocimiento de poligonos regulares e irregulares se realizaron tres
interpretaciones: cuando reconocen el nimero de lados que tienen los poligonos tanto
regulares como irregulares, asocian el nombre de los poligonos regulares pero con los
irregulares colocan las palabras segun su aspecto como se muestra en la figura 4.25a, también
esta la interpretacion en la que nombran los poligonos regulares y también los irregulares,

pero omiten colocar que son irregulares como es el caso de la figura 4.25b.
Figura 4.25

Reconocen los poligonos regulares, pero presentan dificultades para los |rregulares
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Otros alumnos en los poligonos irregulares colocan que son irregulares, pero no
colocan su clasificacion como es el caso de la figura 4.26a y finalmente reconocen tanto los

poligonos regulares como los irregulares como se muestra en la figura 4.26b.
Figura 4.26

Reconocen los poligonos regulares, para los irregulares mencionan el nombre o solamente que es irregular
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En la ensefianza se le pone mas énfasis a la ensefianza de los poligonos regulares, por
tal motivo, muy pocos alumnos reconocen los irregulares. Respecto a los niveles de Tall
(2018) y de Van Hiele los alumnos se encuentran en el nivel de reconocimiento y
visualizacion respectivamente.

Para el reconocimiento del angulo central y la obtencion de los grados
correspondientes se les pidié que en un hexagono y un octagono marcaran el angulo central,
se identificaron tres interpretaciones:

Para la primera interpretacion se observa que los alumnos no reconocen el angulo
central, algunos toman dos vértices no consecutivos y lo marcan como el caso de la figura
4.27a, otros realizan una circunferencia dentro de los poligonos como se muestra en la figura

4.27b, esto no les posibilita obtener el valor del angulo.
Figura 4.27

No reconocen el angulo central en un poligono regular

Figura 3 Figura 4 Figura 5
Figura 3 Flaura 4 Figura 5

(a) (b)
La siguiente interpretacion es cuando reconocen el angulo central, pero no obtienen
los grados del mismo como se observa en la figura 4.28a, por Gltimo, los alumnos reconocen

el angulo central y obtiene los grados del mismo como se muestra en la figura 4.28b.
Figura 4.28

Reconocen el angulo central
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Para la adicion de segmentos se les presentd una linea poligonal y un poligono
regular: se tuvieron tres interpretaciones: asignan un nimero al segmento, asignan letras.

Para adicionar los segmentos de la linea poligonal los alumnos asignan un numero,
la mayoria le asigno uno, otros le colocaron como unidad de medida centimetros, se les
preguntd sobre el valor de la magnitud de la linea poligonal, pero no consideraron los
segmentos de los que estaba constituida, sino que se centraron en el espacio vacio entre los
extremos de la poligonal, por tal motivo su respuesta es 1. Y para el poligono cerrado,
utilizaron la misma unidad de medida (1cm) y posteriormente contaron los lados del

poligono para brindar el resultado.

Figura 4.29
Adicionan segmentos utilizando el centimetro como unidad de medida
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En la siguiente interpretacion los alumnos utilizan letras, colocan cada vertice e
indican la operacion a realizar, pero no ofrecen un resultado, esto mismo se observé cuando
se les solicitd que adicionaran los segmentos en el reactivo 2, al final no le dieron sentido al
por qué estaban utilizando letras para realizarlo como se muestra en la figura 4.30, también
se observa que para la pregunta de la poligonal ofrece una respuesta en grados, lo cual indica
que se esta centrando en los angulos. El cual es lo que los autores marcan como una dificultad

para diferenciar entre longitud y angulos.
Figura 4.30

Utilizan expresiones algebraicas para expresar adiciones de segmentos
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Otro ejemplo de la utilizacion de letras esta en la figura 4.31, en ella los alumnos
consideran la poligonal como un centimetro y para el poligono colocan letras, pero no un
resultado, sin embargo, escriben a que se refiere cuando se les solicita el perimetro de una
figura.

Figura 4.31

Utilizan expresiones algebraicas para expresar adiciones de segmentos
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4.1.1.5. Circunferencia

Para la circunferencia se colocaron cinco circunferencias y se les solicitd que en cada
una de ellas trazaran un segmento o recta caracteristico.
En la gréfica 4.5 se muestran las interpretaciones de lo que los alumnos han
contestado para este reactivo.
Gréfica 4.5

Resultados cuantitativos de las interpretaciones de circunferencia
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Segmentos carcateristicos

Al momento de trazar los segmentos y rectas caracteristicos de la circunferencia
algunos alumnos realizan trazos que no tienen relacion con lo solicitado como es el caso que
se muestra en la figura 6.45, 11 alumnos trazan de manera correcta solamente el radio y el

diametro y para los otros realizan secantes como se observaen la figura 6.47. En la ensefianza
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es muy comun que se presente mayor atencion al radio y el diametro que se ven reflejadas
en estas dos interpretaciones.

Cuatro alumnos trazan los segmentos y rectas caracteristicos como se muestra en la
figura 6.47, en donde se le solicitan las cuerdas el alumno traza una de manera correcta y

otra que no comparte puntos con la circunferencia.
Figura 4.32

a. No conocen las rectas y segmentos caracteristicos de la circunferencia
b. Conocen solamente el radio y el diametro de la circunferencia
c. Reconocen las rectas y segmentos caracteristicos de la circunferencia
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4.1.1.6. Nocion de teorema de Tales

Para las nociones del teorema de Tales se consideraron dos aspectos: reconocimiento
de tridngulos entre paralelas y qué nociones tienen sobre los tridngulos semejantes. En la
grafica 4.6 se muestran las interpretaciones realizadas.

Gréfica 4.6
Resultados cuantitativos de las interpretaciones de teorema de Tales

NOCION DEL TEOREMA DE TALES
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Reconocimiento de triangulos semejantes

En la identificacion de triangulos semejantes se interpretaron tres formas en que los
alumnos lo realizan. La primera es que no los identifican y se desconoce el porqué (véase
figura 4.33a), en la segunda tampoco los identifican, sin embargo, se observa que trazan mas

segmentos de recta para formar mas triangulos como se observa en la figura 4.33b.
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Figura 4.33
(a)No identifican triAngulos semejantes entre paralelas
(b)No identifican triAngulos semejantes entre paralelas y trazan mas triangulos

(a) (b)
El trazo de méas segmentos se relaciond con algunos juegos de percepcién visual, en
donde se les solicita a las personas que mencionen cuantas figuras observan y deben realizar
mas trazos como se muestra en la figura 4.34.
Figura 4.34

Ejemplo de un juego de percepcién visual

En la dltima interpretacion reconocieron los triangulos semejantes en la figura
presentada, inclusive algunos lograban nombrar tres de ellos como se observa en la figura

4.35.

Figura 4.35
Identifican triangulos entre paralelas

82



4.1.1.7. Nocién del teorema de Pitagoras

Para las nociones del teorema de Pitagoras se considerd como trataban con las areas
y como hacian uso de la unidad de medida presentada.
En la gréfica 4.7. se muestra cdmo los alumnos realizan adicion de areas.
Gréfica 4.7

Resultados cuantitativos de las interpretaciones del teorema de Pitagoras

NOCION DEL TEOREMA DE
PITAGORAS
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Adicion de areas

Se tienen dos interpretaciones de como adicionan areas: al igual que en la segunda
interpretacion de nociones del teorema de Tales, los alumnos identifican mas cuadrados
como en los juegos, por lo tanto, no se enfocaron a la superficie de la figura como se muestra
en la figura 4.36, en el primer cuadrado se logra observar que marca con colores diferentes
los cuadrados que esta considerando, en el segundo cuadrado realiza la cuadricula, pero ya
no marca con colores y en el tltimo no termina de realizar la cuadricula y en la figura 4.36b
lo que sucede es que el alumno cuenta los cuadrados trazados con la unidad de medida
inducida, pero también toman en cuenta los cuadrados presentados inicialmente. Los autores
mencionan que las primeras ideas para tratar el area de una figura es elegir una unidad
cuadratica, (Wilson y Osborne,1992), con la cual cubrirdn la superficie de la figura, estos
alumnos toman en cuenta la unidad de medida sugerida, sin embargo, no se centraron en la

superficie solamente.
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Figura 4.36
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En la otra interpretacion los alumnos adicionan las areas, algunos hacian uso de la

unidad de medida de forma explicita, es decir, trazando la cuadricula y otros la consideraron,

pero no realizaron trazos extras a la figura presentada. También reconocen la relacion que

existe entre las reas de los cuadrados que esta vinculada al teorema de Pitagoras, ellos

hablan de una suma o de una fusidn, se considera que se refiere a la suma cuando se trata de

numeros y fusion cuando corresponde a figuras (véase figura 4.37).

Figura 4.37
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4.1.2. Resultados de la fase de desarrollo en el aula

La fase de desarrollo en aula consté de dos momentos: actividades de geometria y

una sesién que englobo todos los contenidos tratados en las actividades.

4.1.2.1. Actividades de geometria

A partir de los resultados de la fase indagatoria se disefiaron veinte actividades, en
ellas se trataron con profundidad las siete nociones béasicas de geometria: segmentos,
angulos, triangulos, poligonos, circunferencia, nociones del teorema de Tales y nociones del
teorema de Pitagoras.

En las actividades no se hacia referencia a los nimeros, sino que se trataba con las
figuras conceptuales para que los alumnos relacionaran sus elementos, se hizo uso de regla
sin graduar y un compas. El papel de la docente en este ciclo fue la presentacion de los
contenidos mas simples y poco a poco la incorporacion de nuevos elementos, cuestionar a
los alumnos y guiarlos para seguir avanzando en los conceptos. La observacion constante
realizada por la docente para cada una de las siete nociones fue fundamental porque a partir
de ellas, él tomaba decisiones sobre qué conceptos eran los adecuados colocar en las aulas
considerando cémo habian resultado en las sesiones anteriores, las dificultades y los éxitos
de su ensefianza.

Se recuperd una de las actividades en donde los alumnos pusieron en juego sus
conocimientos previos para explicar el teorema de la suma de los angulos interiores de un
triangulo cualquiera, puesto que, en tercer grado de secundaria la mayoria de los alumnos
saben que la suma de los &ngulos internos de un triangulo cualquiera es de 180°, sin embargo,
no saben por qué. Dicha actividad presentd muchos elementos sobre el pensamiento intuitivo
de los alumnos, la actividad se realizé en cinco equipos de trabajo, se les dio la explicacion
sobre lo que tenian que hacer y la docente monitore6 cada uno de los equipos cuestionando

a los alumnos sobre las ideas que ellos le manifestaban.
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Se identificaron tres formas en la que los alumnos explicaron el teorema: se basaron
en la unicidad en los triangulos, a partir de la suma de los angulos interiores de los
cuadrilateros y otra fue mediante circunferencias.

En la primera forma los alumnos trazan diversos triangulos y manifestaron que si era
mayor a 180° no cerraria y formaria una figura geométrica diferente de un tridngulo, trazaron
distintos tipos de tridngulos y observaron que sucedia lo mismo en todos como se muestra

en la figura 4.38.
Figura 4.38

Justificacion del teorema de los angulos interiores de un triangulo (equipo 1)
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En otro equipo de trabajo, colocaron un triangulo con dos Vértices en la
circunferencia y un vértice en el centro e inscribieron dos tridngulos en la circunferencia
como se muestra en la figura 4, cuando se cuestion6 a los alumnos sobre por qué habian
utilizado circunferencias hicieron referencia a que su profesor de segundo grado les habia
mencionado la circunferencia para explicar porque la suma era 180°, pero no lograron
explicarlo. Cuando se analiz6 lo que habian realizado los alumnos se pensd que la
circunferencia les habia servido para explicar la suma de los angulos, pero la usaron para
lograr trazar los triangulos, se observan algunos arcos en la circunferencia y en algunas
intersecciones ellos colocaron un vértice del tridngulo, los unieron y trazaron el triangulo.
También se observé que hacen uso de lenguaje algebraico para colocar que la suma de los
angulos internos que ellos marcaron en sus triangulos suman 180°. Para explicar por qué la
suma es 180°, asignan valores a los angulos, se observa que obtienen los 60° de uno
equilatero, pero el trazo que realizan no corresponde al tipo de triangulo, el otro triangulo
que colocaron fue un tridngulo rectangulo isésceles, reconocen el angulo recto y los angulos

de 45° (véase figura 4.39).
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Figura 4.39

Justificacion del teorema de la suma de los angulos interiores (equipo 2)
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En otro equipo hubo més didlogo que en los demas, comenzaron trazando las
diagonales de un rectangulo y de un cuadrado, dijeron que se lograba justificar lo solicitado,
ya que, se sabia que los angulos internos de esas dos figuras son de 90°, por lo que si se traza
la diagonal se formarian dos tridngulos y la suma de los angulos de cada uno de ellos daba
como resultado 180°, posteriormente, la docente les cuestiond sobre qué pasaba con otro
cuadrilatero que no fuera cuadrado ni rectangulo, ellos argumentaban que no importaba que
cuadrilatero fuera el que se colocara, siempre seria lo mismo puesto que los angulos
interiores de un cuadrilatero siempre era 360°, ya que, solamente los angulos variaban, si
alguno aumentaba, el otro &ngulo disminuia pero nunca se pasaban de 360°. A partir de sus
explicaciones trazaron més cuadrilateros e identificaron qué tipo de triangulos formaban y
concluyeron de esa forma que para cualquier tridangulo la suma de los angulos interiores sera

180°, como se muestra en la figura 4.40.
Figura 4.40

Justificacién del teorema de la suma de los &ngulos interiores (equipo 3)
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En los tres ejemplos se observa que los alumnos recurren a los ndmeros, le dan
veracidad a sus pensamientos mediante los numeros, y no reconocen que la figura como tal

tiene implicitos los conceptos.

4.1.2.1. Ultima sesién

Se disefid una ultima sesion que recuperd los conceptos tratados en las veinte
actividades de geometria, se dividié en tres momentos: el primero estaba relacionado con
segmentos de recta, paralelas, perpendiculares, angulos suplementarios, complementarios,
aplicados a la obtencién de las medidas de angulos; el segundo momento tuvo relacion con
el Teorema de Tales y el Gltimo momento con el Teorema de Pitadgoras. En esta sesion se
hace uso de la medida de forma explicita y se presta atencion si le dan sentido después de
tratar con figuras geomeétricas. La sesion se llevd a cabo con cinco equipos de trabajo, la
docente monitored y cuestiond lo que se estaba realizando en cada uno.

Hubo dos cdmaras, una fija y una ambulante. Para el andlisis de los resultados se
recupero la grabacion de la camara ambulante y se edito el video para separarlo por mesas y
por momentos, es decir, cada mesa de trabajo tuvo un video que se dividié en los tres
momentos. Posteriormente, se realizé la transcripcion del video de cada una de las mesas y
se identificaron a los alumnos con mayores intervenciones. Se centrd la atencién en dos
alumnos de una mesa puesto que eran los que recuperaban la informacién parecida a las otras
mesas. Con estos alumnos identificados se realizd un ejercicio de confrontacion de sus

intervenciones en el video y las hojas de control de la sesion.

4.1.2.1.1. Primer momento

En el primer momento se les present6 la figura compuesta por dos paralelas, una
transversal, una recta perpendicular a las paralelas y una circunferencia, se les solicité que
determinaran el valor de cada uno de los angulos sefialados. La informacion que se les brindo

fue que una de las paralelas era tangente a la circunferencia y el valor de un angulo, para
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resolver la actividad era necesario que recordaran sus conocimientos previos de las sesiones
de geometria. Se observa que uno de los alumnos reconoce los &ngulos y los nombra segun
su clase, sin embargo, no coloca el valor de los &ngulos (véase figura 4.41a) y el alumno 26

los reconoce y obtiene su valor como se observa en la figura 4.41b.
Figura 4.41

Primer momento de la Gltima sesion

Figers |

(@) (b)

Figura 1

4.1.2.2. Segundo momento

A partir de lo que habian desarrollado en el primer momento con los angulos, se les
volvié a presentar la misma figura y se les solicitd que reconocieran triangulos semejantes y
obtuvieran la medida del segmento JK.

Ambos alumnos reconocieron los triangulos semejantes, pero la forma en la que
obtuvieron la medida del segmento fue diferente, uno de los alumnos coloca en primer lugar
la relacion entre los segmentos y posteriormente le coloca el valor de cada segmento y su
resultado es tres, le da sentido al tres que obtuvo y dice que el triangulo mayor es tres veces
maés grande que el pequefio, por lo tanto, lo que hace es multiplicar el tres por el segmento
Cl y de esa forma obtiene la medida solicitada (véase figura 4.42a). El otro alumno utiliza
directamente el teorema de Tales, establece las relaciones entre los lados correspondientes y
posteriormente sustituye los valores de cada uno, resuelve la ecuacion y su primer resultado

es 5y finalmente realiza lo mismo para el segmento solicitado (vease figura 4.42b).
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Figura 4.42

Segundo momento de la Ultima sesion
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4.1.2.3. Tercer momento

En el tercer momento se les volvié a presentar la figura y se les solicité obtener la
medida de las hipotenusas de los dos tridngulos, el proposito de este momento fue que
hicieran uso del teorema de Pitagoras.

El alumno 8 realiza dos figuras a un lado, una es del triangulo mas pequefio y la otra
del triangulo mayor, en la primera traza los tres cuadrados sobre cada uno de los lados del
triangulo y con las medidas de los lados obtiene el area de los cuadrados de los catetos y las
suma y comienza a buscar dos nimeros que le den como resultado la suma que obtuvo. En
la segunda figura ya no coloca el cuadrado de la hipotenusa, es decir, ya no hace uso de las
nociones del teorema de Pitagoras porque €l recuerda que el triangulo mas grande es tres
veces mayor que el pequefio, él multiplica el tres por el nimero que encontrd y obtiene las
medidas de las dos hipotenusas, como se observa en la figura 4.43a. El alumno 26 realiza un
dibujo de la primera terna pitagdrica y a partir de ella obtiene la formula del teorema de
Pitdgoras y la utiliza con los valores de la figura para calcular uno de los segmentos
solicitados y finalmente realiza lo mismo que el alumno 8, recuerda que el tridngulo mayor
es tres veces mas grande que el pequefio y multiplica el tres por el resultado que habia
obtenido, de esta forma obtiene la medida de ambas hipotenusas como se muestra en la figura
4.43b.
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Figura 4.43
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4.1.3. Resultados de la fase de valoracion

El proposito de esta fase fue valorar la consolidacion de los conocimientos bésicos
de geometria, se centrd la atencion en como los alumnos desarrollan los conceptos, si los
tienen consolidados o siguen presentando las mismas dificultades que se identificaron en el
cuestionario diagnostico, si centran su atencion a lo figural o siguen recurriendo a la medida
al momento de tratar figuras. y la forma de expresarse para explicar cémo resuelven los
reactivos. Se hizo uso de un instrumento final (cuestionario) y se realizaron dos entrevistas

semiestructuradas.

4.1.3.1 Instrumento final

A diferencia del cuestionario diagnostico en este cuestionario no se quiere reconocer
cémo tratan los alumnos las nociones sino si estan consolidados. Al igual que los resultados
del diagnostico estan divididos en las siete nociones conceptuales: segmentos, angulos,
triangulos, poligonos, circunferencia, teorema de Tales y teorema de Pitagoras. Se pone
énfasis en aquellas respuestas que tienen mayor frecuencia, para determinar la consolidacion

de los conceptos basicos de geometria.
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4.1.3.1.1. Segmentos.

Se tuvieron dos objetivos para la nocion de segmentos: la comparacién de segmentos
y la operacion entre ellos.

Los resultados se observan en la grafica 4.8, se observa que algunas de las respuestas
tienen relacion con las interpretaciones obtenidas en el cuestionario diagndstico, sin
embargo, es menor la frecuencia.

Gréfica 4.8

Resultados cuantitativos de la nocidn de segmentos
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Los resultados en el propésito de comparacion con mayor nimero de alumnos son
cuando hacen uso de una mediacion, esta mediacion fue regla sin graduar y compas, se
observo que le dan sentido a la funcion de dichos instrumentos, ya no hacen uso de objetos
0 de su cuerpo y tratan directamente con cada uno de los segmentos ademas utilizan lenguaje
simbolico para nombrar los angulos y la relacién de congruencia que existe entre ellos como

se observa en la figura 4.44.
Figura 4.44

Comparacién de segmentos congruentes utilizando una mediacién

Determina qué segmento es el mayor. BC , 1o meds con la cbertura del compos 4 lo compare con otres  Seamentos

éCuales son congruentes? AL 22 [k , Tk = 0% °¢p T =2 FF
Explica por qué y como le hiciste para saber cuaies son = . +
Po'que tienen la mismo medida | -

son Cong ventes, o hice I~ \

al compararles con la
(\b‘il*\_\((\ del COhlP(\S

92



Respecto a la operaciones entre segmentos la mayoria de los alumnos lo hicieron
como se muestra en la figura 4.45, hacen uso de regla sin graduar y compas para determinar
la longitud de los segmentos, trasladarlos y realizar las operaciones requeridas. Tratan
directamente con el segmento, estos alumnos ya no hacen referencia a los niumeros.

Figura 4.45

Operan segmentos con ayuda del compas
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En ambos ejemplos los alumnos hacen uso de algunas ideas fundamentales de
medida: comparacién y adicion, la diferencia con los resultados obtenidos en el cuestionario
diagnostico es que la manifestacion de dichas ideas en este instrumento esta en sentido

geomeétrico y no numérico.

4.1.3.1.2. Angulos.

Para los angulos se establecieron tres propoésitos: calcular los angulos interiores en
poligonos regulares e irregulares, calcular &ngulos entre paralelas y trazar angulos segun su
clasificacion. En la grafica 4.9 se observan los resultados obtenidos.

Gréfica 4.9

Resultados cuantitativos de la nocion de angulos
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En el calculo de angulos interiores de poligonos regulares e irregulares se tienen dos
resultados con frecuencias altas, la primera es cuando los alumnos solamente trazan las
diagonales y la segunda es cuando trazan las diagonales y obtienen los &ngulos solicitados.

Solamente se centra la atencidn a la segunda forma, ellos utilizaron diferentes formas
de realizar el inciso, una fue a partir de los angulos de los tridngulos formados del trazo de
diagonales como se muestra en la figura 4.46 y la otra fue haciendo uso de la formula que
los alumnos habian descubierto en las sesiones de desarrollo en el aula como se muestra en

la figura 4.46 b.

Figura 4.46
Trazan las diagonales y calculan los &ngulos interiores de un poligono
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Respecto a los angulos que se encuentran entre paralelas, en las respuestas con mayor

frecuencia los alumnos obtienen los angulos solicitados, en la figura 4.47 se muestra un
ejemplo de un alumno que obtiene los resultados y explica el porqué de sus respuestas.

Este alumno comienza su explicacion diciendo que la suma de los angulos internos
de un triangulo es de 180° y el dato que le dan es 30°, él cual se lo resta a 180° y mediante
la percepcion visual se percata que existe un angulo de 90°. Para finalizar, el alumno
visualiza el angulo de 60° y justifica su respuesta como correcta a partir de los dos datos que

se le dieron.
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Figura 4.47

Calculan de manera correcta los angulos solicitados.
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Para la clase de los angulos se les solicité a los alumnos que trazaran un angulo
representativo de cada una de las clasificaciones y la mayoria de los alumnos lo realizé como
la figura 4.48. Ademéas de saber las clasificacion de los angulos, los trazan, ya no
simplemente los reconocen.

Figura 4.48

Conocen las clases de angulos y los trazan
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En todos los ejemplos se considerd que los alumnos habian ascendido del nivel de
visualizacion para Van Hiele y el de reconocimiento para Tall (2018), a los niveles de
pensamiento geométrico de analisis segin Van Hiele que se refiere a que los alumnos
analizan las figuras en términos de sus componente y relaciones entre los componentes y

descubren propiedades de una clase de forma empirica y respecto a los niveles de Tall
95



(2018), se encuentran en el nivel de descripcion en donde el significado de la figura es

refinado por la descripcion de sus propiedades basicas, una figura es vista como un todo.
Los alumnos reconocen los elementos de las figuras y logran establecer conexiones

entre la figura y el concepto, en los primeros ejemplos se observa la conexion de la figura a

los conceptos y en el altimo ejemplo se da del concepto a la figura.

4.1.3.1.3. Tridngulos.

Para tridngulos solamente se tratd un proposito: trazar triangulos segun la
clasificacion de sus lados y sus angulos. Los resultados se encuentran en la grafica 4.10.
Gréfica 4.10

Resultados cuantitativos de la nocion de tridngulos
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Trazo de triangulos segun sus lados y sus angulos

Los alumnos hacen uso de regla sin graduar y compas para trazar los triangulos

solicitados como se muestra en la figura 4.49.

Figura 4.49
Conocen las clases de triangulos segun sus lados y sus angulos y logran trazarlos
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Al igual que el altimo ejemplo de angulos, los alumnos realizan una conexién del
concepto y la figura; asocian una figura geométrica que cumpla las condiciones que marca
el concepto. Los niveles de pensamiento ascienden en comparacion con el diagnostico, y se
encuentran en el nivel de pensamiento geomeétrico de ordenacion y clasificacion y respecto

al nivel de abstraccion se encuentran en el nivel de definicidn.

4.1.3.1.4. Circunferencia.

Para la circunferencia el propoésito fue que trazaran los segmentos y rectas
caracteristicos.
En la gréafica 4.11 se muestran los resultados cuantitativos
Gréfica 4.11
Resultados cuantitativos de la nocion de circunferencia
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Trazo de segmentos y rectas caractetisticas

La mayoria de los alumnos trazan todas las rectas y segmentos caracteristicos,
inclusive algunos colocan una breve descripcion para cada una de ellas como se muestra en

la figura 4.50.
Figura 4.50

Conocen todos los segmentos y rectas caracteristicos de la circunferencia
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4.1.3.1.5. Nocion del teorema de Tales

Los propdsitos para el teorema de Tales fueron dos: reconocimiento de triangulos
entre paralelas y de los lados correspondientes.
En la grafica se muestran los resultados para cada uno de ellos.
Grafica 4.12
Resultados cuantitativos de la nocién del teorema de Tales

Nociones del teorema de Tales
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Reconocimiento de tridngulos entre paralelas Reconocimiento de lados correspon:

La mayoria de los alumnos reconocen los tridngulos semejantes, algunos solamente

dos (véase figura 4.51a), otros los tres (véase figura 4.51b).

Figura 4.51
(a) Reconocen dos triangulos semejantes que se encuentran entre paralelas

(b) Reconocen tres triangulos semejantes que se encuentran entre paralelas
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Sin embargo, al reconocer los lados correspondientes algunos alumnos no los

relacionan correctamente como se muestra en la figura 4.52.
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Figura 4.52

No reconocen los lados homologos de la figura

Los alumnos que relacionan los lados lo expresan de diversas formas, unos lo hacen

en igualdades como se muestra en la figura 4.53a y otros lo colocan en conjuntos como se
observa en la figura 4.53b.

Figura 4.53

Reconocen los lados homologos de la figura
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4.1.3.1.6. Nocion del teorema de Pitagoras.

Los propositos para la nocién del teorema de Pitagoras fueron: calcular la longitud

de los lados de los cuadrados presentados. Los resultados se encuentran en la grafica 4.13.
Gréfica 4.13

Resultados cuantitativos de la nocién del teorema de Pitagoras

Nociones del teorema de Pitagoras
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La mayoria de los alumnos obtiene las areas de los tres cuadrados utilizando la unidad
de medida sugerida inclusive colocan ya las unidades de medida que en este caso son

cuadraticas.
Figura 4.54

Obtienen el area de los cuadrados presentados

4.1.3.2. Entrevistas.

El objetivo fue verificar si los alumnos tenian la madurez o no para llegar en buenas
condiciones a los conceptos geométricos de transicion para los conceptos basicos de la
trigonometria, en las entrevistas se identificd qué conceptos o nociones previas fueron las
que tenian los alumnos.

Se debe recordar que se hizo uso de las hojas de control de la Gltima sesion del
desarrollo en el aula para las entrevistas, por lo cual, la entrevista se divide en tres momentos:

o Primer momento: Calcular los &ngulos dada una tangente y el valor de
un angulo.

o Segundo momento: Utilizar el teorema de Tales para calcular el lado
de uno de los tridngulos

o Tercer momento: Utilizar el teorema de Pitagoras para calcular el lado
faltante de los triangulos de la figura de la hoja.
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4.1.3.2.1. Caracteristicas de los encuestados.

El alumno 11 se eligio para validar que tuviera consolidados los conceptos de
geometria, ya que, desde el instrumento diagndstico presento respuestas correctas y a lo largo
de las actividades manifestaba claridad en los conceptos tratados.

El alumno 26 se eligi6 por varias razones, la primera es que él solamente aplicaba los
teoremas como se los ensefiaban en sus cursos, 0 cémo los leia en los libros que consultaba
con su hermana y también se identificaron varios errores en sus hojas de control, en donde

se confundia con los contenidos de geometria.

4.1.3.2.2. Primer momento.

En el primer momento de la entrevista con el alumno 11 se pusieron en juego los
siguientes conceptos: tangente, angulos rectos, angulos congruentes entre paralelas,
triangulos semejantes, congruencia y semejanza en triangulos, angulos suplementarios,
angulo llano y angulos congruentes.

En el primer momento de la entrevista con el alumno 26 se pusieron en juego mas
conceptos, ya que, present6 dificultades, los conceptos abarcados fueron: teorema de Tales,
razén y proporcion, angulos rectos, tangente, congruencia de angulos entre paralelas,
criterios de semejanza, angulos opuestos por el vértice, congruencia, paralelas, angulos
suplementarios, resta con decimales, angulos Ilanos, justificacion de la suma de los angulos
interiores de un triangulo, paralelogramos, angulos internos de los cuadrilateros.

Los problemas que presenté el alumno fueron:

o Utiliza el teorema de Tales para obtener los angulos solicitados en el
primer momento

o Dificultad para diferenciar que el teorema de Tales esta relacionado
con segmentos y no con angulos

o Errores para realizar sustracciones con punto decimal
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El alumno 11, argumenté de manera rapida el papel que jugaba en el ejercicio la
tangente, menciond las caracteristicas y la relacion que tenia con los angulos solicitados,
para los demas angulos hizo referencia a la semejanza de triangulos que se encontraban entre
paralelas, por lo que justificaba que algunos angulos eran congruentes entre si (véase figura
4.55a).

En la entrevista del alumno 26 se comenzd preguntando por qué habia utilizado el
Teorema de Tales para obtener la medida de los &ngulos, fue el primer error que se identifico
en las hojas de control. Una vez que se dio cuenta que no le funcionaba el teorema de Tales
para obtener los angulos solicitados, el alumno puso en consideracion nuevamente los datos
que se le estaban brindando y para argumentar que uno de los angulos era recto se referia a
las perpendiculares. Con los demés angulos tuvo dificultades porque se le complico hacer

sustracciones con nameros decimales (véase figura 4.55b).
Figura 4.55

Primer momento de la entrevista

Figura 1
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4.1.3.2.3. Segundo momento.

En el segundo momento de la entrevista del alumno 11 se abarcaron las siguientes
nociones conceptuales: identificaciobn de los triangulos semejantes de la figura,
caracteristicas de los triangulos semejantes, obtencién de la medida de uno de los lados de
un triangulo mediante el teorema de Tales y razon. Las nociones conceptuales abarcadas por
el alumno 26 fueron: identificacion de triangulos semejantes, descripcion de las
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caracteristicas de los triangulos semejantes, razones, trazo de triangulos semejantes,
paralelas y angulos, se le solicité que comprobara si dos tridngulos eran semejantes y luego
que comprobara que los &ngulos que él habia trazado eran semejantes, comparaciones,
razones, razones con decimal, semejanza, resolucion de ecuaciones de primer grado.

Los errores que presento fueron:

*Dificultad para realizar las comparaciones entre los segmentos de los triangulos semejantes.
*Dificultad para concebir una razén menor a 0.

Hubo diferencias sustantivas en este momento de la entrevista, el primero es que para
el alumno 26 se le solicitd que trazara figuras semejantes y se percatara que en esa misma
figura se podia trazar muchos triangulos semejantes, el alumno encontré dos formas para
trazar triangulos semejantes, sin embargo, no manifestd nociones de infinito después de
trazar mas triangulos. Posteriormente, el alumno compard los segmentos de los tridngulos
semejantes de manera correcta, pero al momento de tratar las comparaciones de manera
escrita los confundia lo cual dio lugar a una buena parte de la entrevista, ya que, cuando se
pensaba que el alumno realizaria las comparaciones de manera correcta, se seguian
manifestando los errores anteriores (véase figura 4.56b).

Al alumno 11 no se le solicitd que trazara triangulos, sino que hasta el final de la
entrevista se le solicitd que identificara qué otros triangulos habia semejantes a partir de
todos los trazos que habia realizado en sus hojas, pero le costd trabajo identificarlos (véase

figura 4.56a).
Figura 4.56

Segundo momento de la entrevista
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4.1.3.2.4. Tercer momento.

Las nociones abarcadas en la entrevista del alumno 11 en el tercer momento fueron:
nociones del teorema de Pitagoras, sumay resta de &reas dependiendo el lado que se quiera
calcular, caracteristicas de un triangulo por lados y angulos, descripcion del triangulo, trazo
de cuadricula, obtencion de una expresion algebraica del teorema de Pitagoras, explicacion
de la expresion del teorema de Pitagoras, obtencion de la longitud de uno de los lados del
triangulo rectangulo, diferencias entre obtener &reas y obtener longitudes (véase figura
4.57a).

Las nociones de la entrevista del alumno 26 en el tercer momento fueron: aplicacion
del teorema de Pitagoras, como surge el teorema de Pitagoras, unidades de medida, obtener
el area sumando unidades de medida, trazo de cuadricula, sumay resta de areas dependiendo
el lado que se quiera calcular, raiz cuadrada (véase figura 4.57b. Con 11 se centrd la atencién
en la obtencion de la expresion algebraica del teorema de Pitadgoras y en el alumno 26 se
centrd la atencion en la unidad de medida y en qué momento se tenian que sumar o restar las

unidades de medida.
Figura 4.57

Tercer momento de la entrevista
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Debido a los resultados de la parte de valoracion la docente reconocié que los
conceptos basicos como el tratamiento con segmentos, angulos, triangulos y el teorema de
Pitagoras estan consolidados en la mayoria de los alumnos, sin embargo, el concepto que
aun presento dificultades fue el teorema de Tales, su tratamiento en el aula requeria de una

forma distinta de ensefianza.
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4.2. Resultados (analisis-interpretacion) del ciclo indagatorio-investigativo

Los propositos de este ciclo fueron: poner en juego las preguntas y objetivos de la
investigacion, tratar los contenidos més elaborados de geometria y también los contenidos
bésicos de trigonometria.

Este ciclo se llevo a cabo con un grupo de tercer grado del ciclo escolar 2019-2020,
se realizo en tres fases: diagnostico, desarrollo en el aula y transicion. Debido al comienzo
de la pandemia no se concluyo la fase de desarrollo en el aula en su totalidad y no hubo fase
de valoracién, la fase de transicion se realiz6 con los resultados obtenidos de lo que se aplico
con los alumnos de forma presencial. Para el diagndstico se disefié un cuestionario (ID2),
para el desarrollo en el aula se disefiaron actividades con conceptos de geometria (Act. 2) y
dos trayectorias de ensefianza (TE); una para los contenidos de geometria (TE-Geol) y otro

para los de trigonometria (TE-Tril) (véase figura 4.58).
Figura 4.58
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A partir de la fase de transicion del ciclo indagatorio, se realizaron modificaciones
para el ciclo indagatorio-investigativo, la primera modificacion fue el disefio del cuestionario
diagnostico, éste abarco los tres ejes teméaticos marcados en el Programa de Estudios (SEP,
2011) y la segunda modificacion fue realizar una segunda reduccion de la abstraccion del
concepto, pero desde documentos histéricos (Euclides y Arquimedes) para complementar la
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primera reduccion realizada a partir del andlisis del Programa de Estudios (SEP, 2011), se
identificaron los conceptos seminales y se trazaron las rutas para poner en juego los
conceptos minimos en el aula y poco a poco incorporar nuevos elementos.

Se modificd el tratamiento de la figura y se omitié completamente el uso de la medida
en las primeras actividades, se tratd la idea de unidad de medida para que los alumnos le
dieran sentido a los nimeros posteriormente y el uso de regla sin graduar y compas fue mas

fortalecida en las actividades.

4.2.1. Resultados de la fase diagndstica

En la fase diagndstica se disefid un cuestionario, los resultados del cuestionario
diagndstico estan divididos en tres partes, cada una corresponde al eje tematico marcado en
el Programa de Estudios (SEP, 2011): Cuatro reactivos de sentido numérico y pensamiento
algebraico, diez para Forma, espacio y medida y finalmente cuatro para Manejo de la
informacidn. Se presentan los resultados de forma cuantitativa de los tres, sin embargo, se
pondra énfasis a las respuestas que los alumnos ofrecen respecto al eje de geometria. En la
Gréfica 4.14 se muestran los resultados para cada uno de los reactivos.

Gréfica 4.14

Resultados generales del cuestionario diagndstico (ID2)

Resultados del cuestionario diagndstico
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La mayoria de los alumnos dejé en blanco los reactivos que no sabian como resolver,
por tal motivo, se observan frecuencias muy bajas a pesar de que fue un grupo de 32 alumnos.
El promedio de respuestas correctas en el eje relacionado con contenidos de aritmética y
algebra es el méas bajo, seguido del eje vinculado con geometria y el mayor corresponde a
los contenidos basicos de probabilidad y estadistica.

Los reactivos de geometria para su andlisis se dividieron en segmentos, angulos,
triangulos y poligonos, para este analisis se toman en cuenta dos tipos de evidencias, las
primeras corresponden a algunas de las interpretaciones realizadas en el cuestionario
diagnostico del ciclo indagatorio, las cuales obstaculizan la construccion de contenidos mas

elaborados de geometria y aquellas evidencias que posibilitan seguir avanzando.

4.2.1.1. Segmentos.

Para la parte de segmentos se tomaron en cuenta los siguientes temas: nocion de
paralelas y perpendiculares.

Para los conceptos de segmentos paralelos y perpendiculares se identificaron
respuestas en las que manifiestan que las rectas paralelas son de la misma longitud, son lineas
rectas y respecto a la perpendicularidad consideran que son cuando dos rectas se “atraviesan”
como se observa en las figuras 4.59a y 4.59b. En las paralelas presentan intuiciones en la

representacion gréafica, pero en la explicacién mencionan que son congruentes.
Figura 4.59

Nociones de paralelas y perpendiculares erréneas
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Seis alumnos presentaron ideas que tienen relaciéon con las caracteristicas de las
paralelas y perpendiculares, en la figura 4.60 se muestran las respuestas de un alumno que
considera que las paralelas son rectas que nunca se juntan y perpendiculares aquellas que se
cruzan y forma un angulo de 90°. Sin embargo, para las paralelas no manifiesta que estén a
la misma distancia y en las perpendiculares solamente menciona que se forma un angulo
recto, no se sabe si reconoce que son cuatro angulos rectos los que se forman. Las nociones

de perpendicularidad y paralelismo no estan consolidadas en los alumnos.
Figura 4.60

Nociones de paralelas y perpendiculares
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4.2.1.2. Angulos.

Para angulos se considerd el reconocimiento de distintos tipos, identificacion de
angulos congruentes entre paralelas, valor de éangulos internos de un triangulo y
reconocimiento de &ngulo central en un poligono regular y su valor.

Para la identificacion de angulos entre paralelas se marcaron dos angulos con colores
distintos y los alumnos debian reconocer los que fueran congruentes y marcarlos con el
mismo color. La mayoria de los alumnos no los reconocio, algunos marcaban el angulo en
un punto de la recta como se muestra en la figura 4.61a, otros marcaban el angulo completo
como se muestra en la figura 4.61b.

Figura 4.61

No reconocen los angulos congruentes entre paralelas
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Respecto al valor de los angulos internos de un triangulo rectangulo, se identificé que
la mayoria de los alumnos no tiene presente el teorema que corresponde a la suma de los
angulos internos de un triangulo, ni las caracteristicas de los tridngulos rectangulos. En la
figura 4.62 se muestra un ejemplo de un alumno que conoce el teorema de la suma de los
angulos interiores de un tridngulo, pero no reconoce que el triangulo presentado es
rectdngulo, y aproxima el valor del angulo betha de manera visual, los valores que encuentra

suman 180°.
Figura 4.62

Conocen el teorema de la suma de los angulos internos de un triangulo, pero no calculan
correctamente los valores solicitados
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El ejemplo de la figura 4.63 muestra a un alumno que tiene presente el teorema de la
suma de angulos interiores de un triangulo y reconocio las caracteristicas del triangulo
rectangulo, sin embargo, realiza de manera incorrecta sus operaciones y al final no

comprueba si sus resultados son correctos.

Figura 4.63
Conocen el teorema de la suma de los angulos internos de un triangulo y calculan correctamente

los valores solicitados
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En los angulos internos en un poligono, la mayoria de los alumnos no los reconocen,
algunos dividieron el poligono en cuatro partes y colocaron que el valor de cada uno
corresponde a 30° y si se realiza la adicion el resultado es 120° como se muestra en la figura
4.64a, otros solamente trazaron un segmento desde el centro a uno de los vertices como se
muestra en la figura 4.64b.
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Figura 4.64

No reconocen el angulo central en un poligono regular
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Solamente un alumno identificé el angulo central y obtuvo su valor, sin embargo, no

explica como lo realiz6 como se muestra en la figura 4.65.
Figura 4.65

Reconoce el angulo central y calcula su valor
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4.2.1.3. Tridngulos.

Para tridngulos se tomo en cuenta el trazo de altura en diferentes tipos de triangulos.

En algunas de las respuestas se vuelve a encontrar al igual que en el cuestionario
diagnostico del ciclo indagatorio a alumnos que hacen uso de la asignacion numérica aun
cuando se les solicita que tracen, en este caso la altura, se centran en la longitud de los lados
como se muestra en la figura 4.66a.

También se identificaron trazos en donde los alumnos realizan la altura y trazan un
rectangulo, mostrando que esas también corresponden a la misma altura como se muestra en

la figura 4.66b.
Figura 4.66

(a)Asignan un nimero cuando se les solicita trazar la altura

(b)Trazan una altura en los triangulos
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Otros alumnos trazan tres alturas, pero no tienen nociones de perpendicularidad en
las dos que no tienen uno de los lados de forma horizontal, por lo que se vio en el apartado
de segmentos, los alumnos consideran que por el simple hecho de intersecarse ya cumplen
con la caracteristica de altura (véase figura 4.67).

Figura 4.67

Trazo de tres alturas en el triangulo

4.2.1.4. Poligonos.

En poligonos se coloco un reactivo para el reconocimiento de cuadrilateros, asi como
de las caracteristicas de sus elementos (lados, angulos, diagonales) y también la
diferenciacion entre el perimetro y el area de un cuadrado dada una unidad de medida
arbitraria. La mayoria de los alumnos no reconocié los cuadrilateros presentados, algunos
inclusive confundieron el cuadrado con un rombo, puesto que ninguno de sus lados estaba
de forma horizontal, asi mismo no lograban describir como eran sus lados, sus &ngulos ni
sus diagonales como se observa en la figura 4.68.

Figura 4.68

No reconocen los cuadrilateros ni las caracteristicas de sus lados, angulos y diagonales
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Hubo otros alumnos que reconocieron todos los cuadrilateros presentados y
colocaron las caracteristicas de sus lados y sus angulos, sin embargo, no reconocieron las
diagonales como se muestra en la figura 3.69.

Figura 3.69

Reconocen los cuadrilateros, las caracteristicas de sus lados, angulos y diagonales
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4.2 2. Resultados de la fase de desarrollo en el aula

Esta fase se desarroll6 en tres partes: actividades de geometria con conceptos basicos,
y dos trayectorias de ensefianza, la primera para los conceptos de transicion de geometria y
la segunda para los conceptos basicos de trigonometria. En la primera se puso énfasis en la
construccidén con regla sin graduar y compas, se pusieron en juego algunos de los teoremas
de los libros, I, VI y X de Euclides, en la trayectoria de ensefianza de geometria se
desarrollaron hojas de control para cada uno de los conceptos identificados como transitorios
(tridngulo rectangulo, teorema de Tales, teorema de Pitagoras, segmentos inconmensurables
y circunferencia), finalmente, para la trayectoria de ensefianza de trigonometria también se
habian disefiado hojas de control para los conceptos, sin embargo, se tuvo que modificar para

aplicarse como un cuestionario virtual de opcién multiple.

4.2.2.1. Actividades de geometria.

Se realizaron actividades relacionadas con los siguientes conceptos basicos:
segmentos, angulos y tridngulos. La forma en la que se trataron en el aula no corresponde al
acomodo que se realiza para su analisis. la docente previamente habia realizado los teoremas
de construccion del libro 1, por lo tanto, sus observaciones estaban enfocadas a las formas
en las que los alumnos lo trazaban.

Gréfica 4.15

Resultados de las actividades de geometria

Aciertos de las actividades de geometria
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4.2.2.1.1. Segmentos.

En segmentos se trataron los siguientes temas: operaciones con segmentos (adicion,
sustraccion, multiplicacion y division), trazo de paralelas y utilizacion de una unidad de

medida arbitraria para determinar la longitud de segmentos.

4.2.2.1.1.1. Operaciones con segmentos.

La operacion con segmentos, especificamente adicion, sustraccion y multiplicacion
se coloc6 como una de las primeras actividades (después de la diferenciacidn entre recta,
semirrecta y segmento de recta) puesto que estabamos enfocados a que los alumnos trataran
directamente con la forma presentada, con estas actividades los alumnos comenzaron a
utilizar regla sin graduar y compas, y descubrian qué caracteristicas y ventajas tenia cada
uno de los instrumentos. La actividad se realiz6 sin complicaciones, los alumnos comenzaron
a tratar con lo que ellos mismos trazaban, no se les brindd un segmento especifico, sino que
ellos con los conocimientos previos que tenian debian trazarlos y posteriormente operar con
ellos. En el ejemplo de la figura 4.70 se observa como los alumnos realizan sus trazos,
inclusive colocan la operacién realizada de forma simbdlica y explican como realizan cada
una de las operaciones. A diferencia de las respuestas que se obtuvieron en el cuestionario
diagndstico del ciclo indagatorio en donde los alumnos utilizaban lenguaje simbdlico y
posteriormente no sabian a qué correspondia, en las actividades de este ciclo los alumnos

logran darle sentido a las letras que utilizan.

Figura 4.70
Operaciones con segmentos de recta

Q) Vioza e\ segmento TGS g @\ ST G atmalos
< =1

— | I e | oot ® G S S

- S S N, W | ot —t
—— + et & FC

3 : - 1>
£ ¥ = e T
En vna immo efla morcomes T | g losgp o cvame despues del
B dnahcnrnom | O TET G OV [Crnal de g SnaldiAa oy Aot ‘oactar e\
Xoegmento.
B Tiato e\ Ao q e\ XS Q resto el ods  pequens
~ = i I “©
1- | I 7 1 B SO &
x 9
AB - Xq KX
X &n voa FripeTe | Segemen MO norCamns AR O TS TGRS B e
od ol Nedoinon— e e arbos Segmenics | eraremon o\
1@ H;xa\o B @xclo Y
v en O Segmenlo  MOYCamG S 2mooes | Aertar emes o medide de
228 o e 5 o g g ol g : ~oYo | TAS.
QTUA el segmento | B g molhpleole XD, ezecie  como lo hhaole.
S = | A T T T T T2 S ST e
En o mMmoma Segrenio | rerGue S Leces e\ segmenito | inicael | TRE

113



4.2.2.1.1.2. Trazo de paralelas

En la actividad que se desarroll6 con los alumnos para tratar el concepto de
paralelismo, primeramente, se les cuestiond sobre sus conocimientos previos de las
caracteristicas de dos rectas paralelas, los alumnos manifestaban que eran lineas que nunca
se cruzaban o que eran iguales, como se habia observado en el diagndéstico, los alumnos no
tienen consolidado el concepto de paralelismo. A partir de la socializacion que se tuvo en el
salon de clases, el grupo comenzd a reconocer las caracteristicas de dos rectas paralelas entre
si, posteriormente se logro concluir que las paralelas tienen la misma inclinacién y distancia
entre ellas.

Se les solicitd que con lo que se habia tratado en clase construyeran con regla sin
graduar y compas, primeramente, un segmento de recta cualquiera y posteriormente un
segmento de recta paralelo a éste, el cual es uno de los teoremas del libro 1 de Euclides.
Desde las primeras actividades no se habian utilizado los nimeros para tratar las figuras
geomeétricas, por lo cual, fue una de las actividades que consolidarian la utilizacion de los
segmentos con los instrumentos (regla y compas). La docente no les dijo la forma en la que
se trazan los segmentos paralelos, puesto que, se queria observar coémo los alumnos tratan la
figura a partir de las caracteristicas del concepto, mediante el uso de los dos instrumentos.
Se desarroll6 en binas, y se les dijo que no borraran aquellas construcciones que consideraran
que estaban mal, sino que los tratarian como intentos, porque podria que a partir de ellos
tuvieran ideas para la siguiente construccion. La docente monitoreaba, observaba y
cuestionaba pequefias acciones que los alumnos realizaban en la actividad, porque cada una
de las acciones que realizaran los alumnos con sus instrumentos era objeto para interpretarlo.

Al principio algunos equipos de trabajo trazaban un segmento de recta y en cada
extremo trazaban dos circunferencias, luego visualmente colocaban otro segmento cuyos
vertices serian tangentes a las circunferencias, la docente los cuestionaba de como sabrian
cuél seria el punto de tangencia, es decir, los dos puntos que servirian para trazar un
segmento que estuviera a la misma distancia. Les costd trabajo comprender por qué el error

visual no se estaba utilizando en las construcciones.
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Sin embargo, comprendieron que para trazar un segmento se necesitan dos puntos, y
para el propdsito de la actividad, esos dos puntos debian estar a la misma distancia del
segmento que habian trazado con anterioridad, pero si ellos trazaban visualmente el
segmento podria pasar que no estuvieran a la misma distancia. Por ser una de las primeras
actividades complejas en la construccion se les brindo una “pista” de que podian utilizar una
transversal para la construccion (que es como lo traza Euclides), algunos hicieron uso de ella
y otros no.

Se les motivd a pensar en otras construcciones en donde ubicaran explicitamente los
dos puntos haciendo uso de su regla'y compas, poco a poco los alumnos comenzaron a tener
ideas muy variadas, las cuales lograban justificar mediante los trazos que habian realizado.
A continuacion, se presenta un ejemplo de una actividad que realizé una bina de trabajo. Se
observan tres intentos para la construccion y tres descripciones de como realiza los trazos.
En la figura 4.71 se observa que tienen dos intentos, el primero contiene error visual y el
segundo comienza a poner en juego su pensamiento intuitivo para construir lo que se le

solicita.

Figura 4.71
Ejemplo uno de trazo de paralelas

En el siguiente ejemplo, se observa que tiene tres intentos para la construccion y a
los lados coloca la explicacion de como lo realizé paso a paso, en el primero presenta un
erros visual, tantea que los puntos estan a las mismas distancia y posteriormente traza la
paralela, al cuestionar a los alumnos se dieron cuenta y desarrollaron su segunda idea, se

observan una marcas hechas con el compas, en donde ubican dos puntos que estan a la misma
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distancia, el cual no contiene el erros visual del primero. La docente les menciono que debian
responder tres preguntas: 1) ¢que se tiene?, 2) ¢qué se quiere hacer? y ¢como lo hicieron?,
dichas preguntas fueron un acercamiento al proceso que realiza Euclides para sus
demostraciones, sin embargo, debido al nivel educativo, solamente se usan como guia para
que los alumnos manifiesten como realizan sus construcciones. En este sentido, la
explicacion que ofrecen los alumnos tuvo una estructura que les posibilité regresar a este
apunte y entender como habian realizado su construccion y les ayudo a fortalecer su escritura

y argumentacion, asimismo, comenzaron a utilizar notacion simbdlica.
Figura 4.72

Ejemplo dos de trazo de paralelas
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4.2.2.1.1.3. Unidad de medida arbitraria

En un principio se realizo la actividad con un objeto cualquiera que se utilizaria como
unidad de medida para determinar la longitud de un segmento, sin embargo, a partir de esas
nociones se transito a tomar un segmento cualquiera como unidad de medida para determinar
la longitud de un segmento como se muestra en el libro X de Euclides, lo cual fue una
actividad de importancia para la consolidacion de los contenidos geométricos de transicion

tratados en la Trayectoria de ensefianza de geometria.
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En la figura 4.73 se observa que el objeto que el alumno elige como unidad de medida
es un gusanito, lo dibuja doblado no estirado, de extremo a extremo lo considera como su
unidad, en la sesidn se trataron los inconvenientes de tratar con objetos concretos y se
propuso utilizar segmentos, en la figura se observa como determina la longitud de los
segmentos, inclusive colocan fraccion, otros reconocieron que no son centimetros, sino que

depende de cémo se nombre la unidad de medida.

Figura 4.73
Introduccién a la unidad de medida arbitraria

=

ol

4.2.2.1.1.4. Division de segmentos en multiplos de dos y division de segmentos en

“n” numero de partes

Este contenido no se tratd en las primeras sesiones, se dejo antes del teorema de
Tales, después de segmentos, angulos y triangulos, puesto que, lo constituyen mas conceptos
a comparacion de las otras tres operaciones vistas anteriormente. Los alumnos desarrollaron
la actividad en binas o tercias, se trat6 la division entre multiplos del dos, y en “n” nimero
de partes diferentes a multiplos de dos. Para la primera se les dio la consigna de que trazaran
un segmento de recta y posteriormente lo dividieran en cuatro partes iguales y para la
segunda que lo dividieran en los que ellos quisieran sin que fuera maltiplo de dos. En esta
actividad hicieron uso de sus conocimientos previos de lo que se habia visto en cada una de
las sesiones porque el docente les preguntaba el por qué su construccion era considerada
correcta respecto a los conceptos geomeétricos.

Para la division de segmentos en multiplos de dos hubo una diversidad de respuestas,

cada equipo de trabajo propuso una forma distinta para la divisién de segmentos, algunas
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eran muy parecidas entre si, sin embargo, tenian elementos que las diferenciaban (véase

figuras 4.74a'y 4.74b).
Figura 4.74

Ejemplos de division de segmentos en partes iguales (mdultiplos de dos)
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Las figuras 4.75a y 4.75b, estan asociadas, sin embargo, en una se tiene la idea de
triangulo, en la otra se tiene la de la mediatriz, a partir de las dos ideas realizan las divisiones
solicitadas.

En la figura 4.75a realizan un tridngulo equilatero, posteriormente, trazan una
perpendicular que es la altura del triangulo, toman la longitud de uno de los extremos de
segmento al punto medio y con ella trazan tres circunferencias, dos a los extremos y una con
apoyo en el punto medio, a partir de ello trazan las perpendiculares y las intersecciones que
se realicen en el segmento inicial seran las divisiones del segmento. Realizan una descripcién
breve de como realizan su construccion. En la figura 4.75b se observan dos construcciones
y una explicacion, la explicacion es para la que se muestra con nimero 1, primero trazan un
segmento cualquiera, con la medida del segmento se apoya en los dos extremos y traza una
circunferencia en cada uno de ellos, una vez localizado el punto medio, toman la longitud y
trazan tres circunferencias, dos en los extremos del segmento y una en el punto medio como
en el ejemplo anterior, por ultimo, una las intersecciones y obtiene las mediatrices de las
mitades del segmento inicial. La otra construccidn que ofrece ese equipo de trabajo no tiene
explicacion, por lo cual se tiene que interpretar su construccion mediante los trazos que

realizaron.
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Figura 4.75
Ejemplo de division de segmentos partes iguales multiplos de dos
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Posteriormente, para la division de segmentos en n partes, se les complicé encontrar
una forma general para dividir cualquier segmento, sin embargo, hicieron varios intentos,
finalmente la docente explicitd el teorema de Arguimedes, a algunos alumnos les resulto Gtil
para acomodar las ideas que surgieron cuando ellos se enfrentaron a la actividad. A un equipo
le resulto facil realizar la division, puesto que, el trazo de segmentos paralelos ya lo tenian
dominado, inclusive le habian colocado un nombre a lo que habian realizado (el método

ballena) como se muestra en la figura 4.76.

Figura 4.76
Utilizacion del método de Arquimedes para dividir segmentos en n partes
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4.2.2.1.2. Angulos.

Para angulos se tratd la construccion con regla y compas de angulos, angulos
congruentes y también la identificacion de &ngulos congruentes entre paralelas.

Primeramente, la docente cuestiond a los alumnos sobre los elementos de un angulo
y se fueron explicitando las caracteristicas de un angulo, a partir de lo tratado se les solicitd
que trazaran un angulo cualquiera y posteriormente trazaran un angulo congruente al trazado
inicialmente, para este momento los alumnos ya habian tratado con los conceptos de
segmento de recta, por lo cual, ya tenian un mejor dominio de la regla 'y el compas.

Algunos realizaron la siguiente construccion, trazaron su angulo cualquiera y para
trazar un congruente a él primero unieron el angulo para trazar un tridangulo, posteriormente
trazaron un triangulo congruente, con ello aseguraban que tuviera la misma amplitud. Esta

construccion es la que realiza Euclides en el primer libro.
Figura 4.77

Construccién de angulos congruentes con regla y compas
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Para la identificacion de angulos congruentes entre paralelas, se les solicitd que ellos
trazaran dos paralelas y una transversal y reconocieran los angulos congruentes, después se
les solicito que lo realizaran con tres paralelas y finalmente se les entregd una hoja impresa
con tres paralelas y dos transversales para que ellos identificaran los &ngulos congruentes, la
mayoria los reconocieron como se muestra en la figura 4.78, algunos nombraron los angulos
y colocaron con simbologia los que eran congruentes.

Antes de la formacion para la investigacion este contenido presentaba muchas
dificultades para su ensefianza, los alumnos se confundian con los nombres y solamente los

identificaban segin sus medidas, por lo tanto, cuando se les presentaban las figuras sin
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numeros los alumnos no lograban reconocerlos. Se observo que si se omiten algunos
elementos como la medida y los nombres de cada &ngulo los alumnos los reconocen

facilmente.
Figura 4.78

Reconocimiento de angulos congruentes entre paralelas
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4.2.2.1.3. Tridngulos

Para tridangulos se tratd: elementos de un triangulo (angulos y lados), construccion
con regla'y compas de tridngulos congruentes dados angulos o segmentos, clasificaciones de
triangulos segun sus lados y sus angulos, tridngulos semejantes. Para la construccion de
triangulos congruentes (teorema) los alumnos no presentaron dificultades, sin embargo,
cuando se les solicitd trazar triangulos dados dos segmentos y un angulo, los alumnos
presentaron dificultades, pero lograron trazarlos. Cuando se les daban dos angulos y un
segmento, la mayoria de los alumnos no lograron trazar el tridngulo. Como se muestra en las
figuras 4.79. A partir de esa actividad se hizo reflexion sobre los posibles elementos minimos
para trazar un triangulo congruente y se hicieron explicitos los criterios de congruencia.

Figura 4.79
Trazo de tridngulos congruentes con regla y compas
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4.2.2.1.3.1. Triangulos semejantes

Para la semejanza de triangulos se realizaron tres momentos, en el primero los
alumnos realizaron una divisién de un segmento en tres partes iguales haciendo uso del
método de Arquimedes (véase figura 4.80). Una vez realizada la construccion se les solicitd
que identificaran los tridngulos que observaban. Unos alumnos lo hicieron marcando con
distintos colores los triangulos, mencionaban que estaban encajados uno con otro como en

la figura 4.80.
Figura 4.80

Utilizacion del método de Arquimedes para dividir segmentos y reconocimiento de triangulos
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El segundo momento para tratar los triangulos semejantes se les solicitdé a los
alumnos que compararan los lados de dos de los triangulos que habian observado, se les
recomendd trazar los tridngulos separados, es decir, sin que compartieran elementos. En la
figura 4.81 se observa como el alumno hace la comparacion de los lados del triangulo

pequefio al grande y viceversa.
Figura 4.81

Reconocimiento de triangulos semejantes
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Finalmente, se les presentan triangulos semejantes en diferentes posiciones y se les
solicita que comparen los lados correspondientes, la mayoria logra reconocer visualmente
los lados, (véase figura 4.82), pero cuando realizan la comparacion de sus lados haciendo

uso del lenguaje simbdlico comienzan a tener dificultades.

Figura 4.82

Reconocimiento de angulos congruentes y lados correspondientes en triangulos semejantes

4.2.2.2. Resultados de la trayectoria de ensefianza de Geometria

Como se menciond anteriormente, en el ciclo investigativo solamente se logré
realizar la trayectoria de ensefianza de geometria, en ella se trataron los conceptos
geométricos de transicion: nimeros irracionales (raiz de dos, pi), teorema de Tales y teorema
de Pitagoras. Se eligio un grupo para realizar un monitoreo detallado, en algunas de las
sesiones se grabd el audio para identificar qué conceptos pusieron en juego los alumnos al
momento de tratar con los conceptos. Los resultados que se obtuvieron estan divididosen los
tres conceptos de interés, en el presente trabajo se tratan solamente los resultados de las
actividades para los numeros irracionales: raiz de dos y pi, como inconmensurables,
primeramente. Y también se abarcara la rectificacion de la circunferencia y su concepcion
del Pi como numero real.Para cada uno de los conceptos se disefiaron hojas de control, dichas
hojas se aplicaron en los equipos de trabajo asignados previamente a los alumnos, los
equipos estaban conformados por cinco alumnos.

En las actividades se recuperaban los conceptos tratados en clase inicialmente, es
decir, hacian uso de lo que Prassad (2014), sefiala como conceptos “totales comprimidos”,

los conceptos vistos anteriormente pasan a ser abstracciones en lugar de conceptos concretos.
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En la grafica 4.16 se muestran las frecuencias con la que los alumnos desarrollaron
sus actividades de cada una de las hojas de control.
Gréfica 4.16

Resultados de las Trayectoria de Ensefianza de Geometria (TE-Geo)
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4.2.2.1.1.1. Elementos de un triangulo rectangulo

En esta actividad hubo dos secuencias, reconocimiento de presenté a los alumnos dos
triangulos rectangulos, se les solicitd que identificaran primeramente los angulos y les
colocaran una letra griega, posteriormente se les pidié que reconocieran los catetos y la
hipotenusa, y el segundo momento estaba relacionado con las relaciones que los alumnos
establecieron con los lados del triangulo.

En los siguientes ejemplos se observa que los alumnos colocan una letra griega para
los angulos de los triangulos y reconocen los catetos y la hipotenusa. Cuando se les solicita
que coloquen las relaciones existentes entre los lados realizan lo siguiente. En la figura 4.83a

los alumnos colocan las seis relaciones y en la figura 4.83b el alumno primero reconoce que
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hay tres relaciones y las otras relaciones que encuentra se repiten, pero de forma invertida,

por lo que, le pregunta al docente si es necesario que escriba las seis 0 solamente tres.
Figura 4.83

Reconocimiento de los elementos de un triangulo rectangulo y las relaciones entre sus lados
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4.2.2.1.2. Segmentos conmensurables e inconmensurables

Para la actividad de segmentos congruentes se hace uso de la idea de comparacion
entre segmentos, se colocé un segmento como unidad de medida y se les mencion6 que
compararan dicho segmento con los segmentos asignados.

En la figura 4.84 se muestra un ejemplo de como los alumnos comienzan a hacer las

comparaciones entre los segmentos y se presentan los numeros, para los segmentos
inconmensurables algunos alumnos lo colocan como fraccion.
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Figura 4.84
Comparacion de segmentos dado un tercer segmento como unidad de medida
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4.2.2.1.3. Teorema de Pitagoras

Para el teorema de Pitagoras se trataron dos cuestiones: areas de los lados construidos
sobre los lados de un tridngulo rectangulo, longitudes de los lados del triangulo rectangulo
y la medida de la hipotenusa en un tridngulo rectangulo isésceles. La primera es la que
regularmente se trata en secundaria y el segundo lo colocamos para identificar cémo tratan
los alumnos con procesos reiterativos de la comparacion de segmentos y las nociones que
manifiestan sobre el infinito.

En la figura 4.85 se observa un ejemplo de cémo trata la mayoria de los alumnos la
magnitud del area de los cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo rectangulo y
la magnitud de la longitud de los lados del triangulo rectangulo a partir de una unidad de
medida dada, hace uso de la unidad de medida cuadratica que se les coloca y con ella
obtienen las areas, se observa que en las respuestas el alumno coloca (a) como unidad de
medida para las areas, menciona que la relacion entre las areas es que se basan en la misma
unidad de medida y finalmente cuando se les solicita la magnitud de la longitud de los lados

el alumno ya no coloca la unidad de medida.
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Figura 4.85
Descripcion de la figura y obtencidn de areas de los cuadrados y longitud de los lados del triangulo
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Otros alumnos manifestaron respuestas semejantes cuando se les solicitaba el area o
la longitud de los lados, pero conforme se presento el didlogo con los alumnos en el salon de
clases para encontrar la relacion entre la areas, algunos alumnos presentaron las primeras
intuiciones del teorema de Pitagoras: es decir se dieron cuenta que si sumaban las areas de
los cuadrados pequefios equivalia a el area del cuadrado mas grande, posteriormente en la
conversacion una alumna se dio cuenta que si al area del cuadrado més grande se le restaba
el area del cuadrado mediano el resultado seria igual al area del cuadrado pequefio, en la
figura4.86 se muestra un apunte de un alumno, en uno coloca lo que se hablé del teorema de

Pitagoras y al segundo enunciado le coloca lo que dijo su compafiera.
Figura 4.86
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Para los procesos reiterativos de la comparacion de segmentos y las nociones sobre
el infinito se les colocd un triangulo rectangulo isosceles y se les solicitd que compararan
uno de los catetos con la hipotenusa, posteriormente en la interseccion de realizada en la
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hipotenusa trazaran un perpendicular al cateto horizontal, con ello se formaria un triangulo
semejante al presentado inicialmente, se les pidio que realizaran el proceso con su regla y
compas cuantas veces pudieran y se les hicieron algunas preguntas.

En la figura 4.87 se observa el ejemplo de un alumno que realiza las construcciones
solicitadas mediante la regla y el compas, se les preguntd cuantas veces habian logrado
realizar el proceso y el alumno menciona que 10 veces, menciona que no siguié porque el
compas no permitia mas de 10, se les cuestiono si se podia seguir realizando el proceso y si
era posible en qué momento terminaria, las respuestas del alumno estuvieron enfocadas a los
instrumentos. Con esta actividad se hizo evidente para los alumnos que los instrumentos

tienen limitaciones para realizar construcciones en donde se les solicita procesos reiterativos.
Figura 4.87

Procesos reiterativos entre la comparacion de un cateto y la hipotenusa de un tridngulo rectangulo is6sceles haciendo
uso de regla y compas
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En la figura 4.88 se muestra el ejemplo de un alumno que presenta nociones de
infinito a partir del proceso reiterativo, él realizd sus trazos y contestd las preguntas
valiéndose de lo que sabia sobre tridngulos semejantes, dice que el proceso es infinito y

concluye que en todos los tridngulos semejantes al triangulo presentado ocurrira lo mismo.
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Figura 4.88

Ejemplo de uso de regla y compas y el pensamiento intuitivo en las actividades de la Trayectoria

de Ensefianza de la Geometria
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El uso de regla sin graduar y compéas en ambos ejemplos posibilitd que surgieran las

intuiciones de las que habla Fischbein (1987) y comenzara el proceso intuitivo (creativo y

constructivo) que sefiala Pefia (2020). Con esta actividad los alumnos comenzaron a tener

las primeras intuiciones de inconmensurabilidad e infinito. Por la falta de espacio solamente

se toma el ejemplo de un alumno, sin embargo, hay muchos casos interesantes. En la figura

4.89 esta el proceso que elalumno realiza, usa su compas para trasladar la medida de la

longitud de uno de los catetos.

Figura 4.89
Trazos para medir la hipotenusa
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Cuando se le cuestiona cuanto mide la hipotenusa tomando en cuenta uno de

los catetos comounidad de medida, el alumno contesta que mide 1 y le falta un

pedazo del cateto, por lo cuales inconmensurable (Véase la figura 4.90). Se observa

que el alumno no hace uso de la formuladel teorema de Pitagoras, ya que, su mera

aplicacién no le posibilitaria entender por qué en los tridngulos rectangulos

isdsceles la hipotenusa es inconmensurable.
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Figura 4.90

Respuesta del alumno sobre la medida de la hipotenusa
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Al cuestionarlo sobre si el proceso se puede seguir haciendo, él contesta que
si, que puede seguir haciéndolo infinitamente, ademas se da cuenta que se forman
triangulos rectangulos ymenciona que son semejantes al triangulo que se le presento
inicialmente, ademas mencionaque si se le realiza una ampliacion se vuelve a

empezar el proceso (véase figura 4.91).
Figura 4.91
Respuesta del alumno haciendo referencia a un proceso infinito
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De su respuesta se rescatan dos cosas importantes; en primer lugar, el
alumno hace uso de los contenidos que ha aprendido anteriormente y les da sentido
cuando se le coloca la actividad, en palabras de Prassad (2014) ”cuando el alumno
ha asimilado lo nuevo y los conceptos o ideas en su estructura existente de
conocimiento, los conceptos abstractos previos se vuelven menos abstractos”(p36).
En este caso el alumno asimila que la hipotenusa es inconmensurable respecto a
uno de los catetos y los conocimientos previos de conmensurabilidad e
inconmensurabilidad asi como los de semejanza se vuelven menos abstractos para
el alumno y al docente le posibilita incorporar nuevos elementos para llegar a la
inconmensurabilidad de la circunferencia respecto a su diametro o su radio, los
alumnospoco a poco van ascendiendo de nivel. En este ejemplo se observa como se
cumple lo propuesto por Prassad (2014), como (RAIT). Ensegundo lugar, se
identifica que el alumno habla de una ampliacion, que si se realiza es como si se
volviera a empezar el proceso, el alumno tiene la intuiciéndel dinamismo de la
geometria, si se enfrentara a esta misma actividad con un software de geometria
dinamica le daria sentido al movimiento, no lo veria como algo superficial.
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En otra pregunta de la misma actividad, en donde se les cuestiona como es
la hipotenusa después de todo el proceso que se realiza. Un alumno logra generalizar
que la hipotenusa siempre serda inconmensurable en los tridngulos rectangulos
isdsceles, puesto que los triangulos que se forman son semejantes (Véase figura

4.92).
Figura 4.92

Respuesta del alumno con la descripcion de la hipotenusa
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4.2.2.1.4. Relacion entre el diametro y la circunferencia

Para tratar el namero Pi, primero se les solicitd a los alumnos material
concreto: un circulo de madera y listdn, posteriormente se disefiaron dos
actividades, en la primera se les pidié que con el listdn tomaran el didmetro como
unidad para medir la circunferencia del circulo de madera y realizaran una
aproximacion del pedazo faltante para cubrir toda la circunferencia respecto al
didmetro. En esta actividad se grabd el audio en el equipo de trabajo que era
monitoreado, la discusion fue muy interesante. Se recuperaron variosfragmentos del
audio, en el primero expresan que el pedacito que les falta es un séptimo respecto
al diametro, en el segundo un alumno abre el debate sila circunferencia es
conmensurable 0 no respecto a su diametro y el tercero es el debate que se origina
en el equipo y finalmente los alumnos se convencen de que es inconmensurable. En
el primer fragmento, los alumnos manifiestan que no han contestado las preguntas
de la actividad porque estan concentrados en saber cuanto mide el segmento que les
falta para medir completamente la circunferencia. Se les cuestiona sobre los avances

gue llevan y una alumnamenciona que han estimado el sobrante por medio de
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fracciones y lo que obtuvieron es un séptimo, la docente les cuestiona cémo
obtuvieron el séptimo y explicaron quetomando la medida de segmento faltante con
un liston de la misma medida que el diametro y posteriormente éste lo doblaron en

partes iguales y obtuvieron siete divisiones (véase fragmento).

[06] D-l: ¢Ustedes ya?

[07] A8: Sidividimos este pequeiio... cosita entre el diametro, nos da pi, bueno la
fraccion que nos faltaria.

[08] D-l: Pero ;Coémo harias? Porque no tenemos que medir.

[09] A13: Pues sabiendo que el diametro es de...

[10] D-I: Pero sin medidas, no importan las medidas, sin regla, no quiero nada de
regla. ;Como lo hago?

[11] A8: Sacando fraccién estimada, sale un séptimo.

[12] D-l: Un séptimo. Entonces sacando fraccion estimada, sale un séptimo.

Entonces, y ¢(CAmo sacaron ese un séptimo?
[13] A8: Yo doblé mi listoncito.

— La mayoria del grupo se acerco al valor de un séptimo, pero solamente este
equipo lo precisoy lo explicd. El proposito de la actividad justamente era que los
alumnos obtuvieran la aproximacion de Pi mediante fracciones para posteriormente
lograr rectificar la circunferencia. La aproximacion que realizan los alumnos
obtiene relevancia puesto que la proposicién tres de Arquimed_es (Heath, 1897,

p.93) establece que “el radio de la circunferencia de cualquier circulo a el
., 1 , 10 ,, .
diametro es menor de 3; pero mas grande que 3H . En este sentido, el

pensamiento intuitivo se vio fortalecido en esta actividad. En el segundo
fragmento un alumno intenta vincular la actividad de Pi con la actividad que trat6
la inconmensurabilidad de la hipotenusa respecto a los catetos en un triangulo
isosceles, perono lo logra y afirma que la circunferencia es conmensurable respecto
al diametro. Esto permite abrir el debate entre los alumnos (A8, A13) y posibilita
que la docente-investigadora (D-1) los cuestione sobre si es conmensurable o no. El
alumno argumenta que como su compariera obtuvo el un séptimo dividiendo el
didmetro y no le sobr6 algo, por lo tanto, es conmensurable. A continuacion, se

muestra un fragmento de la conversacion de los alumnos.

[14] A13: Simplificando el segmento pues. Con lo que habia hecho ayer de
pero, bueno el problema... esto si es conmensurable el de ayer era
inconmensurable,

[15] D-l:  ¢Este si es conmensurable?
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[16] A13: Si.
[17] D-lI:  ¢Por qué?
[20] A13: Si, perosi lo dividimos entre siete, cabe perfectamente.

[21] D-I: Y ¢si cabe perfectamente?

[22] As: Si.

[23] A13: Bueno, intenta con el tuyo divide tu liston 7 veces. (Se dirige a un
alumno)

Después de la conversacion en donde un alumno afirma que la
circunferencia es conmensurable respecto al diametro dos alumnos del equipo (A27
y A31) les dicen que no es esa la razén, que la circunferencia es inconmensurable y
lo que hacen es tomar el séptimo que se mencion6 anteriormente como unidad para
medir su circunferencia, una vez que hanmedido su circunferencia con el séptimo
comentan que les faltdé poco para medirla completamente, por lo tanto, es
inconmensurable, la docente-investigadora (D-1) recupera logue han realizado y los
alumnos que decian que era conmensurable (A13 y A8) se convencen, a

continuacion se muestra un fragmento de dicha conversacion.

[59] D-I:  (Se pas6?
F s — I [60] A27:  Sipor poquito, pero...
< [61] D-I: Fijate. Lo que hizo ayer, ¢te acuerdas? Decia: voy a tomar la mitad de

esa medida [de uno de los catetos del triangulo isdsceles] y de esa medida
le voy a ir haciendo [midiendola hipotenusa], entonces ellos ya lo
hicieron. Vean. Y dice Angel: no es cierto, no cabe, le falta, un pedacito.
Entonces, ¢Conmensurable o no?

[62] Todos Ahhhhhh, [gritos de afirmacion] Inconmensurable

[63] D-l: (Porqué?

[64] A13: Porque no cabe [el séptimo no cubre completamente la circunferencia]

[65] D-I:  (Porqué?

[66] A13: Porque...

[67] D-I: Y si¢gyodivido este un séptimo?

[68] A13: No, vaa seguir siendo la misma medida nada mas qué...

[69] D-I: ¢Entonces? ¢ Convencidos de que es inconmensurable?

[70] Todos Si.

[71] D-I: ¢Rubi? Porque lo que ustedes estaban haciendo es decir, ah pues el didmetro

lo parto en siete y si, el diametro si lo pueden dividir entre siete.
[72] A13: Esqueel problemaesde que... lo que estibamos haciendo era redondearlo.

[73] D-I: Redondearlo, era aproximacion. Entonces pénganle ahi que llegaron al
valor de mas o menos ¢De cuanto?

[74] As: Es que a ti te gusta redondear las cosas. ..

[75] ... Seis punto ocho...

[76] D-I: iUn séptimo! ¢Cuénto va a valer este pedacito con respecto al diametro?

Ustedes llegaron a un séptimo. Que va a ser muy importante eso que
acaban de descubrir [...] porqueeso va a ser histéricamente un hallazgo
que este sefior, el que lo hizo se tardé mucho, entonces después les cuento
la historia. Pero ustedes tienen un avance porque ya llegaron a tres enteros
un séptimo....
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En estos fragmentos de audio se observa que los alumnos ponen en juego su
pensamiento intuitivo, desde que la alumna mide con su liston el pedazo que le falta
para completar la circunferenciay divide su didmetro para determinar que el pedazo
equivale aproximadamente a un séptimo. Hasta que los dos alumnos justifican por
qué la circunferencia es inconmensurable con el diametro tomando como unidad de
medida el séptimo que su compafiera habia encontrado. También se observa la
importancia del didlogoentre los alumnos y el papel de la docente para orientar la
actividad para que los alumnos no se desvien de los aspectos. Otra parte importante
es la emocidn que expresan los alumnos cuando se dan cuenta que efectivamente la
circunferencia es inconmensurable respecto al didmetro, en el audio se escuchan
gritos que reflejan que los alumnos le han dado sentido a lo que sus compafieros
estan haciendo para justificar sus ideas.

A partir de la actividad pasada se retomé lo que los equipos de trabajo habian
realizado parahallar la aproximacién de Pi y se socializ6 en todo el grupo cuéles
habian sido sus resultados y se llegd al acuerdo de tomar el séptimo. Con estos
valores los alumnos rectificaron la circunferencia, primero se les solicitd que
trazaran una circunferencia y utilizando el métodode Arquimedes dividieran el
didmetro en siete partes y posteriormente rectificaran lacircunferencia. Luego se les
pregunto en donde ubicarian =, la mitad de 7 y como encontrarian 2z. La figura 4.93
es un ejemplo de la rectificacion de la circunferencia utilizandoel método de
Arquimedes y la aproximacion de un séptimo, se observa que realiza dos lineasuna
en donde coloca nimeros enteros para los diametros y la segunda linea utiliza .

AUn nologran ver a Pi como numero real, por tal motivo, separan las rectas que
realizan.

Los alumnos no presentan_problemas al rectificar la circunferencia, identifican
de manera rapida en donde se localiza = y ™ que fueron los que se les solicitd en
la actividad. Posteriormente, se genero otro debate para saber como identificar 2z, una
vez aclarada esa situacion los alumnos identificaron ** como se observa en la figura

4.93. Sin embargo, ésta fue la Gltima sesidén de manera presencial con los alumnos.

134



Figura 4.93

Rectificacion de la circunferencia

4.2.2.3. Resultados de la trayectoria de ensefianza de Trigonometria

Debido a la pandemia no se logr6 aplicar esta trayectoria de forma presencial, sin
embargo, de manera colegiada los profesores de la secundaria acordaron elaborar por
academias cuestionarios virtuales con poca informacion y de opcion multiple tratando
contenidos en los que los alumnos presentaran dificultades que sirvieran como apoyo a los
alumnos de tercer grado para su examen de admision a medio superior. Para matematicas se
disefiaron tres cuestionarios para los ejes tematicos marcados en el programa de estudios,
especificamente nosotros propusimos el de trigonometria como apoyo para su examen de
admision a medio superior. El cuestionario fue virtual y se aplico a todos los alumnos de
tercer grado de la institucion (320) de los cuales solamente once lo contestaron y solamente
uno de ellos desarrollé las actividades de geometria y la trayectoria de ensefianza de
geometria. Fueron 8 aspectos los que se trataron en el formulario, en la tabla 4.1, se observan

de maneracuantitativa los resultados obtenidos por los alumnos.

Tabla4.1
Resultados del formulario de trigonometria
Lo gue se solicité en cada reactivo Correcto Incorrecto
Identificacion de la hipotenusa 12 0
Identificacién del cateto adyacente 10 2
Identificacién del cateto opuesto 10 2
Aumento o disminucién de seno respecto a la amplitud del angulo 11 1
Aumento o disminucidn de coseno respecto a la amplitud del 9 3
angulo
Aproximacion de seno respecto a la amplitud del angulo 12 0
Aproximacion de coseno respecto a la amplitud del &ngulo 11 0
Aumento o disminucién de seno y coseno segun el dngulo 11 1
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Se identificd que a pesar de que 11 de ellos no desarrollaron las actividades
del ciclo indagatorio contestaron de manera correcta casi todos los reactivos, es
decir, se vieron forzados a visualizar las figuras que se estaban presentando sin
utilizar la medida. Por lo quese concluye que el disefio de la actividad incorporando

informacidn relevante y reactivos concretos favorecid su resolucion.

Las respuestas de los alumnos fueron muy breves, por tal motivo solamente
se rescataron dos alumnos; uno que habia desarrollado las actividades del ciclo
indagatorio y un alumno que no. El alumno que estuvo en el ciclo indagatorio se
centra en la figura y en las relaciones que existen entre sus elementos, por eso
cuando se le pregunta qué sucede con el coseno si la amplitud del angulo aumenta,
contesta que disminuye porque el cateto adyacente disminuye,por lo tanto, se
encuentran equilibrados (véase figura 4.94), se da cuenta que existe variacionpero
no solamente de la amplitud del &ngulo sino que también en seno y coseno, y eso
era una de los propdsitos de esa sesion, que los alumnos se dieran cuenta de lo

invariante y lo variante.
Figura 4.94

Respuesta de la alumna que desarrollo las actividades del ciclo

+ Enlafigura 11, se tienen tres triangulos

e q o o g0 o
FIGURA 11
Aumenta el coseno (CA) =i la amplitud del &ngulo aumenta

@ Disminuye el coseno (CA) sila amplitud del angulo aumenta W

tud ae E‘I'E:'. 0 aumenta

Se mantiene gual el coseno (CA)silaa

Anadir comentarios a una respuesta individual

Justifica tu respuesta *

Porgue el catete aumenta y el catete adyacente disminuye para que esté equilibrado

El alumno que no desarroll6 las actividades del ciclo indagatorio, indica que
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tuvo dudas en la actividad porque no se tenian las medidas de los segmentos del
triangulo y recurre a su calculadora para obtener el valor aproximado de seno y
coseno, aunque la respuesta que ofrece es correcta no relaciona la amplitud del
angulo con la longitud de los segmentos, ve los elementos de forma aislada y
ademas hace uso de su calculadora para obtener los valores solicitados, como se
muestra en la figura 4.95.

Figura 4.95

Respuesta del alumno que no desarrollé las actividades del ciclo indagatorio

Silos tres rénguios losordenamos de scuerdo con ol éngulo agudo marcado, como se muesira

en la figura 13 ; Aproximadamente cuanto medira el segmento correspondiente del coseno (CA)
para cada uno de los triangulos? *

1 4

E
E
G
o |
N s W 4 1
FIGURA 13
05 0.9 07 Puntuacién

Aproximadamente B B
=l segmento fiK ® v
mide:
Aproximadamente B B
&l segmenta AW O O ® e
mide:
Aproximadamente B B
el segmento NS ® O O o

mide:

Justifica las respuestas para cada una de las aproximaciones gque se te solicitan

Puse en la calculadora el Cos de 30, 45y 60

Escribe las dudas que tuviste en este contenido

Porgue no tenian ni una medida los tridngulos
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4.3. Resultados (analisis-interpretacion) del ciclo investigativo

El desarrollo del ciclo investigativo se llevd a cabo en el ciclo escolar 2020-2021,
debido a las condiciones en las que finaliz el periodo escolar anterior y los nuevos
escenarios para la ensefianza: las plataformas Meet y Classroom, presentados por la SEP
para el desarrollo de las actividades para este nuevo ciclo escolar, las condiciones de
ensefianza cambiaron.

La guia para el desarrollo de las actividades para este ciclo escolar fue el programa
televisivo Aprende en casa, que contiene la presentacion, dosificacion y calendarizacion de
los contenidos curriculares del Programa de estudios. Debido a que la investigacion se realiza
en condiciones reales de ensefianza, el desarrollo del ciclo investigativo se ajusté a los
tiempos y contenidos de las clases televisadas.

Bajo las nuevas condiciones marcadas por la SEP, el ciclo investigativo se dividi6 en
dos partes para su implementacion en los escenarios empiricos (aulas virtuales): desarrollo
del aula y valoracion, a diferencia de los ciclos indagatorio e indagatorio-investigativo en
este ciclo no se llevo a cabo un diagnostico, debido a que en el Consejo Técnico Escolar de
la escuela secundaria se decidié de manera colegiada realizar actividades que desarrollaran
y fortalecieran las habilidades basicas del pensamiento en las primeras tres semanas del ciclo
escolar 2020-2021, hasta que estuviera listo el Aprende en casa 2.

Los contenidos geométricos que se trataron en las clases televisadas de Aprende en
casa 2 fueron: congruencia, transformaciones geométricas, teorema de Tales y teorema de
Pitdgoras. Para el interés del presente proyecto solamente se centrd el interés en los
conceptos de congruencia, teorema de Tales y teorema de Pitdgoras. Los contenidos de
Aprende en casa 3 de geometria fueron: cuerpos geométricos y razones trigonomeétricas, pero
solamente centramos la atencion en el Gltimo contenido, no quiere decir que en la ensefianza
no se hayan tratado los contenidos de transformaciones geométricas y cuerpos geométricos,
sino que, no estaba contemplado como concepto transitorio para el tratamiento de conceptos
basicos de trigonometria, por ultimo, la valoracion del ciclo tuvo dos entrevistas

semiestructuradas (En2) (veéase figura 4.96).

138



Figura 4.96

Ciclo investigativo
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La SEP clasificd en tres tipos la participacion y comunicacion de los alumnos: nula,
intermitente y constante, a partir de esa clasificacion identificada en las dos plataformas, se
identificd que el 43% de 70 alumnos, mantuvo una comunicacion y participacion constante
en el desarrollo de las actividades en ambas plataformas, esta poblacion constantemente
asistia a las sesiones de Meet y entregaba actividades en Classroom, los resultados estan en
funcion de las actividades desarrolladas por este porcentaje de alumnos.

4.3.1. Resultados de la fase de desarrollo en el aula

Para el desarrollo en el aula se disefiaron tres momentos: actividades de geometria
(Ageo3), trayectoria de ensefianza de geometria (Te-Geo 2) y trayectoria de ensefianza de
trigonometria (Te-Tri 2). En el primer momento se trata el contenido de congruencia en
segmentos, angulos y tridngulos, en el segundo los conceptos de semejanza en los triangulos
y triangulos rectangulos, las relaciones existentes entre el area de los cuadrados construidos
en los lados de un triangulo rectangulo y las nociones de segmentos conmensurables e
inconmensurables y en el tercero las relaciones entre los elementos de un triangulo

rectangulo.
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Para cada momento se disefiaron hojas de control, éstas se publicaban como
actividades en la plataforma de Classroom en cada uno de los grupos a cargo del profesor en
la escuela secundaria, los alumnos enviaban sus documentos digitales con el desarrollo de
cada hoja de control y asistian a las sesiones virtuales en Meet.

Los resultados del ciclo investigativo estan divididos en tres partes: actividades de
geometria (Ageo3), trayectoria de ensefianza de geometria (Te-Geo 2) y trayectoria de
ensefianza de trigonometria (Te-Tri 2). Cada una de estas partes contiene los resultados del
analisis de las clases televisadas de Aprende en casa 2 que trataron los conceptos de interés
y los resultados obtenidos de la aplicacion de las hojas de control disefiadas para cada

momento de la investigacion.

4.3.1.1. Ageo (actividades de geometria) 3

En el Programa de Estudios (SEP, 2011) estd marcado el concepto de congruencia
como el primero para el eje de Forma, espacio y medida para tercer grado de secundaria. Al
ser el primero de los contenidos, lo consideramos como lo menciona Prassad (2014), un
concepto (“total comprimido”), el cual, integra conceptos méas simples, por tal motivo,
contenidos como segmentos de recta, angulos y los elementos de un triangulo no se
encuentran de forma explicita en el Programa ni en las clases televisadas de Aprende en casa
2 porque se da por supuesto que los alumnos ya dominan estos contenidos desde educacion
preescolar.

En este sentido, nosotros complementamos el concepto de congruencia de triangulos
y agregamos congruencia entre segmentos, angulos y tridngulos. Para aclarar los conceptos
puestos en juego y hacer un exhorto a la utilizacion de regla sin graduar y compas para el
desarrollo de las actividades propuestas en la plataforma de Classroom, se programaron
semanalmente sesiones virtuales en la plataforma Meet para socializar con los alumnos sus
conocimientos previos y realizar preguntas encaminadas a la construccion de conocimientos
matematicos y fortalecer su pensamiento intuitivo.Se realiz6 un analisis de las sesiones
televisivas que tratan concepto de congruencia y posteriormente se realizé el andlisis de las

hojas de control que se propusieron en las aulas virtuales.
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4.3.1.1.1. Resultado del analisis de las clases televisadas para el concepto

congruencia entre triangulos.

El concepto de congruencia entre tridngulos se tratd en las sesiones televisadas, se
colocaban figuras como las de las figuras 4.97a, 4.97b y 4.97c. En la figura 4.97a se presenta
triangulo isosceles sin medidas y hacen uso del método utilizado por Euclides para realizar
una demostracion, para los autores Van Hiele ese es un nivel de pensamiento geométrico
superior, del mismo modo para Tall (2018), él habla de demostracién en el nivel 3, en la
presente investigacion se menciond que solamente se abarcarian los primeros niveles y en
algunas ocasiones los alumnos lograrian justificar sus construcciones con los conocimientos
previos que tuvieran. En la figura 4.97b presentan una figura contextualizada con un
columpio, consideran la estructura del columpio como los segmentos que constituyen los
triangulos, no presentan medidas, solamente colocaron letras para indicar los vértices, con
esa informacion los alumnos deben identificar los tridngulos congruentes. Fischbein,
menciona que las figuras en geometria tienen de forma implicita los conceptos, para
identificarlos es necesaria la observacion y si a dicha figura se le agregan otros elementos,
como el columpio, o la estructura que une a todo el columpio, no se sabe en qué de toda la
informacion que se les brinda a los alumnos estan centrando su atencién.

En la figura 4.97c se explicitan los criterios de congruencia con un ejemplo en donde
se colocan las medidas de cada uno de los lados, al colocar la medida hace que los alumnos

se centren en los nimeros y no en las relaciones entre los elementos del triangulo.
Figura 4.97

Ruta para la ensefianza para el contenido de congruencia de tridngulos propuesta en Aprende en casa 1

Mirmaciones fiazones =T tar :
beoved & R B AB= E‘m; =0F Criterios de congruencia
LCA*CB Isdsceles (tiene 2 ados S
2.C0=CD iguales). Criterio LLL
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4.3.1.1.2. Resultados del analisis de las Ageo 2 (actividades de geometria 2).

Para las Ageo 2 (actividades de geometria 2) se propusieron 5 actividades, en dos de
ellas se abarcaron los elementos de la geometria que no estan de forma explicita en el
Programa de Estudios (SEP, 2011) (recta, semirrecta, segmento de recta, los elementos de
un angulo, los elementos de un triangulo, y tipos de tridngulos), dos para la construccion de
segmentos, angulos y triangulos congruentes y la Gltima para las caracteristicas de los
triangulos congruentes. Los resultados que se obtuvieron de la aplicacion estan organizados
en la gréfica 4.17. En ella, se encuentra la frecuencia de actividades que tienen elementos
sustanciales en su desarrollo.

Gréfica 4.17

Resultados cuantitativos de las actividades de geometria (Act. 3)

Respuestas correctas

20
10

Actividades
correctas

HC1 HC2 HC3 HC4 HC5

Hojas de control de geometria

Se separaron los resultados en dos partes: congruencia entre segmentos, angulos y
triangulos a partir de la construccion con regla 'y compas y las caracteristicas de triangulos
congruentes.

4.3.1.1.2.1. Congruencia entre segmentos, angulos y triangulos

Como los conceptos de segmentos, angulos, tridngulos no estan de forma explicita
en el Programa de Estudios (SEP, 2011), se disefid una sesién Meet en la que se aclararon
los conceptos y se disefiaron dos actividades en la plataforma de Classroom, la primera era
la construccion con regla sin graduar y compas de segmentos y angulos congruentes.
Algunos alumnos lo realizaron de forma visual haciendo uso de las herramientas digitales
que les ofrecia su procesador de textos como se muestra en la figura 4.89a, otros lo realizaron

en su cuaderno como el caso de la figura 4.89b.

142



Figura 4.98
Trazo de angulos congruentes de forma visual

2. Con tu regla sin
Explica paso a

\ Medi con,i regla y puse el angulo

Figura 2 pero era mas bajo
(@) ®)

Nota: El primer ejemplo el alumno realizo el trazo valiendose de las herramientas digitales y el

raduar y tu compas, traza un angulo que sea congruente con a figura 2.
6mo o hiciste,

segundo lo traza en el cuaderno pero no hay explicacion de como lo hace, se deduce que fue de forma visual

Otros alumnos solamente dieron la explicacion de como trazar el segmento y el
angulo congruente al que se les presentd, pero no realizan la construccion como es el caso

de las figuras 4.99a y 4.99b.

Figura 4.99
Explicacién de la construccion de un angulo congruente

2. Con tu regla sin graduar y tu compds, traza un 4ngulo que sea congruente con la figura 2.

Explica paso a paso cdme lo hiciste.

Figura 2

R= Hice una figura lo més parecida a la figura 2, hice un trazo para la base con la regla sin medidas,
y luego hice otro trazo para el dngulo que yo pensaba que era, el trazo de base que hice fue de 3.5
cm y el dngulo fue de 55° grados, las medidas que le puse a la figura 2 fueron: 3 cm para |a base y
50° grados, hice primero mi figura y luego la figura 2

(@)

1. Con tu regla sin graduar y tu compds, traza un segmento que sea congruente con la figura
1. Explica paso a paso cémo lo hiciste.

Figura 1

R= En mi cuaderno trace la linea sin medidas como pensé que seria el tamafio de la figura 1 mi
figura la hice de 6 cm y establecl que la figura 1 midiera 5 cm, le puse los 5 cm después de haber
hecho mi figura

(b)
Hubo alumnos que trazaron lo solicitado con regla sin graduar y compas en su

material impreso, como se habia indicado, colocan una explicacion de los pasos que siguen
para realizar la construccion y ponen en juego sus intuiciones como se muestra en la figura

4.100ay 4.100D.
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Figura 4.100

Trazo de angulos congruentes haciendo uso de regla y compas
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Una vez que se trat6 la congruencia de segmentos y angulos, se realiz6 una actividad

para resolver la actividad que se les habia propuesto.

Figura 4.101

Trazo de triangulos congruentes dados tres segmentos utilizando regla y compés

i

2. Con los siguientes elementos traza dos tridngulos congruentes, explica paso a paso c6mo lo
hiciste

tos triangulos congruentes primero utilice 1a linea (C) que es la de mayor
ilice como base del tridngulo, era mas posible que se pudiera

relacionada con la construccién de triangulos congruentes dados tres segmentos, con las
mismas indicaciones. A diferencia de la explicacion que otorgan las clases televisadas sobre
el método axiomatico, en la actividad de construccion de triangulos se les solicité que ellos
realizaran sus construcciones a partir de los conocimientos que tenian sobre segmentos de
recta, angulos y triangulos, los alumnos que lo realizan con los instrumentos propuestos
(regla sin graduar y compas) realizan construcciones como los de la figura 4.101, se observa
cémo realizan sus construcciones y van realizando la explicacion, como tal lo que realizan
los alumnos no es una demostracion como la mostrada en las sesiones de Aprende en casa 2

sino gque es una manifestacion de su pensamiento intuitivo, es decir, de su proceso creativo
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4.3.1.1.2.2. Caracteristicas de los triAngulos congruentes

En las actividades pasadas se trat6 el concepto de congruencia en segmentos, &ngulos
y triangulos, posteriormente, se disefid una actividad enfocada a que los alumnos
consideraran los elementos de las figuras geométricas y explicaran por qué son congruentes.

En la figura 4.102 se muestra un ejemplo de cdmo a partir de la figura los alumnos
comienzan a explicar los criterios de congruencia. Parten de la observacién de la figura que
se les presenta y poco a poco van haciendo explicitos los elementos que posee, para
posteriormente brindar una explicacion del por qué son congruentes, el alumno menciona
que porque es una cuadrado que tiene sus cuatro lados congruentes y si se trazan su diagonal
se formaran los dos tipos de tridngulos. En este ejemplo se observa la relacion que existe
entre la figura presentada y los conceptos, Fischbein, menciona que la figura geométrica
lleva implicitos los conceptos, el alumno los observa y finalmente relaciona todos los

elementos de la figura para justificar por qué son congruentes.
Figura 4.102

Triangulos congruentes (criterios de congruencia)

1. A partir de la figura, realiza lo siguiente:

A B

D
a) ¢Qué tridgngulos son congruentes?

R=Los 2 triangulo de la diagonal el triangulo a, d, ¢ y el triangulo a, b, ¢

by

¢ A qué clase de triangulos pertenscen?

R=5on Triangulos isosceles

¢) Solamente tomando en cuenta los elementos de la figura explica por qué son
congruentes.
R=Porgue todos los lados del cuadrado son iguales el Unico que es diferente es la
linea de la diagonal del cuadrado lo que hace que esos 2 triangulos sean iguales
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4.3.1.2. Trayectoria de ensefianza de geometria

En Aprende en casa 2 se trataron los conceptos del teorema de Tales y el teorema de
Pitagoras. Para la trayectoria de ensefianza de geometria se utilizaron las hojas de control
que se habian disefiado para el ciclo indagatorio-investigativo, sin embargo, no se aplicaron
todas, solamente se trataron las que corresponden a las caracteristicas de triangulos
semejantes, relacion entre las areas de los cuadrados construidos en los lados de un triangulo
rectangulo, nociones de unidad de medida arbitraria y segmentos conmensurables e

inconmensurables. Estos Gltimos dos no estan presentes en las clases televisadas.

4.3.1.2.1. Resultado del analisis de las clases televisadas para el concepto de

Teorema de Tales y teorema de Pitagoras.

Para el tratamiento del teorema de Tales, se hizo explicito el teorema, posteriormente
se coloco un ejemplo contextualizado para su utilizacion y finalmente se propusieron
problemas similares a los del ejemplo. Se tomaron tres ejemplos de los problemas sugeridos
en las clases televisadas (véase figura 4.103a, 4.103b y 4.103c) se observa que los tres estan
contextualizados, es decir, colocaron una situacion problema, en la figura 4.103a el problema
es calcular la altura de un poste y para su representacion grafica lo colocaron en segunda
dimensidn para posibilitar tratar los triangulos semejantes, en la figura 4.103b colocaron la
representacion en tercera dimension y colocaron las medidas y en el dltimo, para tratar la
situacién en tercera dimension colocaron los tres ejes y trazaron dos triangulos semejantes,
los cuales solamente estan en el plano. Uno de las principales dificultades de la geometria es
que cuando se contextualizan los conceptos, se confunde entre cuerpo y figuras, y esta
diferencia no se les hace saber a los alumnos, por tal motivo, es que se confunden cuando
estan en la segunda y la tercera dimensidn, y los tratan de forma indistinta

En los tres ejemplos hacen uso del teorema mostrado con anterioridad, en el primer
ejemplo, se observa que tratan con numeros enteros y resuelven la ecuacion, sin embargo,
en el altimo ejemplo, se hace uso de otros conceptos: teorema de Pitagoras, raiz cuadrada no

exacta, en éste se presenta mucha informacion tanto geométrica como aritmética, desde los
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tres ejes, hasta el teorema y el tiempo de presentacion en las clases televisadas es muy corto,
por lo tanto, se desconoce si los alumnos le dan sentido a lo que se les esta presentando. De

forma similar se mostré el teorema de Pitagoras.
Figura 4.103

Ejemplos de problemas para tratar el teorema de Tales de Aprende en casa

Cuaél es la distancia entre el faro y la ballena?

- "‘; - l"‘ 5 ‘
L} 10m ElamlC e
(©)

4.3.1.3. Resultados del anélisis de la Te-Geo 2 (Trayectoria de ensefianza de
geometria).

En la trayectoria de ensefianza se propusieron los siguientes conceptos:
caracteristicas de triangulos semejantes, relacion entre las areas de los cuadrados construidos
en los lados de un triangulo rectangulo, nociones de unidad de medida arbitraria y segmentos
conmensurables e inconmensurables. Estos Gltimos dos no estan presentes en las clases
televisadas.

La primera hoja de control se enfoco a las caracteristicas de las figuras semejantes,
qué elementos se conservan y cuales cambian, para la segunda hoja se considerd la relacién
existente entre las areas de los cuadrados que se construyen en los lados de un tridngulo
rectangulo. Para los segmentos inconmensurables, una actividad para utilizar la unidad de
medida arbitraria para distinguir entre segmentos conmensurables e inconmensurables y
posteriormente la hoja de control del tridangulo rectangulo isosceles para determinar que la
hipotenusa es inconmensurable respecto a la longitud de uno de sus catetos. En la gréafica

4.18 se muestra la frecuencia de los alumnos que realizaron las actividades propuestas.
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Grafica 4.18

Resultados cuantitativos de la Trayectoria de Ensefianza de Geometria (TE-Geo2)

Hojas de control correctas de la trayectoria de geometria

10

Correctas
o

HC1 HC2 HC3 HC4 HC5
Hojas de control
4.3.1.3.1. Caracteristicas de los triAngulos semejantes

En la hoja de control de los tridngulos semejantes se les mostraron tres triangulos

semejantes y se les hicieron preguntas para que identificaran sus caracteristicas.

Se observaron distintas formas en las que los alumnos realizaban la actividad,

algunos reconocen que las figuras cambian de tamafio, sin embargo, mencionan que cambian

sus angulos, medidas, tamafio y rectas, por lo cual, no se percatan que los angulos son

congruentes, ademas dicen que las tres figuras son las mismas como se muestra en la figura

4.104a

los &ngulos como se muestra en la figura 4.104b.

b

d

)

Otros identificaron las caracteristicas de los tridngulos semejantes, desde los lados y

Figura 4.104
Caracteristicas de los triAngulos semejantes

iCémo son los tres tridangulos entre si? i Por qué?

bon |z misma figura pero de diferente tamafio y éngulos diferentes porgue mientras
mas grande sea la figura también los dngulos van creciendo a igual gue las rectas

iCudles son las similitudes entre los tres tridngules? {Por qué?

Que son la misma figura porque cambla de tamafio, dngulos y rectas pero es la misma
estructura de figuras

¢En qué son diferentes los tres tridngules? ;Por qué?

En sus éngulos, medidas, tamafio y rectas porque a ir sumentande también sumentan
los dngulos y rectas

iCome son sus lados? Justifica tu respuesta.

Desiguales. Las lineas de arriba y abajo son diferentes perque al intentar Juntarlas no
son del mismo tamafio y la de la derecha se ve a simple vista que es mucho més
pequefia que las otras dos

iCéme son sus dngulos? Justifiea tu respuesta.

Agudos y rectos

(@)

(b)
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4.3.1.3.2. Relaciones entre areas de cuadrados construidos en los lados de un

triangulo rectangulo

Para las relaciones entre las areas de los cuadrados construidos en los lados de un
triangulo rectangulo se presento la figura clasica y se coloco una unidad de medida para el
area y se les solicito el area de cada cuadrado y posteriormente la longitud de los segmentos
del tridngulo rectangulo. Los propoésitos de esta actividad fueron:

*Utilizar la unidad de medida propuesta para el area

*Diferenciar entre el area y la longitud

Algunos alumnos hicieron uso de la férmula para el teorema de Pitagoras, como se
observa en la figura 4.105, el alumno toma en consideracion la unidad de medida y con ella
determina cuantos caben en uno de los lados, calcula el area de los cuadrados utilizando la
férmula para calcular el area de un cuadrado y para la longitud hace uso de la formula del
teorema, en este caso, el alumno no reconocio la relacién que habia entre las areas de los

cuadrados (véase figura 4.105).
Figura 4.105

Ejemplo del teorema de Pitagoras

| Lw
L

V2% nw

R
Ctmalpbt

ks
a’l;d. b

a=Na++

a del cuadrado KQRH? Explica c6mo llegaste a tu respuesta.

rT“ ‘H\‘/",,.,“ALpl‘,qvc Lxk g ec rfie el resvliade
[ = led-1 2) (Cuil es el drea del cuadrado HOPJ? Explica como llegaste a tu respuesta.

T veno del 4 angulo
a=15 25w >uQu<j :}.,(I:Ao mds peR c:w(\‘.p\. war A )('L
L)

1) (Cudl es el dre

con pitoge’o despues . ‘
5 3) ;Cudl es el drea del cuadrado NKJM? Explica cémo llegaste a tu respuesta.
" 169 w? ,.WHAPLl(\,e Axk y eso >alis
4) ;Cuénto mid; ¢l segmento HJ? Explica cémo llegaste a tu respuesta.
5 goc la  medida de HTJ con anmuc.,‘toaed,,q
Wy 5%

1Vagorad
i to KH? Explica como llegaste a tu respuesta. A a
» :i“:w::d:-iuf:j:) lo> laJap ec‘n waa;mdu mdea lo m sme 9 ¥
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En otro ejemplo, el alumno solamente coloca las respuestas, no realizé operaciones,
ni trazos en su hoja de control, tampoco explica como llega a esos resultados. Se observa
que utiliza la unidad de medida para determinar la longitud de los lados de los cuadrados,
sin embargo, solamente una de las areas tiene correctas, en dos de ellas se equivoca y coloca
como unidad de medida centimetros cuadrados. En las preguntas de longitud responde las
tres de forma correcta y en una de ellas coloca centimetros y los Gltimos dos los escribe sin

unidad de medida (véase figura 4.106).
Figura 4.106

Ejemplo del teorema de Pitdgoras haciendo alusion a los centimetros

1) ¢ Cudl es el area del cuadrado KQRH? Explica como llegaste a tu respuesta.
R=144cm.cuadrados

2) ;Cuél es el area del cuadrado HOPJ? Explica como llegaste a tu respuesta.
R=36cm.cuadrados

3) ¢Cuadl es el area del cuadrado NKJM? Explica como llegaste a tu respuesta.
R=168cm.cuadrados

4) ¢ Cuanto mide el segmento HJ? Explica como llegaste a tu respuesta.
R=5cm

5) ¢ Cuanto mide el segmento KH? Explica cémo llegaste a tu respuesta.R=12
6) ¢ Cuanto mide el segmento KJ7 Explica cémo llegaste a tu respuesta.R=13

En el ejemplo de la figura 4.107 el alumno hace uso de la unidad de medida
propuesta, hace la diferencia entre las unidades cuadradas para el rea y las unidades lineales
para la longitud. Para obtener la longitud de los lados del triangulo rectangulo lo que el

alumno utiliza es la raiz cuadrada.

Figura 4.107
Ejemplo dos del teorema de Pitagoras

1) ;Cuil s el drea del cuadrado KQRH? Explica cémo llegaste a tu respuesta.
gura KQRH es de 144 wi_El resultade lo cbtuve contando el mimero

w*) del lado QK y QR y el total de cuadso fue 12 y lo multiplique
por elm uadros del lado QR v QK Y el resultado fus 144 w°

2) ;Cudl del cuadrado HOPT? Explica como llegaste
R= la figura HOPJ es de 25
<uadros (unidad w') del lado EO y OP v el total de o
imero de cuadros del lade QR ¥ QK ¥ ol resultado fue 25 w

ando el nimero de
multiplique por &l

3) ;Cudl es el drea del cuadrado NKJM? Explica cémo llazaste 2 tm respussta
R=El drea de la figura NEJM es da 169 w_El resultado lo obtwve contando el
mimero de cuadros (unidad ') del lado NI y TM y el total de cuadro fue 169
¥ lo multiplique por el nimero de cuadros del lado NMy TM Y el resultado fue
169w’

;Cusnto mide el sazmento HI? Explica cémo llazaste 2 tu respussta.

legasts 2 tu respussta.
tado les algo coherente porque su drea

1o
25 144 w’ v la raiz cuadrada es 12=12w
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4.3.1.3.3. Nociones de conmensurabilidad en su sentido intuitivo

Para las nociones de conmensurabilidad e inconmensurabilidad se realizaron tres
actividades: la primera fue una hoja de control utilizada como introduccion para diferenciar
un segmento conmensurable y uno inconmensurable respecto a una unidad de medida
arbitraria dada, la segunda esta relacionada con la relacién entre la longitud de un cateto de
un triangulo rectangulo isésceles y su hipotenusa y la tercera para la relacion entre el
diametro de una circunferencia y su radio y didmetro, la primeras dos actividades se realiza
con reglay compas y para la tltima se les solicitd que hicieran uso de un hilo para comparar
el radio o didmetro con una circunferencia que ellos trazaron previamente. La primera
actividad no se reporta porque los alumnos no presentaron dificultades.

Para la relacion entre la relaciéon entre la longitud de un cateto de un triangulo
rectangulo isdsceles se les solicitd que compararan uno de los catetos con la hipotenusa,
posteriormente en la interseccion realizada en la hipotenusa trazaran un perpendicular al
cateto horizontal, con ello se formaria un tridngulo semejante al presentado inicialmente, se
les pidio que realizaran el proceso con su regla y compas cuantas veces pudieran y se les
hicieron algunas preguntas.

Se identificaron diferentes formas de realizar las actividades, algunos alumnos
realizaron los trazos con las herramientas de su procesador de textos y no se llevaron a cabo
las indicaciones sefialadas, sin embargo, el momento de contestar las preguntas presentan
elementos sustanciales, en primer lugar, reconocen el problema de lo fisico y lo mental, asi
mismo, lo reconocieron como un proceso infinito y también reconocen la semejanza en los

triangulos formados como se muestra en las figuras 4.108a y 4.108b.
Figura 4.108

Procesos reiterativos entre la comparacién de un cateto y la hipotenusa de un triangulo rectangulo is6sceles

utilizando herramientas digitales

e) ;Cuantas veces pudiste repetir el proceso?

R=6 veces
) iPor qué ya no seguiste?
R= Porque fisicamente ya no podia continuar por la forma de la figura
1 g) ¢Se puede seguir haciendo el proceso? ;Cuiintas veces? ;Por qué?
R=Mentalmente puede ser infinito pero fisicamente solo se puede hasta 6 por el espacio
h) (En qué momento terminaria ¢l proceso? ;Por qué?
R= Cuando ya no podamos continuar por ¢ 0 porque se dificultaria el graficarlo

i) Después del proceso se formarin distintos tridingulos, ;jcomo son entre si?
R= Son semejantes porque es la misma figura pero sus lados tienen diferentes longitudes
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f) ;Por qué ya no seguiste?

(@)

Porque el espacio se empezd a hacer mucho mis pequeno y ya no pude seguir con el

proceso.

g) (Se puede seguir haciendo el proceso? ;Cuantas veces? ;Por qué?
Si se puede seguir haciendo y seria un proceso infinito si se aumentara el espacio cada

vez que se va acabando.

h) ;En qué momento terminaria el proceso? ;Por qué?
De manera fisica terminaria hasta que la hipotenusa ya no pueda contener otra medida

de un cateto.
1

Después del proceso se formaran distintos triangulos, ;como son entre si?

Los triangulo que se forma son semejantes entre si.

i
Son exactamente iguales.
k

Son proporcionales entre si.

4 Como son los angulos de los triangulos que se te formaren?

/Como son los lados de los triangulos?

1) ;Qué puedes decir de la hipotenusa después de todo el proceso que realizaste?

La hif es un inc

rable ya que no se puede medir exactamente.

(b)

Para la actividad de la relacion entre la circunferencia y su radio, los alumnos

realizaron una circunferencia cualquieray con ayuda de un hilo tomaron la longitud del radio

como unidad de medida para determinar la longitud de la circunferencia, el nimero pi es un

conocimiento previo que los alumnos tienen desde primero de secundaria, por tal motivo,

cuando realizan la actividad inmediatamente hacen alusion a él, como se observa en la figura

4.109. No se concibe como un segmento inconmensurable, solamente mencionan que falta

un pedazo de la circunferencia.

Figura 4.109

Procesos reiterativos entre la comparacion del radio y la circunferencia

DR

s Con el listdn toma la medida del didsmeatrs de la circonferencia.

El diametro zerd tu unidad de medida.
Mide la circunferencia utilizando el liztén con la medida del didmetro. .
;Cudntas veces cupo la medida del dismetro en la circunferencia?

F= Cupo 3 veces exactas y un pedacito mas

* ;Te faltd alzin pedazo para medir la circunferencia? ;Por qué?

F= 5i porgue la circunferencia en coesticn al didmetro gz = v como s 3.1416 cabe

exactaments 3 veces y un cachito

(a)

Con ¢l liston toma la medida del didmetro de la circunferencia.

El didmetro sera tu unidad de medida.

Mide la circunferencia utilizando el liston con la medida del didmetro.

;Cuantas veces cupo la medida del didmetro en la circunferencia?

Me cupo 3 veces y me sobro un pedazo de circunferencia.

Te falto algiin pedazo por medir de la circunferencia? ;Por qué?

Si, porque al momento de i poniendo el hilo por toda la circunferencia me di cuenta que
sobro un cachito porque es la representacion de .

Aproximadamente, ;cudnto consideras que mide el pedazo que te falto respecto a fu unidad de
medida? ;Por qué?

Supongo que Y.

e | Cual seria la medida de la circunferencia si ahora tu unidad de medida es el radio?

Seria 6 radios y un pedacito de circunferencia.

(b)

4.3.1.4. Resultados del andlisis de la Te-Tri 2 (Trayectoria de ensefianza de

trigonometria)

En Aprende en casa 3 se trato el contenido de razones trigonométricas. Para la

trayectoria de ensefianza de trigonometria se utilizaron las primeras cuatro hojas de control

disefiadas para el

ciclo

indagatorio-investigativo, las cuales estan enfocadas

al
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reconocimiento de los elementos de un tridngulo rectangulo, la relacién que existe entre sus
lados (seis relaciones trigonomeétricas), relacion entre los lados y los &ngulos agudos de un
triangulo rectangulo especificamente seno y coseno y finalmente se realizd una comparacion

entre seno y coseno.

4.3.1.4.1. Resultado del analisis de las clases televisadas para el concepto de

razones trigonométricas

Se eligieron imagenes de las clases televisadas para trazar la ruta que estaban
proponiendo para la construccion del concepto de razones trigonométricas. Partieron de un
triangulo equiléatero cuyos lados son de 1 y posteriormente trazaron la altura, a partir de ello,
utilizaron el teorema de Pitagoras para calcular la longitud de la altura (véase figura 4.110a),
posteriormente transitaron al circulo unitario, colocaron el triangulo rectangulo vy
establecieron las relaciones trigonométricas (véase figura 4.110b), en una tabla colocaron
los valores aproximados de seno, coseno y tangente para los angulos caracteristicos (véase
figura 4.110c), se mostré en un software de geometria dindmica la representacion grafica de
seno, coseno Y tangente (véase figura 4.110d), para finalmente colocar un problema que
implicaba el uso de las razones trigonométricas (véase figura 4.110e) utilizan las razones
trigonométricas para obtener los angulos solicitados y en la figura 4.110f, se puede observar

cdémo hacen uso de la calculadora para determinar el valor de la tangente.
Figura 4.110

Ruta para la ensefianza de las razones trigonométricas propuesta en Aprende en casa 3

Tridngulo rectangulo Circulo unitario

Funcién seno
a=30°
cateto opueslo

SeNO N hipotenusa

cateto adyacente = Y(Ripotenusa)® — (cateto opuesto)’ AB
sena= a

ateto adyacente = f(l)' —(;):; [l - : = [: =3

| £
N y \ vé

(@) (b)
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Funcién 7z

seno ' \.

coseno

tangente

(©)

Torre Latinoamericana

g
Angulo que van
g A medir

Distancia que debe alejarse

Laura: 112 metros

(e) (f)

S |

4.3.1.4.2. Resultado de las actividades de trigonometria

Los contenidos que se trataron en la trayectoria de ensefianza de trigonometria
fueron: los elementos de un tridngulo rectangulo, la relacion que existe entre sus lados (seis
relaciones trigonométricas), relacion entre los lados y los angulos agudos de un tridngulo
rectangulo especificamente seno y coseno y finalmente se realiz6 una comparacion entre

Seno y coseno.
4.3.1.4.2.1. Relaciones entre segmentos de un tridngulo rectangulo
En el ejemplo de la figura se muestra que los alumnos realizan las relaciones entre
los lados de los triangulos, colocan las seis, reconocen el nombre de la relacion entre los

lados segun el angulo, sin embargo, no reconocen a qué segmento corresponde el seno y el

C0seno como se muestra en la figura 4.111.
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Figura 4.111
Ejemplo uno del reconocimiento de los lados de un triangulo rectangulo y las relaciones entre ellos

c) Establece las seis comparaciones entre los segmentos de cada uno de los triangulos
Seno: CO/HIP  Coseno: CA/HIP  Tangente: CO/CA  Cosecante: HIP/CO__ Secante

H i ‘CO
A ]

CA CA

d) Establece la relacion seno y coseno de cada tridngulo respecto al angulo agudo marcado.

e} En cada tridngulo la hipotenusa mide 1. No, la medida de |a hipotenusa varia segun el cateto adyacente.
f)  ¢Cuél es la relacidn entre el cateto opuesto y la hipotenusa? Seno

g) ¢Cudl es la razén entre el cateto adyacente y la hipotenusa? _coseno,

h) ¢A qué segmento del tridngulo hace referencia el seno? Al dngulo 30, 45 0 60.

i) ¢A qué segmento del tridngulo hace referencia el coseno? _Al dngulo marcado.

En el ejemplo de la figura 4.112 se muestra que el alumno reconoce los lados del

triangulo segun el angulo marcado y coloca las seis relaciones gque existen entre ellos y

reconoce a qué lado corresponde el seno y el coseno cuando la hipotenusa es 1.

Figura 4.112
Ejemplo dos del reconocimiento de los lados de un tridngulo rectangulo y las relaciones entre ellos

A partir de los sigulentes tridngulos en donde 13 hipatenusa mide 1. Realza lo siguiente:

a)  identifica y nombra la hipotenusa en cada tridngulo
b| Identifica y nombra el cateto opuesto y el cateta adyacente respects al éngula agudo marcado en cada tridngulo
Establece |as seis comparaciones entre los segmentos de cada uno de los tridngulos

M | |

~1 .
- o= | e
»:a/ u A ' ez | |©F

d] Establece la relacién seno y cosena de cada tridngulo respecto al dngule agudo marcada,
o
Es la tangente —
g o

€] En cada tridngulo la hipotenusa mide 1

f)  &Cudl es |3 razdn del cateto opu

a hipotenusa? El seno

ICudl =5 s racdn del cateto adyacente con la hipolenusa? El cosand

hl A qué segmento del tridngubs hace referencia el senor Al cateto opuesto

44 qué segmento del tridnguls hace referencia el coseno? Al cateto adyacente
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4.3.1.4.2.2. Relacion entre los lados y los angulos agudos de un tridngulo

rectangulo especificamente seno y coseno

Se les dio seguimiento a dos alumnos en la trayectoria de ensefianza de trigonometria
debido a su asistencia a las sesiones Meet y la realizacion de actividades en la plataforma
Classroom, ambos solamente tuvieron una falta a las sesiones virtuales, uno de ellos tuvo el
100% de actividades entregadas y el otro el 93.57%.

Para aproximar cuanto corresponde a seno se les mostraron tres angulos ordenados
desde un vértice y les indicé trazar perpendiculares del vértice mas alto al segmento vertical
que esta en rojo y para coseno se les indicd que colocaran puntos en donde terminaba cada
uno de los lados de los tres tridngulos.

Seno

Uno de los alumnos realiza las perpendiculares solicitadas, sin embargo, no aproxima
los valores a partir de la informacion que proporciona la figura sino que hace uso de su
calculadora para determinar los valores, reconoce que la hipotenusa no cambia, pero no
reconocen que los valores oscilan entre el 0y el 1, sino que mencionan que es desde .5 al .9.
En este ejemplo se observa la influencia de las clases televisadas al momento de utilizar la
calculadora, puesto que, no se mostroé en las sesiones coémo hacer uso de la calculadora para

encontrar los valores (véase figura 4.113).

Figura 4.113
Comparaciones cualitativas y cuantitativas de los lados de los triangulos rectangulos
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Nombre del alumno: Leon Rizo Lili Patricia Fecha: 16/03/2021

Propésito de la sesién: Trabajo: Individual
Instrucciones: Los tridngulos rectangulos que trabajaste con anteriondad se ardenan respecto al angulo aguda
sefialado y su cateto adyacente, como se muestra en I3 figura. Nota: 1a hipotenuss en cada tridngulo es 1

a) ¢Cémo es el cateto opuesto del tridngulo de 30" respecto al cateto opuesto del tridngulo que
tiene el dngulo de 60" marcado? éPor qué?
Es menor porque el de 302 mide .5 y el de 60 mide .8

by

£0Qué sucede con los catetos opuestos a medida que aumenta la amplitud del dngulo? {Por
qué?
Aumenta la medida por que cambia el dngulo y se amplia.

[-

Identifica el cateto opuesto de los triangulos, una vez que los tengas traza una perpendicular al
segmento rojo que estd en vertical que pase por cada uno de los vértices del tridngulo en donde
se una el cateto opuesto y la hipotenusa.

d

£Cudnto mide |a rardn de seno respecto al dngulo de 30°? {Como obtuviste la medida?

. ca .

Primero vi cual era la que podia ocupar para obtenerlo y fue el de E entonces el seno es igual
co N . L

al m’f sustitul tenia el valor de la hipotenusa que es 1 y como era el dnico valor que

tenia sague a cuento valia el seno de 302 y es .5 entonces pase la hipotenusa del otro
lado multiplicando y dio que .5 @5 igual al cateto opuesto

[

Determina |a medida de |a razdn de seno de los angulos faltantes.
Del cateto opuesto del triangulo de 452 es de .7 y del de 60% es de B

£Qué sucede con la medida de la hipotenusa cuando la amplitud del dngulo aumenta? (Por
qué?

Se mantiene igual, es como si girara la hipotenusa y solo van cambiando las medidas de sus
catetos por ejemplo si aumenta el angulo aumenta el cateto opuesto y disminuye el adyacente

f) Los valores que obtuviste para la medida de seno de los dngulos ientre qué nimeros se
ubican? i Por qué?
Entre .5y .9 por gue en el Gltimo valor de .8 tiene decimales que se acercan al .9.

El alumno de la figura 4.114 reconoce la relacién que existe entre los catetos y los
angulos, no hace uso de su calculadora, sino que hace referencia a una tabla, pero no
especifica cual. Menciona que la hipotenusa también cambia y no reconoce que los valores

oscilan entre el 0 y el 1, sino que menciona que van del .5 al 5.
Figura 4.114

Relacién seno en los triangulos rectangulos

a

<Como es el cateto opuesto del tridngulo de 30° respecto al cateto opuesto del triangulo que tiene el
angulo de 60° marcado? éPor qué? _Es més pequefio porque el al sumentar el dngulo también lo hace
2l cateto opuasto, lo que provoca que el cateto adyacents sea mas pequerio.
£Qué sucede con los catetos opuestos a medida que aumenta la amplitud del angulo? éPor qué? Van
creciendo, 0 sea, gue van aumentando su medida conforme aumenta el dngulo.
Identifica el cateto opuesto de los tridngulos, una vez que los tengas traza una perpendicular al
segmento rojo que esta en vertical que pase por cada uno de los vértices del tridngulo en donde se una
el cateto opuesto y la hipotenusa.
4Cudnto mide la razén de seno respecto al dngulo de 30°7 ¢Cdmo obtuviste la medida?

0.5 utilizando la tabla,
Determina la medida de |a razén de seno de los angulos faltantes.

=

C

&

e

1)__¢Qué sucede con la medida de la hipotenusa cuando la amplitud del angulo aumenta? éPor qué?
Cambia, parece que entre mas mide el dngulo, |a hipotenusa también aumentara su medida,
g) Losvalores que obtuviste para la medida de seno de los angulos éentre qué nimeros se ubican? éPor
qué? Del 0.5 al 5, porque se hace una sustitucién en la formula.
1
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Coseno

Para la relacion coseno, el primer alumno realiza lo mismo que para seno, marca los

puntos en donde terminan los catetos adyacentes a los angulos marcados y determina su valor

haciendo uso de la calculadora, reconoce que la hipotenusa no cambia, pero no reconoce que

los valores en los que oscila el coseno es 0.9y 0.5.

Figura 4.115

Relacion coseno en los tridngulos rectangulos

=

b

d

¢

a) ¢Como es el cateto adyacente del tridnguio de 30° respecto al cateto opuesto del tridngulo

que tiene el dngulo de 60" marcado? ¢ Por qué?
Es mayor porque el cateto adyacente del tridngulo que tiene como dngulo 302 su (ca) mide 8y
«l de 60" mide S

{Qué sucede con 105 catetos adyacentes 3 medida que aumenta 13 ampiitud del dngulo? (Por

que?
Disminuye porgue se amplia el dngulo y con ello crece el cateto opuesto pero es menos distancia
que cubrir por lo que disminuye el cateto adyacente.

¢) Identifica el cateto adyacente de cada uno de los tridngulos, una vez identificados coloca un

punto en donde esté el vértice. Posteriormente, con ayuda de tu compis toma la medida de
cada cateto adyacente y trasiddala al segmento rojo partiendo del vértice que tienen en coman
los tres triangulos.

éCudl es |a diferencia entre los catetos opuestos de la actividad pasada y los catetos

adyacentes de esta actividad? Justifica tu respuesta

Que en los catetos opuestos conforme el angulo aumentaba también lo hacla el cateto y en esta
el cateto adyacente fi el angulo dismi ia medida, Entonces uno aumenta
y &l otro disminuye cuando aumenta el dngulo.

¢Cudnto mide la razdn de coseno respecto al dngulo de 30°? (Como obtuviste |0 medida?
El coseno es respectivamente el cateto adyacente por lo que mide .8 y lo obtuve con esta farmula
:-sy sustituir la hipotenusa que es 1, luego con la calculadora saque a cuanto era el seno

de 300 y fue .8 por lo que al despejar el 1de lah pasa iplicando y queda
que B es igual al cateto adyacente.

f Determina la medida de |a razon de coseno de los angulos faltantes
Del dngulo de 45 el cateto ad mide .7 y del gulo con dngulo de 60° es igual a S

g {Qué sucede con la medida de |a hipotenusa cuando la amplitud del angulo aumenta? ¢ Por

qué?

Se mantiene Igual solo cambia la medida de catetos.

Los valores que obtuviste para la medida de seno de los angulos éentre qué numeros se
ubican? ¢ Por qué?

Entre 9y .5 porque i se analiza bien se tiene la misma medida en los catetos pero deacuerdo
2 la caracteristica de cada uno, es decir las medidas son 5,.7 y .8 con punto decimal que se
aprocima al .9.Entonces si el cateto opuesto aumenta si aumenta & angulo lo logico es gue
empieze con lo menor y aumente entonces primero es .5 luego .7y por ultimo .8, y si el cateto
adyacente si aumenta el angulo disminuye entonces empieza de mayor a menor y seria 8, .7y
5.

L/
v
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El alumno dos reconoce de manera cualitativa que el coseno disminuye conforme el
angulo aumenta, sin embargo, cuando se le solicita de forma cuantitativa, recurre
nuevamente una tabla para buscar los valores de coseno. Cuando trata con coseno tampoco
reconoce que la hipotenusa no cambia y los valores en los que oscila son 0y 1 (véase figura
4.116).

Figura 4.116
No reconoce que la hipotenusa cambia

o) {Como ez el coteto adyaremie del tridngulo de 307 respacto al cateto opuesto del trianguko que tizne ¢
anguio de 607 marcado? 2P Uit s mi graniie gue o g 60 porgue gl suenentan o ety del

Ale pussl o, dismiouye = 380 adyacsale

itud ael angua (Dnrq;; )
ato advacants dlaryonyg,
ntrficades colozo un punto en
medida 4o cada cateto

s,

d del 3nguio aumenta? ¢Por gue?
ace mas mide o angule, b bipeisnies tamrin 3 2z medida
uvnle pars |y enedidy de seno de oy srgulos dentre gue pomeros se vbhcan? EPur

Comparativa

Para realizar la comparativa entre seno y coseno se coloco la misma figura y se les
hicieron algunas preguntas, posteriormente se les solicitdé que trazaran un cuarto de
circunferencia y mencionaran qué sucedia con los vértices de los triangulos rectangulos.

En ambos casos reconocieron que sucedia con seno y coseno mientras el
angulo aumentaba, solamente un alumno menciono que los elementos que comparten
tanto seno como coseno es la hipotenusa en la figura la alumna reconoce que la
hipotenusa conserva su medida y va rotando, por lo que va formando la

circunferencia. (véase figuras 4.117ay 4.117b).
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Figura 4.117

Ejemplo de la actividad de seno

a) &Qué sucede con el seno si aumenta la amplitud del ngulo? a) ¢Qué sucede con el seno si aumenta la amplitud del angulo? La medida del seno aumenta.
Aumenta la medida del cateto opuesto b) ¢Qué sucede con el coseno si aumenta la amplitud del dngulo? _La medida del coseno disminu

c} ¢Qué elementos comparten el seno y el coseno? _La medida de |a hipotenusa,

d) ¢Qué diferencias encuentras en seno y coseno? Justifica tu respuesta. _Medidas, uno se obtien
dividiendo &l cateto opuesto entre |a hipotenusa v el otro dividiendo el cateto adyacente entre

£Qué elementos comparten el seno y el coseno? hipotenusa,

Comparten la hipotenusa, los catetos y el dngulo

b) ¢Qué sucede con el coseno si aumenta la amplitud del dngulo?
Disminuye la medida del cateto adyacente

c

e

Con tu compas toma la medida de la hipotenusa. Apdyate en el vértice que conecta la hipotent

el cateto adyacente y traza un cuarto de circunferencia que vaya del segmento horizontal que r
1) ¢Qué diferencias encuentras en seno y coseno? Justifica tu respuesta

Hay diferencia en la manera que avanzan y disminuyen cuando el dngulo aumenta e segmento vertical que mide 1.
opuesto aumenta igual y el cateto adyacente disminuye. No o hacen de la misma forma 1,
e) Contucompds toma la medida de la hipotenusa. Apdyate en el vértice que conecta la hip:

con el cateto adyacente y traza un cuarto de circunferencia que vaya del segmento ho

que mide 1, al segmento vertical que mide 1

yzill Zzd

f) ¢Qué fue lo que sucedié al momento de trazar el cuarto de circunferencia? 30
Los vértices 0 alturas se unieron con el cuarto de circunferencia 1

g) Todos los vértices que unen la hipotenusa y el cateto opuesto tocaron el arco que tra f)_¢Quéfueloqu

e sucedid al momento de trazar el cuarto de circunferencia? Parece que la circ
os vé s,

¢Por qué? asa odos |os vértice
Si por que como dije 1a hipotenusa no cambio de medida solo fue girando lo tnico que ¢z

Siaron 10 cabitos Poresd fue forriando una drcunierencia i 8458 0 U LD g) éTodos los vértices gue unen |a hipotenusa y el cateto opuesto tocaron el arco que trazaste? ¢P

51, por su medida.

@ (b)

4.3.2. Resultados de la fase de valoracion

Para la valoracion del ciclo investigativo se realizaron dos entrevistas
semiestructuradas a los mismos alumnos que se les realizé el seguimiento en la trayectoria
de ensefianza de trigonometria. Se tomaron en cuenta los conceptos de las dos trayectorias
de ensefianza (geometria y trigonometria) desarrolladas a lo largo del ciclo escolar, para
valorar la consolidacién de cada uno de ellos: congruencia y semejanza en triangulos
rectangulos, nociones de inconmensurabilidad en su sentido intuitivo y las relaciones entre
los lados y angulos de un triangulo rectangulo. Se disefi6 el guion de la entrevista, asi como
las hojas de control que utilizaron los alumnos.

Cada una de las entrevistas se realizé de forma individual en una sesion virtual en la
plataforma de Meet, la docente envid con anticipacion las hojas de control para que los
alumnos las imprimieran y lograran desarrollar la actividad, sin embargo, un alumno no tenia
posibilidad de tener de forma fisica sus hojas, por lo que, conforme se realizaba la entrevista

el alumno trazaba las figuras en hojas blancas.
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La docente utilizé una pizarra electronica en donde colocaba lo que los alumnos

realizaban o decian en la entrevista para darle continuidad al dialogo con los alumnos.

4.3.2.1. Elementos de un tridngulo rectangulo

Para el concepto de congruencia se coloco un triangulo equilatero y los alumnos
trazaron la altura para formar dos tridngulos rectangulos congruentes y a partir de ellos se
estableciera el didlogo sobre las caracteristicas de los elementos de los triangulos.

En ambos casos los alumnos reconocieron en un primer momento los elementos de
un tridngulo equilatero, posteriormente, lo hicieron con los triangulos rectangulos formados
a partir del trazo de la altura, se les cuestion6 sobre el valor de los angulos, ambos hicieron
alusion al teorema de la suma de los angulos internos de un triangulo y a partir de ello,
obtuvieron el valor de cada angulo solicitado como se observa en las figuras 4.118 y 4.119.

Un alumno no present6 dificultades para reconocer los elementos del triangulo
equilatero y obtener los angulos internos, la altura la trazé correctamente y reconocid el tipo
de tridngulos que se formaron y obtuvo los angulos correspondientes a los angulos de los

triangulos congruentes.

Figura 4.118
Elementos de un triangulo equilétero y trazo de una altura
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El segundo alumno identifica los elementos del triangulo equilatero, sin embargo,

S0

8,

cuando se le solicita obtener la medida de los angulos internos hace alusién al teorema de la
suma de los angulos internos del triangulo, pero contesta que el valor de los angulos del
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triangulo equilatero es de 45°. Se le cuestiona por qué obtiene ese valor y si corresponde a
los 180° que habia dicho anteriormente, finalmente dice que los &ngulos son de 60°, a
continuacion, se presenta un fragmento del dialogo.

Cuando se le cuestiona sobre una de las alturas del triangulo equilatero, el alumno
presenta algunas nociones de perpendicularidad, sin embargo, no tiene presente la formacion
de &ngulos rectos, cuando el alumno trazé la altura y se le cuestion6 sobre el valor de los
angulos formados fue cuando reconoci6 los &ngulos de noventa grados.

Cuando se le solicitd que obtuviera los valores de los angulos internos de los
triangulos rectangulos formadas a partir del trazo de la altura el alumno ya no presento
dificultades, hizo uso del teorema de la suma de los &ngulos internos de un triangulo.

forman dos triangulos rectangulos y escalenos al mismo
tiempo ahora nos vamos a centrar en él, nos vamos a

centrar en los angulos de esos triangulos, entonces, ya
tenemos, fijate ya tenemos dos &angulos de estos

; [65] D-I: Ok, entonces, ya tenemos esa informacién: que se
e
/Q\

[66] A1L: triangulos que se forman y ahora quiero saber ¢cuénto va
[67] D-I: a medir este &ngulo de aqui?
[68] A1L: el de arriba?
[69] D-I: Aja.
[70] ALl 30 grados.
¢Por qué?

Bueno, por dos razones; una: el angulo completo son 60
y ahi esta tomando la mitad y, entonces, son 30 y la otra
es para que ese triangulo llegue a 180 ya tenemos 90 y
60, 150, entonces, nada mas faltan 30.

4.3.2.2. Triangulos semejantes

Para la semejanza entre tridngulos se presentaron tres tridngulos rectangulos
ordenados a partir de uno de sus angulos. Primero se les cuestiond cuantos triangulos
visualizaban en la figura presentada, posteriormente, se les solicitd que centraran su atencion
en los angulos de cada uno de los triangulos que habian visualizado y luego en los lados. Se
realiz6 una comparacion con los lados de cada uno de los tridngulos y finalmente se les
solicitd a los alumnos que colocaran los lados correspondientes.

Ambos alumnos reconocieron que los angulos se mantienen y los lados son los que

cambian, cuando se les solicitdé que colocaran los lados correspondientes, lo hicieron de
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forma distinta, un alumno realiz6 un pequefio diagrama de arbol y el otro alumno coloco los
tres segmentos correspondientes de forma horizontal. Se observa que el alumno 1 no utiliza
lenguaje simbolico, inclusive los segmentos los nombra con una letra mayuscula y una
mindscula, aunque en la figura que se le presento él colocd mayusculas, el alumno 1 utiliza
lenguaje simbolico para nombrar los triangulos que visualizo al principio y para nombrar al
triangulo ADE, pero no utiliza la misma simbologia para los lados de los otros triangulos. El
alumno 2 reconocid los tres tridngulos semejantes de la figura presentada, también reconocio
que los angulos son semejantes y que los lados de los triangulos aumentan o disminuyen,
pero cuando se le preguntd por lo lados correspondientes, el alumno presentd dificultades

para reconocerlos.

Figura 4.119
Reconocimiento de tridngulos semejantes y lados homélogos

None de condiol 2

(a) (b)

Una vez que el alumno reconocio los lados correspondientes, se trazd otra paralela
en la figura presentada para formar otro tridngulo semejante para identificar si lo reconocia
y lograba relacionarlo con los otros tres triangulos, también se le cuestion6 sobre los lados
correspondientes de los cuatro triangulos ya formados y menciono que son semejantes, mas
no correspondientes. Se le preguntd la relacién que habia entre los segmentos paralelos
trazados y contestd que eran semejantes, pero no reconocid que eran paralelos, por ultimo,
reconocio que era posible trazar muchos tridangulos semejantes en la figura presentada como

se muestra en el siguiente fragmento de entrevista.

[1 D-I: Ok, ¢queé pasaria si yo trazara esta linea cuando este segmento aqui? ¢;que se formaria?

[l A1: Hariaotro tridngulo.

[1 D-I: Y ;como va a ser? espérame porque me quedo ahi todo chueco. y ¢c6mo va a ser respecto a los
otros tres tridngulos que tengo?

[l Al: Semejante.
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Una vez que el alumno habia reconocido los tridngulos semejantes, la docente en la
pizarra electronica traz6 mas segmentos paralelos en la figura con la herramienta de regla 'y
posteriormente se le cuestiond al alumno sobre los tridngulos semejantes que habia entre

ellas, como se muestra en la figura 4.120 y en el siguiente fragmento.

Caaleros A [377] D-  (Qué mas?

Kubr.ju los L L I

[378] AL: Que son infinitas, creo.

[379] D-  Soninfinitas, ;crees que todas estas...
l: estos lados sean paralelos?
[380] Al: Mhm
[381] D-  Entonces, bueno si yo sigo colocando
I: aqui puntitos y bajos y las letras son
una perpendicular ¢cuéntos triangulos
semejantes crees que tenga del ‘A’ al
'‘M'? bueno en toda esta figura.

[382] Al: 1,2,3,4,5,6,7.
[383] D- Y ¢sisigo poniendo puntitos?

[384] Al: Pues maés de siete.
[385] D-  ;Cuéntos?

[386] Al: Voyahacerl, 2 3,4,5,86,7,8,09,10,

11, 12.
[387] D- Y ¢silo lleno de puntitos?

[389] ALl: Yahace muchos.

Inconmensurabilidad entre segmentos

Para la nocién de inconmensurabilidad, se colocaron tres hojas de control, una para
la relacién entre la hipotenusa y un cateto de un triangulo rectangulo isésceles, otro para la
relacion entre la circunferencia y su didmetro y la Gltima fue el tratamiento del agotamiento

de la circunferencia desde adentro con poligonos inscritos.

4.3.2.3. Hipotenusa de un tridngulo rectangulo isosceles

Se les presentd un triangulo rectangulo isosceles, cuya longitud de los catetos fue
uno, se les menciond que se tomaria uno de esos catetos como unidad de medida para

compararlo con la hipotenusa, al compararlo faltaria un segmento de la hipotenusa, se les
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cuestiono qué sucederia si el cateto se dividiera en partes iguales y se tomard una para
completar el segmento faltante de la hipotenusa.
El alumno 1 contesté que, aunque el cateto se dividiera en partes muy pequefias

“nunca” podria completar ¢l segmento de la hipotenusa, por ultimo, dice que son

inconmensurables.

i T [234] A2: Porque no me cupo en, bueno, la tiene ahi,

:‘,‘1"3‘1 xi’;“::»f-‘;“.&; e:_ste no sé como explicarlo no cupo en la
et S e\ N hipotenusa completo, entonces, no lo va a
e poder medir, no va a poder completar ese
grea= cocacin cachito aunque se divide en varias partes,
Tiete deo angas agudon | lo Weo. L, . .

tenss o 4 o oo gende. aungue sean mas chiquitas

[235] D-I: Pero y si yo tengo uno bien chiquito, bien
chiquito ¢tampoco?

[236] A2: No

[237] D- (Cdmo se le llama esos a esos segmentos que
I:  no pueden ser medidos o que cuesta
muchisimo trabajo ser medidos?

[238] AZ2: Inconmensurable.
El alumno 2 presentd problemas en esta parte de la entrevista, afirmaba que si se

dividia el cateto en partes iguales una parte de ella podria completar el segmento faltante de
la hipotenusa, este alumno si necesito trazar con su regla 'y compas la mitad, un cuarto, un
octavo y un dieciseisavo del cateto para concluir que no es posible utilizar un segmento como

unidad de medida para determinar la longitud del segmento faltante.

N NOBos Fomates Un ca ¢ INNNTames ml.

|
OHENVOY. POCOUL s \nowDbR

Después de que el alumno trazo perpendiculares en su figura, se le cuestiono si con
las longitudes obtenidas mediante los trazos que habia realizado anteriormente era posible

encajarlos en la hipotenusa y el alumno menciond que si, a pesar de que habia contestado y

165



corroborado que no era posible encajar exactamente los segmentos en toda la hipotenusa,

finalmente, se reconoce que por muy pequefio que sea dividido uno de los catetos no habra

un segmento que la cubra completamente, como se muestra en la figura.

[446] D-I:

[447]
[448]

[449]
[500]

[501]
[502]

A2:

A2:

D-

A2:

D-

A2:

Ok, si yo lo sigo dividiendo ya eso, ya mira ya como esta. ¢;crees que les siga faltando? si
, entonces, crees que este pedacito, bueno con alguno de estos con las divisiones del cateto
podamos llegar a a encajar uno que quede exactamente, qué no le sobre, que no le falte
(crees que eso sea posible?

Pues yo creo que si.

¢Por qué? si ya vimos con, vimos con un segmento, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete y
me dijiste que no, que le iba a seguir sobrando un pedacito.

Entonces, no, no.

¢Por qué no?

Porgue siempre le va a sobrar un pedacito.

Y aunque yo la corte muy pequefiita, muy pequefiita, muy pequefiita ¢crees que le siga
sobrando?

Si.

4.3.2.4. Relacion entre la circunferencia, su diametro y su radio.

Se les presento tres circunferencias y se realizé un tratamiento similar al de la relacion

entre la hipotenusa y un cateto de un tridngulo rectangulo isosceles, se les solicitdé que

tomaran como unidad de medida el diametro para determinar cuantas veces cabia en la

circunferencia, posteriormente se les cuestiond sobre el segmento de circunferencia faltante

y qué sucederia su el diametro se dividi a la mitad, en cuartos, octavos etc alcanzaria a cubrir

el espacio faltante. Los dos alumnos mencionaron de forma inmediata que cabia tres veces

exactamente, pero hacia falta un segmento. Cuando se centro la atencion en ese segmento

faltante uno de ellos contesto.

Figura 4.120
Comparacién entre el radio y diametro con la circunferencia
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4.3.2.5. La circunferencia y el perimetro de poligonos regulares inscritos en ella

La figura que se les presentd tenia inscrito un octdgono y un cuadrado en una
circunferencia, se les solicito a los alumnos que describieran la figura presentada y
mencionaran los elementos de cada una de las figuras, luego se centrd la atencion en la
relacion existente entre el perimetro del octagono y el cuadrado y finalmente en la
circunferencia.

El alumno 1trazd su figura con regla y compas, posteriormente, reconocid el
octagono, el cuadrado y sus elementos, presentd confusidn entre circunferencia y circulo.
Cuando se le pidi6 que se centrara en el perimetro tanto del octagono como del cuadrado
reconocio que dos lados del octagono correspondian a uno del cuadrado, se le solicitd que
manifestara cuantos lados tendrian los siguientes poligonos inscritos y cual seria su
perimetro, reconocié que el aumentaba el doble.

Figura 4.121
Circunferencia y poligonos regulares inscritos en ella
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Se le cuestion6 como imaginaba un poligono de 32 lados y dijo que, casi formando
una circunferencia.

El alumno 2 reconoce las caracteristicas de los lados y angulos tanto del cuadrado
como del octagono y tiene claro el concepto de perimetro, cuando se le cuestiona sobre la
relacion que existe entre los perimetros tanto del cuadrado como del octdgono reconoce que

por cada lado del cuadrado le corresponden dos del octagono.
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[334] Pues tendrd una mayor medida.
Al: mayor
e —— [335] D- ¢Qué tanto? este es el del cuadrado,
I: perdén del octagono y este bueno,
aqui lo fuiste desarrollando que son
4, entonces, ;como queda? ¢cudl es
‘ ahora si...?, aca lo voy a poner, el
perimetro del cuadrado son cuatro
lados y el perimetro del octdgono son
ocho lados, ahora si ¢cual es la
relacion entre estos dos perimetros?
{ — 4 [336] Al: Me estaba dando en cuenta que dos
de los lados de un octdgono
= [337] D- equivalen aun lado del cuadrado.
] I: muy bien.
Entonces, ya se sacan los cuatro
[338] Al: lados vy, entonces, medirian lo
mismo.

A pesar de que menciona lo anterior, finaliza su participacion mencionando que
entonces ambas figuras tendran el mismo perimetro, considera que por que uno de los lados
del cuadrado estd conectado con dos del octagono por lo tanto son congruentes, se le
menciona que imagine los dos lados del octagono y el del cuadrado y tratara de encimarlos
queé sucedia y dice que son iguales, se le vuelve a realizar la pregunta y dice que se extenderia
hacia los lados los del octagono. Cuando se le pregunt6 sobre qué pasaba si el nimero de
lados del poligono aumentaba, €l contesté que los lados se iban a hacer méas pequefios, que
entre mas pequefios cabrian méas y finalmente el alumno dice que desaparecerian y se
volverian un circulo, se hizo la aclaracion entre circulo y circunferencia.

Se vuelve a regresar la conversacion hacia los lados de los poligonos y menciona que
cuando sean demasiado pequefios se formaran puntitos, se cuestioné la relacion que habia
entre los pequefios puntitos y el centro de la circunferencia, él dijo que eran del mismo
tamarfio y tendrian la misma distancia al centro no importaba en qué parte de la circunferencia
estuviera el punto.

[1 D-l: Y hasta el final ;qué vamos a tener? ;qué crees
que tengamos si ya los segmentos se hicieron
pequefiitos, pequefiitos, pequefiito, pequefitos?
¢qué crees que tengamos?

0 A: Pequefios puntitos.

[1 D-l: Pequefios puntitos y esos pequefios puntitos, pues
son los que van a ir haciendo la circunferencia,
pero hay una caracteristica de esos pequefios
puntos con el centro ¢ Cual crees que sea?
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[l
(1

[
[

[
I

D-I:

Son iguales.

¢cOmo que son iguales?

me imagino que van a ser del mismo tamafio.

Los puntos bueno, ok, puede ser del mismo
tamafio los puntitos, pero aparte hay una relacién
entre los puntos estos que ya me dijiste y el centro
jerees...? ;como va a ser la distancia entre ellos?
entre cada puntito y el centro.

igual de cada puntito y el centro.

¢Siempre? Si ¢yo tengo un puntito aca? ay lo voy
a hacer mas grande para que lo veas, pero ese es
un puntito, asi chiquitito, es un puntito este punto
¢qué relacion...? bueno ;qué distancia va a tener
al centro respecto a todos estos?

A: pues lo mismo.

Lo mismo ¢no importa, entonces, en donde esté el
puntito de la circunferencia?

No.
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Capitulo 5. Conclusiones

Las conclusiones se dividen en tres apartados el primero es para la relacion docencia-
investigacion, el segundo para el concepto matematico de interés y el dltimo son las

conclusiones finales.

5.1. Conclusiones de la relacion docencia-investigacion

La relacion docencia-investigacion no se establecié de manera inmediata, tuve que
pasar por cuatro etapas: docente, docente-indagador, docente-indagador-investigador y
docente-investigador. En la primera etapa ain no me formaba para la investigacion, fueron
los primeros afios de servicio, en donde comenzaba a identificar las problematicas de mis
salones de clase, reflexionaba sobre mi préctica docente y trataba de cambiar mi ensefianza
acudiendo a distintos cursos, diplomados, talleres, sin embargo, a pesar de modificar mi
forma de presentar y organizar los contenidos matematicos seguian presentdndose
dificultades en los alumnos a la hora de tratar los conceptos. Cuando me incorporé al
programa de maestria, comencé a analizar mi practica docente y a tener un mayor
acercamiento a la teoria tanto de los conceptos matematicos, de epistemologia, didactica, lo
cual me posibilito identificar y comprender algunas acciones y expresiones que los alumnos
manifestaban en el aula. Se fue haciendo necesaria mi habilidad de observacién, porque a
partir de ella, se lograba tomar las diversas decisiones tanto del concepto, de la organizacion
y de ensefianza.

El proceso de indagacion fue fundamental porque me posibilité un acercamiento a lo
que se realiza en investigacion y un reencuentro méas profundo con mis aulas, me ofrecio un
enfoque distinto de mi ensefianza, se hicieron evidentes las dificultades que tenian los
alumnos con los conceptos especificos puestos en juego, y no sélo eso, gracias a la teoria
pude explicar por qué se presentaban y por lo tanto, modificar la forma en la que se les

presentaba, en este primer momento identifique que muchas de las dificultades que presentan
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los alumnos se debe a la forma de ensefianza, por lo tanto, fue necesario tener otro enfoque
a partir de los resultados obtenidos en la indagacion.

En el siguiente proceso, indagatorio-investigativo, reconoci que para que la préctica
se modifique es importante que haya un agente que interprete, organice y le dé sentido a la
teoria, y no solo eso, sino que ademas lo lleve al aula y observe las interacciones que
establecen los
alumnos con los conceptos y a partir de su observacion sistematica tome las decisiones para
la siguiente clase, porque los tiempos del aula son inmediatos, ahi no se debe tardar tanto
tiempo para tomarlas porque el aula es dindmica.

En este ciclo identifiqué que los dos marcos tedricos utilizados para la construccion
del conocimiento (reduccion de la abstraccion y el pensamiento intuitivo) habian posibilitado
que los alumnos avanzaran en la construccion de los conceptos, en este sentido la ensefianza
ayuda a comprender a los alumnos mejor las matematicas, pero no sélo eso, también los
ayuda a avanzar en los conceptos, como lo menciona Prassad (2014). Uno de los retos a los
que me enfrenté como docente fue a la gran variedad de respuestas que brindan los alumnos
cuando se tratan de forma distinta los conceptos, me vi obligada a regresar a la teoria tantas
veces como fueran necesarias para comprender las respuestas escritas y las acciones de los
alumnos. En ese sentido los seminarios del Departamento de Matematica Educativa estaban
disefiados para atender a las necesidades que se presentaban en las aulas, cada uno de los
maestros ensefiaba algo que tuviera relacion directa con los fendbmenos que se presentaban
en las aulas.

En el daltimo ciclo, el investigativo, las condiciones fueron distintas debido a la
pandemia, en este ciclo se hizo evidente de forma contundente la necesidad de la relacion
docencia-investigacion y se logrd resaltar la matematica frontal tratada en el programa
Aprende en casa y la matematica posterior propuesta en las actividades disefiadas para los
alumnos. Las rutas trazadas en Aprende en Casa estaban enfocadas a la memorizacion de
formulas y procedimientos basicos para posteriormente resolver problemas, es decir, se
mostraba la matematica de una forma terminada como lo menciona Prassad (2014). Para las
actividades que se propusieron ya tenia la experiencia de los dos ciclos anteriores, tenian

registrados aquellos contenidos en los que los alumnos normalmente presentaban
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dificultades, sin embargo, la guia fue el programa de Aprende en casa, los contenidos debian
abarcarse en lo que se les propusiera en las plataformas a los alumnos, los contenidos fueron
complementados con contenidos mas simples para que los alumnos le fueran dando sentido.

En muchos de los resultados que ofrecieron los alumnos hacian uso de herramientas
digitales, sin embargo, no eran utilizados de forma correcta. Por lo tanto, fue necesario
analizar las bondades y las desventajas del uso de las plataformas y de los medios digitales
de los que hacen uso los alumnos. Debido a las condiciones no fue posible tratar la geometria
con diversos medios digitales, sin embargo, se queda abierto ese campo de interés.

A lo largo de todos los ciclos se establecio la relacion docencia-investigacion de una
forma dindmica, es decir, de una forma dialéctica, pero no como la que establece Malara y
Zan (2002), en su documento, de una forma lineal, sino que esta relacion ahora es una
relacion en espiral en la que conforme pasa el tiempo se sigue enriqueciendo y puede seguir
creciendo: en los conceptos matematicos, en la epistemologia del concepto y en la misma
relacion entre la docencia y la investigacion para posteriormente llevarla a las condiciones
reales de ensefianza, observar las relaciones sistematicamente y modificar la ensefianza. En
este enfoque la teoria, la practica y la metodologia estan en constante movimiento y los
cambios en uno se podran percibir en los otros dos.

Asimismo, la relacion dialéctica que se establecié posibilito la participacion de la
docente en diferentes eventos: coloquio de doctorado organizado en el Departamento de
Matematica Educativa y en la Reunidn Latinoamericana de Matematica Educativa (Relme),
en el primero participé con un cartel (véase anexo 5) y en el segundo con un reporte de
investigacion, el cual se present6 de manera virtual (véasela presentacion en el anexo 6). A
partir de la participacion en la Relme se obtuvieron distintas constancias (véase anexo 7).
Los autores que vincularon a los investigadores y docentes en trabajos colaborativos
consideraron importante que los docentes asistieran a este tipo de eventos porque

comenzaban a tener relacion con lo que se hace en la investigacion.

5.2. Conclusiones acerca del concepto matematico

El marco tedrico de reduccion de la abstraccion en la ensefianza posibilito identificar

los conceptos minimos del concepto de relaciones trigonométricas, reconocimos que dicho
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concepto abarca otros conceptos que vienen desde la geometria y si los alumnos no los tienen
consolidados se presentaran dificultades al momento de tratar el contenido de trigonometria,
por lo cual, fue necesario hacer un ejercicio de reduccion de la abstraccion de los conceptos
geométricos que se tratan en el Programa de Estudios (SEP, 2011), después se identificaron
en un principio siete nociones basicas de la geometria: segmentos, angulos, triangulos,
poligonos, circunferencia, teorema de Tales y teorema de Pitagoras, los primeros cinco son
los contenidos que se tratan en primer y segundo grado de secundaria a excepcion de la
nocion de segmentos y los dos teoremas son los Ultimos contenidos de geometria plana que
se tratan en tercero de secundaria antes del contenido de razones trigonométricas.

Estos conceptos se desarrollaron a lo largo del ciclo indagatorio, para identificar las
formas en la que los alumnos los tratan, las actividades se disefiaron de tal forma que los
primeros conceptos les sirvieran a los alumnos para comprender los nuevos conceptos y la
docente lograra incorporar los nuevos elementos para seguir construyendo el conocimiento.

A partir de los resultados obtenidos del ciclo indagatorio reconoci que como docente
aun me hacia falta comprender algunas situaciones con los alumnos, era necesario
profundizar mas en los conceptos, pero no de forma matematica, sino que debia revisar la
construccién de los conceptos, porque algunos presentaban mayores retos que otros para su
ensefianza, en especial el teorema de Tales, resulté confuso para los alumnos cuando se les
proponia encontrar los lados correspondientes.

Por tal motivo, para el ciclo indagatorio-investigativo se hace la segunda reduccion
de la abstraccion con documentos historicos (Euclides, Arquimedes), los cuales posibilitaron
comprender como es que se van tejiendo los conceptos geométricos para proponer otros mas
elaborados. Se utilizaron las mismas 7 nociones conceptuales: segmentos, angulos,
triangulos, poligonos, circunferencia, teorema de Tales y teorema de Pitagoras, sin embargo,
para los ultimos tres se requeria un tratamiento distinto por lo cual, en las actividades de
geometria se tratd hasta poligonos. Y se disefid la Trayectoria de Ensefianza de la Geometria
con los siguientes conceptos: Teorema de Tales, teorema de Pitdgoras y las nociones de
segmentos inconmensurables especificamente en la relacion entre el didmetro y la

circunferencia y entre un cateto y la hipotenusa de un triangulo rectangulo isosceles, estos
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conceptos se identificaron como los de transicion para los conceptos minimos de la

trigonometria.

En este ciclo cambi¢ la forma de ensefianza de los conceptos, se tenia la concepcion
del tratamiento que Euclides para los conceptos minimos de geometria en su primer libro,
las actividades se enfocaron més en la figura y las relaciones que se establecen entre sus
elementos. Algunas veces las construcciones que realizaban los alumnos dependian del
concepto, entre todos los miembros del grupo se compartia informacién sobre las nociones
que tuvieran de algin concepto, finalmente se recuperaban todas las caracteristicas y con
ellas debian trazar lo que se les solicitaba, otras veces se les mostraban las figuras y mediante
preguntas del profesor y las participaciones de los alumnos se iban haciendo explicitos los
conceptos inmersos que tenia la figura, a estas relaciones entre la figura presentada y el
concepto puesto en juego o viceversa, debido a estas relaciones Fischbein (1987), llama a
las figuras, figuras conceptuales.

En este ciclo identifiqué que tratar los conceptos minimos desde el principio
posibilitdé que los alumnos pusieran en juego sus intuiciones e hicieran uso de su proceso
creativo, es decir intuitivo (segun Pefia) para seguir construyendo conceptos mas elaborados,
al final del ciclo se observo como los alumnos ya habian concretizado algunos conceptos y
los utilizaban en actividades mas complejas, como lo sefiala Prassad (2014). Las dificultades
que presentaban los alumnos con lo que se proponia me obligaba a regresar al concepto de
forma matematica, algunas veces a la epistemologia, inclusive al método utilizado para
ponerlo en el aula.

Para el dltimo ciclo, se retomaron los cinco conceptos de la geometria basica y los
tres conceptos de transicion para los conceptos de trigonometria y en este ciclo es en donde
se trataron los conceptos basicos de la trigonometria en una Trayectoria de ensefianza, el
Programa de Estudios (SEP, 2011), marca el contenido como razones trigonomeétricas,
nosotros lo tratamos como relaciones trigonomeétricas en distintos triangulos rectangulos. La
forma en la que se trataron los conceptos de trigonometria tuvo un cambio significativo a
cémo trataba el concepto antes de incorporarme al proceso de formacion para la

investigacion, en este ciclo para llegar a que los alumnos le dieran sentido a las relaciones
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trigonométricas se fueron construyendo los conceptos desde lo minimo y antes solamente se
trataba como receta de cocina y los alumnos no lo comprendian.

En cada ciclo los conceptos se fueron enriqueciendo, por ejemplo, en el primer ciclo,
el propdsito fue reconocer solamente como tratan los conceptos, qué dificultades presentan,
cudles tratan con mayor facilidad, los resultados fueron una base sélida para el profesor, los
cuales tomé en cuenta en el disefio de sus instrumentos y actividades posteriores, en el
segundo ciclo los conceptos se enriquecieron mas por dos cuestiones fundamentales, el
tratamiento de la figura conceptual y el uso de regla'y compas como un medio concreto para
tratar la figura y finalmente en el Gltimo ciclo nos enfrentamos con los medios digitales y
nos hizo cuestionarnos cudl es la transicion que debe existir entre el uso de regla 'y compéas
para pasar a medios digitales de tal forma que los alumnos le den sentido a lo que se hace
con diversos softwares de geometria dindmica y no solamente los utilicen como lo hicieron

los alumnos del ultimo ciclo.

5.3. Conclusiones finales

A diferencia de los proyectos de investigacion sefialados en el marco teérico en donde
se terminan los proyectos y tanto los investigadores y los docentes se separan y cada uno
regresa a sus respectivos espacios, los docente deben enfrentarse nuevamente con las
dificultades de sus aulas, en este proyecto de investigacion una vez que ha terminado, el
docente regresa a todas sus aulas con una forma de ensefianza distinta, y esto es porque la
relacion dialéctica entre docencia-investigacion da un giro, ahora es investigacion-docencia,
el docente ya posee herramientas tedricas, metodoldgicas y practicas, ha desarrollado su
observacién sistematica y reconoce que el fortalecimiento del pensamiento intuitivo es
fundamental para la construccion de nuevos conceptos y también reconoce que la relacion
entre la teoria y la practica se va enriqueciendo conforme pasa el tiempo y si asi lo decide
seguir desarrollando investigacion tanto en los conceptos matematicos, en la epistemologia
del concepto y en la misma relacion. El marco tedrico de Reduccion de la Abstraccion deja

las pautas para dos cosas: seguir avanzando en el concepto de trigonometria y/o abarcar los
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otros dos ejes tematicos del Programa de Estudios (SEP, 2011): Sentido numérico y
pensamiento algebraico y Manejo de la informacion.

Actualmente me encuentro en otro centro educativo, por lo que he iniciado un nuevo
proceso de investigacion partiendo de la fase de indagacion de como tratan los conceptos los
alumnos en el aula. De ahi que el proceso de docencia-investigacion debe ser un acto
consciente y proposito de todo docente de educacion basica.

el ciclo escolar 2021-2022 con cuatro grupos de tercer grado de secundaria de una
escuela diferente a la que se llevd a cabo el proyecto, vienen del periodo de pandemia y del
trabajo a distancia con las plataformas electronicas, han ingresado al Gltimo grado sin los
conocimientos consolidados en algunos de los ejes tematicos, por lo tanto, es un campo para
la investigacion de los dos ejes tematicos faltantes. Con ellos se han llevado a cabo
actividades de geometria como fortalecimiento de los contenidos tratados en primer y
segundo grado, mientras realizo el andlisis institucional para los contenidos de algebra y
probabilidad y estadistica, para posteriormente realizar las reducciones de abstraccion
correspondientes, revisar diferentes marcos tedricos, disefiar instrumentos y entrar a la fase
de indagacién, es decir, de como tratan los conceptos en el aula.

A futuro se considera realizar el ejercicio con todo el Programa de Estudios (SEP,
2011), de la escuela secundaria, y en varias generaciones enriquecer los contenidos. Una vez
realizado en secundaria seguir enriqueciendo los contenidos de forma ascendente, establecer

las conexiones conceptuales de forma ascendente para llegar a conceptos de célculo.
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Apéndices

Apéndice 0. Esquema de la metodologia de la investigacion

CICLO INDAGATORIO
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Apéndice A. Ciclo indagatorio

Apéndice Al. Instrumento diagnastico de conceptos bésicos de geometria
Nombre del alumno:

Instrucciones: Contesta y resuelve con tinta, no borres si es que te equivocas.

1) a) ¢Qué segmento de recta es el mas pequefio y cuél es el mas grande?

b) ¢Cémo puedes comprobarlo?

3) Considera las siguientes figuras y contesta las preguntas.

\Q__-—/‘Q\\Q/

Figura 1 Figura 2 Figura 3
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a) ¢Qué angulo es mayor?
b) ¢Hay &ngulos congruentes?
c) ¢Cdémo puedes comprobar tus respuestas anteriores?

4) En lasiguiente figura el &ngulo UBV es recto, si el &ngulo WBYV mide el doble que el &ngulo UBW. ¢ Cuanto miden los
angulos WBV y UBW? <WBV= <UBW=

5) Coloca el nombre de cada dngulo segin su medida.

K\‘H\

M
F E c
L
54
N

D
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6) De acuerdo con los lados de los siguientes tridngulos, coloca el nombre de cada uno debajo de ellos.

7) De acuerdo con los angulos de los siguientes tridngulos, coloca el nombre de cada uno debajo de ellos.

S

8) Traza las alturas de los siguientes triangulos.

D

9) Considera las figuras 1y 2 y contesta las preguntas.
a) Sefala en la figura 1 los angulos internos del cuadrado DCBA.
b) Sefiala en la figura 2 los angulos internos del triangulo ABC.
c) ¢Cual es la suma de los angulos interiores del cuadrado DCBA?
d) ¢Cual es suma de los angulos interiores del triangulo ABC?
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A D A D

Figura 1 Figura 2

10) Considera las figuras siguientes y contesta las preguntas planteadas en los incisos a) y b):

IN0NN0

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4 Figura 5

a) En latabla siguiente coloca el nombre de cada figura y el nimero de lados que le corresponde

Nombre de la figura Numero de lados

Al W|IN| -

5
b) Traza el angulo central de la figura 3 y el de la figura 5. ;Cudl es el valor de la medida de cada angulo central?

Valor de la medida del angulo central de la figura 3

Valor de la medida del angulo central de la figura 5
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11) Considera las figuras y contesta las siguientes preguntas

Figura 1

a) ¢Enlafigura 1 cuanto mide el segmento AG?

b) ¢Cual es el perimetro de la figura 2?

12) Traza lo siguiente en las circunferencias:
a) Trazaen la circunferencia A dos radios.
b) Traza en la circunferencia C dos diametros.
c) Trazaen la circunferencia D dos cuerdas
d) Trazaen la circunferencia E dos secantes.
e) Trazaen la circunferencia F dos tangentes.

182



Escuela Secundaria No. 4 “Moisés Saenz”
Ciclo Escolar 2018 — 2019
Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (Cinvestav)

13) Considera la figura siguiente y contesta las preguntas.

a) ¢Cuantos triangulos ves en la
figura?

b) Escribe el nombre de tres tridngulos que hayas visto, de acuerdo a las literales que
tienen , ,

c) ¢Como son lo triangulos entre
si?

d) El &ngulo 1JB mide 110° y angulo JBP mide 40° ;Cuanto mide el angulo DAK? ¢Cuanto mide el angulo
GHO?

14) Considera las siguientes figuras y contesta las preguntas.

Q R c D H G
Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) ¢Cuantos cuadrados hay en el cuadrado PORQ tomando en cuenta la medida u?
b) ¢Cuantos cuadrados hay en el cuadrado BADC tomando en cuenta la medida u?
c) ¢Qué relacion tienen los cuadrados PORQ y BADC con el cuadrado

EFGH?
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Apéndice A2. Hojas de control momento 1,2y 3.

En la figura 1:

e La Cl es tangente a la circunferencia B y su punto de tangencia es C.
e LajJK Il CI.
e EIl z4CIB mide 22.62°

Marca con un color diferente los angulos que se te solicitan en la tabla. Completa la tabla con las medidas de los &ngulos que se te

soliciten.

ANGULO

COLOR

MEDIDA DEL
ANGULO

4BClI

4CIK

4JKI

41BC

£MBC

ZMBI

ZNBM

FIGURA 1

4CBN
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Escribe la notacion de los dos triangulos de la figura 2. A A
En la figura 2.
e ;Los dos triangulos que localizaste son semejantes? ¢Por
que?
e El radio de la circunferencia B es de 5 cm. Medida del BC =

e El BJ mide 15 cm
e EICI mide 12 cm

Compara las medidas de los lados de cada triangulo y calcula la medida del JK.

FIGURA 2
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En la figura 3:

e Setienen las mismas medias que la figura 2.

e Si se construyera en el triingulo BCI cuadrados en cada uno de los lados con las medidas proporcionadas, calcula la medida
del BI.

e Con todos los datos que posees, calcula la medida del BK.

BJ=15cm

Figura 3
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Apéndice A3. Instrumento final de conceptos basicos de geometria
Responsable: Dayanara Colin Hernandez

Nombre del alumno:

Instrucciones: Contesta y resuelve con tinta, no borres si es que te equivocas.

1) Con la siguiente figura:
e Determina qué segmento es el mayor.
e ;Cuales son congruentes?
e Explica por qué y como le hiciste para saber cuales son.

2) Con los siguientes segmentos haz lo siguiente:
e SumaABYyCD
e Restalos ABy CD
e EIl EF multiplicalo cinco veces
e Explica como lo hiciste y qué instrumentos utilizaste. (Hoja blanca)

A B
@ ®
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3) Traza las diagonales respectivas desde un vértice. Escribe debajo de cada figura cuanto suman sus angulos interiores. Explica

el porque de tu respuesta.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

(Y3}

4) En la siguiente figura obtén la medida del angulo “x” y del angulo “y”. Explica como obtuviste las medidas.
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5)
6)

7)
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Traza un angulo agudo, recto, obtuso, Ilano y completo y describe cada uno de ellos. (En las hojas blancas)
Traza con regla'y compas lo siguiente: (Hoja blanca)

a) un triangulo que sea isosceles y al mismo tiempo rectangulo.
b) Un triangulo que sea obtusangulo y que sea isdsceles

¢) Un triangulo que sea rectangulo y también sea escaleno

Traza lo siguiente en las circunferencias y describe la relacion que existe entre cada una y la circunferencia.
f) Trazaen la circunferencia A dos radios.

g) Trazaen la circunferencia C dos didmetros.

h) Traza en la circunferencia D dos cuerdas

i) Traza en la circunferencia E dos secantes.

J) Trazaen la circunferencia F dos tangentes.
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8) Con lafigura realiza lo siguiente:
e Escribe con notacion los triangulos semejantes que veas en la figura.
e Compara los lados semejantes de la figura.

11) Con las siguientes figuras obtén lo siguiente:
a) area de los cuadrados
b) la medida de los siguientes lados AB = EF= Ij=

Figura 1 Figura 2 Figura 3
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Apéndice A4. Guion de la entrevista

‘ ;Como obtuviste la medida del angulo BCI? ‘

iQué y como
mediste?

l Utilizando los datos ]

f
2 Qué elementos de los que te dieron |

Obszervando

|

l Qué obzervaste?

tomaste en cuenta?

I
| |

La figura

l Con un trasportador ]

Fui por partes,
primero tome en

‘ Con el radio forma lineas ‘
cuents la tangente

(Podrias hacerlo de distinta forma sino perpendiculares

tuvieras tmsportador? T laz perpendiculares

230!

[ —

Obzervando, midiendo
Utilizando lo que me dan
No

T
I 1

LComo puedes mm‘Pmbar que mide ‘

forman dngules rectos

; Podrizs hacerlo de ofra

;Por qué cress que te dieron esos ;Qué relacion existe conla onma en vez de medir?
datos?

tangente v el radio?

o sé Forman perpendiculares ‘

(Hay angulos congruentes?

;Por qué no hay?

‘ £ Qué relacion aﬂsﬁg&(ﬂg los éngulos BCI v ‘

Son iguales Son diferentes

’ Los que nombre ]
§

{ 2Cémo comprusbas que son l

congruentes?

I Porque estin entre paralelas

I

LOué obearvas?
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Apéndice B. Ciclo indagatorio-investigativo

Apéndice B1. Cuestionario diagndstico

Nombre del alumno:

Instrucciones: Contesta y resuelve con tinta, no borres si es que te equivocas.

Eje: Sentido numérico y pensamiento algebraico

1. Resuelve y contesta las preguntas.

a) Resuelve la siguiente operacion con el método que quieras.

1+31—
4 "7

Explica el método que utilizaste

;- . 1 1
b) Traza una recta numéricay localiza los sumandos (Z) y (3;)

¢ Qué fue lo que hiciste para localizar los niUmeros?

¢) Convierte a decimal el primer sumando (i) (Hoja blanca)

¢Describe como es ese numero?

d) Convierte a decimal el segundo sumando (3%) (Hoja blanca)

¢ Describe coOmo es ese nimero?
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e) ¢En qué se diferencian esos dos nimeros?
2. Utiliza el método que quieras para resolver lo siguiente:
a) ¢Cuadl es la raiz cuadrada de 144?

b) Describe el método que utilizaste

c) ¢Cuél es el cuadrado de 18?

d) ¢Cdémo obtuviste el cuadrado?

3. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones con el método que quieras.
{Zx +y=6
4x + 3y = 14

a) Describe cdmo resolviste el sistema de ecuaciones

b) Escoge alguna de las ecuaciones del sistema y realiza su tabla y su grafica. (Hoja blanca)

4. Resuelve lo siguiente. Explica como hiciste cada inciso
a) (x+3)6x—y)=

b) 7y —4y +5z+ 10yz — 15z + yz =
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Eje: Forma, espacio y medida N.L.
NOTA: En este apartado haras uso de tu juego de geometria, no utilices instrumentos graduados.

5. Traza lo siguiente: (enfrente de cada inciso)
a) Unarecta AB

b) Una semirrecta CD
c) Un segmento de recta EF
6. Contesta lo siguiente:
a) Escribe las caracteristicas de las rectas paralelas
b) Escribe las caracteristicas de las rectas perpendiculares
c) Traza con tu juego geométrico la recta CD paralela a la recta AB. Explica como las trazaste y qué instrumentos utilizaste.
d) Trazacon tu juego geométrico la recta EF perpendicular a la recta KL. Explica como las trazaste y queé instrumentos utilizaste.
7. Trazatodas las alturas en los siguientes triangulos y contesta las preguntas:

a) ¢(Como altura de un triangulo cualquiera?

b) ¢Cuéntas alturas tiene un triangulo?

c) ¢Como fueron las alturas en los Gltimos triangulos?
8. Coloca el nombre de la clasificacion a la que corresponde cada uno de los angulos. Escribe las caracteristicas de cada uno (hoja

blanca)

TV T 4N
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9. En la siguiente figura el tridngulo es rectangulo, el dngulo alfa (o) mide 35°, ;Cuéantos grados miden los dngulos lambda (1) y
betha (B)? (Como obtuviste la medida de los angulos?

10. Con las caracteristicas de las siguientes figuras completa la tabla.

Figura | Nombre ¢Cdémo son sus lados? ¢Cdémo son sus angulos? ¢Cdémo son sus diagonales?

Wi

N

ol
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11. Marca en la siguiente figura el angulo central y determina cudntos grados mide. N.L.
¢Como obtuviste la medida del angulo central?

¢,Cuéntos grados mide
el angulc central?

12. Larecta IH es paralela alarecta LKy a larecta MN, y la recta EF es una transversal que interseca las paralelas. Marca todos los
angulos congruentes (iguales) al angulo HGE con color rojo y todos los &ngulos congruentes al &ngulo GJL. Justifica tu respuesta.

E

-
o}
el

d) ¢En qué se diferencian las tres razones que obtuviste?

13. Obtén el area y el périmetro de las siguientes figuras.

b) Perimetro= Area=

c) ¢Como obtuviste el area?
d) ¢Como obtuviste el perimetro?
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e) En el siguiente cuadrado uno de sus lados mide a.

Perimetro= Area=

f) ¢Coémo obtuviste el area?
g) ¢Como obtuviste el perimetro?
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Eje: Manejo de la informacién N.L.

14. Se realizé una encuesta en una paleteria sobre los sabores de helados que mas les gustaban a los consumidores y se realiz6 la siguiente tabla, con esa
informacion contesta las preguntas:

Sabores de | Frecuencia
helados absoluta

Vainilla 13

Chocolate 15

Fresa 10

Napolitano | 30

Nuez 12
Chicle 20
Oreo 10

a) ¢A cuantas personas se les hizo la encuesta?
b) ¢Qué es una muestray para queé sirve?
C) ¢A cuantas personas les gusta el sabor napolitano respecto al total de personas que se les hizo la encuesta?

15. Con los siguientes datos contesta las preguntas:
e A una fiesta acuden 200 personas, de ellas 45 son nifios, 60 son adolescentes y 95 son adultos.
a) ¢Cual es el porcentaje de nifios que acudieron a la fiesta?
b) ¢Como obtuviste el porcentaje?

c) ¢Cual es el porcentaje de adolescentes y adultos que estan en la fiesta?
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d) ¢Como obtuviste el porcentaje?
16. Lossiguientes datos fueron obtenidos de las calificaciones del examen de matematicas de alumnos de secundaria, con ellos contesta las preguntas. Justifica
cada una de tus respuestas.

7,6,7,8,10,5,10,9,8,9,5,8,8

a) ¢Cuél es la moda de los datos?

¢Como obtuviste la moda?

b) ¢Cuél es la media de los datos?
¢ Cémo obtuviste la media?

c) ¢Cuél es la mediana de los datos?

¢COmo obtuviste la mediana?

17. Una urna contiene dos pelotas blancas, diez moradas y 8 rojas. ¢, Cudl es la probabilidad de sacar una pelota morada? Expresa tu resultado en forma de
fraccion comun, fraccién decimal y tanto por ciento. Justifica tus respuestas.

Fraccién comin:
Fraccién decimal:

Tanto por ciento:
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Apeéndice B2. Hojas de control de la Trayectoria de Ensefianza de la Geometria
Hoja de control 1 Alturas y elementos de un tridngulo rectangulo

Nombre del alumno:
Fecha: [/

ACTIVIDAD 1 Traza las alturas de los siguientes triangulos y contesta las preguntas.

a) Describe como es la altura de un triangulo.
b) ¢Cuéntas alturas tiene un triangulo? Justifica tu respuesta.

c) Enun tridngulo rectangulo, ¢qué relacion tienen los lados del tridngulo con sus
alturas?

ACTIVIDAD 2 Realiza lo siguiente:

a) Identifica el angulo recto

b) Identifica los otros dos &ngulos del triangulo y asignales una letra del alfabeto
griego.

c) Coloca el nombre de cada uno de los lados del tridngulo.
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Hoja de control 2 Relaciones entre los segmentos de un tridngulo rectangulo

CINVESTAV-DME N.L.:

Nombre del alumno:
Fecha: [ |/

Instrucciones: Nombra los lados de los tridangulos y compara los segmentos del triangulo.

¢Cuantas comparaciones puedes realizar?
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Hoja de control 3 Triangulos semejantes.

CINVESTAV-DME N.L.:

Nombre del alumno:

Instrucciones: A partir de la siguiente figura contesta las preguntas y realiza lo que se te solicita.

a)

b)

c)

d)
e)

¢ Cuéntos tridngulos observas en la figura? Justifica tu respuesta.

Nombra los triangulos que ves de acuerdo con los nombres de los

vertices

Con ayuda de tu compaés, traza en la hoja blanca que se te proporciond los tridngulos de la figura, que estén aislados uno del
otro.

¢Cdémo son esos triangulos entre si?
¢Como son los lados de los triangulos que trazaste?

. T

7 , A
f) ¢Como son sus angulos?

202



Escuela Secundaria No. 4 “Moisés Saenz” @
Ciclo Escolar 2019-2020

Hoja de control 4 Segmentos inconmensurables y conmensurables.

Nombre del alumno:

CINVESTAV-DME

N.L.:

Instrucciones: En la siguiente figura se te brinda una unidad de medida (e) y dos segmentos (AB y CD). Realiza lo siguiente: con la
unidad de medida establecida, mide el segmento AB y el segmento CD. Luego contesta las preguntas.

De acuerdo con la unidad de medida (e), ¢cuanto mide el segmento AB?

De acuerdo con la unidad de medida (e), ¢cuanto mide el segmento CD?

¢ Qué segmento no pudiste medir de manera exacta? ¢Por qué?

¢Como llamarias a los segmentos que se pueden medir exactamente con la unidad de medida?

¢Como llamarias a los segmentos que no se pueden medir con la unidad de medida establecida?
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Hoja de control 5 Teorema de Pitadgoras

CINVESTAV-DME N.L.:

Nombre del alumno:
Fecha: [ [/

Instrucciones: Con la unidad de medida a?, calcula el area de los tres cuadrados de la siguiente figura. Luego contesta las preguntas

a) ¢Cudl es el area del cuadrado méas pequefio?
b) ¢Cual es el area del cuadrado mediano?
c) ¢Cudl es el area del cuadrado més grande?
d) ¢Qué relacion tienen esas areas entre

si?
e) Calcula cuanto miden los lados del tridangulo rectangulo que se encuentra en la figura.
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Hoja de control 6 Teorema de Pitagoras y raiz de dos.

Nombre del alumno:

Instrucciones: Realiza lo que se te solicita y contesta las preguntas.

a)

b)

d)
e)

9)

h)

)
K)

Describe la figura (qué tipo de tridngulo es, como son sus lados y sus angulos)

Toma la medida del segmento que corresponde a uno de los catetos y utilizala para
medir la hipotenusa, en donde quepa un cateto realiza una marca en la interseccion
y posteriormente traza una perpendicular a la base.
¢Cuénto mide la hipotenusa? Justifica tu respuesta.

Repite el proceso descrito en el inciso b tantas veces como puedas.
¢Cuantas veces pudiste repetir el proceso?
¢Por qué ya no seguiste?

¢Se puede seguir haciendo el proceso? ¢Cuantas veces? ¢Por qué?

¢En qué momento terminaria el proceso? ;Por qué?
Después del proceso se formaran distintos triangulos, ¢co6mo son entre si?

¢Cdémo son los angulos de los triangulos que se te formaron?

¢COmo son los lados de los triangulos?

¢ Qué puedes decir de la hipotenusa después de todo el proceso que realizaste?
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Hoja de control 7 Explicitacion del nUmero pi

Nombre del alumno:

echa: [ [/

Proposito de la sesion: Tiempo Trabajo:
asignado: En equipo

Instrucciones: Por equipos se te brindara el siguiente material

e Circulo de madera
e Liston
Realiza lo siguiente y contesta las preguntas.

Con el listén toma la medida del diametro de la circunferencia.

El diametro sera tu unidad de medida.

Mide la circunferencia utilizando el listdn con la medida del diametro.
¢Cuantas veces cupo la medida del diametro en la circunferencia?

e ;Te falté algin pedazo por medir de la circunferencia? ¢Por qué?

e Aproximadamente, ;cuanto consideras que mide el pedazo que te falto respecto a tu
unidad de medida? ;Por qué?

e ;De qué otra manera podrias medir la circunferencia?

e ;Cual seria la medida de la circunferencia si ahora tu unidad de medida es el radio?
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Hoja de control 7 Rectificacion de la circunferencia

CINVESTAV-DME N.L.:

Nombre del alumno:

Fecha: [/ |/
Propdsito de la sesion: Tiempo asignado: Trabajo: En
equipo

Instrucciones: Realiza lo siguiente:

a) Con la siguiente medida, traza una circunferencia.
b) Traza el diametro de la circunferencia

c) Utiliza el método de Arquimedes para dividir en siete partes iguales el diametro.

d) Traza una linea recta, establece un punto y traslada tres veces el diametro de tu circunferencia y un séptimo.
e) ¢En qué lugar ubicarias a n? ;Por qué?

f) (En donde ubicas la mitad de n? ;Por qué?

g) (Qué harias para rectificar 2 n? ;Por
qué?

208



Escuela Secundaria No. 4 “Moisés Saenz” @

Ciclo Escolar 2019-2020
CINVESTAV-DME N.L.:

Apéndice B3. Hojas de control de la Trayectoria de Ensefianza de la Trigonometria

Hoja de control 1. Tridngulo rectangulo
Nombre del alumno:
Fecha: [/ [
Instrucciones: A partir de los siguientes triangulos en donde la hipotenusa mide 1. Realiza lo siguiente:

a) ldentifica y nombra la hipotenusa en cada tridngulo
b) Identifica y nombra el cateto opuesto y el cateto adyacente respecto al angulo agudo marcado en cada triangulo
c) Establece las seis comparaciones entre los segmentos de cada uno de los triangulos

50° , oo :

d) Establece la relacion seno y coseno de cada triangulo respecto al angulo agudo marcado.
e) En cada triangulo la hipotenusa mide 1

f) ¢Cudl es la razon del cateto opuesto con la hipotenusa?
g) ¢Cual es la razon del cateto adyacente con la hipotenusa?
h) ¢A qué segmento del triangulo hace referencia el seno?
i) ¢A qué segmento del triangulo hace referencia el coseno?
j) ¢Como establecerias la relacion de seno y coseno si la hipotenusa es 2? ¢Por qué?
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Hoja de control 2
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Fecha:

/

/

N.L.:

Instrucciones: Los triangulos rectangulos que trabajaste con anterioridad se ordenan
respecto al angulo agudo sefialado y su cateto adyacente, como se muestra en la figura.
Nota: la hipotenusa en cada triangulo es 1

3)
b)

c)

d)

9)

¢Como es el cateto opuesto del tridngulo de 30° respecto al cateto opuesto del

triangulo que tiene el &ngulo de 60° marcado? ;Por qué?
¢Qué sucede con los catetos opuestos a medida que aumenta la amplitud del
angulo? ¢Por qué?

Identifica el cateto opuesto de los tridngulos, una vez que los tengas traza una

perpendicular al segmento rojo que esta en vertical que pase por cada uno de los

vértices del triangulo en donde se una el cateto opuesto y la hipotenusa.
¢ Cuénto mide la razén de seno respecto al &ngulo de 30°? ;Como obtuviste la
medida?

Determina la medida de la razon de seno de los angulos faltantes.

¢Qué sucede con la medida de la hipotenusa cuando la amplitud del &ngulo
aumenta? ¢Por qué?
Los valores que obtuviste para la medida de seno de los angulos ¢entre qué
nlimeros se ubican? ¢Por qué?

1

4

-

30

/
P
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Hoja de control 3

Nombre del alumno:

Fecha: | |/

Instrucciones: Los triangulos rectangulos que trabajaste con anterioridad se ordenan
respecto al angulo agudo sefialado y su cateto adyacente, como se muestra en la figura.
Nota: la hipotenusa en cada triangulo es 1

3)
b)

c)

d)

9)
h)

¢Como es el cateto adyacente del triangulo de 30° respecto al cateto opuesto del
triangulo que tiene el &ngulo de 60° marcado? ;Por qué?
¢Qué sucede con los catetos adyacentes a medida que aumenta la amplitud del
angulo? ¢Por qué?
Identifica el cateto adyacente de cada uno de los tridngulos, una vez identificados
coloca un punto en donde esté el vértice. Posteriormente, con ayuda de tu compas
toma la medida de cada cateto adyacente y trasladala al segmento rojo partiendo del
veértice que tienen en comun los tres triangulos.
¢Cual es la diferencia entre los catetos opuestos de la actividad pasada y los catetos
adyacentes de esta actividad? Justifica tu respuesta.
¢ Cuénto mide la razén de coseno respecto al &ngulo de 30°? (Como obtuviste la
medida?
Determina la medida de la razon de coseno de los angulos faltantes.
¢ Qué sucede con la medida de la hipotenusa cuando la amplitud del angulo
aumenta? ;Por qué?
Los valores que obtuviste para la medida de seno de los angulos ¢entre qué
nameros se ubican? ¢Por qué?

1

/
-
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Hoja de control 4

Nombre del alumno:
Fecha: | |/

Propdésito de la sesion: Trabajo:
Individual

Instrucciones: Realiza lo siguiente:

a) ¢Qué sucede con el seno si aumenta la amplitud del angulo?

b) ¢Qué sucede con el coseno si aumenta la amplitud del angulo?

c) ¢Qué elementos comparten el seno y el coseno?

d) ¢Qué diferencias encuentras en seno y coseno? Justifica tu respuesta.

e) Con tu compéas toma la medida de la hipotenusa. Apdyate en el vértice que conecta
la hipotenusa con el cateto adyacente y traza un cuarto de circunferencia que vaya

del segmento horizontal que mide 1, al segmento vertical que mide 1.
1

+

v

30

-+

1

f) ¢Que fue lo que sucedi6 al momento de trazar el cuarto de circunferencia?
g) ¢Todos los vértices que unen la hipotenusa y el cateto opuesto tocaron el arco que
trazaste? ¢ Por quée?
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Hoja de control 5

Nombre del alumno:

Instrucciones: En las sesiones de geometria rectificaste la circunferencia. A partir de lo que realizaste realiza lo siguiente:

a) Con la siguiente medida traza una circunferencia.

b) Rectifica la circunferencia, utiliza el método de Arquimedes para dividir el didmetro en siete partes iguales.

c) Una vez que realizaste la rectificacion, identifica en la recta donde esta 2], [, [1/2 y 3[]/2, y por tltimo identifica el 0.
d) Traza una perpendicular a la recta que acabas de realizar que pase por el 0, y tenga como medida el radio de tu circunferencia.
e) Localiza el seno de 30°.

f) Localiza el seno de 45°.

g) Localiza el seno de 60°

h) Se te entregd en las sesiones de geometria una tabla de los senos de diversos angulos, localiza los faltantes.

i) Une los puntos localizados

j) ¢Como es la figura?

k) ¢Como fue el comportamiento de los nimeros?

I) ¢Por qué no hay valores que superenel 1y el -1?

m) Explica qué pasa cuando el seno de un angulo es 0.
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Hoja de control 6

Nombre del alumno:

Instrucciones: En las sesiones de geometria rectificaste la circunferencia. A partir de lo que realizaste realiza lo siguiente:

a) Realiza una rectificacién como la que hiciste la sesién pasada, con la misma medida de circunferencia.

b) Localiza el coseno de 30°.

c) Localiza el coseno de 45°.

d) Localiza el coseno de 60°

e) Se te entreg0 en las sesiones de geometria una tabla de los cosenos de diversos angulos, localiza los faltantes.
f) Une los puntos localizados

g) ¢Coémo es la figura?

h) ¢Como fue el comportamiento de los nimeros?

i) ¢Por qué no hay valores que superenel 1y el -1?

j) Explica queé pasa cuando el seno de un angulo es 0.

214



Escuela Secundaria No. 4 “Moisés Saenz”
Ciclo Escolar 2020-2021

CINVESTAV-DME N.L.:

Apéndice C. Ciclo investigativo
Apéndice C1. Hojas de control de habilidades del pensamiento
ACTIVIDADES DE MATEMATICAS

¢QUE SON LAS HABILIDADES DEL PENSAMIENTO?

Las habilidades basicas del pensamiento son los pilares sobre los cuales se construird y organizara el
conocimiento y razonamiento matematico, asimismo son los peldafios que tenemos que escalar para
lograr comprension y aprendizaje en matemdticas.

Las 9 habilidades basicas son observacidn, comparacion, relacién, clasificacion simple,
ordenamiento, clasificacion jerarquica, analisis, sintesis y evaluacidn. Estan relacionadas y
se complementan, las mas bdsicas son los escalones que posibilitan ascender a otras

habilidades un poco mas complejas, como se muestra en la figura 1.

Clasificacién jerdrquica
Ordenamiento
Clasificacién

Comparacion

Figura 1. Habilidades basicas del pensamiento

En las siguientes semanas desarrollaremos actividades enfocadas a las habilidades basicas
necesarias para un buen desarrollo de la clase de matematicas. Cada una de las
actividades estara relacionada con nimeros, expresiones algebraicas, figuras geométricas,
graficas, tablas. Poco a poco iremos ascendiendo esa escalera de habilidades basicas

enfocadas a las matematicas.
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HABILIDAD QUE SE TRATA: OBSERVACION
é¢Qué es la observacion?

Es un proceso del pensamiento a través del cual tenemos el primer contacto con el mundo que nos
rodea, hacemos uso de nuestro sentido de la vista y también de nuestra atencidn.

Observar consiste en fijar la atencién en una persona, objeto, evento o situacion, con el fin de
identificar sus caracteristicas.

1. Observa la siguiente expresion y contesta:

_3y3m2

a) Describe la expresion
b) ¢Qué elementos conforman la expresién?
c) Menciona cédmo son los elementos de la expresion

2. A partir de la figura, realiza lo siguiente:

a) Describe la figura
b) ¢éQué elementos forman la figura?
c) Describe como son los elementos de la figura

3. A partir de la figura, realiza lo siguiente:

a) Describe lo que observas en la figura

b) ¢éCdémo son los elementos que hay en la figura?
216



Escuela Secundaria No. 4 “Moisés Saenz”
Ciclo Escolar 2020-2021

CINVESTAV-DME N.L.:

HABILIDAD QUE SE TRATA: COMPARACION
¢Qué es la comparacion?

Esta habilidad tiene relacién directa con la observacidn, se enfoca en examinar dos o mas cosas para
establecer sus relaciones, diferencias o semejanzas.

1. A partir de las siguientes expresiones, contesta las preguntas:

—3y3m? —5p°h + 4h*xw? 6d* + 7rg® — d?

a) ¢En qué se parecen las expresiones?
b) ¢éCuales son las diferencias entre las expresiones?

2. A partir de las siguientes figuras contesta las preguntas:

v

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) ¢En qué se parecen las figuras?

b) ¢Cuales son las diferencias entre las figuras?

c) ¢éCudl es la diferencia entre los lados de cada una de las figuras?

d) ¢Cual es la diferencia entre los dngulos de cada una de las figuras?
3. A partir de las siguientes figuras, contesta las preguntas:

Bolsa 2

a) ¢Cudles son las similitudes de los elementos de las dos bolsas?
b) ¢Cudles son las diferencias entre los elementos de las dos bolsas?
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HABILIDAD QUE SE TRATA: RELACION
éQué es la relacion?

La relacion es un vinculo o una correspondencia. En la relacion se establecen conexiones entre las
semejanzas y diferencias identificadas en la habilidad de comparacidn, se pueden utilizar expresiones
como mayor que, igual que, menor que.

1. A partir de las siguientes expresiones algebraicas, contesta lo siguiente:
~3yim? ~5p°h + 4t xw? 6d* +Trg® - d?

a) ¢Qué expresién tiene mas términos? ¢Por qué?
b) ¢éCual es la que tiene menos términos? ¢Por qué?

2. A partir de las figuras, contesta lo siguiente: (NO UTILICES REGLA, NI INSTRUMENTOS
GRADUADOS)

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) De las tres figuras écual tiene todos sus lados iguales? Explica como llegaste a tu respuesta

b) De las tres figuras ¢ cual tiene dos lados iguales y uno diferente? Explica cémo llegaste a tu
respuesta

c) De las tres figuras écual tiene todos sus lados desiguales? Explica como llegaste a tu respuesta

d) De las tres figuras écual tiene todos sus angulos iguales? Explica cdmo llegaste a tu respuesta

e) De las tres figuras ¢cual tiene dos angulos iguales y uno desigual? Explica cémo llegaste a tu
respuesta

3. A partir de las siguientes figuras contesta lo siguiente:

a) ¢Qué bolsa tiene mas elementos?
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HABILIDAD QUE SE TRATA: CLASIFICACION
éCual es la clasificacion?

Esta habilidad es igual a agrupar al hacer coincidir sus aspectos cuantitativos o cualitativos, esto es
uniendo por sugerencias y separando por diferencias.

1. A partir de las siguientes expresiones, completa la tabla:

Expresidn Algebraica | Coeficiente | Signos | Literales | Exponentes | ¢Es un monomio? | éEs un binomio? | ¢Es un trinomio?
(1 término) (2 términos) (3 términos)
SI/NO SI/NO SI/NO

73y3m2

~5p°h+ dh o

6d* +7rg* - o’

2. A partir de las siguientes figuras agrupa los triangulos que consideres poseen las mismas
caracteristicas, coloca tus respuestas en la tabla.

ANTAN T

Agrupaciones Numero de triangulo Caracteristicas que poseen
que pertenece a la
agrupacion

Agrupacién 1

Agrupacién 2

Agrupacién 3

¢Qué nombre le darias a cada una de las agrupaciones? éPor qué?

3. A partir de las siguientes figuras, agrupa las pelotas por color, tus agrupaciones coldcalas en una

34

Bolsa 1 Bolsa 2
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HABILIDAD QUE SE TRATA: ORDENAMIENTO
éCual es el ordenamiento?

También llamado secuenciacidn, consiste en establecer algun tipo de orden jerarquico.

1. Laestructura de un término algebraico es la siguiente.

4

o e —10x%yz

4 v

Coeficiente literales
numérico o variables

Ordena (de menor a mayor) las siguientes expresiones algebraicas de acuerdo con el nimero de
términos que tienen, en la tabla coloca las expresiones ya ordenadas.

Expresiones -3h4g+4d?2rf® | -5b3d*ffwa | -11x3h*-12f8 +4sw

desordenadas

Expresiones
ordenadas

2. Enlas actividades pasadas habias tratado con figuras triangulares, ahora se incorporaran
nuevas figuras.

Ordena las figuras de acuerdo con su niumero de lados (de menor a mayor), puedes realizar una tabla
gue contenga el orden de las figuras.

LAQL

3. En la actividad anterior clasificaste los elementos de las bolsas por color, ahora realiza lo
siguiente:

a) Cuenta los elementos que hay de cada color en la bolsa 1 y ordénalos de mayor a menor.
b) Cuenta los elementos que hay de cada color en la bolsa 2 y ordénalos de mayor a menor.

c) Cuenta los elementos que hay de cada color en ambas bolsas y ordénalos de menor a mayor.
WD

A

Bolsa 1 Bolsa 2
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HABILIDAD QUE SE TRATA: CLASIFICACION JERARQUICA
¢éCual es la clasificacion jerarquica?

El proceso de separar un conjunto de objetos en clases y subclases, aplicando un criterio que deben
cumplir todos los elementos que se incluyen.

1. Antes de realizar este ejercicio revisa qué es un monomio, un binomio y un trinomio.
Organiza la informacion que tienes en la actividad 4 y 5, y la revision que realizaste, en el
siguiente diagrama, tomando en cuenta las agrupaciones de expresiones de acuerdo con su
numero de términos.

-3hig+4d?rf | -5b3d*®wa | -11x3h*-12f8 +4sw

2. Enlaactividad anterior ordenaste las figuras de acuerdo con el nimero de lados que tienen,
eso te servira para realizar esta actividad. Agrupa las figuras de acuerdo con el nimero de sus lados, la
informacidn acomddala en un diagrama parecido al del ejercicio 1. Si sabes el nombre de todo el
conjunto de figuras colécalo como el titulo del diagrama, también si sabes el nombre de las figuras
coldcalo junto con las caracteristicas de cada uno.

L AaQE

Realiza el esquema en la siguiente pagina.

2. Enlaactividad anterior ordenaste los elementos de acuerdo con su cantidad en cada una de

las bolsas, ahora, organiza esa informacién en el diagrama que tu quieras.
D >

Bolsa 1 Bolsa 2
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HABILIDAD QUE SE TRATA: ANALISIS Y SINTESIS

éQué es el analisis?

Es la distincion y separacion de las partes de algo para conocer su composicion.
¢Qué es la sintesis?

Es la composicién de un todo por la reuniéon de sus partes.

Son procesos contrarios, pero se complementan mutuamente.

1. Observa las siguientes figuras ¢ COmo serian las figuras que estan en la posicion 5y 6?

WAVAYAN

1 3 6 10

2. Observa las siguientes figuras, ¢ cudles son las dos figuras que contintan?

\VAAVAEV

3. Observa los elementos de cada una de las bolsas y determina cuantos elementos de cada color
tendra la siguiente bolsa.
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EVALUACION
Nombre del alumno:

Grupo:

La ultima de las habilidades del pensamiento que trataremos es la evaluacién, que se refiere a elaborar
juicios de valor.

En este sentido, después de desarrollar actividades relacionadas con las habilidades del pensamiento,
es el momento de que evalles tu proceso y reflexiones acerca del uso de las mismas. Para ello,
contesta las siguientes preguntas.

1) ¢éQué aprendiste de las habilidades del pensamiento?
2) ¢De qué forma se encuentran presentes las habilidades del pensamiento en la Asignatura de
Matematicas?
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Apeéndice C2. Guion de la entrevista
CONGRUENCIAY SEMEJANZA

ONoa~wONE

9.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

Describeme las caracteristicas de un triangulo cualquiera

¢ Qué tipo de triangulo es el de la figura?

Identifica sus &ngulos internos ¢Qué valor tiene cada uno? ;Por qué?
¢Cbmo son sus lados?

Traza su altura a partir del vértice

¢ Qué tipo de triangulos se forman?

Identifica sus &ngulos internos ¢Qué valor tiene cada uno? ;Por qué?
¢Cbémo son sus lados?

¢Cuantos triangulos observas en la figura?

Nombra los tridngulos que veas

¢Como son los angulos del triangulo ___ ?

¢Como son los angulos del triangulo ___ ?

¢Como son los angulos del triangulo ___ ?

¢Como son los angulos de los tres triangulos entre si?

¢Como son los segmentos __, | (paralelos)?
¢Como son los segmentos , .___(los otros catetos)?
¢Como son los segmentos , : (hipotenusa)?

Vamos a comparar los tridngulos y
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19.
20.
21.
22.
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¢Qué sucede con el tridngulo ___ respecto al tridngulo

¢ Qué sucede con sus angulos?

¢ Qué sucede con sus lados?

Qué lado es correspondiente al lado

Identifica los lados que sean correspondientes en los tres triangulos

RAIZ DE DOS

23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.

Describe el siguiente triangulo

¢Cbmo son sus lados?

¢Cdémo son sus angulos?

Identifica la hipotenusa y sus catetos y coldcales el nombre

¢ Cuéntas veces cabe uno de los catetos en la hipotenusa?

¢ Qué sucedid con el segmento faltante?

Consideras que, si divides el cateto en partes mas pequefias, esas partes quepan
exactamente en el segmento que falta de la hipotenusa. ¢Por qué?

NOCION DE LONGITUD DE CIRCUNFERENCIA Y POSIBILIDAD DE
PROPORCIONAR SU MAGNITUD

30.
31.
32.
33.

34.
35.

Observa la siguiente figura y describe todo lo que observas
¢ Qué tipo de figuras observas?

Hablame del triangulo

Héblame del hexagono

Hablame del poligono de 12 lados

¢ Cual seria el perimetro del triangulo? ¢Por qué?
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43.
44,

45,
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¢ Cudl seria el perimetro del hexdgono? ¢Por qué?
¢Cual seria el perimetro del poligono de 12 lados? ¢Por que?

¢COmo es el perimetro del hexagono respecto al perimetro del tridngulo? ¢ Por

qué?

¢COmo es el perimetro del poligono de 12 lados respecto al perimetro del
hexagono? ;Por qué?

¢COmo es el perimetro del poligono de 12 lados respecto al perimetro del
triangulo? ¢Por que?

¢Qué pasaria con el perimetro de un poligono de 50 lados?

¢A qué forma crees que se pareceria?

¢Qué me puedes decir sobre la circunferencia? Todas sus carcateristicas.
¢ Consideras que un poligono de 1000 lados logre ser una circunferencia? ;Y
uno de 1000 lados? ¢Por qué?

¢Cual es el perimetro de la circunferencia? ¢Por qué?

NUMERO PI

46. Si se considera la longitud del diametro de una circunferencia como 1, ¢ Cuantas

47.

veces cabe el diametro en la circunferencia?
¢ Qué sucede con el segmento de circunferencia faltante?
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48. A qué parte del diametro corresponde el segmento de circunferencia faltante?
¢Por qué?

49. Si ahora consideramos el radio de la circunferencia como 1, ¢cuantas veces
cabe el radio en la circunferencia?

50. ¢ Te sobrara un segmento de circunferencia por medir? ;Por qué?

Observa los siguientes circunferencias, en todas esta marcado el radio como 1

51. ¢Cuantas veces cabra el didmetro en la circunferencia de la primera
circunferencia? ¢ Te faltard segmento de circunferencia que medir?

52. ¢ Cuantas veces cabra el diametro en la circunferencia de la segunda
circunferencia? ¢ Te faltard segmento de circunferencia que medir?

53. ¢ Cuantas veces cabra el diametro en la circunferencia de la tercera
circunferencia? ¢ Te faltara segmento de circunferencia que medir?
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¢Consideras que en las 3 circunferencias siempre el didmetro cabra 3 veces y
sobrara un segmento de circunferencia?

Si consideras los tres segmentos de circunferencia que te faltan por medir,
¢Coémo seran entre si?

En la sesion que tuvimos de geometria llegaron a que corresopndia a 1/5y yo les
mencioné que utilizariamos 1/7, cudl consideras que sea la diferencia al
consideras el segmento de circunferencia faltante como 1/5y como 1/7.

RAZONES TRIGONOMETRICAS

57.
58.
59.
60.
61.

62.
63.
64.

65.
66.

Observa la siguiente figura, describela.

¢ Qué segmentos son radios?

¢Cual es la caracteristica de los radios?

¢Qué consideras como un angulo?

Se marcé en la figura el angulo de 30° y se proyectd hasta el cuarto de
circunferencia, este arco de circunferencia corresponde a 30°. (A cuantos
grados consideras que corresponde el siguiente arco de circunferencia? ¢Por
qué?

¢A cuéntos grados consideras que corresponde el siguiente arco de
circunferencia? ¢Por qué?

¢A cuéntos grados consideras que corresponde el siguiente arco de
circunferencia? ¢Por qué?

Tomando en cuenta el angulo de 30°, ;cual seria su cateto opuesto?
Trézalo

Traza los catetos puestos del angulo de 45° y el de 60°
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71.
72.
73.
74.
75.
76.
77,
78.

79.

80.

81.

82.
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a=30° .

¢Qué relacion hay entre los angulos _, ,  de los tres triangulos angulos?
(alfa, beta y gamma)?

¢Qué relacion hay entre los angulos _, ,  de los tres triangulos angulos?
(alfa, beta y gamma)?

¢Qué relacion hay entre los angulos _, ,  de los tres triangulos angulos?

(alfa, beta y gamma)?
¢Por qué se conserva siempre el &ngulo de 90°?

¢Qué relacion hay entre los lados_, ,  de los tres triangulos angulos?
¢Qué relacion hay entre loslados _ , ,  de los tres triangulos angulos?
¢Qué relacion hay entre loslados _, ,  de los tres triangulos angulos?
¢Cudl es el lado que no cambia?

¢Qué lados cambian?

¢Por qué consideras que cambian?

¢Cudles son las relaciones entre los angulos y los lados de los triangulos?

¢QUE le sucede al segmento___ respecto al segmento__ cuando la amplitud del
angulo aumenta?

¢QUuE le sucede al segmento___ respecto al segmento___ cuando la amplitud del
angulo aumenta?

¢Qué le sucede al segmento____ respecto al segmento___ cuando la amplitud del
angulo disminuye?

¢Qué le sucede al segmento____ respecto al segmento__ cuando la amplitud del
angulo disminuye?

¢Qué le sucede al segmento____ respecto al segmento___ cuando la amplitud del
angulo disminuye?

83. ¢De qué depende que aumenten o disminuyan los catetos y la hipotenusa no?
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Anexos

Anexo 1. Cuestionario de Inteligencias Multiples utilizado antes del proceso de

formacion para la investigacion

Instrumento de inteligencias maltiples

Nombre del alumno:

Instrucciones: Lee cada enunciado y a la derecha coloca el nimero del 0 al 5 con el que

mas te identifiques. En donde 0 es nuncay 5 es siempre.

INTELIGENCIA LINGUISTICA

1. Desde nifio(a) he disfrutado mucho el leer libros, revistas u otros escritos

2. Aprendo el significado de voces que son nuevas para mi.

3. Establezco las diferencias que hay entre palabras con significado parecido.

4. Mis amigos dicen que tengo facilidad para explicar diversos temas.

5. Escribo pequefias historias, poesias o articulos.

6. Acostumbro usar una variedad de palabras cuando hablo o escribo.

7. Prefiero los exdamenes en los que pueda desarrollar por escrito mis respuestas.

8. Soy habil para recordar largas listas de palabras.

9. Cuando escribo una composicion, escojo las palabras justas y precisas.

10. Al redactar sobre un tema, reflexiono sobre el orden que deben seguir las palabras.

INTELIGENCIA MUSICAL

1. Desde que era nifio(a), la musica es lo que més me ha agradado.

2. Entre las cosas que tengo, lo mas importante son mis discos, casetes CD’s 0 DVD’s de musica.

. Puedo recordar facilmente las melodias de las canciones.

. Recuerdo cosas, por ejemplo nimeros de teléfonos, cuando sus nombres los repito a un ritmo musical.

. Cuando escucho musica, puedo decir qué instrumentos se estan tocando.

. Cuando escucho masica, puedo decir cudndo una nota no armoniza con las demas

. En el lugar que me encuentre, estoy atento a la musica que se escuche.

3
4
5
6. Una de las cosas que hago, es tocar un instrumento musical.
7
8
9

. La gente dice que tengo “buen oido” para la musica o el canto.

10. Creo piezas musicales

INTELIGENCIA LOGICA MATEMATICA

1. Desde nifio(a), me han gustado las matematicas.

2. Puedo hacer muchos calculos mentalmente

3. Disfruto resolviendo problemas légicos y enigmas.

4.. Me gusta jugar los juegos que exigen desarrollar el pensamiento 16gico

5. Con frecuencia me pregunto sobre el porqué de las cosas y busco aclararlas

6. Las personas dicen que tengo una “calculadora” en mi cabeza.

7. Me es facil resolver problemas matematicos.

8. Para mi todo tiene una explicacion ldgica.

9. Pienso que las cosas son mas claras cuando son medidas o cuantificadas.

10. Descubro fallas légicas en lo que las personas dicen o escriben.

INTELIGENCIA ESPACIAL

1. Desde nifio(a), he tenido facilidad para hacer buenos dibujos.

2. Me agrada disefiar modelos, o hacer maquetas a escala.

3. Recuerdo mejor la informacion cuando empleo gréficos

4. Encuentro facilmente la ruta apropiada en zonas que no conozco

5. Yo puedo imaginar como un objeto podria aparecer en diferentes posiciones. 4

6. Me es facil leer mapas y trazarlos.
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7. Me gusta resolver los juegos de palabras cruzadas, laberintos o enigmas visuales.

8. Puedo imaginar con nitidez los lugares que he visitado.

9. Cuando disefio algo, puedo unir facilmente sus partes en mi mente.

10. Me gusta desarmar un artefacto y luego armarlo tal como estaba.

INTELIGENCIA INTEPERSONAL

1. Me considero una persona que puede solucionar los problemas que pudieran existir entre mis amigos.

2. Me doy cuenta rapidamente de como otras personas se sienten.

3.. Las personas me consideran un lider o lideresa

4.. Me resulta facil hacer amigos/as.

5. Prefiero los deportes que se juegan en grupo como el fatbol o el véleibol.

6. Trabajo mejor en grupos donde puedo discutir los problemas con otros.

7. Me desagrada trabajar solo.

8. Frecuentemente participo en la organizacién de actividades sociales, deportivas o culturales

9. Me desenvuelvo mejor cuando interactdo con otras personas.

10. A menudo comparto mis ideas y sentimientos con otros

INTELIGENCIA INTRAPERSONAL

1. Me doy un tiempo exclusivo para pensar sobre los grandes asuntos de la vida.

2. La gente me ve como una persona solitaria

. He asistido al psicélogo u orientador para aprender mas sobre mi.

. Tengo una aficion o interés especial que guardo sélo para mi.

. Normalmente, yo sé cuéles son mis sentimientos sobre algo.

. Reconozco con facilidad mis emociones.

. Me es facil describir lo que siento

3
4
5
6. Yo prefiero pasar una tarde libre en casa que en una fiesta
7
8
9

. A menudo, me planteo preguntas acerca de los valores y creencias de las personas

10. Mi manera de ser afecta el como yo aprendo

INTELIGENCIA KINESTESICA

1. Regularmente participo en un deporte o una actividad fisica.

2. Yo puedo dominar nuevos deportes facilmente.

3. Me gusta trabajar haciendo cosas con mis manos

4. Yo disfruto mucho el baile.

5. Me agrada estar en buena forma fisica, por lo cual hago bastante ejercicio.

6. Desde que estudie la primaria me han gustado las clases de educacion fisica.

7. Frecuentemente hago gestos con las manos u otros movimientos del cuerpo cuando converso con alguien.

8. Tengo tendencia a tocar los objetos para sentir y examinar su textura.

9. Yo tengo una buena coordinacién muscular.

10. Me han dado un premio o felicitacion por una buena actuacion en una competencia deportiva.

INTELIGENCIA NATURALISTA

1. Me es facil notar similitudes y diferencias que hay entre arboles

2. Puedo reconocer y nombrar diferentes tipos de pajaros.

3. Cuando puedo, prefiero estudiar al aire libre.

4. Distingo y nombro diferentes tipos de plantas.

5. Me gusta sembrar plantas.

6. Prefiero pasar mi tiempo libre en el campo o cerca del mar

7. Desde nifio(a) me ha gustado estar en contacto con la naturaleza.

8. Aprenderia mejor sobre los animales si los observara directamente en el campo.

9. Participo en actividades de proteccion del medio ambiente.

10. Disfruto estudiando temas de biologia, anatomia, botanica o zoologia

234



Anexo 2. Cuestionario diagnostico de matematicas utilizado antes del proceso de
formacion para la investigacion
EXAMEN DIAGNOSTICO DE MATEMATICAS

Responsable: Dayanara Colin Hernandez

Instrucciones: En la esquina superior izquierda coloca la férmula para calcular el drea de un triangulo, se
te dard décimas en el primer examen mensual. Contesta cada problema, es muy importante que realices
tu procedimiento.

Nombre del alumno:

1.- En Netflix estdn 6 temporadas de Hora de aventura, cada temporada consta de 50 capitulos que
duran aproximadamente 11 minutos, mi mama sélo me permite ver la television 30min al dia, éen
cuanto tiempo terminaré de ver todas las temporadas si lo veo diario?

2.- Calcula el drea y el perimetro de un rectangulo que mide 2m de ancho y de largo 5m+3.

3.- Calcula la edad de tu maestra de matematicas, si la multiplicacion de tu edad y su edad sumada con
188 da como resultado 500.

4.- Juan pagd $120 por una carpeta y dos paquetes de hojas; mientras que Manuel pagd $190 por tres
paquetes de hojas y dos carpetas. éCudl es el precio de una carpeta y de un paquete de hojas?

5.-Resuelve los ejercicios de la siguiente tabla:

63= (x-2)%= (5y+2f2)(4d-2)= (=6)(—12)(—8) | 20+4+2x5= | -9+6-15-20=
®H(=2)(9)

6.- Grafica y tabula la siguiente ecuacidon: y=5x+9
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Anexo 3. Contrastacion del cuestionario de inteligencias multiples con lo establecido en

el Programa de Estudios 2011
ANALISIS PARA EL INSTRUMENTO Y LA RELACION CON EL PROGRAMA

DE ESTUDIOS 2011 DE MATEMATICAS

PREGUNTAS
PROPUESTAS EN EL
INSTRUMENTO
PARA
INTELIGENCIA
LOGICA
MATEMATICA

PREGUNTAS
PARA EL
ANALISIS DEL
INSTRUMENTO

RELACION CON EL PROGRAMA 2011 DE
SECUNDARIA DE MATEMATICAS

1. Desde nifio(a), me
han gustado las
matematicas.

¢Es suficiente la
contestacion positiva
a esta pregunta?

¢ Como se verifica?

¢ Qué aspectos
implica ese gusto?

Proposito del estudio
de las matematicas

*Muestren disposicion
para el estudio de la
matematica.

Actitud hacia las
matematicas

4.1. Desarrolla un
concepto positivo de si
mismo como usuario de
las matematicas, el gusto
y la inclinacion por
comprender y utilizar la
notacién, el vocabulario y
los procesos matematicos.

2. Puedo hacer muchos
calculos mentalmente

¢ Qué métodos utiliza
para realizar los
calculos
mentalmente?

¢Qué operaciones
puede realizar
mentalmente?

Proposito del estudio
de las matematicas

eUtilicen diferentes
técnicas o recursos para
hacer mas eficientes los
procedimientos de
resolucion

Competencias

*Resolver problemas de
manera autbnoma

*Manejar técnicas
eficientemente

3. Disfruto resolviendo
problemas loégicos y
enigmas.

¢Qué tipo de
problemas légicos y
enigmas disfruta?

¢Qué disfruta de
resolverlos?

¢ Qué habilidades
matematicas se

Proposito del estudio
de las matematicas

*Desarrollen formas de
pensar que les permitan
formular conjeturas y
procedimientos para
resolver problemas, y

Actitud hacia las
matematicas

4.3. Desarrolla el habito
del pensamiento racional.
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desarrollan al
resolverlos?

elaborar explicaciones
para ciertos hechos
numéricos o
geomeétricos.

4. Me gusta jugar los
juegos que  exigen
desarrollar el
pensamiento légico

¢Qué tipo de juegos
permiten desarrollar
el pensamiento
I6gico?

¢ Como encuentra los
juegos de ese tipo?

¢Son pertinentes los
juegos que utiliza?

Propésito del estudio
de las matematicas

*Desarrollen formas de
pensar que les permitan
formular conjeturas y
procedimientos para
resolver problemas, y
elaborar explicaciones
para ciertos hechos
NUMEricos o
geomeétricos.

Actitud hacia las
matematicas

4.3. Desarrolla el habito
del pensamiento racional.

5. Con frecuencia me
pregunto  sobre el
porqué de las cosas y
busco aclararlas.

¢Cbémo logra aclarar
el porqué de las
cosas?

¢Qué medios utiliza
para lograrlo?

¢Es suficiente lo que
realiza para lograrlo?

¢Cémo sabe que ha
aclarado el porqué?

Proposito del estudio
de las matematicas

*Desarrollen formas de
pensar que les permitan
formular conjeturas y
procedimientos para
resolver problemas, y
elaborar explicaciones
para ciertos hechos
numéricos o
geomeétricos.

Actitud hacia las
matematicas

4.2. Aplicael
razonamiento matemaético
a la solucion de
problemas personales,
sociales y naturales,

6. Las personas dicen

gue tengo una
“calculadora” en mi
cabeza.

¢ Qué métodos utiliza
para realizar los
calculos
mentalmente?

¢ Qué operaciones
puede realizar
mentalmente?

Proposito del estudio
de las matematicas

eUtilicen diferentes
técnicas o recursos para
hacer mas eficientes los
procedimientos de
resolucion.

Competencias

*Resolver problemas de
manera autbnoma

*Manejar técnicas
eficientemente

7. Me es facil resolver
problemas
matematicos.

¢Por qué le resulta
facil?

¢Porque el método
que utiliza le es

Proposito del estudio
de las matematicas

eUtilicen diferentes
técnicas o recursos para
hacer mas eficientes los

Actitud hacia las
matematicas

4.1. Desarrolla un
concepto positivo de si
mismo como usuario de
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efectivo para llegar a
la respuesta?

¢Porque le permite
pensar en diferentes
formas de resolverlo?

¢ Si comete errores es
posible que no le
resulten faciles?

procedimientos de
resolucion.

*Muestren disposicion
para el estudio de la
matematica y para el
trabajo auténomo y
colaborativo.

las matematicas, el gusto
y la inclinaci6n por
comprender y utilizar la
notacién, el vocabulario y
los procesos matematicos.

Competencias

*Resolver problemas de
manera auténoma

8. Para mi todo tiene
una explicacion logica.

¢Qué esta
entendiendo por
explicacion légica?

¢Logra darle
explicacion?

¢Utiliza herramientas
matematicas para
brindar explicacion?

Proposito del estudio
de las matematicas

*Desarrollen formas de
pensar que les permitan
formular conjeturas y
procedimientos para
resolver problemas, y
elaborar explicaciones
para ciertos hechos
NUMEricos o
geomeétricos.

Actitud hacia las
matematicas

4.3. Desarrolla el habito
del pensamiento racional

9. Pienso que las cosas
son mas claras cuando
son medidas 0
cuantificadas.

¢En qué medida le
brinda claridad?

Proposito del estudio
de las matematicas

10. Descubro fallas
légicas en lo que las
personas dicen 0
escriben.

¢ Cémo corrobora que
son fallas l6gicas?

¢ Se tiene un
intercambio con las
demas personas para
aclarar las fallas
l6gicas?

Proposito del estudio
de las matematicas

*Desarrollen formas de
pensar que les permitan
formular conjeturas y
procedimientos para
resolver problemas, y
elaborar explicaciones
para ciertos hechos
numMéricos o
geométricos.

Actitud hacia las
matematicas

4.2. Aplicael
razonamiento matematico
a la solucion de
problemas personales,
sociales y naturales,
aceptando el principio de
que existen diversos
procedimientos para
resolver los problemas
particulares.
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Anexo 4. . Acuerdo académico colegiado entre la Escuela Secundaria Diurna No. 4

Moisés Saenz” y el Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del Politécnico

Nacional
' I . Cinvestay
Escuela Secundaria Diurna No. 4 ) Departamento de Matemitica Educativa
“Moisés Sdenz,” Area Ciencias de la Cognicion y Tecnologia de la Informaciin Aplicadas

ACUERDO ACADEMICO COLEGIADO PARA EL DESARROLLO DEL

Seminario
Docencia-Investigacion de Matemdtica Educativa en la

Escuela Secundaria Diurna No 4 ""Moisés Saens”

El irea de concentracion para la investigacion “Ciencias de la Cognicion y Tecnologia de la Informacién
Aplicadas” del Departamento de Matematica Educativa del Cinvestav del IPN y /a Fscuela
Secundaria Dinrna No 4 ‘Moisés Sdenz”, acuerdan abrir espacios conjuntos para la reflexién, el
anilisis y el desarrollo de proyectos de investigacion relativa a los procesos de la Ensefanza y
del Aprendizaje de las matematicas. Por ello, ambas instituciones manifiestan su interés en
conformar un Seminario de Vinculacién en las instalaciones de la Esowela Secundaria Dinrna
No. 4 “Moisés Sdens”, y las de Cinvestav, para fortalecer el desarrollo de la docencia y de la

investigacion en el ambito de matematica educativa.
Nombre del Seminario de Vinculacion

Docencia-Investigacién de Matemdtica Educativa en la Escuela Secundaria Diurna No
4 “Moisés Sdenz”.

Objetivo General del Seminario

Analizar e investigar problemas relacionados con la Ensefanza y el aprendizaje de las
matematicas identfificados por los profesores de la Escuela Secundaria Diurna No 4 ‘“Moisés
Sdens”’, mediante el desarrollo de proyectos de investigacion educativa.

Compromisos de las instancias académicas

1. Apoyar la creacion y el desarrollo del Seminario de Docencia-Investigacion de
Matematica Educativa en la Escuela Secundaria Dinrna No 4 “Moisés Saens”.

2. Reconocer que los integrantes del Seminario seran Docentes e Investigadores de ambas
instancias académicas bajo el compromiso expreso de participacion en las actividades
propias del mismo.

y
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g &

Cinvestay
Escuela Secundaria Diurna No. 4 Departamento de Matematica Educativa
“Moisés Sdens.” Area Ciencias de la Cognicidn y Tecnologia de la Informacion Aplicadas

3. Aceptar que, a consideracién del Seminatio, sus espacios podran abrirse de manera
flexible a otros miembros de las comunidades de las instancias y/o de ottas
instituciones, que por sus objetivos converjan con los del presente acuerdo y quienes,
temporal o permanentemente, podran participar en las actividades del Seminario, a
conveniencia de cada una de las instituciones y segin objetivos formulados por el
ultimo.

4. Apoyar la realizacion de las actividades del Seminario:

® Reconociendo el quehacer de sus miembros como parte integrante de sus
labores institucionales;

e Permitiendo administrativamente el desatrollo de las tareas del Seminario de
cada instancia, sin que ello implique necesariamente generar partidas especiales;

e Proporcionando vias expeditas para el intercambio de fuentes de informacién
pertinentes a la realizacion de las actividades del Seminario;

e Propotcionar un lugar de reunién dentro del plantel, para las actividades propias
del seminario.

e Los miembros del Seminario se comprometen a teportar los resultados de las
investigaciones realizadas de manera conjunta cn articulos, que se presentaran en
foros nacionales o internacionales relativos a las tematicas estudiadas en el
Seminario.

Utilizando los logos institucionales para la presentacion y el desatrollo de las actividades
del Seminatio.

Firman el acuerdo las partes, de cada Institucion, responsables

)

Dra. Eugenia Lucas Valerio M. en C. Ignacio G‘arm’ca y
Directora de la Escuela Secundaria Diurga No 4 Coordinador de Area Ciencias d

“Moisés Saenz” @ y Tecnologia de la Info

- SEP !
SECRETARIA DE
EDUCACION PUBLICA \ W/) W([{/@
AUTORIDAD EDUCATIVA FEDER & 5

T L2 . . S5l
sy foﬁ"VQ Eo. Dr. Luis Enrique Moreno Armella
: RELRSUNIA Jefe del Departamento de Matematica
FITVELA BECUHDARIA CENKRAL Ny 5 4
“MONIRe SAunze Educativa

C.C.7 WD BRuA: "

/

\
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Anexo 5. Cartel presentado en el coloquio de

2) DISENO DE INSTRUMENTOS Y ‘ 1) REVISION TEORICA

doctorado

5) RESULTADOS DEL ANALISIS

Se hizo la revisién tedrica en tres partes:
Metodologia

*Cowie (2010), Bass (2005) y Malara (2000)
Conceptos basicos de geometria

*Baldor, (2004), Euclides Trad. Garcia Bacca

Se disefié:
Cuestionario diagndstico
20 actividades con los conceptos basicos.
3 hojas de control para la Gltima sesién
que fue video-grabada

CONTENIDOS BASICOS DE GEOMETRIA
Los alumnos al final de ciclo indagatorio leian y utilizaban la simbologia correspondiente, sin
embargo, algunos alumnos solamente aplicaban la férmula de manera inmediata. Se reconocié que
con el teorema de Tales y de Pitdgoras tuvieron dificultades, por lo cual se requiere de un
i distinto por parte del docente.

(1944)

Enfoque epistemoldgico y diddctico
* Wilson y Osborne (1992) y Fuys y Geddes
(1984)

Cuestionario final
Guion para tres entrevistas
semiestructuradas

RE-AUMENTACIG*

’3) APLICACION DE INSTRUMENTOS Y ACTIVIDADES lPMlTE EMP[RICA)

METODOLOGIA

Ante la complejidad de grabar una sesién I
precisar el proceso de la video-grabacion.

La indagacion, posibilité comprender cémo los con los basicos de

ia y brindé un para saber cémo proceder en el futuro con esos conceptos.

con los 37 es refinar y

Se aplicaron los ¥ las en un gi
tercero de secundaria de la siguiente manera:
1) Cuestionario inicial

3) Cuestionario final ‘

ibilité perfilar las preg y obj para la

PREGUNTAS
1) éCudles son las condiciones minimas de
de las relaci trij icas (senoy

de los para el

2) Actividades y dltima sesién video- 4) Entrevistas

de los

2) l_CuaIu son las condiciones minimas de para el

il ia (seno, cosenc y tangente)?

de la

3) éCudl es la influencia en términos de pi cogl de la geometria

dinamica en el desarrollo del concepto en el aula?
OBIJETIVOS

1) Identificar en el proceso de las de las

‘entre segmentos (seno y cosena).

para el

de las fund

2) iy las d que se

trigonométricas (seno, coseno y tangente)

3) Reconocer las acciones de la mediacién de la geometria dinamica para la comprensién de
i | di en foco.

para el

CUESTIONARIO INICIAL
del ionari ico tuvieron varios propésitos:
* Caonocer qué contenidos ominaban los alumnos
= El disefio de las actividades posteriores
« Conformar los equipos de trabajo con los alumnos

Los

Niveles de pensamiento
geométrico presentados en los
alumnos
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CUESTIONARIO FINAL
Con los resultados del cuestionario final realizé una comparacién con los
resultados del cuestionario final.
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ALUMNG 24 ENTREVISTAS

A partir de la selaccion de
alumnos de las
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realizado en las actividades y
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Anexo 6. Presentacion utilizada en la Reunion Latinoamericana de Matematica

Educativa (Relme)

& Docencia-investigacion en un aula de educaciéon
secundaria para la ensefianza de la trigonometria

Escuela Secundaria Diurna No. 4 “Moisés Saenz”* y
Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del Politécnico Nacional, México

Penélope Dayanara Colin Hernandez, penelope.colin@cinvestav.mx
Director de tesis: Maestro Ignacio Garnica y Dovala, igarnica@cinvestav.mx

Lunes 28 de junio del 2021

% *Acuerdo Académico Colegiado por ambas instituciones

CONTENIDO
L

1.PROBLEMAS DE INVESTIGACION

1.1. Relacion docencia-investigacion

1.2. Dificultades con el concepto de 3
relacion trigonomeétrica

2. PREGUNTAS Y OBJETIVOS DE LA

INVESTIGACION

2.1. Preguntas de la relacién docencia A
investigacion y el concepto matemadtico

2.1. Objetivos de la relaciéon docencia-
investigacion y el concepto matemadtico 5
3. MARCO TEORICO

3.1 Docencia-investigacion 6
3.2. Construccion del conocimiento 6
3.3. Conceptos matematico 6
4. METODOLOGIA

4.1, Ciclo indagatorio n
4.2. Ciclo indagatorio-investigativo n
4.3. Ciclo investigativo n
5. RESULTADOS

5.1 Ciclo indagatorio 13
5.2, Ciclo indagatorio-investigativo 17
5.3. Ciclo investigativo 20
6. CONCLUSIONES 23
7.REFERENCIAS 24
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1. Problemas de investigacion

Los fendmenos del aula y la necesidad de darles una explicacion

TEOREMA DE PITAGORAS Y RAZONES TRIGONOMETRICAS 3 demayo del2017

1. Adriana quiere saber que tan alta es una rampa de skateboard que mide 7 m de hipotenusa y 4 m de un
cateto.

Datos Representacion del problema Soleckin
-Hipotenusa mide 7m ci= atp?
-cateto mide 4m ’ . ci= 7iat

€= 49-16
OPERACIONES =33
~raiz cuadrada =33
-multiplicacién =S
-resta a
am
& . o
&
ELangeo f _we 4 Banguioa
e senfi = N7 ol
co=4 a5 co=5
caz § cosf= (o =2 ca=4
hip=7 = o _ 4 hip=7
an p= ca &
.
e
=M _1
secp= ca &
escp=2 ;

Montiel (2013) refiere que se “ha convertido [...] en el proceso aritmético de dividir las longitudes de los lados del
triangulo, esto es, en una técnica para encontrar valores faltantes de un triangulo”, por lo tanto, se “ha despojado a las
razones trigonométricas de todo aquello que le da origen, sentido y significado; es decir, ay una pérdida del proceso

geométrico en la construccion de lo trigonométrico”. B
3

2. Preguntas y objetivos de la_investigacion

1) ;Cuales son las condiciones de posibilidad para la 1) ;Cuales son las condiciones minimas de conocimiento
realizacion de la docencia-investigacion en el aula? adquirido de los alumnos para la identificacion de relaciones entre
segmentos en el triangulo rectangulo?

2) (Cuéales son las condiciones minimas de conocimiento
adquirido de los alumnos para el tratamiento delas relaciones
trigonomeétricas?

3) (Es el pensamiento geométrico intuitivo una condicion
necesaria para fortalecer la comprension de las nociones de
trigonometria?

Relme 34
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Justificacion

*Herramientas tedricas y metodoldgicas para identificar las dificultades

*Disefie y proponga actividades

*Modificar su practica docente

Relme Sk

GUATEMALA

Relacién docencia-investigacion

— Docencia-investigacion
Relacién dialéctica entre
docencia-investigacién

Pensamiento intuitivo

Reduccion de la abstraccidon
en la ensefianza (RAIT)

Estructura general de

las funciones trigonométricas
y estructura conceptual de
conceptos de geometria

| Construccién del
conocimiento

Parte teorica de los
conceptos de geometria

Parte teorica de los
conceptos de trigonometria

Estado del arte

Concepto matematico

Relme 34

GUATEMALA
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4.3.2. Relaciones entre las intuiciones y los objetos matematicos en la

ensenanza

OBJETOS MATEMATICOS

.

Reduccidén de la
abstraccion
RalT

ACTIVIDAD REALIZADA
POR EL DOCENTE

Abstracciones

t

A
/

4

/

Proceso de
intuicién /
N Construccién
ACTIVIDAD DEL
\\ ALUMNO Proceso de
\ V4 abstraccion
h 7/ RalT
\ /7 ACTIVIDAD DE
\\ / ENSERNANZA
A Y /
A 4
*
N 4

IDEAS SEMINALES

Intuiciones
Figura 2. Interpretacién de los autores Fischbein (1987), Pefia (2020) y Prassad (2014).

Toman en cuenta:
*Mundo real
*Conocimientos
previos

=elme 34

GUATEMALA

% 4.3.1. Relaciones entre las intuiciones y los objetos matematicos en la ensefianza

7 aFigura 3.

Interpretacion del esquema de Arenas et.al. (2014)

Arcos de . . N 1
. .- «—
circunferencia Amplitud del angulo AngFlos l t
I
.. I atetos
Rotacién Vértices El 1t 16
® dzl?:?:: 0;0 - Segmentos ‘|: Relacion entre |
. gu ipotenusa segmeaios |
Semurrectas 4 I
Triangulo
I ! —
rectangulo 1
1
Teorema de Pitigoras Teorema de Tales T[langulos 1 A
semejantes Relaciones
B * trigonométricas
Raiz de dos Proporcion 1
‘ | t | I
| Segmentos inconmensurables | I
1
P1
+ l
Circunferencia |
v I
Rectificacion ——— »  Recta real
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Anilisis y reflexson de la practica docente
FORMACION PARA LA INVESTIGACION

llllll

,  Figura 1. Metodologia de la investigacién
D:

5. Metodologia

CICLO INDAGATORIO CICLO INDAGATORIO-INVESTIGATIVO CICLO INVESTIGATIVO

Ciclo escolar 2018-2019 | Ciclo escolar 2019-2020 | Ciclo escolar 2020-2021 |

v
0 Desarrollo en Valoracién Diagnés-  Desarrollo en el aula pme::dxl Desarrollo en ¢l aula virtual Valoracién

bk § s -

!M\I
l ensiquecidas (CT)

Primer semestre Segundo semestre Tercer semestre Cuarto semestre Quinto semestre Sexto semestre

Cédigo: CI: Ciclo 6 IF: final, En: AR: Anilisis de resultados, RA: Resultados del anilisis, CI2: Ciclo D: & IF:

@4 cuestionario final, En: Entrevistas,
NC  AR: Anilisis de resuitados, RA: Resultados del anilisis

6. Resultados

CICLO INDAGATORIO

CICLO INDAGATORIO-INVESTIGATIVO

CICLO INVESTIGATIVO
Relme 34

GUATEMALA
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6.1. Resultados del ciclo indagatorio

Propdsitos del ciclo:

CICLO INDAGATORIO

‘ Ciclo escolar 2018-2019 ‘

Desarrollo en

.?FE E-ﬁaq_

1. Reconocer las condiciones de conocimiento adquirido por parte de los estudiantes
2. Como tratan con los conceptos basicos de geometria en condiciones instifucionales,
3. Delimitar los contenidos de geometria que posibilitan la transicion a los conceptos basicos de trigonometria.

Diagnéstico arroll 1. Los conceptos identificados fueron:
* Segmentos
Actividades US * A'nglﬂos

+ Triangulos

» Poligonos

+ Circunferencia

+ Tridngulos semejantes
Adicion de areas

11

Ejemplo de como tratan los triangulos semejantes y teorema de Tales

'/, les presenta la figura.

g
N S e
./\\/ d /‘ // /r" //
: e N«
< / 7 e
"X/
N i
v
os tridngulos ves en la figura? P N i
9% Escribe el nombre de tres tridneulos aue havas vistn de amenda 2 ins Heralos ama fisnan T

// Los alumnos identifican los tridngulos semejantes entre paralelas.
S

>

Aiiing
Bk &

Los alumnos no identifican los triangulos semejantes en la figura, se desconoce en qué centran su atencion cuando se

2 Yoo 57 |

Escribe el nombre de trs tridngulos que hayas visto, de acverdo a Y literales gue tienen F (F  eorrirev

(Cuintos idngulos ves ca I figwra?___ 150

gotre 46 =
Cuinto mide ol inzalo DAK? _30°_;Cudnto ide e dngalo GHO? I 12
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6.2. Resultados del ciclo indagatorio-investigativo

¢ Propositos:
+ Fortalecer los conceptos geométricos de transicion a los conceptos de trigonometria
+ Fortalecer el pensamiento intuitivo

CICLO INDAGATORIO-INVESTIGATIVO

Ciclo escolar 2019-2020 Actividades la Trayectoria de Ensefianza de Geometria

Act6 Act7 Acts

Relme 34
GUATEMALA

e

l =
Actividades de TE-GEO TE-TRI 20
geometria TE-TRI {Cuestionari
15
3 Act3

Acta ActS
Nimero de actividad

Aclertos

11

Ejemplo de como tratan los triangulos semejantes y teorema

de Tales
Tenema una feClg, - bﬂmm«n@%o adlavea AG
Ypaa que seq ona
paraleiq yqueeseq 2 Toraon o madtda de B yapoyandose
la Miomgdistanciq " 8, 11330 unm aronterang
lo ('ue hice }Luqau ie QpeYd enel punte B g 1zad
— s ve otra cifcun {eencig
R\ /Q qay (q ‘ﬁ"\ltOd 4. Ambo o ferwca; kf\ﬂjw“{‘l}e
\ A (st CHAMpo ?\ e \C\JSCJUﬂ a
S\ VIR d a. digee € un(f Yob PN formandeona
/ medial(jz.
S N 10 Sf‘* queseiene 1 myjo
: sera la medicla 4 Lo o que
qQurctobg e hace e oy arco q\JC

Cruce {3\[@3\1& dr[\{ h‘/}f‘([‘

14
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6.3. Resultados del ciclo investigativo

¢ Propositos: A partir de los conceptos de geometria transitar a los conceptos de trigonometria

CICLO INVESTIGATIVO
Ciclo escolar 2020-2021 |
Desarrollo en el aula virtual Valorackn Hojas de control correctas de la trayectoria de geometria
1 10
l l J l ’
Actividades TE-GEO2 TE-TRI2 GC En

Correctas

- 28
de geometria 7
L
l H
=
l Il.
HC2 HC3 HC4 HCS

Hojas de control

Relme 34
GUATEMALA

13

Ejemplo de como tratan los triangulos

e) ;Cudntas veces pudiste repetir el proceso?
R=6 veces
f) ;Por qué ya no seguiste?
R= Porque fisicamente ya no podia continuar por la forma de la figura
1 gl ;Se puede seguir haciendo el proceso? ;Cudintas veces? ;Por qué?
R= Mentalmente puede ser infinito pero fisicamente solo se puede hasta 6 por el espacio
h) ;En qué momento terminaria el proceso? ;Por qué?
R= Cuando ya no podamos continuar por el espacio porque se dificultaria el graficarlo
i) Después del proceso se formarin distintos tridingulos, jcomo son entre si?
R= Son semejantes porque es la misma figura pero sus lados tienen diferentes longitudes

Relme 34
GUATEMALA
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Ejemplo de como tratan los elementos de un triangulo rectangulo

DI:  ;Cual crees que sea el coseno de 0 grados
1e "y el coseno de 90 grados?
A El de 0 grados es uno porque, porque el
’q coseno en lugar de aumentar va
S . disminuyendo entonces, empieza desde lo
mas grande que se pueda entonces, es uno y
= el de 90 grados que seria como lo ultimo,
i ' mide es cero.
T ot e | DI: Ahora ;cual va a ser la relacion entre el
seno y el conseno?
; A Aumentan y disminuyen de diferente
1 manera, conforme aumenta el angulo, seno
1 : aumenta y el coseno disminuye, pero tienen
27T A . . . .
la misma medida solo que invertidos.

Figura 15. Respuestas de una actividad de la Trayectoria de Enseilanza de

34 ’g rigonometria
NI Relme 34

GUATEMALA

Conclusiones

* La realizacion del estudio posibilita concluir que:
1. Es necesario que se modifique la formacion del docente, una via es que se forme en la investigacion y cumpla con su
W% doble funcion: docente-investigador para que ambas se enriquezcan

»< 2. El papel del docente-investigador en las aulas es imprescindible puesto que es quien identifica y coloca las
£ condiciones necesarias para que los alumnos adquieran el conocimiento

% 3. Reducir la abstraccion de los conceptos para colocar los elementos minimos en el aula y gradualmente incorporar
,% nuevos posibilita la comprension de los conceptos por parte de los alumnos

4. El tratamiento de los teoremas de construccion es fundamental en el aula porque posibilita que los alumnos se centren

N
&%

% en la figura y facilita ademas, la incorporacion de las ideas fundamentales de medida que son importantes para el
7£; desarrollo de conceptos trigonométricos

Relme 34

GUATEMALA
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Anexo 7. Constancias obtenidas de la participacion en la Reunion Latinoamericana de

Matematica Educativa (Relme)
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Comité Latinoamericano
de Matemética €ducativa

Quetzaltenango, 17 de agosto de 2020

Asunto: Carta de aceptacion RELME 34

Estimados autores
Penélope Dayanara Colin Hernandez

Ignacio Garnica Y Dovala
De nuestra consideracion:

Es grato saludarles y a la vez comunicarles que, a nombre del comité organizador
de la XXXIV Reunion Latinoamericana de Matematica Educativa (Relme 34), que
su propuesta titulada: DOCENCIA-INVESTIGACION EN UN AULA DE
EDUCACION SECUNDARIA PARA LA ENSENANZA DE LA TRIGONOMETRIA,
fue aceptada para ser expuesta como Reporte de Investigacion.

Para formalizar su participacion debera inscribirse antes del 31 de diciembre de
2020 mediante la web: clame-relme.org. De esta manera su propuesta sera
considerada en la programacion del evento, que se realizara del 27 de junio al 2
de julio de 2021.

Convencidos de que su participacion sera relevante para el éxito de la Relme 34,
quedamos a la espera de su inscripcion.

Atentamente,

Yolanda Serres Voisin

QRCION &
CONTSITIA
&&""“ Oey, %

Stalet Josué Pérez Urrea

)
32
& o
V.

Comisién de Reportes de
Investigacion

www.clame-relme.org relme34gt@gmail.com
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