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Resumen

En este documento se presenta el desarrollo de una investigacion realizada en el marco
de los Modelos Teodricos Locales sobre el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales
con estudiantes del nivel Medio Superior. El analisis de las problematicas en los
diferentes niveles escolares derivé en la pregunta sobre qué debe considerarse para
fortalecer la red intertextual de los estudiantes del nivel Medio Superior con respecto a
los sistemas de ecuaciones lineales. Para responder a esta pregunta establecimos el
objetivo de disefiar, analizar e interpretar un Modelo de ensefianza que incluyera el
estudio de las ecuaciones de primer grado con una o varias variables y de métodos de
modelacion de problemas de enunciado, asi como caracterizar y operar con sistemas de
ecuaciones equivalentes y especificamente con el método de reduccion gaussiana para la
resolucion de sistemas de ecuaciones. El desarrollo empirico se llevo a cabo mediante el
estudio de tres casos. El analisis de los casos en términos del Modelo Teorico Local nos
permitié observar la produccién de sentido y las competencias antes y después de las
entrevistas con intervencion didactica derivadas de la puesta en marcha de las actividades
del Modelo de ensefianza, asi como cambios en el intertexto de los estudiantes con
respecto a los sistemas de ecuaciones lineales. Lo anterior, nos permite afirmar que los
estudiantes lograron una mejor comprension de los sistemas de ecuaciones lineales como
un objeto matemético, asi como mayor competencia al operar con sus distintas

representaciones y al identificar el conjunto de soluciones que puede tener un sistema.



Abstract

This document we present the development of a research carried out within the framework
of Local Theoretical Models on the study of systems of linear equations with students of
Upper Secondary level. The analysis of the problems at different school levels led to the
question: How we can improve the intertextual network of students at of Upper Secondary
level about systems of linear equations? To answer this question, we have the objective of
designing, analyzing, and interpreting a teaching model that include the study of first-degree
equations with one or several variables, modeling methods of statement problems, as well as
characterize and operate with systems of equivalent equations and specifically with the
Gaussian reduction method to solve systems of linear equations. The empirical development
was carried out through the study of three cases. By the analysis of the cases in terms of the
Local Theoretical Model we can observe sense production and developed of competencies
before and after the interviews with didactic intervention established in the implementation
of the activities of the Teaching Model, and changes in the intertext of students with respect
to systems of linear equations. The foregoing allows us to affirm that the students achieved
a better understanding of systems of linear equations as a mathematical object, as well as
greater competence when operating with their different representations and when identifying

the set of solutions that a system can have.
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Introduccion

En este documento se detalla el disefio de un Modelo Tedrico Local enfocado en los sistemas
de ecuaciones lineales con estudiantes del nivel Medio Superior. En la revisién de la
literatura, que se presenta en el Capitulo 1, se sefialan las dificultades y la falta de
competencia respecto a los procesos y conceptos relacionados con los sistemas de ecuaciones
lineales en estudiantes de todos los niveles. Estas dificultades persisten hasta el nivel
superior, en el que la competencia en el manejo del objeto matematico puede significar un
mejor desempefio en cursos de algebra lineal. Por lo anterior consideramos de especial
importancia realizar este estudio con estudiantes preuniversitarios para identificar elementos
que contribuyan a la produccién de sentido y el desarrollo de competencias relacionadas con

los sistemas de ecuaciones lineales mediante el disefio de un modelo teérico local.

En el capitulo 2 de este documento se describe el marco tedrico metodoldgico de los modelos
teoricos locales que guia el desarrollo de esta investigacion. También se describen diferentes
constructos y elementos que nos permiten definir con mayor claridad cada una de las
componentes de los modelos tedricos locales: competencia formal, comunicacion, cognicién
y ensefianza; las cuales proporcionan un panorama general del elemento de estudio en
condiciones particulares. En el Capitulo 2 presentamos las preguntas, hipétesis y objetivos

de investigacion.

En el Capitulo 3 se detallan las caracteristicas del modelo tedrico local actual, el cual
proporciona informacién para el disefio del modelo local cuya propuesta se describe en el
Gltimo capitulo de este documento. Entre los elementos que se sefialan en el Capitulo 3 estan
el anélisis de los programas de estudio de diferentes subsistemas del nivel Medio Superior y
una recopilacion de las problemaéticas de los estudiantes respecto al objeto matematico
sistema de ecuaciones lineales y sus causas, asi como sugerencias de ensefianza sefialadas en
la literatura previa, con los cuales se definen los modelos de ensefianza, cognicion y

comunicacion.

En el Capitulo 4 se describe el disefio de una propuesta de modelo tedrico local, enfocado en
el modelo de ensefianza cuya aplicacion nos permitird iniciar el desarrollo empirico,

analizarlo e interpretarlo en términos del propio modelo tedrico local.



2 Introduccion

En el Capitulo 5 se detalla el analisis de los datos obtenidos en el desarrollo de la
experimentacion. Para cada uno de los casos de estudio se describen los momentos de
produccion de sentido y desarrollo de competencias, asi como las tendencias cognitivas

identificadas en la aplicacion de las actividades del Modelo de ensefianza propuesto.

Finalmente, en el capitulo 6 se hace una sintesis de la interpretacion de los datos en términos
del modelo tedrico local y se analiza como posible investigacion futura la conformacion de

un nuevo MTL con base en los ajustes derivados del anlisis de los datos obtenidos.



Capitulo 1

El problema de investigacion

Con la finalidad de describir la problematica en la que se enfoca esta investigacién, en este
capitulo se reporta la revision de la literatura que consideramos de interés por su énfasis en
dificultades de cognicién y comunicacion relacionadas con el estudio de los sistemas de

ecuaciones lineales (SEL).

En México, la ensefianza de los SEL inicia en el nivel Medio Bésico y continta en algunos
casos (dependiendo del area de estudio) hasta el nivel Superior. Esta investigacién se centra
en estudiantes de Educacion Media Superior; sin embargo, en esta seccion incluimos
resultados de investigaciones de los tres niveles, en los cuales se han reportado dificultades

de los estudiantes en torno al estudio de los SEL, asi como propuestas para su ensefianza.

1.1 Justificacion de la problematica

Una vez superados los obstaculos y dificultades inherentes a la resolucién de ecuaciones de
primer grado con una incégnita, la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales es una de
las direcciones en las que se guia a los estudiantes del nivel Medio Basico en su camino hacia
el dominio del &lgebra (Rojano, Filloy, & Puig, 2014, p. 395) y es, al mismo tiempo, su
primera aproximacion a una serie de conceptos y objetos matematicos que son una importante
herramienta en el estudio de otras areas de las matematicas que pueden llegar incluso al nivel
Superior (v.g. algebra lineal y otras relacionadas, como programacion lineal, ecuaciones
diferenciales, etc.)®. Las dificultades reportadas en diversas investigaciones realizadas con
estudiantes universitarios (DeVries & Arnon, 2004; Cutz, 2005; Manzanero, 2007; Mora,
2001; Parraguez & Bozt, 2012) muestran que, al estar enfocados principalmente en los
métodos de resolucidn, los estudios previos no favorecen en los estudiantes la produccion de

sentido, el trabajo con diferentes formas de representacion, ni la apropiacion de procesos

! Particularmente en areas econémico-administrativas y de las ingenierias.
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relacionados con los SEL; en cuanto al nivel medio, la investigacion de Ochoviet (2009)

expone la misma problematica con estudiantes entre 15y 17 afios.

El conocimiento sobre los sistemas de ecuaciones lineales es necesario a lo largo del estudio
del algebra lineal, en la solucion de diferentes tipos de problemas y en la comprension de la
mayoria de los conceptos relacionados con el area (Trigueros, Okta¢, & Manzanero, 2007).
De acuerdo con Lay (2001) el algebra lineal es una de las areas mas beneficiadas con las
crecientes capacidades de calculo de la tecnologia digital, lo cual da, actualmente, un valor
agregado al aprendizaje de sus conceptos y aplicaciones. De manera reciproca, muchos
desarrollos tecnoldgicos, como la compresion de imagenes digitales y el Analisis Semantico
Latente (Calabuig, Garcia-Raffi & Sanchez-Pérez, 2015), son posibles gracias al algebra
lineal. Por otra parte, la factibilidad del algebra lineal para introducir a los estudiantes en la
construccion de demostraciones puede ser una de las razones por las que su ensefianza suele
ser muy abstracta, con énfasis en el rigor. En muchas ocasiones, la lucha de los estudiantes

con la abstraccidn hace que se dejen de lado las aplicaciones (Strang, 1982).

Dubinsky (1997) afirma que la abstraccion y el formalismo no deben evitarse en el estudio
del algebra lineal. Es importante en el algebra lineal el desarrollo de las capacidades de
razonar y demostrar con argumentos matematicos y de realizar calculos con base en ello,
pero también es fundamental que los estudiantes sean capaces de modelar y aplicar estos
conocimientos en problemas de diversa indole. Atender ambas necesidades puede resultar
insuficiente en los cursos de Algebra Lineal del nivel Superior, ya que de acuerdo con Mares
(2016), los estudiantes deben comprender una gran cantidad de conceptos que no parecen

tener relacion con conocimientos matematicos previos.

En la siguiente seccion se presentan los resultados de diversas investigaciones que dan cuenta
de algunas de las dificultades que tienen los estudiantes de distintos niveles, sobre la

comprensién de conceptos y procesos relacionados con los sistemas de ecuaciones lineales.
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1.2 Antecedentes sobre dificultades de los estudiantes respecto a los SEL

1.2.1 Los niveles Medio Basico y Medio Superior

Las dificultades reportadas en el nivel Medio Basico con respecto a los SEL estan vinculadas
por un lado, a los conflictos de la transicion de la aritmética al algebra y de los propios del
manejo del lenguaje algebraico, tales como la comprension y el uso de las variables, las
operaciones con cantidades desconocidas (en particular cuando estas cantidades
desconocidas son expresiones algebraicas), las propiedades de la igualdad, el significado del
signo “=" (igual) o la aplicacion del método cartesiano (Rojano, et al., 2014; Solares 2007);
y por otro lado, a la concepcion de los SEL como un objeto matematico en el que pueden
existir varias ecuaciones y variables interrelacionadas, a los procesos implicados en su
resolucién y a las formas en las que pueden representarse (Garcia, 2015; Panizza, Sadovsky
y Sessa, 1999; Solares, 2007).

En investigaciones realizadas con estudiantes entre 15y 17 afios (educacién Media Superior
en México), se encuentran nuevamente las dificultades detectadas en los estudiantes de nivel
Basico, y, ademas, algunas otras como las reportadas por Segura de Herrero (2004) y
Ochoviet (2009):

e Desarticulacion entre el objeto SEL y su conjunto solucion.

e Incorrecto pasaje del registro verbal al algebraico.

e Otorgar un estatus inframatematico al registro de representacion grafico.

e Generalizacion de la solucion de SEL como los puntos de corte en el registro grafico.

e En la representacion grafica de un sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas
concebir el conjunto de tres rectas paralelas como la unica configuracion gréafica para
un sistema sin solucion.

e Concebir un sistema de ecuaciones lineales como un proceso de resolucién, es decir,
en forma operacional.

e Confundir las raices de cada ecuacion con la solucion del sistema.

e No interpretar en cada punto un par ordenado y en cada recta una ecuacion.
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Otras dificultades estan relacionadas con la comprension de la ecuacion lineal con dos y tres

variables (Panizza, Sadovsky, & Sessa, 1999).

1.2.2 El nivel Superior

En un estudio cualitativo aplicado a tres docentes en el que realizaron entrevistas individuales
y observacion de clase, Trejo y Camarena (2011) analizaron las concepciones de los
profesores en torno a la ensefianza de sistemas de ecuaciones lineales con dos incégnitas y el
papel de la contextualizacién. Las investigadoras reportaron la existencia de una
predominancia de la ensefianza tradicional (entendida como la transmisién de contenidos)
por parte de los docentes participantes en el estudio, en la que el profesor es el que sabe y
ensefa activamente y el estudiante el que aprende con actitud pasiva; para los docentes la
ensefianza de un objeto matematico consiste en la repeticion y memorizacion de un conjunto
de reglas y procedimientos. Trejo y Camarena sefialan que para los docentes entrevistados la
ensefianza de los SEL con dos incognitas consiste en ensefiar algoritmos para resolver
ejercicios matematicos y consideran que cuando los estudiantes dominen los procedimientos
habran aprendido matematicas. Las investigadoras concluyen que una instruccion que se
enfoca en el aprendizaje de procedimientos limita competencias de orden superior como el
analisis, la argumentacion y la toma de decisiones y ello no favorece la resolucion de
problemas en entornos ajenos al educativo y crean una falsa idea sobre el aprendizaje de las

matematicas.

Oktac y Trigueros (2010) presentan un informe de un proyecto de largo alcance cuyos
objetivos son “proporcionar un analisis tedrico de las construcciones involucradas en los
distintos conceptos de algebra lineal, validar dicho analisis mediante investigacion empirica
y hacer sugerencias didacticas” (p. 376) con base en los resultados de la investigacion.
Algunos de los conceptos estudiados en este proyecto son: espacio vectorial, transformacion
lineal, base y sistemas de ecuaciones lineales (Alcocer, 2007; Borja-Tecuatl, 2016; Borja-
Tecuatl, Trigueros y Oktag, 2013; Cutz, 2005; Trigueros, Okta¢c & Manzanero, 2007; Mora,

! La investigacion de Ochoviet (2009) forma parte también de este proyecto.
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2001; Parraguez & Bozt, 2012). En nuestro caso analizaremos aquellas investigaciones

enfocadas en los SEL y su solucion.

Las dificultades.

La investigacion de Alcocer (2007) consistio en la observacion de las dificultades y
concepciones sobre la solucidn de sistemas de ecuaciones lineales en los contextos analitico
y geomeétrico, considerando los casos de sistemas con solucién Unica, con infinitas soluciones
y sin solucion. Para este fin aplicd un cuestionario al inicio y al final del curso de Algebra
Lineal a 24 estudiantes de nivel Superior del area de ingenieria; posteriormente realiz6 una
entrevista a 5 de ellos. Los resultados fueron analizados mediante la teoria de los modos de

pensamiento de Sierpinska (2000)?.

Alcocer (2007) sefiala que en estudios previos se ha documentado que, al tener la
representacion geométrica de un sistema de ecuaciones, en la que las rectas se intersecan dos
a dos en tres puntos, muchos estudiantes afirman que existen tres soluciones, ya que
relacionan cada interseccion con una solucion; que la mayoria de los estudiantes tienen
dificultad para construir un sistema de ecuaciones lineales partiendo de un punto dado como
solucion y para pasar de la representacion geométrica a la algebraica. Entre sus hallazgos, en
el diagndstico encontrd que algunos estudiantes no eran capaces de plantear un sistema de
ecuaciones sin solucion, con una solucion o con infinitas soluciones, consideraban que para
cada incognita se tendria una solucién al sistema y que para cada incognita es necesario tener

una ecuacion.

En su investigacidn, Alcocer (2007) reporto que, para obtener un sistema equivalente a partir
de una representacion grafica, los estudiantes buscaban multiplicar una de las ecuaciones a
fin de conservar el sistema original y que, para la mayoria de los estudiantes, un sistema de
tres 0 méas ecuaciones sin solucion, en su representacion grafica, deberia tener Unicamente

rectas paralelas. Tras el curso, en el que se hizo énfasis en los conceptos de interés, Alcocer

! Sierpinska (2000) plantea tres modos de pensamiento con relacion a la concepcion de los objetos matematicos:
el pensamiento Sintético-geométrico que esta basado en la representacién geomeétrica, que es una manera natural
de representar mentalmente los objetos matematicos; el pensamiento Analitico-aritmético que usa las relaciones
numéricas y, finalmente, el pensamiento Analitico-estructural en el que se conciben los objetos matematicos
mediante las propiedades que los explican.
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menciona que persistio en algunos casos la idea de que, en sistemas de ecuaciones, son
iguales la solucion y la interseccion (la interseccion con los ejes inclusive) y que, por lo tanto,

un sistema conformado por dos rectas paralelas y una transversal tiene soluciones.

Parraguez y Bozt (2012), estudian la relacidn que existe entre los conceptos de solucién de
un sistema de ecuaciones y los de dependencia e independencia lineal de vectores. Con el fin
de analizar la comprension de los conceptos de solucidn de un sistema de ecuaciones y de
dependencia e independencia lineal de vectores en los modos de pensamiento antes citados
(Sierpinska, 2000) y orientar la conexién entre ambos conceptos, los investigadores
realizaron un estudio de caso a siente estudiantes chilenos de nivel superior, a los cuales se
les aplicd un cuestionario de seis preguntas que tenian como objetivo identificar y promover
el transito entre los diferentes modos de pensamiento e indagar las conexiones entre los

conceptos citados.

De acuerdo con Parraguez y Bozt (2012) la falta de un concepto geométrico de la solucion
de un SEL limita el desenvolvimiento de los estudiantes en el algebra lineal, asi como su
concepcion del objeto matematico; afirman que ello es consecuencia del énfasis que se da a
lo algebraico al tratar los sistemas de ecuaciones lineales. Parraguez y Bozt sefialan que, al
resolver un SEL por algunos de los métodos de resolucion, el estudiante puede estar

aplicando un algoritmo sin un verdadero conocimiento sobre los conceptos.

El trabajo de investigacion de Trigueros, Oktag, y Manzanero (2007) esta enfocado en el
concepto de solucion de sistemas de ecuaciones lineales, en el que se estudia la viabilidad de
una descomposicion genética, basada en la teoria APOE?, analizando las dificultades y el
patrén de razonamiento de seis estudiantes de nivel superior. Las investigadoras reportaron
que algunos estudiantes usaron en sus explicaciones "nuevas palabras” relacionadas con los
conceptos introducidos en un curso basado en una propuesta de descomposicion genética,
pero demostraron que no habian asociado ningln significado a esos conceptos y que no
podian encontrar la solucién al sistema de ecuaciones. Las investigadoras encontraron,

ademas, que los estudiantes mostraban dificultades para interpretar geométricamente la

! En Roa-Fuentes & Oktac Fuente especificada no valida. puede encontrarse una clara y concisa explicacion
de la teoria APOE.



Capitulo 1 9

solucion, asi como falta de coordinacion entre el conjunto solucion en una representacion
analitica y en una representacion geometrica. Y concluyen que los estudiantes que tenian
mejor desempefio en el lgebra elemental al inicio del estudio lograron mejores resultados en

el aprendizaje de los conceptos y procesos relacionados con los SEL.

En Mora (2001) se reportan los resultados de una entrevista que fue aplicada a siete
estudiantes de nivel Superior que cursaban el tercer semestre de la carrera de Ingenieria en
Alimentos. Mora propone una secuencia de problemas con la cual pretende lograr una
conexién en los estudiantes en los modos de pensamiento analitico y sintético-geométrico.
El investigador concluye que los estudiantes no logran asociar los diferentes modos de

pensamiento.

Cutz (2005) realizo6 un estudio acerca de las concepciones de los estudiantes de licenciatura
sobre los sistemas de ecuaciones lineales. Para ello, la investigadora aplicé un cuestionario
diagnéstico, previo al curso de Algebra Lineal, en el que observo que existian problemas con
la concepcidn y nocion del concepto de solucion de un sistema de ecuaciones y que éstas
persistieron incluso después del curso de Algebra Lineal. En su investigacion, Cutz (2005)
utilizé los modos de pensamiento de Sierpinska (2000) y encontr6 que la mayoria de los
estudiantes atn no tienen claros los conceptos de SEL y su solucién para realizar el paso del
modo geométrico al analitico. Reportd, ademas, que los estudiantes tienden a relacionar la
solucion de un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas con el punto de interseccion de
dos de las rectas que representan graficamente el sistema; mientras que, en el caso de sistemas
con infinitas soluciones, cuyas rectas o planos coinciden en su totalidad, los estudiantes
afirman que no hay solucion, ya que esperan ver algiin punto de interseccion o “cruce”. Cutz
sefiala, ademas, que al presentarse un problema para pasar de una representacion grafica a
una analitica, los estudiantes demandan el conocimiento de los elementos que les permitan
obtener las ecuaciones representadas, mientras que el investigador muestra la representacion
grafica con ausencia de ejes y otros elementos que le permita a los estudiantes obtener las
ecuaciones, ya que la intencién del investigador es que los estudiantes identifiquen las
caracteristicas del sistema; de esto deduce una fuerte tendencia de los estudiantes hacia el
modo analitico-aritmético, ya que los estudiantes se enfocan méas en las ecuaciones que en la

estructura de los sistemas.
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Como otro de sus hallazgos, Cutz (2005) sefiala que los estudiantes hacen una generalizacion
del concepto solucion para un sistema representado por rectas a uno que queda representado
por planos, sugiriendo asi, que la solucién de un sistema de ecuaciones con dos incognitas,
se relaciona con los puntos de interseccion de las rectas que representa al sistema, y que la
solucion para un sistema de ecuaciones con tres incognitas, se relaciona con la region o rectas
de interseccién de los planos que representan al sistema. Es decir, en el caso en el que se
tienen tres planos intersecandose en una linea, los estudiantes afirman que el sistema
representado por tales planos tiene una solucidn, que es precisamente la recta de interseccion,
ya que la ven geométricamente: como un Unico objeto. Ello insinta un reacomodo de las
ideas que han adquirido durante cursos previos y que involucran el tratamiento de sistemas
de ecuaciones lineales de orden 2x 2. Cutz observo una tendencia a resolver sistemas de tres
ecuaciones con dos incognitas formando “pequefios sistemas” de dos ecuaciones con dos
incognitas. La solucidn de cada pareja de ecuaciones es, segun el estudiante, una solucion
para el sistema, incluso si son diferentes. De lo anterior concluyé que los estudiantes estan
acostumbrados a trabajar con sistemas cuadrados y cuando se enfrentan a sistemas diferentes,
tienen la necesidad de transformarlos en sistemas con los cuales estdn méas familiarizados
(asi, al tener un sistema de tres ecuaciones y dos incognitas separan al sistema en tres
“pequenos sistemas” de dos por dos) y que ello muestra que los estudiantes no tienen claro

el significado del concepto de sistema.

Borja-Tecuatl, Trigueros y Okta¢ (2013), describen los resultados de un instrumento de
diagndstico aplicado a 25 estudiantes de la Universidad Auténoma de la Ciudad de México,
sobre el impacto que puede tener en la comprension de los SEL la falta de competencia
respecto a los usos de las variables. Las investigadoras reportan que los estudiantes muestran
varias debilidades con respecto a la identificacion de los diferentes usos de las variables y

para adaptarse a los cambios en el uso de las variables a lo largo de un mismo problema.

1.3 Aspectos para la enseflanza sugeridos en estudios previos.

Parraguez y Bozt (2012) proponen que exista una armonia entre la interpretacion algebraica
y la geométrica para facilitar el transito entre las mismas. Consideran que es necesaria, mas

no suficiente, la definicion formal de los conceptos para poder transitar entre los tres modos
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de pensamiento: sintético-geométrico, analitico-aritmético y analitico-estructural. Para
Parraguez y Bozt, el modo de pensamiento estructural es el menos favorecido, por ello
destacan la importancia de poner especial atencion a las propiedades de los sistemas de
ecuaciones lineales (sin descuidar los modos aritmético y geométrico). Sugieren el uso de
estrategias para promover un mayor interés de los estudiantes hacia los conceptos y sus
significados y para favorecer el tratamiento de los SEL en los distintos modos de pensamiento

y el trénsito entre ellos.

La descomposicion genética que propone Manzanero (2007) sugiere que los conceptos que
un estudiante debe construir para comprender el concepto de conjunto solucién de un SEL
son: conjunto, funcion, ecuacion, igualdad, y espacio vectorial en una estructura de proceso,
sin embargo, tras su analisis encuentra la conveniencia de incorporar los de variable y
pardmetro. Entre sus conclusiones, Manzanero sefiala la conveniencia de construir a la par
las representaciones geométrica y algebraica de los conjuntos solucién de un sistema de
ecuaciones lineales, ya que ello propicia una mejor comprension del concepto analizado.
Ademas, considera conveniente presentar (en diferentes representaciones) una cantidad de
casos que permita que los estudiantes tengan contacto con todos los elementos indispensables
para la construccién del objeto solucién; ademas de problemas no triviales, que enriquezcan
su esquema del concepto, tales como problemas que involucran parametros o problemas

presentados en un contexto geométrico.

Trigueros et al. (2007) sefialan que una buena comprension del algebra elemental parece ser
realmente importante para que los estudiantes aprendan conceptos relacionados con los

sistemas de ecuaciones y el algebra lineal.

Para la ensefianza de los sistemas de ecuaciones, Cutz (2005) y Alcocer (2007) destacan la
importancia de relacionar la solucion de un sistema de ecuaciones lineales con su
representacion grafica, evitar que la explicacion quede en un nivel de mecanizacion de
métodos de resolucién de los sistemas y hacer ver al estudiante la existencia de otros casos
de sistemas de ecuaciones que no tienen solucion sin limitarse al ejemplo de rectas o planos
paralelos. Cutz (2005) sugiere, ademas, favorecer el modo de pensamiento estructural y para
lograrlo recomienda buscar estrategias que promuevan el tratamiento de los sistemas en los

distintos modos de pensamiento, asi como disefiar actividades que pongan al estudiante en
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algun modo de pensamiento en especifico, y ante todo, disefiar actividades que inciten el

transito entre esos modos de pensamiento.

Ochoviet (2009) realiza una serie de sugerencias para introducir el estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales, entre otras: proponer actividades que provoquen que los estudiantes
analicen el nimero de soluciones gque puede tener un sistema de ecuaciones; iniciar el estudio
de los sistemas de ecuaciones lineales introduciendo la ecuacion lineal con dos incégnitas,
analizando lo que representan esas dos incognitas; obtener soluciones mediante
procedimientos diversos y no exclusivamente el algebraico; analizar la validez de las
soluciones y generar sistemas de ecuaciones que tengan una solucion dada; e introducir la

nocién de ecuaciones equivalentes.

1.4 Descripcion de la problematica

Los resultados de las diversas investigaciones que se han presentado en este capitulo nos han
permitido revisar algunas de las dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los
conceptos relacionados con los SEL, algunas de sus causas y la importancia de buscar
estrategias para remontarlas. El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales en la educacion
Media Superior podria significar una transicion entre el enfoque tradicionalmente resolutivo
en el nivel Medio Basico y el enfoque méas conceptual y riguroso en el nivel Superior y una
oportunidad de incidir en las dificultades detectadas respecto a las diferentes
representaciones y a la apropiacion de conceptos y procesos de los SEL (Cutz, 2005;
Manzanero, 2007; Mora, 2001; Parraguez & Bozt, 2012). Para ello, en este informe se
propone un estudio mediante el marco teérico metodoldgico de los Modelos Teoricos Locales
de los sistemas de ecuaciones lineales enfocado en la produccidn de sentido respecto al objeto
matematico SEL y otros relacionados, tales como conjunto solucion, sistemas de ecuaciones

equivalentes y eliminacion gaussiana en estudiantes de educacion Media Superior.

En el siguiente capitulo se detalla el marco tedrico metodoldgico que guia la investigacion
con la que se pretende abordar la problematica de la resolucién de problemas y la produccién
de significados de los objetos matematicos relacionados con los SEL en estudiantes de

educacion Media Superior.
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Marco tedrico metodologico

En diversas publicaciones, Eugenio Filloy, Teresa Rojano y Luis Puig han desarrollado
elementos que conforman el marco tedrico y metodoldgico llamado Modelos Tedricos
Locales (Filloy & cols., 1999; Filloy, Puig, & Rojano, 2008; Filloy, Rojano, & Puig, 2008;
Puig, 2008; Rojano, Filloy, & Puig, 2014). Este marco proporciona una guia para el disefio,
el desarrollo de experimentacion y el analisis cualitativo de datos en Matematica Educativa.
En este capitulo explicamos el porqué del caracter de modelo y de la naturaleza local de estos
estudios, definimos algunos constructos que forman parte de la terminologia del marco
teorico y describimos las componentes de los Modelos Tedricos Locales que son la guia

tedrico-metodoldgica de la investigacion presentada en este documento.

2.1 Modelos Tedricos Locales

Los Modelos Teodricos Locales (MTL) permiten enfocar un objeto de estudio a partir de
cuatro componentes interrelacionadas con las que se analizan los elementos involucrados en
un proceso de ensefianza y aprendizaje: el conocimiento matematico, el sujeto que ensefia, el
sujeto que aprende y la comunicacion entre estos Gltimos. Considerando lo anterior, los MTL

se conforman por cuatro modelos:

i) los Modelos de Competencia Formal, que se enfocan en la actuacién competente del
sujeto ideal con respecto al conocimiento matematico en cuestion (Componente de
Competencia),

i) los Modelos de Ensefianza, que encauzan la actuacion y consideran los diferentes
factores que impactan y determinan la forma de ensefianza del objeto matematico
estudiado por parte del sujeto que ensefia (Componente de Ensefianza),

iii) los Modelos de Cognicion, con los que se analizan las dificultades en el aprendizaje
del objeto en cuestion y la forma en que el usuario combina el nivel de competencia
formal con el pragmatico en la resolucion de un problema; en general, la forma en
que el sujeto aprende (Componente de Procesos Cognitivos) y
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iv) los Modelos de Comunicacion, que son la forma en que se lleva a cabo el intercambio
de mensajes dentro de los procesos de ensefianza, la produccion de mensajes y la
descodificacion en la Componente de Comunicacion.

Mediante estas cuatro componentes, los MTL permiten realizar estudios que, mediante un
enfoque integral, brindan la posibilidad de hacer contribuciones sustantivas a un contenido

especifico (Filloy, Rojano, & Puig, 2008).

Para ejemplificar la interrelacion entre las cuatro componentes podemos pensar en un
eficiente modelo de comunicacion entre el sujeto que ensefia y el sujeto que aprende que da
al investigador la posibilidad de observar la forma en que los estudiantes aprenden (modelo
de cognicion). Esto permite dar sentido a las producciones de los estudiantes desde la
perspectiva del modelo de competencia formal e identificar las dificultades de los estudiantes
en el aprendizaje del objeto matemaético de interés. Con lo anterior es posible proponer

caminos para superarlas en el modelo de ensefianza.

Filloy y cols. (1999) afirman que los analisis de los fendmenos de la matematica educativa,
realizados mediante un acercamiento global y el uso de alguna teoria general, reducen de tal
manera la probleméatica que impiden comprender el fendmeno analizado, por lo tanto,

respecto del caracter local de los MTL destaca:

En lugar de argumentar en favor de privilegiar una de las componentes: “gramaética”,
“pragmatica” y “comunicacion”, tendremos que concentrarnos en modelos tedricos locales
apropiados solo para fendmenos especificos [...] y proponer disefios experimentales ad-hoc
que arrojen luz sobre las interrelaciones y oposiciones que tienen lugar durante la evolucion

de todos los procesos pertinentes relacionados con cada una de sus cuatro componentes. (p.7)

Segun lo anterior, los MTL i) permiten analizar los fendmenos relativos a las cuatro
componentes en un proceso de ensefianza y aprendizaje de un contenido matematico
especifico y con estudiantes concretos y ii) el modelo se disefia especialmente para observar
estos fendbmenos y sus interrelaciones; por lo tanto, son estas dos condiciones las que dan a

los modelos tedricos el caracter de local.

Existen algunos hechos con los que se puede explicar el caracter de modelo de este marco
metodoldgico, uno es que los MTL tienen un caracter descriptivo, explicativo y predictivo

(esquema teorico). Por otra parte, puede afirmarse que, en condiciones idénticas, los
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fendmenos tendrian el mismo comportamiento (replicabilidad). Si bien, estos hechos tienen
que ver con dos acepciones de la palabra modelo, otro hecho es respecto al cual, Puig (2008),

puntualiza:

En esto se diferencia la pretension de la elaboracién del modelo de la pretension que suele
acompariar la elaboracion de una teoria, que implica la exclusion de cualquier otra teoria que

se avance para explicar los mismos hechos, a la que se combatird como errdénea. (p. 88).

Con esta afirmacion se reconoce la posibilidad de que existan otras maneras de describir,

explicar y predecir los mismos fendmenos y se hace una distincion respecto a las teorias.

A continuacion, se explican algunos constructos importantes para la definicién de las
componentes de los MTL (competencia, ensefianza, procesos cognitivos y comunicacién) y

en particular en la construccion del MTL con el que se analiza esta investigacion.

2.2 La componente de comunicacion

Para que se lleve a cabo la comunicacion entre el sujeto que ensefia y el sujeto que aprende
es necesaria la construccién de un andamiaje que permita enmarcar el disefio de las
experiencias de aprendizaje y la descodificacion de estas por parte del sujeto que aprende. Y
que permita, ademas, que el investigador descodifique las producciones de los estudiantes.
En los MTL, este andamiaje son los Sistemas Matematicos de Signos, que se describen en

esta seccion.

2.2.1 Signos

Puig (2003) sefiala que méas que los signos, la semiotica estudia los procesos de significacion
y comunicacion, y que tal idea esta claramente explicada en las definiciones de signo dadas
por Peirce. En la semidtica desarrollada por Peirce el signo no se caracteriza por una relacion
diadica como la pareja significante/significado de Saussure, sino que se encuentra en una
relacion triadica. La relacion se establece entre el signo (S) y su objeto (O) y un interpretante
(I), que es la cognicién producida en una mente. Para Peirce, un “signo, o representamen, es
algo que, para alguien, representa o se refiere a algo en algin aspecto o caracter” (Peirce,

1974, p. 22). El signo no solamente ocupa el lugar de algo (de su objeto), sino que se dirige
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a alguien, y en eso radica para este estudio la importancia de la nocién de signo segun Peirce,
en el hecho de que considera la cognicion, al afirmar que, la intencion es que el signo cree
en la mente de una persona un signo equivalente (Filloy, Rojano y Puig, 2008). Esta

concepcidén permite introducir la nocién de Sistemas Matematicos de Signos.

2.2.2 Sistemas matematicos de signos

Al revisar textos matematicos pareciera que podemos distinguir en ellos dos lenguajes
diferentes, uno formado por signos que podrian considerarse meramente matematicos o
artificiales y otro perteneciente a una lengua vernacula. Sin embargo, de acuerdo con Puig,
“[lo que] interesa mas desde un punto de vista didactico no es el estudio de los signos y sus
tipos, sino el estudio de los procesos de significacion y produccion de sentido” (1997, p. 9).
A partir de esa afirmacién, Puig considera que deja de tener importancia la diferencia entre
los signos matematicos y los del lenguaje natural. Por lo tanto, lo que hay que calificar de
matematico no son signos especificos, sino sistemas especificos de signos. Se puede entonces

hablar de Sistemas matematicos de signos en lugar de Sistemas de signos matematicos.

Los sistemas matematicos de signos (en adelante también SMS) a diferencia de cualquier
lengua vernacula, estan compuestos por signos de diferente naturaleza (Filloy, Rojanoy Puig,
2008; Puig 1997). Un SMS esta compuesto por diferentes sistemas de signos matematicos,
el lenguaje vernaculo y otros medios de representacion. Esta nocion permite tomar el sistema
de signos como un todo y describir como matematico el sistema y no los signos, y a su vez,
este sistema (de naturaleza matematica) permite y es responsable del sentido a los textos
(Filloy, Rojano, & Puig, 2008).

De acuerdo con Filloy y cols. (1999), el Modelo de Comunicacion requiere considerar tanto
la produccion de mensajes matematicos como su descodificacion para obtener el significado
completo de dicho mensaje. Una de las caracteristicas de los MTL es que el analisis de las
relaciones entre sistemas de signos engloba las producciones de los estudiantes (Filloy, Puig,
& Rojano, 2008), por lo tanto, la nocion de SMS debe ser suficientemente extensa para servir
tanto como herramienta de analisis de textos matematicos historicos, como de los textos en

los que los estudiantes muestran su propia produccion de sentido.
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Los SMS son heterogéneos debido a que los signos que los forman tienen esa naturaleza, y
son estratificados, ya que deben considerar “los estratos de sistemas de signos que producen
los alumnos para dar sentido a lo que se les presenta en el modelo de ensefianza” (Filloy,
Rojano & Puig, 2008, p. 7). Las producciones de los estudiantes pueden no estar en
correspondencia con un sistema socialmente establecido, ni con el modelo formal, sin
embargo, desde la perspectiva del modelo formal, el investigador debe ser capaz de
descodificarlas. Los conceptos matematicos son creados por los SMS que los describen 'y por
lo tanto ya no estan fuera del mundo de nuestra experiencia, sino que, al crearlos y
describirlos, los SMS los dotan de existencia material. La creacion de conceptos en SMS con

mayores niveles de abstraccidn, permiten el proceso de abstraccion progresiva.

2.3 La componente de cognicion

Los procesos cognitivos involucrados en el desarrollo de las formas del pensamiento
matematico y su comunicacion afinan procesos complejos de pensamiento como los
utilizados en la percepcion, en la atencion y su relacion con los procesos de comprensiéon, en
el uso de la memoria, en procesos logicos de analisis y sintesis, en el uso de las heuristicas y

en aprendizaje basado en procesos de generalizacién y abstraccion (Filloy & cols., 1999).

Los fendmenos que se producen en el campo de interés de la Matematica Educativa son
fendmenos de ensefianza y aprendizaje que pueden verse como procesos de significacion y
comunicacion (Puig, 2003). De acuerdo con Puig, en el Modelo Cognitivo son
particularmente importantes las estructuras de los estudiantes ya que determinan sus procesos
de resolucion de problemas y la forma en la que codifican y descodifican los mensajes

matematicos en un SMS.

Rojano, Filloy y Puig (2014) sefialan que, en estudios realizados en la década de 1980, la
interpretacion de simbolos y expresiones algebraicos, de estudiantes que inician el
aprendizaje del &lgebra, se realiza con base en significados que derivan de la aritmética o del
lenguaje natural, esto es, como textos que se relacionan con otros textos. Estos resultados
sugieren que el acto de la lectura de textos algebraicos sumerge al lector en una red de

relaciones intertextuales derivadas de su acervo de experiencias linglisticas y matematicas.



18 Capitulo 2

2.3.1 Intertextualidad

En Rojano, Filloy y Puig (2014), los autores explican como en su investigacion de largo
alcance iniciada en la década los 80 sobre el aprendizaje del &lgebra, encuentran evidencia
de que las lecturas de expresiones algebraicas evocan en los estudiantes otros textos en
lenguaje natural o en SMS mas concretos, es decir, no son leidas como textos cerrados e
independientes. Este hecho los motiva a realizar un andlisis usando la nocion de
intertextualidad, que cuestiona la idea de que el proceso de lectura es la extraccién de un
significado Unico depositado en un texto por su autor, y da paso a la idea de que, en la
busqueda de significado, un lector se sumerge en una red de relaciones entre una infinidad
de textos que son parte de sus experiencias previas, generando un significado Unico y
personal del texto, y que mientras mas inserta en un marco cultural se encuentre esta red, mas
facilidad tendré el lector para realizar una lectura abierta y productiva en cuanto a la cercania
con el significado aceptado social y culturalmente de dicho texto, cuya creacion, es a su vez,

de acuerdo con Villalobos (2003), un reflejo del intertexto del autor.

En su articulo “La nocidn de intertextualidad en Kristeva y Barthes”, Villalobos (2003)
afirma que los textos no existen por si mismos, que no son una unidad cerrada y

autosuficiente, sino que forman parte de otros textos, y sefiala:

[...] la teoria de la intertextualidad se refiere a una idea general: en la comunicacion, en la
transmision de los saberes y los poderes, de l0s textos, no existe tabula rasa [...] todo texto
serfa una reaccion a textos precedentes, y éstos, a su vez, a otros textos, en un regressus ad
infinitum. (p. 138).

Origenes del término intertextualidad.

El término Intertextualidad fue usado por primera vez en el articulo titulado Bajtin, la
palabra, el didlogo y la novela, en la segunda mitad de la década de los sesenta, por la tedrica
literaria Julia Kristeva (Allen, 2011).

Gomez (1983) sefiala que Bajtin considerd que las novelas en cuyo andlisis se enfocaron sus
libros eran polifénicas, es decir, que en ellas se generaban dialogos entre ideas, personajes,
géneros, textos y discursos literarios diversos, llamando a este fendmeno dialogismo. Bajtin

se enfoca en los contextos sociales en los que se intercambian las palabras; para él, la
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naturaleza relacional de la palabra se deriva de su existencia dentro de sitios y registros

sociales especificos y de momentos especificos de emision y recepcion (Allen, 2011).

Al realizar el estudio sobre los trabajos literarios de Mijail Bajtin, Kristeva toma como punto
de partida los criterios basicos del estructuralismo?, pero logra trascenderlos ya que encuentra
que para su andlisis literario tendria que superar el no historicismo? y la dimension estatica,
propias del estructuralismo (Villalobos, 2003). En el articulo citado, Kristeva sefiala que “(...)
todo texto se construye como mosaico de citas, todo texto es absorcion y transformacion de
otro texto. En lugar de la nocién de intersubjetividad se instala la de intertextualidad (...)”,

dando con ello origen al término.

Desde su surgimiento, el término intertextualidad ha tenido diversos desarrollos, se ha
definido, redefinido y usado en distintas manifestaciones culturales como el cine, la literatura,
la filosofia, etc. Un tedrico literario que se destaca por su concepcion y uso del término
intertextualidad en sus analisis literarios es el tedrico francés Roland Barthes, quien sefiala
que la intertextualidad de un texto no debe confundirse con el origen del texto, ya que las
citas con las que se relaciona el texto (y que inevitablemente existen) son anénimas e
ilocalizables (pero ya leidas), “son citas sin entrecomillado”, por lo tanto en un analisis
intertextual es un despropdsito buscar las influencias u origenes del texto. Barthes (1994)

afirma que:

un texto no esta constituido por una fila de palabras, de las que se desprende un tnico sentido
[...] sino por un espacio de multiples dimensiones en el que se concuerdan y se contrastan
diversas escrituras, ninguna de las cuales es la original: el texto es un tejido de citas

provenientes de los mil focos de la cultura (p. 69)

Por otra parte, Barthes da un giro a la nocion de intertextualidad al cuestionar las suposiciones
sobre el papel del autor. Bajo su concepcion, los lugares asignados tradicionalmente tanto al

autor como al lector son alterados. Para Barthes, una vez que se produce la escritura, se

! Corriente cultural que imperaba en Francia en esa época y cuyos fundamentos se encuentran en la semiologia
de Saussure; en la nocidn de signo linglistico saussureana los signos poseen significado por su funcién en un
sistema estatico del lenguaje. Para Saussure los signos no tienen significado propio, solo poseen significado
debido a su relacion (similitudes y diferencias) con otros signos y existen dentro de un sistema (Allen, 2011).

2 El estructuralismo se opone a otras corrientes de la época, entre ellas al historicismo, que considera la realidad
como producto del devenir histérico.
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produce una ruptura con el autor (la muerte del Autor), entonces, se vuelve inutil tratar de
descifrar un texto investigando al escritor como si fuera la historia del propio texto, ya que

la voz de los textos no esta en su escritura, sino en su lectura. Barthes (1994) afirma que:

[...] un texto esta formado por escrituras multiples, procedentes de varias culturas y que,
unas con otras, establecen un dialogo, una parodia, una contestacion; pero existe un lugar en
el que se recoge toda esa multiplicidad, y ese lugar no es el autor [...] sino el lector [...] la
unidad del texto no estd en su origen, sino en su destino [...] ese alguien que mantiene

reunidas en un mismo campo todas las huellas que constituyen el escrito. (p. 71)

Barthes considera la intertextualidad de los textos, pero confiere mayor importancia al lector.
En este sentido, en Hermenéutica y estructuralismo, Ricoeur (como se cito en Villalobos,
2003), considera que todo acto de lectura tiende hacia una comprension y hacia el
establecimiento de referentes, y que, por otra parte, los textos estan movidos por una voluntad

de decir, esto es, todo acto linglistico conlleva el deseo de significar.

Intertexto personal

Si bien, tal como Barthes puntualizd, un texto “es un tejido de citas provenientes de los mil
focos de la cultura”, un lector tiene, a su vez, una red de referentes que pone en juego para
hacer una lectura que le permite tener una comprension particular, Unica de un texto. Mas
alld de la posibilidad de que esa comprension esté acorde al significado histérica o
culturalmente aceptado, esos referentes interconectados del lector representan su intertexto

personal con relacién al texto.

Intertextualidad para los fines de esta investigacion

En un sentido amplio podriamos decir que la nocidén de intertextualidad que mejor se adapta
a los fines de esta investigacion, es aquella en la que se considera de forma protagonica, al
lector-estudiante; especificamente, a la red de relaciones con infinidad de otros textos?
(intertexto personal), que pone en juego (incluso de manera inconsciente) para dar lectura o

producir significado de un espacio textual (en el que un texto se convierte al entrar en un

1 Considerando la nocién amplia de texto, descrita en la seccion 2.2.3.
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proceso de lectura), transformandolo en un nuevo texto, que, en cierta medida, pasara a

formar parte de su propio intertexto.

El uso de la nocion de intertextualidad en este informe esta enfocado en el andlisis y la
descripciéon de los procesos de produccion de sentido de los estudiantes, asi como el
desarrollo de competencias en el aprendizaje de los SEL mediante la experimentacion con el

Modelo de ensefianza.

Consideramos que el intertexto personal de los lectores-estudiantes expresado mediante
tendencias, alusiones o referencias en sus producciones, permite, al menos parcialmente,
observar en qué formas, este intertexto facilita o dificulta una lectura apegada al sentido

social, cultural e histéricamente aceptado de un texto.

2.3.2 Tendencias cognitivas.

Las tendencias cognitivas (TC) son hechos que se presentan reiteradamente cuando en una
situacion de ensefianza se intenta llevar a los estudiantes de un estrato a otro més abstracto
de un Sistema Matematico de Signos, es decir, son hechos que se presentan en los procesos
cognitivos de abstraccion (Filloy y cols., 1999; Filloy, Rojano & Puig, 2008). Estas
tendencias cognitivas estan estrechamente vinculadas al intertexto de cada sujeto, que incide
en los procesos de lectura/transformacion de textos y en los procesos de codificacion y
descodificacion de los mensajes matematicos. A continuacidn, se describen las once
tendencias presentadas por Filloy y cols. (1999) al pasar del SMS de la aritmética al SMS del
algebra.

TC Uno. La presencia de un proceso de abreviacion de los textos concretos para

poder producir reglas sintacticas nuevas.

Esta tendencia se produce cuando los estudiantes reconocen patrones en las operaciones
sobre los modelos algebraicos generados a partir de un texto concreto y esto les permite
ahorrar pasos para resolver. El uso repetido de modelos concretos genera esta necesidad, ya
que, al reconocer los patrones, los estudiantes son cada vez mas independientes de los

modelos concretos. Por ejemplo, al obtener valores numéricos (Tabla 2.1), los estudiantes
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pueden predecir el resultado de otra entrada y en ocasiones generalizar la operacion

consiguiendo con ello una funcion lineal.

Tiempo Posicion
0 2
1 2+3(1)=6
2 2+3(2)=8
3 2+3(3):11
6 2+3(6):20
t 2+3(t)

Tabla 2.1 Ejemplo Tendencia cognitiva Uno.
TC Dos. La dotacién de sentidos intermedios.

Esta tendencia puede observarse cuando los estudiantes combinan diferentes niveles de
abstraccion. Por ejemplo, cuando en un problema de enunciado los estudiantes identifican
las cantidades desconocidas, pero no las relaciones entre ellas, y esto no les permite
establecer en forma correcta un modelo algebraico. Los estudiantes pueden entonces
retroceder en el nivel de abstraccion y otorgar valores a las cantidades desconocidas para dar

mayor claridad a las relaciones y llegar al modelo buscado.

TC Tres. El retorno a situaciones mas concretas, cuando se presenta una situacion

de andlisis.

Al proponer a los estudiantes textos algebraicos con diferencias significativas con respecto a
aquellos para los que ha encontrado reglas sintacticas nuevas, al no poder usar los estratos
intermedios del lenguaje recién creados, se realiza un proceso de retorno al uso del modelo
concreto. Por ejemplo, cuando un estudiante ha encontrado que puede resolver una ecuacion
de la forma x+a=Db, restando a en ambos lados de la igualdad, pero al enfrentarse a la
expresion x—a=b, prefiere realizar un analisis aritmético para encontrar el valor
desconocido, con lo cual evidencia un retorno a un SMS més concreto, como lo es el
aritmético, pero también evidencia una comprension de lo que significa la variable como

incognita.
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TC Cuatro. La imposibilidad de desencadenar operaciones que podian hacerse

momentos antes.

Es una tendencia que puede observarse cuando se presenta a los estudiantes un proceso que
dominan, inmerso en un proceso mas largo o en un problema que involucra dos o mas
procesos que dominan de manera aislada. Por ejemplo, cuando los estudiantes pueden, por
un lado, evaluar expresiones algebraicas con numeros enteros y por otro, conocen los
procesos para operar con fracciones, pero al evaluar una expresion sustituyendo nimeros

racionales, tropiezan en las operaciones.

TC Cinco. Lecturas hechas en estratos del lenguaje que no permitiran resolver la

situacion problemética.

Un ejemplo de esta tendencia es el que manifiestan los estudiantes al asumir que la velocidad
de un mévil aumenta al observar una recta con pendiente positiva que modela la posicion del

movil con relacién al tiempo.

TC Seis. Articulacién de generalizaciones erroneas.

Es una de las tendencias mas extendidas y tiene multiples manifestaciones. Un ejemplo

difundido ampliamente es el desarrollo del producto de un binomio al cuadrado mediante la

siguiente igualdad(a+b)2=a2+b2, en lugar de (a+b)2=a2+2ab+b2, ya que los

estudiantes generalizan de manera erronea la igualdad (ax b)2 =a’xb?.

TC Siete. La presencia de mecanismos apelativos que centran el

desencadenamiento de procesos erroneos de resolucion.

Algunos sujetos no pueden resolver algunas situaciones problematicas debido al uso
insistente de un proceso ineficiente que no los lleva a la solucion. Es frecuente que algunos
estudiantes comentan sistematicamente un error, por ejemplo, cuando cada vez que tienen
que operar expresiones del tipo P(X)—q(x), cambian el signo Gnicamente del primer
término del segundo polinomio; o cuando al elevar una expresion al cuadrado, la multiplican
por dos, en lugar de multiplicar la expresion por si misma, o elevan las variables al cuadrado,

pero los coeficientes los multiplican por dos.
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TC Ocho. La presencia de mecanismos inhibitorios.

En algunas ocasiones, la presencia de radicales, niUmeros racionales, negativos o elementos
poco asimilados por el sujeto, inhibe procesos o el uso de reglas sintacticas ya dominadas.
Los cambios de variables o de valores de datos pueden también actuar como mecanismos

inhibitorios.

TC Nueve. La presencia de obstrucciones provenientes de la semantica sobre la

sintaxis y viceversa.

Este es el caso de sujetos que logran un buen manejo del modelo concreto, pero desarrollan
una tendencia a permanecer y a progresar dentro de ese contexto; esto dificulta el transito a
un estrato mas abstracto o a un SMS mas abstracto. Por ejemplo, cuando se propicia el célculo
aritmético de resultados de situaciones problematicas y los estudiantes logran tal habilidad
que se rehdsan al uso de los modelos algebraicos. Por otra parte, el tratar de independizar
prematuramente las operaciones de los modelos concretos o enfocarse en el uso de modelos
sintacticos puede llevar a los estudiantes a dificultades para establecer relaciones entre las

situaciones problemaéticas y los resultados obtenidos mediante reglas sintéacticas.

TC Diez. La generacion de errores sintacticos debido a la produccién de codigos

personales intermedios, para dotar de sentido a las acciones concretas intermedias.

Una situacién encontrada con frecuencia cuando los estudiantes resuelven problemas de
enunciado es la dificultad de establecer relaciones entre cantidades desconocidas al
representarlas de forma sintactica. Por ejemplo, cuando al modelar el problema de enunciado:
Un cuarto de un namero es igual a 12. ;Cudl es el nimero? el estudiante se enfoca en la
resolucién y encuentra la cuarta parte de 12 y trata de establecer un modelo que involucre al

numero 3 o del cual se obtenga dicho nimero.

TC Once. La necesidad de dotar de sentido a las redes de acciones cada vez mas

abstractas hasta convertirlas en operaciones.

Durante la transicion a un estrato mas abstracto de un SMS, los sujetos buscan encontrar
significado a cada nueva accion en el proceso, lo cual puede remitirlos a modelos muy

concretos o a acciones en otros niveles de abstraccion.
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Las tendencias cognitivas guardan una fuerte relacion con las experiencias previas de los
estudiantes, es decir con el intertexto que los estudiantes ponen en juego al llevar a cabo las
actividades de aprendizaje de un contenido especifico. Algunas tendencias cognitivas
funcionan como mecanismos que contribuyen a la produccién de sentido; es posible
encontrar Unicamente algunas de ellas en un estudio o detectar otras propias de la

competencia, del cambio en el nivel de abstraccion o del SMS que se pretenda alcanzar.

2.3.3 Objeto mental: campo semantico personal

En el analisis que Puig (1997) realiza sobre la idea de la fenomenologia didactica de
Freudenthal, menciona que existe una contraposicion entre objeto mental y concepto
atribuyendo al primero una relacion con lo que las personas conciben o usan de las
matematicas (lo que esta en su cabeza), y al segundo con el conjunto de saberes historica,
cultural y socialmente aceptados de la disciplina. Puig (1997) sefiala que en muchas
ocasiones suele utilizarse el término “concepcidon” para denotar la parte o a la forma del
“concepto”, que una persona tiene en su mente y destaca de la siguiente forma la importancia

de la constitucion del objeto mental:

El concepto de perro no puede ladrar. Los alumnos a los que se intent6 inculcar en la época
de las llamadas “matematicas modernas” el concepto de nimero —en una version escolar de
la construccion cantoriana de los cardinales— hubieran salido de la escuela sin poder
numerar, si no hubieran constituido un objeto mental de namero al margen de lo que los

programas oficiales querian que se les ensefiara (p. 15).

Por otra parte, en correspondencia con la idea de objeto mental, Puig (1997) ejemplifica la
idea de “campo semantico personal” utilizando el objeto matemético nimero. El investigador
explica que la lista de todos los contextos en los que se usan los nimeros (que incluye los de
secuencia, recuento, cardinal, ordinal, medida, etiqueta, entre otros) cada uno con sus propias
reglas de uso, constituyen el campo semantico total, el significado enciclopédico de
“numero”; y que cuando una persona puede interpretar correctamente el uso del objeto
matematico de acuerdo con su contexto, no requiere del significado enciclopédico, sino de
su campo semantico personal que es resultado de los significados de ndmero que haya

logrado construir a través de la produccion de sentidos. Derivado de lo anterior, Puig afirma
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que la intencion de los sistemas educativos deberia enfocarse en buscar que el campo
semantico de los alumnos sea tan rico que le permita interpretar adecuadamente los objetos
mentales en todas las situaciones posibles, en concordancia con la idea de Freudenthal de que
el enfoque deberia estar primero en la constitucion de objetos mentales antes que en la

adquisicion de conceptos.

El intertexto personal en matematicas esta compuesto no solo por los conceptos sino por los
objetos mentales que constituyen el campo semantico relacionado con ese concepto y que
permiten al lector ejecutar procesos.

2.4 La componente de competencia

En los MTL el disefio del Modelo de ensefianza y el analisis de resultados se enfocan en la
produccion de sentido y en el uso competente de un SMS, pero ¢qué es lo que determina que
existe un uso competente?, ¢qué caracteriza la competencia en un estudio teérico local? En
esta seccion se detalla la nocion de competencia desde el enfoque de los MTL para clarificar
su uso en la componente de competencia. También se describen tres métodos de resolucion
de problemas de enunciado (en particular, el Método cartesiano) como elementos para el
disefio del Modelo de competencia formal (o Modelo de competencia), el cual trata de los
fendmenos que estan organizados en las matematicas en el momento actual considerando su

uso actual.

2.4.1 Competencia y Modelo de competencia formal

En el texto titulado “Sentido y elaboracioén del componente de competencia de los modelos
tedricos locales en la investigacion de la ensefianza y aprendizaje de contenidos
matematicos”, Puig (2008) establece como una referencia del sentido de competencia
empleado en los estudios tedricos locales, el generado en estudios linguisticos y semidticos.
Cita, por ejemplo, a Noam Chomsky (1965), que afirma, en cuanto al sujeto linguisticamente
competente, que la “teoria lingiiistica se interesa principalmente por un hablante-oyente
ideal... que conoce su lengua perfectamente” (citado en Puig, 2008, p. 89). En cuanto a la

ensefianza y el aprendizaje en matematicas, Puig (2008) sefiala que la competencia se
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encuentra ligada a la actuacion, ya que la competencia proporciona una descripcion de la

conducta del sujeto que aprende:

La caracterizacion de la competencia, es decir, de las capacidades del lector ideal ha de
hacerse mediante una gramatica que dé cuenta de sintaxis, semantica y pragmatica, pero
también ha de tener en cuenta [...] que el que aprende, como consecuencia de su trabajo con
ese conjunto de textos que es un modelo de ensefianza, modifica la gramatica de los sistemas
matematicos de signos que conoce y que esta poniendo en juego [...] En cualquier caso, el
concepto de competencia (matematica) estd vinculado al concepto de actuacion
(matematica).” (pp. 92-93).

El Modelo de competencia formal se enfoca en un dominio concreto de las matematicas
(como la resolucién algebraica de problemas o el concepto de razén o proporcidn) y debe
describir y predecir la conducta del sujeto ideal en ese dominio especifico. Sin embargo, la
elaboracion del Modelo de competencia debe considerar tanto el analisis del dominio
matematico (en términos del sujeto ideal), como las actuaciones de los sujetos reales en ese

dominio, que por su contraposicién con las actuaciones del sujeto ideal pueden enriquecerlo.

Por otra parte, aunque en ocasiones se hable del nivel de competencia de un alumno,
comparando sus actuaciones con las del sujeto ideal (que define la competencia), esto es un
abuso del lenguaje, ya que el modelo de actuacion local de un alumno concreto Unicamente
considera lo observado en circunstancias especificas. Bajo esa perspectiva, cuando se trata
de MTL, las competencias matematicas no pueden ser como las describe PISA: “pensar y
razonar, argumentar, comunicar, modelizar, plantear y resolver problemas, representar, y
usar el lenguaje y las operaciones simbdlicos, formales y técnicos” (OECD, 2004, p. 40) ya
que es una forma muy general, que no resulta conveniente para el disefio de la
experimentacion, ni para analisis de las producciones de los estudiantes en MTL (Puig,
2008).

Cuando se trata de un estudio tedrico local, el término competencia esta ligado al modelo que
establece los limites y elementos de un dominio especifico (fendmenos que estan organizados

en las matematicas tomadas en su estado en el momento actual y considerando su uso actual)
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y la descripcion de las acciones que deberia ejercer un sujeto ideal para ser competente en

ese dominio.

2.4.2 Métodos de resolucién de problemas de enunciado.

Gran parte del esfuerzo en el aprendizaje del algebra esta dirigido a alcanzar la competencia
en el Método Cartesiano, que es el método por excelencia para la resolucién de problemas
de enunciado en el SMS del algebra y el que usualmente se propone en los textos de
ensefianza del algebra para hacer traducciones entre los problemas de enunciado y su modelo
algebraico y su posterior resolucion. El uso competente del Método Cartesiano impide que
el estudiante caiga en tendencias cognitivas que pueden ser obstructores en la resolucién de

problemas de enunciado que pueden representarse como ecuaciones en el SMS del algebra.

Filloy, Rojano y Puig (2008) presentan dos métodos, derivados de tendencias observadas en
los estudiantes, tales como recurrir a valores concretos y operar con ellos para realizar un
analisis l6gico lo cual les permite llegar a la solucion de problemas de enunciado basados en
estratos del SMS del algebra y en la aritmética: el Método Analitico de Exploraciones
Sucesivas (MAES) y el Metodo de Inferencias Analiticas Sucesivas (MIAS), que se
describen enseguida.

Método de Inferencias Analiticas Sucesivas (MIAS)

Una vez identificados los enunciados del problema como situaciones reales, se realizan
inferencias logicas (transformaciones posibles de los enunciados del problema) con
diferentes valores numéricos propuestos hasta llegar a una que se reconoce como la solucion,

por cumplir la condicién o condiciones del problema.

Por ejemplo, dado el problema de enunciado: “El largo de un terreno rectangular mide ocho
metros mas que su ancho. Si aumentaramos cinco metros a cada lado, el largo mediria el

doble que el ancho. ¢Cuales son las medidas del terreno?”

Para utilizar el MIAS, un estudiante podria iniciar estableciendo la relacion de que el largo

mide ocho metros mas que el ancho y establecer valores posibles (el ancho no podria ser
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cero, pero si un metro), aumentar cinco unidades a cada pareja de valores, hasta encontrar

aquella en la que el largo mide el doble que el ancho (Tabla 2.2).

1 2 3 4 5 ¢El largo es el
Ancho Largo Ancho + 5 Largo +5 doble que el ancho?

1 9 6 14 No

2 10 7 15 No

3 11 8 16 Si

Tabla 2.2 Ejemplo de Método de inferencias analiticas sucesivas.

Es posible el uso del MIAS cuando los estudiantes no son competentes para identificar las
cantidades desconocidas y las relaciones entre ellas. EI MIAS puede ser til para aclarar las
relaciones entre los datos desconocidos y las condiciones dadas y dar pasos intermedios hacia
la conformacidn del modelo algebraico, resultaria inconveniente que el estudiante tendiera a
permanecer en este estrato. Cuando se considere conveniente, como un antecedente del
MAES, se puede regresar en el proceso con preguntas de tipo: ¢Cémo podriamos definir el
largo si al ancho le llamamos x? ¢ de qué otras formas es posible definir la tltima columna?
¢ Como podemos establecer una igualdad entre las columnas 3 y 4 cuando encontramos que

las condiciones se cumplen?

Método Analitico de Exploraciones Sucesivas (MAES)

Este método consiste en suponer una solucion hipotética para facilitar el desencadenamiento

del analisis y obtener la representacion algebraica del problema.

Una vez hecha la lectura del texto, se inicia identificando “lo desconocido”, lo que se quiere
obtener. Posteriormente se le asigna un valor o una soluciéon hipotética a lo desconocido con
lo cual el lector debe pensar en todas las relaciones del problema ya no en términos de
cantidades desconocidas, sino en términos de valores concretos. Esta accion facilita el
analisis y, por lo tanto, la resolucion del problema. Es posible que el MAES involucre un uso

de “lo desconocido” mas cercano al usado en el Método Cartesiano (Filloy & cols., 1999).

El MAES consta de cuatro fases, que se describen a continuacion retomando el ejemplo del

método anterior: “El largo de un terreno rectangular mide ocho metros mas que su ancho. Si
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aumentaramos cinco metros a cada lado, el largo mediria el doble que el ancho. ¢Cuales son

las medidas del terreno?”’.

Fase 1. Lecturay explicitacion de las incognitas.
Una vez leido el enunciado se el estudiante podria determinar que lo desconocido son las

medidas del terreno, esto es:

Cantidades desconocidas:
Ancho del terreno

Largo del terreno.

Fase 2. Introduccion de una situacion hipotetica.
Se introduce una situacion hipotética proponiendo un valor numérico para lo desconocido
suponiendo asi una posible solucién del problema; a partir de esto se obtienen consecuencias

I6gicas.

En esta etapa podrian en primera instancia, no ser evidentes todas las relaciones entre los
elementos del problema, pero al no involucrar el SMS del algebra, sino uno del cual el
estudiante tiene mejor dominio, como es el SMS de la aritmética, el analisis puede resultar

mas asequible para el estudiante y propiciar un enlace entre ambos sistemas.

En el ejemplo, a partir de identificar el ancho y el largo del terreno como las cantidades
desconocidas, se propone un valor numérico para una de las cantidades y se obtienen

consecuencias logicas (Tabla 2.3).

Valor hipotético Consecuencia 1 Consecuencia 2 Consecuencia 3
Ancho Largo=Ancho+8 Ancho+5 Largo+5
10 18 15 23

Tabla 2.3 Fase 2 del Método analitico de exploraciones sucesivas.

Fase 3. Comparacion entre cantidades.
En esta fase se requiere que se establezca una comparacion entre dos cantidades que
representan lo mismo en el problema, pero que son consecuencia, al menos una de ellas, de

interrelacionar los datos con la incdgnita o incognitas del problema.
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En el ejemplo, podemos encontrar de acuerdo con el enunciado, que una vez gque se han
sumado cinco unidades a cada medida del terreno, el doble del ancho del terreno deberia ser
igual a su largo, por lo tanto, para el valor hipotético Ancho=10 se tendria que hacer la

comparacion:

¢30=23?

Fase 4. Recuperacion.
Esta Fase se trata de la “recuperacion” de operaciones, la obtencidén de un patrén numérico y

la representacion del problema con una ecuacion algebraica.

A partir de la comparacion de las cantidades iguales se trabaja hacia atras escribiendo las
operaciones que dieron origen a esa igualdad hasta llegar a un patrén numérico compuesto

por dos expresiones aritméticas.

¢30=23?
¢ 2x(15) = Largo+5?
¢2x(104+5)=(10+8)+5?
¢ 2x(Ancho+5) =(Ancho +8)+5?

Interfase. En este punto es posible regresar a la Fase 2 y utilizar otro valor hipotético, con
el que se obtendra el mismo patron numeérico. Se recomienda hacer entre dos y cuatro

suposiciones (Tabla 2.4).

Valor hipotético = Consecuencial = Consecuencia2 @ Consecuencia 3

Ancho Largo=Ancho+8 Ancho+5 Largo+5
10 18 15 23
6 14 11 19
12 20 17 22

Tabla 2.4 Interfase Método analitico de exploraciones sucesivas.

¢30=23? $22=19? (34=257
¢2x(15) = Largo+5? ¢2x(11) =14+5? ¢2x(17)=20+5?
¢2x(10+5)=(10+8)+5? (2% (6+5)=(6+8)+5? ¢2x(12+5)=(12+8)+5?

¢2x(Ancho+5) = (Ancho +8)+5? ¢2x(Ancho+5) =(Ancho+8) +5?| ¢2x(Ancho+5)=(Ancho+8)+5?
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Fase 4.1 Obtenido el patron numérico de la Fase 4, se emplea una x para representar la
solucion exacta” del problema. Mediante este proceso de abstraccion-generalizacion se
obtienen relaciones algebraicas entre lo desconocido (x) y los datos, estableciéndose una

ecuacion con la misma forma del patron numérico.

¢ 2x(Ancho+5) = (Ancho+8)+5?
x = Ancho
2x(Xx+5)=(x+8)+5

Considerando x como la solucién exacta

Fase 4.2 Se resuelve la ecuacion con el objeto de operar algebraicamente con la
representacion de lo desconocido y se comprueba la ecuacion sustituyendo en ella el valor

numeérico obtenido al resolver la ecuacion.

Resolucion Validacion
2(x+5)=(x+8)+5 2(x+5)=(x+8)+5
2Xx+10=x+13 x=3

2Xx—x=13-10 2(3+5)=(3+8)+5
Xx=3 2(8)=11+5
16=16

Las fases del MAES son un estrato intermedio del SMS con el que se pretende que el
estudiante de una significacion correcta a las relaciones del problema y a la equivalencia

representada por la ecuacion.

Método Cartesiano

En el Método Cartesiano (MC) el proceso de resolucion se establece a través de la
representacion de los elementos desconocidos y estableciendo las relaciones del problema
expresadas en lenguaje algebraico, lo cual conduce a una o varias ecuaciones cuya resolucion
da solucion al problema. La aplicacion del Método Cartesiano requiere expresiones de un
Sistema Matematico de Signos mas abstracto que los métodos MIAS y MAES; sin embargo,
un usuario de un SMS mas abstracto serd competente en éste, si es competente en otros

estratos de SMS mas concretos, ya que eso le permitira abordar el problema mediante el



Capitulo 2 33

estrato con el cual pueda comprenderlo y desencadenar su analisis logico (Filloy y cols.,
1999; Filloy, Rojano y Puig, 2008).

La competencia en la resolucion de problemas de enunciado verbal involucra elementos que
provienen de ambitos diferentes. Por ejemplo, el paso del enunciado en lenguaje natural a
una ecuacion requiere de la competencia en ambos lenguajes (natural y algebraico), ademas
de la competencia para traducir enunciados en expresiones algebraicas. EI Método
cartesiano, es el mas pertinente en este tipo de problemas. Y puede presentarse como una
serie de pasos que el sujeto ideal recorreria linealmente (Filloy, Puig, & Rojano, 2008):

1. Una lectura analitica del enunciado del problema que lo reduce a una lista de
cantidades y de relaciones entre cantidades. Este es un paso muy importante, ya que
se prepara al lenguaje natural para ser traducido al lenguaje algebraico en el cual solo
existen cantidades y relaciones entre esas cantidades, requiere la competencia en el
lenguaje natural, en especial en este tipo de textos matematicos; la lectura analitica
requiere encontrar las cantidades y relaciones en el texto, incluso aquellas que no
estan explicitas pero que son requeridas para la resolucion del problema, a la vez que
requiere ignorar cualquier hecho que no esté directamente relacionado con estas.

2. Eleccién de una cantidad que se va a representar con una letra (o de unas cantidades
que se van a representar con letras distintas). Lo cual requiere competencia en el SMS
del algebra y en el proceso para asignar correspondencia entre letras y cantidades
desconocidas.

3. Representacion de otras cantidades mediante expresiones algebraicas que describen
la relacion (aritmética) que esas cantidades tienen con otras que ya han sido
previamente representadas por una letra o una expresion algebraica. Se requiere que
el sujeto establezca las relaciones entre otras cantidades que también son
desconocidas y aquellas a las que ya se les ha asignado una letra, lo que requiere la
competencia en el significado de expresiones algebraicas compuestas y reglas de
sintaxis en el algebra.

4. Establecimiento de ecuaciones igualando dos expresiones, de las que se han escrito

en el tercer paso, que representen la misma cantidad. El sujeto debe ser competente
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para encontrar una misma cantidad expresada en dos formas diferentes, con lo cual le
dé sentido a la equivalencia entre los dos miembros de la ecuacion.

5. Transformacion de la ecuacion en una forma canodnica.

6. Aplicacion de la formula o algoritmo de solucion a la ecuacién en forma candnica.
Los pasos 5 y 6 requieren competencias estrictamente algebraicas de transformacion y
aplicacion de algoritmos de solucion.

7. Interpretacion del resultado de la ecuacion en términos del problema. Requiere la

competencia para evaluar el resultado en el problema verbal.

Las competencias necesarias para resolver este tipo de problemas no se limitan a las descritas
en cada uno de los pasos, ya que cada problema tiene caracteristicas propias que pueden

requerir competencias distintas del sujeto resolutor.

Ejemplo de uso del Método Cartesiano.

Problema. El largo de un terreno rectangular mide 15 metros mas que su ancho. Si
aumentaramos 5 metros a cada lado, el largo mediria el triple que el ancho. ¢ Cuales son las
medidas del terreno?

Pasos del MC

Ejemplo

Una lectura analitica del enunciado
del problema que lo reduce a una lista
de cantidades y de relaciones entre
cantidades.

Largo y ancho del terreno.

El largo mide 15 metros més que el ancho.
El ancho mas 5 metros.

El largo més 5 metros.

El largo mas 5 metros es el triple que el
ancho mas 5 metros.

Eleccion de una cantidad que se va a
representar con una letra.

X Ancho del terreno

Representacion de otras cantidades
mediante expresiones algebraicas que
describen la relacién (aritmetica) que
esas cantidades tienen con otras que
ya han sido previamente
representadas por una letra o una
expresion algebraica.

Xx+15: Largo del terreno
X+5: Ancho més cinco metros.
(x+15)+5=x+20: Largo mas cinco metros.
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Establecimiento de una ecuacion,
igualando dos expresiones, de las que
se han escrito en el tercer paso, que
representen la misma cantidad.

Una vez que se ha aumentado 5 metros a cada lado,
tres veces el ancho es igual al largo.
3(x+5)=x+20

Transformacion de la ecuacién en una
forma canonica.

3(x+5)=x+20
3x+15=x+20
3x+15-15=x+20-15
3Xx=x+5
3X=X=X—X+5

Aplicacion de la formula o algoritmo
de solucion a la ecuacion en forma
canonica.

2x=5
2x=5
2x 5
2 2
Xx=25

Comprobar que el valor de la variable
es solucion de la ecuacion en la forma
original y de la ecuacion en la forma
canobnica y que por lo tanto son
equivalentes.

Ecuacion original 3(x+5) = x+20

3(2.5+5)=2.5+20
3(7.5)=22.5
225=225
Ecuacion candnica 2X=5
2x=5
2(2.5)=5
5=5

Interpretacion del resultado de la
ecuacion en términos del problema.

X=2.5 El ancho mide 2.5 metros.

X+15=25+15=175 El largo mide 17.5
metros.

X+5=25+5=75 El ancho més 5 es 7.5
metros.

17.5+5=22.5 El largo méas 5 es 22.5 metros.

El largo mas 5 (22.5 metros) es tres veces
el ancho mas 5 (7.5 metros).

En el desarrollo del MC se considera que cada uno de los pasos 1 a 6 se realizan incluso

cuando no sea de forma explicita, sin embargo, es importante que los estudiantes reflexionen

sobre las cantidades conocidas y desconocidas, ya que con frecuencia inician el
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planteamiento de la ecuacion sin tener claras las cantidades y las relaciones entre ellas, dando

lugar a errores.

Como parte del modelo cognitivo se analizan las dificultades, obstaculos y beneficios
(tendencias cognitivas) producto de la utilizacion de los tres métodos de resolucién; las
competencias que generan las tacticas intermedias del MIAS y el MAES para el uso
competente del MC, el cual implica un dominio en el uso de la simbolizacién y la conciencia

de que su aplicacion le permite resolver familias de problemas.

2.5 La componente de ensefianza

2.5.1 Texto y espacio textual

En la investigacion con MTL, se adopta la nocion de espacio textual como una produccién
abierta a las relaciones con otros textos que, en un proceso de lectura/transformacién, forman

parte de la experiencia del lector. De acuerdo con Rojano, Filloy y Puig (2014):

El espacio textual tiene una existencia empirica, y es un sistema que impone una restriccién
semantica sobre la persona que lo lee; el texto es una nueva articulacion de ese espacio
individual e irrepetible hecho por una persona como resultado de su acto de

lectura/transformacion, utilizando otros textos con el fin de hacerlo (p. 394).

Asi, un texto es el resultado de la transformacion o lectura de un espacio textual. Al entrar
en contacto con el espacio textual, el lector no extraera un significado inherente al mismo,
sino que este espacio textual sera transformado por el lector con el fin de producir sentido,
dando como resultado un texto, el cual sera una interpretacion unica e irrepetible (Filloy &
Cordoba, 2013) resultado de las relaciones con otros textos que el lector pone en juego y que
forman parte de su experiencia personal; derivado de lo anterior, el espacio textual original

se convierte en un intertexto.

Para los fines de este reporte, un texto no s6lo se genera a partir de una produccion escrita
sino a partir de cualquier conjunto de sefiales del cual una persona puede, mediante la
percepcién, producir sentido; es decir, una composicion musical, una pintura, una

conversacion oral, etc. también pueden ser textos. En cuanto a un texto matematico, esta
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nocién debe ser tan amplia que permita considerar las producciones de los estudiantes, las
cuales pueden ser expresadas de manera oral, escrita 0 mediante lenguaje corporal (e incluso
la combinacion de éstas) y deben ser consideradas no solo las producciones en papel sino las
generadas mediante la tecnologia digital o cualquier otro medio (Rojano, Filloy, & Puig,
2014).

El Modelo de Ensefianza es la secuencia de textos matematicos, tomados como espacios
textuales, de cuya lectura/transformacion (por parte de los estudiantes), se deriva la
produccion de sentido y el establecimiento de nuevos significados en los SMS, que permiten,
a su vez, la produccion de nuevos conceptos. En una situacion de ensefianza y aprendizaje,
mas que el lector ideal, lo que interesa es el alumno que puede no ser del todo competente en
la descodificacion y codificacion de textos objeto de estudio (Puig, 2008). El nivel de
competencia del lector depende de su intertexto personal, pero la diversidad de sistemas de
signos usados en los textos para enriquecer la caracterizacion de los objetos matematicos de
estudio puede propiciar o dificultar la produccion de sentido en el SMS del algebra (Puig,
2003).

2.5.2 La relacion entre el Modelo de ensefianza y las componentes de

Cognicion y Comunicacion

La informacion que proveen las componentes de cognicion y comunicacion en el analisis
previo de los problemas, abren rutas al disefio del Modelo de ensefianza. EI Modelo de
ensefianza se elabora con el fin de que los alumnos logren ser competentes (en el sentido
definido en el Modelo de Competencia), y se pone a prueba examinando las actuaciones de

los estudiantes de acuerdo con el Modelo de cognicion (Puig, 2008) .

Filloy, Rojano y Puig (2008) mencionan que existen bases teoricas para afirmar que es mas
conveniente introducir a los estudiantes al estudio del algebra mediante un acercamiento
seméantico (antes que de manera sintactica) que debe derivar en un proceso de abstraccion
para modelar sintacticamente los nuevos objetos y operaciones. Sin embargo, de acuerdo con
los autores, el manejo sintactico sigue siendo un eje rector en el estudio del algebra que no
debe ser considerado como un proceso mecanico. En ese sentido mencionan que para
Thorndike (1923, citado en Filloy, Rojano y Puig, 2008):
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La computacion algebraica tal como hoy la reconocemos es, sin duda, una habilidad
intelectual. No es tan indicadora del intelecto como la resolucion de problemas, en parte
porgue requiere de menor grado de abstraccion, seleccion y originalidad de pensamiento, y
en parte también porque sélo incluye nimeros, y no nimeros y palabras. Esta, sin embargo,
muy por encima de lo que se le reprocha: ser una rutina mecanica, que puede ser aprendida

y operada sin hacer uso del pensamiento (p. 135).

El analisis de las componentes de cognicion y comunicacion en la problematica de la
ensefianza y el aprendizaje descrita en el capitulo 1 asi como en los disefios curriculares sobre
los SEL son el sustento del desarrollo del Modelo de ensefianza que se describe con detalle

en el Capitulo 3.

2.6 El diagrama del disefio de la experimentacion

En la Figura 2.1 se muestra el diagrama del disefio de la experimentacion presentado por
Filloy y cols. (1999) y Filloy, Rojano y Puig (2009), para la organizacién de las etapas de la
observacion experimental que sigan las pautas del programa de investigacion que ellos
proponen. El diagrama inicia con la descripcion de la problemaética, de la cual se realiza un
analisis previo con base en las componentes de ensefianza y de cognicion y comunicacion;
de ese analisis inicial se derivan las hipotesis que se contrastaran con las observaciones
empiricas e inicia el disefio del MTL. En el diagrama se encuentra que, a partir de los
resultados del andlisis e interpretacion de los datos del estudio experimental del MTL
disefiado para probar las hipdtesis derivadas del analisis previo de los problemas, se genera

una nueva problematica, lo cual deriva en la recursividad en el uso de los MTL.

Sobre el momento ideal de la observacion experimental, se recomienda encontrar un area
conceptual en la que, cuando se diagnostican las competencias de la poblacion con respecto
a los usos de esos conceptos, se ve que esas competencias llevan a desempefios aln alejados
de los objetivos. También es aconsejable que la poblacion estudiada reciba instruccion en
matematicas dentro de un sistema de ensefianza controlada, con seguimiento de los avances

realizados y la posibilidad de intervencion con material didactico si es requerido.
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Problematica.

Modelo de competencia formal.

v

Modelo de ensefianza
Andlisis de libros de texto.

Andlisis previo de los problemas

i

Analisis epistemoldgico.
Anélisis via la fenomenologia didactica.

!

Modelos de cognicién y comunicacion.

Marco de referencia (revision de la literatura)

empiricas.

Proposicion de hipétesis en términos de Tesis Tedricas a contrastar con las observaciones

P

I Disefio del modelo tedrico local

|

Disefio del desarrollo de la experimentacién
1. Preparacion de las experiencias de aprendizaje (disefio curricular)
2. Preparacién de los mecanismos de observacion y de clasificacion y medicion. \L
3. Disefio del trabajo directo con los aprendices.

Disefio definitivo.

1. Modelo de ensefianza.

Desarrollo empirico.

Sesiones de trabajo con los estudiantes.

clasificacion y medicién.
3. Programa de actividades.

v

2. Instrumentacion de observacion,

1. Toma de datos.

2. Andlisis de datos.

3. Interpretacion en términos del Modelo Tedrico Local.

Figura 2.1 Diagrama del disefio de la experimentacion

Durante la ensefianza controlada, se preparan y refinan los mecanismos de medicién y

clasificacion y se disefia una prueba de diagndstico para obtener los perfiles de los estudiantes

y definir qué estudiantes seria interesante observar en mayor profundidad; para ello se disefia

un estudio de caso mediante una entrevista clinica.

El desarrollo de la presente investigacion esta basado en la estructura del diagrama del disefio

de la experimentacion (Figura 2.1), sin embargo, en este documento se ha adoptado una

organizacién mas acorde a este tipo de informe, que pueda resultar mas estructurada para el

lector. Enseguida se enuncian las preguntas de investigacion y con base en ellas y en el

analisis de los problemas, se proponen las hipdtesis a contrastar con las observaciones

empiricas y finalmente los objetivos de la investigacion.



40 Capitulo 2

2.7 Hipotesis, preguntas y objetivos de investigacion

Con base en el anélisis del Modelo tedrico local actual cuyo estudio inicia en el Capitulo 1
con la revision de la literatura y que se describe con detalle en el Capitulo 3, consideramos
que es necesario fortalecer la produccion de sentido y la competencia de los estudiantes

respecto al objeto matematico Sistema de ecuaciones lineales en el nivel Medio Superior.

2.7.1 Preguntas de investigacion

Partimos de la pregunta general:

¢Qué debe considerarse, en el disefio de un Modelo de ensefianza, para fortalecer la red
intertextual con respecto a los sistemas de ecuaciones lineales de los estudiantes del nivel

Medio Superior?
La pregunta anterior conduce a las preguntas especificas:

e ;Qué debe considerarse en el disefio de un Modelo de ensefianza para favorecer la
competencia en la modelacion algebraica de problemas de enunciado relacionados

con sistemas de ecuaciones lineales?

e ;COmMo impacta la representacién en diferentes sistemas matematicos de signos la
produccion de sentido y la competencia de los estudiantes en la resolucion sistemas

de ecuaciones lineales?

e ;Como influye en los estudiantes el estudio de la naturaleza de la solucion en la

construccion del objeto matematico sistema de ecuaciones lineales?

e Cbomo afecta el intertexto de los estudiantes respecto a los sistemas de ecuaciones

lineales el enfoque en los sistemas equivalentes y el método de resolucién de Gauss?

2.7.2 Hipotesis en términos de tesis tedricas

Respecto a los procesos cognitivos de los estudiantes de la ensefianza Media Superior en el
aprendizaje de los sistemas de ecuaciones lineales y para tratar de dar respuesta a las

preguntas de investigacion, consideramos las siguientes hipotesis tedricas:
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1. La competencia en la lectura/transformacion de las ecuaciones de primer grado con
una o varias variables, como parte del intertexto de los estudiantes, es un precursor
en la constitucion del objeto mental sistema de ecuaciones lineales y favorece la

produccion de sentido en su aprendizaje.

2. Mediante el uso del MIAS y el MAES como herramientas intermedias del MC se
favorece competencia y la produccién de sentido en la modelacion de problemas de
enunciado, factibles de representarse algebraicamente como sistema de ecuaciones

lineales.

3. Se promueve la competencia en la resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales
de los estudiantes de nivel Medio Superior mediante el uso del objeto matematico

sistema de ecuaciones equivalente y del método de reduccion gaussiana.

4. El analisis y transformacion de los sistemas de ecuaciones lineales en diferentes
sistemas de signos matematicos favorecen la produccién de sentido y la competencia

en su resolucion.

2.7.3 Objetivos de investigacion

Objetivo general

Proponer, analizar e interpretar en términos de los Modelos tedricos locales un Modelo de
ensefianza sobre los sistemas de ecuaciones lineales con estudiantes del nivel Medio

Superior.

Obijetivos especificos

e Analizar mediante el modelo de cognicién las dificultades para la produccion de

sentido y la competencia respecto a los Sistemas de Ecuaciones Lineales.

e Proponer, analizar e interpretar actividades encaminadas a promover la produccion

de sentido y la competencia con respecto a los SEL mediante:

o El uso de los métodos MIAS y MAES para la modelacion algebraica de

problemas de enunciado.
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La resolucién mediante el enfoque en los sistemas equivalentes y el método

de Gauss.

La revision de los sistemas de ecuaciones lineales y su solucién en diferentes
sistemas de signos matematicos.

El analisis de situaciones de SEL con diferentes tipos de solucion.
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Anadlisis previo al disefio del Modelo Tedrico Local

El esquema mostrado en la Figura 2.1 muestra un panorama general del desarrollo del MTL
que se presenta en este documento. Inicia con la problematica, que ha sido descrita con detalle
en el Capitulo 1. Inicia con la problematica, que ha sido descrita con detalle en el Capitulo 1
y que podemos sintetizar con base en nuestro marco tedrico, como “La constitucioén de red
intertextual personal sobre Sistema de ecuaciones lineales en estudiantes del nivel Medio

Superior”.

El diagrama continta con el analisis previo de los problemas, que podemos interpretar como
el MTL inicial, ya que engloba el analisis de cada una de las componentes y del cual se
desprenden las hipotesis tedricas a contrastar con la experimentacion. Como parte del MTL
inicial, se incluye el analisis de la experimentacion que se ha realizado hasta el momento y
que ha permitido probar algunas actividades de ensefianza y algunos mecanismos de

observacion y clasificacion. El modelo teorico local inicial se presenta en este capitulo.

Con base en las hipétesis se procede al disefio del MTL. En el diagrama (Figura 2.1), esta
etapa inicia con el disefio del desarrollo de la experimentacion, en el que se incluyen los
mecanismos de observacion, medicién y clasificacion (Modelos de cognicion vy
comunicacion) y la preparacion de las experiencias de aprendizaje que conforman el Modelo
de ensefianza y que estan basadas en el Modelo formal; lo anterior forma parte del disefio
definitivo para el desarrollo empirico. En el Capitulo 4 se detalla el disefio definitivo, que
incluye los elementos de cada una de las componentes y el programa de trabajo con los

estudiantes.

3.1 Modelos actuales de competencia y ensefianza

Respecto al Modelo de ensefianza que forma parte del analisis previo de los problemas, en
esta seccion se describe la forma en la que se plantea el estudio de los SEL en algunos

programas del nivel Medio Basico y el nivel Medio Superior con el fin de analizar los



44 Capitulo 3

objetivos de estos programas respecto a los SEL, las formas en que proponen su estudio y

analizar la fenomenologia didactica que proponen.

3.1.1 El nivel Medio Bésico.

El primer acercamiento a los SEL en el curriculo escolar se da en el nivel Medio Basico. De
acuerdo con el documento Matematicas. Educacion secundaria. Plan y programas de
estudio, orientaciones didacticas y sugerencias de evaluacion (SEP, 2017b), el estudio de
los SEL se ubica en el segundo grado de educacion Media Basica (Secundaria), en el tema
de Ecuaciones del Eje Tematico Numero, algebra y variacién. El aprendizaje esperado que
le precede se concentra en el primer afio de secundaria y es el de la resolucién de problemas
mediante la formulacion y solucion algebraica de ecuaciones lineales. Algunas de las
orientaciones didacticas para la concrecion del aprendizaje esperado “Resuelve problemas
mediante la formulacion y solucién algebraica de sistemas de dos ecuaciones lineales con
dos incognitas” son que los alumnos interpreten cada una de las literales de las ecuaciones
del sistema, como una misma cantidad desconocida en ambas ecuaciones y dentro de la
misma ecuacion y las distintas formas en que se presentan las incognitas en un sistema de
ecuaciones (como literal o como expresion) y resaltar la diferencia entre la solucién (o
soluciones) de una ecuacion lineal y la solucion de un sistema 2x2 y sefialar que en ese caso

la solucion puede ser Unica, un numero infinito de soluciones o no existir.

Respecto a los procedimientos se recomienda que los docentes procuren que los estudiantes
aprendan a manipular ecuaciones y las propiedades de la igualdad para el uso de los métodos
de suma y resta, sustitucion e igualacion. La representacién grafica es considerada como un
método de resolucion y se recomienda una coordinacion entre ésta y la representacion

algebraica.

Para abordar el tema se consideran como antecedentes indispensables:

e Interpretacion de la literal como una incognita.

e Comprension de la relacion entre el planteamiento y la solucion de una ecuacion
lineal, y la resolucion de un problema.

e Destreza en la manipulacién de la literal como nimero general en el proceso de

resolucion algebraica de ecuaciones lineales.
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e Habilidad para interpretar las literales en relacién funcional y para graficar

ecuaciones de rectas (y=ax+b) en el plano cartesiano. (SEP, 2017b, pags. 208-

209).

En este nivel Unicamente se estudian sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas y los
métodos de resolucion pueden considerarse una extension de las competencias respecto al

tratamiento algebraico de las ecuaciones de primer grado con una incognita.

3.1.2 La ensefianza Media Superior

Uno de los objetivos de la reforma educativa iniciada en el afio 2013 fue el de generar un
marco curricular comdn para los diferentes subsistemas de la ensefianza Media Superior en
México. En el ciclo escolar 2018-2019 se inicia la implementacion del Nuevo Curriculo de
la educacion Media Superior. Con algunas adaptaciones de acuerdo con los perfiles de egreso
de cada uno de los subsistemas, los Bachilleratos Generales, los Colegios de Bachilleres y
los Bachilleratos Tecnolégicos, entre otros, adoptaron este nuevo marco curricular. Por otro
lado, los subsistemas adscritos a la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM) y
al Instituto Politécnico Nacional (IPN) continuaron con planes de estudio independientes. En
todos los casos los programas de estudio de matematicas de los subsistemas de la educacion
Media Superior fueron modificados en los afios recientes. A continuacion, se resume la forma

en que se abordan los SEL en algunos de los programas de matematicas.

Bachillerato General

En el primer semestre de los cursos del Bachillerato General se encuentra la materia de
Matematicas I. En el Bloque VI (de 7) Ecuaciones lineales, cuyo propdsito es “Resuelve
modelos lineales que representan fenémenos de la vida cotidiana” (SEP, 2017) se encuentra

la informacién de la Figura 3.1.
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Ecuaciones Representa las variables de | Reconoce sus fortalezas y | Resuelve problemas de forma
lineales. un problema en su areas de oportunidad. colaborativa, mediante el uso
contexto. de métodos graficos y/o
« Unavariable. Privilegia el didlogo para | analiticos para ecuaciones
« Dos variables. | Deduce alternativas de la construccién de nuevos | lineales, siendo perseverante y
« Tres variables. | soluciona problemas reales. | conocimientos. reflexivo en la generacién de
alternativas de solucién.
Propone problemas a Externa un pensamiento
resolver con ecuaciones critico y reflexivo de Desarrolla estrategias de
lineales. manera solidaria. manera critica para el
planteamiento v la solucién de
Describe modelos de Afronta retos asumiendo | problemas de su contexto.
solucién de sistemas de la frustracion como parte
ecuaciones lineales de un proceso.

(analiticos y graficos).

Figura 3.1 Blogue Ecuaciones Lineales (SEP, 2017, pag. 24).

Para el estudio de este bloque se proponen 14 horas.

Bachillerato Tecnoldgico

En el programa de materia de Algebra que se imparte en el primer semestre del Bachillerato
tecnoldgico se aborda el estudio de los SEL, mediante los contenidos especificos:
“Resolucion de ecuaciones lineales en contextos diversos: ¢qué caracteriza a la solucion?
Sistemas de ecuaciones lineales con dos variables, en estrecha conexion con la funcion lineal:
[qué caracteriza al punto de interseccion?, ;siempre existe solucion?” (SEP, 2017, pag. 22).
El aprendizaje esperado es que el estudiante interprete la solucion de un sistema de
ecuaciones lineales. El contenido se encuentra en el ultimo parcial (de tres), bajo el eje Del

pensamiento aritmético al lenguaje algebraico y se sugieren 10 horas para su estudio.

Escuela Nacional Preparatoria

La Escuela Nacional Preparatoria (ENP) es un subsistema de Educacion Media Superior
dependiente de la Universidad Autonoma de México, cuya estructura curricular consta de 3
planes anuales. El programa de estudio que considera el estudio de los SEL es el de
Matematicas IV (en el primer afio de estudios), mientras que el de Matematicas VI del area
Econdmico-Administrativas considera la unidad de Matrices y su vinculo con modelos
econdémicos-administrativos. En el programa de matematicas 1V, la unidad 4 (de 5 unidades)
es Sistemas de ecuaciones para modelar condiciones simultaneas, cuyo objetivo especifico

es que el alumno:
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Desarrollara habilidades de razonamiento logico, abstraccion, generalizacion y
comunicacion matematica al: identificar las relaciones numéricas involucradas en el
fendbmeno o evento estudiado, para expresarlas mediante un sistema de ecuaciones;
representar fendmenos o eventos que requieran el uso de sistemas de dos y tres ecuaciones
lineales con dos y tres incdgnitas; resolver sistemas de ecuaciones aplicando las propiedades
de la igualdad y de los nimeros reales; interpretar y validar sus resultados en el contexto de
la situacion o fendbmeno analizado; fundamentar el procedimiento algebraico seleccionado
(UNAM, 2017, pag. 6).

Los contenidos conceptuales consideran el estudio de la ecuacion lineal con dos variables, la
idea intuitiva de pendiente y ordenada al origen, y los sistemas de ecuaciones de dos y tres
variables. Mientras que en los contenidos procedimentales se considera la modelacion y
resolucion de SEL cuadrados de dos y tres variables mediante métodos algebraicos y su
representacion grafica, y la interpretacion de los resultados obtenidos. En el aspecto
actitudinal se considera la valoracién de su capacidad para modelar y argumentar el resultado
de un problema contextualizado, el reconocimiento del papel de la tecnologia como
herramienta de indagacion de diversas condiciones del fendmeno estudiado, el
reconocimiento de la importancia de contar con recursos diversos para resolver un problema
y el trabajo colaborativo (UNAM, 2017).

3.2 Modelos actuales de cognicidon y comunicacién

En esta seccion se presentan algunos analisis de las dificultades observadas en los estudiantes
respecto al aprendizaje de los SEL en investigaciones previas que se han descrito con detalle
en el Capitulo 1 y en una herramienta de observacion aplicada a estudiantes de nivel Medio

Superior para su revision preliminar.

3.2.1 Revision de la literatura

En el Capitulo 1 se presentan los hallazgos de multiples estudios relacionados con los SEL;
y se muestra que aun cuando las circunstancias, enfoque y marco tedrico de los estudios

presentados son diversos, arrojan resultados similares respecto a algunos fenémenos. La
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siguiente es una sintesis de las problematicas que presentan los estudiantes en las

concepciones y procesos relacionados con los SEL de acuerdo con la revision de la literatura.

Los estudios previos muestran que, con relacion a los SEL, algunos estudiantes tienen

dificultades con los siguientes procesos:

e Transitar de la representacion geométrica a la algebraica.

e Construir un sistema de ecuaciones lineales partiendo de un punto dado como
solucion.

e Obtener un sistema equivalente en diferentes representaciones.

e Proponer un sistema de ecuaciones sin solucion, con una solucién o con infinitas
soluciones.

e Evaluar una solucion (a la pregunta de si un conjunto de valores era solucion de un
sistema, resolvian el sistema en lugar de evaluar las soluciones).

e Resolver sistemas de ecuaciones no cuadrados.

Ademas, se encontrd que los investigadores reportan que, en forma recurrente, los estudiantes

suelen tener concepciones erroneas al considerar que:

e enun SEL de tres 0 mas ecuaciones con dos incégnitas, sin solucion, todas las rectas
de su representacion grafica deberian ser paralelas;

e un SEL conformado por dos rectas paralelas y una transversal tiene soluciones;

e en SEL, todas las intersecciones son soluciones, incluso las intersecciones con los
ejes;

e para cada variable es preciso tener una ecuacion;

e para cada incognita se tiene una solucién;

e rectas o planos, coincidentes en su totalidad, no tienen solucién;

e la solucion para un sistema de ecuaciones con tres incognitas se relaciona con la
regién o rectas de interseccion de los planos que representan al sistema, en el caso en
el que se tienen tres planos intersecandose en una linea, los estudiantes consideran
que el sistema representado por tales planos tiene una solucion, que es precisamente

la recta de interseccion.

Algunas razones que los investigadores han encontrado para estas dificultades son:
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Los estudiantes tienen poca claridad en los conceptos de SEL y su solucion. Aplican
los algoritmos sin conocimiento de los significados.

Existe un mayor énfasis en la ensefianza de los métodos analiticos; por tanto, mayor
tendencia de los estudiantes hacia la representacion algebraica.

Los estudiantes estan acostumbrados a trabajar con sistemas cuadrados.

Los estudiantes desarrollaron el concepto de solucion de un SEL a través del proceso

de resolverlo.

Algunas de las sugerencias respecto a la ensefianza de los SEL en las investigaciones

presentadas son las siguientes:

Iniciar el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales introduciendo la ecuacion
lineal con dos incognitas y analizando lo que representan esas dos incognitas.

Usar estrategias para favorecer el tratamiento de los SEL y su solucion en diferentes
representaciones y el paso entre ellas. Por ejemplo, construyendo a la par las
representaciones geométrica y algebraica de los conjuntos solucion de un sistema de
ecuaciones lineales.

Promover un mayor interés de los estudiantes hacia el estudio de los conceptos y sus
significados.

Incorporar los conceptos de variable y parametro.

Proponer ejemplos diversos para sistemas sin solucion y no limitarse al caso de
paralelas en la representacion gréfica.

Implementar actividades que provoquen que los estudiantes analicen el nimero de
soluciones que puede tener un sistema de ecuaciones.

Verificar la validez de las soluciones y generar sistemas de ecuaciones gque tengan
una solucion dada.

Introducir la nocion de ecuaciones equivalentes.

Acceder a los nuevos conceptos y procesos de SEL con un buen dominio del algebra

elemental.
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3.2.2 Herramienta de observacion.

La herramienta de observacion que se detalla en esta seccion se aplico a estudiantes de la
materia Temas selectos de matematicas, que se imparte en el ultimo afio de la Escuela
Nacional Preparatoria (ENP), la materia es optativa y se imparte en el area de Fisico-
Matematicas y de las Ingenierias. Por las condiciones de ingreso y permanencia a la ENP y
debido a la eleccion del curso, consideramos que los estudiantes tienen un buen rendimiento
e interés en el estudio de las matematicas. Debido a que la herramienta se aplico en dos

sesiones y no todos los estudiantes participaron en ambas, se analizaron 12 cuestionarios.

Este mecanismo de observacion forma parte del analisis previo de los problemas, el objetivo
de su aplicacion es analizar la competencia de los estudiantes preuniversitarios respecto a
conceptos y procesos relacionados con los SEL, y fue el primer paso en el disefio de los
instrumentos de observacion, clasificacion y medicion, necesarios para la interpretacion de

resultados en términos del MTL.

Las preguntas de la herramienta fueron adaptadas a partir de los cuestionarios realizados en

los estudios descritos en el Capitulo 1.

La herramienta consta de diferentes tipos de preguntas con diversos enfoques, algunas de
esas preguntas y ejemplos representativos de las respuestas dadas por los estudiantes se
muestran en las tablas y se analizan las respuestas con base en los constructos descritos en la

componente de cognicion del Capitulo 2.

Las respuestas a la Pregunta 1 (Tabla 3.1) muestran que el intertexto de los estudiantes
respecto a su concepcion de los SEL esta relacionada con su resolucién, lo cual muestra que
el objeto mental sistema de ecuaciones de estos estudiantes estd mas inclinado a la resolucién
que a la modelacion, en la mayoria de los casos los estudiantes respondieron que se utiliza
para solucionar problemas o hacen referencia a la solucion. El lenguaje usado por los
estudiantes en las respuestas a la segunda pregunta (Tabla 3.1) muestra tendencia a la
representacion algebraica; y nuevamente se evidencia una evocacion al proceso de resolucion
en las palabras “encontrar” y “despeje”, llama la atencion que en la segunda respuesta se

menciona que la solucion es una funcion y que la cantidad de “funciones” es dos o tres.
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Pregunta Ejemplos de respuestas
1 ¢(Qué es un Es el onmo de pasos gt se llevon o @bo
sistema de | [P lleglr & un peplicdo esacio @ vevdGd
ecuaciones? re o
“Es el conjunto de pasos que se llevan a cabo para llegar a un resultado exacto o
verdadero.”
s Una foima dedatsplo(ion alo 3 poacons aq+s ;J‘.-lﬂ!l|
“es una forma de dar solucion a dos o tres funciones agrupadas”
s [
2 Qué es la| [Tl PR L NES VOUAG wles
solucion de un | !
sistema de | “Eldespeje de las variables™
iones? =
ecuaciones ' ﬂ{qp{’h_‘u ona pm-.um gor .r_'i:' saluctign d fcjw 203
F{J N0 0S *Aitn r.'*--'J.J-.J I
“encontrar una funcion que dé solucion a las dos o tres funciones encontradas”
Tabla 3.1 Respuestas a las preguntas 1y 2.
Pregunta 3 Ejemplos de respuestas

a) ¢(Es posible tener un
sistema de ecuaciones
lineales con dos
ecuaciones y tres variables
que tenga solucion unica?
Explica tu respuesta.

":)t; ro q .:'}[uq_iﬁrl 5 &N q’l"ﬂ '1}(JII.F, Uﬂ(_] efuqiian
Poed esesoluer elsiste ma

Si, hay ocasiones en que solo una ecuacion puede resolver el sistema

Ln A i
S"{ = CI..‘ (‘L{;_,\:';-J'u— < S J] TLA N Ve wuin = 15'«(_. en
\Cn.\:.' TC ¥ LT |, Se eV\iiLan/idy, \’(li-t,-(:., Cpre c,_i
| ] ]

Veg cNOUS © Ducs L<-:-. € G @ (_U..P"w.

by ¢

“Si, si al despejar o sustituir una variable en la otra ecuacidn, se encuentran
valores, que al ser repetidos o puestos en la otra, no cumplen”

Miueces hay =olo 1 solucidn  pero poeden
Naber mas cow e,l «[_m de IV,'E’J('I’ o QN
MismS  resoliado.

“A veces hay solo una solucion, pero puede haber mds con el fin de llegar a
un mismo resultado. ”

b ¢Es posible tener un
sistema de ecuaciones
lineales con dos
ecuaciones y tres variables
que no tenga solucion?
Explica tu respuesta.

: \ 7 :
vy Qa0 A8 &5 }Dc.-; LWie D\.-,.-;f:wjm Yl -.'-Cjn. Vi

Ve -‘-1“3!-9

“Si, cuando no es posible despejar ninguna variable”

Stialmometode -'"-}:"‘"t'm‘ poede nedd. o
((_\[i-f':t"

“Si, al momento de igualar puede no dar los factores”
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c ¢(Es posible tener un i | ) h""‘l' fo ctoes que ['}f.:f.‘dnﬂ :J ditesolta rfJ snay
sistema de ecuaciones | | 4 mp o

lineales con dos
ecuaciones y tres variables

“Si, hay factores que pueden dar resultados muy amplios”

gue tenga infinita cantidad P . ot} ; : \ l . Ta
de soluciones? Explica tu Vo, Y ! O oy Chagivie T
respuesta
“No, ya que no es cuadratica”
LS ho ®exisie dt’_b(-_- Waper O Qq.v‘,-, R
Oe posibled soLeciones.
“Eso no existe, debe haber un limite de posibles soluciones”
Pregunta 4 Mp miemras sea [aneal hay) Una

6V OV DN o .

a) ¢Es posible tener un
sistema de ecuaciones | “mientras sea lineal hay una ecuacion unica’
lineales con tres : 3 I
ecuaciones y dos variables | | = ol dus @uett SO psse. Wb ey e
gue tenga solucion Unica? r

>

“Si, al despejar solo una literal”

No, Adebe de dener Do mas dlseq 2uanabiel

3

‘No, debe de tener dos o mds al ser dos variables”

b) ¢Es posible tener un | [S+ ; Aopeade de qQuetan cemplesatsean las
sistema de ecuaciones
lineales con tres
ecuaciones y dos variables | “Si, depende de que tan complejas sean las dos variables”
que tenga ninguna :
solucion?  Explica tu|| 20 S €
respuesta. “no $6”

2 'ur_ll.'--'J.l'Jl'“'

C) ¢Es posib|e tener un | |2l dlt Sey -2 ua. .QL{(-"‘\ nay bot *aﬂ tes ¢ 4.‘.[ gctopne !
sistema de ecuaciones
lineales con tres
ecuaciones y dos variables
gue tenga infinita cantidad
de soluciones? Explica tu
respuesta.

“Si, al ser dos variables hay bastantes soluciones”

Tabla 3.2 Respuestas a las preguntas 3y 4.

Las respuestas a las preguntas 3 y 4 (Tabla 3.2), en su mayoria vagas o confusas, evidencian
una falta de caracterizacidn de la solucion de un SEL. Incluso en aquellos casos en los que la
respuesta es correcta, la explicacion muestra, cuando menos, desconocimiento del tipo de

analisis de necesario para lograr una explicacion plausible. Respuestas como “hay factores
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que pueden dar resultados muy amplios” o “depende de qué tan complejas sean las dos
variables” exponen un lenguaje que evidencia que su intertexto personal no les permite hacer
una lectura adecuada de las preguntas o responderlas con lenguaje adecuado. Al responder

que se puede encontrar una solucion tnica al “despejar solo una literal” se muestra que

consideran que el valor de cada literal es una respuesta al sistema.

Pregunta

5 ¢Es posible colocar una tercera
recta para que el sistema de
ecuaciones representado en la
grafica tenga:

a) ninguna solucién?

b) una solucion?

¢) dos soluciones?

d) tres soluciones?

e) infinita cantidad de soluciones?
Si es posible ¢cémo colocarias la
tercera recta?

Ejemplos de respuestas

6 Determina el nimero de
soluciones que tendria cada uno de
los sistemas de ecuaciones
representados en las gréficas,
considerando que en cada caso se
muestran tres rectas y si existen
soluciones sefiala las soluciones en
cada grafica.

Niimero de soluciones: NQu1G

7 Dada la siguiente representacion
geométrica de un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas:

¢Cuantas soluciones tiene el
sistema? Explica tu respuesta.

Describe con palabras, ¢cuél es la
representacion  geométrica  del
conjunto solucién?

a) (Cuintas soluciones tene el sistema? Explica tu respucsta

b} Describe con palabras, ;cudl es la representacion

solucion’

i R

1 geomeétrica del conjunto

a) “6, ya que cada ecuacion, solo tiene un par de soluciones.”

b) “Un tridngulo”

a) (Cudntas soluciones ticne ¢l sistema? Explica tu respuesta
3. porgw e otesecdan 3 Laes las

rectes  ave

b) Describe con palabras, ;cuil es la representacion geométrica del conjunto
solucién?

No se

a) “3 porque se intersectan 3 veces las rectas entre si.’

b) “Nosé”

>

Tabla 3.3 Respuestas a las preguntas 5,6 y 7.
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Una de las problematicas que en mayor medida evidencian la influencia del intertexto de los
estudiantes con respecto a los SEL es la que tiene que ver con la solucion en el SSM de los
planos coordenados. Tal como se ha documentado en estudios previos, los estudiantes
mostraron tendencia a generalizar la idea de la interseccidn de rectas o planos con la solucién
del SEL (Tabla 3.3), su objeto mental solucion de SEL carece de un intertexto que les permita
hacer una lectura apropiada y ser competentes para identificar o construir en esta

representacion una solucién mas alla de la de dos ecuaciones con dos incégnitas.

Pregunta Ejemplos de respuestas
8 Escribe algebraicamente el Xty = ¢
sistema de ecuaciones il Ay 1L V| [xeacy te
representado en el siguiente L ) yroc ke
plano cartesiano. — ¢ 00 5& Jou revpusta
X+y=6 : N~
s X+2z+y=12 R -
X—2z=-2 3

Tabla 3.4 Respuestas a la pregunta 8

Algunos estudiantes fueron competentes en el paso de la representacion gréfica en el sistema
coordenado a la representacion algebraica, sin embargo, la mayoria tuvo dificultades para
realizar esta tarea (Tabla 3.4). El referente mas cercano de los estudiantes entre el SSM de
los ejes coordenados Yy la representacion algebraica es el que con mas frecuencia se trabaja
en las aulas y es el de llevar una ecuacién a su representacion gréafica, por lo tanto, la

operacion inversa suele ser compleja para los estudiantes.

El nivel de complejidad del problema se eligio para permitir el paso de la representacion del
problema en lenguaje natural a la representacion grafica mediante el analisis de la solucion

de los sistemas representados en los planos; sin embargo, en general los estudiantes
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escribieron el modelo algebraico para identificar la solucion a la pregunta (Tabla 3.5), lo cual

muestra nuevamente la tendencia de los estudiantes hacia el trabajo en SMS algebraico.

Pregunta

Ejemplos de respuestas

16 ¢Cual de las siguientes gréaficas
muestra  la  representacion  del
problema? Explica tu respuesta.

Problema: La suma de dos nimeros es
igual a cuatro y su diferencia es igual a
2.

a)

Explica tu respuesta

Problema: La suma de dos nimeros es igual a cuatro y su diferencia es igual a 2.
Xtg= 4 x-94°u

Yy C\

e proveemaT
Xty =4
X-4s 2

» =
9

XY
o4 3
113

ijq-

P
Y= %1

i

x*

Tabla 3.5 Respuestas a la pregunta 16

Pregunta

Ejemplo de respuestas

Escribe un sistema de ecuaciones cuya
solucion sea: x=3, y=-2y z=3.5

—3)(* (51' 2. = 14
7(*21.5"87_ - ‘ZL‘

=S e= S

3X+y+2z=14
X+2y—-8z=-29
—2X+3y-z=-135

Tabla 3.6 Respuestas a la pregunta 15.

En general los estudiantes fueron competentes en expresar un sistema de ecuaciones a partir
de su solucion (Tabla 3.6), lo cual contrasta con las respuestas dadas en las primeras
preguntas y muestra que el objeto mental “solucion de un sistema de ecuaciones lineales” les

permite realizar procesos, incluso cuando no sean capaces de realizar lecturas adecuadas del

objeto matematico en otros contextos.

La intencion de establecer un SEL que puede representarse como un sistema escalonado era

facilitar a los estudiantes la obtencion del conjunto solucion y la construccion de un nuevo
sistema a partir de éste o utilizar la primera ecuacioén para transformar la tercera. El intertexto
de los estudiantes, en general, no les permitié enfrentar de forma competente esta pregunta,

ya que confundieron la equivalencia de los SEL, con una estructura similar en cuanto al
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numero de ecuaciones y variables sin considerar la solucion del SEL. EIl Gnico caso de
respuesta correcta fue el que se muestra en el tercer ejemplo, en este caso, cada una de las
ecuaciones fue multiplicada por un nimero natural, lo cual no requirié operaciones entre

ecuaciones y no llevé a una simplificacion del sistema.

Da un ejemplo de sistema de ecuaciones | €Y 2=} 2=1
lineales equivalente al sistema dado y X-102+8:0 Xx—10z+8=0
explica por qué son equivalentes. g-Isxz-L _15x=-1
x=2 por 0 W ok worienbles |
y—5z+3=0 § Kvmmos .
x+4z=-1
“Por el numero de variables y de términos.”
X=5
{ z-y=-9
! X+z=-1
dy -9 =0 4x-8=0
By-152 + 9 =0 3y-152+9=0
Pe 297 s6=0 6x+24y+6=0
Tabla 3.7 Respuestas a la pregunta 9.
Pregunta Ejemplos de respuestas
10 Dada la ecuacion 3x — 2y +z = 4 N
. 1 = “No sé¢”
¢Son las triadas ordenadas (1,4,5), (3,1,-
3) y (2,5,8) soluciones de la ecuacion? ;
Explica tu respuesta. L “No lo sé”

Encue_rjtralel ,conjuntlo :solucm_)n d?e la Ie ormes foa, PR B hiler T
ecuacion. ¢Cuantas soluciones tiene’ ol duc) g ok Comprs,

Si _graficéram(_ns todos ) los puntos del | “Lq primera no es, pues al sustituir la igualdad deja de
conjunto solucion, describe con palabras, | cumplirse”
¢;cudl seria la representacion geométrica?

11 Considerando el sistema de | | T ceivoe meve leoiine e
ecuaciones Tl segemnde cove. e sepebdi cocn o
4 5 et
X—y= / ;
y jq_— TEACHICL. Fle 2 Co QL
4x-y=0 ;

“El primero para la primera ecuacion, s.
El segundo para la segunda ecuacion si.
La tercera no lo es para ninguna.”

¢Son los pares ordenados (0,-5), (1,4) y
(0,0) soluciones del sistema?

Encuentra el conjunto solucion del
sistema ¢ Cuantas soluciones tiene?

Tabla 3.8 Respuestas a las preguntas 10 y 11.
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En las preguntas 10 y 11 se muestra que en algunos casos el intertexto de los estudiantes les
impide hacer una lectura adecuada del objeto matematico solucion de un sistema de
ecuaciones (Tabla 3.8); en el primer caso, los estudiantes no responden a la pregunta sobre
cuantas soluciones tiene la ecuacién, lo que nos indica una falta de competencia respecto al

trabajo paramétrico.

Para la segunda pregunta se encuentran casos, como el ejemplo, en los que los estudiantes
desarticulan el sistema de ecuaciones y expresan las soluciones en términos de cada una de

las ecuaciones.

Pregunta Ejemplos de respuestas

13. En un acuario hay dos especies de peces Ay | | 4 ' g
B que se alimentan de dos clases de alimentos. | [’
En la tabla siguiente se indica el consumo diario
de alimentos de ambas especies y la cantidad de
alimento total disponible por clase, en gramos y | al+bl=25

por dia. El problema consiste en calcular la | a2 +b2 =55

cantidad de peces de cada especie que puede ) .
vivir en el acuario sin que sobre alimento de a=alimento A=especie

A+B=80

ninguna de las dos clases. Z
t - o€ A A A- Z
Especie | Especie P > 2 e " 5
- =~ o ;. \(’. o - -
A 5 Total g jpf{- 4 F ( 1 s
Especie A 2°
Alimento 1 2 1 25 Especie B 1x3
Alimento 2 4 3 55

Representa algebraicamente el problema.

Tabla 3.9 Respuestas a la pregunta 13

Los ejemplos mostrados para esta pregunta no son los mas representativos ya que varios
estudiantes lograron realizar una modelacion algebraica adecuada del problema; sin
embargo, estas respuestas muestran falta de competencia de algunos estudiantes para hacer
una lectura/transformacién del lenguaje natural al lenguaje algebraico e incluso para

identificar los valores desconocidos (Tabla 3.9).
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En la Tabla 3.10 presentamos la primera parte de la resolucién a cada uno de los dos SEL
por parte de un estudiante; como puede observarse, en ambos casos utiliza de forma
inadecuada el método de igualacion, esto lo explicamos en el Capitulo 2 como la tendencia
cognitiva siete (TC7), es decir, la presencia de mecanismos apelativos que centran el
desencadenamiento de procesos erréneos de resolucion; el estudiante insistié en el uso del
método a pesar de que no dominaba el proceso. Ademas, en la tercera linea podemos observar
que mientras en el lado izquierdo de la igualdad realiza correctamente la suma algebraica,
del lado izquierdo elimina la variable, en este caso, debido a que la suma algebraica implicaba
a dos numeros con diferente signo, la sustraccion puede haber significado para el estudiante
la presencia de un mecanismo inhibitorio (TC8) o la imposibilidad de desencadenar
operaciones que podian hacerse momentos antes (TC4), por involucrar un tratamiento

algebraico diferente.

Pregunta Ejemplo de respuestas
Resuelve los sistemas de 6X+1.5y+252=y-2z2
ecuaciones. 6Xx+2.5z++2z=y-1.5y
6x+15y+2.52 =36.6 bx+4.52=-5

— | —X+Yy+3z=6x+1.5(-.5)+2.5z

—X+Yy+3z=0 {1 M
y—2z=0 :
X+Yy+2Z=3X—X
X+y+z2=3 Yy+2+22=3X—-X
2X—y—-3z=-2 y+3z =2X
3x-2z=1

Tabla 3.10 Ejemplo 1 de resolucion de sistemas de ecuaciones.

En el ejemplo de la Tabla 3.11 se muestra como el estudiante usa elementos de apoyo para
organizar el método de sustitucion, sin embargo y a pesar de que aplica el método en forma
competente, no utiliza una propiedad de la igualdad en forma adecuada (r3 y r7);
identificamos en este caso la tendencia cognitiva seis (TC6): articulacion de

generalizaciones erréneas.
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En la resolucion de sistemas de ecuaciones encontramos, en la mayoria de los casos, falta de
competencia en el uso de los procedimientos para la resolucion de los sistemas de ecuaciones
o en la aplicacidn de las reglas sintacticas del algebra; los estudiantes mostraban tendencia a
utilizar un solo método de resolucion, sin analizar previamente el SEL, para identificar el
método mas apropiado o el tipo de SEL de acuerdo con el nimero de soluciones. El uso del
punto decimal en el SEL y en la solucion no parece ser un mecanismo inhibidor. Ninguno de
los estudiantes intent6 resolver los SEL mediante el método de reduccion gaussiana, lo que

evidencia falta de competencia en su uso, que impide que forme parte de su intertexto

personal.
Pregunta Ejemplos de respuestas
OX+15Y+252=300 || O & | L= 2o 1
~X+Yy+3z2=0 R 2
y—-2z=0 b Sustituyendo en |1
—x+y+3[%)=0 ...................... r2
Y/
X+ Y+3Y=2(0).criiriiiienne r3
X =AY i r4
2(22+1j— 32=-2.t5
X+y+z2=3 & 3
Y212
ZX_B))(/_siiJTZ =l - -7) 4Z+2_y_3Z=—2 .......... ré
47+2-y-32=(-2)3)..r7

Tabla 3.11 Ejemplo 2 Resolucion de sistema de ecuaciones lineales

Con base en los resultados obtenidos, consideramos que algunos elementos que pueden
contribuir en la construccion de los objetos mentales SEL y solucién de SEL y que pueden

considerarse en la elaboraciéon del modelo de ensefianza, son:

e Lacompetencia en las transformaciones algebraicas, en particular, aquellas relativas
a la resolucion de ecuaciones lineales con una incégnita, el trabajo con ecuaciones

lineales de dos o tres variables y el método cartesiano.
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e Enfocar la resolucion en la obtencion de sistemas equivalentes mediante el método
de reduccion gaussiana, ya que de esta manera se mantiene la cohesion del sistema
en todo el proceso de resolucion y se refuerza la concepcion de la solucién del SEL
en cada paso de esta y, ademas, permite establecer criterios para identificar las
caracteristicas de los SEL con solucién unica, sin solucion y con infinita cantidad de
soluciones. En lo posible, representar los sistemas equivalentes en forma grafica para
observar que lo que se conserva es la “solucion del sistema”.

e Introducir en los textos del modelo de ensefianza el SMS del algebra, que incluya el
trabajo con tablas de valores, problemas de enunciado y planos coordenados en
geometria dinamica. Enfrentando a los estudiantes a problemas no tradicionales y a

la resolucién de SEL con numeros racionales en ecuaciones y solucién.

3.3 Modelo teorico local actual: sintesis

Independientemente de los objetivos revisados en los programas de estudio, podemos
identificar, con base en el analisis previo de los problemas en lo referente a los Modelos de
ensefianza, de cognicion y comunicacién actual que la ensefianza de los SEL en los niveles
Medio Bésico y Medio Superior se enfoca principalmente en los métodos analiticos de
resolucion (sustitucion, igualacion y reduccidn por sumay resta), en la representacion grafica
de sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas y en problemas de enunciado cuya
modelacion algebraica puede realizarse mediante la traduccion de condiciones. El anélisis
previo de los problemas nos permite también identificar algunos objetos mentales que, al
formar parte del intertexto personal de los estudiantes pueden potenciar la produccién de
sentido del concepto de SEL y la competencia en su resolucion. Y finalmente, nos dan

elementos a considerar para el disefio de la propuesta del Modelo de ensefianza.
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Disefio del MTL

Continuando con el diagrama del disefio de la experimentacion (Figura 2.1), se inicia con el
disefio del Modelo tedrico local. En este capitulo se detallan los modelos de competencia
formal y de comunicacidn en los cuales se basan las experiencias de aprendizaje que son la

parte medular del Modelo de ensefianza y que se justifican mediante el Modelo de cognicion.

4.1 El modelo de competencia formal

Las experiencias de aprendizaje que proponemos responden a la experimentacidn necesaria
para contrastar las observaciones empiricas con las hipotesis establecidas; para el desarrollo
de estas experiencias de aprendizaje proponemos el modelo de competencia formal cuyos
elementos se describen en las siguientes secciones. Es importante tener presente que el
modelo de competencia formal describe la actuacion competente del sujeto ideal con respecto

al conocimiento matematico en cuestion en el &mbito del MTL.

4.1.1 La ecuacion lineal

La importancia del uso competente de la ecuacién lineal en diferentes SSM radica en que en
el Modelo de ensefianza que proponemos es un elemento precursor en la conformacién del

objeto mental SEL. Respecto a la ecuacion lineal, el sujeto ideal es capaz de identificar:

a) la ecuacién lineal de primer grado con una incégnita como aquella que puede

reducirse a la forma canonica
ax+b=0,con a=0

b) la ecuacion lineal de primer grado con dos variables como aquella que puede

reducirse a la forma candnica

ax+by=c ,cona=0yb=0
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c) Laecuacion de primer grado con tres variables como aquella que puede escribirse
como

ax+by+cz=d,con a=0, b0y c=0

Las reconoce como la representacion de familias de problemas; es capaz de identificarlas y
en cualquiera de sus formas y transformarlas a su forma canoénica mediante el uso de las
propiedades de la igualdad y de los nimeros reales. Identifica cuantas soluciones tienen y
cudl es su forma gréafica. Y es capaz de reconocer y representar la ecuacion de primer grado

con dos incégnitas en el plano de ejes coordenados.

4.1.2 El método cartesiano

El sujeto ideal es competente en el uso del método cartesiano. La competencia en el uso del
método cartesiano, descrito con detalle en la seccion 2.4.2, requiere competencia en el
lenguaje natural para realizar una lectura adecuada de un problema de enunciado y en el
lenguaje algebraico, para realizar la representacion de los elementos desconocidos y de las
relaciones entre ellos, la resolucion y la posterior interpretacion de los resultados.
Consideramos que el MC es el método ideal de resolucion de problemas de enunciado que
pueden expresarse como ecuaciones y como sistemas de ecuaciones lineales y parte
importante para la conformacion del objeto mental SEL ya que propicia la produccion de

sentido respecto del concepto y su resolucion.

4.1.3 El método de reduccidn gaussiana.

El método de resolucion por reduccidon gaussiana consiste en llevar un SEL en su forma
candnica a un SEL escalonado equivalente mediante el uso de criterios de equivalencia de
sistemas de ecuaciones al realizar operaciones elementales por renglones, para
posteriormente, mediante una sustitucion regresiva encontrar los valores del conjunto
solucion del SEL. Por ejemplo, en el caso de la resolucion de un SEL de n ecuacionesy n
incognitas mediante el método de Gauss, el objetivo inicial seria la transformacion de un

sistema de la forma:
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A X tapX, ta; +...+ay, 2 =h
Ay X, + 85X, + 8y +...+ 3, X, =D,

2n'n

Ay X +ApX, + Ay +...+ 8, X, = b3

a X +a,X +a,+..+a, X =b
en otro SEL equivalente de la forma:

apX tapX, o+t o X =B
0 +a,X, +0u+...+0,, X, =/,
0 + 0 +ag+..tayX, =5

0+ 0 +0+..+a,X%, =5,

Las transformaciones se realizan mediante operaciones elementales de los sistemas de

ecuaciones derivadas de criterios de equivalencia:
e Cambiar el orden de las ecuaciones o de las incognitas.

e Multiplicar una ecuacion de un SEL por una constante distinta de cero y sustituir el
resultado por la original.

e Sustituir una ecuacion por otra que resulte de sumarla con otra ecuacion del sistema
0 con un multiplo de esta.

Una vez realizadas las operaciones posibles para llegar el sistema escalonado, tenemos los
siguientes casos:

1) Si en la dltima ecuacion obtenemos ax=b, con a=0 y b=0 el sistema no tiene

solucion.

2) Sien la tltima ecuacion obtenemos ax=b, con a=0 y b=0 el sistema tiene infinitas
soluciones.

3) Si en la Gltima obtenemos ax=h, con a=0 se procede a sustituir hacia atras en el

sistema de ecuaciones para encontrar el valor de cada una de las variables.

El estudiante ideal reconoce qué es un SEL equivalente; es capaz de utilizar competentemente

el método de reduccidn gaussiana; reconoce que el SEL que obtiene al aplicar las operaciones
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elementales es equivalente al anterior e identifica, de acuerdo con el sistema escalonado
obtenido cuantas soluciones tiene el SEL. En la siguiente seccion se detalla un analisis del

tipo de SEL de acuerdo con el nimero de soluciones.

4.1.3 Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales.

Golovina (1980) explica que existen tres casos respecto de la soluciéon de una ecuacion de
primer grado con una incognita del tipo ax=b.

e Si a=0 laecuacion tiene la solucién anica 5 _ P

a
e Sia=0yb=0, laecuacion tiene infinitas soluciones, ya que, para cualquier valor de x

se satisface que O0x=0.
e Sia=0yb=0 laecuacion no tiene soluciones, ya que la expresion OX =b no se

satisface para ningun valor de x.
Y los mismos casos pueden encontrarse respecto a la solucién de cualquier sistema de

ecuaciones con igual o0 mayor numero de ecuaciones que de incognitas. Por ejemplo, para el

caso del sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas:

ax+hy=c
a,x+hb,y=c,

Aplicando el método de reduccion para la incognita y se obtendria x(ab, —a,b, ) =cb, —c,b,

, entonces:

. o o cb, —cC
Sia,b, —a,b, # 0, la ecuacion tiene la solucion Unica x = Gb,=Ghy
* ab, —ab,

(Sistema compatible determinado).

Siab,—-ab =0ychb,—c,b =0, laecuacion tiene infinitas soluciones, ya que,
para cualquier valor de x se satisface Ox =0 (Sistema compatible indeterminado).

Siab,—-ab =0ych,—c,b #0, laecuacion no tiene soluciones, ya que
no se satisface para ningun valor de x (Sistema incompatible).

Ocurre de forma similar aplicando el método para la variable x.
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Ladiferencia ab, —a,b, esel determinante del sistema de ecuaciones. Extendiendo el analisis

del determinante para un sistema de n incognitas con n ecuaciones, excepto aquellos con
mayor numero de incégnitas que de ecuaciones, en estos casos, los sistemas son

indeterminados de acuerdo con el Teorema de Rouché-Frdbenius.

En el &mbito del MTL que nos ocupa, el estudiante ideal es capaz de explicar, por inspeccién
del SEL, por su representacion en los sistemas de ejes coordenados o por los resultados de
aplicar el método de reduccion gaussiana, si un SEL tiene una, ninguna o infinitas soluciones

y cuando es necesario, interpreta este resultado en términos de un problema.

4.2 Los modelos de cognicién y comunicacion

Los textos de las actividades del Modelo de ensefianza estdn enmarcados en el SMS del
algebra, contienen espacios para el desarrollo numérico y tabular mediante, asi como el
trabajo en el sistema de ejes cartesianos plano y tridimensional; los objetivos particulares de
las actividades estan detallados en el Modelo de ensefianza. Un ejemplo de un texto de trabajo

es que se muestra en la Figura 4.1.

Si bien el disefio original de la experiencia de aprendizaje incluia hojas de trabajo que
permitieran la observacion del lenguaje y las conexiones que los estudiantes realizaban para
la produccion de sentido y que sirvieran de evidencia del desarrollo de competencias, las
condiciones actuales de educacion a distancia nos llevaron a utilizar las hojas de trabajo como
guia para entrevistas en una plataforma de videoconferencias y para el trabajo mediante una

aplicacion de pizarra digital.

El disefio de las sesiones de entrevista se realiza con intervencion didactica y con ello se
pretende observar la produccidn de sentido durante las actividades en las que se aborda (i) el
uso de diferentes sistemas de signos matematicos y el paso entre ellos, para lo cual se hace
uso de software de geometria dindmica y hojas de trabajo; (ii) los criterios de equivalencia
de los SEL para la resolucién mediante el método de Gauss; y (iii) el método cartesiano para

modelar algebraicamente y resolver sistemas de dos 0 mas ecuaciones e incognitas.
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Mediante las entrevistas con intervencion didactica se pretende promover la discusion, la
reflexion y el uso del discurso matematico proveer espacios para que los estudiantes realicen

sus propias producciones para ser analizadas mediante el modelo de cognicion.

Analiza el siguiente problema:

Texto del problema.

a) ¢Cuantas soluciones tiene el problema? ; Cudles son?

b) Construye una grafica que represente el problema.

c) Escribe una expresidn algebraica que represente el problema.

Figura 4.1 Ejemplo de espacio textual y de trabajo de las actividades.

El Modelo de cognicion que proponemos se conforma del analisis de la consecucion de los
objetivos de las actividades del Modelo de ensefianza, que incluye la produccién de sentido
de la lectura de los espacios textuales propuestos, con base en la red intertextual sobre los
SEL, el desarrollo del objeto mental o competencias para la modelacion de problemas de
enunciado en SEL y su resolucién, y la identificacion de tendencias cognitivas de los

estudiantes.

4.3 El modelo de enseflanza.

El modelo de ensefianza que aqui se detalla, esta fundamentado en el modelo formal descrito

en la seccion anterior, y tiene justificacion en el analisis de las dificultades y de las estrategias
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para el estudio de los SEL y en los objetivos de la investigacion. EI modelo consiste en ocho
actividades que se enfocan en la construccion de una red intertextual entorno a los SEL. Si
bien, el MTL en su conjunto est& organizado para el estudio de los SEL podemos dividir el
Modelo de ensefianza en dos apartados; uno enfocado en el analisis de la produccién de
sentido de los problemas de enunciado factibles de modelarse algebraicamente mediante

sistemas de ecuaciones y otro para la competencia en la resolucion de SEL (Figura 4.2).

Modelo local para el analisis de Modelo local para el analisis
la produccion de sentido de la del proceso de resolucion de
solucién de un SEL a través de SEL mediante operaciones

la traduccién del enunciado de por renglon

un problema del lenguaje
natural al lenguaje algebraico

Representacion de
=4 SEL y su solucién en
diferentes SSM

Resolucion de SEL
mediante el MIAS.

SEL equivalentes y
operaciones
elementales sobre
renglén.

Resolucion de SEL
mediante el MAES.

SEL escalonados y
reduccién gaussiana.

Traduccion del
lenguaje natural al
=4 |enguaje algebraico.
Primeros pasos del
Método Cartesiano.

|| Clasificacion de SEL
en diferentes SSM.

Figura 4.2 Estructura de los modelos locales para el desarrollo de las actividades.
4.3.1 Actividad 1. Caracterizacion de la ecuacién lineal

El objetivo didactico de la Actividad 1 es que los estudiantes caractericen la ecuacion,
especificamente la ecuacion lineal, diferencidndola de otro tipo de expresiones. La actividad

esta dividida en cinco secciones.

En la primera seccidn se propone una serie de expresiones algebraicas (véase la Tabla 4.1) y
se cuestiona a los estudiantes acerca de cudles de ellas son ecuaciones, el tipo de ecuacion,

la justificacion de sus respuestas y la solucion o soluciones de cada expresion. En esta seccién
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se sugiere al docente guiar el proceso de caracterizacion del objeto matematico ecuacion, en
particular la ecuacion de primer grado, mediante preguntas enfocadas en las variables como
incégnitas y como relaciones funcionales, la cantidad de soluciones, el signo de igual y el

grado de las ecuaciones.

I Llena las tablas para cada una de las expresiones siguientes.

a)3m+1=0

1) ¢ Es una ecuacion? SifNo Justifica lii) Resuelve si es posible.

ii) Si es una ecuacion, jde qué tipo es?

Expresiones para analizar

a) 3m+1=0 b) (x—1)" = x* —2x+1
c) 3x+5 d)t=3

e) 3x-2<4 H3t—-2=t+1

)22 —4=0 h)x—3y =0
i)2-3=-1 J)2x-3y—-z=-1

Tabla 4.1 Expresiones usadas en la primera seccién de la Actividad 1

La segunda seccion esta enfocada en la ecuacion lineal con dos variables. Para lo cual se
propone el siguiente problema:

Problema 1. Analiza el siguiente problema:

Una pequefia empresa de refresco artesanal llena botellas de 5 y 2 litros. Si en un
dia se embotellaron 120 litros de la bebida, ¢cuantas botellas de 5 | y cuantas
botellas de 2 I se llenaron?

¢ Cuéntas soluciones tiene el problema? ¢ Cuéles son?

Construye una gréafica que represente el problema. (Se proporciona plano
coordenado).

¢Cudl es la expresion algebraica que representa el problema? ¢Qué tipo de
expresion es?

¢ Cuéntas soluciones tiene esta expresion?

Se solicita a los estudiantes que resuelvan el problema aritméticamente, por inspeccion, para
resaltar la multiplicidad de soluciones (un estrato intermedio, como antecedente al Método

de inferencias analiticas sucesivas). Posteriormente se pide a los estudiantes que construyan
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una gréafica que represente el problema. Con lo anterior se vuelve a hacer énfasis en la
multiplicidad de soluciones. Finalmente se pide a los estudiantes que escriban una expresion
algebraica que modele el problema. Se sugiere al profesor que haga hincapié en la diferencia
entre el nimero de soluciones entre una ecuacion lineal con una variable y una ecuacion
lineal con dos variables y entre la cantidad de soluciones del problema planteado y la cantidad
de soluciones del modelo algebraico. Respecto a la grafica, se sugiere hacer énfasis en la
tendencia de los estudiantes a trazar una recta sobre algunos puntos localizados a partir de
las soluciones encontradas haciendo énfasis en la diferencia entre la grafica que representa
el problema y la grafica de la ecuacion que representa el problema. Aqui es conveniente el
uso de software de geometria dindmica (SGD) para el analisis de las graficas. En esta seccion
se sugiere generalizar a la ecuacion de primer grado con tres incégnitas, cuestionar a los
estudiantes sobre sus soluciones y representacion grafica y mostrar sus representaciones en
el SGD.

La tercera seccion de la actividad esta enfocada en el proceso inverso; se presenta a los
estudiantes una ecuacion lineal con dos variables y se les solicita que escriban un fenomeno
que pueda ser representado mediante esa expresion.

Escribe un problema de enunciado que pueda modelarse algebraicamente mediante la expresion

5x+3y=35

La cuarta seccion esta enfocada en identificar la ecuacion de primer grado con dos incognitas

asociada a una grafica.

1. Escribe la ecuacién asociada a cada una de las rectas mostradas.

/ 4
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La quinta y Gltima seccion de la actividad es la conclusion de las observaciones por lo que se

solicita a los estudiantes que describan ampliamente lo que para ellos son las ecuaciones
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lineales en general y las ecuaciones lineales especificamente, la cantidad de soluciones y los

elementos que las componen y que proporcionen ejemplos.

FEscribe un ejemplo de ecuaciones de primer grado:
a) Con una variable

b) Con dos variables
¢) Con fres variables

Describe ampliamente qué es una ecuacion y cudles elementos la componen.
Describe qué son las ecuaciones de primer grado, cudntas soluciones tienen y qué elementos
la componen.

4.3.2 Actividad 2. Resolucidén de ecuaciones lineales.

El objetivo de esta actividad es que los estudiantes identifiquen (i) que las expresiones con
las caracteristicas de ecuaciones de primer grado con una incognita pueden tener una,
ninguna o infinita cantidad de soluciones; y (ii) que las ecuaciones de primer grado con dos

incégnitas cuya forma canonica es ax-+by=c tienen infinita cantidad de soluciones y

pueden representarse como rectas en el SSM del plano de ejes coordenados.

En la primera seccion de esta actividad se solicita a los estudiantes resolver una serie de
cuatro ecuaciones de las cuales los incisos a y ¢ tienen una solucion, el inciso b no tiene

solucion y el inciso d tiene infinita cantidad de soluciones.

I Resuelve las siguientes ecuaciones.
2 1
+—y=—(1+3
y+3y=5(1+3)

2-[3-2(t+1)|=-2[4-(3+7)]

7 S5x+4
Xtot

=2(x+1)
—Az+5+2(5z+4)=23z+6)+1

El trabajo en la segunda seccion de la Actividad 2 se enfoca en las ecuaciones de primer

grado con dos incognitas, el objetivo especifico es la produccion de sentido, por parte de los
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estudiantes, de que las ecuaciones cuya forma canonica de la forma ax+by=c tienen

infinita cantidad de soluciones y pueden representarse mediante una recta.

1 Resuelve y grafica la siguiente ecuacion.

3x-5y=10

Ademas de los objetivos mencionados, encontramos en esta actividad la oportunidad de
identificar la competencia de los estudiantes en las transformaciones algebraicas necesarias
para la resolucion de ecuaciones y realizar una intervencion didactica en caso de que asi se

considere conveniente.

4.3.3 Actividad 3. MIAS y MAES para dotar de sentido a los SEL y su

solucidén.

El objetivo general de la Actividad 3 es la produccion de sentido respecto (i) del concepto de
sistema de ecuaciones como un conjunto de condiciones que pueden ser independientes en
su formulacion, pero que estan interrelacionadas en este objeto matematico y (ii) de su
solucién como el conjunto de valores que hace cumplir todas las condiciones o que valida la

igualdad de las ecuaciones.

Para el primer problema de esta actividad, el objetivo especifico es que el estudiante
encuentre la solucion mediante el método de inferencias analiticas sucesivas; sin el uso de
ecuaciones algebraicas, enfocandose en las condiciones y la propuesta de valores numéricos
que las satisfagan y priorizando el significado de la solucién como el par de valores que debe
validar las dos condiciones, en este caso, nunca se pierde el sentido del problema original,
siempre se trabaja en términos de las condiciones dadas en lenguaje natural y de valores

desconocidos que estan relacionados mediante las condiciones planteadas.

Problema 1. Una empresa de transporte de material para construccidn tiene
dos camiones. ElI camién A con capacidad de dos toneladas y el camién B
con capacidad de cuatro toneladas. El supervisor de la empresa quiere saber
cuantos viajes hizo cada camion ayer y la informacién que tiene es que se
transportaron 20 toneladas de material a una construccion y que ningin
camion viajé con menos de su capacidad.

¢ Cuantas soluciones tiene el problema? ¢ Cuéles son?



72 Capitulo 4

Preguntas para guiar a los estudiantes en caso de que no sepan como abordar el
problema:
¢ Qué es lo que queremos saber?
¢ Qué seria una solucion para este problema?
¢Cual seria una solucién?
¢Cuantos viajes tendria que haber hecho el camién A si el camién B no
hubiera hecho ningun viaje? ¢Y si el camién B hubiera hecho un solo viaje?
¢ Puedes hacer una tabla con las soluciones posibles? ¢ Cuantas son?
¢ Podemos saber con certeza cuantos viajes hizo cada camion?
Una vez expresadas las soluciones tabularmente se agrega la otra parte del
problema.
El supervisor sabe también que por cada viaje del camion A la empresa
cobra 2 mil pesos y por cada viaje del camion B 3 mil pesos, y encuentra una
copia de la factura en la que se muestra que el pago por los viajes fue de 18
mil pesos. Con esta nueva informacién, ¢puede resolver su problema?
Preguntas para guiar en el método de resolucion (MIAS)
Extiende la tabla que hiciste en la primera parte del problema, ¢Cuénto
habria cobrado la empresa en miles de pesos para cada una de las respuestas
de la tabla?
¢cuantas soluciones tiene el problema con la nueva condicion?
¢cual es la solucion?
Sintetizar la informacidn y hacer énfasis en que en la primera parte se tenia una
condicidn y dos valores desconocidos y que la segunda parte dio otra condicion.

El objetivo del segundo problema es que mediante el uso de valores numéricos identifiquen
las relaciones entre los valores desconocidos y las condiciones y el vinculo entre las

condiciones que determinan la existencia de una solucion.

Problema 2. Ana particip6 en un juego en el que debia responder 10 preguntas, por cada
acierto ganaba dos puntos y por cada error perdia un punto. Si al final Ana obtuvo ocho
puntos, ¢cuantos aciertos y cuantos errores tuvo?

Preguntas para guiar en el método de resolucién (MAES)

Considerando Unicamente que su resultado fue de ocho puntos ¢ cudl es la cantidad minima
de aciertos que podria haber tenido?

Con esa cantidad de aciertos ¢cuantos errores habria tenido?

Si hubiera tenido cinco aciertos, ¢cuantos errores deberia haber tenido?

¢Y para seis aciertos?

¢Cudl es la condicién que determina esas respuestas?

¢Cudl es la relacion entre la cantidad de aciertos y la cantidad de errores de acuerdo con
esa condicion?

Considerando que el juego consta de 10 preguntas, si Ana hubiera tenido un solo acierto,
¢cuantos errores habria tenido?

Si hubiera tenido dos aciertos ¢,cuantos errores habria tenido?
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¢,Cudl es la condicion que determina esas respuestas?
Si suponemos que la cantidad de aciertos es x y la cantidad de errores es y ¢Como

podemos expresar la primera condicién para relacionar las dos cantidades desconocidas?
¢ Como podemos expresar la segunda relacion entre las variables?
¢Podriamos resolver el problema si sGlo contdramos con una condicién?

El objetivo del tercer problema es que el estudiante se apoye en el razonamiento de los
problemas anteriores para obtener las ecuaciones que determinan el SEL al observar que el

proceso de encontrar la solucién mediante inferencias se vuelve complejo y poco practico.

Problema 3. Representa algebraicamente el siguiente problema: Hallar la

medida de los lados de un rectangulo cuyo lado mayor mide el triple que su

lado menor y cuyo perimetro es 73.6 unidades.

Preguntas para guiar en el método de resolucion.

¢,Cuéles son los valores desconocidos?

¢Cual es la primera condicion?

Escribela como una expresion algebraica.

Si el estudiante no puede plantearla:
Encuentra una solucidn para la primera condicién (encuentre una nueva
solucién hasta que pueda generalizar algebraicamente la condicion).
Realizar el mismo proceso para la segunda condicion y hacer notar que
en este caso encontrar las soluciones posibles seria un proceso
demasiado largo.

Para el cierre de esta actividad se analizan los SEL de cada uno de los problemas
cuestionando al estudiante sobre la posibilidad de que existan otros problemas que puedan

representarse mediante el mismo SEL y concluyendo que la forma algebraica es la

representacion de una familia de problemas.

4.3.4 Actividad 4. Sistemas de ecuaciones lineales en el SMS

Con esta actividad se pretende que el estudiante identifique los SEL en los diferentes sistemas
matematicos de signos que conforman el SMS que enmarca las actividades de ensefianza de
este modelo y que transite entre ellos mediante el reconocimiento de sus elementos. La
actividad consta de una serie de preguntas en las que se solicita al estudiante relacionar
sistemas de ecuaciones lineales mediante el reconocimiento de sus caracteristicas en

diferentes sistemas de signos; esto con el fin de reforzar el objeto mental de los SEL como
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un conjunto de ecuaciones que modelan condiciones relacionadas entre si, las cuales, pueden

ser representadas de formas diferentes.

En la Pregunta 1 se le presenta al estudiante un conjunto de SEL y de gréficas para que
relacione las correspondientes a través de la identificacién de elementos como la solucién
del SEL sin que tenga que graficar cada ecuacion. Se pide al estudiante que identifique la
solucion y se hace un analisis sobre las ventajas y desventajas del uso del sistema de ejes
coordenados para encontrar una solucion. Ademas, se le cuestiona sobre la posibilidad de
gue no siempre se crucen las rectas entre si.

1. Relaciona los sistemas de ecuaciones con la grafica correspondiente.

y=2x-2 y=2x-2 1 3
b — x4
) {x—yzl ) {x+3y=15 d) g 2 2
X+2y=5
() () : ()

El objetivo de la Pregunta 2 es que los estudiantes relacionen un problema
dado en lenguaje natural, con la representacion tabular de un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas, con lo cual se pretende que identifiquen las
relaciones y condiciones del problema y las relacionen con los valores
numéricos que cumplen con dichas condiciones.

2. Dado el problema:
Se tiene un rectangulo cuya altura mide 2 cm mas que su base y cuyo
perimetro es igual a 24 cm. Calcular las dimensiones del rectangulo.

¢ Cual de las siguientes parejas de tablas representa las condiciones del problema?
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En la Pregunta 3, el objetivo es que los estudiantes analicen el proceso inverso a la
modelacion algebraica para reforzar la comprension de las variables en las ecuaciones y del
SEL como un objeto matematico. Se pide a los estudiantes escribir un problema de enunciado
a partir de valores dados como solucion.

3. Escribe el anunciado de un problema cuya respuesta sean los siguientes
valores.

y=25
z=1

En la pregunta 4 se solicita a los estudiantes que relacionen tablas de valores numéricos con
SEL expresados algebraicamente. El objetivo es que identifiquen cuales condiciones son las
que cumplen las tablas presentadas. Tradicionalmente los estudiantes tabulan valores a partir
de las ecuaciones o los sistemas de ecuaciones como uno de los métodos para obtener
representaciones graficas. En esta pregunta se plantea el proceso inverso: se presentan tres
tablas de valores numéricos y se solicita identificar de una serie de opciones, el SEL que
representan. Dado que los estudiantes de la educacion Media Superior son competentes en el
proceso de tabular ecuaciones de primer grado con dos incognitas, consideramos que podrian
ser competentes en el proceso inverso, sin embargo, al ser un proceso no explorado, podria

presentarse un mecanismo inhibitorio.

En la Pregunta 5 se presenta un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas sin solucion
en el SSM del plano de ejes coordenados y se solicita al estudiante que escriba su
representacion algebraica y analicen la solucién del sistema en ambas representaciones. El
objetivo en esta pregunta es observar el analisis que el estudiante realiza sobre las
intersecciones de las rectas que representan el SEL, su competencia para representar las
ecuaciones lineales a partir de su representacion grafica y los procesos que llevaran a cabo

para tratar de resolver el sistema de tres ecuaciones con dos incognitas.
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4. ¢Cual es el sistema de ecuaciones lineales que corresponde a la siguiente terna de

tablas?
X Yy X Yy X Yy
10 14 12 0 0 0
11 13 13 1 3 1
12 12 14 2 6 2
13 11 15 3 9 3
14 10 16 4 12 4
15 9 17 5 15 5
16 8 18 6 18 6
17 7 19 7 21 7
18 6 20 8 24 8
19 5 21 9 27 9
X+y=24 X+y=24 X+y=24
a) X=y-12 b) x-y=12 c) x-y=12
x—3y=0 3X=y x—-3y=0

5. Escribe algebraicamente el sistema de ecuaciones representado en el
siguiente plano coordenado y resuélvelo. ¢ Qué puedes decir sobre la solucién
del sistema de acuerdo con la grafica? Y en el tratamiento algebraico, ¢qué

puedes decir sobre la solucién del sistema?

En la Pregunta 6 se presenta un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas y solucion

Unica en una representacion grafica parcial en la que no se muestra la interseccion de las

rectas que representan las ecuaciones del sistema. Se pretende observar si los estudiantes

intuyen que el SEL tiene solucion dado que las rectas no son paralelas y analizar la

competencia en el paso de la representacion grafica a la algebraica y el método de resolucion

0 la estrategia que usan para determinar la solucion.
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6. ¢Cual es lasolucion del sistema de ecuaciones lineales representado en la siguiente
gréfica?

4.3.5 Actividad 5. Clasificacion de SEL de acuerdo con su solucién.

El objetivo que se persigue con esta actividad es que el estudiante reconozca que existen SEL
sin solucidn, con infinitas soluciones o con solucién Unica. La actividad se divide en tres
secciones. En la primera seccion se identifica la solucion de un SEL. Con la primera pregunta
de esta seccion se pretende que el estudiante reconozca la solucion de SEL de dos ecuaciones
con dos incognitas en sus formas grafica y tabular. La actividad se realiza con el uso de una
aplicacion en GeoGebra (véase Figura 4.3), que es un software de geometria dinamica
(SGD).

1. Considera la siguiente como una forma general del sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas y realiza lo que se pide en cada inciso.

axX+by=¢
a,x+b,y=c,

a) Abre el archivo SEL_Solucionesl.ggh. Usa los deslizadores de la primera
ventana del archivo para definir el siguiente sistema de ecuaciones.

3x-4y =5
1
3x+y=10 @)
b) ¢Cuales son los datos en los que coinciden los valores en la representacion

tabular?
X = y=
c) ¢Enquécoordenadas se intersecan las rectas en la representacion grafica?
X = y=
d) Sustituye los valores en el sistema de ecuaciones. ¢Se cumplen las
igualdades? ¢ Qué significa que se cumplan o no las igualdades?
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El proposito con la Pregunta 2 de esta seccion es que el estudiante reconozca la solucion de SEL de
tres ecuaciones con tres incognitas en sus formas grafica y tabular.

2. Considera la siguiente como una forma general del sistema de tres ecuaciones
con tres incognitas y realiza lo que se pide en cada inciso.

ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,
axX+by+c,z=d,

a) Abre el archivo SEL_Soluciones2.ggb. Usa los deslizadores de la primera
ventana del archivo para definir el siguiente sistema de ecuaciones.

2X—y+2=2
X—-2y-52=5 1)
3X+y-2z=9

b) ¢Cuales son los datos en los que coinciden los valores en la representacion

tabular?
X = y= 7=

c) ¢En qué coordenadas se intersecan las rectas en la representacion gréafica?
X = y: zZ=
d) Sustituyan los valores en el sistema de ecuaciones. ¢Se cumplen las
igualdades? ¢Qué significa que se cumplan o no las igualdades?

El objetivo de segunda seccion es que los estudiantes identifiquen caracteristicas y patrones
en los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas sin solucion, con una o con
infinitas soluciones. En esta seccion se presenta a los estudiantes cinco SEL y se les pide que
los grafiquen mediante el SGD vy registren sus observaciones sobre cada uno de ellos en sus
formas algebraica, grafica y tabular. Finalmente, se les cuestiona sobre la imposibilidad de
encontrar otro numero de soluciones y sobre sus observaciones respecto de cada tipo de SEL
para sintetizar la informacion.

Usa el archivo SEL_Solucionesl.ggb para representar cada uno de los siguientes
sistemas de ecuaciones y registra lo que observas en cada uno de ellos.

y=2Xx-2 1 1 3
1. y=—x+1 y=—X+—
2X+y=-2 2. 2 3. 2 2
X—-2y=2 —X+2y=3
y=2x-2 {y:Zx—Z
4. :
3x—§y=15 bx—3y=6
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Representacion algebraica

Representacion gréafica

Representacion tabular

En la tercera seccion de esta actividad se propone a los estudiantes una serie de sistemas de
dos y tres ecuaciones lineales con dos y tres incognitas, entre los que hay SEL sin solucion,
con una solucién o con infinita cantidad de soluciones y se solicita a los estudiantes que
observen las caracteristicas de los SEL en su forma grafica mediante el SGD con el fin de

generalizar las posibilidades de los SEL respecto a su solucion encontradas en la seccién

previa.

1. Usa el archivo SEL_Solucionesl.ggb para representar cada uno de los
siguientes sistemas de ecuaciones y registra lo que observas en cada uno de
ellos.

6X+4y =22 x—2y =10 3x+2y =10
: b) )
3Xx+2y =38 —2X+4y=-20 X+ y=3
3x+5y=1 2X+y=7
3x—13y=-8 X+2y—-5z2=3 ¢ X+4y-2z=1
6x—26y =16 e) 13x—2y+3z=1 3X-2y-z=5
3x+5y=1

2x+4y-10z =15

Respecto al nimero de soluciones:

¢ Qué namero de soluciones es posible encontrar en sistemas de tres ecuaciones y dos
incognitas? ¢Como seria su forma gréfica?

¢ Qué numero de soluciones es posible encontrar en sistemas de dos ecuaciones con
tres incdgnitas? ¢ Como seria su forma gréfica?

¢ Qué numero de soluciones es posible encontrar en sistemas de tres ecuaciones con
tres incdgnitas? ¢ Como seria su forma gréfica?
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Figura 4.3 Interfaz para la observacion de SEL 2

X2 representaciones algebraica, grafica y tabular.

4.3.6 Actividad 6. Sistemas de ecuaciones lineales equivalentes.

Con esta actividad pretendemos la produccion de sentido respecto al concepto de sistema de

ecuaciones lineales equivalentes, su importancia para la resolucion de SEL mediante los SEL

escalonados y el reconocimiento de las operaciones que permiten obtener sistemas de

ecuaciones lineales equivalentes.

En la primera seccion de la actividad se propone a los estudiantes, a manera de introduccion,

una serie de preguntas relacionadas con las ecuaciones equivalentes, que les permita hacer

las conexiones intertextuales necesarias con el fin de tener una lectura mas eficaz del

concepto de SEL equivalentes. Se establece la importancia de las propiedades de la igualdad

para la resolucion de las ecuaciones y que |

a igualdad de cada ecuacién obtenida de esta

manera puede validarse mediante la misma solucién, por lo cual son equivalentes.

1. Responde las siguientes preguntas.

a) ¢Qué es la solucién de una ecuacion?
b) ¢Qué es una ecuacion equivalente?

c) ¢Cuales son las operaciones

gue podemos realizar sobre

una ecuacion para resolverla?

Si los estudiantes no pueden comunicar
obtener ecuaciones equivalentes, dar el

Dada la ecuacién
5x-2=2x+1

las operaciones que permiten
siguiente ejemplo:

@)

Sumar 2 a ambos miembros de la ecuacion. La ecuacion que se obtiene
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es:
5x=2x+3 )

Restar 2x a ambos miembros de la ecuacién original. La ecuacién que

se obtiene es:

3x=3 (3)

Encontrar la solucion de la ecuacion y comprobar que X =1 valida

D). @)y @E).

d) Dado que al evaluar la misma solucion las igualdades se
cumplen, ¢cdmo son entre si las ecuaciones obtenidas?

(Motivar que los estudiantes concluyan la definicion de ecuacion
equivalente en caso de que no la hayan respondido en el inciso b)

e) ¢Qué es un sistema de ecuaciones equivalente?

(Motivar que los estudiantes expresen adecuadamente la respuesta a la
pregunta.)

f) ¢Cuales son las operaciones que podemos realizar sobre
un sistema de ecuaciones para obtener un sistema de
ecuaciones equivalente?

(Plantear la pregunta solo para dar pie a la construccion de la
respuesta.)

En la segunda seccion de la actividad el estudiante debe probar diferentes operaciones sobre

algunos SEL, representar los resultados obtenidos en el archivo mediante el SGD cuya

interfaz se muestra en la Figura 4.3 y verificar que el resultado obtenido es un SEL

equivalente. Las operaciones son las siguientes:

2.

Escribe el siguiente sistema de ecuaciones en papel y en el archivo
SEL_eql.ggb para observar su forma grafica y tabular

3x—4y=2
X+2y=4
a) Toma nota de la solucidn del sistema.
b) Multiplica ambos miembros de una ecuacion por algin nimero.
c) Escribe el nuevo sistema de ecuaciones.
d) Define el nuevo sistema en el archivo y observa las formas gréafica
y tabular.
¢ Qué observas respecto a la solucion del sistema de ecuaciones?
¢ Qué se podriamos concluir de lo anterior respecto a los sistemas
de ecuaciones?
e) Suma las dos ecuaciones del sistema.



82

Capitulo 4

9)

Escribe un nuevo sistema de ecuaciones tomando el resultado de
la suma y sustituyéndolo por cualquiera de las ecuaciones.

Define en el archivo el nuevo sistema de ecuaciones y registra tu
observacién.

¢Qué observas respecto a la solucién del nuevo sistema de
ecuaciones?

¢Qué se podriamos concluir respecto al nuevo sistema de
ecuaciones y el original?

Considera nuevamente el sistema de ecuaciones.

b)

c)
d)

e)

3x—4y=2

X+2y=4
Usa los deslizadores para representarlo en el archivo
SEL_eql.ggb toma nota de la solucion del sistema.
Cambia el orden de las ecuaciones y escriban el nuevo sistema.
¢Como es el nuevo sistema con relacion al anterior?
Del nuevo sistema, multiplica por 2 la primera ecuacion y suma el
resultado a la segunda ecuacion.
Escribe un nuevo sistema de ecuaciones sustituyendo el resultado
de la operacion en cualquiera de las ecuaciones del sistema.
Usa el archivo para representar el nuevo sistema de ecuaciones y
registra tu observacion.

¢ Cudles son las operaciones que podemos realizar sobre un sistema
de ecuaciones para obtener un sistema de ecuaciones equivalente?

¢Cual es la caracteristica de un sistema equivalente en su forma
grafica?

Con el propo6sito de que el estudiante observe la conveniencia de estructurar los SEL en forma

escalonada para su resolucion, en la tercera seccion de esta actividad se presentan dos SEL

escalonados y se analiza que un objetivo de las operaciones elementales sobre el sistema de

ecuaciones es llegar a SEL con esta estructura.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

2) X+4y=12 X+2y—-z=-1
3y=6 b)y 2y+3z=9
11z =55
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4.3.7 Actividad 7. Método de reduccion gaussiana para la resolucion de
SEL.

El objetivo de esta actividad es que el estudiante sea competente en el uso de las operaciones
elementales por renglon para convertir un sistema de dos o tres ecuaciones con dos o tres
incdgnitas en un SEL escalonado y lo resuelva. Otro proposito, es que el objeto mental SEL
del estudiante le permita identificar la naturaleza de la solucion a partir de los resultados de

aplicar las operaciones por renglén para obtener un SEL escalonado.

En la primera seccion de esta actividad se solicita al estudiante que utilice operaciones
elementales sobre renglon para resolver dos SEL con solucion unica. EIl primero de dos
ecuaciones con dos incognitas y el segundo de tres ecuaciones con tres incégnitas. El

proposito es que se familiarice con las operaciones y con la forma de expresarlas.

1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones realizando
operaciones que te permitan obtener un sistema escalonado.

5x+3y =12 3x+6y-5z=0
4x+2y=10 b) X+Yy+22=9
2x+4y—-3z=1

2. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando las
operaciones elementales por renglén para obtener un sistema

escalonado.
2x+3y =11 b 6x+9y =12
4x+6y =8 4x+6y =8
7x-10z-7y=-3 3z2+y—-2x=8
C)ys—6z+2x—-4y=-1 d) y—Xx+z=-1
5x—-4z-3y=-2 —2X+22+2y=-2
2X—y—z=-1 2y -3x+4z=-1
e)s 4x-y+7z=-3 f)< 3z+y-2x=8
-2x+3y-5z=1 —SX+3y+7z=-7

La segunda seccion de esta actividad tiene como objetivo que el estudiante identifique los
SEL sin solucidn, con una solucién o con infinita cantidad de soluciones a partir de los

resultados obtenidos de escalonar SEL que se le presentan.
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En cada uno de los SEL se cuestionara al estudiante para identificar a partir de los resultados
que vaya obteniendo, cuando se trata de un SEL sin solucidn o con infinitas soluciones. En
el caso de SEL con infinitas soluciones la intervencion didactica estara encaminada a la
conformacidn de soluciones paramétricas como una generalizacién de la ecuacion lineal con
dos variables. Posteriormente se utilizard el SGD para obtener la forma grafica de cada uno

de los ejemplos y tener una relacion entre los SSM.

4.3.8 Actividad 8. EI método cartesiano para la resolucion de SEL.

El objetivo de la Actividad 8 es conjuntar las competencias y observar el modelo mental
construido hasta ahora por los estudiantes, para ello se requiere que usen el método cartesiano
para resolver mediante el método de reduccion gaussiana los SEL en caso de tener solucion

Unica, en caso contrario que identifiquen de qué tipo de sistema se trata y justifiquen.

En los primeros dos problemas de la actividad se requiere a los estudiantes la resolucion de
problemas de enunciado que pueden modelarse mediante sistemas de dos ecuaciones con dos

incognitas con solucidn unica.

Problema 1. En un examen de 100 preguntas, cada respuesta correcta suma
un punto y las incorrectas restan medio punto. La nota de un alumno es 7.15
sobre 10. Calcular el nimero de preguntas que contesté correcta e

incorrectamente.

Problema 2. Una empresa gastd $ 61 250.00 pesos en comprar un teléfono
a cada uno de sus 25 empleados. EIl proveedor le vendi6 a la empresa dos
modelos diferentes, uno a $ 3200y el otro a $ 1950 pesos. ¢ Cuantos teléfonos

de cada modelo compré?

Enseguida se presentan tres problemas de enunciado para ser resueltos mediante el MC. Los
tres sistemas presentan caracteristicas diferentes y tienen mas de dos ecuaciones o incognitas.
En el primer caso se presenta un problema de enunciado que puede modelarse mediante un
sistema de tres ecuaciones con dos incognitas sin solucion. En el segundo caso se presenta
un problema de enunciado que puede ser representado mediante un sistema de dos
ecuaciones, una con tres y la otra con dos incognitas. El tercer problema puede ser modelado

mediante un sistema con tres ecuaciones, dos de las cuales tienen tres incognitas y la otra,
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dos. El SEL tiene solucion unica. El proceso de intervencion didactica en esta actividad

consiste principalmente en recuperar las competencias logradas en actividades previas.

3. Unavidn dispone de 32 asientos en primera clase y de 50 asientos en clase

turista, cuya venta supone un total de 146000 pesos. En un vuelo se
vendieron 10 asientos en primera clase y 40 en turista, obteniendo un total
de 70000 pesos y en otro vuelo se vendieron 20 boletos de cada uno
obteniendo un total de 60000. ¢Cuél es precio de los asientos en cada
clase?

En el segundo trimestre del afio las ventas reportadas por una agencia de
autos fueron de 85 unidades entre automdviles familiares, sedan vy
deportivos. Se sabe que si se hubieran vendido nueve unidades mas de cada
tipo de auto se habrian vendido el doble de sedan que deportivos. ¢ Cuantos
automdviles de cada uno de estos tres tipos se vendieron?

Para hacer su mezcla especial, en una cafeteria combinan tres tipos de café
con los siguientes costos de compra: el café tipo A con un costo de 390
pesos el kilo, el tipo B con un costo de 420 pesos el kilo y el tipo C con un
costo de 450 pesos el kilo. Para hacer 20 kilos de mezcla especial invierten
$8235 pesos y la mezcla contiene 3 kilos més del tipo A, que del tipo B.
¢Qué cantidades de cada tipo de café se agregan a cada kilo de mezcla

especial?

4.4 Programa de actividades para el desarrollo empirico.

Como se ha explicado en las secciones anteriores, el desarrollo de la experimentacion directa

consta de dos partes: la etapa de la ensefianza controlada en la que se trabajara con un grupo

de estudiantes que cursan el Ultimo afio de ensefianza Media Superior y la etapa de entrevistas

con ensefianza en las que trabajara con un subgrupo seleccionado del primero. Pretendemos

que la etapa de la ensefianza controlada sirva a la vez como mecanismo de observacion y

clasificacion para seleccionar a los estudiantes para la etapa de entrevistas con ensefianza al

analizar sus actuaciones mediante el Modelo de cognicion. Por las condiciones actuales,

ambas fases se realizaran en un ambiente de trabajo virtual mediante una aplicacion de

comunicacion sincrona grabadas; a partir del anéalisis de las actuaciones de los estudiantes
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(sus interacciones en las sesiones de trabajo y sus respuestas a las actividades) se pretende
identificar los procesos de produccion de sentido y de conformacion de los objetos mentales
que constituyen el campo semantico relacionado con los SEL. El propio ambiente de trabajo
a distancia, que se integra al Modelo de comunicacién, sera un campo de experimentacion
gue esperamos no impida la adecuada aplicacion de las actividades del Modelo de ensefianza

y la apropiada observacion del desempefio de los estudiantes, sino que las enriquezca.

El protocolo para las entrevistas son las propias actividades que se propondran a cada uno de
los estudiantes y que se detallaron en la seccion 4.3.2, sin embargo, de acuerdo con las
actuaciones de los estudiantes pueden surgir variaciones en las intervenciones para lograr los
objetivos de cada actividad, las respuestas de los estudiantes a las actividades, asi como el
mecanismo de medicidn presentado en la seccion 3.2.2 serdn analizados e interpretados en
términos del MTL.



87

Capitulo 5

Andlisis de datos del desarrollo empirico

En este capitulo se describe el analisis de datos derivados de las sesiones de trabajo con los
participantes bajo estudio. El andlisis se realiza con base en el Modelo de cognicion descrito
en Capitulo 4. En el primer apartado de este capitulo se describen las caracteristicas de los
participantes, grado escolar, desempefio académico general y algunas particularidades

detectadas respecto a la forma de trabajar en la experiencia de aprendizaje.

Cada una de las tres secciones siguientes, se enfoca en un estudio de caso, cuyo analisis se
divide en subsecciones de acuerdo con las actividades del Modelo de ensefianza. La
descripcion de las actividades inicia con una sintesis de los momentos de produccion de
sentido y de desarrollo de competencias basadas en el intertexto de los estudiantes con
respecto a los SEL, el que posteriormente se desarrolla con detalle mediante imagenes o
dialogos de las entrevistas. En algunas de las actividades se incorpora el analisis de

tendencias cognitivas identificadas.

El primer estudio de caso que se describe se planificd para ser una experiencia piloto, por lo
cual existen algunas variaciones con respecto al trabajo con los otros participantes. En ese
caso, por ejemplo, se realiza la descripcion de adecuaciones al Modelo de ensefianza,

derivadas del propio desarrollo empirico.

5.1 Caracteristicas de los participantes

Durante la experiencia de ensefianza Vanessa estudiaba el Cuarto afio (primer ciclo de la
Educacién Media Superior) de la Escuela Nacional Preparatoria. La estudiante obtuvo
resultados académicos destacados en el nivel Medio Béasico. En la implementacién del
Modelo de ensefianza se evidencio por parte de la estudiante una forma tradicional de
aprendizaje. No participaba activamente y no respondia si no se sentia segura de tener las
respuestas correctas. En general respondia en forma de pregunta. La estructura de las

actividades y el método de entrevista con intervencion didactica la hacian sentir insegura y
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poco confortable a decir de la estudiante, ya que esperaba recibir informacion y procesos para

reproducirlos.

Por otra parte, Gabriel era estudiante del sexto afio de la Escuela Nacional Preparatoria
durante las semanas de la experiencia de aprendizaje. Se encontraba recursando la materia
de Matematicas V. Gabriel comento que sus dificultades en el area de matematicas se debian
a que los resultados de sus examenes no eran buenos. En general, Gabriel mostré confianza
en sus respuestas y un desempefio constante en los diferentes aspectos del Modelo de
ensefianza. No mostré tendencias o dificultades en alguna actividad o sistema de signos

particular.

Ana es una estudiante de alto desempefio académico en general y durante el desarrollo del
Modelo de ensefianza cursaba en ultimo afio (sexto) en la Escuela Nacional Preparatoria. Es
una estudiante comprometida. Expres6 no sentirse comoda con el tipo de preguntas no
ordinarias para las que no tenia respuestas inmediatas. En general respondia o preguntaba
con seguridad. Ana parecia estar mas familiarizada con las transformaciones algebraicas, por
lo que no parecia desarrollar competencias en otros SSM con la misma facilidad; sin
embargo, siempre se mostré con muy buena disposicion y atencion a cada paso del desarrollo

de la experiencia de aprendizaje.

5.2 El caso de Vanessa

5.2.1 Adecuaciones a las actividades derivadas de la prueba piloto

En el caso de Vanessa las actividades se implementaron a manera de prueba piloto. Los
objetivos fueron extendidos a identificar la existencia de instrucciones o enunciados cuya
redaccion pudiera producir ambigledades o confusiones respecto al tipo de respuestas
esperadas, identificar redundancias, obstaculos o dificultades generados por las propias
actividades para la consecucion de los objetivos didacticos del Modelo de ensefianza.
Particularmente, las dificultades derivadas de la modalidad del trabajo a distancia que

pudieran subsanarse mediante adecuaciones en las actividades del Modelo.

Una de las adecuaciones mas importantes es que la estructura de la experimentacion que se

establecia en dos etapas: una de ensefianza controlada y otra de entrevista con intervencion
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didactica, se redujo a la de entrevista con intervencion didactica, sin embargo, algunas de las
actividades de la primera etapa se conservaron incluyéndose como parte del Modelo de

ensefianza.

El objetivo planteado para la primera actividad de la etapa de ensefianza controlada en la
experiencia piloto era que los estudiantes formalizaran la resolucion de problemas de
enunciado que pueden modelarse como ecuaciones de primer grado mediante el uso del
Método Cartesiano. Consideramos, sin embargo, que implementar el uso del Método
Cartesiano durante la etapa previa al trabajo con los métodos MIAS y MAES en los sistemas
de ecuaciones no contribuye al objetivo general del modelo de ensefianza al no aportar
elementos al intertexto de los estudiantes que apoyen la produccién de sentido y que, por el
contrario, podria provocar que los estudiantes no usen las estrategias mas concretas aportadas
por el MIAS y el MAES. Derivado de este analisis se plante6 la posibilidad de eliminar la
actividad con la finalidad de hacer mas eficiente el trabajo a distancia. Es asi, como la
segunda actividad de la etapa de ensefianza controlada paso a ser la Actividad 1 de ocho

actividades del Modelo de ensefianza.

Por otra parte, las transformaciones algebraicas para la resolucion de ecuaciones de primer
grado y el trabajo con ecuaciones sin solucion y con infinitas soluciones son elementos que
no se consideraron en la version piloto del Modelo de ensefianza y que robustecen el objeto
mental de ecuacion lineal, por lo que se determiné agregar una actividad con este propdsito:
la Actividad 2 del Modelo de ensefianza (A2).

En el caso de A4S2 (Seccion 2 Actividad 2 de la etapa de entrevista) se identificd que dos de
los pares de tablas cumplian con las condiciones del problema (Figura 5.1), por lo que se

realizd una modificacion en esta seccion, para tener una respuesta Unica.

En A7 (Actividad 5 de la etapa de entrevista), cuyo objetivo es dotar al estudiante de
competencia en el uso de las operaciones elementales por renglén para resolver sistemas de
ecuaciones fue abordada con operaciones en pizarra electronica y papel. Sin embargo,
consideramos que las transformaciones algebraicas para la resolucion en esta actividad
podrian ser sustituidas por las aplicaciones SEL_Reduccion2.ggb y SEL_Reduccion3.ggb.

Esto se establecio en las instrucciones de A7.
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(Cuél de las siguientes parejas de tablas representa las condiciones del problema?
a x |y x |y b) x|y x|y c) x|y x|y
3 [ 1 1 [ 1] 3 11 NE 123
a | 2 2 | 10 2| a 2 | 10 2| a 2 | 22
5 3 3|3 3 5 3 9 3|5 3|
6| & e a|s a|s 4|6 4 |20
7 5 5 7 5 7 5 7 5 7 5 19
s |6 5|6 6| 8 5 | 6 6| 8 6 |18
s | 7 715 719 715 719 7 |17
10 8 8 4 8 10 8 4 3 10 3 16
1| 9 913 9 |1 913 3 |11 5 |15
12 | 10 10 2 10 12 10 2 10 | 12 10 | 14
o lu) ful afe) mEIREE
1] [12]w

Figura 5.1. item modificado con base en la experiencia piloto.
5.2.2 Actividad 1. Intertextualidad y produccion de sentido

En la Actividad 1 (Al), cuyo objetivo es que los estudiantes caractericen la ecuacion lineal,
la estudiante identifica ecuaciones y descarta expresiones mediante caracteristicas como
incégnitas e igualdad. A partir del desarrollo de la actividad se evidencia produccién de
sentido respecto a i) que un problema de enunciado que presenta una condicién y dos
cantidades desconocidas puede tener multiples soluciones (analisis mediante MIAS); ii) que
puede generalizarse en forma algebraica como una ecuacion lineal con dos variables vy iii)

que esas ecuaciones tienen infinita cantidad de soluciones.

En A1S1 la estudiante identifica y justifica a priori cuales de las expresiones son ecuaciones
e incluso resuelve las ecuaciones de primer grado con una incégnita en forma competente
(Figura 5.2).

i 3t=2=t+1

i) ¢Es una ecuacion? Si/No Justifica

iii) Resuelve si es posible.

St

| \ A
1nt \go CVMEMmIn100 ", JIa

My n

ii) Si es una ecuacién, sde qué tipo es?

»

",,an'l \“{»

- A 1
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Figura 5.2 Ejemplo de caracterizacion y resolucion de ecuaciones en A1S1 de Vanessa.

Ademas, en A5S2, mediante intervencion didactica, la estudiante identifica la infinidad de

soluciones de ecuaciones de primer grado con dos incognitas. Reconoce, ademas, la forma
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de modelar algebraicamente condiciones con dos cantidades desconocidas a partir de la

evaluacion de soluciones posibles, lo que podemos considerar como un estrato del MIAS

);1 so\lutone

(Figura 5.3).
a) ¢Cuantas soluciones tiene el problema? ;Cuales son? (combinaciones posibles)
; - 71\ itnt
3 )\ ) {\ Yoda\es

0 60 \ 20

1 i)(-i, { ) 4 (2 20

{5 Hy <
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d) ¢Cuantas soluciones tiene esa expresion?

—
Tient whini {a ynivdad de Sologones

c) ¢Cudl es la expresion algebraica que representa el problema? ;Qué tipo de expresion es?

Figura 5.3 Desarrollo de A1S2 de Vanessa.

La estudiante identifica en AL1S5 algunas de las caracteristicas de las ecuaciones, sin

embargo, se limita a las ecuaciones con una incdgnita y se enfoca en la resolucion, lo que

evidencia que su intertexto con respecto a las ecuaciones no se modifico de forma tan

determinante por lo analizado en la actividad, sino que esta centrado en encontrar un valor

desconocido (Figura 5.4).

componen.

2. Describe ampliamente qué es una ecuacion y cuales elementos la

Figura 5.4 Respuesta en A1S5 de Vanessa.

Previo al desarrollo de A1S3 se realizd una sesién para explicar diferentes formas para

graficar ecuaciones de primer grado con dos incognitas en el SSM del plano de ejes
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coordenados y para relacionar las graficas con las ecuaciones y viceversa. La estudiante

demostro ser competente en estos procesos en las actividades subsecuentes.

5.2.3 Actividad 3. Intertextualidad y produccion de sentido

En la experiencia piloto, la Actividad 3 (Actividad 1 de la etapa de entrevista) consistié en
tres problemas, el primero enfocado en el uso del MIAS, el segundo para la aplicacion del
MAES vy el tercero en la competencia en el uso del MC. En cada caso la estudiante identificd
las cantidades desconocidas. Encontramos, ademas, produccion de sentido mediante una
intervencion didactica respecto al hecho de que para encontrar una solucion Gnica en un
problema con dos cantidades desconocidas se requieren dos condiciones; que esas
condiciones pueden expresarse en términos de las cantidades desconocidas generalizadas
mediante un sistema de ecuaciones en el que la solucidn es comun a las ecuaciones; ademas,
la estudiante identificd que para encontrar las soluciones que cumplen las condiciones de un
problema de enunciado existen diferentes alternativas, como el analisis de inferencias

sucesivas o el uso de valores concretos como auxiliares para modelar algebraicamente.

En A3P1, cuyo objetivo es el uso del MIAS para la resolucion de un problema de enunciado,
la estudiante utilizé el método con apoyo de la investigadora y encontré las soluciones del

problema mediante un analisis sucesivo de valores (Figura 5.5).

~ £y 4 LU
y = O J
5 4 5 4 s,

]!]‘,1‘{%‘1)1‘!4\:’7 p ) 9 : .

21U 4 413)=02

~
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Figura 5.5 Desarrollo en A3P1 de Vanessa.

La estudiante identific las cantidades desconocidas y encontrd, mediante intervencion

didactica, las respuestas posibles a una de las condiciones y las analiz6 en forma sucesiva
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para encontrar la respuesta a la segunda condicion y al problema. Sin embargo, al inicio,
propone plantear una ecuacién como respuesta a la pregunta de cuél podria ser una solucion
al problema (se pretende que indique una combinacion de valores numéricos que cumplan la
condicion), lo que nos plantea la posibilidad de un obstaculo generado en la Actividad 1 de
la etapa de ensefianza controlada (actividad eliminada después de la experiencia piloto), en
la que directamente se usa el Método cartesiano para la resolucion de problemas de primer

grado con una incognita.

L1 I: ¢Cual seria una solucion para el problema? [A3P1]
L2 V: ..eeeh... jhacer una ecuacion?

El proceso en A3P2 (en el que se pretende el uso del MAES) para encontrar las ecuaciones
a partir de explorar valores fue un proceso lento y confuso para la estudiante, por lo que hubo
mas intervencion de la investigadora de lo pretendido; esto nos llevo a considerar reforzar el
método mediante la introduccion de un nuevo problema de enunciado. Sin embargo, la
estudiante es, en esta etapa de la experiencia, competente en la aplicacion de los métodos de

resolucion de sustitucion, igualacion y eliminacion por suma y resta. (Figura 5.6).

A= v {a 1 ¥ w“ 4 \ \ -N=9
b | caniid \ ATL IR x 44 - |
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2 2053 + D (2) 3

Figura 5.6 Desarrollo en A3P2 de Vanessa.

En el problema A3P3 cuyo objetivo es el uso del Método Cartesiano, la estudiante identifica
las cantidades desconocidas (Figura 5.7), pero no logra establecer sin intervencion las

relaciones expresadas mediante condiciones para modelar las ecuaciones.
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Figura 5.7 Inicio de A3P3 de Vanessa.

L3 I: Esta condicidn seria que el lado mayor mide el triple que el lado menor. En
términos de equis y ye, ¢como lo establecerias?

[...]

L4 V: ¢Como tres equis?

L5 |I: Tres equis ¢igual a qué?

L6 V: ¢Al perimetro?

Para que la estudiante lograra establecer las relaciones y las ecuaciones fue necesario regresar
a un estrato del MAES.

L7 1: ¢qué te parece si le damos un valor? Digamos que ye vale cinco. ¢Cuanto
valdria equis?

L8 V: Quince.

L9 I: Quince, muy bien. ¢Qué fue lo que hiciste?

L10 V: Lo multipliqué tres veces lo que valia ye.

L11 I: Exacto porque tres veces lo que vale ye es igual a lo que vale equis, ¢cierto?

L12 V:Aja.
L13 1: Ahora dime como lo pondrias aqui [sefiala la igualdad].
L14 V: 3y=x

Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 3

En la resolucién de A3P3, identificamos una tendencia en el proceso de modelar
algebraicamente problemas de enunciado, que consiste en combinar elementos de diferentes
condiciones y relacionarlos en forma no adecuada en una sola ecuacion (L3-L6), derivado,
posiblemente del trabajo con problemas de enunciado modelados con una ecuacion de primer
grado con una incégnita. Consideramos este hecho como un caso particular de las Tendencias
Cognitivas 2 y 5 (TC2, TCb), esto es, la dotacion de un sentido intermedio al realizar la
lectura en un estrato del lenguaje que no le permite resolver la situacion problematica. En
general observamos que los problemas de enunciado cuyo proceso de resolucidn consiste en

modelar algebraicamente representan un mecanismo inhibitorio para los estudiantes (TC8).
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5.2.4 Actividad 4. Intertextualidad y produccion de sentido

Durante el desarrollo de la actividad identificamos evidencia de que, con intervencion
didactica, hubo produccion de sentido con respecto a la representacion de los SEL en
diferentes SSM que conforman el sistema matematico de signos, asi como la relacion entre
ellos; la estudiante relaciond, por ejemplo, sistemas de ecuaciones con sus representaciones
en los SSM del plano de ejes coordenados y tabular con valores numéricos. Ademas, la

estudiante identificé la solucion en la representacién grafica para sistemas con dos variables.

En el caso de A4S1 la estudiante fue competente en relacionar los sistemas de ecuaciones
con las graficas correspondientes (consideramos que se incorpor6 a su intertexto desde la
Actividad 1), incluso identific6 que las soluciones de cada SEL en el SSM del plano
cartesiano podrian ser otra forma de establecer la relacién, sin embargo, no ha tenido
informacion sobre la solucion de los SEL en el plano, por lo que su intertexto con relacion a
la solucidn la lleva a hacer la lectura de que las intersecciones con los ejes son la solucién
del SEL, derivado, posiblemente, de la obtencidn de raices de funciones en forma gréfica, y

no le permite identificar las coordenadas del punto que representan la solucion.

L15 I: Aqui lo que hiciste fue ir revisando que cada una de estas ecuaciones
estuviera representada en una de las gréficas, ¢cierto?

L16 V: Si.

L17 I: Muy bien. ¢Ta crees que podrias encontrar otra manera de comprobar
cuales de estas graficas corresponden con estos sistemas de ecuaciones?

L18 V: Tal vez si obtenemos cuanto vale ye y equis.

[...]

L19 I: Digamos que en esta gréafica yo te dijera ¢cudl es la solucién del sistema de
ecuaciones representado en esta grafica? Nada mas con ver la grafica ¢qué me
dirias? Seria éste, o éste o éste... [se sefialan varios puntos de interseccion con los
ejesy la interseccion entre las rectas].

L20 V: Viendo en qué parte de la recta cruza, ¢de las ye y de las equis?

Mediante intervencion didactica, la estudiante identificd en A4S1, que la interseccion de las

dos rectas es la solucion del SEL.

L21 I: [sefialando un punto de una de las rectas] Este punto que estd aqui es
solucion de la recta azul, ¢es solucion de la recta verde?
L22 V: No.
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L24 1: No, porque no forma parte de la recta verde. [Sefialando otro punto de una
de las rectas] Este otro punto es solucién de la recta azul, ¢es solucion de la recta
verde?

L25 V: No.

L26 I: Pero hay un punto de la recta azul que también es solucién de la recta verde,
¢cudl seria ese punto?

L27 V: ¢(En donde se cruzan?

En A4S2 la estudiante no logra identificar las tablas que representan las condiciones del
problema sino hasta la intervencion de la investigadora, mediante preguntas que le hicieran
relacionar los valores numéricos con las condiciones del problema. En A4S3, la estudiante
no es competente en el proceso de plantear un problema de enunciado cuyo modelo

algebraico corresponda con el solicitado.

En A4S5 se debe escribir en forma algebraica el SEL representado en el SSM del plano de
ejes coordenados y la estudiante lo hace en forma competente, sin embargo, de acuerdo con
la secuencia de las actividades aun no se han analizado las transformaciones algebraicas que
permitan al estudiante resolver este tipo de SEL, por lo que consideramos que el enfoque
deberia estar en el SSM del plano de ejes coordenados una vez que se haya abordado la
solucion en este SSM. Aln con las limitaciones mencionadas, durante el desarrollo la

estudiante concluyd, derivado del analisis, que el sistema de ecuaciones no tiene solucion.

[Una vez que se ha obtenido la solucién para dos de las tres ecuaciones del sistema]
L28 I: Si el sistema tiene tres ecuaciones y la solucidon de dos ecuaciones no se
cumple para la ultima ;qué quiere decir para el sistema de ecuaciones? [...] ;Qué
se te ocurre que pasa con la solucion de ese sistema de ecuaciones? ¢Hay solucion?
L29 V:(No?

La estudiante no logra trasladar el resultado algebraico al SSM del plano sin la intervencién

de la investigadora.

L30 |I: El &lgebra nos dice que no hay solucion, ¢qué nos dice el plano?

[La estudiante se queda pensativa varios segundos]

L31 I: ¢Cual fue el punto que encontramos como solucién de las dos primeras
ecuaciones? ¢qué era? ¢equis igual a qué y ye igual a qué?

L32 V: equisigual aunoy ye igual a cero.

L33 1: ¢donde esta ese punto?

L34 V: ¢En donde se cruza la recta rojay azul?

L35 |I:[...] ¢ese punto es solucién de la recta verde?
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L36 V: No.

L37 I: ¢Entonces qué podemos decir de este sistema que estd aqui representado
graficamente?

L38 V: Que solo esas dos rectas tienen... jesa solucion?

L39 I: Solo esas dos rectas tienen la misma solucion, pero es un sistema de tres,
entonces para el sistema de ecuaciones ¢,qué quiere decir?

L40 V: [Piensa varios segundos. No responde.]

[...]

L41 I: Como tiene tres ecuaciones entonces no podemos hablar en términos de dos
ecuaciones. Entonces respecto a la solucion de este sistema de ecuaciones, ¢qué
podemos decir?

L42 V: ;Qué no tiene?

L43 1: Si, que no tiene solucion.

S. Escribe algebraicamente el sistema de ecuaciones representado en el siguiente |
plano coordenado y resuélvelo. ;Qué puedes decir sobre la solucién del
sistema de acuerdo con la gréfica? Y en el tratamiento algebraico, ;qué
puedes decir sobre la solucion del sistema?
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Figura 5.8 Desarrollo de A4S5 de Vanessa.

Finalmente, la estudiante identifica la condicion en el SSM del plano de ejes coordenados

para gue el sistema de tres ecuaciones con dos incognitas tenga solucion.

L44 |: ¢Por dénde tendria que pasar la recta verde para que el sistema si tuviera
solucion?

L45 V: mmmbh, en donde esta... bueno, tendria que cruzar junto con las dos rectas
azul y roja.
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En A4S6 la estudiante no identifica, en primera instancia, que el sistema presentado en el

SSM del plano de ejes coordenados tiene solucion.

L46 1:[...] Es de dos ecuaciones ¢cierto?
L47 V:Si.

L48 1: ¢ Ta crees que tenga soluciéon?

L49 V:mmmh ¢no?

6. ¢Cual es la solucion del sistema de ecuaciones lineales representado en i
la siguiente grafica? .
o q=aAyv+M
M Be 2
AxaY=5%x-2
ey =2 = 2(2)%9
—— —— '
3 r Y ' gt . Gy -~ o
| e V. ’
{ ' ]
i X =+2 |

Figura 5.9 Desarrollo de A4S6 de Vanessa.

Mediante intervencion, una vez que se representan algebraicamente las ecuaciones y se

resuelve el SEL, la estudiante identifica la solucion.

5.2.5 Actividad 5. Intertextualidad y produccién de sentido

Mediante intervencion didactica en el desarrollo de las actividades, al finalizar A5, el
intertexto de la estudiante con respecto a la representacion de los SEL en diferentes SSM le
permite identificar las caracteristicas de los SEL de hasta tres ecuaciones e incdgnitas, sin
solucidn, con una, o con infinitas soluciones, lo cual se evidencia en su discurso al responder
los cuestionamientos con los que se lleva a cabo la intervencién para la resolucién de las

actividades.

En A5S1a, se evidencia que se ha logrado incorporar a la red intertextual de la estudiante,
con relacion al SSM del plano de ejes coordenados, los elementos para identificar en forma
competente que la interseccion de las rectas que representan las ecuaciones del SEL es la
solucién del sistema, a diferencia de lo evidenciado al inicio de A4. Ademas, identifica que
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los valores en los que coinciden las parejas de numeros de las tablas que representan una

seccion del SEL coinciden con la interseccién de las rectas.

L50 I: ¢Recuerdas como dijimos que reconociamos la solucion en un sistema de
dos ecuaciones con dos incégnitas? En el plano, ¢como reconocemos donde esta la
solucion?

L51 V: ¢Cuando se intersecaban las rectas?

L52 I: Muy bien, ¢ddnde se intersecan aqui las dos rectas?

L53 V: En equis ceroy ye menos dos.

L54 1: ;Y qué observamos en la parte tabular? ¢Ddnde coinciden los valores de
las tablas?

L55 V: En equis ceroy ye menos dos.

En A5S1b, la estudiante identifica las caracteristicas del sistema de dos ecuaciones con dos

incdgnitas sin solucién en los tres SSM.

L56 I: Vamos a observar primero la parte grafica, ¢como son esas rectas?

L57 V: ¢;Paralelas?

L58 I: Son paralelas, ¢eso quiere decir que vamos a encontrar una solucion en la
parte grafica?

L59 V: No.

[...]

L60 1:Y en la parte tabular ¢qué pasa? ¢Podemos encontrar dos valores que sean
coincidentes en las dos tablas?

L61 V: No.

[...]

L62 I: En la parte algebraica ¢ qué pasa? Observa por favor los coeficientes. ¢ Qué
pasa si cambio todos los signos de la primera ecuacion?

L63 V: Igual a los coeficientes de la otra ecuacion.

L64 1: Pero del lado derecho ¢qué pasaria?

[...]
L65 I: Los coeficientes de equis y de ye son...
L66 V: Iguales

L67 1:Y el del lado derecho es...
L68 V: Diferente.

La estudiante identifica las caracteristicas del sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas

(A5S1c) con infinitas soluciones.

L69 1I: Ve lo que va pasando ¢si lo puedes observar? Cuando me voy acercando y
luego llego a tres, ¢que pasa?
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L70 V: Se vuelven uno.

L71 I: Las dos rectas se vuelven una.

[...]

L72 1. ¢Y cémo son las tablas?

L73 V: También iguales.

L74 1: Eso quiere decir que ¢en cuantos puntos coinciden estas rectas?

L75 V: ¢(Entodos?

L76 1: ¢ Eso quiere decir que cuantas soluciones tenemos? ... ;Cuantos puntos tiene
una recta?

[...]

L77 1. ¢ Te acuerdas que habiamos platicado cuantos puntos tiene una recta?

L78 V: Muchos

L79 1: Muchos, infinita cantidad de puntos. Entonces, ¢cuantas soluciones tendria
este sistema de ecuaciones?

L80 V: ¢lInfinita?

Con los ejemplos siguientes de la actividad se pretende reforzar el objeto mental de SEL con

respecto a la naturaleza de su solucion.

L81 I: Entonces tenemos tres casos, no sé si ya los pudiste identificar, tenemos tres
posibilidades cuando tenemos un sistema de ecuaciones, ese sistema de ecuaciones
puede tener una solucién, y si las rectas son paralelas, ¢ cuantas soluciones tiene?
L82 V: Ninguna.

L83 I: Y si las rectas coinciden entre si, ¢ cuantas soluciones tiene?

L84 V: ¢Infinitas soluciones?

La estudiante identifica que el SEL A5S3a no tiene solucidn con base en una inspeccion de
sus caracteristicas en su forma algebraica; esto es, sin resolverlo y sin observarlo en otros
SSM.

L85 1: ¢Entonces como serian las rectas?

L86 V: ¢ Paralelas?

L87 I. Paralelas, muy bien, exactamente, eso quiere decir que ese sistema de
ecuaciones asi simplemente con ese andlisis podemos decir qué cosa respecto a su
solucién, ¢vale la pena intentar resolverlo?

L88 V: No.

L89 1I: ¢Por qué razon?

L90 V: No tiene solucion.

La estudiante identifica a partir del SSM del plano de ejes coordenados, que el sistema de

tres ecuaciones con dos incognitas A5S3b, de dos rectas coincidentes, si tiene solucion.
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L91
L92
L93
L94
L95

I Platicame, ¢qué pudiste observar en GeoGebra?

V: Bueno, puse que dos rectas se volvian la misma y la otra se intersecta con

las dos rectas que se unieron.
I: Ok, este sistema, ¢tiene solucion o no tiene solucion?
V: Si.

En el SEL A5S3d de dos rectas paralelas y una transversal, la estudiante identifica que no

tiene solucién y que, ademas, aungue no existan rectas paralelas, si las tres rectas no

coinciden en un punto el SEL no tiene solucién.

L96 1. ¢(Qué me puedes decir con respecto a la solucion de este sistema de
ecuaciones? [Figura 5.10] ¢ Tiene solucion?

L97 V: No.

L98 I: No tiene solucion, ¢por qué no tiene solucion? Es decir, ¢qué nos dice esta
parte grafica que te hace pensar que no tiene solucién?

L99 V: ¢Las rectas paralelas?

L100 I: Ok. ¢Qué pasaria si las rectas no fueran paralelas? Si por ejemplo esta
azul, digamos que fuera asi [Figura 5.11]. ¢ Alli tenemos solucion para el sistema de
ecuaciones?

L101 V: No.

L102 1I: No tenemos solucion, ¢por qué no tenemos solucién?

L104 V: Porque ninguna de las tres [rectas]se juntan en un mismo punto.

X 4
e
b,=-13 2
®
iy =1] . /
b,=5

Figura 5.10 Desarrollo de A5S3d en VSEL_Solucionesl

N4y =7

mi3x- 13y =8 bo=-13

.

Figura 5.11 Opcion a A5S3d en SEL_Solucionesl
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En A5S3e, sistema de tres ecuaciones con tres incognitas (Figura 5.12), la estudiante

identifica que el SEL no tiene solucion.

L105 I: ¢Que es lo que pasa? ¢ Tenemos solucion aqui? [Figura 5.12]
L106 V: No.

L107 I: Hay dos planos en este caso que son ¢como?

L108 V: Paralelos.

3
3x 3 1
+
10 15
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. °
. °
h= °
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b

Figura 5.12 Desarrollo de A5S3e en SEL_Solucionesl.

La estudiante identifica que para un SEL de dos ecuaciones con tres incognitas no hay

posibilidad de tener solucién unica.

L109 I: Voy a empezar a moverlos [Mueve los planos]. ¢Qué observas alli que se
forma? Si los planos no son paralelos ¢que se forma?

L110 V: Una recta.

L111 I: Exactamente, una recta. ¢Hay manera de que se forme un punto?

L112 V: No.

L113 I: Entonces, ¢hay manera de que si yo tengo un sistema de dos ecuaciones
con tres incognitas yo tenga solucion unica?

L114 V: No.

5.2.6 Actividad 6. Intertextualidad y produccion de sentido

Durante el desarrollo de la actividad hubo produccion de sentido con respecto a las
caracteristicas de las ecuaciones y los sistemas equivalentes y se cumplieron los objetivos
respecto al reconocimiento de las operaciones que permiten obtener sistemas de ecuaciones

lineales equivalentes.

Al inicio de la Actividad 6 (A6), cuyo objetivo es identificar las operaciones que permiten

obtener sistemas de ecuaciones equivalentes, la estudiante no fue competente para definir o
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reconocer ecuaciones equivalentes; su red de relaciones intertextuales con respecto al objeto
matematico ecuacion, no le permitio hacer una lectura apropiada en lo relacionado con la
equivalencia de ecuaciones, lo que nos hace presumir que, en el proceso de aprendizaje de la
resolucion de ecuaciones de primer grado con una incognita, no tuvo un acercamiento al

concepto.

[Tras plantear la ecuacion 2X+3=5 y comprobar la solucién]

L115 I: En general ¢Qué es una ecuacion equivalente?

[La estudiante piensa unos segundos.]

L116 I: ;Te suena mds o menos? ;Recuerdas...?

L117 V: No mucho.

L118 I: Qué tal si yo te digo, por ejemplo, la ecuacion 2x =2y te pregunto si esta
ecuacion es equivalente a esta [ 2X+3=5]. ¢ T0 qué me dirias?

L119 V: No.

Al terminar la actividad la estudiante puede identificar las operaciones que pueden realizarse

sobre un SEL para encontrar un sistema equivalente.

L120 I: ¢Cuéles son las operaciones que podemos realizar sobre un sistema para
encontrar un sistema de ecuaciones equivalente?

[...]

L121 V: ¢Multiplicacion?

L122 I: ¢Multiplicar qué cosa?

L123 V: ¢Un namero cualguiera una de las ecuaciones?

L124 I: Aja. Multiplicar por un nimero cualquiera toda una ecuacion. ¢ Qué mas?
L125 V: Sumar las dos ecuaciones.

L126 I: ¢Y qué hacer con la suma? Porque sumar solamente no nos da un sistema
equivalente. Ya las sumamos y ¢qué hacemos con esa suma?

L127 V: Sustituirla por alguna de las ecuaciones.

L128 I:Y ¢qué otra cosa podemos hacer y que no nos altera el resultado?

L129 V: Laultima ¢ Te acuerdas? La ultima cosa que hicimos.

L130 I: ;Cambiar el orden?

5.2.7 Actividad 7. Intertextualidad y produccién de sentido

Uno de los objetivos de la Actividad 7 es la integracion del método de Gauss al intertexto de
los estudiantes, de lo cual observamos evidencia, en el caso de Vanessa, a partir de la segunda

seccion de la actividad, en la que, ademéas, mediante intervencion, se observa que la
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estudiante identifica los resultados de las transformaciones algebraicas caracteristicos de SEL

sin solucién y con infinitas soluciones.

En la primera seccion de la actividad se hace una intervencion para explicar del método de

Gauss para la resolucion de SEL.

En A7S2a la estudiante identifica que un SEL no tiene solucion al encontrar en su resolucion

una expresion del tipo 0=c.

L131 I: Entonces la segunda ecuacion seria 0=-14, ;/y eso qué significa para
nuestro sistema de ecuaciones? ¢ Qué pensaste respecto a una ecuacion 0=-147?
L132 V: ¢Que no es posible?

L133 I: Que no es posible y por lo tanto...

L134 V: No tiene... ;jsolucion?

En la resolucion de las ecuaciones la estudiante aplica en forma competente el método de
reduccion, por lo que se observa que el proceso empieza a formar parte de su objeto mental

de sistema de ecuaciones.

[Para determinar la nueva ecuacion 2 del SEL (Figura 5.13)]

L135 I: ¢Qué hiciste? Platicame.

L136 V: Multipliqué por dos la ecuacion uno.

L137 I: Por dos la ecuacién uno ¢y qué mas?

L138 V: Y después puse menosy multipliqué por tres la ecuacion dos.

b X+q =12 28 bx+ =12
4x2by= B

Figura 5.13 Desarrollo de A7 de Vanessa.

Al obtener la expresion 0=0 y manipular algebraicamente las ecuaciones y obtener dos

ecuaciones iguales.

L139 I: ;Cbmo son estas ecuaciones?

L140 V: Iguales.

L141 1:Y graficamente ;cOmo se verian?

L142 V:Como una sola.

L144 I: Como una sola recta ok. Y una sola recta ¢,cuantas soluciones tiene?
L145 V: Infinitas.
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Debido a que después del trabajo desarrollado con Vanessa se tomd la decision de que una
parte de la Actividad 7 se realizara con apoyo del SGD GeoGebra, algunos de los SEL de la
actividad se modificaron para obtener mejores resultados de la experiencia con la herramienta
digital.

5.2.8 Actividad 8. Intertextualidad y produccion de sentido

El objetivo de A8 es englobar y recuperar, mediante la resolucion de problemas de enunciado,
todos los elementos sobre los SEL y su solucion analizados en actividades previas. En el
desarrollo de la actividad se evidencia la produccion de sentido respecto a la resolucion de
los SEL mediante el método de Gauss, incluso aquellos sin solucion o con infinitas soluciones
y haciendo uso de la incorporacion de la representacion grafica de los SEL. En general, en el
desarrollo de la actividad con Vanessa fue necesario el uso de valores concretos para la
modelacion algebraica de los problemas, particularmente mediante estratos del MAES que
permitian evaluar o generar propuestas de ecuaciones. Sin embargo, la estudiante mostro
competencia en el proceso de resolucion de los SEL vy la transferencia de los resultados a las

condiciones del problema original.

En A8P1 la estudiante identifica las cantidades desconocidas en el problema y logra mediante

un estrato del MAES proponer dos ecuaciones para representar las condiciones.

L146 1. ¢Qué podemos encontrar aqui como condiciones?

L147 V: Que fueron 100 preguntas en total.

[...]

L148 1: ¢Como puedo expresar esa otra condicién como una ecuacién algebraica?
o de manera algebraica, ¢cOmo represento esto?

L149 V: Como equis menos ye sobre dos...

L150 I: equis menos ye sobre dos, igual a...
L151 V:715

Antes de la intervencion, la estudiante no logra identificar las operaciones sobre renglén

necesarias para convertir el SEL en un sistema equivalente escalonado.

L152 I: Entonces hay que convertir este sistema de ecuaciones a una forma
escalonada o eliminar la equis de esta segunda ecuacion, entonces, ¢cOmo hariamos
eso? Es decir, la ecuacion dos, ahora seria ¢como?

[La estudiante no responde.]
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L153 I: Si te fijas aqui el coeficiente es uno, lo Gnico es que tienen el mismo signo,
entonces para que al sumarlos nos de cero, los signos tienen que ser diferentes ¢qué
se te ocurre que podamos hacer aqui para que los signos sean diferentes al trabajar
con la ecuacion uno y la ecuacién dos?

L154 V: ¢Cambiarle el signo?

L155 I: Aj&, ¢a cual se te ocurre que podamos cambiarle el signo? Puede ser a
cualquiera, pero la que tu me digas.

L156 V:mmmh ¢a equis?

En A8P2 la estudiante identifica las transformaciones necesarias para escalonar el SEL, sin
embargo, una vez realizado este proceso, tiene dificultades para resolver la segunda ecuacion
del SEL equivalente, con solo una incégnita (Figura 5.14), situacion que supera mediante

intervencion.

L157 I: Entonces ¢que se te ocurre que podamos hacer con este sistema para
resolverlo de manera escalonada?

L158 V: ¢A laecuacion uno multiplicarla por menos tres mil doscientos?

[...]

L159 I: Entonces seria equis mas quince igual a veinticinco. Entonces, ¢equis vale
cuanto?

L160 V:¢1.6?
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Figura 5.14 Desarrollo de A8P2 de Vanessa.

En A8P3, sistema de tres ecuaciones con dos incdgnitas, una vez identificadas las cantidades
desconocidas la estudiante asume que una de las condiciones implica sumar ambas
cantidades desconocidas, posiblemente por una generalizacion de los problemas previos o

por la forma en la que se expresan las cantidades desconocidas (Figura 5.15).
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Figura 5.15 Identificacion de cantidades desconocidas de A8P3 de Vanessa.

L161 I: Nosotros sabemos que el precio de los asientos de primera [clase] es equis
y el precio de los asientos en turista es ye, y sabemos que si se venden todos nos da
146 mil pesos, entonces, esa seria nuestra primera condicion. Entonces, ¢como la
podemos expresar?

L162 V: ¢equis més ye?

Mediante la intervencién de la investigadora, que induce la aplicacion de un estrato del

MAES, la estudiante produce sentido a la lectura y logra aproximar las ecuaciones.

L163 I: Digamos que el precio fuera de mil y vendi dos, ¢qué cantidad de dinero
tendria si hubiera vendido dos?

L164 V: Dos mil.

L165 I: Es decir la cantidad de asientos vendidos en primera clase la tengo que
multiplicar por el precio por asientos entonces ¢,como puedo expresar que vendi 32
asientos en primera clase?

L166 V: ¢32equis?

L167 I:ok... mas...

L168 V: 50 equis, jNo! Ye. Igual a 146 mil.

Una vez que se ha encontrado la soluciéon para el subsistema formado por dos de las
ecuaciones se pide a la estudiante reflexionar sobre el sistema de ecuaciones en el SSM mas

concreto del plano de ejes coordenados.

L169 I: ¢De qué manera nosotros podemos asegurar gque este sistema de ecuaciones
que esta conformado por cuantas rectas?

L170 V: Tres.

L171 I ... jconformado por tres rectas tiene solucion? ;Te acuerdas? ;Como
deciamos que un sistema de tres rectas tiene solucion?

L172 V: ¢Cuando las tres se unian en un mismo punto?

L173 I: Ahora yo sé que estas dos [ecuaciones segunda y tercera] se unen en el
punto x =1666.67y y =1333.33, ¢ qué tendria que pasar con la primera?
[Estudiante no responde.]

L174 I: Es decir, esta es solucion de estas dos, ¢como me aseguro de que sea
solucion también de la primera? Yo puedo tomar otras dos [ecuaciones] y volver a
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hacer todo el procedimiento, pero si Gnicamente quiero comprobar que esta solucion
sea solucion de esta primera ecuacion, ¢qué me convendria hacer?

L175 V:mmmh, ;sustituir los datos?

L176 I: Muy bien. Sustituir los valores.

[Una vez que se realizan los calculos de la sustitucion.]

L177 1:119999.94, ;eso es igual a 146 mil?

L178 V: No.

L179 I: ¢Qué quiere decir eso?

L180 V: ¢Que no se uniran? ¢En un punto?

L181 I: Si, exacto, que esta recta no va a pasar por ese punto, entonces, ¢este
sistema tiene solucion?

L182 V: No.

Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 8

En A8P1 observamos la tendencia cognitiva 4: imposibilidad de desencadenar operaciones
que podian hacerse momento antes. En este desarrollo la estudiante no logra definir la
operacion sobre renglon necesaria para escalonar el SEL aun cuando previamente habia

realizado esta accidn en diversas ocasiones previas (L152-L156).

En A8P2 podemos ya observar la TC11, la necesidad de dotar de sentido a redes de acciones
cada vez mas abstractas hasta convertirlas en operaciones (L157-158). Y nuevamente
observamos la TC4, la imposibilidad de desencadenar operaciones que podian hacerse

momentos antes, al aplicar de forma incorrecta las reglas algebraicas para resolver una

ecuacion del tipo x+a=b (L159-160 y Figura 5.14).

En A8P3, sistema de tres ecuaciones con dos incognitas, encontramos la Tendencia Cognitiva
6, esto es, la articulacion de generalizaciones erroneas, atribuible a las caracteristicas de los

dos problemas previos (L161-162).

5.3 El caso de Gabriel

5.3.1 Actividad 1. Intertextualidad y produccidn de sentido

En el desarrollo de la Actividad 1 con Gabriel encontramos evidencia de produccion de
sentido con respecto a la caracterizacion de las ecuaciones lineales. En particular, con

respecto a las ecuaciones de primer grado con tres incognitas y a la posibilidad de que el lado
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derecho de las ecuaciones no sea necesariamente cero. Encontramos, ademas, produccion de
sentido con respecto a la infinitud de soluciones de una ecuacion lineal con dos variablesy a

la posibilidad de representar una incognita en términos de otra cantidad desconocida.

El estudiante considera que A1S1a es una ecuacioén porque “esta igualada a cero” y que es
una ecuacion si se puede resolver. ldentifica que la ecuacion es de primer grado con una

incognita y es competente en su resolucion.

L1 I: El primer inciso es 3m+1=0y la pregunta es si consideras o no si es una
ecuacion.

L2 G: Sies una ecuacion, en definitiva. Una de las justificaciones que se pueden
dar es porque esta igualada a cero.

Al analizar A1S1la reconsidera que una ecuacion deba estar igualada a cero y acepta que no

es necesario que después del igual haya un cero.

L3 I: Siestuviera igualada a tres, si fuera por ejemplo 3m+1=3 ;qué creerias, que
es 0 No es una ecuacion?

L4 G: mmmh a mi consideracién también podria ser; se puede resolver, pero para
resolverla se iguala a cero.

E

estudiante considera que A1S1b tiene solucion.

L5 G: ahi hay valores a ambos lados del signo de igual... que mas... este, bueno,
la resolucion valdria... x vale un nimero y es lo poco que puedo recordar.

Identifica que al desarrollar el lado derecho de A1S1b ambos lados son iguales y se obtiene

la expresion 0=0. Se aclara mediante ejemplos que esta expresion es valida para cualquier

valor de la variable.

En A1Slc refuerza la idea de que una caracteristica de las ecuaciones es que tienen dos

expresiones separadas por un signo de igual.

L6 I ...;qué le faltaria aqui para ser una ecuacion?
L7 G: que esté igualada a algo.

El estudiante considera que la expresion t =3 (A1S1d) no es una ecuacion ya que necesita
una operacion. Esto refleja que en su intertexto respecto a las ecuaciones existe una cierta

estructura en la que necesita “resolver”.
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L8 G: para que sea considerada una ecuacion yo considero que debe tener por lo
menos, este... una... un coeficiente que lo... necesita una... algo que marque una
operacion.

El estudiante identifica que:
e AlSle (3x—2<4)no es una ecuacion.
e AISIf (3t—2=t+1) esunaecuacion de primer grado con una incognita y la resuelve

en forma competente.
e AlSifg (Z2 —4=0)es una ecuacion de segundo grado.

e AIl1S1lh (x—3y=0)es una ecuacion de primer grado con dos incdgnitas.

En el ultimo caso, el estudiante tuvo dificultades para despejar una de las variables como
parte del proceso de resolucion que se le solicitaba. Filloy, Rojano y Solares (2010) explican
este fendbmeno como una dificultad con un segundo nivel de representacion de la incégnita.
Esto es, cuando la representacion de una cantidad desconocida involucra a una segunda

incégnita.

L9 1: Yo supongo que te queda equis igual a algo, ¢cierto?, ¢equis igual a que? ¢O
despejaste ye? ¢a quién despejaste?

L10 G: Estoy despejando equis.

L11 I: Perfecto, entonces ¢equis igual a qué?

L12 G: Eso es lo que estoy viendo, pero no estoy...

L13 I: no un valor, es decir si tu despejas de alli a equis ¢qué te queda? ¢equis
igual a qué?

L14 G: igual a... me quedaria igual a ye, bueno, ahorita me sali6 equis vale un
tercio de ye, algo asi...

Al despejar la variable x y darle valores a vy, el estudiante identifica que A1S1h tiene

infinitas soluciones.

L15 I: ..para cada valor que le dé a ye encontramos un valor diferente de equis,
;cierto?

L16 G: Si.

L17 1: Entonces, ¢cuantas soluciones tiene esta ecuacion?

L18 G: Soninf... podrian ser inf... son infinitas.
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El estudiante considera que A1S1i (2-3=-1)no es una ecuacion sino una “operacion” y que
AlS1j (2x —3y —z =-1) es un producto notable. En este Gltimo caso se evidencia una lectura

no adecuada, derivada de la falta de familiaridad del estudiante con este tipo de expresiones.

L19 I:..jes[2x—-3y—z=-1] una ecuacidn o no es una ecuacion?
L20 G: es una... es un producto, esto es un producto... podria decir que casi es un
producto notable... [observa] es un producto notable.

Tras afirmar que A1S1j es un producto notable se le pide al estudiante compararla con A1S1h
(x—3y=0).

L21 G: Aquiya son tres variables.

L22 1:¢Y eso cambia algo?

L23 G: [analiza murmurando] bueno, las variables son dependientes, esta igualada
a menos uno... ah no, si es una ecuacion. Ahorita cayendo en cuenta si es una
ecuacion.

En AlS4a para una ecuacion de primer grado con una variable proporciona el ejemplo
2X+2=1, que tiene una estructura tradicional. El lado derecho de la ecuacién no es cero,

por lo que se modifico su idea inicial.

En A1S4b, explica:

L24 G: es una representacion algebraica... tiene caracteristicas que son... tiene
este, bueno el simbolo de la operacion.

L25 I:...a qué te refieres con el simbolo de la operacion.

L26 G: o sea que marca la operacion que se va a realizar, ya sea suma, resta,
multiplicacion o division.

L27 1: entonces, ¢si no tiene una operacion no es una ecuacion?

L28 G: Podria decirse que no o puede ser que ya me estén marcando cuanto vale
algo.

[...]

L29 G: tiene un término algebraico, dependiendo del tipo de ecuacion es el grado
que tiene, tiene un término lineal...

L30 I:¢necesariamente tiene un término lineal?

L31 G: mmmh no necesariamente.

L32 I: ... un operador, tiene un grado... ;qué mas?...

L33 G: unoperador... un grado... qué mas... aaah...
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L34 I: por ejemplo, con esos elementos que ti me estas diciendo, yo te podria
decir... x* +4tiene un operador y tiene un grado y asi como estd x*+4¢es una
ecuacion? ¢qué le haria falta?

L35 G: bueno, tendria que estar igualada...

Respecto a A1S4c, el alumno identifica la caracteristica que distingue a las ecuaciones de
primer grado y expresa la idea de que estas ecuaciones Unicamente pueden tener una
solucion; esto a pesar de que durante el desarrollo de la actividad se trabajé con ecuaciones
sin solucién y con infinitas soluciones, por lo que consideramos que hasta tener mas

familiaridad con las diversas posibilidades se integrarian éstas a su intertexto.

L36 I ..especificamente las ecuaciones de primer grado ;jcuadl seria su
caracteristica?

L37 G: ... el exponente mdximo es uno, por eso se les nombra de primer grado.
L38 I: ¢te acuerdas cuantas soluciones tienen las ecuaciones de primer grado?,
¢cuéntas posibilidades hay?

L39 G: ...las ecuaciones de primer grado tienen una solucion.

L40 1: ¢crees que pueden tener mas soluciones 0 menos soluciones que una?

L41 G: ... no, no pueden tener mas soluciones porque el exponente no lo permite.
L42 I: entonces ¢por ahora tu consideras que no pueden tener mas soluciones ni
menos soluciones que una?

L43 G: Aja [asiente].

Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 1

En el proceso de resolucion de A1S1h (x—3y = 0) se observo la Tendencia Cognitiva 4 (L9-
L14), es decir, la imposibilidad de desencadenar operaciones que podian hacerse momentos
antes, ya que el estudiante mostr6 competencia en la aplicacion de transformaciones
necesarias para resolver una ecuacion despejando una variable. Consideramos que esta
circunstancia se derivo de la falta de familiaridad con procesos de transformacion algebraica
en ecuaciones con varias variables, al no formar parte del objeto mental del estudiante, el

proceso representd un mecanismo inhibitorio (Tendencia Cognitiva 8).

5.3.2 Actividad 2. Intertextualidad y produccion de sentido

Con intervencion de la investigadora el estudiante fue capaz de realizar las transformaciones

algebraicas para resolver las ecuaciones de primer grado con una incognita de la seccion
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A2S1, ademas, observamos produccion de sentido con respecto a las posibilidades de que
existan ecuaciones de primer grado sin solucion y con infinitas soluciones y no Unicamente

con una solucion.

En A2S1b, se obtiene la expresion 1=—-6 y el estudiante interpreta que la expresion original
no es una ecuacion. Se hace una intervencion respecto a la imposibilidad de encontrar un

valor de la incdgnita que haga que se cumpla la igualdad.

L44 I: ¢th que crees que significa eso?
L45 G: que no es una ecuacion.

En A2S1d, al trasformar la expresion a la forma 6z+13=6z+13, el estudiante asume que

la ecuacion no tiene solucion.

L46 1: ;Qué observas ahora?

L47 G: jNo tiene solucién! jNo tiene solucion!
L48 1: ¢Crees que no tiene solucion?

L49 G: jEsta ecuacion no tiene solucion!

Al seguir transformando y llegar a la expresion 0=0 el estudiante recuerda de A1S1b, que

este tipo de expresiones tienen infinitas soluciones.

L50 I: ¢qué serd?
L51 G: ceroigual a cero... jay!, ya no me acuerdo.

L52 G: [Se queda pensativo] No, tiene una...esas son una infinita cantidad de
soluciones o algo asi.

Al identificar en A2S1d que la ecuacion tiene infinita cantidad de soluciones el estudiante
concluye que las ecuaciones de primer grado con una incégnita pueden tener una, ninguna o
infinita cantidad de soluciones. Consideramos que hay produccion de sentido respecto a su

idea original de que las ecuaciones de primer grado Unicamente pueden tener una solucion.

Encontramos nuevamente dificultades con respecto a la resolucion de A2S2 ya que el
estudiante no puede recordar la cantidad de soluciones de una ecuacion de primer grado con
dos incognitas. Se hace una intervencidn para generar sentido a partir del trabajo con valores

concretos.
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[Al dar valores a una de las variables y obtener los correspondientes valores de la
otra variable.]

L53 1I: ¢Cuantas parejas que cumplan con esta igualdad podemos encontrar?

L54 G: podria tener... podria decirse que infinita cantidad de parejas.

Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 3

En A2S1b se llegé a la expresion 1=-6 y tras un andlisis se concluyé que la ecuacion

original: 2-[3-2(t+1)]=4t+2[t—(3+2t)] no tenia solucién. Se evidencié una

generalizacion erronea en A2S1d ya que al llegar a la expresion 6z +13 =6z +13 (L46-L49)

el estudiante considerd que la ecuacion no tenia solucién.

5.3.3 Actividad 3. Intertextualidad y produccion de sentido

Gabriel identifico las cantidades desconocidas y en los casos requeridos las relacion6 con
literales en cada uno de los problemas de enunciado propuestos en esta actividad.
Observamos también produccion de sentido respecto a que para tener la posibilidad de
encontrar solucion Unica de un problema de dos cantidades desconocidas es necesario tener
al menos dos condiciones. Que esas condiciones son relaciones entre las cantidades
conocidas y desconocidas que pueden expresarse algebraicamente mediante ecuaciones. El
estudiante identifico, ademas, que la solucion debe cumplir con todas las condiciones del
problema (particularmente en A3P1, con el uso del MIAS) y la conveniencia de usar
ecuaciones para resolver SEL, ya que utilizar inferencias no es siempre la manera mas
eficiente de encontrar la solucion. Una de las dificultades detectadas fue la de modelar
algebraicamente las condiciones del problema. Sin embargo, se evidencié produccion de
sentido al utilizar, mediante intervencion didactica, valores concretos para encontrar las
relaciones entre las cantidades (estrato del MAES). En todos los casos el estudiante fue capaz

de expresar la solucién encontrada en términos del problema de enunciado.

El A3P1 se utiliz6 el método MIAS y eso permitio que el estudiante encontrara las soluciones
del problema mediante un analisis sucesivo. En A1S2 se trabajé un problema con las mismas
caracteristicas de la primera parte de A3P1 y el estudiante replicé la estructura, lo que hizo
su trabajo mas eficiente. Al iniciar A3P1, el estudiante encontro sin problema todas las

soluciones posibles, esto es, las seis combinaciones de viajes posibles de los camiones de dos



Capitulo 5 115

y cuatro toneladas para transportar 20 toneladas. En la segunda parte utiliz6 tanto las parejas
encontradas previamente como soluciones como los nuevos datos, para encontrar la solucion
Unica del problema.

En A3P1 el estudiante es capaz de expresar la solucion encontrada en términos del problema.
Reconoce que la solucion hace que se cumplan las dos condiciones del problema y que con
las dos condiciones es posible hallar una solucién unica.

En A3P2, el estudiante fue capaz de plantear las condiciones del problema en ecuaciones
utilizando, mediante intervencion, el método MAES (Figura 5.16).
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Figura 5.16 Captura de pizarra digital usada en A3P2 con Gabriel.

En A3P3 el estudiante reconoce que el analisis exhaustivo de las posibles soluciones es un
método poco eficiente debido a las caracteristicas de las condiciones.

L55 I: ¢Crees que si a este le damos valores podamos encontrar facilmente la
solucion?

L56 G: mmmbh...

L57 I: Fijate como son 73.6 unidades...

L58 G: No, yo diria que no tan facil por una razén: el decimal.

Al encontrar la solucion de A3P3 (valores de las dos incgnitas) el estudiante considera que
hay dos soluciones en lugar de una. Mediante intervencién se concluye que ambos valores

conforman una solucion.

L59 I: ... jcuantas soluciones hay aqui?
L60 G: hay dos soluciones.

Nuevamente, durante el desarrollo de esta actividad sentimos la necesidad de reforzar el
método MAES con un nuevo problema que propusimos en el desarrollo de la experiencia
con Ana (tercer participante del estudio).
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5.3.4 Actividad 4. Intertextualidad y produccion de sentido

El objetivo de esta actividad es que el estudiante identifique los SEL en su forma algebraica,
en el SSM del plano de ejes coordenados y en tablas de valores numéricos que representan
las ecuaciones o condiciones de un problema, y que transite entre ellos mediante el
reconocimiento de sus elementos con el fin de reforzar el objeto mental de los SEL. Aunque
en algunos casos el sentido producido por el estudiante no le permite responder a priori en
forma competente, debido a que realiza una lectura estratificada, se observa que existe
produccion de sentido una vez realizada la intervencién y analizada la forma en la que se
relacionan los SEL en los diferentes SSM. En el caso de Gabriel, como en el caso de Vanessa,
su intertexto personal no les permite realizar una lectura adecuada cuando se trata de
diferentes SSM, sino que se evidencia que el trabajo relacionado con ecuaciones esta
enfocado en las transformaciones algebraicas.

El estudiante utilizé la relacion entre las rectas representadas en los planos y las ecuaciones
de los SEL para responder a A4S1, sin embargo, no logro relacionar correctamente los SEL

con su representacion en el SSM del plano de ejes coordenados (Figura 5.17).

. |. Relaciona los sistemas de ecuaciones con la grifica correspondiente
y=x-2 y=2r-2 | 1 3
a) b) A jF=EDX

o | 1 X+ 3y 15 <) 2

'L' “1{q ) L

Figura 5.17 Respuesta preliminar de Gabriel a A4S1.

En A4S2 el estudiante no logro relacionar competentemente las condiciones del enunciado y

las tablas, ya que para el calculo del perimetro sumo los valoresde x y y (Figura 5.18).
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2. Dado el problema
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perimetro es igual a 24 cm. Calcular las dimensiones del rectangulo
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¢ Cudl de las siguientes parejas de tablas representa las condiciones del problema?

J

Figura 5.18 Respuesta preliminar de Gabriel a A4S2.

El estudiante logra visualizar su error al relacionar las tablas con las condiciones del

enunciado al hacer un analisis de las condiciones.

L61 1: ¢Como seria el perimetro?

estos dos valores...

multipliqué por dos.

L68 G: Entonceses b, es b jaaaah!

L62 G: Es dos veces equis mas dos veces ye.
L63 I: Aj4, serian 2x+2y =24 . Entonces en la primera tabla (segunda tabla de
la primera opcion), si yo multiplico dos por uno mas dos por tres tengo que
preguntarme si eso es igual a 24... para la segunda tabla del inciso b tendriamos

L64 G:yavique... jcreo que me acabo de equivocar!
L65 I: ¢Si? A ver, ¢qué paso? Platicame.

L66 G: Lo unico que hice, literalmente fue sumar esto, xmas y pero no lo

L67 1: Sumaste xmas y pero no consideraste la formula del perimetro.

El estudiante no planted en forma competente un problema que representara el sistema de

ecuaciones propuesto en A4S3 (Figura 5.19).

Figura 5.19 Respuesta preliminar de Gabriel a A4S2.

Mediante un andlisis del problema planteado por el estudiante en A4S3 se logrd agregar la

tercera variable que el estudiante no considerd. Sin embargo, encontramos que las
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caracteristicas del sistema de ecuaciones no permitian a los estudiantes una lectura adecuada
por lo que se perdia el enfoque en el objetivo, por lo cual se hizo una modificacion que es

posible observar en el analisis del caso de Ana (tercer participante).

En A4S4 el estudiante relaciond de forma competente las tablas con el SEL. Mientras que en
A4S5 el estudiante identifico que para que exista solucion del sistema, las tres rectas deberian

intersecarse en un punto.

L69 1: Asi de entrada como tu lo ves, ¢itiene solucion este sistema de ecuaciones?
L70 G: (piensa varios segundos) mmmh yo diria... que no.

L71 I: Que no tiene solucion... ;qué tendria que pasar para que tuviera solucion?
L72 G: En mi opinidén, por lo menos que las tres rectas al menos se encontraran en
un punto por lo menos.

El estudiante no responde de forma categorica si el SEL A4S6 en el SSM del plano de ejes

coordenados tiene o no solucion.

L73 I: Este sistema de ecuaciones formado por esta recta azul y esta recta roja
ctiene solucién?

L74 G: El sistema no, no tiene... eeeeh, a ver... (unos segundos) si, podria... si
tendria solucion, pero ahorita con el tamario de la escala no se... no se alcanza a
ver... asi como si nada mas me baso en la imagen de entrada diria que no tiene, pero
si la recta se sigue prolongando si va a llegar un momento en que se van a cruzar,
aungue ahorita no se vea.

En A4S6 el estudiante duda si el sistema tiene 0 no solucion, por lo que se analiza que la

Unica forma en que dos rectas no se crucen es que sean paralelas.

En A4S5 se pone de manifiesto la produccion de sentido respecto a la posibilidad de tener
SEL sin solucién, aun cuando en A4S6 se evidencia falta de competencia para identificar la

diferencia con respecto a otro con solucion unica en un SSM diferente al algebraico.

5.3.5 Actividad 5. Intertextualidad y produccion de sentido

Durante el desarrollo de A5 encontramos evidencia de produccion de sentido de Gabriel con
respecto a la posibilidad de encontrar sistemas de hasta tres ecuaciones y tres incognitas con
una solucién, sin solucién y con infinitas soluciones y la forma de identificarlos mediante la

inspeccidn de sus formas algebraica, grafica y tabular.
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En A5S1 se explica al estudiante la relacion entre los valores de las tablas, las rectas y las
ecuaciones del SEL y como se observa la solucion en cada uno de los SSM mediante el SGD
GeoGebra.

En A5S2a el estudiante observa, en el SSM del algebra, que los coeficientes son iguales, pero
tienen signos diferentes; en el SSM del plano de ejes coordenados observa que las rectas se
intersecan en el punto (0,-2) y en el SSM de las tablas numéricas los valores X=0 vy
y = —2 se repite en ambas tablas. Sin embargo, todavia no identifica que esos valores son

la solucion o que validan ambas igualdades.

L75 G: Observo que el mismo valor en el que se cruzan se repite acé en las tablas.
L76 1:¢Y qué significa eso? ¢qué significa ese valor (0,-2) ?

L77 G: Eselvaloren el que se intersecan las dos lineas y que por lo tanto se tendria
que comprobar si este valor cumple con la igualdad.

El estudiante identifica en el SSM del plano de ejes coordenados que el SEL A5S2b no tiene

solucion al observar las rectas paralelas.

L78 G: No tiene solucion.
L79 1: No tiene solucion ¢y por qué no tiene soluciéon?
L80 G: Por una razon: las rectas son paralelas.

En A5S2b el estudiante identifica elementos que permiten observar cuando los sistemas de
dos ecuaciones con dos incognitas no tienen solucion. Mientras que en A5S2c identifica, al
observar el SEL en el SSM del plano cartesiano, que las rectas se superponen y que en las

tablas los valores coinciden en su totalidad.

L81 I:¢Qué paso?

L82 G: Estan en la misma... una estd encima de la otra.
L83 1:¢Y qué pasa con la parte tabular?

L84 G: jTodos los valores coinciden!

Identifica en A5S2c que el SEL tiene infinitas soluciones.

L85 I: ... ;Tiene solucion?
L86 G: Tiene solucidn, pero son infinitas.

En A5S2d el estudiante identifica que la rectas son paralelas y que por lo tanto ningun par de

valores en las tablas coincide.
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L87 I: ¢Qué pasé con las rectas?

L88 G: ...son paralelas.

L89 I: ... las tablas ;qué va a pasar con ellas?
L90 G: Ningun valor va a coincidir.

En A5S3a mediante una inspeccion al SEL el estudiante identifica que en el SSM del plano
de ejes coordenados serian dos rectas paralelas y que las tablas correspondientes no tendrian

coincidencias.

L91 1. ¢(Como quedaria si dividiera la primera ecuacion entre dos?
L92 G:eeeh 3x+2y=11

L93 I: ¢y entonces como seria la representacion grafica?

L94 G: serian dos rectas paralelas.

L95 I: ¢y habria coincidencias en la parte tabular?

L96 G: No, no habria coincidencias.

En A5S3b por un error en movimiento de un deslizador se muestra al estudiante un SEL
con dos rectas e identifica que el SEL no tiene solucién al revisar el SSM del plano de ejes

coordenados.

L97 1. ¢Qué puedes observar alli? ¢Hay solucion?

L98 G: Para las tres en conjunto, no.

L99 I: Pero el sistema es de tres, entonces ¢hay solucion para el sistema?
L100 G: No.

Una vez corregido A5S3b se observa que dos de las rectas se superponen y el estudiante

puede identificar que el SEL si tiene solucion.

L101 I: Fijate qué pasd. [Una de las rectas se superpone a otra].
L102 G: jAh entonces si tienen! Tienen solucién.

Mediante un analisis preliminar de A5S3c el estudiante identifica que no hay rectas

paralelas o superpuestas.

L103 I: [Se muestra SEL] ¢Crees que aqui haya rectas paralelas o superpuestas?
L104 G: (analizay hace calculos) ...a tercera es... creo que si, no estoy muy seguro,
pero creo que la tercera... si podria llegar a ser paralela.

L105 I: ;A cudl?

L106 G: Creo que, a la segunda, estoy entre la tercera y la segunda... si lo divido
entre dos... ah, no... entonces creo que no.
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En A5S3d el estudiante identifica que dos de las rectas que representan las ecuaciones son
paralelas y que por lo tanto el SEL no tiene solucion.

Se mueven los deslizadores de la primera ecuacion (3x—13y =-8) y antes de mover los
deslizadores de la segunda ecuacion (6x —26y =16) se le pide al estudiante dividir la

ecuacion entre dos.

L107 I: ¢Qué te parece si esta la dividimos entre dos?

L108 G: Ah, ok, ok, seria... tres... jesta es paralela! jesta es paralela! jesta es
paralela!

L109 I: Vamos a ver jno?... ;por qué dices que es paralela para empezar?
Platicame.

L110 G: Porque si lo divido entre tres... espéreme, [Ah! si lo divido entre dos... si
divido entre dos 6X, es 3X y si divido 26 entre dos son 13, o sea, estos dos valores
son iguales, pero los términos independientes ya no lo son, entonces, estas dos, las
dos primeritas son paralelas.

L111 I: ¢Qué pasaria? ¢qué nos quedaria aqui del lado derecho?

L112 G: Nos quedaria ocho.

Una vez representadas las ecuaciones en SEL_Solucionesl.ggb.

L113 I: Entonces ¢qué pasa? ¢tenemos solucion?
L114 G: No, no hay solucion.

El estudiante reconoce que, aunque un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas no
tenga dos rectas paralelas no necesariamente tiene solucién. Una vez representado el SEL

A5S3d en SEL_Solucionesl.ggb (dos paralelas y una transversal).

L115 1: ;Ta crees que si estas dos rectas no fueran paralelas tendriamos solucion?
L116 G: Sino fueran paralelas si.

L117 I: Lavoy a cambiar para que no sean paralelas y ti me dices de acuerdo con
eso si tiene o no tiene solucion. Voy a cambiar la recta azul... digamos que la pongo
aqui [Figura 5.20].

L118 I: ¢El sistema tiene solucion?

L119 G: No.

L120 I: No tiene solucidn, pero tampoco tiene rectas paralelas, ¢ cierto?

L121 G: Cierto
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Figura 5.20 Opcion a A5S3d dada a Gabriel.

En A5S54 el estudiante reconoce que los valores en los que se intersecan los planos validan

las ecuaciones. Pero no concluye que son la solucion del SEL.

L122 1: ¢ Ta que crees que va a pasar si sustituimos estos valores en el sistema de
ecuaciones? Por ejemplo, en la primera ecuacion...

L123 G: Dos equis, dos por dos cuatro... tiene que dar dos, tiene que dar dos!
L124 I: Aj4, el lado izquierdo tiene que dar dos.

[...]
L125 I: ¢Qué quiere decir que sea solucién de las tres ecuaciones, que es solucion
de quién?

Li126  G: Que los valores encontrados son... sustituidos son... los valores
correspondientes a cada una de las incognitas.

L127 I: ... ;y a qué te refieres con valores correspondientes?

L128 G: Me refiero que, si sustituimos los valores, por ejemplo, si sustituimos los
valores de x, Y y z, independientemente se va a dar el nimero que esta al lado
derecho.

En A5S5a el estudiante identifica adecuadamente que el sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas no tiene solucion, esto podria ser una generalizacion de lo analizado en los SEL
previos, sin embargo, su justificacion es imprecisa (Figura 5.22); al observar el SEL en
SEL_Soluciones3.ggb se confirma que el SEL no tiene solucion (Figura 5.23).

Q\ CI 5(3‘(3/\(\('4 L’)F, 7) CCUC‘(,;(_‘,V\,C’; nc
Feene. solucisn  solo  lads couccipres
Gy b Je Interceptan

Figura 5.22 Respuesta a A5S5a de Gabriel.
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Figura 5.23 Revisién de A5S5a en GeoGebra.

En A5S5b el estudiante considera, previamente a la revision en la herramienta digital, que

un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas podria tener una solucion.

L129 I: ¢Tu qué crees que va a pasar cuando tenemos dos planos? ¢Va a haber
solucién o no va a haber solucion?

L130 G: Podria haber solucion... podria o no podria haber solucion, cualquiera
de las dos es posible.

L131 |I: ¢(Como te imaginas que seria, que estarian los dos planos para gque haya
solucion?

L132 G: Eh bueno... una de las razones seria que ambos planos en un punto se
cruzaran.

Al reflexionar previamente al uso de la herramienta digital sobre A5S5b (sistema de dos
ecuaciones con tres incognitas) el estudiante considera que los dos planos pueden cruzarse
en un punto.

L133 I: Piensa, imaginate los dos planos que se estan cruzando ¢es posible que se
crucen en un punto?
L134 G:Si.

Al hacer la revision mediante la herramienta digital en el SSM del plano de ejes coordenados,
el estudiante observa la posibilidad de que haya infinitas soluciones cuando los planos se
intersecan en una recta y la imposibilidad de que haya una solucion Unica del sistema.

L135 I: ¢Aqui cuantas soluciones tenemos?
L136 G: Infinitas. Por lo que estoy viendo son infinitas.



124 Capitulo 5

L137 I: Asi es.
L138 G: Entonces fue... error de interpretacion mio.

El estudiante reconoce que podria no haber interseccion de los dos planos.

L139 1:¢Y siempre se va a formar una recta?

L140 G: ¢Siempre, siempre? No, yo digo que no siempre. Si se juntan dos, si.
L141 1I: ¢y siempre se van a juntar?

L142 G: No, no siempre.

L143 I: ¢(Cdémo serian si no se juntan?

L144 G: Son paralelos, son paralelos.

En A5S6a el estudiante responde en forma preliminar que para un sistema de tres ecuaciones
y dos incognitas puede haber una o infinitas soluciones y muestra un plano con un ejemplo

de un SEL con una solucion (Figura 5.24).
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Figura 5.24 Respuesta de Gabriel a A5S6a

Su intertexto no le permite construir aun las tres posibilidades: una, ninguna o infinita
cantidad de soluciones. Sin embargo, ahora las preguntas respecto a si hay una, ningn o
infinidad de soluciones, tienen sentido para el estudiante y rapidamente se da cuenta cuando

por falta de reflexion ha contestado erréneamente.

El estudiante considera que un sistema de tres ecuaciones con dos incognitas puede haber
una o infinita cantidad de soluciones; una vez que se cuestiona sobre las posibilidades en

A5S6a concluye que también puede no haber solucién.

L145 I: La pregunta es qué numero de soluciones es posible y ti aqui me dices que
una y efectivamente graficas bien... Pero también si recuerdas es posible que no se
intersequen las tres en un punto, que a lo mejor una de estas rectas quede por aca
(sefialando una recta que corta en puntos diferentes a las otras) y entonces ¢ cuantas
soluciones tendriamos? ... ¢habria solucion?
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L146 G: No, si la cruzo por aca no habria solucién.

En A5S6b el estudiante recuerda que pueden existir infinita cantidad de soluciones, sin

embargo, omite la posibilidad de que no existan soluciones.

L147 |: Entonces para un sistema de dos ecuaciones, pero tres incdgnitas ¢,cuantas
soluciones es posible encontrar? ¢ Es posible encontrar una solucion?

L148 G: Son infinitas. Como son planos...

L149 I: Asi, es, son infinitas si forman una recta es decir si se cruzan ¢y Si no se
cruzan?

L150 G: No las hay.

En A5S6c el estudiante identifica que puede existir una solucion o infinitas soluciones para

un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas.

L151 I: ¢Es posible encontrar una solucion?

L152 G: Si, es posible.

L153 I ¢Cdomo seria esa solucion? Es decir, graficamente, ¢qué veriamos?

L154 G: Grdficamente bueno se veria el plano, y veriamos los...las tres rectas, va
a llegar un momento

L155 I: Los tres planos...

L156 G: Los tres planos, puede que llegue 0 no un momento donde se puedan
cruzar.

L157 1I: Sise cruzan los tres planos en un punto, tenemos...

L158 G: Solucion.

[...]

L159 1I: ... se empalmen los tres planos y entonces ;jqué tendriamos?

L160 G: Infinita cantidad de soluciones.

5.3.6 Actividad 6. Intertextualidad y produccion de sentido

En A6SL1 el objetivo es profundizar sobre el concepto de equivalencia para darle sentido al
método de reduccion de Gauss, ya que consideramos que la equivalencia de ecuaciones forma
parte del intertexto de los estudiantes. Aunque al inicio de la actividad el concepto de
ecuacion equivalente no formaba parte del intertexto del estudiante, durante el desarrollo de
la actividad se evidencid produccidn de sentido con respecto al objeto matematico SEL
equivalente y el reconocimiento de algunas de las transformaciones para obtenerlos, asi como

la ventaja de tener un SEL escalonado para encontrar su solucion.
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Se inicia la actividad con una pregunta referente a la solucion de una ecuacion; la respuesta
del estudiante evidencia elementos que muestran que su intertexto le permite darle sentido a
la pregunta y responder en forma competente, sin embargo, utiliza en su discurso el término

sistema de ecuaciones que se ha introducido en las actividades previas.

L161 |I: ¢Qué seria la solucion de una ecuacion?

L162 G: La solucién de una ecuacién seria algebraicamente seria al momento en
que sustituyamos los valores que encontramos en el propio sistema de ecuaciones la
igualdad se tiene que cumplir.

L163 I: Bueno en este caso es una ecuacion.

En la misma seccion se le solicita al estudiante proporcionar una ecuacion equivalente a la
ecuacion 3Xx+5=11y su respuesta es la ecuacién 6x+5=11, es posible que, como se ha
descrito previamente, no se ha incorporado previamente en el intertexto del estudiante el
concepto de equivalencia en las ecuaciones y haga una lectura que le indique que la

equivalencia tiene que ver con la estructura de las ecuaciones.

L164 I: ¢Por qué piensas que son equivalentes?

L165 G: Lo primero, que no es garantia, que en ambas ecuaciones el nimero a la
derecha es el mismo.

L166 I: Ok ¢y qué mas?

L167 G: Que en el caso de la segunda ambos son multiplos, por ejemplo, seis es
multiplo de tres y creo que ya.

Se explica al estudiante que dos ecuaciones equivalentes son ecuaciones con la misma
solucion y que la propiedad de equivalencia la usamos para resolver ecuaciones y se
ejemplifica al resolver la ecuacion propuesta y comprobar que en cada paso las ecuaciones
encontradas tienen la misma solucion. Al preguntar qué serian sistemas de ecuaciones
equivalentes, se evidencia que la producciéon de sentido del estudiante se enfoca en la

resolucioén.

L168 I: Entonces, ¢qué seria un sistema de ecuaciones equivalente?
L169 G: Bueno, el sistema de ecuaciones equivalente seria como tal un grupo de
ecuaciones que basicamente son la misma, pero se van a ir simplificando.

El estudiante identifica algunas de las operaciones que permiten obtener sistemas de

ecuaciones lineales con la misma solucion.
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[Una vez multiplicada una de las ecuaciones del sistema de ecuaciones presentado
en A6S2 el estudiante lo observa representado en el SSM del plano de ejes
coordenados mediante GeoGebra.]

L170 I: Es decir si yo multiplico una de las dos ecuaciones del sistema por un
nlmero ¢qué pasa?

L171 G: Lasolucion es la misma.

[Una vez sustituida una de las ecuaciones por la suma de las dos ecuaciones del
sistema obtenido en A6S2 y representado en GeoGebra]

L172 I: ¢Qué paso?

L173 G: El resultado es el mismo.

El estudiante identifica que los SEL escalonados que se le presentan en A6S5 puede
resolverlos encontrando y sustituyendo los valores en forma regresiva en las ecuaciones
(Figura 5.25).
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Figura 5.25 Recorte de pizarra digital del desarrollo de A6S5a con Gabriel.

5.3.7 Actividad 7. Intertextualidad y produccion de sentido

Esta actividad, enfocada en el uso del método de Gauss y conformada por una serie de
sistemas de hasta tres ecuaciones y tres incognitas con una, ninguna o infinidad de soluciones,
se desarrollé con apoyo de los archivos SEL_Reduccion2.ggb y SEL_Reduccion3.ggb
disefiados en el SGD GeoGebra®. En el trabajo con Gabriel observamos que propuso en forma

8 Estos archivos fueron adaptados a las necesidades del Modelo de ensefianza con base en el archivo material-
dxaruwxd, revisado el 22 de julio de 2021 en https://www.geogebra.org/m/c4gyVYFG.
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competente las operaciones para escalonar los SEL propuestos, lo que evidencia que el
método de Gauss se ha incorporado a su intertexto a este nivel del Modelo de ensefianza.
Ademas, empled la revision de las formas y transformaciones gréaficas como herramienta para
determinar la naturaleza de su soluciény se observaron los resultados en las transformaciones

algebraicas.

Una vez que se plantea al estudiante el proceso para encontrar un sistema equivalente
escalonado a un SEL original, empieza a incorporarlo a su objeto mental de sistema de
ecuaciones lineales (Figura 5.26).
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Figura 5.26 Recorte de pizarra del inicio de la resolucion de A7S1b.

[Se le pregunta al estudiante el proceso para obtener una nueva ecuacién E2
reducida.]

L174 G: Multiplicaria por... la ecuacion uno se multiplicaria por uno, valga la...
redundancia.

L175 I: Multiplicariamos por uno la ecuacion uno ¢Y luego? ¢ Qué mas?

L176 G: Y luego sumariamos la multiplicacion... no, se multiplicaria la ecuacion
dos por menos tres...

L177 1:Y ahora ¢para la ecuacion tres? De nuevo utilizando la ecuacion uno.
L178  G: La ecuacion uno... seria multiplicarlo por... la ecuacion uno la
multiplicamos por dos.

L179 I: Dos [por la] ecuacion uno. ¢Y luego?

L180 G: Y luego multiplico la ecuacion tres por menos tres.

El estudiante identifica que el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas A7S2a no tiene
solucion al observar que en el SSM del plano de ejes coordenados aparece como dos rectas

paralelas (Figura 5.27).



Capitulo 5

129

[j mE1+nE2

-4 -3

-1 0 1

3 4

5

Figura 5.27 Desarrollo de A752a en SGD de Gabriel.

L182 G: jQue no tiene solucién!

L181 I: Vamos a observar. Asi de entrada ¢ qué ves en la parte grafica?

Al observar en GeoGebra el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas A7S2b el

estudiante identifica que tiene infinita cantidad de soluciones (Figura 5.28).

[[] mE1+nE2
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Figura 5.28 Desarrollo de A7S2b en SGD de Gabriel.

dieciocho y cuatro, pero la ecuacion ¢qué dice?
otra!

sistema de ecuaciones?
L186 G: Tiene infinita cantidad de soluciones.

L183 I: Fijate qué es lo que pasoé alli. Los coeficientes [deslizadores] dicen doce,
L184 G: Seis, nueve, mas... Es lo mismo... jah! Estan... jEsta una encima de la

L185 I: Asi es, entonces, ¢qué fue lo que paso aqui? ¢cuantas soluciones tiene este
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El estudiante identifica, expresa y representa en SEL_Reduccion3.ggb las operaciones para

escalonar el sistema de tres ecuaciones y tres incognitas A7S2d en forma competente.

L187 I: Ahora tenemos que eliminar la equis de la ecuacion dos. Entonces ¢por
cuanto hay que multiplicar aqui? ¢Cuanto valdria m y cuanto valdria n? Acuérdate
que m se multiplica por ecuacién uno.

L188 G: Tendria que multiplicarla por menos... por uno y menos uno.

[Utiliza el SGD para realizar las operaciones y sustituir la ecuacion dos]

L189 I: Ahora, para eliminar la equis de la Gltima ecuacion utilizando la ecuacion
uno, ¢por cuanto hay que multiplicar?

L190 G: Tendria que multiplicar esta por... la ecuacion tres por cuatro y la
ecuacion uno por uno.

[Utiliza el SGD para realizar las operaciones y sustituir la ecuacion tres.]

Al observar A7S2f en la vista grafica de GeoGebra (Figura 5.29) el estudiante identificé que
no tiene solucion, pero tuvo dificultades para identificar que dos de los planos son paralelos.
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Figura 5.29 Desarrollo de A7S2f en SGD de Gabriel.

[El estudiante mueve los deslizadores para representar el SEL en GeoGebra.]
L192 G: ...siete...menos siete... [Ah! Parece... [No tiene solucion!

El estudiante realiz6 las operaciones y encontré nuevas ecuaciones dos y tres con una

estructura 22 S . 92 |
C3 d3

3

L193 I: ¢Que puedes observar en esas dos? ¢Como son esos planos entre si?
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[La intencidn era que observara las ecuaciones e identificara que los planos debian
ser paralelos, pero el estudiante Unicamente se concentra en la vista grafica (entorno
mas concreto), que, al no ofrecer la claridad por las dimensiones, le genera
confusion.]

L194 G: Se puede decir que estan separadas... el plano rojo y el plano verde estan
separados, pero en el caso del plano azul esta a la mitad, ah no, no, bueno, el plano
azul estd separando a ambos o no sé si eso parezca...

L195 I: Ahora observa la parte algebraica, por favor. { Cémo son esas ecuaciones?
L200  G: Practicamente es la misma ecuacion, el término independiente...la
diferencia de ambas es de menos diez y el simbolo [signo].

[...]

L201 I: ¢Y como serian esos planos entre si?

[El estudiante vuelve a manipular la vista grafica de GeoGebra y murmura.]

L202 I: Tendrian que ser el plano rojo y el verde, puedes cerrar més [la vista],
cierralo mas...

[La investigadora dio una serie de indicaciones para hacer mas clara la
representacion grafica pero el estudiante no logré tener un panorama que le
permitiera ver los planos paralelos.]

L203 I: Ahora si, ¢como se ven esos planos, el rojo y el verde?

L204 G: Sobrepuestos... [inaudible]... tendrian que estar sobrepuestos.

El estudiante dota de un sentido intermedio la estructura de las ecuaciones, asumiendo que

los planos deben ser uno solo. Y en efecto, al alejar demasiado la vista parecian un solo plano.

L205 I: Pero si estuvieran sobrepuestos todos los términos de las ecuaciones serian
exactamente iguales [...] pero en este caso son iguales los coeficientes, pero la
expresion del lado derecho no es igual y por lo tanto los planos no se sobreponen,
pero si son ¢,como?

[El estudiante insiste en la vista grafica. Se manipula la region grafica hasta que es
muy claro que los planos son paralelos.]

L206 I: jAhi! ;Cémo son los planos?

L207 G: Me estoy imaginando las paredes de la casita en este momento.

L208 I: Ok. ¢Como son los planos?

L209 G: Paralelos entre si.

Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 7

Durante el desarrollo de la actividad observamos algunas tendencias cognitivas, por ejemplo,
la Tendencia Cognitiva 2, ya que el estudiante dota de sentidos intermedios a los resultados

de algunas transformaciones algebraicas e intenta forzar lo que observa en otros SSM para
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justificar su inferencia (L193-L204); ademas identificamos la Tendencia Cognitiva 3, el
retorno a situaciones mas concretas cuando se presenta una situacion de anélisis ya que el
SSM del plano y el espacio de ejes coordenados significaba para Gabriel un entorno méas
concreto por lo que centraba sus esfuerzos en identificar la naturaleza de la solucién en ese
entorno (L193-L204).

5.3.8 Actividad 8. Intertextualidad y produccion de sentido

En la dltima actividad propuesta el objetivo es analizar el tratamiento de problemas de
enunciado realizada por los estudiantes con base en los cambios en la red intertextual
derivados de las actividades previas. En el caso de Gabriel, con respecto al uso del método
cartesiano, observamos que en general en la lectura de los problemas identifico y relaciono
con literales las cantidades desconocidas y en algunos casos model6 ecuaciones a partir del
andlisis de las relaciones entre las cantidades de forma competente; sin embargo, en algunos
casos fue necesario el retorno a situaciones mas concretas para la produccion de sentido
respecto a las condiciones y la forma de representarlas en forma algebraica. Con respecto al
método de resolucion, el estudiante tuvo dificultades para realizar las transformaciones
algebraicas para escalonar los SEL al inicio de la actividad, aun cuando fue competente para
proponer las operaciones necesarias. Observamos produccion de sentido respecto a la
resolucion de un problema modelado mediante un sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas
y respecto al uso de recursos derivados de otros SSM al analizar el resultado de un sistema

de dos ecuaciones y tres incognitas mediante intervencion.

En A8P1 el estudiante identifica las cantidades desconocidas. Mediante exploraciones

analiticas consigue establecer las ecuaciones que representan las condiciones del problema.

[Se establece que una condicion es que el total de preguntas es igual a 100 y que por
lo tanto si hay 10 aciertos habra 90 errores.]

L210 I: ¢(Como podrias plantear esa condicion en términos de equis y de ye, es
decir, como una ecuacion?

L211 G: Entonces seria... ;Como lo plantearia?

L212 I: Yo te dije una cierta cantidad, que era la cantidad de aciertos, ¢qué hiciste
para llegar a la cantidad de errores?

L213 G: jAh! resté... bueno, en total son... ;[Ah ya se cOmo es! Es equis menos ye
igual a cien.
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[..]

L214 1: Tu me dices que equis menos ye es igual a 100, pero qué pasa si equis vale
30 por ejemplo, entonces seria 30 menos 70 igual a cien. Y eso no es correcto,
jcierto?

L215 G: Ok, entonces seria... 30 menos 70 no es... [Ah no! Es equis mas ye igual
acien.

[...]

L216 I: Esa es para la primera condicién que es la cantidad de preguntas, pero
ahora estamos trabajando con los puntos que obtenemos de uno y otro.

L217 G: Entonces es... [Ah! Entonces es... jya sé cOmO €s, ya sé como es, ya sé
como es!

[...]

L218 G: Entonces es equis mas... equis menos, Si no me equivoco y, menos un
medio de ye igual a 71.5, creo que asi quedaria.

En A8P2 el estudiante identifica como primer paso identificar las cantidades desconocidas y
las define en forma competente; tiene dificultades para establecer la relacion entre las
cantidades que le permita modelar una de las ecuaciones, pero una vez que se analiza con
valores concretos identifica la relacion adecuadamente; modela la segunda ecuacion sin

recurrir a la inferencia de cantidades concretas.

[Una vez que el estudiante define las cantidades desconocidas como la cantidad de
teléfonos de dos diferentes precios.]

L219 I: ¢;Cual seria una de las condiciones?

L220 G: Que en total de la suma de los dos teléfonos tiene que dar 61250.

L221 |: Ok, eso es lo que se va a pagar. Entonces ¢cémo podriamos plantear esa
condicion?

L222 G: Seria... es x+y=61200

L223 |: Espérame un momento, si, por ejemplo, equis que es el nimero de teléfonos
de 3200 fuera cinco, entonces nosotros estariamos sumando cinco mas la cantidad
de teléfonos de 1950 y eso tu dirias que da 61250, ¢eso seria correcto?

L224 G: jAhno, no, no! Entonces seria x+y =25

L225 I: La otra condicion si involucra a los 61250, entonces, ¢cémo podriamos
plantear esa condicion en donde el pago total de todos los teléfonos seria 612507
[El estudiante murmura]

L226 G: Ok, seria [...] tiene que ser igual a [...] Ok, la segunda condicion seria
equis por 3200 més ye por 1950 igual a los 61[sic].
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El estudiante identifica correctamente la operacion que le permitird encontrar un sistema
equivalente escalonado, pero en lugar de multiplicar las ecuaciones completas para luego
sumarlas, Unicamente elimina el término con coeficiente x de la segunda ecuacién (Figura

5.30).

L227 I: Nosotros vamos a querer escalonar este sistema, ¢qué operacién
tendriamos que hacer para lograr ya no tener equis en la segunda ecuacion?

L228 G: La primera tendria que multiplicarla por 64 y la segunda por uno.

L229 1. ¢Por uno?

L230 G: Bueno, por menos 64 o bueno, por menos uno.

[El estudiante realiza operaciones y escribe como sistema equivalente escalonado el
sistema de ecuaciones que se muestra a la derecha en Figura 5.30.]

Xty =25

X +4=25
-39Y=-1225

CAX+39y=1225

Figura 5.30 Ejemplo de dificultades en A8P2 de Gabriel.

Una vez que la investigadora interviene para guiar el inicio de la operacién, para el estudiante

toma sentido nuevamente el proceso.

L231 I: Alli seria, toda la primera ecuacion que es x+ y = 25la voy a multiplicar
por 64, ;cierto? Y entonces serian 64X, ¢mas cuanto?

L232 G: 64y

L233 I Yesoesigual...

L234 G: A 1600.

L235 I: Y de la otra ecuacion la tendriamos toda negativa por que la vamos a
multiplicar por menos uno. Entonces, ¢ puedes continuar alli?

[El estudiante continGa realizando el proceso (Figura 5.31). Y define el SEL
equivalente escalonado (Figura 5.32).]

eAx+eAy=100
-0AX-244=1225
254=215

5.31 Correccion de proceso en A8P2 de Gabriel.
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X =25 e
eax+3ay=1225 27315

5.32 SEL equivalente escalonado en A8P2 de Gabriel.

El estudiante muestra dificultad para identificar cual seria la siguiente accion en el proceso
de resolucion una vez que ha definido el SEL escalonado. Es posible que el formato en el
que se ve el SEL en la aplicacion digital haya resultado confuso para el estudiante, ya que al
corregir los espacios y el formato y enfocar al estudiante en las caracteristicas de la segunda

ecuacion del sistema, el estudiante retoma el proceso de resolucion.

L236 I: Ese seria nuestro nuevo sistema de ecuaciones, ya estd escalonado. ¢Y
ahora qué podemos hacer?

L237 G: Como todas son positivas se podria sumar, eeeh, se suman.

[La investigadora corrige el formato.]

L238 I: Si te fijas en la segunda ecuacion nada mas tenemos ye, no tenemos equis.
Entonces, ¢qué podemos hacer con esa segunda ecuacion? Una vez que
escalonamos ¢qué podemos hacer?

[El estudiante murmura intentado encontrar la respuesta.]

L239 I: Podemos trabajar con la segunda ecuacion ¢cierto?

L240 G:Si.

L241 I: ¢Y qué hacemos con esa segunda ecuacion?

L242 G: jAh,ya, ya, ya! Todo se divide.

L243 1: Ok, ¢Entre cuanto?

L244 G: Veinticinco.

A partir de las intervenciones descritas, el estudiante continta el proceso, resuelve el sistema

de ecuaciones y expresa la solucién en términos del problema.

L245 1: ¢Qué significa x=10 y Y =152 En términos del problema.
L246 G: Que se compraron 15 modelos de tres mil, jNo! Se compraron 10 modelos
de 3200 y 15 de 1950.

El estudiante toma la iniciativa para iniciar la resolucién del siguiente problema indicando
que primero debe identificar las cantidades desconocidas. Con una intervencién para guiar

su analisis, en A8P3 el estudiante relaciona las dos cantidades desconocidas con dos literales.

’ [Una vez que se da lectura al problema.]
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L247 G: Ok. Ok. Entonces primero son las variables. Equis es igual a asientos de
primera clase...

L248 |: Acuérdate que lo tenemos que poner en términos de cantidades, entonces
¢qué son asientos? ¢ El precio de los asientos? ¢ La cantidad de asientos?

L249 G: jAhno! El precio de los asientos. Si.

L250 I: Muy bien.

Posteriormente el estudiante identifica las tres condiciones del problema en forma

competente.

L251 I: ¢Cuéles condiciones encuentras aqui?

L252 G: La primera condicién que encuentro aqui es que tiene 32 asientos de
primera clase y 50 de clase turista. Es la primera condicidn que yo encuentro.
L253 I: Pero alli bueno, son 32 asientos de primera clase y 50 de clase turista, pero
¢qué mas? Porque eso en si no es una condicién que podamos escribir como
ecuacion, entonces, ¢cual seria?

L254 G: jAh ok, ok! Entonces... aqui la primera condicion, entonces son... [El
estudiante murmura mientras analiza y verbaliza mientras escribe]
10x + 40y = 70000.

L255 1: ¢Qué otra condicion observas?

L256 G: Sevenden... ok, ok. Entonces seria 32x+50y =146000. Y la tercera seria
20x+ 20y = 60000 .

Para resolver A8P3, sistema de tres ecuaciones con dos incognitas el estudiante propone
dividir el SEL en dos sistemas de dos ecuaciones. Mediante intervencion el estudiante
identifica que no es necesario resolver dos sistemas de ecuaciones, sino que puede evaluar la

solucion de un subsistema de dos ecuaciones en la tercera ecuacion.

L257 1: Si te fijas tenemos tres ecuaciones y dos incognitas. ¢ Como se te ocurre
gue podamos resolver este problema?

L258 G: Podriamos trabajarlo como si fueran dos sistemas de ecuaciones. Si, como
dos sistemas de ecuaciones diferentes.

[...]

L259 I: Si hacemos un sistema de ecuaciones de aqui, uno solo, supongo que te
refieres a dos sistemas que tengan dos ecuaciones cada uno.

L260 G: Aj4, si.

L261 I: Bueno, que tal si hacemos unoy encontramos la respuesta [solucion]. ¢Qué
tendria que pasar con esa respuesta respecto a la otra ecuacion?

L262 G: Tiene que cumplir los aspectos de la... tiene que cumplir las condiciones

de la ecuacion... que nos plantea la ecuacion.
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El estudiante elige dos ecuaciones para formar el subsistema y resuelve en forma competente,
sin embargo, las dificultades de trabajar con la pizarra electrénica complicaron el proceso
debido a la falta de orden en el desarrollo (Figura 5.33). La intervencidn en este proceso se

enfoca en que el estudiante logre una simplificacion de las ecuaciones.

10x+404=F0000D
22x+504= 14D0D
2.0x+2.04= @DDDD

x= precio de preimera clase
y precio clase turista

32x+504=1460D00
2.0x+2.04=6DDDD ks
X+4y=3000

Despejar q ec 2.
oA A -Gy=-25000

16X+2.54=73000 st Eat

X+4=3000

Figura 5.33 Desarrollo de A8P3 de Gabriel.

El estudiante identifica que el siguiente paso en la resolucion es probar si la solucion del
subsistema es valida para la ecuacion restante; esto es, la idea original del estudiante para la
resolucion del sistema de tres ecuaciones con dos incognitas que era la de resolver dos
subsistemas de dos ecuaciones cada uno se modifico con la intervencion realizada al inicio
del problema; asumimos que esto es posible debido a que el sentido de la solucién y del
propio objeto matematico SEL se van incorporado a su intertexto, haciendo mas eficiente el

proceso de resolucion.

L263 I: ¢Qué habiamos dicho que tenia que pasar con esos dos valores?

L264 G: Tenian que cumplir en la segunda ecuacion.

[Se interviene para que el estudiante identifique que la ecuacion del SEL original
que no utilizé en el subsistema fue la primera ecuacion.]

El estudiante identifica que los valores encontrados no son solucién de la ecuaciéon no

considerada en el subsistema y que por lo tanto no son solucién del SEL original.

L265 G: Igual a 70 mil, ¢verdad?

L266 1. Deberia ser igual a 70 mil. ;Cudnto es cuarenta por...?

L267 G: jNo! jNo dio, no dio!

[...]

L268 I: ¢ Te acuerdas qué significaba que encontrdramos una solucion asi, 0 un
valor asi? ¢Qué significa eso?

L269 G: Que el sistema no tiene solucion.
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El estudiante es capaz de hacer una relacion en sus propias palabras del resultado encontrado

con el problema original.

L270 I: En términos del problema ¢ta qué crees que significa eso?

L271 G: En términos del problema significa que no debo confiar en esta aerolinea
[risas].

[Se aclara que dadas las condiciones del problema no se puede saber cual el valor de
las cantidades desconocidas que plantea el problema.]

En A8P4 el estudiante aborda el problema en forma competente iniciando con la definicion
de las cantidades desconocidas. Se interviene para que el estudiante especifique el tipo de
cantidad de que se trata (cantidad, medida, precio, etc.). Posteriormente, el estudiante escribe
la ecuacidon que representa una condicién que implica una traduccion directa del texto “85

unidades entre automoviles familiares, sedan y deportivos.” (Figura 5.34).

L272 1. ¢;Qué tendriamos que hacer para empezar?

L273  G: Para empezar, tenemos... equis seria la cantidad de automoviles
familiares.

L274 1: Bueno, si quieres ir poniendo o definiendo estas cantidades desconocidas.
[El estudiante escribe x=autos]

L275 1. Acuérdate que siempre tratamos de poner de qué estamos hablando:
numero de autos, cantidad de esto, medida de lo otro, precio de algo, entonces...
[El estudiante corrige y escribe que las cantidades desconocidas son el numero de
autos de cada tipo (Figura 5.34).]

L276 I: Ahora, ¢qué sigue?

L277 G: Tendria que definir la ecuacion.

L279 I: ¢Qué es lo que nos va a ayudar a definir la ecuacion?

L280 G: Bueno, ahorita son las variables que son los tipos de autos que se
vendieron y el total de todos esos autos fue de 85 unidades.

[Verbaliza y escribe la ecuacion.]

x= wo de antos familares X+y+z= D5 |
y= vo de antos sedan
z=wo de antos deportivos

Figura 5.34 Inicio de MC para la resolucion de A8P4 de Gabriel.
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El estudiante muestra dificultades para el planteamiento de la ecuacién que involucra el

trabajo con cantidades desconocidas aumentadas.

L281 I: Ok. ¢Hay alguna otra condiciéon?

L282 G: Dice... se sabe que si se hubieran vendido nueve unidades mas de cada
tipo de auto [murmura] Aqui me dice que si se hubieran vendido nueve autos méas
se habrian vendido el doble de sedan que deportivos. Ahi si ya, como que ya no sé
para donde. Como plantearlo.

El estudiante combina las condiciones y relaciona en forma no adecuada las cantidades, por

lo que encuentra una ecuacion que no le permitiria resolver el problema.

L283 I: ¢Qué te parece si para empezar ignoramos un poco lo de las nueve
unidades mas? ;Como tu podrias representar que se vendieron el doble de sedan
que deportivos?

L284 G: Quedarian dos veces ye.

L285 I: A ver ¢qué tal si lo escribes?

[El estudiante escribe x+2y+z=94]

L286 1. ¢Por qué 94? Platicame.

L287 G: Ah, es que de los 85 autos que se vendieron, que estan en la primera
ecuacion, dice que si se hubieran vendido nueve autos méas se hubieran vendido el
doble de sedan por eso sumé 85 mas nueve unidades que se supone querian vender.

En el mismo proceso se interviene para utilizar como recurso retorno a situaciones mas
concretas un estrato del método MAES. Una vez hecha una intervencién para analizar la
condicion mediante situaciones mas concretas el estudiante logra modelar la segunda

ecuacion.

L288 I: Imaginate que estamos hablando de que td tienes cierta edad y tienes un
hermano pequefio que tiene la mitad de tu edad ¢cémo podrias entonces relacionar
estas dos cantidades?

L289 G: Sidivido la... si divido mi...

L290 I: Aja si divides tu edad...

L291 G: Sidivido mi edad a la mitad tendria la edad de mi hermano.

L292 I: jMuy bien! Si divides el que es el doble a mitad obtienes el otro. ;Y aqui
quién es el doble?

L293 G: ¢El doble? Ah, ok. Ok, ok. jAh! jYa, ya, ya! [Murmura]

L294 I: ;Como puedes representar que se vendieron nueve unidades mas de sedan,
por ejemplo? Se vendieron ye cantidad de autos sedan. Imaginate que esa cantidad
es dos. Si se vendieran nueve mas ¢ cuantos se habrian vendido?
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L295 G: Se habrian vendido 11.

L296 I: Muy bien. ¢Qué hiciste?

L297 G: Sumarlo.

L298 I: Sumarle ¢qué a qué?

L299 G: Los nueve sedanes que se suponia debian vender a los dos que ya
vendieron.

L300 I: Entonces si la cantidad de autos sedan [vendidos] no es dos, sino ye,
entonces ¢cOmo representas nueve mas?

L301 G: Ooh, ooh ;como seria? Seria... creo que seria algo asi [Escribe (y+9)].
L302 I: Ok. De esos dijimos que se vendié el doble de los otros si de los otros
también se hubieran vendido nueve mas. ¢ Cémo representamos el nimero de autos
deportivos suponiendo que se vendieron nueve mas?

[El estudiante murmura]

L303 I: Acuérdate lo que dijimos antes, de las edades. Es como si hubieras puesto
ahorita tu edad.

[El estudiante escribe (y+9) + (z+9).].

L304 G: Este lo dividimos, este entre dos. [El estudiante escribe (y+9)/2 + (z+9)]
L305 I: Muy bien, ahora lo que tu estas poniendo alli es la suma de las dos
cantidades, pero nosotros no estamos sumando las cantidades, estamos diciendo que
el doble de uno es igual al otro.

L306 G: Entonces es... [Murmura y escribe (y+9)/2 = (z+9).]

El estudiante identifica que no hay mas condiciones y que por lo tanto el sistema tiene dos
ecuaciones con tres incognitas. Mediante el analisis a priori del SEL no es capaz de identificar
que tiene infinita cantidad de soluciones, aun cuando en actividades previas se analizaron
SEL con la misma cantidad de ecuaciones y variables. El intertexto del estudiante no le
permite hacer una lectura de este tipo de SEL, es probable que requiera méas familiaridad con

este tipo de problemas.

L307 1. Este es nuestro sistema de ecuaciones. ¢Qué podria pasar? Asi
observandolo, a primera instancia ¢tu crees que vamos a tener una solucion, o que
no vamos a tener solucion o qué vamos a tener muchas soluciones? ¢ Tu qué crees
gue va a pasar?

L308 G: Estoy inclinado entre que podriamos tener muchas soluciones y una
solucion.

L309 I: Ok. Entonces ¢ Qué te parece si tratamos de resolverlo?
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X+y+z= 05 C x+y+z=05 |
(‘Hq)/?_:(u—q); y-22=9 Et}

Figura 5.35

[Con base en el SEL obtenido (Figura 5.35)]

L310 I: Pues ahora empezamos a trabajar con ese nuevo sistema de ecuaciones,
que es equivalente al anterior. ¢ Qué podemos hacer con él?

L311 G: Ya... Practicamente ya esta escalonado.

L312 I: Asi es, ya esta escalonado.

L313 G: Entonces... [Murmura y escribe x-y]

L314 I: Platicame qué estas tratando de hacer porque no estoy entendiendo mucho.
L315 G: jAh! Estoy resolviendo el sistema.

L316 I: jAh, ok! Estas resolviendo el sistema. Entonces si ya esta escalonado el
sistema, entonces ¢ qué es lo que estés haciendo?

L317 G: Nada mas simplificandolo mas.

L318 I: ¢Qué haciamos?

L319 G: Se efectuaban las operaciones. Es lo que estoy haciendo.

L320 I: ¢Qué operacion estas haciendo? Platicame.

L321 G: Primero como la equis estd solita, la bajé luego, luego. Estoy..., bueno,
sumé ye menos dos ye y me da menos ye [Sigue sumando las ecuaciones.]

L322 I: ¢Para qué sumabamos dos ecuaciones? ¢ Te acuerdas?

L323 G: La sumabamos para encontrar una de las variables, algo asi.

Una vez que se hace la intervencion para que el estudiante recuerde mediante la revision de
los procesos de resolucion del problema previo, el estudiante indica que el siguiente paso es
“despejar”, pero no es competente para identificar la ecuacion con la que debe trabajar, ni
cual variable podria despejar. Presumimos que el intertexto del estudiante esta influenciado
por la resolucién de ecuaciones con una variable, que incluso en las actividades previas se ha
reforzado, por lo que al ver una ecuacion con dos variables en un momento del proceso de
resolucion en el que asume que deberia haber solo una incognita, esto representa una

dificultad en su razonamiento.

L324 I: Entonces aqui si ya lo tenemos escalonado, ¢,qué podemos hacer?
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L325 G: Se tendria que despejar.

L326 |I: ¢A quién se te ocurre despejar?

L327 G: A la equis. Practicamente es la que esta... No, no, no... tendria que
despejar....

Se hace una intervencion para que el estudiante analice el sistema de ecuaciones en el SSM
del espacio de ejes coordenados. Observamos que el intertexto del estudiante con respecto a
los SEL en el espacio de ejes coordenados le permite identificar posibilidades sobre la
naturaleza de las soluciones. La intervencidon se lleva a cabo para el reconocimiento de la
verdadera disposicién de los planos, ya que mediante el andlisis previo el estudiante asume
que el sistema podria no tener solucién o tener infinitas soluciones. Sin embargo, en forma
gréfica el estudiante inicamente considera las posibilidades de que los planos sean paralelos

0 superpuestos.

L328 I: Piénsalo de esta manera. Lo que nosotros tenemos aqui es un sistema de
dos ecuaciones con tres incdgnitas. Cuando nosotros teniamos una ecuacion de
primer grado con tres incégnitas, esa ecuacion ¢ qué representaba graficamente?
L329 G: Representaba un plano.

L330 I: Muy bien. Entonces cada una de estas dos ecuaciones que tu acabas de
sacar representan un plano. Pero solamente tenemos dos ecuaciones. Entonces,
¢cuantas ecuaciones vamos a tener ahi? ¢Vamos a tener una soluciéon? ¢ Es posible
tener una solucién con dos planos? Trata de recordar eso, trata de visualizarlo.
L331 G: Bueno, podrian ser los planos sobrepuestos, uno sobre el otro, podrian
ser paralelos, podriamos tener o infinitas soluciones o ninguna solucion.

Una nueva intervencion, mediante el andlisis de las ecuaciones, le permite al estudiante
identificar que en el caso particular los planos no pueden ser paralelos ni superpuestos.
Posteriormente, el estudiante reconoce que los planos se intersecan formando una recta y que

por lo tanto hay infinitas soluciones para el SEL.

L332 I: ¢{Cuéntas soluciones hay cuando dos planos se cruzan?

L333 G: Una.

L334 I ;Una?

L335 G: jAhno, no, no! Son infinitas, son infinitas.

L336 I: ;Como se cruzan? ¢Qué tipo de figura es donde se cruzan? ¢ Te acuerdas?
L337 G: Es una recta. Es una recta si no mal recuerdo.

Se hace una intervencion para explicar el por qué el problema de enunciado no puede tener

infinitas soluciones, aunque el sistema de ecuaciones si las tiene.
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L338 I: En términos del problema nosotros no podemos tener infinita cantidad de
soluciones porque la equis, la ye y la zeta, tienen que ser nimeros enteros porque
no podemos hablar de medio auto o de 0.1 auto.

L339 G: Cierto.

Una vez que se ha acordado la infinidad de soluciones del SEL, el estudiante encuentra una
solucion posible al problema original mediante transformaciones algebraicas y sustituciones
numéricas una vez que se le explica que puede despejar una variable de la ecuacion

y—2z =9. Sin embargo, este proceso le presenta una serie de dificultades al estudiante, ya

que esta centrado en encontrar un valor numérico para una de las variables, por lo que no
puede darle sentido a despejar una variable en términos de otra y opta por la produccién de

un codigo personal intermedio, ya que trata de despejar las dos variables a la vez.

El estudiante presenta dificultades para identificar la transformacion que le permita despejar
la variable, debido probablemente a que su intertexto ha incorporado la estructura de SEL

escalonados con solucién Unica.

L340 1I: ¢Qué te parece si despejas ye de la segunda ecuacion? ¢ Qué quedaria?
L341 G: jAh, ok, ok! Ye, zeta, igual a [El estudiante escribe yz].

L342 I: Fijate estamos despejando ye de la segunda ecuacidon, entonces nos estorba
ese -2z.

L343 G: Menos dos, ok. Si estda multiplicando...

L344 1: Esy-2z, se esta restando con la ye.

L345 G: Est4 restandose, entonces seria ye mas... [luego escribe y=-2z+9]

Una nueva intervencion ayuda a que el estudiante encuentre una solucién posible del

problema.

L346 I: Si te fijas el valor de ye queda dependiendo del valor de zeta. Entonces
¢qué pasaria si zeta valiera uno? ¢Cuanto valdria ye?

L347 G: Ye vale dos.

L348 1: A ver, chécalo bien.

L349 G: [El estudiante hace la sustitucion mentalmente y la verbaliza.] 11, ye vale
11.

El estudiante mostro dificultades para encontrar la expresién o la transformacion que le
permitiera encontrar el valor numérico de equis en la solucion hipotética. Es posible que las

caracteristicas del problema: tres cantidades desconocidas, Unicamente dos ecuaciones y la
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multiplicidad de soluciones le hayan representado un obstaculo ya que previamente todos los
problemas de enunciado se habian representado con dos cantidades desconocidas y se
resolvid un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas, por lo que su intertexto le permitia
hacer un lectura estratificada; por otra parte, el acomodo de los procesos en la pizarra digital

no facilitaban una visualizacion clara y ordenada de los procesos previos.

L350 I:¢Y cuanto valdria equis en ese caso?
[El estudiante se queda pensando]
L351 G: jAy! No sé... ya me quedé sin ideas.

El estudiante calcul6 el valor de equis mediante una intervencion en la que se le mostré que
al sustituir los valores encontrados para y y z zeta en la ecuacion x+y+z =85, que es la
primera del SEL, puede encontrar el valor de equis. Una vez teniendo valores para las tres

cantidades desconocidas el estudiante reconoce que esa solucidn no es Unica.

L352 1: Nosotros aqui supusimos, arbitrariamente dijimos: qué tal si zeta vale uno
y entonces a partir de ese valor de zeta, encontramos un valor de ye y un valor de
equis. Ahora ¢ese es total, es la Gnica solucién que podemos encontrar?

L353 G: No. Puede haber mas.

L354 1: Ok ¢Y de qué depende?

L355 G: Del valor de zeta.

L356 I: Muy bien. Podemos encontrar diferentes valores de ye y de equis dandole
valores a zeta. ¢ Pero serian infinitos?

[El estudiante murmura mientras piensa.]

L357 I: Piénsalo asi. ¢ zeta podria valer cien?

L358 G: Puede valer desde cero hasta 85.

L359 I: Pero la suma de todos. ¢ Cierto?

L360 G: Aja.

E

estudiante logra vincular los resultados obtenidos con el problema de enunciado original.

L361 I: Dado este problema o en términos del problema ¢ qué podriamos concluir?
L362 G: Que se vendieron... bueno, que no sabe exactamente cudntos automoviles
de los tres tipos se vendio.

L363 I: Exactamente. Con esas condiciones no podemos decir cuantos automoviles
de cada tipo se vendio, pero si podemos dar algunas propuestas posibles de esa
cantidad de autos. Si podemos decir: si se hubiera vendido uno de deportivos, pues
se habrian vendido once sedan y 73 familiares.
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En A8P5 el estudiante identifica como primer paso el definir las cantidades desconocidas.
Posteriormente hace una lectura de las condiciones que no le permite proponer una ecuacion
adecuada. Nuevamente observamos la tendencia a combinar varias condiciones sin

considerar adecuadamente las cantidades y sus relaciones.

L364 I: ¢ldentificas alguna condicion?

[El estudiante murmura mientras piensa. Luego escribe (x+3)+ y+2.]

L365 I: ¢Cual es la condicidn que estas tratando de representar? Platicame.
L366 G: Ah, la condicion que dice para hacer los 20 kilos de..., no, si, bueno, si.
Esta condicidn que esta aca [Sefiala].

L367 1: 20 kilos de mezcla.

L368 G: Aja, los 20 kilos de mezcla.

L369 I: Entonces quiere decir que la cantidad de kilos de café tipo A, mas la
cantidad de café tipo B, més la cantidad de kilos de café de tipo C nos tiene que dar
jcuanto?

L370 G: Nos tiene que dar 20 kilos [El estudiante termina la ecuacion
(x+3)+y+z=20]

L371 I: Ese tres ¢Por qué va alli?

L372 G: jAh! Ese mas tres por lo que esta diciendo que se agrego... contiene tres
kilos méas del café tipo A. Bueno en este caso la x es el café tipo Ay si le agrego los
tres kilos extra, por eso va tres.

Una vez que se le explica al estudiante el sentido de su expresion y de que estd combinando
dos condiciones escribe la ecuacion x+y+z =20, que es adecuada para una condicion.
Posteriormente observamos la generacion de un error sintactico debido a la generacion de un

codigo personal para relacionar los costos de cada tipo de café.

L373 1: ¢Qué otra condicion tenemos?

L374 G: La condicion que va es la inversion que dieron para la...

L375 I: Para los 20 kilos.

L376 G: Aj4, para los 20 kilos.

L377 1: Entonces como podemos plantear esa condicion ¢qué necesitamos para

eso?
L378 G: Entonces... [El estudiante asigna una letra a los costos unitarios de cada
tipo de café (Figura 5.36).]

L379 1: Esos son los costos de cada tipo de café. Y esos los tenemos que utilizar
para saber la condicion de la inversion. Entonces qué podemos hacer con esos
costos del café.
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L380 G: Ok, entonces es... para que me dé el costo de la inversion tendria que ser
[Verbaliza mientras escribe a+b+¢=8235.]

a= 390% cafe a

b=420¢% cafe b 3
c=450% cafec | ((i<3A0)+b+c=5235 *®

Figura 5.36 Codigo intermedio generado en A8P5 por Gabriel.

Se realiza una intervencidn para producir sentido en el estudiante mediante un analisis de sus

acciones que desencadene una representacion adecuada de la condicion.

L381 I: Ok. Aqui lo que estamos diciendo, bueno tu estas definiendo que a es 390,
b es 420 y ¢ es 450, entonces lo que estds poniendo aqui es... [hace la suma de
390+420+450] que 1260 es igual a 8235. Eso es lo que se esta planteando en esta
condicion. Pero ademas no estas involucrando a las variables que ti definiste, que
son equis, ye y zeta. Piénsalo de esta manera: si esta mezcla especial llevara dos
kilos de café tipo C ¢cuanto pagarias por eso?

L382 G:900...

L383 1:900. ¢Qué fue lo que hiciste [para calcular el valor]?

L384 G: jAh! Sumé la cantidad de veces que... bueno los dos, cada kilo vale 450.

L385 I: Exacto ¢y si esa cantidad de kilos es zeta?

L386 G: Los nimeros son exactos, bueno son enteros.

L387 I: Aver, pero lo que td hiciste alli es lo importante. Fijate si tuvieras dos kilos
de café de tipo C, entonces pagarias 900 pesos de ese tipo de café, porque
multiplicaste la cantidad de kilos de café que son dos por el costo de cada kilo de
café...

L388 G: jAh, ok, ok, ok! Creo que ya vi como va el asunto. ;Como va el asunto...?
iAh! Ya vi como va el asunto. [Modifica la expresion y escribe x-a]

L389 I Ok. Pero a ¢cuanto vale?

L390 G: Ah, ok, entonces es X-390.

El estudiante genera errores sintacticos aun cuando en todos los problemas anteriores utiliz6
los términos algebraicos con una sintaxis adecuada. Es posible que la produccién de cédigos
personales le provocara confusion ya que incluso hace una lectura errénea de una expresion

que se le presenta para desencadenar un sentido intermedio.

L391 I: Muy bien, y algebraicamente ¢como se escribe?
L392 G: Algebraicamente... pudiera ser que, asi como lo estoy escribiendo, pero...
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[El estudiante escribe algunos paréntesis (Figura 5.36)]
L393 I: A ver. Espérame. ¢Qué significa que yo tenga 2x?
L394 G: Que son dos veces la... que son dos kilos de cafe.

Se hace una intervencion para que tenga sentido para el estudiante escribir el término
algebraico como 390x y lo inconveniente de escribir paréntesis entre cada uno de los
términos. Para la dltima condicidén del problema se hace una intervencion para que el
estudiante genere un sentido intermedio mediante un estrato del MAES. Con el retorno a un
estrato méas concreto el estudiante logra reconocer la relacién, pero vuelve a utilizar el cédigo

personal intermedio.

L395 I: Ahora nos queda una Gltima condicién y esa condicion dice ¢qué cosa?
L396 G: Dice que para hacer 20 kilos... dice la mezcla contiene tres kilos mas del
café tipo A.

L397 I: Que del tipo B. ¢ Cébmo podemos expresar esa condicion? Solamente vamos
a pensar en estos dos cafés de tipo A y de tipo B que para nosotros son equis y ye.
[...]

L398 G: Seria... [El estudiante se queda pensando] jAy ya no sé como se podria
representar! [dice mientras se lleva las manos a la cabeza]

L399 I: Piensa por ejemplo que del tipo A tenemos ocho kilos. ¢ Cuantos tendriamos
del tipo B?

L400 G: Ocho kilos... tendriamos cinco.

L401 [I: Muy bien. ¢Qué hiciste [para saber el valor]?

L402 G: Bueno, de los ocho kilos de café tipo A se le restaron los tres que tiene
mas y eso me dio cinco.

L403 I: Aja. Es decir, a la cantidad de kilos de café tipo A le restaste tres kilos y
eso fue igual a la cantidad de café del tipo B. Entonces nuestra cantidad de café del
tipo A ¢cémo la representamos?

L404 G: Entonces jah, ok! Entonces seria Xx—3=Db [Verbaliza mientras escribe.]
L405 I: Avye.

L406 G: Si, se me olvidd.

[Se obtiene el SEL de la Figura 5.37]

X+Y+2=220
N
2340x+42.04+4502=5235

X-y=3

Figura 5.37 SEL de A8P5 de Gabriel.
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En el proceso de reduccion del SEL, el estudiante hace una generalizacion (ya que
previamente se inicid en todos los casos reduciendo la variable x) pues decide iniciar con la
tercera variable (z ) una vez que se le hace notar que una de las ecuaciones no tiene la variable
z . Esto evidencia que existe produccion de sentido respecto a diferentes formas de utilizar

el método de Gauss.

L407 I Hay que escalonarlo, ¢qué se te ocurre que podamos hacer?

L408 G: Ok, escalonarlo si ya no tenemos zeta... [Se queda pensativo.] Podriamos
trabajar con la dos, la de los niUmeros mas grandes.

L409 I: ¢Que podriamos hacer para eliminar la zeta de la segunda ecuacién?
L410 G: Multiplicar 450 por toda la ecuacién uno y la ecuacién dos multiplicarla
por uno. Menos uno, perddn, menos uno.

El estudiante aplica el método para reducir x en forma competente (Figura 5.38).

Nueve sistema
X+y+z2=20
@OX+30Y4y=F05

Figura 5.38 Primera etapa del método de Gauss en A8P5 de Gabriel.

Posteriormente elige Y de la segunda ecuacion como siguiente variable para reducir. En este
caso tuvo algunas dificultades con los signos y otras que parecian tener relacion con la falta
de organizacién de la escritura en la pizarra electronica como puede observarse en la Figura
5.38.

L411 I: Entonces, ¢como tenemos que trabajar? ¢Qué tenemos que hacer?

L412 G: Entonces tengo que multiplicar la ecuacion dos por menos uno y la
ecuacion tres por 30.

L413 I: Lasegunda se queda tal cual ¢no? Y la tercera es la que se va a multiplicar
por treinta.

L414 G: jAy, ya me atoré! jYa me perdi con los nimeros!

L415 I: A ver, tranquilo.

L416 G: Para que la ye me quede negativa en las... en una de las dos.

L417 1: Si te fijas la ye ya esta de diferente signo.
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Se explican al estudiante las operaciones propuestas en relacion con los signos y
posteriormente escribe el resultado de las operaciones mientras las realiza mentalmente, pero
presenta dificultades con la suma algebraica, suma el lado sin multiplicar y no elimina
ninguna variable por un error en los signos, pero parece no reconocer el sentido de la
operacion ya que no identifica el error (Figura 5.39). Se hace una intervencion para que el

estudiante recalcule las operaciones y obtenga una ecuacion adecuada.

Nuevo sistema
X+y+2=20
eOX+304y=765 =
X-y=3 |
aA0x+e0y=795

Figura 5.39 Dificultades de Gabriel en la aplicacién del método de Gauss.

Se pide al estudiante que reescriba nuevo sistema ya escalonado y sobre este realiza las
transformaciones algebraicas necesarias para encontrar los valores de las variables.
Finalmente, el estudiante le da un sentido erroneo al conjunto de valores encontrados,
probablemente derivada del trabajo con A8P4, en el que existen multiples soluciones posibles
para el problema, por lo que consideramos que se presenta una generalizacion erronea al
encontrar el valor de dos de las variables con base en el valor de la primera ya que, en el
problema anterior, propusimos un valor de una variable para encontrar una posible solucién

al problema.

L418 1: ¢Qué significan esos valores que acabamos de encontrar ahorita de equis,
ye y zeta? ¢ Qué significan?

L419 G: Que serian una de las... que serian una de las posibles propuestas ;de lo
que se tendria que poner de cada café?

L420 I: ¢Son posibles propuestas? ¢Son posibles soluciones [es una posible
solucién]? ¢ O es la solucién?

L421 G: Yo digo que podrian ser posibles soluciones, porque ye depende de equis.
L422 I: Pero nosotros encontramos un valor especifico de equis, no lo propusimos.
L423 G: jAh! Entonces es la Unica solucion.
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Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 7

En el proceso de resolucion de A8P2 encontramos la Tendencia Cognitiva 7, la presencia de
un mecanismo apelativo (escalonar el SEL sin realizar las operaciones sobre renglén) que
provocO un proceso erroneo de resolucion (L227-L230 y Figura 5.30). Encontramos, ademas,
la Tendencia Cognitiva 4, ya que previamente el estudiante no habia tenido dificultades para
realizar las transformaciones algebraicas necesarias para resolver SEL escalonados, sin
embargo, presenta dificultades para identificar que debe encontrar el valor numérico de la
variable y (L236-L244).

En la resolucién de A8P4 se evidencia la Tendencia Cognitiva 8 ya que la representacion de
cantidades desconocidas aumentadas es un mecanismo que inhibe la capacidad del estudiante
para modelar la ecuacion (L281-282). Ademas, se observa la Tendencia Cognitiva 5 ya que
el estudiante realiza una lectura estratificada que no le permite modelar (transformar)
adecuadamente la condicion y que le llevaria a errores en la resolucién. El estudiante intenta
plantear la ecuacion mediante el analisis de las relaciones entre cantidades conocidas y
desconocidas (MC), sin embargo, combina las condiciones en una misma ecuacion

relacionando en forma inadecuada las cantidades (L283-L287).

Encontramos en el primer intento de resolucion de A8P4 la Tendencia Cognitiva 7, ya que el
estudiante a pesar de reconocer que el SEL que modela el problema ya esta escalonado, no
intenta encontrar el valor numérico de una de las variables, como si lo efectud en la resolucion
de los problemas previos, sino que intenta sumar (como mecanismo apelativo) las ecuaciones
como paso a seguir en la resolucion del SEL (L310-L323). Una vez iniciado el proceso de
resolucion encontramos evidencia de la Tendencia Cognitiva 8 (La presencia de mecanismos
inhibitorios) ya que en procesos previos fue competente para realizar las transformaciones
algebraicas necesarias para despejar una variable en expresiones con una sola literal,
consideramos que el hecho de que la ecuacion tuviera dos literales fue un mecanismo
inhibitorio (L340-L345 y Figura 5.35).

En la etapa de modelar algebraicamente A8P5 observamos la Tendencia Cognitiva 5, al
encontrar que nuevamente el estudiante combina condiciones en una misma ecuacion sin
relacionar en forma adecuada las cantidades conocidas y desconocidas (L364-L372).
Ademas, se evidencio la produccion de cddigos personales intermedios (L373-380 y Figura
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5.36). Consideramos que en la interpretacion de la solucién de A8P5 el estudiante realizd
una generalizacion erronea (Tendencia Cognitiva 6) ya que considerd que la solucion

encontrada era una de muchas posibles (L418-L423).

5.4 El caso de Ana

5.4.1 Actividad 1. Intertextualidad y produccion de sentido

Al inicio de la Actividad 1 la estudiante caracteriza la ecuacion lineal al hacer el andlisis de
las expresiones algebraicas, sin embargo, observamos produccion de sentido en la revisién
de resultados como 0=0y a =D al resolver las ecuaciones, asi como de la naturaleza de la

solucién de ecuaciones del tipo ax +by = c . Ademas, a través de intervencion didactica con

el uso del MIAS, para la estudiante toma sentido la multiplicidad de soluciones del problema
de enunciado con una condicién y dos cantidades desconocidas y la infinidad de soluciones

del modelo algebraico que lo representa.

Con respecto a las expresiones A1S1 la estudiante en general identifica las expresiones que
son ecuaciones y aplica las reglas algebraicas adecuadas para resolver de forma competente
las ecuaciones de primer grado con una incognita. Por la terminologia que utiliza en A1Sla
se observa que su intertexto le permite hacer una lectura de las ecuaciones de primer grado y

de algunos elementos como incognita, variable, igualacion y grado de la ecuacion.

L1 I: El primero es 3m+1y la pregunta es si ¢esto es 0 no una ecuacion? Para
ti ¢€s 0 no es una ecuaciéon?
L2 A: Si, si es una ecuacion.

L3 I: ¢Por qué?

L4 A: Porque cuenta con una variable.
LS I: Ok.

L6 A: Tiene la incdgnita que es m.

L7 I: Muy bien. ¢Alguna otra cosa mas?

L8 A: Tiene una igualacion. Y segln yo es de primer grado y solamente cuenta
con una variable.

L9 I: Muy bien. ¢La pudiste resolver?

L10 A:Si.
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Al iniciar el analisis de A1S1b identifica la expresiébn como una ecuacién, pero no puede

hacer una lectura del resultado obtenido al tratar de resolver la ecuacion.

[Respecto a A1S1b]

L11 I: Parati, ;€S 0 no es una ecuacion?

L12 A: Si, siesunaecuacion. Igual tiene unavariable y es una ecuacion de segundo
grado.

L13  I: Ok. Y ¢laresolviste? ¢ La pudiste resolver?

L14  A: Si, si, me da como igualacion. El igual me da en ceros ambas partes.
L15 I: ¢Cero igual a cero?

L16  A: Aja. [Asiente.]

L17  I:Y paratti, ¢eso qué significa?

L18 A: Eeeh, pues que... digamos que se despeja, bueno no se despeja se simplifica
hasta su minima expresion y eso es igual a cero.

Mediante una intervencion se explica que A1S1b es una ecuacién que se cumple para
cualquier valor de la variable y que al transformarla algebraicamente para tratar de resolverla

obtiene la expresion 0=0.

La estudiante realiza transformaciones algebraicas sobre A1S1h, ecuacion de primer grado
con dos incognitas, pero no encuentra sentido al resultado que obtiene, posiblemente debido
a que el intertexto de la estudiante con respecto a la resolucion de ecuaciones de primer grado
estuviera centrado en encontrar un valor numérico Unico y al no obtenerlo le hace dudar que

la expresion fuera una ecuacion.

L19 I: x-3y=0, ¢es 0 no es una ecuaciéon?

L20 A: Si es una ecuacion, pero realmente tuve como duda.

L21 I: Es una ecuacion. ¢De qué tipo seria?

L22 A: Primer grado...

L23 I: Pero con dos incognitas, ¢cierto?

L24 A: Aja.

L25 I: Entonces aqui te pide que resuelvas si es posible, ;tG qué hiciste? [La
estudiante explica el proceso para llegar a x=3y.]

L26 I: ;Y hasta aqui llegaste?

L27 A: Si.

Mediante la intervencion didactica la estudiante identifica que A1S1h tiene infinita cantidad
de soluciones tras analizar que al dar valores a una de las variables se obtienen valores para

la otra variable.
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[Se proponen dos valores para una de las variables y se obtienen valores
correspondientes para la otra (Figura 5.40).]

L28 I: Entonces, ¢ cuantas soluciones tiene esta ecuacion?

L29 A: Tiene dos, ¢no?

L30 I: ¢Dos? ¢ Y si le doy tres aqui? [Se escribe 3 en la primera columna'y el céalculo
para la segunda.]

L31 A: Ah bueno si.

L32 1:Y le puedo seguir dando, yo le puedo dar punto cinco, un cuarto, etc. Ye puede
valer lo que yo quiera. Y equis va a valer dependiendo de lo que valga ye. ¢ Entonces
cuéntas soluciones tiene esta ecuacion?

L33 A: Pues son infinitas, muchisimas.

J K234
—p—

1§ A=3¢)=3
2| X =3Nechb

Figura 5.40 Dos soluciones para A1S1h con Ana.

Para A1S1j, ecuacion de primer grado con tres incognitas, la estudiante generaliza el analisis
hecho con A1S1h, ecuacidn de primer grado con dos incognitas y reconoce que tiene infinita

cantidad de soluciones.

L34 1I: Aqui tenemos la ultima 2x—3y—z =-1. ¢{Eso es una ecuacion?

L35 A: Yo puse que si, es una ecuacion y es una de primer grado.

L36 I: Y me podrias decir una ecuacion como esta ¢tiene alguna solucion? No qué
solucidn, sino si tiene alguna solucion.

L37 A: Si, yo creo que si tiene solucidn sin embargo no es como tan tradicional,
porque a lo que yo llegué fue a igualar equis a... [La estudiante explica que despejo
la variable x. Se le recuerda que es un caso parecido a A1S1h.]

L38 I: ¢ Cuantas soluciones tendra esto?

L39 A: Ahyo creo que son infinitas.

Mediante el anélisis de A1S2 en el que se hace intervencidn para trabajar con estratos de los

métodos MIAS, la estudiante identifica las soluciones posibles al problema (Figura 5.41).
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120 litros de la bebida, jcudntas botellas de 5 Ty
cudntas botellas de 2. | se llenaron?
Botrelos
S Lilvos 2 L Wes Operacone s

24 0 5 @) + 2(0)=120

e S S5@) + 2(5) = \20

o 60D s (o) * z(&9) = 12D

2 s S % 2(ss) = \20

4 50

Figura 5.41

Ademas, con base en las exploraciones sucesivas la estudiante propone en forma competente
la ecuacion que relaciona las dos cantidades desconocidas e identifica que la expresion
algebraica tiene infinita cantidad de soluciones mientras que el problema, por sus condiciones

tiene Unicamente 13 soluciones posibles.

L40 I: ¢Cudl es la expresion algebraica que representa el problema? Como
expresion algebraica, ¢como lo podriamos representar?

L41 A: Creo que la primera parte podria ser, bueno poner una incognita en la parte
del... que acomparie al 5 y ya de ahi saber cuantas botellas se llenarian partiendo
de las 120 y de las que ya tienen los dos litros.

Se propone a la estudiante escribir x como encabezado de la columna que representa la

cantidad de botellas con capacidad de 5 litros y y como encabezado de la columna que

representa la cantidad de botellas con capacidad de 2 litros.

L42 1: Entonces, ¢cOmo quedaria la expresion?

L43 A: Quedaria 5x y el dos esta acompafiado de la ye.

L44 I: 5x+2y ¢igual a?

L45 A: Cero, ah no 120 perdon.

L46 |: Esta seria la expresién algebraica que representa este problema.

L47 A: Ok.

L48 1: Pero ojo porque nuestro problema tiene solamente 13 posibles soluciones.
Esta expresién, nosotros ya habiamos visto una expresion como esta en las
expresiones anteriores. Esta ecuacion ¢ cuantas soluciones tiene?

L49 A: [Se queda pensativa unos segundos.] jAh! Son infinitas, tiene las dos
variables.

Al finalizar la actividad, a pregunta expresa, la estudiante identifica caracteristicas de las

ecuaciones en general, sin embargo, menciona que “nos llevan a un resultado determinado”
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por lo que consideramos que aln no se incorporan a su intertexto las posibilidades de no tener

una solucién Unica.

L50 I: Que es una ecuacion y que elementos la componen

L51 A: pues es que podria decir que una ecuacion es como un conjunto de factores
que nos llevan a un resultado determinado y lleva consigo variables nimeros signos
e igualaciones y... ya.

Con respecto a las ecuaciones de primer grado la estudiante menciona que “no esta elevada”,

por lo cual se hace una intervencion para puntualizar que su exponente es uno.

L52 I: pero en particular las de primer grado que me dirias con respecto a ellas
¢,como son?

L53 A: Pues la diferencia es que las de primer grado cuentan con todos los
elementos que ya hemos visto pero la diferencia es que... ;como se puede decir? la
variable no esté elevada.

L54 I: Ok al decir la variable no esta elevada lo que supongo que quiere decir es
que no se ve que haya un exponente jcierto? [ ...] entonces cuando nosotros decimos
0 vemos que no esta elevada a ningun exponente efectivamente esta elevadoalaly
por lo tanto es de primer grado ¢cierto?

5.4.2 Actividad 2. Intertextualidad y produccion de sentido

El intertexto de la estudiante le permite realizar a priori transformaciones algebraicas
necesarias para la resolucion de ecuaciones de primer grado con una incognita que involucran
fracciones, simbolos de agrupacién y operaciones con variables; observamos produccion de
sentido en la posibilidad de que no siempre el proceso de resolucion lleva a encontrar un
Unico valor de la variable. Al resolver una ecuacion de primer grado con dos variables,
mediante intervencidn, la estudiante produce sentido respecto a que esta tiene infinitas

soluciones.

La estudiante resuelve en forma competente ecuaciones de primer grado que involucran
signos de agrupacion y racionales. El intertexto de la estudiante le permite leer y transformar

adecuadamente A2Slay dar sentido a la solucion (Figura 5.42).



156

Capitulo 5

Figura 5.42

En A2S1b, ecuacion de primer grado sin solucidn, la estudiante le da un sentido erréneo al

resultado encontrado. La respuesta de la estudiante evidencia que su intertexto respecto a

ecuaciones que no tienen una solucion unica la hace concluir que la variable puede tomar

cualquier valor; en Al se trabaj6 el caso de identidades o ecuaciones que se cumplen para

cualquier valor de la variable y ese caso pudo incorporarse a su red intertextual. Se realizé

una intervencion para promover la produccion de sentido respecto a resultados de la forma

a=b.

[Una vez que se ha llegado al resultado 0=7]
L55 I: ¢Qué significa esto para ti?

L56 A: Creo que la... es que yo investigandolo saqué que la proporcion es falsa 'y
que cualquier valor... que se le puede dar valor a t.

En A2S1d el intertexto de la estudiante con respecto a resultados del tipo 0=0 y la

intervencion para ajustar su discurso le permite identificar que la ecuacién tiene infinita

cantidad de soluciones.

L62 A: Si.

[Al llegar al resultado 0=0]

L57 I: ¢Qué supones tu que significa esto 0=07?
L58 A: Habiamos visto que esto significa infinito nimero de valores ¢no?
L59 I: Y eso ¢ qué significa, basicamente?
L60 A: Que la zeta puede ir acompafiada de cualquier valor.
L61 I: ¢ Te refieres a que la zeta puede tomar cualquier valor?

Aunque en la primera actividad la estudiante mostraba dudas respecto a que x—3y =0 fuera

una ecuacion, al iniciar A2S2 la estudiante expresa un ejemplo de ecuacion de primer grado
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con dos incognitas, con lo que puede deducirse que hubo un cambio en el intertexto de la

estudiante.

L63 I: ¢(Me podrias dar un ejemplo de una ecuacién de primer grado con dos
incognitas?

L64 A: Si podriamos poner 2x+3=2y+6

[...]

L65 I: ¢cuantas soluciones crees tu que pueda tener una ecuacion de primer grado,
pero con dos incognitas.

L66 A: Pues primero podemos tener nada mas con una solucion por parte de las dos
incognitas, o sea las dos, dos soluciones.

[...]

L67 I: Ahora estamos hablando de ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas
y ta me dices que entonces podria ser dos soluciones. ¢Qué mas podria ser de
acuerdo a lo que infieres, a lo que td piensas?

L68 A: No sé si podria contener infinito...infinito numero de soluciones.

L69 I: ¢{Y qué méas o nada mas esas?

L70 E2: No sé... también podriamos abrirnos a la posibilidad de que no podria tener
soluciones sino un namero simplificado.

El intertexto de la estudiante, que posiblemente esta centrado en la resolucion de ecuaciones
de primer grado con una incognita analizados en los incisos anteriores, no le permite hacer
una lectura de la resolucion de ecuaciones de primer grado con dos incognitas, a pesar de que

una ecuacion del mismo tipo se analizd en Al.

L71 I: Aqui estamos considerando que tenemos una ecuacion de primer grado con
dos incognitas. Entonces, ¢qué hariamos para resolverla? ¢ qué se te ocurre hacer?
L72 A: Ay en esa ya... ya no se me ocurre nada.

Se hace una intervencién para provocar la produccion de sentido respecto a que las

ecuaciones cuya forma es ax+by = c tienen infinitas soluciones.

5.4.3 Actividad 3. Intertextualidad y produccion de sentido

En el desarrollo de la Actividad 3 con Ana, observamos produccion de sentido con respecto
a la multiplicidad de soluciones de cada una de las condiciones de un problema con dos
cantidades desconocidas y como es posible encontrar la solucion comin mediante

inferencias. Mediante el uso del MAES la estudiante identificd, como herramienta de apoyo
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para la modelacion algebraica, el uso de valores concretos para explorar las condiciones y
proponer ecuaciones para representarlas. Se establece la necesidad de desvincular el modelo
algebraico del contexto para realizar las transformaciones algebraicas, pero en cada problema
la estudiante relaciona en forma competente la solucién con las condiciones del problema.
Aunque no logra definir las ecuaciones con una primera lectura de los problemas de
enunciado, consideramos que es importante el uso de estratos mas concretos como apoyo

para el analisis de las condiciones.

En A3P1 se hace una intervenciéon para la aplicacion de un estrato del MIAS en la resolucion
de un problema de enunciado. Retoma de su intertexto un problema similar, pero hace una
lectura estratificada del proceso de andlisis que no le permite responder en forma competente;
la estudiante expone una solucién encontrada mediante prueba y error intentando emular el
proceso de analisis de A1S2 (problema de enunciado de llenado de botellas), pero no logra
proponer mas soluciones y por lo tanto tampoco logra responder cudl es la cantidad de

soluciones sin intervencion.

[Se da lectura a la primera parte de A3P1]

L73 I: No sé si tuviste oportunidad de revisarlo.

L74 A: Tuve oportunidad de revisarlo, pero me estanqué como que no me acordé
bien de la forma en que hicimos el otro, pero si pues busqué ahi unas soluciones
[...] en la parte de que por ejemplo el problema anterior en con el que nos habiamos
guiado, la solucion realmente yo hacia la gréafica de equis y ye y empecé como a lo
que haciamos las primeras sesiones en las que eran... ponia los valores de un lado
y ponia valores del otro, ponia valores de un lado y valores del otro y después iba
compensando cada uno pero al final no me salian exacto como lo pide el problema.
[...]

L75 I: pues platicame si encontraste alguna solucion en particular algin par de
valores que tu digas “esto es solucion de este problema”

[...]

L76 A: ...es que yo lo demas lo igualé o sea intenté darle los mismos valores, bueno,
es que dice que no viajo con menos de su capacidad entonces lo que yo estaba
haciendo era [ ...] como explicarlo, le di a los dos camiones la misma capacidad y
el mismo numero de viajes y nada méas pues me salié tres viajes por parte del camion
de cuatro toneladas y cuatro viajes por parte del camion de dos toneladas.
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Una vez encontrados los valores que cumplen las dos condiciones del problema (Figura 5.43)

la estudiante expresa la solucion en términos del problema, considerando una de las

condiciones.
Viajes del cami6n A Viajes del camion B Operaciones Tons Cesto pov Ceste
(2 toneladas) | lcuatro toneladas) ! | totales ! Corvnls Ao LAE i “udod
X 4 - | 2(4) + 4N =8+nrezo0| 20 | 2000 («) +3000(3) = (000
X 0O 5 | 2¢s) + a¢s)=0vzo | 20 | 2000 (6\ +30m (9 = 15000
w & 4 2() t4q(D=4tle | 20 | zocs () %3000 &) = (00D
vV & 2 2() + {( =vxad | 2D | 2000 (6) +3000(7) = 18000
8 1 | 2(8) t4¢) =W | zo |
=] =] 1o a4y =2040 | O
i [

Figura 5.43

L77 I: Me podrias decir como interpretamos esta respuesta en términos del
problema

L78 A: Pues el camion hizo seis viajes en total cada uno con un costo de dos mil
pesos y el camidn hizo dos viajes en total con un costo de tres mil pesos lo que es
igual al presupuesto de la nota, 18 mil pesos.

L79 I: Perfecto y entre los dos pues hicieron un transporte de 20 toneladas.

En A3P2, mediante intervencion, la estudiante pudo encontrar las ecuaciones relacionadas
con las condiciones del problema, a partir de las operaciones aritméticas obtenidas al explorar

un posible valor de una de las cantidades desconocidas, esto es, con el uso del método MAES.

L80 I: Aqui dice que hay peluches grandes y peluches pequerios [...] que los
peluches grandes cuestan 50 pesos mas que el doble de los pequefios. Lo que vamos
a hacer aqui es digamos que los pequefios cuestan 100 pesos. Entonces, ¢cuanto
costarian los grandes?

L81 A: 250

L82 I: Muy bien, 250, ¢qué es lo que tuviste que hacer para saber que los grandes
cuestan 2507

L83 A: Pues se encuentra el doble del nimero y se le suman los 50 pesos que es el
total de la diferencia que tiene que haber con grandes y pequefios.

En esta actividad la estudiante no fue competente para resolver el SEL de dos ecuaciones con
dos incognitas obtenido en A3P2. Propone utilizar el método de sustitucion, pero asume que
el método consiste en el analisis sucesivo de inferencias y no desvincula el sistema en su

forma algebraica del contexto. Se hace una intervencion para explicar la posibilidad y
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conveniencia de desvincular el SEL de su contexto durante la resolucion mediante

transformaciones algébricas y para la resolucion.

[Se le pregunta a la estudiante si recuerda algin método para resolver sistemas de
dos ecuaciones con dos incognitas.]

L84 A: Me acuerdo nada mas del de sustitucion que era como el mas sencillo.

L85 I: Ok, entonces, ¢me ayudas con eso? ¢Qué harias aqui? Fijate como aqui ya
esta despejada la ye, entonces esta perfecto para sustitucion. ¢Qué hacemos?

L86 A: Yo creo que si solamente conocemos digo valor mas cercano es el de los
peluches pequefios podriamos darle un valor semejante al que teniamos antes y
desde ahi partir poniendo ese como incognita ¢tal vez?

En A3P3 la estudiante no logr6 hacer una lectura que le permitiera identificar las condiciones
del problema en forma independiente.

L87 I: Asi nada més viendo el problema ¢ me podrias decir alguna ecuacién que nos
represente alguna de las condiciones del problema?

[La estudiante se queda pensativa.]

L88 A: No sé si se deba igualar a diez 0 a ocho yo creo que es a ocho ¢no?

L89 I: Ok. Hay los dos casos, en un caso igualamos a ocho y en otro en otro caso
igualamos a diez. Solamente hay que saber qué es lo que hay que igualar.

Mediante una intervencién guiada en un estrato del MAES y el método de reduccién por

suma y resta se modela y se resuelve el problema.

L90 I: Fijate que respondié diez preguntas en total, en algunas se equivoco y en
otras acert0. Ahorita nada mas vamos a enfocarnos en la cantidad de preguntas que
eran 10. Supongamos que acertd en tres ocasiones, ¢cuantos errores habria tenido?
En total son 10 preguntas.

L91 A: Solo tuvo siete errores.

L92 I: Muy bien entonces serian cantidad de aciertos [escribe 3] mas cantidad de
errores que son siete y eso nos da 10. Con esa informacion ¢crees que podrias
decirme una de las condiciones?

L93 A: Tendriamos como valor de equis, tres, como valor de ye, siete y lo tendriamos
que igualar a 10.

L94 1: Ok. Pero tres y siete son una suposicion que nosotros hicimos porque ese 3 y
7 no necesariamente son asi, si la cantidad de aciertos hubiera sido 8 ¢cuantos
errores habria tenido?

L95 A: 2

L96 I: Y eso nos daria 10 ¢cierto? es decir estas son cantidades que estamos
imaginando, que estamos proponiendo, pero que representan a cantidades
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desconocidas. [ ...] Es decir la condicion es que entre estas dos nos den 10. Entonces,
¢,cOmMo nos quedaria la ecuacion?
L97 A: Solo quedaria pues la incognita equis mas ye igual a 10 [ x+ y =10].

En A3P4 la estudiante no definido en forma competente las ecuaciones con base en el
problema, el proceso del problema previo y el método de explorar valores ain no forman
parte de su intertexto. Al igual que en los casos descritos previamente, encontramos que la
estudiante combino las dos condiciones sin poner una de las cantidades desconocidas en
términos de la otra, sino que traduce el enunciado en forma directa, lo cual es una tendencia
al modelar condiciones mediante ecuaciones. Encontramos, ademas, que la estudiante se

refiere al coeficiente como “acompanante”.

L98 I: Entonces asi de entrada analizalo un poquito y dime si encuentras por ahi
una ecuacion que esté representando una de las condiciones del problema.

[La estudiante propone representar la medida del lado mayor con la letra x, cuyo
valor es el triple que el lado menor (y)]

L99 A: En realidad puedo plantearlo como 3x+y=73.6

L100 |I: ¢Esta es tu propuesta de una de las condiciones? ¢ 0 de qué? Platicame.
L101 A: pues seria si queremos encontrar el valor de dos lados tenemos que saber
que el lado mayor esté pidiendo el triple que el lado menor, entonces eso seria como
la primera incognita o lo primero que queremos saber y el perimetro total es 73.6 y
el lado menor es una incognita, pues, normal no tiene ningln acompafante.

Nuevamente se hace una intervencion para modelar las ecuaciones realizando exploraciones
mediante valores concretos para darle sentido a las relaciones entre las cantidades

desconocidas y para, posteriormente, resolver el SEL.

En todos los casos la estudiante fue competente para expresar en terminos de los problemas

de enunciado los valores obtenidos de las incognitas.

Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 3

En el desarrollo de A3P4 observamos la Tendencia Cognitiva 5, esto es, la lectura realizada
por la estudiante para modelar una de las condiciones del problema no es adecuada ya que
combina dos condiciones en una Unica ecuacion relacionando las cantidades de manera que

la llevaria a errores en la resolucion (L98-L101).
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5.4.4 Actividad 4. Intertextualidad y produccion de sentido

La Actividad 4, cuyo objetivo es que los estudiantes reconozcan los SEL en diferentes
sistemas de signos matematicos, representd un reto para la estudiante, ya que sus respuestas
evidencian que su conocimiento de los objetos matematicos estd enfocado en las
transformaciones algebraicas; sin embargo, mediante intervenciones didacticas se observé
produccion de sentido con respecto a la manera en que las tablas de valores numéricos se
relacionan con SEL y con las condiciones de un problema, la forma en la que se relacionan
los sistemas de dos y tres ecuaciones con dos incognitas con su representacion en el SSM del
plano de ejes coordenados y que en este sistema de signos aun cuando no se observe la
interseccion de dos rectas no paralelas que representan ecuaciones de un SEL, existe

solucidn.

En A4S1 la estudiante tiene problemas para relacionar los SEL en su forma algebraica con

los SEL en el SSM del plano de ejes coordenados.

[Se muestra a la estudiante A1S1.]

L102 I: Entonces platicame ¢ qué pusiste en estos? ¢Si los pudiste hacer o quieres
que los revisemos juntas?

L103 A: Ay no, ese, el seisy creo que era el cinco. Esos no.

Mediante una intervencién se hace la relacion de las rectas con las ecuaciones de cada SEL
de A4S1 y la estudiante identifica que cada ecuacion de primer grado con dos incognitas

representa una recta y viceversa.

En A4S2, en lugar de relacionar directamente las condiciones del problema con los datos
numéricos proporcionados, la estudiante menciona haber tratado de encontrar el modelo
algebraico como un paso intermedio, rescatando el parecido del enunciado de A4S2 con
A3P4 en cual uno de los objetivos era modelar las ecuaciones en forma algebraica. Es posible
que, dado que en su intertexto no figuraba la relacién directa entre las condiciones en forma
de enunciado y las tablas con valores numéricos, la estudiante vinculara el proceso de

resolucion con el enunciado de situacion problematica similar.

L104 [I: ...lo que nos estan pidiendo es que identifiquemos cual de las siguientes
parejas de tablas representa a las condiciones del problema. Entonces, ¢éste si lo
pudiste resolver’

L105 A: En este me quedé a medias.
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L106 I: Ok, ¢qué hiciste? Platicame.

L107 A: Pueses que en realidad me basé en lo que se habia hecho antes en el otro
problema que hayamos tenido pues parecido y tuve mucho conflicto porque en el
otro, bueno, estaba diciendo que era el doble del otro de sus lados, o el triple, no lo
recuerdo bien y aqui solamente nos esta diciendo que aumenta con dos centimetros
y entonces tuve bastante problema porque no supe bien como plantear la ecuacion
para después encontrar equis y ye.

L108 I: Bueno, de hecho, no es necesario encontrar como tal la ecuacion
solamente identificar las condiciones...

Se hace una intervencion para que en A4S2 la estudiante identifique de qué manera las tablas

de valores numéricos se relacionan con las condiciones del problema.

En A4S3 nuevamente se observa la tendencia a construir ecuaciones como un paso
intermedio. Es posible que, dado que el intertexto de la estudiante no le permite darle sentido
al proceso de construir un problema de enunciado dada la solucidn, intente construir una
ecuacion con base en la solucion buscando un sentido intermedio; sin embargo, no logra
desemperiarse en ese proceso en forma competente. En la ecuacion que propone involucra
correctamente la igualdad entre dos valores, pero agrega el tercer valor con lo cual se pierde

la relacion y la igualdad.

L109 I: Ahora vamos a ver este siguiente [...] ya no te estoy dando un problema,
sino que te pido que tu pienses en algun problema en donde la respuesta sean esos
valores. ¢Se te ocurrié algo?

L110 A: Solamente se me ocurrio una ecuacion de tres términos como habiamos
visto antes, pero en realidad planteando el problema, pues no.

L111 I: Bueno, vamos a ver, ¢;cual seria esa ecuacion?

L112 A: Solamente enuncié ... 1o planteé asi con una equis 5, ye 2.5 y empecé con
eso, pero como jAy, es que hice una cosa muy extrafia! Empecé con los resultados y
después para atras.

L113 I: Perfecto platicame ¢ qué fue lo que hiciste o como te quedd? Cuéntame.
L114 A: Pues normalmente nada mas empecé con equis 5, ye 2.5y zeta nada mas
con unoy yo habia aprendido algo antes en donde primero buscaba un factor comun
y desde ahi tenia como que tenia que ir subiendo los valores para después sacar el
numero mas simplificado y que ese fuera el resultado.

L115 I: Entonces, ¢tienes alguna propuesta aqui?

L116 A: No, no. Tal cual no.

L117 I: Entonces, bueno, de acuerdo con lo que me estuviste diciendo ¢qué
podriamos hacer aqui?
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L118 A: Yo creo que se podria elevar cada uno de estos nimeros a un nimero que
sea multiplo de todos y ya después irlos simplificando.

L119 I: Por ejemplo, ¢un maltiplo de 5?

L120 A: Por ejemplo, ye es la mitad de lo que vale equis entonces seria elevar ye
pues al cuadrado y con z pues yo la dejé asi todo el tiempo como que la constante
siempre fue uno, uno, uno.

L121 I: ¢Ye al cuadrado o dos ye? [mientras escribe]

L122 A: No, dos ye.

L123 I: ¢y eso seria igual a quién? [Escribe signo de igual.]

L124  A: Igual a... nada mas seria a equis y yo lo dejaria nada mas con mas uno.
Bueno més zeta.

[La ecuacion queda como 2y = x+z .]

Posterior a esta discusion, y dada la iniciativa de la estudiante, se hace una intervencion para
mostrar la forma de construir ecuaciones con la solucion planteada y el por qué la solucion
no era véalida para la ecuacion propuesta. La estudiante replica en forma competente el
método para generar una ecuacion a partir de los valores de la solucion. Una vez construido
el sistema de ecuaciones, la estudiante logra definir un enunciado con condiciones

relacionadas a cada una de las ecuaciones.

L125 |I. Con base en estas ecuaciones ¢crees que podemos encontrar algin
problema? ¢se te ocurre algun problema gue cumpla digamos... que sus condiciones
se pueden modelar de esta manera? [...]

L126 A: Podria ser el... no sé, se me ocurre el valor de una ficha, por ejemplo.
L127 I: El valor de una ficha... ;que cada uno de estos sea una ficha diferente?
L128 A: Aja, son fichas diferentes y en el caso de la segunda ecuacién son dos
fichas de tal tres fichas de tal y solamente una ficha de tal entonces el valor total de
todas estas me va a dar 16.5.

En A4S4 la estudiante no logro, sin intervencion, identificar el sistema de tres ecuaciones
con dos incAgnitas que se relacionaba con las tres tablas de valores numéricos, e incluso con
el proceso guiado la estudiante mostré confusion para seguir las sustituciones necesarias para
resolver la situacion. Al igual que en A4S2 se evidencia que el contexto del uso de tablas
para la representacion de valores de un SEL no forma parte del objeto mental SEL de la

estudiante y representa para ella un mecanismo inhibitorio.

L129 1. Acuérdate que lo que nosotros buscamos es que se cumplan las
condiciones de estas ecuaciones

[...]
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L130 I: [Se sustituyen valores x=12 y y=0en la ecuacion x = y—12.] Vamos a ver
qué pasa aqui. Son equis igual a ye menos 12 y equis vale 12 y ye vale cero ¢0k?
entonces si nosotros sustituyéramos estos estos dos valores, aqui nos quedaria que
12 esigual a 0-12. ;12 es igual a menos 12?

L131 A: Si se esta cumpliendo.

En A4S5, el intertexto de la estudiante con respecto a la solucion de SEL en el plano de ejes
coordenados le permite hacer una lectura de su relacion con las intersecciones, pero no logra
darle sentido a la inexistencia de solucion del sistema de tres ecuaciones y dos incdgnitas

antes de la intervencion, la cual se realiza mediante el tratamiento algebraico.

L132 I: Entonces son tres ecuaciones con dos incégnitas. ¢Que me puedes decir
con respecto a la solucion de ese sistema de ecuaciones? ¢Hay solucion, no hay
solucion, cual seria? ¢ TU que crees?

L133 A: Pues solo dos de las rectas pasan por el mismo punto.

L134 I: Ok. ¢Cual es el punto por donde pasan dos de las rectas? ¢ Cuales rectas?
¢,Si alcanzas a ver los colores?

L135 A: Rectas rojay verde pasan por el punto 1.5 en equis y menos 1.5 en ye.
L136 I: ¢Ese es el unico punto que tu crees que coinciden dos rectas o hay otros
puntos?

L137 A: No, no. Hay otros puntos en el que coincide con la recta azul... azul con
rojay azul con verde.

[...]

L138 I Tenemos tres coincidencias, pero se estan cruzando Unicamente dos
rectas. ¢ Qué significa que se cruzan dos rectas en un punto? Digamos que tenemos
un sistema de dos ecuaciones que son la recta azul y la recta roja. ¢ Que significaria
que se cruzaran en ese punto que significa ese punto?

L139 A: Que existen nada mds dos ecuaciones... por cada recta, por cada cruce
de recta y que con la... con el otro punto con el que si checan... bueno... [Se queda
pensativa].

Una vez que se ha expresado el SEL algebraicamente, para la estudiante toma sentido la
forma grafica y logra identificar que el SEL no tiene solucion; sin embargo, ain no logra
vincular las coordenadas de la interseccion con el valor de las cantidades desconocidas en el
SEL que hacen que validen las ecuaciones y le da un sentido erréneo, relacionado con las
pendientes. Es posible que esto se derivara del hecho de que la construccion de las ecuaciones

a partir de sus rectas se realizé empleando la pendiente.
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L140 1. Son tres ecuaciones que forman un sistema. Y ese sistema esté
representado aqui graficamente [...] Entonces la pregunta es este sistema de
ecuaciones, como un sistema, ¢tiene solucién?

L141 A: [Piensa unos segundos] No.

L142 I: No tiene solucién. ¢Por qué crees que no tiene solucion?

L143 A: Porque no hay un punto exacto por el que pasen las tres.

[...]

L144 |I: Suponemos que las tres rectas pasan por (2,1). Entonces, ¢qué haria este
punto (2,1) con cada una de estas ecuaciones? ¢Que pasaria si lo sustituyéramos
aca?

L145 A: [Se queda pensativa] Podriamos saber cudl es el valor, no sé, ¢de las
pendientes de cada recta?

En la intervencion se aclara que la solucion de un SEL son los valores que al ser sustituidos
en cada una de las ecuaciones que lo forman, hacen que se cumplan las igualdades. Ademas,

se analiza, relacionando los dos SSM, el por qué el sistema de A4S5 no tiene solucion.

Para A4S6 la estudiante consider6 que el SEL representado en el plano mediante rectas “no
tiene solucion, ya que los puntos nunca se intersecan”. Una vez que hizo una intervencion
mediante el uso de GeoGebra para representar las rectas del SEL, para la estudiante tuvo
sentido que el SEL si tiene solucidn, aunque en la figura la interseccion de las rectas no fuera

evidente.

L146 I: Este es un sistema de ecuaciones formado por dos ecuaciones lineales con
dos incognitas y la pregunta es si crees que tiene solucion.

L147 A: Por lo que estuve viendo en lo de la tarea mas reciente me parece que yo
sigo pensando que no existe una solucién porque sigo diciendo que los puntos en
ningln momento se intersectan no existe un resultado equivalente ni por sustitucion
ni por suma o resta en las dos ecuaciones.

[La estudiante menciona que no tiene las ecuaciones del SEL expresado en forma
gréfica.]

L148 I. ¢(Qué te parece si la revisamos de forma grafica? [Abre GeoGebra.]
Vamos a tratar de graficar [en GeoGebra] el sistema de ecuaciones que tenemos
aca. [Se grafica en GeoGebra el SEL.] Entonces, si te fijas, nosotros aqui solamente
alcanzamos a ver hasta el 4 en ye [en la actividad], pero aqui ya se alcanza a ver un
poco mas [en GeoGebra]. Entonces, ahora que la ves asi, ¢t queé crees, tiene 0 no
tiene solucion?

L149 A: Si, si.
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Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 4

En esta actividad observamos en general la Tendencia Cognitiva 8, ya que la relacion de los
SEL y su solucién en diferentes SSM representaron mecanismos inhibitorios (por ejemplo,
L129-L131), para los cuales la forma y tratamiento algebraico representaban un sentido

intermedio para la estudiante.

5.4.5 Actividad 5. Intertextualidad y produccion de sentido

En la Actividad 5 cuyo objetivo es analizar la clasificacion de los SEL de acuerdo con la
naturaleza de su solucion, la estudiante logra, mediante la intervencion didactica, produccion
de sentido en la lectura de los sistemas de hasta tres ecuaciones con tres incégnitas sin
solucion, con una o con infinitas soluciones en los SSM del plano de ejes coordenados, en
tablas de valores numéricos correspondientes y en forma algebraica. Sin embargo,
consideramos que, para que lo anterior forme parte de su objeto mental, es necesario que la
estudiante tenga nuevos acercamientos que le permitan familiarizarse con este tipo de
anélisis.

En una primera instancia la estudiante no pudo realizar la lectura de A5S1b (vista tabular),
evidenciando nuevamente que este SSM representa un mecanismo inhibitorio. Posiblemente
porqgue en el analisis tabular realizado en la actividad previa no se hizo referencia a la solucion
en este SSM. Por lo tanto, su red intertextual no le permitié responder a una pregunta
relacionada con la solucién en ese SSM. Sin embargo, al relacionar mediante intervencion
didactica los valores de la recta con los de la tabla, la estudiante pudo identificar los valores
en los que las tablas coinciden. En cuanto al SSM del plano de ejes coordenados la estudiante

identificd adecuadamente las coordenadas.

L150 I: Entonces, bueno, ¢me podrias decir cuéles son los datos en los que
coinciden los valores en la representacion tabular?

L151 A: Le iba a decir que eso fue como lo que me llegd a fallar, lo de la tabla;
en realidad yo solo lo entendi como los valores de equis y de ye, pero en el segundo
inciso [inciso c] me pregunta pues lo mismo, en qué coordenada se intersectan.

[Se muestra la concordancia entre puntos de las rectas con valores en las tablas]
L152 I: ¢Donde los valores de la primera tabla coinciden exactamente con los
valores de la segunda tabla?
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L153 A: Enelvalor de la coordenada (3,1) en las dos partes.

En A5S1d la estudiante no sustituye ambos valores en las ecuaciones, sino un valor en cada
ecuacion, encontrando el valor de la otra incdgnita en cada caso. Es posible que el intertexto
personal de la estudiante no le permita darle sentido a la evaluacion de los dos valores como
solucién en las ecuaciones y por lo tanto la motive a enfocarse en procesos resolutivos. El
sentido que le habria dado a la lectura del item es el de realizar transformaciones para
encontrar soluciones. Finalmente se hace una intervencion para mostrar a la estudiante que

al sustituir los valores en las ecuaciones se cumplen las igualdades.

L154 1: Aqui lo que se pide es que hay que sustituir estos valores en el sistema de
ecuaciones y ver qué pasa. ¢ Tu los sustituiste?

L155 A: Si.

L156 I: ¢Y qué pasd?

L157 A: Pues tengo entendido que se puede tomar cualquiera de las ecuaciones
para sustituirlo, entonces tomé la primera ecuacion para sustituir equis y la segunda
ecuacién para sustituir ye, entonces al final me sali6 en la primera ecuacion que ye
es igual a uno y en la segunda ecuacién que equis es igual a tres.

Una vez que se hace la intervencion en A5S1d, aclarando el sentido del item, la estudiante
es capaz de identificar que ambos valores hacen que se cumplan las igualdades en ambas
ecuaciones y a pregunta expresa responde que no existen otros valores que hagan que se
cumplan las igualdades; sin embargo, sus argumentos no fueron claros, por lo que se realizé
la intervencion para mostrar, mediante la aplicacion digital, que en el SSM del plano de ejes
coordenados no podian existir otros valores en los que coincidieran ambas rectas y que en
los valores numéricos expresados en la tablas no volverian a repetirse otras parejas de valores

por la tendencia de cada valor dentro de las tablas.

L158 [I: ;Tu crees que si sustituimos algun otro valor... o que existe algun otro
valor que nosotros podamos sustituir en esas ecuaciones y se cumplan las
igualdades?

L159 A: No siempre.

L160 I: No siempre... es decir, ;si puede haber alguno?

L161 A: Yo pensaria que en este caso no, porque no puede existir otra igualdad,
pero pues en otros casos si, claro que si.

Después del analisis la estudiante no concluye en forma puntual que los valores encontrados

son la solucion Unica del SEL. Por lo tanto, se realiza una intervencidon mas en esta seccion
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para aclarar que, aunque cada ecuacion tiene infinita cantidad de soluciones, como sistema,

el ejemplo Unicamente tiene una solucion.

L162 I: Ahora la pregunta es ¢qué significa que se cumplan las igualdades? Ya
vimos que si se cumplen, ¢qué significa que se cumplan esas igualdades?

L163 A: Que el punto de interseccion es valido.

L164 I: Ok, ese punto de interseccion es valido para las dos ecuaciones...

En A5S2a la estudiante logra identificar la solucion del sistema de dos ecuaciones con dos
incdgnitas en el SSM del plano de ejes coordenados; sin embargo, en primera instancia no
logra identificar la coincidencia de la misma pareja en las tablas, lo que es indicador de que

no vincula la relacion de la solucion en los dos SSM.

L165 I: Entonces, ¢qué observas en la representacion gréafica en esta parte?
L166 A: Hay una coordenada de (0, -2) y las rectas solamente se van a intersectar
en un punto y de ahi no van a volver a encontrarse.

L167 I: Perfecto, entonces el punto en el que se intersecan es (0, -2). Y en la parte
tabular, ¢qué observas?

L168 A:[Observa las tablas unos segundos.] Que no. No hay ninguna coincidencia
con los resultados en equis y ye en las dos partes.

L169 I: ¢Ninguna, ninguna? A ver, vuelve a observar.

L170 A: Ahsi, si hay. En la coordenada (0, -2)

L171 I: Es igual, ¢cierto? Es igual, tanto en la parte grafica como en la parte
tabular observamos la misma coincidencia en (0, -2).

Encontramos, en las respuestas de la estudiante, evidencia de que existe produccion de
sentido respecto a las preguntas relacionadas con la solucion del SEL en los diferentes SSM.

Sin embargo, aun no logra establecer los valores identificados como la solucién del SEL.

L172 1. ¢Qué significa? ¢Qué es ese valor (0,-2) para el sistema de ecuaciones?
L173 A:Vaasercon el que se van a sustituir los valores principales de las de las
ecuaciones.

L174 1:¢Y qué va a pasar si sustituimos en las ecuaciones?

L175 A: Vaa haber una igualacion.

En A5S2b la estudiante logra identificar, con base en los analisis previos y en las preguntas
guia, que el SEL no tiene solucion al observar rectas paralelas. Ademas, mediante

intervencion, identifica las caracteristicas de las tablas y del SEL en su forma canonica.

L176 1:¢Como son esas rectas entre si?
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L177 A: Paralelas.

L178 I: Y de acuerdo con las caracteristicas de las rectas paralelas ¢va a haber
un momento en el que se van a cruzar, un punto en el que se pueden cruzar?

L179 A: No hay.

L180 I: No hay un punto en el que se van a cruzar. Entonces, si no hay un punto
en el que se van a cruzar ¢qué podemos decir de este sistema de ecuaciones? ¢Qué
significaba ese punto donde se cruzaban?

L181 A: Que habia una solucién del sistema y también que podria existir una
igualdad. Pero en este caso no. Una igualdad para las ecuaciones.

L182 |: Es decir, este sistema de ecuaciones ¢tiene o no tiene solucion?

L183 A: No.

Al observar que las rectas de A5S2c se superponen, la estudiante considera que no puede
haber una solucidn, pero cuando se le sugiere observar las tablas, se da cuenta de que existe
infinita cantidad de soluciones. Al transformar algebraicamente las ecuaciones mediante
intervencion y llevarlas a la forma canonica la estudiante observa que las ecuaciones son

iguales.

[Se muestra en GeoGebra, mediante el movimiento de un deslizador cdmo las rectas
que representan el SEL A5S2c se superponen]

L184 I: ¢Qué paso?

L185 A: Se sobrepone.

L186 I: Exactamente, se sobrepone. Entonces, lo que observamos aqui es que estas
dos rectas se vuelven una. ¢Y td me puedes decir cuantas soluciones tenemos o Si
tenemos solucidn de este sistema de ecuaciones?

L187 A: Yo creo que no. No puede haber una solucién.

L188 I:[...] Observa la parte tabular ¢Qué observas aqui?

L189 A: jAh, ok, ok! Pues existe entonces infinita cantidad de soluciones.

L190 |I: Asi es. Es decir, las dos rectas se vuelven una y entonces todos los puntos
coinciden entonces todos los puntos son solucién del sistema de ecuaciones.

Al observar las rectas que representan el SEL A5S2d, la estudiante expresa no estar segura
si las rectas son paralelas y por lo tanto si existe solucion, lo cual se aclara al realizar
transformaciones algebraicas y el andlisis de las ecuaciones en su forma candnica mediante

intervencion.

L191 I: Entonces vamos a observar qué es lo que pasa. ¢(Qué puedes observar
aqui?
L192 A: Son... no por completo paralelas.
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[Se propone la transformacidn algebraica de las ecuaciones a la forma candnica.]
L193 I:¢Y qué podemos observar? Nuevamente si este es el sistema de ecuaciones,
¢.como son los coeficientes de equis y de ye?

L194 A: Soniguales.

L195 I:¢Y el lado derecho?

L196 A: Tiene signos negativos, pero diferente nimero.

En A5S2e la estudiante logra identificar que existe infinita cantidad de soluciones mediante
inspeccién de la parte algebraica, lo cual evidencia produccién de sentido respecto a los

andlisis previos.

L197 I: Y ahora ;como ves este sistema de ecuaciones, tendra o no tendra
solucion? ¢ Qué te parece si lo manipulas algebraicamente primero? Y me dices qué
crees que pasa con ellos.

[La estudiante realiza transformaciones algebraicas hasta llegar a las ecuaciones en
forma canonica.]

L198 I:Y ahora ¢me podria decir qué va a pasar con estas rectas, con este sistema
de ecuaciones?

L199 A:Vaaserigual.

L200 I: Ok, las dos rectas van a ser iguales ¢y eso qué significa?

L201 A: Que hay infinita cantidad de soluciones.

En A5S3a la estudiante logra identificar que las rectas son paralelas y, al realizar una

inspeccion algebraica, que no existe solucion.

L202 1. Observa el sistema de ecuaciones y dime qué es lo que crees que podria
pasar.

L203 A: Podria dividir entre dos la primera ecuacion que quedara un resultado
de las primeras dos ecuaciones en equis y ye el mismo resultado, pero en la parte de
c y habria una diferencia. [Se escribe el resultado de la transformacion.]

L204 I: Buenoy entonces ¢cOmo serian estas rectas?

L205 A: No tendrian solucion.

L206 I: Ok, estas rectas serian paralelas y por lo tanto no hay solucion.

En el SEL A5S3b de tres ecuaciones con dos incdgnitas, la estudiante infiere en primera
instancia que no tiene solucion ya que observa que se intersecan Unicamente dos rectas, sin
embargo, al visualizar en el plano que la otra recta se superpone se da cuenta de que si tiene

solucién.
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[Se representa mediante SEL_Solucionesl.ggb el sistema de tres ecuaciones con dos
incégnitas A5S3b]

L207 1:Y ahora platicame, ¢ crees que este sistema de ecuaciones tiene solucion o
no tiene solucion?

L208 A: Se estan contemplando tres ecuaciones y se supone que las tres tendrian
que pasar por el mismo punto, entonces, no.

L209 I: Pero ¢cudl es la que crees que no pasa por el mismo punto la [recta] azul,
la verde, o la roja?

L210 A: Laverde ¢no?

[...]

L211 I: Pero observa aqui en la parte grafica qué pasa con ella cuando llegamos
aqui a menos 20 [se mueve el deslizador] ahi va la verde y es esa [Al superponerse
con la recta azul en el software dindmico se observa que se pierde bajo la recta azul]
¢ Qué paso con la verde y la azul?

L212 A:Yanoesta.

L213 I: Pero en realidad si esta, en realidad si ésta solo que esta ahi debajo de la
azul.

L214 A: Aaaah.

L215 I: Entonces la azul y la verde se vuelven una sola. Entonces la verde en
realidad también pasa por el mismo punto, aunque aqui no la vemos, pero pasa por
el mismo punto. Entonces el sistema ¢tiene no tiene solucion?

L216 A: Si.

Al observar la construccion del SEL A5S3c en el software de geometria dindmica, la
estudiante concluye que si tiene solucion al observar que las tres rectas que lo forman se
intersecan en el mismo punto. Se hace una intervencion para recordar que si se sustituyen en

las ecuaciones los valores encontrados se cumplen las igualdades.

[Se muestra el cambio de las formas grafica y algebraica del SEL mientras se mueven
los deslizadores.]

L217 1: ¢Hay solucion o no hay solucion?

L218 A:Si.

Para el SEL A5S3d, la estudiante rescata analisis previos e identifica que no existe solucion
para el SEL ya que su representacion en el SSM del plano de ejes coordenados muestra tres
rectas que no se intersecan en un mismo punto (hay dos intersecciones ya que dos de las
rectas son paralelas). El lenguaje de la estudiante evidencia falta de dominio de los términos
adecuados, sin embargo, en sus respuestas es posible interpretar que hay produccién de

sentido en sus lecturas de las preguntas.
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L219 1. ¢;Qué pasa gréficamente? ¢(Qué puedes observar alli? ¢Tenemos
solucion?

L220 A: No. ninguna se intersecta, o sea, las tres tienen que cumplir la misma
caracteristica y ninguna lo hace. Solamente la tercera [recta roja] con la verde y la
azul.

L221 I: Entonces se cumplen dos a dos.

Se hace una intervencion para puntualizar que las coordenadas de las intersecciones que se
observan validan las ecuaciones que las forman, pero no son soluciones del SEL. Ademas,
se modifica una de las rectas para mostrar la posibilidad de observar tres intersecciones y la
estudiante concluye, igualmente, que ese caso seria otra representacion de un sistema de tres
ecuaciones con dos incognitas sin solucidn; esto con la finalidad de no fijar la idea de SEL

sin solucidn a rectas paralelas.

En A5S4 la estudiante menciona que los sistemas de ecuaciones solamente tienen dos
incognitas, es posible que su intertexto estuviera influenciado por el trabajo previo, mas
enfocado en sistemas de dos y tres ecuaciones con dos incognitas. Ademas, la estudiante
identifica, mediante intervencién, que cada ecuacion con tres incégnitas corresponde a un
plano en el espacio de ejes coordenados y una tabla de valores y que la interseccion de los
planos es un punto con tres coordenadas que son la solucion del sistema de tres ecuaciones

lineales con tres incdgnitas.

L222 I ¢{TU qué crees que pase si sustituyo estos valores de dos, uno y menos uno
[punto de interseccion de los planos del sistema de A5S4] en las ecuaciones? ¢Qué
crees que pasa?

L223 A: Podriamos tener lo mismo que con... es que en una ecuacion solamente
hay dos este... dos incognitas ;jno?

L224 1: No necesariamente estas son ecuaciones este es un sistema de ecuaciones
y son tres ecuaciones y cada una de ellas tiene tres incognitas.

[...]

L225 |I: Sisustituyo los valores en cada una de las variables para dos, uno y menos
1 entonces, ¢qué pasaria? ¢Qué pasaba antes?

L226 A: Se cumplia la igualdad.

L227 1. Entonces ¢ ta crees que aqui se cumpliria la igualdad?

L228 A:Si, ino?

L229 I: Si, deberia de cumplirse porque esta es la solucion del sistema de
ecuaciones.
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Antes de iniciar el andlisis de A5S5 la estudiante generaliza adecuadamente la idea de que
en sistemas de tres incognitas existen mas posibilidades respecto a la naturaleza de la
solucion, que Unicamente sistemas con una solucion Unica; sin embargo, aunque la pregunta
se enfocaba en el SSM del espacio de ejes coordenados, la estudiante enfoca parte de la

respuesta en la representacion algebraica.

L230 I: De entrada, ¢qué te imaginas? ¢Como podrian ser esos planos? ¢ Tu crees
que siempre tengamos soluciones para un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas?

L231 A: No.

L232 I ¢Como podrian ser esos planos?, ¢como te los imaginas para que no haya
solucion?

L233 A: Pues en este caso que falte una ecuacion, que falte una incégnita, que los
resultados no sean iguales y que no haya una interseccion.

5.4.6 Actividad 6. Intertextualidad y produccion de sentido

En el desarrollo de la Actividad 6 (A6) cuyo objetivo es que los estudiantes identifiquen los
sistemas de ecuaciones equivalentes y las transformaciones algebraicas que permiten
obtenerlos, identificamos que hubo produccion de sentido respecto a las operaciones que
permiten transformar un SEL en otro equivalente y las ventajas de tener un SEL escalonado

para su resolucion.

En A6S1 la estudiante da una explicacion vaga de lo que es la solucion de una ecuacion; por
otra parte, las respuestas de la estudiante respecto a las ecuaciones y los sistemas de
ecuaciones equivalentes reflejan el uso de términos correctos, pero que no se habian usado
en actividades previas por lo que parecen derivados de una investigacién previa al desarrollo
de la actividad. La intervencion se realiza para puntualizar que para la resolucién de
ecuaciones se utilizan operaciones con las que se obtienen ecuaciones equivalentes y que lo

mismo ocurre con los sistemas de ecuaciones.

L234 1: ¢Qué es la solucidn de una ecuacion? ¢ Te acuerdas?

L235 A: Lo que yo me habia acordado es que era como los valores numéricos que
se les da a las letras, algo asi, que son como las variables y las incognitas.

L236 I: {Qué seria una ecuacion equivalente a otra?

L237 A: Son ecuaciones gue tienen soluciones, pero con raices idénticas.

L238 I: Ahora, ¢qué seria un sistema de ecuaciones equivalentes?
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L239 A: Yo puse que son los que tienen el mismo conjunto de soluciones
L240 I: El mismo conjunto solucién.

En A6S2 la estudiante identifica algunas de las operaciones sobre renglon que puede aplicar

a un SEL para obtener otro equivalente.

[Una vez que se ha multiplicado una ecuacién de A6S2 y se observa el nuevo SEL
en GeoGebra.]

L241 I: ¢{Qué solucién te queda?

L242 A: Me queda la misma.

L243 1. Y eso ¢qué querria decir?

L244  A: Que, aunque se esté multiplicando los valores y se les den diversos...
bueno no los valores, aunque se esté multiplicando la ecuacion y se le den diversos
valores siempre va a ser equivalente.

L245 1: Cuando multiplicamos una de las ecuaciones o incluso las dos ecuaciones
por algin namero lo que obtenemos justamente es un sistema equivalente. Muy bien.
[Al observar en GeoGebra el sistema equivalente obtenido al sumar las ecuaciones
y sustituir el resultado por alguna de las ecuaciones.]

L246 I: ¢Qué solucién te queda?

L247 A: Dos para equis y uno para ye.

L248 1. Que es la misma, ¢cierto? Entonces la solucion del nuevo sistema de
ecuaciones también en la misma, es decir, cuando nosotros sumamos las dos
ecuaciones y el resultado de la suma lo sustituimos por alguna de las dos
[ecuaciones] lo que obtenemos que es un sistema ¢ de qué tipo?

L249 A: Equivalente.

En A6S5a, la estudiante no identifica la primera accion para la resolver el sistema escalonado.
La intervencion permite que la estudiante reconozca el proceso de resolucion de SEL

escalonados y la aplique en forma competente en la resolucion de A6S5b.

L250 I: Con base en lo que acabamos de hacer, ¢{Qué se te ocurre que podamos
hacer aqui?

L251 A: Se pueden encontrar los valores de cada uno de los términos para después
sustituirlo en la primera ecuacién, la de hasta arriba.

5.4.7 Actividad 7. Intertextualidad y produccion de sentido

Al resolver mediante intervencion didactica los primeros dos SEL se observa en la estudiante
produccion de sentido con respecto al método de reduccion gaussiana. Posteriormente, se

emplea la aplicacion SEL_Reduccion.ggb como apoyo para la resolucion de una serie de
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SEL de dos y tres ecuaciones e incognitas con una, ninguna o infinita cantidad de soluciones
y, en cada caso se observa produccion de sentido mediante el analisis de los resultados de las
transformaciones algebraicas y de la observacion de sus correspondientes representaciones
en forma grafica y competencia en la proposicién de operaciones necesarias para escalonar
los SEL.

Mediante intervencion en A7S1a se realizd un primer acercamiento al método de reduccion
gaussiana. El intertexto de la estudiante respecto al método de suma y resta, le permitio la
produccion de sentido con respecto al método de reduccion gaussiana en el caso del sistema

de dos ecuaciones con dos incognitas.

[Al inicio del proceso de escalonar el SEL A7S1a.]

L252 I: ¢Qué pasaria si yo multiplico la primera ecuacion por cuatro? [...] todo
eso multiplicado por cuatro, ¢qué obtenemos?

L253 A: jAh ya me acordé! Se supone que tenias que... bueno mas o menos ahi
vagamente... con ese mas cuatro volvemos equivalente a... con la ecuacion dos.
L254 . Mas que equivalente lo que buscamos es que este valor sea igual al valor
que vamos a tener aca.

En A7S1b, sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, la estudiante tuvo varios tropiezos
para lograr darle sentido al proceso de reduccion del SEL. Para obtener el primer sistema
equivalente la estudiante obtuvo de forma competente las operaciones necesarias para la
nueva segunda ecuacion; sin embargo, la estudiante no podia hacer una lectura del proceso
para obtener una tercera nueva ecuacion reducida, por lo cual fue necesaria una intervencion.

El nimero de ecuaciones en este caso significd un mecanismo inhibitorio para la estudiante.

[Una vez obtenida la segunda ecuacion del primer SEL equivalente se ha empezado
a cuestionar a la estudiante sobre las operaciones necesarias para obtener la nueva
tercera ecuacion, pero no logra desvincular la segunda ecuacion (Figura 5.44).]
L255 I: ¢Qué tendriamos que hacer? Es mas o menos lo mismo que hicimos aca
para la ecuacion dos, pero ahora seria para la ecuacion tres. Hay que hacer alguna
operacion sobre la ecuacién uno y luego alguna operacion sobre la ecuacion tres y
sumarlas, pero ¢qué operacion seria?

L256 A: [Se queda pensativa unos segundos.] Seria la resta.

L257 1. Ok, pero si las restamos, asi como estan, pues nos quedaria una equis,
menos equis, entonces hay que multiplicarlas primero ¢Por cuéanto las
multiplicamos?

L258 A: No sé si seria menos uno.
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[3x+6v—-5-=0
' x+y+2-=9
- 4x+2yv-3z=-1
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Figura 5.44 Captura de pizarra digital de A7S1b con Ana.

La estudiante identifica en A7S2a las operaciones para reducir el SEL, con las cuales

determina el valor de los deslizadores en SEL_Reduccion2.ggb (Figura 5.45), con lo cual se

puede observar competencia en el uso del método. Sin embargo, realiza el analisis algebraico

sin observar la parte grafica que presenta

dos rectas paralelas como representacion del SEL

en el SSM del plano de ejes coordenados, con lo cual habria determinado la ausencia de

solucion del sistema.

I: ¢Por qué nimero se te ocurre que lo podamos hacer?
A: Pues se puede multiplicar la primera ecuacién por 2.

L259

L260

L261 I:¢Y lasegunda?

L262 A: Ay esa siempre me falla.
L263

L264 A: Ah por menos 2.
L265
L266 A: Nada mads por... por uno.

I: Fijate, si multiplicamos la primera por 2 nos quedaria en la parte de la
equis 4x entonces si ahi la sumamos con la otra serian 4x + 4x

I: Y entonces, la segunda, ¢por cuanto la multiplicariamos?

2 3 1
E1 A+ =11 iy .
4 6 g
E2 4x+By=9 Y @ @
m=-2 n=1
® L 4
Reemplazar E1
mME1+nE2 B
Reemplazar EX

-8 -6 -4 -2 0

Figura 5.45 Desarrollo de A7S2a en SEL_Reduccién2 con Ana.
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Una vez que la estudiante realiza el proceso en el SGD y no obtiene una ecuacion se le pide
observar la parte grafica y le da sentido al resultado dado por el software. Se realiza una
intervencion para hacer notar las caracteristicas de la parte algébrica cuyo anélisis llevaria a

la conclusidon de que el SEL no tiene solucién.

[La estudiante activa la casilla de verificacion para que la aplicacion realice la
operacion indicada y el resultado es un signo de interrogacion.]

L267 I ¢Qué paso?

[La estudiante observa y no responde.]

L268 I: Nos sale un signo de interrogacion ¢cierto?

L269 A: Aja.

L270 1: ¢ TU qué crees que significa eso? No nos sale una ecuacion, ¢qué pasd?
[La estudiante se queda pensativa.]

L271 I: ¢Puedes observar la parte grafica?

L272 A: Ah, podria ser porque no tiene solucion.

La estudiante concluye que el SEL A7S2b tiene infinita cantidad de soluciones, al hacer,

mediante intervencion, el analisis algebraico y en el SSM del plano de ejes coordenados.

L273 I: Aqui, si te fijas, ¢qué es lo que pas6?

L274 A: Ya no esta el primer coeficiente...

L275 I: ¢Yano esta que?

L276 A: La primera ecuacion.

L277 I. La primera recta. ¢Puedes observar que paso algebraicamente en tu
sistema de ecuaciones?

L278 A: Pues quedaron los mismos valores de la primera ecuacion solo que por
dos.

[...]

L279 I: Mueve por ejemplo un poquito el coeficiente dos, el dltimo [deslizador],
muévelo un poquito para que observes nada mds que es lo que pasa. [...] cuando lo
dejamos en dos lo que pasa es que se sobreponen las dos rectas.

L280 A: Ah, se sobreponen.

[...]

L281 I: ¢TU podrias decirme qué va a pasar si tratamos de reducir estas dos
ecuaciones? ¢Qué nos quedaria?

L282 A: ¢Si se restan ambas?

L283 I: Aja.

L284 A: Pues nada mas tendriamos el resultado de la primera ecuacion.
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L285 1. Al sumarlas nos quedaria cero igual a cero, ¢cierto? Y entonces
practicamente nos quedaria una sola ecuacion con dos incégnitas. ¢Cuantas
soluciones tiene este sistema de ecuaciones?

L286 A: Son este... son infinitas.

Mediante intervencion y con apoyo visual del SGD la estudiante identifica que A7S2c es un
sistema con infinita cantidad de soluciones. La estudiante mostré mayor dominio del método,
al identificar las operaciones necesarias en la primera etapa de la reduccion. Sin embargo, al
realizar la siguiente etapa, dado que el coeficiente del primer término de la segunda ecuacion
era ya el inverso aditivo del coeficiente del primer término de la tercera ecuacion, la
estudiante tuvo dificultades para identificar los valores de los deslizadores que debian
establecerse como m=1y n=1. Aunque previamente se analizé el caso de un sistema de
dos ecuaciones lineales y tres incognitas que en su representacion en el SSM del espacio de
ejes coordenados forman dos planos no paralelos, la estudiante tuvo dificultades para

visualizar que la interseccion entre ellos es una recta.

L287 I: ¢Cuales serian esos numeros por los cuales hay que multiplicar? Primero
nos concentramos en la ecuacion dos, es decir, tomamos este y este [Ecuaciones 1y
2]. Entonces, ¢ cuanto por la ecuacion uno?

L288 A: Laecuacion uno seria por dos.

L289 I: Ok, ¢y la ecuacion dos?

L290 A: por menos siete.

L291 I: Ok ¢y para la ecuacién tres? Ahora consideramos esta de aqui y esta de
aca, unoy tres.

L292 A: Pues la ecuacién uno por cinco y la ecuacion tres por menos siete.

L293 I: Perfecto, entonces si te fijas aqui nosotros ya tenemos la operacion y lo
unico que vamos a hacer con esto es alimentar el programita.

[...]

L294 I: La operacion que ahora nos permitiria eliminar la a ye de la tercera
ecuacion [...]

L295 A: Pues los estaria multiplicando no sé si puedo hacerlo menos 7y més 7.
L296 I: Site fijas ya tenemos el mismo coeficiente que es 14 y menos 14 y de hecho
ya con signos diferentes entonces, ¢por cuanto tendriamos que multiplicar la
primeray la segunda?

L297 A: Poruno

L298 I: Por uno ambas.

[...]

L299 I: entonces ponemos en my en n, ponemos uno.
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[La estudiante activa la casilla para que se ejecute la operacion y se sorprende por el
resultado.]
L300 A: Oh.

Continuando con el analisis de A7S2c, en una segunda inspeccion de la parte algebraica, la
estudiante interpreta adecuadamente el resultado obtenido en la aplicacion, respecto a que la
ecuacion dos y la ecuacion tres del sistema equivalente son iguales y eso determina dos
graficos superpuestos en el SSM del espacio de ejes coordenados. Por otra parte, no logra,
con el analisis algebraico ni con el analisis gréafico, darle sentido a la solucion del SEL en

primera instancia, sino solo mediante la intervencion didactica.

L301 I: Observa tus dos ecuaciones, ¢qué paso?

L302 A: Ya eliminé también zeta.

L303 |: Exactamente.

L304 A: Bueno, mejor dicho, ya eliminé todo.

L305 I: Asi es, nos queda cero igual a cero. ¢Y eso qué significa? ¢Quieres
observar la parte grafica?

L306 A: Que la ecuacién dos y la ecuacion tres se sobreponen y la Gnica que sale
es la ecuacién uno.

L307 I: Ok, nos queda una ecuacion unoy una ecuacion dos, ¢no? Porque, aunque
esas dos se sobreponen pues se vuelven una. Entonces nos quedan, practicamente,
¢cuantos planos?

L308 A: Dos.

L309 I: Dos planos. Y ya habiamos nosotros platicado cuantas soluciones tenemos
si tenemos dos planos que no son paralelos. ¢ Cuéntas soluciones tenemos alli?
L310 A: Mmmh ¢Qué serian? ¢ Solamente dos?

[Se realiza la intervencidn para que la estudiante logre la interpretacion.]

L311 I: ;Donde se cruzan estos dos planos? Acuérdate, deciamos, por ejemplo, si
tu juntas dos paredes, ¢,como es esa figura?

L312 A: ;Solamente hay una... una solucion?

L313 I: Una solucidn seria un punto, pero si tenemos dos planos asi [muestra con
las manos] se cortan... es como dos paredes, jcomo es la union de dos paredes?
¢ Qué es?

[La estudiante no responde se queda pensativa.]

L314 I: No sé si quieras darle vuelta a la parte gréfica [...] ¢Si te fijas? ¢Qué se
forma entre los dos planos?

L315 A: Seria como una interseccion.

L316 I: Aja. ;Y esa interseccion es un punto?

L317 A:Si.
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L318 I: ¢Esun punto? ¢ T ves un punto?

L319 A:Si.

[Se explica a la estudiante, recordandole andlisis previos, que se forma una recta
como interseccion de dos planos.]

L320 I: Lo que se forma es una recta. Entonces una recta en realidad no es un
punto solito, son infinita cantidad de puntos, ¢recuerdas? Entonces, ¢cuantas
soluciones tendriamos alli? En una recta, de acuerdo con lo que hemos revisado
antes...

L321 A: Infinitas.

En A7S2e, la estudiante identifica en forma competente los valores para los deslizadores que

corresponden a las operaciones sobre el SEL para reducirlo (Figura 5.46).

E1 4x-dy-22=1 ==
e o o °
E e o o .
m=-1 n=1
. -
n y + '_ 4
mE1E2
(] me1+nE3
(] me2+nE3 ’

F—1

Figura 5.46 Inicio de resolucion de A7S2e con Ana.

L322 1. ¢(Como nos quedaria la operacién para trabajar con la segunda ecuacion,
para obtener una nueva ecuacion que no tenga equis?
L323 A: Seria con la primera y segunda ¢verdad?

L324 I:Si.
L325 A: Menos unoy uno.
[...]

L326 I:Y ahora para la primeray tercera.

L327 A: Seria para la primera menos uno...

L328 I: Fijate como los signos ya son diferentes

L329 A: Menos uno y menos cuatro para la tercera.

L330 I: O podria ser uno y cuatro...

[...]

L331 I: ;{Cbémo nos quedaria el nuevo sistema de ecuaciones y cual seria la nueva
operacién para eliminar la ye de la tercera ecuacion?

L332 A: Paraeliminar ye ¢verdad?
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L333 I: Si.

L334 A: Pues seria menos cuatro y ocho.

L335 I: Fijate como son multiplos el 4y el 8, bueno, el 8 es multiplo de 4. Entonces
a lo mejor podemos encontrar una operacion

L336 A: Menos dosy dos.

L337 I: Mas o menos ...

L338 A: Menos dosy cuatro.

L339 I: ¢A quién multiplicarias por menos dos?

L340 A: Aocho.

L341 1: Ok, podria ser.

L342 A: jAh, ya, ya, ya! Seria uno para ochoy menos dos para cuatro.

La estudiante sustituye adecuadamente los valores y encuentra la solucién a partir del SEL

equivalente escalonado, la cual verifica posteriormente en el SGD.

En A7S2f la estudiante identifica desde el analisis del sistema en el SSM del plano de ejes

coordenados que podria no haber solucion.

L343 I Me gustaria que le dieras un poquito de vuelta a la parte grafica y la
observaras. ¢ Qué parece que esta pasando alli?

L344 A: Podria decir que ninguna se toca, pero la uno y la tres no estan como
completamente paralelas.

La estudiante aplica en forma competente el método de reduccién y hace un analisis de la
parte grafica y de la parte algebraica pero no identifica en primera instancia que el SEL no
tiene solucion. Mediante intervencion se analizan las caracteristicas de las transformaciones

algebraicas y graficas que implican la ausencia de solucion.

L345 I: Ahoraobserva la parte algebraica. ¢ Como son esas ecuaciones en la parte
algebraica, la dosy la tres?

L346 A: Son casi iguales.

[...]

L347 1. Y aqui bueno ¢qué podemos deducir una vez que tenemos este nuevo
sistema de ecuaciones? [...] ¢Qué puedes deducir con respecto a la solucion?
L348 A: Puedo decir que la primera ecuacion pues tiene solucion y las otras dos
no.

L349 I: Acuérdate que es un sistema

L350 A: Ah entonces no tiene solucion.

L351 I: Exactamente. [...] en este caso no vamos a encontrar un conjunto de
valores que validen las tres ecuaciones a la vez, que graficamente para nosotros eso
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seria un punto. Pero en este caso pues no existe, no hay manera de que aqui
obtengamos un punto; para empezar, tenemos planos paralelos.

[...]

L352 I: ¢Que observas en esa parte grafica?

L353 A: Se ve bonito, pero los puntos jamas se tocan con los 3

L354 I: Ok no tenemos un punto de coincidencia para los tres, ¢ cierto? Entonces,
¢qué va a pasar si yo manipulé esto algebraicamente? ¢ qué pasaria?

L355 A: Los puntos nunca se van a tocar.

L356 I: Los tres planos nunca se van a juntar en un punto. Pero algebraicamente,
¢qué se te ocurre que pueda pasar?

[...]

L357 A: No sé si podrian cancelarse y solamente quedarse con uno o dos términos.
L358 I: ¢Hablas de una ecuacion? ¢Que se cancele una ecuacion?

L359 A: Aja

L360 I: ¢(Qué pasaria si cancelamos una ecuacién y nos quedan solamente dos
planos? ¢eso no tendria solucion?

L361 A:Si.

L362 I: Tendria infinitas ¢no? Infinita cantidad de soluciones; pero este sistema
gue nosotros estamos observando aqui en realidad no tiene solucidn, no tiene ni una,
ni infinitas. No tiene porgue los planos pues se cruzan dos a dos pero el otro plano
nunca se va a cruzar con el siguiente ni tampoco se van a convertir dos en un solo
plano.

La estudiante muestra competencia en el uso del método de reduccion. Se hace un analisis,
mediante intervencion, de un resultado diferente a los anteriores para SEL sin solucion; en
este caso algebraicamente tenemos una variable con dos valores diferentes (cada uno

obtenido de una ecuacion), que al graficarse representan planos paralelos.

L363 I: Para eliminar la equis en la segunda ecuacion. Tendremos que sumar la
primeray la segunda, ¢que valores paramy n?

L364 A: Menos unoy menos uno.

[...]

L365 I: Ahora para la tercera ecuacion.

L366 A: ;Entre la primeray la tercera?

L367 I: Asi es, primeray tercera.

L368 A: En la primera pondria dosy uno [en n].

L369 I: ¢(Qué paso algebraicamente?

L370 A: Los coeficientes se eliminaron, bueno las incognitas se eliminan y sélo
terminan, bueno solo hay un término.
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L371 I: Nos quedaria en la primera ecuacion zeta esta igualada a uno o menos
zeta es igual a menos uno y en la segunda ecuacion nos queda zeta igual a once
tercios. ¢Y graficamente qué pasé?

L372 A: No hay solucidn.

L373 I: Si te fijas ahi ya es muy claro que tenemos dos planos paralelos. Entonces
en el anterior pues no sabiamos que podria haber ocurrido, pero en este caso pues
ya vemos que efectivamente si nosotros manipulamos de forma algebraica [...]
tenemos zeta igual a uno y zeta igual a once tercios pues entonces tenemos dos
planos paralelos y por lo tanto pues no tenemos solucion.

Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 7

En la primera seccion de esta actividad identificamos la Tendencia Cognitiva 8, ya que
durante la intervencion para explicar el método de Gauss la estudiante no lograba darle
sentido a una parte de la obtencién del sistema equivalente reducido para un sistema de tres
ecuaciones y tres incognitas aun cuando ya se habia realizado el mismo proceso con un
sistema de dos ecuaciones e incognitas, por lo que consideramos que el nimero de ecuaciones

represento para la estudiante un mecanismo inhibitorio (L225-L258).

Durante el analisis de A7S2c encontramos evidencia de la Tendencia cognitiva 5, ya que la
estudiante no lograba darle sentido a la infinitud de soluciones del SEL ni en el analisis
algebraico, ni en el grafico, por lo que consideramos que realiz6 lecturas en estratos del
lenguaje (L301-L319).

5.4.8 Actividad 8. Intertextualidad y produccion de sentido

Para iniciar la Actividad 8, se realiza una introduccion en la que se indica que es necesario
identificar cantidades desconocidas y condiciones que se interpretan como relaciones entre
las cantidades desconocidas y otras cantidades para guiar la modelacion algebraica de los
problemas de enunciado como sistemas de ecuaciones lineales. En general, Ana muestra
dificultades para establecer las ecuaciones de los SEL, por lo cual, mediante el uso del MAES
se recurre a un estrato mas concreto que le permita identificar las relaciones entre las
cantidades y darle, de esa forma, sentido a las condiciones del problema. Una vez
establecidos los SEL la estudiante usa en forma competente el método de Gauss para la
resolucién de los SEL con solucion Unica y, mediante intervencion logra darle sentido al SEL
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sin solucion y al SEL con infinitas soluciones. En general, la estudiante relaciona en forma
competente las soluciones y los resultados obtenidos de las transformaciones algebraicas con

las condiciones de los problemas originales.

En A8P1 la estudiante identifica las cantidades desconocidas; sin embargo, asigna a las

literales valores concretos, datos proporcionados en el problema.

L374 I: Entonces lo primero: detectamos cantidades desconocidas. ¢Qué
cantidades no conocemos y que nos estan preguntando? ¢ Cuales serian?

L375 A: El nUmero de preguntas correctas e incorrectas.

L376 |: Muy bien. Entonces, esas son mis cantidades desconocidas y yo los voy a
las voy a poner en términos de variables. Entonces voy a decir equis, dos puntos.
L377 A: Es que de hecho es el que estaba haciendo acé [...] Que le puse equis
igual a mas uno y ye igual a menos un medio.

L378 I: Ah, pero si nosotros ponemos equis igual a mas uno, entonces estamos ya
dandole un valor a la equis la equis no seria una cantidad desconocida.

Se hace una intervencion para relacionar las literales a las cantidades desconocidas. Una vez
que se definen las variables, la estudiante estructura, mediante intervencion, con un estrato

del MAES, la primera condicion.

L379 I: Si, por ejemplo, el nimero de respuestas correctas hubiera sido 40,
jcuantas respuestas incorrectas habria tenido?

L380 A: 60.

L381 I: Muy bien, entonces, ¢cOmo podemos nosotros en términos de equis y de
ye plantear esa condicion?

L382 A: Laequis mas laye daigual a 100. [La estudiante escribe X+ Yy =100.]

La estudiante presenta algunas dificultades para expresar en forma algebraica la segunda
condicion. Sin embargo, al regresar a valores concretos logra modelar la ecuacién para la

segunda condicién. Y aplica en forma competente el método de resolucion.

L383 I: ¢(Como podemos nosotros plantear esa condicion? Cada respuesta
correcta suma un punto y las incorrectas restan en medio punto y el saco 71.5
puntos. ¢Como podemos plantear esa condicion?

L384 A: ¢Podria ser por ejemplo dejar el valor de equis asi, mas un medio de ye,
tal vez?

L385 I: Nada més que, por ejemplo, vamos a volver a los mismos numeritos que
trabajamos ahorita. Si fueron 40 respuestas correctas, entonces él tendria 40 puntos,
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pero, si tuvo 60 respuestas incorrectas ¢las sumariamos? ¢A los 40 puntos buenos
le vamos a sumar lo de las incorrectas?

L386 A: Ahno, se le restan.

L387 I: Aj4, entonces, ¢,codmo nos quedaria? [...]

L388 A: Podria dejarla como equis menos un medio de ye igual al resultado que
nos da ¢no? 71.5.

[...]

L389 I: Este sistema de ecuaciones pues lo podemos resolver escalonandolo [...]
¢qué habria que hacer?

L390 A: Pues nada mas tendriamos que cambiar el signo en una ecuacion y la
otra dejarla igual.

[...]

L391 I: ¢(Cdémo nos quedaria el nuevo sistema de ecuaciones?

[La estudiante escribe el nuevo sistema equivalente escalonado (Figura 5.47)]

L392 I: Tenemos el sistema escalonado, ¢Qué hay que hacer ahi?

L393 A: bueno primero tengo que encontrar el valor, despejar y de la segunda
ecuacion.

[La estudiante despeja y escribe el valor de ye.]

L394 I: ¢Y ahora qué haciamos después de encontrar el valor de ye?

L395 A: Lo sustituimos en la ecuacion.

X+1=100 X£1-=100 i NO, V%
X-0.5Y= 1.5 1.5Y=-26.5 EESTUESTAS
- - DY }{ M’L-"'-f 1.-.-'1 €2 CORRECTAS
. i ¥: NO. PE
NS00 V2285015 pesruesTas
X-0.5Y= 1.5 =14 INCORRECTAS
1.5Y=-260.5 SUSTITUTRE EN E1q
X+14-=100

X=01

Figura 5.47 Desarrollo de A8P1 con Ana.

En A8P2 la estudiante identifica las cantidades desconocidas y les asigna una literal.

L396 I: ¢{Qué es lo primero que tenemos que hacer?

L397 A: Poner las incognitas.

L398 I: Perfecto, entonces ¢coémo las pondriamos?

L399 A: Podemos poner el primer modelo como equis y el segundo como ye.
[La estudiante escribe X: Modelo barato y Y : Modelo caro.]
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L400 I: Ahora, ¢qué significa esto de modelo barato y modelo caro, su precio o la
cantidad de teléfonos?
L401 A: Seria la cantidad.

Mediante una intervencion para motivar el uso de valores concretos la estudiante identifica
la primera condicién; mientras que la segunda condicién la propone sin necesidad de usar

valores concretos.

L402 |: Para poder escribir esta condicion, ademas de cuéntos teléfonos compré
¢,qué mas debemos saber?

L403 A: Cuanto costo cada uno.

L404 1. ;Cémo podemos escribir esa condicion?

L405 A: jAy! pues es que no sé si se podria ocupar equis y ye porgue no me estan
diciendo el dinero, sino la cantidad de teléfonos.

L406 1. Aja. Pero, si, por ejemplo, compraran dos teléfonos caros, ¢cuanto
habrian pagado por dos teléfonos caros?

L407 A: 6400.

L408 I: Pero entonces, si tiene que ver la cantidad de modelos que compro porque
¢qué hiciste para encontrar los 6400?

L409 A: Sumé los dos caros.

L410 I: ¢Y si fueran cinco? ¢Qué harias?

L411 A: Pues los multiplicamos.

L412 I: Y entonces, si tenemos equis modelos caros, ¢qué tenemos que hacer?
equis cantidad de teléfonos del modelo caro.

L413 A: Multiplicarlo por el costo.

[...]

L414 1. ;Como nos quedaria esa condicion?

L415 A: Serian... al primero le dariamos el valor de ye y al segundo el valor de
equis. [La estudiante escribe 1950x] y solo voy a... ;lo voy a sumar o lo voy a restar?
L416 I: A sumarlos, porque a la hora del pago pues ¢qué hacen? te suman lo que
costaron todos los modelos baratos mas lo que costaron todos los modelos caros
para tu cuenta.

L417 A: Y la igualacién es el precio total ¢no? [La estudiante escribe
1950x+2300y=61250].

[...]

L418 I: Ahora ¢puedes encontrar la otra condicion que hay aqui?

L419 A: Los 25 empleados.

L420 I: Perfecto. ¢Y qué significa entonces esto de los 25 empleados?

L421 A: Se tiene que... bueno, tenemos que encontrar a qué empleados se les dio

los de 3.200 y a quienes los de 1950
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L422 1. A cuantos mas bien. A cuantos empleados se les dio caros y a cuantos se
les dio baratos. Entonces, ¢como podriamos expresar esa condicién?
L423 A: Aeste si se le puede poner solamente el valor de equis mas ye igual a 25.

La estudiante muestra competencia en el uso del método de reduccion un SEL equivalente
escalonado (Figura 5.48) para encontrar los dos valores de la solucion del SEL y finalmente

relaciona en forma competente la solucién y las condiciones con el problema original.

b
X: MODELO BARATO

: MODELO CARO

1450%+32.00Y= €1 250

X+Y=25

. 3a%+ G4Y=1 225 20X+GpA4Y=1 225

- X#=25 25Y= 250
| 3AX+6AY=1 225 DESPEJARY DE E2
| -20X-24Y= -q75 Y=10

#25Y= 250 SUSTITUTR EN €1

X+ 10=25 X=15

Figura 5.48 Desarrollo de A8P2 con Ana.

L424 . Ahora ¢qué hacemos?

L425 A: Despejamos ye. [La estudiante encuentra los dos valores de la solucion
(Figura 5.48).]

[...]

L426 I ¢Cuéantos teléfonos caros se compraron y cuantos teléfonos baratos se
compraron?

L427 A: Ahsi, de los caros van a 10 y de los baratos van a ser 15.

L428 I: Y entonces la suma de los dos nos da 25, que es una de las condiciones.
¢Y como hariamos para comprobar la otra condicion? No lo hacemos, pero
platicame como lo hariamos.

L429 A: ¢Lade los valores?

L430 I: Ajé, los precios.

L431 A: jAh! los precios, si. Multiplicamos por el precio de uno y el otro por el
precio del otro. Bueno 15 por el precio de los caros, 10 por el precio de los caros y
15 por el precio de los baratos y nos tiene que dar el 61 mil 250.
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En A8P3 la estudiante identifica las cantidades desconocidas. En la modelacion de una de las
condiciones la estudiante hace una generalizacion de una de las condiciones de los problemas
previos en los que la suma de las variables se relacionaba con alguna cantidad dentro del
problema. Se hace una intervencion con valores concretos para confrontar a la estudiante con

Su razonamiento.

L432 I Vamos ahora si a las condiciones. Entonces, ¢puedes encontrar alguna
condicion?

L433 A: El precio total de todos los boletos.

L434 I: ;Coémo quedaria esa condicion?

L435 A: equis més ye igual a 146 mil pesos.

L436 I:[...]si el precio de los boletos de primera clase fuera de 1000 pesos y el
precio de turista fuera 500 pesos entonces equis mas ye significa 1000 méas 500 [...]
el precio de un boleto mas el precio de otro boleto, pero en realidad los 146 mil
pesos implican que se vendieron todos los boletos y ¢cuantos boletos de cada uno
hay? Si hay que considerar esa parte.

L437 A:32y50.

L438 I: Entonces, ¢como quedaria la condicion?

[La estudiante escribe la condicion (Figura 5.49).]

Una vez que se ha analizado la primera condicién, la estudiante modela en forma competente

las otras dos condiciones (Figura 5.49).

X: PRECTIO PEPRIMERA CLASE
¥: PRECIO PE TURISTA

22X+50Y= 146 DDD
10X+404= 70 0OD  ®
20%+2.04= D DDD

Figura 5.49 Inicio del desarrollo de A8P3 con Ana.

La estudiante identifica que el sistema consta de tres ecuaciones y dos incognitas y sugiere

escalonarlo para resolverlo.

L439 I: Muy bien, ahora quisiera que observes ese sistema de ecuaciones. ¢Cual
es su caracteristica? ¢ Cuantas ecuaciones?

L440 A: Son tres ecuaciones.

L441 I: ¢Cuantas incognitas?
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L442 A: Dos.

L443 I: Ok, entonces, ¢qué podemos hacer para resolver este sistema de
ecuaciones? ¢Qué se te ocurre que podamos hacer con é1?

L444  A: Podemos hacer... sistema escalonado de abajo para arriba.

Se simplifica cada una de las ecuaciones del SEL mediante intervencion. La estudiante aplica
el método de reduccién para obtener un sistema equivalente con una tercera ecuacion

reducida en la variable x (Figura 5.50).

1eX+259= 73 DOD
+4¥= 7 DOD "
3 =4 DDD

Figura 5.50 SEL equivalente escalonado de A8P3 con Ana.

La estudiante encuentra el valor de la variable y. Al encontrar que la solucién obtenida de la
segunda y de la tercera ecuacion no validaba la primera ecuacion (Figura 5.51), la estudiante

no puede hacer la lectura de que el sistema carece de solucion.

L445 1: ¢Qué hacemos ahora?

L446 A: Despejar ye.

L447 |: Despejar ye.

[Se encuentra el valor del y= 1333.3 a partir de transformar la tercera ecuacion]
L448 I: ¢Y ahora que se te ocurre que podamos hacer?

L449 A: Se sustituye ye... en este caso seria en E2 [ecuacion 2] ¢ O tiene que ser
directamente en E1 [ecuacion 1]?

L450 I: Fijate como ese valor tiene que funcionar para E1 y para E2. Tiene que
funcionar para los dos porque los valores de equis y de ye, para que este sistema
tenga solucidn, tienen que funcionar [...] para las tres ecuaciones entonces esa ye
debemos sustituirla en la segunda ecuacion y en la primera ecuacion. Entonces a
ver qué es lo que pasa.

[La estudiante sustituye el valor de y=1333.3 en la segunda ecuacion y obtiene
x=1666.6]

L451 I:Y ahora pues sustituimos en E1.

[Se explica a la estudiante la diferencia entre sustituir los dos valores obtenidos en
la primera ecuacion o sustituir inicamente el valor de ye y decide sustituir ambos

valores.]
L452 1: Nos da 59999.9 y eso tendria que ser igual ¢a que?
L453 A: A73 mil

L454 I: Esto, ¢qué significa?



Capitulo 5

191

L455 A: Que no... pues

L456 I: Y como no son iguales, en términos del sistema de ecuaciones o en

que no son iguales.

términos del problema ¢ qué significaria?

L457 A: Que por ejemplo el valor de equis no esté bien.

1eX+25= 73 D00
X+44= 7 00O
3Y=-4 DOO

PVESTEJAR Y PE £3

¥=1%3%3.3

SUSTITUTE EN E2
X+4(132%.3)= 7 000
X+ 533337 DDD

X= ¥ Gob.G

SUSTITUIR EN Eq

16(1 ¢66.¢) +25 (1 233.3)=73 000
5= 37 :

26 66b.et33 323.25- 13 DDO

: 54 444.9= 13 0001

Figura 5.51 Resolucion de A8P3 con Ana.

wct: x ey = 3000
SCE ¢ 4y = T000
ek e » 2y - 12000

Figura 5.52 A8P3 en SSM del plano de ejes coordenados con Ana.

Mediante intervencion, se hace un analisis de condiciones en las que el resultado del método

de reduccion es una inconsistencia del tipo A=B, en donde se puede concluir que el sistema

carece de solucidn; ademas, se muestra el sistema en el SSM del plano de ejes coordenados,

en donde se observa que el SEL no tiene solucién (Figura 5.52); finalmente se interpreta este

resultado en términos del problema.
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En la resolucion de A8P4 la estudiante inicia identificando y definiendo las cantidades

desconocidas en forma competente (Figura 5.53).

[Una vez que se da lectura al problema.]

L458 I: Entonces, ¢qué es lo primero que tenemos que hacer?

L459 A: En este caso ya tenemos tres incognitas ¢no?

L460 I: Asi es.

L461 A: Pues en realidad la incognita principal en la pregunta principal es
¢cuantos automaviles de cada uno se vendieron?

L462 I: Entonces, ¢cuales serian nuestras cantidades desconocidas o incognitas?
L463 A: Automovil familiar, sedan y deportivo.

cant 4 1 A _'4.' Faw thar
Y !'.1'-'-‘|.!: '._" " ."'1"”

.. cawtidad de deportivo

Figura 5.53 Definicion de cantidades desconocidas en A8P4 con Ana.

Con respecto a las condiciones del problema A8P4, la estudiante se muestra indecisa en el
planteamiento de la primera ecuacion, ya que no les da sentido a las cantidades desconocidas,
a pesar de haberlas definido momentos antes. Es posible que al haber generalizado de forma
erronea la suma de las cantidades desconocidas en el problema previo, en este problema se

contenga en su planteamiento.

L464 1: Ahora ¢qué te parece si analizamos las condiciones que nos estan dando?
L465 A: La agencia de autos report6 85 unidades entre estos tres tipos de autos y
dicen que si se hubieran vendido...

L466 I: ¢;Qué te parece si primero trabajamos con esa condicion? Se vendieron en
total 85 unidades. Si es esa condicion ¢coémo la podemos plantear?

L467 A: Pues es que no sé si poner equis, mas ye, mas zeta, porque entonces
estaria dando el valor de uno.

L468 I: Equis mas ye, mas zeta, implica que estamos sumando la cantidad de
familiares mas la cantidad de sedan mas la cantidad de deportivos...

L469 A: Y esoesigual a85.

L470 |I: Asi es. Esa seria la primera condicion.

[La estudiante escribe la condicion x+Yy+2z=85.]

En el caso de la segunda condicion, la relacion con las cantidades desconocidas aumentadas

resulta en un mecanismo inhibitorio para la estudiante en el proceso de modelar la ecuacion.
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L471 1: Entonces si por ejemplo quisiéramos saber cuantos cuantos familiares se
habrian vendido si se hubieran vendido nueve mas de ese tipo ¢cémo podriamos
expresar esa cantidad?

L472 A: Pues no sé si serian como 9 equis...

L473 I: Nueve equis significa nueve veces...

Mediante la exploracion de cantidades concretas se provoca que la estudiante le dé sentido a
la expresién 9xy proponga la condicidén adecuada. Posteriormente, la estudiante combina
dos condiciones en una misma ecuacion sin relacionar adecuadamente las cantidades de
acuerdo con el texto; como se menciond previamente esta tendencia se ha observado en los

tres casos estudiados.

L474 1. Entonces, ¢como podemos plantear estas cantidades equis, ye y zeta,
cantidad de familiares de sedan y de deportivos si se hubieran vendido nueve
unidades mas de cada uno? ¢(Como planteariamos, digamos, esa cantidad de
familiares mas nueve unidades? ¢Cémo nos quedaria?

L475 A: Quedaria... yo creo que del lado del §5...

L476 I jAh! Ojo. Esta es una condicion y ya se queda ahi [la planteada
previamente]. Esa condicion ya la trabajamos [ ...] es decir, si hubieran vendido 4...
si hubieran vendido nueve mas ¢ cuantos serian?

L477 A: Los 15.

L478 1: 13 ¢no?

L479 A: Ahno, si perddn 13.

L480 [I: Nueve mas cuatro... es decir, a la cantidad de sedan le sumamos
¢cuantos?

L481 A: Nueve.

[...]

L482 1: Ya sabemos que vamos a trabajar con X+9, y+9 y z+9, ¢Cémo
podemos plantear, si esas fueran las cantidades, que se vendieron el doble de sedan
que de deportivos?

L483 A: Simplemente se le pone alaye, 2y +9.

L484 1. A ver, escribelo y ahorita lo analizamos.

[La estudiante escribe x+9+2y+9+2]

Se hace una intervencion para que la estudiante le dé sentido a las relaciones entre las
cantidades expresadas como la segunda condicion en el problema de enunciado y con esta
conforma el SEL (Figura 5.54). Posteriormente la estudiante realiza las transformaciones
para estructurar el SEL en forma candnica (Figura 5.54).



194 Capitulo 5

X+y+t= 65
2 (244)=y+9q _ XxH+2=065 _
b ‘ kfi:);’ q

A...r--_‘.“.‘_-_._‘_AA-...“

Figura 5.54 SEL inicial y en forma candnica para A8P4 con Ana.

Dado que en un analisis a priori la estudiante no logra darle sentido a la naturaleza de la
solucion del sistema de dos ecuaciones y tres incognitas obtenido, se realiza un analisis
mediante intervencion para determinar que el SEL tiene infinitas soluciones y que el

problema del cual se deriva tiene multiples soluciones y se proponen algunas de ellas.

L485 I: Site fijas, bueno, tenemos un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas
y de hecho ya esta escalonado porque en este caso pues ya no hay equis [en la
segunda ecuacién]. Entonces, asi como lo ves ¢tu crees que esto tiene solucion o
podemos resolverlo?

L486 A: Pues es que diria que no porque... podemos sacar el valor... o mejor
dicho no se puede sacar el valor ni de equis ni de ye, solamente el de zeta.

L487 1. ¢{Qué te parece si de la segunda ecuacion despejas una de las variables?
Por ejemplo, la ye.

La estudiante muestra dudas cuando se le propone despejar una variable de la segunda
ecuacion. Parece no darle sentido al proceso de despejar una variable en términos de otra

variable y no como un valor numérico especifico.

L488 [I: Si quieres poner ahi “despejary de E2”. Y entonces, ;como nos quedaria?
cye igual a qué?

L489 A: Pero si despejo ye... ;qué pasaria con la zeta?

L490 I: Pues nos quedaria del otro lado.

[la estudiante escribe -y]

L491 A: Entonces le pondria ye... ;Qué haria con esta, con estos? [Sefhala el
término 2z de la segunda ecuacion]

[Se explica a la estudiante las transformaciones necesarias para despejar la variable.]
L492 A: jAy! Es que a eso no le entiendo.

Se explica paso a paso la transformacion y se hace una intervencion para explicar que se

pueden encontrar soluciones si se le dan diferentes valores a zeta y toma sentido para la
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estudiante que el SEL tiene infinitas soluciones, pero no asi el problema de que se deriva, ya

que esas soluciones estan delimitadas por el contexto.

L493 I: Entonces, ¢cuantas soluciones podriamos tener aqui?

L494 A: Infinitas.

L495 I: En términos de nuestras ecuaciones podemos tener infinitas [...] pero en
términos del problema pues equis, ye y zeta que ser nUmeros enteros positivos y que
su suma pues nos diera un valor de 85. [...] Por ejemplo, ¢qué pasaria si zeta vale
1?

[La estudiante escribe Z=1.]

L496 I: Es una posibilidad, que se haya vendido un carro deportivo. Entonces
¢cuéntos carros sedan se habrian vendido, ye seria igual a cuanto?

L497 A:05

L498 I: Ojo, aqui lo tienes, ye es igual a dos veces zeta mas 9. [Se sefiala la
ecuacion con y despejada.] ¢ Te fijas? ye es igual a dos zeta mas nueve.

L499 A: Ah, ok.

Mediante intervencion se encuentra una solucién y se aclara la posibilidad de tener multiples
soluciones en el contexto, pero infinitas soluciones en el SEL, aislado del problema de
enunciado, debido a que se tienen dos ecuaciones y tres incognitas; ademas se explica la
representacion del SEL en el SSM del espacio de ejes coordenados, como dos planos que se

intersecan en una recta.

En A8P5 la estudiante identifica las cantidades desconocidas y las relaciona con las literales
a, b y c; aunque en todos los casos anteriores se relaciond las cantidades desconocidas con
las ultimas letras del alfabeto, en esta ocasion la estudiante selecciond las letras con base en

el contexto del problema de enunciado (Figura 5.55).

a: cantidad de tipo A
b: cantidad de tipo B
C: cantidad de tipo C

Figura 5.55 Definicion de cantidades desconocidas en A8P5 con Ana.

La estudiante logra estructurar (con algunas dificultades) la primera ecuacion, al identificar

la relacion entre las cantidades conocidas y desconocidas. La estudiante muestra dificultades
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para identificar cada una de las condiciones del problema, parece no darle sentido de las

variables, a pesar de haberlas descrito momentos antes.

L500 I: Ahora vamos a buscar condiciones. ¢ Qué condiciones nos dan?

L501 A: Para hacer los 20 kilos de mezcla se invierten 8 mil 235 pesos.

L502 I: [...] ahi son dos condiciones, pero ¢cémo pondrias una de esas
condiciones? Piensa en una y trata de escribirla.

L503 A: Primero tengo que poner el costo total de cada tipo.

L504 I: Para ver cuanto se invirtid, bueno, para hacer esta condicion de lo que se
pago por la mezcla. ¢ Cémo lo pondrias?

L505 A: Podria poner... nada mas sumaron un dato que no me estan dando, que
es la suma de todos.

L506 [I: La suma de todos... te refieres a la suma de la cantidad de [café] tipo A,
de tipo B y de tipo C.

L507 A: Por un kilo.

L508 I: Pero si nos estan diciendo cuantos kilos de mezcla van a ser, que son los
20 kilos. Entonces en lugar de igualarlo a uno que seria un kilo lo igualamos ¢a
cuanto?

L509 A:A20.

L510 I: Entonces pongo... jqué pondré? a mds b, mds c igual a 20. [La estudiante
escribe la condicion a+b+c=20.]

Se usa el recurso de explorar valores concretos para las cantidades desconocidas (estrato del
MAES), mediante intervencion didactica, para que la estudiante logre proponer la segunda y

la tercera ecuacion a partir de las condiciones.

L511 I: ¢(Como sacariamos el costo de esos 20 kilos, si sabemos cuanto cuesta
cada tipo?

L512 A: Pues para esta mezcla se estan invirtiendo 8 mil 235 y entonces... aqui
no lo voy a hacer caso todavia a los 3 kilos mas del tipo A ¢verdad?

L513 I: Ese todavia no, ahorita costos.

L514 A: Entonces... ;como lo represento?

L515 I: A ver, por ejemplo, si del café tipo A se le hubieran puesto dos kilos [a la
mezcla] ¢cuanto habria pagado por esos dos kilos? ¢cuanto habrian costado esos
dos kilos?

L516 A: ¢Serian 7807?

L517 I: Exacto. ¢Que hiciste?

L518 A: Sumé los 2 kilos del tipo A.

L519 I: Por ejemplo, si fueran 5 kilos.

L520 A: Lo multiplico por cinco.
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I: Entonces, ¢como nos quedaria? [...] ¢Cémo representamos nosotros la cantidad
de kilos del tipo A?

L521 A: 390.

L522 1: 390 es el costo ¢y la cantidad de kilos?

L523 A: Tan sélo con a.

[La estudiante escribe 390a+420b+450c =]

L524 1: ¢lgual a cuanto?

L525 A: ¢lgual a 20?

L526 I: Ojo porgue estamos hablando de costos.

L527 A: Entonces le voy a dar en el precio de los 20 kilos.
[La estudiante escribe 390a+420b +450c =8235.]

Para la conformacion de la tercera ecuacion la estudiante muestra, nuevamente, la tendencia
a combinar las condiciones del problema relacionando de forma erronea las cantidades, tanto
conocidas, como desconocidas. Ademas, en este caso, en lugar de utilizar la suma algebraica

n+3 para expresar que aumenta una cantidad, multiplica la cantidad desconocida (3n) .

L528 1: Ademas nos dicen otra condicién, ¢cudl es la otra condicion?

L529 A: La mezcla tiene tres kilos mas del tipo A que del tipo B.

L530 I: ¢(Coémo podemos expresar eso?

L531 A: Podria ser poner 420 entre paréntesis y multiplicar por 3.

L532 1: Los 400y los 390, todos estos, son precios, son costos, pero aqui estamos
hablando de la cantidad de kilos y la cantidad de kilos nosotros lo definimos como
a, b y c. Entonces hablamos en términos de a, b y ¢ ¢como nos quedaria?

L533 A:amés 3b mas c igual a 20 [a+3b+c=20].

[...]

L534 I: nos enfocamos en que hay 3 kilos mas del tipo A que del tipo B. Entonces
piénsalo en estos términos, por ejemplo, si fueran cinco kilos del tipo A, ¢cuantos
kilos del tipo B tendriamos?

L535 A: Dos.

Se guia el proceso de produccion de sentido de la expresion a—3 =D y con esta ecuacion se
conforma el SEL (Figura 5.56). La estudiante aplica transformaciones algebraicas para

presentar el sistema de tres ecuaciones y tres incognitas en forma candnica.

atb+c=20
FEartaAb+AQDe=1 47 ®
a-b=3

Figura 5.56 SEL para A8P5 con Ana.
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Posteriormente, la estudiante inicia el proceso de resolucion con el uso del método de
reduccion gaussiana y lo aplica en forma competente (Figura 5.57). Finalmente interpreta la

solucién en términos del problema de enunciado.

atbve=20D ;
124+6b=153 a+b+c=20 9
ab—% 12‘1*(9‘7 16
b=6.5
124+6b=153 b

i
124412b= -3 sustituir en ¢2
124+6(6.5)=15%

b= 6.5 124114
a=4.5

sustituir en e
Q4.5+6.5+¢= 20
1G+¢=2D

c=4

5.57 Método de Gauss de A8P5 con Ana.

L536 I: Muy bien. Aqui si tuvimos solucion ¢cierto?

L537 A: Aja
L538 I: ¢Qué quiere decir estos a, b y ¢ en términos del problema? ¢ Qué son este
9.5,4y6.5?

L539 A: Van a ser los valores de [...] quiere decir cudntos kilos de cada café se
agregan a la mezcla especial de 20.

Informe de Tendencias cognitivas identificadas en la Actividad 8

Identificamos la Tendencia Cognitiva 5 tanto en A8P1 como en A8P3. En el primer caso,
aun cuando identifica cuales son las cantidades desconocidas, la estudiante asigna cantidades
dadas en el contexto del problema a cada una de las literales (L374-L377) al hacer una lectura
en un estrato del lenguaje. En A8P3 la estudiante no puede concluir a partir de la lectura que
el SEL no tiene solucion al analizar que la solucidn encontrada a partir de transformaciones

no valida todas las ecuaciones (L449-L457).

La estudiante realiza una generalizacion errénea (Tendencia Cognitiva 6) al tratar de modelar
una de las condiciones de A8P3 (L432-L435), ya que en los problemas previos existia una

condicion que relacionaba mediante la suma las dos cantidades desconocidas.
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En el proceso de modelar A8P4 y A8P5 observamos que al igual que en el caso de Gabriel,
para Ana el trabajo de modelar ecuaciones con cantidades aumentadas resulta en un
mecanismo inhibitorio (Tendencia Cognitiva 8), ya que, por ejemplo, al tratar de escribir en
forma algebraica “si se hubieran vendido nueve unidades mas” lo que implica aumentar en
nueve la cantidad desconocida, la estudiante multiplica por nueve la cantidad desconocida
(L471-L473). Como se menciond previamente, la tendencia a unir las condiciones sin
considerar las relaciones que se establecen entre ellas es un mecanismo apelativo que podria
desencadenar procesos erroneos de resolucion y que se observa nuevamente en el proceso de
modelar estos SEL (Tendencia Cognitiva 7) derivado de la Tendencia Cognitiva 5, una
lectura hecha en un estrato del lenguaje que no le permitira resolver la situacion problematica
(L474-L484 y L528-1.533).

Durante la resolucion de A8P4 observamos nuevamente la Tendencia Cognitiva 8, ya que la
estudiante realiza una lectura de la ecuacién que no le permite darle sentido al hecho de
despejar una variable en términos de otra variable (L488-L.492), por lo que consideramos que

este es un mecanismo inhibitorio que observamos en el mismo item en el caso de Gabriel.



200

Capitulo 6

Conclusiones. Interpretacion de datos en términos del MTL

Una vez realizada la toma y el analisis de datos de la experiencia de aprendizaje (Capitulo 5)
a manera de conclusiones de la investigacion presentamos en este capitulo la interpretacion
de los datos en terminos del Modelo Teorico Local. Iniciamos exponiendo una sintesis de
momentos de produccion de sentido y desarrollo de competencias de los casos de estudio en
cada una de las actividades del Modelo de ensefianza. Posteriormente se ejemplifican las
tendencias cognitivas identificadas y la conformacion del objeto mental SEL observado en
las entrevistas a cada estudiante. Enseguida se proponen modificaciones al Modelo de
ensefianza con base en la interpretacion de los datos, lo cual abre la posibilidad a nuevas
investigaciones. Finalmente se presenta la contrastacion de las hipotesis con las
observaciones empiricas y con ello se responden las preguntas de investigacion.

6.1 Hallazgos con respecto a la produccién de sentido y desarrollo de

competencias

La forma en la cual los estudiantes abordan las actividades y responden a ellas son diferentes
y estan vinculadas parcialmente a las caracteristicas descritas en 5.1. Existen, ademas,
diferencias significativas en el intertexto personal de los estudiantes con respecto a los
sistemas de ecuaciones lineales. Estas diferencias son determinantes en la produccién de
sentido y en el desarrollo de las competencias de cada uno; lo cual se hizo evidente no solo
de manera previa, sino durante y posteriormente al desarrollo de las entrevistas con
intervencion didactica. En esta seccidn presentamos una sintesis de momentos de produccion
de sentido y desarrollo de competencias comunes en los tres casos de estudio y de diferencias

significativas derivadas del intertexto personal de cada uno de los estudiantes.
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6.1.1 Conclusiones de la Actividad 1

En la Actividad 1 identificamos produccion de sentido con respecto a la caracterizacion de

las ecuaciones de primer grado, en particular en ecuaciones con dos variables.

Al iniciar la experiencia de aprendizaje el intertexto personal de los tres estudiantes mostraba
caracteristicas similares con respecto a las ecuaciones de primer grado con una incognita.
Los tres estudiantes mostraron competencia en la aplicacion de las transformaciones
necesarias para su resolucion. También identificaron caracteristicas de las ecuaciones, tales

como las cantidades desconocidas y la igualacién de dos expresiones.

Un caso particular fue el de Gabriel, quien afirmaba, al inicio de la actividad, que una
caracteristica de una ecuacion era estar “igualada a cero”. Consideramos que la exposicion
del estudiante a formas candnicas de la ecuacion puede haber motivado esta concepcion. Tras
la intervencion didactica observamos un cambio en la produccion de sentido y una lectura
mas adecuada (Caso de Gabriel: L1-L4).

En items correspondientes a expresiones o a ecuaciones no ordinarias (sin solucién o con
infinitas soluciones), las intervenciones se produjeron en forma similar. Al iniciar el analisis
los estudiantes no podian realizar una lectura adecuada. Consideramos que el intertexto de
los estudiantes con respecto a las ecuaciones de primer grado se desarrolld con base en la
resolucion de ecuaciones de primer grado con una incégnita. A partir de las intervenciones
hubo produccion de sentido con respecto a los resultados encontrados al realizar

transformaciones algebraicas (Caso de Gabriel: L5; caso de Ana: L11-L.18).

En el caso de ecuaciones de primer grado con dos y tres incognitas las intervenciones
coadyuvaron en la produccion de sentido con respecto a la infinidad de soluciones (Caso de
Gabriel: L9-L18; caso de Ana: L28-L.33). En cuanto al analisis del problema de enunciado
en el que se presenta una condicion y dos cantidades desconocidas, se evidencia produccion
se sentido respecto a que puede tener maltiples soluciones, que puede generalizarse en forma
algebraica como una ecuacion lineal con dos variables y que esas ecuaciones tienen infinita

cantidad de soluciones (Figura 5.3 y caso de Ana: L40-L49).
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6.1.2 Conclusiones de la Actividad 2

Como se comento previamente, la actividad 2 fue incorporada al modelo de ensefianza
posteriormente al desarrollo de la experiencia piloto. Por esta razén no hay evidencia en el
caso de Vanessa para esta actividad. Por otra parte, encontramos que Ana mostro
competencia para realizar las transformaciones algebraicas necesarias para la resolucion de
ecuaciones de primer grado con una incognita que involucran fracciones, simbolos de
agrupacion y operaciones con cantidades desconocidas. Mientras que Gabriel pudo realizar
las transformaciones necesarias, pero requirié intervencion en algunos momentos. En ambos
casos observamos produccion de sentido con respecto a las posibilidades de que existan
ecuaciones de primer grado sin solucién y con infinitas soluciones y no Unicamente con una
solucion (Caso de Gabriel: L44-L52; caso de Ana: L55-L62).

6.1.3 Conclusiones de la Actividad 3

Mediante el uso del MIAS en la resolucién A3P1 identificamos la produccién de sentido
respecto a la restriccion de tener al menos dos condiciones para encontrar una solucion dnica
en un problema con dos cantidades desconocidas (Figuras 5.5, 5.16 y 5.43). En problemas
posteriores observamos produccion de sentido con respecto a que esas condiciones pueden
expresarse mediante un sistema de ecuaciones en el que la solucion es comin a las

ecuaciones.

Mediante el uso de valores concretos para la exploracion de las condiciones (estratos del
MAES) hubo produccion de sentido respecto a la relacion entre las cantidades conocidas y
desconocidas y las propuestas de modelos algebraicos (Caso de Vanessa: L7-L14; caso de
Ana: L80-L83). En general, los estudiantes mostraron competencia para expresar los valores
de las soluciones en términos de los problemas de enunciado. Mediante intervencion, los
estudiantes reconocieron la conveniencia del uso de transformaciones algebraicas para

resolver SEL sobre el uso de inferencias (L55-L58).

Una de las dificultades detectadas en esta actividad fue la de modelar algebraicamente las
condiciones del problema. Sin embargo, se evidencia que mediante intervencién didactica
hubo produccion de sentido respecto al uso de valores concretos para encontrar las relaciones

entre las cantidades (estrato del MAES). Si bien, en general, al finalizar la actividad los
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estudiantes no definen en forma competente las ecuaciones con una primera lectura de los
problemas de enunciado, encuentran sentido en el uso de estratos mas concretos como apoyo

para el analisis de las condiciones.

6.1.4 Conclusiones de la Actividad 4

Con respecto a la actividad 4, cuyo objetivo es que los estudiantes identifiquen los SEL en
diferentes sistemas matematicos de signos y que transiten entre ellos mediante el
reconocimiento de sus elementos encontramos que, en general, en una primera lectura de los
items los estudiantes no respondieron en forma competente. El intertexto personal de los
estudiantes no les permite realizar una lectura adecuada de los SEL en diferentes SSM.
Consideramos que la lectura estratificada que se evidencia (Figuras 5.17, 5.18 y 5.19; caso
de Ana: L104-L108, L120-L124) se deriva de que el trabajo de los estudiantes relacionado
con ecuaciones estuvo enfocado en las transformaciones algebraicas para su resolucion. Una
vez realizado el andlisis de los items de la actividad se observa produccion de sentido respecto
a la forma en la que se relacionan los SEL y su solucién en diferentes SSM (Caso de Gabriel:
L61-L68; Caso de Ana: L140-L145).

En el caso de Vanessa se observa produccion de sentido respecto a la solucion de SEL en el
SSM del plano de ejes coordenados; tanto en sistemas de dos ecuaciones con dos incognitas
(Caso de Vanessa: L15-L.27), como en sistemas de tres ecuaciones y dos incognitas (Caso de
Vanessa: L30-L43).

En los tres casos el trabajo con tablas de valores numéricos representé dificultades para los
estudiantes en una primera lectura. Por ejemplo, en el caso de Ana observamos tendencia a
encontrar un modelo algebraico como paso intermedio cuando se le pide relacionar
condiciones con valores tabulados (Caso de Ana: L104-L108). Sin embargo, una vez
realizado el analisis con intervencion didactica se evidencid competencia para identificar la

relacion entre las tablas y los deméas SSM.
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6.1.5 Conclusiones de la Actividad 5

El objetivo de la Actividad 5 es analizar la clasificacion de los SEL de acuerdo con la
naturaleza de su solucion. En esta actividad se evidencia que los estudiantes logran producir
sentido en la lectura de los sistemas de hasta tres ecuaciones con tres incognitas sin solucion,
con una o con infinitas soluciones. Observamos desarrollo de competencia en la
interpretacion de la naturaleza de la solucidn de los SEL en los SSM del plano de ejes
coordenados, en tablas de valores numéricos correspondientes y en forma algebraica gracias
al apoyo del SGD (Caso de Vanessa: L56-L68, L69-L80; caso de Gabriel: L81-L84, L85-
L86, L91-L96; caso de Ana: L150-L.153, L165-L.171).

6.1.6 Conclusiones de la Actividad 6

El objetivo de A6S1 era profundizar sobre el concepto de equivalencia para darle sentido al
método de reduccion de Gauss, pues considerdbamos que la equivalencia de ecuaciones
formaba parte del intertexto de los estudiantes. Al inicio de la actividad identificamos que el
concepto de ecuacion equivalente no formaba parte del intertexto de los estudiantes (Caso de
Vanessa: L115-L.119; caso de Gabriel: L164-L167). Durante el desarrollo de la actividad se
evidencio produccion de sentido con respecto a los objetos matematicos ecuacion equivalente
y SEL equivalente. Ademas, los estudiantes reconocieron algunas transformaciones para
obtener SEL equivalentes y la ventaja de tener un SEL escalonado en el proceso de resolucion
(Caso de Vanessa: L120-L.130; caso de Gabriel: L170-L173; L241-L.249).

6.1.7 Conclusiones de la Actividad 7

En los tres casos observamos desarrollo de competencias con respecto al método de Gauss.
En esta actividad se retomd el uso de las operaciones para obtener un SEL escalonado
equivalente con base en lo analizado en la Actividad 6. En los casos de Gabriel y Ana la
actividad se desarroll6 con apoyo de las herramientas SEL_Reduccion2 y SEL_Reduccion3
en GeoGebra. Por el uso del SGD el trabajo algebraico consistié principalmente en la
identificacion de las operaciones por rengldn necesarias para encontrar un SEL escalonado
equivalente (Caso de Ana: L296-L.298, L363-L364; caso de Gabriel: L174-L180). Ademas,

el uso del SGD permiti6 complementar las transformaciones algebraicas y los resultados
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obtenidos con la visualizacion de la representacion de los SEL y sus transformaciones en
forma gréafica y producir sentido respecto a los SEL sin solucion (Caso de Gabriel: L181-
L182; caso de Ana: L267-L272), con unay con infinitas soluciones (Caso de Gabriel: L183-
L186; caso de Ana: L284-L.286). El trabajo con Vanessa en la Actividad 7 se realizo sin
apoyo de herramientas digitales. Las transformaciones algebraicas se realizaron en papel y
mediante la pizarra digital y también encontramos que la estudiante dot6 de sentido los
diferentes casos presentados: SEL sin solucion (Caso de Vanessa: L131-L134), con una
solucion y con infinitas soluciones (Caso de Vanessa: L139-L.145).

6.1.8 Conclusiones de la Actividad 8

Con respecto al método de resolucidn de problemas de enunciado, en general, los estudiantes
fueron competentes para identificar las cantidades desconocidas y relacionarlas con literales
para su tratamiento algebraico (Figuras 5.14, 5.15, 5.47 y 5.55; caso de Ana: L396-L401,
L458-L.453). Expresaron, ademas, la solucion o resultados en términos del problema (Caso
de Gabriel: L245-L.246, L270-L271; caso de Ana: L538-L539).

Una de las mayores dificultades de los estudiantes durante esta actividad fue modelar en
ecuaciones las condiciones de los problemas. Sin embargo, mediante el uso de valores
concretos, los estudiantes pudieron dar sentido a las relaciones entre las cantidades conocidas
y desconocidas, ya sea para reflexionar y proponer una ecuacion o para revisar sus inferencias
(Caso de Vanessa: L163-L.168; caso de Gabriel: L210-L215, L219-L.224; caso de Ana: L379-
1382, L406-L417).

Aun cuando en la mayoria de las ocasiones se evidencia competencia en el uso del método
de resolucién de Gauss (Figuras 5.14, 5.32, 5.47, 5.48; caso de Gabriel: L407-L410; caso de
Ana: L389-L395, L439-L444), una vez modelado el SEL, hay situaciones en las que los
estudiantes no pueden dotar de sentido los resultados de las transformaciones algebraicas
(Caso de Ana: L452-1.457). Sin embargo, en la mayoria de los SEL, mediante intervencion,
si identificaron en forma competente la naturaleza de la solucion (Caso de Vanessa: L169-
L182; caso de Gabriel: L265-L.269, L361-L.362; caso de Ana: L493-L.499).
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6.2 Tendencias cognitivas identificadas

Como se describid en 2.3.2, las tendencias cognitivas son hechos que se presentan de forma
reiterada cuando se pretende que en las experiencias de aprendizaje los estudiantes pasen de
un estrato del SMS mas concreto a uno mas abstracto. El sistema matematico de signos del
algebra empleado en el Modelo de Ensefianza que describimos en la seccidén 4.3 esta
compuesto por el lenguaje natural, el lenguaje algebraico y los SSM numeérico y grafico. En
diversos momentos durante el desarrollo de las actividades tenemos el objetivo de llevar a
los estudiantes a estratos mas abstractos a partir de la produccion de sentido o con apoyo de
SSM mas concretos. Pretendemos, a partir de una red intertextual, que los estudiantes doten
de un sentido adecuado las lecturas de los espacios textuales que se les proporcionan y
desarrollen competencia en los métodos de resolucion. Cabe destacar que, en algunos casos,
las tendencias son apoyos 0 caminos cognitivos que se observan en forma reiterada, mientras
que en otros manifiestan dificultades u obstaculos en las experiencias de ensefianza.
Enseguida describimos la forma en la que se evidencian las tendencias cognitivas durante la
aplicacion del Modelo de ensefianza, ejemplificando algunos de los momentos mediante las

referencias a figuras y dialogos.

TC Uno. La presencia de un proceso de abreviacion de los textos concretos para poder

producir reglas sintacticas nuevas.

Podemos observar esta tendencia en el desarrollo de A5S2 (Figura 5.3) y en A3P2 (Figura
5.16), al usar el MAES para modelar algebraicamente condiciones de problemas de
enunciado. La importancia de esta tendencia cognitiva en el desarrollo del Modelo de
ensefianza es que permitid los estudiantes establecer sentidos intermedios al intentar utilizar
el método cartesiano. Asi, mediante estratos del MAES, con el uso de valores concretos, l0s
estudiantes pudieron dotar de sentido a las condiciones de los problemas, proponer
ecuaciones y descartar inferencias cuando se daban a priori sentidos no adecuados a la lectura

de los problemas.
TC Dos. La dotacion de sentidos intermedios.

Esta tendencia cognitiva se evidencid en diversos momentos de la aplicacion del Modelo de

ensefianza con los tres estudiantes. Consideramos que, al exponer a los estudiantes a objetos
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y procesos matematicos nuevos mediante vias no siempre tradicionales, no podian abordarlos
en forma competente sin un proceso que permitiera hacerlos parte de su intertexto. Dada la
falta de familiaridad, dotaban de sentidos intermedios algunas lecturas, en ocasiones como
herramienta para llegar a sentidos adecuados (Caso de Vanessa: L3:L6; caso de Gabriel:
L201-L204 y Figura 5.29) y otras en forma de obstaculos resueltos mediante intervencion
(Caso de Gabriel: L205-L.209).

TC Tres. El retorno a situaciones mas concretas cuando se presenta una situacion de
analisis.

Aunque en forma autébnoma no observamos esta tendencia, tratamos de inducirla como una
herramienta de apoyo en los procesos cognitivos de los estudiantes. Por ejemplo, el SSM del
plano y el espacio de ejes coordenados representaba un medio mas concreto que la
representacion algebraica. Por esta razon, en algunos andalisis se proponia la alternativa de
visualizar la forma gréfica de los SEL o sus transformaciones algebraicas (Caso de Gabriel:
L91-L96).

TC Cuatro. La imposibilidad de desencadenar operaciones que podian hacerse

momentos antes.

Observamos que, algunas acciones que los estudiantes realizaban en forma competente en
una sesion ya no podian realizarlas en la siguiente. Identificamos, ademas, dificultades al
volver al trabajo de transformaciones algebraicas después del uso de herramientas digitales.
Dado que, en el disefio del Modelo de ensefianza las actividades llevan una continuidad
consideramos estos hechos dentro de la TC 4. Sin embargo, presumimos que estos casos se
derivan de fallas en el proceso de construccién de la red intertextual (Caso de Vanessa: L152-
L156; caso de Gabriel: L236-L.240).

En diversas ocasiones reconocimos esta tendencia vinculada a la TC Ocho ya que al estar en
presencia de mecanismos inhibitorios los estudiantes tendian a “bloqueos” que les impedian
realizar operaciones en las que previamente parecian competentes (Caso de Gabriel: L340-
L341; caso de Ana: L488-1489).

TC Cinco. Lecturas hechas en estratos del lenguaje que no permitiran resolver la

situacién problematica.
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Un hecho que identificamos en los tres casos de estudio es la tendencia a combinar
condiciones de los problemas de enunciado en una misma ecuacion sin relacionar
adecuadamente las cantidades conocidas y desconocidas (Figura 5.7; caso de Vanessa: L3-
L6; caso de Gabriel: L283-L.287; caso de Ana: L98-L.101). Consideramos lo anterior como
una lectura estratificada de los problemas de enunciado derivada, posiblemente, del trabajo

con problemas de enunciado modelados con una ecuacion de primer grado con una incognita.
TC Seis. Articulacién de generalizaciones erréneas.

Con respecto a las transformaciones algebraicas observamos pocas generalizaciones erréneas
en el estudio (Caso de Vanessa: L159-L160; caso de Gabriel: L9-L14). La mayoria de las
generalizaciones erroneas que identificamos estan relacionadas con sentidos intermedios
vinculados al trabajo previo en el propio Modelo de ensefianza (Caso de Vanessa: L161-
L162; caso de Gabriel: L46-L49, L316-L323; caso de Ana: L432-L435).

TC Siete. La presencia de mecanismos apelativos que centran el desencadenamiento de

procesos erroneos de solucion.

En los casos de Gabriel y Ana las transformaciones algebraicas de la Actividad 7 se apoyaron
en aplicaciones digitales de uso especifico desarrolladas en GeoGebra. Por esta razon, los
estudiantes unicamente debian proponer las operaciones necesarias para escalonar los SEL.
Esto propicio la presencia de un mecanismo apelativo en el proceso de resolucion de A8P2
al escalonar el SEL sin realizar las operaciones sobre renglén (Caso de Gabriel: L227-L.230
y Figura 5.30). Consideramos que Ana no mostro esta tendencia dada su competencia en el

manejo de las transformaciones algebraicas.
TC Ocho. La presencia de mecanismo inhibitorios.

En general encontramos que los estudiantes presentaron dificultades en la modelacion de
condiciones de problemas de enunciado. En particular observamos mecanismos inhibitorios
en la modelacion algebraica de condiciones con cantidades desconocidas aumentadas (Caso
de Gabriel: L281-282; caso de Ana: L471-L473).

Consideramos que el trabajo de diferentes items en los que se requerian relaciones de
diferentes SSM con tablas de valores representd para los estudiantes un mecanismo

inhibitorio, que podria superarse con un trabajo mas centrado en el desarrollo de tablas de
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valores a partir de condiciones, ecuaciones y graficas y las formas de relacionar los diferentes
SSM.

Encontramos, en forma reiterada, que los estudiantes no lograban darle sentido al hecho de
despejar una variable en términos de otra, pues involucra un segundo nivel de representacion
de la incognita (Filloy et al., 2010). Consideramos que las transformaciones algebraicas con
mas de una cantidad desconocida representaron mecanismos inhibitorios ya que los
estudiantes esperaban encontrar un valor numérico (Caso de Gabriel: L9-L14, L340-L345y
Figura 5.35; caso de Ana: L488-L492).

TC Nueve. La presencia de obstrucciones provenientes de la semantica sobre la sintaxis

y viceversa.

En lo referente a privilegiar la semantica sobre la sintaxis, observamos un momento durante
el desarrollo de A3P2 en el que, una vez modelado el SEL, la estudiante propone resolverlo
regresando a las condiciones del problema de enunciado (Caso de Ana: L84-L86). Mientras
que el caso de sintaxis sobre semantica lo observamos durante el desarrollo de la experiencia
de ensefianza con Vanessa ya que al iniciar la resolucion de A3P1 mediante el MIAS la

estudiante propone para la resolucion “hacer una ecuacion” (Caso de Vanessa: L1-L2).

TC Diez. La generacion de errores sintacticos debido a la produccion de cddigos

personales intermedios para dotar de sentido a acciones concretas intermedias.

En la resolucion de A8P5 encontramos que Gabriel establecio un codigo personal que
provocd diversos errores sintacticos al modelar algebraicamente el problema de enunciado
(Caso de Gabriel: L373-L380, L381-L390 y Figura 5.36).

En general, encontramos de especial interés la tendencia a englobar las condiciones de los
problemas de enunciado en una misma ecuacion sin relacionar adecuadamente las cantidades.
Este hecho fue reiterativo en los tres casos de estudio y consideramos que una investigacion
sobre este fendmeno podria dar luz sobre los elementos que podrian ayudar a superar esta
tendencia en los estudiantes. Estimamos, ademas, que un trabajo mas exhaustivo con SEL
con infinitas soluciones (como el de A8P4) podria revertir en los estudiantes la tendencia a
ver las transformaciones algebraicas en ecuaciones con varias variables como un mecanismo

inhibitorio. En el caso de la modelacion algebraica, las exploraciones con valores concretos
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en el andlisis de las condiciones de los problemas de enunciado podrian ser una herramienta

util para el desarrollo de esta competencia.

En 2.6 se detalla el diagrama del disefio de la experimentacion propuesto por Filloy y cols.
(1999) en el que se muestra que este proceso es recursivo, por lo que a partir de los resultados
del analisis e interpretacion de los datos del estudio experimental del MTL se genera una
nueva problematica con la que se propone una nueva experimentacion. Consideramos que la
importancia del andlisis de las tendencias cognitivas en el estudio de los casos radica en los
elementos que aporta con respecto a situaciones que deben tenerse en cuenta para modificar
el MTL, en especifico, el Modelo de ensefianza propuesto y reiniciar la organizacion de las

etapas de una nueva observacion experimental.

6.3 Observaciones sobre el objeto mental SEL de los estudiantes después
de la experiencia de aprendizaje

Debemos tener presente, cuando hablamos de objeto mental, que nos referimos al campo
semantico (de un individuo) relacionado al concepto, que permite hacer una interpretacion
adecuada del objeto matematico en todas las situaciones posibles y con el cual el estudiante
puede ejecutar procesos o realizar lecturas/transformaciones acordes con la matematica
actualmente aceptada. En nuestro caso, el objetivo es que la secuencia de espacios textuales
que conforman el Modelo de ensefianza favorezca la produccién de sentido de los procesos
asociados al objeto matematico Sistema de Ecuaciones Lineales y su solucion en diferentes
representaciones. Esto para construir un campo semantico en torno a los SEL tan rico como

sea posible.

La construccion gue los estudiantes lograron del objeto mental SEL una vez realizadas las
actividades del Modelo de ensefianza, estuvo influenciada por el propio intertexto de los
estudiantes en lo relacionado con las ecuaciones de primer grado con una incégnita y las
transformaciones necesarias para resolverlas. Y en especial, por el intertexto determinante en
la forma de aprendizaje y de abordar situaciones de ensefianza con las caracteristicas de los

modelos de Comunicacion y Ensefianza empleados en la experiencia de aprendizaje.
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6.3.1 Objeto mental SEL. El caso de Vanessa

El Modelo de Comunicacion, en lo referente a la modalidad de entrevista a distancia, lo
encontramos especialmente incomodo para Vanessa. Este tipo de interaccién parecia restarle
concentracion y seguridad al tratar de responder en forma instantanea a los items y a las
preguntas hechas por la investigadora. Sin embargo, a lo largo de la experiencia, la estudiante
desarroll6 los elementos en su intertexto que le permitieron dotar de sentido a los espacios
textuales respecto a los SEL y su solucién. Ademas, logré hacer una lectura adecuada de
problemas de enunciado y abordar parcialmente su resolucion en forma competente. Con
respecto al uso de diferentes SSM en los SEL, en el caso de Vanessa no hubo el trabajo
necesario que le permitiera usar las formas graficas de los SEL como un estrato mas concreto

para la produccién de sentido en la resolucion de los SEL.

6.3.2 Objeto mental SEL. El caso de Gabriel

En el caso de Gabriel observamos que las dificultades con respecto a las transformaciones
algebraicas se convirtieron en tropiezos en la aplicacion del método de resolucidn de Gauss
(A8), los cuales fueron superados mediante la intervencion de la investigadora. Gabriel pudo
producir sentido sobre la naturaleza de las soluciones de los SEL usando como apoyo los
SSM del plano y el espacio de ejes coordenados, asi como los resultados de las
transformaciones algebraicas de los SEL. Consideramos, ademas, que el trabajo en el SMS
y la estructura del Modelo de ensefianza no fueron obstaculos para el estudiante. Gabriel
mostrd falta de competencia en los métodos de resolucion y en diferentes momentos de la
experiencia la produccién de sentido no fue adecuada. Sin embargo, supero las dificultades
mediante intervenciones didacticas. Como en los otros casos estudiados, encontramos que
Gabriel mostré dificultades para modelar algebraicamente las condiciones de problemas de
enunciado, pero fue competente para identificar cantidades desconocidas y reconocer la

existencia de maltiples condiciones.
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6.3.3 Objeto mental SEL. El caso de Ana

De los tres participantes en el estudio Ana destaca y se muestra comoda en lo referente al uso
de las transformaciones algebraicas. Esto puede evidenciarse, por ejemplo, al terminar la
resolucion de A7S1b, pues una vez que observa que se han encontrado los valores de las
incognitas la estudiante sonrie y expresa espontaneamente: “Ay, jqué bonito!”. La habilidad
descrita contribuyé al desarrollo de la competencia en el método de Gauss durante su
experiencia de aprendizaje. Ademas, se observa en diferentes momentos de la experiencia de
aprendizaje que la estudiante privilegia el uso del algebra y usa ecuaciones como medio para
dotar de sentido el trabajo en otros SSM. Aun cuando lo anterior contribuy6 en la produccion
de sentido y el desarrollo de competencias respecto al trabajo algebraico pudo significar un
obstaculo en los otros SSM y en la produccién de sentido respecto a la lectura de los
problemas de enunciado.

Para concluir esta seccion consideramos importante destacar que en los tres casos de estudio
identificamos que la caracterizacion de la ecuacion lineal con dos variables favorece la
produccion de sentido respecto a los SEL. Y que el reconocimiento de las transformaciones
de los SEL en sistemas equivalentes mediante el método de reduccion gaussiana promueve
la concepcidn de los SEL como un objeto matematico. En lo que respecta a los problemas de
enunciado identificamos que mediante los métodos MIAS y MAES se contribuy6 en la
produccion de sentido respecto a la solucion de los SEL como el conjunto de valores que son
solucién de cada condicion de los problemas y que estos pueden modelarse y resolverse en
forma algebraica. Ademas, el uso del método de reduccidn gaussiana para la resolucion
contribuyd en la concepcion de los SEL como un objeto matematico indivisible, en
contraposicion con los métodos de resolucidn de igualacion, eliminacién y sustitucion, cuyo
objetivo es convertir un SEL en una ecuacion, lo que puede dar lugar a la desvinculacién de

las ecuaciones que conforman el SEL.

6.4 Analisis del Modelo de ensefianza

Con respecto a la Actividad 1 consideramos que en general el propdsito de caracterizar la
ecuacion lineal se cumple en los tres casos de estudio, sin embargo, consideramos que es

necesario que los estudiantes se familiaricen mas con las ecuaciones con dos y tres variables
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y que, ademas, es conveniente hacer énfasis en el trabajo con tablas de valores numéricos, ya

que en A4 encontramos que los estudiantes mostraron dificultades en el trabajo con tablas.

La Actividad 2 se incorpor6 al Modelo de ensefianza posterior al estudio de Vanessa.
Consideramos que, en los casos de Gabriel y Ana, se cumple el objetivo de identificar la
naturaleza de las soluciones en ecuaciones de primer grado con una incognita en A2S1. Lo
anterior coadyuva en la produccion de sentido respecto a las posibilidades de que los SEL
puedan tener una, ninguna o infinidad de soluciones. Nuevamente, en A2S2, consideramos
que la construccién de tablas de valores puede contribuir en la produccion de sentido con

respecto a este SSM.

En la Actividad 3, posterior al trabajo con Gabriel se afiadié un problema con la finalidad de
hacer una mejor transicion del MAES al Método Cartesiano. A partir de esta actividad
observamos que, en la modelacion algebraica de las condiciones de los problemas de
enunciado, el uso de valores concretos es un recurso en el anélisis de las relaciones entre las
cantidades. Con respecto a los objetivos, los estudiantes identifican la solucién como el

conjunto de valores que valida las condiciones de los problemas.

En la Actividad 4 identificamos la mayor cantidad de dificultades con respecto a la
produccion de sentido ya que el uso de diferentes SSM en la forma no tradicional en la que
se aborda en la actividad no parecia formar parte del intertexto de los estudiantes.
Consideramos que es conveniente introducir A5S1 como primera seccion de A4y A5S4 al
final de A4 para promover en los estudiantes la produccion de sentido con respecto a los SEL

y su solucion en diferentes SSM.

Consideramos que, en la Actividad 5, las transformaciones algebraicas para llevar los SEL a
la forma canonica podrian organizarse de forma mas clara para los estudiantes. Apreciamos
importante limitar el trabajo en esta actividad a identificar que la existencia de SEL sin
solucidn, con una o con infinitas soluciones en el plano y el espacio de ejes coordenados y
las tablas de valores numeéricos, asi como el analisis de la forma algebraica candnica, sin

aplicar ningn método de resolucion.

En la Actividad 6 los tres estudiantes lograron identificar y justificar las operaciones sobre

SEL para obtener sistemas equivalentes y dar a los SEL el caracter de objeto matematico.
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Debido a que la nocién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones equivalentes no formaba
parte del intertexto de los estudiantes (de este hecho se encuentra también evidencia en 3.2.2)
consideramos un trabajo mas estructurado para abordar estos objetos matematicos en esta

actividad.

A partir del analisis de la Actividad 7 consideramos adecuado promover, con un trabajo mas
exhaustivo, la competencia de los estudiantes en el uso del método de Gauss para la reduccion
de SEL con solucién unica mediante el uso de las operaciones identificadas en la Actividad
6. Posteriormente, abordar los casos de SEL sin solucion y con infinitas soluciones con apoyo
del SGD GeoGebra para relacionar los diferentes sistemas de signos del SMS, en particular,

mejorar el trabajo con las tablas de valores numéricos.

Después del andlisis de datos, juzgamos que la Actividad 8 reune las caracteristicas para el
desarrollo de los objetivos de su disefio. Sin embargo, todavia se evidencia en los estudiantes
falta de competencia en la resolucién de los problemas de enunciado, en particular, en la
modelacion algebraica y de produccion de sentido con respecto a los SEL con infinitas
soluciones, por lo que en las actividades previas es necesario incluir los elementos para

remontar estas dificultades.

Previo a las disposiciones de aislamiento derivadas de la pandemia por el virus SARS-CoV-
2, que llevo al ambito educativo a un trabajo a distancia en México, el desarrollo de la
experimentacion del presente estudio incluia el Ilenado de hojas de trabajo que permitieran
la observacién de las producciones de los estudiantes. En particular, del lenguaje usado y las
conexiones para identificar los momentos de produccion de sentido. Consideramos que una
nueva experimentacion con las modificaciones al Modelo de ensefianza mencionadas
previamente podria retomarse una vez que se regrese a la educacion presencial en el nivel

Medio Superior.

6.5 Reflexiones finales. Revision de hipotesis

En esta seccidn se contrastan las hipdtesis tedricas con las observaciones empiricas. En la
seccion 2.7.2 planteamos una serie de hipdtesis respecto a los procesos cognitivos de los
estudiantes de la ensefianza Media Superior respecto al aprendizaje de los sistemas de

ecuaciones lineales. Las hipotesis estan vinculadas a las preguntas de investigacion, por lo
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que consideramos que con el proceso de analizar las hipotesis damos también respuesta a las

preguntas.

Primera hipotesis: La competencia en la lectura/transformacion de las ecuaciones de primer
grado con una o varias variables, como parte del intertexto de los estudiantes, es un
precursor en la constitucion del objeto mental sistema de ecuaciones lineales y favorece la

produccién de sentido en su aprendizaje.

En las primeras dos actividades, cuyo enfoque fue el desarrollo de competencias con respecto
a las ecuaciones de primer grado, observamos la incorporacion al intertexto personal de los
estudiantes de elementos como la existencia de ecuaciones de primer grado con infinidad de
soluciones o sin solucion y la representacion grafica de ecuaciones de primer grado con dos
variables. Estos elementos influyeron en las tendencias y referencias en el desarrollo de las
siguientes actividades, por lo cual, consideramos que, para la constitucion del objeto mental

SEL el estudio de la ecuacion lineal con una y varias variables es fundamental.

Segunda hipotesis: Mediante el uso del MIAS y el MAES como herramientas intermedias
del MC se favorece competencia y la produccion de sentido en la modelacion de problemas
de enunciado, factibles de representarse algebraicamente como sistema de ecuaciones

lineales.

En la Actividad 3 se inici6 con el uso de los métodos de resolucion de problemas de
enunciado. En esta actividad observamos que el uso del MIAS favorecié la produccion de
sentido con respecto a la solucién de un SEL, en particular, que un conjunto de valores puede
ser la solucion (en contraposicion a la idea de que cada valor del conjunto es una solucién) y
que la solucion son los valores que hacen que se cumplan las condiciones del problema. Estos
elementos fueron fundamentales en el desarrollo de la Actividad 8. En esta Gltima actividad
los estudiantes normalizaron el uso del MAES como herramienta intermedia para la

modelacion algebraica de los problemas.

Tercera hipdtesis: Se promueve la competencia en la resolucion de los sistemas de
ecuaciones lineales de los estudiantes de nivel Medio Superior mediante el uso del objeto

matematico sistema de ecuaciones equivalente y del método de reduccién gaussiana.
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En la Actividad 6 pudimos observar la incorporacion del concepto de equivalencia al
intertexto personal de los estudiantes, tanto en ecuaciones como en sistemas de ecuaciones.
También observamos produccion de sentido con respecto a la utilidad de los sistemas
equivalentes para la resolucién de SEL. En la Actividad 7, los estudiantes usaron sistemas
equivalentes mediante la reduccidn gaussiana para resolver SEL. El uso de SEL equivalentes
mediante el método de resolucion de Gauss ofrece un enfoque diferente a los métodos de
igualacion, eliminacion y sustitucion en los que el objetivo es convertir un SEL en una
ecuacion con una incognita. Estos ultimos métodos son importantes en el dominio del
algebra, pero podrian contribuir a la desvinculacion de las ecuaciones del SEL, dificultad que
se reporto en el analisis previo de los problemas. Ademas, a diferencia del método de Gauss
su generalizacion a SEL con mayor nimero de incégnitas y ecuaciones es complejo. Por otra
parte, los estudiantes identificaron SEL sin solucién, con una y con infinitas soluciones al

analizar los resultados obtenidos al hacer uso del método de reduccion gaussiana.

Cuarta hipotesis: El analisis y transformacion de los sistemas de ecuaciones lineales en
diferentes sistemas de signos matematicos favorecen la produccion de sentido y la

competencia en su resolucion.

La revision de los SEL y sus transformaciones en el software de geometria dinamica se
realizo en las actividades 4, 6 y 7. Durante y después de las actividades pudimos observar
referencias de los estudiantes a la representacion de los SEL en el plano y el espacio de ejes
coordenados para hacer conjeturas sobre la solucion. Observamos, ademas, produccion de
sentido con respecto a la representacion en tablas de valores numéricos de los SEL. Por lo
anterior consideramos que la revision simultanea de los SEL y su solucidn en diferentes SSM

favorece la constitucion del objeto mental SEL.

Finalmente, consideramos que es posible replantear el MTL para un nuevo estudio mediante
los ajustes propuestos al Modelo de ensefianza en la seccidn 6.4 y un trabajo mas exhaustivo
que refuerce la constitucion de los objetos mentales que se consideran en los objetivos de las

actividades.
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Anexos

Anexo A. Herramienta de medicion.

1. ¢Qué es un sistema de ecuaciones?

2. ¢Qué es la solucion de un sistema de ecuaciones?

3. ¢Es posible tener un sistema de ecuaciones lineales con dos ecuaciones y tres
variables que tenga:
a) Solucion anica? Explica tu respuesta.

b) Ninguna solucién? Explica tu respuesta.

c¢) Infinita cantidad de soluciones? Explica tu respuesta.
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4. (Es posible tener un sistema de ecuaciones lineales con tres ecuaciones y dos
variables que tenga:
a. Solucion Unica? Explica tu respuesta.

b. Ninguna solucion? Explica tu respuesta.

c. Infinita cantidad de soluciones? Explica tu respuesta.
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5. ¢Es posible colocar una tercera recta para que el sistema de ecuaciones representado en
la grafica tenga:
a) Ninguna solucién?
b) Una solucion?
¢) Dos soluciones?
d) Tres soluciones?
e) Infinita cantidad de soluciones?

Si es posible ¢como colocarias la tercera recta?

a) b)
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6. Determina el nidmero de soluciones que tendria cada uno de los sistemas de
ecuaciones representados en las graficas, considerando que en cada caso se muestran
tres rectas y si existen soluciones sefiala las soluciones en cada grafica.

b)
a)
NuUmero de soluciones: NuUmero de soluciones:
c)

NuUmero de soluciones:
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7. Dada la siguiente representacion
geométrica de un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas:

a) ¢Cuantas soluciones tiene el sistema? Explica tu respuesta.

b) Describe con palabras, ¢cudl es la representacion geométrica del conjunto
solucion?

8. Escribe algebraicamente el sistema de ecuaciones representado en el siguiente plano
cartesiano.
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9. Da un ejemplo de sistema de ecuaciones lineales equivalente a los sistemas dados y
explica por qué son equivalentes.

x=2
a) yy—5z+3=0
x+4z =-1

b)

10. Dada la ecuacion 3x — 2y +z =4
a) ¢Son las triadas ordenadas (1,4,5), (3,1,-3) y (2,5,8) soluciones de la ecuacion?
Explica tu respuesta.
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b) Encuentra el conjunto solucién de la ecuacion. ¢ Cuantas soluciones tiene?

c) Si graficaramos todos los puntos del conjunto solucién, describe con palabras, ¢cual
seria la representacion geométrica?

11. Considerando el sistema de ecuaciones
4x—-y=35
4x—-y=0

a) ¢Son los pares ordenados (0,-5), (1,4) y (0,0) soluciones del sistema?

b) Encuentra el conjunto solucién del sistema ¢ Cuantas soluciones tiene?
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12. Considerando el siguiente sistema de ecuaciones, responde los incisos explicando tus

respuestas.
3x+y=2
x—y=1
—6x—-2y=k

a) ¢Qué valor(es) de k haria(n) que el sistema de ecuaciones tenga solucion tnica?

b) ¢Qué valor(es) de k haria(n) que el sistema no tenga solucion?

c) ¢Qué valor(es) de k haria(n) que el sistema tenga infinitas soluciones?
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13. En un acuario hay dos especies de peces A y B que se alimentan de dos clases de
alimentos. En la tabla siguiente se indica el consumo diario de alimentos de ambas
especies y la cantidad de alimento total disponible por clase, en gramos y por dia. El
problema consiste en calcular la cantidad de peces de cada especie que puede vivir en el

acuario sin que sobre alimento de ninguna de las dos clases.

Especie A Especie B Total
Alimento 1 2 1 25
Alimento 2 4 3 55

Representa algebraicamente el problema.

14. Escribe un problema (con palabras) que pueda representarse mediante el siguiente
sistema de ecuaciones.
m-n=2
2m-3n=4

15. Escribe un sistema de ecuaciones cuya solucion sea: x =3,y = -2y z = 3.5
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16. ¢Cuadl de las siguientes graficas muestra la representacion grafica del problema? Explica tu

respuesta.
Problema: La suma de dos nimeros es igual a cuatro y su diferencia es igual a 2.
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Herramienta de medicion. Seccion 2

1. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones
6x+1.5y+2.52=36.6

a. —X+y+3z=0
y—-2z=0

X+y+z2=3

b. 2X—-y—-3z=-2

3x-2z=1
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x-y=1
X+y-z=0

3x—2y =10
d 2x+3y=9
X+y=4
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2. Una empresa de alimento para mascotas produce tres tipos de comida para perros:
Premium, Adultos y Puppy, todas empacadas en bolsas de 15 kg. Se sabe que el 60 %
de Premium y el 50 % de Puppy representan el 30 % de la produccién diaria total. EI 20
% de Premium, mas el 60 % de Puppy mas el 60 % de Adultos representan la mitad del
total de la produccion diaria. Se producen 100 bolsas mas de Puppy que de Premium
diariamente. Encuentra la produccién diaria de bolsas de cada tipo de alimento.

3. Una empresa de software ha lanzado al mercado nuevas versiones de tres programas. El
programa Eduplay con un precio de 100 ddlares, el programa Statware con un precio de
150 dolares y el programa Greenland con un precio de 200 dolares. La primera semana
se vendieron 120 licencias de estos programas, por un total de 12000 ddlares. ; Cuantas
licencias de cada programa se vendieron?
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4. La siguiente gréfica presenta la temperatura de
ebullicion de la acetona a diferentes presiones.
Calcula la temperatura de ebullicién de la acetona,
a 2 atm de presidn, encontrando los coeficientes de
la ecuacion de la parabola p(x) = ax? + bx + c.

Temperatura

120

100

80

&0

(1,56.5)

(10,1445}

20

15

20

Presidn (atrm)
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Anexo B. El Modelo de Enseflanza.

Actividad 1. Ecuaciones lineales...(A1)

I. Para cada una de las expresiones responde lo que se pide en las tablas. (A1S1)

a)3m+1=4 (AlSla)

i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica.

iii) Resuelve si es posible.

ii) Si es una ecuacion, ;jde qué tipo es?

b) (x-1)* =x* —2x+1 (A1S1b)

i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica.

iii) Resuelve si es posible.

ii) Si es una ecuacién, sde qué tipo es?

c) 3x+5 (AlSic)

i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica.

iii) Resuelve si es posible.

ii) Si es una ecuacién, sde qué tipo es?
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d) =3 ..... (A1S1d)

i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica. iii) Resuelve si es posible.

i) Si es una ecuacion, sde qué tipo es?

e) 3x-2<4 ..... (Al1Sle)

i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica. iii) Resuelve si es posible.

ii) Si es una ecuacién, ;de qué tipo es?

f)3t-2=t+1 ... (ALSIf)

i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica. iii) Resuelve si es posible.

ii) Si es una ecuacién, ;de qué tipo es?

922 —4=0 (A1S1g)

i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica. iii) Resuelve si es posible.

ii) Si es una ecuacioén, ;de qué tipo es?
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h)x—-3y=0 (Al1S1h)
i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica. iii) Resuelve si es posible.
ii) Si es una ecuacion, ;de qué tipo es?
i) 2-3=-1 (A1S1i)
i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica. iii) Resuelve si es posible.
ii) Si es una ecuacién, sde qué tipo es?
J)2x-3y—-z=-1 (AL1S1))

i) ¢Es una ecuacion? Si/No. Justifica.

iii) Resuelve si es posible.

ii) Si es una ecuacién, sde qué tipo es?
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ll. Analiza el siguiente problema y responde lo que se pide. (A1S2)

1. Una pequefia empresa de refresco artesanal llena botellas de 5 y 2 litros. Si en un dia
se embotellaron 120 litros de la bebida, ;cudntas botellas de 5 litros y cuantas
botellas de 2 litros se llenaron?

a) ¢Cuantas soluciones tiene el problema? ;Cuales son? (AlS2a)

b) Construye una grafica que represente el problema. (A1S2b)
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60
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50

45

40
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C) ¢Cual es la expresidn algebraica que representa el problema? ;Qué tipo de
expresion es? (Al1S2c)

d) ¢Cuantas soluciones tiene esa expresion? (Al1S2d)

[ll. Escribe un problema de enunciado que pueda modelarse algebraicamente
mediante la expresion. (A1S3)

5x+3y+z =3500

IV. Relaciona las graficas con las ecuaciones. (A1S4)
a) 2x—-y=-2
b) 4x+y=-2
c) x-3y=1

()
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V. De acuerdo con lo revisado hasta ahora responde lo siguiente. ...(A1S5)

1. Escribe un ejemplo de ecuaciones de primer grado:

a) Con una variable
b) Con dos variables
c) Con tres variables

2. Describe qué es una ecuacion.

3. Describe qué son las ecuaciones de primer grado y cuantas soluciones
tienen.

Actividad 2. Resolucidon de ecuaciones lineales. (A2)

| Resuelve las siguientes ecuaciones. (A2S1)

a) y+§y =%(1+ 3y) (A2S1a)
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b) 2-[3-2(t+1)|=-2[4-(3+t)] (A2S1b)
c) 4z2+5+2(52+4)=2(3z+6)+1 (A2S1c)
Il Resuelve y grafica la siguiente ecuacion. (A2S2)

3x-5y =10
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Actividad 3. Resolucién de problemas de enunciado por medio

del analisis de las condiciones...(A3)

Resuelve los siguientes problemas:

Problema 1. Una empresa de transporte de material para construccion tiene dos camiones. E/
camion A con capacidad de dos toneladas y el camién B con capacidad de cuatro toneladas. E/
supervisor de la empresa quiere saber cudntos viajes hizo cada camion ayer y la informacién
que tiene es que se transportaron 20 toneladas de material a una construccion y que ningun
camion viajé con menos de su capacidad. (A3P1)

¢Cuantas soluciones tiene el problema? ;Cuéales son?

S/ el supervisor sabe también que por cada viaje del camion A la empresa cobra 2 mil pesos y
por cada viaje del camion B 3 mil pesos, y encuentra una copia de la factura en la que se
muestra que el pago por los viajes fue de 18 mil pesos. Con esta nueva informacion, ;puede
resolver su problema? ;Cudl seria la solucion?
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Problema 2. Para el 14 de febrero la duefia de una tienda de regalos compro peluches de dos
tamafios diferentes. Los peluches grandes cuestan 50 pesos mas que el doble de los pequefios.
Si compré 15 peluches pequerios y 10 grandes y pagé 4595 pesos. ,Cudnto costé cada tipo
de peluche? (A3P2)

Problema 3. Representa algebraicamente el siguiente problema: Hallar la medida de los lados
de un rectangulo cuyo lado mayor mide el triple que su lado menor y cuyo perimetro es 73.6

unidades. (A3P3)

Problema 4. Ana participé en un juego en el que debia responder 10 preguntas, por cada
acierto ganaba dos puntos y por cada error perdia un punto. Si al final Ana obtuvo ocho puntos,
Jeuantos aciertos y cuantos errores tuvo? (A3P4)
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Actividad 4. Sistemas de ecuaciones lineales...(A4)

1. Relaciona los sistemas de ecuaciones con la grafica correspondiente. (A4S1)
=2X-2 =2x-2 1 3
b) J c y y=—X+—
x—y=1 X+3y =15 d) 2 2
X+2y=5

T TN TNy T TR J ]

2. Dado el problema: (A4S2)
Se tiene un rectangulo cuya altura mide 2 cm mas que su base y cuyo perimetro
es jgual a 24 cm. Calcular las dimensiones del rectangulo.
¢Cual de las siguientes parejas de tablas representa las condiciones del problema?

a) X Yy X Yy b) X Vi X Yy C) X y X y
1 3 1 3 1 3 1 11 1 3 1| 23
2 4 2 8 2 4 2 10 2 | 4 2 | 22
3 5 3 15 3 5 3 9 3 5 3 | 21
4 6 4 24 4 6 4 8 4 6 4 | 20
5 7 5 35 5 7 5 7 5 7 5 | 19
6 8 6 48 6 8 6 6 6 8 6 | 18
7 9 7 63 7 9 7 5 7 9 7 | 17
8 10 8 80 8 10 8 4 8 | 10 8 | 16
9 | 11 9 | o9 9 | 11 9 3 2 | 11 J | 15
0 | 12 10 | 120 10 | 12 10 | 2 10 | 12 10 | 14
11 | 13 11 | 143 1 | 13 11 1 11 ] 13 1] 13

3. Escribe el anunciado de un problema cuya respuesta sean los siguientes valores.
(A4S3)

<
I
=




Anexo B. El Modelo de Ensefianza

247

4. ;Cual es el sistema de ecuaciones lineales que corresponde a la siguiente

terna de tablas? (A4S4)
X y X y X y
10 14 12 0 0 0
11 13 13 1 3 1
12 12 14 2 6 2
13 11 15 3 9 3
14 10 16 4 12 4
15 9 17 5 15 5
16 8 18 6 18 6
17 7 19 7 21 7
18 6 20 8 24 8
19 5 21 9 27 9
20 4 22 | 10 30 | 10
21 3 23 11 33 11
X+y=24 X+y=24 X+y=24
a) Xx=y-12 b) x—y=12 c) x-y=12
x=3y=0 3x=y x-3y=0

5. ¢Qué puedes decir sobre la solucion del sistema de acuerdo con la
gréafica?

(A4S5)
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6. cTiene solucién el sistema de ecuaciones lineales representado en la
siguiente grafica? En caso de que exista, cual es la solucion? ...(A4S6)
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Actividad 5. Clasificacion de sistemas de ecuaciones
lineales...(A5)

1. Considera la siguiente como una forma general del sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas y realiza lo que se pide en cada inciso

(A5S1)
ax+hy=c
a,X+b,y =c,

a) Abre el archivo SEL_Soluciones1.ggb. Usa los deslizadores de la primera
ventana del archivo para definir el siguiente sistema de ecuaciones...(A5S1a)

3x—4y=5
1
3x+y=10 ()
b) ¢Cudles son los datos en los que coinciden los valores en la representacion
tabular? (A5S1Db)
X = y:

¢) ¢En qué coordenadas se intersecan las rectas en la representaciéon gréafica?

(A5S1c)

X= y:

d) Sustituye los valores en el sistema de ecuaciones. ;Se cumplen las
igualdades? ;Qué significa que se cumplan o no las igualdades? ...(A5S1d)

e) ¢Qué puedes concluir de lo anterior con respecto a un sistema de
ecuaciones? ...(A4S1e)
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2. Usa el archivo SEL_Soluciones1.ggb para representar cada uno de los siguientes
sistemas de ecuaciones y registra lo que observas en cada uno de ellos...(A5S2)

{y =2x—2
a) ...(A5S2a)

2X+y=-2

Representacion algebraica

Representacion grafica

Representacion tabular

1
y=—x+1
b) 2 ...(A5S2b)

X—-2y=2

Representacion algebraica

Representacion grafica

Representacion tabular
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yoled
c) 2 2 ...(A5S20)
-X+2y=3

Representacion algebraica

Representacion gréafica

Representacion tabular

y=2Xx-2
d) 3 ...(A5S2d)
3x—§y =15

Representacion algebraica

Representacion grafica

Representacion tabular

y=2x-2
...(A5S2¢)

6x—-3y=6

Representacion algebraica

Representacion gréafica

Representacion tabular
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3. Usa el archivo SEL_Soluciones1.ggb para representar cada uno de los siguientes
sistemas de ecuaciones y registra lo que observas en cada uno de ellos...(A5S3)

6x+4y =22
3x+2y=8
(A5S3a)

x—2y =10
—2X+4y=-20
3x+5y=1

(A5S3Db)

3x+2y=10
X+ y=3
2X+y="7

(A5S3c)

3x-13y=-8
6x—26y =16
3x+5y=1

(A5S3d)
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4. Considera la siguiente como una forma general del sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas y realiza lo que se pide en cada inciso
(A5S4)
ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,
aX+b,y+c,z=d,
a) Abre el archivo SEL_Soluciones2.ggb. Usa los deslizadores de la primera
ventana del archivo para definir el siguiente sistema de
ecuaciones...(A5S4a)
2X—y+2=2
X—2y—-5z=5 (1)
3X+y-2z=9
b) ¢Cuéales son los datos en los que coinciden los valores en la
representacion tabular? ...(A5S4b)
X = y: 7=
c) (¢En qué coordenadas se intersecan las rectas en la representacion
grafica? ...(A5S4c)
X = y: 7= ‘
d) Si sustituyes los valores en el sistema de ecuaciones, sse cumplen las
igualdades? ; Qué significa que se cumplan o no las igualdades?
(A5S4d)
5. Usa el archivo SEL_Soluciones2.ggb para representar cada uno de los siguientes
sistemas de ecuaciones y registra lo que observas en cada uno de ellos...(A5S5)
X+2y—-5z2=3
a) (3x—-2y+3z=1 (A5S5a)
2Xx+4y-10z =15
X+4y-2z=1
(A5S5b)
3X—-2y-z=5
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(A5S5c)

X+4y—-2z=1
-3x-12y+6z=-3

6. Respecto al nimero de soluciones responde las siguientes preguntas...(A5S6)

a) ¢Qué numero de soluciones es posible encontrar en sistemas de tres ecuaciones y
dos incognitas? Explica como podria ser su forma grafica...(A5S6a)

b) ¢Qué ndimero de soluciones es posible encontrar en sistemas de dos ecuaciones con
tres incognitas? Explica como podria ser su forma gréfica...(A5S6b)

c) ¢Qué numero de soluciones es posible encontrar en sistemas de tres ecuaciones con
tres incognitas? Explica como podria ser su forma grafica...(A5S6c)
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Actividad 6. Sistemas de ecuaciones lineales
equivalentes...(A6)

255

b)

d)

1. Responde las siguientes preguntas...(A6S1)

SQué es la solucion de una ecuacion? ;Cémo sabemos que un valor o
valores son solucién de una ecuaciéon? (A6Sla)

SQué es una ecuacion equivalente a otra? Da un ejemplo de una ecuacién
equivalente a 3X+5=11 (A6S1b)

;Coémo son entre si las ecuaciones que vamos obteniendo al resolver una
ecuacion? (A6S1c)

¢Cudles son las operaciones que podemos realizar sobre una ecuacién de
primer grado con una incégnita para obtener ecuaciones equivalentes?

(A6S1d)

SQué caracteristica haria que dos sistemas de ecuaciones fueran
equivalentes? (A6S1e)

¢Cudles son las operaciones que podemos realizar sobre un sistema de
ecuaciones para obtener un sistema de ecuaciones equivalente?  (A6S1f)
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2. Escribe el siguiente sistema de ecuaciones en papel y en el archivo
SEL_Soluciones1.ggb para observar su forma grafica y tabular. (A6S2)

3x—4y=2
X+2y=4

a) Toma nota de la solucion del sistema (ABS2a)

b) Multiplica ambos miembros de una ecuacién por algun numero. Y
escribe el nuevo sistema de ecuaciones (AB6S2Db)

c) Define el nuevo sistema en el archivo SEL_Soluciones1.ggb y observa la
forma grafica y la forma tabular. (A6S2c)

S Qué observas respecto a la solucién del sistema de ecuaciones? ;Qué
se podriamos concluir de lo anterior respecto a los sistemas de
ecuaciones?

d) Suma las dos ecuaciones del sistema. Escribe un nuevo sistema de
ecuaciones tomando el resultado de la suma y sustituyéndolo por
cualquiera de las ecuaciones. (A6S2d)

e) Define en el archivo SEL_Soluciones1.ggb el nuevo sistema de
ecuaciones y registra tu observacion. (ABS2e)

f) ¢Qué observas respecto a la solucién del nuevo sistema de ecuaciones?

(A6S2f)

g) (Qué se podriamos concluir respecto al nuevo sistema de ecuaciones y
el original? (A6S29)
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3. Considera nuevamente el sistema de ecuaciones (A6S3)
3x—-4y=2
X+2y=4
a) Usa los deslizadores para representarlo en el archivo SEL_Soluciones1.ggb. Toma
nota de la solucién del sistema. (A6S3a)

b) Cambia el orden de las ecuaciones y escribe el nuevo sistema. ;Como es el nuevo
sistema con relacion al anterior? (ABS3b)

4. ¢Cuales son las operaciones que podemos realizar sobre un sistema de ecuaciones
para obtener un sistema de ecuaciones equivalente? ¢ Cudl es la caracteristica de

un sistema equivalente en su forma grafica? (A6S4)
5. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales. (ABS5H)
. X+4y=12 X+2y—-z2=-1
3y=6 b) 2y+3z=9

11z =55
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Actividad 7. Método de reduccién gaussiana para la resolucién

de sistemas de ecuaciones lineales...(A7)
1.

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones realizando operaciones que te
permitan obtener un sistema escalonado...(A7S1)

) Sx+3y =12
a
4x+2y =10

(A7S1a)

3X+6y—-5z=0
X+y+22=9
4x+2y—-3z=-1

b)

(A7S1b)

2. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones aplicando las operaciones
elementales por renglén para obtener un sistema escalonado...(A7S2)

) 2x+3y =11
a
4x+6y=9

(A7S2a)

6X+9y =

wlr~ N

(A7S2b)
4X+6Yy =

7X-7y-10z=-3
C) 2Xx—4y—-6z=-1
o9X—-3y—-4z=-2

(A7S20)
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-2X+y+32=8
d) -2X+3y+z=-4

9 3
3X——y—-—=2=6
2y 2

(A7S2d)

2X—2y—-2=0.5
e) <4x+4y+5z=-3
—X+2y—-22=6

(A7S2¢)

-3X+2y+4z=-1
f) —2X+Yy+32=8
—SX+3y+72=-7

(A7S2f)

X+Yy+2z=4
Q) —X-y+z=-1
—2X—-2y-2=3

(A7S29)
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Actividad 8. Resoluciéon de problemas...(A8)

Problema 1. En un examen de 100 preguntas, cada respuesta correcta suma dos puntos y
las incorrectas restan medio punto. La nota de un alumno es 7.15 sobre 10. Calcular el
numero de preguntas que contestd correcta e incorrectamente. (A8P1)

Problema 2. El duefio de una empresa gast6 $ 61 250.00 pesos en comprar un teléfono a
cada uno de sus 25 empleados. El proveedor le vendié dos modelos diferentes, uno con un
precio de $ 3200 y el otro de $ 1950 pesos. ¢ Cuantos teléfonos de cada modelo compré?

(A8BP2)

Problema 3. Un avién dispone de 32 asientos en primera clase y de 50 asientos en clase
turista, cuya venta supone un total de 146000 pesos. En un vuelo se vendieron 10 asientos
en primera clase y 40 en turista, obteniendo un total de 70000 pesos y en otro vuelo se
vendieron 20 boletos de cada uno obteniendo un total de 60000. ;Cual es precio de los
asientos en cada clase? (A8P3)

Problema 4. En el segundo trimestre del afio las ventas reportadas por una agencia de autos
fueron de 85 unidades entre automoéviles familiares, sedan y deportivos. Se sabe que si se
hubieran vendido nueve unidades mas de cada tipo de auto se habrian vendido el doble de
sedan que deportivos. s Cuantos automoéviles de cada uno de estos tres tipos se vendieron?

(A8P4)

Problema 5. Para hacer su mezcla especial, en una cafeteria combinan tres tipos de café con
los siguientes costos de compra: el café tipo A con un costo de 390 pesos el kilo, el tipo B
con un costo de 420 pesos el kilo y el tipo C con un costo de 450 pesos el kilo. Para hacer
20 kilos de mezcla especial invierten $8235 pesos y la mezcla contiene 3 kilos mas del tipo
A, que del tipo B. ;Qué cantidades de cada tipo de café se agregan a la mezcla especial?
(A8P5)




