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Resumen

En este trabajo se estudia la componente p-primaria de la cohomologia de Farrell de los
grupos modulares de superficies no orientables N, é‘. Para ésto, probamos que N/ gk tiene co-
homologia p-peridédica siempre que exista un subgrupo de orden p, mds atin, demostramos
que el p-periodo de N, é‘ es igual a 4. Bajo dichas circunstancias podemos usar la siguiente
descripcién de la componente p-primaria:

H'(Ng, Z) ) = T] B (N(Zy), Z)y),

Zy€S

donde N(Zj,) son los normalizadores de subgrupos de orden p y S es un conjunto de
representantes de las clases de conjugacién de tales subgrupos. Por tal motivo, clasificamos
las clases de conjugacién de subgrupos de orden p y mostramos que los normalizadores
pueden ser pensados como subgrupos del grupo modular N}f donde (h, t) se encuentran

relacionados con g y p a través de la ecuacién de Riemann-Hurwitz:

g—2=ph—-2)+t(p—1).

Finalmente, ejemplificamos los metédos descritos para el caso del grupo modular N, ;‘ para

un primo impar p.
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Abstract

The present work is devoted to the study of the p-primary component of the Farrell coho-
mology of the mapping class group of non-orientable surfaces N; é’f . For this, we prove that
N, é‘ has p-periodic cohomology whenever there is a subgroup of order p in N, gk, furthermo-
re, we prove that the p-period of N, gk is equal to 4. Under such circumstances we can use
the following description of the p-primary component:

H* (g, 2) ) = T1 B (N(Zy),2) ),

Zy€S

where N(Z,) are the normalizers of subgroups of order p and S is a set of representatives of
the conjugacy classes of such subgroups. For this reason, we classify the conjugacy classes
of subgroups of order p and show that the normalizers can be thought of as subgroups
of the mapping class group ]\Vf}f where (I, t) are related to g and p through the Riemann-

Hurwitz equation:
g§=2=ph=2)+t(p-1).

Finally, we exemplify the methods described for the case of the mapping class group N, F],‘

for an odd prime p.
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Introduccion

El grupo modular de una superficie orientable S, de género g es el grupo de componentes
conexas del grupo de difeomorfismos de S, que preservan la orientacién, al cual lo de-
notamos como I'g, mientras que el grupo modular puro de S, con k puntos marcados l"’g,
se define similarmente, agregando la condicién de que cada difeomorfismo deja fijo indi-
vidualmente un conjunto de k puntos distinguidos (puntos marcados). En el caso que la
superficie sea no orientable Ng, la definicién de estos grupos es anéloga e incluye todos
los difeomorfismos. La notacién empleada sera N, gk e incluye al caso sin puntos marcados

cuando k = 0, donde simplificamos la notacién N.

Iniciando con los trabajos de Max Dehn, los grupos modulares de superficies se ha con-
vertido en un tema central en las matematicas debido a su profunda y variada conexién
con otras ramas de las matematicas, tales como topologia en dimensiones bajas, teoria
geométrica de grupos, teoria de Teichmiiller, geometria algebraica, teoria de 3 variedades,
teorfa de ntimeros, por mencionar algunas. Desde mitades del siglo anterior su estudio ha
ido en constante aumento de tal forma que en nuestros dias podemos encontrar una vasta
cantidad de articulos donde se estudian diversos aspectos de interés del grupo modular
asi como sus conexiones. Entre estas investigaciones se encuentran las dedicadas a cuestio-
nes cohomoldgicas y en la que diversos matematicos como J. Harer, G. Mislin, S. Morita,
B. Farb, N. Wahl y U. Tillmann han contribuido. Por ejemplo, existen resultados referen-
tes a la dimensién cohomoldgica virtual [Iva84, Har86, LGGM18]; la cohomologia racional
[Mor87, Mor01]; la estabilidad homolégica [Wah07, Wah12]; las componentes p-primarias
de la cohomologia entera [Xia92a, Lu01]; la cohomologia médulo 2 para superficies de

géneros pequenios [HX18, MX20]; entre otras maés.

El reciente estudio de grupos modulares de superficies no orientables N g’f ha estimulado

la necesidad de trasladar los resultados del caso orientable al no orientable, desarrollando

XI



XII Introduccién

nuevos métodos para establecer una relacién directa entre estos dos casos. Su estudio ha
cobrado més importancia en la comunidad matematica y ahora podemos encontrar estu-
dios referentes a cuestiones cohomolégicas, relaciones con los grupos de trenzas, teorfa de

Teichmiiller en el caso no orientable, entre otros mas.

Enla década de los 90’s, Y. Xia y Q. Lu en [Xia90, Xia92b, Xia95, Lu98, Lu01, Lu02], explota-
ron diferentes propiedades del grupo modular de una superficie orientable Fg para poder
determinar las componentes p-primarias de la cohomologia de Farrell H* (F’g,; Z). Debido
a la estrecha relacién que existe entre la cohomologia usual y la cohomologia de Farrell, su
calculo nos permite determinar la cohomologia usual H* (Fg ; Z.) en dimensiones superiores
a la dimensién cohomolégica virtual. En el caso de los grupos modulares de una superficie
no orientable N,, G. Hope y U. Tillmann en [HT09] estudiaron la periodicidad de la co-
homologia de Farrell H*(N,;Z), determinando las condiciones que se requieren para que
ésta sea p-periddica. Sin embargo, sus métodos no fueron suficientes para determinar la
cohomologia de Farrell H* (Ng; 7)), ni se considera el caso de puntos marcados debido a

que se requiere adaptar nuevas herramientas del caso orientable a este caso.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar la cohomologia de Farrell H*(\ é‘ ;7Z,) de
los grupos modulares de superficies no orientables con puntos marcados N/ ;. Con este fin,
desarrollamos conexiones con el caso orientable y extendemos algunos resultados ya obte-
nidos del caso orientable a nuestro caso de interés. Uno de tales resultados es el teorema
de realizacién de Nielsen (en el caso no orientable), en cuya demostracién se usa teoria de

Teichmiiller en superficies de Klein.

Los teoremas 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7 a continuacién constituyen la contribucién original de esta

tesis.

Recordemos que la cohomologia de Farrell H*(T;Z) es una generalizacién natural de la
cohomologia de Tate para aquellos grupos I' que tienen dimensién cohomolégica virtual
finita. Una de las propiedades mas importantes de H*(T’; Z) es que ésta coincide con la co-
homologia usual H*(I'; Z) en dimensiones superiores a la ved(I') y s6lo detectan la parte de
torsion del grupo en cuestion. Una razén por la cual la cohomologia de Farrell se convierte
en una herramienta til en el estudio de la cohomologia de grupos modulares de super-
ficies, es debido a que bajo condiciones favorables, la componente p-primaria H*(T; Z) )

resulta ser periédica i.e. existe m tal que H'(T;Z) = H'*"(T;Z) para todo i. En tal ca-



Introduccién XIII

so decimos que I’ tiene cohomologia p-periddica. En el caso de los grupos modulares de

superficies no orientables N gk con k puntos marcados, probamos el siguiente resultado:

Teorema 1 Sea g > 2y p un primo impar. Si N, é‘ contiene un subgrupo de orden p, entonces N gk

tiene cohomologia p-periédica.

Mas atin, usando representaciones de grupos y generalizando la teorfa de datos de punto
tijo de J. Nielsen [Nie37] al caso de superficies no orientables, seremos capaces de probar

que el p-periodo de la cohomologia de Farrell de gk esigual a 4:

Teorema 2 Sea g > 2y p un primo impar. Si N gk contiene p-torsién, entonces el p-periodo de N. é‘

es igual a 4.

Un teorema cldsico y que desempefia un papel importante en nuestro trabajo es el problema
de realizacion de Nielsen, el cual fue formulado en la década de los 30’s por el matematico
danés J. Nielsen y pregunta si los subgrupos finitos del grupo modular pueden actuar so-
bre una superficie S, por difeomorfismos, esto es, si todo subgrupo finito G < Mod(S,) se
puede levantar de manera isomorfa a un grupo G C Diff(S ¢)- Dicho problema fue resuelto
en la decada de los 80’s por S. Kerchkoff en [Ker83] para el caso de una superficie orienta-
ble. En esta direccién, extendemos el teorema de realizacién de Nielsen al grupo modular
de una superficie no orientable ¥, usando teoria de Teichmiiller y superficies de Klein. A

saber, en el capitulo 2 probamos:

Teorema 3 Todo subgrupo finito G C Mod(Ng; k) actuando en i (Ng) fija algiin punto de
T (Ng)-

Por su parte, Morita en [Mor87] y [Mor01] discute el problema de realizacién de Nielsen
en el caso de subgrupos que son infinitos, en particular se pregunta si existe una seccién
s : Mod(Sy) — Diff"(S,) para la proyeccion natural p : Mod(Sg) — Diff " (S,). A partir
de sus resultados sobre la cohomologia de H*(Mod(S;); Q), Morita probé que no existe
una seccion para género mayor a 5. Siguiendo argumentos similares y con ayuda de clases

caracteristicas definidas en el caso no orientable probaremos el siguiente resultado:

Teorema 4 Si g > 35, entonces la proyeccion p : Diff(Ng) — Mod(Ng) no admite secciones.
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Regresando a la cohomologia, los Teoremas 1y 2 aseguran que el grupo modular N, gk tiene
cohomologia p-periddica siempre que el grupo N; é‘ contenga p-torsién. En tal caso pode-

mos usar la siguiente descripcién de la componente p-primaria.

Teorema [Brown] Sea I' un grupo con dimensién cohomolégica virtual finita y con cohomologia

p-periodica. Entonces

H*(T,M),) = [] B (N(Zp), M)
Zy€eS

p)’

donde N(Zy,) es el normalizador del subgrupo de orden p y S es un conjunto de representantes de

las clases de conjugacion de subgrupos de I de orden p.

Del teorema anterior deducimos que la componente p-primaria de H* (V. gk ; 7.) se encuentra
dada por el producto (sobre las clases de conjugacién) de las componentes p-primarias de
la cohomologia de los normalizadores de subgrupos de N. ; de orden p. Por esta razén es
necesario clasificar las clases de conjugacién de subgrupos de orden p, asi como calcular la

cohomologia de sus normalizadores.

Con el fin de clasificar las clases de conjugacién de subgrupos de orden p, introducimos
los datos de punto fijo oy (a) para a € ./\/:é‘ asi como la nocién adecuada de congruencia y
extendemos uno de los resultados de Nielsen [Nie37] al caso de los grupos modulares de

superficies no orientables.

Teorema 5 Sean o, o’ € /\/Zf dos elementos de orden p, entonces w es conjugado a «’ si y sélo si

oi(a) = ox(a’).

Por otro lado, la cohomologia de los normalizadores de subgrupos de orden p es estudiada
a partir del cubriente ramificado obtenido de la accién de un subgrupo Z, < N, é‘ de orden
p en N, por difeomorfismos. Determinamos asi un método que nos permite relacionar al
normalizador N(Z,) < ./\fé‘ con un grupo modular de género més pequefo, a saber, el

grupo modular N t donde (h, t) satisfacen la ecuacion de Riemann-Hurwitz:
§—2=ph-2)+t(p—-1).

Teorema 6 Sean Z, = («) un subgrupo de ./\/'gk. Sean h > 0yt > k enteros que satisfacen la
ecuacion de Riemann-Hurwitz § —2 = p(h —2) + t(p — 1). Entonces existe un homomorfismo
inyectivo

1:N(2,)/Z, = N < N,
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donde N(Zy,) es el normalizador de Z., en N é‘ y

N = mDiff(Ni fja{py, ., pi} permuta{picn, ... pi}) < N

Finalmente, ejemplificamos los métodos anteriores en el caso de una superficie no orienta-
ble de género ¢ = p. En este caso, el grupo N, ;‘ siempre contiene subgrupos de orden p y la

componente p-primaria de H* (\ ,’,‘ ; Z,) esta dada como sigue.

Teorema 7 Sea p un niimero primo impar. Entonces
s 2 ]
HI(N;‘;Z)(F,) _ ) (%) ) para k=1,2
Hi(Nk'Z)(p) =0 para k>2

La tesis estd organizada como sigue:

En el capitulo 1 recordamos algunos resultados bdsicos sobre: grupos modulares de super-
ficies no orientables, haciendo particular énfasis en el caso de superficies no orientables, la
teoria de superficies de Klein y la doble cubierta orientable, cohomologia de grupos y la

cohomologia de Farrell de grupos de ved finita.

En el capitulo 2 estudiamos a los espacios de Teichmiiller de una superficie de Klein y
recordamos las relaciones entre los grupos modulares de una superficie no orientable y
orientable y los espacios de Teichmiiller correspondientes. Via estas relaciones probamos
el Teorema 3. En la parte final de este capitulo se recuerdan de manera breve las clases
caracteristicas de haces de superficies no orientables y se usan para probar el Teorema 4
sobre la no existencia de secciones de la proyeccién natural p : Diff(Ng) — N/ gk para género

mayor que 35.

En el capitulo 3 estudiamos la p-torsion y el fendmeno de p-periodicidad de la cohomologia
de Farrell en los grupos modulares N gk. Se relaciona la p-torsién con el cubriente ramificado
obtenido de la accién por difeomorfismos de Zy < N. é‘ en Ng, trasladando asi el estudio de
la p-torsién a encontrar soluciones de la ecuacién de Riemann-Hurwitz. Se demuestra el
Teorema 1, el cual establece que N, é{ tiene cohomologia p-periédica siempre que N, é‘ tenga
p-torsion. Usando que para todo subgrupo finito G < N; gk existe una estructura dianalitica
tal que G actta por automorfismos en la superficie de Klein N, es posible definir una

representaciéon p : G — GLy(R). Se prueba que existe una clase no trivial (Bp)*(¢1) €
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H?(G;Z) en el caso de que G = Z, y usando el invariante de Yagita obtenemos que el
p-periodo p(N/ gk ) <4, lo que demuestra de manera parcial el Teorema 2. A partir de aqui y
debido a que N§ contiene cohomologia p-periddica, el calculo de H* (N +:Z) (p) se reduce
a estudiar la cohomologia de los normalizadores de subgrupos de orden p y las clases de

conjugacion de éstos.

En el capitulo 4 clasificamos a las clases de conjugacién de subgrupos de orden p de NF,
extendiendo la nocién de dato de punto fijo de J. Nielsen en [Nie37] al caso de una superfi-
cie no orientable. Usando esta clasificaciéon probamos el Teorema 5 y como una aplicacién

de los datos de punto fijos completamos la demostracién del Teorema 2.

k
/\/g su

En el capitulo 5 probamos el Teorema 6 de donde se deduce que para todo Z, <
normalizador N(Z,) puede ser pensado como una extensién de un subgrupo G < N} por
Ly:

1—7Z,— N(Zp) -G —1,

donde (h, t) satisfacen la ecuacién de Riemann-Hurwitz. En el caso del grupo modular V. ”f
cuando k = 1,2, se prueba que G = Z; con lo cual determinamos que N(Z,) = Dy,
donde D, denota el grupo diédrico de orden 2p. Finalizamos el capitulo con el célculo de

a (N3; 7)) del Teorema 7.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos algunos conceptos basicos con los que trabajaremos a lo
largo de esta tesis. Lo dividiremos en tres partes. En la primera seccién estudiaremos los
grupos modulares de superficies no orientables. La segunda seccién estd dedicada a estu-
diar las superficies de Klein que emplearemos para definir el espacio de Teichmdiiller de
una superficie no orientable y probar el Teorema de Realizaciéon de Nielsen en el caso de
una superficie no orientable. En la seccién 3 recordaremos algunos resultados de cohomo-
logia de grupos y dimensiones cohomolégicas, recordaremos ademads la cohomologia de
Tate definida para un grupo finito. Finalmente, en la seccién 4 daremos un breve recorda-
torio sobre la cohomologia de Farrell concluyendo con algunas cuestiones cohomolégicas

de los grupos modulares de superficies.

1.1. Grupos modulares de superficies

El estudio de los grupos modulares de superficies no orientables es un tema de creciente
interés en la comunidad matemaética, con ello se han establecido conexiones con el caso
orientable que a su vez nos permiten extender algunos de los resultados ya obtenidos al
caso no orientable. En esta seccién comenzamos presentando algunos resultados bdsicos

sobre grupos modulares centrando nuestra atencién al caso de superficies no orientables.

Sea ¥, una superficie compacta, conexa y sin frontera de género gy X = {xq,...,x¢} un
subconjunto finito de X¢ de cardinalidad k > 0, llamados también puntos marcados. Denota-

mos por lfD\iﬁ(Zg; k) al grupo de difeomorfismos de X, que dejan fijo el conjunto de puntos

1



2 1.1. Grupos modulares de superficies

marcados X, mientras que usamos la notacién Diff(¥¢; k) para el grupo de difeomorfismos
que dejan fijo cada punto marcado de manera individual. Si X, es orientable, denotamos
por l?ij/fr (Xg; k) al subgrupo formado por todos los elementos de 15\1']/5‘(25,; k) que preservan
la orientacién, de manera similar denotamos como Diff " (£; k) al subgrupo de Diff(Zg; k)
de los difeomorfismos que preservan la orientacién. EI grupo modular de Lo con k puntos
marcados se define como

If)\ij/ﬁr+ (Zg;k) /[A)iﬁo(ilg; k) siXg es orientable

Mod(Xo;k) :=¢ __
s { Diff(X¢; k) / Diff,(Lg;k)  si Lq es no orientable,

donde Bzﬁfo(zg; k) es el subgrupo de todos los elementos en Ezﬁ(Zg ; k) que son isotépicos
a la identidad. De manera similar definimos el grupo modular puro de la superficie S con k

puntos marcados

Diff " (Zg; k) / Diffy(£4;k)  si L es orientable

PMod(Z4; k) :=
¢ { Diff(Xq;k)/Diffy(Xg;k)  siLg es no orientable,

donde Diff,(X¢; k) es el subgrupo de todos los elementos en Diff(¥; k) que son isot6picos a
la identidad. Notemos que PMod(Xg; k) es un subgrupo de Mod(X,; k) y es posible probar

que ambos grupos estdn relacionados por la siguiente sucesion exacta corta:
1 — PMod(Xg; k) — Mod (X4 k) — Sp — 1,

donde Sy denota al grupo simétrico sobre k letras. Adicionalmente, si la superficie 2, es
orientable, también se considera el grupo Mod* (Xg; k) formado por todas las clases de iso-
topia de difeomorfismos que preservan o no la orientacién, dicho grupo es llamado el grupo
modular extendido de S con k puntos marcados. Finalmente, si el conjunto de puntos marcados
X es vacfo, omitimos k en la notacién y solo escribimos Diff(%), Diff"(Zg), Mod(Zg) y
Mod*(Zy).

Observacién 1.1.1 Existen otras variaciones en la definicion de los grupos modulares de superfi-
cies que usaremos en este trabajo. A saber, si ¥, una superficie compacta, conexa, sin frontera de
género gy X = {z1,...,zx} el conjunto de puntos marcados, denotamos por Z’é‘, a la superficie

Yo \ X y definimos el grupo modular de la superficie Z’g, como

mtoDiff " (ZX)  si X es orientable
Mod (L) := oDIff" (%) g
nODiﬁ”(Zg) si ng‘, es no orientable.

No es dificil ver que

Mod (%) = Mod(Zg; k).
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Es importante recordar que si tenemos dos homeomorfismos homotépicos de una superfi-
cie compacta Y., (distinta del anillo o el disco cerrado), entonces son isotdpicos. Més atin,
existe una equivalencia entre el concepto de homeomorfismos y difeomorfismos para su-
perficies: todo homeomorfismo de una superficie compacta es isotépico a un difeomorfis-
mo de la superficie. Con ello obtenemos definiciones equivalentes del grupo modular de
una superficie Mod(Xy; k), donde podemos emplear homeomorfismos en lugar de difeo-

morfismos y clases de homotopia en lugar de clases de isotopia.

Notacién. En lo que sigue, denotamos como ¥~ = Zg a una superficie conexa, sin frontera,
de género g, con un conjunto finito de k puntos removidos. Para enfatizar que una su-
perficie es orientable escribiremos S = Sg y del mismo modo usaremos N = Ng para una
superficie no orientable. En algunas ocasiones omitiremos el subindice g y el superindice k,
infiriendo ambos del contexto. Finalmente, cuando se requiera y sin hacer mencion, pensa-
remos a un elemento f € Ez‘ﬁ(zg ; k) como un elemento de Diﬁ‘(Zg) simplemente tomando

su restriccion a la superficie Z’S‘, removiendo los k puntos marcados.

Si N denota a una superficie no orientable de género g, a lo largo de este trabajo emplea-

remos la siguiente notacion:

N§ = PMod(Ng;k) 'y NF = Mod(Ng;k).

Cuando el conjunto de puntos marcados es vacio, denotaremos simplemente a Mod(Nj)
como N,. En el caso de una superficie orientable S, de género g, en algunas ocasiones

emplearemos la siguiente notacion:

I = PMod(Sg;k) 'y T = Mod(Sg;k).

De igual modo si el conjunto de punto marcados es vacio, omitimos a k en la notacién y

escribimos Fg.

Aunque en este trabajo nos centramos en estudiar al grupo modular N¥, en numerosas
ocasiones haremos uso de las demds variaciones del grupo modular, como Mod(Sg; k),
Mod™* (Sg;k) y N, é‘, por tal motivo nuestro interés de recordar algunas de las variaciones de

la definicién del grupo modular y con ello establecer una notacion estdndar.
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Representacion grdfica de una superficie no orientable.

Sea X una superficie compacta, conexa y sin frontera. Como bien sabemos, si X es orien-
table, entonces . es una esfera S? o es la suma conexa de g toros T; mientras que si la
superficie ¥ es no orientable, entonces ¥ es la suma conexa de g planos proyectivos RP2.
En ambos casos el niimero g es el género de la superficie X.. Recordemos que un crosscap
es una representacion grafica de la banda de Mobius donde tomamos el disco unitario y
removemos el interior de un disco de radio menor. Sobre la circunferencia de la fronte-
ra del disco removido identificamos los puntos de manera antipodal, representando esta

identificacién con una cruz como se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Representacioén de un crosscap.

Ejemplo 1.1.2 Toda superficie no orientable Nq de género g se representa como sigue: considerenos
la superficie orientable Sq, |, de género g1 con b componentes frontera, donde 2g1 + b = g. Pegando
b croscaps a cada una de las componentes de frontera de la supetficie Sy, , obtenemos una repre-
sentacion grdfica de la superficie Nq. En la Figura 1.2 se muestran las diferentes representaciones

gridficas de una superficie no orientable de género 5.

PDDP

Figura 1.2: Representaciones graficas de una superficie no orientable de género 5.
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Homeomorfismos de una superficie no orientable.

Elementos de orden finito. Tomemos como modelo de una superficie N, a la esfera con g
crosscaps de tal forma que “el centro” de cada crosscap se encuentra separado uno del otro
por un angulo de 27t/ g. Entonces una rotacién por un angulo 27t/ g sobre el eje de simetria
nos define un homeomorfismo de orden g. En la Figura 1.3 podemos ver un ejemplo para

el caso de género 3y 5.

Género 3 Género 5 Género 5

Elemento de orden 3 Elemento de orden 5 Elemento de orden 3

Figura 1.3: Elementos de orden finito de una superficie no orientable de género 3 y 5.

Otros ejemplos de homeomorfismos de orden finito pueden obtenerse de tomar la super-
ficie N, obtenida de un toro T? afiadiendo g — 2 crosscaps de manera simétrica. Rotamos
un dngulo de 271/ (g — 2) y obtenemos un homeomorfismo de orden g — 2. En la Figura 1.3
mostramos un ejemplo para una superficie de género 5. En general, una forma de obtener
elementos de orden finito a partir de una superficie orientable la cual posee cierta simetria,
es afiadir crosscaps de manera que la simetria de la superficie orientable se preserve. De

este modo se pueden obtener elementos de orden finito en una superficie no orientable.

Punctured Slide. Describiremos un homeomorfismo de la banda de M&bius con un punto

marcado. Consideremos el rectangulo [—1, 1] x [0, 1] con un punto removido (0, }) cociente
con la relacién (x,0) ~ (—x,1) como un modelo para la banda de Mobius . Denotemos este

modelo por M. Definimos el “puctured slide” v por la férmula:

oy +1—Ix[] para y <|x|,
o(fxyl) =
[=xy—Ixl]  para y>|x|,



6 1.1. Grupos modulares de superficies

donde [x, y] denota la clase del punto (x, y) en M. Sea S la simetria definida como S([x, y]) =
[x,1 —y] y consideremos la conjugacién ¢ = SfS. Tenemos que
oy +lx[=1] para y>1—]x],

g(lxyl) =
[—xy+xl]  para y<1—]x]|,

es facil mostrar que vg = gv = id, asi que ¢ = v~ !. En la Figura 1.4 podemos observar el
efecto que tienen los homeomorfismos v y g sobre un arco que une la frontera de la banda

de Mobius M.

0
°  —d °
20 Z0
4
° e °
20 Z0

Figura 1.4: Punctured Slide.

Ahora usaremos el modelo de crosscap de la banda de Mobius al que denotaremos como
M'. Elegimos un homeomorfismo de M a M’ tal que la composicién S’ = hSh~! es el
homeomorfismo inducido por la reflexién del disco sobre la linea que contiene al punto
marcado y el centro del disco removido. Poniendo v’ = hvh~! tenemos que S'v'S' = f/~1.
Este homeomorfismo v’ puede ser descrito de la siguiente forma. Consideremos una curva
simple cerrada B que inicia en el punto marcado zp que pasa por el crosscap y regresa al
punto zg. Tomemos una vecindad tubular del lazo B, el homeomorfismo es definido de tal
forma que los puntos dentro de la vecindad tubular son empujados continuamente a lo
largo de la curva B y de tal manera que los puntos en la frontera de la vecindad tubular
permanecen fijos, mientras que los puntos que se encuentran fuera de la vecindad tubular

se mantienen fijos, i.e. fuera de la vecindad tubular es la identidad.

De manera general, para una superficie no orientable N, con al menos un punto marcado,
es posible definir un homeomorfismo v : N¢ — N, llamado punctured slide de la siguiente
forma. Tomemos un disco en la superficie Ny que contenga en su interior inicamente a
un crosscap y un punto marcado. Puesto que el disco contiene a un crosscap y el punto
marcado, entonces éste es homeomorfo a una banda de Mébius M con un punto marcado
y tiene sentido hablar del puntured slide sobre el disco. El homeomorfismo v : Ny — N, se

define como el puntured slide dentro del disco y fuera de éste se define como la identidad.
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En la Figura 1.5 se muestra el efecto que tiene el punctured slide sobre un arco que une a

HG

Figura 1.5: Punctured slide de un crosscap con un punto marcado.

la frontera.

Crosscap Slide o Y-homeomorfismo. Consideremos un disco con dos crosscaps el cual es
homeomorfo a una botella de Klein con una componente frontera. Definimos el homeo-
morfismo y de manera similar al punctured slide, remplazando el punto marcado por uno
de los dos crosscaps. De igual modo que el punctured slide, podemos definir el crosscap
slide para una superficie no orientable N, de género al menos 2. En la Figura 1.6 mostramos

el efecto que tiene el crosscap slide sobre un arco que une la frontera.

Figura 1.6: Crosscap slide o Y-homeomorfismo.

Medios giros de Dehn. En el caso que tengamos un disco con dos puntos marcados z1, z2,

definimos un elemento ¢ que intercambia los dos puntos marcados y tal que ¢ es isot6pico
a un giro de Dehn sobre la curva frontera del disco. La Figura 1.7 muestra el efecto que tiene

sobre un arco que une la frontera.

> a .
° ° E—
Z1 Z

Figura 1.7: Medio giro de Dehn.
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Ejemplos en género bajo de Ny.

Para los siguientes ejemplos es bueno recordar que si tenemos una superficie X con frontera
d¥%, denotamos por Diff(X;0X) al grupo de difeomorfismos de X cuya restriccion en la

frontera 0% es la identidad. El grupo modular de X relativo a 0% es definido como:

Mod(%;0%) := myDiff(X; 0%).

La banda de Mébius M. Si la superficie es no orientable de género 1 con una componente
frontera, se tiene que ésta es homeomorfa a la banda de Moébius M. A través de la cubierta

universal de la banda de Mobius (ver Proposicion 5 de [Parl14]), se prueba que:

Mod(M;dM) = {1}.

El plano proyectivo RP?. El grupo modular del plano proyectivo estd relacionado con el
grupo modular de la esfera S a través de la doble cubierta orientable. Una forma de probar
que este grupo es trivial, es demostrando primero que todo difeomorfismo f : RP? — RP?
es isotépico a un difeomorfismo f: RP? — RP? que deja fija a una curva a que divide al
plano proyectivo en un disco D? y en una banda de Mébius M. Asi pues, el difeomorfismo
fse puede restringir tanto al disco D? como a la banda de Mobius M, de tal forma que
cada restriccién es la identidad en la frontera. Como Mod(D?;0D?) = Mod(M;dM) son
triviales, entonces ambos difeomorfismos son isotépicos a la identidad y asi es posible

probar que el difeomorfismo f es isotépico a la identidad de RP?.

M = {1}

La botella de Klein K. El grupo modular N, de una superficie no orientable de género 2
es generado por la clase de isotopia de dos homeomorfismos y y t,, donde ¢, es el giro de
Dehn sobre una “curva orientable separante” a en N, (ver Figura 1.8) y el homeomorfismo
y es el crosscap slide (o Y-homeomorfismo) entre los dos crosscaps (ver Proposicién 20 de

[Par14]). Asi pues,

Na & ([ta]) x ([y]) = Za x Zs.
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Figura 1.8: Curva separante a en una botella de Klein.

La superficie no orientable de género tres N;. Para esta superficie consideremos la si-
guiente construcciéon. Sea Ty un toro menos un disco en su interior y My una banda de
Mobius. Sabemos que N3 es la unién de Tp U My por su frontera en comun, asi que todo
difeomorfismo de N3 es isotdpico a uno que deja Ty y My invariantes (Proposiciéon 2.2 en

[MBGAUO06]). Esto permite mostrar que el homomorfismo natural

./\/'3 — Aut(H1(N3; Z)/TOI'Siél’l (H1<N3; Z3)))

es un isomorfismo. Finalmente como

H;(N3) = Hy(Ty,9Ty) & Hi (Mo, 0My) = 72 & Z,

se obtiene que

N3 2 GL(2,7).

Plano Proyectivo con puntos marcados. Concluimos esta secciéon recordando los gene-
radores del grupo modular del plano proyectivo RP? con puntos marcados. Con esto es
posible encontrar los grupos modulares en el caso de uno y dos puntos marcados. Para
esto agreguemos la siguiente notacién. Consideremos al plano proyectivo como la esfera
con un crosscap y tomemos un disco D que contenga al crosscap y a los puntos marcados.
Denotemos a los puntos marcados como z, ..., zx y para cada z; tomemos un lazo ; que
pasa por el crosscap y regresa al punto marcado z; como se muestra en la Figura 1.9. De-
notemos por v; al punctured slide obtenido por deslizar el punto z; a lo largo de la curva
B; como se describi6 anteriormente. Para cada i, denotemos por ¢; el medio giro de Dehn
cuyo soporte se encuentra contenido en una vecindad tubular del segmento de linea que

une los puntos z; y z;41.
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Figura 1.9: Lazos B;'s dentro del disco D utilizados para definir los punctured slides v;.

Con este breve recordatorio, enunciamos el siguiente teorema que serd importante en los

calculos de la cohomologia de Farrell. La referencia empleada es [Kor02] y [Sze04].

Teorema 1.1.3 Consideremos el plano proyectivo RP? con k puntos marcados {z1,. ..z} y para
cada j =1,..., ksea vjla clase de isotopia del punctured slide obtenido por deslizar el punto mar-
cado zj, ademds, para cadai =1, ...,k — 1 sea 0; el medio giro de Dehn que intercambia los puntos
marcados z; Y zi11. Entonces ./\/'1" esta generado normalmente por los elementos {v1,vy, ..., vx};

mientras que ./\/'1" esta generado por {vy, 01, ...,0%_1}. Particularmente

1. N = () =7, 2 N
2. le = <Z)1> X <7)2> = Z2 X Zz.

3. ]\712 = <Z)1,0'1> = Dg. O

1.2. Superficies de Klein.

Toda superficie orientable S, puede ser dotada de una estructura analitica que hace de
ésta una superficie de Riemann. Similarmente, las superficies no orientables N, admiten
estructuras dianaliticas y con ello obtenemos las superficies de Klein como una generaliza-
cion natural de la superficies de Riemann. Dedicamos esta seccién a recordar algunas de-
finiciones y construcciones basicas que nos serdn de utilidad en futuras secciones, ademas
recordaremos la construccion de la doble cubierta orientable de la superficie N con k pun-

tos marcados. Las principales referencias empleadas son [AG71] y [SS92].
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Recordemos que si A es un conjunto abiertode Cy f : A — C una funcién continua cuyas

derivadas parciales existen, se definen
of _ 1 (of _ :of of _ 1 (of | :of
&-z(a—l@> y —z(a“w)
of _

Diremos que el mapeo f es analitico si 3z = 0y antianalitico si % = 0 sobre A. Si el mapeo

SN

f es analitico o antianalitico en cada componente conexa V de A decimos que el mapeo es

dianalitico.

Por otra parte, para cada componente conexa V y un mapeo dianalitico no constante f,

introducimos la siguiente notacion:

0 si f es analitico,
Tv(f) =

1 si f es antianalitico.

Con ello obtenemos el siguiente resultado sobre la composicién de dos mapeos dianaliticos.

Proposiciéon 1.2.1 Sean f : A — Cy g : B — C dos mapeos dianaliticos tales que f(A) C B.
Entonces h = g o f es dianalitica. Si ademds, A y B son conexos y tanto f como g son no constantes,

entonces
Ta(h) = 1(g) + Ta(f) méd (2).

Con este breve recordatorio, recordamos a las estructuras dianaliticas y las superficies de

Klein.

Sea X una superficie suave. Un atlas U = {(Uj, ¢;) }ic; de la superficie X se dice ser dia-
nalitico si todas las funciones de transicién son dianaliticas; si las funciones de transicion
son analiticas (conformes, holomorfas) el atlas U se dice ser analitico (conforme, holomor-
fo). Si la superficie tiene puntos removidos (puntos marcados o pinchazos), se requiere adi-
cionalmente que cada punto removido tenga una vecindad conformemente equivalente al
disco sin el origen en C (sin esta condicién, una vecindad de un punto removido también
podria ser conformemente equivalente a un cilindro). Cada pareja (U, ¢;) es llamada una
carta dianalitica o analitica segin sea el caso. Dos atlas dianaliticos (analiticos) ¢/ y V son
equivalentes si i/ UV es una atlas dianalitico (analitico). A una clase de equivalencia de
atlas dianaliticos X le llamamos una estructura dianalitica. De manera similar se define una
estructura analitica (compleja o conforme). Ademas, si la superficie X es orientable, denotamos
como M (X) al conjunto de todas las estructuras analiticas sobre la superficie £ que coinci-

den con la orientaciéon y que son compatibles con la estructura diferenciable; si la superficie
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. es no orientable, el conjunto M (X) estd formado por todas las estructuras dianaliticas

sobre la superficie X que son compatibles con la estructura diferenciable de X.

Sea X una superficie conexa, sin frontera, posiblemente con un conjunto finito de puntos
removidos y con una estructura suave. Un atlas & = {(Uj;, ¢;) }ics de la superficie ¥ se
dice ser dianalitico si todas las funciones de transicién son dianaliticas; si las funciones de
transicion son analiticas (conformes, holomorfas) el atlas U/ se dice ser analitico (confor-
me, holomorfo). Si la superficie tiene puntos removidos (puntos marcados o pinchazos),
se requiere adicionalmente que cada punto removido tenga una vecindad conformemente
equivalente al disco unitario sin el origen en C (sin esta condicién, una vecindad de un
punto removido también podria ser conformemente equivalente a un cilindro). Cada pare-
ja (Uj, ¢;) es llamada una carta dianalitica o analitica segin sea el caso. Dos atlas dianaliticos
(analiticos) U y V son equivalentes si i/ UV es una atlas dianalitico (analitico). A una clase
de equivalencia de atlas dianaliticos X le llamamos una estructura dianalitica. De manera
similar se define una estructura analitica (compleja o conforme). Ademas, si la superficie X
es orientable, denotamos por M (X) al conjunto de todas las estructuras analiticas sobre
la superficie X que coinciden con la orientacién y que son compatibles con la estructura
diferenciable; si la superficie ¥ es no orientable, el conjunto M(X) esta formado por to-
das las estructuras dianaliticas sobre la superficie > que son compatibles con la estructura

diferenciable de X.

Definicién 1.2.2 Una superficie de Klein es una superficie topolégica X junto con una estructura

dianalitica X. Si la estructura X es analitica entonces X es una superficie de Riemann.

Ejemplo 1.2.3 Es bien conocido que para toda superficie compacta, conexa, de género g y sin fronte-
ra X existe una estructura dianalitica X (ver [AG71], Teorema 1.7.1). Consideremos una superficie
de género g con k puntos marcados Z’é‘, cuya caracteristica de Euler es negativa X(Zg) <0, e
la superficie es hiperbélica. En este caso, la cubierta universal de Z’g, es el plano hiperbélico H? y
podemos ver a Zg como el cociente de TH? por el grupo de transformaciones cubrientes T. Al ser
éstas isometrias de H?, se tiene que T es un grupo cristalogrdfico no euclidiano (grupo NEC) que
es isomorfo a 1y (Zg). Como el grupo T no contiene elementos de torsion, entonces la proyeccion
induce una estructura dianalitica X en el espacio cociente H? /T y asi Z’g‘, es una superficie de Klein.
Mds atin, si la superficie Zg es orientable, ' es un grupo Fuchsiano y obtenemos una supetficie de

Riemann. O
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Notacién. En lo siguiente emplearemos la notaciéon ¥ o (X, X) para referirnos a una su-
perficie de Klein (o de Riemann), de manera indistinta. La mayoria de las veces que em-
pleemos la notacién (X, X) serd para enfatizar que estudiaremos la estructura dianalitica (o

compleja).

Definicion 1.2.4 Un morfismo de supetficies de Klein f : (£,X) — (X/,9) o un mapeo dianaliti-
co es un mapeo f : ¥ — X tal que para todo x € X existen cartas dianaliticas (U, $) € X y
(V, ) € 9 alrededor de x y f(x) respectivamente, tales que 1 o f o ¢~ es un mapeo dianalitico
en ¢p(U). Si las superficies (£,X) y (¥/,9) son supetficies de Riemann, el mapeo f es un morfis-
mo si o fod!es un mapeo analitico si f preserva la orientacion o antianalitico si la invierte.

Denotamos por Aut(X; X) al grupo formado por todos los isomorfismos de la superficie 2.

A continuacién, enlistamos una serie de resultados sobre las superficies de Klein, que serdn

de utilidad en capitulos posteriores. Los detalles pueden ser consultados en [AG71].

Proposiciéon 1.2.5 Si (X, X) es una supetficie de Klein y ¥ es orientable, entonces existen dos
estructuras analiticas X1 y X, que son dianaliticamente equivalentes a X y una de éstas coincide

con la orientacion de X, es decir, para alguna i = 1,2 se tiene que X; € M(ZX).

Proposicién 1.2.6 Sean %, ¥/ y X" superficies de Klein y sean f : ¥ — ¥/ y g : &' — X" dos

mapeos continuos no constantes. Seah = go f : & — X'

Si cualesquiera dos de las tres funciones f, g y h son dianaliticas, entonces la tercera es dianalitica.
El mismo resultado es vilido para el caso de supetficies de Riemann, donde los mapeos pueden ser

analiticos o antianaliticos y en cuyo caso se satisface:

t(h) =7(f) +1(g) méd (2).
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Proposicién 1.2.7 Sean X una superficie y (X', X) una superficie de Klein y sea f : & — X' un

mapeo continuo. Entonces se cumple lo siguiente:

1. Existe a lo mds una estructura dianalitica en X tal que f es un mapeo dianalitico.

2. Si X es orientable, entonces existe a lo mds una estructura analitica que coincide con la orien-

tacion de X tal que el mapeo f es dianalitico.

3. Si X es orientable y ademds (¥, X) es una supetficie de Riemann, entonces existe a lo mds
una estructura analitica en X tal que el mapeo f es analitico si preserva la orientacion o

antianalitico si invierte la orientacion.

Proposicién 1.2.8 Sean (X, X) una superficie de Klein y G < Aut(X; X) un grupo de automor-
fismos que actiia de manera propia y discontinua en X.. Entonces el cociente ¥ = %/ G posee una
tinica estructura dianalitica Q) tal que la proyeccion natural 7t : (£,X) — (X/,9) es un mapeo

dianalitico.

Lo siguiente que haremos, sera definir la estructura pullback empleando las proposiciones

anteriores.

Estructura Pullback. Para todo elemento f € Dif(¥) y X € M(X) definimos la estructura
pullback f*X € M(ZL) de la siguiente forma:

Sea U = {(Uj, z; }ic; un atlas dianalitico o analitico segtin sea el caso, el cual pertenece a la
estructura X. Definimos el atlas f*U := {(U/,z!)}ic;, donde U/ = f~1(U;) y z} = z o flu
para todo i € I. Por otro lado, denotemos por j : C — C a la funcién j(z) = —Z para
todo z € C, donde Z es el conjugado del ntimero complejo z. Definimos el atlas f*if :=
{(U!,Z}) }ier, donde U! = f~H(U;) yz, = joz o flu paratodoi € I.

Si la superficie X es no orientable, entonces el atlas f*U es dianalitico y definimos a f*X

como la estructura dianalitica que contiene al atlas f*I/.

Si la superficie T es orientable, tenemos que los atlas f*U y f*U son analiticos. Si f pre-
serva la orientacion, entonces el atlas f*U/ coincide con la orientacién de X; si f invierte la
orientacion, entonces ]W coincide con la orientacion de X. Definimos la estructura analiti-
ca f*X como la estructura generada por alguno de los dos atlas analiticos f*U o f*U que

coincida con la orientaciéon de X.
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La estructura pullback f*X que hemos definido, satisface que el difeomorfismo
fr(E& X)) = (2%)

es un morfismo. Particularmente, si ¥ es orientable, entonces f : (X, f*X) — (X, X) es

analitico si f preserva la orientacion o antianalitico si f invierte la orientacion.

Observacion 1.2.9 Como consecuencia de la Proposicién 1.2.7, dados f € Diff(X) y X € M(X)
la estructura f*X € M(X) es tinica. Esto significa que si ) € M(X) es una estructura tal que
f:(%,9) — (X, X) es un morfismo, entonces f*X = 9.

Definicién 1.2.10 Para todos f € Dif(¥) y X € M(X) definimos la estructura inducida (o
pullback) bajo f como la tinica estructura f*X € M(X) tal que f : (L, f*X) — (£,X) es un

morfismo.

Doble cubierta orientable de una superficie de Klein

Para toda superficie de Klein (X, X) es posible construir tres dobles cubiertas: la doble
cubierta analitica, la doble cubierta orientable y la doble cubierta de Schottky; cuando la
superficie es conexa, sin frontera y con un nimero finito de puntos removidos, la doble
cubierta analitica y la orientable coinciden. A continuacién estudiamos la doble cubierta
orientable de una superficie no orientable Ny con k puntos removidos, la cual sera de utili-
dad para establecer la relacion entre los grupos modulares ./A\J/:gf‘ y Mod(S,_1;2k); y entre los

espacios de Teichmiiller .73 (Ng) y Z5x(S¢-1).

Definicién 1.2.11 Una doble cubierta orientable de una superficie de Klein no orientable (¥, X) es
una superficie de Riemann (S, X°) junto con un mapeo dianalitico 7t : S — ¥ que es una doble
cubierta no ramificada de ¥. y una involuciéon o : S — S antianalitica tales que To o = 7.

Denotaremos a la doble cubierta orientable como (S, 7, o) o simplemente por 7t : S — L.

Observacion 1.2.12 La existencia de la doble cubierta orientable de una superficie de Klein com-
pacta puede consultarse en el Teorema 1.6.7 de [AG71]. Se sabe que ésta es tinica salvo isomorfismo
de supetficies de Klein: si (S, 7, 0”) es otra doble cubierta orientable de X, entonces existe un tinico
isomorfismo analitico f : 8" — S tal que 7' = 7 o f. Siguiendo la misma idea, es posible probar el

mismo resultado para el caso de una superficie con puntos marcados.
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Observacion 1.2.13 En la literatura, una pareja (S, o) conformada por una superficie de Riemann
S y una involucién o : S — S antianalitica se conoce como una superficie de Riemann simétrica.
No es dificil ver que el espacio de 6rbitas . = S/ (c) obtenido de la accion de o es una supetficie
de Klein. Reciprocamente, toda superficie de Klein ¥ se puede obtener a partir de una superficie de
Riemann simétrica (S,0) via la doble cubierta orientable (S,o, 7). Asi pues, la construccion de
la doble cubierta orientable define una equivalencia entre la categoria de superficies de Klein y la

categoria de superficies de Riemann simétricas (ver [Bral2], Seccion 4 para mds detalles).

Estructura Pullback definida por una doble cubierta orientable. Sea (S, 7t,0) la doble
cubierta orientable de una superficie de Klein no orientable N. Para cualquier X € M(N),

definimos la estructura pullback w*X € M (S) como sigue.

Tomemos un atlas U = {(U;, z;) }ic representante de una estructura X. Podemos suponer
que los abiertos U; forman una cubierta trivializante para 7, es decir, ! (u;) = Vl.1 U Viz,
conVINVv?=Qyrm: Vij — U; es un homeomorfismo para todoi € I'yj = 1,2. Definimos
el atlas T*U := {(VZ] , w{) |i€Iyj=1,2} donde V!y V? son los abiertos que componen
ar Y (U))y w{ =zjom| ; paratodoi € I'y j = 1,2. El atlas asi definido 7r*U es dianalitico
y define una estructura d]ianalitica ) en la superficie S. Por la Proposicién 1.2.5 existe una
estructura analitica en S que coincide con la orientacién y que es equivalente a 2), dicha
estructura es definida como la estructura pullback o inducida de X bajo 7t y es denotada

como 7t*X. Notemos que por definicién, el mapeo
(S, 7m%X) — (N,X)

es dianalitico, mientras que por la Proposicion 1.2.7 la estructura 7t*X € M (S) es tinica en

el siguiente sentido: si 3 € M(S) es tal que el mapeo
t:(S,3) = (N,X)
es dianalitico, entonces t*X = 3. Més atn:

Observacién 1.2.14 Si (S, 7t, o) es la doble cubierta orientable de la superficie N, entonces para
toda X € M(N) la involucién
o: (S, X) = (S, 7°X)

es antianalitica con respecto a la estructura pullback 7t* (X), es decir, o* (7t*X) = 7w*X 0 lo que es

lo mismo o € Aut(S; t*X).
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Construccion de la doble cubierta orientable.

A continuacién describiremos un modelo de la doble cubierta orientable de una superficie
no orientable N, de género g. En general, debido a que la doble cubierta orientable es tni-
ca salvo isomorfismos de superficies de Klein (ver Observacién 1.2.12), podemos emplear
cualquier modelo de doble cubierta de una superficie de Klein no orientable, s6lo nos basta

con tener una involucién antianalitica sin puntos fijos en la superficie orientable, .

Caso sin puntos marcados. Si N, es una superficie no orientable, compacta, conexa y sin
frontera de género g, la doble cubierta orientable puede ser construida como sigue. Sea
S¢-1 una superficie orientable compacta, conexa y sin frontera de género g — 1 encajada en
R tal que Sy es invariante bajo reflexiones en el los planos xy, yz y xz. Consideremos el

homeomorfismo o : S;_1 — S dado por
o(x,y,z) = (=x,—y —z),

el cual invierte la orientacién. Bajo la accién de o en S,_1, el espacio de érbitas S,_1/(c) es

homeomorfo a la superficie no orientable N, y el mapeo cociente

es una doble cubierta orientable (topoldgica) de N,. En la Figura 1.10 mostramos el modelo
descrito de la doble cubierta orientable de N,. Méas atin, si N, es una superficie de Klein,
dotamos a la superficie S;_1 con la estructura pullback 77*X € M(S). Con respecto a dicha
estructura el mapeo 77 : S¢_1 — Ng es dianalitico y por la Nota 1.2.14 la involucién o : S —

S es antianalitica. Asi pues, (Sg_l, 7, 0) es una doble cubierta de la superficie de Klein Ng.

Caso de puntos marcados. Consideremos el conjunto de puntos marcados X = {x1,x, ..., Xk}
de N, y sea X = 7(X) el conjunto de puntos marcados de Sg1.SiX; € Sq1 es tal que

n(X;) = x; paratodai =1,...,k, entonces

X = {fl,U(fl),fz,U(fz),. . .,J?k,O'(fk)}.

Removamos el conjunto de puntos marcados X y X de Ng y Sg-1 respectivamente, obte-
niendo las superficies N;f y S?i ;- Por el ejemplo 1.2.3, podemos dotar a la superficie Ng
de una estructura dianalitica X. Un argumento similar del caso compacto muestra que

(Sg’i 1, 7T, 0) es una doble cubierta orientable de la superficie de Klein N, é‘ .
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Caso: g =2k +2 Caso: g =2k +1

Si#K =
Nory2 = Ng

S#HRP? =
Nori1 = Ng

Figura 1.10: Doble cubierta orientable de Nj.

Observacién 1.2.15 Si (Sy_1, 7t, 0) es la doble cubierta orientable de Ny y tomamos una estructu-
ra X € M(Sq_1), entonces no podemos afirmar que dicha estructura dotea Sq_1/(0) = Ny de una
estructura de superficie de Klein. Tal afirmacion es cierta cuando la involucién o es un mapeo dia-
nalitico con la estructura X, ver Proposicion 1.2.8. Mds adelante, veremos que aquellas estructuras
para las cuales se cumple que o es antianalitica, estardn relacionadas con el espacio de Teichmiiller

de una superficie no orientable.
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1.3. Cohomologia de Grupos

La cohomologia de grupos es una serie de técnicas que usa herramientas de algebra ho-
moldgica y topologia algebraica para estudiar grupos discretos. En esa seccién recordare-
mos las nociones de dimensién cohomolégica y cohomologia de Tate, mismas que serdn
generalizadas mas adelante al considerar la cohomologia de Farrell. Algunos de los de-
talles pueden ser encontrados en [Bro82b], mientras que referencias mas especificas seran

mencionadas a lo largo de la seccién.

Recordemos que para cualquier grupo I' y I-médulo M los grupos de homologia y coho-

mologia de I' con coeficientes en M son definidos como
H,(T; M) := Tor’Y(z; M),

H"(T; M) := Extiyr(Z; M).

SiT es un grupo discreto y los coeficientes son Z como I'-médulo trivial, es bien conocido
que existe un isomorfismo

H"(T;Z) = H"(BT;7Z),

donde BI" denota al espacio clasificante de I' y puede ser tomado (salvo homotopia) como

cualquier espacio K(T', 1).

Ejemplo 1.3.1 Si I' = Iy, Earle-Eells [EE69] y Gramain [Gra73] demostraron que si § > 2,

entonces Diff,(Sq) ~ *. Luego, a partir de la sucesion exacta corta de grupos topoldgicos

1 — Diff,(Sg) — Diff(Sg) — Ty — 1

tenemos que BDiff " (Sg) es un K(Tg, 1) y por lo tanto
H*(Ty; Z) = H*(BDiff (S,); Z).
Es decir, la cohomologia de T'q define clases caracteristicas de haces de supertficies, ver [Mor87]

y [Mor01]. En el caso de una supertficie no orientable, Gramain en [Gra73] probé que si g > 3

entonces Diffy(Ng) ~ * y andlogamente se tiene que

H*(Ny; Z) = H*(BDiff(N,); 7).
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Dimensién Cohomolégica.

Definicién 1.3.2 Sea I' un grupo discreto. Decimos que una resolucion proyectiva P = (P;);> de
Z sobre ZI tiene longitud n si P, # 0y P; = 0 para toda i > n, es decir, la resolucion P es de la
siguiente forma

0—=P,—- =P — 7.

Definimos la dimension cohomoldgica de T, denotada por cd(T'), como la longitud minima de las

posibles resoluciones proyectivas de Z. sobre ZT .

La siguiente proposicién nos da propiedades de la dimensién cohomolégica.

Proposicién 1.3.3 Sea I' un grupo discreto. Entonces se cumple lo siguiente:

1. cd(T) = inf{n | H(T; —) = 0 parai > n};
2. cd(T') < nsiy solo si para cualquier sucesion exacta de ZT-médulos
0=+K—=P_1—- =P —=72Z—0,
donde todos los P; son proyectivos, entonces K es proyectivo.

3. ¢d(T') < gd(T') = dimension geométrica de T (i.e. la minima dimensién de un K(T',1)-

complejo). Si cd(T') > 3, entonces la igualdad se cumple.
4. Sicd(T) < oo, entonces T es libre de torsion.
5. ¢d(T') = 0siysolosiT es trivial. Mds atin, cd(T') = 1siy sélo si T es libre y no trivial.
6. SiT’" < T, entonces cd(I") < cd(T).

7. Si

1->I"—>T—>TI"—>1

es una sucesion exacta de grupos, entonces cd(T') < c¢d(I”) 4 cd(T").
8. Teorema de Serre. Si I : T'] < oo y T es libre de torsién, entonces cd(I") = cd(T).
Existe una generalizacion de la dimensién cohomolégica, a saber la dimensién cohomolégi-

ca virtual, especialmente 1til en el caso de grupos infinitos. Consideremos I' un grupo dis-

creto y I un subgrupo libre de torsién y de indice finito. Observemos que si tomamos otro
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subgrupo I con las mismas caracteristicas el Teorema de Serre implica

cd(T") = cd(I" NT") = cd(T"),

lo cual nos permite formular la siguiente definicién.

Definicién 1.3.4 La dimension cohomoldgica virtual de un grupo T, denotada como ved(T'), se
define como la dimenisén cohomoldgica de cualquier subgrupo libre de torsion de indice finito. Si T

no posee un subgrupo libre de torsion de indice finito, entonces ved(T') = oco.

Recientemente N. Barcenas, D. Degrijse y 1. Patchkoria en [BDP17] obtuvieron la primera
interpretacion geométrica de la dimensién cohomoldégica virtual, andloga a la intepretacién
de la dimensién cohomoélogica (ver 3 de la Proposicién 1.3.3). Dicha interpretacién se ob-
tiene a través de la dimensién geométrica estable de acciones propias de I', denotada por
gst(l") y se define como la minima dimensién que posee un modelo estable del espacio

clasificante ET" con una accién propia de I'.

En la siguiente proposicién, resumimos algunos resultados sobre la dimensién cohomolégi-

ca virtual similares a los descritos en la Proposicién 1.3.3.

Proposicién 1.3.5 Sea I' un grupo que contiene un subgrupo libre de torsién de indice finito. En-
tonces se cumple lo siguiente:

1. ved(T) = gst(l’).

2. SiT es libre de torsion y ved(T') < oo, entonces cd(T') < oo.

3. ved(T') = 0siy sélo si T es un grupo finito.

4. T < T, entonces ved(T") < ved(T).

5 Si

1->T—>T—>TI1">1

es una sucesion exacta de grupos y ademds cd(I'") < co y ved(I") < oo, entonces ved(T') <

00.

6. Si[I:T'] < oo, entonces ved(T') = ved(I”).
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Cohomologia de Tate.

En esta parte recordamos la cohomologia de Tate de un grupo finito G. Sea ¢ : P — Z una
resolucién proyectiva de Z sobre ZG. Es posible extender la resolucién P a un complejo

aciclico P = (P;)icz de médulos proyectivos como sigue.

Definimos P_; := ZG y un homomorfismo inyectivo iy : Z — P_; dado por ip(1) :=
dec g. Extendemos la resoluciéon definiendo el homomorfismo dy : Py — P_; como la

composicion ig o e. Asi tenemos la siguiente parte de la sucesion:

o) e}
o p O p Mg % p

N

La sucesion anterior conserva la exactitud, pues ker(dg) = ker(e) = Im(d ). Para construir
la siguiente ponemos

C := coker(ip), P:=P_1®C y i_1:C— P_, definidopor i_j(c):=) g®g 'c
geG

Notemos que hay un homomorfismo suprayectivo j_; : Py — P_1/Im(dg) = C de tal
forma que ker(j_1) = Im(dy). Finalmente, definimosd_; : P_; — P_, como la composicién

i_1 0j_1 de tal forma que obtenemos el siguiente nodo de la sucesioén:

0 J 0 J
oy p O O2p dp Yop % p,

ANV

Nuevamente la sucesion es exacta pues ker(d_1) = ker(j_1) = Im(dp). De manera inducti-
va, proseguimos con esta construccién obteniendo asi un complejo aciclico P = (P,);cz de
ZG-modulos proyectivos que extiende a la resolucién € : P — Z. Un resultado conocido,
afirma que cualesquiera dos complejos aciclicos de ZG-mddulos proyectivos que extienden

a P, son homotépicamente equivalentes. Asi introducimos la siguiente definicion.

Definicién 1.3.6 Sean G un grupo finito, e : P — 7 una resolucién proyectiva de G-médulos y P
un complejo aciclico de G-médulos proyectivos que extiende a P. Dado un G-médulo M, definimos

la cohomologia de Tate del grupo G como

H*(G; M) := H*(Homg (P; M))
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Observemos que si G es un grupo finito, es posible definir el homomorfismo norma para
cualquier G-médulo M

N:M—M dadopor N(m):=) g-m.
geG

Ademads, N induce un homomorfismo N : Mg — MC® que da lugar al siguiente diagrama
conmutativo.

M M

l J

Ho(G; M) = Mg —— H(G; M) = MC

No es dificil ver que la cohomologia de Tate contiene tanto la cohomologia y la homologia
del grupo G de la siguiente forma:

H(G; M) i>0.

coker(N) i=0

ker(N i=-1

H(G,M) = )
H i 1(GM) i< -1

Por ejemplo, si Z es un G-mdédulo trivial se tiene ademas:

HYG;Z)=0
H(G;Z)=7/|G|-Z

La cohomologia de Tate posee propiedades similares a las de la cohomologia ordinaria,
tales como productos cup, mapeos de restriccion y transfer; sucesiones espectrales, por

mencionar algunas.

1.4. Cohomologia de Farrell.

Como una generalizacién de la cohomologia de Tate, F. T. Farrell en [Far77] introdujo otra
teoria de cohomologia aplicable a una una clase mas extensa de grupos, a saber, los grupos
con dimensién cohomoldgica virtual finita. La finalidad de Farrell fue medir la falla de

cualquier grupo I' para ser un grupo de dualidad.

Para definir la cohomologia de Farrell se usa una construccién similar a la descrita en la

cohomologia de Tate. Comenzamos con un grupo I' de dimensién cohomolégica virtual



24 1.4. Cohomologia de Farrell.

finita y una resolucion proyectiva € : P = (P;);>9 — Z de I'-mddulos. A partir de estos se
construye un complejo aciclico P = (P,)icz, de T-mé6dulos proyectivos que coincidird con

P en dimensiones mayores que la dimensién cohomoldgica virtual de I'.

Sea ¢ : P — Z una resolucion proyectiva de I' y supongamos ademds que ved(I') < oo,
digamos igual a n. Sea I un subgrupo libre de torsion de indice finito, entonces cd (I") = n.
Consideremos el I'-médulo K = Im{ P, a—”) P,_1}, entonces

0y
0 K—>Py 2. g &g 5o

es una sucesion exacta de I''médulos de longitud n, donde los P; son proyectivos. Particu-
larmente es una sucesion exacta de I'-médulos, asi por la Proposicion 1.3.3 tenemos que K
es un I"-médulo proyectivo. Definimos
P,_1:=7ZI @ K y un homomorfismo 7, : K — P, ; dado pori(x) = Z e
Y€ES
donde S es un conjunto de representantes de las clases I'/T”. Notemos que P,_1esunT-

moédulo provectivo pues K es IV proyectivo v el producto tensorial es tomado sobre ZI".
proy p proy yelp

Asi, hemos construido el médulo n — 1 de la resolucion

e) o) ) On+ E) -~
e A N "1pn,,,,$ D,_1

N\ A

Similarmente a la construccién de la cohomologia de Tate, definimos
C := coker(iy,), Pps:=P,1&C y in—1:C — P,_p definido por i, 1(c) := 2 Yo,
Y€S

obteniendo el siguiente nodo de la sucesién:

a ? 3 P 0,
o p, 2 2 O P - s Py

N\ A

Procediendo de este modo, construimos una resoluciéon P = (P;);cz de I-modulos pro-
yectivos tales que P; = P; para toda i > n. Es decir tenemos una resolucién aciclica de la

siguiente forma:

. an+2 Pn+1 an+l P a_n> 1/)\"71 an—ll L. a—m+1 ﬁ_m a—m\
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Ala 3-tupla (13, P, ¢) se le conoce como resolucién completa de T'. Formalmente una resolucion
completa estd formada por un complejo aciclico P = (P;);cz de T-médulos proyectivos jun-
to con una resolucién proyectiva e : P — Z de I'mdédulos de tal forma que P; = P, para
i > ved(T). Es posible mostrar que cualesquiera dos resoluciones completas son homot6pi-

camente equivalentes y asi podemos introducir la siguiente definicion.

Definicién 1.4.1 Sean T un grupo con ved(T) < oo y (P, P, ) una resolucion completa de T.

Dado un I'-médulo M, definimos la cohomologia de Farrell de I' como
H*(T; M) := H*(Homr(P; M)).

Observacion 1.4.2 Si T es un grupo finito, entonces ved(I') = 0y una resolucién completa de T
es la resolucion definida en la cohomologia de Tate. Luego la cohomologia de Farell coincide con la

cohomologia de Tate cuando I es un grupo finito.

A continuacion listamos algunas de las propiedades més importantes de la cohomologia

de Farrell.

Proposicién 1.4.3 Sea T un grupo con n = ved(T') < oo.

1. H{([; M) = H{(T; M) parai > n.

2. HY{I; M) = coker{tr : H"(I'; M) — H"(I; M)}, donde T" es un subgrupo libre de

torsion de indice finito y tr denota el “transfer”.
3. H*(T; M) =0, si T es libre de torsion.
4. H*(T; M) son grupos de torsion.
5. Existen mapeos de restriccion y transfer asi como productos cup.

6. Existe una sucesion espectral de Hochschild-Serre asociada a una sucesion exacta corta de
grupos con ved finita.

15T >T->T">51

SiT" es libre de torsion esta sucesion toma la forma
EYT = HP(T"; HI(T")) = HPTI(T).
Mientras que si T es libre de torsién la sucesion espectral toma la forma

EMT = HP(T"; HI(T")) = HPTI(T).
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Cohomologia periddica.

Existe una propiedad interesante en la cohomologia de Farrell de ciertos grupos. Por ejem-
plo, la cohomologia de un grupo ciclico de n elementos esta dada por:

iy Zy, ipar.

B (zpzy={ " 'P
0 iimpar.
y en particular, su cohomologia es peridédica (de periodo 2). Mas atin, dicha propiedad es
detectada en el anillo de cohomologia H*(Z,;Z) ya que podemos encontrar un elemento
invertible de grado 2 (esto es posible pues se permite que existan clases de cohomologia
en grados negativos). A esta propiedad le llamamos cohomologia periédica y su definicién

formal es la siguiente.

Definicién 1.4.4 Un grupo T con ved(T') < oo, se dice tener cohomologia periddica, si para algiin
entero d # 0 existe un elemento u € H(T;7Z) que es invertible en el anillo de cohomologia

H*(T; Z). Esto quiere decir que el producto cup
uU_: B'(T;2) = H™(T;7)

es un isomorfismo para toda n. El menor entero d > 0 que cumple lo anterior es llamado el periodo
deT.

En busca de observar un fenémeno de periodicidad en cualquier grupo I' (no necesaria-
mente con cohomologia periddica), podemos restringirnos a la componente p-primaria de
la cohomologia de Farrell H*(T; Z) (p)- Esto es posible ya que por (4) de la Proposicion 1.3.5
los grupos H* (I'; Z) son de torsién. Notemos que H*(T'; Z) (p) €s Nuevamente un anillo gra-
duado y tiene sentido preguntarse si existe algtiin elemento invertible de grado no cero en

H*(T;7Z) (p)- En tal caso, diremos que I' tiene cohomologia p-periddica.

Definicién 1.4.5 Sea p un numero primo y T' un grupo con ved(I') < oo. Decimos que T’ tiene
cohomologia p-periédica si la componente p primaria H* (T; Z)p) contiene un elemento invertible

de grado d no cero. Esto quiere decir que el producto cup
wU_: A Z) ) = AT 2) )

es un isomorfismo para toda n. El menor entero d > 0 que satisface la propiedad anterior es llamado

el p-periodo de T y lo denotamos por p(T).
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Como los grupos de la cohomologia de Farrell son de torsion, es claro que I tiene cohomo-
logia periddica si y sélo si I' tiene cohomologia p-periddica para todo primo p. De hecho

tenemos lo siguiente:

ﬁ*(l"; Z) = HI/—_\I*(F, Z)(p)
P

donde p corre sobre todos los primos tales que I tiene p torsion.

En general, para estudiar el fendmeno de periodicidad en un grupo, no es necesario en-
contrar un elemento invertible, basta con verificar algunos criterios que daremos en las

siguientes proposiciones.

Proposicién 1.4.6 Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo finito I'.

~

. T tiene cohomologia periddica.

2. Paraalgind # 0, H(T;Z) = 7./ |T | Z.

3. Paraalgiin d # 0, HY(T; Z) contiene un elemento de orden |T|.
4. Todo subgrupo abeliano de T es ciclico.

5. Todo p subgrupo abeliano elemental de T tiene rango menor o igual a 1, donde un p subgrupo

abeliano elemental de rango r > 0 es un grupo isomorfoa (Z,)" = Z, x ... x Z, (r factores).

6. Los subgrupos de Sylow de I son ciclicos o grupos cuaterniones generalizados.

Proposicion 1.4.7 Para cualquier grupo finito T y todo primo p que divide a |T'|, las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. T tiene cohomologia p-periddica.
2. Elanillo H*(T; Z,) contiene un elemento invertible de grado no cero.
3. Todo p subgrupo abeliano elemental de I' tiene rango < 1.

4. Los p subgrupos de Sylow de T son ciclicos o grupos cuaterniones generalizados.



28 1.4. Cohomologia de Farrell.

Proposicién 1.4.8 Para un grupo I' de ved finita (no necesariamente un grupo finito), las siguien-
tes condiciones son equivalentes:
1. T tiene cohomologia p-periddica.

2. Existe un entero d # 0 tal que para todo i € Z, Hi(T;M)(p) >~ HiH(T; M) ) para todo
I'-médulo M.

3. Todo p subgrupo abeliano elemental de I tiene rango < 1.

4. Todo subgrupo finito de I tiene cohomologia p-periddica.
El célculo del p-periodo p(T') de un grupo I' con cohomologia p-periodica es importan-
te, pues garantiza el cdlculo de la componente p-primaria de la cohomologia de Farrell
H*(T; Z)(p) con sdlo determinar los primeros p(I') grupos de H*(T; Z)(p)- En el caso de un

grupo finito G, el célculo del p-periodo se encuentra determinado por los siguientes dos

teoremas de R. Swan en [Swa60].

Teorema 1.4.9 Si los 2-subgrupos de Sylow de un grupo finito I son ciclicos, el 2-periodo es 2. Si
los 2-subgrupos de Sylow de un grupo finito T' son un grupo cuaternién generalizado, entonces el

2-periodo es 4.

Teorema 1.4.10 Supongamos que p es un primo impar y que el grupo finito I" tiene cohomologia

p-periddica. Sea P un p-subgrupo de Sylow, entonces
p(I) = 2|N(P)/C(P)],

donde N(P) y C(P) denotan el normalizador y centralizador de P respectivamente.

Ejemplo 1.4.11 Cohomologia de Farrell de D). El grupo diédrico de orden 2p es el grupo for-

mado por las simetrias de un poligono reqular de p lados, el cual tiene la siguiente presentacion:

Dy =(x,y|x=y"=1,yxy ' =x71).

Este grupo puede verse también como el producto semidirecto Z, X Zy, donde Z, actila en Z,
mandando al generador de 7., a su inverso mutiplicativo. Cuando p es un primo impar, por la

Proposicién 1.4.6 el grupo Day, tiene cohomologia periddica, pues sus 2 y p-subgrupos abelianos
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elementales son Z y 7., respectivamente. Mientras que por el Teorema 1.4.9 el 2-periodo es igual a

2 y por el Teorema 1.4.10 el p-periodo estd dado por

p(D2y) =2-|N(Zp)/C(Zy)| =2 |Day/ Zy| = 4.

Ast pues, el periodo de Dy es igual a 4, por lo que solo nos basta con determinar los primeros
cuatro grupos de la cohomologia de Farrell (Tate) de H (D2y; Z) para determinar completamente
su cohomologia de Farell. Notemos primero que el mapeo N : 7, — 7. es multiplicacién por 2p
(el orden del grupo) y ademds, debido a las interpretaciones de los primeros grupos de homologia y

cohomologia se obtiene lo siguiente:

( ) = coker(N) = Z/2pZ = Z,,

HY(Dap; Z) = HY(Dyy; Z) = Hom(Dy), Z) = 0,
(D2p; Z) = H *(Dap; Z) = Hy(D2p; Z) = (Dap) , = Za,
( ) 2 H Y(Dyp; Z) = ker(N) = 0.

ZZp i=0 méd (4),

. 0 = 6d (4),
HZ(sz; Z) — l mo ( )
Z, i=2 mod (4),

0 i=3 modd (4).

Existen resultados que complementan a los anteriores y que permiten calcular el p-periodo
en el caso general de un grupo T’ con vcd finita. Estos son similares a los descritos en los

teoremas anteriores y pueden ser consultados en [GMX92].

Teorema 1.4.12 Sea p un niimero primo y N un grupo de dimension cohomoldgica virtual finita
el cual tiene cohomologia p-periddica. Supongamos que existe H < N tal que H = Z.,,. Entonces el
p-periodo de N tiene la forma

2[N < C(H)Jp*

donde C(H) denota el centralizador de H en N y k > 0 es un entero.
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Teorema 1.4.13 Sea I' un grupo con ved finita y cohomologia p-periddica. Supongamos que T
contiene solo un niimero finito de clases de conjugacion de subgrupos de orden p. Entonces el p-

periodo de I estd dado por

p(T) =2-mem{[N(Z,) : C(Z,)] | Z, € S} - p*

para algiin entero k > 0, donde S es un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de

subgrupos de orden p de I’

Otra forma de encontrar el p-periodo de un grupo con vcd finita es mediante el invariante

de Yagita descrito en [GMX94], para ello recordamos su definicién.

Sea I' un grupo con ved y sea 7 cualquier subgrupo de orden primo p. Puesto que 7t se
inyecta en todo cociente de la forma I'/A, donde A es un subgrupo normal libre de torsién
de indice finito en T, la imagen Im(H*(T; Z) — H*(7;Z)) del mapeo de restriccién en co-
homologia es no cero para algtin grado k. Al aplicar reduccién médulo p el anillo H*(7t; Z)
se mapea sobre F,[u] C H*(7;F,), con u un generador de H?(7; F). Asi, existe un valor

méaximo m = m(7,T') tal que
Im(H*(T;Z) — H*(m;F,)) C Fp(u™) C H* ().
Notemos que m(7t,T') se encuentra acotado por m(7r,I'/A), donde A denota como antes,

un subgrupo normal libre de torsién de indice finito. Como I'/ A es finito, concluimos que

m(7t,T') estd acotado por una cota que depende sé6lo de T (ver [Yag85]).

Definicién 1.4.14 Sea I un grupo con ved finita y p un primo tal que I contiene p-torsion. Defi-

nimos el invariante de Yagita denotado por Y (T, p) como
Y(T,p):=2 -mem{m(n,T) | n <Tym=Zy}

donde m(7t,T') se encuentra descrito anteriormente.

El siguiente teorema relaciona el invariante de Yagita con el p-periodo de un grupo. Su

demostraciéon puede ser encontrada en la Proposicion 4.1.1 de [Xia90].

Teorema 1.4.15 El invariante de Yagita coincide con el p-periodo de un grupo I’ con ved(I') < oo
que tiene cohomologia p-periddica:

Y(T,p) = p(D).
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Mencionamos otro resultado respecto a la periodicidad y el p-periodo para extensiones de

grupos.

Proposicion 1.4.16 Sea 1 — I" — I' — I — 1 una sucesion exacta tal que cd(I') < ooy

ved(I") < oo. SiT" tiene cohomologia p-periédica, entonces T tiene cohomologia p-periédica. Mds
ain p(T)| p(T").

Concluimos con un resultado de vital importancia en los cédlculos de la cohomologia de
Farrell de los grupos modulares de superficies, el cual establece que si el grupo I tiene
cohomologia p-periodica, entonces el cdlculo de la componente p primaria de la cohomo-
logia de Farrell H *(T; M)(p) se reduce a encontrar la cohomologia de los normalizadores

de subgrupos de orden p y sus clases de conjugacion.

Teorema 1.4.17 (Brown [Bro82b]) Sea I un grupo con ved finita y con cohomologia p-periodica.
Entonces

ﬁ*(F,M)(p) =~ Z]‘E[S ﬁ*(N(Zp),M)(
14

p)’

donde N(Zy) es el normalizador del subgrupo de orden p y S es un conjunto de representantes de

las clases de conjugacion de subgrupos de orden p deT'.

Grupos modulares de superficies y p-periodicidad.

Usando el invariante de Yagita, Q. Lu en [Lu01] demuestra el siguiente teorema para gru-

pos modulares I'y de superficies orientables con puntos marcados.

Teorema 1.4.18 (Lu [Lu01]) Para ¢ > 1, n > 1y un primo p tal que I'y contiene p torsion,

entonces I'y tiene cohomologia p-periddicay p(I'g) = 2.

En capitulos posteriores, trataremos de extender este resultado al caso de superficies no
orientables con puntos maracados N, 3’,‘ . Procediendo de manera analoga solo garantizamos
que el p-periodo serd 2 o 4, sin embargo, al introducir mds herramientas al caso no orienta-
ble y usando el Teorema 1.4.13 seremos capaces de concluir que el periodo siempre es igual

a 4, obteniendo una sutil diferencia con el caso orientable.

Siguiendo con los grupos modulares de supercicies orientables, en el caso sin puntos mar-

cados I'y, el p-periodo fue estudiado por H. Glover, G. Mislin y Y. Xia en [GMX92]. En dicho
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trabajo calculan el p-periodo de I'; usando el Teorema 1.4.13 y concluyen con el siguiente

resultado.

Teorema 1.4.19 (Glover-Mislin-Xia [GMX92]) Sea p un primo impar.
Sig=1 mdd (p) y Iy tiene cohomologia p-periédica, entonces p(I'g) =2 (p — 1).

Sig#1 mod (p), entonces p(T'y) dividea2- (p — 1).

Adicionalmente, en [GMX94] se determino el invariante de Yagita Y(I', p) para el caso de
un primo regular; mientras que el caso general de un primo impar p obtuvieron resultados
parciales. Con los teoremas anteriores, podemos ver el grado de dificultad que implicé el
célculo del p-periodo para I'g; ademds, podemos apreciar como éste y el género g estan
estrechamente relacionados con el primo p, contrastado con el caso de puntos marcados,
donde inesperadamente se obtuvo el mismo valor de 2, siempre que el grupo I'y conten-
ga p-torsién, no importando el género ni los puntos marcados. Es importante destacar la

generalidad con la que concluye dicho resultado.

Con los resultados anteriores, referentes a la periodicidad de Fg (incluyendo el caso sin
puntos marcados con k = 0) y gracias al Teorema 1.4.17, el calculo de la componente
p-primaria de H* (Fg; Z) se redujo a encontrar la cohomologia de los normalizadores de
subgrupos de orden p y clasificar las clases de conjugacién de éstos. Siguiendo este ca-
mino, Y. Xia y Q. Lu explotaron diferentes propiedades de Fg que permitieron determinar
H*(Fg; Z) ) para géneros especificos, como puede consultarse en [Xia90, Xia92a, Xia92b,

Xia95, Lu98, Lu01, Lu02].

En el caso de los grupos modulares de una superficie no orientable N,, G. Hope y U.
Tillmann en [HT09] estudiaron la periodicidad de la cohomologia de Farrell a* (Ng; Z),

obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 1.4.20 (Hope-Tillmann [HT09]) N, tiene cohomologia p-periodica a menos que una

de las siguientes condiciones se cumpla:

1. Elprimo p = 2.

2. Elprimo p esimpar,g =1-p+2paraalginl >0ypara0 <t < pconl = —t médd (p)
donde se tiene que | +t +2p > tp.
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A diferencia del caso orientable, los métodos empleados por Hope y Tillmann no fueron
suficientes para determinar el p-periodo de N, ni la cohomologia de Farrell H*(N,;7Z).
Ademés, el caso de puntos marcados N/ é‘ no fue considerado, debido a que se requiere
adaptar nuevas herramientas del caso orientable a este caso. Sin embargo, es importan-
te destacar que en la parte final del articulo [HT09], Hope y Tillmann dejan abiertas las

siguientes tres cuestiones que surgen de su estudio:

1. El calculo del p-periodo de Nj.

2. Si es posible adaptar las herramientas que uso Q. Lu en [Lu98, Lu01] en el caso de
puntos marcados N, gk y con esto estudiar el fenémeno de periodicidad en N, espe-

rando obtener un resultado semejante al Teorema 1.4.18.

3. El célculo de la dimension cohomolégica virtual de Ng.

Como se ha mencionado en parrafos anteriores, en este trabajo probamos que N, gf‘ tiene
cohomologia p-periodica siempre que exista p-torsion en N, g’f y que k > 1; en tal caso deter-
minamos que p(N, gf‘) = 4. Con esto cubrimos la segunda cuestién. Mdas atn, adaptaremos
herramientas que son ttiles en el caso orientable al caso de superficies no orientables y
gracias al Teorema 1.4.17, nos permitird determinar H* (N, Z,‘ ;Z)(p) para el caso de un primo
impar p. En cuanto a la primera cuestién, en este trabajo sélo nos centramos en el caso
de puntos marcados N, sin embargo, esta parte puede ser estudiada empleando las he-
rramientas que desarrollamos en los siguientes capitulos, en particular, puede resultar ttil
usar el Teorema 1.4.13 junto con la teorfa de los datos de punto de fijo de los elementos de
N;. Finalmente, la tercera cuestién ya habia sido estudiada por Ivanov en [Iva84] y puede

consultarse [HSSTN20] para mds informacién al respecto.
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Capitulo 2

Teorema de Realizacion de Nielsen.

En 1932, ]. Nielsen formulé la pregunta de si los subgrupos finitos del grupo modular pue-
den actuar sobre S, por difeomorfismos, esto es, si todo grupo finito G se puede levantar
de manera isomorfa a un grupo G C Diff(S;). En el caso de una superficie orientable S, sin
puntos marcados, Nielsen resolvié parcialmente este problema para grupos ciclicos, otros
casos especiales fueron estudiados por distintos autores durante varios afios, ver [Zie81].
Es bien conocido que para ¢ > 2 la superficie S, admite distintas métricas hiperbélicas
de curvatura constante —1 y en este contexto S. Kerckhoff en [Ker83] dio una respuesta

positiva al problema de realizacién de Nielsen.

Teorema 2.0.1 (Kerckhoff [Ker83]) Todo subgrupo finito de Mod(S,) puede realizarse como un

grupo de isometrias de alguna estructura hiperbélica en S.

Maés atin, el grupo modular Mod(S,) acttia mediante pullbacks sobre el espacio de todas las
métricas hiperbdlicas en Sg, el llamado espacio de Teichmiiller .7 (S, ). Es bien sabido que
el espacio .7 (Sq) es homeomorfo a una bola de dimensién 6g — 6 y la accién de Mod(Sg)

en .7 (Sq) es propia y discontinua. Entonces el Teorema 2.0.1 es equivalente al siguiente:

Teorema 2.0.2 (Kerckhoff [Ker83]) Todo subgrupo finito de Mod(Sg) actuando en 7 (Sg) tiene
un punto fijo en 7 (Sy).

En el caso de una superficie orientable S, con k puntos marcados, el espacio de Teichmiiller
T (S4) se define de manera similar y S. Wolpert prueba en [Wol87] que todo subgrupo fini-

to que acttia en el espacio J(Sy) a través de isometrias de Weil-Petersson, tiene un punto

35
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fijo en .7;(Sg). Se sabe ademds que el grupo modular Mod(S; k) acttia por isometrias de
Weil-Petersson en el espacio 7 (Sg). Mds atn, si Mod*(S,; k) denota el grupo modular
extendido, es decir, el grupo que considera todos los difeomorfismos sin importar si pre-
servan la orientacion, entonces todo grupo de isometrias de Weil-Petersson es isomorfo a
un subgrupo de Modi(Sg; k) (ver [MWO2]). Asi pues, el resultado de S. Wolpert extiende

el problema de realizacién de Nielsen al caso de subgrupos finitos de Mod* (Sg; k):

Teorema 2.0.3 (Wolpert [Wol871) Todo subgrupo finito de Mod*(S; k) que actiia en el espacio
de Teichmuller F;(Sq) tiene un punto fijo en J(Sy).

El propésito de este capitulo es extender el resultado anterior al caso del grupo modular
de una superficie no orientable con k puntos marcados Mod(Ng; k). Aunque este resultado
es conocido entre los expertos, hasta donde sabemos no existe una demostracién en la lite-
ratura, siendo éste uno de nuestros principales intereses. Es bien sabido que el espacio de
Teichmiiller se puede definir de manera equivalente via estructuras conformes o complejas
en superficies de Riemann. En este sentido, toda superficie no orientable se puede dotar de
una estructura dianalitica que la hace una superficie de Klein y el correspondiente espacio
de Teichmiiller se define como el espacio cociente de todas las estructuras dianaliticas en
N moédulo el grupo de difeomorfismos isot6picos a la identidad. Al extender de este modo
la teoria de Teichmidiller, el problema de realizacién de Nielsen para el caso no orientable
se deduce del caso clasico al pasar a la doble cubierta orientable. El resultado principal es

el siguiente:

Teorema 2.0.4 Todo subgrupo finito G C Mod(Ng; k) actuando en F;(Ng) fija algiin punto de
Ti(Ng).

Por su parte, Morita en [Mor87] y [Mor01] discute el problema de realizacién de Niel-
sen en el caso del grupo Mod(S,), preguntandose para que género g existen secciones
s : Mod(Sg) — Diff"(S,). Con sus resultados sobre la cohomologia H*(Mod(S,); Q) prue-
ba que no existe una seccién para género mayor a 5. Siguiendo argumentos similares al
de Morita y usando clases caracteristicas definidas en el caso no orientable, probamos que
no existe una seccién s : Mod(Ng) — Diff(Ng) para género ¢ > 35. Se sabe ademads que
para género 3 existe una seccién s : Mod(N3) — Diff(N3) (ver [MBGAO06]), por lo que
seria conveniente conocer a partir de que género g no es posible construir una seccién
s : Mod(Ng) — Diff(Ng).
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En lo que sigue y tal como mencionamos en el capitulo anterior, denotamos como X = Z'g,
a una superficie conexa, sin frontera, de género g, con un conjunto finito de k puntos remo-
vidos, donde g y k satisfacen la ecuaciéon 2 — g — k < 0, a menos que se indique lo contrario
(con esta condicién garantizamos que las superficies son hiperbélicas). Para enfatizar que
una superficie es orientable escribiremos S = Sg y del mismo modo usaremos N = Ni,‘
para una superficie no orientable. En la mayoria de los casos, omitiremos el subindice g y
el superindice k, infiriendo ambos del contexto. En algunas partes de este capitulo, omiti-
remos la notacién /\N/Zf y fg de manera que utilizaremos Mod(Ny; k) y Mod(Sg; k), esto con
fines principalmente estéticos. Finalmente, cuando se requiera y sin hacer mencién, pensa-
remos a un elemento f € [Yﬁ‘(zg ; k) como un elemento de Diﬁ‘(Zg) simplemente tomando

su restriccion a la superficie Z’g, removiendo los k puntos marcados.

2.1. Relacion entre ./\/gf‘ y Mod(S,_1;2k)

En esta seccién, recordaremos la relacion establecida en [LGGM18] entre los grupos modu-

lares /\/Sf‘ y Mod(S—1;2k) inducida por la doble cubierta orientable 7t : S;_1 — N,.

Recordemos que en la Seccién 1.2 dimos un modelo de la doble cubierta orientable de la
superficie de Klein no orientable N, que consta de una 3-tupla (Sg,l, 7t,0), donde 58,1 es
una superficie orientable de género ¢ simétrica respecto a los planos xy, yzy xz,0 : S¢_1 —

S¢-1 es una involucién que invierte la orientacion dada por
o(xy,2) = (=% —y —2)

y 7t : S¢1 — N es el mapeo cociente obtenido de la accién de ¢ en la superficie S;_1. Para
el caso de puntos marcados, consideramos el conjunto distinguido X = {z1,2,...,2} de

N, y denotamos como X =mn1(X).Siz € S¢—1 es tal que 7r(Z;) = z;, entonces

X ={2,0(z1),2,0Z),..., %)}

El siguiente lema prueba que para todo f € Ziff( N,; k) siempre es posible elegir un levanta-
miento can6nico que preserva la orientacién. De manera particular, si f € Diff(Ng; k) tiene
orden finito e impar, entonces su levantamiento canénico pertenece a Diﬁ‘+ (Sg,l ;2k), lo

cual sera ttil al estudiar representaciones de subgrupos Z, < N gk en el siguiente capitulo.
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Lema 2.1.1 Sea (Sq_1,7,0) la doble cubierta orientable de la superficie no orientable Ny y sea
fe Z?iﬁ(Ng; k). Entonces f admite dos levantamientos uno de los cuales preserva la orientacion y
serd denotado por f € ﬁﬁ*(s ¢—1;2k). Mds atin, si f € Diff(Ng; k) y tiene orden impar, entonces
f e Diff* (Sg—1;2k) y tiene el mismo orden que f. De manera mds general, si f es de orden impar

y tiene n puntos fijos, entonces j?tiene el mismo orden con 2n puntos fijos.

Demostracion

Notemos que 7t’ := fom : S;_; — N es una doble cubierta no ramificada de N, y
es tal que 7t’ o 0 = 7. Eligiendo adecuadamente las estructuras en S, ;1 y N, tenemos
que (S¢-1,7',0) es una doble cubierta orientable de N. Asi, por la unicidad de la doble
cubierta orientable, existe un isomorfismo analitico fv: S¢-1— Sg_1talque w’ = 7o f, ie.

el siguiente diagrama es conmutativo:

f
Sg—l E— Sg—l

IR

Ng T Ng.
Luego el difeomorfismo f : S¢-1 — Sg-1 es un levantamiento de f que preserva la orien-
tacion y claramente o o f es el otro levantamiento. Ademas, si X es el conjunto de pun-
tos marcados de N, y X = 7 (X) es el conjunto de puntos marcados de S¢,-1, enton-

ces por la conmutatividad del diagrama, se tiene que f(X) = X, de esto se sigue que
v~y
f € Dlﬁr (58*1;21{)'

Ahora, supongamos que f € Diff(Ng; k) tiene orden impar digamos p y consideremos el
levantamiento f € b‘iﬁﬁ (Sg-1;2k). Como f? = idy,, entonces fP es un levantamiento de la

identidad (transformacién cubriente) por lo cual

ff=¢ o fF= ids, ,,

pero debido a que f preserva la orientacion y p es impar, entonces f7 también preserva la

orientaciéon y de esto se sigue que

fP=ids, ..

Por otro lado, recordemos que
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X = {El/ 0(21)/ 22/ 0(22)/ s /Ek/ U(Ek)}

y como f € Diff(Ng; k), entonces para toda j = 1,. ..,k se tiene que

{30 (3)}) ={z,0(F)}-
Afirmamos que f(i’]) = zjparatodaj=1,...,k. En efecto, supongamos que existiera una
jo=1,...,k para el cual f(z,o) = 0(Zj,). Como p es impar, entonces fr (zj,) = o¥(z,) =
o(zj,), pero fr = id, .1 lo que implica que Zj, = 0(Z;,) lo cual no puede suceder debido a
que la involucién ¢ no contiene puntos fijos. Asi pues, hemos probado que f(z?) = zj para
todaj=1,...,kie. f € Diﬂ+ (Sg,l; 2k) lo que prueba la segunda afirmacién del lema. La
altima afirmacién es probada de manera similar a la anterior, remplazando el conjunto de

puntos marcados X con el conjunto de puntos fijos de f. n

De acuerdo a la proposicién anterior, para cualquier difeomorfismo f € ﬁf;“(Ng; k) existe
una forma natural de elegir un levantamiento f € [/)\zj?r (S¢-1;2k). Definimos el homomor-

fismo

p : Diff(Ng;k) — Diff (Sg-1;2k) > f,

y notemos que p induce un homomorfismo en los correspondientes grupos grupos modu-

lares

¢ : Mod(Ng; k) — Mod(Sy—1;2k)  [f] — [o(f)]-

Maés adn, si p; : l/ﬁﬁ‘(Ng;k) — Mod(Ng;k) y p2 : lf)?ﬁ+(8g,1;2k) — Mod ™" (S4_1;2k) son
los homomorfismos que mandan a un difeomorfismo a su clase de isotopia, entonces el

siguiente diagrama es conmutativo:

Diff(Ng; k) —— Diff (Sg-1;2k)

p{ |r

Mod(Ng; k) —— Mod(Sy 1;2k)
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El siguiente teorema fue probado en [HT09] en el caso sin puntos marcados, mientras que
el caso general fue tratado en [LGGM18]. Lo incluimos aqui ya que tendré un papel impor-

tante en este trabajo.

Teorema 2.1.2 (Hope-Tillmann [HT09], Daciberg-Guaschi-Maldonado [LGGM18]) Sea N,

una superficie no orientable y sea So_1 su doble cubierta orientable. Entonces:

1. Si g > 3, entonces ¢ : Mod(Ng) — Mod(Sg_1) es inyectivo.

2. Sik > 1, entonces ¢ : Mod(Ng; k) — Mod(Sy—1;2k) es inyectivo para toda g > 1. O

Nuestro interés a lo largo de este trabajo es estudiar el grupo modular puro de una super-
ficie no orientable N éﬂ‘ . Con tal motivo, restringimos el homomorfismo anterior a nuestro

caso de interés via el siguiente diagrama conmutativo:

Diff(Ng; k) —— Diff(Ng;k) —"— Diff' (Sg_1;2k)

J | J

NE —— 1 Mod(Ng;k) —— Mod(S—1;2k)

¢

Como se puede observar, ¢ : gk — Mod(Sq1;2k) es inyectivo pues es la composicién de
dos homomorfismos inyectivos. Con el fin de no agregar notacién adicional, emplearemos
a ¢ para referirnos tanto a la restriccién a /\/}< de ¢ : Mod(Ny; k) — Mod(Sg—1;2k) asi como
también al homomorfismo definido en todo Mod(Ng ; k), entendiéndose la diferencia del

contexto en el que trabajemos.

2.2. Espacio de Teichmiiller de una Superficie de Klein

El espacio de Teichmiiller puede ser definido de distintas formas, todas ellas equivalen-
tes entre si, cada una de las cuales resulta ttil para estudiar propiedades especificas de
este espacio. Una de estas definiciones es a través de estructuras conformes o complejas
en una superficie de Riemann. En este sentido y ya que toda superficie se puede dotar de

una estructura dianalitica o de superficie de Klein, resulta natural extender la definicién
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del espacio de Teichmiiller como el cociente del espacio de todas las estructuras dianaliti-
cas médulo el grupo de difeomorfismos isotépicos a la identidad. El objetivo principal de
esta seccion es establecer una relacién entre los espacios de Teichmiiller de las superficies

orientables y no orientables a través de la doble cubierta orientable.

Sea X = Zg una superficie conexa, sin frontera de género g y con un conjunto de k puntos
marcados y sea Diff,(Z¢; k) el subgrupo de Diff(%¢; k) de todos los difeomorfismos isotépi-
cos a la identidad. Diremos que dos estructuras X, Q) € M (X) son Teichmiiller equivalentes si
existe un difeomorfismo f € 51']3‘0(25,; k) tal que el mapeo f : (£,X) — (£,2)) es un mapeo
dianalitico; si ¥ es una superficie de Riemann requerimos de hecho que f : (£, X) — (%£,9)

sea un mapeo analitico. Equivalentemente, existe f € ﬁlﬁo(zg} k) tal que X = f*9).

Definicién 2.2.1 El espacio de Teichmiiller de una superficie de Klein ¥, al cual denotamos por
T (Xy), es el espacio de clases de equivalencia de Teichmiiller de todas las estructuras en M(L).

Los elementos del espacio F; (%) serdn denotados por [X].

Notemos que la accién del grupo Bivﬁ’(Zg; k) en M(Z) por pullbacks se restringe a una

accién del grupo 51'75’0 (Zg; k) y podemos ver al espacio de Teichmiiller como el cociente
(%) = M(Z)/Diffy(£4; k).

De este modo, la acciéon del grupo 51']7(2; k) en M(X) induce una acciéon en J%(X¢) dada

por:
a-[X] =[f"%],

para todo & = [f] € Mod(Xg; k) y [X] € Jx(Z). Por otro lado, el conjunto M (X) estd do-
tado de una topologfa natural y damos a .7 (%) la topologia cociente, bajo la cual resulta
ser homeomorfo a R%~6+2F en el caso de una superficie orientable y a R¥3~*2 en el caso

de una superficie no orientable (ver [PP16], Teorema 2.2).

Estamos en condiciones de establecer la relacion entre los espacios de Teichmiiller de una
superficie no orientable y orientable. Consideremos la doble cubierta orientable (S, 7r, o)
de una superficie de Klein N y recordemos que para todo X € M(N), el pullback 7t*X es
la tnica estructura en M(S) tal que el mapeo 7 : (S, t*X) — (N, X) es dianalitico. Dicha

asignacién induce un mapeo de espacios de Teichmidiller:

*: T(Ng) = Top(Sg-1)  [X] = [r7X],
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el cual puede usarse para identificar a .7;(N;) como subespacio de 7 (S,—1) gracias al

siguiente resultado.

Lema 2.2.2 Sea (S, 7T, ) la doble cubierta orientable de una superficie de Klein no orientable N.

Entonces el mapeo inducido por la doble cubierta
7' Fi(Ng) = Fo(Sg-1)

es inyectivo.

Demostracion

Sean [X], [9)] € F(Ng) tales que 7*([X]) = 7*([)]), es decir, [r*X] = [r*Y)]. Por defini-
cidn, existe h € %‘O(Sg_l;Zk) tal que h : (S, T*X) — (S, r*Y) es analitico. Consideremos

los siguientes mapeos:
(S, %) S (S, %) & (S, 7)) S (S, ).

Por la Nota 1.2.14 sabemos que la involucién ¢ es antianalitica con respecto a las estructuras
Xy *9), luego la composicién o o h o ¢ es un mapeo analitico. Por otro lado, coh oo =~
coidoo =~ id ~ hyyaquehy oohooc son analiticos, entonces por la unicidad de
los Teoremas de Teichmiiller en el caso de puntos marcados (ver [FM12], Teorema 11.8 y
[Hub06], Corolario 7.2.3), se tiene que c oho o = h. Asi, existe h:N — N tal que el

siguiente diagrama es conmutativo:

(S, %) —"— (S, 7*Y)

7{ A Jn

h
Ahora bien, como 7t o h y 7t son dianaliticos, entonces por la Proposicién 1.2.6 el mapeo
h: (N,X) — (N,9) es dianalitico. Resta probar que & € l/);ﬁo(Ng; k). Notemos que el
homomorfismo ¢ : Mod(Ng; k) — Mod(S,_1;2k) inducido por la doble cubierta orientable

7t : S — N satisface que

pero por el Teorema 2.1.2, se sabe que ¢ es inyectivo y de esto se sigue que he 15\1']5’0 (Ng; k)

probando el resultado. ]
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En el siguiente resultado se determina la imagen de 7t* : .73 (Ng) — Z5(S¢—1). La demos-
tracion del caso compacto es encontrada en [SS92], Teorema 4.5.1 y la extendemos aqui al

caso de puntos marcados.

Teorema 2.2.3 Sea (S, 0, 1) la doble cubierta orientable de la superficie de Klein no orientable N
y o F(Ng) — Tak(Sq-1) el mapeo inducido en espacios de Teichmiiller por 7t : S — N.

Entonces

ot

7 (Z(Ng)) = {[X] € Fa(Sg-1) | [07X] = [X]} =t Fa(Sg—1)"

Demostracion

Si 9 es una estructura dianalitica en N, entonces la estructura 7*9) en S es tal que la invo-
lucién o : (S, 1Y) — (S, 1Y) es antianalitica, por lo que 0*(71*Y)) = 7*Y). Esto implica
que (9] = [T*Y] € Fax(Sg-1)"

Procedemos a probar la contencién contraria. Sea [X] € J5(Sy-1) tal que [¢*X] = [X].
Por definicion existe f € 51'75‘0(53,,1 ;2k) tal que 0*X = f*X, asi tenemos que la siguiente

composicién es antianalitica

(S,%) == (S, %) —— (S,%).

SeaT:= focr:S — Synotemos que T2 =~ id. No es dificil ver que 7> = id. Como T es
antianalitica con respecto a la estructura X, el grupo (1) es un grupo de automorfismos de
la superficie de Klein (S, X). Luego, por la Proposicion 1.2.8, existe una tnica estructura
dianalitica )’ en la superficie N’ = S/(7) tal que la proyeccion canénica 77’ : (S,X) —
(N',2)) es dianalitica.

Por otro lado, fijemos una estructura 3 € M(N) (digamos la descrita en el Ejemplo 1.2.3) y
consideremos el mapeo identidad id : (S, X) — (S, w*3). Por [Hub06], Corolario 7.2.3 (ver
también [FM12], Teorema 11.8), existe un mapeo de Teichmdiller  : (S, 7*3) — (S, X) tal

que h ~ id y consideremos ahora la siguiente composicién

(S, m3) -5 (S, *3) 15 (S,%) 5 (S, %).

Por la nota 1.2.14, la involucién ¢ es antianalitica con respecto a la estructura 77* 3. Si Kropor

y Kj, denotan las dilataciones de los mapeos T o h oo y h respectivamente (ver [FM12,
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Hub06, S592]), entonces Koo, = Kj, ya que Ty ¢ son antianaliticas. Ademds, notemos que

Tohoo’:’roazfoaz:idzh,

asi por la unicidad de los Teoremas de Teichmiiller (ver [FM12], Teorema 11.9 y [Hub06],
Corolario 7.2.3), se tiene que Toh oo = h. Luego existe un homeomorfismo h:N =
S/(c) — N’ = §/(7) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

S S
nl ln’
N N

h
e

h

LN !

Definamos la estructura dianalitica 9) := h*9)’ € M (N) y consideremos el diagrama con-

mutativo obtenido del anterior al adicionar las siguientes estructuras

(5, 7Y) —— (5,%)

7{ A }T,

(N,9) —— (N,9)

Como los mapeos 7T, 7' y h son dianaliticos con respecto a las estructuras correspondientes,
entonces por [AG71], Teorema 1.4.3 se tiene que h : (S, t*Y) — (S, X) es analitico. Pero
h ~ id, asi por definicién X y 7*9) son Teichmiiller equivalentes y por lo tanto [X] =

[T*Y] = w*([Y)]). Esto completa la demostracién del teorema. [ |

2.3. Teorema de realizacion de Nielsen

Finalmente, en esta seccién probamos el teorema de realizacién de Nielsen para el caso
de superficies no orientables con puntos marcados. La idea principal es usar la doble cu-
bierta orientable (S, 7t,0) de una superficie de Klein N y las inyecciones de las secciones

anteriores:

7" 2 Te(Ng) = Ta(Sg-1),

¢ : Mod(Ng; k) — Mod(S,_1;2k).
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Mostraremos primero que dichas funciones son compatibles con respecto a las acciones de
los grupos modulares en los respectivos espacios de Teichmdiller. Acto seguido, usamos los

resultados de S. Kerckhoff y S. Wolpert para completar la demostracion.

Lema 2.3.1 Para toda [X] € F(Ng) y & € Mod(Nq; k), se cumple lo siguiente

Demostracion

Notemos que para todo &« € Mod(Ng; k), [X] € F(Ng)y f € af‘(Ng; k) representante de

la clase «, se tiene que

o ([f]- [X]) = [7*(f*X)]

" (- [X])
) [o(f)] - [7"X] = [o(f)" (7" X)].

" ([%])

¢l

Por lo tanto, si probamos que para todo f € Ezj/ff(Ng; k)y X € M(N) se cumple que
p(f)" (" X) = 7 (f7%),

entonces se sigue el resultado. Asi pues, sean f € I/D\i]/ﬂNg ;k)y X € M(N).Por la definicién
de pullback, los mapeos 7t : (S, t*X) — (N,X)y f: (N, f*X) — (N, X) son dianaliticos
y o(f) : (S, (p(f))*(c*%)) — (S, 7*X) es analitico. Consideremos el siguiente diagrama
conmutativo

(S,0(F) (%)) — L (5, 77%)

nl Jn

(N, f2) — 5 (N,%)

Como los mapeos 7t o p(f) y f son dianaliticos, por la Proposicion 1.2.6 se tiene que 7t :
(S,p(f)*(t*X)) — (N, f*X) es dianalitica. Asi, por la unicidad del pullback se concluye

que

T (f7X) = p(f)" (77 X),
como se queria demostrar. |

A continuacién probamos el resultado principal del capitulo.
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Teorema 2.3.2 Todo subgrupo finito G C Mod(Ng; k) actuando en F;(Ng) fija algin punto de
Tk (Ng).

Demostracion

Recordemos que la doble cubierta orientable (S, 7r, o) de la superficie N induce un homo-

morfismo inyectivo (ver Teorema 2.1.2)
¢ : Mod(Ng; k) — Mod(Sy—1;2k)  [f] = [o(f)]-

Definimos H como el subgrupo de Mod™*(S,_1;2k) generado por ¢(G) y [0]. Notemos que
este grupo es isomorfo a G X Zy, ya que para todo f : N; — N, el correspondiente le-
vantamiento f : S¢-1 — Sg-1 conmuta con 0. Por el Teorema 2.0.3 existe un elemento
D] € J5(S¢-1) que se mantiene fijo bajo la accién de todo elemento de H. Luego, para

toda a € G se satisface que
¢(a) - 9] = V] (2.1)

y ademas

] = 7 ([X]). (2.2)

Afirmamos que dicho [X] es un punto fijo para la accién del grupo G en el espacio .7 (Ny).

En efecto, si « € G, entonces por el lema anterior y las ecuaciones (2.1) y (2.2) tenemos que

Finalmente, por el Lema 2.2.2 sabemos que 7t* es inyectivo y por lo tanto « - [X] = [X]. W

De manera particular:

Teorema 2.3.3 Todo subgrupo finito G de N, gk puede ser realizado como un grupo de automorfismos

para una estructura dianalitica X de N.

Finalmente, los casos especiales que no fueron incluidos en nuestros argumentos, es de-
cir aquellos que no satisfacen la condicién 2 — g — k < 0, son los grupos Mod(RP?),
Mod(RP?;1), Mod(RP?;2) y Mod(K), donde RP? es el plano proyectivo y K es la bote-
lla de Klein. Sin embargo, todos estos grupos son finitos (ver Seccién 1.1 o [Kor(02]) y es

bien sabido que satisfacen el Teorema de realizacién de Nielsen.
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2.4. Sobre la existencia de secciones s : Mod(N,) — Diff(Np).

Consideremos una superficie compacta orientable de género g y sea p : Diff"(Sy) —
Mod(Sg) la proyeccién natural. El problema de realizacién de Nielsen es un caso particu-
lar de la siguiente pregunta: ;Para qué subgrupos G C Mod(Sg) existe un homomorfismo
s: G — Diff"(Sg) tal que p os = id, i.e. para que subgrupos G la proyeccién p admite una
seccién sobre G? Y similarmente en el caso no orientable para p : Diff(Ng) — Mod(Ny).
En este sentido, cuando la superficie es el toro T? es bien sabido que Mod(T?) = SL(2,7)
y en este caso es posible definir una seccion directamente al considerar la accién natural
de SL(2,7Z) en el espacio cociente T> = R?/Z2. En el caso de una superficie no orientable,
en [MBGAO06] se muestra que Mod(N3) = GL(3,Z). Usando este hecho y el blow up del
toro visto como variedad algebraica real, se prueba ademads la existencia de una seccién
s : Mod(N3) — Diff(N3). Luego todo subgrupo de Mod(T?) o de Mod(N3) es realizable
como un subgrupo de difeomorfismos de T? y Nj respectivamente, sin importar si es fi-
nito. Asi, es natural preguntarse para que valores de g es posible construir secciones s :
Mod(Sq) — Diff"(Sg) y s : Mod(Ng) — Diff(Ny). En esta direccién, S. Morita en [Mor87] y

[MorOl] demuestra que para ¢ > 5 no existe una seccién s : Mod(Sy) — Diff" (S,

Un problema interesante es tratar de responder dicha cuestién en el caso de las superficies
no orientables. El propésito de esta seccion, es adaptar el argumento de S. Morita [Mor87]
y [Mor01] al caso de superficies no orientables. Probamos que no existe una seccién s :
Mod(N;) — Diff(N,) para género ¢ > 35, donde la estimacién del género ¢ > 35 es
debida a la cota obtenida para el rango estable de Mod (N, ). En caso que la cota del rango

estable sea mejorada, el resultado abarcaria més casos.
Breve recordatorio de clases caracteristicas de haces de superficies.

Sea p : E — B un haz de superficies, suave y orientado, al cual denotaremos por ¢ y sea T,E
el haz tangente vertical. El haz T,E es una haz vectorial real orientado de dimensién 2 y
asf tiene asociada una clase de Euler ¢(T,(E)) € H?(E; Z). Podemos considerar el haz T,E
como un haz de lineas complejo y de esta forma su clase de Euler coincide con la primera

clase de Chern. Definimos las clases de Mumford-Miller-Morita para el haz ¢ por

k. (&) := m(e(T,E)"™') € H*(B;Z),
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donde 7ty : H*(E; Z) — H*~2(B;Z) es el umkehr map, o integracién sobre la fibra (en cohomo-
logia). Dicha definicién no puede ser generalizada directamente al caso no orientable, pues
la clase de Euler y el umkehr map sélo existen para haces de superficies orientados. El
concepto necesario para tal generalizacion es el transfer de Becker-Gottlieb. En lo que sigue,

recordaremos la definicién dada en [ERWO0S].

Sea p : E — B un haz fibrado suave con fibra difeomorfa a una variedad compacta F (no
necesariamente de dimension 2). El transfer es un mapeo estable en la direccién opuesta,

de manera mds precisa, es un mapeo entre los espectros suspension
trp : ZOOB+ — ZOOE+

Recordemos que la cohomologia del espectro suspensién ~2* X, de un espacio X coincide

con la cohomologia usual de X. Asi podemos considerar la composicién
tr, op* : H*(B;Z) — H*(B; Z)
y para todo x € H*(B; Z) tenemos que
tw op*(x) = x(F) -x,

donde x(F) denota la caracteristica de Euler de la fibra. Més atn, si g : E — E es otro haz
fibrado con fibras compactas, entonces p o g es también un haz fibrado. En esta situacion,

la composicién de los transfers es homotdpico a el transfer de las composiciones
trpoq >~ trgotry.
El transfer de un haz fibrado orientado p : E — B esta estrechamente relacionado con el
umkehr map. Para todo x € H*(E; Z) se tiene que
tr, (x) = pi(x Ue(TLE)).

La identidad anterior implica que para las clases de Mumford-Miller-Morita de un haz de

superficies orientable ¢ (p : E — B), se tiene

xn(¢) = try(e(ToE)").

Debido a la identidad p1(L) = e(L)? para la clase de Pontrjagin de un haz vectorial orien-

tado de dimensién 2, se tiene que

kan(©) = (1 (T,E)").
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De esta forma, las clases x,(¢) pueden ser generalizadas al caso no orientable. N. Wahl

define en [Wah07] las clases
Zi(n) == tr;(p1(TLE)') € HY(B; Z),

para 77 un haz de superficies no orientable p : E — B, donde p1(T,E) € H*(E;Z) es la

primera clase de Pontrjagin del haz tangente vertical.

Existe una estrecha relacion entre las clases «;(&) y ¢;(#) cuando tenga sentido la compara-
cién, esto es, tenemos dos haces de superficies sobre el mismo espacio base B para los que
ademds tenemos definidas las clases «;(&) y {i(17). En este sentido, a partir de un haz de
superficies no orientado 7 con fibra la superficie N,, siempre es posible construir un haz
de superficies orientado con el mismo espacio base a través de la doble cubierta orientable
de modo que ambos haces estén relacionados de manera natural. Con este fin, daremos las

siguientes definiciones y recordaremos la relacién existente del Teorema 3.1 de [ERWO08].

Sea 77 un haz de superficies p : E — B cuya fibra es la superficie Ng y su grupo estruc-
tural es Diff(Ng). Consideremos el Diff(Ng)-haz principal asociado Q — B, el cual tiene

la propiedad que Q x Ng = E. Ademads, consideremos la doble cubierta orientable
Diff(Ng)
7 : Sg_1 — Ng y el homomorfismo p : Diff(Ny) — Diff(Sy—1) que manda f € Diff(Ng)

a su levantamiento que preserva la orientaciéon f € Diff" (S ¢—1)- El homomorfismo p in-
duce una accién del grupo Diff(N,) en la superficie S, a través de difeomorfismos que
preservan la orientacién. Definimos el mapeo
c:Q x Se1—=0Q x Ng [x,y] — [x, T(y)].

Diff(Ng) Diff(Ng)

Asi, tenemos un haz de superficies orientado #
q: E = Q X S g—1 — B
Diff(Ng)

dado por la composicién g = p o ¢ cuya fibra es la superficie S, 1.

Llamamos al espacio E la doble cubierta orientable fibrada de E y el haz ij sera llamado el haz de
superficies orientado inducido por la doble cubierta orientable del haz 1. La relacion entre ambos

haces es la siguiente:
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Teorema 2.4.1 (Ebert-Randall-Williams [ERWO08]) Sea 1 un haz de superficies no orientable
con fibra la superficie Ng y sea 1] el haz de superficies orientado inducido por la doble cubierta

orientable del haz 1. Entonces, para toda n > 0 las siguientes relaciones se cumplen:

L. K (77) = 2 Cu(1)-

2. 2- Kon+1 (17) =0.

Denotemos por 7 el haz universal de superficies no orientado con fibra N,

N, — EDiff(N,) x N, — BDiff(N,)
§ 4 * piging) ¢ Ns

y por ¢ el haz universal de superficies orientado con fibra S¢_1
Se—1 — EDiff "(Sg—1) X  Sg_1 — BDiff(Sg_1)
leﬁ (ngl)

y consideremos las correspondientes clases caracteristicas caracteristicas:

Ci(y) € HY(BDiff(Ng);Z) 'y xi(8) € H¥(BDiff(Sg-1); Z).

Recordemos que si ¢ > 3, entonces las proyecciones p; : Diff(Ny) — Mod(Ng) y p2 :
Diff " (Sg—1) — Mod(Sq—1) inducen equivalencias homotépicas en los espacios clasificantes
Bp1 : BDiff(Ng) — BMod(Ng) y Bps : BDiff"(Sg—1) — BMod(S,_1) (ver [Gra73]) que a su
vez inducen isomorfismos en cohomologia

Bp; :H*(BMod(N,); Z) = H*(BDiff(Ny); Z.).

[~23

Bps :H*(BMod(Sy_1); Z) — H*(BDiff" (Sg_1); Z).
Por otro lado, al ser Mod(N,) y Mod(S,_1) grupos discretos, entonces existen isomorfismos

I, :H*(BMod(Ny); Z) = H*(Mod(N,); Z)

I, :H*(BMod(Sq_1); Z) — H*(Mod(Sg_1); Z),

Via estas identificaciones, los haces de superficies universales # y ¢ y sus correspondientes
clases {i(17) € H¥(BDiff(N,);Z) y (&) € H*(BDiff " (Sq-1); Z) corresponden a clases
de la cohomologia de H*(Mod(Ny); Z) y H*(Mod(Sy_1); Z) respectivamente, las cuales
denotaremos como (; y «; y llamaremos clases universales. De manera explicita, las clases ;

y k; estan definidas por

G :=nL((Bp7) ' (Gi(n))) € HY(Mod(Ny); Z)
ki ==L ((Bp3) "' (xi(¢))) € H¥(Mod(Sg-1); Z).
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Es conveniente recordar la cohomologia racional de Mod(Ny) en el rango estable. Se sabe
que para grados * < (g — 3)/4 los grupos de cohomologia de H*(Mod (N, ); Z) son inde-
pendientes del género ¢. Llamamos a este rango de grados el rango estable. Combinando
los resultados de Galatius, Madsen, Tillmann y Weiss en [GMTWO09] y de Wahl en [Wah07]

se tiene que el morfismo natural

Q[C1,02,03,...] = H*(Mod(Ng); Q)

es un isomorfismo en el rango estable. Particularmente, las clases {; # O parai < (g —3)/4.
El siguiente resultado provee una relacién explicita entre las clases universales de Miller-

Morita -Mumford y las clases {; definidas en el caso no orientable.
Lema 2.4.2 Sea kp; € H¥(Mod(Sg-1); Z), entonces

¢*(K2i) = 2- ;.

Demostracion

Consideremos el homomorfismo p : Diff(Ny) — Diff "(S;—1) dado por mandar a un di-
feomorfismo f a su levantamiento que preserva la orientacién f. Sabemos que el homeo-
morfismo p induce mapeos entre los espacios clasificantes Bp : BDiff(Ny) — BDiff " (Sy_1)
y sus espacios totales Ep : EDiff(Ng) — EDiff"(Sg_1). Recordemos ademds, que el grupo
Diff(N,) acttia en Sg_1 via el homomorfismo p : Diff(Ny) — Diff " (S;_1). Luego, como el
mapeo Ep X id : EDiff(Ng) X Sq_1 — EDiff "(Sg—1) X Sq_1 preserva las acciones de Diff(N,)

y Diff(Sq—1) en los respectivos espacios induce un mapeo entreo los espacios cocientes

¢ . EDiff(Ng) X Sg1 — EDiff"(Sg-1)

X Sg—l
Diff(Ng)

X
Difﬁ(sgfl)

que da lugar al siguiente diagrama conmutativo de S;_1-haces de superficies:

Sg_1 Sg—l
EDiff(N;) X Sg1 —S— EDiff"(Sq_1) %  Sq_
f § Diff(Ng) s ff+ 81 Dz'ff*(ngl) s
. B .
BDiff(Ny) ‘ BDIff" (Sg-1)-
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Notemos que el lado derecho del diagrama anterior es el haz universal ¢, mientras que el
lado izquierdo es el haz de superfcies orientado 77 inducido por la doble cubierta orientable

del haz 5. Asi, por la naturalidad de las clases caracteristicas se tiene que

Bo™ (12i(§)) = x2i(Bp"(¢)) = x2i(7]),

pero el Teorema 2.4.1 implica que

rai (1) = 2 Ci(1),
luego
Bp*(12i(¢)) = 2 Ci(n). (2.3)
Por otro lado, el diagrama
Diff(Ng) _n Mod(Ng)
| l
Diff" (Sg_1) —2— Mod(S,_1)

induce el siguiente diagrama al pasar a la cohomologia de espacios clasificantes

H*(BMod(Sy_1); Z2) —+ H*(BDiff* (Sq_1); Z

B¢*l J/Bp*

H*(BMod(Ny); Z) — Vs H* (BDiff(Ny); Z),

Como bien sabemos, las proyecciones p; : Diff(Ny) — Mod(Ng) y p2 : Diff " (Sg—1)
Mod(S,_1) inducen equivalencias homot6picas en los espacios clasificantes y por ende los
mapeos inducidos Bp] y Bp; son isomorfismos para ¢ > 3. Asi, la conmutatividad del

diagrama anterior implica

Be* ((Bp3) ™ (12i(8))) = (Bp1) ™' (Bp* (k2i(£))),

pero por la Ecuacién 2.3 se tiene que

B¢™((Bpz) ™ (k2i(€))) = (Bpi) ™' (2 &il1)) =2 (Bp1) ™1 (Li(n)). (2.4)

Ahora, puesto que los grupos Mod(Ng) y Mod(S,_1) son grupos discretos, entonces existen

isomorfismos

I, :H*(BMod(Ny); Z) = H*(Mod(N,); Z)
I :H*(BMod(Sy_1); Z) = H*(Mod(Sg_1); Z),
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los cuales son tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

H*(BMod(Sy_1); Z) ——=— H*(Mod(Sy_1);Z)

o~

Bﬂ Jq,*

H*(BMod(N,); Z) ——— H*(Mod(Ny); Z)

—~

IR

De aqui obtenemos que
¢*(k2i) = L(Be* (I, (k21))),
luego por la definicion de la clase universal xy; = L((Bps) ! (x2/(&))) se sigue que

¢* (k2i) = L (B¢™ ((Bpz) ™ (k2i(C)))),

mientras que por la Ecuacién 2.4 tenemos

¢* (k2i) = (2 (Bp1) " (&i(n))) = 2~ L((Bp1) " (&i(n)))

y finalmente por la definicién de la clase universal ; concluimos que ¢*(xp;) =2-¢;. W

El siguiente lema es similar al Teorema 4.20 de [Mor(01] cambiando el contexto a superfi-
cies no orientables. Dicho lema serd usado en la demostraciéon del teorema principal de la

seccion.

Lema 2.4.3 Sea p : Diff(Ny) — Mod(Ny) la proyeccién natural y sea p* : H*(Mod(Ng); Q) —
H*(Diff;(Ng); Q) el homomorfismo inducido en cohomologia por la proyeccién, donde Diffs(Ng)
denota al grupo Diff(Ng) dotado con la topologia discreta. Si {; € H*(Mod(Ny); Q) es la i-ésima

clase universal, entonces para todo i > 2, se cumple que
p*(2-¢;) =0.

Demostracién
Consideremos el diagrama conmutativo
Diff;(Ng) —— Mod(N) (25)
/| )
. p
Dljjc}_ (Sg—l) 42> Mod(Sg_l)

donde Diff] (S;—1) es el grupo Diff " (S,_1) dotado con la topologia discreta. Puesto que i >

2, entonces por el Teorema 4.20 de [Mor01] se tiene que para el homomorfismo inducido
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en cohomologia por la proyecciéon
ps : H'(Mod(Sg-1);Z) — H" (Diffy (Sg-1); Z)

se cumple que
p2(K2i) = 0.

Ahora, el diagrama 2.5 se convierte en el siguiente al pasar a cohomologia

H*(Mod(Sg_1); Q) — H*(Difff (S¢_1); Q)

| ’

* Pi * ;
H*(Mod(Ng); Q) ——— H*(Diff5(Ng); Q),
La conmutatividad del diagrama anterior implica que
pr(¢" (r2)) = o™ (p2(K2i))
pero p; (ki) = 0 para i > 2, por lo tanto pj(¢*(«2;)) = 0 para i > 2. Finalmente, por el

lema anterior tenemos que ¢*(x;) = 2 - {; y con ello concluimos que p; (2 - {;) = 0. [ |

Finalmente demostramos el resultado principal de la seccién.

Teorema 2.4.4 Si g > 35, entonces la proyeccion p : Diff(Ny) — Mod(Ng) no admite secciones.

Demostracion

Notemos que si ¢ > 35, entonces la clase {» € H®(Mod(Ny); Q) se encuentra en el ran-
go estable y por tanto es no cero. Supongamos ahora que existe un homomorfismo s :
Mod(Ny) — Diff(Ng) tal que p os = id : Mod(Ng) — Mod(Ng). Dotemos a Diff(N,) con la

topologia discreta y consideremos la clase 2 - {, € H¥(Mod(Ny); Q), entonces

s (p*(2-02)) =202 #0.

Pero esto contradice la conclusién del lema anterior que p*(2- {2) = 0. |



Capitulo 3
La p torsién y p-periodicidad de N, é‘

En este capitulo, estudiamos la p-torsién y el fenémeno de p-periodicidad de la cohomo-
logia de los grupos modulares J\/';. La idea que seguimos para estudiar la p-torsion es la
siguiente: por el teorema de realizacién de Nielsen todo subgrupo Z, < N, ; acttia en la
superficie N, por difeomorfismos y via esta accién obtenemos un cubriente ramificado
g : Ng — Nj, con t puntos de ramificacién. Asociado a este cubriente tenemos la ecuacién

de Riemann-Hurwitz

§—2=ph-2)+tp-1).

De esta forma trasladamos el estudio de la p-torsién a encontrar soluciones (h,t) de la
ecuaciéon de Riemann-Hurwitz. Por otro lado, probamos que si p es un primo impar, en-
tonces no es posible tener un subgrupo isomorfo a Z, x Z, en N gk, lo cual significa que N, gk
tiene cohomologia p-periodica (ver 1.4.8). Fijando una estructura de superficie de Klein en
N, parala cual Z, < N, gf‘ acttia por autormorfismos, podemos considerar la diferencial en
el primer punto marcado df;, : R?> — R? para todo f € Diff(Ny; k), de este modo se obtie-
ne una representacién p : Diff(Ng; k) — GLz(R). Restringiendo dicha representacién a Z,
se prueba que existe una clase no trivial (Bp)*(c1) € H?(Zy;Z) y usando el invariante de

Yagita obtenemos que el p-periodo p(N. 5’,‘ ) < 4.

Es importante enfatizar que los resultados referentes a la p-periodicidad de la cohomologia
de \V, é‘ que a continuacion se estudian, implican que el cdlculo de la componente p-primaria
de H* (Néf ;Z) se reduce a encontrar la cohomologia de los normalizadores de subgrupos
de orden p y las clases de conjugacion de éstos (ver Teorema 1.4.17). Por tal motivo, en

los siguientes capitulos clasificamos a las clases de conjugacién de subgrupos de orden

55
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p de NE asi como también estudiaremos a los normalizadores de estos subgrupos, con
esto podemos establecer un método que nos permite determinar H* (N 3’,‘ ;Z) () salvo ciertas

consideraciones que se deben de tener en cuenta.

3.1. Subgrupos de orden p en N/ gk

En esta seccion estableceremos condiciones que garantizan la existencia de subgrupos de
orden p en el grupo modular de superficies no orientable N¥, similares a las obtenidas
en el caso orientable por Q. Lu en [Lu01]. Dichas condiciones son establecidas a través
de la ecuacién de Riemann-Hurwitz. Clasicamente la ecuaciéon de Riemann-Hurwitz se
encuentra asociada al cubriente ramificado obtenido de la accién por homeomorfismos de
un grupo G en una superficie S. Esta nos da una relacién entre los puntos de ramificacién,
el género de la superficie S, el género de la superficie cociente obtenida por la accién del
grupo G y el orden de G de la siguiente forma:
d 1
X(s) =161 x(5/6) - 16l 1 (1 ) 31
iz

donde t es el namero de puntos de ramificacién y m; es el indice de ramificacion de cada
punto de ramificacién. A partir de la ecuacién anterior, daremos condiciones que garanti-
cen la existencia de subgrupos de orden p en el grupo modular N é’f, donde p es un primo

impar.
Proposicién 3.1.1 Si N, contiene un subgrupo de orden p, entonces la ecuacion
g§—2=ph-2)+t(p-1)

tiene una solucion entera no negativa con h > 1.

Demostracion

Sea Z, un subgrupo ciclico de orden p de N, entonces por el Teorema 2.3.3 existe f €
Diff(Ng) tal que (f) = Z,. El grupo (f) acttia en la superficie N, por difeomorfismos
y el espacio de 6rbitas es homeomorfo a una superficie no orientable de género h. Sea t
el niimero de puntos fijos del difeomorfismo f : N; — N, y consideremos el cubriente
ramificado:

q:Ng — Ng/(f) = N,
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Notemos que cada punto de ramificacién tiene indice de ramificacién igual a p y asi, por

la ecuacion de Riemann-Hurwitz (Ecuacién 3.1) se tiene que

g§—2=ph-1)+tp-1),

concluyendo la demostracién. |

Como se aprecia en el siguiente resultado, el reciproco de la proposicién anterior es valido

en el caso que t # 0.

Proposiciéon 3.1.2 Si ¢ —2 = p(h —2) + t(p — 1) tiene solucién entera (h,t) con h,t > 1,

entonces Ny contiene un subgrupo de orden p.

Demostracion

Sea I' el grupo NEC cuya presentacion algebraica es:

2 2
I'={di,....dpx1,..., x| x] :xg:...:xf:x1~...-xt-d1-...‘dh:1>.

Consideremos la presentacion del grupo Z, = (y | y” = 1) y definamos un homomorfismo

9:F—>Zp

dado en los generadores de la siguiente forma:

9(x1> :y1+e

O(xi) =y i=2,...,t
—t—c

0(d1) =y 2

6(d;) =1 i=2,...,h

donde € = 1sit es impar o € = 0 si ¢ es par. Puesto que 0 : I' — Z, preserva todas las
relaciones del grupo I, 6 es en efecto un homomorfismo y ademads es suprayectivo. Por otro
lado, como ker(6) es un subgrupo normal de I, se tiene que ker(8) es un grupo NEC. Més
aun, por el Teorema 1.2.2 de [BGC*10] y ya que el orden de la imagen de los generadores
elipticos x; es igual a p, entonces el orden de los periodos propios de ker(6) es igual a 1, es

decir, no existen generadores elipticos en ker(0). Asi pues, la signatura de ker(0) es igual a

sig(ker(0)) = (g’ — [-])-
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Luego ker () es isomorfo al grupo fundamental 711 (Ny/) de una superficie no orientable
de género ¢’. Por otro lado, por la ecuacién de Rieman-Hurwitz para grupos NEC (ver
Teorema 1.1.8 de [BGC'10]), se tiene que

Area(ker(9)) =Area(T) - [T : ker(6)]

o orei())

g —2=ph—-2)+t(p—-1)

y puesto que g —2 = p(h —2) + t(p — 1), se tiene que ¢’ = g. Asi, ker(6) es un grupo NEC
de superficies, isomorfo al grupo fundamental 771 (Ng), por lo cual Ny = H?/ ker(6) lo que
implica que N, se encuentra dotada de una estructura de superficie de Klein X. Finalmente,
hemos definido un epimorfismo 6 : I' — Z, de tal forma que ker(6) es isomorfo al grupo
fundamental 711 (Ng), luego por el Teorema 1 de [Sin71] tenemos que Z, es un subgrupo

de Aut(Ng; X) y por tanto es un subgrupo de N. [ |
En el caso del grupo modular con puntos marcados N gf‘ tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3 N, gk contiene un subgrupo de orden p si y sélo si la ecuacion § —2 = p(h —2) +

t(p — 1) tiene una solucion (h,t) con h > 1, t > k enteros.

Demostracion
Suficiencia. La demostracién es similar a la Proposiciéon 3.1.2 y la omitimos.

Necesidad. Probemos el resultado por induccién sobre el nimero de puntos marcados. Su-
pongamos que ./\/'é} tiene un subgrupo de orden p digamos G = Z,. Tenemos la siguiente

sucesion exacta de Birman para el caso no orientable
i 1 s
1= m(Ng) = Ny = Ny = 1.

Afirmamos que s(y) # 1 para todo y € G\ {1}. En efecto, supongamos que existe y €
G\ {1} tal que s(y) = 1, entonces y € ker(s). Ahora, por la exactitud de la sucesion exacta,
existe z € 711(Ng) tal que i(z) = y, notemos ademds que z # 1 pues y # 1y la funcién
i:m(Ng) = N, ; es inyectiva. Por otro lado, tenemos que i(z?) = y? = 1 y entonces por la
inyectividad de i se sigue que z¥ = 1, lo cual es una contradiccion, pues 711 (Ng) es libre de

torsion. Con ello concluimos con la afirmacién: s(y) # 1 paratodoy € G\ {1}.
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Por lo anterior, tenemos que s|g : G — s(G) es un isomorfismo. Luego N, contiene un
subgrupo de orden p. Asi, por la Proposicién 3.1.1 existen 1 > 1y t > 1 que satisfacen la

ecuacion de Riemann-Hurwitz

§—2=ph-2)+tp-1),

lo que prueba el resultado para N, gl.

Inductivamente, supongamos que el resultado es valido para V¥, es decir, si NV g’f contie-
ne un subgrupo de orden p, entonces la ecuacién ¢ —2 = p(h —2) +t(p — 1) tiene una

solucién entera con t > k,h > 1. Probaremos el resultado para N gf‘“.

Supongamos que N ! contiene un subgrupo de orden p. Como en el caso Ny, tenemos

una sucesion exacta de Birman

1= m (N = NgH = NF = 1,

donde Né‘ es la superficie obtenida de N, removiendo los primeros k puntos marcados.
Argumentos similares al caso N}, prueban que N gk tiene un subgrupo de orden p. La de-

mostracion se sigue de la hipétesis de induccién. n

Para ejemplificar el uso del resultado anterior, a continuacién mencionamos algunos ejem-

plos de grupos modulares N ; donde existen subgrupos de orden p.

Ejemplo 3.1.4

> Género ¢ = p. La ecuacion ¢ —2 = p(h —2) + t(p — 1) tiene una tinica solucion (h,t) =
(1,2). Asi, el grupo modular /\/’f tiene un subgrupo de orden p cuando k = 0,1,2. Se sigue que
todo difeomorfismo de orden p en N, tiene 2 puntos fijos y el espacio de orbitas de la accion del
difeomorfismos sobre la superficie N, es RP?. Para k > 3, el grupo modular N”; no tiene un
subgrupo de orden p. En la Figura 3.1 observamos el caso de una supetficie de género 3 junto con

un elemento de orden 3 y el espacio de Orbitas de la accion.

> Género g = p + 1. La ecuacion § —2 = p(h — 2) + t(p — 1) tiene una tinica solucion (h, t) =
(2,1). Asi, el grupo modular N r])‘ 4 tiene un subgrupo de orden p cuando k = 0,1. Se sigue que
todo difeomorfismo de orden p en Ny 1 tiene 1 punto fijo y el espacio de 6rbitas de la accién del
difeomorfismos sobre la superficie Ny, 1 es la botella de Klein. Para k > 2, el grupo modular N ;‘ "

no tiene un subgrupo de orden p.
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N; = RP?

Figura 3.1: Elemento de orden 3 y efecto de la accién en la superficie N3.
> Género § = 2p — 1. La ecuacion g —2 = p(h —2) + t(p — 1) tiene una tinica solucion

(h,t) = (1,3). El grupo modular ./\fzkp_1 tiene un subgrupo de orden p para k = 0,1,2,3. Para

k > 4, el grupo modular ./\fzkp_1 no tiene un subgrupo de orden p. O

3.2. Representaciones y Cohomologia

Dado un G < Diff(Ng; 1), identificamos el espacio tangente T-, N, con R? y definimos una

representacion p : G — GLy(R) dada por la diferencial en el punto z;:

Al pasar a cohomologia de espacios clasificantes, tenemos un morfismo inducido

H*(BGLy(R), Z) 2% H*(BG; 7).

Cuando el grupo G es finito, hay un estudio extensivo de tales representaciones y en parti-
cular existen clases de cohomologia asociadas a la representacién p (ver [Mis94] y [Tho86]).
El objetivo principal de la seccion es encontrar un elemento { € H*(BGLy(R);Z) de tal
forma que (Bp)*({) # 0 en el caso de un grupo G de orden p. Con este fin, el siguiente

resultado muestra que en tal situacion, se tiene que la representacion en cuestion es fiel.
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Lema 3.2.1 Sean X, una superficie cerrada y G un subgrupo finito de Diff(X; 1). Identifiquemos

a T., %, con R?. Definimos una representacion de G

po: G — GLz(R)

por p(f) :==df;, : T.,S — T,,S para f € G. Entonces p es una representacion fiel.

Demostracion

Como z; € X es un punto fijo bajo los elementos de G, entonces existe una estructura
dianalitica X (o analitica) y una carta dianalitica (D;,, ¢) de tal forma que para todo g € G,
sin = |G| y A denota el disco unitario en el plano complejo C, entonces pogop~1 : A — A

es el mapeo dado por

7 eme/n

z paraalgain me {0,1,...,n—1},

salvo una composicién con una reflexién en el plano complejo. Notemos que asf, la accién
en el espacio tangente de cualquier elemento p(f) : T, X, — T, X, se encuentra determi-
nada por una rotacién z + ¢z donde 8 = 27tm/n y el entero m depende del mapeo f.
Asi pues, sip(f) = id, entonces m = 0y de esto se sigue que f = id en D,. Debido a que el
difeomorfismo f fija un conjunto infinito de puntos, entonces en virtud de (1) Proposicién

4.1.1 tenemos que f = id en N, concluyendo el resultado. |

Teorema 3.2.2 Sea p : G — GL; (R) una representacion fiel de un grupo ciclico G no trivial,

entonces existe c; € H*(BGL; (R); Z) tal que

(Bo)*(c1) #0 en H?*(BG;Z).

Demostracion

Como p es una representacion fiel de un grupo finito G en GLJ (R), entonces Im(p) es
un subgrupo finito compacto de GL; (R) y puesto que SO(2) es el subgrupo compacto
maximal de GL; (R) se tiene que existe A € GLJ (R) tal que A -Im(p) - A~1 C SO(2).

Definimos la representacién p’ : G — SO(2) dada por

0'(g):=A-p(g)-A™! paratodo g€ G.
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Sii:SO(2) < GLj (R) es la inclusion usual, 4 : GL; (R) — GLJ (R) es el isomorfismo
de conjugacién por la matriz Ay f : SO(2) — U(1) es el homeomorfismo canénico entre

O(2) y U(1) = S!, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

G —— GLj (R) —2— GL; (R)

50(2) — = U(1) > GL,(C)

~

IR

—

Consideremos la representacion unitaria definida como la composicién fop’ : G — U(1).
Como p es fiel, entonces f o p’ es fiel, luego por [Mis94] Seccién 4.1, se tiene que existe

¢1 € H*(BU(1); Z) (la primera clase universal de Chern) tal que

(B(fop'))*(c1) #0, esdecir (BfoBp')*(c1) #0 en H?*(BG;Z),
esto implica que
(Bp")"((Bf)*(¢1)) #0 donde (Bf)*(c1) € H*(BSO(2);Z).

Puesto que f* : H*(BU(1);Z) — H*(BSO(2);Z) es un isomorfismo, entonces (Bf)*(¢1)
es el generador de H2(BSO(2); Z). Por otro lado, como el mapeo inducido por la inclusién
i: SO(2) < GLJ (R) en espacios clasificantes es una equivalencia homot6pica, entonces

existe c; € H?(BGLS (R); Z) tal que
(Bi)"(c1) = (Bf)"(cv)-
Lo anterior implica que:

(Bp")"((Bi)*(c1)) = (Bp")"((Bf)*(c1)) #0 (33)

El siguiente diagrama muestra lo descrito anteriormente.

£0 H2(BG;Z) L  H2( BGL; (R 2(BGLS (R ¢

(Bf)() I 1

(BU(1);Z)
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Notemos ahora que (B®)*(c1) = +c1 ya que @ : GL; (R) — GL; (R) es un isomorfismo.

De esto tltimo y de la conmutatividad del diagrama anterior se tiene que

(Be")"((Bi)*(c1)) = (B)"((B®)"(c1)) = (Bp)"(e1) = +(Bp)* (1),
pero por la Ecuacién 3.3, el lado izquierdo de la ecuacién es no cero. Asi concluimos que

(Bp)*(c1) # 0,

demostrando lo deseado. |

3.3. La p-periodicidad de N}

En secciones anteriores, establecimos las condiciones que se requieren para que el grupo
modular de una superficie no orientable N ; tenga un subgrupo de orden p y a su vez es-
tudiamos las representacion obtenida por la diferencial de los subgrupos de orden p de
Diff(Nq; 1). Continuando con el estudio de las propiedades cohomolégicas de NF, estable-
ceremos que su dimensién cohomoldgica virtual es finita y con ello su cohomologia de
Farrell esta definida. Probamos que si el grupo modular N, gk tiene un subgrupo de orden p,
entonces N/ ; tiene cohomologia p-periédica. Mas atin, demostraremos que si N/ gk contiene
p-torsion, entonces el p-periodo de N, é‘ es menor o igual a 4. Para ver esto dltimo, usaremos
los resultados de las secciones anteriores referentes a las representaciones de subgrupos de

orden p en conjunto con el invariante de Yagita.
Teorema 3.3.1 El grupo N, gl tiene las siquientes propiedades:
1. ved(Ny) < o0
2. Para todo g > 2y todo primo impar p, si Ny tiene p-tosion, entonces Ny tiene cohomologia

p-periddica.

Demostracién
(1) Tenemos una sucesion exacta de Birman

1= (Ng) = N = Ng—1 para g>2.
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Por el Corolario 2.2 de [HT09] sabemos que ved(N;) < oo, ademds, es bien conocido que

cd(7r1(Ng)) < co. El resultado se sigue de la Proposicién 1.3.5.

(2) Supongamos que N, g} no tiene cohomologia p-periédica para algtin primo impar p. En-

tonces por (3) de la Proposicion 1.4.8 existe

Zy, x Ty C N,

es decir, () x (1) C Njy. Por el Teorema de Realizacion de Nielsen, existen f, fo € Diff(Ng, 1)

representantes de « yT respectivamente, tales que
ff=% fi =1 fof = ffo

Por la Proposicion 2.1.1, existen fv,fo € Diff" (S¢-1,2) levantamientos a la doble cubierta
orientable 7t : S, 1 — Ng de f y fo respectivamente, los cuales preservan la orientacion.

No es dificil ver que los levantamientos satisfacen
ff=1 =1y ff =fh.

Ademads, notemos que los puntos marcados en S, 1 son las dos preimdgenes bajo 7 :
S¢-1 — Ng de z;. Denotemos a una de éstas como z; € S 1. Asi pues, (f) x (fo) =
Zy, X 7 actta en S;_1 como grupo de difeomorfismos que fijan z;. Fijemos una base en

T;,S;—1 = R?, entonces tenemos una representacién de (f) x (fo) via la diferencial

p:ZyxZ, — GLy (R).

Por el Lema 3.2.1 se tiene que p es una representacion fiel, luego

Zy X Ly = p(Zy X Zyp) C GLy (R).

Como SO(2) es el subgrupo maximal compacto de GLJ (R), entonces existe A € GL; (R)
tal que
Zpx Ty, = A-p(Zy,xZy)-A~" C SO(2),

pero esto es una contradiccion debido a que todos los subgrupos finitos de SO(2) son
ciclicos. Por tanto concluimos que si N, gl contiene un subgrupo de orden p, entonces N, gl

tiene cohomologia p-periddica. |
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En el caso general del grupo modular N, gk con k puntos marcados, la demostracién de la

primera parte del teorema anterior se sigue usando la sucesién exacta de Birman
k k+1 k
1= m(Ng) = NG = Ny = 1,

mientras que para la segunda parte el argumento es similar al descrito en en el teorema
anterior. Por completez lo incluimos en el siguiente resultado y su demostracién serd omi-

tida.

Teorema 3.3.2 EI grupo N gf‘ tiene las siquientes propiedades:

1. vcd(/\/’é‘) < o

. . . k . .z k . z
2. Para todo g > 2y todo primo impar p, si N ¢ tiene p-tosion, entonces N, ¢ tiene cohomologia

p-periddica. |

De este modo hemos establecido que el grupo N; é‘ tiene cohomologia p-periédica siempre
que exista un subgrupo de orden p, mientras que en el Teorema 3.1.3 establecimos condi-
ciones que garantizan la existencia de subgrupos de orden p en N¥, cubriendose asi los
primeros objetivos del capitulo. La siguiente parte estd dedicada a estudiar el p-periodo de
la cohomologia de Farrell H* (N gk ;Z.), que como mencionamos al inicio de la seccién, con
el uso del invariante de Yagita y los resultados sobre representaciones y cohomologia de
la seccién anterior, nos permitiran obtener una cota para el p-periodo. Posteriormente, en
el siguiente capitulo probaremos que el p-periodo es igual a 4, adaptando nuevas herra-
mientas al caso no orientable. Con este propodsito, enunciamos una serie de lemas que nos

ayudardn a determinar el p-periodo.

Lema 3.3.3 Sea i : SO(2) < SO(3) la inclusion natural y Bi : BSO(2) — BSO(3) el corres-

pondiente mapeo entre espacios clasificantes. Entonces el homomorfismo inducido en H*(—;Z.)
(Bi)* : H*(BSO(3);7) — H*(BSO(2);7),

es un isomorfismo.

Demostracion

Consideremos la fibracién inducida por la inclusién i : SO(2) — SO(3) al pasar a espacios
clasificantes:

s — BSO(2) £ BSO(3).
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Un resultado clasico (ver [Bro82a] y [Fes83]) determina la cohomologia entera de BSO(3):

H* (BSO (3);Z) & ng};’;ﬂ,

donde los subindices indican el grado de cada generador. Por otro lado, la cohomologia de

la fibra es

H*(S%2) =

con uy € H? (S2 ; Z,). Al considerar la sucesion espectral de Serre en cohomologia, el término

E; estd dado por:

EY = HP(BSO(2); H1(S% 7).

Sabemos que dicha sucesion converge a H*(BSO(3);Z) y esto implica que existe una fil-
tracion de H*(BSO(2);Z)

0 C EX = F*H* c PPH* c F°H* c F'H* c F'H* = H*(BSO(2); Z)

de tal forma que

E* P =~ pPHY /PP H* para 0<p <4

Como bien sabemos, el homomorfismo inducido (Bi)* : H*(BSO(3); Z) — H*(BSO(2);Z)

es la composicién del homomorfismo de arista
epso3) - HY(BSO(3);Z) = Ey° —» E3° —» Ey° —» E’
y de la inclusién obtenida por la filtracién
EX = F*H* — F°H* = H*(BSO(2); Z).
Analizando las primeras paginas de la sucesion espectral, vemos que el homomorfismo de

arista eggo(3) : H*(BSO(3) = E;° — E2 es la identidad, pues todos los diferenciales que

llegan a E}" son cero como se aprecia en los siguientes diagramas.
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Pégina E;* Pégina E;”*

4 O 0 0 0 0 4 O 0 0 0 0
~3 o 0 0 0 0 <3 O 0 0 0 0
w2 | zZ 0 0 Z Z %h2| Z 0_ 0 Zo Z
T1] 0 o o0o_0 0 T1| o0 om 0

0 Z 0 @ gy BN > 7 0 Z 0 0 ZaEy"=E"

o 1 2 3 4 o 1 2 3 4
H*(BSO(3); Z) H*(BSO(3); Z)
Pagina Eqs"
H*/F'H* ~ E}'=

4 0 0 0 0 0
3 0 0=ES ~FlH%/F2H* O 0 0
2 Z 0 0=EX =FH'/FPH* Z, Z
1 0 0 0 0=EX =FH*/F‘H* 0

0 Z 0 0 Z,  E)°=E;° = FtH*
0 1 2 3 4

Finalmente, de la pagina E., mostrada en el diagrama anterior obtenemos que
EXY = F*H* = FPH* = F?H* = F'H* = F°H* = HY(BSO(2);2),
por lo que la inclusion Ex) = F*H* < FOH* = H*(BSO(2); Z) es la identidad. Con ello,
probamos que la composiciéon
H*(BSO(3);Z) = E;° — EX — H*(BSO(2); Z)

es la identidad, concluyendo que (Bi)* : H*(BSO(3);Z) — H*(BSO(2);Z) es un isomor-

fismo. |
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Es bien sabido que
H*(BSO(2);Z) = H*(BU(1);Z) = Z|[c1]

con c; (de grado 2), es la primera clase de Chern. Con la notacién anterior, tenemos el

siguiente lema.

Lema 3.3.4 Existe un elemento ps € H*(BO(2); Z) no cero, tal que (Bt)*(ps) = c3, donde 1 es el
mapeo de inclusion SO(2) — O(2).

Demostracion

Consideremos el siguiente tridngulo conmutativo

0@2) — 4 50(3)
donde p : O(2) — SO(3) es el homomorfismo definido por

A 0
pLA) = (O det(A))

y la funciéni : SO(2) — SO(3) esla inclusién usual. Por el lema anterior se tiene que (Bi)* :
H*(BSO(3);Z) — H*(BSO(2);Z) es un isomorfismo, entonces para ¢; € H*(BSO(2);Z)
existe pj € H*(BSO(3); Z) tal que

Del triangulo anterior, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo al pasar a cohomo-

5 (BSO(3

logia de espacios clasificantes:

(BSO

H*(BO

Finalmente, al definir ps := (Bp)*(p)) se tiene que ps € H*(BSO(2);Z) y cumple con la
propiedad deseada. |
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Proposicién 3.3.5 Sea py : Diff(Ng; 1) — N, gl la proyeccion natural. Entonces el mapeo inducido

en espacios clasificantes Bpy : BDiff(Ng; 1) — B./\/'g1 es una equivalencia homotdpica para g > 2.

Demostracion

Consideremos la fibraciéon
Diff(Ng; 1) % Diff(N,) = N

donde r es el mapeo de evaluacion el punto z;. Tenemos una sucesién exacta larga en

grupos de homotopia:

.. — 10 (Diff (Ng;1) ,id) — 72 (Diff (Ng) ,id) — 724 (Ng,21) — 7ty (Diff (Ngi 1) ,id) — ...

.. — m (Diff (Ngi1) ,id) — 1 (Diff (Ng) ,id) — 7 (Ng, z1) —
— 710 (Diff (Ngi 1), id) — 710 (Diff (Ng) ,id) — 79 (N, 1) -

En [Gra73] se prueba que la componente conexa de la identidad en Diff(N,) es contraible
para ¢ > 2, por lo que 7;(Diff(Ng),id) = 0 parai > 1y ¢ > 2. También sabemos que
mi(Ng,z1) = 0 para i # 1. Asi, de la sucesién exacta se tiene que 71;(Diff(Ng; 1),id) = 0
paratodoi > 1y g > 2, dicho de otra forma

mi(Diffy(Ng;1)) =0 paratodo i >0 y g > 2.

Puesto que a Diff(Ng; 1) tiene el mismo tipo de homotopia de un CW-complejo, enton-
ces Diffy(Ng; 1) es contraible. Asi pues, p1 : Diff(Ny;1) — N es una equivalencia ho-
motdpica y por lo tanto induce una equivalencia homotépica en los espacios clasificantes

Bp1 : BDiff(Ng; 1) — BN, ;, demostrando el resultado. [

Observacion 3.3.6 Es importante notar que el resultado anterior establece un isomorfismo en co-
homologia

H*(BDiff(Ng; 1); Z) = H*(N; Z),

Dicho isomorfismo nos da una conexion entre las clases caracteristicas de haces de supetficies con
fibra una superficie no orientable Ng con un punto marcado y la cohomologia de los grupos modula-
res N, ;. A través de esta conexion, podemos definir clases caracteristicas de haces de superficies via
la cohomologia de H* (N, gl ; Z.) o viceversa, es decir, podemos encontrar elementos en la cohomologia

de H*(N, gl ; Z) via clases caracteristicas de haces de superficies.
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El siguiente resultado restringe de manera considerable el p-periodo de los grupos modu-
lares de superficies no orientables N, ; . La demostracién usa fuertemente el invariante de
Yagita en conjunto con las representaciones de subgrupos de orden p del grupo modular
N, é‘ . Mas atin, en el siguiente capitulo probaremos que el p-periodo del grupo modular N, éf

es de hecho igual a 4.

Teorema 3.3.7 Sea g > 2,y p un primo impar. Si N, gl contiene p-torsion, entonces el p-periodo de

Ny es menor o igual a 4, es decir, p(Ny) < 4.

Demostracion

Recordemos que el invariante de Yagita para un grupo I' con dimensién cohomolégica

virtual finita estd definido como
Y(T,p):=2-mem{m(m,T) | n <Tyn=7,},
donde m(7,I') = m es el valor maximo tal que
Im(H*(T;Z) — H*(m;F,)) CFp(u™) C H (1, Fp),

con u generador de H?(7t; IF),). Mostraremos que el invariante de Yagita Y (N, p) < 4.

Sea m < N, gl tal que 7 = Z,,. Por el Teorema de Realizacion de Nielsen, existe un subgrupo

7T < Diff(Ng; 1) tal que 7T = 71 y se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

A Diff(Ngi1)

| ¥

C i 1
T Ng

donde p; : Diff(Ng; 1) — mo(Diff(Ng; 1)) = Ny es la proyeccion natural y py es la restric-

cién de p; al grupo 7.
Fijamos una base en el espacio tangente T, N, identificindolo con R2. Obtenemos asi una
representacion dada por mandar un difeomorfismo de Diff(Ny; 1) en su diferencial en el

punto z1:

p: Diff(Ng, 1) = GLa(R),  f+—df,.
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Definimos la representacion

p:=poi: 7 i, Diff(Ng; 1) 5 GLy(R).

Como 7 es de orden impar, entonces Im(p) C GLJ (R). Denotemos por g : 7 — GL; (R) a

la representacion restringida a su imagen, teniéndose el siguiente diagrama conmutativo

7 GL} (R)

! |

Diff(Ng; 1) ———— GL,(R)
donde 1 : GLy (R) — GLy(R) es la inclusién usual. Por el Lema 3.2.1 tenemos que la
representacion g es fiel, entonces por el Lema 3.2.2 existe una clase ¢c; € H>(BGLJ;Z) tal
que

v:= (Bp)*(c1) #0 en H*(TW;Z). (3.4)

Notemos que las inclusiones SO(2) — GL; (R) y O(2) — GL,(R) inducen equivalencias
homotopicas en espacios clasificantes que conmutan con B: : BGL; (R) — BGLy(R). Asi,
por el Lema 3.3.4 existe pj € H*(BGLy(R); Z) tal que

(Bi)*(py) = 1. (3.5)

Consideremos el diagrama obtenido al pasar a cohomologia de espacios clasificantes:

H*(BT;Z) oy H*(BGL; (R);Z)
(Blﬁ T(Bz)*
HA(BDiff(Ng;1); Z) +— 2" H4(BGL,(R);Z)

Definamos

pai= (Bo)*(py) en H*(BDIff(Ny;1);2).
Por la conmutatividad del diagrama anterior se tiene que

Bi*(pa) = (Bi)*((Bp)*(p4)) = (Bp)"((B1)*(ph)),
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asi por las Ecuaciones 3.4 y 3.5 tenemos

Bi*(ps) = (Bp)*(c3) =v* #0 en H*(BT;Z).

Ahora, consideremos el siguiente diagrama conmutativo de espacios clasificantes:

Bt — 2 BDiff(Ny;1)

ﬁJBﬁl BP]JN

B Bi BNS}

Por la Proposicién 3.3.5, el mapeo vertical del lado derecho es una equivalencia homot6pi-
ca y por tanto induce un isomorfismo en cohomologia, mientras que el inducido por el
mapeoQi vertical del lado izquierdo es un isomorfismo. Relacionamos a ps y v con sus
respectivos iméagenes en H* (BN, gl ;7)) y H?(Brt; Z) respectivamente; del mismo modo los
identificamos con las correspondientes clases w’ € H*(V, g} ;7)yw € H?(m; 7)) y asi se tiene

que

i*(w') =w?#0 en H*(mZ).

De esto ultimo concluimos que las tnicas posibilidades para m (7T, NV, gl) son los valores 1y

2 puesto que si u es el generador de H?(7r; ), entonces

Im(H*(Ng;Z) — H*(7; Z) — H* (7)) C Fylu?] C Fy[u]

o bien

Im(H*(Ny;Z) — H*(7;Z) — H* (7 F,)) C Fy[u].

Como 7 fue cualquier subgrupo de orden primo p, por la definicién del invariante de

Yagita se tiene que Y (N1, p) < 4. Asi por el Teorema 1.4.15 concluimos que
g q g P p 9

como se queria demostrar. |
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Finalmente, acotamos el p-periodo de N/ gk para k arbitrario.

Teorema 3.3.8 Sea § > 2y p un primo impar. Si ./\/Zf contiene un subgrupo de orden p, entonces
el p-periodo de Ny es menor o igual a 4, es decir, p(Ny) < 4.

Demostracion

Probemos el resultado por induccién sobre el nimero de puntos marcados.

El caso k = 1 es probado en el teorema anterior. Supongamos que el resultado es vélido
para N, es decir, si N, g’f contiene un subgrupo de orden p, entonces el p-periodo de N é‘ es

menor o igual a 4. Consideremos la sucesion exacta de Birman

1— m(NE) = NET S N — 1,

donde Ng es la superficie obtenida de N, removiendo los k puntos marcados. Por la Pro-
posicién 1.4.16 tenemos que p(N; ng)\ pWN, gk ) y puesto que por hipétesis de induccién N. gk

es menor que 4, entonces p(N; gk+1) < 4. Por induccidon concluimos lo deseado. | |
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Capitulo 4

Clases de Conjugacion

El propésito de este capitulo es determinar las clases de conjugacién de los subgrupos de
orden p de V. gk . En este sentido, en el caso de una superficie orientable Jacob Nielsen en
[Nie37] introdujo los datos de punto fijo para cualquier homeomorfismo f : S — S¢ de
orden finito y prob6 que dos homeomorfismos de orden p son conjugados si y sélo si tienen
los mismos datos de punto fijo, estableciendo asi una primera conexién con las clases de

conjugacion:

Teorema (Nielsen [Nie37]) Dos elementos de orden p son conjugados en Homeo™ (Sg) si y sélo

si tienen los mismos datos de punto fijo. EIl mismo resultado es vdlido en el caso de Homeo™ (Sg, k).

Usando el hecho que todo subgrupo de orden p de l"g es realizado por un difeomorfismo
del mismo orden, combinado con la invarianza hométopica de los datos de punto fijo, se

puede extender el resultado de Nielsen al caso de los elementos de orden p de Fg.

Teorema (Xia [Xia90], Lu [Lu98]) Dos elementos de orden p en I‘é'ﬁ son conjugados si y sélo si

tienen los mismos datos de punto fijo.

Este tltimo resultado establece una relacién entre los datos de punto fijo y las clases de
conjugacién de subgrupos de orden p, trasladando el problema de determinar las clases de

conjugacién a un problema puramente combinatorio.

En este capitulo generalizamos los resultados anteriores al caso de superficies no orienta-

bles. Con este fin, definimos los datos de punto fijo para un elemento de orden primo impar

75
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p de Homeo(Ng) e introducimos una relacién de congruencia que nos permitird comparar
los datos de punto fijo. Usando el Teorema de Realizaciéon de Nielsen en el caso no orienta-
ble, extendemos nuestra definicién a cualquier elemento de orden p de N¥ con ello exten-
deremos el teorema anterior al grupo modular N, é‘. Si la pareja (h, t) satisface la ecuacion
de Riemann-Hurwitz (§ —2) = p(h —2) + t(p — 1), probamos que existe una correspon-
dencia biyectiva entre las clases de conjugacién de subgrupos de orden p de N/ gk y las clases

de congruencia de las t-tuplas (1, B2, ..., Bk | Bx+1,---,Bt)

Clases de congruencia de t — tuplas Clases de conjugacién de subgrupos
(1,B2---, B | Brst,---,Bt) < de orden p en N} que
con0 < B <p actian en N, dejando f puntos fijos

A partir de esta correspondencia demostramos que el niimero de clases de conjugacién
de subgrupos de orden p de N ;‘ es igual a (p — 1)/2. Finalmente, como una aplicacién de
los resultados descritos en el capitulo completaremos el Teorema 3.3.7 sobre el p-periodo
de ;, probando que el p-periodo siempre es igual a 4 cuando N, é‘ tiene un subgrupo de

orden p.

4.1. Datos de punto fijo en superficies orientables

En esta seccién recordamos la nocién de datos de punto fijo para un homeomorfismo de
orden finito introducida en [Nie37] por J. Nielsen para el caso de una superficie orientable.
Recordaremos algunos resultados que nos seran de utilidad para extender la teoria de J.
Nielsen al caso de superficies no orientables. La siguiente proposicién es un recordatorio
sobre resultados de acciones de grupos finitos en una superficie cerrada orientable, ver

[FK80]. Es posible trasladar este resultado con algunas modificaciones al caso no orientable.

Proposicién 4.1.1 Sean S una superficie cerrada, orientable y G un grupo finito que actiia via
homeomorfismos que preservan la orientacion en S. Para todo punto p € S denotemos por Gy, al

estabilizador de la accion de G en S. Entonces se cumple lo siguiente.

1. El conjunto de puntos p donde el estabilizador G, es no trivial es un conjunto finito.

2. Existe una estructura X de superficie de Riemann en S tal que G es un grupo de automorfis-

mos para dicha estructura.
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3. Para todo p € Sy todo conjunto abierto U, que contiene a p existe una vecindad de p,
D, C U, homeomorfa a un disco (donde el origen corresponde a p) que es estabilizada por

Gpu
4. Para todo punto p € S, el estabilizador G es un grupo ciclico.

5. §i G es un grupo de automorfismos de una estructura X, entonces dado un punto p € S
existe una carta (D, ) € X tal que para todo g € G se tiene que pogop™' : A — Aes

el mapeo dado por

27tmi/n

Zre z paraalgin m e {0,1,...,n -1}, donde n=|G,l,

es decir, Gy actiia como un grupo de rotaciones en D).

En lo que sigue del capitulo, emplearemos la notacion Homeo(X) para el grupo de homeo-
morfismos de la superficie X. Si la superficie = es orientable, consideramos Homeo™ (X) al
subgrupo de Homeo(X) de todos los homeomorfismos que preservan la orientacién. Simi-

larmente tenemos las versiones con puntos marcaods Homeo(%; k) y Homeo™ (X; k).
Datos de punto fijo para un elemento f € Homeo™ (Sg) de orden finito.

Sea f de orden finito n y consideremos el grupo el grupo G := (f) = Z,. Como G actta
en la superficie S, a través de homeomorfismos, entonces por la Proposicion 4.1.1 existe
una estructura de superficie de Riemann X tal que G es un grupo de automorfismos. Sea
Sing(G) el conjunto formado por los elementos de S, donde el estabilizador G, es no trivial;
a los elementos de Sing(G) le llamamos puntos singulares de f y por la Proposicion 4.1.1
sabemos que este conjunto es finito. Sea Y = {1, ..., y:} un conjunto de representantes de

las 6rbitas de los elementos de Sing(G) para y; fijo, si el orden de G, es «;, entonces

Gy, = (f"").

Con la estructura de superficie de Riemann X existe una carta coordenada (D, ¢) alre-
dedor de y; tal que G,, = (f"/*) acttia por rotaciones en D, (ver (5) Proposicién 4.1.1).
En particular existe m € {1,...,a; — 1} tal que el homeomorfismo f/* se ve como una

rotacion por un dngulo 27tm /a; en Dy,.

Sea f; un entero tal que ffi"/% se ve localmente como una rotacién por un angulo 277/ a;

en direcci6n positiva con respecto a la orientacion de la superficie S;. Como fPi"/* genera
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a Gy, se tiene que B; es primo relativo a «;, por lo que no se pierde informacién al consi-
derar el cociente §;/a;. Llevando a cabo este procedimiento para cada punto singular y;

obtenemos una t-tupla desordenada
(B1/a1, Ba/ag, ..., Bt/ o).

Definicién 4.1.2 Con la notacion anterior para un elemento f € Homeo™ (Sq) de orden finito n,

decimos que la t-tupla desordenada

o(f) = (B1/a1, B2/ 2, ..., Bt/ as)

son los datos de punto fijo de f, donde t es el niimero de 6rbitas de los puntos singulares de la accion

del homeomorfismo f. Si Sing((f)) es vacio, entonces o (f) es la tupla vacia.

Observacién 4.1.3 Pensar en t-tuplas desordenadas significa que dos t-tuplas (B1,...,B¢) Y
(BY,- .., B}) se consideran iguales si existe una permutacion 6 : {1,...,t} — {1,...,t} tal que

Bi = Bsgiy paratodoi=1,...,t.

En adelante, nuestra atencion se centrara en estudiar elementos de orden un primo impar

p, por lo que sdlo consideraremos homemorfismos de orden p de S,.

Sea f : S¢ — S¢ un homeomorfismo de orden un primo impar p. El conjunto de puntos
singulares de la accién de G = (f) = Z, estd formado por los puntos fijos de f. Notemos
que en los puntos singulares y € Sing(G) se tiene que G, = G, por tanto #; = p. Omitimos
«; y fijamos las f; bajo la suposicién que 0 < ; < p, para todo i. Si f acttia en Sy dejando ¢

puntos fijos, entonces podemos escribir

o(f) = (B, B2, Bt),

donde (B1, B2, - - -, Bt) son enteros desordenados y 0 < B; < p, para todo i.
Datos de punto fijo para f € Homeo™ (Sg; k) de orden un primo impar.

En el caso de puntos marcados, la definicién de los datos de punto fijo es andloga bajo la
consideracion adicional que los puntos marcados son puntos fijos del homeomorfismo en
cuestién y con ello agregamos una condicién adicional al comparar dos t-tuplas de datos

de punto fijo.
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Definicion 4.1.4 Sea f € Homeo™ (Sg, k) un elemento de orden primo impar p. Definimos los

datos de punto fijo de f como

ak(f) = (ﬁlz---/,Bk ‘ :Bk+1i'-'/:3t)'

donde (B1, B2, ..., Bx) es una k-tupla ordenada correspondiente a los datos de punto fijo de los
puntos marcados z1,zy, . . ., zy, mientras que (Bxi1, Brt2, - - -, Bt) corresponden a los puntos fijos
de f restantes vista como (t — k)-tupla desordenada con 0 < B; < p, para todo j. Dos tales t-

tuplas (B1, -, B | Brs1r---,Bt) Y (Bl -+ Bic | Brjas- - - Bt) se consideran iguales, si existe una

permutacion 6 : {k+1,...,t} - {k+1,...,t} tal que

Bi =PB; para j=1,...k
Bi :,Bf;(i) para i=k+1,...t.

En [Nie37]]J. Nielsen prob¢ el siguiente resultado, estableciendo una relacién entre la clase

de conjugacién de un elemento de orden p y sus datos de punto fijo.

Teorema 4.1.5 (Nielsen [Nie37]) Dos elementos de orden p son conjugados en Homeo™ (Sg) si y
s6lo si tienen los mismos datos de punto fijo. El mismo resultado es vilido en el caso de Homeo™ (Sg, k).

k
8

de datos de punto fijo es extendida a cualquier elemento de orden p de I'y y Fg, via el

Para trasladar el resultado anterior al grupo modular de superficies I'y y I', la definicién

siguiente resultado:

Teorema 4.1.6 (Symons [Sym88]) Si f, f' € Homeo™ (S,) son dos elementos de orden un primo
impar p que son homotdpicos, entonces sus datos de punto fijo son los mismos. El mismo resultado

es vdlido para el caso de Homeo™ (Sg; k).

A partir del resultado anterior y el Teorema de Realizacién de Nielsen, extendemos la de-

finicién de datos de punto fijo al grupo modular de superficies Fg.

Definicién 4.1.7 Sea a € Ty un elemento de orden p y sea f € Diff " (Sg) un elemento de orden p

en la clases de isotopia de «. Definimos los datos de punto fijo de « como

o(a):=a(f) = (Br,---, Br)-

P .. .. k
Andlogamente definimos los datos de punto fijo para un elemento a € T'g de orden p como

or(a) =0 (f) = (Br -+ Br | Brr1s- -+ Bt),

donde f es un representante de orden p de la clase de isotopia de .
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Como resultado de los Teoremas 4.1.5 y 4.1.6 junto con la definicién anterior, en [Lu98] se

enuncia y prueba el siguiente resultado:

Teorema 4.1.8 (Lu [Lu98]) Sean a, o’ € F’§ dos elementos de orden p. Entonces a y o' son conju-

gados si y solo si tienen los mismos datos de punto fijo.

Con estos resultados, Q. Lu en [Lu98] establece una conexién entre las clases de conjuga-
cién de subgrupos de orden p y los datos de punto fijo. Nuestro objetivo en las siguientes
secciones serd extender la definicién de datos de punto fijo a los homeomorfismos de orden
p de Homeo(Ng ; k), asi como también extender los resultados anteriores al caso no orienta-
ble. Esto nos serd de utilidad para establecer una conexién entre las clases de conjugacién

de subgrupos de orden p y los datos de punto fijo.

Antes de proseguir, veremos como los datos de punto fijo de un elemento f € Homeo™ (Sg; k)
de orden p pueden ser interpretados de otras formas, a saber, via la accién de monodronia
obtenida por la accién de f en la superficie S, y a través de grupos Fuchsianos. Este breve
recordatorio tiene como finalidad motivar la definicién de los datos de punto fijo en el caso
no orientable. Adicionalmente, estas interpretaciones serdn de utilidad en las pruebas de

las siguientes secciones.

Interpretacion de los datos de punto fijo via la accién de monodronia

Sea f € Homeo™ (Sg) un homeomorfismo de orden p y sean {z1, ...,z } los puntos fijos del

homeomorfismo f y

o(f) = (B1,---, Bt)

Consideremos la accién del mapeo f en la superficie S;. Como bien sabemos, el cociente
por f es una superficie orientable S;, = S,/ (f) donde & satisface la ecuacion de Riemann-

Hurwitz 2¢ — 2 = p(2h — 2) + t(p — 1) y el mapeo cociente

q:Sg— Sg/(f) =Sy

es un cubriente ramificado en los puntos fijos del homeomorfismo f. Removiendo de la
superficie S, los puntos fijos y sus respectivas imédgenes en Sy, obtenemos un mapeo cu-

briente en el sentido usual g : S;, — S!. Fijemos un punto base zg € S}, entonces tenemos
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la siguiente sucesion exacta:

1 - m1(S%,20) 2 m1(Sh,9(20)) 2 (f) = Zp — 1

El homomorfismo 6 es la accién de monodromia del cubriente. Explicitamente: dado [y] €
m1(Sh,4(z)), tomamos un representante y : [0,1] — S} de la clase [y] y consideramos
el levantamiento ¥ : [0,1] — Sé que cumple que ¥(0) = zp. Entonces existe § tal que

¥(1) = fP(z0), lo que implica que la monodromia es definida como:

Identificamos al grupo (f) como los enteros médulo p y usamos la notacién 6([y]) = B,
entendiéndose que B € Z,. Ahora, sean x; € 71(S},4(20)) las clases de los lazos simples
(orientados positivamente) que rodean a los puntos q(z;), para todoi = 1,...,t de modo

que tenemos una presentacion canonica del grupo fundamental 771 (S} ; 7(z0)) dada por:
<X1,. . .,xt,al,bl,...,ah,bh ‘ X1 oo Xt [al,bl] Cellt [ah,ah] = 1>.

Proposicién 4.1.9 Con la notacion anterior, si f € Homeo™ (Sg) es un elemento de orden p cuyos
puntos fijos son zi,...,z¢ y 0 :m(S};q(z0)) — Zy es la monodronia del cubriente obtenido por

la accion de f en la superficie S, entonces

o(f) = (0(x1),...,0(xt)),

donde x; son las clases de los lazos simples orientados positivamente que rodean a los puntos q(z;).

El mismo resultado es vilido para un elemento de orden p de Homeo™ (Sg; k).

Demostracion

Dotamos a S; de una estructura de superficie de Riemann X tal que (f) acttia por automor-
fismos (ver (2) Proposicién 4.1.1). Consideremos un punto fijo z; € S¢ y para la estructura X
tomemos un abierto D;; tal que f se ve localmente como una rotacion para dicha estructura

(ver (5) Proposicién 4.1.1). Sea

Dj:=q(D;) y w:I—=S§,

un lazo simple orientado positivamente basado en un punto y € D; — {q(z;)} de tal forma

que rodea al punto g(z;) y que ademds esta completamente contenido en D;. Tomemos un
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camino simple 6 : [0,1] — S orientado positivamente tal que 6(0) = g(z0) y 6(1) = y.

Tenemos un lazo bien definido con punto base en g(zg) dado por

Y =03%wx,

el cual es un representante de la clase x;. Ahora, el camino ¢ : I — sz se levanta a un
camino 4 : [ — S} entre z y un punto j € S} donde J pertenece a la preimagen 4" ({y}).
Por otro lado, fijemos a J € Sy como punto inicial del levantamiento del lazo w : I — S},
y puesto que el mapeo fFi es localmente una rotacién de un dngulo de 27t/ p dentro del
abierto D;, entonces el punto final de @ es ffi(y). Tenemos que el camino fFi o 6:1— ng
inicia en fPi(zp) y termina en fFi () (otro levantamiento de & con distinto punto inicial).

Luego, el levantamiento de y : I — S, es el camino definido por la concatenacion:

f?:(fﬁiog>*c§*g.

Con lo que concluimos que Y(1) = fPi(zg) y por lo tanto 0(x;) = B;. [ |

Interpretacion de los datos de punto fijo via grupos Fuchsianos.

En esta parte describimos los datos de punto fijo en términos de grupos Fuschsianos. Re-
cordemos que un grupo Fuchsiano I es un grupo discreto de isometrias del plano hiperbélico
H? y es bien conocido que I' se encuentra caracterizado de manera algebraica a través de su
signatura sig(I'), y a partir de ésta tenemos presentaciones bien conocidas de estos grupos.
Un resultado clasico, establece que cualquier superficie de Riemann puede ser uniformiza-
da como un cociente del plano hiperbélico por un grupo Fuschisano. Por otro lado, dado
un homeomorfismo f de orden finito podemos uniformizar a la superficie S, con un grupo
Fuchsiano K de tal forma que f es un mapeo conforme sobre S,. De esta forma, es posible
uniformizar a la superficie cociente S, que se obtiene de la accién de f en S, via homeo-
morfismos, a través de un grupo Fuchsiano I'. Usando la presentacién algebraica del grupo
Fuschsiano I' definiremos un epimorfismo 6 : I — (f), el cual nos relacionard los datos de

punto fijo del homeomorfismo f. A continuacién describimos brevemente esta idea.

Sea f € Homeo" (Sg) un elemento de orden p, con t puntos fijos. Por la Proposicion 4.1.1

podemos dotar a la superficie S¢ de una estructura de superficie de Riemann X tal que f
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es conforme. Por el Teorema de uniformizacion de superficies de Riemann existe un grupo
Fuchsiano K, isomorfo a 71 (S ) tal que H?2/ Ky =S¢ como superficies de Riemann. Como
f es conforme, entonces f se levanta a una isometrfa v : H> — H? y definimos el grupo

Fuchsiano
I':= (Kg, 7).
Tenemos que H? /T = S¢/(f) = Sy donde h satisface la ecuacién de Riemann-Hurwitz
2¢—2=p(2h—=2)+t(p—1).
Puesto que K, </ T, entonces para todo elemento u € I existe un homeomorfismo inducido
u' : H? /Ky — H?/K, definido para toda z € H? como

Kg -z Kg-u(z),

que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo

H?2 " H2

J l

S, 2 H2/K, —“— S, = H2/K,

Con la notacién anterior, definimos el homomorfismo 6 : I' — (f) dado por

0(u) =u' paratodo u€eT.

Asi pues, obtenemos una sucesion exacta

0
1=Ki =T = (f) =1L

Identificamos al grupo (f) con los enteros médulo p de tal forma que f = 1 méd (p).

Asi, 0(u) = 1 implica que 1’ = f. Por otro lado, puesto que T es un grupo Fuchsiano cuya

signatura es igual a sig(I') = (h,+, (p)'), entonces I tiene una presentacion algebraica
dada por
(x1,...,xt,a1,b1, ..., ap,by | x1 ..o xp - [ag, by] - oo Jag,ay] = xf =...= xf =1).

Como es de esperarse, prosiguiendo de manera similar a la interpretacién via la accién de
monodronia, las imagenes bajo 0 de las transformaciones elipticas x;, que a su vez con-
tienen un dnico punto fijo Z; en H?, son los datos de punto fijo del homeomorfismo f. El

siguiente resultado es probado en [Har71], Teorema 7.
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Proposicién 4.1.10 Con la notacion anterior, sean f € Homeo™ (Sg) un elemento de orden p, t
el niimero de puntos fijos de f y I el grupo Fuchsiano descrito anteriormente junto con la sucesion
exacta

15K —T57,=(f)>1

donde T tiene una presentacion algebraica dada por

(X1, xp,a1,b1,. .., a0, bg | X1+ ..o xp - Ay, by] - [ag, ag] =xl=... :xf =1).

Entonces se tiene que

4.2. Datos de punto fijo en superficies no orientables

En esta seccién extendemos los resultados de la seccién anterior al caso de una superfi-
cie no orientable. Como hemos visto, los datos de punto fijo pueden ser interpretados via
grupos Fuchsianos y a través de la monodromia que se obtiene del cubriente ramificado
por la accién del homeomorfismo f. El enfoque que emplearemos serd via estas dos inter-
pretaciones. Como punto de partida, seguiremos las ideas de J. Nielsen [Nie37] en el caso

orientable, a partir de las cuales seremos capaces de obtener las generalizaciones buscadas.

Sea f : Ny — N, un mapeo de orden p cuyos puntos fijos son zy, . ..,z; y consideremos la

superficie cociente Ny /(f) = Nj,. Por Riemann-Hurwitz la pareja (, t) satisface la ecuacion
§—2=ph=2)+t(p-1)

El mapeo cociente gy : Ny — N}, es un cubriente ramificado cuyos puntos de ramifica-
cién son los puntos fijos del mapeo f. Removamos de la superficie N, los puntos fijos del
mapeo f y denotemos a la superficie resultante como N!, del mismo modo removemos las
imagenes de los puntos fijos en la superficie Nj, y asi obtenemos un cubriente en el sentido
usual

qn : Ng = Nj,

cuyo grupo de transformaciones cubrientes es el generado por (f) = Z,. Fijemos un punto

zp € Ng y suimagen en gn(zo) € Ny, entonces el cubriente gy, : Né — Nfl tiene asociada la
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siguiente sucesion exacta corta:

1 (NG zo) ™% m(Nf gn(z0)) & (f) = 1,

donde el epimorfismo 6 es la accién de monodromia del cubriente gy : Ny — Nj. Explici-
tamente, para una clase [y] € 711(Nj, gn(20)), denotemos por 7 a su levantamiento en N
con punto inicial en zp, entonces f*(zg) = ¥(1) para alguna k = 0,1,...,p — 1y el homo-
morfismo 6 estd dado por 8([y]) = f*. Identificamos al grupo (f) con los enteros médulo

pconf=1 méd (p).
Usemos la presentacion usual del grupo fundamental de la superficie Nj:

(N zo) = (1,0 x dy, o dy | X xp-d3-d5 - dE = 1),

donde x; es la clase de un lazo simple alrededor de un punto de ramificacion en g(z;),
definimos

Bi:=0(x;)) para i=1,...,¢t

Definici6én 4.2.1 Con la notacion anterior, sea f € Homeo(Ny) un elemento de orden un primo

impar p. Definimos los datos de punto fijo de f como la t-tupla desordenada

(T(f) = (ﬁl,ﬁz,...,...,ﬁt),

donde los Bs son pensados como elementos de Z,.

A diferencia del caso de superficies orientables donde podemos elegir los generadores x;
de modo que coincidan con la orientacién de la superficie (esto con la finalidad que los da-
tos de punto fijo coincidan con sus imdgenes del epimorfismo 6), en el caso no orientable
no tenemos definida una orientacién global, lo que hace que la definiciéon de los datos de
punto fijo dependa de la eleccién local de una orientaciéon de los generadores x; que a su
vez depende de la presentacién elegida de 71 (N}, zo). Para ser mas especificos, al conside-
rar la doble cubierta orientable 7T : Sg,l — N,, para cada x; existen dos levantamientos,
uno de los cuales preserva la orientacién mientras que el otro la invierte y no hay una
eleccion candnica del levantamiento de x; que nos permita saber con exactitud cual levan-
tamiento preservara la orientacion. Para lidiar con este problema es conveniente agregar la
siguiente nocién de congruencia dentro de los datos de punto fijo y asi poder comparar los

comportamientos locales en cada punto fijo.
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Definicién 4.2.2 Dados f, f' € Homeo(Ny) de orden p, decimos que sus respectivos datos de
punto fijos son congruentes, denotado por o(f) = o(f') si existen €1,€z,...,& € {—1,1} tales

que
(B1, B2, -, Bt) = (e1-B1 €2+ Bo, - &1 BY)

como t-tuplas desordenadas. Notemos que la relacion de congruencia es una relacion de equivalencia

sobre el conjunto de los datos de punto fijo de los homeomorfismos de orden p.

Es importante notar que para todo homeomorfismo f : N, — N, de orden p, los datos de
punto fijo o(f¥) de las potencias de f se encuentran relacionadas con los datos de punto

fijo de o(f) como se muestra en el siguiente resultado:

Proposicion 4.2.3 Sean f € Homeo(Ng) de orden p y o(f) = (B1,...,Bt) sus datos de punto
fijo. Entonces:

~J

1. Sir € Z y no es miltiplo de p, entonces o(f") = (m - By, m - Ba, ..., m- Bt) donde m € 7.

estalquem-r =1 mod (p).

Demostracion

El punto (2) se sigue de (1) debido a que en el caso de la potencia f ! se tiene que m = —1

y asf por (1) se concluye que o(f~!) = (—By,..., —B:). Procedemos a demostrar (1).

Notemos que tanto f como f” tienen los mismos puntos fijos, ademas (f) = (f") = Z,,
por lo que los espacios de érbitas son iguales N, = N,/ (f) = Ng/(f"). En ambos casos el
epimorfismo

0
T (Ny) = Zyp

es el mismo, la diferencia radica en la forma que se elige el generador de Z,. Consideremos

la presentacién usual del grupo
ﬂl(N}t,) = <x1,...,xt,d1,...,dh]x1-...-xt-d%-d%-...-d%:1>.

Sio(f") = (By,..., B ..., B), entonces por la definicién de dato de punto fijo se tiene que

paratodoi=1,...t
6(xi) = (f)F = fh. (4.1)
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Seamtalquer-m =1 mod (p), entonces

fP = (frmype = (g

y ya que por la Ecuacién 4.1 se tiene que ff = (f")P: concluimos

pi=m-pi mod (p),

teniéndose lo deseado. |

En el resto de la seccién estableceremos un resultado similar a la Proposicién 4.2.4, relacio-
nando los datos de punto fijo de cualquier homeomorfismo de orden p con la estructura
adicional de la superficie N, y su cociente Ny, las cuales son uniformizadas de tal forma que
obtenemos grupos NEC relacionados con una sucesién exacta y con lo cual interpretamos

los datos de punto fijo a través del epimorfismo 6 : I' — Z,,.

Sea f € Homeo(N,) un elemento de orden p y sean zy, ...,z los puntos fijos de f. Via
la doble cubierta orientable y la Proposicion 4.1.1 podemos dotar a la superficie N, de
una estructura dianalitica X tal que (f) es un grupo de automorfismos, o dicho de otra
forma, el mapeo f : (Ng, X) — (Ng, X) es dianalitico. Por el Teorema de Uniformizacién
de Superficies de Klein, existe un grupo no euclidiano cristalografico K, isomorfo al grupo
fundamental de N, tal que la superficie cociente H? /K, es isomorfa a N, como superficies
de Klein. Sea y : H> — H? el levantamiento del mapeo f : Ny — Ng, como f es dianalitico,

entonces 1y : H? — IH? es una isometria. Definimos el grupo NEC

I':= (Kg,7),

asi espacio cociente H?/T es homeomorfo a Ng/(f) el cual a su vez es homeomorfo a la

superficie Ny, donde / satisface la ecuaciéon de Riemann-Hurwitz

g—2=ph—-2)+t(p—1).
Por otro lado, puesto que K, </ T, entonces para todo elemento u € I existe un homeomor-

fismo inducido u’ : H? /Ky — H?/K, definido para cada z € H? como
Kq -z Ky -u(z)

que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo

H? d H?

| |

Ng & H2/Ky —%“— N = H2/K,
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Con la notacion anterior, definimos el epimorfismo 6 : T — (f) = Z, dado por
O(u) =u' paratodo u€eT
y de esta forma se obtiene una sucesion exacta corta

4 ~
1=Ki =T = (f)=2Z,—1

Como bien sabemos, T es un grupo NEC y su signatura es sig(I') = (h, +, [(p)']), donde ¢

es el nimero de puntos fijos de f. Entonces I tiene una presentacion algebraica dada por
(x1,...,x¢,d1,...,dy | xl-...-xt-d%-...-d% :xf =... :x,ij =1).

donde los generadores elipticos x; se ordenan de tal forma que si zZ; € H? es el punto fijo
de x;, entonces el punto fijo z; € N, corresponde a K, - z; al identificar N, con H?/K,. La

relacion entre el epimorfismo 6 : T — (f) y los datos de punto fijos de f es la siguiente:

Proposicion 4.2.4 Con la notacion anterior, si f € Homeo(Ng) es un elemento de orden p y
0 : T — (f) denota el epimorfismo obtenido por la accion de f en Ny, donde T es el grupo NEC

cuya presentacion algebraica es
2 2
(X1,..,xe,dq, ... dy | xp-.oooxp-dT- .- dy, :xf:...:xf =1),

entonces

0(x;) = fF
paratodoi=1...t,donde c(f) = (B1,...,Bt) y cada B; es el dato de punto fijo asociado al punto
fijoz; € Ng

Demostracion

Via las identificaciones de H? /K, y de H?/T con las superficies Ng y N, respectivamente,
denotamos a los mapeos cubrientes por: g; : H> — N, y qr : H> — N, los cuales son tales

que el siguiente diagrama es conmutativo:

H?2 (4.2)
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Sean zj, ...,z los puntos fijos del homeomorfismo f : Ng = Ny y o(f) = (B1...,B:) los
datos de punto fijo de f. Consideremos el generador eliptico x; € T, el cual tiene un tnico
punto fijo en H2. Por simplicidad, pensaremos a IH? como el disco de Poincaré y podemos
suponer que el punto fijo de x; es el origen, si no lo fuera, basta con conjugar por una
transformacion de Mobius que mande el punto fijo al origen y trasladar los resultados a x;

a través de esta conjugacion. De esta forma tenemos que

qr(xi(0)) = q(z:).

Como bien sabemos, en el modelo del disco de Poincaré la transformacién eliptica x;, al
ser de orden p, es una rotacién por un angulo de 277/ p. Tomemos un punto wy € H?
tal que el conjunto D := {w € H? | |w| < |wo|} se encuentre contenido en un abierto
recubridor de gk : H> — N, que no contenga ninguna preimagen de los puntos fijos de
f,estoes que gk|p : D — qx(D) sea un homeomorfismo en donde D no contiene ninguna
preimagen de los puntos fijos de f. Consideremos el camino ' : [0,1] — H? dado por

wl'(s) 1= €273/P .y v definamos
0y

w:=gqrow':[0,1] = N}.

Notemos que

w(0) = qr(w'(0)) = qr(wo)

ademas, debido a que x; : H? — H? es una rotacién por un angulo de 27t/ p, entonces
y q P 8 p

w(1) = qr(w" (1)) = qr(e?™? - wo) = qr(xi(wo)),

pero por definicién de gr se tiene que qr(x;(wp)) = gr(wp). Asi pues, w(0) = w(1), por lo
que w : [0,1] — N} es una lazo basado en gr(wp) el cual rodea a q(z;). Tomemos a qr(wo)
como punto base de N}, entonces el lazo w : [0,1] — Nj es un representante de la clase
del lazo que rodea a g(z;) que tiene la misma orientacién local o tiene orientacién opuesta.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que el lazo w tiene la misma orientacién local,

r

pues si no fuera el caso basta con componer el camino w" con la conjugacién compleja y
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hacer el siguiente andlisis para este nuevo camino. Ahora, consideremos el levantamiento
@ : [0,1] — Nj a través del cubriente g : Ny — Nj de tal forma que @(0) = qx(wo).

Entonces por definicién de dato de punto de fijo se tiene que

(1) = fP (g (wo)). (4.3)

Ademas, puesto que el levantamiento @ se encuentra completamente contenido en gx(D)
y en este abierto gx|p : D — qx(D) es un homeomorfismo, tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

N,
@
% lq
I 2 N,

de donde deducimos que

@(1) = qr(w' (1)) = qx(e™ Pwy).
Luego, como x; es una rotacién por un angulo de 27t/ p, se tiene que

w(1) = qx(xi(wo)).

Por otro lado, por la definicion del epimorfismo 6 : I' — (f) (antes de identificar a (f)
con Z,), el homeomorfismo 6(x;) : Ny — N, se encuentra definido por 0(x;)(qx(w)) :=
gk (xi(w)), luego

@(1) = 6(xi)(qx (wo))-

Ahora, por la Ecuacion 4.3 se tiene que:

0(xi) (qc(wo)) = fPi(qi(wo))

y por la unicidad de las transformaciones cubrientes 8(x;) = ffi. Finalmente, si vemos a
(f) como los enteros médulo p, entonces 6(x;) = B;. El resultado se sigue llevando a cabo

el razonamiento para cada generador eliptico x;. |
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4.3. Relacion con el Caso Orientable

Para cualquier homeomorfismo f : N, — N, estableceremos ahora una relacién entre los
datos de punto fijo o'(f) y de su levantamiento f : Sg—1 — Sg—1 viala doble cubierta orien-
table 7t : S;_1 — Nj. Esta relacién nos da la pauta para trasladar los resultados del caso de
superficies orientables a nuestro caso de interés: las superficies no orientables. En lugar de
emplear la notacion usada en capitulos anteriores para la involucién o : Sg_1 — So_1 de
la doble cubierta orientable (S;_1, 7r,0), a partir de aqui y en lo que resta de este trabajo
usaremos | : S;_1 — Sg_1 para referirnos a esta involucién ie. J(x,y,z) = (—x,—y — z)

para toda (x,y,z) € Sg_1y se tiene que Ny = S,_1/(]).

Teorema 4.3.1 Sea f : N¢ — N, un homeomorfismo de orden p y consideremos su levantamiento
f : S¢-1 — Sg_1 a la doble cubierta orientable que preserva la orientacion. Si z4,...,z; son los

puntos fijos de f, entonces se cumple lo siguiente:

1. EI homeomorfismo f : Sg1 — Sg1 tiene orden p y sus puntos fijos son

{le ](Zl)l cee /zt/ ](Zt)}
donde 7t(z;) = z;paratodai=1,...,t.

2. Silos datos de punto fijo se ordenan de tal forma que

o(f)= (B B) vy o(f) = (BuBo Par,Par),

donde B; es el dato correspondiente al punto z; y Bai_1, Pai son los datos correspondientes a

los puntos z; y ] (z;) respectivamente, entonces
Boii1= —Poi=¢i-Bi paraalgin e € {—1,1} ytoda i=1,...t

Es decir, podemos reordenar los datos de punto fijo de f: Sg—1 —> Sg-1 de tal forma que

o(f) = (Br,=B1, - Bty =Pt)-

Demostracion

El punto (1) se sigue del Lema 2.1.1. Procedemos a demostrar (2). Consideremos la accién

de los homeomorfismos (f) y (f) en las superficies N, y So_1 respectivamente. Entonces
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los espacios de érbitas Ny /(f) y S¢—1/(f) son homeomorfos a Nj, y S,_; respectivamente,

donde & satisface la ecuacién de Riemann-Hurwitz

g§—2=ph—-2)+t(p-1).

Consideremos los mapeos cocientes gs : S¢—1 — Sp,1y 4N : Ng = Nj,. Como | of: fo 1,

entonces existe T: Sp—1 — Sp—1 tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

J
Sg—l E— Sg—l

o e

Sp-1 — Sp1

Puesto que | : Sg,l — Sg,l es una involucién que invierte la orientacién, entonces T :
Sp—1 — Sp—1 cumple con la misma propiedad. Afirmamos que T : S,_1 — Sp_1 €s una
involucién sin puntos fijos, en efecto, supongamos que existe algiin punto fijo, digamos
z € S¢1 tal que

~

J(95(2)) = qs(2).

o~

Por la conmutatividad del diagrama anterior se tiene que J(g5(z)) = gs(J(z)), lo que im-

plica que gs(J(z)) = gs(z). Asi pues, existe kg > 0 tal que

ffo(z) = J(2). (4.4)

Por otro lado, puesto que f es el levantamiento a la doble cubierta orientable 7t : S ¢-1— Ng

se tiene que

fo(r(2)) = 7 (o)) = 7(1(2)) = (),

luego 7t(z) es un punto fijo del mapeo f¥ y por ende es un punto fijo de f. Lo anterior
implica que existe ip = 1,...t tal que 7(z) = z;,, por lo que z = Z;, 0 z = J(Z;,), pero por la

Ecuacion (4.4) y lo anterior deducimos que
ziy = J(Ziy),

lo cual es una contradiccion, pues la involucion | : S, 1 — S;_1 no tiene puntos fijos. Por
lo tanto hemos probado nuestra afirmacioén: la involucién | : 5,1 — S,_1 no tiene puntos

fijos.
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Consideremos el espacio de 6rbitas obtenido por la accién de ] en la superficie Sj,_; el
cual es homeomorfo a la superficie Nj,. Debido a que T : 5,1 — S;_1 es una involucién
que invierte la orientacién y sin puntos fijos, entonces el mapeo cociente v’ : S;,_; — Nj,
es un modelo de la doble cubierta orientable de N, y es tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

Sg-1 —— Nj

| [

/

S, 1 — " N

Al remover todos los puntos fijos de los homeomorfismos f : Ny — Ny y 'E Se1— S¢1

obtenemos un diagrama conmutativo dado por mapeos cubrientes en el sentido usual
§3, —— N{
ﬂlsl lqw
s, " N
Fijemos un punto base zo € Ny y sea Zg € S;'; el punto base en 53 ;. Denotemos como
zp=1qn(z0) 'y Zo =9qs(Z0)

los puntos bases de Nf y S?' | respectivamente. El diagrama anterior da lugar al siguiente

diagrama de sucesiones exactas de grupos fundamentales:

1 1
1 —— m(S% 7)) ——— m(NE z) () 1
qsx N ‘Pl:
1 ——— m(S2 7)) ——— (N, z)) q) 1
95 9]\]
(f) - (f)

(4.5)

Consideremos la presentacién usual del grupo fundamental de N} con punto base z|,

7T1(NI$,Z(I)): <X1,...,xt,d1,...,dh‘X1'...'Xt'd%-d%'...-d%l:1>
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y empleemos la siguiente notacién

Z; — qN(ZZ) y Z,v/l = CIS(Z) para tOda l - 1/ .

Sea 7; : [0,1] — N} un lazo alrededor del punto z con punto base en z{, que represente al
generador x; y sea 7; : [0,1] — S2' | el levantamiento de 7; a la doble cubierta orientable
7’ : Sy_1 — Ny tal que 7;(0) = Z{,. De hecho, sabemos que %; es un lazo con punto base Z,
y que ademas rodea al punto Z, o al punto J(Z}). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que rodea a Z/ (si este no fuera el caso basta con cambiar el orden de los datos de punto fijo
de f y renombrar , como J(2)). Tomemos un camino 6 : [0,1] — S¥ | simple de tal forma

que

~ ~ ~

00) =2 y 6(1) =](z)
como se ilustra en la Figura 4.1. Es importante aclarar que el modelo de la doble cubierta
orientable de Nj, descrito en la figura no es el mismo que hemos utilizado en la demostra-
cién, donde empleamos como involucién a T: Sp—1 — Sp—1, sin embargo podemos pasar
de un modelo a otro a través de los respectivos homeomorfismos sin afectar los datos de

punto fijo.

CANICANIES

)

Figura 4.1: Relacion entre los lazos y la dobles cubiertas orientables.

Recordemos que 7; : [0,1] — S?' | es unlazo basado en zj, que rodea a Z}. Ahora, definimos

el lazo '7{ : [0,1] — S2' | con punto base z{, dado por la siguiente concatenacion:

¥ =0+ (TO%) %0.
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Notemos que el lazo tiene orientacién opuesta a y; y ademads rodea al punto J(Z}). Sean X; y
971] las clases en el grupo fundamental 711 (S,_1,Z;) de los lazos 7; y '7[ . Puesto que los lazos
Yiy '7[ rodean a los puntos qs(Z;) y qs(J(z;)) respectivamente, entonces por la relacién de
los datos de punto fijo via la acciéon de monodronia de la Proposiciéon 4.1.9 tenemos que

existe ¢; € {—1,1} tal que
0s(%) =¢€i-Buin vy Os(X)) = —¢&i- Bai, (4.6)

donde ¢; = 1 si 7; tiene preserva la orientacion de S, 1 y ¢; = —1 si invierte la orientacién

de ngl-

Por otro lado, notemos que el camino definido por la composicién & := 7rj, 00 : [0,1] — Nj,

es un lazo con punto base en zj, y que ademads
o = 8% yix6!
h ,)/i - IYZ 7

luego por el diagrama conmutativo de grupos fundamentales (4.5) y la definicién de datos

de puntos fijo de f se tiene que

pero por la Ecuacién 4.6 concluimos que

Bri-1 = —Poi =& - Bi.
Como esto se cumple para todoi = 1,...,t, hemos probado el resultado. |

Observacién 4.3.2 Con la notacién del teorema anterior, si conocemos o (f) y se ordenan de tal

forma que (Bai_1, Bai) correspondan a los datos de punto fijo de los puntos Z; y ] (;), entonces

o(f) = (e1- Ezl---,& : th), para ciertas ¢; € {—1,1},

o de otra forma

o(f) = (Ba-, Par).

Ast pues, salvo congruencia, los datos de punto fijo tanto de f como de fsolo dependen de la t-tupla

(B1,B2,-- -, Bt) y son los siguientes:

o(f) = (B, =Br - B =Bt) y o(f) = (Br,-. Br)-
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Corolario 4.3.3 Sean f, f' € Homeo(Ny) dos elementos de orden p y sean f,f" € Homeo* (S¢-1)

sus levantamientos a la doble cubierta orientable que preservan la orientacién. Entonces o(f) =
o(f') siy solosi o(f) = o (f).
Demostracién

Podemos ordenar los datos de punto fijo de la siguiente forma:

o(f) = (B, —P1,---, Br,—Pt) o(f) = (Br,---, Br)
o(f') = (B, =By Bl —BD) o(f') = (By, ... BY).
El resultado se sigue de la observacién anterior y el Teorema 4.3.1. |

Observacion 4.3.4 Como vemos en el resultado anterior, si f: Sg-1 — S¢_1 es el levantamiento
que preserva la orientacion del homeomorfismo f : Ng — Ng, entonces sus datos de punto fijo se
encuentran relacionados a pares. Un pregunta interesante es analizar el siguiente caso: supongamos
que tenemos un homeomorfismo j? : Sg-1 — Sg—1 de orden p, cuyo conjunto de puntos fijos son
{z1,](z1),22,](z2), ..., 2, ] (z¢) } y es tal que sus datos de puntos fijos estin relacionados de la
siguiente forma
Boi-1 = —P2i paratodo i€ {1,...,2t}.

¢ Es posible encontrar un homeomorfismo isotdpico a J?de tal forma que conmute con |? Lo que
podemos probar hasta ahora es que el homeomorfismo f: Ng — Ny es conjugado a un elemento que

conmuta con J.

4.4. Conjugacion de Nielsen para el caso no orientable

En esta seccion probaremos las extensiones de los Teoremas 4.1.5 y 4.1.8 estableciendo que
dos elementos de Homeo(N,) de orden p son conjugados si y sélo si tienen los mismos

datos de punto fijo; asi mismo extenderemos este resultado al caso del grupo modular Nj.

El siguiente lema establece que para un grupo NEC I de signatura (h; —; [(p)!]) y un epi-
morfismo 0 : I' — Z,, siempre podemos elegir un sistema de generadores canénicos de tal
forma que las imagenes de los generadores elipticos coinciden con sus imagenes originales
salvo signo y que la imagen bajo 6 del resto de los generadores sea igual a cero, salvo el
primero de éstos. La demostracion del lema es similar a la del Teorema 1 de [BEMS15], sin

embargo, reformulamos el enunciado para nuestros fines.



Capitulo 4. Clases de Conjugacién

Lema 4.4.1 Sea T un grupo NEC de signatura (h; —;[(p)']) y sea 0 : T — Z, un epimorfismo
tal que ker(0) es isomorfo al grupo fundamental de una superficie no orientable 1 (Ny ); pongamos

0(x;) = Biparatodoi = 1,...,t. Entonces para toda coleccion €1, . .

una presentacion algebraica de T

(X, xpdy, . dy | dR e dR = A =
tal que
0(x}) =¢; - Bi parai=1,...,t
0(d;) =0 paraj=2,...,h
y 0(d}) estd determinada por la siguiente ecuacion:
e1-B1+...€-Br+2-0(d;) =0 mod (p).
Demostracion
Tenemos la presentacion usual de I’
T=(x1,....x,d1,...dy | X1+ xp-di-. o di=x = ...

Ahora, consideremos los siguientes isomorfismos de I descritos en [BGC'10] dados en la
siguiente tabla (a nivel de generadores), asi como el efecto del epimorfismo 6 : I' — Z, en

las imagenes. Por convencién, omitimos los generadores que permanecen fijos.

v r - T Efecto de 6
dl = X 'dl G(dl) +9(xt)
X xtdlxt’ldl’lxt’ —0(x¢)

i r - T Efecto de 6
Xi b XiXip1X; 0(xiv1)

Xiy1 X 9(3(1‘)

a; r - T Efecto de 6

d] — d]ZXjJrld]»_Z G(d]+1)

erconeg € {—1,1}, existe

=X =
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Aquii=1,...t—-1yj=1,...,h—1.Usando los automorfismos 7 y p; podemos encontrar
un sistema de generadores tales que 6(x}) = ¢; - B; para todo i = 1,...,t.Utilizando los
automorfismos «; podemos permutar los generadores d} de tal forma que 6(d;) = 0 para
j=zmy6(d;) #0paraj <mconl<m < h.Supongamos que m > 2, entonces existe b tal
que

0(dy)+b-6(x;) =0 mod (p).

Aplicando (ya;ya;)? obtenemos un nuevo sistema de generadores tal que 6(x”) = 0(x!) =
g -Piparai=1,...,r, G(d}’) = 0 paraj > my60(d]) = 0. Reordenando los d;.’, producimos
un nuevo sistema de generadores tal que 6(d') = 0 paraj > m — 1. Repitiendo este proceso
obtenemos un sistema de generadores donde G(d}’ ) =0paraj > 1y0(d/) estd determina-

do por la ecuacion:

O(x))+...+0(x))+2-0(d{) =0 mod (p).
Lo que prueba el resultado. |
El siguiente teorema es uno de los resultados mds importantes de este capitulo, pues gene-

raliza el Teorema 4.1.5 de conjugacion de Nielsen, que relaciona los datos de punto con la

clase de conjugaciéon de un homeomorfismo de orden p.

Teorema 4.4.2 Sean f, f' € Homeo(Ng) dos homeomorfismos de orden p, entonces f y f' son
conjugados si y sélosi o(f) = o(f').
Demostracion

Necesidad. Supongamos que f y f’ son conjugados, entonces fvy f' son conjugados, luego

por el Teorema 4.1.5 se tiene que o(f) = o(f) y finalmente por el Corolario 4.3.3 conclui-

mos que o(f) = o(f').
Suficiencia. Supongamos que o (f) = o(f'), es decir, si
o(f) = (Br-- )y o(f) = (B BY),

entonces existe una permutaciéon 6 : {1,...,t} — {1,...,t} tal que paratodai = 1,...,¢,
se tiene que B; = ¢; - ,Bg( js con g = 1, —1. Cambiando el orden de los puntos fijos de f’,

podemos suponer que

Bi=¢;-B;, paratoda i=1,...,¢t 4.7)
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Como en la Proposicién 4.2.4, dotamos a N, de la estructuras dianaliticas X y X’ tales
que (f) y (f") son grupos de automorfismos para tales estructuras. Uniformizamos las
superfcies de Klein (Ng, X) y (Ng, X’) obteniendo dos grupos NEC K y K’ isomorfos al
grupo fundamental de la superficie N, de tal forma que Ny = H?/K 'y Ny = H?/K’ como
superficies de Klein, con las estructuras X y X’ respectivamente. Sean 7,7’ : H? — H? los
levantamientos de f : H2/K — H?/Ky f' : H*/K' — H? /K, respectivamente. Definimos
los grupos NEC

I''=(K,y) vy I':= (K9
y los epimorfismos:

6:T = (f) y 0:T'= ()

asociados a los homeomorfismos f y f’ respectivamente, tales que ker(6) = ker(6') =

sl (Ng)

Por el Lema 4.4.1 los grupos I' y I tienen presentaciones algebraicas

Il

2 2
r <x1,...,xt,d1,...,dh\xl-...-xt-dl-...-dh:xp:...:xf:1>,

/

/ ’ogqr l / g2 2 / !
' (x, . xpdy, o dy | X xgdE e dE =2 = =2 =1),

1%

tales que

0(dj) =0'(d)) =0 para j=2,3,...,h,

O(x;))=p; y 0(xj)=¢-B; para i=1,...,¢t

Notemos que por la Ecuacién 4.7 se tiene que ¢’ (x}) = p; paratodoi = 1,...,t. Definimos
un isomorfismo entre ¢ : I' — I" que manda x; — xjy dj — d; paratodoi =1,...,ty
j=1,...,hSia: (f) = (f') es definido por a(f) = f’, entonces tenemos el siguiente

diagrama conmutativo

r—% () (4.8)

/| J

I —— (f)

Por el Teorema 3 de [Mac67], el isomorfismo ¢ : I — I" es realizado geometricamente, esto

significa que existe un homeomorfismo 7 : H? — H? tal que

¢(u) = tut! paratoda ucT. (4.9)
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Puesto que el isomorfismo ¢ : I — I"” también se restringe a ¢ : ker(0) — ker(¢’), se tiene

que T : H? — H? induce los siguientes homeomorfismos
h:H?/T — H*/T’ h: H?/ ker(0) — H2/ ker(6')
I-z—T1(2) ker(9) - z — ker(0') - 7(2),
y son tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

H2 L H?2

H2/ ker(8) —"— H2/ ker(6')

H2/T —"—— H?/T".
Por otro lado, usando el diagrama anterior tenemos que el siguiente diagrama es conmu-

tativo

H?2 L H?2 i H?2

H?/ ker(0") 2y ker(0) ., H2/ ker(0) —— H2/ ker(6')

M2 — M p2r L p2r P E2T

Vemos que el renglén de abajo es la identidad, por lo que Tyt ! € I'. Ahora, por la defini-
cionde 0 : T" — (f') y por los dos renglones de arriba tenemos que
0'(tyt™ ) =hofoh™ L.

Pero por la Ecuacién (4.9) sabemos que () = 7yt~ y por la conmutatividad del diagra-
p que y yp &

ma (4.8) se tiene
0'(tyt ) = 0'(Y(7)) = a(6(y)) = al(f) = f',

por lo tanto

concluyendo la demostracion. |
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Si f es un mapeo de orden p con un punto fijo, sabemos que localmente se ve como una
rotacién alrededor de este punto y que su inverso f ! se ve localmente como una rotacién
en sentido opuesto. A diferencia del caso orientable, donde podemos dotar globalmente de
una orientacién y comparar estos comportamientos, en el caso no orientable no es posible
hacer tal distincion, ya que no podemos dar una orientacion global, lo que permite que
ambas rotaciones sean iguales de manera local. Esta libertad se muestra en el siguiente

corolario.

Corolario 4.4.3 Si f es un mapeo de orden p en Ny, entonces f es conjugado a f~1.

Demostracion

~

Por la Proposicién 4.2.3 se tiene que o(f) = o(f~!). El resultado se sigue del teorema

anterior. |

Finalmente, definimos los datos de punto fijo para aquellos elementos de N, que sean de
orden p. Para esto necesitamos ver primero que los datos de punto fijo no dependen de la

clase de homotopia.

Teorema 4.4.4 (Invarianza homotépica) Si f, f' € Homeo(Ny) son dos elementos de orden p

tales que f es homotdpico a f', entonces o(f) = o(f').

Demostracion

Tenemos que los levantamientos f, f/ € Homeo™ (Sg—1) a la doble cubierta orientable de
los homeomorfismos f, f' € Homeo(Ng) preservan la homotopia, entonces por el Teorema

4.1.6 se tiene que ¢ (f) = o(f). El resultado se sigue del Corolario 4.3.3. [

Con el anterior resultado, se tiene las condiciones para introducir la siguiente definicién.

Definicién 4.4.5 Sea & € Ny un elemento de orden p. Por el teorema de Realizacién de Nielsen
sabemos que existe f € Diff(Ng) del mismo orden en la clase de isotopia de a. Definimos los datos

de punto fijo de « como

Con esta nocién de datos de punto fijo para los elementos del grupo modular Ny, se tienen

los siguientes resultados:



102 4.4. Conjugacion de Nielsen para el caso no orientable

Teorema 4.4.6 Sean w, ' € Ny dos elementos de orden p, entonces a es conjugado a a’ si y sélo si
o(a) Zo(a)).
Demostracién

Antes de proceder a la demostracién, sean f, f’ € Diff(Ng) representantes de la clase de

isotopia de « y &’ respectivamente tales que fP = id = f'P.

Necesidad. Supongamos que &, &’ € Ny son conjugados, entonces existe 77 € N, tal que
nay = a.

Via el homeomorfismo inyectivo ¢ : N. gk — Mod(Sg_l ; 2k) del Teorema 2.1.2, tenemos que

() p(@)p(n) " = p(a'),

por lo que ¢(«) y ¢(a’) son conjugados, entonces por el Teorema 4.1.8 se tiene que

Por otro lado, si f,f’ € Diff(Ng) son los levantamientos a la doble cubierta orientable que

preserva la orientacién, sabemos que por definicion:

y asi
o(f) = o(f),

luego por el Teorema 4.3.1 tenemos que o (f) = o(f’). Asi por definicion se sigue que

Por el Teorema 4.4.2 se tiene que f y f’ son conjugados, luego «, &’ € N, son conjugados,

concluyendo con el resultado. |

El siguiente corolario es consecuencia directa de la definicion de datos de punto fijo y del

teorema anterior, por lo cual omitimos su demostracion.

Corolario 4.4.7 Sea a € Ny un elemento de orden p. Entonces x y a~1 son conjugados.
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4.5. Caso de puntos Marcados

En el caso de puntos marcados podemos aplicar los resultados con la restricciéon de que los
primeros k datos de puntos fijos, correspondientes a los z; puntos marcados i = 1,...,k,

sean congruentes uno a uno.

Definici6n 4.5.1 (Datos de punto fijo) Sean f, f' € Homeo(Ng, k) dos elementos de orden p.

Definimos sus datos de punto fijo de la misma forma que en el caso sin puntos marcados

o (f) = (Br,--, Br | Brs1s -, Br),

con la condicién de que (P1, ..., Bt) sea una k-tupla ordenada asociada a los datos de punto fijo de

los k puntos marcados. Decimos que oy (f) y ox(f") son congruentes denotado por oy (f) = oy (f'),

si (B1,..-Bx) = (B, By) como k-tuplas ordenadas y (Bxi1,--.,Bt) = (Bsi1s---,Bt) como
(t — k)-tuplas desordenadas.

Resultados analogos a los descritos en la seccién anterior son obtenidos de manera seme-
jante con la definicién anterior y por completez los enunciamos en esta seccién omitiendo

su demostracion.

Proposicion 4.5.2 Sean f € Homeo(Ng; k) de orden py oi(f) = (B1,-- -, Bk | Bx+1s-- -, Bt) sus

datos de punto fijo. Entonces:

1. Sir € Z y no es miiltiplo de p, entonces

o(ff)=(m-py,m-Bo,...m-Br|m-Briy...,m-PBy)

dondem € Zes talquem-r =1 moéd (p).
2. 0i(f) 2 ae(fL).

Teorema 4.5.3 Sean f, f' € Homeo(Ng; k) son dos elementos de orden p, entonces f y f' son

conjugados si y sélo si oy (f) = oy (f")

Teorema 4.5.4 Si f, f' € Homeo(Ny; k) son dos elementos de orden p tales que f es homotdpico a

f, entonces oy (f) = or(f').

Con el resultado anterior, extendemos la definicién de datos de punto fijo a N/ gk.
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Definicion 4.5.5 Sea a € N, é‘ un elemento de orden p. Por el teorema de Realizacién de Nielsen

sabemos que existe f € Diff(Ng; k) del mismo orden. Definimos los datos de punto fijo de a como
o () == o (f).

Teorema 4.5.6 Sean o, o' € ./\/é‘ dos elementos de orden p, entonces a es conjugado a o’ si y sélo

si ox (o) = o (a).

Corolario 4.5.7 Sea x € N gk un elemento de orden p. Entonces a y a =" son conjugados.

4.6. Aplicacién de los datos de punto fijo al p-periodo de N, ;.

En el capitulo anterior, acotamos el p-periodo del grupo modular N, gf‘ probando que

sin embargo los métodos descritos no fueron suficientes para concluir que p (N, gk) era igual
a2 0 4. En esta seccién, como una primera aplicacién de los datos de punto fijo, deducimos

que p(N}) = 4.
Proposicion 4.6.1 Sean p un primo impary Z, = (a) <N, gk, con k > 1, entonces

[N(Zp) : C(Zp)] = 2.

Demostracion

Como bien sabemos, si « es un generador de Zj,, entonces

[N(Zp) : C(Zp)] = |{m € {1,...,p — 1} | & es conjugado a a}|.

Notemos primero que a es conjugado consigo mismo y ademas por el Corolario 4.5.7, «

es conjugado a a~!. Veamos ahora que & y a~?

son las tinicas dos potencias & que son
conjugadas a «. Sin perdida de generalidad, supongamos que el generador « es elegido de

tal forma que

or(a) = (1,82, Br | Berr,---, Bt),

si no fuera el caso basta con elevar a a una potencia n tal que a” tenga como primer dato

de punto fijo al 1y asf tomar a a” como el nuevo generador de Z,. Supongamos ahora que
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« es conjugado a a™, entonces por el Teorema 4.5.6 se tiene que ox(a) = oy (a™), mientras

que la Proposicion 4.5.2 establece que:

O'k(ﬁcm) = (l,l'ﬁz,...,l'ﬁk | l‘,Bk-',-lr“-/l',Bt)/

conl-m=1 méd (p). De lo anterior deducimos que

(LBo, - Bic | Bt Bt) = (L1 By 1 Bic | 1 Brests oo 1+ Br).

Por la definicién de congruencia, tenemos que / = 1 ol = —1. Por otro lado, debido a que
I-m=1 mébd (p), entonces m = 1 0 —1, es decir, a solo puede ser conjugadoa a y a~!,

concluyendo que [N(Z,) : C(Z,)] = 2. [

Teorema 4.6.2 Sea g > 2,y p un primo impar. Si N é‘ contiene p-torsion, entonces el p-periodo de

NE& es igual a 4, es decir, p(Ng ) = 4.

Demostracion

Por el Teorema 1.4.13 se tiene la siguiente expresion para el p-periodo.

p(NF) =2-mem{[N(Z,) : C(Zp)] | Z, € S} - p"

donde S es un conjunto de representantes de las clases de conjugaciéon de subgrupos de
orden p y m > 0. Notemos que por la proposicién anterior [N(Z) : C(Z,)] = 2 para todo

subgrupo Z, < N, gk. Asfi la férmula se convierte en

p(Ng) =4 p".

Por otro lado, el Teorema 3.3.8 establece que p(N Sf‘) < 4, que al combinarse con el argu-

mento anterior implica que p(N¥) = 4. [ |

4.7. Numero de Clases de Conjugacién

En esta tltima seccién, se hara uso de los resultados referentes a los datos de punto fijo en el

caso no orientable para clasificar las clases de conjugacion de subgrupos de orden p de N é‘.
. .o 1 2 . .

Para ejemplificar los resultados, tratamos los casos N, p Y N, ; donde p es un primo impar y

la solucion a la ecuaciéon de Riemann Hurwitz para subgrupos de orden p es (h,t) = (1,2)

(ver Ejemplo 3.1.4).
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Lema 4.7.1 Sean p un primo impar, (1, Bo, ..., B+) una t tupla de enteros tales que 1 < B; < py
h > 1 tal que

g§—2=p(h—=2)+t(p—1).
Entonces existe f € Diff(Ny) con t puntos fijos tal que f¥ =1y

o(f) = (1,B2...,Bt)

Demostracion

Consideremos un grupo NEC cuya presentacién algebraica es la siguiente:
2 2
T={dy,..., dpx1, ..., x| xf :xg = ...xf =X1c...oxpedyeodyp=1),

con lo cual tenemos que sig(T') = (h, —, (p)"). Consideremos la representacion del grupo

t
Z,=(y|y’ =1)yseay:=1+ ) pB;. Ponemos:
i=2

1 sipespar —u Si u es par.
e(p) = o o(p) = L esi
—1 sipyesimpar —(p—1)—(p—1) sipesimpar

y definimos un homomorfismo 6 : I' — Z, por:

9(x1) — yf(il)
0(x;) = yPi i=2,...,t
I(w
0(d1)
(d})

Puesto que las relaciones del grupo I se preservan, tenemos que 6 es en efecto un homo-
morfismo, més atin, 6 es un epimorfismo pues 6(x1) esigualay o y~! donde ambos son
generadores de Z,. Por otro lado, debido a que ker(6) <iT, la definicién del homorfismo
0 y que (h,t) son tales que satisfacen la ecuacién de Riemann-Hurwitz, es posible probar
que ker(f) es un grupo isomorfo al grupo fundamental 771 (Ny) y asi tenemos que el sub-
grupo Zy es un grupo de automorfismos de la superficie N,. Consideremos un elemento
v € T tal que 6(y) = y. Como ker(f) < T, entonces y induce un mapeo en el cociente
f :H?/ ker(0) — H?2/ ker(0) tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

H2 i H2

| |

H?/ ker(0) w2y ker(6)
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Notemos que f satisface f¥ = 1 pues 7* € ker(6). Ademads, por el andlisis de los datos de

punto fijo de la Proposicién 4.2.4 y ya que 8(x;) = y*" y (x;) = yP, se tiene que
O-(f) = (1/,32/~ . '/,Bt)/

demostrando lo deseado. ||

Teorema 4.7.2 Sean ¢ > 2,k > 1y (h,t) enteros con h > 1y t > k que satisfacen la ecuacion
de Riemann-Hurwitz § —2 = p(h —2) + t(p — 1). Entonces el niimero de t-tuplas diferentes
(1,B2...,Bk | Bxst,---,Bt) salvo congruencia, es el mismo niimero de clases de conjugacién de
subgrupos de orden p en N, é‘ que actiian en Ny dejando t puntos fijos. Es decir, hay una correspon-

dencia biyectiva

Clases de congruencia de t — tuplas Clases de conjugacion de subgrupos
(L,B2-.-, Bk | Bxs1,---, Bt) > deordenpen/\/'gk
con0<B;<p que actiian en Ny dejando t puntos fijos
Demostracion

Denotemos por ¢ el conjunto de las clases de conjugacién de subgrupos de orden p de
N, é‘, que acttian en N, dejando ¢ puntos fijos. Sea .7 el conjunto de las clases de congruen-
cia de t-tuplas (1,B2,...,Bx | Bri1,--- Bt)- Denotaremos por [G] la clase de conjugacion

del subgrupo G y por [1,B2,...,Bk | Bks1,---,Bi] la clase de congruencia de la t-tupla
(1':32f--~/ﬁk | ,3k+1,---,3t)-

Notemos que para todo subgrupo G < N, ; de orden p existe un generador ag € N/ é‘ tal que
Uk(ac) = (1/ ﬁZ/ ... /ﬁk | ,Bk+1/ ... /,Bt)~

Mas atin, afirmamos que si G y G’ son dos grupos de orden p que son conjugados, entonces
0x(ag) = ox(agr). En efecto, como G y G’ son conjugados, entonces existe m € {1,...,p —

1} tal que ag y af%, son conjugados, por el Teorema 4.5.6 se tiene que
(Tk(ac) = Uk(a’g/).

Siox(ag) = (1,85 - By | Brjar---B1) Y0 <l < pestalquem-1 =1 (méd p), por la

Proposicion 4.5.2 tenemos que

(Tk(a}g/) = (l,l-ﬂz,...,l~,3k ‘ l-ﬁk+1,...,l'ﬂt).
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Luego, como oy () = ox(al), entonces | =10l =p—1,perom-1 =1 méd (p), por lo

que m = 10 —1, en cualquier caso se tiene que 0y (xg) = 0 (g’) como se afirmaba.

Definimos la funcion
®:% — 7 dadapor [G]— [ok(ag)]-

Por la discusién anterior, la funcion ® esta bien definida. Resta probar que es una biyeccién.

Inyectividad. Sean [G] y [H] dos clases de conjugacién de ¢ tales que ®([G]) = ®([H]),

entonces
[0 (aG)] = o (am)].

Luego, ox(ag) v ox(ay) son congruentes y por el Teorema 4.5.6 a es conjugado a apy,

asi pues G y H son subgrupos conjugados lo que prueba la inyectividad.

Suprayectividad. Sea [1, By, . .., Bk | Bk+1, - - -, Bt] una clase de congruencia cuyo representan-
te es la t-tupla (1,82, ..., Bk | Bkt1,---,Bt). Por el Lema 4.7.1 existe f € Diff(N,) de orden

p con t puntos fijos tal que
U(f) - (1/,32/- . -/ﬁi)-

Conjugando a f con un mapeo isotépico a la identidad g que manda los primeros k puntos
fijos a los puntos marcados, podemos suponer que f € Diff(Ng; k) y (1,B2,...,Bx) corres-
ponden a los datos de punto fijo de los puntos marcados (notemos que esto es posible
debido a que sus datos de punto fijo no se alteran bajo conjugacién ni homotopia). Luego,

el subgrupo G := ([f]) < Néf‘, cumple que ®([G]) = [1,B2,---, Bk | Brs1,---, Bt]- [ |

Proposicién 4.7.3 El niimero de clases de conjugacion de subgrupos de orden p en NI} y Ng

estd determinado por las 2-tuplas (1 | B2) tales que 1 < By < ’%1.

Demostracion

En el caso de la superficie N, de género p, existe una tnica solucién a la ecuacién de
Riemann-Hurwitz (1, t) = (1,2). Luego por el Teorema 4.7.2 el numero de clases de conju-
gacion es igual al namero de clases de congruencia de las 2-tuplas (1 | B2). Notemos que

las 2-tuplas posibles son:

(1]1),(1]2),(1]3),...(A1p=2),(1[p-1)
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y bajo la relacién de congruencia tenemos que
A= [p-1), (1|2)=1][p=-2),..., (1 "?) ~ (1 p;rl)

Asi, los posibles valores para f, salvo congruencia son 1 < f, < pT_l, demostrando el

resultado. En el caso de 2 puntos marcados, la demostracién es idéntica. n
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Capitulo 5

La p torsion de la cohomologia de
Farrell de N*, k =1,2.

En capitulos anteriores, probamos que N, é‘ tiene cohomologia p-periddica si contiene un
subgrupo de orden p, luego el Teorema 1.4.17 establece que si S es un conjunto de re-
presentantes de las clases de conjugacién de subgrupos de orden p de N, entonces la
cohomologia de Farrell del grupo modular NV, éf estd determinada por:

H (NG Z) = T H (N(Zp), Z) )

7,8
En este sentido, en el capitulo anterior establecimos una correspondencia biyectiva entre
las clases de conjugacion de subgrupos de orden p y las clases de congruencia de las t-
tuplas (1,B2...Bx | Bri1,---,Bt), trasladando el estudio de las clases de conjugacién a
un problema puramente combinatorio. El ingrediente final para obtener la componente p-
primaria de la cohomologia de Farrell, es desarrollar técnicas que nos permitan calcular
la cohomologia de los normalizadores N(Z,) para los representantes Z, de las clases de
conjugacién. Con este fin, en este capitulo se define para cada Z, < N, é‘, un homomorfismo
inyectivo
1:N(2,)/Z, — N

donde (, t) satisfacen la ecuacién de Riemann-Hurwitz
g—1=ph—-1)+t(p—1) con t>ky
N;k’t) = moDiff(Ny, fija{p1, . .., px}, permuta{px.1, ... pt}).

111
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Finalizamos el capitulo aplicando las técnicas descritas en esta tesis al caso de una su-
perficie N, de género un primo impar p. Determinaremos el normalizador N(Z,) para
cualquier subgrupo de orden p y usando los resultados descritos a lo largo de este trabajo,
seremos capaces de concluir con el siguiente teorema que determina H* (N’;‘;Z)(p) en el

caso de un primo impar p.
Teorema. Sea p un niimero primo impar. Entonces

p-1
(z,) 2 i=0 mod (4)

ﬁi(J\/’r’,‘;Z)(p) = para k=1,2

Hi(/\f”f;Z)(r,) =0 para k>2.

5.1. Homomorfismo del Normalizador N (Zp) <N gk aN, h(k’t)

Nuestro objetivo en esta seccién es establecer un homomorfismo
T:N(z,) - N*)

para todo subgrupo Z, del grupo modular ¥, donde la pareja (I, t) satisface la ecuacion

de Riemann-Hurwitz y

Nh(k’t) := 1roDiff(Ny; fija{p1, . .., px}, permuta{ piy1,. .. pt})-

Con esta finalidad, en el apéndice A hacemos hacemos un breve recordatorio de la teorfa
de Birman-Hilden, enunciando los resultados principales a usar en esta secciéon. Las de-

mostraciones pueden ser consultadas en [MW21].

Recordemos que para cualquier difeomorfismo f € Diff(Ng; k), a través de la doble cu-
bierta orientable 7t : S, 1 — Ng, existe una forma natural de elegir un levantamiento

f € I/D\lﬁfJr (Sg—1;2k) y con esta eleccién definimos el homomorfismo
. T =
p : Diff(Ng; k) — Diff (Sg-1;2k) f+ f,
el cual induce un homomorfismo inyectivo de grupos modulares

p: NE = Mod(Se 1;2K)  [f] + [p(f)]



Capitulo 5. La p torsién de la cohomologia de Farrell de V¥, k = 1,2. 113

Sea Z,, un subgrupo de orden p del grupo modular /¥, entonces por el Teorema 2.3.3 existe

una estructura dianalitica X y un difeomorfismo f € Diff(Ng; k) de orden p tal que

()22, <Nf y (f)=¢(Z,) < Mod(Sy_1;2k).

Sea t el nimero de puntos fijos de f, entonces j?tiene 2t puntos fijos (ver Lema 2.1.1). Bajo la
accién de f : Ny — N, en Ny, el espacio de 6rbitas Ng/(f) es homeomorfo a Nj,, mientras
que Sg_1/ (f) es homeomorfo a Sj,_1 bajo la accién de ]?: S¢-1 — Sg—1,donde h satisface la

ecuaciéon de Riemann-Hurwitz
g—2=ph—-2)+t(p—1).

Consideremos los mapeos cocientes

qs: Sg,1 — S, Yy 4nN: Ng — Nj,.

Como | o f = fo |, entonces existe T : Sp—1 — Sp—1 tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

J
Sg1 ——— Sg-1

R

Sp-1 —— Sp—1

Puesto que | : Sg_1 — Sg_l es una involucién que invierte la orientacion, entonces | :

Sp—1 — Sp—1 cumple con la misma propiedad.

Ademas, notemos que la involucién T: Sp—1 — Sp—1 no tiene puntos fijos (ver demostra-
cion del Teorema 4.3.1). Asi pues, tenemos que el espacio de 6rbitas Sj,_1/(]) es homeo-
morfo a Nj, y que el mapeo cociente rr, : S;,_1 — Nj, es un modelo de la doble cubierta
orientable de Nj. Emplearemos la notacién 7ty : S;—1 — N, para referirnos a la doble
cubierta orientable de la superficie Ng. No es dificil ver que el siguiente diagrama es con-
mutativo:

Ty
Sg_l —_ Ng (5.1)

A [

T
Sh—l 4}1) Nh-

Consideremos el cubriente ramificado g5 : S;_1 — Nj_1. Denotamos por SMod (Sg,l ; 2k)

al subconjunto de Mod(S,_1;2k) de las clases de isotopia que tienen un representante que
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preserva fibras y a LMod(Sj_1;2t) el subconjunto de Mod(S;,_1;2t) formado por todas las
clases de isotopia que tienen un representante que se levanta bajo el cubriente g5 : S¢ 1 —
Si—1. Notemos que si [u] € SMod(Sy_1;2k), conu : Sq_1 — S,_1 representante de la clase
que preserva fibras del cubriente g5 : Sq_1 — S;_1, entonces existe v € Diff(S;_1;2t) tal

que el siguiente diagrama es conmutativo:

u
Sg—l E— Sg—l

| |

Sp1 —— Sp_1.
Asi, definimos una una funcién natural

Ys : SMod(Sy—1;2k) — LMod(Sj,_1;2t) [u] — [v].

Claramente la funcién ¥ estd bien definida por el Teorema A.2. Similarmente, afirmamos

que en el caso del cubriente ramificado gy : Ny — Nj, existe una funcién natural

¥y : SNé‘ — LN} [w] — [y].

donde w € Diff(Ng; k) preserva fibras y y € Diff(Ny;t) es tal que el siguiente diagrama es

conmutativo:

Nuestro objetivo es demostrar que la funcién ¥ estd bien definida. De manera maés gene-
ral, podemos preguntarnos si para cualquier cubriente ramificado con un ntimero finito de
hojas g : N — X, donde N es una superficie no orientable ;es posible probar que la funciéon
natural ¥ : SMod(N) — LMod(%;t) estd bien definida? El resultado se puede trasladar
al caso no orientable a partir de la doble cubierta orientable de S y de %, sin embargo, es-
to se sale de nuestros objetivos y s6lo nos centramos en el caso del cubriente ramificado
gn : Ng — Nj, el cual es obtenido por la accién de un homeomorfismo de la superficie

N, de orden p, dejando abierta la pregunta que formulamos. La idea que seguimos para
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probar que Y estd bien definida, es expresar a ¥y como composicién de funciones bien

definidas.

Proposicion 5.1.1 Sean Z, un subgrupo de ./\/'gk y f € Diff(Ng; k) de orden p tal que Z,, = (f).
Sean t el niimero de puntos fijos de f y h el entero que satisface la ecuacion de Riemann-Hurwitz
g —2=p(h—2)+t(p—1). Denotemos por qn : Ng — Ny, el cubriente ramificado obtenido por
la accién de 7., en la superficie Nj. Entonces la funcion natural obtenida por el cubriente ramificado
gn : Ng = Ny

¥y :SNf = LN}

estd bien definida.

Demostracion

Denotemos por ¢ : ./\/’é‘ — Mod(Sg_1;2k) y ¢ : ./\Nf}f — Mod(Sj_1;2t) los homomorfismos
obtenidos por las dobles cubiertas orientables 7ty : S¢ 1 — Ngy 7t : S5_1 — N, descritas
en la discusién anterior. Por el Teorema 2.1.2 ambos homomorfismos son inyectivos y por
tanto existe la funcién inversa sobre su imagen. En particular existe (¢') ! : Im(¢') — ./\N/}f .
Por otro lado, por la Proposicién A.2 la funcién ¥s : SMod(S,—1;2k) — LMod(Sy—1;2t)

obtenida del cubriente ramificado gs : Sg 1 — S;_1 esta bien definida.

Para probar que la funcién ¥y : SNV, é’f — L./\N/';f estd bien definida, veremos que
Yy = (4)’)71 o%¥go0 (P‘S./\/:é‘ : SN; — LNgt,

para lo cual probaremos las siguientes dos contenciones:

1. Im (4>|5N;) C SMod(S,_1;2K).

2. Im (¥s 0 pls ) C Tm(g).

Sea a € SN gk, entonces por definicion existe w € Diff(Ny, k) representante de la clase «
que preserva fibras y un difeomorfismo y € %‘(Nh ;1) tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

Ny —%— N, (5.2)

| [

N, — % N,
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Tomemos los levantamientos @ € Z/Divjj’+(5g_1 ;2k)yy € 51']3‘+(Sh_1 ;2t) via las dobles cu-

biertas orientables 7t¢ : S; 1 — Ngy 7, : Sp,_1 — Nj, respectivamente. Observemos que:

TR 0gsOW = (N O TTg O W por el diagrama 5.1,

=(gNowo Ty por ser w levantamiento de w bajo 7tg : S¢1 — Ny
=yoqNo Ty por el diagrama 5.2,
=Y oy oqs por el diagrama 5.1,
=m0y oqs por ser y levantamiento de y bajo 7, : Sy_1 — Np,

de donde 71, 0 g5 0 W = 7y, 0 J 0 g5 y de aqui se sigue que existe k € {0,1} tal que
qsozﬁ:j\ko'yvoqs. (5.3)

Luego fk oy :S¢g 1 — Sg 1 esun levantamiento de w : S;,_1 — S;_1 bajo el curbiente g5 :
S¢-1 — Sp—1. Como los levantamientos de homeomorfismos que preservan la orientacion
en una cubierta ramificada también preservan la orientacion, se sigue que k = 0, pues en
caso contrario To Y :Sg 1 — Sg_1 seria un levantamiento de w : S;,_1 — S,_1 que invierte

la orientacién, lo cual no puede suceder. Asi, se obtiene el siguiente diagrama conmutativo:

g
T
w qs
qs Ng Ng
y oW k
Sh—1 Sn-1 qan

donde vemos que [w] € SMod(S,_1;2k), [y] € LMod(S,_2;2t)y

¥s([@]) = [v] (5.4)

para el cubriente ramificado gs : Sg_1 — Sj_1. Por otro lado, por la definicién de ¢ : NV, gk —
Mod(Sg—1;2k) y ¢/ : N} — Mod(S),_1;2t), tenemos que ¢([w]) = [@] € SMod(Sy_1;2k)
lo que prueba la contencién (1), mientras que por la Ecuaciéon 5.4 y la definicién de las

funciones ¢ y ¢’ obtenemos

Fs(p([w])) = ¢'([v), (5.5)
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lo que prueba la contencién (2). Por las contenciones (1) y (2) tenemos que la composicién
¢ lo¥sopls NE SN, é‘ — LN/} esta bien definida. Finalmente, notemos que ¥ ([w]) = [y]

y que por la Ecuacién 5.5 se tiene que

n([w]) = [yl = ¢ o ¥s 0 pls e ([w]).
Como & = [w] € SN fue un elemento arbitrario, entonces
v =¢" o¥s0dlsnp
concluyendo que ¥y : N, é‘ — /\N/}f estd bien definida. |
Teorema 5.1.2 Sean Z, = (&) un subgrupo de ./\/'gk. Sean h > 0y t > k enteros que satisfacen la
ecuacion de Riemann-Hurwitz § —2 = p(h — 2) + t(p — 1). Entonces existe un homomorfisno

inyectivo
1:N(Zy)/Zy — N,

donde N(Zy,) es el normalizador de Z, en N, é‘ y

NI = reoDiff(N; fijal{pa, ..., pe}, permuta{pis, ... pi}) < Ni.

Demostracion

Por el Teorema 2.3.3 existe una estructura dianalitica X de N;f y un difeomorfismo f €

Diff(Ny; k) que representa a la calse « tales que
fr=idy,y f¥ = ids_,,

donde f : (Ng, X) — (Ng, X) es un mapeo dianalitico yf: (Sg-1,T*X) — (Sg-1,T*X) es

analitico. Consideramos el cubriente ramificado obtenido por la accién de f : Ng — N,
q:Ng — Ng/{f) = Ny
Por la Proposicién 5.1.1 hay una funcién bien definida
Y SNE— LN, [w] e [y]
donde w € Diff(Ng; k) yy € Diff(Ny; t) son tales que el siguiente diagrama es conmutativo:
Ny —%— N, .

1| |s

NhL}Nh
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Probaremos primero que N(Z,) C SN, é‘, con ello obtendremos que la funcién restricciéon

de ¥ a N(Z,) estd bien definida.

Sea 6 € N(Z,), entonces 0[f]6~! = [f]" paraalgin 0 < r < p. Sea ¢ : N; — Mod(Sq_1)
el homomorfismo inyectivo obtenido via la doble cubierta orientable v : S; 1 — Ngy

consideremos ¢(6), ¢([f]) = [f] € Mod(S;—1;2k). Entonces

9(0)p([/)9(6) " = ¢([f]) odeotraforma ¢(8) = [fI'p(6)[f] " (5.6)

Tomemos un representante casiconforme @ € BTﬁ"(Sg_l ;2k) de la clase de ¢(0). Por los
Teoremas de Teichmidiller en el caso de puntos marcados, existe un tinico mapeo w &
557(sg,1,-2k) homotopico a @ : Sg1 — Sg—1 tal que W tiene la menor dilatacién para
la estructura 7w*X. Como f : S¢-1 — Sg-1 es un mapeo analitico para la estructura 7*X,

entonces
Kz ogop-1 = Ka,

mientras que por la Ecuacion 5.6 se tiene que
(@) = @)

Asi pues, el mapeo f" ow o f tiene la misma dilataciéon que w y ambas son homotdpicas,

entonces por la unicidad de los teoremas de Teichmiiller se sigue que

W=fowmof ' = Wofow l=f (5.7)

Un argumento similar, prueba que Jw] = w, ya que ] es un mapeo antianalitico con la
estructura 7t*X y no afecta la dilatacion del mapeo w. Luego, el mapeo w : Sq_1 — Sg 1
preserva fibras de la doble cubierta orientable v : S, — N, y por lo tanto existe un
mapeo w : Ng — N, tal que w : Sq_1 — S, 1 es un levantamiento de w, o dicho de otra

forma ¢([w]) = [@]. Ademads, por la ecuacion (5.7) se tiene que
w Of o w—l — fr,

lo que implica que w : Ng — Ng es un mapeo que preserva fibras del cubriente ramificado

q: Ng — Ny, es decir [w] € SNF. Ahora, como

y por la inyectividad de ¢ : gk — Mod(Sq_1;2k) (ver Teorema 2.1.2) se tiene que

0= [w] € SN;,
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lo que prueba que N(Z,) C SN, é‘ . Con ello garantizamos que el homomorfismo restriccién

¥nInez,) : N(Zp) — LJVZ estd bien definido.

Por otro lado, si [w] € SN, gk es tal que ¥ ([w]) = 1, entonces el representante w € Diff(Ng; k)
que preserva fibras de la clase [w] es una transformacién cubriente de q : N, — Nj,. Luego
w = f* para algtin entero 0 < s < p — 1, por lo que ker(¥) C ([f]) = Z,. Por otro lado, es
claro que Z, = ([f]) C ker(¥), por lo tanto Z, = ker(¥).

Finalmente, no es dificil ver que Im('¥| N(Zp)) C N, h(k’t), concluyendo que el homomorfismo

restriccién ¥|y(z,) : N(Zp) — L/\N/}f induce un homomorfismo inyectivo
1:N(2,)/Z, — N,

lo que prueba el resultado. |

Observacion 5.1.3 El homomorfismo I : N(Zy)/Z, — ./\/'g(k’t) del teorema anterior es definido
de la siguiente forma: para todo [w] € N(Zy), donde w € Diff(Ng; k) es un representante que

preserva fibras del cubriente ramificado q : Ng — Ny, se tiene que existe

y € Diff(Ny; fija{p1, ..., p}, permuta{piia, ... pi})

tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

t w N t
Ng Ng
1| |s

y
N —Y s NI

Entonces I : N(Zy)/Z, — Ng(k't) estd definido por:

(1) = (i) = ],

donde [y] denota la clase de [y] € N(Zy) en N(Zy)/ Zy.

El teorema anterior, establece que para todo subgrupo Z, de orden p de ./\/'éf‘ existe una
conexién entre N(Z,)/Z, y el grupo modular ./\Nf}f de una superficie de género h, donde
(h,t) son soluciones de la ecuacién de Riemann-Hurwitz. Si comprendemos mas acerca
de la imagen I(N(Z,)/Z,), entonces podremos determinar N(Z)/Z,. En esta direccion,
el siguiente lema determina los elementos de N, h(k’t) que pertenecen a la imagen de [ y
como éstos pueden ser caracterizados por la accién de monodronia del subgrupo Z, en la

superficie Nj.
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Lema 5.1.4 Sea Z, < N/ é‘ y (h,t) soluciones de la ecuacion de Riemann-Hurwitz g —2 = p(h —
2) 4 t(p — 1). Consideremos el cubriente ramificado q : Ny — Ny, obtenido de la accién de Z, por
difeomorfismos en Ng y removamos los puntos de ramificacion. Si 0 es el epimorfismo obtenido de la
sucesion exacta

* 0
0 — m(NY) &5 m(N) = Zy — 0,

entonces:

1. Im (I :N(Zy)/Zp — /\/'h(k,t)) ={[y] € /\/'h(k’t) | y se levanta bajo q : Ny — Nj}

2. Un difeomorfismo y : Nj — Nj se levanta a un difeomorfismo w : Ny — Ny si y sélo si
v« (ker(0)) = ker(6).

3. Im(I) = {[y] € A | y. (ker(8)) = ker(6)}

Demostracion

1.Si[y] € Im (1 - N(Z,)/ Ty — N,f"'”) , entonces existe [w] € N(Z,) tal que

I([w]) = [y].

Por definicién del homomorfismo I en la Observacion 5.1.3 se tiene que w € Diff(Ng; k)
es un levantamiento de y probando la primera contencion. Para la contencién opuesta,
supongamos que [y] € Nh(k’t) es tal que tal que y : Nj — Nj se levanta a w € Diff(Ng; k),

esto significa que el siguiente diagrama es conmutativo:

t w t
Ng Ng
| Js

Y

N} —Y 5 NI

Ahora, por definicion de I : N(Z,)/Z, — N, h(k’t) en la Observacién 5.1.3 se tiene que

I([w]) = [y].

resta probar que [w] € N(Z,). Asi pues, consideremos f € Diff(Ny; k) el difeomorfismo

que realiza a Zy, esto es Z, = (f). Notemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

t w t f ¢ w! t
Ng Ng Ng Ng
"l l" ql P
N Ny — Ny — M
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Notemos ademas que el altimo renglén horizontal del anterior diagrama es la identidad,
luego wo f o f~! es una transformacién cubriente de g : Ng, — N}, pero el grupo de
transformaciones cubrientes es igual a (f), por lo que existe s = 1,2,...,p tal que wo f o
w™! = f5. Asi pues, tenemos que [w] € N(Z,) lo que prueba la segunda contencién y por

lo tanto la afirmacién.

2. Recordemos que y o g se levanta a w : Né — Né siy s6lo si

(yoq)«(m(Ng))) C g.(7m1(Ng))-
Por otro lado, por la sucesién exacta
0—m(NY) B (N Sz, 0

se tiene que q. (711 (Ng)) = ker(6). Asi puesyoq: N; — Nj selevantaaw : Ny — Nj siy
s6lo si

y«(ker(0)) C ker(6).

Por lo tanto y : Nj — N} se levanta a un difeomorfismo w : Ny — Njsiysélosiyoqy

y~! o g se levantan y esto sucede si y s6lo si
y.(ker(0)) Cker(8) vy v, (ker(8)) C ker(8).

De esto ultimo se sigue el resultado.

La afirmacion (3) se sigue de (1) y (2). |

5.2. El normalizador N(Z,) < N¥, k=1,2

En el Ejemplo 3.1.4 vimos que para una superficie N, de género p un primo impar, los
grupos modulares N, l} yN, 3 tienen p-torsion. Ademads vimos que hay una tnica solucién a
la ecuacién de Riemann-Hurwitz cuyos valores son (,t) = (1,2). Consideremos a Z, <
N;‘ y el difeomorfismo f € Diff(Ny; k) que realiza a Z, para k = 1,2 (ver Teorema 2.3.3).
Entonces, via la accién del difeomorfismo f en la superficie N, obtenemos el cubriente

ramificado

q:Np —» Ny = RP?
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con dos puntos de ramificacién. En la seccién anterior probamos que q : N, — N; = RP?

induce un homomorfismo inyectivo
. (k2) ~ 2 —
I:N(Zy)/Zy — N;"7 = Nf, para k=1,2.

Por otro lado, si z1,z2 € RP? son los puntos marcados de RP? y U1, U2 RP? — RP? son
los punctured slides definidos sobre los puntos marcados z1 y z> (ver Seccién 1.1), entonces

por el Teorema 1.1.3 se tiene que
NE = ([on]) x ([va]) = Zo x Zo.
Luego, para todo Z, < N, ;‘ existe un homomorfismo inyectivo
1:N(Zp)/Zyp — Zo x Ly = (v1) X ([v2]), con k=1,2.

El objetivo de esta seccién es probar que Im(I) = ([v1] - [v2]) = Z; para todo Z, < N, rI’(’ con
k =1,2. Con este fin, el siguiente resultado muestra el efecto de los punctured slides sobre

los generadores de 7t (RP? \ {z1,2,}) para su presentacion canénica.

Lema 5.2.1 Sean z1,z; € RP? los puntos marcados de RP?. Denotemos como N7 = RP?\

{z1,22} y sea

T (NZ,z0) = (x1,%0,d | x1 - xp-d> = 1)

la presentacién usual del grupo 7t1(N?,zo). Entonces el efecto de los isomorfismos inducidos por los
punctured slides v; : RP> — RP? para i = 1,2 y su composicién vy o vy sobre los generadores de

11(N?, z9) es el descrito en el siguiente cuadro:

Generador Imagen bajo vy, Imagen bajo v, | Imagen bajo (v 0 v7).
bal d-xl’l-d*1 x;l-xl-xz d-xl’l-d*1
X2 d-xp-dloxy-d-ox;t-d? d-xyt-d! d-xp-xy b xgt-d7l
d d-x d-x; d-1

Cuadro 5.1: Efecto de los punctured slides v; y v, junto con v o v,

Demostracion

Para ver el efecto de cada punctured slide consideremos un disco que contenga en su inte-
rior a los puntos marcados y el crosscap. Ahora, sean 1,2, : [0,1] — RP? lazos basados

en zp que son representantes de las clases x1,xp,d € 7T1(N12,‘Zo) respectivamente como se
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muestra en la Figura 5.1 (a). Tomemos ademas los lazos 1, 8:[0,1] — RP? basado en z; y
ellazo By : [0,1] — RP? basado en zy, sobre los cuales definimos los punctured slides v, y

v, como se muestran en la Figura 5.1 (b).

Figura 5.1: (a) Lazos representantes de las clases x1, x2 y d. (b) Lazos 1, B2 sobre los que se

definen los punctured slides v; y v5.

Recordemos que el punctured slide v; : RP? — RP? esta definido por “empujar” los
puntos de un entorno tubular de la curva B; a lo largo de ésta. En la Figura 5.2 vemos el
efecto de v; sobre cada uno de los lazos 1, 72 y J, con esto deducimos que el efecto de v;
sobre los generadores x1, x; y d es el descrito en el cuadro 5.1. Con argumentos similares,
es posible probar el resultado para los homeomorfimos v, : RP? — RP? y 01007 RP? —
RP2. [

Teorema 5.2.2 Sea Z,, < N, r’,‘ con k = 1,2. Consideremos el homomorfismo inyectivo
1:N(Zy)/Zyp — NT = ([01]) X ([02]) = Zs % Zy,

entonces
Im(I) = ([o1] - [02]) = Zo.

~

De manera particular N(Zy)/Z, = Zo.

Demostracion

Seaq: Ny — RP? el cubriente ramificado obtenido de la accién de Z, en la superficie N,
y consideremos la sucesion exacta de grupos fundamentales obtenida de g : N, — RP? al

remover los puntos de ramificacion y sus imagenes:

1 m(N2) 5 m(RP2\ {py, p2}) = (22,1 | 2132 d2=1) 5 Z, — 1.
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(©)
Figura 5.2: (a) Efecto de v; sobre 7. (b) Efecto de v; sobre 5. (c) Efecto de v; sobre 4.

Por el Lema 5.1.4, tenemos que
Im(I) = {[y] € N7 | ys(ker(9)) = ker(6)},
con lo cual nuestro objetivo es probar que:
v (ker(0)) # ker(f) para i=1,2 y que (v1 0v2)«(ker(0)) = ker(0).

Como 6(x1) y 8(x2) son distintos de cero (son los datos de punto fijo de un generador de

Z,), entonces existen enteros I1,l> € {1,...,p — 1} tales que

l1:0(x1)+1L-0(x2) =0 méd (p), (5.8)
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luego xil : xl22 € ker(0). Ahora, por el Lema 5.2.1, se tiene que las imdgenes de xll1 y xlf bajo

los punctured slides v; y v, estan descritas por el siguiente cuadro:

Elemento Imagen bajo v, Imagen bajo vy,
ll *ll -1 -1 l]
X d-x; ' -d Xy o Xy X2
I — L -1 4- -1 —
Xy d-x1-d1-x22-d-x1 .41 d-x22-d1

Asi pues,
0(01. (X - x2)) =~ 1 -0(x1) + 1o - 0(x2)
0(vau (x} - x3)) = 1 - 0(x1) — 2 - 0(x2),
luego por la Ecuacién 5.8 sumado al hecho que p # 2 y cada 0(x;) es no cero, se tiene
V14 (xlll -xlzz) ¢ ker(0) y U (xlll x122> ¢ ker(0).

De lo anterior se sigue que v;, (ker(6)) # ker(6) para i = 1,2, luego por el Lema 5.1.4, se

tiene que [v1], [v2] € Im(I).

Ahora probemos que (v1 0 v2)«(ker(0)) = ker(0). Por el Lema 5.2.1 tenemos el siguiente

cuadro:
Generador | Imagen bajo (v2 0 v1). | Imagen bajo 6 o (v 0 v1),
X1 d-x;t-dt! —0(x1)
X2 d-xl-xz’l-xl’l-d*1 —0(x7)
d d-! —0(d)

Notemos primero que todo w € 711 (RP?\ {p1, p2}) = (x1,x2,d | x1 - x2 - d*> = 1) tiene una

expresion de la siguiente forma
w= ﬁx?ix;""dk".
=1
Aplicando 0 a w se obtiene |
0(w) = f;(ni -0(x1) +m;-0(x2) + ki - 0(d)).
im
Por otro lado, la tabla anterior muestra el efecto de la composicién (v, o v1). sobre los

generadores x1, x2, y d y de esto se deduce

M-

I
—

0(v1002.(w)) = ) (i - [=0(x1)] +m; - [=0(x2)] + ki - [-0(d)]) = —O(w).
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De esto ultimo concluimos que w € ker(0) si y solo si 6(v1 0 vp.(w)) € ker(0), con lo cual
tenemos tenemos la igualdad de conjuntos deseada (v, o v1).(ker(0)) = ker(0). Asi, por el

Lema 5.1.4, [v1] - [v2] € Im(I), probando el resultado. [

En vista del resultado anterior, notamos que el normalizador es una extensién de Z, por
Zyp
1 =2, = N(Zp) = Z, — 1,

luego, las tinicas posibilidades para N(Z,) son las siguientes:
N(Zp) 27y xZy o N(Zp) = ZyxZ = Dy

Maés atin, en la siguiente seccién probaremos que de hecho N(Zy) = D,,.

5.3. La p torsion de la cohomologia de Farrell de V, r’,‘

En esta seccion determinamos la componente p-primaria del grupo modular N rlf{ con p un
primo impar. Recordemos que el Teorema 3.1.3 garantiza que el grupo N; ; tiene p-torsion
cuando k = 1,2, debido a que la tinica solucién (4, t) a la ecuacién de Riemann-Hurwitz es
(h,t) = (1,2). Por este mismo resultado, para k > 3 se tiene que N, gZ‘ no contiene p-torsion

y de lo cual concluimos que

H*(Ng;Z)(p) =0 para k>3

Regresando al caso en que k = 1,2 donde el grupo N, ;‘ contiene p-torsién, por el Teore-
ma 3.3.2 tenemos que ved(N)) es finita y N tiene cohomologia p-periédica. Asi pues,
podemos usar la descripcién de H* (N ;‘ ;Z)py dada por el Teorema 1.4.17

H'Ng Z)py = TT H (N(Zy); Z) ),

Z,ES

donde N(Z,) son los normalizadores de subgrupos de orden p y S es un conjunto de re-
presentantes de las clases de conjugacion de tales subgrupos. En el Capitulo 4 clasificamos
las clases de conjugacién de subgrupos de orden p a través de los datos de punto fijo, con
lo cual, en la Proposicién 4.7.3 determinamos que el nimero de clases de conjugacién de
subgrupos de orden p de /\/';]‘ es igual a pT_l. A su vez, en el Teorema 5.2.2 de la seccién

anterior probamos que para todo Z, < N, ;‘ el normalizador es una extension de Z, por Z,.
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Con esta recapitulacion vemos que para finalizar con el calculo de H* (N ;‘ ;Z) () s6lo nos

resta conocer H* (N (Zp); Z) ), misma que determinamos en el siguiente resultado.

p
Teorema 5.3.1 Sea Z,, < N’f, con k = 1,2, entonces
N(Z,) = Dy,

Por tanto

Z, i=0 mobd (4)
0 i=123 mod (4)

Demostracion

Por la Proposicién 5.2.2 tenemos un isomorfismo
I: N(ZP)/ZP — 2o,

por lo que N(Z,) es un grupo de orden 2p. Asi, las tinicas posibilidades para N(Z,) son

las siguientes dos

N(Zy) 2 Zyx Zy o N(Zp) = Dap.

Por otro lado, en la Proposicién 4.6.1 probamos que [N(Z,) : C(Z,)] = 2 con lo cual se

tiene que

N(Zp) = Da,.
Finalmente, la cohomologia de Farrell del grupo D, (ver Ejemplo 1.4.11) estd dada por

Zzp i=0 mod (4)
H(Dy;Z)={ 0 i=1,3 méd (4)
Z, i=2 mod (4)

Asi pues, la componente p-primaria de la cohomologia del normalizador es la siguiente:

Zy i=0 mobd (4)
0 i=123 mod (4)

obteniéndose lo deseado. |
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Finalmente, determinamos la componente p-primaria de la cohomologia de Farrell del gru-

po modular N

Teorema 5.3.2 Sea p un niimero primo impar. Entonces

r1 , .
ﬁi(/\/k}z) = (Zp) ’ i=0 moéd (4) para k=1,2
pr =) (p) . 5d

Demostracion

Por el Teorema 3.1.3 tenemos que el grupo N, gk tiene p-torsién para k = 1,2, debido a que
la tnica solucién (h, t) a la ecuacion de Riemann-Hurwitz es (1, t) = (1,2). Mientras que
para k > 3, por este mismo resultado se tiene que Ngk no contiene p-torsiéon y de lo cual
concluimos que
H*(N;‘;Z)(p) =0 para k>3

Consideremos el caso en que k = 1,2 donde N, I’; tiene p-torsion. Por el Teorema 3.3.2 tene-
mos que ved (V) es finita y puesto que A}y tiene p-torsion para k = 1,2, entonces AV}, tiene
cohomologia p-peri6dica. Asi pues, podemos usar la férmula de Brown para H* (. ;‘ A

dada por el Teorema 1.4.17:

% k ~ 7% .
H (Ng' Z>(P) = H H*(N(Zy); Z)(P)’
Z,€S
donde N(Z,) es el normalizador de subgrupos de orden p y S es un conjunto de represen-
tantes de las clases de conjugacién de subgrupos de orden p. Ahora, por la Proposicién 4.7.3
determinamos hay pT_l clases de conjugacion de subgrupos de orden p en N ;‘ . Finalmente
por la proposicion anterior, para todo subgrupo Z, < N, r’,‘ se tiene que la cohomologia su

normalizador N(Z,) esta dada por

g 0 i=1,23 mod(4)
asi pues
1
. Z,) 2 i=0 mod (4
H(N,L(;Z)(p) - (Zp) (4)
0 i=1,23 mdd (4)

probando el resultado u



Apéndice A

Teoria de Birman-Hilden

Este apéndice se encuentra basado en el articulo [MW21] y describimos brevemente algu-
nos de los resultados de nuestro interés. En los afios 70’s J.S. Birman y H. Hilden escri-
bieron una serie de articulos ahora cldsicos, relacionando los grupos modulares y espacios
cubrientes. La principal innovacién de Birman y Hilden fue relacionar el grupo modular
Mod(S;) con el grupo modular Mod(S%;6) de la esfera con 6 puntos marcados a través del

cubriente ramificado S, — SS:

De manera general, sean S, ¥ superficies orientables y p : S — X un mapeo cubriente
ramificado. Decimos que f : S — S preserva fibras si para cada x € X existe unay € X tal

que f(p~1(x)) = p~!(y); en otras palabras, f manda fibras en fibras.

Dados dos mapeos homotdpicos que preserven fibras en S, de manera natural nos pre-

guntamos si ellos son homotépicos mediante homeomorfismos que preserven fibras. Si la
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respuesta es afirmativa para todas las parejas de homeomorfismos, decimos que el ma-
peo cubriente p tiene la propiedad de Birman-Hilden. El primer resultado sobre esta pro-
piedad, fue anunciado por J. S. Birman y S. Hilden en [BH72] y demostrado en [BH73],
estableciendo condiciones para que el mapeo cubriente p : S — X tenga la propiedad
de Birman-Hilden. Generalizaciones de este resultado fueron establecidas durante varios
afios y una de estas fue dada por C. Maclachlan y W. J. Harvey en [MH75], la cual es la

siguiente:

Teorema A.1 Sea p : S — X un mapeo cubriente reqular de tipo finito y ramificado (finite-sheeted
regular branched covering map), donde S es una superficie hiperbolica. Entonces p tiene la propiedad

de Birman-Hilden.

En el resto del apéndice, recordamos algunos resultados que relacionan los grupos modu-
lares de las superficies S y X a través de p : S — X, para ello emplearemos la siguiente
notacion. Sea X = {x1,...,x} el conjunto de puntos ramificados en X bajop : S — %,
consideramos a X como el conjunto de puntos marcados de X y asi trabajaremos con el

grupo modular Mod (%; k).

Denotamos por LMod(X; k) al subgrupo de Mod(X) que consta de todos las clases que tie-
nen un representante que se levanta a un homeomorfismo de S. Este grupo es llamado el
grupo modular levantable de X. También denotamos por SMod(S) al subgrupo de Mod(S)
que consta de las clases de todos los homeomorfismos de S que preservan fibras. Enfati-
zamos que dos homeomorfismos en S son identificados en SMod(S) si difieren por una
isotopia que no necesariamente preserva fibras y también que las preimagenes de puntos
ramificados no son puntos marcados. Los homeomorfismos que preservan fibras también
se conocen como homeomorfismos simétricos; estos son exactamente los levantamientos de
homeomorfismos levantables de . El grupo SMod(S) es llamado el grupo modular simétrico

de S.

Notemos que para todo elemento « € LMod(%; k), podemos elegir un representante f &
B?fr (Z; k) para el cual existe un levantamiento f € Diff(S). Claramente tenemos que [f] €
SMod(S). Denotemos por D el subgrupo de SMod(S) que consta de todas las clases de

isotopia de las transformaciones de Deck. Existe una funcién natural

@ : LMod(%;k) — SMod(S)/D, a = [f] — [f]-D
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Por otro lado, para cualquier elemento v € SMod(S) podemos elegir un representante
¢ € Diff" (S) que preserva fibras, por lo cual existe ¢ € D\iﬁ‘Jr(Z; k) que hace el siguiente
diagrama conmutativo:

s—% 5

I

P BN 5

Claramente g se levanta y por lo tanto [g] € LMod(X; k). Asi existe una funcién natural
Y : SMod(S) — LMod(X), v =[g]— [g]

Con esta notacién, tenemos el siguiente resultado (ver Proposicién 1.3 de [MW21]).

Teorema A.2 Sea p : S — X un mapeo cubriente finito y ramificado donde S es una superficie

hiperbélica sin frontera. Entonces las siquientes condiciones son equivalentes:

p tiene la propiedad de Birman-Hilden.

El mapeo natural ® : LMod (%) — SMod(S) /D es inyectivo.

El mapeo natural ¥ : SMod(S) — LMod (%) estd bien definido.

SMod(S)/D = LMod(Z).
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