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Resumen

Resumen

En este trabajo de tesis se aborda el problema de transicion hacia adelante de vehiculos cua-
drirrotor tipo 7Tail-Sitter de empuje diferencial. Se propone una estrategia de transicion basada
en optimizacion. Se buscan los coeficientes de Fourier 6ptimos de las variables de velocidad y
angulo de direccion de vuelo que llevan al 7ail-Sitter de un estado de vuelo estacionario has-
ta su modo de vuelo de crucero. El funcional de costo considerado busca minimizar el gasto
de energia de empuje y de cabeceo. Se consideran restricciones sobre las variables de vuelo y
condiciones de frontera. Se evitan grandes cambios de altitud durante la transicion, se toman en
cuenta los limites de los actuadores, y se evita la regién de desplome del ala, con el objetivo de
arrojar una trayectoria predecible y segura. El esquema de control propuesto tiene capacidades
de rechazo de incertidumbre de modelado y perturbaciones de ancho de banda finito. El esque-
ma de transicion obtenido es validado mediante experimentos numéricos de simulacion; y es
comparado con una metodologia similar, basada en optimizacion.

Abstract

This work tackles the forward transition problem of differential thrust Tail-Sitter quad-rotor
vehicles. An optimization-based transition strategy is proposed. The optimal Fourier coeffi-
cients of the velocity and flight direction angle variables leading the Tail-Sitter from a stationary
flight state to its cruise flight mode are sought. The considered cost functional seeks to minimize
the thrust and pitch energy expenditure. Constraints on flight variables and boundary conditions
are considered. Large altitude changes during transition are avoided, actuator limits are taken
into account, and the wing stall region is avoided with the goal of yielding a predictable and safe
trajectory. The proposed control scheme has modeling uncertainty and perturbations rejection
capabilities. The obtained transition scheme is validated by numerical simulation experiments
and compared with a similar optimization-based methodology.






Notacion

Tabla 1: Tabla de simbolos 1

Simbolo | Descripcion

angulo de ataque incremental,

angulo de ataque,

angulo de ataque nominal,

angulo de ataque de desplome,

angulo de direccion de vuelo longitudinal incremental,

angulo de direccion de vuelo longitudinal,

angulo de direccion de vuelo longitudinal nominal,

momento de cabeceo de entrada incremental,

densidad del aire,

angulo de alabeo incremental,

angulo de alabeo,

angulo de cabeceo incremental,

angulo de cabeceo,

angulo de cabeceo nominal,

angulo de guihada incremental,

angulo de guifiada,

polinomio caracteristico del filtro de Beard-Jones,

Te($) polinomio caracteristico del error de observacion (generador de residuos),
w; velocidad angular del rotor 7,

2 velocidad angular en el referencial cuerpo,

W viscosidad dindmical del aire,

2k Representacion de estado en el punto de operacion &,

vector de posicion inercial,

vector de variables de estado incrementales bajo cambio de variable,
derivada de estabilidad entre las variables incrementales 7 y 7,
matriz de estado de la dindmica incremental en el punto de operacién k,
matriz de estado nominal conmutada,

matriz de estado nominal en el envolvente de vuelo cuadrirrotor,
matriz de estado nominal en el envolvente de vuelo de transicion,
matriz de estado nominal en el envolvente de vuelo avion,
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Tabla 2: Tabla de simbolos 2
matriz de estado nominal en lazo cerrado,

matriz de estado del error de estimacion de perturbaciones,

matriz de estado del error de estimacion, bajo la transformacion 7',
envergadura del ala,

matriz de entradas de la ecuacidn de estado,

matriz de entradas de la ecuacién de estado bajo cambio de variable,
elemento de la matriz de Coriolis en la fila ¢ y columna j,

matriz de salida de la ecuacion de estado incremental,

coeficiente de arrastre del ala,

coeficiente de sustentacion del ala,

coeficiente de momento de cabeceo del ala,

término independiente de C'p,

coeficiente del término lineal de Cp,

coeficiente del término cuadratico de Cp,

ordenada en el origen de C'y,

pendiente de C'p,

ordenada en el origen de (',

pendiente de C'y,,

cuerda media aerodinamica,

sefal de perturbacion externa,

fuerza de arrastre del ala,

fuerza de arrastre del ala nominal,

parcial del arrastre con respecto a « evaluada en la trayectoria nominal,
parcial del arrastre con respecto a v evaluada en la trayectoria nominal,
vector de error de observacion del filtro de Beard Jones,

vector de error de observacion bajo cambio de variable,

vector de dngulos de Euler,

Fuerza total en coordenadas del cuerpo incremental,

matriz de retroalimentacion de estado,

Fuerza de empuje total en coordenadas del cuerpo,

Fuerza de empuje nominal,

aceleracion de la gravedad,

funcidn de transferencia entre y y ¢* en lazo cerrado,

funcion de transferencia entre y y u en lazo cerrado,

funcion de transferencia entre ¢* y ¢* en lazo cerrado,

porcentaje de la ubicacion del centro de gravedad a lo largo de ¢,
porcentaje de la ubicacion del centro aerodindamico a lo largo de ¢,
matriz identidad de dimensiones n X n,
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Tabla 3: Tabla de simbolos 3
tensor inercia en coordenadas del vector de orientacion,

indice de los puntos de operacion,

coeficiente de empuje de los motores,

coeficiente de momento de los motores,

ganancia de inyeccién de salida del filtro de Beard-Jones,
término auxiliar de la ganancia de inyeccion de salida K&,
término de sintonizacidn del filtro de Beard Jones,

brazo de palanca de los rotores,

fuerza de sustentacion del ala,

fuerza de sustentacion del ala nominal,

parcial de la sustentacion con respecto a « evaluada en la trayectoria nominal,
parcial de la sustentacion con respecto a v evaluada en la trayectoria nominal,
Lagrangiano del subsistema traslacional,

Lagrangiano del subsistema rotacional,

masa del vehiculo,

momento de cabeceo del ala en el centro aerodinamico,
momento de cabeceo del ala nominal,

parcial del momento con respecto a « evaluada en la trayectoria nominal,
parcial del momento con respecto a v evaluada en la trayectoria nominal,
momento de cabeceo del ala en el centro de gravedad,
numero de puntos de operacion del vehiculo Tail-Sitter,
referencial inercial,

referencial auxiliar 1,

referencial auxiliar 2,

referencial cuerpo,

referencial viento,

velocidad angular alrededor de O X,

matriz definida positiva solucion de la ecuacién de Ricatti,
energia potencial del subsistema traslacional,

energia potencial del subsistema rotacional,
perturbaciones e incertidumbre de la ecuacién de estado,
q mas incertidumbre paramétrica alrededor de A,

q bajo cambio de variable,

velocidad angular alrededor de OpYp,

matriz de ponderacion de estados,

velocidad angular alrededor de O Zp,

Matriz de ponderacion de entradas,

numero de Reynolds,

matriz de rotacion del referencial cuerpo al inercial,
elemento de 7 en la fila ¢ y columna j,

matriz de rotacion en X,

matriz de rotacién en y,

matriz de rotacion en z,

matriz de entrada de perturbaciones e incertidumbre,
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Tabla 4: Tabla de simbolos 4
variable de tiempo,

tiempo discreto en los puntos de operacion,

tiempo total de transicion,

transformacion de coordenadas,

Vector de pares de entrada generalizados de los dngulos de Euler,
Momento de entrada alrededor de OpXp,

Momento de cabeceo de entrada en el referencial cuerpo,
Momento de cabeceo de entrada nominal,

Momento de entrada alrededor de OgZp,

vector de entradas incrementales,

retroalimentacidn de estado lineal,

término de rechazo de perturbaciones,

magnitud de velocidad / funcién candidata de Lyapunov,
magnitud de velocidad nominal,

umbral de velocidad para modo de vuelo avion,

umbral de velocidad para modo de vuelo cuadrirrotor,
transformacién entre 2y dE/dt,

vector de variables de estado incrementales,

vector de variables de estado incrementales bajo transformacién 7',
posicidn incremental de X / error de posicion de X,
posicion incremental bajo cambio de variable,
coordenada a lo largo de OX,

vector de salidas incrementales,

posicion incremental de Z / error de posicion de Z,
posicion incremental bajo cambio de variable,
coordenada a lo largo de OZ,

coordenada nominal a lo largo de OX,

coordenada nominal a lo largo de OZ,






Siglas y acronimos

Tabla 5: Tabla de siglas y acrénimos

| Simbolo | Descripcién

AR coeficiente de alargamiento del ala,

cg centro de gravedad,

EVA envolvente de vuelo avidn,

EVC envolvente de vuelo cuadrirrotor,

EVT envolvente de vuelo de transicion,

IAE integral del valor absoluto del error,

TAET  integral del valor absoluto del error ponderado en el tiempo,

PID control proporcional integral derivativo (Proportional Integral Derivative),
UAV vehiculo aéreo no tripulado (Unmanned Aerial Vehicle),

VTOL  aterrizaje y despegue vertical (Vertical Take-Off and Landing),
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1
Introduccion

Los vehiculos aéreos no tripulados (UAV) comunes se clasifican en aeronaves de ala fija,
helicopteros de un solo rotor y multicopteros [23, 24]. Las aeronaves de ala fija son el tipo mas
eficiente desde el punto de vista energético, ya que pueden transportar una carga util més pesada
que los helicopteros y los multicopteros, a una distancia mayor, y a mayor velocidad de crucero.
Los helicopteros de un solo rotor tienen la capacidad de despegue y aterrizaje vertical (VTOL),
aunque en comparacion con los vehiculos de ala fija no tienen tanta autonomia de vuelo, y
tienen una estructura mecénica considerablemente mds compleja. Los multicopteros son el tipo
de avion pequefio mas popular debido a su facilidad de uso. Tienen capacidades VTOL y una
gran maniobrabilidad, pero su capacidad de carga util y su autonomia son limitadas. Entre estos,
el tipo mas popular de multicoptero es el cuadrirrotor, debido a su disefio estructural simple y a
su alta confiabilidad (véase [23] para més detalles).

Los UAVs hibridos son aquellos vehiculos que combinan algunas ventajas de los UAVs de
ala fija y de los vehiculos VTOL, como los cuadricopteros. Estas aeronaves tienen un buen nivel
de autonomia, y una gama mas amplia de aplicaciones que los UAVs comunes. En el estudio de
[24], se distinguen dos tipos principales de UAV hibridos: los convertiplanos y los Tail-Sitter.
Los convertiplanos se caracterizan por mantener la orientacion de su cuerpo principal sin alte-
raciones notables en todas sus condiciones de vuelo. Esto puede lograrse mediante el uso de
rotores o alas basculantes, y sistemas duales (véase [24] y sus referencias). Estos UAVs hibri-
dos son los que se desempenan mejor durante el vuelo horizontal, pero los mecanismos que
necesitan anaden complejidad, peso y arrastre, lo que puede comprometer su desempefio aero-
dindmico. Los Tail-sitters, por otro lado, se caracterizan por mantener su cuerpo principal en
orientacion vertical durante el despegue y el aterrizaje, mientras que deben cambiar su orienta-
cioén a una configuracion horizontal para pasar al modo de vuelo de crucero. La transicion entre
estos modos de vuelo puede lograrse mediante el acoplamiento de las superficies de control y
el empuje de los rotores (véase [28, 11, 17]), [11, 17]), o simplemente por empuje diferencial
(véase [26, 27, 29, 16]). Los Tail-Sitter de empuje diferencial suelen ser la configuracién més
estables durante el despegue y el aterrizaje que sus homologos.

La transicion entre modos de vuelo es el principal reto para los UAV hibridos debido a la
dindmica no lineal que surge durante dichas maniobras. Se denomina transicion hacia adelante
a la trayectoria controlada de la aeronave para pasar del modo de vuelo estacionario al modo de
vuelo horizontal. Al procedimiento inverso se denomina transicién hacia atrés.

En [20] abordan en el problema de planificacion de trayectorias de transicion de tiempo
minimo y de energia minima, para una clase particular de 7ail-Sitters. Formulan dos problemas



de optimizacién no lineales con condiciones de frontera. Proponen una estrategia de solucién
numeérica, que busca una trayectoria en tiempo discreto. El espacio de buisqueda de la solu-
cion estd definido por segmentos discretos de trayectoria, que llaman primitivas. El tiempo de
solucion aumenta exponencialmente con la dimension del espacio de bisqueda de soluciones.

En [22], se considera el problema de la transicién hacia adelante. Estudian un control PID
comun, sometido a una entrada escalén, y trayectorias de transicion de tiempo minimo, tanto
con altitud libre como constante. Estos enfoques, aunque sencillos y funcionales, no consideran
el ahorro de energia y la seguridad para aplicaciones no académicas. No evitan la region no li-
neal de la sustentacion del ala, que es muy susceptible a las condiciones ambientales, y aumenta
mucho la fuerza de arrastre.

En [16], proponen una estrategia de transicién 6ptima en energia, en lazo semiabierto, para
las maniobras de transicion de vehiculos Tail-Sitters. Calculan los valores 6ptimos de Empuje y
de dngulo de cabeceo deseado; los cuales son transmitidos al lazo de control de orientacion del
piloto automético de la aeronave. El problema de planificacion de la trayectoria de transicion
se plantea como un problema de programacién no lineal, con restricciones sobre los estados
previstos y los valores de entrada de la aeronave. En particular, intentan evitar grandes cambios
de altitud durante la transicion. En sus experimentos, se muestra que el estado del vehiculo
difiere significativamente de su prediccion, presumiblemente debido a la falta de una estrategia
de control en lazo completamente cerrado.

Con respecto a las estrategias de control de transicién para los Tail-Sitter. En [26], descri-
ben un enfoque de control de velocidad para la transicién de los aviones de empuje diferencial.
Utilizan un marco de referencia que gira con el dngulo de transicion. Para un problema similar,
en [27], se describe un enfoque de ganancias programadas. Proponen un valor de aceleracion
grande y constante, junto con un dngulo de paso linealmente decreciente. El programador de
ganancias cambia entre las ganancias de retroalimentacion después de que se alcanzan algu-
nas condiciones de valores de cabeceo y velocidad. En [29], calculan en linea los valores de
orientacion deseados y los valores de empuje requeridos para transicion. Para ello, es necesa-
rio resolver un problema de optimizacion en cada iteracion del lazo de control de posicion. La
trayectoria de transicion se mantiene a una altitud constante, lo que da lugar a grandes valores
del angulo de ataque. En [17], se propone un control robusto no lineal para la transicion de
UAVs tipo Tail-Sitter. La dindmica de la aeronave se descompone en su parte nominal cono-
cida més la incertidumbre, que consiste en términos no lineales, incertidumbre paramétrica y
perturbaciones externas. Proporcionan un lazo de control nominal H,, mas un observador de
perturbaciones no lineales. En [11], se discute un esquema de control basado en Lyapunov para
la transicion de cuadrirrotores tipo Zail-Sitter, donde la transicion se logra a una altitud cons-
tante. La componente de la velocidad vertical se calcula de tal manera que el dngulo de ataque
se mantiene constante en su valor 6ptimo con respecto a la razén de sustentacion y arrastre del
ala.

En este trabajo se aborda el problema de transicion hacia adelante de vehiculos cuadri-
rrotor con ala, tipo Tail-Sitter de empuje diferencial. Dicho problema es descompuesto en un
subproblema de planificacién de trayectorias de transicion, y un subproblema de control de se-
guimiento. Se propone un planificador de transicién hacia adelante basado en un problema de
optimizacion no lineal con restricciones y condiciones de frontera. El funcional de costo del
planificador penaliza el gasto de energia debido al empuje y al momento de cabeceo. Se impo-
nen restricciones en el dngulo de la trayectoria de vuelo para evitar que la aeronave entre en la
region de desplome, que puede dar lugar a comportamientos impredecibles. Ademas, se consi-
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deran restricciones en los valores nominales del empuje y del cambio de altitud. Dado que se
restringe el dngulo de ataque nominal, la velocidad de vuelo converge rapidamente a un estado
de vuelo horizontal, por lo que la fuerza de sustentacion soporta rapidamente el peso de la ae-
ronave. Ademas, la restriccion del angulo de ataque mantiene la sustentacion del ala dentro de
su region lineal, aumentando la seguridad del vehiculo durante la transicion. Para obtener una
trayectoria suave y reducir el espacio de biisqueda de soluciones, se propone una aproximacion
por series de Fourier truncadas para aproximar la velocidad de vuelo deseada y el dngulo de
trayectoria de vuelo deseado. Se deduce la dindmica de error linealizada alrededor de la tra-
yectoria de transicion obtenida, teniendo en cuenta las incertidumbres y perturbaciones debidas
a la linealizacidén, asi como al viento. Se propone una ley de control estabilizante basada en
retroalimentacion de estado, mas un observador de incertidumbre lineal.
Este documento esté organizado de la siguiente manera.

= En el capitulo 2, se describe la aeronave Tail-Sitter considerada. En el capitulo 3 se ob-
tiene una representacion del espacio de estados.

= En el capitulo 4, se describe la metodologia de planificacion de trayectorias propuesta.

= En el capitulo 5 se formula una ley de control por retroalimentacion de estado mas un
término de rechazo de perturbaciones para la maniobra de transicion.

= En el capitulo 6, se evalia el desempefio en lazo cerrado de la planificacién de la
transicion en tres escenarios de simulacion, teniendo en cuenta una perturbacion tipo
viento; y se compara el enfoque de planificacion propuesto con la metodologia de [16].

= Por ultimo, el trabajo se resume y se concluye en 7.

1.1. Problema

En este trabajo se aborda el problema de transicion hacia adelante de vehiculos cuadrirrotor
con ala, tipo Tail-Sitter de empuje diferencial (ver Fig. 1.1). Este es, el problema de manipular
dicho vehiculo para pasar de su modo de vuelo tipo cuadrirrotor a su modo de vuelo tipo avion.
Se desea que dicha maniobra de transicion sea eficiente en términos de gasto de energia; y que
lleve al Tail-Sitter hasta su modo de vuelo de crucero, de una manera segura.

1.2. Hipotesis

El problema anterior se puede descomponer en dos subproblemas, a saber: un problema de
planificacion de la trayectoria de transicion basado en optimizacion, y un problema de control
de seguimiento de trayectoria.

La trayectoria de transicidn hacia adelante se puede expresar en términos de la magnitud de
velocidad de vuelo y su dngulo de direccién de movimiento. Dichas variables se pueden expre-
sar como series de Fourier truncadas, cuyos coeficientes pueden ser optimizados para minimizar
el gasto de energia, y un conjunto de restricciones que aseguren la seguridad del vehiculo du-
rante la maniobra de transicion. Esto es, se puede evitar la region de desplome del ala, y tomar
en cuenta los limites de los actuadores, y un cambio miximo admisible de la altura durante
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Figura 1.1: Vehiculo cuadrirrotor tipo Tail-Sitter de empuje diferencial.

la transicion. Este enfoque puede reducir el espacio de busqueda de soluciones, disminuyen-
do tanto el tiempo de resolucién como el del proceso de sintonizacién de los pardmetros de
optimizacion.

El problema de control de transicion se puede resolver empleando un enfoque de rechazo
de perturbaciones, para compensar la incertidumbre de modelado y las perturbaciones externas,
suponiendo que cuentan con un ancho de banda finito.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Desarrollar un esquema de transicion hacia adelante, basado en optimizacion, para un
vehiculo cuadrirrotor tipo 7Tail-Sitter de empuje diferencial. El esquema de planificacién de
trayectorias debe minimizar el gasto de energia, y llevar al vehiculo hasta su modo de vuelo
de crucero, evitando la region de desplome del ala. El esquema de control debe contar con
capacidades de rechazo de perturbaciones de ancho de banda finito.

1.3.2. Objetivos especificos

= Modelar un vehiculo cuadrirrotor tipo 7Tail-Sitter de empuje diferencial en transicion,
empleando técnicas de linealizacion con series de Taylor alrededor de una trayectoria
de transicién y de sus variables nominales asociadas; para obtener el comportamiento
dindmico de las variables de vuelo alrededor de su comportamiento esperado.

» Formular un esquema de planificacion de trayectorias de transicion, empleando un méto-
do de optimizacidon con restricciones, para obtener una maniobra de transicion deseada
que cumpla con los requerimientos de un problema de transicién de minima energia con
restricciones.

= Desarrollar un esquema de control de seguimiento de trayectorias de transicion; utilizando
en el modelo del Tail-Sitter para predecir el comportamiento de las variables de vuelo a
lo largo de toda la maniobra; y empleando un enfoque de rechazo de perturbaciones, para



atenuar la incertidumbre de modelado y las perturbaciones externas de ancho de banda
finito.

Probar el esquema de transicion obtenido en diferentes escenarios de prueba, emplean-
do un software de simulacién numérica y las ecuaciones de movimiento no lineales, y
comparar sus resultados con un enfoque similar. Esto como primer paso para verificar la
validez de la hipétesis de investigacion.






2
Multirrotor hibrido de empuje diferencial

En este trabajo se considera un UAV pequeiio tipo Tail-Sitter de masa m = 1.6 [kg], el cual
consiste en un cuadrirrotor con un ala empotrada, como es mostrado en la Fig. 2.1. Este cuenta
con un ala trapezoidal con una razén de conicidad de 0.4, un dngulo de flechado nulo sobre el
cuarto de cuerda del ala, una envergadura b = 1.35 [m], y una razén de aspecto AR = 6. El
perfil alar es un S5010 reflejado de baja velocidad, especial para alas volantes [25], el cual se
encarga de proveer de estabilidad estética longitudinal, y tiene una cuerda media aerodindmica
¢ = 0.165 [m]. Cuenta con tres envolventes de vuelo, los cuales definen los estados en los
que este vehiculo vuela como cuadrirrotor, como avion, o en un estado intermedio, llamado de
transicion. Estos envolventes son detallados en la seccion 2.5.

Este es un vehiculo subactuado, pues los cuatro motores proveen de un empuje total F y
tres pares de entrada independientes, {7, 7, 7}, alrededor de los ejes del marco de referencia
del cuerpo, detallados en la siguiente seccién. Los pares 7, y 7, son generados a través de
la diferencia de empuje entre los cuatro motores, por un brazo de palanca [ = 20 [cm]. Por
otro lado, 7,, es generado tnicamente por los pares pardsitos producidos por las hélices, y es el
que proporciona la menor autoridad de control. Sin embargo, la simplicidad mecénica de este
vehiculo hibrido lo hace una opcidén atractiva para diversas aplicaciones.

Para propdsitos practicos, se considera que el tensor de inercia de este vehiculo es diagonal,
debido a que la magnitud de los términos cruzados es lo suficientemente pequefia. Dado que en
este trabajo se ataca el problema de transicion, el momento de inercia que es relevante es aquel
que se obtiene alrededor del eje OY 5, dado por I, = 0.048 [kg m?].

En la seccién 2.1 se describe el problema de transiciéon de vuelo cuadrirrotor a vuelo de
crucero del vehiculo 7ail-Sitter descrito en los parrafos anteriores, en la seccion 2.2 se definen
los marcos de referencia a utilizar, el formalismo de representacion de la orientacion, y la des-
cripcion de las variables cinemadticas del vehiculo, las cuales serdn utilizadas por el planificador
de trayectoria del capitulo 4. En las secciones 2.3 y 2.4 se describen las fuerzas aerodindmicas
y de entrada de los motores. Y finalmente, en la seccion 2.5 se definen formalmente los modos
de vuelo cuadrirrotor, avién y de transicion.

2.1. Problema de transicion
El problema de manipular de manera controlada a un vehiculo hibrido, para pasar del modo

de vuelo estacionario a su modo de vuelo de crucero, se conoce como problema de transicion
hacia adelante. Este problema se puede descomponer en dos subproblemas a saber: un problema
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Figura 2.1: Referenciales del vehiculo 7Tail-Sitter. Referencial inercial (OXYZ), referencial viento
(OwXwYwZw), y referencial cuerpo (OpXpYpZp).

de planificacion de la trayectoria de transicion, y un subproblema de control de seguimiento.
Para el vehiculo descrito al inicio de este capitulo, se toman las siguientes consideraciones.

Se considera que, inicialmente, el vehiculo se encuentra en un estado de vuelo cuadrirrotor,
con los vectores de empuje de los rotores orientados verticalmente, y con una velocidad de vuelo
inicial pequefa. Entonces se desea controlar la dindmica longitudinal de dicho vehiculo para
ejecutar la transicion a un estado de vuelo de crucero, el cudl se caracteriza por una direccion
de vuelo horizontal, a una velocidad de vuelo constante.

Por seguridad, se requiere evitar la region de desplome del ala, al acotar el dngulo de ataque
nominal por debajo del valor de desplome, y evitar maniobras de descenso durante durante toda
la maniobra de transicion. Ademads es deseable respetar las cotas en las variables de entrada, al
acotar los valores nominales de empuje y momento de cabeceo de entrada nominales.

Para resolver este problema, en el capitulo 4, se formalizard el problema de planificacién
de la trayectoria de transicion hacia adelante, planteado como un problema de optimizacion
con restricciones; y en el capitulo 5, se propone un esquema de control de seguimiento con
capacidades de rechazo activo de perturbaciones.

2.2. Marecos de referencia y variables de movimiento

Se consideran tres marcos de referencia que siguen la convencién de la mano derecha, a
saber: el referencial inercial, OXYZ, el referencial viento, Oy Xy YwZyw, y el referencial
cuerpo, OpXgY gZp, como se muestra en la Fig. 2.1, los cuales son descritos a continuacion:

1. Elreferencial inercial, OXYZ, se encuentra fijo en el espacio. El plano OXY es paralelo
a la superficie de la tierra, el eje OX apunta a la direccién de vuelo de crucero en modo
avion, y el eje OZ apunta hacia el centro de la tierra, paralelo al vector de aceleracién de
la gravedad [23, § 5.1].

2. El referencial viento, Oy Xw Yw Zy, tiene su origen, Oy, empotrado al centro de gra-
vedad del vehiculo; el eje Oy Xy apunta en la direccion del vector de velocidad; y el eje
Ow Zy apunta en la direccion contraria del vector de fuerza de sustentacion del ala (ver
la Fig. 2.1). Este s6lo esta definido cuando el vehiculo se encuentra en movimiento.



3. Elreferencial cuerpo, O X5Y gZp, tiene su origen O empotrado al centro de gravedad
del vehiculo; el eje Op X p apunta en la direccién del empuje, y el eje OpY p es paralelo
al plano del ala, y coincide con el eje Oy Y cuando el empuje es paralelo al vector de
velocidad.

2.2.1. Orientacion

En los vehiculos multirrotores tipo Tail-Sitter, como el que se considera en este trabajo,
es posible encontrarse con un problema de indeterminacién en las variables de orientacion.
Este fendmeno es conocido como el bloqueo de Cardéan (gimbal lock en inglés), y se presenta
cuando el vehiculo tiene grandes cambios de orientacion. Por ejemplo, al realizar la maniobra
de transicion, un 7Tail-Sitter cominmente cabecea aproximadamente 90 [°] alrededor de su eje
OpgY g. Para evitar este problema, definimos la orientacién del vehiculo de una manera diferente
a la convencional, como se describe a continuacion.

El vector de posicion del centro de gravedad del Tail-Sitter, expresado en el referencial

. . - T . . . .
inercial, es = = [X Y Z} . La orientacion se expresa por medio de los dngulos de Euler, £/

= [45 e W] T, donde, respectivamente, ¢ es el dngulo de alabeo, O es el dngulo de cabeceo, y
¥ es el angulo de guinada. Estos dngulos son definidos por la matriz de rotacion del referencial
cuerpo al referencial inercial:

Ry(E) = R.(V)R.(P)R,(O),

cosOcos¥ —sin@sinOsin¥  —cos@sin¥  sin O cos ¥ + sin @ cos O sin ¥ @.1)
= |cosOsin¥ 4+ sin@sinO@cos¥ cosPcos¥ sinO@sin¥ —sin®PcosO cosV¥ | |

—cos®Psin © sin @ cos P cos ©
donde
1 0 0 cos® 0 —sin® cos¥ sin¥ 0
R.(®?)= |0 cos® sind|. Ry(e) = 0 1 0 , R.(¥) = | —sin® cos®¥ 0
0 —sin® cosd sin® 0 cos® 0 0 1

2.2)

El orden de rotaciones (2.1) define los sistemas referenciales intermedios: O1X,Y1Z; y
02X5Y 75, mostrados en la Fig. 2.2, los cuales definen los dngulos de Euler de la siguiente
manera:

= U, esel dngulo entre los ejes OX y 01X, medido alrededor del eje OZ.
= @, es el angulo entre los ejes O1 Y1 y O2Y 5, medido alrededor del eje O1X; = 05 Xo.
= O es el dngulo entre los ejes 0275 y OpZp, medido alrededor del eje O. Y, = OgYp

Los valores numéricos de los dngulos de Euler se obtienen de los valores de los elementos
de la matriz R{(E) = [r;;] € R** (¢f. (2.1)), como

@ = arcsin (r32) ,
—T31
© = arctan ,

—r
Y = arctan ( 12) )
22




Plano OXY = 01X1Y1 o, 01

! ' P 0 de /dt |

‘\_ﬂ Q] = |de/dt| +R}(0) r_’};

I_f ! ! Rl 0 Ip o I; !

YA i 0 |
! Plano 0,¥, Z, +RI(@)RI(®)| © ]

i dwsde - 92Y2%2 ' dw/dtl, |

Figura 2.2: Convencion de rotaciones: Rj(E) = R.(¥)R.(®)R,(©), y proyeccién de dE /dt sobre el
referencial cuerpo.

Las ecuaciones de © y ¥ en (2.3) son singulares cuando ¢ = 7/2. Esto refleja el fenémeno
de bloqueo de cardan, el cual se produce cuando el eje de rotaciéon del dngulo de cabeceo,
OpY g, es paralelo al eje de rotacién del angulo de guifiada, OZ (véase la Fig. 2.2). Durante
este fendmeno, no es posible distinguir entre los dngulos de © y de V.

El orden de rotaciones de (2.1) no es el que se encuentra comunmente en la literatura (cf. [10,
eq. 2.12], [12, eq. 2.15]). Sin embargo, este orden alternativo presenta el fenémeno de bloqueo
de carddn cuando el vehiculo alabea 90 [°], en lugar de cuando el vehiculo cabecea 90 [°],
como es comun. Esto permite realizar la maniobra de transicion sin preocuparse del problema
de singularidad. Esto es deseado en el vehiculo 7ail-Sitter considerado, pues cuando el alabeo
es ¢ = +m/2 el vector de sustentacion del ala no puede compensar el peso del vehiculo en el
aire, y por lo tanto es una configuracién de orientacién que se busca evitar.

2.2.2. Velocidades angulares

En esta subseccion, se mostrard la relacion entre la tasa de cambio de los dngulos de Euler
y el vector de velocidades del cuerpo. Para esto, se definen los siguientes vectores:

. do/dt J. 0 g 0
%@2 == 0 ; EQB - d@/dt 5 —tlpl == O y (24)
0 ], 0 |, dw/dt]|

donde el subindice ¢ € {1, 2, B} hace referencia a que estos estdn expresados en los referencia-
les 02 X5Y 272, OpXpYpZpy O1X,YZ,, respectivamente, mostrados en la Fig. 2.2.
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La velocidad angular en el referencial cuerpo, {2 = [P Q R}, se obtiene de la suma de
las proyecciones de los vectores (2.4) sobre los ejes de OpXpY pZp, como sigue: (ver Fig.
2.2)

P 1 0 0 A/ dt
2=|Q| =|RY®©) 0] , |1| , RL(O)RI(®) |0 4O/ dt
R|, 0f, \ 1], | Law/dt (2.5)
dE
e E—
W(E)—

donde
cos® 0 —cosPsin®
W(E) = 0 1 sin @ ) (2.6)
sin® 0 cos®cosd

El determinante de W (E) se anula durante el bloqueo de cardédn, dado que
det (W(E)) = cos P, 2.7

lo cual significa que {2 se puede obtener de la tasa de cambio de los dngulos de Euler, dF/dt,
siempre que se evite el fenémeno de bloqueo de cardan, el cudl sucede cuando ¢ = +7/2.

2.2.3. Variables de vuelo

En el capitulo 4, serd conveniente definir la trayectoria de transicion del vehiculo 7ail-Sitter
en términos de las siguientes variables de vuelo. Estas son ademds variables cominmente utili-
zadas en la literatura de vehiculos aéreos.

Si se suponen condiciones de viento nulas, y que el vehiculo no presenta deslizamiento
lateral [10, eq. 2.14], entonces la magnitud de velocidad de vuelo, V', en el plano vertical es:

V = /(dX/dt)? + (dZ/dt)2. (2.8)

y coincide con la magnitud de velocidad de viento relativo, que produce la sustentacion del ala.

El 4ngulo de ataque, (¥, se define como el dngulo entre la linea de la cuerda del perfil del ala
y la direccion de la velocidad de vuelo, V', como se muestra en la Fig. 2.3. Este dngulo define
la matriz de rotacién entre el referencial viento al referencial cuerpo:

cos(¥ 0 —sin(y
RRa)=| 0 1 0o |, (2.9)
sin¥ 0 cos(x

la cual es 1til en el modelo matematico de seis grados de libertad presentado en el capitulo 3.
Para valores pequefios del angulo de alabeo, @, el angulo de cabeceo, O, se relaciona con el
angulo de ataque por medio de las férmulas:

O=a+1T (2.10)

I' = arctan (—(dZ/dt)/(dX/dt)) (2.11)

donde /" es el angulo de direccion de vuelo (flight path angle en inglés) definido como el angulo
entre la direccion de la velocidad de vuelo, V', y el plano horizontal [10, § 2.2.4].

Estas tres importantes variables de vuelo, {V, (¢, I'}, y su relacion, son mostradas grafica-
mente en la Fig. 2.3.
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Figura 2.3: Variables de vuelo. I": dngulo de direccién de vuelo, ©: dngulo de cabeceo, (¥: dngulo de
ataque, V': magnitud de velocidad de vuelo.

2.3. Fuerzas aerodinamicas del ala

Una ala presenta dos fuerzas importantes, la fuerza de sustentacion, L, y la fuerza de arrastre,
D. Asi mismo, presenta un momento de cabeceo, M, alrededor de la linea de envergadura al
cuarto de cuerda. La fuerza de sustentacion permite mantener el vehiculo 7ail-Sitter en el aire
durante vuelo de crucero, gastando solamente la energia necesaria para compensar la fuerza de
arrastre. El momento de cabeceo del ala debe ser compensado para asegurar la estabilidad en
la orientacion del vehiculo en vuelo tipo avion y de transicion. En términos matematicos, estas
variables son dadas por (cf. [10]):

LV, Q) = 2p(B2JAR)V2CL(Q), D(V. Q) = 2p(b? JAR)V2Cip(CV),
2 2 (2.12)
M(V.0) = Sl ARV Cor ().

donde C;, i € {L, D, M}, son coeficientes aerodindmicos adimensionales, y p es la densidad
del aire.

En la préctica, los vehiculos aéreos de ala fija buscan mantener el dngulo de ataque, (v,
pequeio y con una variacion lenta. Esto permite definir los coeficientes aerodindmicos de una
manera simple como

CL(OZ) :CLO—FCLlOC, CD(@) :CDO +CD1@+CD2OC2, 2.13)
CM(OZ) = CMO -+ CMloé.

El momento de cabeceo con respecto al centro de gravedad del Tail-Sitter es el que afecta

realmente su estabilidad en orientacion. Este se muestra graficamente en la Fig. 2.1, y se obtiene
como [10, §3.2.1]:

M,y (V, Q) = M(V, Q) + &(h — ho)L(V, V). (2.14)

En (2.14), la variable hy = 0.25 indica la ubicacion del centro aerodindmico del ala, al 25 % de
¢, medido con respecto al borde de ataque; y de manera similar, la variable 2~ = 0.1 indica que

12



AN
> hye
> e hz

Figura 2.4: Fuerzas y momentos de entrada.

el centro de gravedad se ubica al 10 % del ¢. A partir de que h < hg, se produce que la curva
de M., vs (X tiene una pendiente negativa, asegurando la estabilidad estatica de M., (cf. [10]).
La estabilidad estatica de esta variable facilita la estabilizacion de la variable de orientacion de
cabeceo durante el vuelo.

2.3.1. Valores numéricos de los coeficientes aerodinamicos

En la préctica, los coeficientes aerodindmicos (2.13) dependen del valor local del nimero
de Reynolds:

_pVe
o

R, (2.15)

donde x es la viscosidad dindmica del aire. Para valores casi constantes de p y u, lo cual es
el caso considerado, los valores de (2.13) dependen del valor actual de la velocidad de viento
relativa, V.

En la Fig. 2.5 se muestran las curvas de sustentacion, arrastre y momento de cabeceo al
cuarto de cuerda de ¢ del ala, obtenidos por medio del software de analisis aerodinamico para
bajos nimeros de Reynolds XFLR5 [30], para valores de velocidad en el intervalo de V' = 1
[m/s] a V' = 15 [m/s], y valores de angulo de ataque de 0 [°] a 10 [°], dentro de la regién lineal
del coeficiente de sustentacion.

Para propositos practicos, los valores numéricos de cada coeficiente en (2.13) son tomados
como los valores promedio de aquellos obtenidos por medio del software XFLRS5. Estos valores
son presentados en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Coeficientes aerodinamicos.
| Parameters | Values |

(Crsy Cr)) (0.1875, 0660)
(Cpy, Cpy, Cp,)  (0.0212,0.0014, 0.0004)
(Chto, Corrs) (—0.0134, 0.0092)
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Cr(a), averaged
-==Cr(a),U=1[m/s]
————— Cr(a), U =15 [m/s]

Figura 2.5: Coeficientes aerodindmicos. U denota la magnitud del viento incidente.

2.4. Empuje y pares de entrada

Los cuatro motores del vehiculo 7ail-Sitter considerado (Fig. 2.4) proveen un empuje total
F y tres pares de entrada independientes, {7;, Tq 7.}, alrededor de los ejes del marco de
referencia OpXp, OpY gy OpZp, respectivamente. Los pares 7, y 7, son generados a través
de la diferencia de empuje entre los cuatro motores, mientras que 7, es generado por los pares
parésitos producidos por las hélices, y proporciona la menor autoridad de control. Esto es debido
a que la cota superior de la magnitud de 7, es menor que las de 7, y 7,. Por esta razon, los
vehiculos Tail-Sitter de empuje diferencial proveen un grado de rigidez limitado en la dindmica
de alabeo durante vuelo de crucero, y en la dindmica de guifiada en modo de vuelo multirrotor.

Segin la configuracion de rotores mostrada en el vehiculo de la Fig. 2.4, las variables de
control, {F,7T,, T,, T}, se relacionan con el cuadrado de las velocidades angulares de los roto-
res, de la forma [23, 12]

kp o kpo kpo kp | |wi
_kT _kT kT kT w%
lk?f —lkf l]ff —H{?f wg
—”Cf lk?f U{?f —lk}f wi

donde k¢, k. > 0 son los coeficientes de proporcionalidad de empuje y arrastre parasito de los
rotores, respectivamente.

(2.16)

SEEE

2.5. Envolventes de vuelo

La transicion hacia adelante yace en tres regiones llamadas envolventes de vuelo [20], defi-
nidas por los valores de las variables de movimiento. Se definen tres envolventes de vuelo para
la dindmica longitudinal: el envolvente de vuelo cuadrirrotor (EVC), el envolvente de vuelo de
transicion (EVT), y el envolvente de vuelo avion (EVA). De manera similar que en [20], defini-
mos estos envolventes de vuelo en términos de la velocidad, V', y el dngulo de ataque, (¥, como
sigue:
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1. El EVC toma lugar cuando el empuje, F, actia como la fuerza de sustentacion princi-
pal. Esto generalmente sucede cuando © = 90°, el dngulo de direccion, I, es libre, y la
velocidad, V, es baja. Esto es:

EVC ={(a,V):|a| <7 0<V <V} (2.17)

donde V', = 2 [m/s] es un valor umbral de velocidad.

2. El EVT toma lugar cerca del inicio de la maniobra de transicién, cuando la sustentacién
del ala, L, comienza a tomar relevancia, el coeficiente de sustentacion se encuentra en su
region lineal, y el empuje, F, aun es utilizado para mantener a la aecronave en el aire. Esto
se define como:

EVT ={(0,V):|a| <Oy, V), <V <V} (2.18)

donde O/, = 10 [°] y V. = 8 [m/s] son estimados de los valores de angulo de ataque y
velocidad de desplome del ala. Estos valores son elegidos cercanos a aquellos encontrados
usualmente en la literatura [20, 1], y del andlisis numérico con el software XFLR5 [30].

3. El EVA toma lugar cuando el ala es la principal fuente de sustentacion que mantiene a
la aeronave en el aire. Esto sucede cuando la velocidad de vuelo es lo suficientemente
grande, con el dngulo de ataque dentro de la region lineal del coeficiente de sustentacion.
Este envolvente se define como:

EVA={(a,V): || <O, V>V,}. (2.19)

Estos tres envolventes de vuelo definen los rangos de valores de (X y V' en los que se con-
sidera que el vehiculo Tail-Sitter se encuentra en los modos de vuelo cuadrirrotor, avion o de
transicion.

2.6. Recapitulacion

En este capitulo se presentaron las coordenadas angulares que representan la orientacion del
vehiculo Tail-Sitter, ¢, © y ¥. Estas evitan la singularidad de bloqueo de cardan siempre que
& #+ +7/2, por el orden de transformaciones (2.1). Se present6 el modelo de las fuerzas aero-
dindmicas que actian sobre el centro de gravedad de este vehiculo, y los valores numéricos de
los coeficientes aerodindmicos asociados (Tabla 2.1). Con esto es posible derivar el modelo ma-
temdtico completo del vehiculo, por ejemplo utilizando el método de Newton-Euler. Ademas,
se definieron las regiones de valores de V' y (¢ que definen los modos de vuelo cuadrirrotor,
avion, y de transicion del vehiculo en vuelo.
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3
Modelo dinamico del multirrotor hibrido
de empuje diferencial

3.1. Modelo longitudinal

El problema de transicion de los vehiculos Tail-Sitter esta restringido al movimiento en
el plano vertical, OXZ. Por esta razén, como es comun en la literatura de aerondutica [10],
bajo la suposicion de valores pequefios en los dngulos de alabeo, @, y guifiada, ¥, la dindmi-
ca del vehiculo 7Tail-Sitter es desacoplada en sus partes lateral direccional y longitudinal. El
movimiento en la dindmica lateral direccional se encuentra restringido al plano OXY; y las
variables asociadas son la coordenada de posicion en Y y los dngulos de alabeo, @, y guifiada,
V. El movimiento de la dindmica longitudinal se encuentra restringido al plano vertical, OXZ,
y las variables asociadas son las coordenadas de posicién {X, Z}, y el dngulo de cabeceo, O.

Se supone que la dindmica lateral direccional ha sido estabilizada asintéticamente alrededor
del punto [Y ¢ W}T = [0 0 0]y [dY/dt d®/dt dLﬁ/dt]T = [0 0 0]. Por lo que
solamente se consideran las ecuaciones de movimiento longitudinales (cf. [20, 5]):

d*X/dt*| _ (0| _ 1 | cosI” sinI'| |D(V,Q) F | cosO 3.1)
d*Z ) dt? gl m|—=sinl' cosI'| |L(V,&x)| m |—sin@|’ '
d*0/dt* = (1/1,)(T; + M(V, ) + &(h — ho)L(V, (Y)). (3.2)

donde V, (¢, y I" son la magnitud de velocidad, el 4ngulo de ataque y el 4ngulo de direccion de
vuelo, respectivamente (cf. (2.8), (2.10), y (2.11)).

3.1.1. Variables de vuelo nominales e incrementales

Durante la transicidn, el Tail-Sitter debe seguir una trayectoria de transicion. Dada la forma
de (3.1) y (3.2), es conveniente describir esta trayectoria en términos de los valores deseados
de la magnitud de velocidad de vuelo y su dngulo de direccién, denotados por V' = V(t) y
I' = I'(t), respectivamente, como se muestra en la Fig. 3.1. En esta figura se puede notar que
la velocidad deseada en el plano vertical se expresa en términos de V' 'y I" como

dX/dt =V cos(I'), dZ/dt =~V sin(T). (3.3)
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Figura 3.1: Segmento de trayectoria de transicién hacia adelante en el plano vertical.

Se descompondran todas las variables en dos términos, a saber: un término nominal y uno
incremental. Para aquellas variables a ser controladas, el término nominal corresponde a su
valor de referencia; para las variables de entrada, este corresponde a su valor que serd preali-
mentado; y para las variables restantes, este corresponde al valor predicho a partir del modelo.
Los términos incrementales corresponden a aquellos valores pequeiios alrededor de los valores
nominales, y que suman para reconstruir la variable a la cual corresponden. En lo sucesivo,
se denota con letras mayusculas con barra superior a los términos nominales, y con variables
minusculas a los términos incrementales, a saber:

X=X+x; Z=Z+2z 0=04+0; V=V +u;
B o - (3.4)
I'=sI'4+~ =0+a; F=F+f; Ty=Tq+1,

La notacion de variables nominales-incrementales permite traducir el seguimiento de la tra-
yectoria de transicion en el problema de estabilizacion de las variables incrementales. Es posible
expresar las variables nominales F,Q,6 y 7_’q, en términos de la trayectoria nominal, dada por
V' y I, como se describe a continuacion.

3.1.1.1. Empuje y angulo de ataque nominales

En esta subseccion se van a encontrar las expresiones de las variables nominales del empuje
F y del dngulo de ataque (¥ en términos de V' y I". Nétese que la dindmica longitudinal nominal
traslacional se obtiene al sustituir cada variable en (3.1) por su valor nominal:

[dQX/dtz] _|0f _ 1 |cosI" sinl'||D F | cos® (3.5)
d*Z/dt? g m |—sinl’ cosI'| | L m |—sin@| '
Entonces, de (3.3) y (3.5) se tiene que
[dQX/dt2] _ | cosT'dV/dt — VsinI'dl'/dt (3.6)
d*Z/dt? —sin I'dV /dt — V cos I'dI"/dt | '
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Igualando (3.5) y (3.6) se deducen los valores nominales de empuje y sustentacion del ala:
F| _|D/cos¥
L

s — | +m
—Dtan (¥

gsinI'/ cos ¥ o —dV /dt/ cos (X
g(cos I’ — sin I tan (Y) tan QldV /dt — VdI/dt |’

(3.7)

Para dngulos de ataque pequefios, se tiene que cos (X ~ 1y sin X ~ (/. Entonces, a partir
de la expresion de la sustentacion nominal L en (3.7) se obtiene el dngulo de ataque nominal:

mgcos ' +mVdIl /dt — %p(bQ/AR)V2CLO

o~ — — —
Lo®2/AR)V" (Cy, + Cpy) + mgsin T + mdV /dt

(3.8)

3.1.1.2. Angulo de cabeceo y par de cabeceo de entrada nominales

En esta subseccion se van a encontrar las expresiones de las variables nominales de angulo
de cabeceo © y del momento de cabeceo de entrada 7, en términos de V' y I'. De (2.10) y (3.8),
el dngulo de cabeceo nominal es

6=T+0. (3.9)

Suponiendo que (¥ varia lentamente, las primeras dos derivadas temporales de © son (cf.
3.9y (3.2))

dO/dt = dT'/dt,

_ _ 3.10

d*0/dt* = d°T ) dt*. G-10)

La dindmica longitudinal nominal rotacional se obtiene al sustituir cada variable en (3.2)
por su valor nominal:

d*0/dt* = (1/1,) (Ty+ M + é(h — ho)L) . (3.11)
Entonces, de (3.10) y (3.11) se deduce la ecuacién del momento de cabeceo de entrada

T, = 1,d°T/dt* — M — &(h — ho)L. (3.12)

3.1.2. Dinamica longitudinal incremental

En la subseccién anterior se present6 la dindimica nominal de las variables: X, Z y ©, en
términos de la trayectoria de transicién: V' y I'. Alrededor de ésta se desarrolla la dindmica de las
variables incrementales longitudinales: x, z, #. Es necesario estabilizar la dindmica incremental
para asegurar el seguimiento de la trayectoria de transicion. A continuacién se desarrollan las
ecuaciones de movimiento de las variables incrementales longitudinales. Estas serdn dadas en
una representacion de estado en donde la matriz de estados, A, es constante a pedazos. Esto
permite expresar las variables de posicién incrementales en un conjunto de ejes de coordenada
cuerpo nominales a lo largo de toda la trayectoria.
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3.1.2.1. Ecuaciones dinamicas de x y z

En esta subseccién se van a obtener las ecuaciones de movimiento de las variabels incre-
mentales de posicion X y z en términos de las variables V' y I'. Estas se obtienen sustrayendo la
dindmica nominal traslacional (3.5) de (3.1), para obtener:

[d2x/dt2] . i [ cosI' sin F} D i { COST_ sinzl D
d?Z/dt2 m |—sinl’ cosI'| | [ m |—sinl" cosI'| |T
o - (3.13)
F | cos® F | cos®
m [— sin @] m [— sin@}

Para simplificar (3.13), se obtienen las expansiones en series de Taylor de las fuerzas de
sustentacion, L, y arrastre del ala, D, dadas en (2.12), hasta sus términos de primer orden,
alrededor del punto (V, (Y): !

L(V,&) =L + Laa + Lyv + O(61),

L ) (3.14)
D(V,&X) =D + Dya+ Dyv+ O(61),
donde 6; = a® + 07,y

_ — . L . L
L=L(V, &), Lazﬁ— , vaa—

|y oy Ao

oD ’ oD (3.15)
D=DV,Q), D,= —— : o = .

3& V,@ 8V V}@

En términos de los coeficientes aerodindmicos dados por (2.13), los coeficientes de primer orden
de (3.15) son:

Lo = 0.5p(B*/AR)V Cy,,

(3.16)

Do = 0.5p(b2/ ARV (Cp, + 2Cp, QY),

)

Ly, = p(B*JAR)V (Cy, + Cp, QY),
4

D, = p(b*/AR)V (Cp, + Cp, O + Cp,OC°).

Entonces, al sustituir (3.14) en (3.13) se obtiene

dx/dt*| _ 1 cos’ sinl'|[1 ~][D 1 cosT' sinT]| [D, D,] [«
Pz/dt*|  m —sinl” cosI'| |-y 1| |L m |—sinT cosT'| |L, L,||v

1 [cos® —FsinO 52)
+E {—sin@ —?COS@} [ } [ 52)} @17

donde & = a? + v? + f2 + 0%

'Una funcién escalar f(t,¢) se dice que es f(t,£) = O(e) en el intervalo [t1, t2], si existen constantes K, * >
0 tales que |f(¢,£)| < Kle| cuando |e| < e* forall t € [t1, t2] (cf. [14, § 98]).
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Con respecto a las variables incrementales de magnitud de velocidad, v, y el dngulo de
direccion de vuelo, v, mos‘gadai en (3.17), st se expande en series de Taylor las ecuaciones
(2.8) y (2.11), alrededor de V' y I', se obtiene (recordar (3.3), (3.4) y (2.10)):

m N {—(Sizsff/v) —(;0881%77)} B)Z(;gﬂ * {g Egzﬂ ’ (3.18)
a=0—n~

donde a3 = (dx/dt)* + (dz/dt)?. Entonces, al sustituir (3.18) en (3.17) se obtienen las ecua-
ciones dindmicas de las variables incrementales de posiciéon X y z:

dQX/dt2 . COLXX CDLXZ dX/dt Cole COLxg f
[d2z /dt?} = {azx a} {dz/dt T iy, i) 0] T (3.19)
donde g, es un término de incertidumbre, conformado por los términos de alto orden de (3.17)
y (3.18), asaber: q,, = O((dx/dt)? + (dz/dt)* + f* + 67). Las expresiones de los coeficientes
a;; = a;(V, 1,1 € {x,2}, j € {x,2,0}, de (3.19) son:
dxx = —(DycosT + (sin T'/V)Dgy) cos T /m — (Lycos T + (sinT'/V)La) sin T /m (3.20)
+ (sinI'/V)(LcosI' — DsinT")/m .
Gxg = —(—Dysin T + (cos T /V)Dy,) cos T /m — (—Lysin T + (cos T /V)Lg) sin T'/m
+ (cosI')V)(LcosT' — DsinI")/m (3.21)

Gax = (DycosT + (sin T'/V)D,) sin T'/m — (Ly cos T + (sin T /V) Ly) cos T'/m

T (3.22)
— (sinI"/V)(LsinI'+ DcosI")/m
Gy = (=Dysin T + (cos T /V)Dg)sin IT'/m — (—Lysin T + (cos T'/V) L) cos T /m (3.23)
—(cosI'/V)(LsinI + DcosT')/m .

axf = cos ©/m (3.24)

yp = —sinO/m (3.25)

Gxg = —(Fsin® 4 Dy cos T + Lo sinT) /m (3.26)

Gyg = —(FcosO — Dysin I + Lo cosT)/m (3.27)

3.1.2.2. Ecuacion dinamica de 6

En esta subseccion se va a obtener la ecuacion de movimiento de la variable de angulo de
cabeceo incremental ¢ en términos de las variables V' y I'. Esta se obtiene al restar la dindmica
nominal de cabeceo (3.10) en (3.2) para obtener

d*0

- = (/L) (7 + M(V, Q) = M+ &(h — ho) (L(V, @) — I)) (3.28)
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Para simplificar (3.28), se obtiene la expansion en serie de Taylor del momento de cabeceo,
M dado en (2.12), al cuarto de ¢, hasta su término de primer orden, alrededor del punto (V/, @):

M(V, Q) = M + Mya + My + O(a® + v?), (3.29)
donde
M=MV,Q),
M, = g—g s 0.56p(b*JARYV " Chus,, (3.30)
M, - g_]‘f = AR O (@)

Entonces, al sustituir (3.14), (3.18) y (3.29) en (3.28), se obtiene la ecuaciéon dindmica del
angulo de cabeceo incremental:

d*0 d d
— = (/1)1 + &GX_X + &GZ_Z

1990 3.31
dtQ dt dt + Qg + q9, ( )

donde gy es un término de incertidumbre que contiene los términos de alto orden de (3.29),
es decir: : gy = O ((dx/dt)? + (dz/dt)?) (recordar (3.18)). Las expresiones de coeficientes
ag; = ag;(V, 1), j € {x,2,0} son

aox = (1/1,) ((Ma +&(h— ho)ia) sinT + (M +&(h— ho)iv> cosf) . (332)
tos = (1/1,) ((Ma +a(h— ho)ia) cosT — (M +E(h - ho)iv) smf) . (333)
oo = (1/1,) (Ma +a(h— ho)ia> . (3.34)

3.1.2.3. Cambio de variable

El modelo incremental (3.34), obtenido en la subseccién anterior, se encuentra expresa-
do en el plano vertical inercial OXZ. Para propdsitos practicos, como lo presentaremos a
continuacion, es mds conveniente expresar este modelo en las coordenadas cuerpo nomina-
les, OpX Y p, obtenidas a través de la transformacién RL(E) evaluada en el punto F =

— 4T . .
[0 ] 0} (cf. (2.1)). Esto es debido a que, en coordenadas del cuerpo, la variable de em-
puje incremental f actia sobre la dindmica incremental a través de un coeficiente constante.
Entonces, a partir de (2.1), definimos el siguiente transformacién de coordenadas

x| cos@ —sin@] [x
Z|  |sin® cosO | |z|’

— — 3.35
dx/dt|  |cos©® —sinO| |dx/dt —i—@ 0 —1| [x 5-3)
dz/dt| — |sin@® cosO | |dz/dt dt |1 01 |z|"
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Aplicando el cambio de variable (3.35) en las ecuaciones dindmicas incrementales (3.19) y
(3.31) se obtienen

{d%/dﬁ} B [&Ql(t) &23(15)} ﬁ N {&22(75) &24(15)} [di/dt] N [1/m &25(15)} H N [qx} ’

~

d2/Z\/dt2 N &41 (t) &43 (t) VA &42 (t) COL44 (t) d/Z\/dt 0 COL45 (t) 0 q,
d*0 e . dxX . o dz
ﬁ = (1/[y)Tq + a1 X + GGQE + ag32z + aM% + a659 -+ q,, (336)

donde las expresiones de los coeficientes a;; = a;;(V,T'), i € {2,4,6}, j € {1,2,3,5} son
dadas en detalle en el Apéndice B. Se puede observar que la variable de entrada incremental f
en (3.36) actiia sobre las nuevas variables incrementales a través de un coeficiente constante.

Particionando al tiempo de transicion, y definiendo la variable de tiempo discreto ¢, =
tn(k/N),k€{0,1,...,N},donde ty y ty corresponden al tiempo inicial y final de transicién,
respectivamente, para obtener

{lto. t1), [t1,t2), -+, [tn—1, tN]} (3.37)

Entonces el modelo incremental transformado (3.36) se puede reescribir como:

d’x/dt? _ ao1p  Qogk| |X " Agor  Qoar| [dX/dt " I/m  aosi| | f n Qs
d*z/d¢? Qa1 Qask| |2 Qqox  Qaar| |dz/dt 0 Gusi| |0 Q|
dge o AN o dﬁ o AN o d/z\ o
w = (1/1,)7y + a1xX + a62sz + a3z + %41:& + aeskt + g, (3.38)

donde a;j, = a;;(ti) sit € [tg, tkt1), k € {0, N —1}; y laincertidumbre paramétrica producida
por el proceso de discretizacion de los coeficientes a;;(t) es considerada en las nuevas variables
de incertidumbre ¢,,, j € {x,z,0}.

3.1.2.4. Ecuacion de estado invariante en el tiempo a pedazos

A partir del modelo incremental invariante en el tiempo a pedazos (3.38), se obtiene fi-

nalmente la representacion de estados de la dindmica longitudinal incremental del vehiculo
Tail-Sitter (X (Ag, B, S,C), k € {0,...,N}):

dr/dt = Ayx + Bu+ Sq, y = Cz, (3.39)
donde
T T T T
v=zx  x we] ,y=[X Z ,u=[f T ,q=|aw @& qe] .
v= X dxjdt) x,=[Z2  dz/dt]" wp=1[0 do/dt]", (3.40)
y
[ 0 1 0 0 0 0] [0 0 ] [0 0 0]
A1 Qoo Qo3 Qoap  Gosp O I/m 0 1 00
0 0 0 1 0 O 0 0 0 0 0
A= |. o . . . , B= . 9= ’
g aq1k  G42k  Qa3p Qaar G5k O 0 0 010
0 0 0 0 0 1 0 0 0 00
|de1r  Geox  Qesk Gear  Gesk O 0 1/I,] 0 0 1]
1 00 00O
C‘{o 0100 o] (3.41)
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Noétese que ¢ en (3.40) es un término de incertidumbre que tiene en cuenta los términos no
lineales (de orden superior) de la dindmica del 7ail-Sitter, el cual tiende a cero a medida que el
movimiento de la aeronave se aproxima a la trayectoria deseada.

El coeficiente a5, de la matriz de estado A; en (3.41) es diferente de cero en los tres
envolventes de vuelo, como se muestra en (B.1) del apéndice B. Esto implica que la matriz A
puede ser transformada a una forma controlador a bloques; un bloque para el subsistema x, y
otro para el subsistema z — 6; por lo tanto, el par (A, B) es controlable.

3.2. Recapitulacion

En este capitulo se derivé el modelo matemaético del vehiculo 7ail-Sitter alrededor de su ma-
niobra de transicidn. Se defini6 la trayectoria de transicion en términos de los valores deseados
de la magnitud de velocidad, V, y del dngulo de direccion de vuelo, T, de acuerdo a la ecua-
cion (3.3). Se implement6 la transformacion de coordenadas (3.35), la cual permite expresar los
errores de seguimiento de trayectoria en un conjunto de /N ejes cuerpo nominales a lo largo de
la trayectoria de transicion. A partir de esto, se derivé la ecuacion de estado lineal invariante en
el tiempo a pedazos (3.39), la cual toma en cuenta la incertidumbre de modelado y las posibles
perturbaciones externas. Esto dltimo permite definir un esquema de control lineal con rechazo
activo de perturbaciones [13], como se presenta en el capitulo 5.
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4

Planificacion de la trayectoria de
transicion hacia adelante

En este capitulo se formaliza el problema de planificacion de trayectorias de transicion de
vehiculos Tail-Sitter, para resolver el problema de transicion introducido en la seccion 2.1; y se
desarrolla una solucion.

4.1. Problema de planificacion

Problema 1.

Se desea encontrar los valores nominales de la velocidad de vuelo, V, y el dngulo de tra-
yectoria de vuelo, I, para que el Tail-Sitter ejecute la maniobra de transicion hacia delante de
manera eficiente en términos de energia.

Se supone que el Tail-Sitter se mueve lentamente, dentro del QF'E, y se encuentra con sus
rotores orientados verticalmente; y debe terminar su transicion dentro del EVA con un dngulo
de trayectoria de vuelo de I' = 0 [°], a velocidad de vuelo de crucero.

Ademds, es deseable que la solucion satisfaga las siguientes restricciones. A lo largo de
toda la maniobra, el Tail-Sitter debe evitar la region de desplome del ala. Se deben tomar en
cuenta los limites de los actuadores. Y se debe limitar el cambio mdximo de altitud durante la
maniobra de transicion. |

El Problema 1 plantea el problema de optimizacion de la trayectoria de transicion en térmi-
nos de energia. El gasto energético de transicion es debido al empuje total y a la entrada de
momento de cabeceo. Las suposiciones ahi mencionadas definen condiciones de frontera, las
cuales serdn formalizadas mas adelante. La restriccion sobre la region de desplome del ala tie-
ne el propdsito de aumentar la confiabilidad de prediccion del comportamiento del Tail-Sitter
a través de (3.1) y (3.2), y para aumentar la seguridad del vehiculo. Mayormente, esta se tra-
duce en acotar los valores nominales del dngulo de ataque, pero también implica limitar las
maniobras que generan una pérdida de altitud. Finalmente, al tomar en cuenta los limites de los
actuadores, obtenemos una trayectoria de transicion realizable.

El problema anterior se puede formular matematicamente como un problema de programa-
cién no lineal, el cual busca que las variables vV y T, definidas en ¢ € [to, tv], minimizen el
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criterio

ml’H/Nu (5 (F [ Fusx)” + (1= B) (d*Q0/dt* Jd*Q/dt% ) )dt, (4.1)

V.l

sujeto a (3.3) y a las siguientes restricciones:

F = (D+mgsinT +m(dV/dt)) ] cos 0, 4.2)
—2
- mg_cosF + mV— — 3P i il CLO 4.3)

2pARV (Cr, +Cp,) + mgsinI" + m%r
Ty, =1,d°T'/dt* — M — ¢(h — h)L. (4.4)

V S [Vminuvméx] [m/s], T € [07 90] [0]7 ~T € [Oa-fméx] [N]>
}71 ! < Trnax [Nm], || < Qax [°], d@/dt! < dOt/dt may [°/], (4.5)
|d*Qe/dt?| < d*Cc/dty g 1°15°], |Z(to) — Z(tn)| < 6Zmax [m],

max

y las siguientes condiciones de frontera

V(0) = Voo [mss],  T(0) = x/2 [rad], dV /dt(0) = 0 [m/s?],
dI'/dt(0) = 0 [rad/s], V(tn) = Vimax [m/s], I'(ty) = 0 [rad], (4.6)
dV /dt(ty) = 0 [m/s?], dI"/dt(ty) = 0 [rad/s],

El funcional de costo (4.1) sigue una estructura similar a la utilizada en [8]. Es decir, se trata
de una combinacién convexa de dos términos normalizados: i) la integral del empuje nominal al
cuadrado y normalizada por F4,; ii) la integral de la aceleracién del dngulo de ataque nominal
al cuadrado y normalizada por d*Q¢/dt? . . El primer término penaliza el gasto de energia de
empuje, mientras que el segundo penaliza valores grandes de la entrada de momento de cabeceo
nominal. El coeficiente 5 € [0, 1] determina la importancia relativa de minimizar el gasto de
energia en empuje y la suavidad del cabeceo, mientras que x es un factor de escala introducido
por razones de estabilidad numérica.

Las ecuaciones (4.2), (4.3), y (4.4) relacionan la aceleracion del dangulo de ataque nominal,
d*>Ql/dt?, y el empuje nominal, F, con las variables de transicion V' y I'. Las variables nomi-
nales D, M, y L son la aproximacién de Taylor de orden cero de las fuerzas aerodindmicas
(2.12).

Dentro del EVT, las maniobras de pérdida de altitud aumentan las posibilidades de entrar
en la region de desplome del ala y dar lugar a comportamientos imprevisibles. Por esta razon,
se considera la restriccién I” que se muestra en (4.5), pero puede ser relajada a criterio del di-
sefiador para diferentes configuraciones de vehiculos Tail-Sitter. La restriccién sobre F en (4.5)
permite realizar la transicién con un excedente de empuje para el rechazo de perturbaciones,
el cual se tratard en el capitulo 5. Los limites sobre (¥ y d(¢/dt ayudan a validar (2.13), dado
que estas ecuaciones requieren valores pequefios y de variacion lenta del dngulo de ataque. La
cota sobre la magnitud de ’TQ limita el empuje nominal maximo de cada rotor de modo que
este no exceda de (Fup + 0 F maz)/4 [N], donde 6.F,0e = T max/l es el excedente de empuje
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nominal maximo de cada rotor, donde [ es el brazo de palanca de los rotores (véase la Fig. 2.1).
Nétese que la cota de T 4, debe elegirse mayor que el momento de cabeceo del ala en vuelo
de crucero, dado que este debe ser el valor maximo de 7_'q. Finalmente, la dltima restriccion en
(4.5) evita un aumento excesivo de la altitud al final de la transicion.

4.2. Solucion aproximada por series de Fourier truncadas

Las metodologias convencionales de planificacion de trayectorias de transicion definen el
espacio de busqueda de soluciones a partir de segmentos discretos de trayectoria (cf. [20, 16]).
Este enfoque, sin embargo, incrementa sustancialmente la dimension del espacio de busqueda
a medida que se incrementa el tiempo de transicidn, o se requiere una trayectoria mas fina. Més
aun, la dimension de este espacio se multiplica si se agregan los segmentos de las derivadas de
la trayectoria; por ejemplo para definir restricciones o condiciones de frontera.

Para reducir el espacio de busqueda de soluciones, seguimos un enfoque similar al de [9] y
aproximamos la velocidad de vuelo deseada V' y el angulo de la trayectoria de vuelo deseada I”
por medio de series de Fourier truncadas:

V=ag+ Z (a; cos (imt/ty) + b;sin (int/tN)) ,
- (4.7)

n
T'=cy+ Z (¢;cos (it /tn) + d;sin (int/ty)) .
i=1

La solucién aproximada (4.7) tiene la propiedad de ser infinitamente derivable, y no necesita un
ajuste de curva posterior, a diferencia de las soluciones arrojadas a través de otras metodologias
de disefio de trayectorias, lo cual permite implementarla directamente.

Los cuatro primeros coeficientes de las series de Fouriers (4.7), a saber: (ag, ai, by, ba) y
(co, €1, dy, d3), se deducen analiticamente de las condiciones de frontera (4.6). Esto es:

Vméx +Vm1'n 1 zn: i
CL[]:——§ (1"‘(—1))@1,
=2

2

. - o 4.8)

4y = % _ 5; (1—(-1)") a;,
=52 (1= (=1)) by, by = ‘Z;Z (1+(=1)) b (4.9)

y
Co = z_ 1 y (1 + (_1)i) Ciy C1 = = 1 y (1 - (_l)i) Cis (4.10)
4 2 i=2 4 2 1=2
[y ~ 1q~, ’

dy = 52 (1— (=1 d;, do= DI (1+(-1)") d;. 4.11)

=2 k=2

Como resultado, el espacio de busqueda de soluciones consiste inicamente de los coeficien-
tes de las series de Fourier (4.7), a partir de los indices ¢« > 2 paraa; y ¢;, y j > 3 para b; y
d;. En la siguiente subseccion se habla de algunas opciones de paqueteria de software para la
solucion de problemas de optimizacion no lineal, y algunas consideraciones practica.
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4.2.1. Coeficientes de Fourier

Para resolver el problema planteado en la seccidén anterior, es necesario implementar un
algoritmo de solucién de problemas de optimizacién no lineal. En MATLAB® existe la funcién
Jfmincon, la cual acepta tanto restricciones lineales como no lineales, y utiliza métodos basados
en gradiente.

El problema de programacion no lineal (4.1)-(4.5) se resuelve utilizando la funcion fmincon
de MATLAB® , utilizando un punto de prueba inicial cero. Para esto, se buscan los coeficientes
restantes de (4.7), los cuales dan valor a los coeficientes (4.8) a (4.11), y que minimizan el
criterio (4.1), satisfaciendo las restricciones (4.2)-(4.5).

Se debe tener en cuenta que el tiempo de solucion aumenta con el nimero de armonicos,
n, de la serie de Fourier truncada (4.7). Sin embargo, como se vera en el capitulo 6 seccion
6.1, a partir de cierto valor de n, un incremento en el nimero de arménicos sélo aportard una
mejora marginal en el rendimiento global. Por lo tanto, una buena préctica es elegir el valor mas
pequeio de n que proporciona un rendimiento satisfactorio, a criterio del disefiador.

4.3. Recapitulacion

El problema de planificacion de trayectorias es planteado matemdticamente como un pro-
blema de programacion no lineal. La solucién planteada busca los coeficientes 6ptimos de las
series de Fourier truncadas de la velocidad, V, y del dangulo de direccién de vuelo, I, que de-
finen la trayectoria de transicion deseada; la cual minimiza un criterio de energia, y satisface
restricciones sobre las variables de vuelo y condiciones de frontera. Este enfoque arroja una
dimension reducida del espacio de busqueda de soluciones.
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5
Control de transicion

En el capitulo 3 se planteé que es posible llevar a cabo la maniobra de transicion hacia
adelante de un vehiculo 7ail-Sitter al estabilizar sus variables incrementales longitudinales x, z
y #; dado que su dindmica (3.39) esta definida por una trayectoria de transicion adecuada, como
la presentada en el capitulo 4.

Para ejecutar de forma segura la maniobra de transicion, es necesario estabilizar al sistema
(3.39) atenuando la incertidumbre procedente de los errores de modelado y las perturbaciones
externas, englobadas en la variable ¢. Por lo tanto, en este capitulo proponemos la ley de control

u:mzajta, (5.1)

donde = es un término de control nominal que se encarga de estabilizar al sistema (3.39) en
una vecindad de la trayectoria de transicion, suponiendo ¢ = 0, es decir, se estabiliza a:
Yk(Ag, B,C), k € {1,..., N}, el cual consiste en una retroalimentacion de estado lineal [2, 6];
y donde w es un término de rechazo activo de perturbaciones, basado en el filtro Beard-Jones
[3], el cual se encarga de compensar los efectos de la incertidumbre ¢ sobre la salida incremental
y de (3.39). En las siguientes secciones detallamos estos dos términos de control.

5.1. Ralimentacion de estado estabilizante

En el capitulo 4 se obtuvo una trayectoria de transicién que hace vélido el modelo incre-
mental en espacio de estados (3.39). En el capitulo 3 se presentd una particion del tiempo de
transicion (3.37), la cual define los N intervalos de tiempo, [tx_1,tx), & € {0,..., N}, en los
cuales (3.39) es invariante a pedazos. Sin pérdida de generalidad, suponemos que, nominalmen-
te, el EVC tiene lugar durante el intervalo ¢ € [tg,g), el EVT cuando t € [tg,tr), y el EVA
cuando t € [tr,ty] (cf. seccion 2.5); donde [tg, tg) U [tg, tr) U [tr, tn] = [to, tn]. En cada uno
de los envolventes de vuelo, se selecciona una matriz nominal A4,,, n € {q,tr,a}, de entre los
valores de Ay dados por (3.41); donde ¢, tr y a hacen referencia a la matriz nominal del modo

cuadrirrotor, de transicion y avion, respectivamente. Estas matrices definen la dindmica nominal
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de las variables incrementales en cada envolvente
A+ Bu si t € [ty tg)
de/dt = ¢ Apx+ Bu si te€[tg,tr) . (5.2)
A,z + Bu si t € [tr,ty]

El objetivo del término de retroalimentacion @ es estabilizar las /N 4 1 representaciones de
estado (3.39) en ausencia de incertidumbre (cf. [21] y el Teorema 2.1 de [18]), es decir

dx/dt = Axx + Bu,

Y Co (5.3)

donde k € {0,...,N}.
- Para disefiar u, se procede como en la seccion 2 de [6]. Esto es, con las matrices de estado
A, n € {q,tr,a}, en (5.2) definen las ecuaciones de Riccati

AP, +P,A,—P,BR 'B"P, = —0Q, (5.4)

donde @ > 0y R > 0 son matrices simétricas de ponderacién a proponer, y P, > 0,
n € {q,tr,a}, son las matrices solucién de (5.4). La matriz ) pondera la desviacién del ori-
gen del estado de la dindmica incremental, y R pondera el gasto de energia de las entradas
incrementales. Como se menciond al final del capitulo 3, los pares (A, B) de (3.39) son con-
trolables; por lo tanto, se asegura la existencia de las matrices P,, > 0 (c¢f. [15] o el Teorema
6.1 de [19]). Entonces, definiendo F;,, = ﬁleT?n, n(k) € {q,tr,a}, se propone una ley de
retroalimentacion de estado para cada envolvente de vuelo:

—F,x si telttg)
u = —F,x s1 te [tQ, tT) . (55)
—Fa.x si t €ty tn]

Dado un par de matrices (Q, R), es necesario asegurar que la ley de control (5.5) estabiliza
la dindmica incremental (5.3) para toda k € {0,..., N}.

A partir de la ecuacion de estado (5.3), y la realimentacion de estado (5.5), se obtiene el
sistema en lazo cerrado

dz/dt = (Ak . B}_leTFn> z, (5.6)

donde k£ € {0,...,N}. Y a partir de la solucién P, > 0 de la ecuacién de Riccati (5.4), se
define la funcién candidata de Lyapunov

V(z) =2"P,x (5.7)

Al derivar (5.7) con respecto al tiempo, a lo largo de las trayectorias solucién de (5.3) en
cada envolvente de vuelo n € {q,tr,a}, se obtiene (recordar (5.4) y (5.5))

dV/dt = 2" P,dx/dt + (dz/dt)" P,

_ L 5.8
_— (PnAk + ATP, - 9P,BR 'B'P, + (P, A, + Afm) x ©:8)
_|_
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De (5.8) se deduce que una condicién suficiente para que (5.7) sea una funcién de Lyapunov
de (5.3) es que se cumpla el siguiente criterio:

§ = win (@ + FIRF, + (A, — 4)" Pot Py (A, — A1) >0 (5.9)

paratoda k € {0,...,N}.

El criterio (5.9) permite saber si la ley de control % dada por (5.5) estabiliza la dinamica
incremental sin perturbaciones (5.3) a lo largo de toda la maniobra de transicion. En caso de
que el criterio no se satisfaga, es necesario proponer un nuevo par de matrices {Q), R} para
(5.4), o bien un nuevo conjunto de matrices de estado nominales {Zq, A,y Za} para (5.2), hasta
satisfacer (5.9).

5.2. Rechazo activo de perturbaciones

De la ley de control completa (5.1), y la retroalimentacion de estado, u dada en (5.5), el
sistema en lazo cerrado es:

dr/dt = Ap x + Bu+ Sq,,,
z/ Pt T B 2 (5.10)
y=Cx.
El término' Sq, = Sq,, + (A — A,)z en (5.10) define la nueva variable de incertidumbre g, , la
cual comprende el término de perturbacion ¢ y la incertidumbre alrededor del sistema nominal
en lazo cerrado en el envolvente de vuelo actual. La matriz de estados en lazo cerrado es

A,+ BF, si t€ [to,tg)
Ap, = lay,,] = Aw + BFy, si € [lg,tr) . (5.11)
A, + BF, si té€[tr,ty]

donde ay, . denota el elemento de Ap, enlai-ésima filay la j-ésima columna.
En [7], los autores introdujeron el cambio de variable

¢ =+ MyCou,5¥(d/dt)g,, (5.12)

donde Ciap, sy =[S MoS ... M2S|,Ww(djdt) = [I; L4 ... I3%]',y M,y W, son
soluciones de las ecuaciones algebraicas an M, +BW, =1y CM, =0(f 24)y (2.12)
de [7]). Con tal cambio de variable, la descripcion del espacio de estados (5.10) toma la forma

(2.13) y (2.14) de [7]. A saber:

d¢/dt = Ap,C + B(a+7,),
y = Cq,
donde 7;, = W,C, 5)¥(d/dt)q,, es un término de perturbacion en la imagen de B. El sistema

(5.13) es externamente equivalente al sistema incremental en lazo cerrado (5.10), en el sentido
de que tienen el mismo comportamiento de entrada y salida.

(5.13)

'Dado que los coeficientes de Ay, se encuentran en su segunda, cuarta y tercera fila, los valores de (A — A,,)z
son elementos de la imagen de S.
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De (5.13), se observa que si se reproduce exactamente a ¢, esta puede ser cancelada di-
rectamente por u. Sin embargo, dado que en la practica esto no es posible, entonces g debe
ser estimada para compensar sus efectos. Esto se puede lograr utilizando un filtro de Beard-
Jones, como se mostréd en [7]. En la seccién 3 de [7], se propone el siguiente estimador de la
incertidumbre basado en el filtro de Beard-Jones

dz/dt = T — u

¢ =—H,(CT —y),
donde ¢ es una estimacion de G;; Ap K, = an + K,,C, donde K,, € R®*? es una ganancia de
inyeccion de salida que depende del envolvente de vuelo actual, como se detalla en la subseccion
5.2.2, y tal que Apg, es una matriz Hurwitz; H, = —C’ZE(”B, y el superindice ¢ denota
inversa por la izquierda®. En el Lema 2 de [7], se muestra que el filtro (5.14) compensa una
sefnal de perturbacion de ancho de banda finito; donde el error de compensacion resultante es
acotado, por una cota que depende del valor propio mas pequefio de la matriz Apy, .

En [4] se muestra que la funcién de transferencia entre u e y dada por (5.14) presenta
un polo en el origen. Debido a eso, se mostré experimentalmente que dicho filtro funciona
correctamente en vuelo estacionario, pero puede producir problemas debido a fenémenos de
deriva de integracion durante el seguimiento de trayectorias. Para superar este problema, el
estimador de incertidumbre (5.14) fue mejorado al incluir un término de atenuacién, 0 < € < 1,
como sigue (cf. (3.3) de [4]):

df/dt = ZFK,L/ZE\ — Kny + Bﬂ,
i=—-(1-o) (5.15)
=—(1—e)H,(y - C3).

El término de atenuacién ¢ en (5.15) mueve el polo en el origen de la funcién de transfe-
rencia entre u e y en (5.14) hacia el semiplano izquierdo del plano complejo, corrigiendo el
fendmeno de deriva de integracion mencionado en el parrafo anterior.

Para obtener un filtro que proporcione un estimado adecuado de la variable de incertidumbre
q,,, es necesario que el estimador sea estable, como se explica a continuacion.

5.2.1. Analisis del error de estimacion

La dinamica del error de estimacion de incertidumbre e = T — x es definida por el sistema
generador de residuos (cf. (3.5) de [7], y (3.4) y (3.5) de [4]):

(5.16)

A partir del sistema incremental externamente equivalente (5.13) y el sistema generador
de residuos (5.16), el sistema completo en lazo cerrado es descrito por medio de la siguiente

2Ark, esinvertible dado que es Hurwitz.
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representacion de estados

de/dt|
ac/dt|
= [0 O] 2

La funcidn de transferencia de (5.17) que relaciona la salida y con la incertidumbre @, es (ver
Fig. 5.1)

Arg, 0
(1—-¢e)BH.C Ap,

an
¢

(5.17)

Gols) = Ge(5)Gy(s), (5.18)

donde G, (s) es la funcién de transferencia que relaciona la entrada de incertidumbre g* con el
error de compensacién ¢ =g, — @,

Gy(s) = (I, — Ge(s)), (5.19)
Ge(s) en (5.19) es la funcion de transferencia del generador de residuos (5.16)
Go(s) = H.C(sI, — Apg,)B (5.20)

y G(s) en (5.18) es la funcion de transferencia que relaciona la salida del sistema y con el error
de incertidumbre ¢

G.(s) = CO(sl, — Ap,) 'B, (5.21)

En la Fig. 5.1, se muestra el diagrama de bloques de (5.18). G.(s) presenta un efecto de
filtrado pasa bajas. Entonces, por (5.19), esto implica que G,(s) actiia como filtro pasa altas
sobre la sefial de perturbacion g;;. La frecuencia de corte de G, (s) se debe elegir suficientemente
mds grande que el ancho de banda de ¢, para atenuar sus efectos de la salida y de (5.10).
La matriz de transferencia G;(s) mostrada en (5.19) modela la eficacia de compensacion del
estimador de incertidumbre (5.15).

|f{qi§} ‘I_n.,_% G H 1 iG Gw)]|

—Byy By q — qn _ qn In w,

Figura 5.1: Rechazo de la sefial de incertidumbre g, a través del estimador (5.15) para ¢ = 0.

En la siguiente subseccion se detalla la forma y los valores de la ganancia de inyeccién de
salida K, para obtener un estimador de perturbaciones estable.

5.2.2. Matriz de inyeccion de salida

Para obtener una matriz de estados A k,, Hurwitz en la ecuacion del estimador de pertur-
baciones (5.15), se propone una matriz K, de la forma

K, =T, (m _ f{) , (5.22)
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donde 7}, es la matriz de similaridad

0 1 0 0 0 0
ajg, af, 060fm af, (a2n tay, )
D 0 g ey el
0 O 0 0 0
Tn =10 Qf 40 0 0 1 Qf,ag + Q66 ) (523)
0 0 0 1 %fnee e T Fnos
@ fnas ) @ fnas ( 2afn45 )
1 afpes nee T Wnes %66 \ 2F 66 T %Fnes ) T ne5 U nee
_0 @ fne2 Ofpas  Cfnas A fpas U fna T Afpas i
y las ganancias K y K, son las matrices de inyeccién de salida
-/{712 0 1 [ —Qfyy ém-
k, O Ao Ezz
- - _ g
K = 0 k24 , K, = AfarQfes — AfasDfo ESQ (5.24)
0 k23 Afy Qfpee T AfaoQfes — Afi5 Qe Myo
0 kzz Af1oQfnee — fan E52
L 0 k21_ L —Qfy kez-
donde k12 = _af23__ (afzs)(a?‘% + a’f65))/af45’ k22 = _aizz; - (af26<a?‘66 + afes))/af% ]j32 =

Afy3Qfs5 — Afy5Qfoq k42 = QfpaQfs T Afyy Qfes — Afy5Qfay k52 = QfQfgs — Qfgs — Qfyg k62 =
—ay,, — af,. Laforma de K, dada en (5.22) permite simplificar el proceso de disefio, como se
mostrara a continuacion.

La matriz T,, define el cambio de variable w = T,,7 en el filtro de Beard-Jones (5.15), con
el cual se obtiene el sistema transformado

dw/dt = (/TFKn +(1— 5)§nH£6n) w — ((E - f() + énHﬁ) y (5.25)
= (1-e)H(Cow —y), (5.26)
donde
(0 —k_ 0 Y5 2% ]
” afs o Mg
1 —k, 0 22 %%
- . 1 Afys Afys A A
Apg, = T Apg, T,V =10 0 0 0 0 —ky, | = { (f;x AKn], (5.27)
0 0 1 0 0  —ky, K,
0 0 0 1 0 k,,
0o 0 0 0 1 k,, |
_ - - - T
1/m 0 00
0 0 10
B,=T.B=| 0 s/l @ —crr1=|0 0 (5.28)
0 0 00
0 0 0 0
L 0 0 | [0 1]
mk —m Afop (k22 +ageekar )
H! = 12 gy : (5.29)
0 A fnoa
Y Afys
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La matriz de estados (5.27) es triangular superior a bloques. Las submatrices Ay, y Ak, se
encuentran en forma observador, y corresponden a los subsistemas de las variables x y {z, 0},
respectivamente. Los coeficientes k;j;, i € {1,2}, j € {1,...,4}, determinan la ubicacién de
los valores propios de A, y Ak,. Y por lo tanto, los polos de la matriz de estados del filtro de
Beard-Jones Arx. en (5.15).

5.2.3. Polinomios caracteristicos

Por la forma triangular superior a bloques de Ay, , mostrada en (5.27), G.(s) tiene una
forma triangular superior, y si es Hurwitz, los elementos de su diagonal son filtros pasa bajas.
Dado que G,(s) es dada por la resta mostrada en (5.19), y si el estimador de perturbaciones
(5.15) es Hurwitz, entonces

Gn(5) = Go(s)T(5),

G,(s) = { A ) _gzs)} (5.30)

donde G, (s) y G,(s) son filtros pasa altas que atendan la incertidumbre G, siempre que ésta sea
de ancho de banda finito, como se muestra en (3.10) de [4] (¢f. Fig 5.1). G,,(s), por otro lado,
es una funcidn de transferencia de baja ganancia (véase la subseccion 6.2.2 para mas detalles, y
la Fig. 6.5 para los graficos de Bode de (5.30)).

Para asegurar que la funcién de transferencia del error de compensacion (5.16) sea Hurwitz,
se analiza el polinomio caracteristico de G.(s), denotado por 7.(s), y tal que

Te(s) = det (s[ — ZFKH)

I (5.31)

donde 7., (s) y m.(s) son los polinomios caracteristicos de las submatrices Ax, y Ak, de
Ark,, respectivamente, dados en (5.27), es decir

det (sI — Ag,) = s* +k, s +k, (532)
det (sI — Ag,) = s* + k, 8° + ky,s® + k5 + k, '

Tex(S) =

Tez(8) =

Si se eligen adecuadamente los valores de k;;, i € {1,2}, 5 € {1,...,4} en (5.22) de tal

manera que (5.32) son Hurwitz, entonces se obtiene que los elementos de la diagonal de G.(s)
forman filtros pasa bajas que permiten estimar la incertidumbre g* (ver Fig. 5.1).

La matriz de estado A Fr, +(1— 5)B H C del estimador (5.25) tiene el polinomio carac-
teristico

Tw(s) = det (s[ - EFKH —(1- 5)§an;6n>
= (8Twa(8) +cky,) (5Twz(s) + €k,y)

(5.33)

donde T, (s) ¥ Tw:(s) son polinomios que se relacionan con los de G.(s) en (5.32) como

Twa(8) = (Tex(8) — k12)/s = s + k,y,

5.34
Twz(8) = (Tex(8) — kag) /s = 2+ k2132 + kyys + k. ( )
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La matriz de transferencia G,(s) se expresa en términos de los polinomios (5.32) y (5.34)
como

s) = (8Twz + €kyy) [Tex(s) —G,(s)
Gols) 0 (8Tws + €ky,) [Tea(s) | (5-33)
donde
G, (s)= %871”(28))’ n € {q,tr,a}

(5.36)
Wn(s) - k12af2682 + ((kIQ - kzz - k21a’f66) Afys T+ (kma'faﬁ + k12k21) afze) S

+ ((km - knkm) Qfee — k11k22 +k12k21) Qo5 + (k12k22 +k12k21af66) A fag

5.2.4. Ajuste de las frecuencias de corte del estimador de incertidumbre

Los elementos £;; de la ganancia de inyeccion de salida K en (5.22) deben ser elegidos de tal
manera que ambos pares de polinomios (5.32) y (5.34) sean Hurwitz, de modo que se asegure
la estimacién y compensacion del término de incertidumbre ¢ . En la préctica, es deseable
evitar oscilaciones en la estimacion y el rechazo de la incertidumbre, al evitar polos complejos
conjugados. Entonces, se propone que los polinomios en (5.32) y (5.34) tomen la forma:

Twe(s) = (s + ay), (5.37)
Tew(8) = §Twe(8) + by = (5 + ps)?, (5.38)
Tw=(5) = (s +a.)(s* + a.s +b,), (5.39)
Tez(8) = sTu=(s) + ¢z = (s 4 p2) (s +7p2)7, (5.40)

donde a, = 2pg, by = p2, a, = (r+ V)p., b, = 2rp?, y c. = r?pl; y el coeficiente de
amortiguamiento relativo del polinomio de segundo orden en (5.39) es (r + 1)/v/8r.

Al igualar los polinomios (5.32) y (5.24) con su forma propuesta en (5.37)-(5.40), se obtie-
nen las expresiones de los elementos de K = [k;;]:

ki = 2pg, k2 = Pi;
2 2 3 2 4 (541
ko1 =2(r +1)pz, koo = (r"+4r+1)p;, kos =2r(r+1)p2, ko =1r"p;.

Al elegir p, > 0 se obtienen polos reales y negativos en me,(s) ¥y Tyws(s); y con p, > 0y
r > 0 se obtienen polos Hurwitz en 7., (s) y Ty, (s). El valor de r se puede ajustar para evitar
polos complejos conjugados, y obtener raices reales y negativas en 7, (s).

Las frecuencias de corte de los filtros pasa altas G,.(s) y G.(s) en (5.19) se ajustan con la
magnitud de p, y p., respectivamente. Estas pueden ser sintonizadas a través de experimentos
numeéricos, para obtener valores mayores al ancho de banda de la incertidumbre, para asegurar
su rechazo de la salida y de la ecuacion de estado incremental (5.10). En la Fig. 5.2, se muestran
ejemplos de los diagramas de Bode de magnitud de los elementos de la matriz de transferencia
G, (s). Aqui, las frecuencias de corte obtenidas se encuentran alrededor de los 9 [rad/s].
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Figura 5.2: Diagramas de Bode de magnitud de los elementos de la matriz de transferencia Gy(s). a)
Gz(5);b) G(s); y ¢) Gy(s) en los tres envolventes de vuelo.

5.3. Recapitulacion

En este capitulo se present6 una ley de control de dos términos (5.1). Esto es, una retroali-
mentacion de estado lineal, (5.5), que estabiliza la dindmica del error de seguimiento de trayec-
toria, en ausencia de perturbaciones. Y un término de rechazo de perturbaciones, (5.15), cuya
funcidn es atenuar los efectos de la incertidumbre de modelo en el seguimiento de posicion.

Utilizando la retroalimentacion de estado dada en la seccion 5.1, la estabilidad de la dinami-
ca de error de seguimiento no perturbada es asegurada por medio de un criterio de estabilidad
basado en Lyapunov, (5.9), en todos los puntos de operaciéon del vehiculo 7ail-Sitter. La me-
todologia presentada de rechazo de perturbaciones, seccion 5.2, asegura la atenuacion de los
efectos de las perturbaciones en la salida del sistema incremental, para sefiales de perturbacion
de ancho de banda finito.
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6
Resultados de simulacion

En este capitulo se ejemplifica la manera de implementar la metodologia de planificacion
de trayectorias de transicion de Tail-Sitters de empuje diferencial, presentada en el capitulo
4; y la metodologia de control del capitulo 5. Y ademds, se lleva a cabo una comparacion
con una metodologia similar, presentada en [16]. Los programas de MATLAB® y Simulink®
correspondientes son dados en el enlace del Apéndice D.

Para esto, se considera un vehiculo Tail-Sitter de empuje diferencial con los siguientes
parametros fisicos.

El ala del Tail-Sitter es de perfil reflejado S5010, especial para alas volantes de baja velocidad
[25]; de alargamiento: AR = 6, envergadura: b = 1.35 [m], y cuerda aerodindmica media: ¢
= 0.165 [m]. Se considera que el centro aerodindmico del ala se encuentra al 25 % de ¢, es
decir: hy = 0.25; y el centro de gravedad, c.g, se encuentra al 10 % de ¢, es decir: h = 0.1.
Los coeficientes aerodindmicos del ala con respecto al centro aerodindmico son: (Cr,, Cf,
[rad/°]) = (0.1875, 0.0660), (Cp,, Cp, [rad/°], Cp, [rad*/?]) = (0.0212, 0.0014, 0.0004), y
(Crpp»Chy [rad/?]) = (—0.0134, 0.0092). El brazo de palanca de los rotores es | = 20 [cm],
la aceleracion de la gravedad es: g = 9.81 [m, s72], y la densidad del aire es: p = 1.2 [kg/m?].
La masa total de la aeronave es m = 1.6 [kg], y suponemos una relacién empuje-peso maxima
de 1.6. El momento de inercia con respecto al eje OpY g es I, = 0.048 kg m?]. La velocidad
de crucero de este vehiculo es de V. = 15 [m/s].

6.1

6.1. Planificacion de la trayectoria de transicion hacia ade-
lante

En esta seccidn se obtiene la trayectoria de transicion para el vehiculo Tail-Sitter con las
caracteristicas dadas en el cuadro (6.1), utilizando la metodologia del capitulo 4.

6.1.1. Problema de planificacion

El problema considerado de planificacion de la trayectoria de transicion del vehiculo des-
crito en (6.1) consiste en encontrar los coeficientes de Fourier de V' y I en (4.7), tales que
minimicen la funcional de costo (4.1), y que cumplan con (4.2)-(4.6).
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Este problema de planificacion tiene tres elementos importantes, a saber: la funcional de
costo (4.1), las restricciones (4.2)-(4.5), y las condiciones de frontera (4.6); cuyos detalles son
dados a continuacion.

6.1.1.1. Funcional de costo

En la funcional de costo (4.1), se considera un tiempo de transicion de ¢y = 5 [s], valores
de 8 = 0.6y u = 20, un empuje maximo de F 4 = 20 [N], y una aceleracién angular maxima
del 4ngulo de ataque de d>C/dt? . = 101.55 [°/s?].

El intervalo de tiempo de transicion de 5 [s] es mayor al que se presenta en metodologias
similares como [16], donde este intervalo se define en 2 [s]. Sin embargo, en dicha publicacién
solo se busca llevar al Tail-Sitter dentro del EVA, mientras que en este trabajo de tesis se busca
llevar al vehiculo hasta su modo de vuelo de crucero. Mas adelante, en la subseccion 6.1.2.1, se
muestra que la eleccion de 5 [s] hace que el vehiculo Tail-Sitter aqui considerado sea llevado al

EVA en aproximadamente 2 [s].

El valor de 5 = 0.6 hace mas relevante la minimizacién del gasto de energia de empuje sobre
la minimizacion del gasto de energia de cabeceo. El valor de ;1 = 20 fue elegido suficientemente
grande para estabilizar la solucién numérica del problema de optimizacion, después de algunas
iteraciones de solucidn.

Dado que la relacién de empuje-peso méxima de los rotores es de 1.6, la cota Fpz = 20
[N] proporciona un superavit de empuje para rechazo de perturbaciones. Esto es, como m = 1.6
[kg], se tiene que Fosc/(9.81 m) < 1.3 < 1.6 (cf. el cuadro (6.1)).

El valor de d*Q¢/dt? . = 101.55 [°/s?] fue seleccionado después de algunas iteraciones del
proceso de solucidn del problema de planificacion de trayectoria. Este valor arrojé oscilaciones
considerablemente pequefias en la grafica del dngulo de ataque, como se verd mds adelante en

la Fig. 6.2.

6.1.1.2. Restricciones

La restriccién (4.2) define la manera en que se calcula F en la funcional de costo (4.1), a
partir de los valores de V' y I". Por otro lado, los valores de d*(¥/dt? se obtienen a partir de la
derivada por diferencias finitas de los valores de (¢, dados por (4.3). Y la restriccién (4.4) define
la forma de calcular el 7, a partirde V'y I

En (4.5) se definen restricciones de cotas en algunas variables importantes durante la
transicién. La cota de momento de cabeceo nominal se toma como 7 s = 0.35 [Nm], justo
arriba del valor de momento para vuelo de crucero. Esto implica que, para un brazo de palanca
de [ = 0.2 [m] (cf. el cuadro (6.1)), el empuje nominal maximo de cada rotor estd acotado por
(Fumax + 0.35/0.2)/4 ~ 5.44 [N]. Para una relacién méxima de empuje-peso de 1.6, el em-
puje maximo de cada rotor es de 1.6 mg/4 ~ 6.28 [N]. Esto deja un excedente de empuje de
6.28 —5.44 =~ 0.84 [N] para rechazo de perturbaciones en cada rotor. La cota maxima de dngulo
de cabeceo se fija en (U3, = 9 [°] para dejar un excedente en grados del dngulo de ataque antes
del desplome del ala. Y se fija dO¢/dt 4, = 15 [°/s] para evitar pendientes muy grandes en la
gréfica del dngulo de ataque nominal. Por tltimo, se fija 0Zy4, = 3.5 [m], considerando que un
Tail-Sitter vuela habitualmente por encima de los 10 [m].
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6.1.1.3. Condiciones de frontera

En las condiciones de frontera (4.6) del problema de planificacién, la condicién final de
velocidad se toma igual al valor de velocidad de vuelo de crucero V(t ~N) = 15 [m/s] (c¢f el
cuadro (6.1)). Y la condicién inicial de velocidad se toma como V(O) = 0.5 [m/s]. En la
préctica, este valor inicial se puede ajustar al valor de velocidad que toma el vehiculo Zail-Sitter
al momento de despegar del suelo.

Las condiciones de frontera (4.6) definen los primeros coeficientes de Fourier de V' y T,
dados por (4.8)-(4.11).

6.1.2. Solucion por series de Fourier truncadas

El espacio de busqueda de la solucion del problema de programacion no lineal (4.1)-(4.5)
(4.8)-(4.11) consiste en los coeficientes de Fourier de V' y I" en (4.7), para un nimero de n
armoénicos, menos los coeficientes (4.8)-(4.11), definidos por las condiciones de frontera (4.6).

Al aumentar el niimero de arménicos, n, aumenta el nimero de coeficientes de V'y I', y por
lo tanto la complejidad de la trayectoria de transicion. Sin embargo, a partir de cierto valor de n,
su incremento sélo aportan una mejora marginal en el rendimiento global de la trayectoria. Por
lo tanto, se busca elegir el valor més pequeiio de n que proporciona un rendimiento satisfactorio,
como se discute a continuacion.

6.1.2.1. Coeficientes de Fourier de la trayectoria de transicion

El problema de planificacion (4.1)-(4.5) y (4.8)-(4.11) es un problema de programacién no
lineal, que se resuelve utilizando la herramienta finincon de MATLAB® , con coeficientes de
Fourier iniciales cero.

En la Tabla 6.1, se muestra el rendimiento de la trayectoria de transicion, paran =4, ...,9
armonicos. Entre n = 7y n = 8 arménicos, el costo se redujoun 1.4 %; yentre n =8y n = 9,
un 1.32 %. Sin embargo, entre n = 7y n = 9, el costo sélo se reduce un 2.7 %, y el nimero
de coeficientes de Fourier en (4.7) aumenta cuatro unidades por cada incremento de n. Esto es,
entre n = 7y n =9, el espacio de biisqueda pasa de dimensién 22 a dimension 30; lo cual
significa un aumento de 36.4 %, aproximadamente.

Tabla 6.1: Valores del funcional de costo (4.1), para los nimeros de arménicos n € {4, ..., 9}, arrojados
por la funcién fimincon de MATLAB®
n 4 5) 6 7 8 9

costo | 21.433 | 21.03 | 20.24 | 20.0 | 19.72 | 19.46

En la Fig 6.1, se muestran las graficas de costo y dimensién del espacio de busqueda vs.
el nimero de armonicos. A partir de esta figura, se tiene como candidatos de n los valores de
n = 6 y n = 7. Para elegir finalmente el valor de n, se procede a analizar las graficas de las
variables de transicidn.

En la Fig. 6.2, se presentan las graficas de algunas variables de transicion importantes: V/,
I', @, F, X y Z, obtenidas a partir de las trayectorias de transicién correspondientes a n €
{4,...,7}. Se observa que las gréficas de todas estas variables son similares, y la solucién n — 1
se acerca cada vez mas a la solucién n, conforme n es incrementada. No obstante, la trayectoria
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Figura 6.2: Variables nominales de trayectoria de transicion para n = 4 (lineas negras punteadas), n = 5
(lineas rojas discontinuas), n = 6 (lineas azules discontinuas punteadas), y n = 7 (lineas negras sélidas).
a) magnitud de velocidad, V (t) [m/s]; b) dngulo de trayectoria de vuelo, I'(t) [°]; c) empuje, F(t) [N];

d) angulo de ataque, @(t) [°]; e) desplazamiento horizontal, X; f) altitud, —Z.

correspondiente a n = 7 provee oscilaciones aceptablemente pequefias en las graficas de F y
(¢ en las Figs. 6.2 ¢) y d). Ademds, a partir de las graficas de @/, V y I en las Figs. 6.2 a)
b) d), se deduce que el Tail-Sitter alcanza un estado nominal de vuelo horizontal dentro del
EVA alrededor del instante de tiempo ¢t = 2 [s] (cf. 2.5), cuando el desplazamiento horizontal
es apenas de X(2) < 10 [m]; como se muestra en la Fig. 6.2 e). Y el aumento total de altitud
durante la transicion es de unos 2.5 [m] (ver Fig. 6.2 f)), lo cudl se encuentra por debajo del
limite de 3.5 [m].

A partir de la tabla 6.1 y la discusion de la Fig. 6.2, se selecciona la trayectoria de transicion
correspondiente a una serie de Fourier truncada de orden n = 7, dado que proporciona un buen
compromiso entre rendimiento (Tabla 6.1), oscilaciones (Fig. 6.2), y nimero de coeficientes.
Entonces, al aplicar la funcién fmincon al problema de programacién no lineal (4.1)-(4.5) y
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(4.8)-(4.11), paran = 7, se obtienen los siguientes coeficientes:

] =[-0.5508 —1.0201 —0.028172 —0.73844 —0.090254 0.17624],

| =[-0.73891 —0.71278 —0.13198 0.7155 0.16367],

[c2, ..., c7] =[0.096767 0.79257 0.1018 —0.35144 —0.03448 0.04057],  (6.2)
| =1[0.095528 —0.51333 0.012621 0.19701 0.028603] .

6.1.2.2. Descripcion de la trayectoria de transicion obtenida

En la figura 6.3 se muestra el comportamiento de algunas variables de transicion nominales
para n = 7 armdnicos vs. la variable de desplazamiento horizontal X. Ademds, se distinguen
los instantes en los que el vehiculo 7ail-Sitter se mueve entre los tres envolventes de vuelo. El
intervalo de tiempo de transicion se divide en N = 15 subintervalos, donde t;, = ty(k/N),
k=0,...,N.Los valores discretos de las variables de transicion en los instantes de tiempo ¢,
son resaltados con cruces.

EnlaFig. 6.3 a) se muestran los valores de la velocidad nominal, V, y se resaltan las regiones
de valores que corresponden a los tres envolventes de vuelo del vehiculo. El vehiculo sale del
EVC para entrar al EVT alrededor de X = 1 [m]. Después el Tail-Sitter entra nominalmente
al EVA, aldededor de X = 4 [m]. En la Fig. 6.3 b) se muestra el camino de posicion nominal,
descrito en el plano horizontal inercial. Se divide el plano con una linea azul punteada, para
indicar el instante en el que se cambia del EVT al EVA. Se puede notar que, dentro del EVA,
el desplazamiento vertical es practicamente nulo, y el vehiculo se desplaza horizontalmente.
En la Fig. 6.3 c) se muestran las fuerzas que actian nominalmente sobre el Tail-Sitter. Aqui se
observa que, despues de entrar al EVA, la sustentacion del ala del Tail-Sitter se vuelve la mas
relevante; y después, a partir de X = 10 [m], la sustentacién del ala es practicamente igual
al peso del Tail-Sitter. En la Figs. 6.3 d) y e) se muestran el dngulo de ataque y el momento
de cabeceo de entrada nominales, respectivamente. Aqui se observa que, a partir del EVA, el
angulo de ataque y el momento de cabeceo de entrada se mueven suave y gradualmente a su
valor de vuelo de crucero.

6.2. Control de transicion

En esta seccion se calcula la ley de control, u = u + u, propuesta en el capitulo 5, la cual
consiste en un término de retroalimentacion de estado mas un término de rechazo activo de
perturbaciones. Esta se obtiene a partir del sistema incremental (3.39) con los parametros del
vehiculo descrito en el cuadro (6.1), y de la trayectoria de transicion obtenida en la seccion 6.1.

6.2.1. Retroalimentacion de estado estabilizante

En esta subseccion se calcula el término de control por retroalimentacion de estado, w de
(5.1), desarrollado en la seccién 5.1.

El objetivo de w es estabilizar el sistema incremental (3.39), en ausencia de perturbaciones,
para todo k € {0,...,15}, de acuerdo a la particién dada en la subseccion 6.1.2.2. En la Fig.
6.4 se muestra la evolucion temporal de los coeficientes de la matriz de estados Ay en (3.41).
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6.2.1.1. Dindmica incremental nominal

En la Fig. 6.3 de la subseccion 6.1.2.2 se presentd una particion del intervalo de tiempo de
transicion, definida por la variable de tiempo discreta t, = k/N, k € {0,...,N},de N = 15
subintervalos de la forma [t;_1,t); en los cuales (3.39) es invariante a pedazos. En la Fig. 6.3
b), se muestra que el EVC tiene lugar durante el intervalo ¢ € [tg,?;), el EVT cuandot € [t1,14),
y el EVA cuando t € [ty, t15) (cf seccidn 2.5); donde [to, t1) U [t1,t4) U [ts, t15] = [0, 5] [s]. Para
obtener la dinAmica nominal de las variables incrementales en cada envolvente de vuelo (5.2),
se sigue la metodologia del capitulo 5, seccion 5.1. Esto es, en cada uno de los envolventes de
vuelo (cf. (5.2)), se seleccionan las siguientes matrices nominales'

[0 1 0 0 0 0]

0.288 —0.005 2.436 1.073 —0.009 0

— 0 0 0 1 0 0
Ag = Arly = —2.672 —1.103 0.304 —0.452 —12.813 0| 6.3)

0 0 0 0 0 1

|—0.015 —0.054 0.029 —0.028 —0.028 0]

[0 1 0 0 0 0]

2.749 —0.012 —0.861 3.328  0.082 0

— 0 0 0 1 0 0
Atr = Akl = —1.461 —3.375 2.821 —1.534 —17.375 0}’ 6.4)

0 0 0 0 0 1

|—0.496 —0.163 0.248 —0.325 —0.303 0]

[0 1 0 0 0 0]

0.01 —0.041 0.127 0.898  0.776 0

— 0 0 0 1 0 0
Ao = Aklpg = ~0.185 —1.073 0.012 —5.156 —61.346 0|’ 6.5)

0 0 0 0 0 1

| —0.04 —0.284 0.003 —3.499 —3.446 0]

6.2.1.2. Retroalimentacion de estado

Las matrices de ponderacion () y R en la ecuacién de Riccati (5.4) se seleccionan de la
siguiente manera:

Q = diag{1, 1, 1, 1, 20, 1}, R = diag{1/100, 1}. (6.6)

Los elementos de () favorecen la velocidad de convergencia del dngulo de cabeceo, el cual se
relaciona con el dngulo de ataque, y es crucial para evitar el desplome del ala. Los elementos
de R limitan el gasto de energia del término de retroalimentacion .

Las soluciones de las ecuaciones de Riccati (5.4) con las matrices de estado A,, n €
{q,tr,a}, en (6.3)-(6.5), y las matrices de ponderacién (6.6), proporcionan las siguientes matri-
ces de retroalimentacion de estado para u en (5.5):

"Las matrices A,, A; y A, se obtienen al evaluar Ay en (3.41) en los puntos Vi, = V(t) y I', = I'(t;) en
(4.7), para k = 1, 3, 9, respectivamente (cf. (6.2) y (4.8)-(4.11)).
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Tabla 6.2: Valores de la condicion de estabilidad (5.9) para k € {1, ..., 10}.

k 0 1 2 3 4 ) 6 7
A | 0.1431 | 1.0 | 0.3408 1.0 ] 0.5937 | 0.2740 | 0.7229 | 0.8917
k 8 9 10 11 12 13 14 15
A 10.9554 | 1.0 | 0.9702 | 0.8866 | 0.7765 | 0.6485 | 0.4156 | 0.2753

P _ [—15.5337 —12.7731 2.7043 5.194 —16.6315 —0.64201
77 |-0.82565 —0.214 1.0569 1.1251 —7.4383 —1.3077

~ [-12.468 -13.1234 15.9303 3.5747 —18.3101 —0.69861
10.35964 —0.23287 1.6258 0.80055 —7.3155 —1.3028

P ~ [—9.9555 —11.3702 0.91528 —0.29466 —1.5729 —0.057221
¢ 10.082133 —0.019074 0.99586 0.61018 —10.2881  —1.4098

6.7)

6.2.1.3. Estabilidad local de la dinamica incremental

En la Tabla 6.2 se muestran los valores numéricos de la condicién de estabilidad, A\; dada
en (5.9), para la retroalimentacion de estado u con las ganancias (6.7), y las matrices nominales
{A,, Ay, A} dadas en (6.3)-(6.5).

Dado que A; > 0 en la Tabla 6.2 para toda k € {0, ..., 15}, se concluye que el término de
control w estabiliza localmente la dindmica incremental. Esto es, en ausencia de perturbaciones
o incertidumbre, la dindmica incremental nominal (5.2) es asintéticamente estable.

6.2.2. Rechazo activo de perturbaciones

En esta subseccion se calcula el término de rechazo activo de pertubaciones, u de (5.1),
desarrollado en la seccién 5.2.

Este término se obtiene a partir del estimador de perturbaciones basado en el filtro de Beard
Jones (5.15), con la matriz de inyeccion de salida propuesta en (5.22). Las ganancias de inyec-
cién de salida son propuestas como en (5.41). Los valores de las frecuencias de corte de los
filtros pasa altas en la diagonal de (5.35), asi como el valor de 0 < € < 1, son ajustados a partir
de experimentos numéricos, utilizando diagramas de Bode de magnitud. Los detalles son dados
a continuacion.

6.2.2.1. Matriz de inyeccion de salida

La transformacion 7;, y el término K ,,, en la matriz de inyeccion de salida (5.22), se obtienen
a partir de los elementos de la matriz de estados del sistema en lazo cerrado (5.11) con u dada
por (5.5) y (6.7), evaluados en la trayectoria V' y I con los coeficientes de Fourier (6.2) y
(4.8)-(4.11). Sus valores numéricos, para cada envolvente de vuelo, se pueden consultar en el
apéndice C.

El término K = [k;;] en (5.22), se obtiene de (5.24) y (5.41). El factor de escala 7 en (5.40)
se elige como r = 6, para que el polinomio (5.39) tenga raices reales. La magnitud de p, > 0
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Figura 6.5: Diagramas de Bode de magnitud de los filtros pasa altas inducidos por el filtro de estimacién
de perturbaciones. a) G, (s); b) G.(s); ¢) G,(s), en el EVC (linea sélida azul), en el EVT (linea roja
discontinua), y en el EVA (linea negra punteada).

y p. > 0 en los polinomios (5.38) y (5.40) determinan las frecuencias de corte de los filtros
pasa altas en la diagonal de (5.35). Estas frecuencias deben ser suficientemente grandes para
compensar la incertidumbre de modelado, como se detalla a continuacion.

6.2.2.2. Sintonizacion de los filtros pasa altas del estimador de incertidumbre

Se desea que las frecuencias de corte de G,(s) y G.(s) sean superiores a* 6 [rad/s] (cf.
la seccion III de [4]), con un nivel de atenuacién menor a —30 [dB] a bajas frecuencias. Esto
asegura que la ley de control u pueda compensar perturbaciones de ancho de banda menor a 6
[rad/s].

Para sintonizar los filtros pasa altas G, (s) y G.(s) en la diagonal de (5.35), se graficaron
sus diagramas de Bode de magnitud para diferentes valores de ¢, p, y p..

Después de algunos experimentos, se encontro que € = 0.012, p, = 12.73 y p, = 16.52
proporcionan frecuencias de corte de 9 [rad/s] tanto en G(s) como en G, (s), con un nivel de
atenuacion a bajas frecuencias menor a —30 [dB], como se muestra en las Figs. 6.5a) y b). Y
en la Fig. 6.5 ¢) se muestra el diagrama de Bode de magnitud de G,,(s), el cual permanece por
debajo de los 0 [dB] para todo el espectro de frecuencias. Los valores correspondientes de los
elementos de K en (5.24) son

k, =2545 k=162 (6.8)
k, = 231.28, k,, = 16648, k,, = 378710, k,, = 2681300. (6.9)

6.3. Pruebas de simulacion

Para probar al esquema de control desarrollado en las secciones 6.1 y 6.2, se simula el
vehiculo 7ail-Sitter con los parametros indicados en el cuadro (6.1), utilizando el modelo longi-
tudinal dado en (3.1) y (3.2). El tiempo de simulacion se establece en seis segundos, donde los
primeros cinco segundos corresponden a la maniobra de transicidn, y el ultimo segundo al modo

2M4s adelante, se considerard una perturbacién externa con un ancho de banda menor a 5 [rad/s].
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de vuelo de crucero. Los valores de empuje y momento de cabeceo en (3.1) y (3.2) se obtienen

como en (3.4), a partir de (4.2), (4.4) y (5.1). Se consideran condiciones iniciales nulas, excepto
dZ/dt(0) = —0.35 [m/s].

6.3.1. Escenarios de simulacion

Con el propdsito de mostrar la capacidad de rechazo de perturbaciones de la ley de con-
trol (5.1), se consideran tres escenarios de simulacion. El rendimiento de esta capacidad es
cuantificado utilizando dos indices de desempeio, los cuales evalian el desempefio global y el
presentado hacia el final de la transicion.

Se consideran los siguientes tres escenarios de simulacion:

1. En el primer escenario, se considera que la dindmica incremental (3.39) del vehiculo Tail-
Sitter presenta unicamente incertidumbre de modelado en ¢; y la ley de control v en (5.1)
no toma en cuenta el término de rechazo activo de perturbaciones, es decir: & = 0y
u = u, donde u es dado por (5.5) y (6.7). Este escenario fija una base de lo minimo que
se desea mejorar con la ley de control completa.

2. En el segundo escenario, se mantiene que u = u. No obstante, para evaluar el desempefio
del término de estabilizacion local u bajo perturbaciones del viento, se afiade a la derecha
de (3.1) el término de perturbacion externa (cf. seccion III de [4]):

d = sin <1.17T (g) + 1) {_11} . (6.10)

Es decir, el término de incertidumbre ¢ ahora consiste de incertidumbre de modelado y de
perturbaciones externas. La perturbacion d en (6.10) tiene ancho de banda finito, menor a
5 [rad/s].

3. En el tercer escenario, se mantiene la perturbacién externa d, pero se toma la ley de
control completa (5.1) como fue calculada en la seccién 6.2. El objetivo de u es rechazar
los efectos tanto de la incertidumbre de modelado y de la perturbacién d de la salida de
la dindmica incremental (3.39) del Tail-Sitter con los pardmetros dados en la caja (6.1).

6.3.2. Resultados de simulacion

En la Fig. 6.6, se muestran los resultados del seguimiento de la trayectoria en los tres escena-
rios de simulacién. Los resultados del primer escenario se muestran en lineas rojas discontinuas,
los del segundo escenario en lineas azules discontinuas punteadas y los del tercer escenario en
lineas negras sélidas.

En la Fig. 6.6 a), se muestra la trayectoria de transicidn realizada por el Tail-Sitter, en coor-
denadas inerciales; aqui se puede notar que la altitud del Tail-Sitter no se ve muy afectada por
la presencia de la perturbacién d. En las Figs. 6.6 b) y ¢), se muestran las normas euclidianas
delasaliday = [x z] g y de su derivada temporal dy/dt, respectivamente, ||y|| y ||dy/dt||. En
estas figuras, se puede notar que el filtro Beard-Jones reduce significativamente las variaciones
tanto de y como de dy/dt, en presencia de una perturbacion externa.
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Figura 6.6: Resultados de simulacién del primer escenario (lineas rojas discontinuas), del segundo esce-

nario (lineas azules discontinuas punteadas), y del tercer escenario (lineas negras solidas). a) ~Zvs. X,
b) |ly|| vs. X,y ¢)||dy/dt] vs. X.
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Figura 6.7: Resultados de empuje, dngulo de ataque y momento de cabeceo del tercer escenario de
simulacién. a) fuerzas sobre el vehiculo; b) dngulo de ataque; ¢) momento de cabeceo de entrada.

En la Fig. 6.7, se muestran las graficas de las fuerzas que actian sobre el Tail-Sitter, la
entrada del momento de cabeceo, y el dngulo de ataque, correspondientes Uinicamente al tercer
escenario de simulacion.

En la Fig. 6.7 a), se observa que, a pesar de la adicioén de la fuerza de perturbacion, d, la
fuerza total de empuje se mantiene por debajo de los 25 [N], que es aproximadamente 1.6 veces
el peso Tail-Sitter (cf. el limite de empuje en el cuadro (6.1)). En la Fig. 6.7 b), se muestra el
angulo de ataque obtenido, el cual permanece acotado por debajo de (¥, = 10 [°], evitando el
desplome del ala durante vuelo horizontal. En la Fig. 6.7 ¢), se muestra el momento de cabeceo
de entrada resultante, que permanece casi igual a su valor nominal a pesar de la perturbacion d.

6.3.2.1. Evaluacion de los resultados

Para evaluar el rendimiento del seguimiento de la trayectoria durante la maniobra de
transicion, se proponen los siguientes indices de desempefio:

1. La integral del valor absoluto del error (IAE):

IR
IABW) =+ [yl 6.11)
tN 0
arroja el valor medio de la norma de y a lo largo de la maniobra de transicién
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Tabla 6.3: Valores de los indices de desempeiio de los tres escenarios de simulacion

| Escenario | TAE(y) | IAET(y) | IAE(dy/dt) | IAET(dy/dt) |

1 0.04082 | 0.04788 0.04603 0.03954
2 0.08082 | 0.09236 0.1463 0.1577
3 0.02065 | 0.02385 0.04398 0.04416

2. La integral del valor absoluto del error ponderado en el tiempo (IAET):

2 [N
IABT(y) = / ¢yl dt, 6.12)
N

arroja el valor medio ponderado en el tiempo de la norma de y.

El indice de desempefo IAE en (6.11) proporciona informacion global del desempefio del
esquema de control. Por otro lado, el indice de desempefio JAET en (6.12) provee informa-
cién del desempefio del control hacia el final de la maniobra de transicién, donde se presentan
mayores velocidades de vuelo y la estabilidad es mas importante para la seguridad del vehiculo.

En la Tabla 6.3, se muestran los indices de desempefio (6.11) y (6.12) tanto de y como de
dy/dt. Los indices de desempefio de y del primer escenario son aproximadamente dos veces
mas grandes que los del del tercer escenario. Similarmente, los indices de desempefio de y
del segundo escenario son dos veces mas grades que los del primer escenario y cuatro veces
mas grandes que los del tercer escenario. Esto significa que el término de rechazo activo de
perturbaciones basado en el filtro de Beard-Jones, u en (5.15), introducido en el tercer escenario,
mejora significativamente el desempefio del control de transicion, tanto en un sentido global
(IAE), como hacia el final de 1a maniobra (T[AET). Ademas, los indices de rendimiento de dy /dt
del primer y tercer escenario son casi iguales y mds de tres veces menores que los del segundo
escenario, lo cual implica una mejora en el seguimiento de velocidad nominal de la trayectoria
de transicion.

6.4. Comparacion de metodologias de transicion

En esta seccion se compara el esquema de transicion hacia adelante basado en optimizacidn,
presentado en las secciones 6.1, 6.2 y 6.3, con una metodologia similar, propuesta en [16].

En [16], los autores proponen una estrategia de transicién basada en optimizacién, con un
esquema de control parcialmente en lazo cerrado. En dicho trabajo se buscan los valores 6ptimos
del empuje nominal, F, y del dngulo de cabeceo de referencia, ©, que llevan a un vehiculo Tail-
Sitter controlado en orientacion del EVC al EVA. El funcional de costo propuesto en [16] busca
minimizar el gasto de energia de empuje y evitar valores excesivamente grandes del dngulo de
cabeceo incremental, # = © — ©. Ademds, se consideran restricciones sobre las variables de
vuelo, las cuales aseguran la transicién entre envolventes de vuelo y evitan grandes cambios de
altitud durante la maniobra de transicion.

En este trabajo de tesis, se propone una estrategia de transicion basada en optimizacion,
con un esquema de control en lazo cerrado con capacidades de rechazo de perturbaciones. Se
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buscan los coeficientes de Fourier 6ptimos de velocidad, V, y angulo de direccién, I, que llevan
a aun vehiculo Tail-Sitter del EVC al EVA, y hasta su modo de vuelo de crucero. El funcional de
costo considerado busca minimizar el gasto de energia de empuje y de cabeceo. Se consideran
restricciones sobre las variables de vuelo y condiciones de frontera. Se evitan grandes cambios
de altitud durante la transicion, y se evita la region de desplome del ala, con el objetivo de
arrojar una trayectoria predecible y segura.

6.4.1. Sintonizacion de los parametros de comparacion

Para aplicar la técnica presentada en [16] en el vehiculo Tail-Sitter descrito en el cuadro
(6.1), se necesitan tres curvas para los coeficientes de sustentacion, arrastre y momento de ca-
beceo, definidas sobre el intervalo (v € (—180, 180] [°]. Para esto, se tomaron las curvas mos-
tradas en la Fig. 3 de [16], pero se modificaron de tal manera que satisfacen (2.13) para ¢ < 10
[°]. Los valores de F y O, hallados por la metodologia de [16], se prealimentan a la aeronave,
cuya dindmica del dangulo de cabeceo se supone que estd controlada en orientacidn por su piloto
automatico.

Entonces, para aplicar la metodologia de [16] al Tail-Sitter con los parametros del cuadro
(6.1), se tomaron 7 = 0.1, ty = 0 [s], dX(to)/dt = dZ(to)/dt = 0 [m/s], y O(ts) = 90 [], los
cuales son los mismos valores de [16]. Por otro lado, para obtener resultados comparables con
los presentados en la seccién (6.1), se tom6 n = 0.6, un tiempo de transicién de £ = 5 [s], un
limite superior igual a cero en la tasa de altitud dZ/dt € [-1, 0] [m/s], un dngulo de cabeceo final
maximo cercano al dngulo de ataque de vuelo de crucero ©(¢;) < 5 [°], y una velocidad final
igual a la velocidad de crucero dX(ts)/dt > 15 [m/s]; también limites de velocidad horizontal
de dX/dt € [0,20] [m/s], un dngulo de cabeceo © € [0, 90] [°], un dngulo de cabeceo nominal
O €10,90] [°], y un empuje nominal F € [0, 20] [N], donde F(ty) = mg. Ademds, para emular
el control de orientacién del piloto automatico, se toma® 7, = 400(6 — O) — 50dO /dt.

El problema de planificacion de [16] se resuelve mediante la herramienta fmincon de
MATLAB® , con una malla temporal de N = 50 divisiones. El espacio de bisqueda de so-
luciones estd definido por los incrementos de las variables F y © entre cada instante de tiempo
de la malla temporal. Se definieron limites* de 1 [N] y 10 [°] en los incrementos de F y o,
respectivamente, para suavizar las graficas de las soluciones obtenidas.

6.4.2. Comparacion de los resultados

En esta subseccion se compara la trayectoria de transicion hacia adelante obtenida a través
de la metodologia de [16], con la obtenida en la seccion 6.1 de este trabajo de tesis.

La comparacion se realiza con el primer escenario de simulacion, presentado en la subsec-
cién 6.3.1, con el Tail-Sitter del cuadro (6.1) bajo ambas metodologias de transicion.

6.4.2.1. Resultados de planificacion

En la Fig. 6.8, se contrasta la solucion obtenida del problema de transicién de [16] (en lineas
azules discontinuas), contra la solucion de este trabajo de tesis (en lineas negras sélidas); el peso

3Con esta ley de control, se asigna un polo en —10 y otro en —40 en la dindmica de cabeceo, de manera que
(3.2) puede considerarse como dO/dt = (6 — ©)/7, 7 = 0.1

“Estos limites no son mencionados en [16], pero introducirlos fue itil para obtener soluciones suficientemente
buenas para ser comparadas con las obtenidas en este trabajo de tesis.
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[m/s]

Figura 6.8: Comparacién de trayectorias de transicion vs. el tiempo de transicién, ¢ € [0, 5]. a) F.b) V.
o) I.d),6.

del vehiculo se muestra con una linea roja punteada. En la Fig. 6.8 a), se muestra el empuje,
F:.enla Fig. 6.8 b), se muestra la velocidad estimada, V:enla Fig. ), se muestra el dngulo de
trayectoria de vuelo, I'; y en la Fig. 6.8 d), se muestra el dngulo de cabeceo, O.

En la Fig. 6.8 a), se observa que la metodologia de [16] proporciona el menor empuje maxi-
mo. Sin embargo, también arroja los mayores valores de empuje finales. Debido a esto dltimo,
se tiene que la energia de empuje, £ = f(ff = ]_-"th, para [16] es de E = 678,26 [IN?s], y para
la solucién de esta tesis es de £ = 656,46 [ N2s]. La razén por la que la metodologia de [16]
proporciona valores de empuje mayores hacia el final de la maniobra es porque en esta tesis se
restringe dV /dt(t;) = 0, con el propésito terminar la maniobra de transicién en el modo de
vuelo de crucero. De la Fig. 6.8 b), se puede notar que la velocidad de vuelo de la metodologia
de esta tesis converge a 15 [m/s], mas rdpido que con la metodologia de [16]. Esto se debe a
que los valores de (¥ estdn limitados, por lo que la sustentacién del ala sélo puede aumentarse
incrementando la velocidad V. En 6.8 ¢), se puede notar que el dngulo de trayectoria de vuelo
de esta tesis converge a cero mas lentamente que con la metodologia de [16]. Esto se debe de
nuevo a las restricciones sobre (U, que no permiten grandes diferencias entre © y I (cf. (2.10));
y por la restriccién sobre 7y, que no permite grandes valores de dO/dt.

6.4.2.2. Resultados de simulacion

En la Fig. 6.9, se muestran los resultados de la simulacién numérica en MATLAB® Simu-
link® de 1a metodologia de [16] (en lineas azules discontinuas), en contraste con los resultados
del primer escenario de simulacién de la subseccion 6.3.1 (en lineas negras sélidas). En la Fig.
6.9 a), se muestra la posicion del Tail-Sitter simulado, en el plano OXZ; en la Fig. 6.9 b), se
muestra la grafica de sustentacion; en la Fig. 6.9 c), se muestra el dngulo de ataque obtenido; y
en la Fig. 6.9 d), se muestra el momento de cabeceo de entrada.

En la Figura 6.9 a), se observa que la solucion propuesta en [16] arroja una trayectoria de
transicion mas corta, con un cambio de altitud menor que la solucion obtenida en esta tesis. Sin
embargo, segtin las Figs. 6.9 b) y ¢), con el método de esta tesis el Tail-Sitter entra en el modo
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de vuelo horizontal cerca de t = 2 [s]. Es decir, a partir de t = 2 [s], el peso del Tail-Sitter
estd siendo soportado por la sustentacion del ala, a una velocidad de vuelo superior a 10 [m/s];
mientras que con la metodologia de [16], esto ocurre at = 3, 5 [s], como se sefiala en la Fig. 6.9
a). Ademés, el enfoque de esta tesis lleva al Tail-Sitter simulado al modo de vuelo de crucero,
dado que se satisfacen las condiciones de frontera (4.6). Ademads, en la Fig. 6.9 d), se muestra
que el dngulo de ataque estimado de [16] supera los 40 [°], mientras que el de esta tesis se
mantiene por debajo de los 10[°], dentro de la region lineal de la sustentacién del ala; la cual en
la prictica presenta un comportamiento mds predecible que la region no lineal. Finalmente, en
la Fig. 6.9 e), se muestra que el momento de cabeceo de entrada del enfoque de [16] supera los
0.4 [Nm], mientras que la solucién de esta tesis se mantiene por debajo de los 0.3 [Nm], y con
menos oscilaciones (cf. restricciones (4.5)).

6.4.3. Observaciones

Los experimentos numéricos de solucion de los problemas de planificacion arrojaron que el
tiempo de resolucion de la metodologia propuesta en [16] es mayor que el de la metodologia de
esta tesis. Esto fue debido a que la técnica de [16] utiliza un espacio de biisqueda de soluciones
de dimensién dim = 100, debido a la malla temporal de N = 50; mientras que la técnica
de esta tesis tiene un espacio de biisqueda de dimensiéon dim = 22, y arroja una trayectoria
suave parametrizada en el tiempo. Ademads, la técnica de [16] fue dificil de sintonizar para
encontrar una solucion que satisfaga todas las restricciones; es decir, utilizando esta técnica,
s6lo se logrd obtener una solucidn satisfactoria tras un largo proceso de ajuste de los valores de
las restricciones, pues las soluciones resultaron muy sensibles a estos; y fue necesario agregar
limites en los incrementos de F y ©, que no son mencionados en [16].

En resumen, la metodologia de esta tesis mostrd ser mds facil de sintonizar, al no ser tan
sensible a los valores de las restricciones; no requiere de un ajuste de curvas posterior, al arrojar
trayectorias parametrizadas en el tiempo; y es mds eficiente que la técnica de [16], al tener
un espacio de busqueda de menor dimension. Ademads, dado que genera dngulos de ataque
mas pequefios, mantiene al Tail-Sitter dentro de una region mas predecible por el modelo, y le
proporciona una mayor seguridad al vehiculo.

6.5. Recapitulacion

En este capitulo se ejemplifico la forma de aplicar el esquema de transicion hacia adelante
propuesto en los capitulos 4 y 5, sobre un vehiculo 7ail-Sitter simulado, con parametros dados
en el cuadro (6.1).

Se presentaron tres escenarios de simulacion. En el primero de ellos se supone que la per-
turbacion en la dindmica del error de seguimiento consiste Unicamente de incertidumbre de
modelado. Aqui, la ley de control es una retroalimentacién de estado para todos los puntos de
operacion del vehiculo Tail-Sitter, (5.5). En el segundo escenario se mantiene la retroalimen-
tacion de estado, pero se agrega una fuerza de perturbacién periddica, (6.10), en la dindmica
traslacional (3.1). En el tercer escenario se agrega el término de control de rechazo activo de
perturbaciones, (5.15), para compensar la incertidumbre de modelado y las perturbaciones ex-
ternas. Los resultados de simulacién muestran que este ultimo término mejora el seguimiento
de trayectoria de transicion en presencia de perturbaciones (Tabla 6.3); manteniendo el empuje,
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Figura 6.9: Comparacién de variables de vuelo de simulacién. a) X vs. -Z.b) Lvs. t.c) V vs. t. d) (X
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el angulo de ataque, y el momento de cabeceo de entrada dentro de sus limites (Fig. 6.7).

Se comparé el esquema de transicion presentado en los capitulos 4 y 5 con una metodologia
similar, presentada en [16]. Se mostr6 que el enfoque de esta tesis lleva al Tail-Sitter simulado
al EVA en menor tiempo, de una manera mas suave, con un gasto de energia de empuje similar;
mientras mantiene, en todo momento, el coeficiente de sustentacion del ala dentro de su region
lineal. M4s aun, la metodologia de planificacion de esta tesis es més facil de sintonizar, y con un
espacio de busqueda reducido; y la trayectoria de transicion resultante es suave, dada en funcion
del tiempo, y lleva al Tail-Sitter hasta el modo su vuelo de crucero.
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7
Comentarios finales

En este trabajo de tesis, se abordo el problema de la transicion hacia adelante para un cua-
drirrotor con ala, tipo Tail-Sitter, de empuje diferencial. Dicho problema se descompuso en dos
subproblemas, a saber: un problema de planificacion de trayectoria, y un problema de control
de seguimiento de trayectorias sujeto a perturbaciones. En la seccién 7.1 se resume la meto-
dologia de resolucién de estos dos subproblemas, asi como la metodologia de validacién de la
solucion propuesta, y se presentan las conclusiones generales. En la seccion 7.2 se discute el
trabajo futuro. Y finalmente, en la seccién 7.3 se muestran los productos obtenidos a partir de
este trabajo.

7.1. Conclusiones generales

En el capitulo 2 se presentd la descripcion del vehiculo tipo de Tail-Sitter considerado en
este trabajo de tesis. Este es un cuadrirrotor con ala sin superficies de control, con capacidades
de vuelo de crucero. Se introdujeron las variables de vuelo, y aquellos valores de estas que
definen los estados de vuelo cuadrirrotor, avion, y de transicion.

En el capitulo 3 se derivo el modelo dinamico de las variables de vuelo del 7ail-Sitter con-
siderado, alrededor de la trayectoria de transicion. Dicha trayectoria se toma en términos de
los valores deseados de magnitud de velocidad, V, y del dngulo de direccién de vuelo, I". La
dindmica del error de seguimiento se expresa como una ecuacion de estado invariante a pedazos,
la cual toma en cuenta la incertidumbre de modelado y las posibles perturbaciones externas.

En el capitulo 4 se abord¢6 el problema de planificacion de trayectoria de transicion. Este
es formulado matematicamente como un problema de optimizacion no lineal con restricciones.
La metodologia de solucién propuesta aproxima la solucién 6ptima utilizando series de Fourier
truncadas; lo que permite reducir la dimensién del espacio de bisqueda de soluciones, y arroja
una trayectoria de transicion suave, parametrizada en el tiempo.

En el capitulo 5 se propuso una ley de control de transicion; la cual consiste en una retroali-
mentacion de estado lineal, que estabiliza localmente la dindmica del error de seguimiento de
trayectoria, en ausencia de perturbaciones; y un término de rechazo activo de perturbaciones,
que atenua la incertidumbre de modelado y las posibles perurbaciones externas de ancho de
banda finito.

En el capitulo 6 se ejemplificé la forma de aplicar el esquema de transicion hacia adelante
propuesto en los capitulos 4 y 5. Este esquema se puso a prueba en tres escenarios de simulacion,
donde se considerd una perturbacién externa de ancho de banda finito. Se mostraron las ventajas
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del enfoque de esta tesis, comparando este esquema con uno similar, publicado recientemente
en [16].

El método de planificacion de trayectoria de transicion presentado en este trabajo de tesis
arroja una trayectoria suave, parametrizada en el tiempo; que lleva rdpidamente al vehiculo Tail-
Sitter considerado de su modo de vuelo cuadrirrotor a su modo de vuelo avién, y hasta su modo
de vuelo de crucero. Ademads, evita la region de desplome del ala, la cual es impredecible por
su naturaleza no lineal y fuerte sensibilidad a las condiciones ambientales. La aproximacion
por series de Fourier truncadas de este enfoque permite reducir la dimension del espacio de
busqueda de soluciones, y reducir el tiempo de solucién. Y mostré ser menos sensible a los
valores numéricos de las restricciones que otra metodologia de optimizacién similar.

La ley de control propuesta, para seguimiento de trayectoria de transicion, tiene capacidades
de rechazo de perturbaciones de ancho de banda finito; y puede compensar incertidumbre de
modelado y perturbaciones externas. Su disefio depende del modelo longitudinal del vehiculo
Tail-Sitter de empuje diferencial, y de la trayectoria de transicion. Los resultados de simulacion
muestran un seguimiento eficiente de la trayectoria de transicion en presencia de perturbaciones;
manteniendo el empuje, el dngulo de ataque, y el momento de cabeceo de entrada dentro de sus
limites definidos.

7.2. Trabajo futuro

Como trabajo futuro, se realizardn los experimentos en tiempo real. Y se desea extender esta
técnica a otros modos de vuelo, como la transicién del modo de vuelo avidon al modo de vuelo
cuadrirrotor, el modo de vuelo de merodeo (loiter en inglés), o el modo de vuelo de crucero
con evasion de obsticulos. Esto se puede lograr estableciendo nuevas restricciones y términos
de minimizacidn, particulares para cada modo de vuelo.

La dimension reducida del espacio de biisqueda de soluciones, obtenida con el enfoque de
series de Fourier truncadas, podria ser explotada en un un esquema de control predictivo por
modelo; para generar secciones de trayectoria actualizadas en linea.

7.3. Publicaciones
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M Bonilla, N A Aguillén, M A Ortiz Castillo, Jean Jacques Loiseau, M Malabre, V Azhm-
yakov, S Salazar, Stabilization of a class of switched dynamic systems: the Riccati-equation-
based Approach, IMA Journal of Mathematical Control and Information, 2021;, dnab022,
https://doi.org/10.1093/imamci/dnab022

N A Aguillon, M Bonilla, S Salazar, D Bonilla, M Saska, On the Forward Transition Tra-
jectory Planning of Tail-Sitters, Autonomous Robots (sometido).

7.3.2. Congreso internacional

N.A. Aguillén, M. Bonilla, S. Salazar, M. Malabre, V. Azhmyakov. On the Take-Off of a
Single-Wing Quadrotor. Proceedings of 2021 European Control Conference (ECC), pp. 2020-
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Apéndices

A. Coeficientes de la dinamica incremental

Aqui mostramos la forma cerrada de los coeficientes de la dindmica incremental.

bxx = —(DycosT + (sin T /V)Dy) cos T /m

— (LycosT + (sinT'/V)Ly)sin T /m(sin T /V)(Leos T — DsinT)/m

ixg = —(—=DysinT + (cos T'/V)Dy) cos T'/m

— (—LysinT + (cos T'/V)Ly)sin T'/m + (cos T /V)(LcosT — DsinT')/m
Gax = (DycosT + (sinIT'/V)Dgy) sin T’ /m

— (LycosT + (sinT'/V)Lg) cosT'/m — (sinT'/V)(Lsin T + D cosT')/m
Ggz = (—Dysin T + (cos T/V)Dg) sin T /m

— (—LysinT + (cos T'/V)Ly) cos T /m — (cos T /V)(LsinT + DcosT)/m

= (1/1y) (( —¢(h —ho)L )smf—{—( w—&(h — ho)L )COST),
= (1/1y) ((Ma —¢(h — ho)L ) cos I — (MU —c(h — ho)IQ/U) sinf) ,
agg = (1/1,) (Ma —&(h—ho)L a) :

dxf = cosO/m, G, = —sinO/m,
Qxp :-(7511(1@ + lo?a cosT + ia sinf)/m
G20 =-(F cos © — DosinT + Lg cosI')/m

B. Coeficientes de la dinamica incremental bajo cambio de

variable

A continuacién mostramos la forma cerrada de los coeficientes de la dinamica incremen-

tal bajo el cambio de variable (3.35). Y en la Fig. 6.4, mostramos su grafica vs. la posicion
horizontal nominal X.
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.49 @ 7
270 dt

+ Lo sin 200 — L,V cos 200 — D,V sin 2QY) / (2mV)

L— Da—i—LV DcosQOé+Lcos20é+Dsm20é

G20 =-(D + Lo — D cos20C — Ly, cos 200 — D, sin 20¢
+ Lsin 200 4+ D,V — L,V sin 200 + D,V cos 20Y)/ (2mV)
dQ@ de
a3 =-——-
BTar T dt
+ Lsin 200 + D,V — L,V sin 200 + D,V cos 2Q0)/ (2mV)

— (D + Le — Dcos200 — Lg cos 200 — D, sin 20¢

de
dt
+ Lo sin 200 — L,V cos 200 — D,V sin 2Q0) /(2mV)

(L — Dy + L,V — D, cos 200 + L cos 200 + D sin 2Q¢

G95 =(Lo sin O — Dq, cos OU) /m

25
d
a41 = Ciit?—i—d—?(D—i—La—&—DcosQOé—i—L cos 200 + Dy, sin 200
— Lsin2Q0 + D,V + L,Vsin 200 — D,V cos 2Q0) /(2mV)
do
a42—2E—(L D, + L,V + D, cos 200 — L cos 200 — D sin 2QY
.. Il
— Lo sin 200 + L,V cos 20¢ + D,V sin 2Q0) /(2mV) + 2%
=2
d
&432% —d—(j(L Do + L,V + Dg cos 200 — L cos 200 — D sin 200

, L be)
— Lo sin 200 + L,V cos 200 + D,V sin 2QY) /(2mV) + 2%

(44 :_(ﬁ + ia + Dcos20X + [O/a cos 200 + ]_O?a sin 2Q¢
— Lsin2Q0 + D,V + L,V sin 200 — D,V cos 2QX) /(2mV)

G5 = — (F + La cos O 4 Dy sin O0) /m. (B.1)



1 dO

ag1 = Ty% <<Ma —c(h — ho)ia> cos (X + <Mv —c(h — ho)f/a) sin@) ,
a6 :-Ily ((Ma —c(h — ho)IO/a> sin (¥ — <Mv —¢(h — ho)loLU> COS@) ,

o =7 (310 = 20— b)) s @ = (N, = 0= o)L ) o).

G6a = Ily ((Ma —c(h — ho)Io/a) cos (¥ + (MU —c(h — ho)iv) sin@) ,
- le (1o — &(h — ho)Lo

C. Matrices de inyeccion de salida

En (C.1) se muestran los valores de la matriz 7;, en los tres envolventes de vuelo, donde
det(7,) = —0.0102, det(T;,) = —0.0037, det(7,) = —0.00029049. En (C.2) se muestran los
valores de K ,,, en los tres envolventes de vuelo.

0 1 0 0 0 0
1 -89 0 0 —13 334
p_ |00 0 0 0 1
«~lo o 0o 0 10 -—272|"
0 0 0 —01 27 =585
0 —54 —0.1 27 —585 1201.8]
01 0 0 0 0
1 —8383 0 0.0289 —0.7861  23.0839
0 0 0 0 0 1.0000
Tw=1o _34511 0 0 1.0000  —28.3648 | ° €D
0 0 0 —0.0607 1.6493 —35.4885
0 —5.4268 —0.0607 1.6493 —35.4885 728.8628 |
01 0 0 0 0
1 —7.1450 0 0.0006 —0.0180  1.1243
p_ 00 0 0 0 1
“= o —1.0713 0 0 1 —34.2810| °
0 0 0 —0.0170 04982 —10.9241
0 —0.6590 —0.0170 0.4982 —10.9241 222.2259 |
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=
|

=
I

[21.1235
8.8849
266.9505
95.9599
5.9780

| 0.0210

[ 6.2

31.3

|11

—1.5
71 —1.1
133.4 1215.1
188.9 1622.2|°
361.1
34.3 |

—727.8508]
—33.3647
238.2396
306.7817
154.1709
27.2000 |

[ 4.5575
8.3853
344.3339
4743117
95.0113

| 3.4511

D. Enlace a los programas de simulacion
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—451.5349]
—23.0839
130.5479
397.0407
183.0280
28.3648 |

https://www.dropbox.com/sh/zd0jrlka730idrz/AAAZ0JnF6iiqf40wY wrv3y7xa?dl=0

(C.2)
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