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Resumen

Un problema de control clasico se formula considerando un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en dimension finita. Luego, decimos que el sistema es exactamente controlable
en un intervalo de tiempo, si existe un control, tal que es posible alcanzar cualquier estado en
un tiempo final (mayor a cero), a partir de una condicién inicial dada en el tiempo cero. Esta
teoria de control estd bien fundamentada, sin embargo, al considerar otro tipo de sistemas, la
controlabilidad exacta no siempre se logra. Por ejemplo, un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales, como la ecuacion de calor, no es exactamente controlable, por lo que en esta tesis se
propone reemplazar el problema de controlabilidad exacta por uno de controlabilidad a cero, es
decir, a partir de un dato inicial dado para la ecuacién de calor, deberemos probar la existencia
de un control tal que sea posible alcanzar el estado final cero. Primero, para lograr la controla-
bilidad a cero de la ecuacién de calor, utilizaremos herramientas matematicas proporcionadas
en la teoria de control para ecuaciones diferenciales parciales, como el método de unicidad de
Hilbert propuesto en [Lio88a]. Luego, debido a que uno los principales propédsitos del presente
trabajo es hacer una analogia entre la teoria de control para ecuaciones diferenciales parciales
y la teoria de control clésica para ecuaciones diferenciales ordinarias, aplicaremos el méto-
do de unicidad de Hilbert a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, analizando a
fondo la herramienta principal que proporciona este método, que es la desigualdad de obser-
vabilidad, con la cual es posible demostrar que para ecuaciones ordinarias, la observabilidad
implica la controlabilidad exacta. Andlogamente, para la ecuacién de calor, la desigualdad de
observabilidad permite probar que la observabilidad implica la controlabilidad a cero. Final-
mente, probaremos la desigualdad de observabilidad a través de estimaciones con peso para la
desigualdad de Carleman clésica (ver [Puel9, Chol6]).



Abstract

A classical control problem is formulated by considering a system of ordinary differential
equations in finite dimension. Then, we say that the system is exactly controllable in a time
interval, if there is a control, such that it is possible to reach any state in a final time (greater
than zero), from an initial condition given at time zero. This control theory is well founded,
however, when considering other types of systems, exact controllability is not always achieved.
For example, a system of partial differential equations, such as the heat equation, is not exactly
controllable, so in this thesis we propose to replace the exact controllability problem by one
of null controllability, i.e., starting from a given initial data for the heat equation, we will
have to prove the existence of a control such that it is possible to reach the zero final state.
First, to achieve the null controllability of the heat equation, we will use mathematical tools
provided in the control theory for partial differential equations, such as the Hilbert uniqueness
method proposed in [Lio88a]. Then, since one of the main purposes of the present work is to
make an analogy between the control theory for partial differential equations and the classical
control theory for ordinary differential equations, we will apply Hilbert’s uniqueness method
to a system of ordinary differential equations, analyzing in depth the main tool provided by
this method, which is the observability inequality, with which it is possible to show that for
ordinary equations, observability implies exact controllability. Similarly, for the heat equation,
observability implies null controllability. Finally, we will prove the observability inequality
through weighted estimates for the classical Carleman inequality (see [Puel9, Chol6]).
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Introduccion

En la ciencia moderna se pueden encontrar diversas aplicaciones donde se requiere, en gran
medida, de la busqueda de soluciones e interpretaciones de modelos matematicos basados en
ecuaciones diferenciales parciales (EDPs). En el estudio de las EDPs, surgen problemas con con-
diciones de frontera que son una consecuencia casi inevitable del uso de las matematicas para
resolver problemas del mundo real. Las EDPs se clasifican segtin su tipo, orden y linealidad. En
la actualidad, no se conoce una teoria que demuestre una solucion general para todos los mode-
los de las EDPs, sin embargo, existe una vasta literatura (por ejemplo [Brel0, Eval0, Tro10]),
enfocada a proponer distintos métodos que se utilizan para probar la existencia y unicidad de
soluciones de EDPs (con condiciones de frontera) particulares, que son cruciales para distin-
tos campos de la ciencia e ingenieria. Una de las clasificaciones méas importantes de las EDPs
lineales son las ecuaciones parabdlicas de segundo orden, que son una generalizacién de la ecua-
cién de calor. La importancia de la ecuacién de calor radica en que muchas de sus variaciones
se encuentran en ramas relevantes de las matemaéticas y la fisica. Por ejemplo, en [Dav17] se
aprovecha la linealidad de la ecuacién de calor para resolver y proponer un control para la
EDP de Black-Scholes. También estd relacionada con el movimiento Browniano fraccionario
(ver [MW12]).

En la literatura se proponen algunos métodos para la demostracién de la existencia y unici-
dad de soluciones para las ecuaciones parabdlicas con condiciones de frontera; por ejemplo, en
[Eval0] se enfatiza la importancia de encontrar soluciones a través de herramientas mateméti-
cas tales como desigualdades, integracion por partes, formula de Green, convolucion, estimados
de energia, principio del maximo. En [EvalO, Rob01] se presenta el método de Galerkin, en
donde se construye una soluciéon aproximada que se obtiene a partir de transformar el sistema
de EDPs a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), luego se establece la
existencia de la solucién a través de la convergencia débil. Otro método se da a partir de la
teorfa de semigrupos (explicado en [Eval0, Brel0, ABHN11]), que construye una solucién més
regular que la proporcionada por el método de Galerkin, sin embargo, esta técnica requiere
que algunos de los términos de la ecuacién parabdlica sean independientes del tiempo (a dife-
rencia del método de Galerkin que trabaja sin esta restriccién). Por otro lado, en textos como
[Man85, Roa82], la férmula de Green se utiliza como una funcién auxiliar para la construccion
de una solucién de la ecuacion de calor.

La demostracién de la existencia y unicidad de las ecuaciones parabdlicas permite estudiar
la controlabilidad de la ecuacién de calor. Este tema ha sido ampliamente investigado en los
ultimos anos, dando como resultado una gran variedad de articulos sobre el tema donde se ana-
lizan diversas variantes de la ecuacién de calor (por ejemplo [Zua97, FCZ00, LW97, Puel9)).
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En la teoria de control clasica, un problema de controlabilidad exacta consiste probar la exis-
tencia de un control, tal que sea posible llevar el estado inicial en el tiempo cero, a un objetivo
deseado en el tiempo final (mayor a cero). Sin embargo, la ecuacién de calor no es exactamente
controlable debido al efecto regularizante (ver [Zua02]). En textos como [Fat66, Zua97], se pro-
pone reemplazar el problema de la controlabilidad exacta por uno de optimizacion, de manera
que podemos plantear un control que nos lleve de un estado inicial, hacia el estado final cero.
Este es un problema de controlabilidad a cero.

Una de las contribuciones principales de esta tesis, es hacer una analogia entre la teoria de

control para EDPs y la teoria de control cldsica para EDOs, por lo que estudiaremos herra-
mientas matemaéticas que tienen su base en la teoria de control de EDPs y las aplicaremos a un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en dimension finita, presentando asi, el método
de unicidad de Hilbert penalizado (HUM), propuesto en [Puel9, MZ10, Zua02] para demostrar
la controlabilidad a cero de la ecuacién de calor en dimensién uno con condiciones de frontera
tipo Dirichlet homogéneas. Primero aplicaremos el método HUM a un sistema de EDOs y lo
dividiremos por etapas para analizar a fondo las herramientas matemaéticas proporcionadas en
este método. En la seccién 2.1 se muestra que para EDOs la controlabilidad exacta es equivalen-
te a la controlabilidad a cero. Posteriormente mencionamos que la nocién de controlabilidad y
optimizacion son dos conceptos intimamente relacionados, puesto que el método HUM permite
encontrar la trayectoria de coste minimo con la cual es posible llegar de un estado inicial a un
objetivo deseado. Luego, el método HUM adapta el sistema de EDOs planteado inicialmente
a un sistema de minimizacion sin restricciones llamado sistema adjunto. En la seccion 2.2.1 se
introduce la herramienta matematica fundamental que permite demostrar la controlabilidad
exacta para un sistema de EDOs, y es la desigualdad de observabilidad, ya que a través de
ella es posible probar que la observabilidad es equivalente a la controlabilidad exacta. En la
seccién 2.3 se expone el criterio de controlabilidad de Kalman el cual unifica los conceptos de
controlabilidad exacta, controlabilidad a cero y observabilidad, probando que un problema de
controlabilidad exacta esta bien fundamentado para EDOs.
De manera similar, en la seccién 3.2.1 planteamos una desigualdad de observabilidad para el
sistema adjunto de la ecuacién de calor, y junto con otras herramientas dadas en la seccién
1.4, demostraremos que la observabilidad implica la controlabilidad a cero del sistema. Final-
mente, introducimos la desigualdad de Carleman, con la cual podemos probar la desigualdad
de observabilidad propuesta para el sistema adjunto de la ecuacion de calor.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1 damos una introduccién
a los espacios en donde se desarrolla la teoria de EDPs, e introducimos algunas herramientas
de utilidad para la demostracion de la controlabilidad a cero de la ecuacion de calor. En el
Capitulo 2 se presenta el método de unicidad de Hilbert aplicado a EDOs, lo que nos permite
hacer una analogia de la teoria de control clasica con la teoria de control para EDPs. En
el Capitulo 3 demostramos la controlabilidad a cero de la ecuacién de calor. Posteriormente,
demostraremos la desigualdad de observabilidad y la desigualdad de Carleman. En el Capitulo
3.3.3 daremos una conclusién sobre los resultados obtenidos en esta tesis.



Preliminares

En este capitulo se estableceran algunas de las herramientas necesarias que seran utili-
zadas para los resultados del Capitulo 3, donde se analiza el problema de la controlabilidad
a cero de la ecuacion de calor. Vamos a aplicar estas herramientas a la teoria de ecuaciones
diferenciales parciales (EDPs). Las EDPs pueden clasificarse segin su tipo, orden y lineali-
dad (ver [Eval(]). En esta tesis haremos un particular énfasis a las ecuaciones parabdlicas
(ver [Eval0, Brel0O, Trol0]). Esto es asi debido a que las ecuaciones parabdlicas son una ge-
neralizacién de la ecuacién de calor, por lo que de inicio, definiremos los espacios vectoriales
en donde se desarrollan este tipo de ecuaciones, es decir, los espacios de Sobolev (consultar
[Eval0, Brel0, Trol0]).

1.1. Introduccién a los espacios de Hilbert

En esta seccién, daremos nociones béasicas que nos permitirdan definir los espacios de Hilbert.
También enunciaremos algunos otros conceptos y teoremas importantes que se emplearan en
secciones posteriores.

1.1.1. Nociones basicas

Para poder definir un espacio de Hilbert es necesario introducir el concepto de espacio
de Banach debido a que todos los espacios de Hilbert son espacios de Banach. Dicho esto, a
continuacién mencionaremos propiedades y conceptos tomados de [Ber76] y [DM99].

Definicién 1.1.1 (Norma) Sea V' un espacio vectorial, una funcion ||-||yv : V' — R es llamada
norma Si esta satisface los axiomas siguientes:

1 Jlzllv > 0.
2. ||lz|ly =0 siy solosi z=0.
3. |laxlly = lalllzllv Vz eV, a€R.

4 Nz +yllv < llzllv + llyllv para todo z,y € V.

El subindice en la notacién || - ||y de la Definicién 1.1.1 denota el espacio en donde esa norma
estd definida. Debido a la gran variedad de espacios con los cuales se trabajara en este texto,
se usara un subindice distinto que dependera del espacio en donde se esté definiendo la norma
a utilizar.
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Definicién 1.1.2 (Espacio normado) Un espacio vectorial con una norma definida en €l es
llamado espacio vectorial normado o espacio normado. Es decir, es un par (V)| - ||v), donde
V' es un espacio vectorial.

Definicién 1.1.3 (Sucesién de Cauchy) Una sucesion de vectores {x,} en un espacio nor-
mado se llama sucesion de Cauchy, si para todo € > 0 existe un numero M € N tal que
|Zm — xnlly, < e para todo m,n > M, con m,n € N.

Dados los conceptos anteriores podemos definir ahora la nocién de espacio de Banach.

Definicién 1.1.4 (Espacio de Banach) Un espacio vectorial normado (V, ||-||v) es llamado
completo si toda sucesion de Cauchy en V' converge a un elemento de V. Un espacio vectorial
normado completo es llamado espacio de Banach.

Ya hemos mencionado que todos los espacios de Hilbert, son espacios de Banach. Asi que para
poder definir lo que es un espacio de Hilbert se dara el concepto fundamental que transforma
un espacio de Banach en un espacio de Hilbert.

Definicién 1.1.5 (Producto interno) Sea V un espacio vectorial. Un mapeo (-,-)y : V X
V — R es llamado producto interno en V' si para todo x,y,z € V y a, B € R se cumplen los
stguientes ariomas:

1. (z,y)v = (y,2)v.

(
2. (ax + By, 2)v = a(z, 2)y + By, 2)v
3. (z,x)y > 0.

4. (x,2)y =0 = x=0.

El subindice en la notacién (-, -)y de la Definicién 1.1.5 denota el espacio en donde ese producto
interno estd definido. Debido a la gran variedad de espacios con los cuales sé trabajard en este
texto, se usard un subindice distinto que dependera del espacio en donde se esté definiendo el
producto interno a utilizar.

Ahora podemos dar la definicién de espacios de Hilbert, cabe senalar que denotaremos con
H a estos espacios definidos en el campo de los reales.

Definicién 1.1.6 (Espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial con
producto interno (H, (-, ")), el cual es un espacio métrico completo, con respecto a la siguiente
norma:

[ollg = v/ (v,0)m-

Los espacios de Hilbert generalizan y extienden muchos conceptos conocidos en el algebra lineal
a espacios de dimensién arbitraria, a continuacién presentaremos algunos de estos.

Definicién 1.1.7 (Expansién ortogonal) Sea V un espacio vectorial con producto interno
y sea u,v € V.. Decimos que w y v son ortogonales (u L v) si (u,v)y = 0.
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Definicién 1.1.8 (Sistema ortogonal) Sea {e,}ner C V\{0}, donde I es un conjunto de
indices, {en}tner es llamado sistema ortogonal si e, L ey, con n # m. Ademds, si |le,||y =
1V n eI el sistema se llama ortonormal. St I = N al sistema le llamamos sucesion ortonormal.

De igual manera se define el concepto del i-ésimo coeficiente de Fourier y de la serie de Fourier:

Definicién 1.1.9 Sea {e,} una sucesion ortogonal en un espacio de Hilbert. Entonces, para
cualquier vector x € H, el i-ésimo coeficiente de Fourier se define como

([Bu €n)H,

mientras que la serie de Fourier se define como

Zen(x,en)H.

0o
=1

Dadas estas definiciones podemos enunciar la siguiente desigualdad.
Definicién 1.1.10 (Desigualdad de Bessel) Sea {e,}nen una sucesion ortonormal en un

espacio con producto interno H. Entonces

o0

> @ en) gl < ol (1.1)
i=1

Gracias a la desigualdad de Bessel podemos afirmar que la serie de la ecuacion (1.1) es finita y
pertenece al espacio de Hilbert, sin embargo, no es suficiente para decir que un vector x € H es
igual a su expansion de Fourier para un sistema ortonormal cualquiera, para ello se enunciard
lo siguiente:

Definicién 1.1.11 Una sucesion ortonormal {ey}nen en un espacio de Hilbert es completa si
el unico vector y € H tal que y 1 e, Vn € N es el cero.

Teorema 1.1.12 Sea {e, }nen una sucesion ortonormal completa en un espacio de Hilbert H.
Entonces si x € H,

o
T = Z en(z,en)m.
n=1

La demostracién del Teorema 1.1.12 se puede consultar en [You88].

Definicion 1.1.13 Una base ortonormal en un espacio de Hilbert H es una sucesion ortonor-
mal completa.

Para poder continuar debemos dar el concepto de conjunto generado en un espacio vectorial
(ver [You88, Heil9]).
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Definicién 1.1.14 Sea F = {en}ner una sucesion de vectores en un espacio vectorial V,
donde I es un conjunto de indices. El conjunto generado por F, denotado por span(F), es el
conjunto de todas las combinaciones finitas lineales de los elementos de F, es decir

N
span(F) = span{ey, fner = {Z cien, tal que N >0, n; €1, ¢; esun escalar} .
i=1

La cerradura del conjunto generado por F lo denotaremos de la siguiente manera
span(F) = span{ey, tner-

Con la definicién anterior podemos dar ahora el siguiente teorema, el cual muestra una equiva-
lencia entre la Definicién 1.1.11 y el Teorema 1.1.12 (su demostracién se puede ver en [You88]).

Teorema 1.1.15 Sea {e, }nen una sucesion ortonormal en un espacio de Hilbert H. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) {en}nen es completa .

b) Span{en}nEN =H.

o) ol =3 Nz en)nl? Vi e H.

n=1

1.1.2. Espacio dual

Un concepto ampliamente utilizado en este documento es el de espacio dual [Ber76]. Para
definir el espacio dual daremos algunas nociones previas. Primero estableceremos el concepto
de funcional como un mapeo que va de un espacio normado a los reales. Para los propdsitos
de este texto, dicho espacio normado se tratard de un espacio de Hilbert, a menos que se
especifique lo contrario. Ademds, un funcional es lineal si cumple con la siguiente definicion:

Definiciéon 1.1.16 Sea H un espacio de Hilbert, un funcional f : H — R es lineal si es
aditivo, es decir, para cualquier x,y € H, se tiene que

flz+y) = f(x)+ fy),

y homogéneo, es decir, para cualquier x € H, y cualquier A € R

FO\) = Af(a).

Ahora analizaremos la continuidad de un funcional lineal a través de la siguiente definicion
(ver [Poz08, Heil9, Bru66)).

Definicién 1.1.17 Sea f : H — R un funcional lineal en un espacio de Hilbert H (con norma
|- llz) y x € H, decimos que f es continuo en xo € H, si dado € > 0, existe 6 = d(¢) > 0 tal
que si ||z — zollg < 9, entonces |f(x) — f(zo)| < €.
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Los siguientes dos lemas dan una equivalencia de la Definicién 1.1.17 (sus pruebas se inquieren
en [Poz08, Bru66] respectivamente).

Lema 1.1.18 Sea f un funcional lineal definido en un espacio de Hilbert H. Si f es continuo
en el punto 0 € H, entonces es continuo en cualquier punto xg € H.

Lema 1.1.19 Si un funcional lineal f definido en un espacio de Hilbert H es continuo en un
punto, entonces es continuo en cualquier punto de H, y ademds, es uniformemente continuo.

Con lo anterior podemos afirmar lo siguiente:

Observacion 1.1.20 Para un funcional lineal f : H — R definido en un espacio de Hilbert
H, los siguientes enunciandos son equivalentes:

= [ es continuo en algin punto de H.

s [ es continuo en el punto 0 € H.

f es continuo (en todo punto de H ).
s f es uniformemente continuo.

Mas aun, la linealidad del funcional f permite expresar su continuidad como el mapeo de un
conjunto acotado a los reales. Para explicar esto detalladamente daremos la siguiente definicién:

Definiciéon 1.1.21 Un funcional lineal f : H — R definido en un espacio de Hilbert H se dice
acotado si existe un numéro real M > 0, tal que para todo x € H

|f(z)] < M||z| . (1.2)
Ademds, la norma del funcional lineal acotado f se define como

[ fllz = sup |f(2)].
zeH
llz|l <1

De la definicién anterior podemos observar que, usando la linealidad de f, obtenemos

'f <||:c7m>‘ - |iat ‘ = el

lalle] Nl
de donde podemos ver que f estd acotado, satisfaciendo la desigualdad (1.2), si y solo si

sup | f(z)|] < M,
zeH
lzllz<1

es decir, f es un funcional acotado en la bola unitaria cerrada {x € H : ||z||g < 1}. Por lo tanto,
un funcional lineal acotado es un mapeo que asigna elementos de un conjunto acotado (bola
unitaria cerrada) a los reales. Finalmente damos el siguiente teorema que da la equivalencia
entre la continuidad y la acotacién de un funcional lineal (su demostracién se da en [Bru66]).
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Teorema 1.1.22 Un funcional lineal es acotado si y solo si es continuo.

Dicho lo anterior podemos definir ahora el concepto de espacio dual.

Definicion 1.1.23 Sea V* el conjunto de todos los funcionales lineales y continuos definidos
sobre un espacio normado (V.|| - |v). Entonces V* es un espacio de Banach con la siguiente
norma

[fllv+ = sup |f(z)],

zeV
llzllv<1

donde f es un funcional lineal.

Es decir, sobre el espacio vectorial V', construimos funcionales lineales y continuos que van de
V' a los reales. Entonces todos los funcionales lineales y continuos que se puedan definir estan
en V*. El espacio V* es llamado el dual de V.

Definicién 1.1.24 (Producto de dualidad) Sea H un espacio de Hilbert, si f € H*, de-
notamos para x € H,

f($) = (fvx)H*,Ha

al producto de dualidad que hay entre el funcional f y x.

La conexién entre los espacios de Hilbert y su espacio dual estda dado por el siguiente teorema
cuya demostracién se ve en [You88|.

Teorema 1.1.25 (Riesz-Fréchet) Sea H un espacio de Hilbert y f : H — R un funcional
lineal continuo. Entonces existe un unico y € H tal que

f(@) = (z,9)n,

para todo v € H. Ademds, ||y|lg = ||f|l -

1.2. Espacios de Sobolev

Para los fines de este trabajo, los espacios de Sobolev son de suma importancia. En estos
espacios se encuentran las soluciones de las ecuaciones diferenciales parciales que estudiaremos
posteriormente en este capitulo. Para poder definirlos primero daremos definiciones basicas de
la teoria de espacios LP y algunos conceptos importantes que nos ayudardn a definir el concepto
de derivada débil. Finalmente se anexaran algunos teoremas importantes que junto con los ya
vistos en la seccién anterior se utilizaran para la demostracion de la existencia y unicidad de
soluciones débiles de ecuaciones parabdlicas (ver seccién 1.4).
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1.2.1. Espacios L?

La importancia de este tema radica en que los espacios de Sobolev son sub-espacios de los
espacios LP. Las siguientes definiciones mencionadas en [Trol0, Heil9, DM99] nos ayudarén a
definir las normas LP y asi construir el concepto de los espacios de Sobolev. Sea un espacio
de medida (F, F, u), cuya tripleta consiste de un conjunto E no vacio, de una o-élgebra F de
subconjuntos de £ y de una medida pu en F.

Definicién 1.2.1 Dada una funcion medible f : E — R, se dice que f es integrable si

/\f! dp < oo,
E

1l = £l = [E f dp.

dotado con la norma

Definicién 1.2.2 Sea 1 < p < 0o, denotaremos por LP(E) al espacio formado por las funcio-
nes medibles tal que |f|P son integrables en E, es decir

L/(E) = {f: B — R medible | ||” € L'(E)},

es decir

/ PP dpi < oo,
E

1/p
1o = 1] = ( L du) |

Definicién 1.2.3 Denotamos con L*°(E) al espacio de todas las funciones medibles y esen-
ctalmente acotadas, equipadas con la siguiente norma

dotado con la norma

[ fllzoo(my = ess Sup |f(z)] ;== inf {c € Ry : u({x € E: [f(x)] > ¢}) =0},
W

donde Ry = {a € R tal que 0 < a < oo} y ademds, “ess sup ”significa el supremo esencial
de una funcion, es decir, el infimo de todas las cotas superiores esenciales de f. Sic € Ry es
una cota superior esencial de f, entonces la desigualdad |f(z)| < ¢ se cumple p-c.t.p., esto es,

p{x e E: f(z) >c}) =0.

El siguiente teorema da una definicién mas concreta de los espacios LP (su demostracién se
puede ver en [Mal95]).

Teorema 1.2.4 Sea (E,F, i) un espacio de medida, y sea 1 < p < co. Entonces LP(E) es un
espacio vectorial equipado con la norma || - ||p.
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Ademas, el teorema que se menciona a continuacién (cuya demostracion se puede consultar en
[Bru66]), muestra que el espacio (LP(E),| - ||p) es un espacio de Banach. Por lo tanto, LP(E)
es un espacio vectorial normado completo.

Teorema 1.2.5 Sea (E,F,u) un espacio de medida. Entonces LP(E), con 1 < p < 00, es un
espacio de Banach, y su norma es | - ||p-

Un caso de particular interés para los propdsitos de esta tesis es cuando p = 2, debido a que
L?(E) es un espacio de Hilbert. Enunciaremos lo dicho anteriormente en el siguiente teorema:

Teorema 1.2.6 Sea (E,F,u) un espacio de medida y f,g € L*(E). Entonces L*(E) es un
espacio de Hilbert cuando el producto interno estd definido por

(fs9)2(m) Z/Efg dp. (1.3)

La demostracion del Teorema 1.2.6 se puede consultar en [Mal95, Bru66], donde se explica que
el producto interno (1.3) estd bien definido en L?(E) gracias a la desigualdad de Holder (ver
[Eval0, DM99]). Por otro lado, las herramientas proporcionadas en la seccién 1.1 son de gran
utilidad para analizar L?(E) por ser un espacio de Hilbert.

El teorema que se menciona a continuacién serd util para definir funcionales lineales y
continuos en los espacios LP, y tiene su base en los Teoremas 1.1.23 y 1.1.25.

Teorema 1.2.7 (Representacion de Riesz para LP) Sea 1 < p < oo y q su exponente
conjugado. Si ¢ € (LP)*, donde ¢ : LP — R, entonces existe un dnico u € L9, tal que

o(f) = /E uf dp, f € I,

con la norma
[ullg = |#ll(zry--

Por lo tanto, (LP)* = L1, es decir, el dual del espacio LP es L9.

1.2.2. Derivada débil

Antes de introducir los espacios de Sobolev debemos extender el concepto de derivada. Para
ello harémos una analogia con un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Un
requisito para la controlabilidad de un sistema de EDOs es la existencia y unicidad de una
solucién para el mismo, ademads, esta solucién deberd ser continua, lo que quiere decir que es
una funcién suave y, por lo tanto, derivable en el sentido fuerte (o cldsico). Sin embargo, para
EDPs, esto no es asi, puesto que la soluciéon viene dada en el sentido débil, y se encuentra
dentro de algin espacio de Sobolev. La nocién de solucién débil para una EDP (como se de-
fine en [Eval0, BrelO, Trol0, OR76]), se refiere a una funcién, la cual no es necesariamente
suave (o infinitamente diferenciable) e incluso podria ser no derivable, sin embargo, satisface
nuestro sistema en algin sentido. Este sentido se basa en lo que definiremos como nocién de
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distribucién, la cual permite reescribir nuestra EDP de tal manera que no aparezcan derivadas
en la solucién, utilizando funciones de prueba (ya que todas las derivadas pasan a esta fun-
cién de prueba por medio de la integracién por partes), las cuales deben de ser infinitamente
diferenciables con soporte compacto. Es por este motivo que una EDP puede tener soluciones
que no son necesariamente diferenciables, puesto que esta formulaciéon débil en el sentido de
distribuciones permite encontrar dichas soluciones. Entonces una EDP se puede expresar en
términos de normas de Lesbegue, pues al poseer una soluciéon que solo es integrable, esta se
encuentra en el espacio LP.

Para definir la derivada débil en el sentido de distribucién (ver [OR76, VH94]), damos antes
los siguientes conceptos.

Definicién 1.2.8 Tenemos que:
1. C(0,1) es el espacio de funciones continuas sobre (0,1).

2. C*(0,1) es el espacio de funciones k-veces continuamente diferenciables sobre (0,1) (k €
N).

C>(0,1) =, C*(0,1).

Co(0,1) es el espacio de funciones continuas con soporte compacto sobre (0,1).

AR S

Ck(0,1) = C*(0,1) N Co(0, 1).
6. C5°(0,1) = C>(0,1) () Co(0,1).

Ahora definiremos el conjunto de funciones de prueba dado por D(0,1) = C§°(0, 1), que ademas
tiene la siguiente nocién de convergencia:

Definicién 1.2.9 Sea {¢;} una sucesion de funciones de D(0,1). Diremos que {¢;} converge
en D(0,1) a ¢ si existe un conjunto compacto K C (0,1), tal que, supp p; C K para toda
1 € N, y si ademds
i — @' uniformemente en K,
es decir
lim sup |¢f(z) — ¢'(z)| =0,
10 e K

donde ¢}, ¢' denota la derivada de la funcion correspondiente.

Dicho esto daremos el concepto de distribucion.

Definicién 1.2.10 Diremos que T es una distribucion en (0,1) si
T:D(0,1) — R,

es lineal, continua, y ademds

Im T'(i) = T(e),

1—00
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para toda p; que converge en D(0,1) a ¢. Aqui T'(p) = (T, ¢)p+(0,1),p(0,1) (donde la notacion
(*s)p*(0,1),D(0,1) €xpresa el producto de dualidad entre T' € D*(0,1) y ¢ € D(0,1)). El espacio
D*(0,1) es el dual de D(0,1) y también es conocido como el espacio de distribuciones sobre
(0,1).

Ya que hemos definido la nociéon de distribucién que caracteriza al conjunto de funciones de
prueba D(0,1), vamos a dar el siguiente ejemplo, el cual da una motivacién para definir la
derivada débil.

Ejemplo 1.2.11 Dada una funcion f € C([0,1]), encontraremos una funcidn u que satisfaga

{—u”+u=f en [0,1], (1.4)

u(0) = u(1) = 0.

Una solucion de (1.4) en el sentido cldsico (o fuerte) es una funcién de clase C? en [0,1]
que satisface (1.4) en el sentido usual (la solucidn de este tipo de sistemas se puede ver en
[CL55]). Sin embargo, dados nuestros propdsitos, vamos a utilizar la integracién por partes
para encontrar otra solucion (en el sentido débil). Para ello multiplicamos la ecuacion (1.4)
por o(x) € D(0,1), e integramos en (0,1) para obtener

— /01 u’p(z)dr + /01 up(z)de = /01 fe(z)dz,

entonces podemos integrar por partes algunos términos, es decir

1

— /01 up(x)dr = —u'o(z)| + /01 u'¢ (z)dx.

0

Dado que ¢ € D(0,1), los términos evaluados en los puntos de frontera desaparecen, por lo que

1 1 1
/Ougo(x)dac—F/O ugo@)dx:/o fo(z)dx, Ve e D(0,1), (1.5)

En el ejemplo 1.2.11 observamos que la ecuacién (1.5) hace sentido para u € C1([0, 1]), e incluso
es suficiente con saber que u,u’ € L'(0,1) (mientras que (1.4) requiere que la solucién u tenga
dos derivadas). Este sentido del cual hablamos es la nocién de derivada débil y lo exponemos
en la siguiente definicion:

Definicién 1.2.12 (Derivada débil) Sea una funcién u € L?(0,1). Decimos que u = u(x)
es débilmente diferenciable, con derivada débil ' € L*(0,1) si

1 1
/ v (z)p(z)dr = —/ w(z)¢'(z)dz, Ve € D(0,1).
0 0
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Retomando el Ejemplo 1.2.11 diremos que la funcién u € C1([0,1]), la cual satisface (1.5) es
solucién débil de (1.4). Incluso podemos decir que si u es dos veces diferenciable, entonces la
derivada en el sentido cldsico es equivalente a la derivada débil, sin embargo, si u € C1([0,1])
la derivada débil no implica la derivada en el sentido clasico. Por lo tanto, una derivada clasica
también es una derivada débil.

Por otro lado, vamos a enunciar el siguiente teorema que nos va a servir mas adelante (su
demostracién se puede ver en [NS82, AF03]).

Teorema 1.2.13 El espacio de funciones C§°(0,1) es denso en LP(0,1), con 1 < p < oo.

Derivado del teorema anterior, damos la siguiente proposicién tal como en [VH94].

Proposicién 1.2.14 El espacio de funciones de prueba D(0,1) es denso en LP(0,1), con 1 <
p < o0.

Ahora vamos a definir los espacios de Sobolev, los cuales son importantes para nuestros
propésitos, pues estdn equipados con la norma LP, lo que permite hacer las manipulaciones
necesarias para trabajar con las expresiones complejas que surgen en el estudio de las EDPs,
ya que estos espacios combinan el concepto de formulacion débil mencionado anteriormente
y el de normas de Lesbegue. Denotaremos a los espacios de Sobolev como W™ P donde m
representa el nimero de derivadas débiles que puede tener una funcién, mientras que p es el
orden de integracién. Dicho lo anterior ahora definiremos estos espacios en dimensién uno.

Definicién 1.2.15 Sea 1 < p < 00, el espacio de Sobolev W'P(0,1) se define como

whr0,1) = {u € LP(0,1) | 3o’ € LP(0,1) que satisface

1 1
/ u<p’——/ ', chEDé(O,l)},
0 0

es decir, el conjunto de funciones que estin en LP(0,1) y tienen derivada débil. Ademds,
WP(0,1) estd equipado con la siguiente norma

/p
lallwrson = (Il po ) + 10 War)) -
Andlogamente, para p = oo, WH*(0,1) se equipa con la norma
[llwoo(0,1) = miéix H“/HLw(o,l) :
Cabe destacar que WP(0,1) es un subespacio de LP(0,1), y ya que por el Teorema 1.2.5,
LP(0,1) es un espacio de Banach, W'P(0,1) también es un espacio de Banach. Enunciamos

esto en el siguiente teorema (cuya demostracién se da en [AF03]).

Teorema 1.2.16 El espacio W'P(0,1) es un espacio de Banach.



20 Preliminares

1.2.3. El espacio H}

En esta seccién vamos a comenzar estudiando el espacio de Sobolev cuando p = 2, es decir,
Wh2(0,1). Similar a lo que sucede en el Teorema 1.2.16, dado que W12(0, 1) es un subespacio
de L?(0,1), por el Teorema 1.2.6, W12(0,1) hereda una propiedad importante de L?(0,1), la
cual es es ser un espacio de Hilbert (ver [Trol0, AF03, Brel0]). Hacemos entonces la siguiente
notacién:

H'(0,1) := W"2(0,1),

es decir,

H'Y0,1) = {u € L*(0,1) | 3/ € L?(0,1) que satisface

1 1
/ up' = —/ u'p, Vo e D0, 1)},
0 0

9 1/2
lellnon = (llBaon + 4 1an)

equipado con la norma

y con el producto escalar

1
(u, 0) 10,1y = (W v)r2(0,1) + (u/’U/)LQ(O,l) - /0 (v + ') da.

En la Seccién 1.4 se estudia la existencia y unicidad de soluciones débiles para ecuacio-
nes parabdlicas en dimensién uno, con condiciones de frontera tipo Dirichlet homogénea (ver
[Brel0, Eval0, Tro10]), es decir, la solucién de nuestra ecuacién pardbolica es igual a cero en
la frontera ¥ = {0,1} x (0,7"), para un tiempo 7' > 0, y donde {0, 1} son los puntos de frontera
del conjunto (0,1). Dicho esto, el valor de la solucién y € H' de la ecuacién parabdlica eva-
luada en la frontera X debe ser cero. El problema radica en que X, dado como un subconjunto
de R?, tiene medida cero (ver [DM99, Tro10]), por lo que el valor de la funcién y € L?(0,1)
evaluada en ¥ puede ser arbitrario sin afectar a y como elemento de L?(0,1). Para resolver
este problema vamos a mencionar la nocién de cerradura de un conjunto (ver [Tro10, DM99]).
Sea ' C H, donde H es un espacio de Hilbert con norma || - ||3. La cerradura de E se denota
por

E={x€H |z esellimite de una sucesién {z,}>2, C E}.

Decimos que el conjunto E C H es denso en H si E = H. Con esta nocién podemos dar la
definicién del espacio H&.

Definicién 1.2.17 La cerradura del conjunto de funciones de prueba D(0,1) en H'(0,1) es
denotado como HE(0,1).

Observamos que H& es un espacio de Hilbert equipado con la norma || - || 1. Ademés, por defi-
nicién, D(0,1) es denso en Hg(0,1). Por lo tanto, los elementos de H} pueden ser considerados
como funciones que evaluadas en la frontera X son iguales a cero.
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1.2.4. El espacio H!

Denotaremos con H~' al dual del espacio H&, es decir, el espacio H~! es el conjunto de
todos los funcionales lineales y continuos que estan bien definidos en H&. Con ayuda de la
Definicién 1.1.24 intrducimos el producto de dualidad entre H~1(0,1) y H}(0,1).

Definicién 1.2.18 Denotaremos con (~,-)H_17Hé al producto de dualidad entre H=1(0,1) y

H&(O, 1), es decir que dado un funcional lineal y continuo f € H~1(0,1), y un elemento
u € H}(0,1) se tiene
Fw) = (F,0) s .

Con lo anterior podemos dar una definicién concreta del espacio H~! (ver [Eval0]).

Definicién 1.2.19 Sea f € H1(0,1) un funcional lineal y continuo definido en HZ(0,1).
Entonces f esta equipado con la siguiente norma

1
[f1lE-1(0,1) = sup {(f, “)H—l,H(} | u € Hy(0,1), HUHH(}(O,l) < 1} .
Finalmente enunciamos el siguiente teorema cuya demostracion se puede consultar en [Eval0].

Teorema 1.2.20 (Caracterizacién de H~') Supongamos que f € H=1(0,1). Entonces exis-
ten funciones fo, f1,..., fn en L?(0,1) tal que

1 n
(fs0) -1,y = /0 <f0v+2fwx) da, (1.6)
=1

Vv e H0,1) y donde v, = g—g. Ademds

| 1/2
| £l z7-1(0,1) = Inf (/0 Z ‘fz|2dx> | f satisface (1.6) para fo,..., fn € L*(0,1)
=0

1.3. Convergencia débil

Para esta seccién denotaremos con B a los espacios de Banach definidos en el campo de
los reales. Ademas, el dual de B lo definiremos como B*, y el producto de dualidad entre estos
espacios lo denotaremos como (-, )+ 5. Dicho esto damos la siguiente definicién:

Definicién 1.3.1 Decimos que una sucesion en un espacio de Banach {uy}r-, C B converge
debilmente a una funcion u € B, denotado como

U — U,

St
(’LL*, uk)BﬁB - (’LL*, u)B*,B 9

para cada funcional lineal y continuo acotado u* € B*.
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De la definicién anterior podemos observar que si uip — u, entonces uyp — u. También es cierto
que cualquier sucesién que converge débilmente es acotada. Ademas, si up — u, entonces

< liminf .
lulls < lim inf {lug]|s
Ahora enunciamos el siguiente teorema (el cual se puede consultar en [Eval0]).

Teorema 1.3.2 (Compacidad débil) Sea B un espacio de Banach, y {uy}z; C B una
., . ., '] 00
sucesion acotada. Entonces existe una subsucesion {ukj}j:1 C{ugtp—y y u € B tal que
—\
Up; — U.

Es decir, las sucesiones acotadas en un espacio de Banach son débilmente precompactas (existe
una subsucesién que converge débilmente a una funcién en ese espacio). En particular,una
sucesiéon acotada en un espacio de Hilbert contiene una subsucesiéon débilmente convergente.

1.4. Existencia y unicidad de soluciones débiles para ecuacio-
nes parabdlicas

En esta seccién vamos a estudiar la existencia y unicidad de soluciones débiles para ecua-
ciones parabdlicas en dimensién uno. Las ecuaciones parabdlicas son una generalizacion de la
ecuacién de calor, por lo que, encontrar una solucién débil para las ecuaciones parabdlicas es
imprescindible para el control de la ecuacién de calor.

Vamos a comenzar definiendo una ecuacién parabdlica. Para ello sea el conjunto (0,1),
cuyos puntos de frontera son denotados por I' = {0, 1}. Definimos @ = (0,1) x (0,7, para
algiin tiempo T > 0. Ahora sea y : @ — R una funcién dependiente del tiempo t € (0,T) y
una variable z € (0, 1), hacemos la siguiente notacién:

_y o 0
yl‘ 8[1:‘ ) yl‘l‘ - gan I
dy %)

Ademas, establecemos ¥ =T" x (0,7") y consideramos la siguiente ecuacion:

ye + Ay =v en Q,
y(z,t) =0 para (z,t) € X, (1.7)
y(IE, O) = Yo en (07 1))

donde v: @Q — Ry yp: (0,1) — R. Por dltimo A es un operador diferencial de segundo orden.
Este operador puede tener la forma de divergencia o no divergencia (ver [Eval0]). Para esta
tesis usaremos la forma de divergencia, que es la siguiente:

Ay = (CL((L‘, t)yac);p + b(.%', t)yac + C(%‘, t)ya (1'8)
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con x € (0,1), y donde a(x,t),b(x,t),c(x,t) € L™ (Q), v € L*(Q), yo € L?*(0,1).
Decimos que la ecuacién (1.7) es de tipo parabdlico si cumple con la siguiente desigualdad
(lamada condicién de elipticidad), para una constante o > 0

a(z,t) > a.

Ahora vamos a dar el siguiente ejemplo que da un caso especifico de las ecuaciones parabdlicas.
Dicha ecuacién resultante es la ecuacién de calor.

Ejemplo 1.4.1 Para el operador (1.8) y la ecuacion (1.7) se tiene a(x,t) = 1, b(x,t) =
c(x,t) = v = 0. Entonces Ay = —Yuz, y la ecuacion (1.7) se transforma en la ecuacion de
calor. Ademds, observamos que para o = 1 se satisface la condicion de elipticidad.

1.4.1. Motivacion

Vamos a dar una motivacion para la definicién de solucién débil de la ecuacion parabdlica
(1.7). Para ello haremos una analogia con el Ejemplo 1.2.11 visto con anterioridad. Primero
vamos a suponer temporalmente que la solucién y = y(x,t) de (1.7) es infinitamente diferen-
ciable, por lo que podemos multiplicar la ecuacién (1.7) por una funcién suave del conjunto de
funciones de prueba zy € D(0,1), e integrar en el conjunto (0, 1). Tal como pasa en el Ejemplo
1.2.11, deberemos integrar algunos términos por partes. Luego, observamos que zg = 0 en la
frontera. Ahora, recordamos que el conjunto de funciones de prueba D(0,1) es denso en el
espacio H}(0,1), por lo que podemos reemplazar la funcién zg por z € H}(0,1). La ecuacién
resultante de multiplicar 2 € H(0,1) por (1.7) se satisface para y € H(0,1). Como se men-
cioné en la Seccién 1.2.3, si la solucién y pertenece al espacio H{, entonces podemos cumplir
con las condiciones de frontera de la ecuacién parabdlica (1.7).

Vamos a detallar analiticamente lo dicho en el parrafo anterior. Comenzamos dando la
siguiente definicién:

Definicién 1.4.2 Sea 1 < p < oo. El espacio LP(0,T;(0,1)) consta de todas las funciones
medibles w : [0,T] — (0,1) con

1/p

T
[l e (0,13(0,1)) = (/0 Hu(t)!’zQ(OJ)dt) < .

Ademas,
||U”Loo(o,T;(o,1)) ‘= €ess sup ||U(t)||L2(0,1) < 0.
0<t<T
Ahora, para esta seccién vamos a considerar a la solucién y de (1.7) como un mapeo que va
del intervalo [0, 7] al espacio H}(0,1), en lugar de tomarla como una funcién que evalua a las

variables x, y juntas, es decir
y:[0,T] — Hy(0,1),

tal que
®)](@) =y(z,t) en Q.
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De manera similar definimos
v:[0,T] — L*(0,1),

tal que
[v(®)](z) :==v(z,t) en Q.

Efectuamos el producto interno entre la ecuacién (1.7) con una funcién fija z € H{ (0, 1), por
lo que se tiene

(Yt 2) 1200,1) T (AY, 2)£20,1) = (v, 2)£2(0,1)- (1.9)

Recordamos que (-, ) 2(0,1) denota el producto interno en L*(0,1) (ver Teorema 1.2.6), es decir

1
(v, 2)12(0,1) :/ vz dx. (1.10)
0

Sustituyendo (1.8) en (1.9) y desarrollando el producto interno de este término como en la
ecuacién (1.10) se tiene

1 1
(Ay, 2)r2(01) = /0 (Ay)z dz = /0 —(a(z,t)ys), z + (b(x, t)ys) 2 + c(z, t)yz du. (1.11)

Integramos por partes el primer término de (1.11)

1

1 1
/ —(a(z,t)ys), 2z de = — (a(z, t)ys) 2 +/ a(z,t) Yy 2z, dx
0 0

0

1
:/ a(x,t)yy 2z, dx, (1.12)
0

esto debido a que z € HZ(0,1). Sustituyendo (1.12) en (1.11) se tiene

1
(Ay, 2) 120y = /0 (@, Yo 20 + b(&, Oy + ol )y2 da.

Establecemos (Ay, z)2(0,1) = Bly, 2;t], donde B : H¢ x H} — R. Entonces la ecuacién (1.9)
se convierte en

(Wi, 2) 20,0y + Bly, 25t = (0, 2) 12(0,1)- (1.13)

Ahora, de la ecuacién (1.7) podemos observar que
y=v—Ay=f"+f, en Q, (1.14)

con

{fo = v = b(z, 1)ys — c(z, 1)y, (1.15)

fj = CL(J/‘, t)y:r:-

Gracias al Teorema 1.2.20 y a las ecuaciones (1.13),(1.14), podemos suponer que y; es un
elemento de H~1.
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Para poder continuar mencionamos el siguiente teorema (su demostracién se puede con-
sultar en [Eval0]), el cual dice que la solucién del sistema (1.7) perteneciente al espacio de
Sobolev H&, puede redefinirse como una funcién continua, proporcionando una manera mas
sencilla de trabajar en este espacio. Ademas, esta funcién que se ha redefinido es continua en el
espacio [0, 7], lo que permite satisfacer las condiciones iniciales de nuestra ecuacién parabdlica
(1.7).

Teorema 1.4.3 Supongamos y € L? (O,T; HE(0, 1)) , con y, € L? (OjT; H~1(0, 1)) Entonces
y € C([0,T];L*(0,1)) .
El mapeo

t = [y 720,1):

es absolutamente continuo, con

d
a||y(t)||%z(0’1) =2y, y(1)) 20,1 »

para 0 < t <T c.t.p. Ademds, se tiene la siguiente desigualdad

s [ly(0)l 2. < C (I8l 2oz + 19l 20 rem101) -

donde la constante C' depende solo de T'.

Luego de la ecuacién (1.15) podemos intuir que es factible encontrar una solucién débil tal que
yr € H71(0,1), para el tiempo 0 <t < T c.t.p.

Definicién 1.4.4 Una funcién y € L? (O,T; HE (0, 1)), con y; € L? (O,T; H=1(0, 1)), es una
solucidn débil de la ecuacion parabdlica (1.7) si se cumple

(ytvz)H—l,Hé + B[y7Z;t] = (V>Z)L2(0,1)>

para cada z € H&(O, 1) yen 0 <t <T, ctp. (donde recordamos que (',')H—lyHé denota el
producto de dualidad entre H=1(0,1) y H(0,1)), y ademds,

[y(0)](x) = vo.

1.4.2. Existencia y unicidad

Dados los propésitos de esta tesis, nos basaremos en el método de Galerkin (los detalles de
este método se dan en [EvalQ]) para la demostracién de la existencia y unicidad de soluciones
débiles para ecuaciones parabdlicas. La idea bésica de este método consiste en aproximar la
solucién y : [0,T] — H}(0,1) de la ecuacién parabdlica (1.7), a través de funciones yy, :
[0,T] = E,,, donde E,, C HY(0,1) es un subespacio de dimensién finita de tamafio m. Para
nuestro andlisis F,, = (w1, ...,wy), m € N, donde podemos considerar que w,, = wy,(z) son
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funciones suaves. La solucién aproximada y,,(t) se encuentra en el espacio de dimensién finita
generado por Ey,, tal que {wy}72y es una base ortogonal de H}0,1) y {wr}7ey es una base
ortonormal de L2(0,1). Esto es asi debido a que para obtener y,,(t), hacemos la proyeccién
de la ecuacién parabdlica (1.7) sobre E,,. Al hacer esta proyeccién obtenemos un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), cuya solucién se da por la teorfa de EDOs (ver
[CL55]). Cada yn,(t) satisface una estimacion de energia dada por el siguiente teorema (cuya
demostracién se da en [Eval0]).

Teorema 1.4.5 (Estimacién de energia) Existe una constante C, que depende de T, (0,1),
y de los coeficientes de (1.8), tal que

Oréltég%, ”ym(t)HLQ(O,l) + ”ymHLQ(O,T;H&(O,l)) + Hym,th(o,T;H—l(o,l)) (1.16)

< C (IvVllz20,m:02(0.1)) + lwoll22(0,1)) -

Estas estimaciones son uniformes para cada m € N, lo que permite tomar el limite m —
00 y obtener la solucién completa de la ecuacién parabdlica (1.7). Para explicar esto més a
fondo, de la ecuacién (1.16), vemos que la sucesion {ym},._; estd acotada uniformemente en
L?(0,T; Hi(0,1)) , y {ym,t}or_, estéd acotado en L* (0,7; H~1(0,1)). Entonces, por el Teorema
1.3.2, existe una subsucesion {ym, };o; C {Ym}me_y y una funcién y € L? (0,7 H}(0,1)), con
y; € L? (O, T; H-1(0, 1)) , tal que

Ym; —y  débilmente en L? (0,T; Hj(0,1))
Ymit — Y débilmente en L? (0,T; H~1(0,1)) .

Este argumento es la base para demostrar la existencia de una solucién débil de las ecuaciones

parabdlicas. Mencionamos entonces el siguiente teorema (su demostracién se puede ver en
[Eval0]).

Teorema 1.4.6 (Existencia de soluciones débiles) FEziste una solucion débil de (1.7)

La unicidad se da en el siguiente teorema (cuya demostracién se puede consultar en [Eval0]).

Teorema 1.4.7 (Unicidad de las soluciones débiles) Una solucion débil de (1.7) es ini-
ca.



Controlabilidad de sistemas lineales
en dimension finita (EDO)

Para el estudio del control de la ecuacién de calor deberemos explicar antes algunas defini-
ciones aplicadas a ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) en dimensién finita, esto con el
fin de presentar algunas ideas clave que podran ayudarnos posteriormente a explorar técnicas
utilizadas para la demostracién de la controlabilidad y observabilidad de las ecuaciones par-
ciales en una dimension.

Comenzaremos explicando algunas nociones de control clasico, para ello definimos la siguiente
notacién. Sea z : [0,7] — R™ una funcién dependiente del tiempo, entonces

do
dt’ Cde2’

Ademsds, sea m,n > 0 con m,n € N, y consideramos el siguiente sistema para un tiempo 7" > 0.

x":

Ax(t) + Bu(t), te(0,T), (2.1)

——
8 &
~~
e =
o
8

.o

donde A € R™" B € R™™ 20 € R™ es el dato inicial. La variable z(¢) representa el estado,
y u:[0,T] — R™, representa el control.

Tal como se describe en [Kuo62], para facilidad de expresién y manipulacidn, el sistema (2.1),
el cual es dinamico, lineal e invariante en el tiempo, estd dado en la forma de espacio de
estados. De esta manera, el conocimiento de la variable x(t), en cualquier instante de tiempo
to > 0 y la informacién sobre la entrada aplicada en este mismo momento %y, son suficientes
para determinar el estado del sistema en cualquier momento ¢ > tg. Se necesita encontrar
una forma para modificar el comportamiento de la ecuacién (2.1) expresado en términos de la
variable z(t), por medio de acciones de control que se aplican a la entrada del sistema a través
de la variable u(t). En la practica lo que se requiere es tener menos controles que ecuaciones
(estados), es decir, que m < n.

Ahora, deberemos ver que el sistema tenga una solucién. En [Kai80] se obtiene una solucién
para la ecuacién (2.1), es decir, dada una condicién inicial z° € R™ y una funcién u(t) €
L?(0,T;R™), el sistema (2.1) tiene una tnica solucién z(t), caracterizada por la férmula de
variacion de las constantes

t
z(t) = el —l—/ M=) Bu(s) ds, Y te[0,T). (2.2)
0
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La ecuacién (2.2) nos dice como es la solucién de (2.1), y es bien conocida para las EDOs lineales
de dimension finita. Sabiendo esto, ahora nos enfocaremos en estudiar la controlabilidad de
este sistema.

Como ya se ha mencionado, el objetivo de este capitulo es explorar algunos conceptos
aplicados a las ecuaciones diferenciales ordinarias, como una motivaciéon para entender las
definiciones que se utilizaran para la controlabilidad y observabilidad de la ecuacién de calor
en el Capitulo 3.

2.1. Controlabilidad exacta y controlabilidad a cero para EDOs

La existencia de un control que permite llevar el estado inicial de un sistema lineal de EDOs
a un estado final deseado estd ligado al concepto de controlabilidad exacta. En control clésico,
la nocién de controlabilidad y controlabilidad exacta son idénticas, sin embargo, para ser mas
explicitos y evitar confusiones, en este texto se utiliza el término controlabilidad exacta. Por
otro lado, la controlabilidad a cero consiste en encontrar un control que lleve el estado inicial
de un sistema lineal de EDOs al estado final cero. Veremos méds adelante que un sistema de
EDOs es exactamente controlable si y solo si es controlable a cero. Toda esta teoria estd bien
fundamentada, e incluso existe el criterio de controlabilidad de Kalman (ver [Kai80, L09]) que
da una condicién suficiente y necesaria para demostrar la controlabilidad exacta de un sistema
de EDOs, algo que no pasa para EDPs. En [Zua02, FR71] se explica porque la controlabilidad
exacta no se logra para un sistema de EDPs (esto también se analiza en el Capitulo 3).
Dicho lo anterior damos la siguiente definicién:

Definicién 2.1.1 El sistema (2.1) se dice exactamente controlable al tiempo T > 0, si dado
cualquier dato inicial z° € R"™ y cualquier dato final x' € R™ existe un control u € L*(0,T;R™)

tal que la solucion de (2.1) satisface
z(T) = z'.

Para enfocar de una mejor manera el concepto de controlabilidad exacta, daremos los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 2.1.2 Sea el sistema (2.1) donde

(1) (o) 0= (20) - (4)

entonces se tiene que

Usando la ecuacion (2.2), tenemos que

t
z1(t) = elaf +/ e =u(s) ds,
0

zo(t) = ez,
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Observamos que este sistema no es exactamente controlable, pues xo estd determinado unica-

mente por 9. U

Ejemplo 2.1.3 Sea el sistema (2.1), tal que se tiene un solo control y dos estados (n=2,
m=1). Consideremos entonces

(8 4) (1) 0= (9)

con condiciones iniciales y finales

0 1
x0:<i6>, x1:<z%> (2.3)
2 2

(2.4)

En (2.4), observamos que una de las ecuaciones esta siendo afectada explicitamente por el con-
trol u(t), sin embargo, determinar la solucion del sistema por medio de la formula de variacion
de constantes no es sencillo debido a la complejidad del cdlculo de la matriz exponencial, por
lo que deberemos utilizar otro método para corroborar que en este ejemplo el sistema es exac-
tamente controlable. Para ello, dado (2.3) arbitrario, es posible construir una funcidn suave
z(t) de modo que

(2.5)

{zw):m?, A(T) = a1,
2(0) =29, #(T) = 3.

Dicha funcion podemos construirla seleccionando, por ejemplo, un polinomio cibico (ya que es
posible obtener su sequnda derivada) tal que

2(t) = at® + bt? + ct + d,
#(t) = 3at? + 2bt + c, (2.6)
3(t) = 6at + 2b.

donde a,b,c,d son constantes. Luego, de (2.5) y (2.6) podemos deducir que z(0) = d = 29 y

2(0) = ¢ = 2. De la misma manera, se sigue que
aT3 4+ bT? + 29T + 29,
z3 = 3aT? + 2bT + 19,

—N—
Y
IR
S~— ~—
(Il
8
N =i
I

lo que implica el siguiente sistema de ecuaciones

xt — 2 — 297 = aT3 4 772,
rs — 3 = 3aT? + 20T.
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Resolvemos utilizando el método de Gauss-Jordan, entonces, denotamos con i1,y para referir-
nos a la primer y sequnda fila de la siguiente matriz, por lo que se tiene

T3 T2 | 2t =2 =297 \iyr=i, (T3 T? | a1 -2 — 23T \ ir—3i,=ic
< 372 2T | k- af — \ 373 212 | 2lr 97 =
7 1% | 2t —2%—aiT i1Hia=i1
0 -T2 | —3axi+320)+2297 + 2T
3 0 | =22} + 220 + 29T + 24T
0 —T? | —3xi{+32)+22T + 23T |-

Dividiendo la primer fila de este wltimo resultado entre T3 y la sequnda fila entre —T? se tiene

10 —2z1 4229420 T+alT
| s

0 1 | 330%73x(1)72:r8T7:1:5T
T2

Por lo tanto obtenemos los valores de las constantes de la ecuacion (2.6), es decir

_ —2x1 4+ 220 + 29T + 24T o g0
- 3 9 — 42
- 31 — 320 — 2297 — 2iT PR
= e , = 3.

Ahora, tomaremos u(t) = 2(t) + z(t) debido a que por (2.5), tenemos que tanto x1(t) como la
funcion z(t) tienen las mismas condiciones iniciales y finales, es decir, por la linealidad y con-
tinuidad de (2.1), asi como la existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones diferenciales,
x1(t) coincide con z(t). Luego se tiene que

Z1(t) = 22(t) =u(t) —x1(t) =  Z1(t) +z1(t) = u(t) = 2(t) + 2(¢),
entonces se satisfacen los requerimientos de controlabilidad. O

Vemos que en el Ejemplo 2.1.3, la ecuacion @1 (t) = z2(t), de (2.4) es afectada indirectamente
por el control u(t), lo cual se observa més claramente al construir la funcién z(t), por lo que
es posible alcanzar cualquier estado final por medio de acciones de control y dado un dato
inicial. Gracias a la diversidad de formas en que se puede establecer z(t), podemos advertir
que u(t) no es tinico, sino que existe una infinidad de controles. Esto se ejemplifica de una mejor
manera en [DOPO02], donde se hace un andlisis de la controlabilidad exacta de la ecuacién de
calor con coeficientes de difusién discontinua, aqui el objetivo es proporcionar un control, de
varios que existen, tal que se pueda hallar la trayectoria ideal que nos permita llegar de una
condicién inicial dada a un estado final, es decir se deberdan calcular acciones de control tal
que se determine el valor 6ptimo de las variables que definen el sistema en cada instante de
tiempo, dentro de un intervalo dado.

En [Zua02] se define la controlabilidad exacta como la posibilidad de llegar cualquier estado
final 2! dada una condicién inicial 2 y un control u € L? (0, T; R™). Por lo tanto, observamos
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que hay una equivalencia entre alcanzar cualquier vector de R™ y la controlabilidad exacta.
Escribiremos esto formalmente, para ello definiremos el siguiente conjunto, al cual llamaremos
conjunto de estados alcanzables

R (T,2°) = {2(T) € R" | x es solucién de (2.1) conu € L* (0,T;R™)},
por lo tanto, se tiene que

Controlabilidad exacta <= R (T, mo) =R",

para cualquier 2 € R”. Por esta definicién de controlabilidad exacta y dado que el sistema
(2.1) es lineal, sin perdida de generalidad, podemos asumir que 2! = 0. Por otro lado si 2! # 0,
se puede resolver

{y(t) = Ay(t) con te (0,7),
y(T) =z,
y definir z(t) = z(t) — y(t), donde

Dado que z(t) = z(t) — y(t) = 2(t) = () — y(t), entonces

Por lo tanto tenemos
2(t) = Az(t) + Buf(t).

Luego z(0) = x(0) — y(0) = 2° — y(0), entonces tenemos el siguiente sistema

2= Az + Bu,
2(0) = 2% — y(0),
Observamos que z(T') = z(T) — y(T'), sustituyendo y(T'), tenemos
2(T) = =(T) —y(T),
= 2(T) — z'.

Siz(T)=0 = 2(T) = 2%

Esta nocién se utilizard mas adelante, y dice que si tenemos un sistema lineal el cual queremos
controlar para alcanzar un estado final, es mas factible reducir el problema de manera que po-
damos estudiar la controlabilidad que nos lleva hacia un estado final cero. Por lo tanto, cuando
tengamos un problema de control para un sistema tal que se requiera llegar a cualquier estado
final, podemos proponer un sistema auxiliar con el que podamos simplificar a un problema
de encontrar la controlabilidad del sistema de un dato inicial a cero. Esto motiva la siguiente
definicién.
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Definicién 2.1.4 FEl sistema (2.1)

#(t) = Az(t) + Bu(t), te(0,7),
2(0) = 2°.

se dice controlable a cero en tiempo T > 0 si dado cualquier dato inicial 20 € R™ existe
u € L2(0,T;R™) tal que z(T) = 0.

Entonces, de la definicién anterior se tiene que:
controlabilidad a cero <= 0 € R(z°,T),
para cualquier 2 € R™. Como consecuencia de esto tenemos:
controlabilidad a cero <= Controlabilidad exacta.

Como conclusién, podemos decir entonces que el sistema (2.1) es controlable a cero si y solo si
0 € R(T,a).

2.2. Observabilidad para EDOs

La razén por la cual se estudiard el concepto de observabilidad es porque éste implica
la controlabilidad exacta y viceversa. La manera en como se relaciona la observabilidad y la
controlabilidad exacta es a través de una desigualdad, conocida como desigualdad de observabi-
lidad. Esta idea fue introducida por J.L. Lions en [Lio88a, Lio88b], a través de un procedimiento
llamado el método de unicidad de Hilbert (HUM). Tal como se describe en [Ped00], el método
de unicidad de Hilbert permite caracterizar el espacio donde se encuentra el dato inicial para
garantizar la controlabilidad exacta y asi poder identificar uno o varios controles éptimos, es
decir, con este método se encuentra una trayectoria ideal que nos permite llegar de una condi-
cion inicial dada a un estado final, tal que sé minimice el costo de energia. Es 1til mencionar
que el método HUM se utiliza para el estudio de la controlabilidad exacta, mientras que una
variante de este método se usa para el estudio de la controlabilidad aproximada, lo cual se
verd en el Capitulo 3. En varios articulos como en [Zua02, Zua97] se menciona que utilizar el
método HUM en la ecuacion de calor resulta ser bastante complicado, sin embargo este método
es de utilidad si se desea estudiar otros casos especificos de las ecuaciones diferenciales par-
ciales, como la ecuacién de onda [Kom89]. En esta seccién se estudiard el método HUM como
introduccién para establecer varios conceptos que nos ayudaran més adelante. Dividiremos el
método HUM por etapas, las cuales se explicaran a lo largo de las siguientes subsecciones. En
la subseccién 2.2.1 se plantea la desigualdad de observabilidad, mientras que en la subseccién
2.2.2 se demuestra que la observabilidad implica la controlabilidad exacta.

2.2.1. Desigualdad de observabilidad

Explicaremos el método de unicidad de Hilbert paso a paso para deducir la relacion entre
la observabilidad y la controlabilidad exacta. Este método se estudia en [Lio88a, Ben93], sin
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embargo, debido a que en la presente seccion se analiza la observabilidad para un sistema de
EDOs, haremos algunas variaciones de este procedimiento de una manera similar a como se
explica en [Lag91, CGL94].

En la primera etapa del método HUM se considera el sistema lineal que deseamos controlar,
este sistema fue descrito en la seccién anterior en la ecuacién (2.1). Para la segunda etapa del
método HUM debemos definir el sistema adjunto homogéneo de la ecuacién (2.1), para ello
se introducird el concepto de operador adjunto [Kub12, DM99]. Denotamos con A* como la
matriz adjunta de A, es decir, aquella con la propiedad

(Ax7y)R" = (xaA*y)Rn ) v T,y € Rna

y entonces, podemos considerar el sistema adjunto homogéneo correspondiente a la ecuacién
(2.1), con ¢ = p(t), es decir
{—gb = A*p, con te(0,T), 2.7)

o(T) = or.

Para cada ¢r € R", el sistema (2.7) puede ser resuelto hacia atrds en el tiempo. Podemos
aplicar un cambio de variable (t — T'—t) a la ecuacién (2.7) para generar un nuevo sistema que
pueda ser resuelto hacia adelante en el tiempo. Para ello definimos ¢(t) = ¢(T —t), que implica
B(t) = —p(T—1), y A*3(t) = A*p(T—1), por lo que $(t) — A*3(t) = —p(T—t)~ Ap(T—t) = 0
por (2.7). Ademas $(0) = ¢r, entonces podemos formar la siguiente ecuacién

(2.8)

{gZ(t) = A*@(t), con te(0,T),
$(0) = Po.

La continuidad de la solucién ¢ para este nuevo sistema y los criterios de existencia y unicidad
para ecuaciones diferenciales ordinarias se aplican a (2.8) como por ejemplo en [CL55], por lo
que podemos decir que la ecuacién (2.7) cumple con esta misma teoria para EDOs, entonces
existe una tinica solucién ¢ € L?(0,T;R™) para nuestro sistema adjunto que ademds es conti-
nua. Dicho esto se sigue la tercer etapa del método de unicidad de Hilbert. De igual manera
que se hizo con la matriz A, denotamos como B* a la matriz adjunta de B, tal que satisface
lo siguiente

(Bu7 SO)R” = (U, B*y)]Rm )
para todo p € R*, y u € R™.
Ahora daremos el siguiente lema, el cual propone una relacién de dualidad. En [Lag91], se

menciona que dicha relaciéon de dualidad caracteriza los estados finales alcanzables del sistema
adjunto mediante la accién de controles.

Lema 2.2.1 Un dato inicial 2° € R™ de (2.1) es controlado a cero al tiempo T > 0, usando
un control u € L? (0, T;R™), si y solo si:

T
/0 (u(), B*o(t))gm dt + (2°, 9(0)) 5, = 0.
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DEMOSTRACION. Sea pp € R™ arbitrario y ¢ la solucién de la ecuacién (2.7). Tomamos la

ecuacién ¢ = Ax + Bu y calculamos

(%, 0)gn = (Az, @)rr + (B, ©)gn -

(2.9)

Ahora efectuamos el producto interno en R™ entre la ecuacion —p = A*p, y la solucién x del

sistema (2.1)

= (A.CE, QD)]Rn .
De las ecuaciones (2.10) y (2.9) se tiene que
(j:v SO)R” + (QO: m)R” = (Bua SO)R” .

Por las propiedades del producto interno y el Teorema 1.4.3 tenemos

d

= % (x7 SD)R" = (Bu7 SD)R" ’

(i’, SO)R" + (CC, Sb)R”

que es equivalente a la siguiente ecuacion

T d T
/ £($7 @)R" dt = / (Bu7 SO)R" dta
0 0

Aplicamos el Teorema fundamental del calculo para obtener

T
WHM@W—@@&@WZA(mwmﬁ~

0

Como ¢(T') = o7 y x(0) = 2", entonces

T
Wﬂ#ﬁw%&ﬂ%wz/(mwmﬁ
0

usando nuestra hipdtesis observamos que

con lo cual se demuestra nuestro resultado.

(2.10)

O

El Lema 2.2.1 resulta ser una herramienta muy util, pues es fundamental al momento de
deducir la desigualdad de observabilidad y para demostrar algunos otros conceptos que se

exponen mas adelante.
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Ahora, para la etapa 4 del método HUM, introducimos el funcional cuadrético, J : R — R,
propuesto en [CGL94], cuyos puntos criticos caracterizan el control. Tenemos entonces

LT 2 0
Ter) =5 [ NB Ol de+ (000 (211)

donde ¢ es la solucién del sistema adjunto (2.7) con dato inicial pr € R™ al tiempo 7" > 0.
Lo que veremos a continuacion, es que la igualdad del Lema 2.2.1, es una condicién de optima-
lidad para este funcional y el punto critico es el control que buscamos y nos lleva de un dato
inicial 2° a cero. Enunciaremos entonces el siguiente lema.

Lema 2.2.2 Suponga que el funcional J definido en (2.11) tiene un minimizador ¢ € R™ y
sea ¢ la solucion del sistema adjunto (2.7) con dato inicial 7. Entonces

u = B*,
es un control para el sistema (2.1) con dato inicial zV.

DEMOSTRACION. Si @7 es un punto donde J alcanza su minimo, entonces la derivada de
Gateaux del funcional J, en el punto ¢r, en la direccién ¢, es igual a cero, es decir

A . J(or+h —J (¢
h—0 h

=0, VopeR" (2.12)

Sabemos que ¢ es solucién del sistema (2.7) con dato inicial pp. Ahora sea ¢ solucién del
siguiente sistema

—p= A" te(0,T
p=Ag, con (0,7, (2.13)
¢(T) = or.
De las ecuaciones (2.7) y (2.13) se obtiene
—p—hp = A*¢+hA*p, con te(0,T),
@(T) + heo(T') = 1 + hepr,
que es equivalente al siguiente sistema con solucién (¢ + hep)
d
——( = A%(p T
G (¢ +hp), para te(0,T), (2.14)

P(T) + heo(T) = (b1 + her).

Gracias a los sistemas (2.13) y (2.14) podemos calcular la derivada direccional (2.12), y de
(2.11) se sigue

~ , 171 T * (oA 2 0 -
VJ(r)er = lim 5 [2 1B @0 + Bt dt+ (2, 200) + i),

1

T
=5 | 1B GO it = (200, | (2.15)
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Desarrollamos por separado los términos de la ecuacién (2.15), es decir, para el primer sumando
se tiene

1 /7 9 1 /7
2/0 |1B* (¢(t) + heo(t))[[gm dt = 2/0 (B™ (&(t) + hep(1)) , B* (¢(t) + heo(1)))gm i

T .
_1 /0 1B*$(0)|[m + B2 B 0(t)|[3m

2
+ 2h (B*¢(t), B*p(t))gm dt, (2.16)
y ademds, aplicamos las propiedades del producto interno para el segundo sumando de (2.15)

(2%, 9(0) + hp(0) g = (2°,2(0)) g + 1 (2°,0(0)) g - (2.17)

Sustituimos los resultados (2.16), (2.17) en (2.15) y eliminando términos semejantes obtenemos
VJ(er)er = lim ¢ [ / BB 0 + 20 (B 9(0) Bl i+ (2,00

~ Jim [ B o (0)|n + (B*3(1), B (1)) dt + (wo,so(m)Rn} |

Aplicamos el limite h — 0, e igualando la derivada direccional a cero se obtiene

T
/ (B*$, B*p)pm dt + (J:O,go(O))Rn =0 Veor cR"™
0
Definiendo u = B*¢ y usando el Lema 2.2.1 se obtiene el resultado. O

En el Lema 2.2.2 tratamos con un problema de minimizacion para el funcional J, el cual puede
ser resuelto usando la derivada de Gateaux. Luego, si J tiene minimo en ¢, entonces podemos
representar el control v mediante la multiplicaciéon de la matriz B* por la solucién del sistema
adjunto ¢, es decir, gracias al Lema 2.2.2 obtenemos un método que nos permite plantear el
control u de una manera sencilla a través del minimo del funcional J, que es el dato inicial del
sistema adjunto.

Siguiendo con la quinta etapa del metodo de unicidad de Hilbert, enunciaremos la siguiente
definicién que introduce la desigualdad de observabilidad y nos permite satisfacer una de las
hipotesis para que un funcional J tenga un minimizador. Esta definicién puede consultarse en
[Zua02, CGL94].

Definicién 2.2.3 Sea ¢ la solucion del sistema adjunto (2.7). Se dice que el sistema (2.7) es
observable al tiempo T > 0 si existe una constante universal Cy > 0 tal que

T
/0 IB*¢ll2 dt > Collp(0)|[2, (2.18)

para toda condicion inicial o € R™.
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La desigualdad (2.18) es importante porque permite saber que la informacién de nuestro sis-
tema estd determinada tnicamente por el dato ¢(0).
Ahora sea el mapeo

M :R" —s R™,
or — ¢(0)

donde ¢ es la solucién correspondiente al dato inicial ¢7. El mapeo M es una transformacion
lineal con inversa acotada y por lo tanto se obtiene

T
/0 1B*l[2n dt > Copllo(T)|2n, (2.19)

que es una segunda variante de la desigualdad de observabilidad (2.18).

2.2.2. Relaciéon entre observabilidad y controlabilidad exacta

Finalmente daremos la sexta, y ultima etapa del método HUM, donde se demuestra que
el sistema (2.1) es exactamente controlable si y solo si, se satisface la desigualdad de observa-
bilidad (2.18) para el sistema adjunto correspondiente. Observamos que la importancia de la
desigualdad de observabilidad radica en que ayuda a demostrar la controlabilidad exacta. Sin
embargo, antes de continuar, introduciremos algunas definiciones y teoremas que nos ayudaran
a demostrar esta ultima etapa. Seguido de esto probaremos que el funcional J posee un tinico
minimo. Con ello podremos demostrar que la observabilidad implica la controlabilidad exacta
para un sistema de EDOs. Por tltimo exponemos el criterio de controlabilidad de Kalman, el
cual es bien conocido en la teoria de control [Kai80, Kuo62, Poz08|, y proporciona una ma-
nera sencilla para determinar la controlabilidad exacta de un sistema de EDOs. Entonces la
importancia de este criterio radica en que es equivalente a la controlabilidad exacta.

Lema 2.2.4 Sea la siguiente norma

1/2

T
kufu) ||B*so(t>uimdt] | (2.20)

donde denotamos || - |4 = || - [|z2(0,7;r,,)- Entonces, existen constantes c1,c2 > 0, tal que se
satisface la siguiente equivalencia de normas

c1llerllpn < llorllg < 2 llorllgn -

DEMOSTRACION. Observamos que la equivalencia ¢; ||¢7||gn < ||¢7]| 4, ya estd dada por la se-
gunda variante de la desigualdad de observabilidad (2.19), por lo que Cp, = ¢;. Falta demostrar
la equivalencia [|or| 4 < c2||¢7||gn, Para ello de (2.20) se sigue que

T
lorl? = /0 1B ()| dt.



38 Controlabilidad de sistemas lineales en dimensién finita (EDO)

De la desigualdad de Hélder (ver [Eval0, DM99]), con p =1y g = 0o, obtenemos

2 < * 2
< T méx || B o(t)||gm- 2.21
lerlf < T mis B0 (2.21)
Ahora sea || - ||gr : R” = R y ademads || - [|gm : R™ — R, definimos || - [|gm.n : R™*"™ — R, tal
que para una matriz M € R™*" su norma inducida se define como
Mo R™
[M||gm.n = sup Mol (2.22)
vekn  [|v]|rn
v#0
Lo anterior implica que para B* € R™*" y o(t) # 0 € R™ | obtendremos
B*v||gm B*o(t)||rm
Bl — sup JE70lEn S 1Bl
verr  [[v]lrn I (@) llzn
v#0
Multiplicando ambos lados de la desigualdad anterior por ||¢(t)||gr tenemos
1B* () < [|B*[|lmn[lo(t)]Rn,
lo que implica
IB* () |fm < I1B* [Emn |0 (E) - (2.23)
Sustituyendo (2.23) en (2.21) se tiene
lorlZ < T méx | B*o(t) g < Cp méx [lo(6)]n, (2.24)

t€[0,T] t€[0,7)

con Cp+ = T||B*||Zm.n.

Por otro lado tomamos la ecuacién (2.7), de nuestro sistema adjunto homogéneo
—p(t) = A7),
y efectuamos el producto interno en ambos lados de la igualdad con ¢(t) € R™, entonces
(@), o(t))rn = (A"@(t), o(t) )R-
Sea —((t), p()rn = —5((1), o(t))rr — 5((1), 4(t))zn, se sigue que

2 S D) ol = — 5 (P11, (1)) + (1), GUE))en) = (A"p(1), o0

lo que implica,
d *
— = lle®lfn = 2(A"0(1), p(#) -

Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz a la igualdad anterior

d )
— 2 le®ln < 214" 0O)llrn (1) [,
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y utilizamos (2.22) como antes, y se tiene

d
— 2 le @l < Car e,

con Cy« = 2||[A*||gn.n como constante, y hacemos la siguiente integral en ambos lados de la
desigualdad

T d 2 g 2
[ S le0lBadt < Cae [ oot
t t
para obtener

T
~lle(T)Izn + lo @)z < CA*/t lp(t) [ dt.

Reescribimos la expresiéon anterior haciendo el siguiente cambio de variable

T
o)1 < lpr)2n + Ca- / | (5) |2nds.

Empleando la desigualdad de Gronwall para ecuaciones que se resuelven hacia atras en el
tiempo (ver [SY09]), se tiene que

HSO(t)H]%{n S ||QOT”]%neCA*(T—t)
de donde se sigue que
! 3 C * _—
he le®)lzn < llorliin (tg%%e 4+ (T t>> _ o llor |, -

con C'y. = eTC4 . Entonces de (2.24) y (2.25) obtendremos

2 ‘ 2 2 2
< Cp» méx t)pn < C n
H‘PTHA < UpB el le(®)llgn < eallerllr

2
con ¢5 = C.Cp~. O

Ahora describiremos el denominado método directo del cdlculo de variaciones mediante el
siguiente lema (ver [Rinl8, Poz08]).

Lema 2.2.5 (Método directo del calculo de variaciones) Sea (H, (-, )g) un espacio de
Hilbert, y sea J : H — R continuo, convexo y coercivo. Entonces J alcanza su minimo en H.
Mds aun, si J es estrictamente convezo, el minimo es unico.

Mencionamos la siguiente definicién que se plantea en [Poz08], y establece la condicién para
que el funcional J sea coercivo.

Definicién 2.2.6 Sea (H, (-,-)g) un espacio de Hilbert. Un funcional J : H — R se dice
coercivo st para cualquier u € H se tiene

lim  J(u) = +o0.
l[ull =00
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Por el Lema 2.2.5, hace falta ver que el funcional J, cumpla con algunas propiedades. Para ello
daremos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2.7 El funcional J definido en la ecuacion (2.11) es continuo, estrictamente
convexo Y coercivo.

DEMOSTRACION. Iniciamos probando la continuidad. Sea ¢y > 0. De (2.11) se sigue que

1 T
er) = Jon)l =5 [ 1B o0t + o2, O

1

T
=3 | 1B (Ot = (2 ol0))en .

Agrupamos términos semejantes

T
[ J(pr) = J(em)| = )1/0 1B (t)|Emdt — [ B*o(#)[[Fmdt + (2%, 0(0))rn — (2°, 00(0))rn| -

2
(2.26)

Analizamos por separado los términos de la ecuacién anterior, entonces tenemos

1 (T ) ) 1 (T

2/0 1B*(t)[zmdt — || B* o (t)||gmdt = 2/0 (B*p(t), B"¢(t))gm — (B @o(t), B @o(t))gm -
Sumamos 0 = (B*¢(t), B*¢o(t))gm — (B*¢(t), B*¢o(t))gm, y luego

1 (T ) ) 1 (T

2/0 1B*(t)l[emdt — || B* o (t) ||gmdt = 2/0 (B*¢(t), B*o(t))gm — (B po(t), B*¢o(t))m

+ (B (), B po(t))gm — (B ¢(t), B*¢o(t))gm dt

T
_1 /0 (B p(t) ~ B@o(t). B (1) + B"@0(t) g dt.

2
(2.27)
Por otro lado, por propiedades del producto interno, se tiene que
(2°,0(0))rn — (2°,¢0(0))rn = (2%, ©(0) — ©0(0)) .. - (2.28)
Sustituyendo las ecuaciones (2.28) y (2.27) en (2.26) obtenemos

1

T
er) = Tom)l =[5 [ (B0l0) = B0, 76(0) + B gu(0)en

+(2%,0(0) = ¢0(0)) g | -
Aplicamos la desigualdad del tridngulo a la ecuacién anterior, entonces
T
5 | (B0~ Bron(t) B olt) + Broo(t))g di
0

+ [ (2% 9(0) = ¢0(0)) o] - (2.29)

(o) — Jlom)| < ]1
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Examinamos cada término por separado, es decir

1 T
‘2 / (B*o(t) — B*po(t), B*o(t) + B ¢o(t))gm dt‘
0
T 3/ (T 1
<5 ([ 18 o - wn ) ([ 18 e+ w ) . @)

Ahora, sabemos que ¢ es solucién de (2.7). Sea ¢o(t), solucién de el siguiente sistema

{—Qbo = A*pg, con te(0,7T), (2.31)

SOO(T) = PTo,
para @7, arbitrario. Restamos (2.31) de (2.7), para obtener el siguiente sistema, cuya solucién
es (p(t) — @o(t))
d
——(p — = A*(p — T
Gl (¢ = o), con te(0,T), (2.32)
@(T) = ¢o(T) = (b1 — ¢15)-

Sumamos (2.31) y (2.7), para obtener el siguiente sistema, cuya solucién es (p(t) + ¢o(t))

d *
——(p+ o) = A" (¢ + o), con te(0,7T),

dt (2.33)
e(T) + ¢o(T) = (o1 + ¢13)-
Aplicamos (2.20) a los sistemas (2.32) y (2.33), entonces
1
r T 132
ler — e lla = /O IB* (¢(t) = ¢o(t)) lrm | (2.34)
y ademas
T .
lor+erlla= | [ 1B (o0 + po(®) e | (23

Sustituimos (2.34) y (2.35) en (2.30)
3/, (B*@(t) = B*po(t), B*p(t) + B*@o(t))gm dt| < §HSOT — prllaller + onlla-

Aplicando el Lema 2.2.4 tenemos que

|C)0T - SDTO ”R"a

ler = erlla < can

y ademas
ler + emplla < cazgller + omllRn.
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Si hacemos C5 = %02,102,2, entonces

1

T
‘2/0 (B*p(t) — B*¢o(t), B*p(t) + B*po(t))gm dt‘ < Csller — oy llre loT + @13 ||IRR

= Csllor — enpllre |lor + 010 — 010 + 013 ||R2
= Csllor — enplIrnlloT — Y10 + 20073 IR -

Por la desigualdad del tridngulo tenemos que

T
]1 [ @t~ B ault) Bot0) + B o0} dt]

2
< ller — e llrn (Csllor — o [lRn + 2C3]| 013 [|RR) - (2.36)
Por otro lado, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz al segundo sumando de (2.29), se tiene

| (2%, ¢(0) = 0(0) g | < [12°l|en]|0(0) — 20(0) [ (2.37)

Aplicamos la desigualdad de observabilidad (2.18) al sistema (2.32)

T >
Clle(0) = @o(0)[[rn < [/0 I1B* ((t) — ¢o(t)) IIRm] :

Por lo tanto de (2.37) se sigue que

1
2

1 C—
@ 0) = 0Ol < Gl | [ 18 (00 = ) oo | - (239
Usamos la ecuacién (2.20) y el Lema 2.2.4, entonces

1
(%, 2(0) = 90| < Sllallnllor = prilla < Calls®llznllor = 015 e

con Cy = %0273, donde cy 3 es la constante de equivalencia entre normas. Sustituyendo las
desigualdades (2.36) y (2.38) en (2.29), se tiene

|J (1) — (o)l < llor — e lre (CslloT — @13 IRn + 2C3]| 007, ||IR)
+ Cul|l2° ||z o7 — o135 ||Rm
= lor — enllrn (Csllor — @1 lRn + 2Csl 01 IRn + Cal|2°||R0) -

Supongamos @7 € R™ tan cerca como sea posible ¢, € R", tal que se satisfaga
0 < llor — o1 llgn < 1,

entonces

| (er) — J(om)| < llor — empllrn (C3 4 2Cslom lrn + Call2®||rn) -
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Por lo tanto si

, €0
T — Ty ||R, < minq 1, } ;
ler = e { C3 + 2C3]Jom [|rn 4 Cal|20||n

entonces |J(or) — J(¢1,)| < €o.

Ahora probaremos la convexidad estricta (vea [Serl8, Poz08]). De (2.11) se sigue

1 (T
T((1=a)er, +apn,) = 5 /0 (1= @)1 + aga) [Bmdt + (2°, (1 = 2)p1(0) + ap(0)) . -
(2.39)
Analizamos los términos por separado de la ecuacién anterior, es decir

LT
3 ] 15" (= 0o +aga) [t

1 T * * * *
— 2/ (B*(1 — a)p1 + B apa, B*(1 — o)1 + B apa) gm dt
0

1 T * * * *
=5 [ 1B 0=l + 2 (5 (= a)en, Bagah + | B sl
1

T

De (2.40) examinamos individualmente el término

1

T
2/ 20(1 — a) (B*p1, B*02)2m dt.
0

Sea B*p1 # B*yps, entonces, 0 < [[B*p; — B*CPQH[%M = HB*gOlH%{n — 2(B*¢1, B*02)gn +
I1B*p2|lgn = 2(B*¢1, B*@2)gn < [|[B*@1llgn + [ B*@2fn, por lo tanto

1 T * * 1 T * *
2/ 2a(1 - ) (B"p1, B*o2)pm dt < 2/ a(l-a)l|B*p1]|in +a(l —a) | B*pa[gndt. (2.41)
0 0

Ahora sea
a(l—a)=(1-(1-a)(1—a)=(1—-a)—(1-a)?,

y ademas
afl —a) =a—a
Estos resultados los sustituimos en (2.41), y se tiene

T

3| 00— Fa Bk < [ 1-alB el - 1-a2|B

+al B pallgn — o®[|B @2 dt.
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Sustituyendo este resultado en (2.40) y reduciendo términos semejantes obtenemos
1 T

T
* 1 * *
3 | 1B (=)o +apn) ndt < 5 [ (1= )|B e + 0l Bl

17 17
—(-a)y [ 1B e+ ag [ 1B el
0 0
(2.42)

Por otro lado, aplicamos las propiedades del producto interno al segundo término de (2.39),
tenemos

(aco, (1 —a)p1(0) + Oé(pg(O))Rn =(1-a) (xo, @1(0))Rn + o (.TUO, 902(0))Rn ) (2.43)

Reemplazamos la desigualdad (2.42) y la ecuacién (2.43) en (2.39), agrupamos términos seme-
jantes, entonces

T
T = a)pr, +agn) < (1= a) |5 [ 18 o Rud + (0, 01(0) .

1,
+a [2/0 | B*pal|fn dt + (5”07802(0))11&"} ’

con lo cual se demuestra la convexidad estricta.

Finalmente, vamos a probar la coercividad. Para ello usaremos la desigualdad de observabi-
lidad (2.18). Ademas, observamos que el funcional J no depende explicitamente del dato inicial
1, por lo que la ecuacién (2.20) serd de utilidad. Luego, por la definicién 2.2.6 deberemos
determinar que

lim  J(¢r) = 400,

lorlly, oo

es cierto. Entonces, tenemos que

T
Ter) =5 [ NB Ol de+ (000

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young (ver [Eval0, DM99])

al término (z°, w(O))Rn en la ecuaciéon anterior tenemos

1
[, 00zl = 2]l IOl < 5 12l + 5o O, 7> 0. (2.44)

Usamos (2.44) en el funcional J(p7)

1T, Y 2 1
Ter) 2 5 [ 1B el dt = 2] = 50O, (2.45)
0 Y
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lo que nos da una cota por abajo del funcional. Entonces hemos dividimos un término sin signo
en dos con signo. Sabemos que el sistema adjunto (2.7) es observable, entonces 3 C' > 0 tal
que

T
mmw@sluwwm@@
lo que implica
T
—WﬂW%Z—A!wa&mh (2.46)

Si tomamos v = % donde C > 0 es la constante de la desigualdad de observabilidad (2.18),

entonces

C:— —_— =
’Y:>C

Luego aplicamos (2.46) y (2.47) a la desigualdad (2.45), para obtener

2 1 y
—. 2.47
B ( )

1 r * 2 1 0(12 1 r * 2
Ter) 25 [ 1B et~ = |20 5 [ 18700
0 0

Ty P
il 4 0 90 Rm C x Rn
donde el término —Z [|2°|2. es constante, y ademds por (2.20) se tiene que

1 2 1 r * 2
—lerla=+ | 1B e@)lzn dt,
4 1/

por lo tanto

I . 2 Loz 1 2 L o2
Ten) > 7 [ 1B 0 dt = 5 |21 = F lerl = 5 [l
Usando el Lema 2.2.4, de equivalencia de normas, podemos dar una cota por abajo, entonces

1 1
Tler) = 70 lerli = 3 2]z

Luego, tomando el siguiente limite, tenemos

1
lim  J(er)> lim <Cg H‘PTH]%@ -G HiUOH]in) = 400,

o7 llgn —o0 "~ llerllpn—oo

donde Cy = %cf. Con esto, y por la Definicién 2.2.6, se ha demostrado que el funcional es
coercivo. 0

El siguiente teorema dice que para definir la controlabilidad de un sistema, hace falta de-
mostrar que existe una desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto y viceversa.
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Teorema 2.2.8 El sistema (2.1) es exactamente controlable si y solo si el adjunto (2.7) es
observable al tiempo T.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que la observabilidad implica la controlabilidad. De
acuerdo al Lema 2.2.2, la controlabilidad se tiene, si para cualquier 2 € R”, el funcional .J

definido por

1

T
Ter) =5 [ IB Ol de+ (@ 0(0) .

tiene un minimo. Gracias al Lema 2.2.5, sabemos que J(pr) tiene un minimizador, y por el
Lema 2.2.2; ese minimizador es ¢, que a su vez es el dato inicial del sistema adjunto (2.7),
cuya solucién es ¢. Por lo tanto se tiene un control u = B*$, para el sistema (2.1).

Ahora probaremos que la controlabilidad implica la observabilidad. Suponemos que el sis-
tema (2.1) es controlable al tiempo 7". Suponemos que el adjunto (2.7) no es observable, es
decir, existe

k n k
CR", tal que , H H — 1, VkeN,
<@T>k N asque T || gn

2
h’rn/ HB*J(t)H dt =0,
0

k—o00 R™

(2.48)

donde ¢* es la solucién del adjunto con dato inicial cp%. La ecuacién (2.48), permite observar
que la desigualdad de observabilidad no se cumple. Por (2.48) existe una subsucesion (¢4 )ren
tal que p% — o7 cuando k — oo y [|r||ge = 1.

Por el Lema 2.2.1 y dado que (2.1) es controlable, sabemos que para cualquier dato inicial
20 € R", existe u € L?(0,T;R™) tal que

T
| (wmetw), e (4 0), =0,
0 RrR™ R™
para cualquier ¢ € R™, donde ¢* es la solucién del adjunto (2.7) con dato inicial @k. Si
tomamos u = B*F(t) se tiene

/OT B** (1) ;m dt = — (wo,gok(O))Rn.

Aplicamos el limite cuando & — oo en ambos lados de la ecuacién anterior
T 2
lim B*ok(t) dt = lim — (xo,cpk(O)>

k—oo Jo R™ k—o0

re’
por lo tanto tenemos

0=— (xo,cp(O))Rn )
Dado que 2° € R" es arbitrario (porque suponemos que (2.1) es controlable y no importa con

que dato inicial)
©(0) = pr = 0.

Esto contradice ||¢r|| = 1. El fallo esta en suponer que el adjunto no es observable. O
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2.3. Criterio de controlabilidad de Kalman

En esta seccién estudiaremos un criterio de controlabilidad, el cual fue introducido por
Kalman en [Kal60b], y es un concepto que se utiliza con bastante frecuencia en la teoria de
control, tal como se menciona en [L()9, Kuo62]. Este resultado permite establecer si nuestro
sistema (2.1) es controlable. Con este fin definiremos la siguiente matriz, a la cual llamaremos
matriz de controlabilidad

K ¥(B|AB|...|A"B) € RM™n,

donde A € R™ "™y B € R™*™. Los detalles del criterio de controlabilidad de Kalman se explican
en [KFAG9], donde se dice que el sistema (2.1) es exactamente controlable si la matriz K es de
rango completo. Ademds en [Kal60al, se da una aplicacién de este resultado para un problema
clasico de control éptimo. Enunciaremos lo dicho anteriormente de una manera formal en el
siguiente teorema

Teorema 2.3.1 El sistema (2.1) es exactamente controlable en algin tiempo T > 0 si y solo
St
rango(K) = rango (B|AB|...|A"'B) = n.

DEMOSTRACION. Supongamos que rango(K) < n, entonces ker(K) # 0, es decir existe pr €
R™\{0}, tal que %K = 0. De ahi se sigue que

1K = ¢ [BIAB| -+ | A"\ B] = [¢pBlrAB] - | g7 A" B,

lo que implica
©hB = phAB = ph A" B = 0. (2.49)

Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene que para constantes cg...c,_1 se deduce
A" =col + 1A+ ... +cp AL
Multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por ¢%. y la matriz B se tiene
O A"B = copiB + 195 AB + ... + ¢ 105 AV B,

¥, por (2.49) obtenemos que ¢;.A"B = 0. Entonces podemos decir que para toda j € N,
¢ A7 B = 0. Dado a que la matriz exponencial se define como

° J
At def 3 (At)

J!

)

=0
tenemos que ap*TeAtB = 0, lo que implica

B*e o = 0. (2.50)
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Por otro lado gracias a la férmula de variacién de constantes (2.2) la solucién del sistema al
tiempo T es
T
z(T) = eAT20 —|—/ eAT=%) Bu(s) ds.
0
Efectuamos el siguiente producto interno entre la ecuaciéon anterior y ¢ € R”

T
e M T O I

Utilizando la nocién de operador adjunto tenemos

T
(o1, 2(T))gn = (wo,eA TQDT)]Rn —I—/ (u(s),B*eA (T_5)¢T>Rm ds,
0
por lo tanto, de (2.50) se sigue que

(SOTa x(T»]R" = (IO’ eA*TSDT>Rn = (SDT’ eATxO)R" : (2'51)

Ahora, el conjunto de estados alcanzables es equivalente a escribirlo de la siguiente manera

T
R(T,2°) = {eATa:O +/ AT =% Bu(s)ds, wue L?(0,T; ]Rm)} .
0

Lo que la ecuacién (2.51) dice, es que @ es ortogonal al espacio vectorial R (T, xo) - eATIO,

y por lo tanto el conjunto de estados alcanzables es diferente de R™. Dicho de otra forma,
la proyeccién de la solucién z al tiempo T en (7)) es independiente del valor del control.
Entonces el sistema es no controlable. Gracias a la férmula de variaciéon de constantes

Ahora asumiremos que el sistema (2.1) no es exactamente controlable, esto es, el conjunto
de estados alcanzables es diferente de R™. Por lo tanto, existe @7 # 0, el cual es ortogonal al
espacio vectorial R (T, mo) — AT’ De la férmula de variacién de constantes (2.1) obtenemos
el siguiente resultado (tal como ya se hizo en el paso anterior)

(Do = (4 Tor) [ (w0, B T0pr) as,

0 . .
y como 7 es ortogonal a R (T , xo) — AT entonces se sigue que para cualquier control u,

obtenemos .
B* A* (T—S) d — .
/0 (u(s), e cpT) o 98 0

Aplicamos la ecuacién anterior al caso particular para el control u(t) = B*eA T=Ypp. Sea
T = t, entonces u(T) = B*pp = 0. Derivamos u(t) = B*eA" (=) = 0, respecto de t y tomamos
T =t, entonces por continuidad tenemos

* d * Ak dnil * *\N—
w(T) =B pr =0, 2 (u(T)) = =B"A"pr =0, ..., o= (uw(T)) = £B"(A")" pr = 0,
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y por tanto se sigue A
B*(A*)Ypr =0 Vj>0.

Esto implica que ¢ L rango(K™*), y ademas por definicién de la matriz exponencial
Bt por =0, Vtel0,T),

por lo que se demuestra que ¢ € ker (K*), y por ello el nucleo de la matriz de controlabilidad
no puede ser reducido a {0}. O

Para concretizar este concepto, examinemos el siguiente ejemplo

Ejemplo 2.3.2 Consideremos el sistema (2.1) representado por las siguientes matrices

110 0 0
A=(o0 10 |;B=|1 0|,
00 1 10

Calculamos entonces, las matrices que permiten determinar la matriz de controlabilidad, es

decir
1 10 00 10
AB=| 0 1 0 (10 = 101,
0 01 10 10
1 10 1 1 0 00 1 20 00 2 0
A’B=| 01 0 010) 10010) 10 10
0 0 1 0 0 1 10 0 01 10 10

Ahora calculamos la matriz de controlabilidad, entonces:
| 1 | 2 0
| 1 | 1 0
| 1 | 1 0

Obsevamos que las dos ultimas lineas de la matriz de controlabilidad son iguales, por lo que se
tiene rango(K) = 2 < n = 3, por lo tanto, esta representacion de estado no es controlable.

0
K=11
1

o O O
o O O
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Controlabilidad a cero de la ecuacion
de calor

El objetivo de este capitulo es proporcionar un analisis completo del problema de contro-

labilidad a cero para la ecuacion de calor en una dimensién. El concepto de controlabilidad
exacta fue explicado en el Capitulo 2, y consiste en alcanzar un estado final deseado para un
sistema de EDOs a partir de una condicién inicial dada, a través de la existencia de un control.
Ahora en este capitulo se dara la nocién de controlabilidad en un sentido mas débil. Una vez
hecho esto, procederemos a analizar la observabilidad de la ecuacion de calor.
Recordemos entonces la siguiente notacion. Sea el conjunto (0, 1), cuyos puntos de frontera son
denotados por I' = {0, 1}. Definimos @ = (0,1) x (0,7), para algin tiempo 7" > 0. Ahora sea
y : Q — R una funcién dependiente del tiempo ¢ € (0,7), y una variable z € (0,1), hacemos
la siguiente notacién:

_ _ Py
Yz oz’ Yzz = 22
Jy 0%y

yt:a> ytt:W~

Ademsds, definimos O como el dominio de control, el cual es un conjunto abierto tal que
O C (0,1). Denotamos ¥ =TI" x (0,7T) y consideramos la siguiente ecuacién:

Yt = Ygz = VXO cn Qa
y(z,t) =0 para (z,t) € X, (3.1)
y($, 0) =Y0 en (07 1)7

donde y = y(x,t) es el estado, v = v(z,t) € L*(O x (0,T)) es el control y xo es la funcién
caracteristica del conjunto O.

Al sistema (3.1) se le conoce como la ecuacién de calor en una dimensién y es ampliamente
estudiada en [EvalO, Trol0, CGL94, FR71, LW97, Zua02, Zua97|. Cabe destacar que la ecua-
cién (3.1) es un caso especifico de las ecuaciones parabdlicas. Recordamos los Teoremas 1.4.6 y
1.4.7 (ver seccién 1.4.2), donde se enuncia la existencia y unicidad soluciones débiles para las
ecuaciones parabdlicas. De ahi que introducimos entonces el siguiente teorema, que ademas se
relaciona con el Teorema 1.4.3.
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Teorema 3.0.1 Para cualquier control v € L?(O x (0,T)) y condicién inicial yo € L*(0,1),
existe una unica solucion para la ecuacion (3.1) tal que

y € L*(0,T;Hy(0,1)) con y € L*(0,T;HY(0,1)),

lo que implica
y € C([0,T];L%(0,1)).

Note que la solucién del sistema parabélico (3.1) satisface que, y € C ([O,T};LQ(O,l)) N
L?(0,T; Hj(0,1)).

3.1. Controlabilidad de la ecuacion de calor

En esta seccién examinaremos los conceptos de controlabilidad aproximada y controlabili-
dad a cero para la ecuacién de calor. Motivados por la metodologia para controlar un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias (visto en el Capitulo 2), queda deducir si la ecuacién de
calor es controlable a cero. Para esto abordaremos el problema de la controlabilidad a cero
usando una variacién del método de unicidad de Hilbert, es decir, primero damos el sistema
adjunto a la ecuacién (3.2), ya que el control de la ecuacién de calor viene dada por la solucién
de su sistema adjunto, y esta solucién minimiza una funcién cuadratica J, como la que se
propone en el Capitulo 2. Veremos mas adelante que la principal variacién del método HUM
utilizada para este capitulo consiste en agregar un término de penalizacion extra al funcional
J utilizado anteriormente. El minimo de este funcional se alcanza en el espacio de Hilbert
L?(0,1) y esta definido a partir de una desigualdad, que es la desigualdad de observabilidad
para el sistema adjunto. Esta herramienta es sumamente importante, ya que recordemos que
el sistema adjunto de la ecuacion de calor se dice observable si se satisface la desigualdad de
observabilidad, por lo que podemos concluir que la observabilidad implica la controlabilidad a
cero. Finalmente se destaca el hecho de que la estrategia para demostrar que la observabilidad
implica la controlabilidad a cero, es diferente a como se hizo para ecuaciones diferenciales or-
dinarias, pero algunas de las nociones siguien siendo las mismas. Dicho esto procedemos a dar
primero la nocién de controlabilidad aproximada.

3.1.1. Controlabilidad aproximada

Comencemos definiendo el conjunto de estados alcanzables para el sistema (3.1), entonces
tenemos que con yo € L2(0,1) y T > 0 se tiene

Re(T;y0) = {y(-,T) : y es solucién de (3.1) con v € L*(O x (0,T))}.

Luego, el sistema (3.1) serfa exactamente controlable si ocurriera que R.(T;yo) = L?(0,1),
sin embargo esto no es posible debido al llamado efecto regularizante de la ecuacion de calor
explicado en [Zua02] y dice que la solucién de (3.1) al tiempo ¢ = T es suave en (0,1)\O.
Entonces, en general no es posible encontrar un control v € L2(O x (0,1)) tal que y(T) = y1,
ya que por el efecto regularizante y(-,T) € C*((0,1)\O) y y1 € L*(0,1), el estado que final
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que queremos alcanzar es arbitrario en el espacio de las funciones cuadrado integrables. La
controlabilidad aproximada de la ecuacién de calor es analizado en [Puel9, FCZ00, Zua02]
donde se plantean diversos métodos y herramientas para atacar este problema. Basado en esos
articulos, damos la nocién de controlabilidad aproximada

Definicién 3.1.1 Sea la ecuacion (3.1). Dada una condicion inicial yo € L?(0,1), y un estado
final que se desea alcanzar y; € L*(0,1), se dice que (3.1) es aprozimadamente controlable si
para toda € > 0, es posible encontrar un control v € L*(O x (0,T)) tal que y(-,0) = vo, ¥
ademds

Hy('7T) - y1HL2(071) < €.

Por lo tanto, decimos que el conjunto de estados alcanzables R.(T.yo) es denso en L?(0,1), para
todo v € L2(O x (0,T)). Con esto podemos ahora cuestionarnos si el sistema es controlable a
cero (problema en el cual nos enfocaremos), es decir, verficar que 0 € R.(T.yo) para todo v €
L*(Ox(0,T)). Esto sera analizado a fondo en la siguiente subseccién. Finalmente mencionamos
que la controlabilidad a cero implica la controlabilidad aproximada (ver por ejemplo [Zua02,
FCZ00, MZ01)).

3.1.2. Controlabilidad a cero

Como ya se ha visto, un problema de controlabilidad consiste en describir el conjunto de
estados finales alcanzables. El problema de controlabilidad a cero es similar, con la diferencia
de que el estado final alcanzable es cero. Mas formalmente decimos que, dado T' > 0, y para
cada yo € L?(0,1) deberemos encontrar un control v € L*(O x (0,T)) tal que la solucién
asociada a la ecuacién (3.1) satisfaga

y(x,T) =0, Vze(0,1).

Observamos entonces que por el Teorema 3.0.1 hacer esta evaluacién es significativa.
Siguiendo el método de unicidad de Hilbert, para poder controlar a cero la ecuacién (3.1),
adaptaremos este sistema de minimizacién restringida a un sistema adjunto de minimizacién
sin restricciones, el cual se expresa de la siguiente forma, con ¢(-,t) = ¢

—t — @2z =0 en Q,
0=0 en T x(0,7), (3.2)

(P('vT) = ¥T en (071)7

donde para cada dato inicial pr € L?(0,1), este sistema puede ser resuelto hacia atrds en el
tiempo. Podemos aplicar un cambio de variable (t — T —t) a la ecuacién (3.2) para generar
un nuevo sistema que pueda ser resuelto hacia adelante en el tiempo. Para ello definimos
temporalmente kK = T — ¢, y ademds ¢(-,t) = (-, k), lo que implica @1 = —¢r, ¥ Poz = Pz,
entonces tenemos que @y — Py = —@i — Pz = 0, por (3.2). También se tiene que ¢(+,0) = ¢,



54 Controlabilidad a cero de la ecuacién de calor

entonces podemos formar la siguiente ecuacién

@t - @zx =0 en Qa
@('775) = en I'x (OaT)7 (33)
F(,0)=@r en (0,1).

Los criterios de existencia y unicidad de soluciones débiles para ecuaciones parabdlicas, asi
como el Teorema 3.0.1 se aplican al sistema (3.3), entonces podemos saber que existe una tnica
solucién débil ¢ € C ([0,7T]; L*(0,1)) N L? ((0,T)); Hj(0,1)) para nuestro sistema adjunto.

Ahora sea y; un estado final que se desea alcanzar para el sistema (3.1) a través de un
control v. Consideramos el siguiente conjunto

C(Ta yanl) = {U € L2(O X (07T)) | v satisface y(aT) =0

para la ecuacién de calor (3.1) con solucién y}.

Es decir, C(T,yo,y1) es el conjunto conformado por todos los controles v tal que permiten
llevar la solucién de (3.1) desde un estado inicial yg en ¢ = 0, hasta un estado final y; en t = T
Tomemos entonces dentro de este conjunto al control de norma minima en L%(O x (0,T))
(lamado control HUM, e introducido en [Lio88al), es decir, la solucién al siguiente problema
de minimizacién

' J*()—l/T/ 2(,1) dadt (3.4)

oo’ 2 Jg Jo! T '

En general, el problema (3.4) no tiene solucién, esto por el efecto regularizante de la ecuacién de
calor, lo que impide que se logre la condicién de controlabilidad exacta y(z,T) = y1. A través
de la dualidad en optimizacién convexa (ver [GY02]), y siguiendo [CGL94], la minimizacién de
J* puede ser reemplazada por el problema de minimizacién sin restricciones del funcional J,
similar al Capitulo 2 pero adaptado a nuestra ecuacién de calor, entonces

1 T
Ter)i=g [ [ lol? dadt+ (o012 (3.5)

Aqui pr minimiza el funcional J. En [MZ10] se analiza en detalle que la minimizacién de (3.5)
esta mal planteado para la ecuacion de calor. Para solucionar este problema, en este mismo
articulo se propone utilizar el metodo de regularizacién donde se agrega el término ¢ ||| L2(0,1)
al funcional J(pr), es decir

1 T
Toter) =5 [ [ el dodt+ e lorlag + (o0l i)saon- (3.

De igual manera en [MZ10], se da una explicacién de como este funcional relaciona intimamente
la controlabilidad a cero con la controlabilidad aproximada de (3.1) utilizando series de Fourier.
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3.2. Observabilidad de la ecuacion de calor

En esta seccién comenzaremos dando la herramienta fundamental que nos ayudara a de-
mostrar la controlabilidad a cero y es la llamada desigualdad de observabilidad para la ecuacién
de calor. Esta desigualdad se relaciona con las propiedades de continuidad, coercividad y con-
vexidad del funcional J., con lo cual podremos demostrar que este funcional tiene un tnico
minimo. Posteriormente probaremos que la observabilidad implica la controlabilidad a cero pa-
ra el sistema (3.1). Cabe destacar que la manera en como esto se demostrara es muy diferente
a como se hizo para ecuaciones diferenciales ordinarias en el Capitulo 2, ya que aqui construi-
remos una sucesion de controles (v.). que llevaran la solucién al tiempo T' a una vecindad del
cero. Luego tendiendo € — 0, demostraremos la controlabilidad a cero. De igual manera, para
demostrar que la observabilidad implica la controlabilidad a cero deberemos hacer un analisis
del costo del control, es decir, detallaremos que la norma del control tiene una cota a traves
de los estados iniciales y finales de (3.1). Varias de las herramientas utilizadas para ODEs, se
incluiran también en esta seccién.

3.2.1. Desigualdad de observabilidad (EDPs)

Comenzamos enunciando a siguiente proposicién, en donde se plantea la desigualdad de
observabilidad para el sistema adjunto (3.2).

Proposicién 3.2.1 El sistema adjunto (3.2) se dice observable en tiempo T > 0 si existe una
constante universal C, > 0 tal que

T
||90(-,0)||%2(071) < Co/o /O lp|? dadt, Yer € L*(0,1) (3.7)

La importancia de la desigualdad (3.7) radica en que si se cumple para el sistema adjunto
(3.2), entonces se implica la controlabilidad a cero para la ecuacién de calor (3.1). Para poder
demostrar esta implicacién el funcional J. debe satisfacer el Lema 2.2.5 (tal como pasa con las
EDOs). Dicho esto damos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.2 El funcional J. definido en la ecuacion (3.6) es estrictamente convexo,
continuo y coercivo.

DEMOSTRACION. Sea €g > 0. Notemos que

1 T
|Je(or) — Je(om)l = |5 p|? dadt + ¢ lerll L2001y + (@(0),90) 20,1
2Jo Jo

1 T
—2/0 /o |0ol? dwdt — € [lon |l 12(0,1) — (¥0(+,0), 40) 20,1y -
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Agrupando términos semejantes

1 T
|Je(pr) — Je(omy)| = ’2/0 /O ol* = pol* dwdt + & <||30T||L2(o,1) - ||90T0HL2(0,1))

+ (e(, 0)7@/O)L2(071) — (o (-, 0)73/0)L2(o,1)‘ . (3.8)

El primer sumando puede escribirse como

1 [T 1 [T
! / / (ol — | of? dudt = © / / (¢ + ¢0) (o — o) dad. (3.9)
2Jo Jo 2Jo Jo

Usamos la desigualdad del tridngulo en el segundo término

€ (”SDT”L2(0,1) - ||‘PT0||L2(0,1)) <ellor — SOToHLZ(o,l) .
Aplicaremos las propiedades del producto interno al tercer sumando de la igualdad (3.8)

(()0('7 0)7 yO)L2(071) - (900('7 0)7 yO)LQ(O,l) = ((P(? 0) - ()00('7 0)7 yO)L2(O,1)' (310)

Sustituyendo las expresiones (3.9)-(3.10) en la ecuacion (3.8) se obtiene la siguiente desigualdad

1 T
|[Je(pr) = Je(om)l < |5 /0 /O(so + ©0)(¢ — o) dadt + € [lor — @1l £2(0,1)

+ (@(7 O) - 300('70)a QO)LQ(O,I)

1 T
< 2/0 /O(so + ¢0)(% — o) dwdt’ +eller —enllz2n

+{(e(-,0) = @0(-,0),40) 20,1y | - (3.11)

Analizamos cada término de la desigualdad anterior. Para el primer sumando utilizamos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz,

1 (7 1
5 [ o e (o= o dadt| = Lo+ 90). (o~ ooy
0o Jo
1
<35 lle + @ollL2(0x 0, Il = Poll L20x0,1)) »
y como O C (0,1), se tiene que
L dxdt| < ! 12
20 Jo (¢ + o) (¢ — o) dudt| < B e+ @oll 2y Il = oll L2 - (3.12)

Ahora, sea ¢ y ¢¢ las respectivas soluciones de los siguientes sistemas
—Pt — Prz = 0 en Qa
=0 en I'x(0,7), (3.13)
SD(‘T?T) = ‘)OT(:E) en (O> 1)a
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—Yo,t — Lo,z = 0 en Q7
0o =0 en I'x(0,7), (3.14)

eo (z,T) = SOTO('/'U) en (0,1).
Si restamos (3.14) de (3.13), obtenemos

—(p = wo)t — (¢ = P0)zz =0 en Q,
p—po=0 en I'x(0,7), (3.15)

¢ (@,T) = o (z,T) = ¢r(z) —¢r(z) en (0,1).

Por el Teorema 3.0.1 existe una tnica solucién (¢ — q) para el sistema (3.15). Luego aplicamos
el Teorema (1.4.5) para obtener la siguiente estimacién de energia

10 = @0)ill 20,51 (0,2y) + 9 = CPOHLz(o,T;Hg(OJ)) + tgfé}T(} lo(-2) = ol )l L2 (0,1)
<Ce (HQDT - Q)OTOHLQ(OJ_)) . (316)

Por otro lado, si sumamos las ecuaciones (3.13) y (3.14) tenemos que

—(p+ o)t — (¢ + ¥0)zx =0 en @,
w+po=0 en I'x(0,7), (3.17)

¥ (x’T> + ©o (‘T’T> - (pT(x) + QDT()(l') en (07 1)'

Por el Teorema 3.0.1 existe una tnica solucién (¢ + o) para el sistema (3.17). Luego aplicamos
el Teorema (1.4.5) para obtener la siguiente estimacién de energia

(¢ + SOO)tHLQ(o,T;H—l(oJ)) + o+ ‘P0HL2(07T;H3(071)) + trerfgl}](“} lo(-5t) + ol t)HL2(0,1)

< Ce (o + emll20,)) - (3.18)

De (3.16), (3.18) y (3.12) se sigue que

1 T
‘2/0 /o (¢ + o) (¢ — o) dfvdt‘ < Celler +¢15ll 12000 loT — P10l £2(0,1) »
donde C, depende de las constantes de los estimados de energia y varia de linea a linea.

1 T
’2/0 /o (@ + o) (¢ — ¢o) dmdt‘ < Cellor — o1 + 290T0HL2(071) lor — <PT0HL2(0,1)

< ller — <PT0”L2(0,1) <Ce lor — SOTo”L?(o,l)

+2Clenl20y).  (319)
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Analizamos ahora el siguiente término de la desigualdad (3.11). Para ello aplicamos la des-
igualdad Cauchy-Schwarz

(e(+,0) = ¢o(-0), 3/0)L2(0,1) < lle(-,0) = 900('»0)||L2(0,1) ||y0||L2(0,1) : (3:20)
Ahora usamos la desigualdad de observabilidad (3.7) en el sistema (3.15), entonces se tiene que
lo(+,0) = 800("0)”3:2(0,1) < Collp - QOOH%Q(OX(O,T)) )
y utilizamos este resultado en (3.20) para obtener
’(90(': 0) — o, O)?Z/O)LQ(O,l)‘ < Co HQOHL2(0,1) llo — <P0”L2((9x(0,T)) ’

donde Cj depende de la constante de observabilidad y varia de linea a linea. Dado que O C
(0,1), obtenemos

‘(@('70) - 900('a0)ay0)L2(0,1)‘ < Collyoll 20,1y le = poll L2 () -
Aplicando la desigualdad (3.16) como antes, se obtiene
(9,0 = 90(0),80) 20| < Ce (Colswllzony llor = emllizoy)»  (3:21)
De (3.19),(3.21) y (3.11) se sigue
[Je(er) = Jelen)| < ller = el 2oy (Celler = en g + 2Cellen iz
+ e+ CeCo llyoll 1201y )
Supongamos @7 € L?(0,1) tan cerca como sea posible o1, € L%(0,1), tal que se satisfaga
0 < ler — enll oo < 1

entonces

| Je(er) = Je(om)| < llor — el £2(0,1) (Ce +2Ce|lo1y | L2(0,1) + € + CeCo HZ/0\|L2(0,1)> -

Por lo tanto si

. €0
YT — PTHllIL2 < min 17 < (0
lor = erullazon { Ce+ 2CeTen o + = + CuCo oz }

entonces |J-(o1) — Jo(o13)| < €o-
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Ahora probaremos la convexidad estricta (ver [Serl8, Poz08]). De (3.6) se sigue

J: (1 — a)or, + apr,) / / (1 —a)pr + am\ dxdt

el —a)en + om0
+ ((1 - a)‘PTl + aSOTwyO)L?(U,l) . (322)
Desglosamos el miembro derecho de la ecuacién (3.22) y examinamos los términos individual-

mente. Para el primero usamos el hecho de que 2p1p2 < ¢? + @2, si 1,02 > 0,y @1 # Po.
Por lo tanto

1 (7 1 (7
/ / 2a(1 — a)p1p2 dxdt < / / (a1 - 2)p? +a(l — a)ga%) dxdt.
2Jo Jo 2Jo Jo

Note que a(l —a) = (1 - (1 —a))(1 —a) = (1 — a) — (1 — «)?. Por lo tanto

//|1—04cp1+04g02| dxdt < — / / 1—a 02 4+ 2a(1 — )1 + o2 902) dxdt

< / / ((1—a)¢%+ag0§) dxdt.
2Jo Jo

Por lo tanto, de la desigualdad del triangulo y las propiedades del producto interno obtenemos

1 [T 1 [T
J: (1 — a)or, + app,) < (1 — a)/ / go% dxdt + a/ / cp% dxdt
2Jo Jo 2J)o Jo

+ (I = aellen 2oy + eellenll 2o

+(1-a) (SDTUZ/O)L?(OJ) + a (o, yO)L2(o71) )

de donde se sigue que
S B
Je (1 = a)or, + apn,) < (1 —a) 20 Jo @1 dadt + € |[on [ 20,1y + (671, 50) 12 (0,1

1 T
rag [ [ st elonlinon + ermin )
= (1 - a)‘]a (‘pTl) +aJe ((pTQ) )

con lo que concluimos que J; es estrictamente convexo.

Finalmente se demostraré la coercividad. Entonces, utilizando la desigualdad de observa-
bilidad (3.7) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

J (1) = 2C o 001y + € ozl 20y — el 20, lsoll 2o -
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Ahora, reacomodando el miembro derecho de la desigualdad anterior se tiene
1 2 9
Je (pr) > € HSDTHLZ(O,D + 20, ((H(P(a 0)llz2(0,1) — Co ||l/0”L2(0,1)) - Cg ”y0HL2(0,1)>

1
> < lerll o + 5 (~C2 IllFn) -

Por lo tanto obtenemos que

Co
Je (o) > € HSOTHL2(0,1) Y ||CUO”3:2(0,1) .

Tomamos el limite cuando el término [[¢7| 12(g 1) tiende a infinito en ambos lados

. ) Co 12
lim Je (1) > lim € ||90T||L2(0,1) Y HyOHL?(O,l) = 10,
”‘PT”LQ(UJ)_)OO HWTHL2(0,1)_>OO
lo que demuestra que el funcional J. es coercivo. Il

3.2.2. Relacion entre la observabilidad y la controlabilidad a cero

Como ya se ha dicho, si la desigualdad de observabilidad (3.7) se cumple para el sistema
adjunto (3.2), entonces nuestra ecuacién parabdlica (3.1) seré controlable. Este hecho se detalla
en el siguiente teorema, cuya prueba puede ser demostrada usando la Proposicién 3.2.2.

Teorema 3.2.3 La desigualdad de observabilidad (3.7) implica la controlabilidad a cero de la
ecuacion (3.1), es decir, existe v € L*(O x (0,T)) tal que y(x,T) = 0 en el conjunto (0,1).

DEMOSTRACION. Para facilitar la lectura, dividiremos esta prueba en tres pasos.
—Paso 1: Construccion de controles aproximados. En este paso construiremos una sucesion
de controles (ve)e, € > 0, uniformemente acotada tal que

[ye (-, D)l 2(0,1) < € (3.23)

Por la Proposicion 3.2.2, y el Lema 2.2.5, sabemos, que el funcional J. posee un tinico minimo,
el cual denotaremos como @7 € L*(0,1). La solucién del adjunto asociada a ¢T,e sera denotada
por @.. Definimos ahora el siguiente sistema, cuyo control es v = psx0

Yeit — Yeox = Ve = PeXO en Q,
Ye(z,8) =0 para (z,t) € X, (3.24)

ye(z,0) = yo en (0,1).

Sin olvidar que el sistema (3.24) esta asociado a (3.1), definimos y; := y(z,T) cuando v = 0.
Primero supongamos que ¢ = 0, por lo tanto

—Pet — Pepxr = 0 €n Qa
e =0 para (z,t) € %, (3.25)
we(z,T) =0 en (0,1).
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Con esto, podemos afirmar lo siguiente
ere =0 <= |ly1llp201) <&

La implicacién ¢r. =0 = [[y1]12¢1) < € se deduce de que el sistema (3.25) = ¢, = 0.
Por otro lado la implicacién [yl 201y < € = ¢re = 0 es trivial, pues ya se cumple la
condicién deseada.

Ahora supongamos que 7. # 0, y calculemos la derivada de Gateaux del funcional J., es
decir

. J(pre +hor) —J (o1,
VJ: (¢re) or = lim (¢1.e ) (ore)

h—0 h
Sean ¢, y ¢ las soluciones del sistema correspondiente a las condiciones iniciales 1. y ¢,
respectivamente. Entonces (. +h¢) es solucion con condicion inicial (¢7.c+her) del siguiente
sistema

— (e + hp)y — (9= + hep),,, =0 en Q,

(e +hp) =0 para (z,t) € %,

Qaa(x’ T) + hgp(xv T) = (QDT,E + h@T) en (07 1)'

De ahi que
1 T 9
VJ. (SOT,E) oT = h E |906 + hSD| dxdt + & HSOT,& + hSOT||L2(0,1)
0

+

(<(-,0), Z/O)L2(0 1) + h((:,0), yO)L2(0 1)

1 T
- |el? dwdt — & |||l 20,1y = (9250, 90) r2(0,1) | -
2Jo Jo

Desarrollando la expresion elevada al cuadrado del primer término, agrupando y eliminando
términos semejantes se tiene

Ve (p1e) or = lim [/ / <g05g0+ — )dwdt
h—0

(\/”<PT5HL2 + h? HSOTHL2(01 +2h (<PT57<PT)L2(01 \/H‘/’TEHLQ 0,1 )

+ (0(-,0),90) £2(0 )}

=1 e dxdt
ti [ ] (o5 o

h? H‘PTHL? 01 T 2h (90T6790>L2(0,1)
\/”SDT,E”LQ(OJ) + \/H‘PT,EHL2(071) + h? HSDTHL?(O,l) +2h (SOTﬁ’ (p)L2(0,1)

+ (so(-,O),yoh?(o,l)} '

+

Tomamos el limite cuando h — 0, entonces, para cualquier o7 € L?(0,1) obtenemos

T
VJE (@T,s) YT = /0 Pe@ dxdt + ((pT,ev SDT)L2(0’1) + (QD(, 0)7 yO)LQ(O,l) 5

H‘PT,E HL2(071)
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donde, si VJ. (¢1e) o7 = 0 entonces se tiene la siguiente condicién de optimalidad para el
funcional J. (1)

T
0= /0 e dxdt + (¢re <PT)L2(071) + (¢('70)7y0)L2(0,1) . (3.26)

H‘PTﬁ’ 12(0,1)

Evaluaremos esta condicién de optimalidad en el punto critico, es decir, tomando o7 = @7,
en (3.26) obtendremos

T
0:/ /|¢512da;dt+su<ph
0 (@)

Repetimos este mismo paso para la desigualdad de observabilidad (3.7). Se tomard ¢. = ¢, y
tendremos

L2(0,1) + (905(‘7 0)7 y)L2(071) . (327)

T
= (- 0)[[ 7201y < CO/O /(9‘(,05’2d$dt (3.28)

que es el resultado de evaluar (3.7) en el 6ptimo. Recordamos que v: = p: X0, y lo sustituimos
en la igualdad (3.27)

||U€H%2(o><(o7T)) +e ||80T,6||L2(0,1) = — (¢<(+,0), y)L2(0,1) )

aplicamos entonces la desigualdad de Cauchy-Schwarz al lado derecho de la igualdad y poste-
riormente usamos la desigualdad (3.28)

HUEH%%OX(O,T)) t+e ||90T,s||L2(071) <V HUEHL?(OX(O,T)) ||?JO||L2(0,1) .

De la desigualdad anterior se tiene

leelZ20x 0y < Vo lellzox0my 190l 20,1y = € lemell 2oy
< \@ Hver(oXm,T)) HyUHLQ(O’l) ’

de donde se implica

HUEHL2((’)><(0,T)) < VG ||?JO||L2(0,1) : (3.29)
La desigualdad (3.29) dice que el control v, estd acotado uniformemente respecto a ¢, lo cual
serd utilizado posteriormente para acotar de igual manera la solucién y su derivada.

Ahora, por el Teorema 1.4.3 sabemos

d
at (e SD)L2(0,1) = (Ye t, SD)L2(0,1) + (¥e, ‘Pt)m(o,l) )

y por las ecuaciones (3.1) y (3.2) se tiene

Yt = Yzz + VX0,
Yt = —Pzx,
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entonces podemos decir que

d 1

1
— (Ye, —/y,msodwr/
dt ( € )LQ(O,l) 0 €

1
VeXOp dx — / Dazle dx. (3.30)
0 0

Integraremos por partes el primer término de la ecuacién (3.30), entonces

r=1 1
- / ys,z‘P:p dl’,
=0 0

pero p(1,t) = ¢(0,t) = 0 por las condiciones de frontera de (3.2), por lo tanto

1
/ Ye,zztp dT = ys,:}:(%ﬂ‘ﬂ(%ﬂ
0

1 1
/ Yezap dv = —/ Ye o dT. (3.31)
0 0

De igual manera integramos por partes el tercer término de la ecuacién (3.30)

r=1

1 1
/ Prale dr = —p(z,t)ye(2,1) +/ Ye,xPz AT,
0 0

=0

pero y-(1,t) = y-(0,t) = 0 por las condiciones de frontera de (3.1), por lo tanto

1 1
/ Yeaztp Ao = / Ye,xPz dx. (3.32)
0 0

Sustituyendo las ecuaciones (3.31) y (3.32) en (3.30), e integrando en el intervalo [0, 7] se tiene
que

T d T
/0 dt(ys,cp)Lz(Ql):/O (UsXO,SD)Lz(o,l)-

Aplicamos el Teorema fundamental del calculo, entonces

T
(4e(T), () 201 — (W=(0), 9(0)) 201 = /O /O vegp dudt, (3.33)

Sustituyendo los datos conocidos ¢(z,T) = @71, y-(x,0) = yo, ¥ v: = @ex0o en la ecuacién
(3.33) se tiene

T
e T e 0y = (0 e Oy = [ [ e da. (3.34)

Sustituimos la ecuacién (3.34) en (3.26) y eliminamos términos semejantes. Obtenemos para
o1 € L?(0,1) arbitrario la siguiente ecuacién

3

1
———— [ ¢repdr
' HSOT,E L2(0,1)/0 :

1
/ ya(WT)QOT dzr| =
0
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Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz al lado derecho de la ecuacién anterior

1
| vt Toer do| < clerlagy. Ver € 220.1)

En particular si o7 = y:(-,T) se tiene

||yg(',T)H%2(071) < ellye( Dl g2,y Ve >0,

lo que implica (3.23).

—Paso 2: limite cuando € — 0. La desigualdad (3.23) nos dice que podemos controlar la
ecuacién de calor en alguna zona cercana de cero. El siguiente paso es tender ¢ — 0 para
obtener

y(vT) =0, c.t.p.en (0,1).

donde y es la solucién de (3.1) y asi poder satisfacer las condiciones de la controlabilidad a
cero.

Para demostrarlo deberemos utilizar la desigualdad (3.29). Esta nos dice que para cualquier
€ > 0 es posible encontrar un control v. uniformemente acotado respecto de € y que depende
unicamente del dato inicial y de la constante de observabilidad C,. Asi, podemos construir una
sucesién de controles (v.). uniformemente acotada en L2(O x (0,T)), y por el Teorema 1.3.2,
existe una subsucesién (v:)c; C (ve)e tal que

ve —v en L*(O x (0,7T)). (3.35)

Gracias al Teorema 3.0.1 sabemos y € L? (O,T; H{ (0, 1)) vy € L? (O,T; H~1(0, 1)), entonces
utilizando ahora el Teorema 1.4.5 podemos decir que

Hy&t”L?(O,T;H*l(O,l)) + ||y€||L2(0,T;H3(0,1)) + tgfguT(] e ()l L2 0,1)

<C. (Hyol|L2(o,1) + HUEHLQ(OX(O,T))) ;

donde la constante C, depende de T, y del conjunto (0,1). Dado que nuestro control v, esta
acotado en L2(O x (0,T)), por la desigualdad (3.29) se tiene

19e.tll 200 1-10,1)) + ||y6||L2(o,T;H3(o,1)) + tgfg"T(] 9=l 22 0,1)

< Con llyoll 20,1 »

con Cy1 = Ce(1 4 +/C,). Por lo tanto, gracias a la Teorema 1.3.2, podemos decir que existe
una funcién g tal que

y-— 9y en L?(0,T;H}(0,1)).
Yer — G en L? (O,T; H=1(0, 1)) .

Dado que H{(0,1) <+ L?(0,1), en particular, tenemos

ye =7 en L*(Q). (3.36)
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—Paso 3: verificacion del problema limite. En el dltimo paso vamos a ver que el control
limite v obtenido en (3.35) y el estado § obtenido en (3.36) verifican el problema de control
deseado.

Sea F' € L?(Q) arbitraria y consideremos el sistema adjunto

—tt — Yy = F €n Q,
Yv=0 para (z,t) € X, (3.37)
Y(x, T) =0 en (0,1).

Andlogo al procedimiento utilizado para obtener (3.33), obtenemos que v solucién de (3.37) y
y solucion de (3.1) con el control v obtenido en (3.35) satisfacen

T 1 T
_(y()’w(o))LZ(O,l):_/o /0 de:J;dt—i—/O /vada:dt. (3.38)

Argumentando de la misma manera, podemos ver que la solucién y. de (3.24) con control v, y
1 solucién de (3.37) verifican

—(¥0,%(0)) £2(0,1) / / yeFdzdt + / / vepdxdt. (3.39)

Usando la convergencia débil mostrada en (3.35) y (3.36) en (3.39), obtenemos

—(¥0,%(0)) 12(0,1) = — / /dexdt—i—/ /vwdmdt (3.40)

por tanto, igualando (3.38) y (3.40), se tiene

T 1
/ / (y — 9)Fdxdt =0, YF € L*(Q),
0 0

de donde se concluye que § = y c.t.p. en @, es decir, § verifica el sistema (3.1).
Por tltimo, vamos a ver que el sistema (3.1) también satisface la restriccién de control,
ie., y(-,T) = 0. Para esto, consideremos el control v obtenido a partir de (3.35) y el sistema
adjunto
_¢t - ¢x:p =0 en Q7
p=0 para (z,t) € X, (3.41)
o T)=¢r e (0,1).

con ¢ € L?(0,1) arbitrario.

Argumentando como antes, podemos demostrar que ¢ solucién de (3.41) y (3.1) satisfacen
la relacién

T
(D) é1)1201) — (40, 6(0)) 2(0.1) = /0 /@ védad, (3.42)
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mientras que las soluciones de los sistemas (3.24) y (3.41) verifican

T
(We(T), 61) 2(01) — (410, 6(0)) 201y = /0 /O veodedt, (3.43)

De (3.23), podemos tender ¢ a 0 para obtener que y-(-,7) — 0 en L?(0,1). Esto, junto con la
convergencia (3.35) nos permiten pasar al limite en (3.43) de donde concluimos

T
~0. 6O 0 = [ [ vodat (344
Juntando (3.42) y (3.44), obtenemos

(y(T), é1)12(0,1) = 0,

y como ¢7 € L%(0,1) es arbitrario, y(-,T) = 0 c.t.p. Esto concluye la prueba. O

3.3. Desigualdad de Carleman

Como ya se ha visto en la seccién pasada, para poder controlar a cero la ecuacién de calor, es
indispensable contar con la desigualdad de observabilidad (3.7), tal que esta se satisfaga para el
sistema adjunto (3.2). En esta seccién nos enfocaremos en probar la desigualdad de observabili-
dad dada su importancia. La prueba que veremos para demostrarla se basa en estimaciones con
peso llamadas desigualdades de Carleman globales. Este es un método utilizado para estudiar
el control de ecuaciones parabdlicas. La estrategia de estimaciones con peso fue introducida por
Imanuvilov y Fusikov en [FI96, FI94]. Recordamos que las EDPs pueden clasificarse segin su
tipo, orden y linealidad (ver [Eval0]), por esta razon, existen variaciones de la Desigualdad de
Carleman. Por ejemplo, en [FM16, Ler19] se plantean diferentes desigualdades de Carleman,
que se utilizan para estudiar la controlabilidad a cero y la observabilidad de distintos tipos
de EDPs, como ecuaciones parabdlicas (degeneradas o no degeneradas), ecuaciones elipticas,
etc. Otro ejemplo se da en [LZ19], donde se emplea una estimacién de Carleman particular
para resolver ecuaciones estocasticas con operadores parabdlicos. Por lo tanto, la desigualdad
de Carleman es importante para el estudio de la estabilidad de sistemas de EDPs. Para los
propositos de esta tesis se usa la desigualdad de Carleman clésica planteada en [Chol6, Sec20],
y una identidad de peso llamada identidad de Carleman. Dicho lo anterior comenzaremos este
capitulo estableciendo algunas funciones de peso con las cuales vamos a poder definir la des-
igualdad de Carleman clésica. Posteriormente, demostraremos la desigualdad de obervabilidad
(3.7) a través de la desigualdad de Carleman clésica de una manera similar a como se hace en
[Puel9, FCZ00]. Finalmente, demostraremos la desigualdad de Carleman.

3.3.1. Funciones de peso

Recordamos primero la notaciéon ya usada anteriormente y agregaremos algunas nuevas.
Sea el conjunto (0,1) cuyos puntos de frontera se denotan con I' = {0,1}. Se ha definido
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O, como el dominio de control, el cual es un conjunto abierto tal que O C (0,1) y ademads
Q =(0,1) x (0,7),X =T x (0,T). Ahora definiremos Oy CC O lo que significa que el con-
junto Qg esta compactamente contenido en O, o dicho de otra manera Oy C O. Por tltimo
denotaremos con Z = (0, 1)\ Op.

La desigualdad de Carleman adopta la siguiente forma simplificada

T 1 T
/ / Plol? dedt < C, / / Pl dadt,
0 0 0 O

donde p = p(x,t) es una funcién continua y estrictamente positiva. Para mostrar una desigual-
dad de Carleman necesitamos definir varias funciones de peso. Vamos a considerar un peso 7
que satisface la siguiente hipotesis.

Hipétesis 3.3.1 Sea Oy CC O. Entonces existe una funcion n € C*([0,1]) tal que para algin
0 > 0 se satisface lo siguiente

n>0 en (0,1),

] >0 en I,

12(0) > 0,

Ne(1) < 0.

Definimos ahora, para (z,t) € Q y A >0

enllee — pA@IIMlloo+n(2))
a(z,t) = T =1 , (3.45)

y ademas
e M2lnlloo+n())

) 3.46
£et) = 7y (3.46)
donde «, ¢ > 0. Observamos que « 1 +oo, £ T +00, cuando t — 0", t — T'~. Definimos otro
peso, para s > 0
plx,t) = e 259,
Vemos que cuando « 1 +0o0, entonces p(x,t) — 0.
Ahora enunciaremos la desigualdad de Carleman clasica.

Lema 3.3.2 Consideremos la funcion n que satisface la Hipotesis 3.5.1, y definimos o y &
como antes. Entonces existen constantes positivas A1, s1,C1 que dependen solo de los conjuntos
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(0,1) y O tal que para cualquier X\ > A\ y cualquier s > s;

T 1 T 1
s [ et (jaf +lanl?) dodes 532 [ [ e dud
0 0 0 0
T 1
+53)\4/ / e~ 2523 |g|? ddt
0 0

T 1 T
<y </ / e 28 lgr + qm|2 dxdt + 53)\4/ / 6_280‘§3|q|2dazdt> , (3.47)
o Jo 0o Jo

para todo q € C*([0,1] x [0,T)), con ¢ = 0 en T x (0,T). Mds atin, sy = C(T + T?) donde
C' > 0 depende de los conjuntos (0,1) y O.

3.3.2. Relaciéon entre la desigualdad de Carleman y la desigualdad de ob-
servabilidad

Vamos a ver como nos ayuda la desigualdad de Carleman a probar la desigualdad de
observabilidad con un procedimiento similar al que se utiliza en [FCZ00, DFCGBZ02, Puel9].
Usaremos que C' > 0 es una constante genérica que depende a lo més de los conjuntos (0, 1)
y O, y que puede cambiar de linea a linea. Primero notemos que las funciones definidas en el
Lema 3.3.2 nos permiten construir la desigualdad de Carleman (3.47).

Sea el sistema adjunto (2.7) con condicién inicial @7 € L?(0,1), y cuya solucién es ¢ €
C ([0, T]; L*(0, 1)) NL? (0, T; HE (0, 1)) Por el Teorema 1.2.13, es posible tomar un dato inicial
e € C°([0,1]), para la ecuacién (2.7) con solucién ¢ € C*°([0, 1]x [0, T]). Luego, por densidad,
el Lema 3.3.2 se satisface para el sistema (2.7). Dicho lo anterior, fijamos A = Ay, y de (3.47)

se tiene
T 1 f T 1
33)\‘11/ / e 2583 |2 dadt < (/ / €25 |9y + | ddt
o Jo o Jo

T
+ 53)\%/0 /06250‘53|<p|2dxdt>.

De (2.7) se tiene que ¢ + @, = 0, por lo tanto

T 1 T
s3] / / e 2593 pPdadt < Cy (s?w{ / / e‘25a§3|<p|2d:cdt), (3.48)
0 0 0 @

Vs>s1=C (T + T2), y Yoor € L?(0,1). Ahora sea la funcién 7, tal que satisface la Hipotesis

3.3.1. Tomando m[l’n]n(ac) = 0, y dado que A = )\; entonces tenemos la siguiente cota por
z€[0,1

debajo para (3.46)
T -1t <€

Si tomamos max 7(z) = ||n]|c, deducimos una cota por arriba para (3.46), lo que implica

€10,1]
t T -ty t<e<otr (T -1 (3.49)
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Eliminamos términos semejantes en (3.48) y aplicamos (3.49), entonces

/ / 25013 _ )3 p2dudt < C / / 2504 3(T )3 0| duvdt. (3.50)

A continuacién deberemos encontrar una cota por debajo y por arriba para el siguiente término

Py = 07 = (7m0 ) 3T - )2, (3.51)

donde o = ag(z) = ePnlle — AClMlctn(=)) | Fijamos temporalmente 7(z) = 71 en cualquier
punto z € [0, 1], tal que aé = eWInllce — eAIMlloo+m) o5 yna constante. Reescribimos la ecuacién
(3.51) de la siguiente manera

al 1
0 @
Pr(t) = & TT03(T — 1) = 27 73 = 7%(7). (3.52)
Aqui 7 = t(T — t), por lo que derivando esta funcién e igualando a cero obetenemos que
2
n=T-2t=0 = t=1 — rr%a)T(] = de ahif que 7 € [0, TTQ] Ahora encontraremos
telo

el minimo de la funcién J7(t), para ello obtendremos su derivada e igualamos a cero, para
posteriormente sustituir este resultado en la funcién original. Entonces

1 1
2sa 28a0

ijm(T) =32 — 2sagTe 7

=0,

lo que implica 7 = %sa(l). Luego, J*(7) = (%saé)g e3 es el minimo. Por otro lado, aplicando la

regla de 'Hopital podemos determinar que

lim J%(1) = o0,

70t

lo que nos dice que la funcién J7#(7) decrece para valores 7 € (0,7) e incrementa para 7 > 7.
Por lo tanto,

min P*(t) = min J*(7)

t€[0,T TG[QT;]
2 3 T2 2
J(r) = gsa(l) e3 si Zzgsaé,
- T2\  T6 sseb T2 2
7 <4) = gre ™ s < gsab

Otra manera de identificar el minimo es graficando la funcién P*(t), tal como se muestra en
la figura 3.3.2, donde ponemos de ejemplo que 23(1(1) =12, T'= 2, y observamos que el minimo

de esta funcién se da cuando t = £ — 7 =

5 Ahora, sabemos que mg = min «a(x) <

4 z€[0,1] -
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. <108 Grafica de la funcion P*(t)

—
®  min P YL e (0,T)
®  maxPXy i e [T43T/4)

0 0.25 05 0.76 1 125 15 175 2
Ti4 t T4

Figura 3.1: Gréfica de la funcién P*(t) con 2saf = 12,y T = 2.

alr) = mo < o, por lo tanto si

37?
SZSQZméx{sl,}, (3.53)
8myg
entonces tenemos
7 PCE t) > 0 Smgs
min ~_eT
t€[0,T] ( 26 ’

lo que implica que hemos encontrado una cota superior para (3.51), es decir

8mgs

s, g _ 20 _smgs
e BT —t) 3 < 76¢ 72 Vsg < s. (3.54)

Recordando que C' es una constante que puede cambiar de linea a linea, y por el Lema 3.3.2
tenemos que s; = Cy(T 4+ T?), de (3.53) se sigue que

3
sy < s3=C(T+T?), con C:méx{Cs,}.
8m0

Fijamos s = s3, entonces de (3.54) obtenemos

2 26 C1(1+2
e 2047 3(T _ )3 < e~ () (1) € Q. (3.55)
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Ahora determinaremos una cota por debajo para (3.51), para ello, dado (3.52), sabemos que

T=tT-1t) € [O, T;}, sin embargo, la funcién J*(7) no estd acotada por arriba, ya que
T 3T

J?*(0) = oo por lo que restringiremos la funcién 7 a valores para t € [ ], lo que implica

404
2 2 . .
que T € [%, TT] Con esto y dado que J*(7) es simetrica (como se muestra en la figura
(. . 2 .
3.3.2), entonces el maximo para esta funcién se da al evaluarla en el punto 7 = %, de ahi que

3T2 3 785&1
mix PU(t)= max J(r)= () 3T
b)) e 16

g 1 72 T2 :
Puesto que My = IIél[%’)i] a(z) > a(x) = My > ap, por lo tanto, para s > Smo = 8ar; Se tiene

2\ 3 s
max P*(t) > <3T> e%%.

te[F.%7]

Si tomamos s > s3 obtenemos una cota inferior para (3.51), es decir

16\% _asngs
e 23T — )73 > (?)T> =

Fijamos s = s3, entonces de la desigualdad anterior se sigue

(33) et cmmvw—n, venewnx[1]. @

Aplicando (3.55) y (3.56) a (3.50) se obtiene

16\° _cy(14d) R 2° _caeny [T 2
— | e 2\UTT / / p|7dadt < —e 71\"TT / / p|“dxdt,
(3T) z Jo i Ts 0 O‘ |

lo que implica
3T
4

1 T
/ / |g0|2dxdt§(]o/ /\go|2d:rdt, (3.57)
r Jo 0o Jo

para alguna constante C, > 0, que depende de T, (0, 1) y O. Finalmente, acotaremos el término
a la izquierda de la desigualdad (3.57). Para ello de nuestra ecuacion (3.2) se tiene que

—Pt = Pz = Pt = —Pgg-
Hacemos el producto interno en L?(0,1) con ¢, entonces

(Pt 0) 12(0,1) = = (P, ) £2(0,1) -
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Ahora sea (1, ) 2(9,1) = 3 (1, ©)r201) + 3 (0,01, )12(0,1)> Por lo que de la ecuacién anterior
se sigue que

1/d 1 !
s\ e, @)z ) = 5 | (e, e + (o ——/ PPzdr,
5 (dt( )L2(0 1)> 5 (( t:9)r2(0,1) + ( t)L2(0,1)) ;

de ahi que
d 1
@H‘P('ﬁ)”ﬁ(og) = —2/ PPz dr.
0

Integramos por partes el lado derecho de la ecuacion anterior y por las condiciones de frontera
de (3.2) se tiene

d 1
o6z =2 [ leado > 0
0
Integramos ambos extremos de la desigualdad en el intervalo [0,¢], y aplicando el Teorema
fundamental del cdlculo tenemos que
e, Ollz20,1) = (5 0)llz2(0,1)

de donde se sigue
3T 3T

4 a
/T ol 8) 20,0yt > / o2 )l 20,0,

4 4

Dado que el término [|¢(+,0)| z2(p,1) no depende del pardmetro ¢ obtenemos

Tt T
7 [ telrdodt = et 0z,
T 0

Sustituyendo este resultado en (3.57) tenemos

T
(- Ol 20,1 SC/O /O!go|2dxdt,

que es la desigualdad de observabilidad (3.7).

3.3.3. Prueba de la desigualdad de Carleman

En esta seccién probaremos la desigualdad de Carleman del Lema 3.3.2. Para ello y como
ya se ha hecho antes, a partir del conjunto O, CC O definimos el peso 7, tal que satisface
la Hipdétesis 3.3.1. Ahora consideramos los siguientes cambios de variable que nos permitiran
simplificar algunas ecuaciones mas adelante,

Y =e ",
g=eaf, (3.58)
f =qt + Gaz-
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Recordamos los pesos de las ecuaciones (3.45), (3.46). Calculando a, se tiene que

\ A @I7lloo +71(2))

Por lo tanto tenemos que

ap = — AN, (3.59)
Siguiento el mismo procedimiento tenemos que
& = Any,. (3.60)

A continuacién, a partir de (3.58) vamos a estimar una expresién a la cual llamaremos la
identidad de Carleman. Entonces tenemos que

f = qt + qaz-

Multiplicamos ambos lados de la ecuacién anterior por el término e™*¢

e " f=e""q + qua).
Por (3.58), sabemos que g = e~ f, ademds ) = e™*%q = ¢ = e°“1), entonces
e (€Yt + (€°*Y)aa] = g (3.61)
Calculamos primero el término (e5*1)), utilizando las férmulas de derivacién clésicas, es decir
(e* ) = ¥y + e*¥sauth = e (P + sapr)). (3.62)

Ahora calculamos el término (e**1)),,. Para ello estimamos primero (e**),, luego
(esa¢)x — esawx + esaSOéxQJZ).

De (3.45) tenemos que
(e**)x = ey + ™A1,

Por lo tanto
(esaw)xm = (65a¢m + 680‘8)\577907#))1- (363)

Ahora calculamos por separado los términos de (3.63), entonces

(esawx)z = esawxm + esasax¢x
= "y — € ¥SAENL Y, (3.64)

Para el segundo término de (3.63) tenemos

(€A z = € (SAEauth + SAENmat) + SAENL ) + € (% AENLD).
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Por (3.45) y (3.46) se tiene que

(eSQS/\gnxw)m = esa(SAzé“nx‘Qw + S)\énzxw + S)\ﬁnzwac> - €sa(82/\2§2’77x!2¢)- (3-65)
Sustituimos las ecuaciones (3.64) y (3.65) en (3.63) para obtener
(€ Y)zz = € (Yuw — 25AEMs — 5)‘2§|77x|27vz) — AN + 52>\2€2‘77x‘27p)- (3.66)

Sustituyendo (3.62), (3.66) en (3.61) tenemos

g = e [e* (r + st + Yo — 25AENety — SNE[NL Y — sANENGt) + A2E% |0, | *))]
= P + s + VYpp — 28NN Yy — 3)‘2§‘nx|27n[} — SN2 + 52)‘2§2|77x|2w'

Sumamos los términos —sA2¢[n,|?1), sAEN..1 en ambos lados de la ecuacién anterior, entonces

g+ SAENazt) — sA2E| |2 = =252 e — 25AEnutby + P + SENEE N, P + e + sC42).

Hacemos la siguiente notacién

A = —28N2E 0P o — 28NENwthy + (3.67)
By = $22N2€2 |0, | o + Y + s, (3.68)
Gsr = g+ SNENb — sN2E .| 0. (3.69)

Tenemos entonces la identidad de Carleman que nos ayudara a probar la desigualdad del Lema
3.3.2, es decir
A+ By = g, . (3.70)

Definimos ademas

{A1 = —20%¢ |na* 0, Ap = —2sMEmtde, Az =y, (3.71)

By = 22262 |n,|* ), By = thys, Bz = sz

Antes de continuar, deberemos estimar algunos resultados que nos ayudaran a deducir cotas
para ciertos términos que veremos mas adelante. Primero calcularemos los términos ¥, ¥z, y
1. Entonces para el primer término se tiene

% = (eisQQ)x
=e g, + (—qse_

saax) .

Utilizando la ecuacién (3.59) obtenemos

Yy =€ gz + se” AN,
= e *Yqy + sAEn . (3.72)

Calculemos el término ¥,

Yoz = (€75 + sAENYD) - (3.73)
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Para ello debemos realizar la derivada de cada uno de los sumandos de (3.73) por separado,
entonces

(e—saqx)x = "z + G (_Se_saax)
= e *Uqur + SNV Q). (3.74)
Ahora se tiene que

(3)‘577%77/})1 = SAENL WV + SNy + SAENLY
= sAEMay + SA2E| N + SAENLat), (3.75)

esto ultimo por la ecuacion (3.60). Sustituyendo las ecuaciones (3.74) y (3.75) en (3.73) tenemos

Vo =€ **Qua + SAfe_SOCanx + SAENL Y
+ At + SAZE |2 2. (3.76)

Para el termino v; se sigue
= (7"%),
=e “q — sqge” oy
=e g — sau). (3.77)

Ahora vamos a estimar una cota superior para el término |oy|, entonces tenemos

AN 7o AClnllse () -
=T -0 S\ Ty ) (3:78)

Desarrollaremos cada unos de los términos por separado utilizando las férmulas clasicas de
derivacién. Tenemos para el primer término

AN7lloo _eMnlleo (T — 9¢ Anllos (T — 94
(e ):6 ( ) e ( ) (379)

t(T —t) 2(T—6)2 (T —t)?

Para el segundo término se tiene

A2lnllotn()) _elletn@) (7 _ 9y AMellletn@) (1 — o) .
t(T — 1) - (T — t)2 T 2(T — t)2 ‘ (3-80)
Sustituyendo (3.79) y (3.80) en (3.78) obtenemos
64A||77Hoo(T —2t) e M2l +n(z) )(T 2t)
o = — +
(T —t)? (T —t)?
_ (A@lllootn(@) _ gy (L= 20)
<e e > RT -1 (3.81)
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Tomemos |ay|, entonces podemos decir

_ acinlleot Al | 1T — 2t
|| = ‘e @lnllso+n(@)) _ A4Xmll g —
| Xlmllsotn(@))] el
= T — 2t|.

t2(T — t)2 Al tn(=)
Como A > 0y n(z) > 0 en [0,1], entonces el término e*Clll+1(*)) > 1y podemos decir que
A Qlnlleotn(x)) < 2AEI0lloo+n(2)) y ademds |T' — 2t| < |T'|. Por lo tanto se produce la siguiente
desigualdad

Al (o) (Al
<
il < 2 ACTlr@) | 1
oAl )
| = @y | L (3.82)
Ahora sea
AM|7|| o
o el | 1 Al tte) A2lloe—n(a)
A=) '

Dado que n(x) > 0 por la Hipédtesis 3.3.1, y como el intervalo [0,1] es compacto, entonces
n(z) < ||n(z)]|eo ¥V x € [0,1]. De ahi que

’1 AClnlleo—n(z

’1 A2lnllsot+n(z))

< ’1 _ e/\(2Hn||oo+||nHoo)‘ —C

Sustituyendo este resultado en la desigualdad (3.82) obtenemos
lay| < OTE2. (3.83)

Calcularemos ahora ay y daremos una cota por arriba para el valor absoluto de este término.
Entonces de (3.81) se tiene

( (eMelotate) _ i) M)

t2(T —t)2
2 2 2
<e>‘ 2nlloctn(z)) _ 64A||n||co) —2°(T — )7 = 2¢(T — t)(T — 2t)
t4H(T —t)*
2
(e)‘ 2lnlleotn()) _ e4>\||77||oo> —24(T — ) = 2(T — 21)
t3(T — t)3 ’
por lo tanto
T? — 3Tt + 3t*
_ A2|In|loc+n(x A7l o0
ay = —2 (e @lnllootn(@)) _ ANn] )w (3.84)



3.3 Desigualdad de Carleman 7

De (3.84), podemos estimar una cota por arriba para |ay|, entonces

T? — 3Tt + 3¢%|
__o9 ’ A@l[nllootn(z)) _ 4A||nnoo‘ \
ol =1 =2l]e ‘ BT — 1)
A(2||77Hoo+77(:v))| AN[Inlso
_ | _ ‘e . € 2 2
== 3(T — )3 ety | [T — 3Tt +3t7]

Como X > 0y n(z) > 0 en [0,1], entonces el término e*lltn() > 1 v podemos decir que
A Cnllootn(@)) < BACInlleetn(=)) v ademds |T' — 3Tt + 32| < |T?|. Por lo tanto se produce la
siguiente desigualdad

|e3/\(2||77\|oo+77(95))| A lloo
|| < - | 2’
t3(T — )3 e 2lnlloo+n(x))
B eAInlleo 5.3
e 2lnlloo+n(z))
Ahora sea

— ‘1 _ MMmlee=A2lInlloo+n(x))

_ ’1 _ A2lnllso—n(2))

A nlloo
T @l (@)

Dado que n(x) > 0 por la Hipétesis 3.3.1, y como el intervalo [0,1] es compacto, entonces
n(z) < [[n(z)]|e ¥V x € [0, 1]. De ahi que

’1 _ AClnllss—n(=))

< ‘1 _ Al tn(z))

< ’1 _ e/\(QHnllooJrllnl\oo)‘ —C

Sustituyendo este resultado en la desigualdad (3.82) obtenemos
loy| < CT?E3. (3.85)

De igual manera estimaremos &, y daremos una cota por arriba para este término. Entonces
por la ecuacién (3.80) tenemos que

A2t n(@)) AClloc+n(@) (T — 2p)
&l = HT — 1) B 2(T — )2

Como ya se ha dicho e*lleetn(z)) < 2ACnllc+n(=)) v |7 — 2¢| < |T7|, por lo tanto se sigue la

siguiente desigualdad

A Qllnlloetn(@)) (T — 2t)
t2(T —t)?

il = |- e |11 = 2.

‘ 2A 2]l o +n(2))

Dado que £2T > 0, y para C > 0, se tiene
& < CT¢? (3.86)
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Finalmente de las ecuaciones (3.59), (3.60), ||7z]|,, < C podemos establecer
ay = =AMy = =& < CXE

Procedemos ahora a tomar la norma L?(Q) en ambos lados de la ecuacién (3.70), y obte-
nemos la siguiente ecuacion

3

1491220y + 1B 320y +2 Y (Ai By) g = |
3,j=1

220 (3.87)

con HAw”Lz(Q HBwH
El lema que enunciamos a continuacion es auxiliar para acotar la ecuacién (3.87).
Lema 3.3.3 Sea n una funcion que satisface la Hipotesis 3.3.1, entonces

22 (Ai; Bj) 12 >C// A3 P dadt — C// SSNAE Y|P dadt

4,j=1

+C/ /s)\2§|¢x|2dxdt—6’/ / SAZE by |? dzdt, (3.88)
0 0 0 Oo

donde A;, Bj se definen en la ecuacion (3.71).

DEMOSTRACION. Dividiremos la prueba en varias partes.

1. Calcularemos primero los términos (A1, B1)2(q) v (A2, B1) 2(q), entonces por (3.71)

(A1, B1) 2 / / 253 M3 |t [0 dadt, (3.89)

(A2, B1) p2(g) = / / 28N (1,)° b, dadt

- / / SASE () (02)., dacdt.
0 0

—Ssx

Integrando por partes y recordando que ¢ = e **¢(z,t), g = 0en I'x (0,T) por el Lema 3.3.2,

entonces

(A2, B1) 120 // 5323 53 >x|w|2dmdt.

T 1
_ / / 39N3E26, (o) 112 dardt + / / 3N3ED (o 2 o 162 dvdl.
0 0 0 0
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Recordando la ecuacién (3.60)

T 1 T 1
(oo Bi)yay = [ [ 35N ol o dade - [ [ 98806 Il il ot (390

Sumando las ecuaciones (3.89) y (3.90) se tiene

T 1 T 1
(A + 42, By = [ [ Nl 0 doat 3 [ [N P .

Por la Hipétesis 3.3.1 sabemos, |n,| > 6 en Z = (0,1)\Oo, por lo tanto podemos decir que
existe una constante Cy que depende de § tal que

T T 1
(A1 A B)pay 2 G [ [ NP dodi s [ [ 9N el dods
0 T 0 0
T T
+0/ / SSNE |y dmdt—C’/ / SSNEY|? dadt
0 O 0 Op
T 1 T
> c/ / SN2 d:cdt—C/ / SN2 dadt
0 0 0 Oo
T 1
3 [ [ N ol el dat,
0 0
Por otro lado como 7 € C4[0, 1]
T 1 T 1
‘3/ / SPA3E3 0] Nae 0|2 d:cdt' < c/ / SSA3E3)? dadt.
0 0 0 0

Por lo tanto
T 1 T
(A1 + A2, B1) 2 zo/ / sPATE3 |2 dmdt—C/ / S AR Y)? dadt
0o Jo 0 JOo
T 1
—c/ / SSN3€|? dadt.
0o Jo
El término fOT fol s3A4¢3|1|? absorbe al término fOT fol s3A3E|Y|2dxdt, si A > C

T 1 T
(A1 + A2, B1) 2() > 0/ / SSNE |2 dadt — 0/ / SSNE Y| dadt. (3.91)
0 0 0 Oo

2. Calcularemos ahora los términos (A1, B2)r2q) ¥ (A2, B2)12(q)- De la ecuacién (3.71)
estimaremos primero (A1, Bz) 2 (), asi tenemos

T 1
(A1, Ba) oy = —2 /0 /0 SX2E 0y 2 Yibypdrdt,
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—SsSx

Integramos por partes el término anterior y como ¢ = e %*q(z,t), g =0 en I' x (0,7) se tiene

T 1 9
(A1, B2) 2 :2/0 /O A2 (m\ fw)xwx dadt.

Usando la regla de la cadena, y recordando la ecuacién (3.60) se obtiene

T 1 T 1
(A1, B2) 2y =2 /0 /0 SAZE 0 |? |1he|? dadt + 4 /0 /0 SAZEN MWy dadt
T r1
2 [ [ o inal o duds
0 0
T 1 T 1
=2 [ [ Nl dndt 44 [ [ N nmdade
0 0 0 0

T 1
3 3
+2/0 /0 SAE(Ng ) Y dadt. (3.92)

Ahora analizaremos por separado algunos de los términos de la ecuacién (3.92). Entonces
diremos que

Gi = 4/ / SN2 ENgNaatPthy dadt,
Go:=2 / / SA3E(ng )2y, dadt.

Por tanto, para G; usamos que 1 € C4[0, 1] tenemos

T 1
<cC NN [1he| dadt = C (52 X263 [y, 5762 |1, .
G <c [ [ sxeulivalad = C (sl stet ), o

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young en la expresion anterior

se tiene que
T 1 T 1
\gﬂgC(/ /3A4§]w\2da:dt+/ /s§\¢$\2dxdt>. (3.93)
0 0 0 0

De igual manera, para Go, usamos que n € C* [0, 1], entonces

T rl
|G| < C/O /0 SN €[] [$a| dxdt = C (sN°E[], M Wal) 12

Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young en la expresion anterior

deducimos
\g21<0(// 2)\452]¢]2dxdt+/ /AQ\% d:cdt) (3.94)

Sustituyendo los resultados de (3.93) y (3.94) en (3.92) se produce la siguiente desigualdad

By 22 [ [ s waftdnat—C [ [ (s\1e-4 520€2) o daa

T rl
_ 2 2
C/O /0 (8€ + A?) [a|” dacdt. (3.95)
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Ahora estimaremos (Az, Bz) 2 (), entonces

T 1
(A By =2 [ [ sNnotitias dai
0 0

_ /OT /01 SAEN, (]wx|2)xd:ﬂdt.

Integramos por partes este resultado, por lo tanto

T
(A2, Ba) gy = = | (1L Om(1,0) (1.0 dt + / SNE(0, ) (0,1) [ (0, 1) e

/ / SA(En), [ ? dudt

- / AL (1, 1) [ (1, ]2 dt + / SAE(0, )2 (0, 1) [ (0, )

/ / SNz a2 dvdt + / / SAE Ty |12 davdl

Recordando la ecuacién (3.60), se tiene

T
(Az, Ba) pag) = - / SNE(L e (1,8) [tha (1,8) it + / SNE(0, 1o (0.8) [is (0,)] dit

/ / SN |l didt + / / SNZE (a2 [0 2 dvt

Por la Hipétesis 3.3.1, sabemos 1,(0) > 0, y ademads n,(1) < 0, lo que implica

- [ e om ol ntazo
0
T
/ SAE(0, )12 (0, 8) |12 (0, 8)|* dt > 0.
0

De ahi que podemos escribir la siguiente desigualdad

(As, B2) 120 / / AT [ ? devdt + / / A28 [ |5 2 davdl. (3.96)

Usamos que 7 € C*[0, 1] para primer término del lado derecho de la desigualdad (3.96), entonces

T 1 T 1 T 1
‘/ / sAgnmwz\?dxdt‘g/ / s)\g\nm\\waQd:rdth/ / SAE |2 dadt.
0 0 0 0 0 0

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.96) se tiene

T 1 T 1
(B == C [ [ oxctvafsdrs [ [ il (397)
0 0 0 0
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Sumando las ecuaciones (3.95) y (3.97) se tiene que

T 1 T 1
(A1 + Az, Ba) 12 23/0 /0 s/\2§\nxl2\wml2d3:dt—0/o /0 (sAYE + s N4E2) [p]? dadt
T 1
—C/ / (& + N2+ sXE) |y |? dadt.
0 0

Sabemos que |n;| > 6 en Z, por lo tanto podemos decir que existe una constante Cs que
depende de 9§ tal que

T T 1
(A + A3, Ba) 12 205/0 /stzg |wx|2dxdt—0/0 /0 (sAUE + $2X4€2) | dudt
T 1
—C/ / (€ + N2 + sAE) |9 |* dadt
0 0
T T
za;/ /3A2g ]¢x|2dxdt+6’5/ / SAZE [y |? dadt
0 T 0 Oo
T T 1
—05/ / s/\2§\w$2dxdt—0/ / (sA*E + $2M\E2) ||* dadt
0 Oo 0 0

T 1
_ 2 2
C/O /0 (€ + A2+ sAE) |, | dadt.

Entonces
T 1 T
(A1 + Az, B2) 2 zc/ / s>\2§\w$]2dwdt—0/ / SAZE [, |? dadt
0 0 0 Oo
T 1
-C / / (sA1E + s8N |? dadt
0 0
T 1
—0/ / (8€ + A2 + sAE) |¥,|? dvdt.
0 0

El término C [ [\' sA%€ |¢0,|* dadt absorbe a —C [ [} (s€ + A2 + sAE) [1hy|* dadt si A > C,
por lo tanto se tiene

T 1 T
(A1 + Az, Ba) 12 zo/ / s)\Qf\wm]Qd:ndt—C/ / SANZE | dadt
0 0 0 Oo
T 1
-C / / (sA*E + $2N1E2) |)? dadt. (3.98)
0 0

3. Para los términos (A1, Bs) () ¥ (A2, Bs) 2 (g se tiene por (3.71) que

T 1
(A Ba)pagy == [ [ 280l o dat (3.99)
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(A2, Ba) 2 g) = / / 22\ ey dudt
—/ /52A§77x(|¢]2)xat dadt. (3.100)
0 0

Integramos por partes la ecuacién (3.100). Como ¢ = e **q(z,t), ¢ =0 en I' x (0,7") entonces
se tiene que

(A2aB3 L2(Q / / 5771 W|2at dzdt.

Utilizando la regla de la cadena, y por (3.60) obtenemos

(A2, B3)12(q / / $* N[V 2y ddt + / / 2NN |t Py ddt
:/ /82)\25’17x|2|¢’20zt dxdt+/ /32A§nmyw\2at dxdt. (3.101)
0 0 0 0

Sumando las ecuaciones (3.99) y (3.101) se tiene

T 1 T 1
(A1+A2,Bg)L2(Q):/O /0 SN2E .| Y2 dxdt+/0 /0 §* NN [V 2y dxdt. (3.102)

Dado que

T 1 T 1
]— / / sQAZfranWatdxdt]s / / N2 [ 2 | o] dardt,
0 0 0 0

entonces, sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.102) obtenemos

(A1 + A2, B3) 2 > / / s2NZE .| [0 v dxdt—i—/ / S NNy [ Y|P ddt.

Por la Hipdtesis 3.3.1 sabemos |n;| > § en Z lo que implica que existe Cy tal que — |ny| > —Cj

en Z, por tanto
T T
—05/ /52)\2§|w|2|at|dxdt—6’5/ / SENZE|Y|? |ay| dadt
0 T 0 Og
T T 1
+C/ / 32A2§]w\2\at|dxdt+/ / §E NN | P ddt
0 Oo 0 0
T 1 T
—C’/ /32)\2§\w\2\atldxdt+0/ / SEAZE | |a| ddt
0 0 0 Oo

T 1
+ / / 2NN |t P ddt.
0 0

(Al + AQ: BS)L2(Q)

A\

Vv
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Como el término C’fOT Jo, 2N €W |ag|dzdt > 0, se tiene

T ,1 T
(A1 + A2 By 2= C [ [ @NeloPlauldodt—C [ [ NP for| dods
o Jo 0 Joo
T r1
+ / / §* NN | avpddt. (3.103)
o Jo
Usando que n € C4([0,1]) en la ecuacién anterior, podemos decir que

T 1 T 1 T 1
'/ / 52A5nm|¢12atdxdt’ g/ / $2NE |17m||¢1|2|at|d:vdt§0/ / SENEP|? || dadt,
0 0 0 0 0 0

por lo que sustituyendo en (3.103), y usando (3.83) obtenemos
T 1 T
(A1 + A Ba)paiy = =C [ [ @NeloP il dodt —C [ [ 360 oo ducs
0 0 0 Oo
T 1
—C/ / SEAEY|? || dadt
0 0
T 1 T
> —CT/ / 52A2§3]¢2dxdt—CT/ / $2N2E3 |2 dadt
0 0 0 Oo
T 1
- OT / / $2AE3 || 2 dadt,
0 0

donde el término —C [ [ s?A2€3|¢[2dzdt absorbe a —C [ [} s2A&3[y[2dxdt, si A > C, y por
lo tanto

T 1 T
(A1 + A2, B3) 2y > — C/ / S2N2E3 2 dadt — C/ / SPN2E3 | Pdadt.  (3.104)
0 0 0 Oo

4. Calculando el término (As, B1) 2 (g se tiene

T /1
(A3,Bl)L2(Q)—/O /0 32)\2‘52 ’%FWM dxdt

LTty am 2 2
—5 | [ SR md (), dor
o Jo
Integramos por partes este resultado para obtener

11222 2 2|1 1T122 2 (42 2
(s By =5 [ NE ML WE] o5 [0 [ 3 (), 0P dwa

(Y e 22T Tt o 2 2
=5 | SNE P P| do- SN | &0 dedt. (3.105)
0 t=0 o Jo
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t=T
A continuacién analizaremos el término 3 fol $2A2€2 |, |? W\Q‘ dx de la ecuacién (3.105). De
ahi observamos que las variables dependientes de ¢ son £ y 1, por ello nos enfocaremos en
desarrollar el término £21? por separado. Entonces de las ecuaciones (3.45) y (3.46) se tiene
que

e4>‘H77Hoo—E>‘(2”WH00+77(I)) 2

ACllleotn@) \ \ 2 —s . A2[nllsc+n())
2 _ —sa [ € _ HT=t) €
()" = (qe < HT — 1) )) -9 < ) ( HT — 1) )

Dado que ¢ € C*([0,1]), entonces |¢| < ||¢|lo, ¥ de la ecuacién anterior se tiene la siguiente
desigualdad

e4>\HnHoo76)‘(2”"7|‘oo+7](z))

s -0 A@llootn(2))

Ademads sabemos que n(z) < ||7]|o0, por lo tanto A(2[|1||lco+1(z) < A2]|0|lcc+7loc) = 3AIN||00s

lo que implica
—AClnllcotn(@)) > 3Anlloo

Sumando el término e**"lle y multiplicando por s > 0 en ambos lados de la desigualdad
anterior tenemos que

s (e4>\Hn||oo _ ex(2||nuoo+n<x))> > (eunnnoo _ €3A||nuoo) < 0.
Fijaremos n(x) y haremos la siguiente denotacién temporalmente

{1 =s (64/\||77Hoo — e/\(Z\\nlloo+77(x))) ’
£ = [l oo P+,

con f1,0s > 0. Sustituyendo en la desigualdad (3.106) se tiene

_on \?
(v€)? < m (3.107)
Ahora tomaremos el limite cuando ¢t — 07
/ eif(Tlil*f) i
tE\%IJr(wg)Z = tE%I-F 125(117—75) ’ (3-108)

y desarrollaremos para el miembro derecho de la desigualdad (3.108), entonces

£ £
 lpe T . ly _eTETD b [ i
Iim ——— = llIm ——— Im —— | = =1 lim ? )
t—ot (T —t) t—o+ (T —t) t—0+ t T \ t—so+ CHTD)
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Aplicando la regla de I’'Hopital se tiene

£
, ng_t(Tl—t) 52
Iim ——— = —= — 4
t—0t t(T — t) T t—0t %em

51
(T — t)2 75
t—ot  L1(T — 2t)

4 _ 4
=2 lfm ¢ @t
1 \t—0t+

_ b (e (mor D)

1

y dado que lim;_,o+ % = 00, entonces, de la desigualdad (3.108) se tiene que para T' > 0

lim (€)% = 0. (3.109)

t—0t

A partir de la desigualdad (3.107), tomaremos ahora el limite cuando ¢ — T~ entonces

2

4
T (T 1)
lim (€)% < lim bee

B 3.110
t—T— T tT- t(T — t) ( )

Desarrollando el miembro derecho de la desigualdad (3.110) tenemos

4 4
e AT b e b @
lim ———— = ( lim — lim == | lim 7 .
t—17- t(T —1t) t—>T— 1 t—>17- (T —1) T \t—>1- F(Tl—t)

Aplicando la regla de ’'Hopital se tiene

__4 0 1
Y A (7(T—t)>

lim —— = lim 7
t—T— t(T — t) T t—T— Qem
ot
__ 4
0y ) e  WT

2y e
T \ o7 00(T — 21)

14 __4a
=—2( lfm e @0
fl t—T—

- (1
— _é (6T1<hmt—>T— (Tlt)>> ,

y dado que lim;_,q+ (Til_t) = 00, ya que T'—t > 0 para valores de t que estan justo a la izquierda
de T = t, entonces, de la desigualdad (3.110) se obtiene que para T > 0

lim (4€)* = 0. (3.111)

t—T—
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Por los resultados de las ecuaciones (3.109) y (3.111) se sigue

t=T
dz = 0.

t=0

1 1
5 [ SRl P
0

Sustituyendo este resultado en (3.105) y de la desigualdad (3.86) tenemos

(A3, B) 12 = / / SN [y €012 dodt
> —CT/ / SAZE g |? | |? dadt.
o Jo
Por la Hipdétesis 3.3.1 sabemos |n,| > 6 en Z = 3 Cjs tal que — |n,| > —Cjs en Z, por tanto
T T
(A3, B1)2(g) = —C/ /82A2§3y¢\2 dxdt—C/ / SEN2E3 |2 dadt
0o Jz 0o Joo
T
+C/ / 2 A2EY)? dadt

0 Oo
T 1 T

> —0/ / SZN2E3 |y dwdt+0/ / S2N2E300|? dudt. (3.112)
o Jo 0o Joo

5. Para el término (As, By) 2 () tenemos

(A?n BQ)L2 Q) — / / ¢t¢mm dzdt, (3113)

Integraremos por partes este resultado, entonces

Z:) = /OT /01 (V1) o dadt.

Integramos por partes el segundo término del miembro derecho de la ecuacién anterior, enton-
ces, dado que ¥ = e *%q(x,t), g =0en I' x (0,7, se tiene

T
(2. o)y = | v

1 T 1
s /0 /0 (1), dadt. (3.114)

T =
(A3,B2)L2(Q)=/D Yy

Intependente al resultado anterior, también podemos decir que

(A3, B2) 12y = //dft%xdﬂﬁdt

B /0 VY - dm - /01 /OTw(i/)t)m dtd.
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Recordando que 1) = e %%q, y ademéas o 1 400, conforme t — 07, t — T~ | se implica
lim getp = lm thgetp =0,
t—0t+ t—T—

por lo tanto

(A3, Ba)12(q / / Y (Y1), dtd. (3.115)
De las ecuaciones (3.114) y (3.115), se tiene
T r1 T =1
2/ / (V1) g ¥ dadt = —/ Yibe|  dl. (3.116)
0 0 0 =0

Luego por (3.115) y (3.116) se da la siguiente igualdad

T 1
2 (A, Ba) 2y = 2 /0 /0 (), dadt,

y sustituyendo en (3.116) obtenemos

r=1
dt.
=0

T
—2(Ag, By) gy = — /0 et

Luego de (3.113) se sigue

(A3, B2) 12 / / Yippdrdt = /OT%%

Del Lema 3.3.2, sabemos que ¢ € C*4([0, 1] x [0,77]), entonces para t € (0,T) se tiene

q(0,t + h) — q(0,t
(1) g = Jim LT Z0O1)

=1

dt. (3.117)
=0

Puesto que g =0 en I' x (0,7, entonces

q(x,t)|,_o = 0.

Luego ¢:(0,t) = 0 en (0,7), y por continuidad ¢;(0,¢) = 0 en [0, T]. De igual manera se tiene
que

Qt(ﬂf t)| — lim (Lt + h) B Q(lat)
) =1 —

h—0 h =0,

entonces ¢:(1,t) = 0 en [0,T]. Por lo anterior y por la ecuacién (3.77), se implica que
1/175(337 t)‘z:O = efsa(o,t) (qt(o’ t)) - Seisa(o’t)q(ov t) (at(ov t)) =0,

y también
Yo, )] oy = € (qu(1, 1)) — se™**Bg(1,1) (au(1, 1)) = 0.

Por lo que sustituyendo estos resultados en la ecuacién (3.117) se llega a que (A3, B2) r2Q) = 0-
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6. Finalmente estimaremos el término (As, B3)2(q), es decir

1 T
(A35B3)L2(Q) = / / Satlﬁtw dxdt
0 Jo
1 1 T
= 2/0 /0 say (W\Q)t dxdt.

Integramos por partes este resultado, entonces

t=

T 1 LT
dxdt — = / / sa [Y|*ddt.
2Jo Jo

1 1
(Aa. B)yaioy = 5 [ sl
0 t=0

Como v = e 5%q,y ademds « 1 +oo, conforme ¢t — 07, ¢t — T~
lim ¢ = lim ¢ =0,

t—0+ t—T—

de ahi que
1 1 T
(A?), BB)LQ(Q) == —2/ / SOéttW}‘QdCEdt.
0 JO

Por la desigualdad (3.85) se sigue

T 1
(A3, B3) 2y > —c/ / s&3|h A dadt. (3.118)
0 0

7. Ya que hemos estimado una cota para cada uno de los sumandos del término 2 Zf’ =1 (Ai, Bj),
ahora juntaremos todo.

Sumamos entonces las ecuaciones (3.91), (3.98) y (3.104) tenemos

T 1 T
(A1 + A, Bi + By + B3)2(g) > c/ / SN Pdadt — 0/ / SN P dadt
0 0 0 Oo

T 1 T
+C/ / s)\2£]1/1x|2d:1:dt—0/ / SAZE [, |? dadt
0 0 0 Oo

T 1
_ 4 234£2Y [,/,2
C/D /O(s)\§+s/\§)]1/1]dxdt

T 1 T
—c/ / 52>\2§3]1/;\2dxdt—0/ / $2N2E3 A dadt.
0 0 0 Oo

Donde CfOT fol s3A*¢3|¢|?dxdt absorbe a los términos —C fOT fol (AT + $2N1E2) Y2 dadt y
—C [T [ 22263y 2dud.
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Ademéas —C fOT Jo, 8N € p[*dxdt absorbe a —C fOT Jo, $*A*€[|*dxdt, entonces

T 1 T
(A1 + Az, Bi + By + B3)2(g) > c/ / SSNE |2 dadt — c/ / N3P dadt
0 0 0 Oo

T 1 T
+C/ /s)\2§1/1x12da:dt—(}/ / SAZE |,|? ddt.
0 0 0 Og
(3.119)

Sumando las ecuaciones (3.112) y (3.118) se tiene

T 1 T
(A3, B1 + B3)r2(g) > — C/ / S2N2E3 P dadt + C/ / $EN2E3 o P dadt
0 0 0 Oo

T 1
—c/ / sE3|y|2dadt,
0 0

donde el término —C [ [} s2A2¢3[¢p|2dwdt absorbe a —C' [ [ s&3|[2dadt, por lo tanto
T 1 T
(A3, B1 + B3)r2(g) > —c/ / 52A2g3y¢\2dxdt+c/ / S2N2E3 | Pdadt.  (3.120)
0 0 0 Oo
Finalmente sumamos (3.119) y (3.120), para estimar
3 T ,l T
2> (45, Bj) 20 220/ / SSNE Y|P dadt — 20/ / SN Y dadt
T 1 T
+2C’/ / s/\2§\zpm\2da¢dt—20/ / SAZE [, |? dadt
0 0 0 Oo
T 1 T
—20/ / 32A2§3\¢]2dxdt+20/ / S2N2E3 || Pdadt.
0 0 0 Oo

El término 2C fOT fol s3\E3|y|?dxdt absorbe a —2C fOT fol $2A2E3|y| 2 dxdt.
De igual manera, —2C fOT fOo s3\1€3|4)|?dxdt absorbe a 2C fOT fOo $2X2&3|yp|2dxdt, por lo que

3 T 1 T
2)° (Ai, Bj) 12(q) zc/ / 53)\4§3w|2d;1:dt—0/ / SSNE3 o2 dadt
0 0 0 Oo

i,j=1
T 1 T
+C/ /s/\2§|¢x\2dxdt—0/ / SAZE by |? dadt,
0 0 0 Oo

que es la cota que se deseaba estimar. O

En el siguiente lema se acota superiormente la ecuacién (3.87).
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Lema 3.3.4 Sea la ecuacion (3.87). Bajo la Hipdtesis 3.5.1, entonces

95172 <c// 2d:cdt+C// sPNAE2 2 dadt, (3.121)

DEMOSTRACION. Por la ecuacién (3.69) sabemos

a2
||gs>\||L2(Q = Hg+3)‘nmc£¢ SA \ﬁx’ 5¢‘L2(Q

donde haremos la siguiente notaciéon temporal

g1 = 8AN€§Y, g2 = —sA\? ‘7732‘261/}7

entonces

2 2
”98,>\||L2(Q) =llg+an +Q2HL2(Q)
2 2 2
= ll9llz2(q) + l91llz2(q) + 1921720
+2(9,91)2(q) + 2(9, 92) 12(Q) + 2(91, 92) 12(Q)-

Aplicando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young, se deduce

2
951172y <3119l 72(q) + 3 l91172(q) + 3 ll92ll72(q)

Sustituyendo las variables g1 y go entonces

T 1 T 1
leallisg <3 [ [ Paodrs [ [ 206 e e
0 0 0 0
T 1
+3/ / SN2 |t |02t
0 0

Dado que € C*([0, 1]), entonces

T 1 T 1
Hgs,AHiz(Q) SC/ /dexdt—i-C/ /32A2§2w\2dxdt
0 0 0 0
T 1
+C/ / 2 A2 P ddt,
0 0

donde el término C f(;r fol 52\ €2)1p|2dxdt absorbe a CfOT fol s2X2€2|4p|2dxdt, por lo que

T rl T rl
lgs 1 Z2(q) SC/O /Og2d:cdt+c/0 /032A4§2\¢\2d:cdt.

Por lo tanto hemos estimado la cota deseada. O

Ahora enunciamos el siguiente corolario, en cuya demostracion se calcula la desigualdad de
Carleman.
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Corolario 3.3.5 Sea la ecuacion (3.87). De las desigualdades (3.88) y (3.121) que satisfacen
la Hipotesis 3.3.1, se sigue la desigualdad de Carleman (3.47).

DEMOSTRACION. Por la ecuacién (3.87), y las desigualdades (3.88), (3.121) podemos decir

T 1 T 1
463y + 1BV +C [ [ sxetudatevc [ [ oxteupanar
T 1 T
—C/ / 3A2§\w$\2daﬁdt—0/ / sSAAE3 | P ddt
0 Oo 0 Oo

T 1 T 1
<C / / g% dxdt + C / / SPNE2 2 dadt,
0 0 0 0

de donde se sigue

T 1 T 1
||A¢||22(Q)+||B¢H§2(Q)+c/ / sAZe ]¢x|2dxdt+0/ / sPALE3 |2 ddt
0 0 0 0

T 1
-C / / s2NE2 o P dadt
0 0

T 1 T 1 T
< C/ / g dxdt—IrC/ / 3A2§|¢I\2dxdt+c/ / SN |2 dxdt.
o Jo 0 JOo 0 JOo

El término [) [ s*A1€3[|2dadt absorbe a O [ [} s2X%€2|¢[2dzdt, por lo tanto
T 1 T 1
1A% (|72 + 1BYII72(g) +c/ / 5A25\¢x12dmt+c/ / SPALE3 |2 ddt
0 0 0 0

T 1 T 1 T
< C/ / g> d:cdt—l—C/ / 3A2£|¢x|2dazdt+0/ / SN P dadt, (3.122)
0o Jo 0 JOo 0 JOo

para todo A > C.

Partiendo de la desigualdad (3.122) vamos a calcular la desigualdad de Carleman (3.47).
Con este fin, acotaremos al término || By||3, (@) Para ello de la ecuacién (3.68) observamos que
se implica la siguiente igualdad

Uoz = B — 22262 0 — sau).

- . L 1.1 ,

Multiplicamos ambos lados de esta ecuacién por el término s~ 2£~ 2. Ademéds nos percatamos
1 7 — . . .

de que 72,671 < oo cuando t — 01 6t — T, es decir se mantiene siempre acotada. Entonces

SR e = 5TRE I BY — sINE |y - 526 2oy
Tomamos la norma L?(Q) al cuadrado en ambos lados de la igualdad anterior

2

[sbe 3|, o

= [s e 2 By - 223 Py - she oy

2
2(Q)’
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y hacemos la siguiente notacién temporalmente
1,1 3.9.3 2 1,1
932825 QB% 942_52)\ 52 |773U| Qba 95:_525 20‘“/}’
por lo que
2

1. 1
|72 3,

2
) 193 + 94 + 951|720

= ”g3||2L2(Q) + ”94||2L2(Q) + ”95“%2(Q)
+2(93,94) 12() +2(93, 95) 120y + 2 (94, 95) 12(g) -
Por la desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young se tiene que

1 1 2 2 2
|53 5|, <3BllosliFag) + 3 ll9aliacq) + 8 lgslliece

2
L2(Q)

Sustituimos g3, g4, g5, entonces

2 4 ! 1 1 2 4 ! 4 4 2
53/ / s~ By da:dt+3/ / SSNE |t [P dadt
L2(Q) o Jo o Jo
T 1
+3/ / SE7Y ey |? [0)?dadt. (3.123)
0 0

Analizamos cada sumando por separado. Sea C' > 0, entonces para el primer término se tiene

T 1 T 1
3/ / sLeY By 2dwdt < c/ / s~LeY By 2dwdt = C"
0 0 0 0

Para el segundo término, dado que 7 € C4([0, 1]), entonces

T 1 T 1
3/ / $NEB | |02 ddt < C’/ / ¢8| dadt = C"
0 0 0 0

Para el tercer término se tiene

T 1 T 1
3/ / s& 1 ay)? [0 Pdadt < 0/ / s€7 o |? [¢|2dadt.
0 0 0 0

Usando (3.83) tenemos

(Bt

3 1 2
s3¢ 2B¢HL2(Q). (3.124)

2
S%)\Qfgi/JHLQ(Q). (3.125)

T 1 T 1 2
C/ / sgl\at|2]1/1]2dacdt§CQT2/ / 353\¢|2da:dt:C‘ 5§§%¢‘ . (3.126)
0o Jo 0 Jo L2(Q)
Juntamos (3.124),(3.125) y (3.126), entonces sustituimos en (3.123) para obtener
1,1 2 1.1 2 3 3 12 1.3 |2
T2 200y, <Cl|s 26 2B C) 2\%¢3 C’ 282
HS Y L2(Q) HS e w‘LQ(Q)—i— . 52w‘fﬂ(Q)—i— Szgw}‘fﬂ(@)

1.1 2 ot
:C’Hs B¢ 23¢‘L2(Q)+C/0 /O $3Ae3 || 2dadt

T 1
+ C/ / sE3 Y| dadt.
0 0
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El término C’fOT fol s3\1¢3)y|?dxdt absorbe a C’fOT fol s€3|ah|?dadt, entonces

T 1 2 T 1
/ /3151 o] ddt gCHs*%(%sz’ +C/ /33/\4§3M2dmdt. (3.127)
o Jo L2(Q) o Jo

Por el Lema 3.3.2 se tiene que, s > CT? = s~! < C~!'T~2, y si multiplicamos ambos lados
de esta desigualdad por ¢! obtenemos

slel <ot
Sustituimos £ como en la ecuacién (3.46)
sl < CTIT 2T — t)e MInllotn(@) < o124 (T — ) Clnlleotn(®))
y como n(x) < |||, entonces ellleetn(@) < ACnlleetlnl) = ¢
st <o Ti(T - 1) 0. (3.128)
Ahora analizamos la funcién t(T" — t) por separado. Tenemos que

tT —t) =T -2t

SiT—-2t=0=t= %, por lo que la funcién ¢(T" — t) alcanza su méximo valor en ¢t = %, lo
que implica, max (¢(T' —t)) =L (T — %) = TTZ. Sustituyendo en (3.128) tenemos
T2
sl < C‘lT‘2ZC‘1 =C, (3.129)

por lo que la desigualdad (3.127) queda de la siguiente forma

T 1 T 1
[ [ a6 ol dode <C1Bula g+ © [ [N P ana,

que es la cota para el término ||B?l)”%2(Q) que se deseaba encontrar. Sustituyendo este resultado
en (3.122) se tiene

T 1 T 1
||A¢||%2(Q)+/ / s e |¢m|2dmdt+0/ / SA2E |1, |? dacdt
0 0 0 0

T 1 T 1 T 1
+C/ / 33A4§3\w\2dxdt§0/ / g2+c/ / SAZE [, |? dadt
0 0 0 0 0 Oo
T
+C / / SSNAE |y dadt. (3.130)
0 Og

Ahora encontraremos una cota para el término C fOT féo sA2E \1/196|2 dzxdt. Para ello lo multipli-
camos por la funcién p € C°(0), tal que p =1 en Op, con 0 < p < 1,y Op CcC O C (0,1).
Entonces

T T
C / / SAZE e |? p dadt < C / / SN2 Eppibep dadt.
0 Oo 0 (@]
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Integramos por partes el miembro derecho de la desigualdad anterior. Dado que p = 0 en
I'o x (0,T), donde I'p denota los puntos de frontera del conjunto O, se tiene que

C / /O SAZE |? pdadt < —C / / (piy), ¥ dudt

<-C /O /O SAN2Eppthp) dadt — C /0 ! /O SN2 p€phpth dadt

-C /0 ' /O SAZEPyath dadt.

Por la ecuacién (3.60)

T T T
C / / SNZE W] p dadt < —C / / SAN2Epaihpt) dadt — C / / SAN3Epnpath dadt
0 O 0 O 0 (@]

T
-C /0 /O SAZEPpaty dadt, (3.131)

donde haremos la siguiente notaciéon temporal

(

=-C / / SN2 puippth dxdt
=-C / / SAN3Epnpbath dadt
=_C / / SNZE gty dadt.,

\

Integramos por partes Hy. Dado que p, =0 en I'p x (0,7), y por (3.46) se tiene

T
H =C / / SN3Engpa|pPdadt.
0 (@]

Luego, como 7 € C*4([0,1]) se implica

T T
Hy| < c/ / SN3E [na | pal |0 2ddt < c/ / SA3E | pal [0 2t (3.132)
0 O 0 O

Integramos Hs por partes. Dado que p =0 en I'p x (0,7, y por (3.60) se tiene

T
Hy :0/ / sAYEp [ne|? |02 dasdt.
0 @

Luego, como 7 € C*4([0,1]), se implica que

| Hy| = ‘ / /5A45p|77x! W|2dxdt‘ <c/ /SA4£p|w| ot (3.133)
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Por las desigualdades (3.132) y (3.133), y puesto que p =1 € Oy y Oy CC O, se tiene

T
|Hy| + |Ho| < C / / (sA3€ + sA1E) |y [*dadt. (3.134)
0 0

Ahora acotemos por arriba a |Hs|, es decir

|| = ‘ e / / N2 it d:cdt'<c

(572 2 phe, s X263 00

L2(0x(0,1)|
Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Young, entonces
T T
|Hj| < ac/ / sTY T [hgn|? dadt + C’UC’/ / A pl P ddt, (3.135)
0 @) 0 o

donde la constante C, depende de o > 0. Sumando las desigualdades (3.134), (3.135) y susti-
tuyendo en (3.136) se tiene

T T
C/o /(90 A€ [yal"p dudt <C /0 /O (sA%€ + sX'€) [ [*dudt

T
+UC'/ / silgflph/}m]Qda;dt
0 @

T
+C/ /53A4§3p|¢|2dxdt.
0 @]

El término C’fOT [0y 2A1E3p|1p|?dxdt absorbe al término C’fOT Jo (sA3¢ 4+ sA%E) [¢|?dadt. Lue-
go, elegimos o = 5, y dado que p <1 con O C (0,1) tenemos

T 1 T 1 T .
C/ / SAZE |1 |? p dadt < / / sTie! lwmlzda:dt—i—C/ /S3A4§51¢12dxdt.
o Joo 2Jo Jo o Jo

(3.136)

Aplicando este resultado a la desigualdad (3.130) se tiene

[ // s haa | dacdtw/ /8>\2£|¢z\ dwdt
+C/ /33A4§3\¢|2da:dt§0/ /g2da:dt+C/ /33A4§3\zp|2da:dt
0 0 0 0 0 O
1 T 1 T
+/ /5—15—1 |1,Z)M|2dxdt+0/ / SSAE3P dadt.
2 0 0 0 O

El término CfOT Jo >N W|2dadt, absorbe a CfOT Jo, 8°X*E} W [*dzdt, puesto que Og CC O.

Ademsds restamos en ambos miembros de la desigualdad el término % fOT fol sTlet WJMQ dxdt,
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entonces obtenemos

1 T 1 T 1
[Ailiagy 5 [ [ 56 Wl dede+ [ [ i daar
T 1 T 1 T
+c/ /53A4g3|¢|2da:dtgc(/ /dede/ /s3>\4§3\1/z|2dxdt>. (3.137)
0 0 0 0 0 ]

Ahora acotaremos por debajo el término HA@Z)H%Q(Q). De la ecuacién (3.67), se implica la si-
guiente igualdad

by = AY + 25X | ¥ + 25MEN .

. . . L 1,1
Multiplicamos ambos lados de la ecuacién anterior por el término s~ 2£™ 2, entonces

§TIE Ty = 5TIETTAY + 253023 o] + 283 AE3 ide

Tomamos la norma al cuadrado en L?(Q) de ambos lados

11
2 2
HS § 2y Lo

11 Lig,l 12 VT
:HS 2672 A + 282 X762 || ) + 252 A2,

Q)

Como se ha aplicado antes, por ejemplo en la ecuacién (3.123), por la desigualdad de Young

se tiene que
T 1 T 1
‘ 33/ /s—lg—lAW dz:dt+6/ /s)\4§|nx|4|z/}|2dxdt
L2(Q) o Jo 0o Jo

T 1
+ / / A28 | 105 2 dacdlt. (3.138)
0 0

HS_%E_%%

Analizamos cada término por separado. Para el primer sumando se tiene

// 1 1\A¢|2dzdt<0// LY AY|? dadt = CHS S 214@0‘

£2(Q)

Para el segundo término, dado que n € C4([0, 1]), entonces

/ /S)\4§\77x\ 1| da:dt<C/ /SA45|¢| dwdt = C"

De igual manera, para el tercer sumando tenemos

T 1 T 1
/ /s)\2§|nx|2|¢x|2d:cdt§/ /sA2§]w$|2da;dt:C’
0 0 0 0

Juntando las tres desigualdades anteriores y sustituyendo en la desigualdad (3.138), obtenemos

s2A23 w(

£2(Q)

INE2Y ?
i “ll2 @)

<CH3 3¢ 2A¢‘

+c]

st ., o s%Vf%wH;( +Ojsirgh o
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De ahi que
T 1 5 N L T 1
/ /slgl o |2 dadt §C’Hs’5€" +C/ /s/\4§]z/12d:vdt
o Jo 2(Q) o Jo

L
T 1
+/ /s)\251/1x|2dxdt.
0 0

Por (3.129) sabemos que s~ ¢~ < C, por lo tanto

T 1 T 1
s | P dadt <C||AY|22 0y + C SN2 dadt
0 0 (Q) 0 0

T 1
+/ / SAZE |1 |? dadt.
0 0

Sustituyendo la desigualdad anterior en (3.137), se tiene

// T il dadt 5 // e |l dxdt+c/ /s)\QEI%I dudt
+C/0 /033A4§3\¢\2d:cdt§0</0 /OQdedt—i—/O /(933/\4§3M2dxdt). (3.139)

Acotaremos por debajo a los tres primeros sumandos de la desigualdad (3.139). Comenzamos

encontrando una cota inferior para el término fOT fol sTle |1j}t|2 dxdt. Para ello recordemos la
ecuacién (3.77), es decir

— —Sx —SQ _
Yr=e€"q —sap = e ""q = P + sauth.
o . . . .. _1._1
Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién anterior por el término s~ 2£™ 2, entonces
1.1 _1.1 1.1
sT2ET2e M =57 28 2P + 528 2y,

y tomamos la norma en L?(Q) al cuadrado

:Hs 25 21/1t+s2£ 20&7&@1}‘

11 oo 112
s 28 ze My

L*(Q) £2(Q)

Aplicamos las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young para obtener

+2‘

1 1
s 2 2% < 2HS 3672 ‘ s2 2a ‘
H £ qt § 2 2@ 2y @)

:2/ /5—15—1 wtﬁdmtu/ /5—15—1 || [ ddt.
0 0 0 0

Por la desigualdad (3.83) se tiene

T /1 ) T /1 T /1
/ / sie ! ‘e_sa‘ |qt|2dxdt < C/ / ste ! |1,Z)t|2dxdt + C/ / 8_1£3|1,Z)|2da:dt.
o Jo o Jo o Jo

L*(Q)
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Por lo tanto, de la desigualdad (3.139) se sigue

o ) P T 1
/ / s e i Pdwdt + C/ / s | dadt + C/ / SN [, |* dadt
o Jo 0 Jo o

T 1 T 1 T
+C / / SN Pdadt < C( / / g*dxdt + / / 53)\4§3|¢]2dxdt>. (3.140)
0 0 0 0 0 @

Acotamos el término CfOT fol SA2E 1| dzdt de (3.140). Entonces por (3.72) sabemos

Ve = € e + 5NN = eV = Yu — AN,

. : L . _— 1.1
Multiplicamos ambos miembros de la ecuacién anterior por el término s2 A£2, entonces
1.1 _ 1.1 3.9.3
52X ze sanZSQ)‘wiz_SQAZéan@b,

y tomamos la norma L?(Q) en toda la ecuacién, por lo tanto

Aplicamos las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young, entonces

2 1.1 3 3 2
< 282829, 2% 'z
| 12(Q) [stxet SN ey 12Q)

T 1 T 1
:2/ / s>\2§|z/112d:cdt+2/ / SPALE 2 w2 ddt.
0 0 0 0

Dado que 1 € C*([0,1]), se tiene que

T 1 9 T 1 T 1
/ / SA2E e |qx]2da:dt§0/ / s)\2§1/1x]2d:cdt+(}/ / sSALE3 Y| 2 dadt.
0 0 0 0 0 0

Entonces, por la desigualdad anterior, de (3.140) se sigue

T 1 9 T 1
/ /5—15—1\6—“*\ |qt|2dxdt+0/ /5—15—1\¢xz\2dmt
0 0 0 0

T 1 T 1
+/ / s)\2£|e_5a|2qx|2d1:dt+0/ / SPAE3Pddt
0 0 0 0

T 1 T
gc(/ / g2dmdt—|—/ /33A4§3\¢\2dxdt). (3.141)
0 0 0 @]

Por tltimo encontraremos una cota para el término C fOT fol st |1/)ocx\2 dzxdt. Entonces, de
(3.76) se tiene que

Db =)
s e - =
E L?(Q)

101 3. 9.3
STAETh, — 53N gznxw)

2
2@Q)

1.1
5\ £5 o5
§2087 ey

2
+2 ‘
12(Q)

wx:v = eisa%c:c + SAﬁnzeisaCIx + 8/\5%% + S)‘én;rxw + S)‘Zf !%|2 Y,
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y sustituimos la variable ¢, en el término s\{n,1, de la ecuacién anterior como en (3.72),
entonces

Vow = € " qua + 28NNz " qr + 32>\2§2|77w|2w + sAENwa ) + 5)\25 |779£|2 P,
lo que implica

e_sa(hz = Vg — QSASUIG_SQQI - 52)\2§2|77x|2¢ - S)‘£77155¢ - 5)‘25 |77:c|2 .

o ., . P _1,..1
Multiplicamos ambos lados de la ecuacién anterior por el término s~ 2£™ 2

STRE Be g,y = 5T 2E 2y — 252 AER e Vg — 52 A2E3 |12 h— 5T AE R path— 52 AZER |2 0,

y tomamos la norma en L?(Q) al cuadrado en toda la ecuacién anterior

2
HS_%g_%e_saq‘rx 12(Q) = HS_%E_%q/}xm - 28%/\5%%6_80‘% — 8%)\2£% |77x|2¢

A g — PN [

£2(Q)’

Hacemos la siguiente notacién temporal

11 Lyl 34203
g6 = 5 3E Hhua, g7 = ~252NE3npe Cqn, g5 = —s3 A2 |7,
1 1 1 1

9o = —52 N3 Naat), gr0 = —52 A2 [n,[* .

Entonces se tiene que

U 2 2
HS P2 a0 = 196+ 97+ 95+ 90 + g10ll12(q) -

Por la desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Young se tiene que

< 596l z2(q) + 5 1970172y + 5 llosllZz(q) + 5 lgalliz(q) + 5 lg10l72(q)

bt
Qrz 12(0)

Dado que 1 € C*[(0,1)], entonces

T r1 9 T r1
/ /slgl}esa\ |G| dadt gc/ /5151 [Vae|* davdt
0 0
+C/ / s)\2§‘e s |qx| dxdt

T 1
+C/ / 33A4g3|¢|2dxdt+c/ / SN2 dadt
0 0 0 0

T 1
+C/ / sAAE || 2 dadt.
0 0
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Agrupamos términos semejantes para obtener

T 1 9 T 1
/ / sTHETH e que | dadt <C / / s g |? dadt
0 0 0 0

T 1 9
—I—C/ / s\ ’e_so‘{ || dzdt
0 0
T 1
+C / / (s°A1E3 + sAZE 4 sA2E) [P dadt.
0 0

Hacemos el cambio de variable para v, g como en (3.58) para (3.141), y de desigualdad anterior
se sigue

T 1 T 1
/0 /0 U e (b2 + g ) dvdt + /0 /0 A2E]e0 2 g, 2 dadt

T 1 T 1
+/ / SN e 2 g dadt < C (/ / €752 gt 4 qua|*dzdt
o Jo o Jo

T
+/ /33/\453\w\2dmdt>.
0 @]
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Conclusiones

En esta tesis se demuestra la controlabilidad a cero de la ecuacién de calor en dimensién
uno con condiciones de frontera tipo Dirichlet homogéneas a través del método de unicidad
de Hilbert, el cual adapta el sistema (3.1) al sistema adjunto de minimizacién sin restricciones
(3.2). Este método utiliza dos herramientas mateméticas principales. La primera es el funcio-
nal (3.6), que satisface el Lema 2.2.5, por lo que este funcional tiene un tinico minimo. La
segunda es la desigualdad de observabilidad (3.7). Estas dos herramientas demuestran que el
problema de controlabilidad a cero es también un problema de optimizacién, y ademas, hemos
probado a través de ellas, que si el sistema adjunto (3.2) es observable, entonces se implica la
controlabilidad a cero para la ecuacién de calor.

Por otra parte, hemos demostrado la desigualdad de observabilidad (3.2) a través de la des-
igualdad de Carleman (3.47) y usando el Teorema 1.2.13. De igual manera damos la prueba de
la desigualdad de Carleman usando como herramientas principales la identidad de Carleman
(3.70), y las estimaciones con peso mostradas en la Seccién 3.3.3. Toda esta teoria, junto con
los Teoremas 1.4.6 y 1.4.7 son el soporte para probar que la ecuacién de calor es controlable a
cero.

Adicionalmente, en el Capitulo 2 aplicamos el método de unicidad de Hilbert a un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias en dimensién finita para dar una introduccién a las he-
rramientas que se emplean en el control de ecuaciones diferenciales parciales. Esto también
proporciona una analogia entre la teoria de control clasico y la teoria de control para ecuacio-
nes diferenciales parciales. Concluimos entonces que plantear un control para un sistema de
EDPs es mas complejo, y viene dado en un sentido més débil, que para un sistema de EDOs.

En un trabajo futuro se plantea solucionar el problema de la controlabilidad a cero de
la ecuacion de calor en dimension—n y extenderla al caso estocastico para resolver problemas
relacionados con nociones de economia y teoria de juegos, como los planteados por H. von Stac-
kelberg en [AFCS15]. Estos problemas incluyen extender las herramientas abordadas en esta
tesis a herramientas estocdsticas, como la férmula de It6 para la integral estocastica, teoremas
de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales parciales estocédsticas y estimaciones de
Carleman estocasticas.
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