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Resumen

La robética ha adquirido un papel importante en la sociedad en los iltimos
afos. Su utilidad va desde mejorar la eficiencia y seguridad en procesos de
manufactura de una gran diversidad de productos, a ayudar a las personas en
labores domésticas. Es por eso que los mecanismos robéticos son parte de nuestro
entorno actual y su protagonismo promete crecer a pasos agigantados en un futuro
cercano. A la par del crecimiento de la robética, surge la necesidad de esquemas de
control y modelado que permitan a un mecanismo robético realizar su tarea con
robustez y precisién. Los esquemas de control deben ser capaces de controlar un
sistema altamente no lineal, con incertidumbre en el modelado y perturbaciones
externas, propiedades inherentes de un robot en la vida real.

El modelado de los mecanismos robéticos utilizados en esta tesis se desarroll6
bajo el esquema del dlgebra geométrica conformal. Esta 4lgebra permite expresar
entidades y transformaciones geométricas de una forma compacta y simple. La
dindmica, cinemdtica directa, diferencial e inversa de un robot son ecuaciones
obtenidas de las relaciones geométricas que poseen los elementos de dicho
mecanismo, lo que perfila al dlgebra geométrica conformal como la herramienta por
excelencia para obtener este tipo de modelos.

Los modos deslizantes se han establecido como una excelente metodologfa en el
control de plantas con las caracterfsticas antes mencionadas. Entre los algoritmos
de modos deslizantes m4s efectivos se encuentran los modos deslizantes anidados,
modos deslizantes integrales y el algoritmo super-twisting. En este trabajo se
proponen tres controladores continuos y dos discretos basados en estos algoritmos.

Los controladores continuos se disefian para el modelo dindmico de mecanismos
robéticos, y los controladores discretos para su cinemitica diferencial. En el primer
controlador continuo se utilizan modos deslizantes anidados e integrales para atacar
el problema de robustez a perturbaciones no-matched y asegurar la existencia de
modo deslizante desde el instante inicial. En el segundo se combinan los modos
deslizantes anidados con el algoritmo super-twisting para darle més suavidad a las

sefales de control en lazo cerrado. Y en tercer lugar se propone un controlador que



reine las ventajas de los tres algoritmos para obtener una sefial de control suave,
con magnitud reducida y que sea robusta a perturbaciones matched y no-matched.

Por otra parte, los controladores discretos propuestos son se basan en modos
deslizantes integrales y el algoritmo super-twisting. El primero tiene como objetivo
disminuir las ganancias de las sefiales de control y el segundo en obtener una ley de
control continua que evite el efecto chattering discreto. Los anilisis de estabilidad
bajo el enfoque de Lyapunov se presentan para los algoritmos propuestos.

Finalmente, se muestran resultados en simulacién para todos los controladores
propuestos usando los modelos obtenidos por medio del algebra geométrica
conformal. Adem4s, se muestra la implementacién en tiempo real de los controles
discretos, los cuales se apoyaron en un sistema de visién estéreo y en un algoritmo
de segmentacién por color para guiar el mecanismo robético.

Dichos resultados muestran la eficacia de los esquemas planteados en el control

de mecanismos robéticos guiados por visién.



Summary

Robotics has acquired an important role in society in recent years. Its utility
ranges from improving the efficiency and safety in manufacturing processes of a
wide variety of products to help people in domestic work. That is why robotic
mechanisms are part of our environment and its role promises to grow by leaps and
bounds in the near future. Along with the growth of robotics, arises the need for
modeling and control schemes that allow a robotic mechanism to perform its task
with robustness and precision. Control schemes must be able to control a highly
nonlinear system with modeling uncertainties and external disturbances, which are
inherent properties of a robot in real life.

The modeling of robotic mechanisms used in this thesis was developed under
the conformal geometric algebra framework. This algebra allows the representation
of geometric entities and transformations in a compact and simple manner.
Dynamics, direct kinematics, differential kinematics and inverse kinematics of a
robot are obtained from the geometric relationships between its elements, which
outlines the conformal geometric algebra as an excellent tool to obtain these
models.

Sliding modes have been established as an excellent method to control systems
with the aforementioned characteristics. Among the most effective sliding mode
algorithms are the nested sliding modes, integral sliding mode and the super-
twisting algorithm. In this paper we propose three continuous and two discrete
controllers based on these algorithms.

The continuous controllers are designed for the dynamic model of robotic
mechanisms, and the discrete controllers for the differential kinematic model. In the
first continuous controller we use nested and integral sliding mode to address the
problem of robustness to non-matched disturbances and to ensure the existence of
sliding mode from the initial instance. In the second controller we combine nested
sliding mode and super-twisting algorithm to obtain softer control signals in closed
loop. And the third is a controller that combines the advantages of the three
algorithms to obtain a smooth control signal, with reduced magnitude and

robustness against matched and non-matched disturbances.



On the other hand, discrete controllers are proposed using integral sliding mode
and the super-twisting algorithm. The first aims to reduce the magnitude of the
control signals and the second to obtain a continuous control law that avoids the
discrete chattering effect. The analysis of stability under the Lyapunov approach is
presented for the proposed algorithms.

The simulation results for the proposed controllers, using the models obtained
through the conformal geometric algebra approach, are presented. Moreover, real
time implementation of discrete controls are shown, which were assisted by a stereo
vision system and a color segmentation algorithm to guide the robotic mechanism.
These results show the effectiveness of the proposed control schemes for the control

of robotic mechanisms guided by vision.
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1. Introduccidon

En las iltimas décadas hemos presenciado avances sustanciales en el campo de
la Robética, en gran parte debido al desarrollo de hardware y software més
eficientes como procesadores de alta velocidad, interfaces de facil uso y acceso,
sensores de mayor exactitud y precisién, entre otros. Esto ha permitido maximizar
las capacidades de los dispositivos robdticos tales como precisién, exactitud y
rendimiento; ademds de la posibilidad de realizar trabajos de alto riesgo como
manejar residuos qufmicos peligrosos para el ser humano, acceder a lugares de
dimensiones reducidas o ambientes hostiles, o en tareas de alta precisién como
cirugfas apoyadas por robots.

La necesidad de realizar estas actividades ha creado una especial relacién entre
la robética y el control automdtico, permitiendo el crecimiento de aplicaciones de
las técnicas de control automaético en el campo de la robética. Otra disciplina que
también sostiene una relacién directa con la robética es la visién computacional. El
uso de un sistema de visién por computadora permite al mecanismo robético
interactuar de una manera natural con su ambiente, debido a que emula la
capacidad humana de observar una escena y tomar decisiones en base a la

informacién obtenida en mediante dicha observacién. Esta interaccién es muy
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importante para la mayorfa de las tareas que usualmente realizan los mecanismos
robéticos.

La complejidad de los dispositivos robéticos y su potencial de aplicacién han
sido detonantes en el crecimiento del interés de la comunidad cientffica por este
campo, y en el nimero de trabajos que tratan sobre el control de robots, ya sea
aplicando técnicas y algoritmos de control desarrollados en otros campos o creando
algoritmos nuevos.

Entre los robots m4s empleados en la industria se encuentran los manipuladores
robéticos, los cuales consisten de una secuencia de eslabones conectados por
uniones, en las cuales puede existir un actuador (eléctrico, hidraulico, etc.) que
permita el movimiento de los eslabones y el posicionamiento deseado de un
elemento actuador final. No existe una definicién unica de robot manipulador.
Quizss la definicién m4ds aceptada sea la de la International Federation of Robotics
(IFR) [1], que dice:

“Por robot industrial de manipulacidn se entiende a una mdquina de
manipulacidn automdtica, programable y multifuncional con tres o mds ejes que
pueden posicionar y orientar piezas, herramientas o dispositivos especiales para la
realizacién de trabajos diversos en las diferentes etapas de la produccién industrial,
ya sea en una posicién fija o en movimiento”

Esta federacién también ha establecido una clasificacién de robots basada en la
forma en que dicho mecanismo interactia con su ambiente. Las clases son: robot
secuencial, robot de trayectoria controlable, robot adaptativo y robot tele-
manipulado.

El uso de manipuladores robéticos en la industria permite automatizar muchas
actividades normalmente realizadas por el hombre. Estas actividades dependen en
gran medida de las caracterfsticas del manipulador a utilizar como: Grados de
Libertad (GDL), nimero de actuadores, dimensiones de los eslabones y el tipo de
elemento actuador final que pueda manejar.

Entre las tareas que puede llevar a cabo un manipulador se encuentran las
domésticas como cortar el césped, aspirar el polvo de una habitacién, de
ornamento; las de aplicaciones industriales como la colocacién de partes en un

proceso de ensamblado, en la soldadura y el pintado de partes automotrices,




empacado de productos terminados, entarimado o apilado de objetos, el corte de

piezas base, entre otros.

1.1. Planteamiento del Problema

Considere un mecanismo robético que debe realizar una tarea asistido por un
sistema de visién estéreo (SVE). Dicho sistema puede tener varias configuraciones

como las mostradas en la Figura 1.

Camara zquierda

Camara Derecha Objstho Objetivo
L ]
ﬁ x“
a) c)
Figura 1. Sistemas robdéticos asistidos por vision computacional.

En la Figura 1-a se aprecia una configuracién donde el SVE se encuentra
montado en el dltimo eslab6n de un robot de n grados de libertad, y la tarea a
realizar es el seguimiento visual de un objetivo. En la Figura 1-b se aprecia otra
configuracién, la cual consta de un SVE montado en una base movible y
manipuladores robéticos. El1 SVE se encuentra empotrado sobre uno de los robots,
el cual determina la orientacién del mismo, y la tarea es ver y manipular el objetivo
al mismo tiempo. La Figura 1-c muestra un robot humanoide, el cual posee una
configuracién similar a la del centro. Cuenta con un SVE localizado en la cabeza
del robot, un manipulador relacionado con la cabeza y otro manipulador que
representa un brazo. Aqui la tarea es idéntica a la configuracién anterior, sin
embargo, la transformacién entre las bases de los manipuladores es constante para
este caso.

Todas las configuraciones descritas tienen algo en comin: la tarea global puede

ser dividida en dos partes. Primero: el sistema debe localizar el objetivo en la




escena y extraer la informacién que defina la pose del mismo. Segundo: el sistema
debe reconfigurar la estructura de los manipuladores para obtener una pose
(posicién y orientacién) deseada en sus efectores finales. En el caso 1-a, la pose
deseada para el manipulador del sistema se obtiene de tal forma que la orientacién
del SVE esté alineada con el vector de posicién del objetivo, para mantener a éste
dentro del espacio de visién del SVE. Para los casos 1-b y 1-c, la pose deseada para
el otra manipulador se define enteramente por la pose del objetivo, y por cé6mo se
desea que el robot interactiie con el mismo. En otras palabras, para la segunda
parte el problema requiere de un algoritmo de contrbl cuyas entradas sean
obtenidas por el procesamiento de las imdgenes, y su salida sean las poses de los
efectores finales de los manipuladores.

El disenar un algoritmo de control demanda un andlisis de las caracteristicas
fisicas de los mecanismos robéticos; lo que nos lleva a la necesidad de obtener un
modelo matematico de los mismos, para obtener asi, una estrategia de control que
nos permita lograr el correcto movimiento de los efectores finales del sistema.

Sin embargo, en la mayoria de los casos, obtener un modelo exacto de
mecanismos robéticos es una tarea muy complicada o imposible. Esto debido a
factores como:

Dindmicas No Lineales, causadas por las fuerzas centrifugas, de Coriolis y

gravitacionales; las cuales son muy dificiles de calcular.

Variaciones Paramétricas Internas, provocadas por el calentamiento de los

actuadores, desgaste en las uniones.

Perturbaciones Externas, como ruido en los sensores, cambio de masa en los

objetos manipulados o interacciones fisicas (como golpes o empujones) con
elementos del ambiente de trabajo.

Dindmicas no modeladas, debido a la flexibilidad de los eslabones, que suelen

considerarse totalmente rigidos.

Por lo tanto, el algoritmo de control deberd ser robusto ante los factores
mencionados y el algoritmo de visién, el cual lleve a cabo la primera parte de la
tarea, deberd ser robusto a cambios de iluminacién, de escala y orientacién del

objetivo; de tal forma que siempre localice al objetivo en la escena.



1.2.  Algoritmos de Control

Una gran variedad de técnicas y estrategias de control se han utilizado en la
robética, las cuales deben poseer caracterfsticas como: alta robustez, sensibilidad al
ambiente de trabajo, y bajo costo computacional y energético. Ademds, el
algoritmo de control debe implementarse en tiempo real por lo que deberd ser
disefiado en tiempo discreto, o disefiarse en tiempo continuo y aplicarse en forma
digital. Esto debido a la forma que opera una computadora, la cual otorga la
facilidad de poder programar los algoritmos fécil y rdépidamente.

El problema mds comin en el control de robots es el seguimiento de
trayectorias deseadas para la pose del efector final y/o de sus eslabones. Este
problema ha sido estudiado extensamente y un importante nimero de metodologfas
se han utilizado para resolverlo. Entre ellas se encuentran las siguientes:

Linealizacién por retroalimentacién de estado

En este caso los modelos no lineales del sistema se linealizan mediante un lazo
de retroalimentacién, de tal forma que se pueden utilizar técnicas de control para
sistemas lineales. Esta estrategia de control puede encontrarse en forma detallada
en [2], al igual que las tres estrategias siguientes.

PID

Este controlador estd conformado por términos proporcional, integral y
derivativo. El disefio de las ganancias de dichos términos permite manipular la
respuesta en lazo cerrado del sistema tanto en tiempo como en frecuencia. Cabe
mencionar que el uso de este tipo de control es muy popular en la industria [3].

Pasividad

Esta técnica aprovecha la caracterfstica de un sistema pasivo, el cual siempre
consume energfa. Entonces, se utilizan funciones de energfa para el disefio y anilisis
de sistemas de este tipo. La pasividad es una caracterfstica inherente al modelado
Lagrangiano de los manipuladores [4].

Funciones de Lyapunov

En este caso el controlador estd disenado en base del método directo de
Lyapunov, el cual define funciones tipo energfa para disefiar un controlador y al

mismo tiempo demostrar la estabilidad del sistema en lazo cerrado. La ventaja de




esta técnica es que la regién de estabilidad que proporciona el controlador es mayor
que la obtenida utilizando técnicas lineales [5].

Control de Estructura Variable (VSC) Variable Structure Control

En esta técnica la estructura del controlador cambia de acuerdo a algin criterio
para obtener un comportamiento deseado de la planta o sistema a controlar. El
criterio por el cual cambia la estructura del controlador estd basado en funciones de
las variables de estado escogidas por el disefiador. Dentro del VSC se encuentran
los Modos Deslizantes, cuya principal caracterfstica es la robustez que presenta a
perturbaciones externas [6; 7].

Momento de fuerza calculado

Esta técnica consiste en el cdlculo de los momentos de fuerza necesarios para
cancelar las dindmicas no-lineales naturales de la estructura mecdnica del
manipulador, por lo tanto requiere de un conocimiento exacto del modelo del
manipulador, la cual es su principal desventaja [8].

Control inteligente

En este tipo de controladores se distinguen bésicamente 2 tipos: los que se
basan en redes neuronales y los que utilizan control difuso. Bésicamente las redes
neuronales son un sistema que se entrena para emular una dindmica deseada, ya
sea del controlador, del modelo del sistema a identificar, o ambas [9).

En el control difuso se obtienen varios sub-modelos, cuya estructura ofrece
alguna ventaja sobre el modelo inicial (como linealidad) y se disefia un controlador
no lineal en base a este conjunto de sub-modelos como en [10].

Control adaptivo

La idea de este esquema de control es el cambiar las ganancias del controlador
en funcién del cambio de los pardmetros del modelo del sistema a controlar, como
en [11; 12], o se puede utilizar el esquema proponiendo un modelo lineal nominal y
un lazo de control extra que se adapta a las no-linealidades de la planta que se

vayan presentando con el transcurso del tiempo como en [13].

Dentro de las estrategias antes mencionadas, el Control por Modos Deslizantes
(CMD) es una técnica de control que se ha utilizado ampliamente debido a su baja

sensibilidad a perturbaciones y a variaciones paramétricas, ya que es comin que
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procesos industriales consistan de plantas operando bajo condiciones de
incertidumbre y ruido. Ademsds, el disefio de la ley de control es relativamente
simple lo cual reduce el costo computacional de su implementacién en tiempo real.
Entre las técnicas de control basadas en CMD, y que se utilizaron en la
realizacién de este trabajo, se encuentran: modos deslizantes anidados, modos
deslizantes integrales y modos deslizantes de alto orden. La combinacién de estas
técnicas nos permitird disefiar estrategias de control que nos permitan abordar y

solucionar el problema de seguimiento de trayectorias en mecanismos robéticos.

1.3. Modelado Matematico

El disefio de controladores requiere, casi siempre, el obtener previamente una
representacién matemdtica, 6 modelo, de la planta a controlar. En nuestro caso, la
planta es un mecanismo robético y existen varios modelos que se pueden obtener de
la misma, asf como diversas formas de hacerlo. Dos de los principales modelos que
se pueden obtener de un robot son su cinemética y su dindmica. El método
Denavit-Hartenberg [14] es uno de los més usados para obtener modelos
cinem4ticos, y para modelar dindmica suelen usarse el de Euler-LaGrange 6
Newton-Euler. [14] Sin embargo, estos han sido desarrollados basados en el 4lgebra
euclidiana con representacién matricial, lo que genera una alta complejidad en el
modelo y en su obtencién.

Otra opcién para modelar mecanismos robéticos es el uso de cuaterniones, los
cuales son un anillo de divisién sobre los reales y surgieron como una extensién de
los niimeros complejos. Se utilizan para modelar rotaciones en 3D [15] y, por lo
tanto, son una opcién para el modelado y control de mecanismos robéticos [16]. Las
desventajas que poseen los cuaterniones son: solo pueden representar rotaciones,
para implementar traslaciones se necesita extender los cuaterniones a cuaterniones
duales, su multiplicacién no es una operacién simple, su parametrizacién es muy
compleja y a veces la representacién cuaterniénica pierde su significado ffsico [17].

Esto nos motivé a utilizar dlgebra geométrica conformal, el cual es otro marco
teérico que nos permite obtener o replantear los modelos antes descritos de una

manera simple, compacta e intuitiva. Este dlgebra también permite definir las leyes
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de control disefiadas usualmente en algebra euclidiana, haciendo posible usarlo

tanto en la obtencién del modelo como en el disefio del controlador [18].

1.4.  Vision Computacional

Otro aspecto importante, en cuanto a control de robots se refiere, es el de
percibir el ambiente con el cual el robot interactuard. Para esto, se utilizan sensores
que monitoreen en tiempo real dicho ambiente. Un sistema de visién es uno de los
sensores que ofrece muchas ventajas al respecto, ya que permite percibir
propiedades importantes del ambiente de trabajo de un robot cuando realiza una
tarea. Estas propiedades van desde presencia y movimiento, hasta color, forma,
textura y geometrfa, lo que permite al robot interactuar de mejor forma con el
ambiente al realizar sus tareas. Debido a lo expuesto anteriormente, las estrategias
de control desarrolladas en este trabajo son asistidas por un sistema de visién.

Una de las ventajas de utilizar un sistema de visién, es la capacidad inica que
posee de percibir y procesar su ambiente. Informacién como color, forma, tamafio,
estructura y posicién relativa, pueden ser obtenidas por medio de un sistema de
visién (SV); lo que le da la versatilidad necesaria para ser utilizado en infinidad de
aplicaciones en robética y otros campos. El uso de un sistema de visién estéreo
(SVE) provee la ventaja de informacién en 3D; lo que es fundamental en tareas
como agarre y manipulacién de objetos, en complemento con el seguimiento visual.

Entre los usos méds comunes que se le han dado a un sistema de visién podemos
encontrar:

e Seguridad y vigilancia,

e Identificacién de patrones,

e (Clasificacién de objetos,

e Manipulacién y seguimiento de objetos, [19; 20]
e Auto-localizacién de robots,

e Navegacién de robots méviles, entre otros.

Los usos anteriormente mencionados, procesan las imégenes obtenidas por el
SV para localizar un objeto de interés en la escena de la cual se tomaron las

imégenes.




Las técnicas més comunes usadas para procesar dichas imdgenes pueden ser
clasificadas en: estrategias basadas en modelos, estrategias basadas en
caracterfsticas locales o globales y estrategias basadas en histogramas.

Los algoritmos basados en modelos utilizan un modelo pre-obtenido de un
objeto, usualmente compuesto de lfneas. Los puntos de interés de este modelo son
proyectados en el plano de la imagen, y cuando las correspondencias entre los
puntos de interés y el plano de la imagen son obtenidas, el objeto es localizado
también [21].

Los métodos basados en caracterfsticas globales segmentan una regién de la
imagen, la cual contiene al objeto de interés, delimitada dependiendo de las
caracterfsticas del objeto como color, textura, tamafio o movimiento. Entre los
algoritmos usados para detectar dichas caracterfsticas se encuentran: detector de
esquinas de Harris [22], el algoritmo de Shi-Tomasi [23] y el algoritmo SIFT (del
inglés Scalar Invariant Feature Transform). [24]

Los métodos basados en histogramas, utilizan un histograma obtenido de una
imagen del objeto aislado, y luego es comparado con una imagen de referencia en la
escena a analizar. Los histogramas usualmente son obtenidos a partir de im4genes
de color [25; 26], o informacién espacial del objeto [27].

1.5. Objetivos

Los objetivos principales de esta tesis se definen como sigue:

e Utilizar el dlgebra geométrica conformal para obtener el modelo dindmico
y cinemético de un cabezal robé6tico de 2 GDL y de dos brazos de 5
GDL, los cuales conforman al humanoide MexOne del laboratorio de
Control Automitico del CINVESTAV, Unidad Gdl.

e Disenar un controlador robusto basado en Modos Deslizantes Integrales
para los mecanismos robéticos modelados.

e Disefiar un controlador robusto basado en Modos Deslizantes de Alto
Orden para los mecanismos robéticos.

e Desarrollar los anilisis de estabilidad para los controladores propuestos

en lazo cerrado, utilizando el enfoque de Lyapunov.
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* Desarrollar un algoritmo de segmentacién por color para el seguimiento
de objetos por medio de un sistema de visién estéreo.

® Desarrollar un esquema de control de robots guiados por visién que
incluya lo logrado en los objetivos anteriores e implementarla en tiempo
real.

1.6.  Estructura del Documento

El documento estd organizado de la siguiente manera: el capttulo 2 define el
estado del arte de los tépicos relacionados con el trabajo presentado, la propuesta
de solucién para el problema planteado se encuentra en el capétulo 3, en el capttulo
4 se muestran los resultados experimentales de los controladores propuestos, vy,
finalmente, en el capitulo 5 se expresan las conclusiones y el trabajo futuro de lo

presentado en esta tesis.
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2. Antecedentes

En este capftulo se presentardn los fundamentos matemdticos de tépicos

requeridos en el desarrollo del trabajo aquf presentado.

2.1.  Algebra Geométrica

En 1844, el matem4tico alemén, Hermann Gunther Grassmann [1809-1877],
publicé en su “Teorfa de la extensién lineal, una nueva rama de las matemdticas”
(del alemén Die Lineale Ausdehnungslehre: ein neuer Zweig der Mathematik), la
primera edicién de su célculo geométrico que ofrecfa una manera original de
describir operaciones geométricas. En este trabajo se presenta una extensién del
slgebra euclidiana, apareciendo el producto ezterior como el principal producto
geométrico de esta teorfa. Con esta operacién, el producto de vectores generaba
dreas, volimenes y objetos de altas dimensiones.

El slgebra geométrica, también conocida como dlgebra de Clifford (William K.
Clifford [1845-1879]), es una herramienta que mediante una serie de operaciones y
propiedades extiende el sistema de nimeros reales y complejos hacia el célculo
vectorial incluyendo el productor exterior [28]. En la década de 1960, esta &lgebra

es reformulada por David Hestenes planteando las dlgebras geométricas; las cuales




son una herramienta para unificar los conceptos de geometrfa con el slgebra y la
representacién geomeétrica, y facilitar su uso en fisica e ingenierfa [29)].

Una de las principales caracterfsticas del 4lgebra de Clifford (o 4lgebra
geométrica), es que nos permite representar entidades de orden mayor con una
simbologfa compacta, y poder operarlas de forma lineal. Las lineas, planos o esferas
son ejemplos de entidades de orden mayor y son representadas como vnicos
elementos del slgebra de Clifford.

2.1.1. El Producto Clifford de Vectores en R?

Serfa 1til tener una multiplicacién de vectores que satisfagan los mismos
axiomas de multiplicacién de los nimeros reales (distributividad, asociatividad y
conmutatividlad) y que la norma de estos vectores se preserve en dicha
multiplicacién |ab|=|a||b|, donde a y b son vectores.

A esta multiplicacién de vectores la llamamos producto Clifford. Pero como es
imposible mantener una conmutatividad en dimensiones de n >3, nos enfocaremos
en la distributividad y asociatividad.

Tomando dos vectores con base ortonormal e, = [1,0]" y e, = [0,1]7 en el
espacio vectorial R? La magnitud del vector r=xe, +ye, estd dada por
|r| = \/xz +y® Siel vector r es elevado al cuadrado utilizando el producto Clifford,
la expresién serfa =12 = Irl2

Usando la forma de coordenadas, introduciremos el producto de vectores de tal
forma que

(xe, +ye, )2 =x*+y’
Utilizando la regla distributiva sin asumir la conmutabilidad obtenemos
x%e +y’es +xy(ee, +e,€)) = x* +y?
con esto podemos definir el producto de vectores (el producto Clifford).

Definicion 2.1. Sean a=ae, +a,¢e,,b=Db,e, +b,e, € R?> dos vectores con una
base ortonormal e;,e,, la multiplicacién utilizando el producto Clifford de estos
vectores queda de la siguiente forma:

—~
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Esto se satisface si los vectores de la base obedecen las reglas de multiplicacién
e =e2 =1, ee,=—¢e,¢, 0equivalentemente [e|=[e,|=1, ¢ Le,.
Usamos la propiedad asociativa para calcular
(ee;)" = (&8, )(ere;) =, (e,€, )€, = —efed = —1.
Como el cuadrado del elemento e,e, es negativo, se sigue que no es un escalar ni un
vector, sino una nueva clase de unidad llamado bivector, representando el drea del
plano orientado (ver Figura 2) del cuadrado con los lados €, y e,. Escribiremos

€2 = €65,

Figura 2. Bivector representado como un plano orientado.

2.1.2. Producto Exterior

Analizando el producto de los vectores a=ae +a,e, y b=be +b,e,,
podemos identificar dos partes
a-b=ab, +a,b, = El producto escalar ’a punto b’, y (2.1.1)
aAb=(a;b, —a,b,)e;, = El producto exterior 'a wedge b’ (2.1.2)
El bivector aAb representa el segmento del plano orientado del paralelogramo con
lados a y b. El 4rea de este paralelogramo es [a;b, —azbl| y también representa la
magnitud del bivector.

a

[0 o of o/
/) a A
Figura 3. Sentido del bivector.

El bivector a/Ab y bAa tienen la misma magnitud pero con sentidos de

rotacién opuestos (ver Figura 3). Esto puede ser expresado simplemente escribiendo




aAb=-bAa (2.1.3)
Notamos que el producto Clifford de los dos vectores es la suma de su parte
escalar (a)b,+a,b,) y bivectorial (a,b, —a,b;). El producto Clifford, asf como el

producto exterior y producto interior, puede ser extendido a mayores dimensiones.

2.1.3. Algebra Geométrica n-dimensional

Un espacio vectorial n-dimensional puede ser expandido usando las bases
ortonormales de sus vectores {ei}, i=L..,n tal que ee; =e¢;. Esto nos lleva a una
base que expande un espacio vectorial lineal que corresponde al 4lgebra geométrica
G, . Los elementos generados por dicha base son

1 {e}, {ei/\ej}, {ei/\ej/\ek}, | (2.1.4)
donde I=¢€, Ae, A...Ae, .

En general un élgebra geométrica G, ,, (p,q,reN) es un espacio lineal de
dimensién 2" con n=p+q+r con sub-espacios a los que llamaremos blades, y
donde p,q y r corresponden al nimero de vectores base que cuadran a +1, -1y 0,

R es usada para determinar de cual

P.q.r( qu,l')

espacio vectorial provienen los elementos del 4lgebra.

respectivamente. La notacién G

Para aclarar lo anterior, sean e;,e;€G dos vectores de la base ortonormal

P)q’r
de un espacio vectorial. Entonces, el producto geométrico de los vectores de la base

nos da la base del dlgebra geométrica, la cual se define como

1 parai=j€e{l,--,p}
-1 parai=je{p+1,,q}
%€= o parai=je{q+1,-,r} (215}
e.=—e€. parai=]j

ij ji
El producto geométrico (o Clifford) de dos vectores se puede representar de la
siguiente forma
ab=a-b+aAb. (2.1.6)
La regla conmutativa a-b=b-a, junto con la regla anti-conmutativa aAb=—bAa,
nos permite inferir
ba=a-b—aAb (2.1.7)

Sumando y restando las ecuaciones (2.1.6) y (2.1.7), podemos definir




a-b =l(ab+ba)
21 (2.1.8)
aAb =5(ab—ba)

El producto exterior puede ser extendido a dimensiones mayores, por ejemplo el
producto (a/\b)Ac es un trivector, y en general el producto exterior de k vectores

es un k-vector o k-blade; dicha cantidad decimos que tiene grado k. El producto

interior de 1-blade con un k-blade se puede generalizar por medio de
a-B, =%(aBk +(-1) Bka). (2.1.9)
Un maultivector es una combinacién lineal de vectores (o blades) de distintos
grados, y se dice que es un multivector homogéneo si todos los blades que lo
componen son del mismo grado.
Cada multivector M € G, puede ser escrito en su forma expandida como

M=3(M), (2.1.10)

k=0
donde (M)k es la parte de M que tiene grado k. Note que (M)0 ER.

Propiedades de Multivectores

Un elemento M€G, es invertible si existe otro elemento Ne&G, tal que
MN=NM=1, donde N((si existe) es tnico, es llamado el inverso de M y se denota
por M™' Una condicién para la existencia del inverso de M es que este sea no
nulo i.e. M>=0.

Por asociatividad y multi-linealidad, el producto exterior se extiende a

cualquier numero finito de multivectores y a escalares, con la siguiente propiedad

AAM=MAX=)M, para AeR, MeG, (2.1.11)
y para el producto interior tenemos
A-M=M:A=0, para AeR, M€G,. (2.1.12)
Para cualquier blade A y B con grados r y s diferente de cero, tenemos
A-B=(AB), (2.1.13)
AAB=(AB), (2.1.14)
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El blade de més alto grado es el n-blade I=e A---Ae, y es llamado
pseudoescalar. Un 4lgebra geométrica se llama no degenerada si la magnitud del
pseudoescalar es diferente de cero. Los pseudoescalares son indexados de acuerdo al
dlgebra a la que pertenecen, por ejemplo Ip €G, (4lgebra euclidiana) y I € Gy,
(8lgebra conformal).

El dual de un multivector M € G, es denotado por

M" =MI;' (2.1.15)
y por lo tanto el dual de un r-blade es un (n-r)-blade.

La reversién de un s-blade A =a, A---Aa; se denota como

A=(a A--Aa)) =a Aa,_ A---Aa,Aa (2.1.16)
y generalizando para cualquier multivector se obtiene
@i =(- l)i(i_l)/2 (M)., para M€G,,0<i>n. (2.1.17)
Dado D = ABC, donde A,B,C,D€G,, su reversién est4 dada por
D=ABC=CBA. (2.1.18)

La involucién principal de G, (también llamada involucién de grado) es
definida como
(M), =(-1)"(m),. (2.1.19)
La funcién exponencial de un multivector M puede ser expresada en series de

expansién como

00 k
M=3M (2.1.20)

2.1.4. Algebra Geométrica Conformal

El contar con un 4lgebra que involucre a varias entidades geométricas (puntos,
lineas, planos, esferas, circulos, etc.) permite el operar dichas entidades y sus
relaciones geométricas de manera simple y compacta. El dlgebra geométrica
conformal posee dichas caracterfsticas y se relaciona con el espacio Euclidiano
mediante una proyeccién estereogrifica. Utilizaremos el 4lgebra geométrica Gy,
para trabajar con la geometrfa conformal y mostraremos como el espacio R’ es
representado en un espacio ]R"", donde los superindices denotan una meétrica

pseudo-euclidiana. Este espacio estd definido por las bases: e; (vectores), &;




(bivectores) con i,j={l,---,5}; de las cuales €,,€ y €, corresponden a las bases

de los cuaterniones de Hamilton.

Mapeo Conformal

Este resulta de hacer una proyeccién estereogréfica y una homogenizacién de
las coordenadas. Tomemos el ejemplo de mapear el espacio euclidiano R' con base
e, a G,, con bases p={e;,e, } y q={e_}.

Sea x, €R' entonces su representacién conformal correspondiente x €G,, (ver

la Figura 4) se obtiene como la interseccién de la lfnea f (x)=—1-+1 con el
xe

cfrculo unitario f (x)2 +x% =1, de donde obtenemos
x? —2xx, +x*x2=0. (2.1.21)

€4

[o o]
[ o~
\7

kxe + €s

Figura 4. Proyeccidn estereogrifica de un punto en un circulo unitario.

Esta ecuacién tiene 2 soluciones

X
=0, x=2—2". 2.1.22
X X x§+1 ( )

si evaluamos en la solucién no trivial obtenemos el punto de interseccién como

2—
p— Exc ,x; 1
x;+1 x;+1

(2.1.23)

)

y agregando la coordenada homogénea (e_) tenemos

2—
LI i P (2.1.24)
X, +1 X, +1

para obtener, finalmente, la representacién conformal de x,. De (2.1.24) se pueden

obtener las representaciones conformales de los puntos en el infinito y el origen.




Para el punto en el infinito, denotado por e, se aplica el lfmite x, =00 en
(2.1.24) de donde obtenemos

€ = lim (x),
: X, x2 -1
= lim | = 19T e % +e_],
To\X + . Tl (2.1.25)

. 1
= lim [—e1 +e, +e_],

X0 X,
=e, t+e_.
Para el origen, denotado por €,, aplicamos el limite x, — 0 para obtener

€ = Ein»o (x),

_ 2X, x2—1
_}:I—n»o xf+lel+Xf+le++e_]’ (2.1.26)
=-—e,+e_.

Los productos del punto en el infinito y el origen se definen como
€€ ="2, €,Ne=2¢,Ae_ Con fines de simplificacién algebraica, estos

productos se normalizan a
€€ =—1
o 70 (2.1.27)
e, Ney=¢e, Ne_
donde e, = (—e g +e~)/ 2. Note que se redefinié a €, pero esto es vilido ya que es
un vector homogéneo, y por lo tanto e, =ke,, k€R. Si definimos los vectores

nulos como
1 1
e_ =Eew+eo’ e+ =Ee°°-e°’ (2.1-28)

se puede representar a la transformacién conformal usando estos vectores nulos con

la forma

x = —2Xe +x°2_l[le —e ]+[1e +e]
X2+l 24127 )27

2.1.29
2x,  x%e, . 2e, ( )
=7 2 2
x;g+1 x;+1 x;+1
para finalmente obtener
1
X =X, +5x2ew+eo. (2.1.30)




Espacio de Minkowski R**

Este espacio es generado por la base ortonormal {e +,e_} o la base nula

{e-€} El pseudoescalar unitario se define como

E=¢yNe,=¢, Ae_ (2.1.31)
y tiene las siguientes propiedades
Ez =1 é=— = - = —
, E, Ee_, €o0s e,E=¢,, e,E=e_, (2.1.32)
e E=e,, ee =1+E, ee =-1-E, e Ae_=E, e, e =1

La base vectorial y lineas nulas de G,; son mostradas en la Figura 5, donde el

area sombreada representa el pseudo-escalar unitario E .

cono nulo

f

Figura 5. Vectores base y lineas nulas del plano de Minkowski.

Definicién del Algebra Geométrica Conformal

El rol que juega el plano de Minkoswski de generar vectores nulos y expandir el
espacio vectorial Euclidiano R" a R"™" resulta en el 4lgebra geométrica
conformal G,,,,. El conjunto N"*' de todos los vectores nulos en R" es llamado
cono nulo, y el conjunto de todos los puntos generalizados homogéneos de grado
superior es llamado hordsfera. En la Figura 6 se muestra la visualizacién del
modelo homogéneo para la proyeccién estereografica para el caso de 1D. Todos los
puntos estereogréaficos proyectados yacen en el cono, que es el cono nulo
relacionado con el plano de Minkowski. También se notan el hiperplano P(eoo,eo) y
la horésfera del dlgebra conformal.

Un vector en este espacio puede ser representado como una descomposicién

ortogonal

a=P;(a)+P; (a) (2.1.33)




donde los operadores de proyeccién Py y PéL estan dados por
P;(a)=(a-E)E=ae, + e, € R"
P;(a)=(a-E’)E"=(aAE)E=a eR" (2.134)
El espacio vectorial conformal derivado de R*® es denotado por R*' Su base
vectorial estd dada por {el,ez,e3,e +,e_} 6 por {el,ez,e3,e0,em}. El &lgebra

correspondiente G,; contiene 2° =32 elementos. El pseudo-escalar unitario se

denota por I, =€,5;, =€53,,, =IgE, donde I; es el pseudo-escalar de G, .

Horosfera ' - Plano de Minkowski
Hiperplano
Ple,. e, )
\ =
//— ¥ |
—
Punto estereografico C?/'IO nulo
o ' N Pz
Punto homogéneo 7 By ) ;
/2 NNNN-
N
Eje euclidiano 1 —L
B x/ Punto conformal € o
()
Figura 6. El modelo homogéneo para la proyeccidn estereografica en el caso 1D.

2.1.5. Entidades Geométricas Conformales

Una de las grandes ventajas del dlgebra geométrica conformal es la de
representar de manera simple y compacta entidades geométricas, asi como ofrecer
las herramientas algebraicas necesarias para obtener relaciones geométricas entre
ellas. En las siguientes secciones se describiran las principales entidades geométricas

conformales Yy como se generan.

Esfera

La esfera es la entidad geométrica de célculo bésica para esta &lgebra, ya que
por medio de ella se pueden generar todas las demds entidades.
Existen muchas formas de construir una esfera: definiendo su centro y radio,

con cuatro puntos que yacen en ella, definiendo su circulo ecuatorial, sus dos polos,




entre otras. Se obtendré la ecuacién conformal de la esfera a partir de la ecuacidn

euclidiana de la misma con centro en p, y radio p como se muestra en la Figura 7.

(x.—p.) = p (2.1.35)

s

Figura 7. Esfera construida con centro en p, y radio p.
Desarrollando obtenemos
X —2X,-p, +P; =p
2 2_ 2
2e x.p+Pe=f =0 (2.1.36)
2 2
2 2_ 2

[xe +x—2°e°0 +e0]-[pe +£°—2—pe°° +e°] =0
\ - ) 3 : /

de donde se obtiene la ecuacién conformal de la esfera como

p? — p?
s=pe+—°2——em+eo. (2.1.37)

Se puede observar que es un I-vector o vector de grado 1, mientras que la
relacién x-s=0 determina cuando un punto yace sobre la esfera. Simplificando

(2.1.37) obtenemos
s=p—%‘-pzeoo (2.1.38)
y las siguientes relaciones
p’ =s:s, p=s+%(s-s)ew (2.1.39)
También es posible definir la esfera con cuatro puntos que yacen en ella; esto se
logra mediante el producto exterior o wedge de dichos puntos para definir la

representacién dual de la esfera como

S =X, AX; AXyAX,. (2.1.40)

o
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Cualquier otro punto X; que yace sobre la esfera se puede definir en términos de los
cuatro que la definieron, por lo que se obtiene la relacién
s Ax; =0 (2.1.41)

la cual nos ofrece otra forma de corroborar si un punto x; yace sobre una esfera s.

Plano

Un plano se puede imaginar como una esfera de radio infinito (ver Figura 8),
por lo que, para obtener la ecuacién del plano, solo es necesario intercambiar uno

de los puntos de la esfera por e .

T =X, AXy AX; Aey (2.1.42)

€
[ J

Figura 8. Plano definido por 3 puntos que yacen en él y el punto en el infinito.

Definiendo x,, AX,, =—X;, A(X), —X,.) se puede re-escribir la ecuacién anterior
como
Xy AX) AXy A€y = Xge AXjg AXge Aoy +(Xge — X1 )A (X3, — Xy )E (2.1.43)
de donde podemos obtener
7" =dlge,, +NE (2.1.44)
donde d es la distancia de Hesse (distancia mds corta del origen e, al plano m)y

se define como
(xle AXye A x3e)

I(x2c - xle)/\ (x3e - xle)l

¥ N= (% — %30 )A (X3, — xle)ll(x2e —Xpe ) A (X3¢ — xle)| es el bivector unitario normal a

d=

; (2.1.45)

m
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De (2.1.44) se puede obtener la representacién esténdar del plano como
m=wl (2.1.46)
=de,+n

donde n=NI; =Ne,,; es el vector de grado uno normal a -

Circulo
El cfrculo se puede obtener por tres puntos no colineales que yacen en él

Z =X, AX; AX,, (2.1.47)
6 por la interseccién de dos esferas
z=g,As, (2.1.48)
como se muestra en la Figura 9. Esto es realmente muy préctico, ya que el cfrculo
es simplemente un trivector o vector de grado 3 en 4lgebra conformal, en
comparacién con las 3 ecuaciones paramétricas necesarias en &lgebra euclidiana

para representar un cfrculo en R?

Figura 9. Circulo formado por tres puntos o la interseccién de dos esferas.

Similar al caso de la esfera, cualquier punto x que yace sobre el circulo

cumplir4 la siguiente relacién

x-z=0 (2.1.49)
Se puede calcular el plano donde un cfrculo yace de la siguiente forma
T, =2 Ae, (2.1.50)
y la linea del eje del cfrculo como
'=zAe,, (2.1.51)
( 31 )



por lo tanto, la interseccién de los elementos anteriores nos permite definir el
centro del cfrculo de la siguiente manera
c=(1nm,)=1"-x,. (2.1.52)

z

Linea

Asf como el plano se puede imaginar como una esfera de radio infinito, la lfnea
puede conceptualizarse como un circulo de radio infinito (véase Figura 10). De esta

forma, y utilizando (2.1.42), obtenemos

L' =x,Ax, e,
=e,m+nE

donde n es el vector de direccién de la lfnea y m su momento.

mem
Figura 10. Linea mapeada en la esfera unitaria.

Esta entidad también puede ser generada usando un punto X, que yace sobre ella y

la direccién de la misma como
L' =x,AnAe,. (2.1.54)

Par de Puntos

Si tomamos la parte bivectorial del producto de dos puntos, a y b, obtenemos

una entidad conocida como par de puntos. Dicha entidad posee informacién sobre

la localizacién de los 2 puntos, y estd definida como




PP’ =aAb. (2.1.55)
Otra forma de obtener el par de puntos es como la interseccién de una lfnea
con una esfera (ver Figura 11), lo que resulta en
PP’ =sL’ (2.1.56)
Esta expresién alternativa ofrece la ventaja de poder extraer uno de los puntos que
conforman el par de puntos utilizando el centro de la esfera ¢ y trasladdndolo

ambos lados una distancia igual al radio de la esfera p.

PP

s

Figura 11, El par de puntos como la interseccién de una linea y una esfera.

De (2.1.56) obtenemos la esfera, el radio y su centro como

s—PP. =p*=ss
L‘ £

(2.1.57)

1
c=s+§pew,

y construimos el traslador d (dicha transformacién conformal se verd més

adelante) como el vector unitario de la direccién de la lfnea, lo que resulta en

T =1+%rde°°, (2.1.58)
y asf recuperar los puntos como
=TcT™,
I‘:‘ i (2.1.59)
2 — .

Punto

Esta es la entidad geométrica m4s bésica de todas y estd en dualidad con la
entidad de mayor grado del 4lgebra que es la esfera. De hecho, el punto puede

pensarse como una esfera con radio cero.




Estrictamente hablando, los puntos conformales son obtenidos mediante la
proyeccién estereografica de los puntos euclidianos sobre la esfera de radio unitario

con centro en el origen (ver Figura 12) y se definen como

e:)g A
T

T u //

X,
x
\:

e €
B 5
Xe
Figura 12, Punto generado por su proyeccién estereografica en la esfera unitaria.
1 2
X=X+ Kelor T (2.1.60)

En esta dlgebra todos los puntos son elementos del cono nulo, y poseen las
siguientes propiedades
{xeGHmlxz =0, x-¢,, =1} (2.1.61)
Existe otra forma de representar el mismo punto, la cual se conoce como la
forma dual, y consiste en un cuatrivector generado por la interseccién de 4 esferas.

s' =X AX, AX3AX, € X =5,AS,AS;As, (2.1.62)

2.1.6. Transformaciones Conformales

Las transformaciones de grupo son parte de las herramientas que ofrece un
dlgebra para establecer relaciones, isomorfismos y equivalencias entre las entidades
definidas en ella. Cualquier transformacién conformal puede ser expresada como
una composicién de refleriones en hiperplanos. En general, una transformacién
conformal tiene la forma

g(x)=VaV  =kx'V (2.1.63)
donde x€G,,;,, V es un versor y k un escalar. Como el cono nulo es invariante
bajo V (i.e. (x')2 =x?=0) es conveniente aplicar un escalamiento k para asegurar

que x'e, ,=x-¢e, ,=—1




Un versor es cualquier multivector que puede expresarse como el producto
geométrico de vectores invertibles. Los versores en G, forman un grupo llamado
grupo de versores, y los de magnitud unitaria un subgrupo llamado grupo alfiler o
perno (pin group).

Un versor par es aquel que cumple V=V y es llamado spinor o rotor si
V<\1=|V|2 y un versor impar cumple V=-V

A continuacién se explicardn a detalle algunas transformaciones conformales

basadas en versores.

Reflexion

La reflexién de un punto x respecto a un plano 7 es igual al mismo punto

menos dos veces la distancia dirigida del plano al punto (ver Figura 13), esto es

x'=x—2(7r-x)1r‘l

Figura 13. Reflexién de un punto x respecto a un plano =

Para simplificar esta expresién, recordemos la propiedad ab+ba=2(b-a),

entonces podemos reescribir a la reflexién como
x'=x—(mx—xm)r"
=x—mxn"' —xmr~! (2.1.64)

=—mxn!

En general, para cualquier entidad geométrica Q, la reflexién con respecto al plano

7 ests dada por Q'=7x7""




Traslacion

Esta se puede conceptualizar como dos reflexiones consecutivas respecto a dos

planos paralelos (ver Figura 14).

X’ ) .':::-_-.-_-.-...____::s :::::\: .':‘.‘_'_ ~~~~~ - .“X’,
- d—
Figura 14. Reflexion entre planos paralelos, la traslacion.

Sin pérdida de generalidad, se puede considerar que los planos estdn
normalizados (normal de magnitud uno) y donde uno de ellos pasa por el origen.

Entonces, la traslacién se representa como

Q'= (7r21r1)Q(7r,'17r2_’) (2.1.65)
T, T,
con
T, =mm,

=(n+de, )(n+0e,) (2.1.66)

1
=1+Eec,°a=e°°°‘/2

donde a=2dn y ||n||=1. La distancia de traslacién es dos veces la distancia entre
los planos.
Los trasladores cuya direccién son los vectores euclidianos base {e;,e,,e;} se
obtienen como
T, =e ™=, T, =e™%"?, T =e™w?, (2.1.67)

donde r es la distancia de traslacién.

Rotacion

Se puede describir una rotacién por medio de dos reflexiones consecutivas a

través de dos planos m y m, que se cruzan en el punto c, (ver Figura 15).

! 1
1 3 )




Supongamos que el punto en comun es el origen, entonces los planos tienen la

forma 7 =n y la rotacién estd dada por

Q'= (1r27r1)Q(1r1'17r2—') (2.1.68)
Ry Re
donde
R, =m,m =n,-n, +n,An, (2.1.69)
T=n =1,

Figura 15. Reflexi6n entre planos no paralelos, la rotacion.

Recordando las férmulas de dngulos entre dos vectores

a-b=a||b|cos(a), aAb=[a||bsin(a), (2.1.70)
es posible re-escribir el rotor de la siguiente manera
9
Ry= cos[%]— sin [%]1 oy ) (2.1.71)

donde 1=n;An, y 8 =2a (dos veces el 4ngulo entre los planos).

Los rotores cuya direccién son los vectores euclidianos base {ee,,e;} se
obtienen como
—e%n2 R

— a—fenl2
R, =e s R

. o = (2.1.72)

donde @ es el d4ngulo de rotacién.

2.1.7. Angulos entre Hiperplanos

Una de las relaciones més importante y util entre entidades conformales,
principalmente planos y lineas, es el 4ngulo que forman un par de dichas entidades.
A continuacién se abordar4 la forma de calcularlo para el caso de par de planos y

par de lfneas.




Angulo entre Planos

Sean m,=a+de, y m =b+dye, dos planos con normas a,b

respectivamente, entonces

m,m =(a+d,e, )(b+d,e,, ) =a-b,

|7T|=%/7?7—T-=%/n-_=|n|. (2.1.73)
Ahora, de la ecuacién de 4ngulo entre vectores
a-b=|a||b|cos(6) (2.1.74)
y sustituyendo en términos de planos se tiene
T, -y =|m, ||y | cos (8). (2.1.75)
Angulo entre Lineas

Sean las lineas L, =e,m,+n,E y L, =e,m, +n,E con direcciones n,, n,
respectivamente, y que se intersecan en un punto c. Obtenemos el producto
interno de las lfneas como

L, =aAcAe, =a,Ac,Ae, +(a, —c,)E,
L, =bAcAe, =b, Ac, Ae, +(b, —c,)E, (2.1.76)
L,-L,=n,-n,+a,be,—a, be,=n,n,.
La norma de una linea se calcula como
“rr
=%n-n (2.1.77)

=|n]

L‘

Finalmente, obtenemos una expresién similar a la obtenida para los planos

L, L, =|L, [|C4 | cos(8). (2.1.78)

2.1.8. Movimientos Rigidos: Trasladores, Rotores y Motores

Por definicién, un cuerpo rigido es aquel que no se deforma. El movimiento de
este tipo de cuerpos comprende a las rotaciones, traslaciones y combinaciones de lag
anteriores. Ademds, en este tipo de movimientos siempre es posible definir upn

sistema de coordenadas, respecto al centro de masas del cuerpo, cuyo origen tiene




velocidad instantdnea cero i.e. el cuerpo se mueve como si solo rotara respecto al
origen del sistema de coordenadas.

Las transformaciones conformales vistas con anterioridad, nos permiten
representar movimientos de cuerpos rigidos. Por ejemplo, los bivectores del &lgebra
geomeétrica permiten representar rotaciones de entidades conformales en 3D.

En G, una rotacién puede ser expresada por un rotor en su forma exponencial

2 y una traslacién por el traslador T=e%™~ Para expresar un

como R=¢%
movimiento rigido, se utiliza la aplicacién consecutiva de un rotor y un traslador y
se define como el producto de ellos de forma
M=TR. (2.1.79)
Esta transformacién es un versor de grado par llamado motor, y se aplica a
cualquier entidad conformal (puntos, lineas, planos, esferas, etc.) de la misma
forma que los rotores, i.e. para una entidad Q su transformacién resulta en
Q'=MQM
=(TR)Q(RT)

El conjunto de todos los motores forma otra &lgebra, llamada dlgebra de motores

(2.1.80)

Gs; [30], la cual es isométrica al 4lgebra de cuaterniones duales.

Movimiento de Tornillo (screw motion)

Un movimiento de tornillo es una rotacién sobre una lfnea (en general, que no
pase por el origen) combinada con una traslacién a lo largo de dicha lfnea. Usando
rotores y trasladores es posible definir este tipo de movimientos de la siguiente
manera.

Para modelar la rotacién de un punto x alrededor de una lfnea arbitraria L, se
traslada traslada a x con el vector de distancia entre L y el origen, para luego
realizar la rotacién en el origen y finalmente trasladar de regreso el punto
transformado. Entonces, el motor M € G,, describe una rotacién general que tiene

la forma

M=TRT =R, (2.1.81)




donde se aprecia la secuencia de traslacién, rotacién y traslacién de regreso
(reversion), respectivamente. A R se le puede ver como un rotor sobre la lfnea L

y al aplicarlo sobre un punto resulta en

x'=R xR, = TRTXTRT (2.1.82)
Usando la forma exponencial del rotor y traslador obtenemos
R, =TRT
— ee(,‘,a/2e—91/2 e—e,,a/Z
€00l | —o1/2 €@
=[14+—2=e 1——==, 2.1.83
STy (150

_ e[1+°°'7"](—al/z)[1—%1]

_ e—%(l+em(a-l))

la cual es la férmula de rotacion general [31]. El uso de la forma exponencial de
rotores y trasladores permite operarlos y derivarlos de una manera més simple.

Se puede demostrar que la parte exponencial de R, coincide con los
componentes de la linea sobre la que se efectia la rotacién. Para lograr lo anterior,
usamos L' =e_m+IE y definimos el momento m=(aAl) con a como la traslacién
ortogonal del origen a la linea, entonces la lfnea la expresamos como

L =e,(anl)+IE, (2.1.84)
o en su forma estdndar como
L=e, (anl)I +1Ig,
=e,(a:1)+1

De esta forma, dada una linea de magnitud unitaria en la forma estdndar L, se

(2.1.85)

puede obtener una rotacién general alrededor de la misma definiendo la rotacién

como
_oL
R, =e 2 (2.1.86)
Ahora, para el movimiento rigido (rotar + trasladar) sobre el mismo eje, es
conjuntar la rotacién general R; en un édngulo 6 con una traslacién sobre la

misma linea L una distancia d. El motor resultante tiene la forma




M=T,R, =T,TRT

E;“Ee—g(lﬂm(--l)) !5?2—%(1+ew(n-l))

=e =g (2.1.87)

—%{l+em(u-l—dn/0)
=e

—0—(l+e,,m)
=€ 2

El bivector en la parte exponencial, —;(l+e°°m) es la representacién de un
tornillo. Si m=0 el motor actia como un rotor, si 1=0 el motor actia como

traslador. Si m L1 el motor actia como una rotacién general, y si m L1' actiia

como movimiento de tornillo.

Propiedades de los Rotores

Dado un rotor R€G,, se puede extraer el dngulo de rotacién # usando la

siguiente relacién

c=cos[—q]=w. (2.1.88)
2 2
y despejamos para obtener

9=2cos™'(c). (2.1.89)

Para definir el eje de rotacién sustraemos del rotor la parte escalar y nos

quedamos con la bivectorial, que definiremos como B, resultando en

B=R_c=2_R (2.1.90)
Entonces, dualizando y normalizando obtenemos
. (2.1.91)
B ‘B

Por iltimo, estandarizamos con L= ]AB‘IC para obtener el eje de rotacién
normalizado i.e. una linea expresada en AGC. Né6tese que para una rotacién general
R, lo anterior también es vélido, ya que la diferencia serfa solo el momento de la
linea dado por e (t-1).
Para obtener el rotor R de una rotacién general R (es decir, trasladar el eje
de rotacién hasta el origen) aplicamos
R=(R_ AE)E (2.1.92)




lo que es equivalente a la reyeccion de R del plano de Minkowsky. En general, las
rotaciones R,R; deben cumplir que su magnitud sea unitaria, veamos el caso de
rotaciones generales
R, R, = TRTTRT
=TR(1)RT
=T(1)T
=i,

(2.1.93)

Propiedades de los Motores

Dado M €G,,; podemos extraer la parte de rotacién (si es rotacién general se
extrae la rotacién al origen) de la siguiente manera
M=TR,

- [1+%emtJR, (2.1.94)

1
=R+ Eeth
Entonces, aplicando la reyeccién al plano de Minkowsky (para eliminar la parte
que tiene €, ) obtenemos el rotor como
R=(MAE)E. (2.1.95)
Para obtener el traslador manipulamos algebraicamente la ecuacién (2.1.94)

resultando en

R'=(e_-M)Ig, (2.1.96)
con el que podemos expresar el motor como
M=R+e R'l;. (2.1.97)

Entonces, igualando (2.1.94) y (2.1.97) se obtiene
R+%eth =R+e R'I

=le°°tR
2
=e, R'Ig
para luego resultar en
{ ]
(R |




%ethﬁ =e R'I;R

~

eoot = 2ecoR'IER (2198)
€ €t =€o- 26, R'I;R
t=2R'I;R

el cual es el vector de traslacién. De t se puede construir el traslador T
Dado que M€G,, es el resultado del producto geométrico de versores (

RR = 1, TT =1 ), entonces M es también un versor que cumple MM=1.

2.2. Modelo Matematico Clasico

Dos caracterfsticas importantes que se pueden modelar de un manipulador son
su cinemdtica y su dindmica. La manera mds simple de modelar la cinemé4tica de
un manipulador es utilizando el concepto de cadena cinemdtica. Una cadena
cinemdtica es un conjunto de cuerpos rigidos, también llamados eslabones,
acoplados por pares cinemdticos. Un par cinemético, o unién, es el acoplamiento de

dos cuerpos rigidos de tal forma que delimite su movimiento relativo.

Figura 16. Uniones: Rotativa (izquierda) y Prismatica (derecha).

Existen muchos tipos de pares cinemdticos, pero la mayorfa se pueden modelar
como una combinacién del par de rotacién o revolutivo y el par de deslizamiento o
prismdtico, los cuales se consideran los pares basicos. En la Figura 16 se muestran
estos tipos de pares cineméticos o uniones.

Al primer eslabén de una cadena cinemdtica se le suele llamar base y al dltimo

se le denomina elemento actuador final como se muestra en la Figura 17. En ese




caso, la cadena cinemética tiene seis GDL y posee cinco uniones rotativas y una

% Efector Final
g5

ol

< Aat
([Base |
Figura 17. Manipulador serial de 6 grados de libertad.

prismética.

2.2.1. Modelo Cinematico

Cinemdtica es el estudio de los posibles movimientos y configuraciones de un
sistema mecénico. Por lo tanto, este tipo de modelado se refiere a la descripcién del
movimiento del manipulador con respecto a un sistema de referencia fijo, sin
considerar las fuerzas y momentos que generan dicho movimiento. En pocas
palabras, a la cinemdtica solo le concierne la geometrfa del sistema. En el modelado
de manipuladores se pueden distinguir tres tipos de cinemética: la cinemética

directa, la cinemética inversa y la diferencial.

Cinematica Directa

La cinemitica directa de un manipulador consiste en determinar el mapeo entre

las variables de las uniones (posiciones angulares o lineales) y la pose (posicién y

orientacién) del elemento actuador final, con respecto a algin sistema de referencia.

De la mecénica de los cuerpos rigidos, se puede expresar la cinemética directa

de un manipulador por medio de la matriz de transformacién homogénea de
dimensiones 4x4 que se muestra a continuacién:

"Re(a) "pe(a)
o' 1

Donde q es el vector de las variables de uniones con dimensiones nx1, °p,_ (q)

*T,(q)= (2.2.1)

es el vector de la posicién del elemento actuador final de dimensiones 3x],




*R.(q)= [bne," s.,"a,| es la matriz de rotacién del marco de referencia del elemento

actuador final € con respecto al marco de referencia base b y O es un vector de
ceros de dimensiones 3x1.

El superfndice que precede a una variable denota el marco de referencia en el
que estd expresada. Nétese que la matriz bRe (q) es ortogonal y sus columnas son
vectores unitarios de los ejes de referencia del elemento actuador final.

Uno de los procedimientos mds efectivos y utilizados para obtener la cinemética
directa de un manipulador, es la Notacién Modificada de Denavit-Hartenberg, ver
(2] para m4s detalles.

Cinematica Inversa

A diferencia de la cinemdtica directa, que obtiene la posicién y orientacién del
elemento actuador final en base a las variables de las uniones, la cinemética inversa
determina los valores de las variables de las uniones a partir de una posicién p, y
orientaciéon R, dadas para el elemento actuador final. Este problema es muy
importante, ya que las tareas a realizar estdn definidas en base a posiciones y
orientaciones del elemento actuador final. Entonces para que el manipulador las
ejecute correctamente se debe traducir esta informacién en valores de las variables
de uniones q.

En cuanto a la cinemdtica directa se refiere, una vez que se tiene la informacién
de las variables de uniones, la posicién y orientacién del elemento actuador final
estd definida de forma tnica. En general esto no sucede para la cinemética inversa,
lo que hace a este problema mucho mds complejo. Esta complejidad se debe a las

siguientes razones [2]:

1. Las ecuaciones a resolver son, en general, no lineales; para las cuales no
siempre es posible encontrar soluciones en forma cerrada.

2. Pueden existir miltiples o hasta infinitas soluciones (en el caso de
manipuladores redundantes).

3. Puede no existir solucién, debido a la estructura cinemdtica del manipulador.




La existencia de solucién se puede garantizar si la posicién y orientacién del

elemento actuador final pertenecen al espacio de trabajo del manipulador.

Cinematica Diferencial

Este tipo de cinemaética se requiere al mapeo entre el vector de velocidades de
uniones q (nx1) y el vector de velocidad del elemento actuador final v. Dicha

relacién se puede observar en la ecuacién siguiente

v=[fv]=1(q)q (2.2.2)

donde p (3x1) es el vector de velocidad lineal, w (3x1) es el vector de velocidad
angular, y J (q) es lo que se conoce como matriz Jacobiana o Jacobiano.

Existen dos formas para calcular el jacobiano de un sistema mecénico: el
jacobiano geométrico y el jacobiano analitico.

El jacobiano geométrico se obtiene mediante un procedimiento geométrico,
basado en el célculo de lo que contribuye cada velocidad de unién a la velocidad
lineal y angular del elemento actuador final. Estas contribuciones estdn dadas por

la siguiente relacién:

a

Definiendo Z, como el eje de rotacién de la unién k como se muestra en la

G
~J@d  (223)

&a, +E, (a,Xpyy) - &a, +E_n (a, xpm)]

&a, XN

Figura 18, entonces a, es el vector unitario de Z, y p,, denota el vector definido

desde el origen del marco de referencia k al origen del marco de referencia n.

L

T

S
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Figura 18. Ejes de rotaci6n para un manipulador de 6 grados de libertad.
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Los términos & y 5—, , definen las caracterfsticas del tipo de unién de la

siguiente manera:

&=1-§
& =0 sila unién i es rotativa.
» & =1 silaunién i es prismética.

Nétese que J, es una funcién de q a través de los vectores a, y py,, los cuales
pueden ser obtenidos sobre la base de la cinemética directa.

El jacobiano analitico suele utilizarse si la orientacién y posicién del elemento
actuador final estdn especificados en términos de un nimero mfnimo de pardmetros
en el espacio de trabajo del manipulador.

Si estructuramos el vector de posicién y orientacién del elemento actuador final
de la siguiente forma:

x=(p. &)
donde p, es el vector de posicién y ¢, el de orientacién. Entonces es posible
calcular el jacobiano por la diferenciacién directa de la ecuacién anterior, por

ejemplo:

)'(=(i)e ’ ¢Ze)T =Ja (q)q (224)

Existe una relacién entre los dos tipos de jacobianos, determinada por:

Jn=[I 0 ]J (2.2.5)
0 T(¢) "

donde T(¢e) es una matriz de transformacién que depende de los pardmetros
usados para representar la orientacién del elemento actuador final. Cabe mencionar

que siempre se puede encontrar una matriz de mapeo entre el jacobiano analitico y

el geométrico si T(@,) tiene rango pleno.

2.2.2. Modelo Dinamico

El modelado dindmico de un robot manipulador consiste en encontrar el mapeo
entre las fuerzas ejercidas sobre la estructura del manipulador y las posiciones,
velocidades y aceleraciones de las uniones. Las formas mds usadas para calcular
dicho modelo son: las ecuaciones de Lagrange y las ecuaciones de Newton-Euler. La

primera es mds simple y sistemdtica, y la segunda més eficiente desde un punto de




vista computacional. En el resto de esta seccién se explicaran los fundamentos de

estos dos procedimientos de modelado dindmico.

Ecuaciones de LaGrange

Si tomamos en cuenta que las variables de las uniones q; constituyen un
conjunto de coordenadas generalizadas del sistema, el modelo dindmico del

manipulador puede ser inferido por las ecuaciones de LaGrange como

d [as]_ oS _ (2.2.6)

dat{aq) aq
donde 7 es el vector de los efectos generados por los actuadores en las uniones, un
esfuerzo torsién de para una unién rotativa y un fuerza lineal para una uni6én
prismética, y & es un término conocido como el Lagrangiano, y equivale a
g=K-U (2.2.7)
donde K es la energfa cinética del sistema y U es la energia potencial.
Entonces, necesitamos obtener las expresiones de K y U para definir el modelo

dindmico.

Figura 19. Eslabén como un sistema de particulas y su centro de masas.

La energia cinética K del manipulador es la suma de las energfas cinéticas de
cada eslab6én que conforman el manipulador. Cada eslabén puede ser visto como un
sistema de z particulas, como el mostrado en la Figura 19, y la energfa cinética del

eslabén estarfa dada por

1
K= omV/ (2.2.8)
i=1




Note que r, representa posicién de la partfcula, x', la posicién actual del centro de
masas y p; la posicién de la particula respecto al centro de masas, lo que nos da la
relacién r, =x'.+p y su derivada como
Vi =x'+pg (2.2.9)
donde V; es la velocidad de la partfcula, x', la velocidad del centro de masas del
eslabén y p,; la velocidad de la partfcula respecto al centro de masas.
Usando (2.2.9) podemos reescribir a (2.2.8) como
K= i%ml (*’f*‘f’d)z
= . . (2.2.10)
=3 m () +Dmi'c P +%i2_l)mii’§i
Como x'. no depende del fndice de la sumatoria, se puede sacar fuera de la misma.
Adems4s, por definicién tenemos que la masa del eslabén es

m; = zz:mi , ¥ también que 0=zz:mil.)ci :

i=1 i=l

lo que nos resulta en

z
K, =2m (%) +2 Y mpl (2.2.11)
i=1
Asft, podemos ver que la energfa cinética de un eslabén respecto a un sistema de
referencia, puede verse como la suma de dos partes [32]: (a) la energia cinética de
la masa total moviéndose respecto al sistema de referencia con la misma velocidad
del centro de masas, mis (b) la energfa cinética del movimiento de las particulas

respecto al centro de masas (momento de inercia del eslabdn).

Otra forma de ver a K es como la siguiente forma cuadrética
1. .
K=-2—qTH(q)q (2.2.12)

donde H(q) es la matriz de inercia (nxn) del manipulador, la cual es simétrica y
definida positiva.

La energia potencial U no depende de la velocidad con que se desplazan los
eslabones, sino de la posicién actual de los centros de masa de los mismos, x'; para
el i®"™ eslabén, y para calcularlos se utiliza la ecuacién de cinemética directa del

manipulador. La ecuacién de la energfa potencial del sistema se define como

—~—
&
gt




U=iui =zn:x'cipi (2.2.13)

i=1 i=1

donde F, son las fuerzas conservativas actuantes en el eslabén. Como suponemos

que trabajamos con manipuladores rigidos, la unica fuerza conservativa es la
gravedad, por lo que E =m,g.

Una vez definidas la energfa potencial y cinética del manipulador, podemos

obtener las derivadas parciales que conforman a las ecuaciones de LaGrange (2.2.6).

Primero, note que U no depende de q por lo que
03 0K 0U_ oK
m———=— 2.2.14
8q 09 0q 0q ( )

y como K es una forma cuadritica expresada por (2.2.12), la derivada parcial

resulta en

o3 .
=H . 2.2.15
aq ~H@)a (2.2.15)

Ahora, podemos obtener la derivada respecto al tiempo como
o3| d .o
Hq+Hgqg. 2.2.

dt{an dt( q) a+Ha (2:2.16)

Siguiendo con la otra derivada parcial obtenemos

98 _JK 49U 1-1- 0H ou
— —_— . 2.2.1
0q 8q 8q [3q]q X (2:217)
y sustituyendo (2.2.16) y (2.2.17) en (2.2. 6) obtenemos
OH ou
H4+Hq—— —_—= 2.
q+Hq 2q [3q]q+6q T- (2.2.18)
Si definimos
OH
C(q, H—— 2,
(9.9)= q [3q] (2.2.19)
como el vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis, y a
ou
g(q)= i (2.2.20)

como el vector de fuerzas gravitatorias de dimensiones (nx1), obtenemos las
siguientes ecuaciones de movimiento de LaGrange
H(q)q+C(q,q9)a+g(q)=". (2.2.21)
Una propiedad interesante de C (q,c';), es que es una funcién cuadrstica de q,

por lo tanto podemos escribir su elemento genérico como




n
C;= Ecijkq ik

k=1
donde

1

6H, @H, OH,
cijk=5_u Ll 4 ~ &

+
dq, 0q; Oq

j
estos términos son conocidos como los Stmbolos de Christoffel del primer tipo, y

hacen que la matriz H-2C sea anti-simétrica; esta propiedad es muy iitil para
fines de control. Para m4s detalles sobre la obtencién de las Ecuaciones de
LaGrange referirse a [14].

El modelo dindmico en la forma (2.2.21) estd representado por un conjunto de
n ecuaciones diferenciales no lineales de segundo orden acopladas, que relaciona las
posiciones, velocidades y aceleraciones de las uniones con los momentos de fuerza
de las mismas. Los elementos H, C y g son funciones de los pardmetros
cinem4ticos y dindmicos de los eslabones, y se pueden obtener expresando la

energfa cinética y potencial en términos de la posicién y velocidad de las uniones.

Ecuaciones de Newton-Euler

Este tipo de formulacién permite obtener la dindmica de un manipulador rigido
sin derivar las expresiones explicitas de los términos H, C y g. Las ecuaciones son
obtenidas como resultado de dos cédlculos recursivos; nombrados recursivo hacia
adelante, para calcular las velocidades y aceleraciones de los eslabones del eslabén 0
al n;y recursivo hacia atrds, para calcular las fuerzas y momentos de los eslabones
desde eslab6n n al 0. Si definimos a p; como el vector de posicién del origen del
marco de referencia del eslabén i. Entonces la velocidad lineal del origen del marco

de referencia del eslab6n i est4 dada por

Pi = Piy + Wi XPiy +64:3; (2.2.22)
donde la velocidad angular del estabén i est4 dada por
Wi=wi,+ Eiéliai (2.2.23)

Derivando (2.2.22) y (2.2.23) obtenemos
Pi = Pici + Wiy XPyy; + Wi X (wi—l XDy )

2.2.24
+¢; (aiai +2w,, xdai) ( )




W =w +§ (&iiai +wigy X(.liai) (2.2.25)
Ademss, si definimos p,; como el centro de masas del eslabén i, su aceleracién
estaria dada por
Pe =D; +W; X5, 4+ W; X(W; X,) (2.2.26)
donde r; es el vector de posicién del centro de masas del eslab6n i con respecto al
marco de referencia i, como lo define la siguiente ecuacién
L =DPci —Pi-

Con referencia a la figura 16, donde definimos a O, como el origen del marco
de referencia del i*™ eslabén, las ecuaciones de Newton definen un balance de
fuerzas actuando sobre el eslabén i en la forma de

% = M;Pg — M+ Vi (2.2.27)
donde v; denota la fuerza ejercida por el eslabén i—1 sobre el eslabén i en el
origen del marco de referencia del eslabén i. Sustituyendo (2.2.26) en (2.2.27) nos
da

% = MP; + Wy XML + W X (W Xy )+ Yy (2.2.28)

El efecto de m,g sera autométicamente introducido tomando p, = -g.

Figura 20. Caracterizaci6n del 7™ eslabén para las ecuaciones de Newton-Euler.

Las ecuaciones de Euler también ofrecen un equilibrio de momentos actuando

sobre el eslabén i (referido al centro de masas) en la forma

p=Lw, +w, x (iiwi ) + 5 X% + Mgy F Peiit X Vi (2.2.29)
( 1
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donde ii es el tensor de inercia del eslabén i con respecto de su centro de masas.
Aplicando el teorema de Steiner( ver Glosario), el tensor de inercia respecto al
origen del marco de referencia i est4 dado por

I =], +m;ST (5)S(r;)
entonces (2.2.29), vfa (2.2.28), puede ser reescrita como

i = Lw 4+ w X (Lw; )+ mgD; + sy + Pt X Vi -

El momento de fuerza del i*™ eslabén u; puede ser obtenido proyectando

% (y.,) sobre el eje Z;, como
Yy T .. § s
" =(£m +&n i) 3; +1;q; + F;sign(q; )+ Fq;
donde las contribuciones del motor de inercia y la friccién de las uniones se han

agregado. Para informacién m4s detallada sobre este método referirse a [14].

Dinamica Directa e Inversa

Obtener el modelo dindmico de un manipulador robético es de interés, tanto
para simulacién como para el control de dicho dispositivo. Para la simulacién
necesitamos las denominadas dindmicas directas del manipulador, esto es que para
un conjunto conocido de momentos de fuerza de unién u,, se obtengan las
posiciones, velocidades y aceleraciones resultantes. Para lo segundo, nos conciernen
las dindmicas inversas del manipulador que, contrario a las dindmicas directas, de
un conjunto conocido de posiciones, velocidades y aceleraciones de las uniones se
obtienen los momentos de fuerza de uniones resultantes.

El proceso computacional para la dindmica directa es, en general, mayor que el
necesario para obtener la dindmica inversa de un manipulador. Esto es porque el
modelado dindmico da naturalmente el mapeo de posiciones, velocidades y
aceleraciones de unién a los momentos de fuerza de unién, como se muestra en la
ecuacién (2.2.21).

En cambio para la dindmica inversa suele procederse de la siguiente manera: de
la ecuacién (2.2.21) se despeja

Ei=H(q)_l(u—C(q,c'l)c'l—g(q)), (2.2.30)

y de esta ecuacién podemos obtener una representacién en espacio de estados como




B _H(xl)_l(c(xhxz)xz +g(xl)) * H(xl)_l“

donde x, =q es el vector de posiciones angulares (nx1) de las uniones y X, =q es

(2.2.31)

X3

el vector de velocidades angulares (nx1), esta representacién nos provee de 2n
ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales pueden ser integradas en el tiempo
bajo condiciones iniciales conocidas para obtener los estados X, y X,. Cabe
destacar que la representacién (2.2.31) est4 en la forma No-Lineal Controlable por
Bloques (NLCB).

Los términos H(x,), C(x;,%,) ¥ g(x,) pueden ser obtenidos por medio de las
ecuaciones de LaGrange, pero un método mds eficiente consiste en usar las
ecuaciones de Newton-Euler de la siguiente manera: los vectores C(x,,X,) y g(x,)
se obtienen de computar u con x,=0 de la ecuacién (2.2.31). Entonces, las
columnas h; de la matriz H(x,) se obtienen como el momento de fuerza u con
g=0, x,=0, g;=1y c'lj =0 para j=i. Iterando este procedimiento para
i=1,...,n podemos obtener toda la matriz de inercia.

El sistema (2.2.31), como la mayoria de los sistemas robéticos, se encuentra en
una forma conocida como Forma No-Lineal Controlable por Bloques. En la

siguiente seccién se explicars en detalle este tipo de sistema.

2.3. Forma No-lineal Controlable por Bloques

Para un sistema MIMO (Multi Input-Multi Output) no lineal perturbado en la
forma No-Lineal Controlable por Bloques (NLCB) tenemos:
X = £, (%) +by (%)%, + A (x,t)
)‘(r—-l = fr—l (ir—l ) + br—l (‘ir-l ) xr + Ar—] (ir_p t)
x, =, (X;)+b, (X, Ju+ X (x,,t)

donde X; =(x;,...X;), X; €X; CR" La salida del sistema es y =h(X), las funciones

(2.3.1)

f,(») y b;(e) son campos de vectores suaves definidos en X;; y X (e) son términos
de perturbaciones generados por variaciones paramétricas e incertidumbre en el

modelo de la planta.




El vector )\ es denominado cominmente como perturbacién matched debido a
que se encuentra dentro del sub-espacio de control, y los términos /\i(') para
i=1, .., r—1 son conocidos como perturbaciones no matched debido a que se
encuentran fuera de este sub-espacio. El sub-espacio de control es el generado por
las columnas de b, (o), y se denomina a una perturbacién matched, si el vector de
control u puede afectar a todos los componentes de la perturbacién mediante la
matriz de control b, (e). La estructura del sistema ests definida por los enteros
(ny,..,n,) y cumplen con la condiciones

r
nlS...Snr y an =n

donde n es el orden total del sistema.

2.4. Modos Deslizantes

Los Modos Deslizantes (MD) juegan un papel muy importante en la teorfa de
control de estructura variable. Debido a su baja sensibilidad a perturbaciones
externas y variaciones paramétricas, este tipo de control representa una
herramienta muy eficiente en el control de sistemas dindmicos complejos de alto
orden operando bajo condiciones de incertidumbre, lo cual es muy comin en
muchos procesos de tecnologfa moderna.

La idea principal es forzar la ocurrencia de modos deslizantes en alguna
variedad o superficie del espacio de estados. Por lo general estas superficies se
disefian como la interseccién de hiperplanos en el espacio de estados, de tal forma
que una vez que el sistema ha alcanzado esta superficie, la estructura del lazo de
retroalimentacién se adapta para "deslizar" el estado del sistema sobre esta
superficie, entonces la respuesta del sistema depende solo del gradiente de la
superficie deslizante y permanece insensible a las perturbaciones que cumplen con

la condicién matching.

24.1. Principios de Disefio del Control por Modos
Deslizantes

Un control por MD es disefiado en dos etapas:




I.  Diseiiar la superficie deslizante s(x)=0, como un sub-espacio del espacio de
estados del sistema, de tal forma que el sistema tenga propiedades deseadas
(estabilidad, robustez, seguimiento de trayectorias, etc.). Esta superficie
puede ser disenada utilizando cualquier técnica lineal o no-lineal.

II. Escoger un control discontinuo acotado que fuerce al sistema a alcanzar la
superficie disefiada y permanecer sobre la misma.

—u, si s(x)>0

u(x)= uoo si sEx;<0

Control Equivalente

La naturaleza del control por MD es producir un cambio de alta frecuencia en
la ley de control, por lo que es dificil de visualizar el comportamiento en lazo
cerrado del sistema. Para poder visualizar y analizar este comportamiento por
medio de la teorfa cldsica de ecuaciones diferenciales es necesario regularizar el
sistema, i.e. cambiar o reducir el sistema original a uno que se comporte “muy
similar” Uno de los métodos més conocidos y usados es el control equivalente, el
cual describiremos a continuacién.

Considere el sistema

x=f(x)+B(x)u (2.4.1)
donde x€R" es el vector de estados, u€R™ es la sefial de control, y
rank {B(x)} =m.

Igualando la derivada de la superficie deslizante a cero, es posible encontrar el
control equivalente y la ecuacién de modo deslizante, la cual determina el

comportamiento del sistema en lazo cerrado. Entonces tenemos:

. O0s. Os Os
S=ax=-a';f(X)+aB(X)ueq =0 (242)
donde u,es el control equivalente.
Despejando nos queda
Os D
U, =- EB(X) af(x) . (2.4.3)

Sustituyendo (2.4.3) en (2.4.2), obtenemos la ecuacién de modo deslizante como




-1
Os
;,;f(x)

La variedad deslizante s(x) debe ser disefiada de tal forma que (2.4.4) tenga

x=f(x)—B(x) . (2.4.4)

Os
2B
5, B(x)

las propiedades deseadas.

24.2. Modos Deslizantes Anidados (MDA)

El control por modos deslizantes estdndar no es robusto a las perturbaciones
no-matched, ese es el punto que atacan los modos deslizantes anidados para los
sistemas en la forma No-Lineal Controlable Por Bloques (NLCB), explicada en la

seccién 2.3 y que por conveniencia re-escribo a continuacién.
x, =1 (x1)+bl (xl)x2 +XA (xl’t)
}‘(r—l = fr—l (ir—l) + br-—l (ir-l ) Xr o ’\r—l (ir—l 4 t)
x, =£,(X;)+b, (X, )u+ X (x,,t)

(2.4.5)

El principio de los MDA es aprovechar la estructura de los sistemas en la forma
NLCB, de tal manera que en el i*™ bloque del sistema, siendo i=1, .., r y r el
orden del sistema, se toma al vector Xx;,, como un vector de control ficticio,
pseudo-control o control virtual; el cual nos ayudard a definir la dindmica de dicho
bloque y la referencia para el bloque siguiente. Esto se puede ver claramente en
(2.4.5) cuyo primer bloque X; tomarfa como control virtual a X,.

Este proceso se hace de forma iterativa hasta llegar al r*™ bloque donde
aparece el vector de control real u [6)].

De esta manera las perturbaciones fuera del sub-espacio generado por u, se
encuentran dentro del sub-espacio generado por sus respectivos controles virtuales
y pueden ser rechazadas. En otras palabras, poder rechazar perturbaciones no

matched.

Principios de Disefio del Control por MDA

Consideremos un sistema en la forma NLCB (2.3.1), entonces para disefiar un

control por MDA se necesitan r pasos.

( 1
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Paso 1: Se toma a X, como un control virtual para el primer bloque del
sistema, por lo que, al definir este, estaremos obteniendo la referencia para el
segundo bloque x, ;. El primer bloque tendrfa entonces la forma:

x; = (x;)+b, (%) Xy or + A (X,
1 1( 1) 1 (x1) 2,ref ’\1(1 ) (2.4.6)
81 = X1~ Vet
donde s; serfa la superficie deslizante para el primer bloque. Entonces el control
virtual estarfa definido por
Xa et = by (%)) [-£ (%,) — k;sigm(e;s,)] (2.4.7)
con k; como la ganancia de control, y ¢ define la pendiente de la funcién
sigmoidea. La condicién de estabilidad de este bloque es
ky > N (%) + o (2.4.8)
donde o, es un escalar positivo que define el maximo perfodo de alcance a s,. La

funcién de Lyapunov V, =522‘- demuestra la estabilidad robusta de (2.4.6), i.e

s, = 0 en tiempo finito.

Paso i={2, .., r—1}: Este bloque tendrfa la forma
’.‘i=fi( )+b ( ) n+1ref+)‘n( )

S5 = X; Xyt (2.4.9)
y el control virtual estarfa definido por
e =b; (%) [ (%) — Kisigm(e;) + X | (2.4.10)
La condicién de esta.blhdad de este bloque es
k; > I’\. (x; )|+0‘i (2.4.11)

donde o; define el méximo perfodo de alcance a s;, y V,=s? /2 demuestra la
estabilidad robusta del bloque, i.e. s; =0 en tiempo finito.

Paso r: El dltimo bloque tiene la forma

x, =f, (X, )+b, (X Ju+ X (x,,t)

8, =X, — X, (2.4.12)
y la sefal de control se define como
u=b,(X,)" [, (X,) —k,sigm(e;s, ) + X, ¢ - (2.4.13)
La condicién de estabilidad de este bloque es
k, >\ (X, )|+ (2.4.14)
[ s )




donde @, define el méximo perfodo de alcance a s,, V,=s? /2 demuestra la
estabilidad robusta del bloque, i.e. s, =0 en tiempo finito, y el objetivo de control
del sistema global es alcanzado. El anilisis de estabilidad y la obtencién de las

cotas de las ganancias de control se explican a detalle en [6].

243. Modos Deslizantes Integrales (MDI)

Durante la respuesta del sistema a un controlador de modos deslizantes se
pueden definir dos etapas: la etapa de aprozimacidn y la etapa deslizante. La etapa
de aproximacién se presenta cuando la respuesta del sistema se acerca a la
superficie, por su parte la etapa deslizante es cuando ya estd sobre la superficie. En
la primera el sistema no es robusto a las perturbaciones externas y por lo general
para darle robustez durante toda su respuesta se implementa control de alta
ganancia, pero inevitablemente se compromete la estabilidad del sistema limitando
asf la aplicacién de este tipo de control.

Otra alternativa para darle robustez durante toda la respuesta al sistema, es
usar el concepto de modos deslizantes integrales (MDI) [33]. La base de este tipo de
modos deslizantes es la eliminacién de la etapa de aproximacién asegurando asi
robustez durante toda la respuesta del sistema.

El diseno del controlador por MDI presupone la existencia de un controlador
disefiado con anterioridad para la planta nominal (sin perturbaciones), agregdndole
a este controlador existente un término discontinuo para forzar la ocurrencia de
modos deslizantes y asf obtener una respuesta como si la planta fuera la nominal
con su controlador en lazo cerrado, a pesar de las perturbaciones externas y

variaciones paramétricas del sistema.

Principios de Disefio de Control por MDI
Para un sistema como

x =f(x)+b(x)u+A(x,t)
donde x €X, CR" es el vector de estados, b(x) es la matriz de control y A(x,t) es

el vector de perturbaciones matched debida a factores externos, variaciones




paramétricas e incertidumbre de modelado. Se asume a A(x,t) como acotado por
una funcién escalar positiva conocida de la siguiente manera
")\ (x, t)" <h*(x,t)
Entonces definimos
u=u,+u, (2.4.15)
donde u, es el control predisefiado para el sistema nominal, y u, es el control

discontinuo que disenaremos para rechazar la perturbacién. Entonces

x=f(x)+b(x)u, +b(x)u, + A(x,t) (2.4.16)
Ahora definimos la superficie deslizante como
s=o0(x)+z (2.4.17)

donde el término o(x) es una funcién de los estados del sistema (definida por algtn
criterio) y z es el término integral que serd determinado después.

Si derivamos (2.4.17) y sustituimos (2.4.16) en el resultado, tenemos

oo

é=-(§-x—(f(x)-|—b(x)uo+b(x)ul +A(x,t))+2, (2.4.18)
y definiendo
z= %(—f(x)—b(x)uo) z(0)=—c(x(0))
la ecuacién (2.4.18) se reduce a
5= 22 b (x)u, +(x.1). (2.4.19)

El paso siguiente es definir el control por MD clasico (de primer orden) que

rechace las perturbaciones como
u,=—K(x)b(x) sign(s) (2.4.20)
donde K(x) se escoge de tal forma que se fuerce la ocurrencia de modos deslizantes
por el control discontinuo u,, ademds de que ocurran desde el primer instante ya
que s(0)=0(x(0))+2z(0)=0. Por lo tanto
s=0, s=0,

entonces, ya estando en la etapa deslizante, tenemos que

é=a—‘;(b(x)u,eq+)\(x,t))=0,

de donde podemos obtener la igualdad
b(x)ugq =—A(x,t) (2.4.21)

( 1
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y sustituyendo en (2.4.16) nos queda
x=f(x)+b(x)u,
lo que es equivalente al sistema nominal con la sefial de control u,, el cual era

nuestro objetivo.

244. Algoritmo Super-Twisting (ST)

El algoritmo Super-Twisting ha sido desarrollado para controlar sistemas de
grado relativo uno, con una ley de control totalmente continua, permitiendo
compensar exactamente perturbaciones Lipshitz y asegurando convergencia en
tiempo finito. Adem4&s permite evitar el efecto Chattering en Control de Estructura
Variable. Su nombre proviene de las trayectorias en el plano 2-deslizante que se
caracterizan por un simular un Twisting sobre el origen, para més detalles refiérase
a [33]. La ley de control continua estd constituida por dos términos; uno se define
por la derivada de un término discontinuo y el otro es una funcién continua de la
variable deslizante conocida. De manera m4s formal, sea un sistema

x=f(t,x,u), s=g(t,x)eR, u=U(t,x)eR (2.4.22)
donde x €R" t es tiempo y f g son funciones suaves. El objetivo de control es
lograr que s=0. Ahora, sea uno el grado relativo del sistema y definiendo y, =s y
¥, =s, el objetivo de control es equivalente a estabilizar el sistema siguiente

Yi=Y,
y2 =9(t,x)+n(t,x)u

donde y, no es medible pero con la posibilidad de saber su signo. La ecuacién

(2.4.23)

(2.4.23) define la dindmica de la superficie deslizante s, y al definir dicha dindmica

por medio del control u se define también el comportamiento de (2.4.22) respecto a

S.
Ahora, si ﬂ(t,x),n(t,x) son funciones desconocidas pero que cumplen con las
condiciones
$>0,
[9(tx) <@,

0<T, Sn(t,x)SFM,

entonces, el algoritmo de control se define como

( 1
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u=u,(t)+u,(t)
u, (t)=—W,|y,|’ sign(y,) (2.4.24)
u, (t) =—W,sign(y, )
donde W, y W, son ganancias de disefio del controlador, y las condiciones de
estabilidad suficientes para (2.4.23) en lazo cerrado son
49T, (W, +9)

s 2
0<p<05 ; W, >—Fm’(W2—<I>)

; W, >—
27T

m

Este algoritmo es ampliamente usado en sustitucién de controles discontinuos
como en [34] y [35]. Las propiedades del algoritmo ST en el dominio de la
frecuencia son estudiadas en [36] y [37]. Este tipo de control también ha sido usado
para disehar diferenciadores exactos robustos [38] y observadores [39; 40; 41],
suministrando su caracterfstica de convergencia en tiempo finito en presencia de

entradas desconocidas.

2.5. Vision Computacional

El uso de un sistema de visién permite la percepcién de informacién importante
del ambiente de trabajo de un robot. El procesamiento de dicha informacién puede
ser de gran ayuda en la interaccién del robot con su ambiente. En este capitulo se
describen los modelos y algoritmos basados en visién computacional que se

utilizaron en este trabajo.

2.5.1. Camara Pinhole

El modelo de cdmara estenopeica o de pinhole es el mas comiin en la literatura,
y su descripcién utilizando geometrfa proyectiva se puede encontrar en [42]. Este
modelo describe las relaciones matemaéticas entre las coordenadas de un punto en
R? y su proyeccién sobre el plano de la imagen de la cdmara, donde la apertura de
la cdmara se representa por un hueco de alfiler o pinhole como se puede observar en
la Figura 21. Por simplicidad, tomaremos el origen del sistema de coordenadas de
la cdmara en el centro de la cdmara c, el plano de la imagen se encuentra a una
distancia f del centro, y la lfnea L normal al plano de la imagen que pasa por el

centro de la cdmara se conoce como el eje principal de la cdmara.

( 1
\ 2 )



Figura 21. Camara pinhole

Entonces, un punto X=(x, Yy, z)T en la escena es mapeado a la interseccién
entre el plano de la imagen y la lfnea formada por X y c, dicha interseccién
equivale al punto x=(fx/z, fy/z)T en las coordenadas de la imagen. Este mapeo

se puede expresar en coordenadas homogéneas como

fx
fy|. (2.5.1)

z

X

S MmO

f 00
x=[0 £ 0 of

00 1 of”
1

Lo anterior representa el caso ideal del modelo, es decir, cuando el centro de
coordenadas coincide con el centro de la cdmara. En el caso real existe una
traslacién t y una rotacién R del centro de la cdmara respecto al sistema de
coordenadas. Ademss, el sensor de la cdmara (usualmente un arreglo de CCD’s) no
es totalmente plano, ni cuadrado. Estos factores se contemplan en una matriz K
conocida como matriz de pardmetros internos de la cdmara. Esto nos lleva a
obtener la matriz de proyeccién de la cdmara de la siguiente manera

P=K[R|t]. (2.5.2)

Al proceso de encontrar la matriz K se le conoce como calibracién de la cdmara
[43].

2.5.2. Segmentacion HSV

Un espacio de color es un modelo bajo el cual se define la composicién de los
colores. La composicién se determina por el valor de los vectores base del espacio

de color, y la combinacién lineal de los vectores base genera todo el espacio de




El contar con un SVE permite percibir profundidad aparte de color, textura,
flujo 6ptico y otras propiedades. En otras palabras, provee la capacidad de percibir
una dimensién més que solo con una cdmara. La desventaja de un SVE es que es
costoso, desde el punto de vista computacional, el procesar en tiempo real las
im4genes. Ademds de calibrar cada cdmara del SVE (pardmetros intrinsecos), es
necesario encontrar la transformacién entre el sistema coordenadas de la cdmara
derecha respecto al sistema de coordenadas de la cdmara izquierda. A los
pardmetros de dicha transformacién se les conoce como pardmetros extrinsecos del
SVE. Al proceso se le conoce como calibracién del sistema estéreo y puede ser
consultado en [43]. Una vez obtenidos los pardmetros intrinsecos y extrinsecos, se
puede obtener la profundidad de un punto ubicado en ambas imédgenes por medio
de un proceso de triangulacién.

Este proce'.so‘ consiste en’determinar la posicién en 3D de un punto X usando la
proyeccién del punto en la imagen derecha (x4) y en la izquierda (x,). Con la
informacién de los centros de las cdmaras (c; y ¢;) y las proyecciones se puede
obtener un tridngulo, cuyas relaciones trigonométricas nos permitan obtener el
punto X. Este proceso se ilustra en la parte izquierda de la Figura 24.

Sin embargo, en un SVE real existe ruido en las proyecciones lo que ocasiona
que los rayos 6pticos no se intersequen. Una forma de solucionar este problema es
encontrar la distancia dirigida entre los dos rayos de las proyecciones y obtener el
punto medio entre el par de puntos (Figura 24 derecha). Este procedimiento puede

ser encontrado a detalle en [42].
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Figura 24. Triangulacion: Ideal (Izquierda) y Real (Derecha).

.66 ] ¢ e
[}



2.54. Calibracién Mano-Ojo

El problema de calibracién Mano-Ojo consiste en encontrar la transformacién
X entre el efector final de un manipulador y el sistema de coordenadas de una
cdmara c,, la cual se encuentra fijamente montada al manipulador. Se resuelve
mediante el cémputo simultdneo de dos transformaciones espaciales en un lazo
cerrado de transformaciones del mismo tipo. La Figura 25 muestra el escenario de
este tipo de calibracién. Se puede apreciar un manipulador en dos posiciones
diferentes con un SVE montado en su iltimo eslabén. El superfndice de los
elementos en la figura indica la posicién del manipulador. También se observa un
objeto de referencia (un tablero de ajedrez) que nos permitird cerrar el lazo de
transformaciones.

La transformacién A' es la transformacién entre la cdmara y la referencia en la
posicién i del manipulador, y se obtiene por algoritmos de procesamiento de
im4genes del SVE. La transformacién B' es la transformacién entre la base del
manipulador y su tltimo eslabén en la posicién i del manipulador, y se obtiene por

célculos de cinemaitica directa.

Base del robot

Figura 25. Calibracién Mano-0Ojo.

Entonces, de la figura podemos obtener la siguiente ecuacién
AX =XB (2.5.6)
donde A =A? (A' )_l y B= (Bz)_l B'
Existen muchos métodos ampliamente estudiados para resolver la ecuacién

(2.5.6), los cuales se pueden dividir en dos grupos. El grupo del método cldsico se
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basa en resolver por separado la parte rotacional y traslacional de la ecuacién, ver
[45], y el otro grupo resuelve ambas partes simultdneamente, ver [46]. En este
trabajo utilizaremos una técnica desarrollada bajo el segundo esquema y en el

marco del slgebra geométrica conformal [47].




3. Propuesta de Solucion

Un esquema general para un sistema de visién estéreo se muestra en la Figura
26, donde T, es la posicién del objetivo, A es la orientacién actual del SVE, Oy es
el origen del sistema de coordenadas base y O, es el origen del sistema de
coordenadas de la cdmara, convenientemente fijado al tltimo eslabén de la cadena

cinemdtica del manipulador.

i

10,
1]

Marco de
Referencia Base

Figura 26. Manipulador Asistido por Visién y el Objetivo.
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El modelo cinemético de esta estructura puede ser definido como
A=1(0) (3.0.1)
donde AeR® 6=[4,,...0, | es el vector de posiciones angulares de las uniones y el

vector f(f) estd definido por la cinemética directa del manipulador.

3.1.  Localizacion del Objetivo

La localizacién del objetivo es obtener un vector en 3D que relacione la
posicién del objetivo T, con el origen del sistema de coordenadas del sistema
estéreo O,. Para lograr esto, primero se calcula el vector entre T, y el centro de
una de las cdmaras (usualmente la izquierda C;) al cual definimos como CT.
Luego, se calcula el vector entre O, y C;, el cual es obtenido por la calibracién
Mano-Ojo [46] y llamaremos OC. Dichos vectores se pueden apreciar en la Figura
27.

Figura 27. Calibracién Mano-Ojo de un SVE.

Finalmente, se suman OC y CT para obtener la posicién en 3D de T, con

respecto al marco de referencia del sistema estéreo.

3.1.1. Calibracion del Sistema de Vision Estéreo (SVE)

Para poder obtener CT, primero deben calibrarse las cdmaras del SVE.
Calibrar una cdmara es el proceso mediante el cual se conocen los pardmetros
intrinsecos de la cdmara, para més detalle vea [43].

Con ambas cdmaras ya calibradas, se procede a calibrar el sistema estéreo. Esto

es, obtener la transformacién entre un sistema de coordenadas fijo en el centro de

—
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la cdmara izquierda y otro fijo en el centro de la cémara derecha (pardmetros
extrinsecos); de tal forma que podamos relacionar la posicién de un objetivo en las

imdgenes de ambas cAmaras.

3.1.2. Segmentacién por Color

La posicién en 2D de un objetivo en una imagen se puede obtener segmentando
el objeto en dicha imagen. Para segmentar un objetivo de un color determinado, se
compara dicho pardmetro con los pardmetros de cada uno de los pixeles en la
imagen, de tal forma que si son iguales o similares se les considera como parte del
objetivo.

El color usualmente se representa con un vector de 3 coordenadas, las cuales
representan su posicién dentro de algiin espacio de color. El espacio de color més
conocido e importante es el RGB (Red-Green-Blue), el cual es un espacio de color
aditivo. Lo colores rojo, verde y azul fueron escogidos por su similitud con los tres
conos sensitivos del ojo humano. La principal desventaja de este espacio es que es
muy sensible a los cambios de iluminacién, por lo que complica los algoritmos de
segmentacién de color. Un espacio més robusto a este factor es el HSV (Hue-
Saturation-Value) donde: Hue (Tonalidad) estd definida por la longitud de onda
dominante en un color, Saturation (Saturacién) se refiere al grado de pureza de un
color y Value (Valor o Brillo) es la cantidad blanco que contiene un color, o su
luminosidad. Existe un mapeo del espacio RGB al HSV, para més detalles sobre

esto vea [44].

Figura 28. Segmentacion en HSV para un SVE
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Un ejemplo de segmentacién por color en HSV se puede apreciar en la Figura
28. Cada imagen corresponde a cada una de las cdmaras en el SVE; podemos
apreciar que el objeto segmentado (en este caso un taladro), ha sido localizado en
la imagen y encerrado en un cuadro naranja.

Después de haber localizado el objetivo en ambas im4genes se puede relacionar
dicha informacién para triangular la posicién en 3D del objetivo, procedimiento que

se explica a continuacién.

3.1.3. Triangulacién

Una vez calibrado el SVE, se puede obtener la posicién en 3D de un punto en
el espacio, si conocemos la correspondencia entre la proyeccién en 2D de ese punto
sobre ambas imégenes del sistema estéreo. Esto se logra retro-proyectando cada
uno de los puntos en las imdgenes como rayos que parten del éentro de cada
cdmara e intersecan el plano de la imagen en tal punto, por lo tanto esos rayos se

intersecaran en el punto en 3D. Para m4s informacién consulte [42].

3.2. Modelado Propuesto Usando Algebra Geométrica

En esta seccién se tratard en detalle la obtencién de modelos cineméticos y
dindmico de manipuladores seriales en tiempo continuo y tiempo discreto. Se usard
algebra geométrica G,,; para ambos casos, la cual, como ya vimos en secciones
anteriores, ofrece la ventaja de ser un método sencillo para representar
transformaciones como rotaciones, traslaciones, reflexiones, entre otras. Ademds, la

formulacién en algebra geométrica facilita los cédlculos algebraicos.

3.2.1. Modelo de Cinematica Directa

La cinemética directa de un robot manipulador, consiste en calcular la pose
(posicién y orientacién) del efector final usando las variables de unién (posiciones).
Para esto, se necesita encontrar las transformaciones definidas por las uniones, i.e.
se necesita modelar las uniones del robot. Como se mencioné anteriormente, las

uniones bdsicas de las que se componen los robots son unién rotativa y unién

(=,



prismética, y estas se pueden modelar definiendo un motor por unién de la

siguiente manera:

M, = 2 (3.2.1)
donde q; es la i*™ variable de unién (4ngulo de rotacién # para rotativas /
distancia de traslacién d para prisméticas), D, es la entidad que define el motor (
D=L es la lfnea que define el eje de rotacién en rotativas y D=te_ define la
direccién de traslacién en prismdticas).

Supongamos que definimos la posicidn del efector final de un manipulador serial
de n GDL con el punto x, y su orientacién con la lfnea L, entonces la pose
inicial del efector final estd dada por
Xef
Lg|
La cinemética directa de dicho manipulador (con n uniones) se define como

X'=M,--M_XMn---M

= [1‘[ M]X[H Ma-is

i=l i=l1

X= (3.2.2)

], (3.2.3)

donde X es la pose inicial, X' es la pose actual del efector final.

Ahora, los motores que definen dicho modelo dependen de las variables de unién
q; y de las entidades D, (lineas L; 6 direcciones t;), que los definen de acuerdo a
(3.2.1). Dichas lfneas y direcciones también son funciones de las variables de unién,
ya que la variable de unién q; afecta a los eslabones posteriores en la cadena
cinemitica, i.e. a las entidades D;=L;6te,, para j=i+l,--,n. Se usard un
apéstrofe para distinguir a las entidades iniciales D; de las actuales D";.

Estas relaciones se pueden definir mediante las siguientes ecuaciones:

1) Para la primera unién D', =D, y M, se obtiene de (3.2.1).

2) Para la i*™ unién (i=2,-,n)

i1
[

=1

D= D;

ﬁﬁi-j] (3.2.4)

j=1
y M; se obtiene de (3.2.1).
Con el fin de ilustrar el proceso explicado, consideremos el manipulador serial

de 6 GDL de la marca AdeptSix600 (que se encuentra en el laboratorio del




CINVESTAV. Unidad Gdl.) mostrado en la Figura 29. Las seis uniones de las que
se conforma el manipulador son rotativas, por lo tanto D, =L, son los ejes de

rotacién iniciales de las uniones para i=1,---,6.

Figura 29. Manipulador serial AdeptSix600 y sus ejes de rotacion.

Entonces, podemos definir a los ejes de rotacién actuales y a los motores del
manipulador como
LY =L =M, =e 119”2
L', =M,L,M =M, =e L2972
2o 2 (3.2.5)
L' =M, "'MSLBMS ]\71] =M, = e L's/2
y la cinemdtica directa del manipulador como
X'=M, - MgXMs--M;. (3.2.6)
Para una explicacién més detallada sobre el uso de ejes y motores para modelar

mecanismos robéticos véase [32].

3.2.2. Modelo de Cinematica Diferencial

La cinemética diferencial de un robot manipulador relaciona la velocidad lineal

y angular del efector final con la derivada de las variables de unién (velocidades de
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unién). La cinem4tica diferencial se puede obtener derivando la ecuacién de

cinemética directa, la cual estd dada por

X'= [fIMi x[f[ﬁn_i+l]. (3.2.7)

La diferenciacién total directa de (3.2.7) resulta en

-39, []‘[ MX] [Macisn

j=1 i=1 i=l

dg;. (3.2.8)

Por propiedades de la derivada de un producto, se puede re-definir a (3.2.8)

como

H[ IL[M HMXHMn—:H

i=1 i=j+1 i=1

+ﬁMix1:[ﬁn_a+naqj[ 11 1\71n—i+1]

i=1 i=1 i=n—j+1

(3.2.9)

1
—qD
Debido a su forma exponencial, la derivada del motor M=e 2! y la de su

1
. ~ —qD .
reversion M=e? | se pueden definir como

d(M . d(M) g_

M=—lMD ﬁ=ll\/ﬂ)q. (3.2.10)
dt 2 dt 2

Entonces, podemos obtener la derivada del producto de motores como

3, [fIM] ﬁM D, (3.2.11)

i=l1 l'-l

.
aqj[ H ﬁn—i+l [ H Mn—l+l (3.2.12)
i=n—j+1 i=n—j+1
Sustituyendo (3.2.11) y (3.2.12) en (3.2.9) se obtiene
- n 1 j n n___
X =_Zj _E[HMi Dj'HlMiXHMn—m
d ) - ) (3.2.13)
+—HM X Mn—|+l[ I_I Mn—|+l D q
n—l i=1 i=n—j+l

Usando la igualdad H IVIn-mHMi =1 y sabiendo que los bivectores

i=n—j+1 i=1

conmutan podemos re-escribir a (3.2.13) de la forma




k=13

j—l

_[ﬁMixﬁﬁn_M 11 ﬁn—i+1][ﬁMiDj 11 ﬁn—iﬂ] q;

I‘[M,D, ]‘[ Mn_.+1][ﬂM ]‘[ MXHMn—m]

i=1 i=n—j+l1 i=1 i=j+1 i=1

i=1 i=1 i=n—j+1 i=1 i=n—j+1
(3.2.14)
Si agrupamos términos en (3.2.14) nos queda
=——Z HM H ﬁn-iﬂ][HMiXHﬁn—m]
rl i=1 l—n—j+l i=1 i=1 (3215)

_[ﬁMiXﬁﬁn_m][ﬁMiDj 11 ﬁn_i+n]'

q;,
i=1 i=1 i=1 i=n—j+1

y, usando la ecuaci6én de cinem4tica directa (3.2.7) y la igualdad (3.2.4), la ecuacién
(3.2.15)resulta en

=—Z[x D',-D';X'q; (3.2.16)

j—l
la cual define la cinemética diferencial de un manipulador serial de n grados de
libertad con cualquier tipo de uniones. La forma clésica de representar (3.2.16) es
X'=J(q)q (3.2.17)

donde

1
Ja)=loy @] con 0= (X'D}=D X,y a=fay - a

Si se deseara modelar solo la posicién del efector final X, se podria obtener
una cinemética diferencial un poco més simplificada usando la propiedad (2.1.9)

para obtener

i‘ef’=Jx (q)(.l, JX (q):[x‘ef.D'l — x‘ef‘D'n]- (3-2-18)

Con fines de comparacién, re-escribiremos la ecuacién de cinemédtica diferencial

obtenida con el método clasico definida en (2.2.3) como
q
=J(q)q. (3.2.19)

o

Se puede observar que la ecuacién (3.2.16) obtenida por medio de AGC es mas

glal +é_:l-(a1 Xpln) gnan +§x (an xpnn)

a, X

simple y compacta que la obtenida por el método clasico definida en (3.2.19).

|
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Modelo Cinematico Diferencial Discreto

Si definimos las variables de estado de (3.2.17) como x;,=q, X,=X, y el
término de control como u=gq, se puede obtener una representacién en espacio de
estados de la forma

=y, x,=J(x))u
Y=Xy,

donde y es la salida del sistema. Ahora, si discretizamos (3.2.20) por el método de

(3.2.20)

Euler resulta en el siguiente modelo discreto
Xpep = Xp +Tuy
Xopst =Xgp +TJ (xl,k )uk (3.2.21)
Y = X2k
con X;, =x;(kT) para i={1,2},y T el perfodo de muestreo.

Si agregamos un vector de perturbaciones d, (xl'k,k) debido a incertidumbre en
el modelo y factores externos, condiciones comunes en modelos reales, obtenemos
un modelo perturbado de (3.2.21) como

Xpert = Xy +Tuy

Xok+ = Xgk +TJ(xl,k)uk +d, (Xl,k,k) (3.2.22)

Y = Xpp-

3.2.3. Modelo Dinamico

En esta seccién desarrollaremos el modelo dindmico del manipulador expresado
en algebra geométrica conformal (AGC) usando las ecuaciones de Euler-LaGrange,
basdndonos en [32] y [48]. Ademés, extenderemos el modelo dindmico conformal
para incluir uniones prisméticas en los manipuladores seriales.

El modelo general de la dindmica obtenido en (2.2.21), y repetido aqui por

conveniencia, es

H(q)a+C(q,9)q+g(a)=" (3.2.23)
La matriz de Inercias H(q) se puede expresar usando AGC de la siguiente manera
H(q)=M, +M, (3.2.24)

donde M, representa la energfa cinética de la masa total de cada eslabén

moviéndose respecto al sistema de coordenadas del mismo eslab6n (i.e. con la

( L
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misma, velocidad del centro de masas del eslabén), y M, expresa la energfa cinética
del movimiento de las particulas que conforman a cada eslabén, respecto al centro

de masas del mismo eslabén (i.e. momentos de inercia). Dichas matrices se definen

como:
M, =V'mV (3.2.25)
M, =4I (3.2.26)
con
x'cl'I)'l X'CZ'D'I x'cn'D'l m, o - 0
V= 9 x'cz:D'2 s o x'cn:])'2 ’ me (.) Il‘.lz s (.)
0 0 x','D', 0 0 m,
1 1 1 L 0 0
5 0 1 1 1= I:2 I, 0
00 -1 I, I, - I,
donde x'; es la posicién actual del centro de masas, I; la inercia y D', la entidad
que define el motor, todos pertenecientes al i*™ eslabén. Si recordamos que la

inercia de un cuerpo rigido puede ser obtenida como I=m¢? donde £* es la

distancia del eje de rotacién del cuerpo al centro de masas del mismo, entonces

podemos expresar la inercia del j*™ eslabén como

L =my;, (3.2.27)
y definir la matriz de inercias I como

I=mL,, (3.2.28)
donde

£, 0 0

N I R
22 22 62

La matriz de Fuerzas Centrifugas y de Coriolis C(q,q) se puede obtener de la
propiedad
H(q)=C+CT, (3.2.29)




y de H(q)=V'mV+4l, la cual fue obtenida anteriormente. Derivando H(q)
resulta en

. d T

H(q)=a(V mV +81),
d
dt
=VTm\" + VTmV,

T —
(V mV), dado que 81 =cte. (3.2.30)

=V'mV+ (V'rm\'/)T
Entonces, de (3.2.29) y (3.2.30) se obtiene que
C(q,9)=V'mv (3.2.31)
donde V es la diferenciacién directa de V y su obtencién se explicar4 enseguida.

Es posible descomponer a la matriz V como

V=YD,
xy 0 - 0 Dy 0 - 0
v= o x', - 0 - D, D', - 0 (3.2.32)
0 0 - x', D' D', - D',
Entonces, derivando se obtiene
V=Y.-D+Y-D, (3.2.33)
donde
x'y 0 0 D} 0
. 0 x', - 0] D
y=|. *= ) |p=|P2 P> (3.2.34)
0 0 X'cn Du D' D'

Los términos Xx'; se pueden obtener por la ecuacién de cinem4tica diferencial

para posicién (3.2.18) vista en la seccién anterior, por lo que obtenemos

o1
Xa

=Y-Dg=Vq. (3.2.35)
X'e

Por otro lado, Di representa la velocidad del eje i generada por el movimiento
(rotacién y/o traslacién) de los ejes que le anteceden. Estos se pueden calcular

usando el mismo procedimiento que se us6 para obtener (3.2.16), resultando en




D', D' D 0 0

1').2 1 D, D, D,D', .. 0
2 : : :
N p' D, D' D', - D', D',
Dy : 2 (3.2.36)
D’lD'l 0 L 0
p,p', D',D' - 0 .
- : : : q

DllDi D'len oo DlnDln

r

La matriz de gravedad g(q) est4 definida como
_ou_9
E-x F-—(x';) (3.2.37)
0 dq [2-1: ] 2_1:
donde F =m,g es fuerza de gravedad ejercida sobre el i*™ eslabén, y como no

depende de q podemos extraerla de la derivada. Entonces, por la cinemética

diferencial se puede obtener la derivada parcial como

P X'q D)
6_q(x.ci)= Co, (3.2.38)
X'q DY
y podemos desarrollar la sumatoria en (3.2.37) para obtener
X'y D) X' DYy X'a' DY
0 x','D' XD
G=| . [R+| 27 E+..+ " 2 (3.2.39)
0 0 x'y- D',
o en forma matricial
D' D' D' ||g
0 x'y'D' - x',-DY|E
G=| . 22 o A= VTE, (3.2.40)
0 0 X' D' ||,
y si expresamos
m 0 0lg
0 m, -~ 0]g
F=|, - Bl=ma, (3.2.41)
0 0 - myfg
podemos definir




G=V'ma. (3.2.42)
Finalmente, podemos obtener el modelo dindmico completo en AGC como
sl oG+ V'm(V+Vq+a)=r (3.2.43)
Cabe destacar que este modelo dindmico conformal es el que se utilizard durante el

disefio y simulacién de los controladores propuestos en esta tesis.

3.24. Cinematica Inversa

La implementacién en tiempo real de una ley de control 7 para el modelo
(3.2.43) requiere definir el vector de referencia para las variables de unién. Para
lograr esto, se tiene que resolver la cinemdtica inversa del mecanismo robético, ya
que la usualmente tarea a realizar por el efector final del robot es definida por
referencias de su pose (posicién y orientacién). En otras palabras, es encontrar las
relaciones geométricas que definan el mapeo entre una pose deseada del efector
final X . y las variables de unién deseadas q-

El &lgebra geométrica conformal (AGC) es un excelente marco matemitico
para la representacién de propiedades y entidades geométricas, lo que permite
resolver la cinemdtica inversa de mecanismos robéticos aprovechando las ventajas
que dicha 4lgebra posee.

Para ilustrar lo anteriormente mencionado, se obtendra la cinemitica inversa
de una PTU (pan-tilt-unit), la cual es un sistema de visién estereoscépico (SVE)
conformado por dos cdmaras (izquierda CI y derecha CD) y montado sobre un

manipulador robético de dos uniones rotativas como se muestra en la Figura 30.

Figura 30. PTU y su esquema geométrico.
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Todas las entidades y medidas de la Figura 30 se definen respecto al sistema de
coordenadas dado por los vectores ortonormales e, €, y €;. L; es el eje de
rotacién y q; la posicién angular de la i*™ unién, A es la orientacién del SVE y
p, es el objetivo a seguir, cuyas coordenadas euclidianas son p, = xe, +ye, +ze;.

Entonces, podemos obtener las relaciones de cinemdtica directa del sistema

como
Lo=e,—L = Lo

L,p=¢ey3—L, =ML, M
~ o~ (3.2.44)

Xero = Le3 + 0.50%,, + €y — Xop = M;M;X g o Mi M2

donde M; =e_%Liqi para i= {1, 2}. Este mecanismo se usard en la implementacién
en tiempo real de los controladores discretos propuestos en esta tesis.

Supongamos que deseamos obtener las variables de unién (q, y q,) necesarias
para que el SVE enfoque al objetivo p,, i.e. que p, yazca sobre la linea definida
por A . Ahora, sabemos que una vez enfocado el objetivo, A puede definirse en su

forma dual como

A* =x, Ap,. (3.2.45)
Entonces, usando (3.2.45) y (3.2.44) podemos obtener la igualdad
[Mxef,0 1\71]/\pt .=MA,M. (3.2.46)

donde M=M,M, e I =epe,e;e0¢,, es el pseudo-escalar conformal. La forma
general de la solucién es equivalente a resolver la ecuacién (3.2.46) para obtener q,
Y Q-

Una forma de simplificar el problema de la cinemética inversa consiste en
proyectar el sistema sobre planos estratégicos, de tal forma que dividamos el
problema global en sub-problemas més simples.

Por ejemplo, si proyectamos el sistema del caso anterior sobre el plano m =e,
(formado por e, y e€,, i.e. una proyeccién desde arriba del sistema) obtenemos la

figura de la izquierda. Entonces q, se obtiene como

q =tan"'(y/x) (3.2.47).

( 1
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p‘ -u-n-uhn:\.:na.unn-nuo'nm--
Figura 31. Proyeccion del sistema robético en el plano .

Ahora, para obtener q, proyectamos el sistema sobre el plano definido por X,
X0 Y el origen (m, =[x,/\xef‘0/\eo/\em]lc) el cual es ortogonal a m, como se

muestra en la Figura 32.

LS
P

Figura 32. Proyeccién del sistema robético en el plano 7,.

En la parte izquierda de la Figura 32 se muestra la proyeccién del sistema en el

plano 7,, este es el plano de rotacién para q, (una vez que se ha aplicado la
rotacién q;) donde la parte euclidiana de p, esta dada por p,, = (\/xz +y? )e',+ze3

y € =M|C1M1' En la parte de la derecha se muestra otra interpretacién del

sistema proyectado, en la cual p, es el resultado de aplicar M, a p',, es decir

p.=M,p’, I\A;Iza (3248)

de donde podemos obtener que la parte euclidiana de p', siempre cumple con

p't,e = (th'pt —ez)e',+€e3

( 1
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Si definimos las siguientes lineas

L‘a =p't/\e0 /\eoo (3 2 49)
Loy, = Py Ay A8 o

podemos obtener ¢, usando la ecuacién del dngulo entre dos lineas dada en
(2.1.78), de donde obtenemos

1 Lva i L*b

a

q, =cos” ; (3.2.50)

*

b

con lo que finalizamos la obtencién de la cinemética inversa del mecanismo
robético. Este ejercicio, aunque simple, muestra las ventajas de usar AGC en la
resolucién de problemas geométricos debido a la simplicidad con la que representa
entidades geométricas complejas y las relaciones entre ellas.

A continuacién se proceders con el disefio de los algoritmos de control

propuestos en este trabajo.

tanh(e™s)

1 0 1
s

Figura 33. Funcién sigmoidea para varios valores de pendiente.

3.3.  Suposiciones de Disefio

Antes de empezar a describir los controladores propuestos en este trabajo,
definiremos las suposiciones que se tomardn en cuenta durante el diseno de los
mismos. Estas se presentan a continuacion:

S1) La funcién signo puede ser aproximada por una funcién sigmoidea de
acuerdo a la siguiente ecuacién

lim sigm (£S) =sign (S)

£—00

{w= ) . o



con sigm (eS) = tanh(eS), como se muestra en la Figura 33 para varios valores de €.

S2) Los términos A,(X;,t) y A,(X;,X,,t), que serdn definidos después, estdn
acotados por funciones escalares positivas como

I, B <Bi(x,1)
[P (%15, )] < By 1, %2, )
y la derivada de A (x,,t) estd acotada de la siguiente forma
||’\.|| <B, "sl " 7
B.>0

§8)rank|b,(y,)]=n, donde n denota el nimero de grados de libertad (GDL)

del manipulador.

3.4. Control Robusto de Robots por Modos Deslizantes

Los modos deslizantes juegan un papel muy importante en la teorfa de control
de estructura variable, la idea principal es forzar la ocurrencia de modos deslizantes
en alguna variedad o superficie del espacio de estados. Por lo general estas
superficies se disenan como la interseccién de hiperplanos en el espacio de estados,
de tal forma que una vez que el sistema ha alcanzado esta superficie, la estructura
del lazo de retroalimentacién se adapta para "deslizar" el estado del sistema. sobre
esta superficie, entonces la respuesta del sistema depende solo del gradiente de la
superficie deslizante y permanece insensible a las perturbaciones que cumplen con

la condicién matching.

3.5. Control por Modos Deslizantes Integrales
Anidados (MDIA)

Este es el primer algoritmo de control que se propone en este trabajo, para
resolver el problema de seguimiento de trayectorias de las posiciones angulares en
un manipulador robético.

El control por MDIA retne las ventajas de los modos deslizantes anidados
(MDA) y los modos deslizantes integrales (MDI) para obtener una ley de control

robusta a perturbaciones matched y no matched , que esté en modo deslizante (y




donde el término A, el cual representa a las perturbaciones matched a rechazar del

sistema, estd dado por

An = Xp4 FA(X), X5, 1) (3.4.16)
Disenando el control como u=u,+u,, la dindmica de s, queda
$; = £,(X,%;) + by(xug+b,(X)uy — X, +2, + A, (3.4.17)
y eligiendo z, como
z, = —£,(X;,X;) = by (X Uy + X, (3.4.18)
con z,(0) =—e,(0) (para cumplir s,(0)=0 desde el instante inicial) y definiendo
Uy = by (%)) (—F (X, X,) + X, —C5€,) (3.4.19)

como una ley de control por retroalimentacién del error donde ¢, >0, podemos
utilizar (3.4.18) y (3.4.19) para que la ecuacién (3.4.17) quede
s, =b,(x)u; + Ay, (3.4.20)

y asf poder definir el término de control u; exclusivamente para rechazar ). Esto
lo lograremos al inducir modo deslizante en (3.4.20), para esto se elige

u, = —k,b,(x,) 'sign(s,) (3.4.21)
con k, >0. Resumiendo, la dindmica de s, y s, en lazo cerrado queda como

s; =—kjsigm(gs)) +,

¥ ) g (3.4.22)
s, =—k,sign(s,) + A,
mientras que la dindmica de las variables de error en lazo cerrado son
e, =—c€ +e+X,+
1 &+ +Xy + A (3.4.23)

€, =—C,, +by(x)u; + A,
Después de eso, se definen las ganancias de control de la siguiente manera

B,
k, >—F——,
T 1-|A(s )| (3.4.24)
k, >0,
donde
A(s;,g ) =sign(s;)—sigm(gs, ), (3.4.25)

finalizando asf el disefio del controlador.
Las ganancias de control descritas en (3.4.24) se definieron para asegurar la
estabilidad del sistema en lazo cerrado. Esto se analizard en més detalle a

continuacién.




Analisis de Estabilidad del controlador por MDIA

Primero, debemos demostrar que la dindmica de las superficies en lazo cerrado
es estable, para asf corroborar que se rechazan las perturbaciones. Para esto
definimos una funcién de Lyapunov para el segundo bloque de la siguiente forma
(para mds detalles véase Anexo A2):

V, =1s,Ts,. (3.4.26)

Derivando (3.4.26) obtenemos Vz =s,'s,, entonces usando la ecuacién (3.4.22)
resulta en

V, =5, (—k,sign(s;) +X,)
==k, [ls;]+5, " An (3.4.27)
<ty ool + Pl

Ahora, usando la suposicién S2 nos queda

V, <8l (—k; + B2 (x1, %5, 1)) (3.4.28)
Por lo tanto, para lograr que Vz <0, y por consiguiente que s, converge a cero en
tiempo finito, se debe cumplir que k, > f,(x,,X,,t). Esta condicién de estabilidad
se expresa en (3.4.24). Adems4s, debido a que z,(0)=—e,(0) los modos deslizantes
ocurren desde el instante inicial.

Procediendo con el primer bloque, de forma similar al segundo bloque,
definimos

V, =155, (3.4.29)
entonces
"’1 =55,
=s," (—k;sigm(gs;) +,)
Por medio de la igualdad (3.4.25) obtenemos V, como
V, =57 (—kl (sign(s;)— A(eps,)) + z\u)
=k [s;]|+ k;s,"A(gp8) +5,A,

| (3.4.30)

(3.4.31)
<=k Jsill+ K sl (g1 )] + sl
<[sul[—k: (1= A (sl +IN
y, usando la suposicién S2, la derivada (3.4.31) se convierte en
v, <[l (=K (1=A (e 8)]) + B i 0). (3.4.32)
(=)




De la ecuacién anterior podemos concluir que para cumplir \./l <0, y asegurar
la estabilidad del bloque, se necesita que k,>f, (xl,t)/ (l_llA(Epsn)“)- Esta
condicién est4 expresada en (3.4.24).

Debido a que la condicién de estabilidad depende de "A(sl,s,)" , y esta es una
funcién de s;, podemos concluir que s, converge solo a una vecindad de 0, y que
esta vecindad depende de los pardmetros k; y ¢ . Cabe sefialar que si & =00
entonces sigm(e;s,)=sign(s,) y la vecindad de convergencia seria el origen, i.e.
s, — 0; igual que en el segundo bloque.

Para calcular dicha vecindad de convergencia re-escribimos la condicién de

estabilidad y despejamos para obtener

By (xl’t)
(EINCEY )
K (1A (,)]) > B (x0.1)

k, >

y debido a que k; >0

k, -G (x;,t
"A(E"s‘)"<l_1i(“1“2'
1
Entonces, usando (3.4.25) resulta en
. ) k, =G (x,,t

lsign (s,)—sigm(e;,s,)| < +(1)

1
1—sigm(g;,s,) <%(x"t).

1

Dado que estamos utilizando sigm(g;s,)=tanh(gs,), y usando la forma exponencial
de la funcién tangente hiperbélica, podemos definir
kl _161 (xht)
k,
_ eZEISl —'1 kl —ﬂl (Xl, t)
equ, +1 kl
e25,s, 41 kl
y de (3.4.24) sabemos que k; > £ (x,,t), entonces
2k,
k; =B, (%)

1—tanh(gs,) <

<e¥® 41,




k; + 6, (x1,t)
ky =B, (xy,t)
ln([k, +6, (xl’t)]/[kl -B (x,,t)])
< Sl ’
2¢,
por lo tanto s, converge a una vecindad [s,| < dada por
0= ln([k, +4 (xl’t)]/[kl —-By (xl’t)])
2¢,
Ahora, definiendo ¢ =s,, la funcién de Lyapunov V,= chTcp y usando (3.4.22)

< e2£|l|

, los célculos nos dan
. T
Vo=¢p
=" (~kePp+A,)

Bajo la suposicién S2, 6 "/\,HS B, ||<p||, se cumple que \'/«, <0 y por lo tanto ¢

(3.4.33)

converge a asintéticamente a cero.
Entonces, debido a que s, »0 y s, —0 obtenemos lo siguiente
X2 = =N\
by u, =—-A,
y el sistema (3.4.23) puede ser reformulado como
& =—oete (3.4.34)
e, =—Cy€¢,
Si ¢, >0 y c,>0, entonces la solucién del sistema (3.4.34) tiende a cero,
resultando que
'l_igl‘> e(t)=0

y el objetivo de control es alcanzado.

3.6.  Control Super-Twisting Anidado (STA)

Una desventaja del MDIA, es que sigue utilizando un control discontinuo (al
menos en el tltimo bloque). Lo que puede ocasionar controles con componentes de
alta frecuencia, e incluso chattering. Para evitar esto se propone incluir en la
estrategia de control el principio del algoritmo Super-Twisting (ST) [49; 50], el cual
provee de controles totalmente continuos. La combinacién del algoritmo ST con

MDA nos permitird obtener un controlador con un alto grado de suavidad, libre de

( 1
1 )



chattering, y robusto a perturbaciones matched y no-matched. El procedimiento

para disenar este algoritmo se explicard a continuacién.

3.6.1. Algoritmo STA

Utilizando, al igual que en el control por MDIA, el modelo siguiente
X, = X,
Xy = (%1, X2) + by(x)u + A(x;,%,,1)
donde f, (x;,x,)=—H(x,)" (Clx%y) %, +8(x1)), by(x,)=H(x;)" ¥ AXp%y,t) es
el término generado por la perturbaciones externas, variaciones paramétricas y
demds. La salida de este sistema es y=x;.
Cabe recordar que durante el disefio de este controlador también son tomadas
como hipétesis las suposiciones de la seccién 3.3.
Sea X (t) una funcién diferenciable, pero con derivadas desconocidas, que
representa la referencia para el vector de posiciones angulares del manipulador.
Dicha funcién es obtenida de la etapa de localizacién del objetivo. Entonces

definimos la variable de error como €, =X, —X;.¢(t) ¥ su derivada resulta en

& =X, + A, (%;,1) (3.5.1)
donde A,(x,,t) es el término de perturbaciones no-matched definido por
M (%, ) = —Xree (1) - (3.5.2)

Considerando a X, como el control virtual en (3.5.1), y definiendo la variable

de error para el segundo bloque como

€ =Xy — Xonef (3.5.3)
de donde obtenemos X, =€, +X, ¢, ¥ si sustituimos en (3.5.1) nos da
& =€, +Xonr TN (X, 1). (3.5.4)

Para inducir Modos Deslizantes en la dindmica de error del primer bloque,
disefiamos la referencia del segundo bloque basindonos en el algoritmo Super-
Twisting como

Xy = —0\N;sigm (e, €,) + 44
fn =—k;sign(e;)
donde N,=diag{|e,,|l/2,...,|e,n|v2} con e =[e;, - e, v 6,>0 y k;>0 son

(3.5.5)

pardmetros constantes de diseno, los cuales serdn definidos después. La variable h




define el orden del algoritmo y proviene del algoritmo ST, el cual es un tipo de
modos deslizantes de 2do orden. Cabe notar que se utiliza una funcién sigmoidea,
en vez de la funcién signo utilizada en el algoritmo ST, esto debido a que en pasos
posteriores del algoritmo se usar4 la diferenciacién de X,..
Procediendo con el segundo bloque, obtenemos la dindmica del error derivando
(3.5.3) lo que resulta en
€, = £5(X},X5) + by (X Ju — Xypep + A (X, X5, t). (3.5.6)
El término X, se obtiene por diferenciacién directa de X, , y est4 compuesto
por una parte conocida X,, y una parte desconocida x,, de acuerdo a
Xoret = X4 +Xp (3.5.7)
las cuales estdn definidas como
Xox =—0PXy + 1y, Xy, =—0PA, (3.5.8)
donde
P =diag{x(ey1)--»x (1)}

3.5.9
x(t)=e,|t|v2[l—tanh’(€,t)]+%lt|-vztanh(elt)sign(t). (359)

Ahora, se define la ley de control u como
u=u, +u, (3.5.10)
donde u, serd la parte de la ley de control para eliminar la dindmica conocida del
sistema, y u, serd utilizada para eliminar las perturbaciones y estabilizar el sistema
resultante.
Entonces, usando (3.5.10) podemos re-escribir (3.5.6) como
€, = F,(%15X) + 0y (X U, + b, (XU — Xprer +A(Xp, X, t) (3.5.11)
donde u, se disefia para eliminar los términos conocidos de (3.5.11) con la forma
u, =-b, (xl)_l[f2 (xl,xz)-—)'{z,k] (3.5.12)
y la parte u, serd usada para rechazar las perturbaciones matched. Usando (3.5.12)

y (3.5.7) la ecuacién (3.5.11) se convierte en

e, = by(x)uy + A, (X1, X,,t) (3.5.13)
donde el vector de perturbaciones matched equivale a
An (X1 Xp,t) = —=Xp, +A(X),X,,t). (3.5.14)

El siguiente paso es disefiar u, usando el algoritmo ST de la forma




u, =—b, (xl )—1 [azstign (ez) + #2]
f, = —k,sign(e,)
donde N, = diag{|e2,|l/2 ,...,|e2n|l/2} con e, = [e21 ez“]T y 0,>0, k, >0 siendo

(3.5.15)

pardmetros de control que serdn definidos més adelante.
Usando (3.5.4), (3.5.5), (3.5.13) y (3.5.15), el sistema de error en lazo cerrado
se obtiene como
e, =—o;N;sigm(e;, )+ +e, + A
1y = —k;sign (e, )
e, = —o,Nysign(e;)+p, + A,
f, = —k,sign(e,).
Definimos las cotas descritas en la suposicién S2 de la siguiente manera
B (x, ) =0y e, |l/2 By (X;,X,,t) <, |e2|1/2 (3.5.17)

con @ >0, a,>0,y también una cota de la diferencia entre la funcién signo y

(3.5.16)

sigmoidea, A(sl,sl) =sign (sl)—sigm(el,sl) , utilizada en el primer bloque como
|A (&.8)| < 8- (3.5.18)
Finalmente, se establecen las desigualdades que definen los pardmetros de

control con la forma

2 5a0, +4a°
awrrs k*”“z‘(ai_—m)’ = 515
50,0, +4a,
>2a,, k,>0,-2%2T7% 3.5.20
@ » <l K5~ 09 2(0, —20,) ( )

para definir por completo el algoritmo de control propuesto. Estos valores se
definieron para asegurar la estabilidad del sistema en lazo cerrado; su obtencién se

explicard en detalle a continuacién.

Analisis de Estabilidad del control STA

Primero, definimos una funcién candidata de Lyapunov, basados en el

desarrollo propuesto en [51], para la dindmica de e, de la forma

\ACYER AR (3.5.21)
; 114 2 _
donde ¥; = [|e2|1/2 sign(e,) e2] yP,=—= k,+0; —0oaf
2| —o, 2
[ o1 )




La diferenciacién de (3.5.21) estd dada por

- 1
Y (e) = —— UTQ ¥, + -2 q. T, (3.5.22)
v v
le.| le,|
donde
== , =112k + —= —
Q=7 o 1] ® 2] 2|

Entonces, las condiciones necesarias para que V,(e,) sea semi-definida
negativa son
50,0, +4a,’
2(0,—20)

Estas son las condiciones descritas en (3.5.20), por lo cual, podemos concluir que

o,>20,, k,>o0,

e, — 0 en tiempo finito.

Procediendo con el primer bloque, de (3.5.18) tenemos que
A (&, €,) =sign(e,)—sigm(ee)

(3.5.23)
|A (e1e)] < 6
y usando (3.5.23) la dindmica del primer bloque se transforma en
e, =—oN;sign(e, )+ +e,+
1 o\N;sign(e, )+ +e, + X (3.5.24)

tn =—k;sign (e, )
donde A=)\, +0;N|A(g;,¢,), ademds sabemos por (3.5.17) y (3.5.23) que ), estd
acotado por
ol < oz|el|1/2 a=qo +06. (3.5.25)
Similarmente al segundo bloque, usamos una funcién candidata de Lyapunov
V,(e;)=¥,"P¥, para el sistema (3.5.24) donde

) 1|4k, +0? -0
‘I’;r=[|ellvz31gn(el) el]’ P1=5 10 ! 21 )
=0
y cuya derivada estd dada por
. 1
Vi (e)= —-—,,-iwa,\I/l +—’\+,2q,T\p, (3.5.26)
el e
o, |2k +o7 o T ot —9
con =— 5 =2k +— , —
Q, 2| —o, 1 q; 1T >

Las condiciones necesarias para que V;(e,) sea semi-definida negativa son

—~
Vo)
wv

.



2
204 . k> Sao, +4a
1-26, 2(0y —2a)

las cuales estdn descritas en (3.5.19).

o, > » a=0o+0b,

Por lo tanto, se puede concluir que el origen del sistema de error es un punto
de equilibrio, y que es globalmente asintdticamente estable, por lo que el objetivo de

control se satisface.

3.7. Control Super-Twisting Integral Anidado (STIA)

La inclusién del concepto de Modo Deslizante Integral al disefio del STA, nos
permite proponer el algoritmo STIA que ofrece las ventajas del algoritmo ST y los

controladores descritos en la seccién anterior.

3.7.1. Algoritmo STIA

Se definird el procedimiento para diseflar un controlador basado en la
combinacién del MDIA y el algoritmo ST, cuyo objetivo es el seguimiento de
trayectorias.

Utilizando, de la misma manera que en los MDIA, el modelo siguiente

X =X,
X, = 6(X;,X,) + by(x)u + A(xy,X,,t)
donde f, (xl’x2)=_H(xl)-l(C(XI’XZ)XZ +g(x1)), b, (x))=H(x,)"

el término generado por la perturbaciones externas, variaciones paramétricas y

: y A(X;,X,,t) es

dems4s. La salida de este sistema es y=X,. Durante el disefio del controlador, serdn
validas también las suposiciones de la seccién 3.3.

Sea X, (t) una funcién diferenciable, pero con derivadas desconocidas, que
representa la referencia para el vector de posiciones angulares del manipulador.
Entonces, definimos la variable de error como €, =X, —X;¢(t) y su derivada

e, =X, + A, (X;5t) (3.6.1)
donde A, (x;,t) es la perturbacién no-matched definida por la igualdad
X%y, t) = —Xypp
Entonces, se define la funcién pseudo-deslizante s, para el primer bloque como

sigue




5, =6 +2 (3.6.2)
con z(0)=—¢,(0) y donde z, es la variable integral que serd definida después. La
dindmica de s, puede ser obtenida como

§| =X, +2, + A (x)5t). (3.6.3)
Ahora, considerando a X, como el control virtual para este bloque, y utilizando
el principio de los MDI, proponemos
Xaret = X0 T X (3.6.4)
donde x,, es la parte nominal del pseudo-control y x,, serd disefiado para
rechazar la perturbacién. Definimos la superficie para el segundo bloque como
S, =€,+2Z,, € =X, —Xp (3.6.5)
con z, como la variable integral. Entonces, podemos obtener X, =s,+X,—2, ¥

al sustituirlo en (3.6.3) resulta en

A continuacién, definimos la dindmica de z, como

con las condiciones iniciales z(0) =—¢,(0), con el objetivo de asegurar la existencia
de modo deslizante s, (0) desde el instante inicial, y definimos x,, como sigue

X309 =—Ci€ (3.6.8)
donde ¢, >0, para asegurar la estabilidad del sistema nominal, es decir sin

perturbaciones. Entonces, la dindmica de s, queda

8, =Xg;+ A, - (3.6.9)
La segunda parte del pseudo-control x,, se elige como

donde k, >0, para rechazar las perturbaciones del bloque. El desarrollo del
controlador para el primer bloque es igual que en el control por MDIA.
Ahora podemos definir el control para el segundo bloque, donde utilizaremos el
algoritmo ST. Derivando (3.6.5) sobre las trayectorias del sistema obtenemos
S, = £,(X;,X,) + by(X)U —Xpree + 2, + A (X, X5, t) (3.6.11)
donde X, ests compuesto por una parte conocida X,, y una desconocida x,, de
la siguiente forma

Xoref = x2,c + x2,d ’

( 1
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con
Xy = —KigPX,y; —¢iX, X4 =—(c; +keP) )\,

y
__[1—tanh?(g;s; (1)) 0
0 1—tanh*(gs,(2))
Ahora, si definimos
An = Xpq +A(Xp,Xp,t). (3.6.12)

como el término de perturbaciones matched del sistema, podemos re-escribir
(3.6.11) de la forma
;= H(X,X,)+ by(x)u—%x, . +2, + A, (3.6.13)
Utilizando el espiritu del MDI, disefiamos el término de control como u=u,+u; y
la dindmica de s, resulta en
s, = £,(X},X;) + by(x)ug +by(x ) — X, +2, + Ay, (3.6.14)
y eligiendo z, como
z, = —f,(X;,X,) — b,y (X ug + X, (3.6.15)
con z,(0)=—e,(0) (para asegurar la ocurrencia de MD desde el instante inicial) la
ecuacioén (3.6.14) se convierte en
s, =b,(x)u, + A, . (3.6.16)
Disefiamos u, como
Uy = by (%) (L (X, X3) + Xppes — €5€5) (3.6.17)
donde c, >0, y usamos el algoritmo ST para disefiar u; como
u = bZ(YI)—l [_Wl "szup sign (Sz ) + H]

pr=—W,sign (SZ)
donde W,,W,,p son constantes positivas de disefio, de forma que logremos inducir

(3.6.18)

modos deslizantes en (3.6.16).
Usando los términos de control (u; y u,) y pseudo-control (x,, y X20)
obtenemos la dindmica de las superficies deslizantes, s, y s, , en lazo cerrado como
s; =—ksigm(es;) + A,
s, =—W|s, |’ sign(s,)+p+\,, (3.6.19)
p= —Wzsign(sz),

y la dindmica de las variables de error en lazo cerrado resultan en




e, =—cie; +e, —k;sigm(ess)) + A,
e, =—c,e,— Wi s, sign(s,)+ p+ A, (3.6.20)
1 =—W,sign(s,).
Después de eso, y de la misma forma que en el algoritmo STA, se define la cota

de la perturbacién del segundo bloque como

/32 (xlaxz’t)=a|52|p p=% (3621)
Finalmente, se definen las ganancias de control de la siguiente manera [51]
5aW, +4a’

W, >2a W,>W, (3.6.22)

2(W,—20)
para finalizar asf con el disefio del controlador. Los cotas de W, y W, provienen
del andlisis de estabilidad de (3.6.20) y (3.6.19), el cual serd desarrollado a

continuacién.

Analisis de Estabilidad del controlador por STIA

Definimos una funcién de Lyapunov para la dindmica de s, como sigue

Vol =P (3.6.23)
donde
i 1{4W, +W?2 —W
T =[|32|1/2 sign(s,) 82] y P =_£l iwl 1 ) 1‘.

La derivada de (3.6.23) nos queda [51]

1
=t \I/TQ\I:+imﬁq,T\I: (3.6.24)
|Sz| |52|
donde
Q—ﬁ 2W, + W —W,
2| -w, 1]
w2 —-w,
U= 2W2+—2"] N
y
Q' =[-W 2.

la cual bajo las condiciones (3.6.22) es definida negativa, esto es Vz <0. Por lo

tanto, s, y éz convergen a cero en tiempo finito.




El primer bloque es idéntico al de CMDIA, y en la seccién 3.5.1 demostramos
como es estable, y que s, converge a una vecindad de cero dada por

Q= In ([kl +6, (x:,1)]/[ks = By (xs, t)])
2¢,

y que s, converge asintéticamente a cero.

Entonces, debido a que s; =0 y s, — 0 obtenemos lo siguiente

X921 = =X byDu =—A,
y el sistema de error en lazo cerrado puede ser reformulado como
e, =—ce +e, (3.6.25)
e, =—Cse,
Si ¢,>0 y c,>0, entonces una solucién del sistema (3.6.25) tiende a cero,
resultando que
lime,(t)=0
t—oo

y el objetivo de control es alcanzado.

3.8.  Control por Modos Deslizantes Discretos (MDD)

El control por modos deslizantes ha sido ampliamente estudiado y bien
establecido para sistemas en tiempo continuo, pero la mayorfa de las estrategias de
control en tiempo real son implementadas de forma discreta, casi siempre, por
medio de un dispositivo digital programable. Esto llevé a muchos investigadores a
prestar més atenci6n al disenio de controladores de modos deslizantes discretos.

Debido a la velocidad finita de muestreo, algunas propiedades vélidas para
sistemas continuos no son apropiadas para sistemas discretos. Aiin m4s importante,
un controlador desarrollado para sistemas continuos podrfa volverse inestable si se
implementa de manera directa en un sistema digital. Por lo tanto, un redisefio de la
estrategia de control por modos deslizantes para sistemas muestreados o discretos
es necesario.

Existen dos enfoques para disenar modos deslizantes discretos. Uno se enfoca
en conservar el término discontinuo en la ley de control por MDD [52; 53]. El otro
utiliza el principio del control equivalente, junto con wun observador de

perturbaciones, para obtener una sefial continua de control [54; 55].
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3.9. Control por Modos Deslizantes Integrales
Discretos (MDID)

El uso de una senal discontinua de control en sistemas discretos genera un
efecto indeseable, en la respuesta en lazo cerrado, conocido como chattering
discreto. Por esta razén, el control equivalente es usado en este trabajo para
disefiar un controlador por Modos Deslizantes Integrales Discreto (MDID) libre de
chattering. Ademés de evitar el efecto ya mencionado, se obtiene una ley de control
robusta a perturbaciones desde el instante inicial y con ganancia de control

reducida. Esto se ver4d en detalle a continuacién.

3.9.1. Algoritmo de MDID

El objetivo de este algoritmo de control es lograr el seguimiento de referencia
de la pose del efector final del robot. Antes de iniciar con el disefio del controlador,
recordemos el modelo discreto de cinemética diferencial obtenido en la secci6n
3.2.2, el cual quedé definido como

Xper1 = X H Ty

Xope1 =Xax +TJ(xl,k)uk +d, (xl,k,k) (3.8.1)

Ye =Xpx-

donde x,, € R" y Xox € R® son las variables de estado, que representan a la
velocidad angular de las uniones y a la pose del efector final, respectivamente, y, es
la salida del sistema, J (x,,k)e R®™ es el jacobiano del robot, u, es el término de
control, d, (xl’k,k) son las perturbaciones del sistema, y T es el perfodo de
muestreo.

Ahora, el primer paso es definir la variable de error e, € R® como

€k = X2k ™ Yiref (3.8.2)
con y, . como la referencia a seguir por la salida del sistema, es decir, la pose del
efector final. Usando (3.8.2) y (3.8.1) podemos obtener la dindmica de la variable
de error como

Cut1 = Xak +TJ(X1,k)“k +d (xl,k’k)_ Yictiref » (3.8.3)

{ ]
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y suponemos que NO CONOCEMOS Y. .r, tal como serfa en la mayorfa de las
aplicaciones reales. Entonces, combinamos los términos desconocidos en uno solo
A (xl,k,k) para re-definir (3.8.3) como
€ =Xy +TJ (x,,k)uk + A (xl,k,k) (3.8.4)
donde A, (xy4, k)= dy (%y1,K) = Vicq et
El siguiente paso es disefiar la superficie deslizante s, € R" como
s, =Pe, +7, (3.8.5)
donde P€R™® es una matriz de disefio y z, € R™ es la variable integral que sers
definida después.
Bajo la filosoffa de los Modos Deslizantes Integrales, definimos el control en dos
términos de la forma
U, =Upy+uy, (3.8.6)
donde u,, es la parte nominal del control y u,, serd disefiado para rechazar el
término de perturbacién ) (xl’k,k).
Entonces, usando (3.8.6), la dindmica del error se convierte en
€ = Xog + TI (R Juyo + TI(xp 5 Jup + X, (x,,k,k) (3.8.7)
y usando (3.8.5) y (3.8.7) la proyecci6én del sistema en el sub-espacio s, puede ser
obtenida como
e = P(xz,k +TJ(x1’k )uko +TJ(x,,k)ukl + X\ (x,’k,k))+ z,.- (3.8.8)
Ahora, la dindmica para la variable integral z, se elige como
Zepr =—P[Xap + TI (% )y (3.8.9)
lo que simplifica (3.8.8) en
Sipg = P()\k (x,,k,k) +TJ(x,’k)uk1). (3.8.10)
Para generar un modo deslizante sobre s, =0 y rechazar la perturbacién, la

segunda parte del control u,, se selecciona con la forma

I (xl,k)[)\k (xl,k,k)/T] (3.8.11)
donde el control equivalente u,, es obtenido de s,,, =0 en (3.8.10) y J* (xl,k) es
la pseudo-inversa de J(x,'k). Este control conduce la trayectoria del sistema sobre

la superficie deslizante s, =0 en un periodo de muestreo; y para asegurar la
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ocurrencia de esto desde k=0, la condicién inicial para (3.8.9) se elige como
z, =—Pe,.

Sin embargo, el control (3.8.11) no puede ser implementado debido a que
)‘k(x,,k,k) es desconocido. Por otro lado, este término puede ser estimado, con

algunas suposiciones de continuidad, por su valor previo )\ _, [54]. Considerando

una muestra antes de la ecuacién (3.8.10), podemos obtener la estimacién /{k de la

siguiente forma

A =N =P's, _TJ(xl,k—l)u(k—l)l . (3.8.12)

Sustituyendo A\, por su estimacién ):k en (3.8.11) resulta en

u, =-J" (xl,k)[’\k—l /T] =-J* (xl,k)

Este término de control se encargard de eliminar la perturbacién A\ (x,’k,k).

. (3.8.13)

-%P’fsk ~J (xl,k—l)u(k—m

Finalmente, para introducir una dindmica deseada en la variable de error
definimos el control nominal como
+
J (xl,k)
T
donde K€R®® es una matriz Schur, con lo que terminamos el disefio del

[*2, —Key] (3.8.14)

Upo =

controlador.

Analisis de Estabilidad del control por MDID

De las ecuaciones (3.8.10) y (3.8.13) se obtiene
St =P —X1) (3.8.15)
=Px
donde x, =\ —A;, por lo que se puede concluir que s, converge a una vecindad
de cero dada por |Px|-
Ahora, usando (3.8.13) y (3.8.7), podemos obtener la dindmica de error en
modo deslizante como
€t =g+ TT (X Yo + X, - (3.8.16)
Se puede observar que el orden del sistema de error original es el mismo que el
definido en modo deslizante (3.8.16). Esta es una caracterfstica de los modos

deslizantes integrales. Usando (3.8.14), se puede convertir a (3.8.16) en
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& = Key +x4, (3.8.17)
si K es una matriz Schur, entonces e, converge a una vecindad de cero delimitada

por ||xk || y el objetivo de control es alcanzado.

3.10. Control Super-Twisting Discreto (STD)

Como se mencion6é en 3.5.1, el algoritmo Super-Twisting (ST) se usa
ampliamente para sustituir controles discontinuos en plantas continuas, lo cual
permite evitar el efecto chattering. En esta seccién se propondré el algoritmo ST
para, sustituir controles discontinuos en plantas discretas, y evitar otro indeseable
fenémeno conocido como chattering discreto, sin tener que usar el control
equivalente y, ademds, aprovechar las ventajas que el algoritmo ST ofrece. Dicho

algoritmo de control se describird a continuacié6n.

3.10.1.  Algoritmo STD

Igual que en el control por MDID, considere el modelo discreto de cinemdtica

diferencial del manipulador
X = X +Tuy

Xok+1 = X2k +TJ(xl,k)uk +d, (xl,k’k) (3.9.1)
Y = Xk
donde T es el perfodo de muestreo, x,; € R" es el vector de velocidades angulares
de las uniones del robot, x,, €R® es la pose del efector final del robot, u, es la
sefial de control, J. (x,,k)e R®™ es el jacobiano del robot, y, es la salida del
sistema y d, (+) es un vector de perturbaciones.
Iniciamos con el diseno del algoritmo definiendo la superficie deslizante como el
error de seguimiento
Sk = Xok ~ Yiref (3.9.2)
con y, . como la discretizacién de la referencia a seguir cuyas derivadas son
desconocidas pero acotadas. Podemos obtener la dindmica de s, usando (3.9.2) y
(3.9.1) como
Sk+1 = X2k +TJ(xl.k)uk +d, (xl,k’k)_ Yk+i,ref (3.9.3)
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y suponiendo y, ., . es desconocida, podemos obtener una representacién de como
sigue

Sirt = Xgp + T (%1 )uy + A (%K) (3.9.4)
que donde A(x,,k)=d, (X,k)— ¥, ;1 €s €l nuevo término de perturbaciones.

Disenando la sefial de control u, con los principios del algoritmo ST (ver

seccién 2.4.4) obtenemos

J(x i
REE L SN S Sy [

Uz pq = —Wsigm(s,,&;)+uy,
donde sigm (.) es una funcién sigmoidea cuya pendiente se define por ¢ y ¢,,
respectivamente, y L>0 y W >0 son pardmetros de disefio del controlador.
Usando (3.9.5) y (3.9.4) obtenemos el siguiente sistema en lazo cerrado
B = —L||sk||'/2 sigm(s,, & )+uy, +5, +6(x,,T)
Uy =—WTsigm(s,,€;) +uy,
donde L y W serdn disefiados para asegurar la estabilidad de (3.9.6).

(3.9.6)
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4. Resultados en Simulacidon

Los controladores disefiados en este trabajo se probaron en simulacién, algunos
usando el modelo dindmico obtenido y otros el modelo cinem4tico diferencial.
Ademis los controladores obtenidos en tiempo discreto se implementaron también
en tiempo real y se compararon con un controlador estdndar PID discreto (PIDD)
para evaluar su desempeno. Esto serd tratado en esta seccién y se mostrardn los

resultados obtenidos por estas pruebas.

4.1. Parametros del Modelo Dinamico.

Para simular el desempeno de los controladores dindmicos propuestos en este
trabajo, se utiliz6 el modelo dindmico obtenido por algebra geométrica conformal, el
cual definimos en la seccién 3.2.3 como

bmLod+V'm(V4+Vq+a)=7 (4.1.1)

El manipulador cuenta con 2 GDL y los pardmetros que definen su modelo
dindmico (4.1.1) son los siguientes:

m =10kg, m,=1kg, ¢, =1lm, {,=1m, ¢ ,=05m, £ ,=04m,
donde ¢;, M, y ¢ .i son la longitud, masa y distancia entre el centro de masas y

eje de rotacién del i*™ eslabén, respectivamente.

| )|
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Ademsés, es necesario definir los ejes de actuacién del robot. En este caso, todas
las uniones son rotativas por lo que D, =L, para i={1,2} las cuales se definen
como L,=¢, y L,=¢,+{,e,e,. Estos pardmetros pueden ser apreciados en la

siguiente figura.

€;

Figura 34. Manipulador de 2 grados de libertad y sus parametros.

Finalmente, los términos de perturbacién y de referencia, para las posieiones
angulares, son
A=[4, 2sin(%)]T Xier =|2sin(2t), 2+ 3cos(t)]" (4.1.2)
con lo que el modelo queda completamente definido. A continuacién se presentaran

los resultados en simulacién de los controladores propuestos en lazo cerrado con el

modelo dindmico definido por los pardmetros de esta secci6n.

4.2. Control por MDIA

Los pardmetros utilizados en simulacién del controlador por MDIA,
desarrollado en la secci6én 3.5 estdn definidos como
k=6 ¢=3 =10 k,=30 c,=3. (4.2.1)
Los resultados de la simulacién pueden ser apreciados en las siguientes figuras.
La Figura 35 muestra la posicién angular para ambas uniones del manipulador. Se
puede apreciar que el desempeno del control por MDIA disefado es satisfactorio, ya
que los objetivos de control son alcanzados al lograr el seguimiento de trayectorias

y rechazar las perturbaciones definidas en (4.1.2).
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Los errores de seguimiento se pueden observar en la Figura 36, y se aprecia que
dichas variables convergen a una vecindad de cero en tiempo finito. También se
puede ver, en la parte derecha de la misma figura, el retrato de fase generado por
las variables de error de ambas uniones. Se aprecia la convergencia asintética al
origen del retrato de fase y el comportamiento oscilatorio de las variables. En la
Figura 37 se pueden observar las sefiales de control, esfuerzos de torsién, para cada
una de las uniones. Se aprecia la componente de alta frecuencia en el transitorio de
las variables de control, debido al uso de la funcién signo en el segundo bloque del

sistema, y la desaparicién de dicha componente en el estado estacionario.

Seguimuento de la union 1

Seguimiento de la wnién 2

» 0 ] T e S S S R R
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 35. MDIA: Respuesta de seguimiento para la 1¢r2 unién (izq.) y la 242 (der.)

Errores de seguimiento Retrato de fase de errores de seguimiento

as-':g 1 - \
o
OF: e
.1 N
) \
£ w2
<
- \\A
W v 2 15 4 -0
Tiempo (s) e (rad)

Figura 36. MDIA: Variables de error (izq.) y retrato de fase de errores (der.)
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Sefial de control de unién 2

Sefial de control de union 1

WW[M
) 1 2 4 s [ 7 8 10 ] 1 2 3 4 5 ] T ] [] 10
Tiempo (s)

Tiempo (s)

Figura 37. MDIA: Seiiales de control para la primera unién (izq.) y para segunda (der.)

4.3.  Control por STA

Los pardmetros utilizados en la simulacién del controlador por STA,

desarrollado en la seccién 3.6, fueron disefiados como
k,=6 o, =12 § =6 k,=10 o, =30. (4.3.1)

Las siguientes figuras muestran los resultados de la simulacién para este

controlador. En la Figura 38 se muestra la posicién angular para ambas uniones del

manipulador. Ademds de rechazar las perturbaciones y lograr el objetivo de control,

lo hace de una manera més suave que el control por MDIA, debido al uso del

algoritmo Super-Twisting en su ley de control.
Seguimiento de la unién 2

(lll (rad)

0 1 2 3 4

Tiempo (s)

o
~
o}
©
-
=)

2 3 4 s
Tiempo (s)

Figura 38. STA: Respuesta de seguimiento para la 1e unidn (izq.) y la 24 (der.)
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Las variables de error de seguimiento, y el retrato de fase de las mismas, se
pueden observar en la Figura 39. Es de notar la convergencia de los errores a una
vecindad del origen del plano de fase de error, y la disminucién drastica de
oscilaciones en comparacién con el control por MDIA. Las sefiales de control se
pueden observar en la Figura 40, ademss de las velocidades angulares de las
uniones. Se percibe una reduccién de m4s del 50% en la magnitud de las sefiales de

control en el perfodo transitorio, en comparacién con el control por MDIA.

Errores de seguimiento Retrato de fase de errores de seguimiento

2
[ of-- /.\
0 i\‘—- (
H /"U\ e e
! z \
| 5
B — - AN
— Emrec 1 \
------ Error 2 3 \
*o 2 r 6 s 10 4 5 1\ 2
Tiempo (s) e, (rad)
Figura 39. STA: Variables de error (izq.) y retrato de fase de errores de seguimiento (der.)

Sefiales de control(N-m)

Velocidades angulares (rad/s)

20

-1000

5001

s00f ¥

15

T
————— e ——

...... U,
-1000 5
W —— s 7 & ¢ T0 % 1z 3 4 5 6 7 8 8 1o
Tiempo (s) Tiempo ()
Figura 40. STA: Sefiales de control (izq.) y velocidades angulares (der.) de las uniones.
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4.4. Control por STIA

Los pardmetros utilizados en la simulacién del controlador por STIA,
desarrollado en la seccién 3.7, fueron disefiados con los valores
k=5 ¢ =10, =6, c,=10, W, =80, W,=6, p=1. (4.4.1)

Los resultados de la simulacién pueden ser apreciados en las siguientes figuras.

Seguimiento de la union 1

Seguimiento de la midn 2

R (rad)

o 1 2 8 4 5 6 7 8 8 10 2o 4 2 5 4 5 & 7 8 98 10
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 41. STIA: Respuesta de seguimiento para la 1r unién (izq.) y la 292 (der.)

s Errores de segnimiento o5 Retrato de fase de errores de seguimiento

-05
NN
'l

" | e |

| B R N8
!

I

e, (rad)

\\

3
35 A

\

o 1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 220 oz 04 o8 08 1 12 14 16
Tiempo (s) e (rad)

Figura 42. STIA: Variables de error (izq.) y retrato de fase de errores (der.)

En la Figura 41 se observan las posiciones angulares de ambas uniones. Se

aprecia que ademds de cumplir con el objetivo de control, se obtiene una sefal




suave y libre de chattering, con un tiempo de estabilizacién pequefio, en
comparacién con el control por MDIA. La Figura 42 muestra los errores de
seguimiento contra el tiempo, y el retrato de fase de los mismos. Se puede notar su
convergencia en tiempo finito a una vecindad de cero de forma suave y con un

tiempo de estabilizacién pequefio, en comparacién con los controles por MDIA y
STA.

Senales de controli N-m o3 Supetfictes deshzantes (1ad)

-1500

Tiempo (<) Tiempo (x)

Figura 43. STIA: Sefiales de control (izq.) y superficies deslizantes (der.)

Las seniales de control para cada una de las uniones se muestran en la Figura
43, al igual que las superficies deslizantes. Se aprecia como las superficies, desde el

instante inicial, estdn dentro de la regién de atraccién del sistema en lazo cerrado.

4.5.  Analisis Comparativo

En la Figura 44 se muestra una tabla con algunas caracteristicas de la
respuesta en lazo cerrado de los controladores por MDIA, STA y STIA. Se aprecia
que los tres controladores propuestos logran el objetivo de control: el seguimiento
de trayectorias con perturbaciones no-matched en el sistema. Sin embargo, se
pueden apreciar algunas diferencias.

El tiempo de estabilizacién de la respuesta en lazo cerrado del control por
MDIA es el doble que el de los controles por STA y STIA. Ademés, el pico méximo

de la magnitud de la sefial de control por MDIA es mds de 4 veces mayor que para
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los otros dos controladores propuestos. Las vecindades de convergencia del error
son equiparables para los tres controles, sin embargo, el control por STIA es
superior a los demés debido a la ausencia de alta frecuencia en la sefial de control.
Esta es una caracteristica deseable para cualquier control que se desea implementar
en tiempo real, ya que la presencia de alta frecuencia en las senales de control

genera desgaste prematuro o incluso la descompostura de los actuadores.

o M L R MDIA STA STIA
J E‘lempofle%tablh;acu;l; Bl 2s 1ls 1ls
Pico Méximo de Control 4,500 Nm 1,000 Nm 1,000 Nm
Alta Frecuencia en Senal de Control Si Si No
Vecindad de Convergencia de Error 0.01 0.08 0.05
Rechaza Perturbaciones No-Matched Si Si Si

Figura 44. Tabla comparativa entre los controladores MDIA, STA y STIA en simulacion.

4.6. Parametros del Modelo Discreto

El modelo de cinemética diferencial usado en simulacién corresponde al de una
unidad PTU (pan-tilt unit) que se encuentra en el laboratorio de Control
Automético del Cinvestav, Unidad Gdl. Un PTU es un sistema de visién estéreo
montado en una cadena cinemética de 2 grados de libertad (pan y tilt) como se

muestra en la Figura 45.

Figura 45. Unidad Pan-Tilt con sus ejes de rotacién (izq.) y su esquema geométrico (der.)
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El vector de posiciones angulares se definié como
o=[6, 6 (4.5.1)

Debido a que el sistema solo posee uniones rotativas se tiene que D, =L, para
i= {1,2}. Entonces, para definir por completo dicho modelo, se deben definir los
ejes de rotacién del sistema en la posicién inicial, los cuales estén dados por

Lio=¢; Lyo=¢.

La tarea a realizar por la PTU es el seglﬁmiento visual de objetos, esto es,
lograr que la orientacién del SVE (definida en la Figura 45 como A) coincida con
la orientacién deseada (definida por la posicién del objetivo a seguir, la cual se
obtiene del procesamiento de las imégenes del SVE). Por lo tanto, es necesario
definir la posicién inicial de la orientacién del SVE, la cual se define como

Ay =ey +Llese,,.

Ahora, la cinemitica diferencial de la orientacién actual del SVE (A') se

obtiene usando (3.2.17), resultando en

A'=J(0)0 J(0)=[y o] (4.5.2)
donde o =%(A'L'j—L’jA') para i={1,2}. Cabe notar que los términos A'y L;

se obtienen por cinemética directa, tal como se describe en la seccién 3.2.1.
Finalmente, para obtener el modelo discreto de (4.5.2) se utiliza el método de
discretizacién de Euler (como se vio en la seccién 3.2.2) resultando en
X1 = X +Tuy
Xapr1 =X +TJ (xl’k)uk (4.5.3)
Yk =Xk
donde x,, =q, y X,, =A', son las variables de estado y representan a las
posiciones angulares de unién y la orientacién del efector final, respectivamente, u,
es el término de control, J (xl_k) es la discretizacién del jacobiano del sistema, T es
el perfodo de muestreo y y, es la salida del sistema.
La variable de error del sistema se define como
e =AY — Ay s (4.5.4)
Para lograr que la referencia A, .. correspondiera al comportamiento real de un
objetivo en movimiento, se realizé6 un experimento de procesamiento de imdagenes

con el SVE mostrado en la Figura 45, el cual consta de dos cdmaras Flea® de
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Point Grey Research Inc. montadas sobre un manipulador de dos GDL. Una

secuencia de imdgenes del experimento puede ser observada en la Figura 46.

Figura 46. Secuencia de imagenes para obtener la orientacién de referencia.
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Figura 47. Componentes euclidianas de la orientacién de referencia obtenida.

En la parte inferior de dicha figura se observa el resultado binario de la
segmentacién por color realizada al objetivo (un cubo rojo), donde los pizeles
blancos son los que el algoritmo de segmentacién definié como pertenecientes al
objetivo. La parte de arriba muestra la imagen original con el objetivo encerrado en
un cuadro. Las componentes euclidianas de la orientacién de referencia obtenida se
muestran en la Figura 47.

El vector de perturbaciones usado en las simulaciones de los controles discretos
(MDID y STD) est4 dado por

d,=[05  02+03sin(rkT)  —3+02cos(kT)]

(
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las condiciones iniciales se definieron como
=[n/2 , =/3
y el perfodo de muestreo utilizado es de T = 220 milisegundos, el cual fue elegido

de acuerdo al tiempo que toma procesar las imégenes del SVE.

4.7.  Control por MDID

La ley de control por MDID, disefiada en la seccién 3.9, est4 definida por

uk = uko +ukl (4.6.1)
donde
1
u, =-J* (xl,k) TP+sk -] (xl,k—l)u(k—l)l]’
+
I Xy
Uygp =— ( T ) [xz,k _Klek]'
Los pardmetros de control, utilizados en simulacién, que definen a (4.6.1) son
i -04 O 0
Kl _ 5 0 "‘0.5 0 'y
0 0 -03
[t 0o
o 1 of

Con fines de comparacién, también se simul6 la respuesta en lazo cerrado del
sistema con un controlador Proporcional-Integral-Derivativo discreto (PIDD)
paralelo, el cual est4 definido por la siguiente ecuacién

K.
= =y (xl,k )+ [K,t.e, +t_l(ek —2¢, +e )+ K (e —e, )]

s

Los pardmetros del PIDD usado en simulacién son

K, =15,
K, = 0.5,
Kd =1.

Estos pardmetros fueron elegidos para asegurar la estabilidad del sistema en lazo
cerrado. Ahora, describiremos las figuras que muestran la respuesta en lazo cerrado

del controlador propuesto y del PIDD.

——

1
17§



—hg 05 —Au
0s A A AL
: ] AV
Off ot Y il 4 i Ty
JLNE SV R >
05 L L K 1
b 1 2 3 4 5 & 7 8 ©® 0 o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 1
02 . 0s
) —A,, =
o \ - A g O - A,
. b 4+ A 1
04 N wj"’ ﬂ""\ 05 e .
: \Q‘ﬁ ' et
7 3 4 s & 7 8 9 w0 0 1 7z 3 4+ 5 & 7 &5 95 o
1 1 —p .
N L N /N Ay,
Ny, g HHHRS
I I e S R 2 LT IO i o
= 2
06 —A, 06 —A,
++A, o] 'H'An.-f,sl
M2 3 4 5 8 7 8 9 w0 %0 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 48. Orientacion y referencia para MDID (izq.) y PIDD (der.)
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Figura 49. Variables de error para MDID (izq.) y PIDD (der.)

En la Figura 48 se muestran las componentes euclidianas del vector de
orientacién y sus respectivas referencias para el control MDID y PIDD. Se observa
que ambos controladores cumplen con el objetivo de control, sin embargo el
desempefio del control por MDID es menos oscilatorio, tiene menor tiempo de

estabilizacién y menos sobre-impulso que el PIDD. Las variables de error para

|{ |
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ambos controladores se muestran en la Figura 49, donde también se puede apreciar
una mejor respuesta para el controlador basado en modos deslizantes. La Figura 50
muestra las sefiales de control (en este caso las velocidades angulares del PTU)

para ambos controladores.

. Seﬂlales fle control (rad/s) . Sefiales de control(rad/s)
: : :
: : —70, + —70
: - o b v,
\ oot
offk--s MWM'\W *
* o A R B S v’?ﬂw.ervv +etit Aty
; ! ! + +
B 3 e B T R P . 2 1
) ENSOR SOUUN SUNTN SNV SORRUE SUUUUS VU SURTURE SUURUUS SOV -4
] T e e B S SR o
: H H
.80 1 2 3 4 . 5 6 7 8 9 10 -100 1 2 C; 4 5 6 ; 8 ; 10
Tiempo (s) Tiempo (s)

Figura 50. Sefiales de control para MDID (izq.) y PIDD (der.)

4.8. Control STD

El control STD disefiado en la seccién 3.10 estd definido por
+
J (xl,k) [
T

U, =—WTsigm(s,,&, )+,

=" Xp + L[5 | sigm(sy, &) - u2.k]’ (4.6.2)
Los pardmetros del control STD utilizado en simulacién son

L=-03 wW=0.2 g =40 €, =6 p=1/2. (4.6.3)
Las siguientes figuras muestran el comportamiento del sistema en lazo cerrado.

En la parte izquierda de la Figura 51 se muestran los vectores de orientacién y
sus respectivas referencias para el control STD. Se puede apreciar que se cumple el
objetivo de control, ya que se realiza satisfactoriamente el seguimiento de la
referencia. La convergencia de las variables de error a una vecindad de cero se
puede apreciar en la parte izquierda de la Figura 51. Se nota también que el

desempefio del controlador es muy superior al del PIDD (menos oscilatorio en su

—_
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etapa transitoria y menor tiempo de estabilizacién) y ligeramente mejor que el

control por MDID, ya que converge a una vecindad menor de cero.

1
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Figura 51. STD: Componentes del vector de orientacién A, y su referencia Ay s (izq)y

las superficies deslizantes (der.)
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Figura 52. STD: Sefiales de control (izq.) y posiciones angulares (der.)

Las sefiales de control se observan en la parte izquierda de la Figura 52 y en la

parte derecha las posiciones angulares. De nuevo, las sefiales de control son mds




suaves que el PIDD y con un menor pico méximo respecto al control por MDID y
al PIDD.

4.9.  Analisis Comparativo

Un andlisis de las secciones 4.7 y 4.8 permite concluir que los tres controladores
logran el seguimiento de las trayectorias de orientacién para el SVE, ain en
presencia de perturbaciones. Sin embargo, existen algunas diferencias en la
respuesta en simulacién en lazo cerrado de los controladores PIDD, MDID y STD,
las cuales se pueden observar en la tabla de la Figura 53.

Primero, los tres controladores logran la convergencia de la sefial de error a una
vecindad similar y pudieron rechazar el término de perturbaciones agregado en el
sistema. Sin embargo, el tiemp6 de estabilizacién es menor para el control STD que
para los otros dos controladores. Ademds, el pico médximo de la sefial de control es
mayor para el control PIDD, mientras que el menor valor lo mostré la respuesta
del control STD. Finalmente, el PIDD fue el unico controlador que mostré
oscilaciones durante el perfodo transitorio de la respuesta en lazo cerrado. Lo

anterior, permite concluir que el mejor desempeiio lo tuvo el control STD.

b L e Cg ER s A T PIDD MDID STD
Tieﬁlpo Ae Eétabi]izacién 4s 3s 2s
Pico Méximo de Control 8 rad/s 6.3 rad/s 5.5 rad/s
Oscilaciones Durante el Transitorio Si No No
Vecindad de Convergencia de Error 0.04 0.04 0.03
Rechaza Perturbaciones Si Si Si

Figura 53.

121

Tabla comparativa entre los controladores PIDD, MDID y STD en simulacién.
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5. Implementacion en Tiempo Real

Para poder realizar la implementacion en tiempo real de los controles discretos
propuesios, es necesario realizar la calibracion Mano-Ojo descrita en la seccion
254 Dicho procedimiento obtiene la transformaciom entre el sistema de
coordenadas fijo a una de las cimaras (usvalmente la izquierda) v el sistema de
coordenadas del dltimo eslabon del sistema robético. La Figura 54 muestra los
sistemas robéticos y sistemas de vision donde se implementaron los controladares,
asi como los sistemas de coordenadas relacionados por la calibracion Mamo-Ojo en

Figura 54. Sistemas de coordenadas relacionados por 1a calibracion Mano-Ojo en €l
sistema robético para MDID (izq.) y STD (der.)




El control por MDID se implementé en una unidad PTU (Figura 54, parte
izquierda) y el control STD en la cabeza de un robot humanoide (Figura 54, parte
derecha), ambos con dos grados de libertad. A continuacién se presentan gréficas e
imégenes obtenidas del comportamiento en lazo cerrado de los controles discretos

diseniados.

5.1.  Control por MDID en Tiempo Real

En la Figura 55 se observan las posiciones angulares para cada uno de las
uniones del PTU, ademéds de las variables de error para el experimento en tiempo
real. Nétese la convergencia de dichas variables a una vecindad de cero. Las
superficies deslizantes y las velocidades angulares (sefiales de control) se muestran
en la Figura 56. Las componentes del vector de orientacién y del vector de
referencia se observan en la Figura 57. Podemos observar el desempefio satisfactorio
del controlador.

En la Figura 58 se muestra una secuencia de iméigenes obtenidas del
experimento en tiempo real. El objetivo (en este caso un taladro) ha sido
segmentado en las imdgenes y encerrado en un cuadro rojo, ademds de que el
algoritmo de control ha mantenido a dicho objetivo dentro del campo de visién del
sistema, estéreo, el cual era el objetivo de control.

Posiciones Angulares(1ad)

: Errores de seguumiento
15 . . . -

= el
L &
¢ 000 €
L]
L] 1 -
0 e B
° °
B -
i !
2 4 8 12 16 2
Tiempo (%) Tiempo (2)
Figura 55. Posiciones angulares (izq.) y variables de error (der.) en tiempo real.
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i

12
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Figura 56. Superficies deslizantes (izq.) y sefiales de control (der.) en tiempo real.

Tiempo ()

Figura 57. Componentes euclidianas de la orientacién y sus referencias en tiempo real.

5.2.  Control STD en Tiempo Real

El comportamiento en lazo cerrado del STD en tiempo real se muestra en las
siguientes figuras. En la parte izquierda de la Figura 59 se observan las velocidades

angulares del sistema, y en la parte derecha sus posiciones angulares.



Figura 58.

Imégenes de la cAmara izquierda del experimento en

MDID.
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Sefiales de control (der.) y posiciones angulares (izq.) para STD en tiempo real.
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Figura 60. Orientacién y referencia (izq.) y errores (der.) para STD en tiempo real.

Figura 61. Imégenes de la cdmara izquierda del experimento en tiempo real para STD.




Las velocidades, que son las sefiales de control, se mantienen con una magnitud
por debajo de los 0.35 rad/s y no presentan componentes de alta frecuencia. Las
componentes euclidianas de la orientacién del SVE, definida por una linea en AGC,
y sus referencias se aprecian en la parte izquierda de la Figura 60. En la parte
derecha se observan las variables de error de seguimiento, las cuales convergen a
una vecindad de cero. Note que el objetivo de control se logra, ya que el sistema en
lazo cerradu realiza el seguimiento de la referencia de orientacién. Finalmente, una
secuencia de imdgenes de la cdmara izquierda del SVE del humanoide se muestra
en la Figura 61. En este caso, el objetivo a seguir era un casco protector de color

amarillo.

5.3.  Analisis Comparativo

Analizando el comportamiento del control por MDID y STD, mostrados en las
secciones 5.1 y 5.2, se puede concluir que ambos controladores cumplen el objetivo
de control al realizar el seguimiento de trayectorias de orientacién para el SVE del
sistema robético. Por otro lado, los comportamientos en lazo cerrado de ambos
controladores muestran algunas diferencias importantes, las /cuales se pueden
observar en la tabla mostrada en la Figura 62. Primero, el pico mdximo de la senal
de control es mucho mayor para MDID que para STD. Ademds, la vecindad de
convergencia de las sefales de error es menor para STD. Luego, los dos
controladores presentan un tiempo de convergencia a la vecindad de error muy
similar y logran rechazar el término de perturbaciones del sistema. Finalmente, se

puede concluir que el mejor desempeno lo mostré el controlador STD.

MDID STD
Tiempo de estabilizacién 3s 3s
Pico Méximo de Control 2.7 rad/s 0.38 rad/s
Vecindad de Convergencia de Error 0.4 0.08
Rechaza Perturbaciones Si Si
Figura 62. Tabla comparativa entre los controladores MDID y STD en tiempo real.
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6. Conclusiones y Trabajo Futuro

En esta seccién se mencionardn las conclusiones més importantes del trabajo

realizado y algunos aspectos a mejorar o ampliar en el futuro.

6.1. Conclusiones

Durante el desarrollo de esta tesis se propusieron soluciones al problema de
control de mecanismos robéticos guiados por visién. Las técnicas propuestas
pertenecen principalmente a tres 4dreas: modelado usando Algebra Geométrica
Conformal (AGC), disefio de controladores continuos por modos deslizantes y
diseno de controladores discretos por modos deslizantes.

Modelado en AGC: Se desarrollaron los modelos de cinemética directa,
cinemdtica inversa, cinemdtica diferencial y dindmica en AGC, para mecanismos
rob6ticos seriales con uniones prisméticas o revolutivas. Se mostré que el
procedimiento para obtener dichos modelos es simple y compacto. Lo anterior se
debe a la facilidad con la que se pueden representar entidades geométricas (puntos,
lfneas, planos y esferas) y transformaciones (proyecciones, rotaciones, traslaciones y
movimientos de tornillo) en el marco de la geometrfa conformal. Ademés, bajo la
misma estrategia de modelado, se pueden modelar robots con configuraciones mds

complejas, o las interacciones entre varios mecanismos robéticos.

(
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Otro factor importante a considerar, es el costo computacional del uso del
AGC en el modelado de mecanismos robéticos. Para representar una rotacién
usando un rotor solo se definen 3 coeficientes, y para obtener una composicién de 2
rotaciones solo se necesita multiplicar 9 veces y 3 sumas de tres elementos. Usando
matrices se necesitan definir 9 coeficientes y la composicién de 2 rotaciones requiere
de 27 multiplicaciones y 9 sumas de tres elementos. Eso solo considerando la
composicién de 2 rotaciones. Evidentemente, se necesita un andlisis méas formal
para obtener conclusiones precisas sobre el costo computacional entre AGC y el
slgebra matricial, y serfa justo incluir a los cuaterniones en este anélisis, el cual se
propone como trabajo futuro.

Es la opinibn de quien presenta este trabajo que, conforme se vaya
incrementando el uso del &lgebra geométrica conformal, se apreciars mejor la
potencialidad que esta tiene en la solucién de problemas, tanto en el 4rea de
robética como en otras disciplinas.

Control Continuo por Modos Deslizantes: Se disenaron tres controladores
continuos para los mecanismos robéticos: por modos deslizantes integrales anidados
(MDIA), por algoritmo super-twisting anidado (STA), y por algoritmo super-
twisting integral anidado (STIA). Los resultados se obtuvieron solo en simulacién
debido a la falta de un prototipo robético adecuado para probar las sefiales de
control de esfuerzo de torsién obtenidas por los algoritmos de control.

Dichos resultados mostraron que los tres controladores son robustos ante
perturbaciones externas, variaciones paramétricas e incertidumbres de modelado,
con un seguimiento satisfactorio de la referencia de salida. Sin embargo, existieron
diferencias entre el comportamiento en lazo cerrado de cada uno de los algoritmos.

La més significativa es la disminucién de oscilaciones en la respuesta del STA y
la ausencia de ella con el control STIA, en comparacién con el MDIA. Esto se debe
al uso de una ley de control totalmente continua en el STIA, lo que genera una
senal de control libre de chattering.

Otro aspecto a resaltar es que atin cuando las vecindades de convergencia son
comparables, el control que utiliza el algoritmo de Super Twisting tiene un menor

tiempo de convergencia y asentamiento.
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El uso de la estrategia de control por modos deslizantes anidados, permite que
todos los controladores disefiados rechacen las perturbaciones matched y no
matched que presentaban los sistemas de error del sistema a controlar. Por otro
lado, €l uso de la filosoffa de modos deslizantes integrales reduce la magnitud de las
ganancias del controlador.

Lo anterior permite que el algoritmo que conjuga las tres estrategias de control
(modos deslizantes anidados, integrales y algoritmo super-twisting) tenga el mejor
desempeno en lazo cerrado.

Control Discreto por Modos Deslizantes: Finalmente, se disefiaron dos
controladores discretos para el modelo de cineméatica diferencial: control por modos
deslizantes integrales discretos (MDID) y control super-twisting discreto (STD). El
desempeno de estos dos controladores se obtuvo en simulacién y en tiempo real.
También se simulé la respuesta de un control PID discreto (PIDD) con fines de
comparacién. Los resultados en simulacién nos permiten concluir que el uso de
modos deslizantes robustece la respuesta de los controles por MDID y STD, en
comparacién con el control PIDD. Ademds, mejora la respuesta en factores como
tiempo de asentamiento, suavidad y magnitud de la sefial de control, y vecindad de
convergencia de las variables de error. Esto se ve reflejado en el desempefio de
dichos controladores en los experimentos en tiempo real.

Cabe mencionar, que la aplicacién de los algoritmos de control propuestos
puede ser extendida a manipuladores seriales de n grados de libertad y/o a
mecanismos robéticos mds complejos.

Basado en las conclusiones anteriores, se puede resumir que la conjuncién del
modelado por AGC y el control por modos deslizantes, es una buena opcién para

resolver un problema tan complejo como es el control de mecanismos robéticos.

6.2. Trabajo Futuro

Como trabajo futuro se pueden mencionar los siguientes puntos:

» Mejorar la etapa de localizacién con un algoritmo més robusto.

e La demostracién de estabilidad del control STD en lazo cerrado.
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Realizar un anélisis comparativo sobre el costo computacional del uso
del AGC y otras alternativas como 4lgebra matricial y cuaterniones.
Implementar en tiempo real los algoritmos de control continuo
diseniados.

Abordar y solucionar el problema de retardos en el sistema al realizar
implementaciones en tiempo real.

Implementar en mecanismos mds complejos, y en tiempo real, los

controladores propuestos.
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8. ANEXOS

8.1.  Teorema de Estabilidad de Lyapunov

La estabilidad de un sistema no lineal, en el sentido de Lyapunov, utiliza el
concepto de la energfa del sistema para formular condiciones que definan dicha
estabilidad. Para ilustrar lo anterior considere el sistema no auténomo
x=£(t,x) (7.1.1)
donde f:[0,00)xD — R" es una funcién continua por partes en t y es Lipschitz en
x sobre [0,00)xD, y DCR" es un dominio que contiene al origen x=0.
Entonces, el origen de (7.1.1) es un punto de equilibrio en t=0 si
£(t,0)=0, Vt>0. (7.1.2)
Esta afirmacién puede hacerse para cualquier punto de equilibrio que no esté en el
origen, si existe una transformacién que traslade ese punto de equilibrio al origen.
Los conceptos de estabilidad para el punto de equilibrio x =0 del sistema
(7.1.1) son:
Estable. Si para cada € >0, existe un §=6(¢,t,)>0 tal que
[x(to)] < 6= [x(t)| <& VE=t,>0 (7.1.3)
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Uniformemente Estable. Si para cada e£>0, existe un 6=96 (e)> 0
independiente de t,, tal que se satisface (7.1.3).

Inestable. Si no es estable.

Asintéticamente Estable. Si es estable y existe una c=c(t,) tal que si
t— oo entonces x(t)— 0 para todo [|x(t,)| <c.

Uniformemente Asintéticamente Estable. Si es uniformemente estable y
existe una c>0, independiente de t,; tal que si t—oco entonces x(t)—0 para
todo [[x(t,)| < ¢, uniformemente en t,.

Globalmente Uniformemente Asintéticamente Estable. Si es uniformemente
estable y para cada par de nimeros positivos € y ¢, existe una T=T(e,c)> 0 tal
que

Ix (t)" <e, Vt>t,+T(e,c), vV ||x (to )" < s (7.1.4)

Ahora definimos la estabilidad del sistema (7.1.1) de la siguiente manera:

Sea x=0 un punto de equilibrio del sistema y DCR" un dominio conteniendo a

x=0. Sea V:[0,00)xD — R" una funcién continuamente diferenciable tal que

W, (x)SV(t,x)$W2 (x) (7.1.5)
&+ P t(1x) < W, (x) (7.1.6)

Vt>0, Vx€D donde W,(x),W,(x) y W,(x) son funciones continuas positivas en
D. Entonces x=0 es un punto de equilibrio uniformemente asintéticamente
estable.

Si las condicienes (7.1.5) y (7.1.6) se satisfacen globalmente (para todo
xeR")y W, (x) es radialmente no acotada, entonces el punto de equilibrio x=0
es globalmente uniformemente asintéticamente estable.

Ahora, suponga que las condiciones (7.1.5) y (7.1.6) se satisfacen con

WK W2kl W)k
para algunas constantes positivas k;,k,,k; y c. Entonces x=0 es un punto de
equilibrio exponencialmente estable. Si ademés lo anterior se cumple globalmente,
entonces es globalmente exponencialmente estable. A la funcién V, usada en la
tltima forma que establecimos la estabilidad del sistema (7.1.1), se le conoce como

funcién de Lyapunov.
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8.2. Discretizacion de Euler

Es el método que consiste en transformar un sistema continuo a uno discreto
expresado en ecuaciones de diferencias, mediante la definicién
; x(kT+T)—x (kT
x(t)2 (kT +T)—x(KT)
T
donde T es el perfodo constante.de discretizacién.

(7.1.7)

Durante este proceso, el dlgebra diferencial se transforma en dlgebra de
diferencias. Por ejemplo, considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
x(t)=f(x,u), (7.1.8)
cuya discretizacién por Euler, utilizando (7.1.7), resultarfa en las siguientes
ecuaciones de diferencias
x (kT +T) = x(KT)+ Tf (x (kT),u (kT)). (7.1.9)
La condicién necesaria para llevar a cabo este tipo de discretizacién se conoce
como condicién ZOH (zero-order hold), la cual est4 expresada por
u(t)=u(kT)  Vte[kT,kT+T), (7.1.10)
o en otras palabras, que u(t) permanezca constante entre perfodos de muestreo.
Existe otra forma de discretizacién, la cual consiste en obtener la expansién en
series de Taylor del sistema (7.1.8), resultando en
x (kT +T)= x(kT)+§:T—o:x(°) (7.1.11)
a=1 & iy
Se puede apreciar que la discretizacién por Euler es un caso especial de (7.1.11),
cuando se toma en cuenta solo el primer elemento de la sumatoria, es decir, cuando
a=1. A la ecuacién (7.1.11) se le conoce como la discretizacién ezacta de (7.1.8),

y a (7.1.9) como discretizacién aprozimada.
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8.3. Glosario

Algoritmo. (del latin, dizit algorithmus y éste del matemético persa al-
Jwarizmi) Es un conjunto ordenado y finito de operaciones que permite encontrar
la solucién de un problema. Es decir, que un algoritmo es un método para
encontrar la solucién a algin problema.

Chattering (Castaneteo). Es el efecto causado por implementaciones de
controladores basados en Modos Deslizantes, caracterizado por la aparicién de
oscilaciones de frecuencia y magnitud finita en la respuesta del sistema en lazo
cerrado. Estas oscilaciones son generadas por la conmutacién a alta frecuencia del
controlador por Modos Deslizantes que excita dindmicas no modeladas del sistema
pero presentes en el lazo cerrado de control.

Energia Cinética. Es la energfa que posee un cuerpo por encontrarse en

movimiento y est4 definida por

|
EP=-2-mv

donde m es la masa del cuerpo y v su velocidad.

Energia Potencial. Es la energfa almacenada en un sistema, o una medida
del trabajo que un sistema puede entregar. La energfa potencial de un cuerpo se
define como la energfa que es capaz de generar un trabajo como consecuencia de la
posicién del mismo.

Espacio de Estados. Es una manera de describir sistemas de ecuaciones
diferenciales. Esta representacién tiene la siguiente estructura

X =f(X,t)+b(X,t)U
y=h(X)
donde X es el vector de estados, U es el vector de entradas, y es el vector de
salidas y f(X,t) es una funcién de estados y tiempo al igual que b(X,t).

Fuerza Centrifuga. Es la que se produce cuando se obliga a un cuerpo a
girar. Para que un cuerpo gire hay que aplicar una fuerza hacia el centro, llamada
fuerza centripeta. La fuerza centrifuga es la fuerza en oposicién a la fuerza

centripeta.
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Fuerza de Coriolis. También denominada efecto de Coriolis, descrita en 1835
por el cientffico francés Gaspard-Gustave Coriolis, es una fuerza ficticia o aparente
que sirve para explicar el movimiento anémalo que describe un objeto que se mueve
dentro de un sistema de referencia no inercial en rotacién.

Funcién Lipschitz. La continuidad Lipschitz es una forma fuerte de
continuidad uniforme en funciones, y se define como un lfmite a la rapidez con la
que puede cambiar de valor dicha funcién.

Formalmente, sea dos espacios métricos (X,dy) y (Y,dy), una funcién
f:X—>Y se dice una funcién Lipschitz, si existe una constante real K> 0 tal que

dy (F(x,),£(x,)) < Kdy (x,%,)
para todo Xx,,X, €X. En ese caso, a K se le conoce como constante de Lipschitz
para f.

Matriz de Transformacién Homogénea. Es una matriz de dimensiones (4 x
4) que transforma un vector de posicién, expresado en coordenadas homogéneas, de
un sistema de coordenadas hasta otro.

Perturbaciones Matched. Sea el sistema dindmico siguiente

x =f(x)+B(x)u+h(x,t)
donde x es el vector de estados, f(x) y B(x) definen el sistema, u es la sefial de
control y h(x,t) es el vector de perturbaciones del sistema. Se dice que h(x,t)
cumple la condicién matching si se cumple

h(x,t) € span {B(x)}. (7.2.1).
Esto significa que la sefial de control u puede afectar todas las componentes de
h(x,t) por medio de la matriz de control B(x), es decir, las perturbaciones se
encuentran dentro del sub-espacio de control. A las perturbaciones que cumplen
con (7.2.1) se les llama perturbaciones matched.

Sistema MIMO. (del inglés Multi Input-Multi Output) se trata de sistemas
que tienen miiltiples entradas y salidas.

Sistema No Lineal. Sistemas cuyo comportamiento no es expresable como la
suma de los comportamientos de sus descriptores. Mds formalmente, un sistema
fisico, matemético o de otro tipo cuyas ecuaciones de movimiento, evolucién o

comportamiento no se pueden expresar con una ecuacién lineal. En particular, el




comportamiento de sistemas no lineales no est4 sujeto al principio de superposicién,
como lo es el de un sistema lineal.

Superficie Deslizante. Es una trayectoria definida en funcién de los estados
de un sistema, que representa una trayectoria en el espacio de estados, por la cual
se desea que se "deslice" el comportamiento del sistema. Esto se logra por medio de
un control discontinuo, generalmente ocasionado por la inclusién de una funcién
signo.

Superficie Pseudo-deslizante. Es el andlogo de la superficie deslizante cuando
la funcién signo se aproxima por medio de una funcién sigmoidea.

Tensor de Inercia. Un tensor es una entidad geométrica que combina los
conceptos de escalar, vector y operador lineal, de tal forma que sean
independientes al sistema de coordenadas en el que estén expresados. Por lo tanto,
el Tensor de Inercia es un conjunto de momentos y productos de inercia de un
sistema mecédnico, expresados en tensores y definido respecto a un sistema de
referencia inercial.

Teorema de Steiner. Es una férmula que nos permite calcular el momento de
inercia de un sélido rigido respecto de un eje de rotacién que pasa por un punto O,
cuando conocemos el momento de inercia respecto a un eje paralelo al anterior y

que pasa por el centro de masas.
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