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2.4. Estimación de población asintomática . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4.1. Modelo epidemiológico A-SIR . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4.2. Observador PI y modelo A-SIR . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.4.3. Ruido ambiental en modelo A-SIR . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.4.4. Estimación considerando la solución numérica del modelo A-SIR 29
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Resumen

En este trabajo de tesis se propone una serie de controladores dinámicos distribui-
dos para sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales parciales de orden entero y
fraccional. Se busca resolver el problema de sincronización de sistemas distribuidos, y
en particular, se estudia el problema de sincronización generalizada. La metodoloǵıa
empleada consiste en obtener una representación canónica, generada por un elemento
primitivo diferencial. Dicha representación del sistema permite diseñar de forma natu-
ral un controlador de tipo dinámico. En el caso de los sistemas de orden fraccional, se
consideran únicamente aquellos cuya derivada fraccional es con respecto a la variable
temporal y que está definida en el sentido de Caputo. También se estudia un problema
más complejo de sincronización, el problema de sincronización de múltiples sistemas
distribuidos, esto es, se estudia el problema de multi-sincronización generalizada. Por
otro lado, tomando en cuenta que el fenómeno de sincronización y la estimación de
estados ocurren simultáneamente, en este trabajo de tesis también se presenta un
par de observadores de estado para sistemas no lineales de orden entero y fraccional.
Finalmente, como aportación adicional, se presenta un observador de Punto Fijo para
sistemas en tiempo discreto. La intención de este último observador es servir como
una primera aproximación para una futura implementación en sistemas distribuidos,
dado que para estos últimos suele ser muy común recurrir a métodos de discretización
para su simulación.
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Abstract

In this thesis is presented a series of distributed dynamic controllers for systems gover-
ned by partial differential equations of integer and fractional order. This work aims to
solve the synchronization problem of distributed systems, and in particular, studies
the generalized synchronization problem. The methodology used consists of obtai-
ning a canonical representation, generated by a differential primitive element. This
representation of the system allows to naturally design a dynamic type controller.
The fractional order systems that are considered in this work are only those whose
fractional derivative is with respect to the time variable and which is defined in the
Caputo sense. A more complex synchronization problem is also studied, that is, the
synchronization problem of multiple distributed systems, therefore, the generalized
multi-synchronization problem is studied. On the other hand, taking into account
that the synchronization phenomenon and the state estimation occur simultaneously,
in this thesis, a pair of state observers for nonlinear systems of integer and fractio-
nal order are also presented. Finally, as an additional contribution, a Fixed Point
observer for discrete-time systems is presented. This observer is presented as a first
approximation for a future implementation in distributed systems, since for the latter
it is very common to resort to discretization methods for their simulation.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La basta mayoŕıa de fenómenos naturales son en realidad sistemas distribuidos, esto
es, sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales parciales (PDE por sus siglas en
inglés). Esta clase de sistemas, conocidos comúnmente como sistemas PDE, evolu-
cionan en un espacio de dimensión infinita, por lo tanto, para simplificar su análisis,
simulación e implementación, muchos investigadores recurren a aproximaciones dis-
cretas mediante el uso de técnicas tales como el método de diferencias finitas. Entre
otras cosas, lo anterior permite compensar la limitada capacidad de procesamiento
de algunos ordenadores, no obstante, también da lugar a que se pierdan importantes
propiedades que el dominio infinito es capaz de preservar. Algunas de estas propieda-
des son la capacidad de representar de manera exacta las incertidumbres del sistema
o bien evaluar con facilidad el error de modelado [68, 75]. Por tal motivo, estudiar un
sistema distribuido sin recurrir a tales aproximaciones sigue siendo de gran interés en
la actualidad.

1.1. Teoŕıa de Control y sistemas distribuidos

En la actualidad, el estudio de sistemas distribuidos ha cobrado una gran relevancia,
sobre todo desde un punto de vista tecnológico. Esto ocurre principalmente al continuo
desarrollo de veh́ıculos autónomos y manipuladores con propiedades flexibles. Si bien
la concepción de esta clase de dispositivos no es nueva, su desarrollo se ha visto
fortalecido en los últimos años gracias a los llamados materiales inteligentes. Esta
clase de materiales han permitido fabricar prototipos con menor consumo energético,
tiempos de respuesta más cortos, menor peso y con un mayor rango de movilidad
[102, 40, 89, 103]. Dado que esta clase de sistemas también requieren de algoritmos
de control para su correcto funcionamiento y automatización, resulta interesante su
estudio desde la perspectiva de la teoŕıa de control.

Pese a su importancia, el diseño de controladores para sistemas distribuidos aún no es
tan extenso como lo es para sistemas de dimensión finita. Algunos trabajos recientes
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCION

son [60], donde un control adaptativo es utilizado para el problema de seguimien-
to de trayectoria de sistemas basados en PDE’s. Para el diseño de tal controlador,
el sistema es aproximado a un sistema de mayor orden y gobernado por ecuaciones
diferenciales ordinarias (ODE por sus siglas en inglés). La aproximación se realiza
mediante un método de interpolación polinomial. Por otro lado, en [94] se propone
un controlador integral para sistemas PDE y cuya estabilidad es probada mediante
funcionales de Lyapunov. A su vez, el problema de estabilización de sistemas PDE-
ODE acoplados es tratado en [88]. Como solución, los autores sugieren un control
H∞ cuyo análisis de estabilidad depende de una desigualdad integral parcial lineal.
Mientras que en [5] se presenta un control por realimentación de estado para la es-
tabilización de sistemas PDE con retardo. Dicho controlador es diseñado a partir de
la técnica de backstepping. Finalmente, un control por realimentación de salida para
redes neuronales acopladas se presenta en [92]. La principal caracteŕıstica de estas
redes neuronales es que modelan un proceso de reacción-difusión.

Los estudios anteriormente mencionados se caracterizan por estar basados en la geo-
metŕıa diferencial o el cálculo de variaciones. Estas teoŕıas involucran herramientas
matemáticas complejas, y sobre todo, requieren de mucho esfuerzo computacional.
Para reducir este nivel de complejidad, y por lo tanto hacer más accesible el diseño
de controladores para sistemas distribuidos, una excelente alternativa es el Algebra
Diferencial. La misma permite obtener la solución de un problema de control no lineal
mediante una expresión polinomial diferencial de los estados conocidos, la entrada y
las derivadas con respecto al tiempo de estas. Además, existe evidencia de que este
enfoque diferencial algebraico permite reducir el costo computacional [90, 1].

Entre las diferentes herramientas del álgebra diferencial, una de particular interés es
la existencia del llamado elemento primitivo diferencial. Este concepto es particular-
mente útil para el diseño de observadores y leyes de control [64, 65]. Generalmente, el
elemento primitivo diferencial es elegido como una combinación lineal de las variables
conocidas de un sistema dado, y a su vez es clave para hallar de forma natural una
transformación, misma que conduce a una forma canónica del sistema en cuestión. En
este trabajo de tesis en espećıfico, se muestra como este proceso, aplicado a sistemas
distribuidos, facilita el diseño de un control dinámico distribuido.

1.2. Sincronización de sistemas dinámicos

La sincronización es un fenómeno históricamente olvidado, pero que en la actualidad
recibe gran atención y posee amplias aplicaciones en disciplinas tales como sistemas
financieros, veh́ıculos autónomos y comunicaciones seguras [44, 39, 107]. La forma
más simple de sincronización entre dos sistemas dinámicos consiste en el seguimiento
de la trayectoria de uno por parte del otro debido a la existencia de una señal de
acoplamiento entre ellos, es decir, estos sistemas presentan el mismo comportamiento
después de un tiempo y gracias a la existencia de una señal entre ellos, misma que
puede ser externa o generada por alguno de estos sistemas. Por lo tanto, se dice que
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el problema de sincronización idéntica consiste en diseñar una señal de acoplamiento
que permita que las trayectorias de los sistemas sean iguales.

El fenómeno de sincronización recibe especial atención cuando se trata de sincronizar
sistemas dinámicos con comportamiento caótico. Esta clase de sistemas no lineales se
caracterizan por un comportamiento aparentemente aleatorio y una alta sensibilidad
ante las condiciones iniciales, pese a tratarse de modelos determińısticos. Debido a
estas caracteŕısticas, la trayectoria de dos sistemas caóticos pueden fácilmente divergir
una de otra, de tal manera que durante mucho tiempo se pensó que sincronizar dos
sistemas caóticos era imposible. No obstante, ésto cambio cuando se comprobó su
viabilidad a finales de la década de los 90 [80].

T́ıpicamente, cuando se trata un problema de sincronización, se considera un esquema
maestro-esclavo. Se trata de una configuración donde existe una señal de acoplamiento
bidireccional tal que uno de los sistemas siga el comportamiento del otro. Al primero
de estos sistemas se le conoce como sistema esclavo, y al segundo como maestro.
Debido a esto, dentro del contexto de teoŕıa de control, es inevitable pensar en el
problema de sincronización como un problema de seguimiento de trayectoria, con la
diferencia de que la trayectoria a seguir es generada por un sistema dinámico.

Adicionalmente, es posible hablar de distintos tipos de sincronización. Entre las más
comunes están la Sincronización Completa o Idéntica, Sincronización de Fase y Sin-
cronización Generalizada. La última de estas destaca por considerar el problema de
sincronización de sistemas dinámicos estructuralmente diferentes. Esto se consigue a
través de una transformación, tal que en un espacio de coordenadas transformadas,
las trayectorias de estado de los sistemas son idénticas. Si bien la sincronización gene-
ralizada destaca para sincronizar sistemas distintos, no se limita a estos, pues también
es posible definirla para sistemas idénticos, ya que en este caso, la transformación en
cuestión se reduce a una identidad.

Por último, otra cuestión a señalar es la ambigüedad con la que se define el con-
cepto de sincronización, esto es, las definiciones existentes hacen referencia a dos o
más sistemas dinámicos, pero no especifican como deben ser estos sistemas. De tal
manera que, considerando una configuración maestro-esclavo, algunos investigadores
han sugerido la posibilidad de considerar al sistema esclavo como un observador de
estados. Bajo esta premisa, resulta ser que el bien conocido problema de observación
o estimación de estados puede resolverse junto con el problema de sincronización de
manera simultánea [74].

1.3. Breve descripción del Cálculo Fraccional

En 1695, Leibnitz, por sugerencia de L’Hopital, se cuestionó que suced́ıa cuando el
orden de derivación de una función era un número no entero [52]. A ráız de este
cuestionamiento surgió el cálculo fraccional. Entonces, el cálculo fraccional es la dis-
ciplina matemática encargada de estudiar integrales y derivadas de orden arbitrario.
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Cabe señalar que muchas definiciones y conceptos presentes en cálculo clásico, pueden
ser recuperadas de aquellas existentes en el cálculo fraccional, cuando el orden de la
derivada o integral es reemplazada por un número entero.

Si bien en un inicio el cálculo fraccional despertó gran interés, especialmente entre
los grandes matemáticos de la primera mitad del siglo 19 [54, 84, 28, 51, 10], no fue
hasta la segunda mitad del siglo 20 que las primeras implementaciones prácticas del
este llegaron [12, 76, 36]. Esto se debió principalmente a que las derivadas de orden
fraccional, a diferencia de las de orden entero, carecen de una interpretación f́ısica
y/o geométrica concreta, pese a que se han llevado a cabo múltiples esfuerzos por
resolver este inconveniente [85, 61, 82].

En la actualidad, los modelos de orden fraccional son ampliamente utilizados para
describir fenómenos anómalos como el comportamiento viscoelástico [48, 6], difusión
y propagación de ondas en medios porosos [34, 104] y el comportamiento mecánico de
algunos poĺımeros y tejidos orgánicos, como el tejido cerebral [98, 7]. Adicionalmente,
el cálculo fraccional es una excelente herramienta para hallar la solución anaĺıtica de
sistemas distribuidos. El más claro ejemplo de lo anterior está en la mecánica de flui-
dos, donde sistemas de ecuaciones parciales diferenciales, que comúnmente requieren
un extenuante procedimiento, pueden resolverse con gran facilidad haciendo uso de
derivadas parciales de orden fraccional con respecto a la variable temporal [50].

Por otro lado, si bien por regla general simular sistemas de orden fraccional puede
resultar complicado, en el caso espećıfico de sistemas distribuidos, presentan ventajas
con respecto a su contraparte de orden entero. Los métodos más utilizados para
simular sistemas distribuidos de orden fraccional son: Método de Aproximaciones
de Padé [97], Método Variacional Iterativo [41] y Nuevo Método Iterativo [42, 32].
Todos estos métodos presentan dos grandes ventajas: 1) A diferencia del método de
diferencias finitas (comúnmente utilizado para sistemas distribuidos de orden entero),
no involucran ningún tipo de mallado (discretización), pues todos ellos consisten en
un proceso iterativo construido a partir de funcionales, y 2) ninguno hace uso de las
condiciones de frontera. Debido a estas propiedades, los métodos de simulación de
sistemas distribuidos de orden fraccional presentan un menor gasto computacional.

1.4. Objetivos y contribución principal

El presente trabajo de tesis se halla en la intersección entre sistemas distribuidos, tanto
de orden fraccional como entero, y el problema de sincronización generalizada. Por
tal motivo, el objetivo general de este trabajo es el diseño de controladores dinámicos
distribuidos para resolver el problema de sincronización de sistemas distribuidos de
orden entero y fraccional.

A su vez, los objetivos particulares son:

1) Simplificar el proceso de diseño de controladores para sistemas gobernados por
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ecuaciones parciales diferenciales.

2) Estudiar la estabilidad de los controladores propuestos mediante enfoques que
hagan menos compleja y, por lo tanto, más accesible su implementación numéri-
ca.

3) Extender el problema de sincronización generalizada para el caso donde inter-
vienen múltiples sistemas distribuidos, i.e., cuando existen familias de sistemas.

4) Probar la efectividad de los diferentes algoritmos propuestos mediante simula-
ciones.

Por otro lado, dado que es posible considerar que el problema de estimación de es-
tados y el de sincronización pueden resolverse simultáneamente, además se incluye el
siguiente objetivo particular:

5) Diseño de algoritmos de observación de estados para sistemas de orden entero
y fraccional.

1.5. Contenido del trabajo de tesis

Este trabajo de tesis consta de siete caṕıtulos, además de este, los cuales están or-
ganizados de la siguiente manera: en los primeros caṕıtulos de este trabajo de tesis
se presentan algoritmos para la observación de estados. En particular, el Caṕıtulo 2
presenta un observador Proporcional-Integral de orden reducido, mientras que en el
Caṕıtulo 3 se diseña un observador de alta ganancia para sistemas de orden fraccional,
por lo tanto, algunos conceptos de cálculo fraccional son presentados. Posteriormente,
en el Caṕıtulo 4 se presenta un control dinámico distribuido para la sincronización
generalizada de sistemas PDE de orden entero. La base de este caṕıtulo es el elemento
primitivo diferencial parcial. Por tal motivo, en este caṕıtulo se introduce la gran ma-
yoŕıa de definiciones relacionadas con álgebra diferencial, necesarias para el diseño del
controlador. En el Caṕıtulo 5, se trata un problema más complejo donde intervienen
múltiples sistemas distribuidos. Para ello, los sistemas son agrupados en dos familias,
una familia de sistemas maestros y otra de esclavos. Este procedimiento se tradu-
ce en un problema de multi-sincronización generalizada, tal que para su resolución,
se presenta no uno, sino una familia de controladores dinámicos distribuidos. En el
Caṕıtulo 6, se trata el problema de sincronización generalizada para sistemas PDE de
orden fraccional, de tal manera que se incluyen más conceptos de cálculo fraccional,
mismos que permiten el diseño de un controlador dinámico distribuido de orden frac-
cional. A continuación, en el Caṕıtulo 7, se presenta un observador de Punto Fijo para
sistemas en tiempo discreto, cuya intención es se una primera aproximación para un
posible trabajo a futuro para sistemas distribuidos, mismos que para los cuales suele
utilizarse técnicas de discretización. Finalmente, las conclusiones y trabajo a futuro
de este trabajo de tesis, se presentan en el Caṕıtulo 8.
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Caṕıtulo 2

Observador PI de orden reducido.

Una desventaja de muchos esquemas de control es la necesidad de conocer total o
parcialmente las variables de estado y parámetros del sistema. No obstante, en la
práctica no siempre es posible, ya sea por limitaciones económicas o tecnológicas. Por
lo tanto, el desarrollo de algoritmos para la estimación de dichas variables es crucial.

Por otro lado, considerando que los problemas de estimación de estados y de sincro-
nización pueden resolverse simultáneamente [74], en este y el subsecuente caṕıtulo se
presenta un par de observadores de estado para sistemas no lineales de orden entero
y fraccional.

Particularmente, en este caṕıtulo se propone un observador de estados Proporcional
Integral (PI) de orden reducido para una clase de sistemas conocidos como no dife-
rencialmente planos [64]. Esta clase de sistemas se caracterizan por no satisfacer la
propiedad de platitud diferencial, es decir, poseen al menos una variable de estado
y/o entrada que no satisface una ecuación algebraica diferencial de su salida.

El aspecto fundamental para el diseño de dicho observador es la llamada condición
algebraica de observabilidad (CAO). La CAO es un concepto similar a la propiedad de
observabilidad, bien conocida dentro de teoŕıa de control, pero definida en el contexto
del álgebra diferencial [49, 63]. Esta condición se satisface cuando todas las variables
desconocidas de un sistema son algebraicamente observables, es decir, satisfacen un
polinomio diferencial de la salida.

2.1. CAO y sistemas no diferencialmente planos

Antes de introducir el observador PI de orden reducido, considere las siguientes defi-
niciones.

Definición 2.1. Sean K y L campos diferenciales, esto es, campos dotados de una
operación derivada. Un elemento x ∈ L se denomina diferencialmente algebraico

7
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sobre K si satisface una ecuación polinomial diferencial P (x, ẋ, ..., x(α)) = 0 con
coeficientes en K.

En lo subsecuente, se considera K = R. Para ejemplificar la definición anterior, se
presentan los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1. Considere el siguiente sistema lineal

ẋ1 = x2 + u

ẋ2 = x1

y = x1

Observe que

P (x1) = y − x1 = 0

P (x2) = ẏ − x2 − u = 0

con coeficientes u, y, ẏ ∈ R < u, y >.

Ejemplo 2.2. Considere el siguiente sistema bilineal

ẋ1 = ux2

ẋ2 = ux1

y = x1

tal que

P (x1) = y − x1 = 0

P (x2) = ẏ − ux2 = 0

con coeficientes u, y, ẏ ∈ R < u, y >.

Ejemplo 2.3. Considere el siguiente sistema no lineal

ẋ1 = ux2x1

ẋ2 = ux1

y = x1

donde

P (x1) = y − x1 = 0

P (x2) = ẏ − ux2y = 0

cuyos coeficientes u, y, ẏ ∈ R < u, y >.
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Observe que en los tres ejemplos anteriores, R < u, y > denota el campo diferencial
generado por el campo R y los conjuntos de cantidades diferenciales u = {u, u̇, ü, . . . }
y y = {y, ẏ, ÿ, . . . }.

Por otro lado, note que en todos los sistemas, x ∈ R2 satisface una ecuación polinomial
diferencial cuyos coeficientes pertenecen a R < u, y >. Por lo tanto, en los tres casos
x es diferencialmente algebraica.

Definición 2.2. Una variable de estado xi de un sistema dinámico es algebraicamente
observable si satisface un polinomio diferencial de las variables conocidas, esto es,
P (xi) = 0 con coeficientes en R < u, y >. Si todas las variables de estado de dicho
sistema dinámico son algebraicamente observables, se dice que el sistema satisface la
condición algebraica de observabilidad (CAO).

Definición 2.3. Un sistema dinámico es no diferencialmente plano si alguna de sus
variables es no diferencialmente algebraica. Esto es, la ecuación polinomial diferencial
P (xi, ui) = 0, con coeficientes en R < y >, no se satisface. De lo contrario, el sistema
se dice ser diferencialmente plano.

Ejemplo 2.4. Considere el siguiente sistema de Lorenz

ẋ1 = σ(x2 − x1)

ẋ2 = ρx1 − x2 − x1x3

ẋ3 = x1x2 − βx3

y = x1

De donde se obtienen las siguientes expresiones

P (x1) = y − x1 = 0

P (x2) = σ(x2 − y)− ẏ = 0

P (x3) = y(x3 − ρ+ 1) + ẏ

(
1 +

1

σ

)
+
ÿ

σ
= 0

Por lo tanto, se dice que el sistema es diferencialmente plano. Por otro lado, considere
ahora una salida diferente, e.g., sea y = x2. En este caso se tiene que

P (x1, ẋ1) = ẋ1 − σ(y − x1) = 0

P (x2) = y − x2 = 0

P (x1, x3, ẋ3) = ẋ3 + βx3 − yx1 = 0

Entonces, el sistema es no diferencialmente plano con esta salida en particular.

Note la relación entre la platitud diferencial de un sistema y la CAO. Esto es, en un
sistema no diferencialmente plano, la CAO no se satisface. En consecuencia, parece
no ser posible diseñar un observador para esta clase de sistemas. No obstante, es
posible definir una variable auxiliar tal que la CAO se cumpla, tal y como se ve a
continuación.
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2.2. Planteamiento del Problema

Considere el siguiente sistema dinámico cuyo vector de estados es parcialmente cono-
cido

ẋ = F (x, u)

y = h(x) (2.1)

donde x = [x1, x2, ..., xn]T es el vector de estados del sistema, F es una función
anaĺıtica, y h es un polinomio de sus argumentos. Las variables u = [u1, u2, ..., um]T

y y ∈ R son la entrada y la salida del sistema, respectivamente.

Para conocer el vector de estados en su totalidad, considere la siguiente variable
auxiliar η(x), misma que se define en función de las variables del sistema. De esta
manera, el sistema (2.1) puede ser expresado como una inmersión [22], i.e.:

ẋ(t) = f(x, η, u)

η̇(x) = Ω(x)

y(t) = h(x) (2.2)

Observe que dado el sistema (2.2), el problema original de observación consiste aho-
ra en un problema de estimación de η(x). Por otro lado, en este nuevo problema,
dependiendo de como se define η, las variables de interés pueden ser obtenidas pos-
teriormente de forma directa o indirecta a partir de la estimación η̂. Adicionalmente,
si η se define como η = [η1, ..., ηµ], entonces se requiere de un banco de observadores,
es decir, diseñar un observador para cada variable auxiliar.

2.2.1. Diseño del observador PI

Considere las siguientes hipótesis:

H1. η(x) es algebraicamente observable.

H2. Ω(x) está acotada, esto es, ||Ω(x)|| ≤ N , con 0 < N <∞.

H3. γ1, γ2 ∈ C1 son funciones reales.

Ahora, se propone el siguiente observador PI de orden reducido

˙̂η = kp(η − η̂) + η̂1

˙̂η1 = ki(η − η̂) (2.3)

donde η̂ es el estimado de η y η̂1 es la parte integral del observador. Por otro lado,
sea el error de estimación

e = η − η̂ (2.4)
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Teorema 2.1. Suponga que las hipótesis H1-H3 se satisfacen. Entonces, el sistema
(2.3) es un observador PI de orden reducido para el sistema (2.2), y cuyo error de
estimación e es UUA (uniforme y últimamente acotado).

Demostración. El sistema (2.3) es equivalente a

˙̂η = kpe1 + kie2 (2.5)

donde e1 = η − η̂ y ė2 = e1. Sea E el siguiente vector

E =

(
e1

e2

)
(2.6)

La derivada de E es

Ė =

(
η̇ − ˙̂η
e1

)
=

(
Ω− kpe1 − kie2

e1

)
= −

(
kp ki
−1 0

)(
e1

e2

)
+

(
Ω
0

)
(2.7)

o en forma matricial

Ė = −KE + Ω̄ (2.8)

Donde E es tal que sus valores caracteŕısticos son reales. Ahora, considere la siguiente
función candidata de Lyapunov

V (E) = ETE (2.9)

La derivada de V (E) a lo largo de las trayectorias de (2.8) es

V̇ (E) = ĖTE + ET Ė

= 2ET Ė

= 2ET
(
−KE + Ω̄

)
= −2ETKE + 2ET Ω̄ (2.10)

Recordando la desigualdad de Rayleigh, sabemos que

λmin(K)||E||2 ≤ ||E||2K ≤ λmax(K)||E||2 (2.11)

Tal que, el primer término de V̇ (E) está acotado por

−2ETKE ≤ −2λmin(K)||E||2 (2.12)
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Por otro lado, dado que se asume que H2 se satisface, Ω̄ está acotada. De tal manera
que

||2ET Ω̄|| ≤ 2N ||E||K ≤ 2N
√
λmax(K)||E|| (2.13)

Por lo tanto, se concluye que V̇ (E) satisface

V̇ (E) ≤ −2λmin(K)||E||2 + 2N
√
λmax(K)||E|| (2.14)

Finalmente, haciendo uso del Teorema de acotación última uniforme [23] se tiene
que E(t) está uniforme y últimamente acotado para cualquier condición inicial E(0).
Además, E(t) permanece en el conjunto compacto Bδ = {E : ||E|| ≤ δ, δ > 0}, con

δ =

√
λmax(K)

λmin(K)

(
2N
√
λmax(K)

λmin(K)

)
> 0 (2.15)

Analizando la expresión (2.15), es posible concluir que δ > 0 solo si λmin(K) > 0,
y obviamente si λmax(K) > 0. Estos criterios no permiten hallar las ganancias del
observador kp y ki.

Por otro lado, en ocasiones, las derivadas de la salida pueden aparecer en el polinomio
algebraico diferencial, dependiendo de la elección de la variable auxiliar η. Dado que
no se dispone de dichas derivadas, se propone el uso de variables artificiales.

Lema 2.1. Si la variable auxiliar ηi, i ∈ {1, ..., µ}, para el sistema (2.2), satisface
H1 y puede expresarse como

ηi = aiẏ + bi(u, y) (2.16)

donde ai es constante y bi(u, y) es una función acotada. Entonces, existen las funcio-
nes γ1i y γ2i ∈ C1 tales que el observador PI de orden reducido (2.3) puede expresarse
como

γ̇1i = −kpiγ1i + γ2i + kpi [bi(u, y)− kpiaiy] + kiiaiy, γ1i(0) = γ1i0

γ̇2i = −kiiγ1i + kii [bi(u, y)− kpiaiy] , γ2i(0) = γ2i0

η̂i = γ1i + kpiaiy

η̂1i = γ2i + kiiaiy (2.17)

Demostración. Considere el observador PI de orden reducido

˙̂ηi = kpi(ηi − η̂i) + η̂1i

˙̂η1i = kii(ηi − η̂i) (2.18)
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donde η̂1i es la parte integral del observador PI. Substituyendo (2.16) en (2.18), se
tiene

˙̂ηi = kpi(aiẏ + bi(u, y)− η̂i) + η̂1i

˙̂η1i = kii(aiẏ + bi(u, y)− η̂i) (2.19)

Es posible definir las variables artificiales γ1i y γ2i ∈ C1 como

γ1i = η̂i − kpiaiy
γ2i = η̂1i − kiiaiy (2.20)

cuyas derivadas son

γ̇1i = ˙̂ηi − kpiaiẏ
γ̇2i = ˙̂η1i − kiiaiẏ (2.21)

De (2.19),(2.20) y (2.21) se tiene que

γ̇1i = −kpiγ1i + γ2i + kpi [bi(u, y)− kpiaiy] + kiiaiy, γ1i(0) = γ1i0

γ̇2i = −kiiγ1i + kii [bi(u, y)− kpiaiy] , γ2i(0) = γ2i0 (2.22)

2.3. Implementación del observador PI

En esta sección se ejemplifica la implementación del observador PI mediante diferentes
sistemas.

2.3.1. Observador PI y sistema lineal

Considere el siguiente sistema lineal

ẋ1 = u

ẋ2 = u+ f

y = x2 (2.23)

donde u es conocida y f es una variable desconocida. El sistema (2.23) es no diferen-
cialmente plano dado que

P (ẋ1) = ẋ1 − u = 0

P (x2) = x2 − y = 0

P (f) = u+ f − ẏ = 0 (2.24)
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Ahora, el sistema lineal puede expresarse como la siguiente inmersión

ẋ1 = u

ẋ2 = u+ f

ḟ = Ω(x1, x2)

y = x2 (2.25)

Aśı, el observador PI está dado por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

˙̂
f = kp(f − f̂) + f̂1

˙̂
f1 = ki(f − f̂) (2.26)

donde f̂ es el estimado de f y f̂1 representa la parte integral del observador PI. Note
que f satisface H1, tal que f = ẏ − u, y suponga que ḟ está acotada (H2). Entonces,
substituyendo en (2.26) se tiene

˙̂
f = kp(ẏ − u− f̂) + f̂1

˙̂
f1 = ki(ẏ − u− f̂) (2.27)

Dado que no se dispone de ẏ, considere las siguientes variables artificiales que satis-
facen H3

γ1 = f̂ − kpy
γ2 = f̂1 − kiy (2.28)

Derivando estas variables y substituyendo f̂ y f̂1 se tiene

γ̇1 = −kp(u+ γ1 + kpy) + γ2 + kiy

γ̇2 = −kiu− ki(γ1 + kpy) (2.29)

Esto es, la dinámica de interés puede ser estimada a partir de las variables artificiales.
Por lo tanto, el observador PI de orden reducido está dado por

γ̇1 = −kpγ1 + γ2 − kp(u+ kpy) + kiy, γ1(0) = γ10

γ̇2 = −kiγ1 − ki(u+ kpy), γ2(0) = γ20

f̂ = γ1 + kpy

f̂1 = γ2 + kiy (2.30)

Considere ahora las siguientes condiciones iniciales: γ1(0) = 0 y γ2(0) = 0, junto con
u = 2 sin(πt) y f = 3 sin(πt). Mientras que las ganancias del observador PI de orden
reducido son ki = 15 y kp = 8. Aśı, los resultados obtenidos son presentados en la
Figura 2.1



2.3. IMPLEMENTACIÓN DEL OBSERVADOR PI 15

2.3.2. Observador PI y sistema de Chua

Considere ahora el sistema de Chua. Este sistema describe un circuito eléctrico con
comportamiento caótico y es descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones diferen-
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Figura 2.1: Sistema lineal y observador PI. (a) Estimación de f y (b) error de esti-
mación.
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ciales no lineales

ẋ1 = a(x2 − x1 −m0x1 − x3
1m1)

ẋ2 = x1 − x2 + x3

ẋ3 = −bx2

y = x2 (2.31)

donde a, b,m0 y m1 son constantes del sistema. Las variables x1 y x2 representan el
voltaje en los capacitores y x3 es la corriente eléctrica en el inductor.

Es fácil probar que el sistema (2.31) es no diferencialmente plano. Esto es

P (x1, x3) = x1 − ẏ − y + x3 = 0

P (x2) = x2 − y = 0

P (ẋ3) = ẋ3 + by = 0 (2.32)

Ahora, defina la siguiente variable auxiliar

η = x1 + x3 = ẏ + y (2.33)

la cual satisface H1. Por lo tanto, el sistema (2.31) se puede expresar de la siguiente
manera

ẋ1 = a(x2 − x1 −m0x1 − x3
1m1)

ẋ2 = −x2 + η

ẋ3 = −bx2

η̇ = Ω(x1, x3)

y = x2 (2.34)

Dado que la dinámica del sistema de Chua está acotada por ser un sistema caótico,
Ω(x1, x3) satisface H2. De tal manera que se propone

˙̂η = kp(ẏ + y − η̂) + η̂1

˙̂η1 = ki(ẏ + y − η̂) (2.35)

Para prescindir de ẏ, sean las siguientes variables artificiales

γ1 = η̂ − kpy
γ2 = η̂1 − kiy (2.36)

cuyas derivadas son

γ̇1 = kp(y − γ1 − kpy) + γ2 + kiy

γ̇2 = ki(y − γ1 − kpy) (2.37)
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Aśı, el observador PI de orden reducido está dado por

γ̇1 = −kpγ1 + γ2 + kp(y − kpy) + kiy, γ1(0) = γ10

γ̇2 = −kiγ1 + ki(y − kpy), γ2(0) = γ20

η̂ = γ1 + kpy

η̂1 = γ2 + kiy (2.38)

Es posible utilizar η̂ para obtener el valor de las variables de interés x1 y x3 de la
siguiente manera. De la expresión (2.33) se obtienen las siguientes relaciones

η̂ = x̂1 + x3 (2.39)

y

ẏ = η̂ − y (2.40)

Derivando (2.39), se tiene

˙̂η = ˙̂x1 + ẋ3 = ˙̂x1 − by (2.41)

Por otro lado

η̂ = γ1 + kpy (2.42)

tal que

˙̂η = γ̇1 + kpẏ (2.43)

De (2.41) y (2.43), se obtiene

˙̂x1 = γ̇1 + kpẏ + by (2.44)

Substituyendo γ̇1, de (2.38) y (2.40), en (2.44), se tiene que

˙̂x1 =− kpγ1 + γ2 + kp(y − kpy) + kiy + kp(η̂ − y) + by (2.45)

Entonces, substituyendo (2.42) en (2.45) y simplificando, resulta

˙̂x1 = γ2 + kiy + by

= η̂1 + by (2.46)

La ecuación (2.46) puede resolverse utilizando el método de Euler, esto es

x̂1(t+ 1) = x̂1(t) + h[η̂1(t) + by(t)], x̂1(0) = x̂10 (2.47)
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Finalmente, de (2.39) se tiene que

x̂3 = η̂ − x̂1 (2.48)

De tal manera que es posible obtener la estimación de las variables de interés. Para
visualizar la efectividad del observador PI, considere los siguientes parámetros para el
sistema de Chua: a = 9.5, b = 100/7, m0 = −8/7 y m1 = 4/63, aśı como las siguientes
condiciones iniciales: x0 = (0.2, 0.2, 0.2). Por otro lado, considere γ1(0) = 0, γ2(0) = 0
y x̂1(0) = 0, junto con las ganancias ki = 150 y kp = 25. Los resultados pueden ser
observados en las Figuras 2.2-2.4.

-4

0.4

-2

0

0.2 8

2

4

6
0

6

4

8

2-0.2
0

-0.4 -2

Figura 2.2: Sistema de Chua. Atractor del sistema (ĺınea continua) y estimaciones del
observador PI (ĺınea punteada).

La Figura 2.2 ilustra de la mejor manera como se lleva a cabo la resolución simultánea
de los problemas de sincronización y estimación de estados. Note como la trayectoria
de estado del observador PI converge a la del sistema de Chua, de tal manera que
ambos evolucionan dentro del mismo atractor caótico.

2.3.3. Observador PI y sistema no lineal

Considere el siguiente sistema no lineal

ẋ1 = x2

ẋ2 = g − σαu

x3

ẋ3 = −σu− f
y = x1 (2.49)
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Figura 2.3: Sistema de Chua. Estimación de las variables de estado (a) x1 y (b) x3.
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Figura 2.4: Sistema de Chua. Error de estimación obtenido por el observador PI.

Este sistema corresponde al movimiento y pérdida de masa de una nave espacial
que se encuentra aterrizando verticalmente en la superficie de un planeta. El modelo
considera la ausencia de resistencia atmosférica y denota la aceleración gravitacional
del planeta con g.

Las variables x1, x2 y x3 son la posición vertical, la velocidad de descenso y la masa de
la aeronave, respectivamente. La variable u es una señal de control, σ es la velocidad
relativa de expulsión de los gases y α es una constante positiva tal que σα es el
desplazamiento máximo de la palanca de aceleración del motor. La variable f es una
incertidumbre que necesita ser observada.

Es fácil notar que este sistema es no diferencialmente plano, esto es

P (x1) = x1 − y = 0

P (x2) = x2 − ẏ = 0

P (x3, ẋ3) = (ÿ − g)x3 − (ẋ3 + f)α = 0 (2.50)

Es posible expresar el sistema (2.49) de la siguiente manera

ẋ1 = x2

ẋ2 = g − σαu

x3

ẋ3 = −σu− f
ḟ = Ω(x1, x2, x3)

y = x1 (2.51)
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Suponga que Ω es acotada, tal que H2 se satisface. Por otro lado, f satisface H1, ya
que

(f + σu)(ÿ − g)2 + σαuy(3) = 0 (2.52)

Para estimar f , considere

˙̂
f = kpf (f − f̂) + f̂1

˙̂
f1 = kif (f − f̂) (2.53)

Substituyendo (2.52), se tiene

˙̂
f = −kpf

(
σu+

σαuy(3)

(ÿ − g)2
+ f̂

)
+ f̂1

˙̂
f1 = −kif

(
σu+

σαuy(3)

(ÿ − g)2
+ f̂

)
(2.54)

Para prescindir de y(3) y ÿ, es posible aproximarlas como y(3) ≈ ¨̂x2 y ÿ = ˙̂x2. De tal
manera que

˙̂
f = −kpf

(
σu+

σαu¨̂x2

( ˙̂x2 − g)2
+ f̂

)
+ f̂1

˙̂
f1 = −kif

(
σu+

σαu¨̂x2

( ˙̂x2 − g)2
+ f̂

)
(2.55)

Sean γ1f y γ2f variables artificiales que satisfacen H3

γ1f = f̂ − kpf
σαu

˙̂x2 − g
γ2f = f̂1 − kif

σαu
˙̂x2 − g

(2.56)

Cuyas derivadas son

γ̇1f =
˙̂
f + kpf ¨̂x2

σαu

( ˙̂x2 − g)2

γ̇2f =
˙̂
f1 + kif ¨̂x2

σαu

( ˙̂x2 − g)2
(2.57)
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Substituyendo (2.55) y (2.56) en (2.57) se tiene que el observador PI está dado por

γ̇1f = −kpf
(
σu+ γ1f + kpf

σαu
˙̂x2 − g

)
+ γ2f + kif

σαu
˙̂x2 − g

, γ1f (0) = γ1f0

γ̇2f = −kif
(
σu+ γ1f + kpf

σαu
˙̂x2 − g

)
, γ2f (0) = γ2f0

f̂ = γ1f + kpf
σαu

˙̂x2 − g
f̂1 = γ2f + kif

σαu
˙̂x2 − g

(2.58)

Como (2.58) involucra la variable ˙̂x2, es necesario realizar una estimación adicional.
Para ello, considere el siguiente observador PI

˙̂x2 = kpx2(ẏ − x̂2) + x̂21

˙̂x21 = kix2(ẏ − x̂2) (2.59)

donde x2 = ẏ. Ahora, considere las siguientes variables artificiales

γ1x2 = x̂2 − kpx2y
γ2x2 = x̂21 − kix2y (2.60)

cuyas derivadas son

γ̇1x2 = ˙̂x2 − kpx2 ẏ
γ̇2x2 = ˙̂x21 − kix2 ẏ (2.61)

Por lo tanto, substituyendo (2.59) y (2.60) en (2.61) se tiene

γ̇1x2 = −kpx2 (γ1x2 + kpx2y) + γ2x2 + kix2y, γ1x2(0) = γ1x20

γ̇2x2 = −kix2 (γ1x2 + kpx2y) , γ2x2(0) = γ2x20

x̂2 = γ1x2 + kpx2y

x̂21 = γ2x2 + kix2y (2.62)

Note que ẏ ≈ x̂2. Entonces, de (2.61) se tiene

˙̂x2 =− kpx2 (γ1x2 + kpx2y) + γ2x2 + kix2y + kpx2x̂2 (2.63)

Aśı, ˙̂x2 puede ser obtenida y por lo tanto también la variable de interés f . Note además
que las expresiones (2.58), (2.62) y (2.63) constituyen un banco de observadores para
el sistema (2.51).

Ahora, considere g = 1.63m/s2, σ = 50kg/s, α = 200m/s. Las condiciones iniciales
fueron: x0 = (−700, 0, 1500). A su vez, sean γ1x2(0) = 0, γ2x2(0) = 0, γ1f (0) y γ2f (0) =
0. Mientras las ganancias del observador son kpf = 49, kif = 700, kpx2 = 6 y kix2 = 25,
junto con una señal de control u = 1 y una incertidumbre dada por f = exp(6 sin(t)).
Los resultados correspondientes pueden observarse en las Figuras 2.5 y 2.6.
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Figura 2.5: Estimaciones para la nave espacial en descenso. (a) Velocidad de descenso
x2 y (b) estimación de ẋ2.
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Figura 2.6: Nave espacial en descenso: (a) estimación de incertidumbre y (b) error de
estimación.
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2.4. Estimación de población asintomática duran-

te la Pandemia COVID-19

La pandemia generada por el virus SARS-CoV-2 puso en apuros el sistema de salud
de todas las naciones. Para enfrentar esta situación, se pusieron en marcha diferentes
medidas de contención y monitoreo. Una de estas estrategias fueron las campañas
masivas de testeo, cuya finalidad era recabar información y tomar decisiones con
base a esta. Sin embargo, debido a sus condiciones sociales, médicas y económicas,
una gran cantidad de páıses fueron incapaces de llevar a cabo este tipo de medidas
[9]. Para solventar esta situación, muchos expertos sugirieron hacer uso de modelos
matemáticos para estudiar y tratar de predecir el curso de la pandemia, tales como el
clásico modelo SIR (Susceptibles-Infectados-Removidos). En esta sección, se considera
el modelo epidemiológico A-SIR (Asintomáticos-Susceptibles-Infectados-Removidos)
y se implementa el observador PI de orden reducido para estimar la población de
individuos asintomáticos.

2.4.1. Modelo epidemiológico A-SIR

Una de las principales caracteŕısticas de la pandemia COVID-19 es una fuerte presen-
cia de individuos asintomáticos. Estos individuos representan un serio peligro, pues
son igualmente infecciosos y permanecen sin detectar [8, 29, 108]. Por lo tanto, es
clave contar con alguna estimación de esta población. De tal manera que considere el
siguiente modelo A-SIR [30]:

ṡ(t) =− βs(t) [a(t) + i(t)] ,

i̇(t) =ρβs(t) [a(t) + i(t)]− γi(t),
ȧ(t) = (1− ρ) βs(t) [a(t) + i(t)]− νa(t),

ṙ(t) =γi(t) + νa(t),

y(t) =i(t), (2.64)

donde s(t) y r(t) representan las poblaciones normalizadas de individuos susceptibles
y removidos (recuperados y/o fallecidos), respectivamente. La población de individuos
infectados se divide en sintomáticos i(t) y asintomáticos a(t). En este caso, la salida del
sistema y(t) está dada por aquellos individuos sintomáticos, mismos que normalmente
son reportados a las autoridades. El parámetro β > 0 representa la tasa de transmisión
de la enfermedad, y esta dado por β = δτ/N , donde δ es número de contactos
promedio que tiene cada individuo infectado con aquellos que son susceptibles, τ
es la fracción de contactos que resultan en contagio y N es la población total. Las
tasas de recuperación, es decir, el tiempo promedio entre la infección y su posterior
recuperación/fallecimiento, de los individuos sintomáticos y asintomáticos son γ−1 y
ν−1, con γ > 0, ν > 0, respectivamente. Mientras que ρ > 0 representa la fracción de
individuos infectados que son sintomáticos.
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Una caracteŕıstica del modelo A-SIR es que asume una inmunidad permanente de los
individuos recuperados, aśı como una población constante (sin nacimientos o muertes
naturales). Debido a esto último, se tiene que

s(t) + i(t) + a(t) + r(t) = 1, ∀t ≥ 0 (2.65)

2.4.2. Observador PI y modelo A-SIR

Siguiendo la metodoloǵıa previamente establecida, sea η(x) tal que

η(x) = βs(t) [a(t) + i(t)] (2.66)

Note que la elección de η(x) coincide con la dinámica de la población susceptible pero
con signo opuesto. Esta elección es particularmente útil, pues interviene en el resto
de dinámicas poblacionales del modelo A-SIR. De tal manera que el modelo A-SIR
puede expresarse como

ṡ(t) =− η(x),

i̇(t) =ρη(x)− γi(t),
ȧ(t) = (1− ρ) η(x)− νa(t),

η̇(x) =Ω(x),

ṙ(t) =γi(t) + νa(t),

y(t) =i(t), (2.67)

Claramente, η(x) satisface la CAO ya que

η =
1

ρ
(ẏ + γy) , ρ 6= 0 (2.68)

Ahora, se tiene que el observador PI de orden reducido para este problema está dado
por

˙̂η = κp

[
1

ρ
(ẏ + γy)− η̂

]
+ κiη̂1,

˙̂η1 =
1

ρ
(ẏ + γy)− η̂ (2.69)

Dado que la derivada de la salida aparece en las expresiones anteriores, se definen las
siguientes variables artificiales:

α1 = η̂ − κp
ρ
y,

α2 = η̂1 −
κi
ρ
y, (2.70)
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cuyas derivadas son

α̇1 = ˙̂η − κp
ρ
ẏ,

α̇2 = ˙̂η1 −
κi
ρ
ẏ, (2.71)

De tal manera que se tiene

α̇1 =
κp
ρ
γy − κpη̂ + η̂1,

α̇2 =
κi
ρ
γy − κiη̂ (2.72)

Aśı, considerando (2.70), y después de alguna manipulación algebraica, las expresiones
en (2.72) son

α̇1 = −κpα1 + α2 +
y

ρ

(
κi + κpγ − κ2

p

)
,

α̇2 = −κiα1 +
κi
ρ
y (γ − κp) , (2.73)

Por lo tanto, el observador PI de orden reducido es:

α̇1 = −κpα1 + α2 +
y

ρ

(
κi + κpγ − κ2

p

)
, α10 = α1(0),

α̇2 = −κiα1 +
κi
ρ
y (γ − κp) , α20 = α2(0),

η̂ = α1 +
κp
ρ
y,

η̂1 = α2 +
κi
ρ
y (2.74)

Mientras que las poblaciones pueden ser estimadas como

ŝ(t) = −
∫ t

0

η̂(x(τ))dτ, (2.75)

â(t) =
η̂(x)

βŝ(t)
− y, ŝ(t) 6= 0 (2.76)

r̂(t) = 1− y(t)− â(t)− ŝ(t) (2.77)

Antes de continuar, considere que para este problema particular, los errores de estima-
ción de las diferentes poblaciones se definen como s̃(t) = s(t)− ŝ(t), ã(t) = a(t)− â(t)
y r̃(t) = r(t)− r̂(t).
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2.4.3. Ruido ambiental en modelo A-SIR

Dado que existe evidencia de que la pandemia COVID-19 es altamente influenciada
por fluctuaciones ambientales [43, 95], dando como resultado mediciones inadecuadas,
en lo siguiente, considere la expresión [106]

ωg(t) = ωβs(t) [a(t) + i(t)]1/2 , (2.78)

donde ω es un número aleatorio de una distribución uniforme con valores entre 0 y 1,
i.e., ω ∈ (0, 1). Por otro lado, g(t) es una función anaĺıtica cuya derivada es acotada.
Aśı, considere que la salida del sistema está influenciada por (2.78), i.e.,

y(t) =i(t) + ωg(t), (2.79)

Note que ωg(t) es un término que no se desvanece y de hecho, crece conforme el
número de infectados incrementa. Por tanto, asuma lo siguiente

H4. El término de ruido aditivo está acotado, i.e., |ωg(t)| ≤M .

Teorema 2.2. Si H1-H4 se cumplen, el sistema (2.69) es un observador PI de orden
reducido para la dinámica desconocida de (2.67) pero con salida (2.79), y cuyo error
de estimación es uniforme y últimamente acotado.

Demostración. Exprese la salida del sistema (2.79) como y(t) = y1(t) + wg(t). En-
tonces, de H1 se tiene que la variable auxiliar se puede elegir como una suma de dos
polinomios diferenciales, i.e.:

η = P1(y1, ẏ1, . . . , y
(µ1)
1 ) + ωP2(g, ġ, . . . , g(µ2)), µ1, µ2 ∈ N, (2.80)

donde P1 ∈ Cµ1 y P2 ∈ Cµ2 . Ahora, la derivada con respecto al tiempo de η es

η̇ = Ω(x(t)) + ωΨ(t) (2.81)

Note que a diferencia de Ω, Ψ depende únicamente de la variable temporal, pues la
misma es un polinomio diferencial de g y sus derivadas. Ahora, dado que e = η − η̂,
se tiene que la dinámica del error de estimación es

ė = Ω(x)− κpe− κiη̂1 + ωΨ(t), (2.82)

˙̂η1 = e (2.83)

o en forma matricial

Ė = −KE + Ω̄ + ωΨ̄, (2.84)

donde

K =

(
κp κi
−1 0

)
, E =

(
e
η̂1

)
, Ω̄ =

(
Ω
0

)
, Ψ̄ =

(
Ψ
0

)
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Considerando lafunción candidata de Lyapunov

V (E) = ETE (2.85)

se tiene que la derivada de la misma a lo largo de las trayectorias del sistema es

V̇ (E) =ĖTE + ET Ė

=2ET Ė

=− 2ETKE + 2ET Ω̄ + 2ETωΨ̄ (2.86)

Por la desigualdad de Rayleigh y dado que

‖2ET Ω̄‖ ≤ 2N‖E‖K = 2N
√
λmax(K)‖E‖,

‖2ETωΨ̄‖ ≤ 2M‖E‖K = 2M
√
λmax(K)‖E‖

se tiene que

V̇ (E) ≤ −2λmin(K)‖E‖2 + 2(N +M)
√
λmax(K)‖E‖ (2.87)

Aśı, aplicando el teorema de acotación última uniforme, se tiene que E(t) es uniforme
últimamente acotado para toda condición inicial E(0). Además, E(t) permanece en
el conjunto compacto Bδ̄ =

{
E : ‖E‖ ≤ δ̄, δ̄ > 0

}
, donde

δ̄ =

(
λmax(K)

λmin(K)

)1/2
(

2(N +M) (λmax(K))1/2

λmin(K)

)
> 0. (2.88)

Por tanto, el error de estimación del observador PI también es uniforme últimamente
acotado cuando existe ruido en la salida del sistema.

2.4.4. Estimación considerando la solución numérica del mo-
delo A-SIR

A continuación se presentan los resultados obtenidos cuando el observador PI utiliza
la solución numérica del modelo A-SIR. A modo de comparación, note que los resulta-
dos también incluyen el desempeño del observador cuando la acción integral no existe,
i.e., κi = 0, aśı como los resultados obtenidos por un observador de Luenberger. Por
otro lado, se consideran dos casos, con y sin ruido ambiental.

CASO 1: Estimación sin ruido.

Los parámetros utilizados para simular el modelo A-SIR se presentan en la tabla 2.1.

Los parámetros β, γ y ν en la Tabla 2.1 son estimaciones estad́ısticas realizadas
para la Ciudad de México. Por otro lado, ρ corresponde a un valor inferido de un



30 CAPÍTULO 2. OBSERVADOR PI DE ORDEN...

Descripción del parámetro/Referencia Śımbolo Valor

Tasa de transmisión [83] β 0.46
Fracción de infectados sintomáticos [91] ρ 0.15

Tasa de recuperación de sintomáticos (days−1) [83] γ 1/4.86
Tasa de recuperación de asintomáticos (days−1) [83] ν 1/4.86

Cuadro 2.1: Parámetros modelo A-SIR.
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Figura 2.7: Evolución natural de las poblaciones del modelo A-SIR considerando datos
relacionados con la Ciudad de México y el virus SARS-CoV-2.

estudio serológico realizado en la ciudad de Nueva York. La simulación del modelo
A-SIR considera las condiciones iniciales i(0) = 1/N , a(0) = 1/N , r(0) = 0 y s(0) =
1− i(0)− a(0). En la Figura 2.7 se observa la evolución de las distintas poblaciones
del modelo A-SIR.

La Tabla 2.2 muestra las distintas condiciones iniciales utilizadas, aśı como las ga-
nancias correspondientes. Note que en el caso del observador sin acción integral (Ob-
servador Proporcional), la ganancia κp es denotada simplemente como κ. La ganancia
del observador de Luenberger es denotada por L [59].

En la Figura 2.8 se pueden observar las estimaciones realizadas por cada uno de los
observadores, aśı como los errores de estimación correspondientes a cada població
(Figura 2.9).

CASO 2: Estimación con ruido.

Considere ahora que los observadores utilizan la solución numérica del modelo A-SIR
pero con ruido aditivo. En este escenario se omite el observador de Luenberger, dado
que el mismo no es apropiado para esta clase de escenario. Los parámetros utilizados
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Figura 2.8: Estimación de la diferentes poblaciones sin ruido y considerando la solu-
ción numérica del modelo A-SIR.
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Figura 2.9: Errores de estimación sin ruido de la diferentes poblaciones y considerando
la solución numérica del modelo A-SIR.
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Proporcional Proporcional-Integral Luenberger

α(0) = 0.1 α1(0) = 1 î(0) = 1/N
η(0) = 1 α2(0) = 0 â(0) = 1/N
κ = 25 η(0) = 1 r̂(0) = 0

κp = 25 ŝ(0) = 1− i(0)− a(0)
κi = 20 L = 250

Cuadro 2.2: Condiciones iniciales.

son los mismos, excepto las ganancias, las cuales son κ = 50, κp = 1.4 y κi = 0.8,
respectivamente.

En la Figura 2.10 se observan las estimaciones considerando ruido. Note como las
estimaciones obtenidas se ven afectadas por el incremento del ruido aditivo (ma-
yor número de infectados). También observe como el observador PI atenua el ruido,
comparado con el observador Proporcional. Por otro lado, los errores de estimación
correspondiente se observan en la Figura 2.11.

2.4.5. Estimación considerando datos reportados en la Ciu-
dad de México

Considere ahora datos oficiales reportados por las autoridades sanitarias de la Ciudad
de México, mismos que corresponden al periodo comprendido entre febrero 22 de 2020
y marzo 13 de 2021 [33].

Dado que la media de pruebas COVID realizadas es baja (alrededor de 0.29 pruebas
por mil habitantes [79]), se considera que todos los casos reportados corresponden a
casos sintomáticos. En la Figura 2.12 se observan los casos reportados en la Ciudad
de México. Note que a diferencia de la evolución natural del modelo A-SIR (Figura
2.7), se aprecian olas de contagio debido a las diferentes acciones tomadas por las
autoridades (confinamientos y restricciones de movilidad). Además, observe que los
datos reportados presentan ruido. Para suavizar la curva de datos reportados y emular
aśı un caso sin ruido, se aplica una media móvil.

Las estimaciones obtenidas por el observador PI con los datos reportados se observan
en la Figura 2.13. Las condiciones iniciales utilizadas son las mismas que las de la
tabla 2.2, además de κp = 100 y κi = 50. Note que en este caso, las poblaciones no son
normalizadas, es decir, se muestran considerando la población total de la Ciudad de
México (N = 9, 209, 944 [45]). Las estimaciones con los datos originales se presentan
con ĺıneas discontinuas, mientras que los datos con la curva suavizada se presentan
en ĺınea continua.

Debido a que en este caso particular no se dispone de información sobre la evolución
de las poblaciones de individuos susceptibles, removidos o asintomáticos, no es posi-
ble comparar de forma directa los estimados obtenidos, y por lo tanto, tener algún
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Figura 2.10: Estimación de la diferentes poblaciones con ruido y considerando la
solución numérica del modelo A-SIR.
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Figura 2.11: Errores de estimación con ruido de la diferentes poblaciones y conside-
rando la solución numérica del modelo A-SIR.
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Figura 2.12: Datos reportados en Ciudad de México durante la pandemia COVID-19
entre febrero 22 de 2020 y marzo 13 de 2021.

indicio de si dichas estimaciones son correctas. No obstante, se dispone de informa-
ción respecto al número de fallecidos en la Ciudad de México hasta marzo 13 de 2021
(29, 047 desde el inicio de la pandemia), aśı como del número de casos reportados
acumulados (583, 698) [33]. Por otro lado, se conoce la taza de mortalidad estimada
del virus (proporción entre número de fallecidos y número de casos confirmados),
misma que es de 4.98 % [46]. Además, considerando que la fracción de individuos
sintomáticos es de 0.15, es posible multiplicar el número de fallecidos por el factor
f = (100/M) ∗ (100/15), donde M es la taza de mortalidad.

La curvas resultantes, considerando diferentes tazas de mortalidad, se observan en la
Figura 2.13.c. Note que la curva estimada de individuos removidos se ajusta con la
curva proyectada considerando una taza de mortalidad de 4.98 %, al menos durante los
últimos 50 d́ıas. Esto puede considerarse como un indicativo de que las estimaciones
obtenidas son correctas, considerando claro que la taza de mortalidad es variable. En
el caso espećıfico de la Ciudad de México, esta osciló entre el 12.4 % (junio 2020) y
el 9 % (marzo 2021).
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Figura 2.13: Estimaciones obtenidas por el observador PI con datos oficiales, Ciudad
de México.
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Caṕıtulo 3

Observador de Alta Ganancia de
orden fraccional.

Un tipo de observadores para sistemas no lineales que presenta gran robustez contra
perturbaciones externas y ruido de medición, son los observadores de alta ganancia
[66, 63]. Este tipo de observadores fueron introducidos por primera vez a principios de
la década de los 90 [14, 31]. Además de su robustez, presentan una rápida convergencia
al valor estimado, misma que, a diferencia de otros observadores, depende de un único
parámetro.

Debido a sus excelentes resultados, esta clase de observadores ha sido ampliamente
aplicada a sistemas de orden entero [47, 55, 57], no obstante, ha sido poco explorada
e implementada en el caso fraccional [62, 27].

En este caṕıtulo se presenta un Observador de Alta Ganancia para sistemas no lineales
de orden fraccional con dinámicas no modeladas y que presentan ruido en la salida.
El observador de estados presentado es globalmente Mittag-Leffler acotado, es decir,
su error de estimación es uniformemente acotado y converge asintóticamente a un
conjunto compacto atractivo.

3.1. Nociones fundamentales de cálculo fraccional

El cálculo fraccional es una generalización del cálculo clásico, no obstante, a diferencia
del último, en la literatura es posible hallar distintas formas de definir una derivada de
orden no entero α ∈ R. Entre las diferentes definiciones existentes, las más conocidas
y utilizadas son la de Riemann–Liouville, la derivada de Caputo, la de Grünwald-
Letnikov y la definición de Atangana–Baleanu [81, 69, 86].

Cada una de estas definiciones presenta particularidades, y su utilidad depende en
gran medida de la formulación del problema que se está tratando. En este caṕıtulo
se hará uso de la derivada fraccional de Caputo. El principal motivo de esta decisión,

39



40 CAPÍTULO 3. OBSERVADOR DE ALTA GANANCIA ...

es que a diferencia del resto, admite condiciones iniciales y de frontera clásicas, es
decir, dadas por derivadas de orden entero. Esta propiedad es particularmente útil,
pues permite interpretar con facilidad el significado de dichas condiciones.

Por simplicidad, se denotará la derivada de Caputo de orden fraccional α solo como
Dα.

Definición 3.1. [81] Sea β real positivo. La función

Eβ(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(kβ + 1)
, x ∈ R, (3.1)

siempre que sea convergente, se conoce como función Mittag-Leffler.

Ahora, para introducir las siguientes definiciones, considere antes un sistema de orden
fraccional dado por

Dαx(t) = f(t, x(t)), (3.2)

donde α ∈ (0, 1), x(t) ∈ Rn, y f : [0,∞) × Rn → Rn es continua a trozos en t y
Lipschitz con respecto a x.

Definición 3.2. [23] El sistema no lineal de orden fraccional (3.2) se dice uniforme-
mente acotado si para algún ε > 0 existe δ = δ(ε) > 0 tal que

‖x(t)‖ ≤ δ, t ≥ 0, (3.3)

para toda condición inicial x(0).

Definición 3.3. [99] Si existe una función positiva definida, radialmente no acotada
V (t, x(t)), una función continua no negativa G(t, x(t)), y constantes positivas l > 0
y γ > 0 tal que para cualquier solución x(t) de (3.2), se tiene que

V (t, x(t))− l ≤ [G(0, x(0))]Eα(−γtα), t ≥ 0, (3.4)

tal que el sistema (3.2) se dice ser globalmente Mittag-Leffler atractivo con respecto
a V (t, x(t)), y el conjunto compacto Ω = {x(t) ∈ Rn | V (t, x(t)) ≤ l} se conoce como
el conjunto compacto globalmente atractivo Mittag-Leffler del sistema (3.2).

Definición 3.4. [99] Si el sistema (3.2) es uniformemente acotado y globalmente
Mittag-Leffler atractivo, entonces se dice que está globalmente Mittag-Leffler acotado.

Teorema 3.1. [53] Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema (3.2) y V (t, x(t)) :
[0,∞) × R → R una función continuamente diferenciable y Lipschitz con respecto a
x tal que

β1‖x‖a ≤ V (t, x(t)) ≤ β2‖x‖ab (3.5)
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y

DαV (t, x(t)) ≤ −β3‖x‖ab, (3.6)

donde t ≥ 0 y β1, β2, β3, a, b son constantes positivas arbitrarias. Entonces, x = 0
es globalmente Mittag-Leffler estable.

�

Note que la Definición 3.4 y el Teorema 3.1 están estrechamente relacionados. Esto
es, si la solución x(t) del sistema (3.2) es globalmente Mittag-Leffler estable, entonces
‖x(t)‖ → 0 conforme t→∞. Por otro lado, si el sistema (3.2) es globalmente Mittag-
Leffler acotado, entonces existe un conjunto compacto atractivo al cual la solución
x(t) converge asintóticamente y por lo tanto, es uniformemente ultimamente acotado.

Lema 3.1. [56] Sea x(t) ∈ Rn un vector de funciones diferenciables, α ∈ (0, 1).
Entonces, para cualquier t ≥ 0, la siguiente desigualdad se satisface

1

2
Dα
[
xT (t)Px(t)

]
≤ xT (t)PDαx(t), (3.7)

con P ∈ Rn×n tal que P = P T > 0.

�

Lema 3.2. [19] Sea V (t) una función continua en [0,∞) tal que

DαV (t) ≤ γV (t),

con 0 < α < 1 y constante γ. Entonces

V (t) ≤ V (0)Eα (γtα) , t ≥ 0.

�

Lema 3.3. Para a > 0, x, y ∈ R, la siguiente desigualdad se satisface

−ax2 + xy ≤ −1

2
ax2 +

1

2a
y2.

Demostración. Se sabe que para cualquier x, y ∈ R, (ax− y)2 ≥ 0. Entonces, multi-
plicando por − 1

2a
, con a > 0, se tiene que

−1

2
ax2 + xy − 1

2a
y2 = −ax2 +

1

2
ax2 + xy − 1

2a
y2 ≤ 0. (3.8)
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3.2. Diseño de un observador de alta ganancia glo-

balmente Mittag-Leffler acotado

Considere ahora el siguiente sistema no lineal de orden fraccional:

Dαx(t) = Ax(t) + φ(x(t), u(t)),

y(t) = Cx(t) +$. (3.9)

donde x(t) ∈ Rn es el vector de estados del sistema, el cual es parcialmente conocido,
u(t) ∈ Rp es un vector de entradas, y ∈ R es la salida del sistema, A ∈ Rn×n,

CT =
[
1 0 0 . . . 0

]T ∈ Rn, $ es un término de ruido aditivo en la medición y
φ : Rn × Rp → Rn es una función no lineal localmente Lipschitz con respecto a x.
Este último término representa la dinámica no modelada del sistema.

Adicionalmente, suponga que el término de ruido aditivo $ está acotado, i.e., existe
una constante positiva M̄ tal que ‖$‖ ≤ M̄ .

Se desea estimar las variables no conocidas del sistema (3.9) (variables de estado y
dinámica no modelada). Por lo tanto, se propone un observador de alta ganancia que
es globalmente Mittag-Leffler acotado.

Considere el siguiente sistema aumentado de (3.9)

Dαx(t) = Ax(t) + φ(x, u),

Dαx∗(t) = Cx(t) +$,

Dαφ(x, u) = Θ(x, u),

y∗(t) = x∗(t). (3.10)

donde y∗(t) ∈ R. Note que la salida de este nuevo sistema no depende directamente
del ruido de medición y que φ se trata como una nueva variable de estado. Entonces,
el sistema (3.10) se puede expresar de la siguiente manera

DαX(t) = AX(t) + Φ(X, u) +W ,

y∗(t) = CX(t), (3.11)

con

X(t) =

 x(t)
x∗(t)
φ(x, u)

 , A =

A 0 In
C 0 0
0 0 0

 , Φ(X, u) =

 0
0

Θ(x, u)

 , W =

 0
$
0

 ,
C =

[
0 1 0

]
, (3.12)

donde In es una matriz identidad n-dimensional. Note que X(t) ∈ R2n+1, A ∈
R(2n+1)×(2n+1), Φ ∈ R2n+1, W ∈ R2n+1 y CT ∈ R2n+1.
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El sistema aumentado (3.10) hace que el ruido de medición sea parte de la variable
x∗, i.e., es ahora una perturbación de estado. En consecuencia, el ruido se ve sujeto
a una acción integral fraccional al hallar la solución del sistema aumentado, debido
a esto, tal perturbación es atenuada, proporcionando robustez al observador de alta
ganancia.

Entonces, se propone el siguiente observador fraccional de alta ganancia para el sis-
tema (3.11):

DαX̂(t) = AX̂(t) + Φ(X̂, u) + S−1
θ C

T
(
y∗(t)− CX̂(t)

)
,

ŷ∗(t) = CX̂(t), (3.13)

donde X̂(t) =
[
x̂(t), x̂∗(t), φ(x̂, u)

]T ∈ R2n+1 es la estimación de X y la matriz
Sθ es conocida como la matriz de alta ganancia. Además, la matriz Sθ = STθ > 0 es
solución de la siguiente ecuación algebraica de Riccati

θSθ(t) +ATSθ(t) + Sθ(t)A = CTC, Sθ(0) = Sθ0 , (3.14)

con θ > 0. La matriz de alta ganancia Sθ se define como

(Sθ)i,j = νi,j
(−1)i+j

θi+j−1
,

donde νi,j es un coeficiente binomial dado por

νi,j =

(
i+ j − 2
j − 1

)
.

Defina ahora el error de estimación del sistema aumentado como E(t) = X(t)− X̂(t).
Entonces, de (3.11) y (3.13) se tiene que la dinámica del error de estimación es

DαE(t) = AX(t) + Φ(X, u) +W −AX̂(t)− Φ(X̂, u)− S−1
θ C

T
(
CX(t)− CX̂(t)

)
=
[
A− S−1

θ C
TC
]
E(t) +R(E , u) +W .

(3.15)

donde R(E , u) = Φ(X̂ + E , u) − Φ(X̂, u). Por otro lado, denote ‖x‖2
Sθ

= xTSθx para
algún x ∈ Rn. Entonces, si R(E , u) es diferenciable, se tiene que ‖R(E , u)‖Sθ ≤
L‖E‖Sθ , para algún L > 0.

De tal manera, que se establece el siguiente teorema, el cual demuestra que el sistema
(3.13) es un observador de alta ganancia globalmente Mittag-Leffler acotado, i.e.,
un observador cuyo error de estimación es uniformemente acotado y converge a un
conjunto compacto atractivo.
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Teorema 3.2. El sistema (3.13) es un observador de alta ganancia globalmente
Mittag-Leffler acotado para el sistema (3.11), cuyo error de estimación E(t) converge
asintóticamente y permanece en el conjunto compacto Bo = {E(t) | ‖E(t)‖ ≤ b, b > 0},
con

b =

[(
λmax(Sθ)

λmin(Sθ)
‖E(0)‖2 − µ

λmin(Sθ)

)
Eα

(
−1

2
γtα
)

+
µ

λmin(Sθ)

]1/2

,

donde θ > 0 ,γ = θ − 2L > 0 and µ = 4M̄2

γ2
.

Demostración. Considere la siguiente función candidata de Lyapunov

V (E(t)) = ET (t)SθE(t) = ‖E(t)‖2
Sθ
, V (0) = 0. (3.16)

Entonces, a partir del Lema 3.1 y de la expresión (3.15), se tiene que

DαV (E(t)) ≤ 2ET (t)SθD
αE(t),

≤ 2ET (t)SθAE(t)− 2ET (t)CTCE(t) + 2ET (t)SθR(E , u) + 2ET (t)SθW .
(3.17)

Por otro lado, de la ecuación algebraica de Riccati (3.14), se sabe que

2ET (t)SθAE(t) = ET (t)CTCE(t)− θET (t)SθE(t), (3.18)

entonces, substituyendo (3.18) en (3.17) se tiene

DαV (E(t)) ≤− θET (t)SθE(t)− ET (t)CTCE(t) + 2ET (t)SθR(E , u) + 2ET (t)SθW ,

≤− θET (t)SθE(t) + 2ET (t)SθR(E , u) + 2ET (t)SθW .

(3.19)

Ahora, para hallar una cota superior para (3.19) considere lo siguiente: Dado que
Sθ = STθ > 0, es posible aplicar la descomposición de Cholesky, i.e., Sθ = MMT ,
donde M es una matriz triangular superior con Mi,j > 0 para i = j. Entonces,
considerando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, para el segundo término se tiene
que

‖ET (t)SθR(E , u)‖ = ‖ET (t)MMTR(E , u)‖ ≤ ‖ET (t)M‖‖MTR(E , u)‖. (3.20)

Se sigue que

‖ET (t)M‖ =
(
ET (t)MMTE(t)

)1/2
=
(
ET (t)SθE(t)

)1/2
= ‖E(t)‖Sθ (3.21)

y

‖MTR(E , u)‖ =
(
RT (E , u)MMTR(E , u)

)1/2
=
(
RT (E , u)SθR(E , u)

)1/2

= ‖R(E , u)‖Sθ , (3.22)
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por lo tanto ‖ET (t)SθR(E , u)‖ ≤ ‖E(t)‖Sθ‖R(E , u)‖Sθ . Ahora, ya que R(E , u) es dife-
renciable, se tiene que

‖R(E , u)‖Sθ ≤ L‖E(t)‖Sθ , (3.23)

tal que

‖ET (t)SθR(E , u)‖ ≤ L‖E(t)‖2
Sθ
. (3.24)

Por otro lado, para el tercer término, considere que

‖ET (t)SθW‖ = ‖ET (t)MMTW‖ ≤ ‖ET (t)M‖‖MTW‖, (3.25)

de donde se tiene que

‖ET (t)M‖ =
(
ET (t)MMTE(t)

)1/2
=
(
ET (t)SθE(t)

)1/2
= ‖E(t)‖Sθ (3.26)

y

‖MTW‖ =
(
WTMMTW

)1/2
=
(
WTSθW

)1/2
= ‖W‖Sθ . (3.27)

Ya que $ es acotada, entonces ‖W‖Sθ ≤ M̄ , tal que

‖ET (t)SθW‖ ≤ M̄‖E(t)‖Sθ . (3.28)

Por lo tanto, (3.19) permanece acotada y satisface

DαV (E(t)) ≤ −θ‖E(t)‖2
Sθ

+ 2L‖E(t)‖2
Sθ

+ 2M̄‖E(t)‖Sθ
≤ −γ‖E(t)‖2

Sθ
+ 2M̄‖E(t)‖Sθ , (3.29)

donde γ = θ−2L. Sea θ > 2L tal que γ > 0. Entonces, a partir del Lema 3.3, se tiene

DαV (E(t)) ≤− 1

2
γ‖E(t)‖2

Sθ
+

1

2γ

(
2M̄
)2

≤− 1

2
γV (E(t)) +

2M̄2

γ
, (3.30)

i.e.,

Dα

(
V (E(t))− 4M̄2

γ2

)
≤ −1

2
γ

(
V (E(t))− 4M̄2

γ2

)
. (3.31)

Aśı, del Lema 3.2 sigue que

V (E(t))− 4M̄2

γ2
≤
[
V (E(0))− 4M̄2

γ2

]
Eα

(
−1

2
γtα
)
, (3.32)
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i.e., el sistema (3.13) es globalmente Mittag-Leffler atractivo, cuyo conjunto compacto
globalmente Mittag-Leffler atractivo es

Ωo =
{
E(t) ∈ R2n+1 | V (E(t)) ≤ µ

}
, (3.33)

donde µ = 4M̄2

γ2
. Más aún, considerando la desigualdad de Rayleigh-Ritz, se tiene que

λmin(Sθ)‖E(t)‖2 ≤ V (E(t)) ≤ λmax(Sθ)‖E(t)‖2 (3.34)

Además, de la expresión (3.32) se tiene

λmin(Sθ)‖E(t)‖2 ≤ V (E(t)) ≤ [V (E(0))− µ]Eα

(
−1

2
γtα
)

+ µ (3.35)

Y, considerando nuevamente la desigualdad de Rayleigh-Ritz, i.e.,

[V (E(0))− µ]Eα

(
−1

2
γtα
)

+ µ ≤
(
λmax(Sθ)‖E(0)‖2 − µ

)
Eα

(
−1

2
γtα
)

+ µ

(3.36)

tal que

λmin(Sθ)‖E(t)‖2 ≤ V (E(t)) ≤
(
λmax(Sθ)‖E(0)‖2 − µ

)
Eα

(
−1

2
γtα
)

+ µ,

(3.37)

Por lo tanto

‖E(t)‖ ≤
[(

λmax(Sθ)

λmin(Sθ)
‖E(0)‖2 − µ

λmin(Sθ)

)
Eα

(
−1

2
γtα
)

+
µ

λmin(Sθ)

]1/2

= b,

(3.38)

i.e., para cualquier condición inicial E(0), el error de estimación es uniformemente
acotado y permanece en el conjunto compacto Bo = {E(t) | ‖E(t)‖ ≤ b, b > 0}. Por lo
tanto, se concluye que el sistema (3.13) es un observador de alta ganancia globalmente
Mittag-Leffler acotado.

Note en la expresión (3.38) que la taza de convergencia de la estimación es igual a
θ − 2L, esto es, mientras más grande sea el valor de θ, la velocidad de convergencia
incrementa. No obstante, también cabe señalar que un valor demasiado grande de θ
puede generar una amplificación del ruido de medición.
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Corolario 3.1. Si el ruido aditivo de medición es $ = 0, entonces el sistema (3.13)
es un observador de alta ganancia Mittag-Leffler estable para el sistema (3.11) y su
error de estimación satisface

‖E(t)‖ ≤
[
λmax(Sθ)

λmin(Sθ)
Eα(−γtα)

]1/2

‖E(0)‖,

donde θ > 0 y γ = θ − 2L > 0.

Demostración. Considere la misma función candidata de Lyapunov de la prueba an-
terior

λmin(Sθ)‖E(t)‖2 ≤ V (E(t)) = ‖E(t)‖2
Sθ
≤ λmax(Sθ)‖E(t)‖2 (3.39)

Siguiendo el mismo análisis, se tiene

DαV (E(t)) ≤ −θ‖E(t)‖2
Sθ

+ 2L‖E(t)‖2
Sθ

= −γλmin(Sθ)‖E(t)‖2, (3.40)

donde γ = θ−2L > 0. Aśı, las condiciones (3.5) y (3.6) del Teorema 3.1 se satisfacen,
i.e., el punto de equilibrio E = 0 del observador de alta ganancia (3.13) es Mittag-
Leffler estable. Más aún, a partir del Lema 3.2 y de la desigualdad de Rayleigh-Ritz,
se tiene que

λmin(Sθ)‖E(t)‖2 ≤ V (E(t)) ≤V (E(0))Eα(−γtα) ≤ λmax(Sθ)‖E(0)‖2Eα(−γtα).

(3.41)

Por lo tanto, el error de estimación satisface

‖E(t)‖ ≤
[
λmax(Sθ)

λmin(Sθ)
Eα(−γtα)

]1/2

‖E(0)‖. (3.42)

Corolario 3.2. Si el orden de derivación es α = 1, entonces (3.13) es un observador
de alta ganancia uniformemente últimamente acotado para el sistema (3.11), cuyo
error de estimación satisface

‖E(t)‖ ≤
(
λmax(Sθ)

λmin(Sθ)

)1/2
(

2M̄
√
λmax(Sθ)

γλmin(Sθ)

)
, (3.43)

donde θ > 0 y γ = θ − 2L > 0.

Demostración. Considere la misma función candidata de Lyapunov de la prueba an-
terior y siga un análisis similar. Por lo tanto, se tiene

V̇ (E(t)) ≤ −θ‖E(t)‖2
Sθ

+ 2L‖E(t)‖2
Sθ

+ 2M̄‖E(t)‖Sθ , (3.44)
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Aśı, de la desigualdad de Rayleigh-Ritz se obtiene

V̇ (E(t)) ≤ −(θ − 2L)λmin(Sθ)‖E(t)‖2 + 2M̄
√
λmax(Sθ)‖E(t)‖. (3.45)

Luego, aplicando el Teorema de última cota uniforme [23], se tiene que si γ = θ−2L >
0, con θ > 0, entonces E(t) es uniformemente últimamente acotado para cualquier
E(0), y permanece en el conjunto compacto Bo1 = {E(t) | ‖E(t)‖ ≤ b1, b1 > 0}, donde

b1 =

(
λmax(Sθ)

λmin(Sθ)

)1/2
(

2M̄
√
λmax(Sθ)

γλmin(Sθ)

)
. (3.46)

Corolario 3.3. Si α = 1 y el ruido de medición es $ = 0. Entonces, (3.13) es
un observador de alta ganancia exponencialmente estable para el sistema (3.11), con
θ > 2L.

Demostración. Dado que $ = 0, a partir de (3.44), donde M̄ = 0, se tiene que

V̇ (E(t)) ≤ −(θ − 2L)‖E(t)‖2
Sθ
, (3.47)

por lo tanto, se sigue que

‖E(t)‖Sθ ≤ ‖E(0)‖Sθe
−( θ2−L)t, (3.48)

tal que, si θ > 2L, entonces el error de estimación decae exponencialmente a cero.

3.3. Aplicación a un Biorreactor y resultados

Para ejemplificar la implementación del observador propuesto en este caṕıtulo y más
aún, validar su efectividad, considere el siguiente modelo de reactor bioqúımico de
agitación continua de orden fraccional [96]:

Dαx1(t) = −ax1(t) + g(x)x1(t), x1(0) = x10 , x2(0) = x20 ,

Dαx2(t) = a (b− x2(t))− h(x),

y(t) = x1(t) +$. (3.49)

donde las constantes a > 0 y b > 0 son la taza de dilución y la concentración de
substrato en la entrada del biorreactor, respectivamente. Las variables de estado x1(t)
y x2(t) representan las concentraciones de biomasa y substrato, mientras que

g(x) =
0.3x2

1.75 + x2

, Yd = 0.01 + 0.03x2, h(x) =
g(x)

Yd
x1.
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donde Yd es un coeficiente de rendimiento (conocido) y g(x) es la taza de crecimiento
espećıfico. El término de ruido aditivo en la medición $ está acotado, i.e., ‖$‖ ≤ M̄ .
Por otro lado, el término h(x) es la velocidad de reacción. Note que en este ejemplo,
los término g(x) y h(x) representan dinámicas no modeladas del sistema.

El sistema (3.49) es equivalente al siguiente sistema aumentado:

Dαx1(t) = −ax1(t) + g(x)x1, x1(0) = x10 , x2(0) = x20 ,

Dαx2(t) = a(b− x2(t))− h(x),

Dαx∗(t) = x1(t) +$,

Dαφ1(x) = Θ1(x),

Dαφ2(x) = Θ2(x),

y∗(t) = x∗(t), (3.50)

o equivalentemente

DαX(t) = AX(t) + Φ(X) +W ,

y∗(t) = CX(t), (3.51)

donde

X(t) =


x1(t)
x2(t)
x∗(t)
φ1(x)
φ2(x)

 , A =


−a 0 0 1 0
0 −a 0 0 1
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 , Φ =


0
0
0

Θ1(x)
Θ2(x)

 ,

W =
[
0 0 $ 0 0

]T
, C =

[
0 0 1 0 0

]
,

con φ1(x) = g(x)x1 y φ2(x) = ab− h(x). Por lo tanto, el observador de alta ganancia
globalmente Mittag-Leffer acotado para el sistema (3.51) está dado por

DαX̂(t) = AX̂(t) + Φ(X̂) + S−1
θ C

T
(
y∗(t)− CX̂(t)

)
,

y∗(t) = CX̂(t), (3.52)

donde

Sθ =


1
θ
− 1
θ2

1
θ3

− 1
θ4

1
θ5

− 1
θ2

2
θ3

− 3
θ4

4
θ5

− 5
θ6

1
θ3

− 3
θ4

6
θ5

−10
θ6

15
θ7

− 1
θ4

4
θ5

−10
θ6

20
θ7

−35
θ8

1
θ5

− 5
θ6

15
θ7

−35
θ8

70
θ9

 .
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Ahora, para la simulación numérica, considere los siguientes parámetros para el sis-
tema: a = 0.12 h−1 y b = 35 g/l, junto con las condiciones iniciales x1(0) = 4 g/l y
x2(0) = 36 g/l.

Para ilustrar los diferentes corolarios presentados, se consideran diferentes órdenes de
derivación, aśı como también la ausencia de ruido de medición.

En la Figura 3.1 se muestra el comportamiento de biorreactor con diferentes órdenes
de derivación. Observe como el órden de derivación influye en gran medida en el
comportamiento del sistema.

Por otro lado, para el observador de alta ganancia, considere las siguientes condiciones
iniciales: x̂1(0) = 0 and x̂2(0) = 0. A su vez, cuando sea el caso, el ruido de medición
es tal que ‖$‖ ≤ 1.

Las estimaciones obtenidas por el observador de alta ganancia considerando la pre-
sencia de ruido de medición y una dinámica fraccional se observan en la Figura 3.2.
Note como la velocidad de convergencia incrementa conforme θ crece. El erro de es-
timación, considerando θ = 15 se observa en la Figura 3.3. Note como el error de
estimación efectivamente es globalmente Mittag-Leffler acotado (Teorema 3.2).

En la Figura 3.4 se muestran las estimaciones obtenidas sin ruido de medición y con
orden de derivación fraccional. Por otro lado, en la Figura 3.5 se observa el error
de estimación correspondiente a cuando θ = 20. Note como el observador de alta
ganancia es Mittag-Leffler estable (Corolario 3.1), dado que el error de estimación
converge asintóticamente a cero.

Ahora, considere un sistema de orden entero, i.e., α = 1, sujeto a ruido de medición.
En la Figura 3.6 se observan las estimaciones obtenidas para este escenario. A su vez,
el error de estimación correspondiente se presenta en la Figura 3.7. En este caso, el
observador de alta ganancia es últimamente uniformemente acotado (Corolario 3.2).

Finalmente, cuando el orden de derivación es entero y no hay ruido de medición, las
estimaciones obtenidas son las mostradas en la Figura 3.8. El error de estimación
correspondiente se presenta en la Figura 3.9. En este escenario, el observador de alta
ganancia es exponencialmente estable (Corolario 3.3).
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Figura 3.1: Biorreactor con diferentes órdenes de derivación: (a) concentración de
biomasa, (b) concentración de substrato y (c) velocidad de reacción.
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Figura 3.2: Estimaciones obtenidas con diferentes valor de ganancia y con ruido adi-
tivo en la salida: (a) concentración de biomasa, (b) concentración de substrato y (c)
velocidad de reacción. Orden de derivación α = 0.9.
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Figura 3.3: Error de estimación con α = 0.9, θ = 15 y ruido aditivo de medición.
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Figura 3.4: Estimaciones con diferentes valores de ganancia y sin ruido de medición:
(a) concentración de biomasa, (b) concentración de substrato y (c) velocidad de reac-
ción. Orden de derivación α = 0.9.
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Figura 3.5: Error de estimación con α = 0.9 , θ = 20 y sin ruido de medición.



56 CAPÍTULO 3. OBSERVADOR DE ALTA GANANCIA ...

(a)

(b)

(c)

Figura 3.6: Estimaciones con diferentes valores de ganancia, ruido de medición y orden
entero: (a) concentración de biomasa, (b) concentración de substrato y (c) velocidad
de reacción.
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Figura 3.7: Error de estimación con α = 1, θ = 15 y ruido de medición.
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Figura 3.8: Estimaciones con diferentes valores de ganancia, sin ruido de medición
y orden entero: (a) concentración de biomasa, (b) concentración de substrato y (c)
velocidad de reacción.
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Figura 3.9: Error de estimación con α = 1, θ = 20 y sin ruido de medición.
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Caṕıtulo 4

Control dinámico distribuido para
sistemas PDE de orden entero.

En este caṕıtulo se presenta un control dinámico distribuido para la sincronización
de sistemas dinámicos gobernados por ecuaciones diferenciales parciales de orden
entero (sistemas PDE por sus siglas en inglés). El diseño del controlador se realiza
considerando un enfoque algebraico diferencial. De tal manera que solo es necesario el
uso de herramientas algebraicas, evitando aśı la geometŕıa diferencial y el cálculo de
variaciones, enfoques comúnmente utilizados para resolver problemas con PDE’s. Con
lo anterior, además de simplificar el proceso de diseño y el análisis de estabilidad, es
posible reducir el esfuerzo computacional de las simulaciones correspondientes [90, 1].

El concepto clave para el diseño del controlador será el elemento primitivo diferencial
parcial. Este elemento tiene la particularidad de siempre existir, pues se construye
como una combinación lineal de las variables de estado medibles y las entradas cono-
cidas, y cuyos coeficientes pertenecen a un campo diferencial parcial.

La idea general consistirá en construir un elemento primitivo diferencial parcial para
cada sistema PDE. A continuación, con cada uno de estos se genera una transfor-
mación o mapeo que permite obtener una forma canónica del sistema PDE corres-
pondiente. Tal representación es conocida como Forma Canónica de Observabilidad
Generalizada (FCOG). Posteriormente, dichas representaciones serán utilizadas para
compensar las no linealidades y estabilizar el sistema en lazo cerrado mediante una
cadena de integradores, constituyendo esta última el controlador dinámico distribui-
do.

Dos aspectos a resaltar son: 1) debido a la implementación de una transformación
de coordenadas, la metodoloǵıa de diseño conduce a un problema de Sincronización
Generalizada (SG); 2) dado que los sistemas PDE son sistemas que evolucionan en un
espacio de Hilbert de dimensión infinita, para analizar la estabilidad del sistema en
lazo cerrado se utilizarán la teoŕıa de semi-grupos y la teoŕıa espectral para sistemas

61
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de dimensión infinita. El uso de estas teoŕıas es particularmente útil para hallar
criterios de estabilidad sencillos, a diferencia de métodos más comunes como el de
Lyapunov o Lyapunov-Krasovskii, mismos que necesitan hallar funcionales o resolver
desigualdades lineales matriciales.

4.1. Diseño del controlador dinámico distribuido

En primer lugar, considere la siguiente notación: ∗̇ = ∂∗
∂t

, ∗̈ = ∂2∗
∂t2

, etc., junto con

∗x = ∂∗
∂x

, ∗xx = ∂2∗
∂x2

, etc.

Ahora, considere el siguiente problema: Dados dos sistemas PDE de orden entero, se
busca sincronizar a los mismos, es decir, hacer que las trayectorias de estado de uno
sigan a las del otro. Para ello, se diseñará un control dinámico distribuido.

El primer sistema PDE, llamado sistema maestro, está dado por:

Σm :=

{
µ̇(t, z) = Fm(µ, um), µ ∈ Rnm , z ∈ [za, zb]
ym(z, t) = hm(µ)

donde µ(za, t) = a(t), µ(zb, t) = b(t), µ(z, 0) = µ0 y t ∈ [0, T ]. Por otro lado, el
segundo sistema es nombrado como sistema esclavo y es descrito por:

Σs :=

{
ν̇(t, z) = Fs(ν, us), ν ∈ Rns , z ∈ [zc, zd]
ys(z, t) = hs(ν)

con ν(zc, t) = c(t), ν(zd, t) = d(t), ν(z, 0) = ν0 y t ∈ [0, T ]. En donde Rnm y Rns son los
espacios de estado n dimensionales de los sistemas maestro y esclavo, respectivamente.
A su vez, Fm y Fs son funciones no lineales, mientras que las funciones hm y hs son
anaĺıticas.

Para resolver este problema, se aplicará un enfoque diferencial algebraico, partiendo
del hecho de que cada uno de los sistemas PDE anteriores puede considerarse como
una dinámica representada por una extensión de campos diferenciales parciales.

Definición 4.1. Sea ∆ = {∂1, ∂2, . . . , ∂n} un conjunto finito. Un campo K provisto
del conjunto ∆ es un campo diferencial parcial, denotado como (K,∆), si ∂1, ..., ∂n
son operadores diferenciales parciales ∂i : K → K tales que

1) c∂i(a+ b) = c∂i(a) + c∂i(b)

2) ∂i(ab) = ∂i(a)b+ a∂i(b)

Para todo a, b, c ∈ K, i = 1, 2, . . . n.

Definición 4.2. Sean (L,∆L) y (K,∆K) campos diferenciales parciales, donde ∆L ={
∂L1 , ..., ∂

L
n

}
y ∆K =

{
∂K1 , ..., ∂

K
n

}
. Una extensión de campo L/K es una extensión

de campo diferencial parcial, denotada como (L,∆L)/(K,∆K), si K ⊂ L y si ∂Ki |L =
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∂Li , 1 ≤ i ≤ n, es decir, si toda regla de derivación en K obedece a las reglas de
derivación en L.

Por simplicidad, a partir de este punto, un campo diferencial parcial (K,∆) será
denotado solo como K.

Definición 4.3. Sea a ∈ L, se dice que es un elemento parcial diferencialmente
algebraico en K si satisface una ecuación algebraica diferencial parcial, i.e.,

P (a, ∂a, . . . , ∂(γ)a) = 0

con coeficientes en K y para algún orden de derivación γ ∈ Z+. Si todo elemento de
L satisface esta condición, entonces la extensión de campo diferencial parcial L/K es
parcial diferencialmente algebraica.

Definición 4.4. Sea K < u, y > /K < u > parcial diferencialmente algebraica, y
sean u = {u1, u2, ..., um} y y = {y1, y2, ..., yp} conjuntos de cantidades diferenciales
parciales finitas. Entonces, la extensión de campo diferencial parcial K < u, y >
/K < u > define un sistema PDE con entrada u, salida y y cantidades diferenciales
parciales finitas de estas.

Note que en la Definición 4.4, K < u > denota el campo diferencial parcial generado
por el campo K y el conjunto de cantidades diferenciales parciales finitas de u =
{u1, u2, ..., um}.

Definición 4.5. Un elemento ȳ ∈ L es un elemento primitivo diferencial parcial de
la extensión de campo diferencial parcial L/K si ȳ y K generan diferencialmente a
L, i.e. K < ȳ >= L.

A partir de las Definiciones 4.3 y 4.4, se tiene que un sistema PDE puede expresarse
como:

P (ȳ, ∂ȳ, . . . , ∂(n)ȳ, u, ∂u, . . . , ∂(n)u) = 0 (4.1)

Sea n el entero mı́nimo tal que ∂(n)ȳ es anaĺıticamente dependiente de

(ȳ, ∂ȳ, . . . , ∂(n−1)ȳ)

Entonces, el sistema (4.1) puede resolverse localmente como

∂(n)ȳ = L
(
ȳ, . . . , ∂(n−1)ȳ, u, . . . , ∂(n−1)u

)
+ ∂(n)u (4.2)

Sea ahora ξi = ∂(i−1)ȳ, 1 ≤ i ≤ n, donde n es conocido como ı́ndice de observabilidad
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algebraica. Entonces, el sistema (4.1) puede expresarse como:

∂ξ1 = ξ2

∂ξ2 = ξ3

...

∂ξn−1 = ξn

∂ξn = L
(
ξ1, ξ2, . . . , ξn, u, . . . , ∂

(n−1)u
)

+ ∂(n)u

y = ξ1 (4.3)

La representación (4.3) es la Forma Canónica de Observabilidad Generalizada (FCOG)
del sistema (4.1).

De vuelta al problema original, considere que los sistemas maestro y esclavo son
transformables a una FCOG. De tal manera que se tiene la siguiente definición.

Definición 4.6. Sean los sistemas Σm y Σs transformables a una FCOG. Se dice
que están en un estado de Sincronización Generalizada (SG) si existe un elemento
primitivo diferencial parcial que genere la transformación Hms : Rns → Rnm, con
Hms = Φ−1

m ◦ Φs, una variedad algebraica M = {(ν, µ)|µ = Hms(ν)} y un conjunto
compacto B ⊂ Rns×Rnm, M ⊂ B, tal que toda trayectoria de estado con condiciones
iniciales en B se aproxime a M conforme t→∞. Es decir, si

ĺım
t→∞
||Hms(ν)− µ|| = 0. (4.4)

En la definición anterior, las transformaciones Φm : Rnm → Rnc y Φs : Rns → Rnc son
tales que Φm(µ) = δ y Φs(ν) = η, donde Rnc es un espacio de estados de coordenadas
transformadas, el cual es común de ambos sistemas. Aśı, los vectores δ y η son los
vectores de estado en estas coordenadas transformadas. Por lo tanto, la condición
(4.4) es equivalente a

ĺım
t→∞
||Φm(µ)− Φs(ν)|| = 0. (4.5)

Para obtener las transformaciones Φm y Φs considere los siguientes elementos primi-
tivos diferenciales parciales, dados como una combinación lineal de las variables de
estado medibles y las entradas. El elemento primitivo diferencial parcial del sistema
maestro se elige como

ȳm =
∑
i

αiµi, αi ∈ R < u >

y para el sistema esclavo

ȳs =
∑
i

βiνi +
∑
j

γjuj, βi, γj ∈ R < u >
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Utilizando las derivadas parciales con respecto al tiempo de cada uno de los elementos
primitivos diferenciales parciales, es posible construir las transformaciones Φm y Φs

de la siguiente manera:

Φm =


ȳm
˙̄ym
...

ȳ
(n−1)
m

 =


δ1

δ2
...
δn


y

Φs =


ȳs
˙̄ys
...

ȳ
(n−1)
s

 =


η1

η2
...
ηn


La primera transformación permite expresar el sistema maestro de la siguiente manera

δ̇j = δj+1, 1 ≤ j ≤ n− 1

δ̇n = Lm(µ1, µ2, ..., µn) (4.6)

y con la segunda transformación, el sistema esclavo es

η̇j = ηj+1, 1 ≤ j ≤ n− 1

η̇n = Ls(ν1, ..., νn, u, u̇, ..., u
(n−1)) + u(n) (4.7)

Sea e(z, t) = δ−η el error de sincronización, donde e = (e1, e2, . . . , en)T . Por lo tanto,
de (4.6) y (4.7) se obtiene que la dinámica del error de sincronización está dada por

ėj = ej+1, 1 ≤ j ≤ n− 1

ėn = Lm −Ls − u(n) (4.8)

Se propone u(n) = Lm −Ls +
∑n

i=1 κiei, con κi > 0, de tal manera que se obtiene el
siguiente sistema extendido:

ėj = ej+1, 1 ≤ j ≤ n− 1

ėn = Lm −Ls − un,
u̇j = uj+1, 1 ≤ j ≤ n− 1

u̇n = Lm −Ls +
n∑
i=1

κiei (4.9)

donde u1 = u, u2 = u̇, . . . , un = u(n−1).
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4.2. Estabilidad del error de sincronización

El control dinámico distribuido (4.9) es una cadena finita de integradores que en lazo
cerrado conduce al siguiente sistema PDE lineal

ė = A e (4.10)

Para analizar la estabilidad del sistema (4.10) es posible recurrir a las teoŕıas espectral
y de semi-grupos para sistemas de dimensión infinita. Considere el siguiente conjunto
de definiciones, mismas que son explicadas con mayor detalle en [73, 11].

Dado un sistema del tipo (4.10), donde A es un operador lineal en un espacio de
Hilbert E, su solución está dada por

e(t) = S(t)e0

Esta solución evoluciona en un espacio de Hilbert de dimensión infinita y depende de
las condiciones iniciales e(0) = e0 y el semi-grupo fuertemente continuo S(t).

Definición 4.7. [73, 11]. Una familia de operadores acotados S(t), t ≥ 0, en un
espacio de Hilbert E es un semi-grupo fuertemente continuo si

1) S(0) = I

2) S(t)S(s) = S(t+ s)

3) ĺıms→t ||S(s)e− S(t)e|| = 0

Para cualquier e ∈ E y para todo t, s ≥ 0.

Definición 4.8. [73, 11]. El semi-grupo S(t) es exponencialmente estable si existen
∞ > M ≥ 1 y α > 0 tales que ||S(t)|| ≤M exp (−αt) para todo t ≥ 0.

Definición 4.9. [73, 11]. El sistema PDE lineal (4.10) es exponencialmente estable
si el operador lineal A genera un semi-grupo exponencialmente estable.

Definición 4.10. [73, 11]. Un operador lineal A en un espacio de Hilbert E genera
un semi-grupo fuertemente continuo que satisface ||S(t)|| ≤ M exp (−αt) si y sólo si
A es cerrado, densamente definido y si Re(λ) < −α para toda λ ∈ σ(A ), donde
σ(A ) denota el espectro de A .

Note que la estabilidad exponencial de un semi-grupo depende principalmente del
parámetro α. Sin embargo, hallar este parámetro puede resultar complicado, de tal
manera que considere la siguiente relación [11]:

r(S(t)) = exp(α0t)

donde α0 y r(S(t)) se conocen como cota de crecimiento y radio espectral del semi-
grupo, respectivamente. Estas variables están definidas de la siguiente manera.
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Definición 4.11. [11]. La cota de crecimiento de un semi-grupo fuertemente continuo
es

α0 = inf {α : ||S(t)|| ≤M(α) exp(αt),M(α) <∞,∀t ≥ 0}

Definición 4.12. [11]. El radio espectral del semi-grupo S(t) en t es

r(S(t)) = sup {|Λ| : Λ ∈ σ(S(t))} , σ(S(t)) \ {0} = {exp(λt) : λ ∈ σ(A )}

donde σ(S(t)) es el espectro del semi-grupo.

Observe que cuando Re(λ) ≤ −α0 < 0, para toda λ ∈ σ(A ), r(S(t)) → 0 conforme
t→∞, i.e., existe una α tal que el semi-grupo fuertemente continuo es exponencial-
mente estable y, por lo tanto el sistema lineal PDE (4.10) también es exponencialmente
estable.

Aśı, retomando el problema original, el operador A del sistema en lazo cerrado es de
la siguiente forma

A =


0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1
−κ1 −κ2 . . . −κn−1 −κn


Note que la matriz A es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert. Tal
operador genera el semi-grupo definido por la familia {exp(A t)}, donde

exp(A t) :=
∞∑
k=0

(A t)k

k!

La familia {exp(A t)} es un semi-grupo fuertemente continuo, ya que satisface

exp(A (0)) = I, exp(A (t+ s)) = exp(A t) exp(A s), ∀t, s ≥ 0

Finalmente, se tiene que la Definición 4.6 se satisface si r({exp(A t)})→ 0 conforme
t→∞, i.e., el sistema lineal PDE (4.10) es exponencialmente estable. De tal manera
que, partiendo de todos los argumentos anteriores, se establece el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Los sistemas Σm y Σs estan en un estado de SG si existe un control
dinámico distribuido tal que el error de sincronización e = δ − η satisface

ĺım
t→∞
‖e(t, z)‖ = 0

o equivalentemente

ĺım
t→∞
‖Hms(ν)− µ‖ = 0
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4.3. SG de sistemas PDE de orden entero

Para ejemplificar la efectividad del controlador dinámico distribuido, se presentan
dos ejemplos de SG de sistemas PDE. En el primer caso, se sincronizan dos sistemas
Brusselator, mientras que en el segundo se consideran dos sistemas Gray-Scott. Am-
bos son sistemas de reacción-difusión que describen como cambia la concentración
de sustancias involucradas en una reacción qúımica. Se trata de reacciones qúımi-
cas autocataĺıticas, esto es, involucran dos sustancias qúımicas, donde una de ellas
induce y controla la reacción qúımica en śı. Otra caracteŕıstica de estos sistemas es
que presentan un comportamiento caótico, es decir, presentan un comportamiento
completamente diferente dependiendo de sus condiciones iniciales.

4.3.1. SG de sistemas Brusselator

El sistema Brusselator fue desarrollado en 1960 con la idea de estudiar oscilaciones y
la inestabilidad en reacciones qúımicas [25]. Se trata de uno de los modelos de reac-
ción-difusión más simples y está gobernado por las siguientes ecuaciones diferenciales
parciales:

Ẋ(z, t) = A− (B + 1)X +X2Y +DXXzz

Ẏ (z, t) = BX −X2Y +DY Yzz (4.11)

donde las variables de estado X y Y denotan las concentraciones de activador e
inhibidor, respectivamente. Las variables DX y DY son contantes de difusión, mientras
que A y B son la tasa de alimentación y la velocidad de reacción, respectivamente.

Ahora, considere el siguiente sistema maestro:

µ̇1 = Am − (Bm + 1)µ1 + µ2
1µ2 +Dµ1µ1zz

µ̇2 = Bmµ1 − µ2
1µ2 +Dµ2µ2zz

ym = µ1 (4.12)

y el siguiente sistema esclavo:

ν̇1 = As − (Bs + 1)ν1 + ν2
1ν2 +Dν1ν1zz

ν̇2 = Bsν1 − ν2
1ν2 +Dν2ν2zz

ys = ν1 (4.13)

Como se mencionó, el sistema Brusselator es altamente sensible a las condiciones
iniciales, tal que en las Figuras 4.1 y 4.2 es posible apreciar el comportamiento de
los sistemas maestro y esclavo, mismos que parten de condiciones iniciales aleatorias
y en consecuencia presentan un comportamiento totalmente distinto entre śı, pese a
poseer los mismos parámetros.
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Figura 4.1: (a) Concentración de activador y (b) concentración de inhibidor del siste-
ma Brusselator maestro, con tasa de alimentación Am = 0.09, velocidad de reacción
Bm = −0.01 y constantes de difusión Dµ1 = 0.63 y Dµ2 = 0.8.

Ahora, sea ym = δ1 = µ1 el elemento primitivo diferencial parcial para el sistema
maestro, tal que se genera la siguiente transformación

Φm(µ) =

(
µ1

µ̇1

)
=

(
δ1

δ2

)
(4.14)

tal que con esta, el sistema (4.12) puede expresarse como

δ̇1 = δ2

δ̇2 = [2µ1µ2 − (Bm + 1)] µ̇1 + µ2
1µ̇2 +Dµ1µ̇1zz

= Lm(µ) (4.15)
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Figura 4.2: (a) Concentración de activador y (b) concentración de inhibidor del sis-
tema Brusselator esclavo, con tasa de alimentación As = 0.09, velocidad de reacción
Bs = −0.01 y constantes de difusión Dν1 = 0.63 y Dν2 = 0.8.

Por otro lado, sea ys+us = η1 = ν1 +u1 el elemento primitivo diferencial parcial para
el sistema (4.13), tal que la transformación

Φs(ν) =

(
ν1 + u1

ν̇1 + u2

)
=

(
η1

η2

)
(4.16)

permite representar el sistema esclavo como

η̇1 = η2

η̇2 = [2ν1ν2 − (Bs + 1)] ν̇1 + ν2
1 ν̇2 +Dν1 ν̇1zz + u3

= Ls(ν) + u3 (4.17)
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Luego, a partir de (4.15) y (4.17) se tiene que

ė1 = e2

ė2 = Lm −Ls − u3 (4.18)

Por lo tanto, el control dinámico distribuido para la SG de los sistemas (4.12) y (4.13)
esta dado por

ė1 = e2

ė2 = Lm −Ls − u3

u̇1 = u2

u̇2 = u3 = Lm −Ls + κ1e1 + κ2e2 (4.19)

El sistema en lazo cerrado es

ė = A e =

(
0 1
−κ1 −κ2

)(
e1

e2

)
(4.20)

donde el espectro de la matriz A es

σ(A ) = {λ1, λ2} =

{
−1

2

(
κ2 +

√
−4κ1 + κ2

2

)
,−1

2

(
κ2 −

√
−4κ1 + κ2

2

)}
y en consecuencia, el radio espectral del semi-grupo generado por A es

r({exp(A t)}) = sup {| exp(λ1t)|, | exp(λ2t)|}

Note que para κ1, κ2 > 0 se tiene queRe(λ1), Re(λ2) < 0, por lo tanto r({exp(A t)})→
0 conforme t → ∞. Esto es, para κ1, κ2 > 0, el sistema (4.20) es exponencialmente
estable y los sistemas PDE se sincronizan.

Para la simulación de este ejemplo, el espacio coordenado de los sistemas es discretiza-
do mediante un esquema de diferencias finitas [100]. Ambos sistemas poseen los mis-
mos parámetros, no obstante parten de condiciones iniciales aleatorias. Los paráme-
tros son Am = As = 0.09, Bm = Bs = −0.01, Dµ1 = Dν1 = 0.63 y Dµ2 = Dν2 = 0.8.
Las ganancias para el control dinámico distribuido son κ1 = 30 y κ2 = 10.

En las Figuras 4.3 y 4.4 es posible observar como las concentraciones de activador e
inhibidor son idénticas después de un tiempo, esto es, se sincronizan en el espacio de
nuevas coordenadas. Hecho que se ve reflejado en la Figura 4.5, donde se muestra como
el error de sincronización en cada punto del espacio coordenado discretizado converge
a cero. Finalmente, la Figura 4.6 muestra las señales de control correspondientes.
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Figura 4.3: Sincronización de los sistemas Brusselator: concentración del activador,
(a) sistema maestro y (b) sistema esclavo.
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Figura 4.4: Sincronización de los sistemas Brusselator: concentración del inhibidor,
(a) sistema maestro y (b) sistema esclavo.
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Figura 4.5: Sincronización de los sistemas Brusselator: error de sincronización en cada
punto del espacio discretizado, (a) activador e (b) inhibidor.
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Figura 4.6: Señales de control para la sincronización de los sistemas Brusselator en
cada punto del espacio coordenado discretizado.
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4.3.2. SG de sistemas Gray-Scott

Considere ahora el sistema Gray-Scott [35]. Además de su alta sensibilidad a las
condiciones iniciales, este sistema presenta diferentes patrones espaciales-temporales
dependiendo de sus parámetros. Las ecuaciones diferenciales parciales que modelan
este sistema son:

Ẋ(z, t) = A(1−X)−XY 2 +DXXzz

Ẏ (z, t) = XY 2 − (A+B)Y +DY Yzz (4.21)

donde las variables de estado X y Y representan las concentraciones de substrato y
activador. La variable A es la tasa de alimentación y B la velocidad de reacción. Las
constantes de difusión del sistema son DX y DY .

Ahora, considere dos sistemas Gray-Scott systems. El primer sistema (maestro) es

µ̇1 = Am(1− µ1)− µ1µ
2
2 +Dµ1µ1zz

µ̇2 = µ1µ
2
2 − (Am +Bm)µ2 +Dµ2µ2zz

ym = µ1 (4.22)

mientras que el sistema esclavo es

ν̇1 = As(1− ν1)− ν1ν
2
2 +Dν1ν1zz

ν̇2 = ν1ν
2
2 − (As +Bs)ν2 +Dν2ν2zz

ys = ν1 (4.23)

En las Figuras 4.7 y 4.8 es posible observar el comportamiento de los sistemas esclavo
y maestro, respectivamente. Además de partir de condiciones iniciales aleatorias, los
parámetros de ambos sistemas son diferentes. Como resultado, es posible observar
patrones espacio-temporales completamente distintos [26].

De forma similar al ejemplo anterior, sean ym = µ1 y ys + us = ν1 + u1 elementos
primitivos diferenciales parciales para los sistemas maestro y esclavo, respectivamente,
tal que pueden expresarse como

δ̇1 = δ2

δ̇2 = Dµ1µ̇1zz −
(
µ2

2 + Am
)
µ̇1 − 2µ1µ2µ̇2

= Ψm(µ) (4.24)

y como

η̇1 = η2

η̇2 = Dν1 ν̇1zz −
(
ν2

2 + As
)
ν̇1 − 2ν1ν2ν̇2 + u3

= Ψs(ν) + u3 (4.25)
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(a)

(b)

Figura 4.7: (a) Concentración de substrato y (b) concentración de activador del
sistema Gray-Scott maestro. Condiciones iniciales aleatorias, tasa de alimentación
Am = 2.5, velocidad de reacción Bm = 9 y constantes de difusión Dµ1 = 7 y Dµ2 = 10.

Aśı, a partir de (4.24) y (4.25) se obtiene que el control dinámico distribuido es

ė1 = e2

ė2 = Ψm −Ψs − u3

u̇1 = u2

u̇2 = u3 = Ψm −Ψs + κ1e1 + κ2e2 (4.26)

De tal manera que el sistema en lazo cerrado resultante es ė = A e, donde

A =

(
0 1
−κ1 −κ2

)
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(a)

(b)

Figura 4.8: (a) Concentración de substrato y (b) concentración de activador del siste-
ma Gray-Scott esclavo. Condiciones iniciales aleatorias, tasa de alimentación As = 2,
velocidad de reacción Bs = 4.8 y constantes de difusión Dν1 = 2 y Dν2 = 10.

Y al igual que el ejemplo anterior, los sistemas Gray-Scott maestro y escalvo se
sincronizan si κ1, κ2 > 0.

Para la simulación numérica de este ejemplo, se consideran condiciones iniciales alea-
torias junto con los siguientes parámetros: Am = 2.5, Bm = 9, Dµ1 = 7, Dµ2 = 10,
As = 2, Bs = 4.8, Dν1 = 2 y Dν2 = 10. A su vez, las ganancias del controlador
dinámico distribuido son κ1 = 100 y κ2 = 50.

En las Figuras 4.9 y 4.10 se observa como las concentraciones de substrato y activa-
dor se sincronizan, en consecuencia, el error de sincronización tiende a cero (Figura
4.11). Por otro lado, en la Figura 4.12 se muestran las señales del control dinámico
distribuido.
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(a)

(b)

Figura 4.9: Sincronización de los sistemas Gray-Scott: concentración de substrato, (a)
sistema maestro y (b) sistema esclavo.
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(a)

(b)

Figura 4.10: Sincronización de los sistemas Gray-Scott: concentración de activador,
(a) sistema maestro y (b) sistema esclavo.
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Figura 4.11: Sincronización de los sistemas Gray-Scott: error de sincronización en
cada punto del espacio coordenado discretizado, (a) substrato y (b) activador.
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Figura 4.12: Señales de control para la sincronización de los sistemas Brusselator en
cada punto del espacio coordenado discretizado.



Caṕıtulo 5

Multi-sincronización para sistemas
PDE de orden entero.

En este caṕıtulo se presenta una familia de controladores dinámicos distribuidos para
el problema de SG de un conjunto de sistemas PDE de orden entero, es decir, se
trata del problema de Multi-Sincronización Generalizada (MSG). El método de diseño
es una generalización de lo presentado en el Caṕıtulo 4, esto es, a partir de una
familia de transformaciones se halla la FCOG de cada uno de los sistemas PDE.
Dichas formas canónicas conforman la llamada Forma Canónica de Observabilidad
Generalizada Multi Salida (FCOGM) y permiten diseñar de forma natural una familia
de controladores dinámicos distribuidos.

5.1. Familia de controladores dinámicos

Considerando las Definiciones 4.3 y 4.4, sea ahora la siguiente expresión, una familia
de sistemas PDE de orden entero:

Pj
(
yj, ∂yj, . . . , ∂

nj−1yj, ∂
njyj, uj, ∂uj, . . . , ∂

γj−1uj, ∂
γjuj

)
= 0 (5.1)

donde 1 ≤ j ≤ p, p es el número de sistemas que conforman la familia, y nj ≥ 0 es el
mı́nimo entero tal que ∂njyj ses anaĺıticamente dependiente de (yj, ∂yj, . . . , ∂

nj−1yj).
Aśı, de forma análoga al caṕıtulo anterior, cada expresión en (5.1) puede resolverse
localmente como

∂njyj = Lj

(
yj, ∂yj, . . . , ∂

nj−1yj, uj, ∂uj, . . . , ∂
γj−1uj

)
+ ∂γjuj

Sean δ
nj
i = ∂i−lyj, l = 1, n1 + 1, n1 + n2 + 1, . . . , n1 + n2 + · · · + np−1 + 1; 1 ≤ i ≤∑

1≤j≤p nj = n donde el ı́ndice j se refiere al j-ésimo sistema y nj son los ı́ndices de
observabilidad algebraica [65, 64], mismo que coincide con la dimensión de su sistema.

83
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Entonces, es posible expresar la familia de p sistemas PDE (5.1) como

∂δn1
1 = δn1

2

∂δn1
2 = δn1

3

...

∂δn1
n1−1 = δn1

n1

∂δn1
n1

= L1(δn1
1 , δn1

2 , . . . , δn1
n1
, u1, ∂u1, . . . , ∂

γ1−1u1) + ∂γ1u1

∂δn2
n1+1 = δn2

n1+2

∂δn2
n1+2 = δn2

n1+3

...

∂δn2
n1+n2−1 = δn2

n1+n2

∂δn2
n1+n2

= L2(δn2
n1+1, δ

n2
n1+2, . . . , δ

n2
n1+n2

, u2, ∂u2, . . . , ∂
γ2−1u2) + ∂γ2u2

...

∂δ
np
n1+n2+···+np−1+1 = δ

np
n1+n2+···+np−1+2

∂δ
np
n1+n2+···+np−1+2 = δ

np
n1+n2+···+np−1+3

...

∂δ
np
n1+n2+···+np−1+np−1 = δ

np
n1+n2+···+np−1+np

∂δ
np
n1+n2+···+np−1+np = Lp(δ

np
n1+n2+···+np−1+1, . . . , δ

np
n1+n2+···+np−1+np , up,

∂up, . . . , ∂
γp−1up) + ∂γpup

yi = δ
nj
l (5.2)

La representación (5.2) es en realidad un conjunto de formas canónicas que constitu-
yen la llamada Forma Canónica de Obsevabilidad Generalizada Multi-salida (FCOGM)
de la familia de sistemas PDE (5.1). La FCOGM puede expresarse de forma compacta
como

∂δ = A δ + Φ(L1, . . . ,Lp) + Ū (∂γ1u1, . . . , ∂
γpup)

Y = C δ (5.3)

donde δ, Φ, Ū ∈ Rn, A ∈ Rn×n, Y ∈ Rp, con

A =


A1 0 . . . 0
0 A2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Ap

 , Aj =



0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0


,
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Φ(L1, . . . ,Lp) =


φ1(L1)
φ2(L2)

...
φp(Lp)

 ,

φj(Lj) =


0
0
...

Lj(δ
nj
n1+···+nj−1+1, . . . , δ

nj
n1+···+nj + uj + · · ·+ ∂γj−1uj)

 ,

Ū (∂γ1u1, . . . , ∂
γpup) =


Ū1(∂γ1u1)
Ū2(∂γ2u2)

...
Ūp(∂

γpup)

 , Ūj(∂
γjuj) =


0
0
...

∂γjuj

 ,

C =


C1 0 . . . 0
0 C2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Cp

 , Cj =
(

1 0 . . . 0
)
, 1 ≤ j ≤ p.

Considere ahora el siguiente problema: En un conjunto de sistemas PDE de orden
entero, existen dos subconjuntos de sistemas. Se busca que, de forma simultánea, cada
sistema del primer subconjunto se sincronice con alguno de los sistemas del segundo
subconjunto. En otras palabras, existe una familia de sistemas esclavos y una familia
de sistemas maestros. Para resolver este problema, se presenta ahora no uno, sino una
familia de controladores dinámicos distribuidos.

Sea la familia maestra dada por:

Σm :=

{
ẋmµ(t, z) = Fmµ(xmµ , umµ), xmµ ∈ Rnmµ , z ∈ [za, zb]
ymµ(z, t) = hmµ(xmµ)

con xmµ(za, t) = a(t), xmµ(zb, t) = b(t), xmµ(z, 0) = xmµ0 y t ∈ [0, T ]. Por otro lado,
la familia esclava es:

Σs :=

{
ẋsν (t, z) = Fsν (xsν , usν ), xsν ∈ Rnsν , z ∈ [zc, zd]
ysν (z, t) = hsν (xsν )
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con xsν (zc, t) = c(t), xsν (zd, t) = d(t), xsν (z, 0) = xsν0 y t ∈ [0, T ]. Fmµ y Fsν son
polinomios de sus argumentos y las funciones hmµ y hsν son anaĺıticas. Los ı́ndices
µ y ν son tales que 1 ≤ ν ≤ p − 1, 1 ≤ µ ≤ p − ν. Lo anterior nos indica que
consideramos que todo sistema de la familia esclava puede asociarse con un único
sistema de la familia maestra. Por el contrario, un sistema de la familia maestra
puede estar asociado con uno o más sistemas de la familia esclava, tal y como se
muestra en la Figura 5.1.

Figura 5.1: Interacción entre los sistema PDE de las familias esclava y maestra. Los
sub́ındices ϕmi denotan el número de sistemas de la familia esclava asociado con el
i-ésimo sistema de la familia maestra, denotado como mi.

Definición 5.1. Sean Xm = (xm1 , . . . , xmnm ) ∈ Rnm y Xs = (xs1 , . . . , xsns ) ∈ Rns

familias de vectores de estado de la familia maestra y esclava respectivamente. Las
familias Σm y Σs se dicen estar en un estado de Multi-Sincronización Generalizada
(MSG) si existen una familia de elementos primitivos diferenciales que genere una
familia de transformaciones H : Rns → Rnm, con H = Ψ−1

m ◦ Ψs, una variedad
algebraica M = {(Xs, Xm)|Xm = H(Xs)} y un conjunto compacto B ⊂ Rns × Rnm,
M ⊂ B, tal que todo conjunto de trayectorias de estas familias de sistemas distribuidos
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con condiciones iniciales en B se aproxime a M conforme t → ∞. Por lo tanto, las
familias maestra y esclava están en un estado de MSG si

ĺım
t→∞
||H(Xs)−Xm|| = 0. (5.4)

Al igual que en la SG, las familias de transformaciones Ψm y Ψs llevan a sus respectivas
familias de vectores de estado a un espacio de estado común, es decir, Ψm : Rnm → Rnδ

y Ψs : Rns → Rnδ . Por lo tanto, de manera análoga tenemos que la condición (5.4) es
equivalente a

ĺım
t→∞
||Ψm(Xm)−Ψs(Xs)|| = 0. (5.5)

Teorema 5.1. Si las familias de sistemas distribuidos Σm y Σs son transformables
a una FCOGM, entonces existe una familia de controladores dinámicos tales que
ĺımt→∞ ||Ψm(Xm) − Ψs(Xs)|| = 0, i.e., las familias Σm y Σs alcanzan un estado de
MSG.

Demostración. Considere que la familia maestra está conformada por “q”sistemas y
que la familia esclava por “r”sistemas. Ahora, defina la siguiente familia de elementos
primitivos diferenciales parciales para la familia maestra

ymj =
nm∑

i=nm−nmj+1

βixi,mj = δ
nmj
l , 1 ≤ j ≤ q,

1 ≤ i ≤
∑

1≤j≤q

nmj = nm,

l = 1, nm1 + 1, . . . , nm1 + nm2 + · · ·+ nmq−1 + 1

a su vez, para la familia esclava se tiene

ysj =
ns∑

i=ns−nsj+1

βixi,mj +
∑
k

ζkuk,sj = δ
nsj
l , 1 ≤ j ≤ r,

1 ≤ i ≤
∑

1≤j≤r

nsj = ns,

l = 1, ns1 + 1, . . . , ns1 + ns2 + · · ·+ nsr−1 + 1

donde βi y ζk son elementos de sus respectivas extensiones de campo diferencial
parcial. Estas familias de elementos primitivos diferenciales parciales, junto con sus
derivadas temporales, permiten generar las siguientes familias de transformaciones
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para las familias maestra y esclava, respectivamente.

Ψm =



ym1

ẏm1

...

y
(nm1−1)
m1

ym2

ẏm2

...

y
(nm2−1)
m2

...
ymq
ẏmq

...

y
(nmq−1)
mq



=



δ
nm1
1

δ
nm1
2
...

δ
nm1
nm1

δ
nm2
nm1+1

δ
nm2
nm1+2

...
δ
nm2
nm1+nm2

...

δ
nmq
nm1+nm2+···+nmq−1+1

δ
nmq
nm1+nm2+···+nmq−1+2

...

δ
nmq
nm1+nm2+···+nmq



y

Ψs =



ys1
ẏs1
...

y
(ns1−1)
s1

ys2
ẏs2
...

y
(ns2−1)
s2

...
ysr
ẏsr
...

y
(nsr−1)
sq



=



δ
ns1
1

δ
ns1
2
...

δ
ns1
ns1

δ
ns2
ns1+1

δ
ns2
ns1+2

...
δ
ns2
ns1+ns2

...
δ
nsr
ns1+ns2+···+nsr−1+1

δ
nsr
ns1+ns2+···+nsr−1+2

...
δ
nsr
ns1+ns2+···+nsr


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Utilizando la familia de transformaciones Ψm, la familia Σm se puede expresar como

δ̇
nm1
i = δ

nm1
i+1 , 1 ≤ i ≤ nm1 − 1

δ̇
nm1
nm1

= Lm1(δ
nm1
1 , . . . , δ

nm1
nm1

)

δ̇
nm2
i = δ

nm2
i+1 , nm1 + 1 ≤ i ≤ nm1 + nm2 − 1

δ̇
nm2
nm1+nm2

= Lm2(δ
nm2
nm1+1, . . . , δ

nm2
nm1+nm2

)

...

δ̇
nmq
i = δ

nmq
i+1 , nm1 + · · ·+ nmq−1 + 1 ≤ i ≤ nm1 + · · ·+ nmq − 1

δ̇
nmq
nm1+···+nmq = Lmq(δ

nmq
nm1+···+nmq−1+1, . . . , δ

nmq
nm1+···+nmq )

ymj = δ
nmj
l , l = 1, nm1 + 1, . . . , nm1 + nm2 + · · ·+ nmq−1 + 1

(5.6)

A su vez, la forma compacta de la familia (5.6) es

δ̇′m = A ′
mδ
′
m + Φ′m(Lm1 , . . . ,Lmq)

Y ′
m = C ′mδ

′
m, (5.7)

cuya familia de vectores de estado, denotada como δ′m, es

δ′m =
(
δ
nm1
1 . . . δ

nm1
nm1

. . . δ
nmq
nm1+···+nmq−1+1, . . . , δ

nmq
nm1+···+nmq

)T
Por otro lado, para la familia Σs es posible realizar exactamente lo mismo, esto es

δ̇
ns1
i = δ

ns1
i+1, 1 ≤ i ≤ ns1 − 1

δ̇
ns1
ns1

= Ls1(δ
ns1
1 , . . . , δ

ns1
ns1
, us1 , u̇s1 , . . . , u

(γs1−1)
s1 ) + u

(γs1 )
s1

δ̇
ns2
i = δ

ns2
i+1, ns1 + 1 ≤ i ≤ ns1 + ns2 − 1

δ̇
ns2
ns1+ns2

= Ls2(δ
ns2
ns1+1, . . . , δ

ns2
ns1+ns2

, us2 , u̇s2 , . . . , u
(γs2−1)
s2 ) + u

(γs2 )
s2

...

δ̇
nsr
i = δ

nsr
i+1, ns1 + · · ·+ nsr−1 + 1 ≤ i ≤ ns1 + · · ·+ nsr − 1

δ̇
nsr
ns1+···+nsr = Lsr(δ

nsr
ns1+···+nsr−1+1, . . . , δ

nsr
ns1+···+nsr , usr , u̇sr , . . . , u

(γsr−1)
sr )

+u(γsr )
sr

ysj = δ
nsj
l , l = 1, ns1 + 1, . . . , ns1 + ns2 + · · ·+ nsr−1 + 1

(5.8)

Tal que, (5.8) en su forma compacta es

δ̇s = Asδs + Φs(Ls1 , . . . ,Lsr) + Ū (u
(γs1 )
s1 , u

(γs2 )
s2 , . . . , u(γsr )

sr )

Ys = Csδs (5.9)
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donde δs denota la familia esclava de vectores de estado, la cual es

δs =
(
δ
ns1
1 . . . δ

ns1
ns1

. . . δ
nsr
ns1+···+nsr−1+1, . . . , δ

nsr
ns1+···+nsr

)T
Para continuar con la prueba, es necesario definir el error de sincronización, mismo
que en esta ocasión será la diferencia entre las familias maestra y esclava de vectores
de estado. Sin embargo, note que es plausible un escenario donde la familia esclava
esté compuesta por un mayor número de sistemas que la familia maestra (q < r). Este
escenario implicaŕıa una discordancia en las dimensiones de las familias de vectores
de estado. Para resolver esta problemática y más aún, para modelar la interacción
entre las familias de sistemas PDE, se propone la siguiente transformación:

F =


F11 F12 . . . F1r

F21 F22 . . . F2r
...

...
. . .

...
Fq1 Fq2 . . . Fqr

 ∈ Rnm×ns ,

donde Fij = I si el i-ésimo sistema maestro interactúa con el j-ésimo sistema esclavo.
De lo contrario Fij = 0. Al aplicar la transformación F a (5.7), se tiene

F δ̇′m = FA ′
mδ
′
m + FΦ′m(Lm1 , . . . ,Lmq)

FY ′
m = FC ′mδ

′
m,

aśı, después de algunas manipulaciones algebraicas, la forma compacta (5.7) es equi-
valente a

δ̇m = Amδm + Φm(Lm1 , . . . ,Lmq)

Ym = Cmδm, (5.10)

con Am = As = A , Cm = Cs = C ,

δm = (δm1 . . . δm1︸ ︷︷ ︸
ϕm1 veces

δm2 . . . δm2︸ ︷︷ ︸
ϕm2 veces

. . . δmq . . . δmq︸ ︷︷ ︸
ϕmq veces

)T ,

Φm(Lm1 , . . . ,Lmq) = (φm1(Lm1) . . . φm1(Lm1)︸ ︷︷ ︸
ϕm1 veces

. . .

. . . φmq(Lmq) . . . φmq(Lmq)︸ ︷︷ ︸
ϕmq veces

)T ,

Donde δmj , 1 ≤ j ≤ q es el vector de estado del j-ésimo sistema maestro. Los ı́ndices
ϕj denotan el número de sistemas de la familia esclava asociados con el j-ésimo
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sistema de la familia maestra. Estos ı́ndices son tales que ϕm1 +ϕm2 + · · ·+ϕmq = ns.
Entonces, el error de sincronización es

eδ = δm − δs (5.11)

Tal que de (5.9) y (5.10) se obtiene

ėδ = A eδ + Φm(Lm1 , . . . ,Lmq)− Φs(Ls1 , . . . ,Lsr)

−Ū (u
(γs1 )
s1 , u

(γs2 )
s2 , . . . , u(γsr )

sr ) (5.12)

Ahora, sea Ū = Φm − Φs + K eδ, con

K =


K1 0 . . . 0
0 K2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Kr

 , Kj =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0
k1,j k2,j . . . knsj ,j

 ,

1 ≤ j ≤ r.

Por lo tanto, la familia de controladores dinámicos para la MSG de las familias esclava
y maestra está dada por

ėδ = A eδ + Φm(Lm1 , . . . ,Lmq)− Φs(Ls1 , . . . ,Lsr)

−Ū (u
(γs1 )
s1 , u

(γs2 )
s2 , . . . , u(γsr )

sr )

U̇ = MU + Ū

Ū = Φm(Lm1 , . . . ,Lmq)− Φs(Ls1 , . . . ,Lsr) + K eδ (5.13)

donde

U =


Us1

Us2
...

Usr

 , Usν =


usj
˙usj
...

u
(γsj−1)
sj



M =


M1 0 . . . 0
0 M2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Mr

 , Mj =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0

 , 1 ≤ j ≤ r.
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Note que (5.13) es un sistema extendido y la familia de controladores dinámicos
distribuidos está dada por la cadena de integradores U̇ . Al utilizar esta familia de
controladores dinámicos distribuidos, se obtiene el siguiente lazo cerrado

ėδ = (A −K )eδ = Ā eδ (5.14)

Donde Ā es

Ā =


Ā1 0 . . . 0
0 Ā2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . Ār

 ,

Āj =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1
−k1,j −k2,j −k3,j . . . −knsj ,j

 ,

1 ≤ j ≤ r.

Haciendo uso de las teoŕıas espectral y de semi-grupos, note que el operador Ā es
lineal y genera un semi-grupo fuertemente continuo exp(Ā t). El operator Ā es en
realidad una matriz diagonal a bloques.

Recordando que para una matriz Ā = diag(Ā1, Ā2, . . . , Ān), donde Āi son matrices
cuadradas, el espectro es [18]

σ(Ā ) =
n⋃
i=1

σ(Āi)

entonces, el espectro es

σ(Ā ) =
r⋃
j=1

σ(Āj) =
{
λ1,j, λ2,j, . . . , λnsj ,j

}
,

Ahora, dado que el radio espectral del semi-grupo es

r(exp(Ā t)) = sup
{
| exp(λ1,j)|, | exp(λ2,j)|, . . . , | exp(λnsj ,j)

}
, 1 ≤ j ≤ r

se concluye, que la solución de (5.14) es estable cuando Re(λ1,j) < 0, Re(λ2,j) < 0,...,
Re(λ1,j) < 0 para 1 ≤ j ≤ r. Esto es, r(exp(Ā t))→ 0 conforme t→∞. Por lo tanto,
las familias de sistemas PDE alcanzan un estado de MSG y se concluye la prueba.
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5.2. MSG de múltiples aeronaves flexibles

Para ejemplicar la efectividad de la familia de controladores dinámicos distribuidos,
considere un conjunto de aeronaves flexibles (con apéndice/cuerpo flexible). Se busca
llevar a cabo el seguimiento del ángulo de actuación (ángulo de cabeceo) de una
determinada aeronave por parte del resto. Este es un problema de sistemas multi-
agentes (MAS) muy común, mismo que, considerando la metodoloǵıa presentada aqúı,
puede ser tratado como un problema de MSG.

Considere que cada aeronave flexible puede ser modelada como un sistema pivote-viga,
tal como se muestra en la Figura 5.2. La longitud de la viga es L y está empotrada con
el pivote de radio R, cuyo ángulo de rotación (ángulo de actuación) es θ. Notemos que
la viga es en realidad un sistema con un número infinito de grados de libertad. Por
lo tanto, el modelo matemático correspondiente es una ecuación diferencial parcial.
Adicionalmente, asumiremos que el pivote no sufre ningún tipo de deformación. Por
lo tanto ω(x, t) es la deformación a lo largo de la viga. La variable u representa la
acción de un actuador que hace rotar a la viga. De acuerdo con [103], la ecuación
diferencial parcial correspondiente, aśı como sus respectivas condiciones de frontera
son

ρP̈ (x, t) = −EIωxxxx(x, t)
Ihθ̈(t) = EIωxx(0, t) + u

ωxxx(L, t) = 0

ωxx(L, t) = 0

ωx(0, t) = 0

ω(0, t) = 0 (5.15)

Figura 5.2: Sistema pivote-viga.
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Donde P (x, t) es la posición local de x con respecto a marco inercial XY, esto es,
P (x, t) = xθ(t) + ω(x, t). Las constantes ρ, EI y L son la densidad lineal, la rigidez
y la longitud de la viga, respectivamente. Ih es la inercia rotacional del pivote.

Ahora, considere dos familias de aeronaves flexibles, donde cada aeronave es descri-
ta por el modelo (5.15). Suponga que la familia maestra esta conformada por dos
aeronaves y la familia esclava por cinco. Estas familias son denotadas como

ρP̈mµ(x, t) = −EIωmµxxxx(x, t)
Ihθ̈mµ(t) = EIωmµxx(0, t)

ωmµxxx(L, t) = 0

ωmµxx(L, t) = 0

ωmµx(0, t) = 0

ωmµ(0, t) = 0 (5.16)

y

ρP̈sν (x, t) = −EIωsνxxxx(x, t)
Ihθ̈sν (t) = EIωsνxx(0, t) + usν

ωsνxxx(L, t) = 0

ωsνxx(L, t) = 0

ωsνx(0, t) = 0

ωsν (0, t) = 0 (5.17)

La interacción de las familias maestra y esclava se muestra en la Figura 5.3. Se busca
que el ángulo de actuación θsν de cada aeronave esclava sea igual al de la aeronave
maestra correspondiente θmµ . Se asume que es posible medir θ de cada aeronave.

Considere las siguientes familias de elementos primitivos diferenciales parciales para
las familias maestra y esclava, respectivamente:

ymµ = {δm1
1 , δm2

3 } = {θm1 , θm2}

y

ysν = {δs11 , δ
s2
3 , δ

s3
5 , δ

s4
7 , δ

s5
9 }

= {θs1 + us11 , θs2 + us21 , θs3 + us31 , θs4 + us41 , θs5 + us51 } ,

donde usν1 = usν . De tal modo que la familia maestra se puede expresar como

δ̇m1
1 = δm1

2

δ̇m1
2 = Lm1(δ

m1
1 , δm1

2 )

δ̇m2
3 = δm2

4

δ̇m2
4 = Lm2(δ

m2
3 , δm2

4 )

ymµ = δ
mµ
l , l = 1, 3 (5.18)
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Figura 5.3: Interacción de las familias maestra y esclava de aeronaves flexibles.

donde Lmµ = EIωmµxx(0, t)/Ih. A su vez, la familia esclava es

δ̇s11 = δs12

δ̇s12 = Ls1(δ
s1
1 , δ

s1
2 , u

s1
1 , u

s1
2 ) + us13

δ̇s23 = δs24

δ̇s24 = Ls2(δ
s2
3 , δ

s2
4 , u

s2
1 , u

s2
2 ) + us23

δ̇s35 = δs36

δ̇s36 = Ls3(δ
s3
5 , δ

s3
6 , u

s3
1 , u

s3
2 ) + us33

δ̇s47 = δs48

δ̇s48 = Ls4(δ
s4
7 , δ

s4
8 , u

s4
1 , u

s4
2 ) + us43

δ̇s59 = δs510

δ̇s510 = Ls5(δ
s5
9 , δ

s5
10, u

s5
1 , u

s5
2 ) + us53

ysν = δsνl , l = 1, 3, 5, 7, 9. (5.19)

con Lsν = (EIωmµxx(0, t)+usν )/Ih, u
sν
2 = u̇sν1 and usν3 = u̇sν2 . Dado que hay un mayor

número de aeronaves esclavas, se define la transformación F . Observando la Figura
5.3, fácilmente es posible determinar que

F =


1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1 0 1


T

Por lo tanto, la familia 5.18 es equivalente a

δ̇m = A δm + Φm(Lm1 ,Lm2)

Ym = C δm, (5.20)
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con

δm =
(
δm1

1 δm1
2 δm1

1 δm1
2 δm2

3 δm2
4 δm2

3 δm2
4 δm2

3 δm2
4

)T
,

Φm(Lm1 ,Lm2) =


φm1(Lm1)
φm1(Lm1)
φm2(Lm2)
φm2(Lm2)
φm2(Lm2)

 , φmj(Lmj) =

(
0

Lmj(δ
nmj
2j−1, δ

nmj
2j )

)
,

j = 1, 2.

Note que en la familia de vectores de estado δm aparece dos veces el vector de estado
del primer sistema maestro. Esto se debe a que dicho sistema interactúa con dos
aeronaves de la familia esclava. Ocurre los mismo con el segundo sistema maestro.

Por su parte, la familia (5.19) puede expresarse como

δ̇s = A δs + Φs(Ls1 ,Ls2 ,Ls3 ,Ls4 ,Ls5) + Ū ,

Ys = C δs, (5.21)

con

δs =
(
δs11 δs12 δs23 δs24 δs35 δs36 δs47 δs48 δs59 δs510

)T

Φs(Ls1 , . . . ,Ls5) =


φs1(Ls1)
φs2(Ls2)
φs3(Ls3)
φs4(Ls4)
φs5(Ls5)

 ,

φsj(Lsj) =

(
0

Lsj(δ
nsj
2j−1, δ

nsj
2j , u

nsj
1 , u

nsj
2 )

)
,

Ū (u
ns1
3 , . . . , u

ns5
3 ) =


Ūs1(u

ns1
3 )

Ūs2(u
ns2
3 )

Ūs3(u
ns3
3 )

Ūs4(u
ns4
3 )

Ūs5(u
ns5
3 )

 , Ūsj(u
nsj
3 ) =

(
0

u
nsj
3

)
, 1 ≤ j ≤ 5.
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Para ambas familias, se tiene que las matrices A y C son

A =


A1 0 0 0 0
0 A2 0 0 0
0 0 A3 0 0
0 0 0 A4 0
0 0 0 0 A5

 , Aj =

(
0 1
0 0

)
,

Cs =


C1 0 0 0 0
0 C2 0 0 0
0 0 C3 0 0
0 0 0 C4 0
0 0 0 0 C5

 , Cj =
(

1 0
)
, 1 ≤ j ≤ 5.

Por lo tanto, de (5.20) y (5.21) se tiene que la familia de controladores dinámicos
distribuidos es

ėδ = A eδ + Φm − Φs − Ū

U̇ = MU + Ū

Ū = Φm − Φs + K eδ (5.22)

donde

U =


Us1

Us2

Us3

Us4

Us5

 , Usj =

(
u
nsj
1

u
nsj
2

)

M =


M1 0 0 0 0
0 M2 0 0 0
0 0 M3 0 0
0 0 0 M4 0
0 0 0 0 M5

 , Mj =

(
0 1
0 0

)
, 1 ≤ j ≤ 5.

Finalmente, en lazo cerrado se tiene que ėδ = Ā eδ con

Ā =


Ā1 0 0 0 0
0 Ā2 0 0 0
0 0 Ā3 0 0
0 0 0 Ā4 0
0 0 0 0 Ā5

 , Āj =

(
0 1
−k1,j −k2,j

)
, 1 ≤ j ≤ 5.
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El espectro Ā está dado por

σ(Ā ) =
5⋃
j=1

σ(Āj) = {λ1,j, λ2,j} ,

donde

λ1,j = −1

2

(
k2,j +

√
−4k1,j + k2

2,j

)
,

λ2,j = −1

2

(
k2,j −

√
−4k1,j + k2

2,j

)
, 1 ≤ j ≤ 5.

Tal que (5.14) es estable si k1,j > 0 y k2,j > 0 dado que Re(λ1,j) < 0 y Re(λ2,j) < 0
para 1 ≤ j ≤ 5. Es decir, r(exp(Ā t)) → 0 conforme t → ∞. Por lo tanto, las
familias de aeronaves flexibles alcanzan un estado de MSG, o en otras palabras, el
ángulo de actuación de las aeronaves esclavas coincide con el de su aeronave maestra
correspondiente.

5.3. MSG de aeronaves flexibles: Simulaciones y

resultados

Para la simulación del ejemplo anterior, considere las siguientes ganancias para la
familia de controladores dinámicos distribuidos k1,i = k2,i = 100, para i = 1, ..., 5. Por
otro lado, se toman los parámetros y condiciones iniciales utilizados mostrados en las
Tablas 5.1 y 5.2.

Longitud de la viga 5 m
Rigidez de la viga 0.8 Nm2

Densidad lineal de la viga 0.02 kg/m
Radio del pivote 1 m
Inercia rotacional del pivote 0.5 kgm2

Cuadro 5.1: Parámetros del sistema

θm1 = 0 rad θm2 = 1 rad
θs1(0) = 0.3 rad θs2(0) = 0.2 rad
θs3(0) = 0.2 rad θs4(0) = 0.4 rad
θs5(0) = 0.6 rad

Cuadro 5.2: Condiciones iniciales

Observe que los ángulos de actuación de los sistemas maestros se consideran fijos. Por
otro lado, en las Figuras 5.4 y 5.5 se aprecia como el ángulo de actuación de todas las
aeronaves de la familia esclava alcanza el de su correspondiente sistema maestro. Por
lo tanto, las familias maestra y esclava efectivamente estan en un estado de MSG.
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Figura 5.4: MSG de la aeronave maestra 1 y las aeronaves esclavas 1 y 2.
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Figura 5.5: MSG de la aeronave maestra 2 y las aeronaves esclavas 3,4 y 5.
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Caṕıtulo 6

Control dinámico distribuido
fraccional para sistemas PDE de
orden fraccional.

En este caṕıtulo se aborda el problema de sincronización para sistemas PDE de orden
fraccional. Es importante recalcar que la clase de sistemas PDE considerados en este
caṕıtulo son conmensurados y poseen un orden de derivación fraccional con respecto
al tiempo, no obstante, todas aquellas posibles derivadas parciales con respecto a las
coordenadas espaciales son de orden entero.

Para llevar a cabo la sincronización de esta clase de sistemas, se presentará un contro-
lador dinámico distribuido de orden fraccional. El análisis de estabilidad del sistema
en lazo cerrado se lleva a cabo haciendo uso del criterio de estabilidad establecido por
Matignon, un resultado ampliamente conocido para sistemas de orden fraccional.

6.1. Nociones adicionales de cálculo fraccional

En un caṕıtulo anterior se introdujeron algunas naciones básicas de cálculo fraccio-
nal. No obstante, para el diseño de un controlador dinámico distribuido de orden
fraccional, se presentan las siguientes definiciones adicionales.

Definición 6.1. [86] Una función real f(t), t > 0, se encuentra en el espacio Cµ,
µ ∈ R si existe un número real ρ > µ, tal que f(t) = tρf1(t), donde f1(t) ∈ C[0,∞),
y se dice que pertenece al espacio Cη

µ si y solo si f (η) ∈ Cµ, η ∈ N.

Definición 6.2. [81] La integral fraccional de Riemann–Liouville de orden α ≥ 0 de

101
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una función f ∈ Cµ, µ ≥ −1 se define como

Jαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ, α > 0, t > 0

J0f(t) = f(t). (6.1)

donde

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt.

es la función gama.

Una explicación detallada de la función gama, aśı como sus diferentes propiedades,
se puede hallar en [4]. A continuación, se introducen algunas propiedades útiles para
este trabajo de la integral fraccional de Riemann-Liouville.

Para f ∈ Cµ, µ ≥ −1, α, β ≥ 0 y γ > −1:

1a) JαJβf(t) = Jα+βf(t),

2a) JαJβf(t) = JβJαf(t),

3a) Jαtγ = Γ(γ+1)
Γ(α+γ+1)

tα+γ.

Estas propiedades y otras pueden ser encontradas en [81]. A continuación se presenta
la derivada fraccional de Caputo [17].

Definición 6.3. [81] La derivada fraccional de f(t) en el sentido de Caputo se define
como

Dα
Cf(t) = Jη−αDηf(t) =

1

Γ(η − α)

∫ t

0

(t− τ)η−α−1f (η)(τ)dτ, (6.2)

para η − 1 < α ≤ η, η ∈ N, t > 0, f ∈ Cη
−1. Donde f (η)(t) = dη

dtη
f(t).

Las siguientes, son algunas propiedades de la derivada fraccional de Caputo.

Si η − 1 < α ≤ η, η ∈ N y f ∈ Cη
µ, µ ≥ −1, entonces

1b) Dα
CJ

αf(t) = f(t),

2b) JαDα
Cf(t) = f(t)−

∑η−1
k=0 f

(k)(0+) t
k

k!
, t > 0,

3b) Dα
C (f(t) + g(t)) = Dα

Cf(t) +Dα
Cg(t),
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4b) Dα
C (f(t)g(t)) =

∑∞
k=0

(
α
k

) (
Dα−kf(t)

)
g(k)(t)−

∑η−1
k=0

tk−α

Γ(k+1−α)

[
(f(t)g(t))(k) (0)

]
,

5b) Dα
Ca = 0 para a constante.

De manera análoga a la Definición 6.3, es posible definir la derivada parcial de orden
fraccional en el sentido de Caputo, esto es:

Definición 6.4. [70] Sea ν(x, t) : R × [0,∞) → R una función causal del tiempo,
i.e., ν(x, t) = 0 para t < 0, y sea η el entero más próximo y mayor a α. La derivada
parcial de Caputo de orden α con respecto al tiempo de ν(x, t) está dada por

Dα
Ctν(x, t) =

∂αν(x, t)

∂tα

=


1

Γ(η−α)

∫ t
0
(t− τ)η−α−1 ∂

ην(x,τ)
∂τη

dτ,

si η − 1 < α < η,

∂ην(x,t)
∂tη

, si α = η ∈ N.

(6.3)

En las subsecuentes secciones, por simplicidad, la derivada parcial de Caputo de orden
fraccional con respecto al tiempo será llamada simplemente como derivada de Caputo.

6.2. Controlador dinámico distribuido fraccional

A continuación se presenta un controlador dinámico distribuido de orden fraccional
para resolver el problema de sincronización de sistemas PDE de orden fraccional.
El diseño del controlador dinámico parte de una forma canónica, la llamada Forma
Canónica de Observabilidad Generalizada Fraccional (FCOGF). Para la obtención de
la FCOGF, considere los siguientes aspectos.

Defina el operador secuencial:

D (rα)ν(x, t) = Dα
CtD

α
Ct . . . D

α
Ct︸ ︷︷ ︸

r-veces

ν(x, t), r ∈ N, (6.4)

i.e., la derivada de Caputo de orden α > 0 es aplicada sequencialmente r veces a
ν(x, t). Note que si r = 1 entonces D (α)ν(x, t) = Dα

Ctν(x, t) = ∂αν(x,t)
∂tα

.

De tal manera que un sistema PDE de orden fraccional puede ser expresado como:

D (α)V (x, t) = R[x]V (x, t) +Q(x, t, u), x ∈ [0, L],

y(x, t) = h(V, u), (6.5)

donde V (x, t) = [ν1(x, t), ν2(x, t), . . . , νn(x, t)]T es el vector de estados, y(x, t) ∈ Rp es
la salida del sistema y u(x, t) su señal de entrada. El operador R[x] es un operador
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diferencial de orden entero con respecto a x de dimensiones adecuadas. Las funciones
h(·) y Q(·) son continuas.

La solución del sistema (6.5) puede ser aproximada mediante el Método Iterativo
Variacional (MIV). De tal manera que la solución aproximada está dada por:

Vk+1(x, t) =Vk(x, t)− Jαt
[

D (α)Vk(x, t)−R[x]Vk(x, t)−Q(x, t, u)
]

(6.6)

donde Jαt es la integral de Riemann-Liouville de orden fraccional con respecto a t.
A su vez, la condición inicial V0(x, t) puede ser utilizada como primera aproximación
del método [21, 41].

Definición 6.5. [64] Una variable de estado νi(x, t) es fraccional algebraicamente
observable si es función de las primeras r1, r2 ∈ N derivadas fraccionales secuenciales
de la salida y y la entrada u, respectivamente, i.e.,

νi =φi
(
y,D (α)y,D (2α)y, . . . ,D (r1α)y, u,D (α)u,D (2α)u, . . . ,D (r2α)u

)
(6.7)

Sea n ≥ 0 el mı́nimo entero tal que D (nα)y es anaĺıticamente dependiente de{
y,D (α)y,D (2α)y, . . . ,D ([n−1]α)y

}
tal que se obtiene el siguiente sistema

H
(
y,D (α)y, . . . ,D ([n−1]α)y,D (nα)y, u,D (α)u, . . . ,D ([ϕ−1]α)u,D (ϕα)u

)
= 0,

(6.8)

El sistema (6.8) puede resolverse localmente como

D (nα)y = L
(
y,D (α)y, . . . ,D ([n−1]α)y, u,D (α)u, . . . ,D ([ϕ−1]α)u

)
+ D (ϕα)u, (6.9)

donde el entero ϕ ≥ 0. Ahora, considere el siguiente cambio de variable zi = D ([i−1]α)y,
1 ≤ i ≤ n, tal que se obtiene la siguiente representación del sistema

D (α)z1 = z2

D (α)z2 = z3

...

D (α)zn−1 = zn

D (α)zn = L
(
z1, z2, . . . , zn, u,D

(α)u, . . . ,D ([ϕ−1]α)u
)

+ D (ϕα)u

ȳ = z1. (6.10)

donde ȳ es la salida del sistema y Z = [z1, z2, . . . , zn]T es el nuevo vector de estado. La
representación anterior es la llamada Forma Canónica de Observabilidad Generalizada
Fraccional (FCOGF) y es el ingrediente clave para la construcción del controlador
dinámico distribuido fraccional.
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Ahora, considere dos sistemas PDE de orden fraccional. El llamado sistema maestro
está dado por:

D (α)V (x, t) = Rm[x]V (x, t) +Qm(x, t, um), x ∈ [0, L],

ym(x, t) = hm(V, um), (6.11)

donde V (x, t) ∈ Rnm . Por otro lado, el sistema esclavo es:

D (α)W (x, t) = Rs[x]W (x, t) +Qs(x, t, us), x ∈ [0, L],

ys(x, t) = hs(W,us), (6.12)

con W (x, t) ∈ Rns .

Definición 6.6. El sistema maestro (6.11) y el sistema esclavo (6.12) se dicen estar
en un estado de Sincronización Generalizada Fraccional (SGF) si existe un cambio
de variable que genere la transformación Hms : Rns → Rnm con Hms = Φ−1

s ◦ Φm,
una variedad algebraica M = {(W,V )|V = Hms(W )} y un conjunto compacto B ⊂
Rns × Rnm, con M ⊂ B, tal que todas las trayectorias de estado con condiciones
iniciales en B se aproximen a M conforme t→∞, i.e., si

ĺım
t→∞
‖Hms(W )− V ‖ = 0. (6.13)

Las transformaciones Φm : Rnm → Rn y Φs : Rns → Rn poseen un espacio de estados
común, i.e., Φm(V ) = Zm ∈ Rn y Φs(W ) = Zs ∈ Rn. Además, estas pueden ser
halladas mediante un cambio de variable, la cual puede definirse como:

z =
∑
i

aivi +
∑
j

bjuj, ai, bj ∈ R. (6.14)

Teorema 6.1. Sean los sistemas (6.11) y (6.12) transformables a una FCOGF. En-
tonces existe un controlador dinámico distribuido fraccional tal que

ĺım
t→∞
‖Zm − Zs‖ = 0, (6.15)

donde Zm = [zm1 , zm2 , . . . , zmn ]T y Zs = [zs1 , zs2 , . . . , zsn ]T son las trayectorias de
estado en las nuevas coordenadas de los sistemas maestro y esclavo, respectivamente.
Con zmi = D ([i−1]α)ym y zsi = D ([i−1]α)(ys + us), para 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. Sean los cambios de variable

zm1 = ym, (6.16)

y

zs1 = ys + us. (6.17)
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para los sistemas maestro y esclavo, respectivamente. Entonces, es posible generar las
siguientes transformaciones de coordenadas:

Φm =


zm1

D (α)zm1

D (2α)zm1

...
D ([n−1]α)zm1

 , Φs =


zs1

D (α)zs1
D (2α)zs1

...
D ([n−1]α)zs1

 ,

Aśı, la FCOGF del sistema maestro (6.11) es:

D (α)zmj = zmj+1
, 1 ≤ j ≤ n− 1,

D (α)zmn = Lm (zm1 , zm2 , . . . , zmn) , (6.18)

y la del sistema esclavo (6.12) es:

D (α)zsj = zsj+1
, 1 ≤ j ≤ n− 1,

D (α)zsn = Ls

(
zs1 , zs2 , . . . , zsn , us,D

(α)us, . . . ,D
([γ−1]α)us

)
+ D (γα)us (6.19)

Sea e = Zm−Zs el error de sincronización, y considere a su vez la siguiente notación
u1 = us, u2 = D (α)us, . . . , uγ = D ([γ−1]α)us. Entonces, a partir de (6.18) y (6.19) se
tiene

D (α)ej =ej+1, 1 ≤ j ≤ n− 1,

D (α)en =Lm (zm1 , zm2 , . . . , zmn)−Ls (zs1 , zs2 , . . . , zsn , u1, u2, . . . , uγ)−D (α)uγ

(6.20)

De tal manera que se propone el siguiente control dinámico distribuido de orden
fraccional para sincronizar los sistemas PDE fraccionales:

D (α)uj =uj+1, 1 ≤ j ≤ γ − 1,

D (α)uγ =Lm (zm1 , zm2 , . . . , zmn)−Ls (zs1 , zs2 , . . . , zsn , u1, u2, . . . , uγ) + κe

(6.21)

donde κ = [κ1, κ2, . . . , κn]T . Por lo tanto, la dinámica del error de sincronización está
dada por el siguiente sistema aumentado:

D (α)ej =ej+1, 1 ≤ j ≤ n− 1,

D (α)en =Lm (zm1 , zm2 , . . . , zmn)−Ls (zs1 , zs2 , . . . , zsn , u1, u2, . . . , uγ)−D (α)uγ,

D (α)uj =uj+1, 1 ≤ j ≤ γ − 1,

D (α)uγ =Lm (zm1 , zm2 , . . . , zmn)−Ls (zs1 , zs2 , . . . , zsn , u1, u2, . . . , uγ) + κe

(6.22)
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Aśı, el sistema en lazo cerrado está dado por el siguiente sistema PDE de orden
fraccional:

D (α)e = Ae, (6.23)

donde

A =



0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1
−κ1 −κ2 −κ3 . . . −κn−1 −κn


(6.24)

Para determinar la estabilidad del sistema anterior, considere el resultado de estabi-
lidad obtenido por Matignon [67], i.e., el sistema PDE de orden fraccional (6.23) es
asintóticamente estable si se satisface que:

|arg (spec(A)) | > απ

2

Note que el espectro de A, denotado por spec(A), es el conjunto finito

λ̄ = {λi | 1 ≤ i ≤ n}

donde λi es un eigenvalor de la matriz A. Por lo tanto, el sistema (6.23) será asintótica-
mente estable si las ganancias del controlador dinámico distribuido de orden fraccional
κi son tales que para todo λi se tiene

|arg (λi) | >
απ

2
.

6.3. Ejemplos de Sincronización Generalizada Frac-

cional

En esta sección, se ejemplifica la metodoloǵıa de diseño del controlador dinámico
distribuido fraccional presentado en la sección anterior. Se presentan además los re-
sultados numéricos obtenidos para validar su efectividad.
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6.3.1. SGF de dos sistemas Schnakenberg fraccionales

El sistema Schnakenberg es un sistema de reacción-difusión simple, ocasionalmente
descrito también como un modelo de substracción-reducción. Este sistema describe las
oscilaciones presentes en el fenómeno de glucólisis (conversión de glucosa en enerǵıa)
[87]. La versión fraccional de este modelo es la siguiente:

D (α)ν1(x, t) =
∂2ν1(x, t)

∂x2
+ am − ν1(x, t) + ν2

1(x, t)ν2(x, t),

D (α)ν2(x, t) =dm
∂2ν2(x, t)

∂x2
+ bm − ν2

1(x, t)ν2(x, t),

ym =ν1(x, t). (6.25)

Considere que el sistema (6.25) es el sistema maestro, por consiguiente, se considera
un segundo sistema de Schnakenberg como sistema esclavo, el cual es:

D (α)ω1(x, t) =
∂2ω1(x, t)

∂x2
+ as − ω1(x, t) + ω2

1(x, t)ω2(x, t),

D (α)ω2(x, t) =ds
∂2ω2(x, t)

∂x2
+ bs − ω2

1(x, t)ω2(x, t),

ys =ω1(x, t). (6.26)

donde ν1, ω1 son las concentraciones del activador y ν2, ω2 las del substrato de los
sistemas maestro y esclavo, respectivamente. Las constantes am, as y bm, bs son las
tasas de velocidad de la reacción y dm = dm1/dm2 , ds = ds1/ds2 son coeficientes de
difusión.

Ahora, sean zm1 = ym y zs1 = ys+u1 los cambios de variable para los sistemas maestro
y esclavo, respectivamente. Aśı, podemos generar las siguientes transformaciones:

Φm =

(
zm1

D (α)zm1

)
=

(
ym

D (α)ym

)
(6.27)

y

Φs =

(
zs1

D (α)zs1

)
=

(
ys + u1

D (α)ys + u2

)
. (6.28)

Tal que el sistema (6.25) puede expresarse como:

D (α)zm1 = zm2

D (α)zm2 = Lm1 + Lm2 + Lm3 = Lm (zm1 , zm2) , (6.29)
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donde

Lm1 =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α
∂3ν1(x, t)

∂x2∂τ
dτ,

Lm2 = ν1(x, t)− ν2
1(x, t)ν2(x, t)− ∂2ν1(x, t)

∂x2
− am,

Lm3 =
∞∑
k=0

(
α

k

)
(Dα−kν2

1)ν
(k)
2 −

t−1/2

Γ(1/2)
(ν2

1ν2)(x, 0).

Por otro lado, la FCOGF del sistema esclavo (6.26) es:

D (α)zs1 = zs2

D (α)zs2 = Ls1 + Ls2 + Ls3 + D (α)u2 = Ls (zs1 , zs2 , u1, u2) + D (α)u2, (6.30)

donde

Ls1 =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− τ)−α
∂3ω1(x, t)

∂x2∂τ
dτ,

Ls2 = ω1(x, t)− ω2
1(x, t)ω2(x, t)− ∂2ω1(x, t)

∂x2
− as,

Ls3 =
∞∑
k=0

(
α

k

)
(Dα−kω2

1)ω
(k)
2 −

t−1/2

Γ(1/2)
(ω2

1ω2)(x, 0).

Por lo tanto, se tiene que

D (α)e1 =e2

D (α)e2 =Lm (zm1 , zm2)−Ls (zs1 , zs2 , u1, u2)−D (α)u2

D (α)u1 =u2

D (α)u2 =Lm (zm1 , zm2)−Ls (zs1 , zs2 , u1, u2) + κe, (6.31)

con κ = [κ1, κ2]T . De tal manera que el sistema en lazo cerrado es:

D (α)e = Ae, (6.32)

donde

A =

[
0 1
−κ1 −κ2

]
(6.33)

Por lo tanto, el sistema es asintóticamente estable si las ganancias κ1 y κ2 son tales
que ∣∣∣∣arg(−1

2

(
κ2 ±

√
κ2

2 − 4κ1

))∣∣∣∣ > απ

2
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Para la simulación numérica de este ejemplo, se discretiza el espacio coordenado tal
y como se hizo para los ejemplos de caṕıtulos anteriores. Además, considere κ1 = 70
y κ2 = 50, junto con los parámetros am = 0.1, bm = 0.9, dm = 0.25, as = 0.3, bs = 0.5
y ds = 0.15. Por otro lado, las condiciones iniciales son

ν1(x, 0) = sin(x), ν2(x, 0) = cos(x).

ω1(x, 0) = e1/x, ω2(x, 0) = sin(x) + cos(x).

Aśı, utilizando el MIV, se tiene que la solución aproximada del sistema está dada por

ν1k+1
(x, t) =ν1k(x, t)− Jαt

[
D (α)ν1k(x, t)−

∂2ν1k(x, t)

∂x2

−am + ν1k(x, t)− ν2
1k

(x, t)ν2k(x, t)
]
,

ν2k+1
(x, t) =ν2k(x, t)− Jαt

[
D (α)ν2k(x, t)− dm

∂2ν2k(x, t)

∂x2

−bm + ν2
1k

(x, t)ν2k(x, t)
]
,

donde ν10(x, t) = sin(x) y ν20(x, t) = cos(x), aśı como

ω1k+1
(x, t) =ω1k(x, t)− Jαt

[
D (α)ω1k(x, t)−

∂2ω1k(x, t)

∂x2

−as + ω1k(x, t)− ω2
1k

(x, t)ω2k(x, t)
]
,

ω2k+1
(x, t) =ω2k(x, t)− Jαt

[
D (α)ω2k(x, t)− ds

∂2ω2k(x, t)

∂x2

−bs + ω2
1k

(x, t)ω2k(x, t)
]
,

Recordando que se utilizan las condiciones iniciales como primera aproximación, i.e.,
ω10(x, t) = e1/x y ω20(x, t) = sin(x) + cos(x). Estas iteraciones pueden ser fácilmen-
te calculadas haciendo uso de un software de cálculo simbólico. Por otro lado, se
considera que el orden fraccional del sistema es α = 1/2.

En las Figuras 6.1 y 6.2 es posible observar el comportamiento de ambos sistemas
Schnakenberg cuando el controlador dinámico distribuido fraccional no es implemen-
tado. Por otro lado observe como en las Figuras 6.3 y 6.4 el comportamiento de dichos
sistemas, en las coordenadas transformadas, es idéntico debido al uso del controlador,
i.e., estos sistemas están en un estado de SGF. La Figura 6.5 apoya esta afirmación,
pues en ella es claro que el error de sincronización para ambas concentraciónes tiende
a cero a lo largo de todo el espacio coordenado discretizado. Finalmente, en la Figura
6.6 se observan las señales de control.

6.3.2. SFG para difusión anómala

La transferencia de calor y humedad en un medio poroso, tal como el concreto, es
un fenómeno del tipo anómalo. Esto es, las particulas fluyen más lento de lo normal
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de una región de alta concentración a otra de baja. Este tipo de comportamiento
no puede ser descrito por modelos tradicionales, es decir, de orden entero. Por el
contrario, se ha hallado que los modelos fraccionales se ajustan mucho mejor a los
resultados experimentales [101, 20]. Aśı, considere ahora un sistema de advección-
difusión dado por el siguiente par de ecuaciones diferenciales parciales fraccionales
acopladas:

D (α)ν1(x, t) =− a11
∂ν1(x, t)

∂x
+ d11

∂2ν1(x, t)

∂x2
,

D (α)ν2(x, t) =− a22
∂ν2(x, t)

∂x
+ d22

∂2ν2(x, t)

∂x2
− a21

∂ν1(x, t)

∂x
+ d21

∂2ν1(x, t)

∂x2
,

y = ν1(x, t).

(6.34)

donde ν1(x, t) = P/P 0 y ν2(x, t) = T/T 0. Las variable P y T son las presiones
de vapor y la temperatura, respectivamente. Las constantes P 0 y T 0 son variables
ambientales de referencia. Las constantes a11, a22, a21, d11,d22 y d21 son parámetros
adimensionales que describen las propiedades del material (para más detalles se puede
consultar [13]).

Ahora, considere un problema de sincronización donde el sistema maestro es sustituido
por un perfil de humedad predefinido. Considere el siguiente perfil de humedad r(x) =
x3/3+0.1, mismo que corresponde con un perfil seco (sin transferencia de calor). Aśı,
el sistema esclavo es dado por (6.34) y para el cual se elige z1 = y + u1, tal que se
obtiene la siguiente transformación de coordenadas:

φ =

(
z1

D (α)z1

)
=

(
y + u1

D (α)y + u2

)
(6.35)

Por lo tanto, el sistema (6.34) se puede expresar como

D (α)z1 = z2,

D (α)z2 = L (z1 + z2) + D (α)u2, (6.36)

donde L (z1, z2) = D (2α)z1. Luego, dado que el error de sincronización es en este caso
e = r − z, se tiene que

D (α)e1 =e2,

D (α)e2 =D (α)r −L (z1, z2)−D (α)u2 (6.37)

De tal forma que se propone D (α)u2 = D(α)r −L (z1, z2) + κe, donde κ = [κ1, κ2]T .
Aśı, el control dinámico distribuido de orden fraccional está dado por la siguiente
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expresión

D (α)e1 =e2,

D (α)e2 =D (α)r −L (z1, z2)−D (α)u2,

D (α)u1 =u2,

D (α)u2 =D (α)r −L (z1, z2) + κe (6.38)

el cual conduce al siguiente sistema en lazo cerrado

D (α)e = Ae, (6.39)

con

A =

[
0 1
−κ1 −κ2

]
(6.40)

Por tanto, el sistema es asintóticamente estable si κ1 y κ2 son tales que∣∣∣∣arg(−1

2

(
κ2 ±

√
κ2

2 − 4κ1

))∣∣∣∣ > απ

2

A continuación, sean a11 = 0.02, a22 = 0.03, a21 = 0.01, d11 = 0.09,d22 = 0.07 y
d21 = 0.03. Además, considere las condiciones iniciales ν1(x, 0) = ν2(x, 0) = 0. De
tal manera que en la Figura 6.7 se observa el comportamiento del sistema cuando el
control dinámico distribuido fraccional no actúa sobre este, mientras que en la Figura
6.8 se aprecia como con acción del controlador la referencia es seguida.

Note como con este ejemplo, aśı como el de MSG de aeronaves flexibles del caṕıtulo
anterior, se demuestra que el problema de SG efectivamente puede reducirse a un
problema de seguimiento de trayectoria.
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Figura 6.1: (a) Concentración de activador y (b) concentración de substrato del sis-
tema Schnakenberg maestro.
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Figura 6.2: (a) Concentración de activador y (b) concentración de substrato del sis-
tema Schnakenberg esclavo.
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Figura 6.3: SGF de los sistemas Schnakenberg. Concentraciones de activador de los
sistemas (a) maestro y (b) esclavo.
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Figura 6.4: SGF de los sistemas Schnakenberg. Concentraciones de substrato de los
sistemas (a) maestro y (b) esclavo.
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Figura 6.5: SGF de los sistemas Schnakenberg: Error de sincronización.
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Figura 6.6: SGF de los sistemas Schnakenberg: señales del control dinámico distribui-
do fraccional.
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Figura 6.7: (a) Transferencia de humedad y (b) transferencia de calor sin acción del
control dinámico distribuido fraccional.



120 CAPÍTULO 6. CONTROL DINAMICO DISTRIBUIDO FRACCIONAL ...

0

3

0.2

0.42

0.4

0.6

0.21

0 0

(a)

-1

3

0

0.42

1

2

0.21

0 0

(b)

Figura 6.8: (a) Transferencia de humedad y (b) transferencia de calor con acción del
control dinámico distribuido fraccional.



Caṕıtulo 7

Observador de Punto Fijo para
sistemas discretos

Si bien, en este trabajo de tesis se ha trabajado con sistemas distribuidos sin recurrir a
ninguna aproximación, es una realidad que una práctica muy común es la utilización
de técnicas de discretización en este tipo de sistemas. Por lo tanto, inspirados por
una posible futura aplicación, en este caṕıtulo se presenta un observador basado en
el teorema de punto fijo para sistemas en tiempo discreto.

Como se ha mencionado, la idea fundamental de un observador es estimar las variables
de estado desconocidas a partir de las mediciones disponibles. No obstante, en la
práctica, dichas mediciones son en tiempo discreto. Por tal motivo, es común hallar
observadores diseñados para sistemas en tiempo discreto, tales como observadores de
Luenberger [15, 38] u observadores de modos deslizantes en tiempo discreto [24, 105].

Como sabemos, el tipo de observadores mencionados anteriormente, constan de una
copia exacta del sistema. Por otro lado, una idea interesante es tratar el problema
de estimación para sistemas en tiempo discreto como un conjunto de problemas de
inversión consecutivos, esto es, considerar un sistema de ecuaciones para cada instan-
te de tiempo y resolver progresivamente los mismos. En particular, Grizzle y Moraal
[37] propusieron hacer uso del método iterativo de Newton y llamaron a este algo-
ritmo como Observador de Newton. La idea de este observador es, partiendo de una
aproximación inicial, iterar lo suficiente hasta hallar la solución del sistema en el ins-
tante espećıfico dado. Posteriormente, la solución hallada es utilizada como primera
aproximación del próximo problema de inversión [72, 37].

En este apéndice, se incluye un observador para sistemas en tiempo discreto. El
mismo está inspirado en el observador de Newton y es nombrado como Observador
de Punto Fijo. La idea principal del observador propuesto es prescindir del Jacobiano
y la matriz inversa del sistema, mismos que son constantemente calculados en el
observador de Newton. En otras palabras, el observador de Punto Fijo busca ser

121
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más eficiente computacionalmente. Por otro lado, dada que el método de Punto Fijo
requiere más iteraciones para converger a la solución, se implementa un esquema de
convergencia acelerada basado en el método de Aitken.

7.1. Preliminares para el observador de Punto Fijo

Como se ha mencionado, las mediciones realizadas durante un experimento son dis-
cretas, y para diseñar un observador de estados, es necesario disponer de un modelo
exacto del sistema en tiempo discreto. No obstante, en la gran mayoŕıa de ocasiones,
solo se dispone de un modelo continuo. Una opción es hacer uso de un método de
discretización para obtener un modelo aproximado [3, 71, 58]. Una vez que se dispone
de un modelo en tiempo discreto, es posible hallar una secuencia finita de la salida
del sistema, a partir de la cual se construye el observador presentado en este apéndice.

7.1.1. Una secuencia finita de la salida

Considere el siguiente sistema no lineal en tiempo continuo

ẋ = F(x),

y = h(x) (7.1)

donde x ∈ Rn ,y ∈ Rp y h es una función anaĺıtica. Por simplicidad, a partir de ahora
asuma que p = 1. Además, considere un tiempo de muestreo T > 0 y sea f(t, x0)
solución del sistema (7.1) con condición inicial x0. Entonces, el sistema T -muestreado
de (7.1) esta dado por

xk+1 = f(T, xk),

yk = h(xk) (7.2)

donde xk = (x1,k, x2,k, . . . , xn,k)
T es el vector de estados en tiempo discreto en el

instante k y yk es la salida del sistema correspondiente.

Ahora, sea δ un operador de retraso tal que δϕk = ϕk−1, y sea δ−1 el operador de ade-
lanto correspondiente. Por lo tanto δ−µϕk = ϕk+µ y de manera similar δµϕk = ϕk−µ
para cualquier µ > 0. La expresión δ̂µϕk define la colección δ̂µϕk = {δϕk, . . . , δµϕk}.
Por otro lado, δ̂−µϕk denota la colección δ̂−µϕk = {ϕk, δ−1ϕk, . . . , δ

−µϕk}. Evidente-
mente, δ0 = δ̂0 = 1 y δ̂1 = δ.

Note que el sistema (7.2) es equivalente a xk = δf(xk) = f(δxk) = f(xk−1) y δxk+1 =
xk = f(xk−1). Adicionalmente, xk−1 = f(xk−2) = f(δxk−1) = f(δ2xk) y de la misma
manera, xk = f(f(δ2xk)). De tal manera que la expresión fµ(δµxk) para µ > 0 es
inmediata a partir de la recursión

f i(δixk) = f(f i−1(δixk))

f 1(δxk) = f(δxk)
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para algún i ∈ N. Note que los operadores δ y δ̂ satisfacen la siguiente relación:

δiδ̂−iϕk =
{
ϕk, δ̂

iϕk

}
ya que δi {ϕk, δ−1ϕk, . . . , δ

−iϕk} = {δiϕk, δi−1ϕk, . . . , δϕk, ϕk}.
Entonces, la evolución del vector de estados puede ser expresada como la siguiente
secuencia

xk+1 = δ−1xk = f(xk),

xk+2 = δ−2xk = f(f(xk)),

...

xk+i = δ−ixk = f(f i−1(xk)) (7.3)

más aún, considerando (7.3) en forma iterativa, se tiene que

xk = δf(xk) = f(δxk),

xk = f(δ(f(δxk))) = f(f(δ2xk)),

...

xk = f(f i−1(δixk)) (7.4)

De manera similar, es posible definir la siguiente secuencia finita de la señal de salida

yk = h(xk) = h(f 0(xk)),

yk+1 = δ−1(h(xk)) = h(f(xk)),

yk+2 = δ−1h(f(xk)) = h(f 2(xk)),

...

yk+i = h(f i(xk)) (7.5)

la cual puede expresarse como

Y[k,k+i] =


yk
yk+1

...
yk+i

 =


h(xk)

h(f(xk))
...

h(f i(xk))

 = H(xk) (7.6)

La expresión (7.6) es clave para el posterior diseño del observador de Punto Fijo.

7.1.2. Problema de iteración de punto fijo

En análisis numérico, las ráıces de un sistema de ecuaciones no lineales pueden ser
aproximadas a través de un algoritmo iterativo, tal como el método de Newton, el de
Whittaker, el de Halley, etc. No obstante, estos algoritmos son computacionalmente
costosos, pues involucran derivadas y matrices inversas.
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Una alternativa es el método de iteración de punto fijo o de aproximaciones sucesivas.
En pocas palabras, este método consiste en expresar un sistema de ecuaciones no
lineales F (x) = 0 como x = G(x), e.g., con G(x) = x + aF (x). Posteriormente, se
define un método iterativo tal que x(l+1) = G(x(l)), donde l ∈ N y x(i) es la i-ésima
aproximación o iteración de x.

El proceso de iteración mencionado se repite para l ≥ 0 hasta hallar un valor p que
satisface G(p) = p, es decir, un punto fijo. De tal manera que la solución del sistema
de ecuaciones no lineales es p, i.e., F (p) = 0.

Definición 7.1. [16] Una función G(x) de D ⊂ Rn en Rn tiene un punto fijo en
p ∈ D si G(p) = p.

Teorema 7.1. [16] Sea

D =
{
x = (x1, x2, . . . , xn)T |ai ≤ xi ≤ bi, ∀i = 1, 2, . . . , n

}
para algún conjunto de constantes a1, a2, . . . , an y b1, b2, . . . , bn. Suponga que G es una
función continua de D ⊂ Rn en Rn tal que G(x) ∈ D para cualquier x ∈ D. Entonces,
G tiene un punto fijo en D. Suponga además que G tiene derivadas parciales continuas
y que existe una constante |K| < 1 tal que∣∣∣∣∂gi(x)

∂xj

∣∣∣∣ ≤ K, ∀x ∈ D,

para cualquier j = 1, 2, . . . , n y toda función gi, componente de G. Entones, la se-
quencia

{
x(l)
}∞
l=0

, con condición inicial arbitraria x(0) ∈ D, y generada por

x(l+1) = G
(
x(l)
)
, l ∈ N,

converge a un único punto fijo p ∈ D y

∥∥x(l) − p
∥∥ ≤ K l

1−K
∥∥x(1) − x(0)

∥∥
�

Note que la condición que deben satisfacer las derivadas parciales, implica que G es
una contracción en D. Esta es una consecuencia inmediata del teorema de valor medio
y mayores detalles pueden hallarse en [77].

Definición 7.2. [78] La secuencia
{
x(l)
}∞
l=0

se dice converger linealmente a p a una
razón de ρ ∈ (0, 1) si existe una constante c > 0 tal que∥∥x(l) − p

∥∥ ≤ cρl, ∀l ∈ N (7.7)
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7.2. Diseño del Observador de Punto Fijo

Suponga que el vector de estados xk del sistema (7.2) es parcialmente conocido para
cada instante k. Para conocer por completo el vector de estados, se propone el ob-
servador de Punto Fijo. Por lo tanto, considere la representación (7.6) de la señal de
salida, aśı como las siguientes suposiciones:

A1. El sistema T-muestreado (7.2) es observable para las condiciones de muestreo
de la salida y obedece el Teorema en [2], i.e., existe T0 > 0 tal que el sistema es
observable para todo T ≤ T0.

A2. Las n−1 mediciones previas al instante k son almacenadas, i.e., yk−n+1, yk−n+2,
. . . , yk−1 están disponibles.

Ahora, sea Y[k−n+1,k] el vector de n mediciones consecutivas desde el instante k −
n + 1 al instante k, i.e., Y[k−n+1,k] = [yk−n+1, yk−n+2, . . . , yk]

T . Aśı, considerando la
representación (7.6) es posible obtener lo siguiente

Y[k−n+1,k] =


yk−n+1

yk−n+2
...
yk

 =


h(xk−n+1)

h(f(xk−n+1))
...

h(fn−1(xk−n+1))

 = H(xk−n+1) (7.8)

A partir de la expresión anterior, se tiene el siguiente problema de búsqueda de ráıces

F (xk−n+1) = Y[k−n+1,k] −H(xk−n+1) = 0 (7.9)

Por lo tanto, para resolver dicho problema, exprese (7.9) como

Y[k−n+1,k] −H(xk−n+1) + xk−n+1 − xk−n+1 = 0 (7.10)

tal que

xk−n+1 = xk−n+1 + Y[k−n+1,k] −H(xk−n+1) = G(xk−n+1) (7.11)

De momento, suponga que (7.11) tiene solución x∗k−n+1 ∈ D. Por lo tanto, dada una

condición o aproximación inicial x
(0)
k−n+1 ∈ D, todas las posteriores aproximaciones

iteradas x
(l)
k−n+1 ∈ D y a su vez convergen al punto fijo x∗k−n+1 (Theorem 7.1), i.e.,

x∗k−n+1 = ĺım
l→∞

x
(l+1)
k−n+1 = ĺım

l→∞
G(x

(l)
k−n+1) = G

(
ĺım
l→∞

x
(l)
k−n+1

)
= G(x∗k−n+1) (7.12)

donde los valores iterados x
(l)
k−n+1 son generados por el siguiente método iterativo

x
(l+1)
k−n+1 = x

(l)
k−n+1 + Y[k−n+1,k] −H(x

(l)
k−n+1), l ∈ N (7.13)
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Bajo la serie de suposiciones anteriores, note que cada valor en la secuencia
{
x

(l)
k−n+1

}∞
l=0

,

incluyendo x∗k−n+1, es una aproximación de la solución del problema (7.9). En otras
palabras, estos valores son en realidad estimaciones del vector de estados real xk−n+1.

Para estar en concordancia con la notación utilizada en teoŕıa de control, denote el
método iterativo como (7.13) como

x̂
(l+1)
k−n+1 = x̂

(l)
k−n+1 + Y[k−n+1,k] −H(x̂

(l)
k−n+1), l ∈ N (7.14)

y el punto fijo como x̂∗k−n+1.

Por otro lado, dado que x̂∗k−n+1 corresponde con la estimación en el instante k−n+1,
para obtener la estimación del instante k, es necesario propagar la solución de método
iterativo n− 1 pasos hacia delante, i.e.,

x̂k = fn−1
(
x̂∗k−n+1

)
(7.15)

Note que el problema de búsqueda de ráıces (7.9) debe resolverse para cada instante.
Por lo tanto, se tiene que el observador de Punto Fijo descompone el problema de
estimación en un conjunto de problemas de punto fijo consecutivos, i.e., un problema
para cada instante de tiempo. Aśı, se establece el siguiente teorema.

Teorema 7.2. Si el método iterativo (7.14) satisface las condiciones del Teorema 7.1,

entonces, para cualquier instante k, la secuencia
{
x̂

(l)
k−n+1

}∞
l=0

converge a x̂∗k−n+1,

solución del problema de búsqueda de ráıces (7.9). En otras palabras, la expresión
(7.14) es un observador de estados de Punto Fijo para el sistema no lineal en tiempo
discreto (7.2).

Demostración. Considere un instante de tiempo en espećıfico k. Entonces, dado que
h es anaĺıtica, la función G(x̂k−n+1) = x̂k−n+1 + Y[k−n+1,k] − H(x̂k−n+1) es continua.
Por otro lado, de acuerdo al Teorema 7.1 se tiene que G(x̂k−n+1) ∈ D para toda
x̂k−n+1 ∈ D. Más aún, G es una contracción tal que

‖G(x̂
(i)
k−n+1)−G(x̂

(j)
k−n+1)‖ ≤ K‖x̂(i)

k−n+1 − x̂
(j)
k−n+1‖,

∀x̂ik−n+1, x̂
(j)
k−n+1 ∈ D, i 6= j (7.16)

con |K| < 1. Por lo tanto, se tiene

‖x̂(l+1)
k−n+1 − x̂

(l)
k−n+1‖ =‖G(x̂

(l)
k−n+1)−G(x̂

(l−1)
k−n+1)‖

≤ K‖x̂(l)
k−n+1 − x̂

(l−1)
k−n+1‖ (7.17)

Aśı, por inducción

‖x̂(l+c)
k−n+1 − x̂

(l+c−1)
k−n+1 ‖ ≤ K‖x̂(l+c−1)

k−n+1 − x̂
(l+c−2)
k−n+1 ‖ ≤ · · · ≤ Kc‖x̂(l)

k−n+1 − x̂
(l−1)
k−n+1‖ (7.18)
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para toda c ≥ 1 y l ≥ 0. Posteriormente,

c∑
i=1

‖x̂(l+i)
k−n+1 − x̂

(l+i−1)
k−n+1 ‖ ≤

(
Kc +Kc−1 + · · ·+K

)
‖x̂(l)

k−n+1 − x̂
(l−1)
k−n+1‖ (7.19)

tal que

‖x̂(l+c)
k−n+1 − x̂

(l)
k−n+1‖ ≤

(
Kc +Kc−1 + · · ·+K

)
K l−1‖x̂(1)

k−n+1 − x̂
(0)
k−n+1‖ (7.20)

De tal manera que se prueba que
{
x̂

(l)
k−n+1

}∞
l=0

es una secuencia de Cauchy y por lo

tanto, tiene un ĺımite, tal que ĺıml→∞G(x̂
(l)
k−n+1) = G(x̂∗k−n+1) = x̂∗k−n+1. Entonces, si

c→∞, se tiene

‖x̂(l)
k−n+1 − x̂

∗
k−n+1‖ ≤

K l

1−K
‖x̂(1)

k−n+1 − x̂
(0)
k−n+1‖ (7.21)

Si l→∞, entonces Kl

1−K → 0, y por lo tanto, la secuencia converge a un punto fijo. Más

aún, es posible probar que x̂∗k−n+1 es único. Para ello, suponga que x̂
(l)
k−n+1 → x̂∗k−n+1

y x̂
(l)
k−n+1 → ẑ∗k−n+1 conforme l→∞. De tal manera que

‖x̂∗k−n+1 − ẑ∗k−n+1‖ =‖x̂∗k−n+1 − x̂
(l)
k−n+1 + x̂

(l)
k−n+1 − ẑ

∗
k−n+1‖

≤ ‖x̂∗k−n+1 − x̂
(l)
k−n+1‖+ ‖x̂(l)

k−n+1 − ẑ
∗
k−n+1‖ → 0 (7.22)

tal que x̂∗k−n+1 = ẑ∗k−n+1, i.e., el punto fijo es único

Note que la función G es una contracción si x̂
(0)
k−n+1 está lo suficientemente cerca del

punto fijo x̂∗k−n+1, y en general, si∣∣∣∣∂gi(x̂k−n+1)

∂x̂k,j

∣∣∣∣ ≤ K, j = 1, 2, . . . , n (7.23)

Por otro lado, resuelto el problema de búsqueda de ráıces en el instante dado, es posi-
ble utilizar como aproximación inicial para el instante siguiente a x̂

(0)
k−n+2 = x̂∗k−n+1. La

lógica detrás de esta elección se basa en que x̂∗k−n+1 y la solución del siguiente conjun-
to de ecuaciones x̂k−n+2 pertenecen a la trayectoria de estado del sistema en tiempo
discreto (7.2), y por lo tanto, es razonable pensar que x̂k−n+1 está lo suficientemente
cerca para que G sea una contracción.

En una sección posterior, por simplicidad se denotará x̂
(i)
k−n+1 como ω

(i)
k y Y[k−n+1,k]

simplemente como Yk, tal que la expresión (7.14) es:

ω
(l+1)
k = ω

(l)
k + Yk −H(ω

(l)
k ), l ∈ N (7.24)

donde ω
(i)
k =

(
w

(i)
1,k,w

(i)
2,k, . . . ,w

(i)
n,k

)T
. Esta decisión se realiza para evitar confusión

durante la simulación numérica.
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7.2.1. Esquema de convergencia acelerada por método de ∆2-
Aitken

Si bien la principal ventaja del método de iteración de punto fijo es un menor costo
computacional, un inconveniente es su baja velocidad de convergencia. A diferencia
del método de Newton (con convergencia de tipo cuadrática), el método de punto
fijo presenta una convergencia lineal. Por lo tanto, para acelerar su convergencia, se
propone utilizar el método ∆2-Aitken.

Considere el siguiente método iterativo

x(l+1) = G
(
x(l)
)
, l ∈ N (7.25)

Suponga que (7.25) genera una secuencia convergente
{
x(l)
}∞
l=0

y que la función de
iteración G satisface las condiciones del Teorema 7.1. Entonces, defina el error de
convergencia como

e(l) = x(l) − p (7.26)

donde p es un punto fijo. Asuma que el método iterativo converge geométricamente,
i.e.,

e(l+1) = Ke(l), |K| < 1 (7.27)

tal que

e(l+2)

e(l+1)
=
e(l+1)

el
(7.28)

entonces, se tiene

x(l+2) − p
x(l+1) − p

=
x(l+1) − p
x(l) − p

(7.29)

y expandiendo términos, se obtiene que(
x(l+2) − p

) (
x(l) − p

)
=
(
x(l+1) − p

)2

x(l+2)x(l) − px(l+2) − px(l) + p2 =
(
x(l+1)

)2 − 2px(l+1) + p2

2x(l+1)p− x(l+2)p− x(l)p =
(
x(l+1)

)2 − x(l+2)x(l)

p
(
2x(l+1) − x(l+2) − x(l)

)
=
(
x(l+1)

)2 − x(l+2)x(l)

esto es

p =
x(l+2)x(l) −

(
x(l+1)

)2

x(l+2) − 2x(l+1) + x(l)
(7.30)
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o equivalentemente

p = x(l) −
(
x(l+1) − x(l)

)2

x(l+2) − 2x(l+1) + x(l)
(7.31)

Observe que con convergencia geométrica, el valor de p puede obtenerse con solo tres
valores consecutivos de la secuencia

{
x(l)
}∞
l=0

. Sin embargo, muchos métodos, incluido
el de punto fijo, presentan una convergencia de tipo lineal. Por lo tanto, considere el
siguiente tipo de convergencia

e(l+1) = K̄e(l), K̄ = K + δ̄(l), l ∈ N (7.32)

Claramente, la secuencia
{
e(l)
}∞
l=0

converge linealmente a cero si y solo si |K̄| < 1.

Por lo tanto, la secuencia δ̄(l) debe ser tal que tienda a cero conforme l→∞. Ya que
0 < 1−K < 1, existe δ̄(l) tal que

0 ≤ δ̄(l) < 1−K < 1, ∀l ∈ N (7.33)

Lo anterior debido a la propiedad Arquimediana. Aśı, sea δ̄(l) tal que

δ̄(l) =
1−K
c̄l

, l ∈ N (7.34)

con constante c̄ > 1. Evidentemente, δ̄(l) → 0 conforme l → ∞. Por otro lado, de
acuerdo a la Definición 7.2, se tiene que x(l) converge al punto fijo p (o e(l) a cero) si∥∥x(l) − p

∥∥ =
∥∥e(l)

∥∥ ≤ cρl, ∀l ∈ N (7.35)

con c > 0 y 0 < ρ < 1. Sea ρ = 1−K, tal que∥∥e(l)
∥∥ ≤ c (1−K)l (7.36)

o equivalentemente ∥∥K̄e(l)
∥∥ ≤ c (1−K)l+1 (7.37)

i.e., ∥∥∥∥(K +
1−K
c̄l

)
e(l)

∥∥∥∥ ≤ c (1−K)l+1 (7.38)

Por simplicidad, sea c̄ = c, tal que∥∥∥∥(K +
1−K
cl

)
e(l)

∥∥∥∥ ≤ c (1−K)l+1 = ε(l) (7.39)

Entonces, la secuencia ε(l) es suficientemente grande para toda l ∈ N, si c >> 1. Por
lo tanto, se tiene que la convergencia lineal se satisface si |K| >> δ̄(l).
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�

Note que, debido a que δ̄(l) converge a cero, para algún l1 > l ∈ N suficientemente
grande se tiene que K̄ = K. Por lo tanto, la expresión (7.28) es válida y la prueba del
esquema de convergencia puede continuar de la misma manera.

Ahora, se espera que las cantidades

z(l) = x(l) −
(
x(l+1) − x(l)

)2

x(l+2) − 2x(l+1) + x(l)
(7.40)

estén más cerca de p que x(l). La expresión (7.40) puede simplificarse con ayuda del
siguiente operador

∆x(l) = x(l+1) − x(l), l ∈ N (7.41)

tal que

∆2x(l) =∆(∆x(l))

=∆(x(l+1) − x(l))

=∆x(l+1) −∆x(l)

=
(
x(l+2) − x(l+1)

)
−
(
x(l+1) − x(l)

)
=x(l+2) − 2x(l+1) + x(l)

Por lo tanto, la expresión (7.40) es equivalente a

z(l) = x(l) −
(
∆x(l)

)2

∆2x(l)
, l ∈ N (7.42)

La expresión anterior es conocida como el método de ∆2-Aitken, y la aplicación del
mismo es ilustrada en la Figura 7.1. Ahora, considere las siguientes suposiciones:{

x(l)
}∞
l=0

es una secuencia que converge a p{
z(l)
}∞
l=0

es la secuencia generada por el método iterativo (7.42)

Defina las siguientes variables

e(l) = x(l) − p (7.43)

y

τ (l) = z(l) − p (7.44)

Mas aún, suponga que

e(l+1) = K̄e(l) = (K + δ̄(l))e(l) 6= 0, ∀l ∈ N (7.45)
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Figura 7.1: Procedimiento del método de ∆2-Aitken: la secuencia
{
x(l)
}∞
l=0

es utilizada

para obtener una segunda secuencia
{
z(l)
}∞
l=0

, tal que la velocidad de convergencia
incremente.
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donde |K̄| < 1 y δ̄(l) → 0 conforme l→∞.

Entonces, el siguiente resultado asegura que el método de ∆2-Aitken incrementa la
velocidad de convergencia del tipo lineal del método iterativo.

Teorema 7.3. La secuencia
{
z(l)
}∞
l=0

converge más rápido que la secuencia
{
x(l)
}∞
l=0

,
en el sentido

τ (l)

e(l)
=
z(l) − p
x(l) − p

→ 0 as l→∞ (7.46)

Demostración. A partir de (7.43) y (7.44), se tiene que

x(l) = e(l) + p (7.47)

y

z(l) = τ (l) + p = x(l) −
(
δ̄(l)x(l)

)2

∆2x(l)
(7.48)

= x(l) −
(
x(l+1) − x(l)

)2

x(l+2) − 2x(l+1) + x(l)
(7.49)

Entonces, substituyendo (7.47) en (7.48) se obtiene

z(l) = e(l) + p−
(
e(l+1) − e(l)

)2

e(l+2) − 2e(l+1) + e(l)
(7.50)

tal que

τ (l) = e(l) −
(
e(l+1) − e(l)

)2

e(l+2) − 2e(l+1) + e(l)
(7.51)

Por otro lado

e(l+1) − e(l) = (K + δ̄(l))e(l) − e(l) =
[
(K− 1) + δ̄(l)

]
e(l) (7.52)

por lo tanto, se tiene

e(l+2) − 2e(l+1) + e(l) = (K + δ̄(l+1))e(l+1) − 2(K + δ̄(l))e(l) + e(l) (7.53)

Entonces, dado que e(l+1) = (K + δ̄(l))e(l), se tiene que

e(l+2) − 2e(l+1) + e(l) =
(
K + δ̄(l+1)

) (
K + δ̄(l)

)
e(l) − 2

(
K + δ̄(l)

)
e(l) + e(l)

=
[
K2 + δ̄(l)K + δ̄(l+1)K + δ̄(l+1)δ̄(l) − 2K− 2δ̄(l) + 1

]
e(l)

=
[
(K− 1)2 + K(δ̄(l) + δ̄(l+1)) + δ̄(l+1)δ̄(l) − 2δ̄(l)

]
e(l)

=
[
(K− 1)2 + λ(l)

]
e(l) (7.54)
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donde λ(l) = K(δ̄(l) + δ̄(l+1)) + δ̄(l+1)δ̄(l) − 2δ̄(l) y satisface

λ(l) → 0 as l→∞

Substituyendo (7.52) y (7.54) en (7.51), se obtiene lo siguiente

τ (l) = e(l) −
[
(K− 1) + δ̄(l)

]2 (
e(l)
)2

[(K− 1)2 + λ(l)] e(l)

= e(l) −
[
(K− 1) + δ̄(l)

]2
(K− 1)2 + λ(l)

e(l)

=

[
(K− 1)2 + λ(l) − (K− 1)2 − 2δ̄(l)(K− 1)−

(
δ̄(l)
)2
]
e(l)

(K− 1)2 + λ(l)
(7.55)

esto es

τ (l) =
λ(l) − 2δ̄(l)(K− 1)−

(
δ̄(l)
)2

(K− 1)2 + λ(l)
e(l) (7.56)

tal que

τ (l)

e(l)
=
λ(l) − 2δ̄(l)(K− 1)−

(
δ̄(l)
)2

(K− 1)2 + λ(l)
→ 0 as l→∞ (7.57)

Por lo tanto, la expresión (7.57) implica que
{
τ (l)
}∞
l=0
→ 0 sucede más rápido que{

e(l)
}∞
l=0

.

7.2.2. Esquema de convergencia acelerada por método de
Steffensen

En la prueba anterior, es posible notar que si δ̄(l) es tal que ĺıml→0
δ̄(l+1)

δ̄(l)
= β, β ∈ R,

entonces la convergencia de la secuencia
{
z(l)
}∞
l=0

puede acelerarse aún más mediante
otra aplicación del método de ∆2-Aitken. Por lo tanto, se propone implementar el
método de Steffensen.

En primer lugar, note que por practicidad, en esta subsección el sub́ındice i de x
(j)
i

denota que la secuencia de tres elementos consecutivos
{
x

(j)
i

}2

j=0
fue generada después

de aplicar i− 1 veces el método de ∆2-Aitken.

Luego, dada una aproximación inicial x
(0)
1 , se calculan dos valores adicionales me-

diante el método iterativo (7.25), i.e., se obtiene la secuencia de tres elementos{
x

(0)
1 , x

(1)
1 , x

(2)
1

}
. Posteriormente, el método de ∆2-Aitken se aplica, tal que

x
(0)
2 = x

(0)
1 −

(
x

(1)
1 − x

(0)
1

)2

x
(2)
1 − 2x

(1)
1 + x

(0)
1

(7.58)
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∆
2{x1

(l)} ...

Figura 7.2: Procedimiento del método de Steffensen.

A continuación, el valor x
(0)
2 es utilizado como una nueva aproximación, tal que dos

nuevos valores son obtenidos, i.e.,

x
(1)
2 = G

(
x

(0)
2

)
,

x
(2)
2 = G

(
x

(1)
2

)
,

y el método de Aitken es aplicado nuevamente

x
(0)
3 = x

(0)
2 −

(
x

(1)
2 − x

(0)
2

)2

x
(2)
2 − 2x

(1)
2 + x

(0)
2

(7.59)

De tal manera que este proceso se repite hasta converger al punto fijo. La Figura 7.2
ilustra gráficamente el proceso anteriormente descrito.

7.2.3. Criterio de finalización del método iterativo

Note que hasta ahora no se ha especificado un número máximo de iteraciones, es decir,
el método iterativo (7.24) puede continuar indefinidamente. Para evitar iteraciones
innecesarias, se propone implementar un criterio para finalizar el proceso iterativo.

Sea G : [a, b]→ [a, b] una función Lipschitz con constante de Lipschitz L, 0 ≤ L < 1
y considere el método iterativo (7.25) con punto fijo p, tal que∣∣x(l+q) − p

∣∣ =
∣∣G (x(l+q−1)

)
−G(p)

∣∣ ≤ L
∣∣x(l+q−1) − p

∣∣ (7.60)

i.e.,

L
∣∣x(l+q−1) − p

∣∣ = L
∣∣G (x(l+q−2)

)
−G(p)

∣∣ ≤ L2
∣∣x(l+q−2) − p

∣∣ (7.61)
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por lo tanto, recursivamente se tiene que∣∣x(l+q) − p
∣∣ ≤ Lq

∣∣x(l) − p
∣∣ (7.62)

Aśı, si G′(p) 6= 0, el número de iteraciones necesarias para reducir el error de conver-
gencia por un factor de 10−m̄ satisface que

Lq ≤ 10−m̄ (7.63)

tal que

q ≤ m̄

log10

(
1
L

) (7.64)

Adicionalmente, es posible establecer un segundo criterio basándose en la siguiente
observación:

Sea ε > 0, tal que ∣∣x(l+1) − x(l)
∣∣ ≤ (1− L) ε (7.65)

por lo tanto ∣∣x(l) − p
∣∣ ≤ ε (7.66)

La prueba de esto es inmediata dado que∣∣x(l) − p
∣∣ =
∣∣x(l) −G

(
x(l)
)

+G
(
x(l)
)
− p
∣∣

≤
∣∣x(l) − x(l+1)

∣∣+ L
∣∣x(l) − p

∣∣ (7.67)

i.e., ∣∣x(l) − p
∣∣ (1− L) ≤

∣∣x(l) − x(l+1)
∣∣ (7.68)

Entonces, como 0 ≤ L < 1⇒ (1− L) > 0, se tiene que∣∣x(l) − p
∣∣ ≤ 1

1− L
∣∣x(l+1) − x(l)

∣∣ ≤ 1

1− L
(1− L) ε = ε (7.69)

Por otro lado, dado que el error de convergencia tiende monótonamente a cero, se
tiene ∣∣x(l+1) − p

∣∣ =
∣∣G (x(l)

)
−G (p)

∣∣ ≤ L
∣∣x(l) − p

∣∣ < ∣∣x(l) − p
∣∣ (7.70)

por lo tanto, la itereción previa posee un error de convergencia mayor que la iteración
actual
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�

Basado en lo anterior, es posible establecer lo siguiente∣∣x(l+1) − x(l)
∣∣ =

∣∣G (x(l)
)
−G

(
x(l−1)

)∣∣ ≤ L
∣∣x(l) − x(l−1)

∣∣ < ∣∣x(l) − x(l−1)
∣∣ (7.71)

Ahora, debido a errores de redondeo, puede suceder que∣∣x(l+1) − x(l)
∣∣ ≥ ∣∣x(l) − x(l−1)

∣∣ (7.72)

para alguna l. En tal escenario, el método debe ser detenido. En general, el método
iterativo se detendrá cuando ∣∣x(l) − x(l−1)

∣∣ < 10−m̄ (7.73)

7.3. Implementación del observador de Punto Fijo

A continuación, para mostrar la efectividad del observador de Punto Fijo, considere
el siguiente sistema de Chua modificado [93]:

ẋ1(t) = α

[
x2(t) + b sin

(
πx1(t)

2a
+ d

)]
ẋ2(t) = x1(t)− x2(t) + x3(t)

ẋ3(t) = −βx2(t)

y(t) = x1(t) (7.74)

donde el vector de estados es x = (x1, x2, x3)T . Mientras que los parámetros α, β, a, b
y d son valores constantes. Para obtener una versión en tiempo discreto del sistema de
Chua modificado, considere el esquema de discretización de diferencias finitas hacia
adelante, tal que el sistema T -muestreado es:

x1,k+1 = x1,k + αT
[
x2,k + b sin

(πx1,k

2a
+ d
)]

= f1(xk)

x2,k+1 = x2,k + T (x1,k − x2,k + x3,k) = f2(xk)

x3,k+1 = x3,k − βT x2,k = f3(xk)

yk = x1,k (7.75)

con xk = (x1,k, x2,k, x3,k)
T .

7.3.1. Sistema de Chua y observador de Punto Fijo

Dado que la dimensión del sistema es n = 3, se tiene que

Yk =

yk−2

yk−1

yk

 (7.76)
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y por otro lado

H(xk−2) =


x1,k−2

x1,k−2 + αT
[
x2,k−2 + b sin

(πx1,k−2

2a
+ d
)] x1,k−2 + αT

[
x2,k−2 + b sin

(πx1,k−2

2a
+ d
)]

+αT {x2,k−2 + T [x1,k−2 − x2,k−2 + x3,k−2]
+b sin

(
π
2a

{
x1,k−2 + αT

[
x2,k−2 + b sin

(πx1,k−2

2a
+ d
)]}

+ d
)}


(7.77)

Entonces, considerando la expresión (7.24) del observador de Punto Fijo, se tiene que

ω
(l+1)
k =ω

(l)
k + Yk −H

(
ω

(l)
k

)
= G(ω

(l)
k )

=

w
(l)
1,k

w
(l)
2,k

w
(l)
3,k

+

yk−2

yk−1

yk



−



w
(l)
1,k

w
(l)
1,k + αT

[
w

(l)
2,k + b sin

(
πw

(l)
1,k

2a
+ d

)]


w
(l)
1,k + αT

[
w

(l)
2,k + b sin

(
πw

(l)
1,k

2a
+ d

)]
+αT

{
w

(l)
2,k + T

[
w

(l)
1,k − w

(l)
2,k + w

(l)
3,k

]
+b sin

(
π
2a

{
w

(l)
1,k + αT

[
w

(l)
2,k + b sin

(
πw

(l)
1,k

2a
+ d

)]}
+ d

)}



(7.78)

donde

G
(
ω

(i)
k

)
=
[
g1

(
ω

(i)
k

)
, g2

(
ω

(i)
k

)
, g3

(
ω

(i)
k

)]T
(7.79)

Ahora, para garantizar que el método iterativo del observador converja, es necesario
analizar las derivadas parciales de G, tal que el valor absoluto de cada una sea menor
a 1, i.e., para que G sea una contracción.

En particular, para este ejemplo con el sistema de Chua modificado, se tiene que el
tiempo de muestreo debe ser tal que

T ∈
(

0,
2

α

)
(7.80)

7.3.2. Sistema de Chua y observador de Newton

Para propósitos de comparación, el observador de Newton también es utilizado. Más
detalles de l método de diseño de este observador pueden hallarse en [37]. El mimos,
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requiere de la matriz Jacobina de H, la cual es

∂H(ω
(i)
k )

∂ωk
=

 1 0 0
H̄2,1 αT 0
H̄3,1 H̄3,2 αT 2

 (7.81)

con

H̄2,1 = 1 +
αTbπ

2a
cos

(
πw

(i)
1,k

2a
+ d

)

H̄3,1 = H̄2,1 + αT 2 +

[
αTπb

2a
+
α2T 2b2π2

4a2
cos

(
πw

(i)
1,k

2a
+ d

)]
C

H̄3,2 = 2αT − αT 2 +
α2T 2bπ

2a
C

y donde

C = cos

(
π

2a

{
w

(i)
1,k + αT

[
w

(i)
2,k + b sin

(
πw

(i)
1,k

2a
+ d

)]}
+ d

)

Por lo tanto, el observador de Newton está dado por

ω
(l+1)
k = ω

(l)
k +

[
∂H(ω

(l)
k )

∂ωk

]−1 [
Yk −H(ω

(l)
k )
]

(7.82)

para l = 0, 1, 2, . . . , r − 1 y con Yk y H(ω
(l)
k ) iguales a como están definidas para el

observador de Punto Fijo. Note que la estimación en el instante de tiempo k es

x̂k =

x̂1,k

x̂2,k

x̂3,k

 =


f 2

1

(
w

(r)
1,k,w

(r)
2,k,w

(r)
3,k

)
f 2

2

(
w

(r)
1,k,w

(r)
2,k,w

(r)
3,k

)
f 2

3

(
w

(r)
1,k,w

(r)
2,k,w

(r)
3,k

)
 (7.83)

7.3.3. Resultados numéricos del observador de Punto Fijo

Los resultados obtenidos por el observador de Punto Fijo son comparados con los del
observador de Newton, aśı como con los de observadores más convencionales, tales
como el observador no lineal de Luenberger para sistemas en tiempo discreto, y un
observador de modos deslizantes.

Considere los siguientes parámetros para el sistema de Chua modificado: α = 10.82,
β = 14.286, a = 1.3, b = 0.11 y d = 1. Por otro lado, el tiempo de muestreo se fija
como T = 0.05.
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Para el observador de Punto Fijo se considera ω
(0)
0 = [5, 10,−5]T como aproxima-

ción inicial y m̄ = 10−5 como criterio de finalización del método iterativo. Para el
observador de Newton se considera la misma aproximación inicial.

Por otro lado, el observador de Luenberger implementado es

Lx̂k+1 = f(Lx̂k) + L̄ (yk − Lŷk)

Lŷk = Lx̂1,k (7.84)

donde Lx̂k y Lŷk son el vector de estados estimado y la salida del observador de
Luenberger, respectivamente. L̄ ∈ R3 es la ganancia del observador, misma que se
elige como L̄ = [0.5, 0.4, 0.2]T . Las condiciones iniciales del observador son Lx̂0 =
[5, 10,−5]T .

A su vez, el observador de modos deslizantes es

SM x̂k+1 = f(SM x̂k) +Q (yk − SM ŷk) + S(k)

SM ŷk = SM x̂1,k (7.85)

donde SM x̂k y SM ŷk son el vector de estados y la salida del observador, respectiva-
mente. Q ∈ R3 es un vector de ganancias y S(k) es una función de saturación definida
como

S(k) = R sat

(
yk − SM ŷk

γ

)
(7.86)

con R = [r1, r2, r3]T , r1 > 0, r2 > 0, r3 > 0 y γ > 0. Para el observador de modos
deslizantes se utiliza Q = [0.1, 0.2, 0.1]T , R = [4.1, 2.1, 3.9]T y γ = 10. Mientras que
sus respectivas condiciones iniciales son SLx̂0 = [5, 10,−5]T .

En la Figura 7.3 se pueden observar las estimaciones realizadas por cada uno de los
observadores. Note como las estimaciones de los observadores de Punto Fijo y Newton
se aproximan a los valores reales de forma prácticamente inmediata, esto es, carecen
de un tiempo de establecimiento. Lo anterior sucede debido al método iterativo que
cada uno de ellos implementa.

Por otro lado, en la Figura 7.4 se presentan los errores de estimación de cada obser-
vador, mismo que es definido como la diferencia entre el valor real y el valor estimado
(ek = xk − x̂k). Para analizar con mayor claridad esta Figura, considere el error
cuadrático medio (ECM):

ECM =
1

M

M∑
i=1

(xi − x̂i)2 (7.87)

donde M es el número total de pasos de tiempo considerados en la simulación. Al
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calcular el ECM de cada observador, se tiene que

Observador de Punto Fijo: ECM = 0.0165

Observador de Newton: ECM = 0.0180

Observador de Luenberger: ECM = 0.3335

Observador de Modos Deslizantes: ECM = 0.3025

Por lo tanto, concluimos que el observador de Punto Fijo presenta un mejor desem-
peño. Finalmente, en la Figura 7.5 se observa la convergencia de las secuencias gene-
radas en el instante k = 3 por los métodos iterativos del observador de Newton y el

observador de Punto Fijo. La ĺınea roja representa la secuencia
{
w

(l)
2,k

}∞
l=0

, mientras

que la ĺınea verde corresponde a
{
w

(l)
3,k

}∞
l=0

. Cabe señalar que se presentan las secuen-

cias generadas por el observador de Punto Fijo con y sin esquemas de convergencia
acelerada.

Note que todas las secuencias convergen al punto fijo [yk, 2.1428,−0.1648]T , pero en
un número diferente de iteraciones. Claramente, el observador de Punto Fijo con
convergencia acelerada por método de Steffensen convergen más rápidamente (42
iteraciones), que con solo método de Aitken (139 iteraciones) o sin esquema de con-
vergencia acelerada (284 iteraciones).

Si bien el observador de Newton requiere apenas tres iteraciones, al calcular el tiempo
de cómputo de ambos observadores, encontramos que el del observador de Punto Fijo
es menor 0.040140 segundos frente a los 0.250582 segundo del observador de Newton,
gracias a que el primero evita cálculos complejos, como el Jacobiano y su inversa.
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Figura 7.3: Sistema de Chua modificado: estimaciones obtenidas por los diferentes
observadores para (a) x̂2 y (b) x̂3.
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Figura 7.4: Sistema de Chua modificado: error de estimación obtenido por los dife-
rentes observadores para (a) e2 = x2,k − x̂2,k y (b) e3 = x3,k − x̂3,k.
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Figura 7.5: Convergencia de las secuencias generadas por los métodos iterativos en el
instante k = 3: (a) Observador de Newton, (b) Observador de Punto Fijo sin esquema
de convergencia acelerada, (c) Observador de Punto Fijo con convergencia acelerada
por método de ∆2-Aitken y (d) Observador de Punto Fijo con convergencia acelerada
por método de Steffensen.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis, uno de los tópicos fundamentales es el problema de sin-
cronización. Dado que este y el problema de observación de estados se resuelven si-
multáneamente, en los primeros caṕıtulos se presentaron algoritmos de estimación. El
primero de estos algoritmos es el llamado observador Proporcional-Integral de orden
reducido. En el cáıtulo 2 se demostró que el mismo es capaz de resolver el problema
de estimación para una clase especial de sistemas dinámicos conocidos como sistemas
no diferencialmente planos. Una particularidad de este primer observador es que no
requiere de una copia exacta del sistema y además, es un observador no redundante,
esto es, el algoritmo estima únicamente aquellas variables de estado desconocidas.
Más aún, se probó que este observador es tolerante a ruidos de medición.

Un segundo algoritmo de estimación para sistemas de orden fraccional, denominado
como observador de alta ganancia, fue presentado en el Caṕıtulo 3. Se comprobó que el
error de estimación de este observador es globalmente Mittag-Leffler acotado, es decir,
el error converge asintóticamente a un conjunto compacto atractivo. Debido a la forma
en que se diseña este observador, el mismo es efectivo aún en la presencia de ruido de
medición y/o dinámicas no modeladas. Se mostró también como el observador de alta
ganancia globalmente Mittag-Leffler acotado, se reduce a un observador Mittag-Leffler
acotado, a un observador uniformemente últimamente acotado o a un observador
exponencialmente convergente cuando el orden de derivación fracional es entero y/o
el ruido de medición no existe, respectivamente.

Posteriormente, a partir del Caṕıtulo 4 se ha presentado una serie de controladores
dinámicos distribuidos para la sincronización generalizada de sistemas PDE de orden
entero y fraccional. Es decir, mediante un algoritmo de control dado como una cadena
de integradores y en un espacio de coordenadas transformadas, es posible conseguir
que un sistema PDE, denominado como esclavo, tenga un comportamiento idéntico
al de un segundo sistema PDE, conocido como maestro.

A través de diferentes ejemplos y sus correspondientes resultados numéricos, se co-
rroboró la efectividad de los controladores dinámicos distribuidos. Además, gracias al

145
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enfoque utilizado para el diseño de tales observadores, es posible prescindir de herra-
mientas matemáticas complejas pertenecientes a la geometŕıa diferencial o el cálculo
de variaciones. Una contribución importante de este trabajo de tesis es la utilización
de la teoŕıa espectral y la teoŕıa de semi-grupos para sistemas de dimensión infinita
en el análisis de estabilidad de los sistemas PDE de orden entero en lazo cerrado.
Este enfoque de análisis evita el uso de los bien conocidos métodos de Lyapunov y
Lyapunov-Krasivskii, mismos que requieren hallar funcionales adecuadas o resolver
desigualdades lineales matriciales. En lugar de estos métodos, el enfoque presentado
aqúı conduce a criterios de estabilidad simples. Por otro lado, un resultado interesante
es el hecho de que la bien conocida condición de Matignon sobrevive para sistemas
PDE de orden fraccional.

Más aún, se abordó un problema de sincronización más complejo, esto es, el pro-
blema de sincronización de múltiples sistemas PDE. Para resolver este problema, se
extendieron los resultados previamente obtenidos, en consecuencia, se presenta un
problema de multi-sincronización generalizada para sistemas PDE, donde en lugar de
un control dinámico distribuido, se diseña una familia de controladores dinámicos dis-
tribuidos. La prueba relacionada a este caṕıtulo hace uso de herramientas algebraicas
simples, tal que pese a la complejidad del problema tratado, su análisis de estabilidad
continúa siendo simple y por tanto accesible.

Finalmente, en el Caṕıtulo 7 se introduce un observador de Punto Fijo para sistemas
en tiempo discreto. La gran ventaja de este observador es que prescinde de cálculos
numéricos complejos, tales como la constante evaluación y cómputo de la inversa
de una matriz Jacobiana. Como resultado, este algoritmo es computacionalmente
eficiente y por lo tanto, prometedor para cuestiones aplicadas.

Como trabajo futuro de esta tesis se plantean tres direcciones principales: 1) En este
trabajo se hallaron criterios únicamente para asegurar la estabilidad de los diversos
controladores dinámicos distribuidos, por lo tanto, para un futuro se plantea hallar
criterios para la selección de ganancias óptimas del controlador. Por otro lado, es
necesario investigar la robustez del control frente a ruidos de medición e incertidumbre
paramétrica; 2) la derivada de orden fraccional considerada en este trabajo de tesis
fue la derivada de Caputo. Esta decisión se tomó considerando que la misma permite
utilizar condiciones iniciales f́ısicamente interpretables. Sin embargo, la utilización de
derivadas con kernels no singulares representa un tópico potencialmente interesante
que se plantea explorar en un futuro; 3) El análisis de estabilidad para sistemas
PDE consideró familias de operadores lineales cuya forma es dada por la FCOG y
la FCOGF, respectivamente. No obstante, es muy probable que dichas familias sean
muchas más amplias, tal que el análisis de estabilidad podŕıa extenderse; y 4) Los
observadores presentados en este trabajo de tesis se implementaron únicamente a
sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos algoritmos serán
tomados como punto de partida para futuras implementaciones en sistemas PDE.
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