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Resumen

En este trabajo de tesis se propone una serie de controladores dindamicos distribui-
dos para sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales parciales de orden entero y
fraccional. Se busca resolver el problema de sincronizacion de sistemas distribuidos, y
en particular, se estudia el problema de sincronizacion generalizada. La metodologia
empleada consiste en obtener una representacion candnica, generada por un elemento
primitivo diferencial. Dicha representacién del sistema permite disenar de forma natu-
ral un controlador de tipo dindmico. En el caso de los sistemas de orden fraccional, se
consideran unicamente aquellos cuya derivada fraccional es con respecto a la variable
temporal y que esta definida en el sentido de Caputo. También se estudia un problema
mas complejo de sincronizacién, el problema de sincronizacion de multiples sistemas
distribuidos, esto es, se estudia el problema de multi-sincronizacién generalizada. Por
otro lado, tomando en cuenta que el fenémeno de sincronizacion y la estimacién de
estados ocurren simultdaneamente, en este trabajo de tesis también se presenta un
par de observadores de estado para sistemas no lineales de orden entero y fraccional.
Finalmente, como aportacion adicional, se presenta un observador de Punto Fijo para
sistemas en tiempo discreto. La intencion de este ultimo observador es servir como
una primera aproximacién para una futura implementacion en sistemas distribuidos,
dado que para estos 1ltimos suele ser muy comun recurrir a métodos de discretizacion
para su simulacion.
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Abstract

In this thesis is presented a series of distributed dynamic controllers for systems gover-
ned by partial differential equations of integer and fractional order. This work aims to
solve the synchronization problem of distributed systems, and in particular, studies
the generalized synchronization problem. The methodology used consists of obtai-
ning a canonical representation, generated by a differential primitive element. This
representation of the system allows to naturally design a dynamic type controller.
The fractional order systems that are considered in this work are only those whose
fractional derivative is with respect to the time variable and which is defined in the
Caputo sense. A more complex synchronization problem is also studied, that is, the
synchronization problem of multiple distributed systems, therefore, the generalized
multi-synchronization problem is studied. On the other hand, taking into account
that the synchronization phenomenon and the state estimation occur simultaneously,
in this thesis, a pair of state observers for nonlinear systems of integer and fractio-
nal order are also presented. Finally, as an additional contribution, a Fixed Point
observer for discrete-time systems is presented. This observer is presented as a first
approximation for a future implementation in distributed systems, since for the latter
it is very common to resort to discretization methods for their simulation.
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Capitulo 1

Introduccion

La basta mayoria de fenémenos naturales son en realidad sistemas distribuidos, esto
es, sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales parciales (PDE por sus siglas en
inglés). Esta clase de sistemas, conocidos cominmente como sistemas PDE, evolu-
cionan en un espacio de dimensién infinita, por lo tanto, para simplificar su analisis,
simulacion e implementacion, muchos investigadores recurren a aproximaciones dis-
cretas mediante el uso de técnicas tales como el método de diferencias finitas. Entre
otras cosas, lo anterior permite compensar la limitada capacidad de procesamiento
de algunos ordenadores, no obstante, también da lugar a que se pierdan importantes
propiedades que el dominio infinito es capaz de preservar. Algunas de estas propieda-
des son la capacidad de representar de manera exacta las incertidumbres del sistema
o bien evaluar con facilidad el error de modelado [68, 75]. Por tal motivo, estudiar un
sistema distribuido sin recurrir a tales aproximaciones sigue siendo de gran interés en
la actualidad.

1.1. Teoria de Control y sistemas distribuidos

En la actualidad, el estudio de sistemas distribuidos ha cobrado una gran relevancia,
sobre todo desde un punto de vista tecnoldgico. Esto ocurre principalmente al continuo
desarrollo de vehiculos auténomos y manipuladores con propiedades flexibles. Si bien
la concepcién de esta clase de dispositivos no es nueva, su desarrollo se ha visto
fortalecido en los ultimos anos gracias a los llamados materiales inteligentes. Esta
clase de materiales han permitido fabricar prototipos con menor consumo energético,
tiempos de respuesta mas cortos, menor peso y con un mayor rango de movilidad
[102, 40, 89, 103]. Dado que esta clase de sistemas también requieren de algoritmos
de control para su correcto funcionamiento y automatizacion, resulta interesante su
estudio desde la perspectiva de la teoria de control.

Pese a su importancia, el diseno de controladores para sistemas distribuidos atin no es
tan extenso como lo es para sistemas de dimensién finita. Algunos trabajos recientes
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son [60], donde un control adaptativo es utilizado para el problema de seguimien-
to de trayectoria de sistemas basados en PDE’s. Para el diseno de tal controlador,
el sistema es aproximado a un sistema de mayor orden y gobernado por ecuaciones
diferenciales ordinarias (ODE por sus siglas en inglés). La aproximacién se realiza
mediante un método de interpolacién polinomial. Por otro lado, en [94] se propone
un controlador integral para sistemas PDE y cuya estabilidad es probada mediante
funcionales de Lyapunov. A su vez, el problema de estabilizacién de sistemas PDE-
ODE acoplados es tratado en [88]. Como solucién, los autores sugieren un control
H,, cuyo andlisis de estabilidad depende de una desigualdad integral parcial lineal.
Mientras que en [5] se presenta un control por realimentacién de estado para la es-
tabilizacién de sistemas PDE con retardo. Dicho controlador es disenado a partir de
la técnica de backstepping. Finalmente, un control por realimentacion de salida para
redes neuronales acopladas se presenta en [92]. La principal caracteristica de estas
redes neuronales es que modelan un proceso de reaccion-difusion.

Los estudios anteriormente mencionados se caracterizan por estar basados en la geo-
metria diferencial o el cdlculo de variaciones. Estas teorias involucran herramientas
matematicas complejas, y sobre todo, requieren de mucho esfuerzo computacional.
Para reducir este nivel de complejidad, y por lo tanto hacer mas accesible el diseno
de controladores para sistemas distribuidos, una excelente alternativa es el Algebra
Diferencial. La misma permite obtener la solucion de un problema de control no lineal
mediante una expresién polinomial diferencial de los estados conocidos, la entrada y
las derivadas con respecto al tiempo de estas. Ademas, existe evidencia de que este
enfoque diferencial algebraico permite reducir el costo computacional [90, 1].

Entre las diferentes herramientas del algebra diferencial, una de particular interés es
la existencia del llamado elemento primitivo diferencial. Este concepto es particular-
mente 1til para el diseno de observadores y leyes de control [64, 65]. Generalmente, el
elemento primitivo diferencial es elegido como una combinacion lineal de las variables
conocidas de un sistema dado, y a su vez es clave para hallar de forma natural una
transformacion, misma que conduce a una forma canénica del sistema en cuestion. En
este trabajo de tesis en especifico, se muestra como este proceso, aplicado a sistemas
distribuidos, facilita el diseno de un control dindmico distribuido.

1.2. Sincronizacion de sistemas dinamicos

La sincronizacion es un fenémeno histéricamente olvidado, pero que en la actualidad
recibe gran atencién y posee amplias aplicaciones en disciplinas tales como sistemas
financieros, vehiculos auténomos y comunicaciones seguras [44, 39, 107]. La forma
mas simple de sincronizacién entre dos sistemas dindmicos consiste en el seguimiento
de la trayectoria de uno por parte del otro debido a la existencia de una senal de
acoplamiento entre ellos, es decir, estos sistemas presentan el mismo comportamiento
después de un tiempo y gracias a la existencia de una senal entre ellos, misma que
puede ser externa o generada por alguno de estos sistemas. Por lo tanto, se dice que
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el problema de sincronizacion idéntica consiste en disenar una senal de acoplamiento
que permita que las trayectorias de los sistemas sean iguales.

El fenémeno de sincronizacion recibe especial atencién cuando se trata de sincronizar
sistemas dinamicos con comportamiento cadtico. Esta clase de sistemas no lineales se
caracterizan por un comportamiento aparentemente aleatorio y una alta sensibilidad
ante las condiciones iniciales, pese a tratarse de modelos deterministicos. Debido a
estas caracteristicas, la trayectoria de dos sistemas cadticos pueden facilmente divergir
una de otra, de tal manera que durante mucho tiempo se pensé que sincronizar dos
sistemas caoticos era imposible. No obstante, ésto cambio cuando se comprobé su
viabilidad a finales de la década de los 90 [80].

Tipicamente, cuando se trata un problema de sincronizacion, se considera un esquema
maestro-esclavo. Se trata de una configuracion donde existe una senal de acoplamiento
bidireccional tal que uno de los sistemas siga el comportamiento del otro. Al primero
de estos sistemas se le conoce como sistema esclavo, y al segundo como maestro.
Debido a esto, dentro del contexto de teoria de control, es inevitable pensar en el
problema de sincronizaciéon como un problema de sequimiento de trayectoria, con la
diferencia de que la trayectoria a seguir es generada por un sistema dinamico.

Adicionalmente, es posible hablar de distintos tipos de sincronizacion. Entre las més
comunes estan la Sincronizacion Completa o Idéntica, Sincronizacion de Fase y Sin-
cronizacion Generalizada. La dltima de estas destaca por considerar el problema de
sincronizacién de sistemas dindmicos estructuralmente diferentes. Esto se consigue a
través de una transformacién, tal que en un espacio de coordenadas transformadas,
las trayectorias de estado de los sistemas son idénticas. Si bien la sincronizacién gene-
ralizada destaca para sincronizar sistemas distintos, no se limita a estos, pues también
es posible definirla para sistemas idénticos, ya que en este caso, la transformacién en
cuestiéon se reduce a una identidad.

Por ultimo, otra cuestién a senalar es la ambigiiedad con la que se define el con-
cepto de sincronizacion, esto es, las definiciones existentes hacen referencia a dos o
mas sistemas dindmicos, pero no especifican como deben ser estos sistemas. De tal
manera que, considerando una configuracion maestro-esclavo, algunos investigadores
han sugerido la posibilidad de considerar al sistema esclavo como un observador de
estados. Bajo esta premisa, resulta ser que el bien conocido problema de observacion
o estimacion de estados puede resolverse junto con el problema de sincronizacion de
manera simultdnea [74].

1.3. Breve descripcién del Calculo Fraccional

En 1695, Leibnitz, por sugerencia de L’Hopital, se cuestioné que sucedia cuando el
orden de derivaciéon de una funcién era un numero no entero [52]. A raiz de este
cuestionamiento surgié el cdlculo fraccional. Entonces, el calculo fraccional es la dis-
ciplina matematica encargada de estudiar integrales y derivadas de orden arbitrario.
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Cabe senalar que muchas definiciones y conceptos presentes en calculo clasico, pueden
ser recuperadas de aquellas existentes en el calculo fraccional, cuando el orden de la
derivada o integral es reemplazada por un nimero entero.

Si bien en un inicio el calculo fraccional desperté gran interés, especialmente entre
los grandes matematicos de la primera mitad del siglo 19 [54, 84, 28, 51, 10], no fue
hasta la segunda mitad del siglo 20 que las primeras implementaciones précticas del
este llegaron [12, 76, 36]. Esto se debi6 principalmente a que las derivadas de orden
fraccional, a diferencia de las de orden entero, carecen de una interpretacion fisica
y/o geométrica concreta, pese a que se han llevado a cabo multiples esfuerzos por
resolver este inconveniente [85, 61, 82].

En la actualidad, los modelos de orden fraccional son ampliamente utilizados para
describir fenémenos andémalos como el comportamiento viscoeldstico [48, 6], difusién
y propagacién de ondas en medios porosos [34, 104] y el comportamiento mecénico de
algunos polimeros y tejidos organicos, como el tejido cerebral [98, 7]. Adicionalmente,
el calculo fraccional es una excelente herramienta para hallar la solucién analitica de
sistemas distribuidos. El mas claro ejemplo de lo anterior estd en la mecanica de flui-
dos, donde sistemas de ecuaciones parciales diferenciales, que cominmente requieren
un extenuante procedimiento, pueden resolverse con gran facilidad haciendo uso de
derivadas parciales de orden fraccional con respecto a la variable temporal [50].

Por otro lado, si bien por regla general simular sistemas de orden fraccional puede
resultar complicado, en el caso especifico de sistemas distribuidos, presentan ventajas
con respecto a su contraparte de orden entero. Los métodos mas utilizados para
simular sistemas distribuidos de orden fraccional son: Método de Aproximaciones
de Padé [97], Método Variacional Iterativo [41] y Nuevo Método Iterativo [42, 32].
Todos estos métodos presentan dos grandes ventajas: 1) A diferencia del método de
diferencias finitas (cominmente utilizado para sistemas distribuidos de orden entero),
no involucran ningin tipo de mallado (discretizacién), pues todos ellos consisten en
un proceso iterativo construido a partir de funcionales, y 2) ninguno hace uso de las
condiciones de frontera. Debido a estas propiedades, los métodos de simulacion de
sistemas distribuidos de orden fraccional presentan un menor gasto computacional.

1.4. Objetivos y contribucién principal

El presente trabajo de tesis se halla en la interseccion entre sistemas distribuidos, tanto
de orden fraccional como entero, y el problema de sincronizacién generalizada. Por
tal motivo, el objetivo general de este trabajo es el diseno de controladores dindmicos
distribuidos para resolver el problema de sincronizacion de sistemas distribuidos de
orden entero y fraccional.

A su vez, los objetivos particulares son:

1) Simplificar el proceso de diseno de controladores para sistemas gobernados por
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ecuaciones parciales diferenciales.

2) Estudiar la estabilidad de los controladores propuestos mediante enfoques que
hagan menos compleja y, por lo tanto, mas accesible su implementacion numéri-
ca.

3) Extender el problema de sincronizacién generalizada para el caso donde inter-
vienen multiples sistemas distribuidos, i.e., cuando existen familias de sistemas.

4) Probar la efectividad de los diferentes algoritmos propuestos mediante simula-
ciones.

Por otro lado, dado que es posible considerar que el problema de estimacion de es-
tados y el de sincronizacién pueden resolverse simultaneamente, ademas se incluye el
siguiente objetivo particular:

5) Diseno de algoritmos de observacion de estados para sistemas de orden entero
y fraccional.

1.5. Contenido del trabajo de tesis

Este trabajo de tesis consta de siete capitulos, ademaés de este, los cuales estan or-
ganizados de la siguiente manera: en los primeros capitulos de este trabajo de tesis
se presentan algoritmos para la observacién de estados. En particular, el Capitulo 2
presenta un observador Proporcional-Integral de orden reducido, mientras que en el
Capitulo 3 se disena un observador de alta ganancia para sistemas de orden fraccional,
por lo tanto, algunos conceptos de calculo fraccional son presentados. Posteriormente,
en el Capitulo 4 se presenta un control dindmico distribuido para la sincronizacién
generalizada de sistemas PDE de orden entero. La base de este capitulo es el elemento
primitivo diferencial parcial. Por tal motivo, en este capitulo se introduce la gran ma-
yoria de definiciones relacionadas con algebra diferencial, necesarias para el diseno del
controlador. En el Capitulo 5, se trata un problema mas complejo donde intervienen
multiples sistemas distribuidos. Para ello, los sistemas son agrupados en dos familias,
una familia de sistemas maestros y otra de esclavos. Este procedimiento se tradu-
ce en un problema de multi-sincronizacion generalizada, tal que para su resolucién,
se presenta no uno, sino una familia de controladores dindmicos distribuidos. En el
Capitulo 6, se trata el problema de sincronizacion generalizada para sistemas PDE de
orden fraccional, de tal manera que se incluyen mas conceptos de célculo fraccional,
mismos que permiten el diseno de un controlador dinamico distribuido de orden frac-
cional. A continuacién, en el Capitulo 7, se presenta un observador de Punto Fijo para
sistemas en tiempo discreto, cuya intencién es se una primera aproximacion para un
posible trabajo a futuro para sistemas distribuidos, mismos que para los cuales suele
utilizarse técnicas de discretizacion. Finalmente, las conclusiones y trabajo a futuro
de este trabajo de tesis, se presentan en el Capitulo 8.
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Capitulo 2

Observador PI de orden reducido.

Una desventaja de muchos esquemas de control es la necesidad de conocer total o
parcialmente las variables de estado y parametros del sistema. No obstante, en la
practica no siempre es posible, ya sea por limitaciones econémicas o tecnolégicas. Por
lo tanto, el desarrollo de algoritmos para la estimacion de dichas variables es crucial.

Por otro lado, considerando que los problemas de estimacién de estados y de sincro-
nizacién pueden resolverse simultdneamente [74], en este y el subsecuente capitulo se
presenta un par de observadores de estado para sistemas no lineales de orden entero
y fraccional.

Particularmente, en este capitulo se propone un observador de estados Proporcional
Integral (PI) de orden reducido para una clase de sistemas conocidos como no dife-
rencialmente planos [64]. Esta clase de sistemas se caracterizan por no satisfacer la
propiedad de platitud diferencial, es decir, poseen al menos una variable de estado
y/o entrada que no satisface una ecuacién algebraica diferencial de su salida.

El aspecto fundamental para el diseno de dicho observador es la llamada condicion
algebraica de observabilidad (CAQ). La CAO es un concepto similar a la propiedad de
observabilidad, bien conocida dentro de teoria de control, pero definida en el contexto
del algebra diferencial [49, 63]. Esta condicion se satisface cuando todas las variables
desconocidas de un sistema son algebraicamente observables, es decir, satisfacen un
polinomio diferencial de la salida.

2.1. CAQ y sistemas no diferencialmente planos

Antes de introducir el observador PI de orden reducido, considere las siguientes defi-
niciones.

Definicién 2.1. Sean K y L campos diferenciales, esto es, campos dotados de una
operacion deriwada. Un elemento x € L se denomina diferencialmente algebraico
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sobre K si satisface una ecuacion polinomial diferencial P(x,,...,2(%) = 0 con
coeficientes en K.

En lo subsecuente, se considera K = R. Para ejemplificar la definicién anterior, se
presentan los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.1. Considere el siguiente sistema lineal

$1:$2+u
J',‘2:$1

Yy=mu

Observe que

Plx;))=y—21=0
Plzy)=y—20—u=0

con coeficientes u,y,y € R < u,y >.

Ejemplo 2.2. Considere el siguiente sistema bilineal

Ztl = UT9
‘%.'2 = Ul
Y=

tal que

Plx)=y—2,=0
P(Z‘Q):y—U,LUQ:O

con coeficientes u,y,y € R < u,y >.

Ejemplo 2.3. Considere el siguiente sistema no lineal

jfl = UT2T1
il"JQ = Uy
y=n

donde

Plx)=y—2,=0
P(xe) =y —uxoy =0

cuyos coeficientes u,y,y € R < u,y >.
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Observe que en los tres ejemplos anteriores, R < u,y > denota el campo diferencial
generado por el campo Ry los conjuntos de cantidades diferenciales u = {u, @, i, ... }

yy:{y’?J?g""}'

Por otro lado, note que en todos los sistemas, z € R? satisface una ecuacién polinomial
diferencial cuyos coeficientes pertenecen a R < u,y >. Por lo tanto, en los tres casos
x es diferencialmente algebraica.

Definicién 2.2. Una variable de estado x; de un sistema dindmico es algebraicamente
observable si satisface un polinomio diferencial de las variables conocidas, esto es,
P(z;) = 0 con coeficientes en R < w,y >. Si todas las variables de estado de dicho

sistema dinamico son algebraicamente observables, se dice que el sistema satisface la
condicion algebraica de observabilidad (CAO).

Definicién 2.3. Un sistema dindmico es no diferencialmente plano si alguna de sus
variables es no diferencialmente algebraica. Esto es, la ecuacion polinomial diferencial
P(z;,u;) = 0, con coeficientes en R < y >, no se satisface. De lo contrario, el sistema
se dice ser diferencialmente plano.

Ejemplo 2.4. Considere el siguiente sistema de Lorenz
l"l = O'($2 — I‘l)
Ty = pr1 — Ty — 13
T3 = 11T9 — B3

Yy=1m

De donde se obtienen las siguientes expresiones
Plxy)=y—x,=0
P(zy) =o(z2—y) —y=0

1 "
P(xs):y($3—l)+1)+y<1+;)+%:0

Por lo tanto, se dice que el sistema es diferencialmente plano. Por otro lado, considere
ahora una salida diferente, e.g., sea y = xo. En este caso se tiene que

P(Ihi’l) :i’l—O'(y—l'l) :O
P(zy)=y—123=0
P(xq,x3,&3) = &3 + frs —yr; =0

Entonces, el sistema es no diferencialmente plano con esta salida en particular.

Note la relacién entre la platitud diferencial de un sistema y la CAO. Esto es, en un
sistema no diferencialmente plano, la CAO no se satisface. En consecuencia, parece
no ser posible disenar un observador para esta clase de sistemas. No obstante, es
posible definir una variable auxiliar tal que la CAO se cumpla, tal y como se ve a
continuacion.
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2.2. Planteamiento del Problema

Considere el siguiente sistema dindmico cuyo vector de estados es parcialmente cono-
cido

T = F(r,u)
y = hiz) (2.1)
donde = = [z1, o, ...,$n]T es el vector de estados del sistema, F' es una funcién

" . . . T
analitica, y h es un polinomio de sus argumentos. Las variables u = [uy, ug, ..., Up,]
y y € R son la entrada y la salida del sistema, respectivamente.

Para conocer el vector de estados en su totalidad, considere la siguiente variable
auxiliar n(z), misma que se define en funcién de las variables del sistema. De esta
manera, el sistema (2.1) puede ser expresado como una inmersién [22], i.e.:

IL’(Zf) = f($a77>u)
)(z) = Q(x)
y(t) = h(z) (2.2)

3

Observe que dado el sistema (2.2), el problema original de observacion consiste aho-
ra en un problema de estimacién de n(x). Por otro lado, en este nuevo problema,
dependiendo de como se define 7, las variables de interés pueden ser obtenidas pos-
teriormente de forma directa o indirecta a partir de la estimacién 7. Adicionalmente,
si 1 se define como 1 = 1, ..., 7,], entonces se requiere de un banco de observadores,
es decir, disenar un observador para cada variable auxiliar.

2.2.1. Diseno del observador PI
Considere las siguientes hipotesis:

H1. n(x) es algebraicamente observable.

H2. Q(z) esta acotada, esto es, |[Q(z)|| < N, con 0 < N < oo.

H3. 71,7, € C! son funciones reales.
Ahora, se propone el siguiente observador PI de orden reducido

0= kp(n—7)+ M

i = kln — ) 2.3

donde 7) es el estimado de n y 7; es la parte integral del observador. Por otro lado,
sea el error de estimacion

e=1n—1 (2.4)
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Teorema 2.1. Suponga que las hipotesis H1-H3 se satisfacen. Entonces, el sistema
(2.3) es un observador PI de orden reducido para el sistema (2.2), y cuyo error de
estimacion e es UUA (uniforme y ultimamente acotado).

Demostracion. El sistema (2.3) es equivalente a
0 = kper + kies (2.5)

donde e; =1 — 1y és = e1. Sea E el siguiente vector

La derivada de E es

(5 5)(2)- (%) 2

E=-KE+Q (2.8)

o en forma matricial

Donde FE es tal que sus valores caracteristicos son reales. Ahora, considere la siguiente
funcién candidata de Lyapunov

V(E)=E'E (2.9)

La derivada de V(E) a lo largo de las trayectorias de (2.8) es
V(E)=E"E+FE"E

=2E"E

=2E" (-KE + Q)

= 2ETKE +2E"Q (2.10)
Recordando la desigualdad de Rayleigh, sabemos que

Mmin(F|E* < 1Bl < Mmoo (K| B[ (2.11)

Tal que, el primer término de V(E) esta acotado por

—2E"KE < —2Xi(K)|| E|? (2.12)
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Por otro lado, dado que se asume que H2 se satisface, ) estd acotada. De tal manera
que

12E7Q|| < 2N|Ellx < 2N v/ Amnas(K)||E]] (2.13)

Por lo tanto, se concluye que V(E) satisface
V(E) < =2Xin (K[| B[] + 2N v/ Ao (K) || E| (2.14)

Finalmente, haciendo uso del Teorema de acotacién tltima uniforme [23] se tiene
que E(t) estd uniforme y tltimamente acotado para cualquier condicién inicial E(0).
Ademés, E(t) permanece en el conjunto compacto Bs = {E : ||E|| < 6,0 > 0}, con

0= Amaz (K) <2N\/ Amaac(K)> >0 (2.15)

]

Analizando la expresién (2.15), es posible concluir que 6 > 0 solo si Ay (K) > 0,
y obviamente si A\q(K) > 0. Estos criterios no permiten hallar las ganancias del
observador &, y k;.

Por otro lado, en ocasiones, las derivadas de la salida pueden aparecer en el polinomio
algebraico diferencial, dependiendo de la eleccién de la variable auxiliar . Dado que
no se dispone de dichas derivadas, se propone el uso de variables artificiales.

Lema 2.1. Si la variable auziliar n;, i € {1,...,u}, para el sistema (2.2), satisface
H1 y puede expresarse como

ni = a;y + b;(u, y) (2.16)

donde a; es constante y b;(u,y) es una funcion acotada. Entonces, existen las funcio-
nesy1, Y2, € C* tales que el observador PI de orden reducido (2.3) puede expresarse
como

Y = —kp 1+ V2, + Ky, [bi(w, y) — Ky aiy] + ki aiy, Y1,(0) = 7144
Yo, = —ki; i, + ki, [bi(u, y) — kp,aiy] Y2,(0) = 2i,
i = Y1, + kp,aiy
M, = Y2, + ki a:y (2.17)

Demostracion. Considere el observador PI de orden reducido

~

ni = kpi(ni - ﬁl) + 7711'
M, = ki, (M — 1) (2.18)
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donde 7, es la parte integral del observador PI. Substituyendo (2.16) en (2.18), se
tiene

i = Ky (@iy + bi(u, y) — 0;) + 1,
M, = ki (a:y + bi(u, y) — ;) (2.19)

Es posible definir las variables artificiales 71, y 72, € C' como

Y, = N — kp,aiy
Yo, = Th, — ki, ay (2.20)

cuyas derivadas son

A, = 1 — Kpyaiy
Yo, =, — ki,a:y (2.21)

De (2.19),(2.20) y (2.21) se tiene que

;le' = _kpi71i + Y2, +k i [bl<u7 y) - kpia’iy] + kiiaiyv 712'(0) = Vio

2.3. Implementacién del observador PI

En esta seccién se ejemplifica la implementacion del observador PI mediante diferentes
sistemas.

2.3.1. Observador PI y sistema lineal

Considere el siguiente sistema lineal

.Ctlzu
Ty =u+f
Y =22 (2.23)

donde u es conocida y f es una variable desconocida. El sistema (2.23) es no diferen-
cialmente plano dado que

P:L‘l)::vl—u:O
P(zy) =29 —y=0
P(f)=u+f-9y=0 (2.24)
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Ahora, el sistema lineal puede expresarse como la siguiente inmersién

jfl =Uu

1"2 =u-+ f

f=Qz1,22)

Y= T2 (2.25)

Asi, el observador PI estd dado por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales
f=k(f =)+ h
fr=ki(f =) (2.26)

donde f es el estimado de f y fl representa la parte integral del observador PI. Note
que f satisface H1, tal que f = ¢ — u, y suponga que f estd acotada (H2). Entonces,
substituyendo en (2.26) se tiene

f kp(?)_u_f)+f1
fi=rki(y—u-f) (2.27)

Dado que no se dispone de g, considere las siguientes variables artificiales que satis-
facen H3

= f—kpy
Y2 = f1 —kiy (228)

Derivando estas variables y substituyendo f y fl se tiene
= —kp(utm +kpy) + 72 + iy
Yo = —kiu — ki1 + kpy) (2.29)

Esto es, la dinamica de interés puede ser estimada a partir de las variables artificiales.
Por lo tanto, el observador PI de orden reducido estéd dado por

==k 72 — kp(u+ kpy) + kiy, 71(0) =710

Jo = —kiy1 — ki(u + kpy), 72(0) = 72,

f= T+ kpy

f1 =%+ kiy (2:50)

Considere ahora las siguientes condiciones iniciales: 71 (0) = 0 y 72(0) = 0, junto con
u = 2sin(nt) y f = 3sin(nt). Mientras que las ganancias del observador PI de orden
reducido son k; = 15 y k, = 8. Asi, los resultados obtenidos son presentados en la
Figura 2.1
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2.3.2.

Observador PI y sistema de Chua

15

Considere ahora el sistema de Chua. Este sistema describe un circuito eléctrico con
comportamiento cadtico y es descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones diferen-

Figura 2.1: Sistema lineal y observador PI
macion.

60

8t —— Error de estimacion

-10 I I I I I

0 10 20 30 40 50

t

60

(b)

. (a) Estimacién de f y (b) error de esti-
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ciales no lineales

&1 = a(zy — 21 — mor; — ToM))
jjg =T — To+ I3
it'g = —b$2
Y = T (2.31)

donde a, b, mg y my son constantes del sistema. Las variables x; y x5 representan el
voltaje en los capacitores y x3 es la corriente eléctrica en el inductor.

Es facil probar que el sistema (2.31) es no diferencialmente plano. Esto es

P(zy,z3) =21 —9y—y+ax3=0
P(LCQ):LEQ—yIO
P(i3) =23+ by=0 (2.32)

Ahora, defina la siguiente variable auxiliar

n=a1 4y =gty (2.33)

la cual satisface H1. Por lo tanto, el sistema (2.31) se puede expresar de la siguiente
manera

i1 = a(zy — 21 — moxy — T3My)

Ty =—T2+7N

I'g = —b.IQ

77 = Q(x1,$3)

Yy =1 (2.34)

Dado que la dinamica del sistema de Chua esta acotada por ser un sistema cadtico,
Q(xq,x3) satisface H2. De tal manera que se propone

0= ky(y+y—1n) -+
h=ki(y+y—1n) (2.35)

Para prescindir de g, sean las siguientes variables artificiales

=1 = kpy
Yo =1h — kiy (2.36)

cuyas derivadas son

1 =kpy(y —n — kpy) + 2+ kiy
Yo = ki(y — 1 — kpy) (2.37)
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Asi, el observador PI de orden reducido esta dado por

Y1 = =k + 72 + Ep(y — kpy) + Ky, 71(0) = 71,

Yo = —kim + ki(y — kpy), 72(0) = 72
n=m-+kpy

=2+ kiy (2.38)

Es posible utilizar 7 para obtener el valor de las variables de interés x; y x5 de la
siguiente manera. De la expresion (2.33) se obtienen las siguientes relaciones

N =2+ x3 (2.39)
y
y=n-y (2.40)
Derivando (2.39), se tiene
0= &1+ i3 =2 — by (2.41)
Por otro lado
f=m+ ko (2.42)
tal que
b=+ by (2.43)
De (2.41) y (2.43), se obtiene
Ty = + ki + by (2.44)

Substituyendo 41, de (2.38) y (2.40), en (2.44), se tiene que

B1=— k1 + %2 + ko(y — kyy) + kiy + k(3 — y) + by (2.45)

Entonces, substituyendo (2.42) en (2.45) y simplificando, resulta

T1 = Y2+ kiy + by
=i +by (2.46)

La ecuacion (2.46) puede resolverse utilizando el método de Euler, esto es

T1(t+1) = 21(t) + [ (@) +by(t)],  21(0) = &4, (2.47)
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Finalmente, de (2.39) se tiene que

B3 =10 — & (2.48)

De tal manera que es posible obtener la estimacién de las variables de interés. Para
visualizar la efectividad del observador PI, considere los siguientes parametros para el
sistema de Chua: a = 9.5, b = 100/7, mo = —8/7 y m; = 4/63, asi como las siguientes
condiciones iniciales: zo = (0.2,0.2,0.2). Por otro lado, considere 7,(0) = 0, 12(0) =0
y 21(0) = 0, junto con las ganancias k; = 150 y k, = 25. Los resultados pueden ser
observados en las Figuras 2.2-2.4.

T2 R T

Figura 2.2: Sistema de Chua. Atractor del sistema (linea continua) y estimaciones del
observador PI (linea punteada).

La Figura 2.2 ilustra de la mejor manera como se lleva a cabo la resolucion simultanea
de los problemas de sincronizacién y estimacion de estados. Note como la trayectoria
de estado del observador PI converge a la del sistema de Chua, de tal manera que
ambos evolucionan dentro del mismo atractor cadtico.

2.3.3. Observador PI y sistema no lineal

Considere el siguiente sistema no lineal

i‘lzl‘g

. ooy

XTog =G — —
z3

1'}3:—0'U—f

y=1 (2.49)
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4l -—-x1|
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4l - —-x3] |
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t (b)

Figura 2.3: Sistema de Chua. Estimacién de las variables de estado (a) z; y (b) zs.
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ar —— Error de estimacion

-5 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

t

Figura 2.4: Sistema de Chua. Error de estimacién obtenido por el observador PI.

Este sistema corresponde al movimiento y pérdida de masa de una nave espacial
que se encuentra aterrizando verticalmente en la superficie de un planeta. El modelo
considera la ausencia de resistencia atmosférica y denota la aceleracion gravitacional
del planeta con g.

Las variables x1, zo y x3 son la posicién vertical, la velocidad de descenso y la masa de
la aeronave, respectivamente. La variable u es una senal de control, o es la velocidad
relativa de expulsion de los gases y « es una constante positiva tal que oo es el
desplazamiento maximo de la palanca de aceleracion del motor. La variable f es una
incertidumbre que necesita ser observada.

Es facil notar que este sistema es no diferencialmente plano, esto es
P(a:l):arl—y:O
P(xg):xg—y:()
P(xs,@3) = (§ — g)xs — (¥3+ fla =0 (2.50)

Es posible expresar el sistema (2.49) de la siguiente manera

.j?lzl’g

. ooy

T9g =0 — —
T3

$3:—Uu—f

f = Q<x17 x27$3)
y=m (2.51)
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Suponga que €2 es acotada, tal que H2 se satisface. Por otro lado, f satisface H1, ya
que

(f +ou)(j — g)* + cauy® =0 (2.52)
Para estimar f, considere

(2.53)

Substituyendo (2.52), se tiene

A cauy® . .
[ ==k (0u+ i —yg)2 +f) + f1

X (3)
A oauy A

Para prescindir de y® y 4, es posible aproximarlas como y® ~ o vy = Zs. De tal

manera que

e B f) (2.55)

A oau
’YIf = f - kpf R
Ty — g
A oau
Yo, = J1— kif (2.56)
T2 —4g
Cuyas derivadas son
4 . oau
Y1y =T+ kppa
’ ’ (T2 — g)?
By, 2 (2.57)
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Substituyendo (2.55) y (2.56) en (2.57) se tiene que el observador PI estda dado por

, oou oou
Yy = =k | ouF Y1+ Rpp ) 72, + Kif ; 7,;(0) =750
ZTo — T2 — 4
. oou
Yo, = —hkif <‘7U oyt ks ) ; 72, (0) = 7250
T2 — 9
. oou
f = V1 + kpf X
T2 —49
. oou
J1="2, tkij— (2.58)
T2 — g

Como (2.58) involucra la variable o, es necesario realizar una estimacién adicional.
Para ello, considere el siguiente observador PI

5:2 = kpfﬂz (y - SAC2> + '%21
i’zl == ka (y - .@2) (259)
donde x5 = 9. Ahora, considere las siguientes variables artificiales
Moz = Ty — k’p@y
V2p2 = 5321 - kimy (260)
cuyas derivadas son
;}/112 =Ty — kpmy

;)/212 = 5721 - kmgy (261)

Por lo tanto, substituyendo (2.59) y (2.60) en (2.61) se tiene

Vs = —kpzy (Vas T kp2ay) + 72,0 + ki ¥, V142(0) = V1,0,
Vour = —Kizy (V14n + Kpan¥) V2,2 (0) = 72,5,
Ty = Y1 + Kpany
To, = Yo, + Kiz,y (2.62)

Note que § ~ Z. Entonces, de (2.61) se tiene

‘%2 - - kpxz (’yle + kpxzy) + V202 + kixzy + kpriQ (263)

Asi, 25 puede ser obtenida y por lo tanto también la variable de interés f. Note ademas
que las expresiones (2.58), (2.62) y (2.63) constituyen un banco de observadores para
el sistema (2.51).

Ahora, considere g = 1.63m/s* o = 50kg/s, a = 200m/s. Las condiciones iniciales
fueron: zo = (—700,0, 1500). A su vez, sean 71,,(0) = 0, 72,,(0) = 0, 71,(0) y 72,(0) =
0. Mientras las ganancias del observador son k,f = 49, k;y = 700, kpp, = 6y ki, = 25,
junto con una senal de control u = 1 y una incertidumbre dada por f = exp(6sin(t)).
Los resultados correspondientes pueden observarse en las Figuras 2.5 y 2.6.
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2.4. Estimacién de poblacién asintomatica duran-
te la Pandemia COVID-19

La pandemia generada por el virus SARS-CoV-2 puso en apuros el sistema de salud
de todas las naciones. Para enfrentar esta situacién, se pusieron en marcha diferentes
medidas de contencién y monitoreo. Una de estas estrategias fueron las campanas
masivas de testeo, cuya finalidad era recabar informacién y tomar decisiones con
base a esta. Sin embargo, debido a sus condiciones sociales, médicas y econémicas,
una gran cantidad de paises fueron incapaces de llevar a cabo este tipo de medidas
[9]. Para solventar esta situacién, muchos expertos sugirieron hacer uso de modelos
matematicos para estudiar y tratar de predecir el curso de la pandemia, tales como el
clasico modelo SIR (Susceptibles-Infectados-Removidos). En esta seccién, se considera
el modelo epidemiolégico A-SIR (Asintomdticos-Susceptibles-Infectados-Removidos)
y se implementa el observador PI de orden reducido para estimar la poblacion de
individuos asintomaticos.

2.4.1. Modelo epidemiolégico A-SIR

Una de las principales caracteristicas de la pandemia COVID-19 es una fuerte presen-
cia de individuos asintomaticos. Estos individuos representan un serio peligro, pues
son igualmente infecciosos y permanecen sin detectar [8, 29, 108]. Por lo tanto, es
clave contar con alguna estimacion de esta poblacién. De tal manera que considere el
siguiente modelo A-SIR [30]:

t)y=( p) BS t) [a(t) +i(t)] — va(?),
7(t) =vi(t) + va(t),
y(t) =i(), (2.64)

donde s(t) y r(t) representan las poblaciones normalizadas de individuos susceptibles
y removidos (recuperados y/o fallecidos), respectivamente. La poblacién de individuos
infectados se divide en sintomaticos i(t) y asintomaticos a(t). En este caso, la salida del
sistema y(t) estd dada por aquellos individuos sintomaticos, mismos que normalmente
son reportados a las autoridades. El parametro § > 0 representa la tasa de transmision
de la enfermedad, y esta dado por = 07/N, donde ¢ es nimero de contactos
promedio que tiene cada individuo infectado con aquellos que son susceptibles, 7
es la fraccion de contactos que resultan en contagio y N es la poblacién total. Las
tasas de recuperacién, es decir, el tiempo promedio entre la infeccién y su posterior
recuperacién /fallecimiento, de los individuos sintométicos y asintométicos son y~! y
v=t con v > 0, v > 0, respectivamente. Mientras que p > 0 representa la fraccién de
individuos infectados que son sintomaticos.



26 CAPITULO 2. OBSERVADOR PI DE ORDEN...

Una caracteristica del modelo A-SIR es que asume una inmunidad permanente de los
individuos recuperados, asi como una poblacién constante (sin nacimientos o muertes
naturales). Debido a esto ultimo, se tiene que

s(t) +i(t) +at) +r(t) =1, V>0 (2.65)

2.4.2. Observador PI y modelo A-SIR

Siguiendo la metodologia previamente establecida, sea n(z) tal que
n(x) = Bs(t) [a(t) +i(t)] (2.66)

Note que la eleccién de n(z) coincide con la dindmica de la poblacién susceptible pero
con signo opuesto. Esta eleccion es particularmente ttil, pues interviene en el resto
de dinamicas poblacionales del modelo A-SIR. De tal manera que el modelo A-SIR
puede expresarse como

$(t) = —n(x),

i(t) =pn(x) — i(t)

a(t) = (1 — p)n(x) —va(?)

n(x) =Q(z),

7(t) =i(t) + va(t),

y(t) =i(t), (2.67)

Claramente, n(x) satisface la CAO ya que

U:%(?JJFW/% p#0 (2.68)

Ahora, se tiene que el observador PI de orden reducido para este problema esta dado
por

=
I

1. R .
Kp ;(y+7y)—n + ki,
1

M= Sty = (2.69)

Dado que la derivada de la salida aparece en las expresiones anteriores, se definen las
siguientes variables artificiales:

Qo =11 — —'y, (2-70)
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cuyas derivadas son

De tal manera que se tiene
. Ky L
Qq 2?’}’9 — KpT + 1,

. Ri N
Qg =—7Y — KiT)
p
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(2.71)

(2.72)

Asi, considerando (2.70), y después de alguna manipulacién algebraica, las expresiones

en (2.72) son

G = —FKpay + g + % (ki + Ky — K2)

. R
Qg = —K;01 + ;y (v — ’fp) )

Por lo tanto, el observador PI de orden reducido es:
. ) 2
Q= —kKpaq + ag + p (ki + Fpy — K1)

. Ri
Qg = —K;Q1 + ??/ (v — Fp)

(2.73)
Oélo = 011(0),
az, = az(0),
(2.74)
(2.75)
(2.76)
(2.77)

Antes de continuar, considere que para este problema particular, los errores de estima-
cién de las diferentes poblaciones se definen como 5(t) = s(t) — §(t), a(t) = a(t) — a(t)

y 7(t) = r(t) = 7(2).



28 CAPITULO 2. OBSERVADOR PI DE ORDEN...

2.4.3. Ruido ambiental en modelo A-SIR

Dado que existe evidencia de que la pandemia COVID-19 es altamente influenciada
por fluctuaciones ambientales [43, 95], dando como resultado mediciones inadecuadas,
en lo siguiente, considere la expresién [106]

wg(t) = wPs(t) [a(t) +i(t)]"?, (2.78)

donde w es un ntimero aleatorio de una distribucién uniforme con valores entre 0 y 1,
i.e., w € (0,1). Por otro lado, ¢(t) es una funcién analitica cuya derivada es acotada.
Asi, considere que la salida del sistema estd influenciada por (2.78), i.e.,

y(t) =i(t) +wy(?), (2.79)

Note que wg(t) es un término que no se desvanece y de hecho, crece conforme el
nimero de infectados incrementa. Por tanto, asuma lo siguiente
H4. El término de ruido aditivo estd acotado, i.e., |wg(t)] < M.

Teorema 2.2. Si Hi1-Hj se cumplen, el sistema (2.69) es un observador PI de orden
reducido para la dindmica desconocida de (2.67) pero con salida (2.79), y cuyo error
de estimacion es uniforme y ultimamente acotado.

Demostracion. Exprese la salida del sistema (2.79) como y(t) = y1(t) + wg(t). En-
tonces, de H1 se tiene que la variable auxiliar se puede elegir como una suma de dos
polinomios diferenciales, i.e.:

77:Pl(ylaylw~-7y§m))+WP2(97Q7-~79(”2))7 ,U/17,U/2€N7 (28())

donde P, € C*" y P, € C*2. Ahora, la derivada con respecto al tiempo de 7 es
n=Qz(t)) + w¥(t) (2.81)
Note que a diferencia de €2, ¥ depende tinicamente de la variable temporal, pues la

misma es un polinomio diferencial de g y sus derivadas. Ahora, dado que e =n — 17,
se tiene que la dinamica del error de estimacion es

é=Q(z) — ke — kM + WU (), (2.82)
h=e (2.83)

o en forma matricial
E=—-KE+Q+wV, (2.84)

donde
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Considerando lafunciéon candidata de Lyapunov
V(E)=FE"E (2.85)
se tiene que la derivada de la misma a lo largo de las trayectorias del sistema es
V(E)=E"E + E"E
=2F"E
=—2E"KE +2E"Q + 2ETw0 (2.86)

Por la desigualdad de Rayleigh y dado que

I2E"Q| < 2N Ellx = 2NV Amaa(K)I| B,
I2E"w|| < 2M||Ellx = 2M\/Aaa (K| E||

se tiene que
V(E) < =20 KB + 2(N + M)/ Aae(K) || E| (2.87)

Asi, aplicando el teorema de acotacién iltima uniforme, se tiene que E(t) es uniforme
ltimamente acotado para toda condicién inicial £(0). Ademas, E(t) permanece en
el conjunto compacto By = {E : ||[E|| < 4,0 > 0}, donde

- (Jeth) <2<N 421 <Amax<K>>”2> -0 (2.89)

Amin(K) Amin (K)

Por tanto, el error de estimacién del observador PI también es uniforme tltimamente
acotado cuando existe ruido en la salida del sistema. O

2.4.4. Estimacion considerando la soluciéon numérica del mo-
delo A-SIR

A continuacién se presentan los resultados obtenidos cuando el observador PI utiliza
la solucién numérica del modelo A-SIR. A modo de comparacion, note que los resulta-
dos también incluyen el desempeno del observador cuando la accién integral no existe,
i.e., k; = 0, asi como los resultados obtenidos por un observador de Luenberger. Por
otro lado, se consideran dos casos, con y sin ruido ambiental.

CASO 1: Estimacién sin ruido.
Los parametros utilizados para simular el modelo A-SIR se presentan en la tabla 2.1.

Los parametros 8, v v v en la Tabla 2.1 son estimaciones estadisticas realizadas
para la Ciudad de México. Por otro lado, p corresponde a un valor inferido de un
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H Descripcion del pardmetro/Referencia Simbolo  Valor H
Tasa de transmisién [83] g 0.46
Fraccién de infectados sintomaticos [91] p 0.15
Tasa de recuperacién de sintoméaticos (days™!) [83] v 1/4.86
Tasa de recuperacién de asintomaticos (days™') [83] v 1/4.86
Cuadro 2.1: Parametros modelo A-SIR.
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Figura 2.7: Evolucién natural de las poblaciones del modelo A-SIR considerando datos
relacionados con la Ciudad de México y el virus SARS-CoV-2.

estudio serologico realizado en la ciudad de Nueva York. La simulacién del modelo
A-SIR considera las condiciones iniciales ¢(0) = 1/N, a(0) = 1/N, r(0) =0y s(0) =
1 —14(0) — a(0). En la Figura 2.7 se observa la evolucién de las distintas poblaciones

del modelo A-SIR.

La Tabla 2.2 muestra las distintas condiciones iniciales utilizadas, asi como las ga-
nancias correspondientes. Note que en el caso del observador sin accién integral (Ob-
servador Proporcional), la ganancia k), es denotada simplemente como x. La ganancia
del observador de Luenberger es denotada por L [59].

En la Figura 2.8 se pueden observar las estimaciones realizadas por cada uno de los
observadores, asi como los errores de estimacion correspondientes a cada poblacio
(Figura 2.9).

CASO 2: Estimacion con ruido.

Considere ahora que los observadores utilizan la solucién numérica del modelo A-SIR
pero con ruido aditivo. En este escenario se omite el observador de Luenberger, dado
que el mismo no es apropiado para esta clase de escenario. Los parametros utilizados
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Figura 2.8: Estimacion de la diferentes poblaciones sin ruido y considerando la solu-

ciéon numérica del modelo A-SIR.
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H Proporcional Proporcional-Integral Luenberger H
a(0) =0.1 a1(0) =1 1(0)=1/N
n(0) =1 a3(0) =0 a(0) = 1/N
k=25 n(0) =1 7(0) =0
Kp = 25 5(0) =1—14(0) — a(0)
ki = 20 L =250

Cuadro 2.2: Condiciones iniciales.

son los mismos, excepto las ganancias, las cuales son K = 50, k, = 1.4y k; = 0.8,
respectivamente.

En la Figura 2.10 se observan las estimaciones considerando ruido. Note como las
estimaciones obtenidas se ven afectadas por el incremento del ruido aditivo (ma-
yor nimero de infectados). También observe como el observador PI atenua el ruido,
comparado con el observador Proporcional. Por otro lado, los errores de estimacién
correspondiente se observan en la Figura 2.11.

2.4.5. Estimacion considerando datos reportados en la Ciu-
dad de México

Considere ahora datos oficiales reportados por las autoridades sanitarias de la Ciudad
de México, mismos que corresponden al periodo comprendido entre febrero 22 de 2020
y marzo 13 de 2021 [33].

Dado que la media de pruebas COVID realizadas es baja (alrededor de 0.29 pruebas
por mil habitantes [79]), se considera que todos los casos reportados corresponden a
casos sintomaticos. En la Figura 2.12 se observan los casos reportados en la Ciudad
de México. Note que a diferencia de la evolucién natural del modelo A-SIR (Figura
2.7), se aprecian olas de contagio debido a las diferentes acciones tomadas por las
autoridades (confinamientos y restricciones de movilidad). Ademads, observe que los
datos reportados presentan ruido. Para suavizar la curva de datos reportados y emular
asi un caso sin ruido, se aplica una media mévil.

Las estimaciones obtenidas por el observador PI con los datos reportados se observan
en la Figura 2.13. Las condiciones iniciales utilizadas son las mismas que las de la
tabla 2.2, ademas de x, = 100 y x; = 50. Note que en este caso, las poblaciones no son
normalizadas, es decir, se muestran considerando la poblacion total de la Ciudad de
México (N = 9,209,944 [45]). Las estimaciones con los datos originales se presentan
con lineas discontinuas, mientras que los datos con la curva suavizada se presentan
en linea continua.

Debido a que en este caso particular no se dispone de informacién sobre la evolucién
de las poblaciones de individuos susceptibles, removidos o asintomaticos, no es posi-
ble comparar de forma directa los estimados obtenidos, y por lo tanto, tener algin
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Figura 2.10: Estimacion de la diferentes poblaciones con ruido y considerando la

solucién numérica del modelo A-SIR.



2.4. ESTIMACION DE POBLACION ASINTOMATICA

0.2 I
‘; - - -Proporcional
e Proporcional-Integral
0.15} I
0.1}
0.05 B
..,.J‘,Mij‘ffz“.:fi":‘ff:::;f, B S
ol o
-0.05 : ‘ ‘
0 50 100 150 200
t
1 T
- --Proporcional
fffff Proporcional-Integral
0.5
T o
-0.5
-1 ! : :
0 50 100 150 200
t
1 T
- - -Proporcional
''''' Proporcional-Integral
0.5¢r I
% 0 o]
05 1
-1 ! ‘ :
0 50 100 150 200
t

Figura 2.11: Errores de estimacion con ruido de la diferentes poblaciones y conside-
rando la solucién numérica del modelo A-SIR.



36 CAPITULO 2. OBSERVADOR PI DE ORDEN...

I I
¥ Confirmados
8000 - — Media movil

6000

4000 -
. ___m.m......m.lmnmmm\M\HMMMMMMMHMHM!M|M||A||nnnnmMHMHMMMM MI
350

0 50 100 150 200 250 300
t (Dias desde el brote)

Figura 2.12: Datos reportados en Ciudad de México durante la pandemia COVID-19
entre febrero 22 de 2020 y marzo 13 de 2021.

indicio de si dichas estimaciones son correctas. No obstante, se dispone de informa-
cién respecto al nimero de fallecidos en la Ciudad de México hasta marzo 13 de 2021
(29,047 desde el inicio de la pandemia), asi como del nimero de casos reportados
acumulados (583, 698) [33]. Por otro lado, se conoce la taza de mortalidad estimada
del virus (proporcién entre ntmero de fallecidos y ntumero de casos confirmados),
misma que es de 4.98% [46]. Ademads, considerando que la fraccién de individuos
sintomaticos es de 0.15, es posible multiplicar el nimero de fallecidos por el factor
f=(100/M) % (100/15), donde M es la taza de mortalidad.

La curvas resultantes, considerando diferentes tazas de mortalidad, se observan en la
Figura 2.13.c. Note que la curva estimada de individuos removidos se ajusta con la
curva proyectada considerando una taza de mortalidad de 4.98 %, al menos durante los
ultimos 50 dias. Esto puede considerarse como un indicativo de que las estimaciones
obtenidas son correctas, considerando claro que la taza de mortalidad es variable. En
el caso especifico de la Ciudad de México, esta oscilé entre el 12.4 % (junio 2020) y
el 9% (marzo 2021).



2.4. ESTIMACION DE POBLACION ASINTOMATICA

%108

I
—Con media

---Con origina

©

©

Poblacion susceptible
~

6
5
0 50 100 150 200 250 300 350
t (Dias desde el brote)
x10%
25} '—Con media - --Con original i
'g 20
©
g 15
2
[
‘% 10
®
S 5
)
©
o 0
[¢)
o
-5
0 50 100 150 200 250 300 350
t (Dias desde el brote)
x10°
5r — Con media 4.98% mortalidad 9% mortalidad -—- Fallecidos
--- Con original 7% mortalidad 11% mortalidad
©4r
RS
S
o)
E3r
o
5
L2¢
©
o)
1
0 | : | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350

t (Dias desde el brote)

37

Figura 2.13: Estimaciones obtenidas por el observador PI con datos oficiales, Ciudad

de México.
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Capitulo 3

Observador de Alta Ganancia de
orden fraccional.

Un tipo de observadores para sistemas no lineales que presenta gran robustez contra
perturbaciones externas y ruido de mediciéon, son los observadores de alta ganancia
(66, 63]. Este tipo de observadores fueron introducidos por primera vez a principios de
la década de los 90 [14, 31]. Ademés de su robustez, presentan una rapida convergencia
al valor estimado, misma que, a diferencia de otros observadores, depende de un tinico
parametro.

Debido a sus excelentes resultados, esta clase de observadores ha sido ampliamente
aplicada a sistemas de orden entero [47, 55, 57], no obstante, ha sido poco explorada
e implementada en el caso fraccional [62, 27].

En este capitulo se presenta un Observador de Alta Ganancia para sistemas no lineales
de orden fraccional con dindmicas no modeladas y que presentan ruido en la salida.
El observador de estados presentado es globalmente Mittag-Leffler acotado, es decir,
su error de estimacién es uniformemente acotado y converge asintéticamente a un
conjunto compacto atractivo.

3.1. Nociones fundamentales de calculo fraccional

El célculo fraccional es una generalizacion del calculo clasico, no obstante, a diferencia
del tltimo, en la literatura es posible hallar distintas formas de definir una derivada de
orden no entero o € R. Entre las diferentes definiciones existentes, las mas conocidas
y utilizadas son la de Riemann-Liouville, la derivada de Caputo, la de Griinwald-
Letnikov y la definicién de Atangana-Baleanu [81, 69, 86].

Cada una de estas definiciones presenta particularidades, y su utilidad depende en
gran medida de la formulacion del problema que se esta tratando. En este capitulo
se hara uso de la derivada fraccional de Caputo. El principal motivo de esta decision,

39
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es que a diferencia del resto, admite condiciones iniciales y de frontera clasicas, es
decir, dadas por derivadas de orden entero. Esta propiedad es particularmente 1til,
pues permite interpretar con facilidad el significado de dichas condiciones.

Por simplicidad, se denotara la derivada de Caputo de orden fraccional « solo como
D*.

Definicién 3.1. [81] Sea 8 real positivo. La funcion

00 x’“

stempre que sea convergente, se conoce como funcion Mittag-Leffler.

Ahora, para introducir las siguientes definiciones, considere antes un sistema de orden
fraccional dado por

D%x(t) = f(t,z(t)), (3.2)

donde o € (0,1), z(t) € R, y f : [0,00) x R" — R" es continua a trozos en t y
Lipschitz con respecto a x.

Definicién 3.2. [23] El sistema no lineal de orden fraccional (3.2) se dice uniforme-
mente acotado si para algin € > 0 existe § = 0(e) > 0 tal que

lz(t)] <9, t>0, (3.3)

para toda condicion inicial z(0).

Definicién 3.3. [99] Si existe una funcion positiva definida, radialmente no acotada
V(t,z(t)), una funcion continua no negativa G(t,x(t)), y constantes positivas [ > 0
y vy > 0 tal que para cualquier solucién x(t) de (3.2), se tiene que

V(t,x(t)) — 1 < [G(0,2(0))] Ea(—1"), =0, (3.4)

tal que el sistema (3.2) se dice ser globalmente Mittag-Leffler atractivo con respecto
a V(t,xz(t)), y el conjunto compacto Q = {x(t) € R" | V(t,z(t)) <1} se conoce como
el conjunto compacto globalmente atractivo Mittag-Leffler del sistema (3.2).

Definicién 3.4. [99] Si el sistema (3.2) es uniformemente acotado y globalmente
Mittag-Leffier atractivo, entonces se dice que estd globalmente Mittag-Leffler acotado.

Teorema 3.1. [53] Sea x = 0 un punto de equilibrio del sistema (3.2) y V(t,x(t)) :
[0,00) x R — R una funcion continuamente diferenciable y Lipschitz con respecto a
T tal que

Bullz]|* < V(t,x(t) < Boll|*® (3.5)
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DV (t,2(t)) < —Psl|z||, (3.6)
donde t > 0 y (1, B2, B3, a, b son constantes positivas arbitrarias. Entonces, x = 0

es globalmente Mittag-Leffler estable.
O

Note que la Definicién 3.4 y el Teorema 3.1 estan estrechamente relacionados. Esto
es, si la solucién z(t) del sistema (3.2) es globalmente Mittag-Leffler estable, entonces
|z(t)|| = 0 conforme ¢ — oo. Por otro lado, si el sistema (3.2) es globalmente Mittag-
Leffler acotado, entonces existe un conjunto compacto atractivo al cual la solucién
x(t) converge asintéticamente y por lo tanto, es uniformemente ultimamente acotado.

Lema 3.1. [56] Sea xz(t) € R™ un vector de funciones diferenciables, a € (0,1).
Entonces, para cualquier t > 0, la siguiente desigualdad se satisface

%D"‘ (27 (8P (t)] < 2T (t)PDx(t), (3.7)

con P € R™" tal que P = PT > 0.

O
Lema 3.2. [19] Sea V (t) una funcion continua en [0,00) tal que
DEV(t) <AV(1),
con 0 < a <1 y constante y. Entonces
V(t) < V(0)E, (yt*), t>0.
O

Lema 3.3. Para a > 0, x,y € R, la siguiente desigualdad se satisface

1 1
—ar® + 2y < —=azx® + —y°.
2 2a

Demostracidén. Se sabe que para cualquier z,y € R, (ax — y)? > 0. Entonces, multi-
plicando por —i, con a > 0, se tiene que

1 1 1 1
—5(1932 +xy — %yQ = —ax’® + §a$2 +ay — %yz <0. (3.8)

O
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3.2. Diseno de un observador de alta ganancia glo-
balmente Mittag-Leffler acotado

Considere ahora el siguiente sistema no lineal de orden fraccional:

Dx(t) = Az(t) + ¢(z(t), u(t)),
y(t) = Ca(t) + =. (3:9)

donde z(t) € R™ es el vector de estados del sistema, el cual es parcialmente conocido,
u(t) € RP es un vector de entradas, y € R es la salida del sistema, A € R™™",
CT = [1 0 0 ... O]T € R", @ es un término de ruido aditivo en la medicién y
¢ : R" x RP — R"™ es una funcién no lineal localmente Lipschitz con respecto a x.
Este dltimo término representa la dindmica no modelada del sistema.

Adicionalmente, suponga que el término de ruido aditivo @ estd acotado, i.e., existe
una constante positiva M tal que ||w|| < M.

Se desea estimar las variables no conocidas del sistema (3.9) (variables de estado y
dindmica no modelada). Por lo tanto, se propone un observador de alta ganancia que
es globalmente Mittag-LefHler acotado.

Considere el siguiente sistema aumentado de (3.9)

Doa(t) = Ax(t) + d(z, u),
D, (t) = Cx(t) + w,
Da¢(x> u) = @(l’, u)a
Y« (t) = 2. (1). (3.10)

donde y.(t) € R. Note que la salida de este nuevo sistema no depende directamente
del ruido de medicién y que ¢ se trata como una nueva variable de estado. Entonces,
el sistema (3.10) se puede expresar de la siguiente manera

DX (t) = AX(t) + (X, u) + W,

y«(t) = CX(1), (3.11)
z(t) A0 I, 0 0
Xt)y=|z(t) |, A=|C 0 0|, @¢(X,u)= 0 , W= |w]|,
o(x,u) 0 0 0 O(z,u) 0
c=[0 1 0], (3.12)

donde I, es una matriz identidad n-dimensional. Note que X(t) € R** A €
R(2n+1)><(2n+1)’ dc R2n+1’ W € R2ntl y cT c R2n+1,
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El sistema aumentado (3.10) hace que el ruido de medicién sea parte de la variable
T, i.e., es ahora una perturbacion de estado. En consecuencia, el ruido se ve sujeto
a una accion integral fraccional al hallar la solucién del sistema aumentado, debido
a esto, tal perturbacion es atenuada, proporcionando robustez al observador de alta
ganancia.

Entonces, se propone el siguiente observador fraccional de alta ganancia para el sis-
tema (3.11):
[WX@%=AX@%MMXﬂQ+SfOT@qﬂ—CXGD,
(1) = CX (1), (3.13)
donde X(t) = [2(t), 2.(t), gb(:i",u)]T € R?"! es la estimacién de X y la matriz

Sp es conocida como la matriz de alta ganancia. Ademas, la matriz Sy = Sg > 0 es
solucién de la siguiente ecuacion algebraica de Riccati

0Sp(t) + AT Sy(t) + Sp(t)A = CTC, Sy(0) = Sg,, (3.14)
con 6 > 0. La matriz de alta ganancia Sy se define como

(_1)i+j
(S0);,; = Vi givi—1

donde v; ; es un coeficiente binomial dado por

it+j—2

Defina ahora el error de estimacién del sistema aumentado como (&) = X (t) — X (t).
Entonces, de (3.11) y (3.13) se tiene que la dindmica del error de estimacion es

D%@p:AX@+@wxw+wv—AXay4Mme—$%ﬂ(aww—cX@g

= [A—5,'CTC] £(t) + R(E,u) + W.
(3.15)

donde R(E,u) = (X + &,u) — ®(X,u). Por otro lado, denote ||z|%, = 27 Spz para
algin z € R". Entonces, si R(€,u) es diferenciable, se tiene que [|[R(E,u)|s, <
L||&||s,, para algin L > 0.

De tal manera, que se establece el siguiente teorema, el cual demuestra que el sistema
(3.13) es un observador de alta ganancia globalmente Mittag-Leffler acotado, i.e.,
un observador cuyo error de estimacién es uniformemente acotado y converge a un
conjunto compacto atractivo.
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Teorema 3.2. El sistema (3.13) es un observador de alta ganancia globalmente
Mittag-Leffler acotado para el sistema (3.11), cuyo error de estimacion E(t) converge
asintdticamente y permanece en el conjunto compacto B, = {E(t) | ||E(t)|| < b,b > 0},

b= | (IO - s ) B (5e) v

dond60>0,'y:0—2L>Oandu:‘%p.

Demostracion. Considere la siguiente funcién candidata de Lyapunov

V(E) = ET(1)SeE(t) = [IE(W)II5,,  V(0) =0. (3.16)

Entonces, a partir del Lema 3.1 y de la expresién (3.15), se tiene que

DV (E(t)) < 2ET (1) Sy D E(t),
< 28T (1) SpAE(t) — 2ET()CTCE(t) 4 28T () SyR(E, u) + 2ET (1) SpWV.

(3.17)
Por otro lado, de la ecuacion algebraica de Riccati (3.14), se sabe que
28T (1) Sy AE(t) = ET(1)CTCE(t) — OET (1) SpE(2), (3.18)
entonces, substituyendo (3.18) en (3.17) se tiene

DV (E(t)) < — 6T (t)
< —0ET(t)

SeE(t) — ET(H)CTCE(L) + 2T (1) SyR(E, u) + 28T (1) Sy,
SeE(t) 4+ 28T (1) SyR(E, u) + 28T () SeWV.
(3.19)

Ahora, para hallar una cota superior para (3.19) considere lo siguiente: Dado que
Sy = SI' > 0, es posible aplicar la descomposicién de Cholesky, i.e., Sy = M M7,
donde M es una matriz triangular superior con M;; > 0 para ¢ = j. Entonces,
considerando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, para el segundo término se tiene
que

IEX)SeR(E, w)|| = IET (MM R(E, )| < [ET )M MTR(E, w)].  (3.20)

Se sigue que

IET ()M = (E"(OMMTER)) ' = (ET(1)SeE (1) = IEW®)|s, (3.21)

1/2 1/2

IMTR(E,w)|| = (RT(E,u) MM R(E,u)) "~ = (RT(E,u)SpR(E, u))
= [[R(E, u)ls,, (3.22)



3.2. DISENO DE UN OBSERVADOR DE ALTA GANANCIA 45

por lo tanto ||ET(£)SeR(E, u)|| < |E() s, IR(E,u)||s,- Ahora, ya que R(E,u) es dife-

renciable, se tiene que
IR(E,w)lls, < LIIE()]s, (3.23)
tal que
IET () SeR(E, w)ll < LIE@)IIS,- (3.24)

Por otro lado, para el tercer término, considere que
IET @) SoWI| = [IET () MM W] < [IET () M || MW, (3.25)

de donde se tiene que

[T @M = (ETMMMTEM)” = (€T SEM) = €Ml (3:20)
y
MW = WTMMTW)' = (WT5,W) ™ = W], (3.27)
Ya que @ es acotada, entonces |W||s, < M, tal que
IET(#)SeW| < MIE)]s,- (3.28)

Por lo tanto, (3.19) permanece acotada y satisface

DV () < —0lE@)IIE, +2LIE@E, + 2ME®)]s,
< —NEDIIS, +2M[EW)lls,, (3.29)

donde v = 0 —2L. Sea § > 2L tal que v > 0. Entonces, a partir del Lema 3.3, se tiene

DUVIEW) <~ SEDIE, + 5 (201

2y
< - FVEm) + § (3.30)
D (V(S(t)) - ‘%2) <27 (V(S(t)) - ‘%2) | (3:31)

Asi, del Lema 3.2 sigue que
4M?
-

V(E®))

IN

{v<5(o>) _ ‘“‘ZQ] B, (—lwa) | (3.32)
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i.e., el sistema (3.13) es globalmente Mittag-Leffler atractivo, cuyo conjunto compacto
globalmente Mittag-Leffler atractivo es

Q, = {E(t) e R* [ V(E(t)) <}, (3.33)

donde p = 4,]%2. Maés aun, considerando la desigualdad de Rayleigh-Ritz, se tiene que

Amin (SO)IED* < VE®)) < Amax(So)IE)]* (3.34)
Ademas, de la expresion (3.32) se tiene

M SEOIP < VED) < VEO) - Ea (<307 ) 40 639

Y, considerando nuevamente la desigualdad de Rayleigh-Ritz, i.e.,

VIEO) — 4 Ba (~3°) +10 < (onasSEOI = ) Ea (51" ) 1
(3.36)
tal que
2 2 1 «
Anin (S IEB2 € VED) < Mnaa (S IEO)2 = 1) En (—W ) T
(3.37)

Por lo tanto

e < [ (Gt sy - Y () ¢ o] =

i.e., para cualquier condicién inicial £(0), el error de estimacién es uniformemente
acotado y permanece en el conjunto compacto B, = {E(t) | ||E(t)]] < b,b > 0}. Por lo
tanto, se concluye que el sistema (3.13) es un observador de alta ganancia globalmente
Mittag-Leffler acotado. O]

Note en la expresién (3.38) que la taza de convergencia de la estimacién es igual a
0 — 2L, esto es, mientras mas grande sea el valor de 6, la velocidad de convergencia
incrementa. No obstante, también cabe senalar que un valor demasiado grande de 6
puede generar una amplificacion del ruido de medicion.
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Corolario 3.1. Si el ruido aditivo de medicion es w = 0, entonces el sistema (3.13)
es un observador de alta ganancia Mittag-Leffler estable para el sistema (3.11) y su
error de estimacion satisface

)\max(SG) 12

€@ < mb}(—vt") 1€O)I],

donde 0 >0 y~v=60—2L > 0.

Demostracion. Considere la misma funcién candidata de Lyapunov de la prueba an-
terior

Amin(So)IE@* < VI(E®)) = €@, < Amaz(So) €I (3.39)

Siguiendo el mismo andlisis, se tiene
DV(E(t) < —0IE®)IS, + 2LIEMDIS, = =7 Amin(So)IED)], (3.40)

donde v = 0 —2L > 0. Asi, las condiciones (3.5) y (3.6) del Teorema 3.1 se satisfacen,
i.e., el punto de equilibrio £ = 0 del observador de alta ganancia (3.13) es Mittag-
Leffler estable. Mas aun, a partir del Lema 3.2 y de la desigualdad de Rayleigh-Ritz,
se tiene que

Amin (So)[E@)* < V(E(E)) SV(E(0) Ea(=7") < Amaa(S) 1€ (0)|* Ea(—717).

(3.41)
Por lo tanto, el error de estimacién satisface
)\max(SO) 1/2
EW)| < | ———==FE,(—t* E0)]]. 3.42
e < =B E ()| 0] (342
O]

Corolario 3.2. Si el orden de derivacion es a = 1, entonces (3.13) es un observador
de alta ganancia uniformemente ultimamente acotado para el sistema (3.11), cuyo
error de estimacion satisface

lE@)] < (M)/ <2M Amw(S”) | (3.43)

/\min(50> fYAmzn(SH)

donde 0 >0 y~v=60—2L > 0.

Demostracion. Considere la misma funcién candidata de Lyapunov de la prueba an-
terior y siga un analisis similar. Por lo tanto, se tiene

V() < —OIE@IZ, + 2LIEDF, + 2MIIE®)|s, (3.44)
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Asi, de la desigualdad de Rayleigh-Ritz se obtiene
V(E®) < —(0 = 2L) Amin(So)IEE)” + 2M \/Naw (S0) | E(2) (3.45)

Luego, aplicando el Teorema de ultima cota uniforme [23], se tiene que siy = §—2L >
0, con § > 0, entonces £(t) es uniformemente dltimamente acotado para cualquier
£(0), y permanece en el conjunto compacto B,, = {€(t) | [|E(t)]] < by, by > 0}, donde

C(Mnae(S0) N2 [ 2M /N (So)
b1—(—)\mm(86)> ( oo (S0) ) (3.46)

[]

Corolario 3.3. Si a = 1 y el ruido de medicion es w = 0. Entonces, (3.13) es
un observador de alta ganancia exponencialmente estable para el sistema (3.11), con
0> 2L.

Demostracion. Dado que w = 0, a partir de (3.44), donde M = 0, se tiene que
V(E() < =0 —2L)[EMD,, (3.47)
por lo tanto, se sigue que
%
1EWs, < 1€ 5,6 G, (3.48)

tal que, si @ > 2L, entonces el error de estimacién decae exponencialmente a cero. [

3.3. Aplicacién a un Biorreactor y resultados

Para ejemplificar la implementacion del observador propuesto en este capitulo y mas
aun, validar su efectividad, considere el siguiente modelo de reactor bioquimico de
agitacion continua de orden fraccional [96]:

D1(t) = —az1(t) + g(@)21(t), 21(0) = 315,  22(0) = 23,
D%x5(t) = a (b — x(t)) — h(z),
y(t) =z1(t) + w. (3.49)

donde las constantes a > 0 y b > 0 son la taza de dilucién y la concentracién de
substrato en la entrada del biorreactor, respectivamente. Las variables de estado x1 (%)
y xo(t) representan las concentraciones de biomasa y substrato, mientras que

0.3z g(x)
=——, Y;=001+0.03 h(x) = —==1.
9(x) 17512, ¢ + T, h(z) Y, x1
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donde Yj es un coeficiente de rendimiento (conocido) y g(x) es la taza de crecimiento
especifico. El término de ruido aditivo en la medicién @ estd acotado, i.e., ||@| < M.
Por otro lado, el término h(z) es la velocidad de reaccién. Note que en este ejemplo,
los término g(z) y h(z) representan dindmicas no modeladas del sistema.

El sistema (3.49) es equivalente al siguiente sistema aumentado:

D%xy(t) = —axy(t) + g(x)x1, 21(0) = 21,5, 22(0) = T,
D%xy(t) = a(b — z2(t)) — h(x),
D%, (t) = x1(t) + w,
D%¢1(z) = ©1(z),
D%@y(x) = Oa(x),
)

= z.(1), (3.50)
o equivalentemente

DX (t) = AX(t) + (X)) + W,

y(t) = CX (1), (3.51)
donde
x1(t) —a 0 010 0
(1) 0 —a 00 1 0
Xt)=|zt)|, A=|1 0 00 0|, &=| 0 |,
Pa(z) 0 0 000 CHED)

Ww=[00x 00", c=[0010 0],

con ¢1(z) = g(x)x1 y ¢2(x) = ab— h(z). Por lo tanto, el observador de alta ganancia
globalmente Mittag-Leffer acotado para el sistema (3.51) estd dado por

DX(t) = AX (1) + ©(X) + 57'C" (u.(t) - CX(1))

y.(t) = CX (1), (3.52)
donde

i _1 1 11

0 02 63 Iz 6°
~1r 2z _ 3 4 5
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Ahora, para la simulacién numérica, considere los siguientes parametros para el sis-
tema: a = 0.12 h~! y b = 35 ¢/I, junto con las condiciones iniciales x1(0) = 4 g/l y
x2(0) = 36 g/I.

Para ilustrar los diferentes corolarios presentados, se consideran diferentes érdenes de
derivacién, asi como también la ausencia de ruido de medicion.

En la Figura 3.1 se muestra el comportamiento de biorreactor con diferentes 6rdenes
de derivacion. Observe como el érden de derivacién influye en gran medida en el
comportamiento del sistema.

Por otro lado, para el observador de alta ganancia, considere las siguientes condiciones
iniciales: #1(0) = 0 and #2(0) = 0. A su vez, cuando sea el caso, el ruido de medicién
es tal que ||| < 1.

Las estimaciones obtenidas por el observador de alta ganancia considerando la pre-
sencia de ruido de mediciéon y una dinamica fraccional se observan en la Figura 3.2.
Note como la velocidad de convergencia incrementa conforme 6 crece. El erro de es-
timacién, considerando 6 = 15 se observa en la Figura 3.3. Note como el error de
estimacién efectivamente es globalmente Mittag-Leffler acotado (Teorema 3.2).

En la Figura 3.4 se muestran las estimaciones obtenidas sin ruido de medicién y con
orden de derivacion fraccional. Por otro lado, en la Figura 3.5 se observa el error
de estimacion correspondiente a cuando 8 = 20. Note como el observador de alta
ganancia es Mittag-LefHler estable (Corolario 3.1), dado que el error de estimacién
converge asintéticamente a cero.

Ahora, considere un sistema de orden entero, i.e., a = 1, sujeto a ruido de medicion.
En la Figura 3.6 se observan las estimaciones obtenidas para este escenario. A su vez,
el error de estimacion correspondiente se presenta en la Figura 3.7. En este caso, el
observador de alta ganancia es dltimamente uniformemente acotado (Corolario 3.2).

Finalmente, cuando el orden de derivacion es entero y no hay ruido de medicién, las
estimaciones obtenidas son las mostradas en la Figura 3.8. El error de estimacion
correspondiente se presenta en la Figura 3.9. En este escenario, el observador de alta
ganancia es exponencialmente estable (Corolario 3.3).
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Figura 3.1: Biorreactor con diferentes érdenes de derivacion: (a) concentracion de
biomasa, (b) concentracién de substrato y (c) velocidad de reaccién.
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0 50 100 150 200 250 300

t (a)
40 ¢ _%2 M
'{ T, 0 =10
T e Go, 0 =15
30 Gy, 0 =20
820k |
10 1
0 L
0
(b)
50 - —h(x) I
---h(&), 6 = 10
4001 h(z), 0 =15
| B (A -9
_ 30+ i h(z), 6 0]
B
< 20 .
0 50 100 150 200 250 300
t (c)

Figura 3.2: Estimaciones obtenidas con diferentes valor de ganancia y con ruido adi-
tivo en la salida: (a) concentracién de biomasa, (b) concentracién de substrato y (c)
velocidad de reaccién. Orden de derivacion a = 0.9.
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Figura 3.3: Error de estimacion con a = 0.9, # = 15 y ruido aditivo de medicién.
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Figura 3.4: Estimaciones con diferentes valores de ganancia y sin ruido de medicion:
(a) concentracién de biomasa, (b) concentracién de substrato y (c) velocidad de reac-
ciéon. Orden de derivacién a = 0.9.
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Figura 3.5: Error de estimacion con a = 0.9 , § = 20 y sin ruido de medicion.
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Figura 3.6: Estimaciones con diferentes valores de ganancia, ruido de medicién y orden
entero: (a) concentracién de biomasa, (b) concentracion de substrato y (c¢) velocidad
de reaccién.
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Figura 3.7: Error de estimacién con o = 1, # = 15 y ruido de medicion.
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Figura 3.8: Estimaciones con diferentes valores de ganancia, sin ruido de medicion
y orden entero: (a) concentracién de biomasa, (b) concentracién de substrato y (c)
velocidad de reaccion.
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Figura 3.9: Error de estimacion con a = 1, § = 20 y sin ruido de medicién.
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Capitulo 4

Control dinamico distribuido para
sistemas PDE de orden entero.

En este capitulo se presenta un control dinamico distribuido para la sincronizacién
de sistemas dinamicos gobernados por ecuaciones diferenciales parciales de orden
entero (sistemas PDE por sus siglas en inglés). El diseno del controlador se realiza
considerando un enfoque algebraico diferencial. De tal manera que solo es necesario el
uso de herramientas algebraicas, evitando asi la geometria diferencial y el calculo de
variaciones, enfoques comunmente utilizados para resolver problemas con PDE’s. Con
lo anterior, ademas de simplificar el proceso de disenio y el andlisis de estabilidad, es
posible reducir el esfuerzo computacional de las simulaciones correspondientes [90, 1].

El concepto clave para el disenio del controlador serd el elemento primitivo diferencial
parcial. Este elemento tiene la particularidad de siempre existir, pues se construye
como una combinacién lineal de las variables de estado medibles y las entradas cono-
cidas, y cuyos coeficientes pertenecen a un campo diferencial parcial.

La idea general consistird en construir un elemento primitivo diferencial parcial para
cada sistema PDE. A continuacién, con cada uno de estos se genera una transfor-
macién o mapeo que permite obtener una forma canodnica del sistema PDE corres-
pondiente. Tal representacion es conocida como Forma Candnica de Observabilidad
Generalizada (FCOG). Posteriormente, dichas representaciones seran utilizadas para
compensar las no linealidades y estabilizar el sistema en lazo cerrado mediante una
cadena de integradores, constituyendo esta ultima el controlador dindamico distribui-
do.

Dos aspectos a resaltar son: 1) debido a la implementaciéon de una transformacion
de coordenadas, la metodologia de diseno conduce a un problema de Sincronizacion
Generalizada (SG); 2) dado que los sistemas PDE son sistemas que evolucionan en un
espacio de Hilbert de dimension infinita, para analizar la estabilidad del sistema en
lazo cerrado se utilizaran la teoria de semi-grupos y la teoria espectral para sistemas
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de dimensién infinita. El uso de estas teorias es particularmente 1til para hallar
criterios de estabilidad sencillos, a diferencia de métodos mas comunes como el de
Lyapunov o Lyapunov-Krasovskii, mismos que necesitan hallar funcionales o resolver
desigualdades lineales matriciales.

4.1. Diseno del controlador dinamico distribuido

. . . . ., . . 2 .
En primer lugar, considere la siguiente notacion: % = %, = %, etc., junto con
__ Ox _ 9%
X, = a2 Xpp = Erek etc.

Ahora, considere el siguiente problema: Dados dos sistemas PDE de orden entero, se
busca sincronizar a los mismos, es decir, hacer que las trayectorias de estado de uno
sigan a las del otro. Para ello, se disenard un control dinamico distribuido.

El primer sistema PDE, llamado sistema maestro, esta dado por:

S Lt z) = EFn(puy), peR™, 2 €[z 2)
" ym(E 1) = h(p)

donde u(z.,t) = a(t), p(z,t) = b(t), u(z,0) = po y t € [0,7]. Por otro lado, el
segundo sistema es nombrado como sistema esclavo y es descrito por:

5o v(t,z) = Fs(r,us), veR™, z¢€|z,z
’ ys(z,t) = he(v)

con v(z., t) = c(t), v(zq,t) = d(t), v(2,0) = vpy t € [0,T]. En donde R"" y R"s son los
espacios de estado n dimensionales de los sistemas maestro y esclavo, respectivamente.
A su vez, F,, y F, son funciones no lineales, mientras que las funciones h,, y h, son
analiticas.

Para resolver este problema, se aplicara un enfoque diferencial algebraico, partiendo
del hecho de que cada uno de los sistemas PDE anteriores puede considerarse como
una dindmica representada por una extension de campos diferenciales parciales.

Definicién 4.1. Sea A = {01, 0, ...,0,} un conjunto finito. Un campo K provisto
del conjunto A es un campo diferencial parcial, denotado como (K, A), si 0y, ...,0,
son operadores diferenciales parciales 0; : K — K tales que

1) cOi(a+b) = coi(a) + cd;(b)
2) 0;(ab) = 0;(a)b + ad;(b)
Para todo a,b,ce K,1=1,2,...n.

Definicién 4.2. Sean (L, Ap) y (K, Ag) campos diferenciales parciales, donde Aj =
{oF, ..., 0L} y Ax = {0F,...,0K}. Una estensién de campo L/K es una extension
de campo diferencial parcial, denotada como (L, Ar)/(K,Ak), si K C Ly si 0F|;, =
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OF, 1 <i < n, es decir, si toda regla de derivacion en K obedece a las reglas de

derivacion en L.

Por simplicidad, a partir de este punto, un campo diferencial parcial (K, A) serd
denotado solo como K.

Definicién 4.3. Sea a € L, se dice que es un elemento parcial diferencialmente
algebraico en K si satisface una ecuacion algebraica diferencial parcial, i.e.,

P(a,da,...,0"a) =0

con coeficientes en K y para algin orden de derivacion v € Z*. Si todo elemento de
L satisface esta condicidn, entonces la extension de campo diferencial parcial L/ K es
parcial diferencialmente algebraica.

Definicién 4.4. Sea K < u,y > /K < u > parcial diferencialmente algebraica, y
sean u = {u1, Uy .c; U} Y Y = {Y1,Y2, ..., Yp} conguntos de cantidades diferenciales
parciales finitas. Entonces, la extension de campo diferencial parcial K < w,y >
/K < u > define un sistema PDE con entrada u, salida y y cantidades diferenciales
parciales finitas de estas.

Note que en la Definicion 4.4, K < u > denota el campo diferencial parcial generado
por el campo K y el conjunto de cantidades diferenciales parciales finitas de u =

{Ul, U, ..., um}.

Definicién 4.5. Un elemento §y € L es un elemento primitivo diferencial parcial de
la extension de campo diferencial parcial L/K siy y K generan diferencialmente a
L,ie K<y>=L.

A partir de las Definiciones 4.3 y 4.4, se tiene que un sistema PDE puede expresarse
como:

P(g,07,...,0™7,u,0u,...,0"u) =0 (4.1)

Sea n el entero minimo tal que 07 es analiticamente dependiente de

(9,07, ...,0" Vy)

Entonces, el sistema (4.1) puede resolverse localmente como

0™y =2(g,...,0" Vg,u,...,00 D) + 0™y (4.2)

Sea ahora & = 001y, 1 <i < n, donde n es conocido como indice de observabilidad
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algebraica. Entonces, el sistema (4.1) puede expresarse como:

661 = 62
a£2 - £3
agn—l - é'n
afn = Z (517527"'7£nvu7"'7a(n71)u) +a(n)u

y = & (4.3)

La representacion (4.3) es la Forma Candnica de Observabilidad Generalizada (FCOG)
del sistema (4.1).

De vuelta al problema original, considere que los sistemas maestro y esclavo son
transformables a una FCOG. De tal manera que se tiene la siguiente definicion.

Definicién 4.6. Sean los sistemas X, y X transformables a una FCOG. Se dice
que estan en un estado de Sincronizacion Generalizada (SG) si existe un elemento
primitivo diferencial parcial que genere la transformacion H,s : R™ — R"™ con
Hs = @' o @, una variedad algebraica M = {(v, u)|pn = Hyps(v)} y un conjunto
compacto B C R™ xR" M C B, tal que toda trayectoria de estado con condiciones
iniciales en B se aproxime a M conforme t — oco. Es decir, si

tlirglo ||Hms(y) - MH =0. (44)

En la definicién anterior, las transformaciones ®,,, : R"™ — R" y &, : R" — R"™ son
tales que ®@,,(u) =6 y ®4(v) =1, donde R™ es un espacio de estados de coordenadas
transformadas, el cual es comin de ambos sistemas. Asi, los vectores § y n son los
vectores de estado en estas coordenadas transformadas. Por lo tanto, la condicién
(4.4) es equivalente a

1 ([, (1) — B.(v)]| = 0. (4.5)

Para obtener las transformaciones ®,,, y ®, considere los siguientes elementos primi-
tivos diferenciales parciales, dados como una combinacion lineal de las variables de
estado medibles y las entradas. El elemento primitivo diferencial parcial del sistema
maestro se elige como

ﬂmzz&z‘m; a €ER<u>
i
y para el sistema esclavo

gs:ZﬁiVi"‘Z’Yjuj, 5@,’7jER<U>
i J
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Utilizando las derivadas parciales con respecto al tiempo de cada uno de los elementos
primitivos diferenciales parciales, es posible construir las transformaciones ®,, y &,
de la siguiente manera:

Ym 0
o= | "= ”
g O
y
s ™
o= | P ="
g o

La primera transformacion permite expresar el sistema maestro de la siguiente manera

5j = dj+1, 1<j<n—-1
671 = gm(ﬂhﬂ?a"'mun) (46)

y con la segunda transformacion, el sistema esclavo es

o= M1, 1<j<n-—1
M = L1, oo Uny sy 1y oy u™ D) 4 ™ (4.7)
Sea e(z,t) = d —n el error de sincronizacion, donde e = (ey, e, ..., e,)T. Por lo tanto,

de (4.6) y (4.7) se obtiene que la dindmica del error de sincronizacién estéd dada por

é]’:€j+1, 1§j§n—1
n = Lo — L —u™ (4.8)

Se propone u™ = %, — %, + Z?zl Ki€;, con k; > 0, de tal manera que se obtiene el
siguiente sistema extendido:

éj:€j+1, 1§j§n—1
énzagm_w?is_um
U =ujp, 1<7<n—1

Up = Ly — L5 + Z Ki€; (4.9)

=1

— — _ n—1
donde uy = u, us =1, ..., uy, = u™.
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4.2. Estabilidad del error de sincronizacion

El control dindmico distribuido (4.9) es una cadena finita de integradores que en lazo
cerrado conduce al siguiente sistema PDE lineal

e=dle (4.10)

Para analizar la estabilidad del sistema (4.10) es posible recurrir a las teorias espectral
y de semi-grupos para sistemas de dimensién infinita. Considere el siguiente conjunto
de definiciones, mismas que son explicadas con mayor detalle en [73, 11].

Dado un sistema del tipo (4.10), donde 7 es un operador lineal en un espacio de
Hilbert E, su solucién esta dada por

Esta solucién evoluciona en un espacio de Hilbert de dimension infinita y depende de
las condiciones iniciales e(0) = eq y el semi-grupo fuertemente continuo S(t).

Definicién 4.7. [73, 11]. Una familia de operadores acotados S(t), t > 0, en un
espacio de Hilbert E es un semi-grupo fuertemente continuo si

1) S(0)=1
2) S(t)S(s) = S(t+ s)
9) lim, ¢ ||S(s)e — S(t)el| = 0
Para cualquier e € E y para todo t,s > 0.

Definicién 4.8. [73, 11]. El semi-grupo S(t) es exponencialmente estable si existen
00> M >1ya>0 tales que ||S(t)|| < M exp (—at) para todo t > 0.

Definicién 4.9. [73, 11]. El sistema PDE lineal (4.10) es exponencialmente estable
si el operador lineal </ genera un semi-grupo exponencialmente estable.

Definicién 4.10. [75, 11]. Un operador lineal </ en un espacio de Hilbert E genera
un semi-grupo fuertemente continuo que satisface ||S(t)|| < M exp (—at) si y sdlo si
o es cerrado, densamente definido y si Re(\) < —a« para toda N\ € o(<), donde
o(&) denota el espectro de <7 .

Note que la estabilidad exponencial de un semi-grupo depende principalmente del
pardmetro «. Sin embargo, hallar este parametro puede resultar complicado, de tal
manera que considere la siguiente relacién [11]:

r(S(t)) = exp(at)

donde « y r(S(t)) se conocen como cota de crecimiento y radio espectral del semi-
grupo, respectivamente. Estas variables estan definidas de la siguiente manera.
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Definicién 4.11. [11]. La cota de crecimiento de un semi-grupo fuertemente continuo
es

ag =inf{a:||S(t)]| < M(a)exp(at), M(a) < oo,Vt > 0}

Definicién 4.12. [11]. El radio espectral del semi-grupo S(t) en t es
r(5(t)) = sup{[A|: A€ a(S()}, o(S()\ {0} = {exp(At) : A € o()}
donde a(S(t)) es el espectro del semi-grupo.

Observe que cuando Re(\) < —ag < 0, para toda A € o(), r(S(t)) — 0 conforme
t — 00, i.e., existe una « tal que el semi-grupo fuertemente continuo es exponencial-
mente estable y, por lo tanto el sistema lineal PDE (4.10) también es exponencialmente
estable.

Asi, retomando el problema original, el operador o del sistema en lazo cerrado es de
la siguiente forma

0 1 0 0
g =1 0 0 1 0
0 0 0 1

—K1 —Ko2 ... —Rp—-1 —Kp

Note que la matriz o7 es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert. Tal
operador genera el semi-grupo definido por la familia {exp(<7t)}, donde

()

exp(e/t) = X

k=0

La familia {exp(e/t)} es un semi-grupo fuertemente continuo, ya que satisface
exp(2/(0)) =1, exp((t+s)) = exp(t)exp(Hs),Vt,s >0
Finalmente, se tiene que la Definicién 4.6 se satisface si r({exp(«/t)}) — 0 conforme

t — o0, i.e., el sistema lineal PDE (4.10) es exponencialmente estable. De tal manera
que, partiendo de todos los argumentos anteriores, se establece el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Los sistemas X, y X5 estan en un estado de SG si existe un control
dindmico distribuido tal que el error de sincronizacion e = § — 1 satisface

lim (le(t, 2)|| = 0
t—o00
o equivalentemente

tlgg | Hms(v) =l =0
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4.3. SG de sistemas PDE de orden entero

Para ejemplificar la efectividad del controlador dindmico distribuido, se presentan
dos ejemplos de SG de sistemas PDE. En el primer caso, se sincronizan dos sistemas
Brusselator, mientras que en el segundo se consideran dos sistemas Gray-Scott. Am-
bos son sistemas de reaccién-difusion que describen como cambia la concentraciéon
de sustancias involucradas en una reaccién quimica. Se trata de reacciones quimi-
cas autocataliticas, esto es, involucran dos sustancias quimicas, donde una de ellas
induce y controla la reaccion quimica en si. Otra caracteristica de estos sistemas es
que presentan un comportamiento cadtico, es decir, presentan un comportamiento
completamente diferente dependiendo de sus condiciones iniciales.

4.3.1. SG de sistemas Brusselator

El sistema Brusselator fue desarrollado en 1960 con la idea de estudiar oscilaciones y
la inestabilidad en reacciones quimicas [25]. Se trata de uno de los modelos de reac-
cién-difusion mas simples y esta gobernado por las siguientes ecuaciones diferenciales
parciales:

X(z,t)=A—(B+1)X + X% + DxX..
Y(z,t) = BX — X?Y + DyY.. (4.11)

donde las variables de estado X y Y denotan las concentraciones de activador e
inhibidor, respectivamente. Las variables Dy y Dy son contantes de difusién, mientras
que A y B son la tasa de alimentacién y la velocidad de reaccién, respectivamente.

Ahora, considere el siguiente sistema maestro:

= Ay — (Bm + 1)/“ + N%l@ + D,U«Il’lez
/“:LZ - Bmlul - ,LL%ILLQ + D/»‘Z/’L2zz
Ym = 1 (4.12)

y el siguiente sistema esclavo:

Dl = AS — (BS + 1>V1 + V12V2 —+ Dl,lVlzz
Uy = Byvy — V%V2 + DV2V2zz
Ys = 1 (413)

Como se menciond, el sistema Brusselator es altamente sensible a las condiciones
iniciales, tal que en las Figuras 4.1 y 4.2 es posible apreciar el comportamiento de
los sistemas maestro y esclavo, mismos que parten de condiciones iniciales aleatorias
y en consecuencia presentan un comportamiento totalmente distinto entre si, pese a
poseer los mismos parametros.
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Figura 4.1: (a) Concentracién de activador y (b) concentracién de inhibidor del siste-
ma Brusselator maestro, con tasa de alimentacion A,, = 0.09, velocidad de reaccién
B,, = —0.01 y constantes de difusiéon D,, = 0.63y D,, = 0.8.

Ahora, sea y,, = 0; = u1 el elemento primitivo diferencial parcial para el sistema
maestro, tal que se genera la siguiente transformacién

O, (1) = ( Zi ) = ( g; > (4.14)

tal que con esta, el sistema (4.12) puede expresarse como
51 - 52

Oy = 2p1p12 — (B + 1)) f11 + M%QQ + Dy, fa..
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Figura 4.2: (a) Concentracién de activador y (b) concentraciéon de inhibidor del sis-
tema Brusselator esclavo, con tasa de alimentacion A, = 0.09, velocidad de reaccién
By = —0.01 y constantes de difusién D,, = 0.63 y D,, = 0.8.

Por otro lado, sea ys+us = n1 = v +u; el elemento primitivo diferencial parcial para
el sistema (4.13), tal que la transformacién

@@:(;12):<$) (4.16)

permite representar el sistema esclavo como

m= 1.
Mo = [2v1vp — (Bg+ 1)) n + V20 + D, 01 + us



4.3. SG DE SISTEMAS PDE DE ORDEN ENTERO 71

Luego, a partir de (4.15) y (4.17) se tiene que
él = €9

Por lo tanto, el control dindmico distribuido para la SG de los sistemas (4.12) y (4.13)
esta dado por

€1 = €

€y =% — L — us

Uy = Uy

Uy = Uz = L — L + K161 + Koea (4.19)

El sistema en lazo cerrado es

é=dle= (—?@1 _22) (Z) (4.20)

donde el espectro de la matriz o/ es

o) = et = {4 (et /=t ) =g (me =yt )}

y en consecuencia, el radio espectral del semi-grupo generado por &7 es
r({exp(e71)}) = sup {| exp(t)], | exp(rat) [}

Note que para k1, ko > 0 se tiene que Re(A;), Re(A2) < 0, por lo tanto r({exp(«/t)}) —
0 conforme t — oo. Esto es, para ki, ko > 0, el sistema (4.20) es exponencialmente
estable y los sistemas PDE se sincronizan.

Para la simulacién de este ejemplo, el espacio coordenado de los sistemas es discretiza-
do mediante un esquema de diferencias finitas [100]. Ambos sistemas poseen los mis-
mos parametros, no obstante parten de condiciones iniciales aleatorias. Los parame-
tros son A,, = A, = 0.09, B,, = B, = —0.01, D,; = D,; =0.63y D2 = Do = 0.8.
Las ganancias para el control dinamico distribuido son x; = 30 y ko = 10.

En las Figuras 4.3 y 4.4 es posible observar como las concentraciones de activador e
inhibidor son idénticas después de un tiempo, esto es, se sincronizan en el espacio de
nuevas coordenadas. Hecho que se ve reflejado en la Figura 4.5, donde se muestra como
el error de sincronizacién en cada punto del espacio coordenado discretizado converge
a cero. Finalmente, la Figura 4.6 muestra las senales de control correspondientes.
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Figura 4.5: Sincronizacion de los sistemas Brusselator: error de sincronizacion en cada
punto del espacio discretizado, (a) activador e (b) inhibidor.
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Figura 4.6: Senales de control para la sincronizaciéon de los sistemas Brusselator en

cada punto del espacio coordenado discretizado.
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4.3.2. SG de sistemas Gray-Scott

Considere ahora el sistema Gray-Scott [35]. Ademés de su alta sensibilidad a las
condiciones iniciales, este sistema presenta diferentes patrones espaciales-temporales
dependiendo de sus pardmetros. Las ecuaciones diferenciales parciales que modelan
este sistema son:

X(z,t)=A(1 - X) - XY? 4+ DxX..
Y(z,t) = XY? — (A+ B)Y + DyY., (4.21)

donde las variables de estado X y Y representan las concentraciones de substrato y
activador. La variable A es la tasa de alimentacion y B la velocidad de reaccién. Las
constantes de difusién del sistema son Dy y Dy.

Ahora, considere dos sistemas Gray-Scott systems. El primer sistema (maestro) es

i1 = A (1 — p1) — pap3 + Dy pia.
fia = pa iy — (Am + B o + Dyy o,

mientras que el sistema esclavo es

l./l = As(l — Vl) — V11/22 -+ DVlylzz
1)2 = 1/11/22 — (AS + BS)I/Q + D,,Ql/gzz
Yys =11 (4.23)

En las Figuras 4.7 y 4.8 es posible observar el comportamiento de los sistemas esclavo
y maestro, respectivamente. Ademas de partir de condiciones iniciales aleatorias, los
parametros de ambos sistemas son diferentes. Como resultado, es posible observar
patrones espacio-temporales completamente distintos [26].

De forma similar al ejemplo anterior, sean ¥, = 1 v ys + us = v1 + u; elementos
primitivos diferenciales parciales para los sistemas maestro y esclavo, respectivamente,
tal que pueden expresarse como

0= 0y
Oy = Dy fu,, — (M% + Am) i1 — 2pu1 prafio
— v (124
y como
= 1

772 = DVlvlzz — (V22 + As) f/l - 21/1V2])2 + us
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Figura 4.7: (a) Concentraciéon de substrato y (b) concentracién de activador del
sistema Gray-Scott maestro. Condiciones iniciales aleatorias, tasa de alimentacion
A, = 2.5, velocidad de reaccién B, = 9y constantes de difusion D, =7y D,, = 10.

Asi, a partir de (4.24) y (4.25) se obtiene que el control dindmico distribuido es
él = €9
ég = \I]m — \IJS — UuUs
’L'Ll = U2
1:L2 = Ugz = \Ijm — \1’5 + K1€1 + Kao€o (426)

De tal manera que el sistema en lazo cerrado resultante es ¢ = &7e, donde

d:<0 1>
—K1 —K2
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(b)

Figura 4.8: (a) Concentracién de substrato y (b) concentracion de activador del siste-
ma Gray-Scott esclavo. Condiciones iniciales aleatorias, tasa de alimentacién A, = 2,
velocidad de reaccion By = 4.8 y constantes de difusion D,, =2y D,, = 10.

Y al igual que el ejemplo anterior, los sistemas Gray-Scott maestro y escalvo se
sincronizan si k1, kg > 0.

Para la simulacién numérica de este ejemplo, se consideran condiciones iniciales alea-
torias junto con los siguientes parametros: A,, = 2.5, B,, =9, D,y =7, D,» = 10,
A, =2, B, =48, D,y =2y D, = 10. A su vez, las ganancias del controlador
dinamico distribuido son k1 = 100 y ko = 50.

En las Figuras 4.9 y 4.10 se observa como las concentraciones de substrato y activa-
dor se sincronizan, en consecuencia, el error de sincronizacién tiende a cero (Figura
4.11). Por otro lado, en la Figura 4.12 se muestran las seniales del control dindmico
distribuido.
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01(z,t)

20

LY : (b)

‘F\ff/?/

Figura 4.9: Sincronizacién de los sistemas Gray-Scott: concentracion de substrato, (a)
sistema maestro y (b) sistema esclavo.
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(b)

Figura 4.10: Sincronizacion de los sistemas Gray-Scott: concentracion de activador,
(a) sistema maestro y (b) sistema esclavo.
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Figura 4.11: Sincronizacién de los sistemas Gray-Scott: error de sincronizacién en
cada punto del espacio coordenado discretizado, (a) substrato y (b) activador.
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Figura 4.12: Senales de control para la sincronizacion de los sistemas Brusselator en

cada punto del espacio coordenado discretizado.



Capitulo 5

Multi-sincronizacién para sistemas
PDE de orden entero.

En este capitulo se presenta una familia de controladores dindamicos distribuidos para
el problema de SG de un conjunto de sistemas PDE de orden entero, es decir, se
trata del problema de Multi-Sincronizacion Generalizada (MSG). El método de disenio
es una generalizacién de lo presentado en el Capitulo 4, esto es, a partir de una
familia de transformaciones se halla la FCOG de cada uno de los sistemas PDE.
Dichas formas canodnicas conforman la llamada Forma Candnica de Observabilidad
Generalizada Multi Salida (FCOGM) y permiten disenar de forma natural una familia
de controladores dinamicos distribuidos.

5.1. Familia de controladores dinamicos

Considerando las Definiciones 4.3 y 4.4, sea ahora la siguiente expresion, una familia
de sistemas PDE de orden entero:

Pj (yj,ﬁyj, Ce ,anj_lyj,ﬁnjyj,uj,ﬁuj, Ce ,8%_1Uj,awu]') = O (51)

donde 1 < 5 < p, p es el nimero de sistemas que conforman la familia, y n; > 0 es el
minimo entero tal que 0"y, ses analiticamente dependiente de (y;, dy;, ..., 0" 'y;).
Asi, de forma andloga al capitulo anterior, cada expresion en (5.1) puede resolverse
localmente como

8"J'yj = ,2”]-(yj,ﬁyj,...,8”j_1yj,uj,6uj,...,87f—1uj)+37fuj

Sean 5sz = 8Hyj, [ = 1,n1+1,n1—i—ng—l—1,...,n1+n2+-~~+np_1+1; 1 <1<
> <j<pj = n donde el indice j se refiere al j-¢simo sistema y n; son los indices de
observabilidad algebraica [65, 64], mismo que coincide con la dimensién de su sistema.

83
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Entonces, es posible expresar la familia de p sistemas PDE (5.1) como

o™
oo

09,

ni—1
do,,!
06"

ni+1
n2
96,7 5

04,

ni+ng—1

00,2

ni1+n2

p
85n1+n2+---+np71+1

a6,”

nit+ng+-+np_1+2

6,"

ni+na+-+np_1+np—1

np
a(Snl Fnz+-Anp_1+nyp

Yi

ni
52

ni
53

ni
ot
ny ni
31(61 762 9
n2
6n1+2

N2
5111 +3

ot

-1
s nlauhaul, .. ,8'71 Ul) + 0"y

o7

n1+n2

no ng no
32(6n1+175n1+27"‘ 6

y Yni4ng Uz, au27 .

6

nitng+-+np_1+2

6

ni+ng+-+np—1+3

onr
ni+ng+-+np_1+np
Tp p
%(5N1+n2+“~+np71+1’ o ’5n1+n2+”'+np71+np’ Up,
—1
Oy, ..., 0" uy,) + 0",

ny
51

02 ) + 9y

(5.2)

La representacién (5.2) es en realidad un conjunto de formas candnicas que constitu-
yen la llamada Forma Candnica de Obsevabilidad Generalizada Multi-salida (FCOGM)
de la familia de sistemas PDE (5.1). La FCOGM puede expresarse de forma compacta
como

5 = A5+(A,.... L)+ U0 uy,...,0"u,)

Y = %0 (5.3)
donde §, ®, % € R*, &/ € R™™, % € RP, con
010 . 0 0
A 0 0 0 1 0 0
0 AQ 0 .
%: . . ) Aj = i )
: 000 . 10
0 O A, 000 1
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1(4)
.
@(Dgl, 79%): (bQ(: 2) :
Pp(Zp)
0
0
0;(Z5) = _ |
?51(871111) 0
_ 62/2(872U2) - | 0
%(aylub s ’O’Ypup) = . ) %(8%Uj) = : )
Uy (077 uy) O
Cl 0 0
0 G 0
0 O . G,

Considere ahora el siguiente problema: En un conjunto de sistemas PDE de orden
entero, existen dos subconjuntos de sistemas. Se busca que, de forma simultanea, cada
sistema del primer subconjunto se sincronice con alguno de los sistemas del segundo
subconjunto. En otras palabras, existe una familia de sistemas esclavos y una familia
de sistemas maestros. Para resolver este problema, se presenta ahora no uno, sino una
familia de controladores dindamicos distribuidos.

Sea la familia maestra dada por:

> T, (8, 2) = Fo, (T Uy, )y Ty, € R 2 € (24, 2)
" ymp,(z7 t) = hmu (xmp,)

con T, (2a,t) = a(t), Tm, (26, t) = b(t), m,(2,0) = Zp0 y t € [0,T]. Por otro lado,
la familia esclava es:

2 — i‘su (t7 Z) = FSV (xsy7 USV)7 'ZCSV € Rnsu’ z € [207 Zd]
° Ys, (Za t) = hsu (:L.Sl/)
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con Ty, (2, t) = c(t), @y, (2a,t) = d(t), 25,(2,0) = x50 y t € [0,T]. F,,, vy F;, son
polinomios de sus argumentos y las funciones h,,, y hs, son analiticas. Los indices
pwy vesontales que 1 < v < p—1, 1< pu < p—v. Lo anterior nos indica que
consideramos que todo sistema de la familia esclava puede asociarse con un tnico
sistema de la familia maestra. Por el contrario, un sistema de la familia maestra
puede estar asociado con uno o mas sistemas de la familia esclava, tal y como se
muestra en la Figura 5.1.

S1
O Som,

Som,+1

O 8‘P7n1 +W'm2 +"'+¢'rnq -1 +1

O
ms <

O SWm,l +80'm2
m, Q<

O 8¢7n1 +W1n2 + : '+w7nq

Figura 5.1: Interaccién entre los sistema PDE de las familias esclava y maestra. Los
subindices ¢,,, denotan el nimero de sistemas de la familia esclava asociado con el
i-ésimo sistema de la familia maestra, denotado como m;.

Definicién 5.1. Sean X, = (Tmy,--- T, ) € R"™ y Xy = (z5,,...,2,, ) € R™
familias de vectores de estado de la familia maestra y esclava respectivamente. Las
familias %,, y X, se dicen estar en un estado de Multi-Sincronizacion Generalizada
(MSG) si existen una familia de elementos primitivos diferenciales que genere una
familia de transformaciones H : R™ — R"™ con H = W 1o U, wuna variedad
algebraica M = {( X, Xn)|Xm = H(Xs)} y un conjunto compacto B C R™ x R™,
M C B, tal que todo conjunto de trayectorias de estas familias de sistemas distribuidos
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con condiciones iniciales en B se aproxime a M conforme t — oco. Por lo tanto, las
familias maestra y esclava estan en un estado de MSG si

I [[H(X.) ~ X,|| = 0. (5.4)

Aligual que en la SG, las familias de transformaciones ¥,,, y ¥, llevan a sus respectivas
familias de vectores de estado a un espacio de estado comun, es decir, ¥,,, : R"» — R"
y U, : R"™ — R™. Por lo tanto, de manera andloga tenemos que la condicién (5.4) es
equivalente a

Tim ([ @, (X,0) = W,(X)]| = 0. (5.5)
—00

Teorema 5.1. Si las familias de sistemas distribuidos X, y g son transformables
a una FCOGM, entonces existe una familia de controladores dindmicos tales que
Imy o0 [ Wi (Xim) — Us(Xo)|| = 0, i.e., las familias 3, y X5 alcanzan un estado de
MSG.

[Py

Demostracion. Considere que la familia maestra estd conformada por “q¢”sistemas y
que la familia esclava por “r”sistemas. Ahora, defina la siguiente familia de elementos
primitivos diferenciales parciales para la familia maestra

ymj - Z Bixi,mj — 5[ mj) 1 S] S q;

=1, mm + 1, Ny A+ Ny + 0+ N, + 11

a su vez, para la familia esclava se tiene

l=1ng+1,....n5, +ngy, +---+ns_, +1

donde f; y ( son elementos de sus respectivas extensiones de campo diferencial

parcial. Estas familias de elementos primitivos diferenciales parciales, junto con sus

derivadas temporales, permiten generar las siguientes familias de transformaciones
)
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para las familias maestra y esclava, respectivamente.

Ym,
Ymy

(nm1 71)
mi

Yma
Yma

(nmz —-1)
m2

Yy
Yy

(nmq _1)

(ney 1)
2
ysr
ysr

Ngp—1
T

Ny
oy

my
52

nml
O,
oo

?Lml +1
0,

Nmq +2

/I’Lm2
Nimq +nm2

nmq
Nmy +nm2 +"'+nm,q71 +1
nmq
Nmq +n7n2 +"'+n'mq,1 +2

Nm
q
Mmq +nm2 +"'+nmq

Nsq
o

s1
52

ot
nsl

62

Ngy —+1
5o

Nsy +2
Nsg
Nsq +n52

Ns,
Nsq +n52 +'“+TL57‘_1 +1
Nsp

Nsq +"’L‘§2 +"'+7’Ls,r71 +2

Mgy
Nsq +77»32 +tns,.
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Utilizando la familia de transformaciones ¥,,, la familia >, se puede expresar como

o™ = o, 1<i<ng, —1
Ot = L (0™, Ot
0" = 6T My 1< <y gy — 1
62:?""”7712 = $m2 (5Z:f+17 tee 752:?—%7%2)

S = T My A A gy AL <GS My ey, — 1
[ i+1 mi1 Mg—1 =t = 1tmy Mg

cn n n

Onntsoctnmg = Loy O im0 O,

-

ymj = 61 Jv l:17nm1+17-"7nm1+nm2+"'+nmq—1+1

(5.6)
A su vez, la forma compacta de la familia (5.6) es
o, = A+ O (L Loy
v — (5.7

cuya familia de vectores de estado, denotada como 9/, es
/ 5””11 5””11 5"’”(1 (snmq T
67’)’1, = 1 o .. nnLl “ e nm1+"‘+nmq_1+1’ ceey nm1+"'+nmq

Por otro lado, para la familia >4 es posible realizar exactamente lo mismo, esto es

o = &, 1<i<ng —1
it = L (1R iy Ty, - ull )l
(5?2 = 5z-nj21, ng +1<i<mng +ng,—1
57711:?+n52 = "ZSQ (577:3—&-17 cee 752:f+n52 ) uszausza e 7u$32_1)) + UgZSQ)
O = 0N, me e, 1SS g, — 1
52§:+---+nsr = z% (5Z:I+"'+”sr,1+1’ cee 752::+---+n8T ) uS'r? usra cee 7ugZST—1))

_'_ug'ys'r)
ys, = 51"%', l=1,ng +1,....ng +ng, +-+-+mn, , +1
(5.8)

Tal que, (5.8) en su forma compacta es

be = byt O Ly L)+ U T ud? )

9 Sr

Y = €0, (5.9)
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donde d, denota la familia esclava de vectores de estado, la cual es
So= (O A o !
s — 1 s Ny o+ o Nsy+Fns,_+10 7 Ing +otng,

Para continuar con la prueba, es necesario definir el error de sincronizacion, mismo
que en esta ocasion sera la diferencia entre las familias maestra y esclava de vectores
de estado. Sin embargo, note que es plausible un escenario donde la familia esclava
esté compuesta por un mayor numero de sistemas que la familia maestra (¢ < r). Este
escenario implicaria una discordancia en las dimensiones de las familias de vectores
de estado. Para resolver esta problemética y mas atun, para modelar la interaccién
entre las familias de sistemas PDE, se propone la siguiente transformacion:

Fll F12 “e. Fl?“
P F‘21 F.22 Fj27“ € R
Fp Fp ... Fy

donde Fj; = I si el i-ésimo sistema maestro interactia con el j-ésimo sistema esclavo.
De lo contrario F;; = 0. Al aplicar la transformacién F' a (5.7), se tiene

Fo, = Fald +FO, (L. Lon,)
F% = F€.0

m-m?

asi, después de algunas manipulaciones algebraicas, la forma compacta (5.7) es equi-
valente a

Om = Do+ o(Lonry - oy Loy
Yy = ConOum, (5.10)

con y, = Ay =, 6 =%6s =%,

T SR S SO T OO .
melvveces 50m2vVeCBS Som:geces
q)m(gmw e 7°§’ﬂmq) = (Eb?m ("%ml) cee gbml (gﬂn)l
@m;;eces
?smq (vg’ﬂmq) ce- ¢mq (jmq Z)Ta

-—
Pm, veces

Donde 4,,,, 1 < j < g es el vector de estado del j-ésimo sistema maestro. Los indices
¢; denotan el nimero de sistemas de la familia esclava asociados con el j-ésimo
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sistema de la familia maestra. Estos indices son tales que ¢, + @, + -+ @, = Ns.
Entonces, el error de sincronizacién es

€5 — (5m — 53 (511)

Tal que de (5.9) y (5.10) se obtiene

b5 = Aes+ O (Los L) = (Lo L)
—OZZ(ugsl),ug”),... ul=r)) (5.12)

Ahora, sea % = ®,, — &, + F es, con

0 0 0
K 0 ... 0 0 0 0
0 Ky ... 0
%: . . . . ) K]: . . )
i i J 0 0o ... 0
o 0 ... K,
kl,j kz"] e l{:nS]wj
1<j<r

Por lo tanto, la familia de controladores dinamicos para la MSG de las familias esclava
y maestra esta dada por

es = «52765+(I)m<$m17-~7$mq) — CI)S(.,%N...,D%T)

_%_(ufgﬂ)a ugZSQ)a s >Ugjsr))
U = MU +U
U = P Ly L) — (L, L) + Hoes (5.13)
donde
%81 USJ
%32 USJ
U = . . U, =
u, S
W SRR
0 M, 0 ’
M = ) ) , M; = R : , 1<g<r
’ 000 1
0 0 - M 000 0
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Note que (5.13) es un sistema extendido y la familia de controladores dindmicos
distribuidos esta dada por la cadena de integradores %/. Al utilizar esta familia de
controladores dindmicos distribuidos, se obtiene el siguiente lazo cerrado

é5 = (JZ% - %)65 = ,,(27_65 (514)
Donde «f es

0 0
_ 0 o . 0
0 0 .,
0 1 0 0
0 0 1 0

oy = : : : - : ;
0 0 0 . 1

1<j<r

Haciendo uso de las teorias espectral y de semi-grupos, note que el operador o es
lineal y genera un semi-grupo fuertemente continuo exp(/t). El operator </ es en
realidad una matriz diagonal a bloques.

Recordando que para una matriz o7 = diag(, <, . .., <,), donde o7 son matrices
cuadradas, el espectro es [18]

entonces, el espectro es

r

0'(,,@{) = UO’(JZ{;) = {)\1’3'7)\2’]'7 .. ‘7)‘nsj,j}7

j=1
Ahora, dado que el radio espectral del semi-grupo es

r(exp(e/t) = sup {| expOrg)l [exp(ag)l,- - [exp(hn, )} 1< <r
se concluye, que la solucién de (5.14) es estable cuando Re(\1,j) <0, Re(A2;) <O0,...,

Re(\1j) < 0paral < j <r. Estoes, r(exp(«/t)) — 0 conforme ¢ — oo. Por lo tanto,
las familias de sistemas PDE alcanzan un estado de MSG y se concluye la prueba. [
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5.2. MSG de maultiples aeronaves flexibles

Para ejemplicar la efectividad de la familia de controladores dindamicos distribuidos,
considere un conjunto de aeronaves flexibles (con apéndice/cuerpo flexible). Se busca
llevar a cabo el seguimiento del dngulo de actuacién (dngulo de cabeceo) de una
determinada aeronave por parte del resto. Este es un problema de sistemas multi-
agentes (MAS) muy comtin, mismo que, considerando la metodologia presentada aqui,
puede ser tratado como un problema de MSG.

Considere que cada aeronave flexible puede ser modelada como un sistema pivote-viga,
tal como se muestra en la Figura 5.2. La longitud de la viga es L y estd empotrada con
el pivote de radio R, cuyo dngulo de rotacién (dngulo de actuacién) es §. Notemos que
la viga es en realidad un sistema con un nimero infinito de grados de libertad. Por
lo tanto, el modelo matematico correspondiente es una ecuacion diferencial parcial.
Adicionalmente, asumiremos que el pivote no sufre ningin tipo de deformaciéon. Por
lo tanto w(z,t) es la deformacién a lo largo de la viga. La variable u representa la
accién de un actuador que hace rotar a la viga. De acuerdo con [103], la ecuacién
diferencial parcial correspondiente, asi como sus respectivas condiciones de frontera
son

pP(z,1) = —Elwppe(z,1)
L0(1) = Elw,(0,t)+u
Wara(L,t) = 0
Weo(L,t) = 0
we(0,t) = 0
w(0,t) = 0 (5.15)

Figura 5.2: Sistema pivote-viga.
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Donde P(z,t) es la posicién local de z con respecto a marco inercial XY, esto es,
P(x,t) = 20(t) + w(x,t). Las constantes p, EI y L son la densidad lineal, la rigidez
y la longitud de la viga, respectivamente. [} es la inercia rotacional del pivote.

Ahora, considere dos familias de aeronaves flexibles, donde cada aeronave es descri-
ta por el modelo (5.15). Suponga que la familia maestra esta conformada por dos
aeronaves y la familia esclava por cinco. Estas familias son denotadas como
ppm”(m,t) = —Elwnm,z000(7,1)
110, (t) = Elwp,..(0,1)
= 0

&
3
S
8
8
—~
\.b'
[Se SN T T~
N — N
Il

0
0
0 (5.16)

) —Elws, grzz(,t)

) = Elw,e(0,1) + us,
) = 0

) 0
) = 0
) 0 (5.17)

La interaccion de las familias maestra y esclava se muestra en la Figura 5.3. Se busca
que el angulo de actuacién 65, de cada aeronave esclava sea igual al de la aeronave
maestra correspondiente 0,,,. Se asume que es posible medir § de cada aeronave.

Considere las siguientes familias de elementos primitivos diferenciales parciales para
las familias maestra y esclava, respectivamente:

Ym,, = {51”175?2} = {9m1,9m2}

_ 51§52 £S83 £S4 £S5
Ys, = {61?63?55?57759}

_ 51 52 S3 S4 S5

- {951+u1a982+u1a083+u17954—*—“17985_‘_“10 )

donde u3j” = u,,. De tal modo que la familia maestra se puede expresar como

5'1711 = o
(.S;nl = gﬂn (5?11 ) 5311)
ome = g

05 = Ln,(057,07)
Ynm, = O, 1=1,3 (5.18)
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mi
§2
/YC> b
may O sy

QSS

Figura 5.3: Interaccion de las familias maestra y esclava de aeronaves flexibles.

donde .2, = Elwy,,22(0,t)/I5. A su vez, la familia esclava es

5;1 = o

050 = Ly (07,05 ut uy) + uy
5§2 — 522

0P = L0057 up ) +
5;3 — 523

0F = Ly(05.05 up ) +
5;4 — 554

O = L0305 uit ust) +
0y = 03

0 = La(05, 005, ui’, ) +
v, = O, 1=1,35709. (5.19)

con 2y, = (Elwnm,02(0,1) +us,) /I, us” = 13" and uz” = u5”. Dado que hay un mayor
nimero de aeronaves esclavas, se define la transformacion F. Observando la Figura
5.3, facilmente es posible determinar que

1010000000\
F_l0o10o1000000

0000101010

00000107101

Por lo tanto, la familia 5.18 es equivalente a

om = A+ P Loy Loms)
Dn = Com, (5.20)
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con
e N VA Y Y A
¢ml($ml>
( = | o () 0
Cr( Ly Lima) = Pz (L, ) ¢Mj gmj :( Timj  Mm )7
gbmz(ome) gmj(62j—1752j )
¢m2(°§/ﬂm2>

j=1,2.

Note que en la familia de vectores de estado 9,, aparece dos veces el vector de estado
del primer sistema maestro. Esto se debe a que dicho sistema interactiia con dos
aeronaves de la familia esclava. Ocurre los mismo con el segundo sistema maestro.

Por su parte, la familia (5.19) puede expresarse como

58 = r/(2{55 + (1)8(929173927"2937"%47"%5) + %’

IS
I

@«
(S

Y, = ¢, (5.21)
con
s S1 §S1  §S2  £S2 §S3  £53  §S4 §S4 £S5 £S5 |1
¢, (Z5,)
G5 (Z5,)
o (2917 a"g%) - 92583(”%3) >
P54 (ZLs,)
G55 (ZLs5)
0
55 vfs = Ns Ns;  Ms s s
¢j( J> <°‘ng-(52]1’52] y Uy 75 Ug ))
L")
Y, n n %2 (U% 2) >, Ns 0
U (us3™, ... ,u3™) = %3(u%53) , %J(ugj):<unsj ), 1<j<5
62/_3 ( %4) 3
Us; (usz™)

Sy
N
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Para ambas familias, se tiene que las matrices &/ y % son

A0 0 0 0
0 A 0 0 0 01
d=0 0 A 0 0 ,A]:(O()),
0 0 0 Ay 0
0 0 0 0 A
C, 00 0 0
0 C, 0 0 0
=0 0 C 0 0|, GG=(10), 1<j<5
0 0 0 Cf 0
0 0 0 0 Cs

Por lo tanto, de (5.20) y (5.21) se tiene que la familia de controladores dindmicos
distribuidos es

es = Ades+ &, — O, — U

U = MU+ U
U = O, — D+ Hes (5.22)
donde
Us,
%2 unsj
%: %83 9 %Sj_ ':rLLs]
Us, Y2
Uss
M, O 0 0 0
0 My, 0 0 0 0 1
M= 0 0 Mg O 0 |, Mj:<00), 1<j5<5
0 0 0 My, O
0 0 0 0 M;s

4 0 0 0 0

) 0 o 0 0 0 ) 0 |

=0 0 o 0 0 |, %:(_k, L ) 1<j<5
0 0 0 < O L 2
0 0 0 0 o
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El espectro o7 esta dado por

donde
/\Lj = —

Aoj = _§(k2,j_\/m>, 1 <5 <5,

Tal que (5.14) es estable si k1 ; > 0y ko; > 0 dado que Re(\; ;) < 0y Re(A2;) <0
para 1 < j < 5. Es decir, r(exp(#/t)) — 0 conforme ¢t — oo. Por lo tanto, las
familias de aeronaves flexibles alcanzan un estado de MSG, o en otras palabras, el
angulo de actuacion de las aeronaves esclavas coincide con el de su aeronave maestra
correspondiente.

5.3. MSG de aeronaves flexibles: Simulaciones y
resultados

Para la simulacién del ejemplo anterior, considere las siguientes ganancias para la
familia de controladores dindmicos distribuidos ky; = k2; = 100, parai =1, ..., 5. Por
otro lado, se toman los parametros y condiciones iniciales utilizados mostrados en las
Tablas 5.1 y 5.2.

Longitud de la viga 5 m
Rigidez de la viga 0.8 Nm?
Densidad lineal de la viga 0.02 kg/m
Radio del pivote 1 m

Inercia rotacional del pivote 0.5 kgm?

Cuadro 5.1: Parametros del sistema

Om, =0 rad Om, =1 rad
05,(0) =0.3 rad 64(0)=0.2 rad
05,(0) =0.2 rad 0,,(0)=04 rad
05,(0) =0.6 rad

Cuadro 5.2: Condiciones iniciales

Observe que los angulos de actuacion de los sistemas maestros se consideran fijos. Por
otro lado, en las Figuras 5.4 y 5.5 se aprecia como el angulo de actuacion de todas las
aeronaves de la familia esclava alcanza el de su correspondiente sistema maestro. Por
lo tanto, las familias maestra y esclava efectivamente estan en un estado de MSG.
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0_5 T T T T
— esclavo 1
— esclavo 2

0 (rad)

o
N
1

_01 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

t (segundos)

Figura 5.4: MSG de la aeronave maestra 1 y las aeronaves esclavas 1 y 2.

1 5 T T T T
—— esclavo 3
—— esclavo 4
esclavo 5
—
=S 1
©
[t
| —
D
051 7
0 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10

t (segundos)

Figura 5.5: MSG de la aeronave maestra 2 y las aeronaves esclavas 3,4 y 5.
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Capitulo 6

Control dinamico distribuido
fraccional para sistemas PDE de
orden fraccional.

En este capitulo se aborda el problema de sincronizacion para sistemas PDE de orden
fraccional. Es importante recalcar que la clase de sistemas PDE considerados en este
capitulo son conmensurados y poseen un orden de derivacion fraccional con respecto
al tiempo, no obstante, todas aquellas posibles derivadas parciales con respecto a las
coordenadas espaciales son de orden entero.

Para llevar a cabo la sincronizacion de esta clase de sistemas, se presentara un contro-
lador dindmico distribuido de orden fraccional. El anélisis de estabilidad del sistema
en lazo cerrado se lleva a cabo haciendo uso del criterio de estabilidad establecido por
Matignon, un resultado ampliamente conocido para sistemas de orden fraccional.

6.1. Nociones adicionales de calculo fraccional

En un capitulo anterior se introdujeron algunas naciones basicas de calculo fraccio-
nal. No obstante, para el disenio de un controlador dinamico distribuido de orden
fraccional, se presentan las siguientes definiciones adicionales.

Definicién 6.1. [86/ Una funcion real f(t), t > 0, se encuentra en el espacio C,,
i € R si existe un nimero real p > u, tal que f(t) =t* f1(t), donde fi(t) € C[0,0),
y se dice que pertenece al espacio Cl si y solo si fo e Cu, neN.

Definicién 6.2. [81] La integral fraccional de Riemann—Liouville de orden o > 0 de

101
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una funcion f € C,, p > —1 se define como

JoF(E) = ﬁ/o (t— 1) f(F)dr, a>0,t>0
JOL(t) = f(t). (6.1)

donde

es la funcion gama.

Una explicacién detallada de la funcién gama, asi como sus diferentes propiedades,
se puede hallar en [4]. A continuacién, se introducen algunas propiedades ttiles para
este trabajo de la integral fraccional de Riemann-Liouville.

Para fe C,, p>—-1,a,6>0y v > —1:
La) JoJE () = JHEF (D),

2a) JOJPF(t) = JPJf(t),

apy — PO+ ot
3&) Jt = mt 7.

Estas propiedades y otras pueden ser encontradas en [81]. A continuacién se presenta
la derivada fraccional de Caputo [17].

Definicién 6.3. [81] La derivada fraccional de f(t) en el sentido de Caputo se define
como

DRf(t) = 7D (f) = — ) / (t— et (dr,  (62)

INGEEe!
paran—1<a<n neN,t>0, feC". Donde f"(t) =L f(t).

Las siguientes, son algunas propiedades de la derivada fraccional de Caputo.

Sin—1<a<nneNyfeCl], n>—1, entonces
1b) DgJf(t) = f(1),

2b) JeDaf(t) = f(t) — S0z B0, ¢ >0,

3b) D¢ (f(t) +9(t)) = D&f(t) + Dgg(t),
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4b) D (f(t)g(t)) = 32520 (3) (D £ (1)) 9™ () = 020 moipicay | (F(B)g(t)® (0)

5b) D&a = 0 para a constante.

De manera anéloga a la Definicién 6.3, es posible definir la derivada parcial de orden
fraccional en el sentido de Caputo, esto es:

Definicién 6.4. [70] Sea v(z,t) : R x [0,00) — R wuna funcion causal del tiempo,
ie., v(z,t) =0 parat <0, y sea n el entero mas préximo y mayor a «. La derivada
parcial de Caputo de orden o con respecto al tiempo de v(z,t) estd dada por

N 0°v(z,t)
Deyv(z,t) = o
t —a—10"v(x,T
F(nlfa) Jolt = 7)ot a(Tn Ldr,
_ ) st n—1l<a<n, (6.3)
J"v(x, .
naint), si a=mn€cN.

En las subsecuentes secciones, por simplicidad, la derivada parcial de Caputo de orden
fraccional con respecto al tiempo sera llamada simplemente como derivada de Caputo.

6.2. Controlador dinamico distribuido fraccional

A continuacién se presenta un controlador dinamico distribuido de orden fraccional
para resolver el problema de sincronizacién de sistemas PDE de orden fraccional.
El diseno del controlador dinamico parte de una forma candnica, la llamada Forma
Candnica de Observabilidad Generalizada Fraccional (FCOGF). Para la obtencién de
la FCOGF, considere los siguientes aspectos.

Defina el operador secuencial:

20y(x,t) = D&,DS, ... D& v(x,t), rEN, (6.4)

r-veces

i.e., la derivada de Caputo de orden o > 0 es aplicada sequencialmente r veces a
v(x,t). Note que si r = 1 entonces 2 Vv (x,t) = D&,v(z,t) = agT(ff’t).

De tal manera que un sistema PDE de orden fraccional puede ser expresado como:

DIV (z,t) = [x]V(z,t) + Q(z,t,u), x€]0,L],
y(x,t) = h(V,u), (6.5)

donde V(z,t) = [t (1), va(x, 1), ..., va(z, )] es el vector de estados, y(z,t) € RP es
la salida del sistema y wu(z,t) su senal de entrada. El operador R[z] es un operador
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diferencial de orden entero con respecto a x de dimensiones adecuadas. Las funciones
h(-) y Q(-) son continuas.

La solucién del sistema (6.5) puede ser aproximada mediante el Método Iterativo
Variacional (MIV). De tal manera que la solucién aproximada estd dada por:

Vk+1(x7t) :Vvk<'r7t) - ‘]ta [ @(a)‘/;c(xat) - R[x]Vk(x,t) - Q(m,t,u)} (66)

donde J;* es la integral de Riemann-Liouville de orden fraccional con respecto a t.
A su vez, la condicién inicial Vy(z,t) puede ser utilizada como primera aproximacion
del método [21, 41].

Definicién 6.5. [64] Una variable de estado v;(x,t) es fraccional algebraicamente
observable si es funcion de las primeras r1, ro € N derivadas fraccionales secuenciales
de la salida y y la entrada u, respectivamente, i.e.,

Vi :(bz (y7 g(a)y’ 9(2a)y’ ] g(rla):% Uu, @(a)u, -@(QQ)ua ) @(Tza)u) (67)

Sea n > 0 el minimo entero tal que 2"y es analiticamente dependiente de
{y, _@(cv)y7 @(206)% o @([n—l]a)y}
tal que se obtiene el siguiente sistema

H (y, _@(a)% - @([nfl]a)y, g(na)y’ u, @(a)u’ e g([soflla)u, g(wa)u) =0,
(6.8)

El sistema (6.8) puede resolverse localmente como
@(m)y - (y, @(a)% e @([n—lla)% u, _@(a)% e @(Bp—lla)u) + @(«pa)u’ (6.9)

donde el entero ¢ > 0. Ahora, considere el siguiente cambio de variable z; = 2{i=1)y,
1 < < n, tal que se obtiene la siguiente representacion del sistema

.@(a)zl = 29

@(Q)ZQ = Z3

DYz 1 =2,
9D, =& (21, Zoyo o Zpatt, PO, 9([%1](1)“) + 9y,
Y=z (6.10)

donde 7 es la salida del sistema y Z = [z1, 29, . . ., 2,)T es el nuevo vector de estado. La
representacion anterior es la llamada Forma Candnica de Observabilidad Generalizada
Fraccional (FCOGF) y es el ingrediente clave para la construccién del controlador
dindmico distribuido fraccional.
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Ahora, considere dos sistemas PDE de orden fraccional. El llamado sistema maestro
esta dado por:

DIV (2,t) = R[]V (2, 1) + Qm (2, t,um), € [0,L],
Ym(z,t) = hpn(V, up), (6.11)

donde V' (z,t) € R™. Por otro lado, el sistema esclavo es:
POW (2,t) = R[z]W (x,t) + Qu(x, t,u,), = €][0,L],
ys(z,t) = he(W, uyg), (6.12)
con W(xz,t) € R".

Definicién 6.6. El sistema maestro (6.11) y el sistema esclavo (6.12) se dicen estar
en un estado de Sincronizacion Generalizada Fraccional (SGF) si existe un cambio
de variable que genere la transformacion H,,s : R™ — R" con H,,s = <I>8_1 o®d,,,
una variedad algebraica M = {(W, V)|V = H,,s(W)} y un conjunto compacto B C
R™ x R"™, con M C B, tal que todas las trayectorias de estado con condiciones
wnictales en B se aproximen a M conforme t — o0, i.e., si

Tt || Hpo(W) = V| = 0. (6.13)

Las transformaciones ®,, : R"» — R" y &, : R”™ — R" poseen un espacio de estados
comun, i.e., ¢,(V) = Z, € R"y &,(W) = Z, € R". Ademas, estas pueden ser
halladas mediante un cambio de variable, la cual puede definirse como:

Z = Z a;v; + Z bjUj, a;, bj € R. (614)
¢ J

Teorema 6.1. Sean los sistemas (6.11) y (6.12) transformables a una FCOGF. En-
tonces existe un controlador dindmico distribuido fraccional tal que

lim || Z,, — Zs|| = 0, (6.15)

t—00
donde Z,, = Ty 2z, = r las trayectorias d
onde Zm = [Zmys Zmas - -+ Zmy) Y Zs = |Zsys Zsgy - -+, 25, Son las trayectorias de
estado en las nuevas coordenadas de los sistemas maestro y esclavo, respectivamente.

Con zp, = DUy vy 2, = U (yo 4wy, para 1 <i < n.

Demostracion. Sean los cambios de variable

Zmy = Ym, (6.16)

Zs, = Ys + Us. (6.17)
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para los sistemas maestro y esclavo, respectivamente. Entonces, es posible generar las
siguientes transformaciones de coordenadas:

Zmq Zs1
_@(oz)zm1 ‘@(a)zs1
o,=| 2%, |, o,=| 2"z, |,
Pln—tle) =1l

Asi, la FCOGF del sistema maestro (6.11) es:

@(a)zmj =Zm;, 1<j<n—1,
@(O‘)zmn =L (Zings Zimay -+ Zm) (6.18)

y la del sistema esclavo (6.12) es:

.@(O‘)zsj =Zg, 15j<n—1,
@(Q)Z&L = DZ@ (Zslazsza ceey Rspy Us, @(a)usu sy ‘@(hil}a)us) + A@(Am)us (619>

Sea e = Z,, — Z, el error de sincronizacion, y considere a su vez la siguiente notacion
Uy = ug,ug = P ug, ... u, = 2019y Entonces, a partir de (6.18) y (6.19) se
tiene

@(a)ej =€j41, 1 < j <n-— 17

DD =L (Zmys Zmgs - -+ Zmy) — Lo (Zays Zogy -+ s Zany Uy Usy + - -y Uy) — DO,

(6.20)

De tal manera que se propone el siguiente control dindmico distribuido de orden
fraccional para sincronizar los sistemas PDE fraccionales:

.@(D‘)uj :uj‘+1, 1 S ] S Y — 1,
.@(a)% =L (Zimys Zmgs - - oy Zmn) — Ls (Zoys Zogs oo oy Zspy UL, U, - - ., Uy) + KE

(6.21)

T ., . . ., ,
donde Kk = [k1, kg, ..., Ky . Por lo tanto, la dindmica del error de sincronizacién estd
dada por el siguiente sistema aumentado:

PWej =ej, 1<j<n-—1,

(0% (0%
DDy =L (Zmss Zmgs - - Zmy) — Lo (Za1s Zags s Zas Uty Us, - - - ,Uy) — 2! )“w
o .
Py =uj, 1<j<y-1,
«
9 )u7 =L (Zmys Zmgs - - s Zmn) — Ls (Zsys Zsgs oo s Zsps U, Uy - - ., Uy) + KE

(6.22)
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Asi, el sistema en lazo cerrado estd dado por el siguiente sistema PDE de orden
fraccional:

P De = Ae, (6.23)
donde
[0 1 0 0 0 ]
0 1 0 0
0 0 0o ... 1 0
0 0 0 0 1
| —K1 —K2 —K3 —Rnp—-1 Rn

Para determinar la estabilidad del sistema anterior, considere el resultado de estabi-
lidad obtenido por Matignon [67], i.e., el sistema PDE de orden fraccional (6.23) es
asintéticamente estable si se satisface que:

larg (spec(A)) | > =

Note que el espectro de A, denotado por spec(A), es el conjunto finito
A={\N | 1<i<n}

donde ); es un eigenvalor de la matriz A. Por lo tanto, el sistema (6.23) sera asintotica-
mente estable si las ganancias del controlador dindmico distribuido de orden fraccional
k; son tales que para todo \; se tiene

larg (\)| > 5+

6.3. Ejemplos de Sincronizacion Generalizada Frac-
cional
En esta seccién, se ejemplifica la metodologia de diseno del controlador dinamico

distribuido fraccional presentado en la secciéon anterior. Se presentan ademas los re-
sultados numéricos obtenidos para validar su efectividad.
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6.3.1. SGPF de dos sistemas Schnakenberg fraccionales

El sistema Schnakenberg es un sistema de reaccion-difusién simple, ocasionalmente
descrito también como un modelo de substraccion-reduccion. Este sistema describe las
oscilaciones presentes en el fenémeno de glucélisis (conversién de glucosa en energia)
[87]. La versién fraccional de este modelo es la siguiente:

2
Py (x,t) :ayal—g’t) + Qp — 01 (3, 1) + Vi (2, o, 1),
2
DDy (z,t) :dmayz—(x,t) + by — Vi (x, t)a(z, 1),
Ox?
Ym =11(z,1). (6.25)

Considere que el sistema (6.25) es el sistema maestro, por consiguiente, se considera
un segundo sistema de Schnakenberg como sistema esclavo, el cual es:

2
Py (x,t) :awal—if’t) + as — wi (T, 1) + wi(z, t)wa(z, 1),
2
D Dwy(x,t) :dsawg—;f?t) + by — wi(z, tws(z, 1),
ys =wi(z,1). (6.26)

donde 7, wy son las concentraciones del activador y 1o, wy las del substrato de los
sistemas maestro y esclavo, respectivamente. Las constantes a,,,as y by, bs son las
tasas de velocidad de la reaccion y d,, = dp,/dm,, ds = ds, /ds, son coeficientes de
difusién.

Ahora, sean z,,, = Ym ¥ 25, = Ys+uq los cambios de variable para los sistemas maestro
y esclavo, respectivamente. Asi, podemos generar las siguientes transformaciones:

_ Zmq _ Ym
o, — ( _@(a)%) _ ( @<a>ym) (6.27)

_ Zs1 _ Ys + U1

Tal que el sistema (6.25) puede expresarse como:

@(a)zml = Zmy
@(O‘)zm =L, + Loy, + Ly = Lo (Ziny s Zms) (6.29)
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donde

1 ! Py (z,t)
Lo _ e &)
T - ) /0 (t=7) 0x20T ar,

vy (z,t)
Lo, = v1(2,t) — vi(z, t)va(z,t) — # — A,
o Qa o t71/2
Ly = 2 (k) (D Ry — m(”f”ﬁ(l}o)‘

Por otro lado, la FCOGF del sistema esclavo (6.26) es:

.@(O‘)zsl = Zs,

D' 2y = Ly, + Loy + Loy + 2%y = Ly (24, 26, tr, uz) + Dy,
donde
1 K DBuwi(x,t)
51— t—1) " —d ’
Tl - ) /0 (t=7) ox20r
D?wi(z,t)
L32 = wl(a:, t) — w%(m, t)w2<flf, t) — T — Qg,
o0 —-1/2
_ a a—k, 2\ (k) t 2
L, = kz:% (k) (D w)ws m(%wﬂ(%o)-
Por lo tanto, se tiene que
@(a)el —€9
@(a)GQ :gm (Zm17 ng) - 929 (Zsla 252, Uy, u?) - @(a)uﬁ
@(“)ul =U9

(e}
Dy =L (Zonrs ) — Lo (Zer, Zey, U, Ug) + Ke,
T .
con k = [Ky, ka] . De tal manera que el sistema en lazo cerrado es:

PWe = Ae,

A:{o 1}
—KR1 —Ko

donde

109

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

Por lo tanto, el sistema es asintéticamente estable si las ganancias k; y k2 son tales

que

1
arg (—5 (/igi\/m%—llm))‘ > a_27r
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Para la simulaciéon numérica de este ejemplo, se discretiza el espacio coordenado tal
y como se hizo para los ejemplos de capitulos anteriores. Ademads, considere x; = 70
y ke = 50, junto con los parametros a,, = 0.1, b,, = 0.9, d,, = 0.25, a, = 0.3, by = 0.5
y ds = 0.15. Por otro lado, las condiciones iniciales son

v1(z,0) =sin(z), wa(x,0) = cos(x).

wi(z,0) = e®,  wy(x,0) = sin(z) + cos(x).

Asi, utilizando el MIV, se tiene que la solucién aproximada del sistema estd dada por

N 0y, (1)
Vi (1) =g (1) = I | 9w (1) = =
—ay, + v, (7, 1) — V12k (x, )1, (x, t)} ,
a [ (@) 821/2k (Jf,t)
V241 (I, t) =y, (x, t) - Jt 9 V2, (SL’, t) - me
—b,, + l/fk (x, )1y, (x, t)} ,
donde v, (x,t) = sin(z) y vo,(z,t) = cos(x), asi como
ol i 0wy, (x,t)
Wy (8) = (1) = T} | 9o (1) = ==
—as + wy, (z,t) — wfk (x,t)ws, (z, t)} ,
[ 0wy, (x,t
W21y (CL’, t) =Wz, (l’, t) - Jf ‘@(a)w% <I7 t) - d3$

—bs + wi (x,t)ws, (x, t)} ,

Recordando que se utilizan las condiciones iniciales como primera aproximacion, i.e.,
wiy(w,t) = eY* y wy, (z,t) = sin(x) + cos(z). Estas iteraciones pueden ser ficilmen-
te calculadas haciendo uso de un software de calculo simbdlico. Por otro lado, se
considera que el orden fraccional del sistema es o = 1/2.

En las Figuras 6.1 y 6.2 es posible observar el comportamiento de ambos sistemas
Schnakenberg cuando el controlador dindmico distribuido fraccional no es implemen-
tado. Por otro lado observe como en las Figuras 6.3 y 6.4 el comportamiento de dichos
sistemas, en las coordenadas transformadas, es idéntico debido al uso del controlador,
i.e., estos sistemas estan en un estado de SGF. La Figura 6.5 apoya esta afirmacion,
pues en ella es claro que el error de sincronizacién para ambas concentraciénes tiende
a cero a lo largo de todo el espacio coordenado discretizado. Finalmente, en la Figura
6.6 se observan las senales de control.

6.3.2. SFG para difusion anémala

La transferencia de calor y humedad en un medio poroso, tal como el concreto, es
un fenémeno del tipo andmalo. Esto es, las particulas fluyen mas lento de lo normal
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de una region de alta concentracion a otra de baja. Este tipo de comportamiento
no puede ser descrito por modelos tradicionales, es decir, de orden entero. Por el
contrario, se ha hallado que los modelos fraccionales se ajustan mucho mejor a los
resultados experimentales [101, 20]. Asi, considere ahora un sistema de adveccién-
difusién dado por el siguiente par de ecuaciones diferenciales parciales fraccionales
acopladas:

ovy(z,t 0? t
Py (2,t) —an%x)ﬂLdn%,

vy, t O%us(x, t v (.t vy (z,t
@(Q)VQ(xat):—a22%x)+d22 Vgif )—Cl21 Vl;i )+d21%7

(6.34)

donde vy(z,t) = P/P° y vy(w,t) = T/T°. Las variable P y T son las presiones
de vapor y la temperatura, respectivamente. Las constantes P’ y T° son variables
ambientales de referencia. Las constantes aq1, ass, @21, di1,d2s ¥ doy son parametros
adimensionales que describen las propiedades del material (para méas detalles se puede
consultar [13]).

Ahora, considere un problema de sincronizacién donde el sistema maestro es sustituido
por un perfil de humedad predefinido. Considere el siguiente perfil de humedad r(x) =
23/3+0.1, mismo que corresponde con un perfil seco (sin transferencia de calor). Asi,
el sistema esclavo es dado por (6.34) y para el cual se elige z; = y + ug, tal que se
obtiene la siguiente transformacion de coordenadas:

21 Y+
¢ = (@(a)zl) = <@(a)y+u2> (6.35)

Por lo tanto, el sistema (6.34) se puede expresar como

.@(O‘)zl = Z9,
DYy = L2 + 22) + D Yuy, (6.36)

donde Z(21, z2) = Q) 4, Luego, dado que el error de sincronizacion es en este caso
e =1 — 2, se tiene que

@(a)el —€9,
P9 @ey =90y — L(21,22) — Dy, (6.37)

De tal forma que se propone 2uy = Dy — L (2, z) + ke, donde k = [k1, Ko]T.
Asi, el control dindmico distribuido de orden fraccional estd dado por la siguiente
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expresion
@(a)el =€,
P Wy =P 1 — L(21,25) — Dy,
-@(a)ul =Ug,
Dy =9y — L(z1,22) + ke (6.38)

el cual conduce al siguiente sistema en lazo cerrado

PYe = Ae, (6.39)
con
A= { 01 ] (6.40)
—KR1 —KRo

Por tanto, el sistema es asintéticamente estable si k1 y ko son tales que

1
arg (—5 (@i\mg—zml))‘ > %

A Continuacién, sean aj; — 002, 99 — 003, 91 = 001, d11 = 0.09,d22 = 0.07 y
do1 = 0.03. Ademas, considere las condiciones iniciales v;(z,0) = v5(z,0) = 0. De
tal manera que en la Figura 6.7 se observa el comportamiento del sistema cuando el
control dinamico distribuido fraccional no actia sobre este, mientras que en la Figura
6.8 se aprecia como con accién del controlador la referencia es seguida.

Note como con este ejemplo, asi como el de MSG de aeronaves flexibles del capitulo
anterior, se demuestra que el problema de SG efectivamente puede reducirse a un
problema de seguimiento de trayectoria.
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Figura 6.1: (a) Concentracién de activador y (b) concentracién de substrato del sis-
tema Schnakenberg maestro.
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100

10 50

wo(z,t)

100

10 50
0 0
x

(b)

Figura 6.2: (a) Concentracién de activador y (b) concentracién de substrato del sis-

tema Schnakenberg esclavo.
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Figura 6.3: SGF de los sistemas Schnakenberg. Concentraciones de activador de los
sistemas (a) maestro y (b) esclavo.
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40

Zm, (T, 1)

100

10 50

100

! L (b)

Figura 6.4: SGF de los sistemas Schnakenberg. Concentraciones de substrato de los

sistemas (a) maestro y (b) esclavo.
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Figura 6.5: SGF de los sistemas Schnakenberg: Error de sincronizacién.
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=
(a)
=)
(b)
O oo
=
-200
-400 ‘ ‘
O 10 20 30

2 (©

Figura 6.6: SGF de los sistemas Schnakenberg: senales del control dinamico distribui-
do fraccional.
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(a)
v2(x,t)
7
n
a4
(b)

Figura 6.7: (a) Transferencia de humedad y (b) transferencia de calor sin accién del
control dindmico distribuido fraccional.
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1 0.2

t v (b)

Figura 6.8: (a) Transferencia de humedad y (b) transferencia de calor con accién del
control dindmico distribuido fraccional.



Capitulo 7

Observador de Punto Fijo para
sistemas discretos

Si bien, en este trabajo de tesis se ha trabajado con sistemas distribuidos sin recurrir a
ninguna aproximacion, es una realidad que una practica muy comun es la utilizacién
de técnicas de discretizacion en este tipo de sistemas. Por lo tanto, inspirados por
una posible futura aplicacion, en este capitulo se presenta un observador basado en
el teorema de punto fijo para sistemas en tiempo discreto.

Como se ha mencionado, la idea fundamental de un observador es estimar las variables
de estado desconocidas a partir de las mediciones disponibles. No obstante, en la
practica, dichas mediciones son en tiempo discreto. Por tal motivo, es comun hallar
observadores disenados para sistemas en tiempo discreto, tales como observadores de
Luenberger [15, 38] u observadores de modos deslizantes en tiempo discreto [24, 105].

Como sabemos, el tipo de observadores mencionados anteriormente, constan de una
copia exacta del sistema. Por otro lado, una idea interesante es tratar el problema
de estimacién para sistemas en tiempo discreto como un conjunto de problemas de
inversién consecutivos, esto es, considerar un sistema de ecuaciones para cada instan-
te de tiempo y resolver progresivamente los mismos. En particular, Grizzle y Moraal
[37] propusieron hacer uso del método iterativo de Newton y llamaron a este algo-
ritmo como Observador de Newton. La idea de este observador es, partiendo de una
aproximacién inicial, iterar lo suficiente hasta hallar la solucién del sistema en el ins-
tante especifico dado. Posteriormente, la solucion hallada es utilizada como primera
aproximacién del préximo problema de inversién [72; 37].

En este apéndice, se incluye un observador para sistemas en tiempo discreto. El
mismo estd inspirado en el observador de Newton y es nombrado como Observador
de Punto Fijo. La idea principal del observador propuesto es prescindir del Jacobiano
y la matriz inversa del sistema, mismos que son constantemente calculados en el
observador de Newton. En otras palabras, el observador de Punto Fijo busca ser

121
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mas eficiente computacionalmente. Por otro lado, dada que el método de Punto Fijo
requiere mas iteraciones para converger a la solucion, se implementa un esquema de
convergencia acelerada basado en el método de Aitken.

7.1. Preliminares para el observador de Punto Fijo

Como se ha mencionado, las mediciones realizadas durante un experimento son dis-
cretas, y para disenar un observador de estados, es necesario disponer de un modelo
exacto del sistema en tiempo discreto. No obstante, en la gran mayoria de ocasiones,
solo se dispone de un modelo continuo. Una opcién es hacer uso de un método de
discretizacion para obtener un modelo aproximado [3, 71, 58]. Una vez que se dispone
de un modelo en tiempo discreto, es posible hallar una secuencia finita de la salida
del sistema, a partir de la cual se construye el observador presentado en este apéndice.

7.1.1. Una secuencia finita de la salida

Considere el siguiente sistema no lineal en tiempo continuo

T = F(z),
y = h(z) (7.1)

donde z € R" ,y € RP y h es una funcién analitica. Por simplicidad, a partir de ahora
asuma que p = 1. Ademds, considere un tiempo de muestreo 7' > 0 y sea f(t, )
solucion del sistema (7.1) con condicién inicial 2. Entonces, el sistema T-muestreado
de (7.1) esta dado por

Try1 = f(T, SUk),
Y = h(x) (7.2)

donde zp = (X1 kX2, - - ,xnyk)T es el vector de estados en tiempo discreto en el
instante £ y yi es la salida del sistema correspondiente.

Ahora, sea d un operador de retraso tal que 6y, = 1, v sea d ! el operador de ade-
lanto correspondiente. Por lo tanto 5*“4,% = Qp+p ¥ de manera similar 6"y, = @i,
para cualquier y > 0. La expresion 5" define la coleccién 0ty = {0¢y, . . ., 0Py}
Por otro lado, 6~ iy, denota la coleccion 0 H gy = {0k, 0 Yop, ..., 0 i} Evidente-
mente, §° = (50 =1yd =4,

Note que el sistema (7.2) es equivalente a x, = 0 f(xg) = f(dxx) = f(Tp_1) ¥y 0xpy1 =
7, = f(zp_1). Adicionalmente, 7,1 = f(zp_2) = f(0zp_1) = f(0%x) vy de la misma
manera, 7 = f(f(6%z;)). De tal manera que la expresion f#(§ xy) para u > 0 es
inmediata a partir de la recursion

Fr(0ae) = fF(f 7 (00a))
f1(0xy) = f(0xy)
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para algin ¢ € N. Note que los operadores § y 5 satisfacen la siguiente relacion:

5157190.% = {(;Dka Sl@k} ya que 52 {(;Dka 571(;0/% cee aéiigpk} = {5190/% 52’71(;0167 <o 75§0k7 ng}
Entonces, la evolucion del vector de estados puede ser expresada como la siguiente
secuencia

Tpy1 = 5_11/7@ - f(xk‘)7
Tpyo = (57233% = f(f(xk»a

T =0 'z = f(f'7 () (7.3)

méas atn, considerando (7.3) en forma iterativa, se tiene que

xy = 0f(vx) = f(owr),
ze = fO(f(62r))) = f(f(6%xx)),

= f(f7H(0 ) (7.4)
De manera similar, es posible definir la siguiente secuencia finita de la senal de salida

yr = h(zp) = h(f(zr)),
Yrar = 0" (h()) = h(f (1)),
Yz = 0" B(f(zx)) = h(f*(zr)),

Yrvi = h(f'(z1)) (7.5)

la cual puede expresarse como

Yk h(wy)

Yik ot = yk;+1 - h<f(;xk)) = H(x) (7.6)

([ h(f*(xr))
La expresion (7.6) es clave para el posterior diseno del observador de Punto Fijo.

7.1.2. Problema de iteraciéon de punto fijo

En analisis numérico, las raices de un sistema de ecuaciones no lineales pueden ser
aproximadas a través de un algoritmo iterativo, tal como el método de Newton, el de
Whittaker, el de Halley, etc. No obstante, estos algoritmos son computacionalmente
costosos, pues involucran derivadas y matrices inversas.
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Una alternativa es el método de iteracion de punto fijo o de aprorimaciones sucesivas.
En pocas palabras, este método consiste en expresar un sistema de ecuaciones no
lineales F'(z) = 0 como =z = G(z), e.g., con G(x) = = + aF(x). Posteriormente, se
define un método iterativo tal que z(+1) = G(x(l)), donde I € Ny 2 es la i-ésima
aproximaciéon o iteracion de x.

El proceso de iteracién mencionado se repite para [ > 0 hasta hallar un valor p que
satisface G(p) = p, es decir, un punto fijo. De tal manera que la solucién del sistema
de ecuaciones no lineales es p, i.e., F(p) = 0.

Definicién 7.1. [16] Una funcién G(x) de D C R™ en R" tiene un punto fijo en
p € D si G(p) =p.

Teorema 7.1. [16] Sea
D= {x = (xl,XQ,...,Xn)T|a,~ <x; < b;,Vi= 1,2,...,n}

para algun conjunto de constantes ay,as, ..., a, Yy by, ba, ..., b,. Suponga que G es una
funcion continua de D C R™ en R" tal que G(z) € D para cualquier x € D. Entonces,
G tiene un punto fijo en D. Suponga ademads que G tiene derivadas parciales continuas
y que existe una constante |K| < 1 tal que

dgi
‘ %) ok veeD,
an
para cualquier 7 = 1,2,...,n y toda funcion g;, componente de G. Entones, la se-

quencia {5‘7(”}207 con condicion inicial arbitraria ) € D, y generada por
2 =a(Y), leN,
converge a un unico punto fijop € D y

Kl
1-K

|l = pl < |l =2

U

Note que la condicién que deben satisfacer las derivadas parciales, implica que G es
una contraccion en D. Esta es una consecuencia inmediata del teorema de valor medio
y mayores detalles pueden hallarse en [77].

Definicién 7.2. [78] La secuencia {x(l)}zo se dice converger linealmente a p a una
razon de p € (0,1) si existe una constante ¢ > 0 tal que

Hx(l) —p|| < cpl, VleN (7.7)
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7.2. Diseno del Observador de Punto Fijo

Suponga que el vector de estados xy del sistema (7.2) es parcialmente conocido para
cada instante k. Para conocer por completo el vector de estados, se propone el ob-
servador de Punto Fijo. Por lo tanto, considere la representacion (7.6) de la senal de
salida, asi como las siguientes suposiciones:

A1l. El sistema T-muestreado (7.2) es observable para las condiciones de muestreo
de la salida y obedece el Teorema en [2], i.e., existe Ty > 0 tal que el sistema es
observable para todo T" < Tj.

A2. Las n— 1 mediciones previas al instante k£ son almacenadas, i.e., Yr_ni1, Yb—ni2,
.., Yr_1 estan disponibles.

Ahora, sea Yj;_n114 el vector de n mediciones consecutivas desde el instante & —

n + 1 al instante &, i.e., Yj—niia] = [Ye-nt1, Yeont2s - - - ,yk]T. Asi, considerando la
representacion (7.6) es posible obtener lo siguiente

Yk—n+t1 h(2k—n+1)
Yr-n h(f(@h—ns1))
Yv[kfn+1,k] = * . " = k o - H(xk—n-i-l) (78)
Yk h(f" N (Th—ns1))

A partir de la expresién anterior, se tiene el siguiente problema de busqueda de raices

F(2p—nt1) = Yie—nt1,6) — H(@p—pt1) =0 (7.9)

Por lo tanto, para resolver dicho problema, exprese (7.9) como
Yie—nt10) — H(Tk—nt1) + Thont1 — Tp—ns1 =0 (7.10)
tal que

Thnt1 = Thont1 + Yk—nt1,h) — H(@r—nt1) = G(Tp—nt1) (7.11)

De momento, suponga que (7.11) tiene solucién x;_,, ., € D. Por lo tanto, dada una

. ey . ., e e . 0 . . .
condiciéon o aproximacion inicial x,(c_)n 41 € D, todas las posteriores aproximaciones

(@)

iteradas x,”,,; € D y a su vez convergen al punto fijo z;_, ., (Theorem 7.1), i.e.,
« , I+1 , ! . I .
'rk:—n-‘,-l = lligé xﬁcfnzrl = lllglo G(x;1n+1) = G (llifg 'Tl(ezn+1> = G('xk—n-‘rl) (712)

. ! o , . .
donde los valores iterados xéln 41 son generados por el siguiente método iterativo

[+1 l !
D = Vi - HEY L), 1eN (7.13)
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. . .. . . l >
Bajo la serie de suposiciones anteriores, note que cada valor en la secuencia {x,(cln +1} ,
=0

incluyendo x}_, ., es una aproximacion de la solucién del problema (7.9). En otras
palabras, estos valores son en realidad estimaciones del vector de estados real z;_,,11.

Para estar en concordancia con la notacién utilizada en teoria de control, denote el
método iterativo como (7.13) como

(141 . (1
‘Tl(:nzr = I(g)n+1+y[k nt1,k] — H(x,gzn+1), leN (7.14)

y el punto fijo como 7} _, ;.

Por otro lado, dado que _,, ; corresponde con la estimacion en el instante & —n+1,
para obtener la estimacién del instante k, es necesario propagar la solucion de método
iterativo n — 1 pasos hacia delante, i.e.,

b= 1 () (7.15)

Note que el problema de bisqueda de raices (7.9) debe resolverse para cada instante.
Por lo tanto, se tiene que el observador de Punto Fijo descompone el problema de
estimacién en un conjunto de problemas de punto fijo consecutivos, i.e., un problema
para cada instante de tiempo. Asi, se establece el siguiente teorema.

Teorema 7.2. Si el método iterativo (7.14) satisface las condiciones del Teorema 7.1,

oo
o N0 s
entonces, para cualquier instante k, la secuencia {xkfnﬂ _converge a Ty_p.q,

solucion del problema de busqueda de raices (7.9). En otmsipalabms, la expresion
(7.14) es un observador de estados de Punto Fijo para el sistema no lineal en tiempo
discreto (7.2).

Demostracion. Considere un instante de tiempo en especifico k. Entonces, dado que
h es analitica, la funcién G(Zx—pt1) = Th—nt1 + Yjp—n+1,6) — H(Zx—p41) es continua.
Por otro lado, de acuerdo al Teorema 7.1 se tiene que G(Z—_n+1) € D para toda
Tk—n+1 € D. Més ain, G es una contraccion tal que

1GED ) — G@EP DI < K22, 0 — a0l

\V/.Tk n+17‘rl(<;]—)n+1 € D7Z 7&] (716>
con |K| < 1. Por lo tanto, se tiene
~ (141 A
#0020 I =16GED, ) — G )
l l 1
< K|a, o — ol (7.17)
Asi, por induccién
~(l+c l+c 1) l+c 1) l+c 2) c
a2 — et D < Kllagtey) — et e D < < Kelay), g — d ol (7.18)
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para toda ¢ > 1 y [ > 0. Posteriormente,

I+ ~(l+1 1 c c— ~ (1 ~(1 1
ZH e < (K K 1K) 2 - Y (7.19)
tal que
~(l4c ~(l c c— ~(0
a0t —al < (Kot K+ K) K — a2l (7.20)

[o¢]
De tal manera que se prueba que {:ﬁg) " +1} es una secuencia de Cauchy y por lo
1=0

tanto, tiene un limite, tal que lim;_, G(:U,(f) ni1) =

c — 00, se tiene

P ok .
G(%_nﬂ) = T}_,,1- Entonces, si

0
—n+1 ‘Té )n+1H

(7.21)

Sil — oo, entonces Ll — 0, y por lo tanto, la secuencia converge a un punto fijo. Més

aun, es posible probar que Zj_, ., es unico. Para ello, suponga que x,(f) nel = Th i1

!
y :U,(gznﬂ — Z;_,41 conforme [ — oo. De tal manera que

NO) . (1) .

1251 = Zrenpal| =25 — Tplpr T2 n+1 - ZkfnJrlH
. NO! .
< ok = Bl + 18 = Zpnl 20 (722
tal que 7;_,, ., = 2/_, ., i.e., el punto fijo es tinico O

., ., . ~(0 , .
Note que la funciéon GG es una contraccion si 1'1(@—)71 41 esta lo suficientemente cerca del

punto fijo Z;_, ., y en general, si

<K, j=12...n (7.23)

Por otro lado, resuelto el problema de bisqueda de raices en el instante dado, es posi-
. . : . L(0) s

ble utilizar como aproximacion inicial para el instante siguiente a 7,7, , = 2} ,,,. La

16gica detras de esta eleccion se basa en que 2_, ;v la solucion del siguiente conjun-

to de ecuaciones Tj_, 2 pertenecen a la trayectoria de estado del sistema en tiempo

discreto (7.2), y por lo tanto, es razonable pensar que &j_, 11 estd lo suficientemente

cerca para que (G sea una contraccion.
En una seccién posterior, por simplicidad se denotara fvgln 41 como w,Ef) Y Yji—nt1,k]
simplemente como Y}, tal que la expresién (7.14) es:

W™ =0 Ly, — Hw"), 1eN (7.24)

, A A NT
donde w,(j) = (W%,Wg)k, e ,WSL) . Esta decisién se realiza para evitar confusion

durante la simulacién numérica.
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7.2.1. Esquema de convergencia acelerada por método de A?-
Aitken

Si bien la principal ventaja del método de iteracion de punto fijo es un menor costo
computacional, un inconveniente es su baja velocidad de convergencia. A diferencia
del método de Newton (con convergencia de tipo cuadrdtica), el método de punto
fijo presenta una convergencia lineal. Por lo tanto, para acelerar su convergencia, se
propone utilizar el método A2-Aitken.

Considere el siguiente método iterativo

2 =G (2"), 1eN (7.25)

Suponga que (7.25) genera una secuencia convergente {x(l)}zo y que la funcién de
iteracion G satisface las condiciones del Teorema 7.1. Entonces, defina el error de
CONVETGENCLA COMO

e = 20 _ (7.26)

donde p es un punto fijo. Asuma que el método iterativo converge geométricamente,
ie.,

e =Ke®, K| <1 (7.27)
tal que
(1+2) (1+1)
e e
o) — gl (7.28)
entonces, se tiene
(1+2) _ (1+1) _
=2 (7.29)
x -Dp T —=p
y expandiendo términos, se obtiene que
142 (1+1)
(22 —p) ( —p) = (@ —p)°
2420 _ pa?) —I—p _ (I (141) ) — oz 4 p2?
9+ — $(l+2) Wy = (x (1+1) ) 242 2,0
P (Qx(“‘l) 22 ) (x (I+1) ) 20+2) (0
esto es
(142) (1) _ ((1+1))2
AR x
p= ( ) (7.30)

z+2) — 24(+1) 4 (D)
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o equivalentemente

(z+D) — 35(1))2

z+2) — 220+1) 1 20

(7.31)

Observe que con convergencia geométrica, el valor de p puede obtenerse con solo tres
valores consecutivos de la secuencia {x(l) }20. Sin embargo, muchos métodos, incluido
el de punto fijo, presentan una convergencia de tipo lineal. Por lo tanto, considere el
siguiente tipo de convergencia

) — K K =K4+460, [eN (7.32)

Claramente, la secuencia {e(l)}zo converge linealmente a cero si y solo si |K| < 1.

Por lo tanto, la secuencia d®W debe ser tal que tienda a cero conforme | — co. Ya que
0<1—-K <1, existe §¥ tal que

0<é¥<1-K<1, VIeN (7.33)

Lo anterior debido a la propiedad Arquimediana. Asi, sea 6 tal que

s 1-K

T leN (7.34)

con constante ¢ > 1. Evidentemente, §¢) — 0 conforme [ — oo. Por otro lado, de
acuerdo a la Definicién 7.2, se tiene que z(Y) converge al punto fijo p (o e® a cero) si

H:c(l) —p| = He(l)H <cp, VIEN (7.35)

conc>0y0<p<l Seap=1-K, tal que

[eD]| < c(1-K) (7.36)
o equivalentemente
|Ee|| <c(1-K)™ (7.37)
ie.,
1-K
H (K T3 ) Ol < c(1-K)* (7.38)
Por simplicidad, sea ¢ = ¢, tal que
1-K
H (K + — ) Dl <ec(1-K) =0 (7.39)
c

Entonces, la secuencia ¢ es suficientemente grande para toda [ € N, si ¢ >> 1. Por
lo tanto, se tiene que la convergencia lineal se satisface si [K| >> §().
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O

Note que, debido a que oW converge a cero, para algin l; > | € N suficientemente
grande se tiene que K = K. Por lo tanto, la expresion (7.28) es valida y la prueba del
esquema de convergencia puede continuar de la misma manera.

Ahora, se espera que las cantidades

(ﬂwn_xmf

0 — (0 _
o= 2042) — 9341 1 (D)

(7.40)

estén mas cerca de p que (. La expresién (7.40) puede simplificarse con ayuda del
siguiente operador

Az® = 20D _ 20 | e N (7.41)
tal que
A2O =A(AzD)
:A(x(lﬂ) — x(l))
=Az+D — Az®
_ (x(l+2) _ x(l—&—l)) _ (w(l—i—l) _ x(l))

Por lo tanto, la expresién (7.40) es equivalente a

(2x)”

O _0_ A= J
2 ==z o)

leN (7.42)

La expresién anterior es conocida como el método de A%-Aitken, y la aplicacién del
mismo es ilustrada en la Figura 7.1. Ahora, considere las siguientes suposiciones:

00 .
u {x(l)}l*O €S una secuencla que converge a p

. {Z(l)}zoio es la secuencia generada por el método iterativo (7.42)

Defina las siguientes variables

e =20 —yp (7.43)

A0 = 0y (7.44)

Mas atin, suponga que

o) — o) — (K + g(l))e(l) £0, VIEN (7.45)
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IxO 1 A2 {z(O

% (0)

(1) -~ | 5(0)

X2 .2

«(3) (2)

«(#) ~(3)

Figura 7.1: Procedimiento del método de A2-Aitken: la secuencia {x(” }Zo es utilizada

para obtener una segunda secuencia { z(l)} o> tal que la velocidad de convergencia
incremente.
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donde |K| < 1y 0% — 0 conforme | — oo.

Entonces, el siguiente resultado asegura que el método de A2-Aitken incrementa la

velocidad de convergencia del tipo lineal del método iterativo.

. o0 , . . o
Teorema 7.3. La secuencia {Z(Z)}Z:O converge mas rapido que la secuencia {x(l) }1=07

en el sentido
A0 L0y

E:m—)o as [ — oo

Demostracion. A partir de (7.43) y (7.44), se tiene que

(5020
A2z
(z+D) — x(l))2
2(+2) 22+ 1 40

20 = 20 4 )

_ L0

Entonces, substituyendo (7.47) en (7.48) se obtiene

(D) — e(l)f

W o0 4
S I o =) S W (FS VA )

tal que

(elD) — e<l>)2

0 — () _
Ti=e 42 — 26(+1) 4 o)

Por otro lado

eHD — o — (K 4 §0)e® — e = [(K — 1) + O] O

por lo tanto, se tiene

e(l+2) % (I+1) + e(l) _ (K+ 5(l+1 ) (+1) _ (K+ (5 )

Entonces, dado que el = (K + 61)e® | se tiene que
52 9o+ | )

=[(K—1)2+ 0]

(K + 800) (K + 60 e — 2 (K + §0) ¢
= [K? +5Z>K+5Z+IK+6’“6 — 2K —

[(K— 1) +K(5l)+5l+1))+5l+1)5l) _2
[

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

20" + 1] e

(7.54)
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donde AV = K(6(®) + ¢U+D) 4 §0+D50 — 250) y satisface
M) =0 as 1 — o0

Substituyendo (7.52) y (7.54) en (7.51), se obtiene lo siguiente

Tngo_KK—U+$ﬂ2@%2

(K= 12+ 20]
o (K- 1y+5]
(K—1)2+ 0
[(K 12400 (R —1)2 — 250K — 1) — (5@))2] e
— D0 (7.55)
esto es
) _ o5 1) _ (5?2
Tu>::A() 260(K — 1) — (60) 0 (7.56)
(K—1)2+ 2O
tal que
W AO 250K — 1) — (50)?
u ( )~ (09) —0 as [—> o0 (7.57)

e~ (K—1)2+ A0

Por lo tanto, la expresién (7.57) implica que {T(l)}zo — 0 sucede mas rapido que

{e®}™ O
e :
1=0

7.2.2. Esquema de convergencia acelerada por método de
Steffensen

En la prueba anterior, es posible notar que si 6% es tal que lim;_,g 5(;(—;1) =0, R,
entonces la convergencia de la secuencia {z(l) } 1—o Puede acelerarse aiin mas mediante
otra aplicacién del método de A2-Aitken. Por lo tanto, se propone implementar el
método de Steffensen.

En primer lugar, note que por practicidad, en esta subseccién el subindice ¢ de ml(j )

denota que la secuencia de tres elementos consecutivos {x(] )} fue generada después
7=0
de aplicar i — 1 veces el método de A2-Aitken.

. ., e . 0 ..
Luego, dada una aproximacién inicial xg ), se calculan dos valores adicionales me-

diante el método iterativo (7.25), i.e., se obtiene la secuencia de tres elementos

{xgo), xgl), x?)}. Posteriormente, el método de A%-Aitken se aplica, tal que

2
(0 -o7)
o) = a0 -
ROBIPWONINO

(7.58)
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{1 a2 |00 A2 | P a2 L {3 | A2

x,© %,(0) x5(® AL
X, X, () x5 %,
X, X, x5 ¥,

Yy \J \/ \/

Figura 7.2: Procedimiento del método de Steffensen.

. . 0 .. . s
A continuacién, el valor xé ) es utilizado como una nueva aproximacion, tal que dos

nuevos valores son obtenidos, i.e.,

) =G (of)),
o =G (o)),

y el método de Aitken es aplicado nuevamente

2
20 0
i ’ ’ (7.59)
’ 2 xéz) — 2xél) + a:go)

De tal manera que este proceso se repite hasta converger al punto fijo. La Figura 7.2
ilustra graficamente el proceso anteriormente descrito.

7.2.3. Criterio de finalizacion del método iterativo

Note que hasta ahora no se ha especificado un niimero maximo de iteraciones, es decir,
el método iterativo (7.24) puede continuar indefinidamente. Para evitar iteraciones
innecesarias, se propone implementar un criterio para finalizar el proceso iterativo.

Sea G : [a,b] — [a,b] una funcién Lipschitz con constante de Lipschitz L, 0 < L <1
y considere el método iterativo (7.25) con punto fijo p, tal que

}x(z+q) —pl=|G (x(l+q—1)) _ G(p)| <L ‘x(lﬂ—l) _p{ (7.60)
ie.,

LJa) <] = 1|6 (o0979) — Gp)| < 220 —p| (761
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por lo tanto, recursivamente se tiene que

’x(l+q) —p| < Lo ’x(l) —p| (7.62)

Asi, si 0. el nimero de iteraciones necesarias para reducir el error de conver-
) )
gencia por un factor de 10~ satisface que

L1<iom (7.63)
tal que
m
4 —1~v (7.64)
logyg (%)

Adicionalmente, es posible establecer un segundo criterio basandose en la siguiente
observacion:

Sea ¢ > 0, tal que
2D — 2| < (1-L)e (7.65)
por lo tanto

20— p| < (7.66)

La prueba de esto es inmediata dado que
20 =5l =}~ 6 o) +G (+)
< |a® — 20| 4+ L]2® — p (7.67)
ie.,

2@ —p| (1= L) < [z — 2D (7.68)

Entonces, como 0 < L <1 = (1 — L) > 0, se tiene que

1 1
‘x(z) _p‘ < — ‘x(lJrl) — 20| < 7 (1—Le=c¢ (7.69)

Por otro lado, dado que el error de convergencia tiende mondétonamente a cero, se
tiene

S g =[G () ~ GO <L —p < [0 (@70

por lo tanto, la itereciéon previa posee un error de convergencia mayor que la iteracion
actual
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O
Basado en lo anterior, es posible establecer lo siguiente
‘x(l“) _ x(l)‘ - ‘G (I(l)) e (x(l—l))‘ <L }x(l) _ x(l—l)‘ < |x(l) _ x(l—l)} (7.71)
Ahora, debido a errores de redondeo, puede suceder que
|2t — 20| > |20 — 20| (7.72)

para alguna [. En tal escenario, el método debe ser detenido. En general, el método
iterativo se detendra cuando

|20 — 2=V <107 (7.73)

7.3. Implementacion del observador de Punto Fijo

A continuaciéon, para mostrar la efectividad del observador de Punto Fijo, considere
el siguiente sistema de Chua modificado [93]:

xa(t) = a [x2(t) + bsin (m;lét) + d)}

y(t) =x(t) (7.74)

T . ,
donde el vector de estados es x = (x1,x2,x3)" . Mientras que los parametros «a, (3, a, b
y d son valores constantes. Para obtener una version en tiempo discreto del sistema de
Chua modificado, considere el esquema de discretizacién de diferencias finitas hacia

adelante, tal que el sistema T-muestreado es:
X

217k + d)} = filw)

a
Xop1 = Xok + T (X1 — X + X3) = fo(zi)
X3 k+1 = X3,k — 5TX2,k = f3(l’k)

Yk = X1,k (7.75)

X1 kg1 = X1 + T [XM + bsin (

T
con r = (X1,1~c7X2,k7X3,k) .

7.3.1. Sistema de Chua y observador de Punto Fijo

Dado que la dimension del sistema es n = 3, se tiene que

Yr—2
Yk = | Yk-1 (776)

Yk
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y por otro lado

X1,k—2
X152 + T [xm_g + bsin (% + d)}
H([L’k_g) = X1,k—2 1 aT |:X27k,2 + bsin (% + d)}
+aT {xo -2 + T [X1 -2 — X2 k-2 + X3 k—2]
+bsin (% {XM_Q +aT [XM_Q + bsin (% + d)} } + d)}
(7.77)

Entonces, considerando la expresién (7.24) del observador de Punto Fijo, se tiene que

9 0 i () =)

(
Wll,k Yk—2
= wé)k + | Yk—1
(l)k Yk

@ 7]
Wik
0)

W% +aT W(Q{)k + bsin m;;k +d

0 0 [ mwl)
_ Wy ol |wyy +bsin [ —2* +d (7.78)

o () + 7 [l — )+

+bsin <% {ng)k +aT {wé{’k + bsin ( s +d } } + d) }
. . . . T
G () = o1 (1) 02 () 95 ()] (7.79)

Ahora, para garantizar que el método iterativo del observador converja, es necesario
analizar las derivadas parciales de GG, tal que el valor absoluto de cada una sea menor
a 1, i.e., para que G sea una contraccion.

donde

En particular, para este ejemplo con el sistema de Chua modificado, se tiene que el
tiempo de muestreo debe ser tal que

Te <o, 2) (7.80)

7.3.2. Sistema de Chua y observador de Newton

Para propdsitos de comparacion, el observador de Newton también es utilizado. Mas
detalles de 1 método de diseno de este observador pueden hallarse en [37]. El mimos,
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requiere de la matriz Jacobina de H, la cual es

; 1 0 0
aH (@) _
% — My aT 0 (7.81)
Wk H3,1 Hg}g CYT2
con
_ oaTbr Wwﬂ
Ho1 =1+ CoS ~+d
’ 2a 2a
_ _ Trb 2T2h? 2 w!"
Hsy = Hyp +aT? + a T +a 7Tcos L dl | o
’ ’ 2a 42 2a
_ 2T?b
Hyy=2aT —aT? + 2= "¢
’ 2a
y donde

C = cos (%{ ﬁ%—aT

Por lo tanto, el observador de Newton esta dado por

a

(4)
. ™W
w% + bsin ( 21’k + d>

)

OH O
R e D (5
8wk
paral =0,1,2,...,.r—1ycon Yy, y H(w,(cl)) iguales a como estan definidas para el

observador de Punto Fijo. Note que la estimacion en el instante de tiempo k es

) 2 (W) W) W)
T

Li’k: )A(27k = 22 Wlfk,Wka,ngk (783)
X3,k 2 () () (7)

3\ Wik Wo i Wag

7.3.3. Resultados numéricos del observador de Punto Fijo

Los resultados obtenidos por el observador de Punto Fijo son comparados con los del
observador de Newton, asi como con los de observadores mas convencionales, tales
como el observador no lineal de Luenberger para sistemas en tiempo discreto, y un
observador de modos deslizantes.

Considere los siguientes parametros para el sistema de Chua modificado: a@ = 10.82,
B =14.286, a = 1.3, b = 0.11 y d = 1. Por otro lado, el tiempo de muestreo se fija
como 17" = 0.05.
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. . 0 T .
Para el observador de Punto Fijo se considera w(()) = [5,10,—5]" como aproxima-
cién inicial y m = 107° como criterio de finalizacién del método iterativo. Para el
observador de Newton se considera la misma aproximacion inicial.

Por otro lado, el observador de Luenberger implementado es

ki1 = f(22%) + L (yr — £9x)
LUk = LT1k (7.84)

donde ;2 y Lyr son el vector de estados estimado y la salida del observador de
Luenberger, respectivamente. L € R? es la ganancia del observador, misma que se

elige como L = [0.5,0.4,0.2]T. Las condiciones iniciales del observador son pzy =
5,10, —5]".

A su vez, el observador de modos deslizantes es

smTrr1 = fsmTn) + Q (yr — smr) + S(k)
SMUk = sMT1k (7.85)

donde sy Zr vV sm¥r son el vector de estados y la salida del observador, respectiva-
mente. Q € R3 es un vector de ganancias y S(k) es una funcién de saturacién definida
como

S(k)=R sat (M) (7.86)

con R = [7’1,T2,7"3]T, ry > 0,79 > 0,73 > 0 y v > 0. Para el observador de modos
deslizantes se utiliza Q = [0.1,0.2,0.1]", R = [4.1,2.1,3.9]" y v = 10. Mientras que
sus respectivas condiciones iniciales son g; %o = [5, 10, —5]T.

En la Figura 7.3 se pueden observar las estimaciones realizadas por cada uno de los
observadores. Note como las estimaciones de los observadores de Punto Fijo y Newton
se aproximan a los valores reales de forma préacticamente inmediata, esto es, carecen
de un tiempo de establecimiento. Lo anterior sucede debido al método iterativo que
cada uno de ellos implementa.

Por otro lado, en la Figura 7.4 se presentan los errores de estimacion de cada obser-
vador, mismo que es definido como la diferencia entre el valor real y el valor estimado
(ex = xp — Zy). Para analizar con mayor claridad esta Figura, considere el error
cuadrdtico medio (ECM):

M

1 2
ECM = > (wi— &) (7.87)

=1

donde M es el numero total de pasos de tiempo considerados en la simulacién. Al
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calcular el ECM de cada observador, se tiene que

Observador de Punto Fijo: ECM = 0.0165
Observador de Newton: ECM = 0.0180
Observador de Luenberger: ECM = 0.3335
Observador de Modos Deslizantes: ECM = 0.3025

Por lo tanto, concluimos que el observador de Punto Fijo presenta un mejor desem-
peno. Finalmente, en la Figura 7.5 se observa la convergencia de las secuencias gene-
radas en el instante k = 3 por los métodos iterativos del observador de Newton y el

.. , . . n1* .
observador de Punto Fijo. La linea roja representa la secuencia {Wé)k} , mientras

; n\™ -
que la linea verde corresponde a {Wg)k} . Cabe senalar que se presentan las secuen-
") i=0

cias generadas por el observador de Punto Fijo con y sin esquemas de convergencia
acelerada.

Note que todas las secuencias convergen al punto fijo [y, 2.1428, —0.1648]T, pero en
un numero diferente de iteraciones. Claramente, el observador de Punto Fijo con
convergencia acelerada por método de Steffensen convergen més rapidamente (42
iteraciones), que con solo método de Aitken (139 iteraciones) o sin esquema de con-
vergencia acelerada (284 iteraciones).

Si bien el observador de Newton requiere apenas tres iteraciones, al calcular el tiempo
de computo de ambos observadores, encontramos que el del observador de Punto Fijo
es menor 0.040140 segundos frente a los 0.250582 segundo del observador de Newton,
gracias a que el primero evita calculos complejos, como el Jacobiano y su inversa.
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Figura 7.3: Sistema de Chua modificado: estimaciones

observadores para (a) X2 y (b) X.
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obtenidas por los diferentes
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Figura 7.4: Sistema de Chua modificado: error de estimacién obtenido por los dife-
rentes observadores para (a) e3 = Xop — Xo vV (b) €3 = X35 — X34
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Figura 7.5: Convergencia de las secuencias generadas por los métodos iterativos en el
instante & = 3: (a) Observador de Newton, (b) Observador de Punto Fijo sin esquema
de convergencia acelerada, (c¢) Observador de Punto Fijo con convergencia acelerada
por método de A%-Aitken y (d) Observador de Punto Fijo con convergencia acelerada
por método de Steffensen.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis, uno de los topicos fundamentales es el problema de sin-
cronizacion. Dado que este y el problema de observacién de estados se resuelven si-
multaneamente, en los primeros capitulos se presentaron algoritmos de estimacion. El
primero de estos algoritmos es el llamado observador Proporcional-Integral de orden
reducido. En el caitulo 2 se demostrd que el mismo es capaz de resolver el problema
de estimacién para una clase especial de sistemas dindmicos conocidos como sistemas
no diferencialmente planos. Una particularidad de este primer observador es que no
requiere de una copia exacta del sistema y ademds, es un observador no redundante,
esto es, el algoritmo estima unicamente aquellas variables de estado desconocidas.
Mas aun, se probd que este observador es tolerante a ruidos de medicion.

Un segundo algoritmo de estimacién para sistemas de orden fraccional, denominado
como observador de alta ganancia, fue presentado en el Capitulo 3. Se comprobé que el
error de estimacion de este observador es globalmente Mittag-Lefller acotado, es decir,
el error converge asintéticamente a un conjunto compacto atractivo. Debido a la forma
en que se disena este observador, el mismo es efectivo atn en la presencia de ruido de
medicién y/o dindmicas no modeladas. Se mostré también como el observador de alta
ganancia globalmente Mittag-Leffler acotado, se reduce a un observador Mittag-Leffler
acotado, a un observador uniformemente dltimamente acotado o a un observador
exponencialmente convergente cuando el orden de derivaciéon fracional es entero y/o
el ruido de medicién no existe, respectivamente.

Posteriormente, a partir del Capitulo 4 se ha presentado una serie de controladores
dindmicos distribuidos para la sincronizacién generalizada de sistemas PDE de orden
entero y fraccional. Es decir, mediante un algoritmo de control dado como una cadena
de integradores y en un espacio de coordenadas transformadas, es posible conseguir
que un sistema PDE, denominado como esclavo, tenga un comportamiento idéntico
al de un segundo sistema PDE, conocido como maestro.

A través de diferentes ejemplos y sus correspondientes resultados numeéricos, se co-
rrobord la efectividad de los controladores dindmicos distribuidos. Ademaés, gracias al

145
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enfoque utilizado para el diseno de tales observadores, es posible prescindir de herra-
mientas matematicas complejas pertenecientes a la geometria diferencial o el célculo
de variaciones. Una contribucién importante de este trabajo de tesis es la utilizacién
de la teoria espectral y la teoria de semi-grupos para sistemas de dimensién infinita
en el andlisis de estabilidad de los sistemas PDE de orden entero en lazo cerrado.
Este enfoque de analisis evita el uso de los bien conocidos métodos de Lyapunov y
Lyapunov-Krasivskii, mismos que requieren hallar funcionales adecuadas o resolver
desigualdades lineales matriciales. En lugar de estos métodos, el enfoque presentado
aqui conduce a criterios de estabilidad simples. Por otro lado, un resultado interesante
es el hecho de que la bien conocida condicion de Matignon sobrevive para sistemas
PDE de orden fraccional.

Mas atn, se abordd un problema de sincronizacion més complejo, esto es, el pro-
blema de sincronizacién de multiples sistemas PDE. Para resolver este problema, se
extendieron los resultados previamente obtenidos, en consecuencia, se presenta un
problema de multi-sincronizacion generalizada para sistemas PDE, donde en lugar de
un control dindmico distribuido, se disena una familia de controladores dindmicos dis-
tribuidos. La prueba relacionada a este capitulo hace uso de herramientas algebraicas
simples, tal que pese a la complejidad del problema tratado, su analisis de estabilidad
continda siendo simple y por tanto accesible.

Finalmente, en el Capitulo 7 se introduce un observador de Punto Fijo para sistemas
en tiempo discreto. La gran ventaja de este observador es que prescinde de célculos
numéricos complejos, tales como la constante evaluacion y computo de la inversa
de una matriz Jacobiana. Como resultado, este algoritmo es computacionalmente
eficiente y por lo tanto, prometedor para cuestiones aplicadas.

Como trabajo futuro de esta tesis se plantean tres direcciones principales: 1) En este
trabajo se hallaron criterios inicamente para asegurar la estabilidad de los diversos
controladores dinamicos distribuidos, por lo tanto, para un futuro se plantea hallar
criterios para la seleccién de ganancias optimas del controlador. Por otro lado, es
necesario investigar la robustez del control frente a ruidos de medicion e incertidumbre
paramétrica; 2) la derivada de orden fraccional considerada en este trabajo de tesis
fue la derivada de Caputo. Esta decisién se tomé considerando que la misma permite
utilizar condiciones iniciales fisicamente interpretables. Sin embargo, la utilizacion de
derivadas con kernels no singulares representa un tépico potencialmente interesante
que se plantea explorar en un futuro; 3) El andlisis de estabilidad para sistemas
PDE consideré familias de operadores lineales cuya forma es dada por la FCOG y
la FCOGF, respectivamente. No obstante, es muy probable que dichas familias sean
muchas mdas amplias, tal que el andlisis de estabilidad podria extenderse; y 4) Los
observadores presentados en este trabajo de tesis se implementaron tnicamente a
sistemas gobernados por ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos algoritmos seréan
tomados como punto de partida para futuras implementaciones en sistemas PDE.
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