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Abstract

This thesis describes the procedure for designing a robust control for a wide class of discrete-
time nonlinear systems that uses state estimations by a sliding mode observer. The range of discrete-
time nonlinear systems treated are those that belong to the class of quasi-Lipschitz systems and
that, in addition, are affected by stochastic disturbances both in the input and in the output. The
Attractive Ellipsoid Method (AEM) is used to ensure the convergence of the state estimation error
and the tracking error. The optimal matrix gains selection of the observer and feedback control
are found by an optimization procedure consisting of the numerical solution of a problem with
Bilinear Matrix Inequalities (BMI), which through special transformations becomes into a set of

Linear Matrix Inequalities (LMI). Three examples show the effectiveness of the proposed approach.
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Resumen

Esta tesis describe el procedimiento de disefio de un control robusto para una amplia clase de
sistemas no lineales a tiempo discreto que utiliza estimaciones de estado hechas por un observador
tipo modos deslizantes. La gama de sistemas no lineales a tiempo discreto tratados son los que
pertenecen a la clase sistemas cuasi-Lipchitz y, que a demads, son afectados por perturbaciones es-
tocdsticas tanto en la entrada como en la salida. Se utiliza el Método de Elipsoides Atractivos (en
inglés AEM-Attractive Ellipsoid Method) para asegurar la convergencia del error de estimacion
de estados y del error de seguimiento de trayectoria. La seleccién dptima de las ganancias matri-
ciales del observador y de control por realimentacion son halladas mediante un procedimiento de
optimizacion que consiste en la solucion numérica de un problema con Desigualdades Matriciales
Bilineales (en inglés BMI-Bilinear Matrix Inequalities) que, mediante de transformaciones espe-
ciales, se convierte en un conjunto de Desigualdades Matriciales Lineales (en inglés LMI-Linear

Matrix Inequalities). Tres ejemplos muestran la efectividad del enfoque sugerido.
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Capitulo 1

Introduccion

El Método del Elipsoide Atractivo (en inglés AEM-Attractive Ellipsoid Method) ofrece a los
investigadores una herramienta especial para el disefio controles de realimentaciones lineales para
algunas clases de sistemas no lineales los cuales contienen tanto perturbaciones en el modelo (de
entrada) como perturbaciones en la medicioén (de salida) [17]. Usualmente la aplicacion de este
método requiere conocer exactamente (disponibilidad completa) todos los estados actuales y de
las acciones de control usadas. Un problema se presenta cuando las variables requeridas para el
control no estan disponibles, un posible enfoque para la solucionar esto cosiste en la realizacién de
un proceso de estimacion de estado para el uso directo de los mismos en las acciones de control
aplicadas. En cierto sentido, esta construccion se puede visualizar como un control adaptable por
el AEM.

Como un ejemplo de este enfoque, en el caso determinista, se puede mencionar el articulo
[10], que presenta un método para hacer la identificacion de un sistema no lineal, usando redes
neuronales de orden superior y algoritmos de modos deslizantes de orden superior, que esta sujeto
a perturbaciones internas y externas. Basado en la informacion obtenida de los estados disponibles
del sistema se propone una red neural de orden superior para aproximar la dindmica del sistema.
Los pesos de la red neuronal se entrenan por medio del filtro de Kalman y el observador de modo
deslizante de orden superior. También se han aplicado los Observadores por Modos Deslizantes (en
inglés SMO-Sliding Mode Observers) a sistemas con perturbaciones deterministicas acotadas [6],
[15], [9]. En [16], se desarrolla una estrategia de control adaptable de modos deslizantes, basado en

el control equivalente. La regla de adaptacion combina las cualidades de ganancias mon6tonamente

15



crecientes y el control equivalente.

En esta tesis se considera la amplia clase de sistemas cuasi-Lipschitz no lineales estocdsticos
donde la estimacion de estados es obtenida mediante una version especial de SMO, proporcionando
una estimacion aceptable de los estados en el sentido del error cuadratico medio. Una caracteristica
especifica de los sistemas estocdsticos cosiste en la consideracion de perturbaciones estocdsticas
externas no acotadas que hace imposible la aplicacion directa de los enfoques del AEM y SMO:
debido a esto se requieren algunas contracciones y extensiones especiales.

En [8] se investiga un SMO para una clase de sistemas no lineales con retardos y protocolo
de comunicacion estocdstica. El protocolo de comunicacidn estocéstica es tomado para regular el
orden de transmision de las mediciones de multiples nodos de sensores, que podrian evitar la coli-
sion de datos. Segtin la programacion del protocolo de comunicacion, s6lo un nodo sensor puede
obtener acceso a la red de comunicacion compartida en cada paso de tiempo para la transmision de
datos. Ademas, el protocolo de comunicacion estocdstica se rige por una cadena de Markov, que
convierte el sistema, restringido por el protocolo, en un sistema de salto de Markov. El proposi-
to es disefiar un SMO tal que, ain con el protocolo de comunicacion estocdstico, las trayectorias
del error de estimacidn del sistema sean llevadas a la superficie deslizante y, al mismo tiempo, el

movimiento en esta zona sea asintoticamente estable en el sentido de la media cuadratica.

En [20] se disefia un SMO adaptable para reconstruir los estados de un sistemas no lineal en
tiempo continuo con incertidumbres estocdsticas a partir de la salida del sistema que, en este caso es
medible, y los estados reconstruidos se emplean para implementar un controlador por modos des-
lizantes que estabiliza al mismo. En este trabajo se aprovechan las ventajas de la técnica de modos
deslizantes para disefiar tanto el observador como el controlador. La convergencia del observador y
la estabilidad global asintética del controlador son analizadas en términos de estabilidad estocésti-
ca de Lyapunov, y la efectividad de la estrategia de control se verifica a través de simulaciones
numéricas.

El ndmero de trabajos, en los que, la metodologia de los modos deslizantes es aplicada para
observar y controlar sistemas estocdsticas, en realidad es muy limitado [1, 3, 5, 12, 13, 22]. Téngase
en cuenta que basicamente se trabaja con modelos lineales, como un ejemplo esta [21]).

El andlisis de estabilidad de sistemas no lineales estocdsticos se puede encontrar en [7]. Los

estudios més recientes, y avanzados, sobre el disefio de observadores por modos deslizantes se
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puede encontrar en [2, 4, 11].
El mérito de esta tesis es proponer el mecanismo exacto para el disefio de un control adaptable
mediante el AEM que simultdneamente con un SMO aseguran un seguimiento de trayectoria con

un buen desempefio para una amplia clase de sistemas no lineales con perturbaciones estocasticas.

1.1. Contribucion principal
En esta tesis:

= Se realiza el desarrollo del AEM para su aplicacion en un control por realimentacion en siste-
mas no lineales a tiempo discreto con perturbaciones estocdsticas, obteniendo las ganancias

de dicho controlador y del observador por modos deslizantes.

= Se muestra la convergencia cuadréitica media de los errores de seguimiento y de observacion
hacia un elipsoide atractivo cuyo tamafio se hace lo mds pequefo posible a través de la se-
leccién 6ptima de las ganancias matriciales del observador de modos deslizantes y el control

por realimentacion.

= Se presenta la funcion traza como objetivo del procedimiento de optimizacion de las ga-
nancias matriciales y se aplican transformaciones de congruencia para llevar el conjunto de
reestricciones BMI a reestricciones de tipo LMI que admiten la aplicacioén directa de los

paquetes de MATLAB como SEDUMI y YALMIP.

1.2. Estructura de la tesis

El capitulo 2 presenta la descripcion de la planta no lineal a tiempo discreto, las suposiciones
principales sobre todos los elementos de esta planta (0 modelo) y su representacion cuasi-lineal. La
estructura del observador por modos deslizantes, la del controlador y la formulacién del problema
principal abordado en esta tesis estdn contenidos en el capitulo 3. El capitulo 4 trata principalmente
con el andlisis de convergencia que es realizado mediante el método de Lyapunov y ademas muestra
el primer teorema principal obtenido con este trabajo. En el capitulo 5 se muestra la funcién de

optimizacién que nos conduce el segundo teorema importante, ademads, este capitulo muestra la
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transformacion de las restricciones BMI en restricciones LMI. Antes de terminar, en el capitulo
6, se muestran algunas aplicaciones del proceso abarcado en esta tesis, en ejemplos académicos y

practicos.
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Capitulo 2

Planta estocastica no lineal en tiempo

discreto

Es imposible definir un sistema estocéstico a tiempo discreto sin la nocién de los conceptos de
c-algebra y espacio de probabilidad ([18]). Estos dos conceptos estan estrechamente ligados y ya

que el de espacio de probabilidad depende del de 6 — algebra, se empezara definiendo este dltimo.

Definicion 1. Sea Q el conjunto de eventos elementales de un experimento. Un conjunto no vacio
{F}i>o de subconjuntos de Q es llamado c-algebra o conjunto potencia, si se satisfacen las

siguientes propiedades:

1. Para cualquier conjunto ¢, € {Fi}i~o con n>1..., la union (interseccion) de todos los

elementos ¢, es cerrada. Es decir,

Un10n € { Fi}iso (M 10n € {Fi}i=0) -

2. Sioe{F} k>0 entonces, el complemento 6° pertenece a G-algebra (¢¢ € {F} k>0)-

3. Qe{Fihio

Ahora estamos listos para introducir formalmente la definicién de un espacio de probabilidad.

Este concepto es fundamental en la teoria de probabilidad moderna y se define a continuacion:
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Definicion 2. Se le dice espacio de probabilidad a una tripleta ordenada

(@A Fi}iz0.P) 2.1)

donde Q es el espacio de muestra, {F;.} es la c-algebra de los subconjuntos medibles de eventos

de Q 'y P es una medida de probabilidad en { i}

Comentario 1. Decir que P es una medida de probabilidad significa que P satisface lo siguiente:

= P(0) >0V 0€{Fitis0

= P(Uri0n) = I, P (9n).

2.1. Modelo

Considerese las secuencias estocasticas {x(k) }x>0, {y(k) x>0 y {u(k) }x>0, cuya relacion esta

determinada por la ecuacion en diferencias:

x(k+1) = f(k,x(k))+Bu(k) +E(k+1) € R"
y(k) = Cx(k) +{(k) € R™ (2.2)
uk) eRY k=0,1,2...

Aqui, x(k) representa los estados del sistema, y(k) es la salida, y {u(k) }x>0 las entradas. Es necesa-
rio aclarar que se suponen disponible la entrada y la salida, pero no los estados. La matriz de entrada
By la de salida C pertenecen a R"*! y R”*" respectivamente . f(k,x(k)) es una funcién no lineal
que establece la siguiente relacion R” — R”". Las variables aleatorias {(k+ 1) € R" y {(k) € R™
representan los ruidos de entrada y salida, despectivamente. Todas las secuencias estocasticas se
definen en el espacio de probabilidad (Q, {Fi}iso ,P) , donde { %}~ es el flujo de c-algebras F,

que para cada k =0, 1, ..., es la minima c-algebra generada por el historial del proceso, i.e.,

Fi=01{x(0),u(0),&(0);...;x (k) ,u (k) , & (k) , & (k) } . (23)
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2.2. Suposiciones principales

Hay varias consideraciones que se deben tomar en cuenta, imperativamente, sobre los elementos

de nuestro sistema. Estas consideraciones son las siguientes:

Al) Las variables aleatorias & (k+ 1) y (k) son secuencias de diferencia de martingalas (en inglés

MDS-Martingale Difference Sequence), es decir,

E{E(k+1)| F} =0,

- (2.4)
E{C(k) | R} =0,

estas MDS no estan correlacionadas

E{& (k+1)C;(k) | F} = 0. (2.5)

Los elementos &; (k+1) Vi=1,...,n,y {;j (k) ¥ j=1,...,m, representan la i—ésima y k—é&si-
ma coordenadas de los vectores & (k) y {(k+ 1), respectivamente. Los ruidos estocdsticos

estan acotados por sus matrices de covarianza condicional

E{E(k+1)ET (k+1) | B} < £,

as. (2.6)
E{& (k)& (k) | Fi} < Zy.

Los operadores E{- | #} y E{-} representan la esperanza matemadtica y la esperanza ma-
tematica condicional. La expresion a.s. siginifica casi seguro, por sus siglas en inglés almost-

sure.

Comentario 2. Una secuencia de diferencia de martingalas (en inglés MDS-Martingale Dif-
ference Sequence) es un elemento en extremo itil para la teoria de la probabilidad moderna
ya que impone restricciones mucho mds leves que la independencia, en lo que a la memoria
respecta en secuencias estocdsticas. Bdsicamente, una sucesion estocdstica X, es una MDS

si su valor esperado con respecto a la historia del proceso (G-dlgebra) es cero.

A2) El mapeo no lineal f: R" — R", y desconocido, pertenece a la clase C (A, fo, f1) de funciones
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A3)

quasi-Lipschitz (ver [17]), si existen fo > 0y f1 > 0 que satisfacen la condicion:
If (x (k) , &) = Ax(K) > < fo+ fi [l (k)] 2.7)

globalmente en R”.

Comentario 3. Si el mapeo no lineal f : R" — R" es dos veces diferenciable, es decir, f € C*
y el punto inicial x, = 0 es un punto de equilibrio, entonces la matriz A se puede seleccionar

mediante la expresion
_9f

A= 5

: (2.8)

X=Xp

Comentario 4. Que una funcion f(x) cumpla con la condicion (2.7) significa que el cre-

cimiento de f(x) cuando ||x|| — oo estd acotado por las funciones ax +\/ fo+ f1 x|, es

decir,
ax—\/ fo+ fi |xlI” < f(x) < ax+/ fo+ fil|lx]*. (2.9)

Por ejemplo, si se toma f(x) = sen(x) con condicion inicial x, = 0 se puede llegar a que
_df
dx

=1, resultando en:
x,=0

a

If(x) —ax|* = |lsen(x) — x|

IN

(Ilsen )] + |lx/1)*

2 2 2 2
[Isen () [+ 2 |sen ) ||~ flxf|” +2 lx]

IN

2 2
2 [|sen(x) = +2 ||

2
fo+ fillx]I”,

IN

IA

donde fo =2y fi =2. En la figura (2.1) se muestra la representacion grdfica de las cotas

resultantes para f(x) = sen(x), mencionadas en (2.9).

Las matrices A € R B € R y C € R"™" son conocidas, de tal manera que los pares
(C,A) y (A,B) satisfacen las condiciones de observabilidad y controlabilidad, respectiva-

mente.
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Figura 2.1: Cotas de f(x) = sen(x).

2.3. Formato cuasi-lineal

Con el objetivo de analizar el modelo presentado en (2.2), sin perder las propiedades no lineales,

se adopta el formato cuasi-lineal de un sistema

Definicion 3. Definase el sistema no lineal a tiempo discreto de la forma

x(k+1) = f(x(k), k) + Bu(k). (2.10)

Si existe una matriz A € R"" y una funcion g(x(k),k), que contiene una parte lineal y otra no

lineal, tal que (2.10) se puede representar de la forma

x(k+1) = g(x(k),k) + Bu(k) (2.11)

donde

g(x(k),k) = Ax(k) +(f(x(k),k)—Ax(k)),
——

~
parte lineal parte nolineal
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entonces, a la representacion (2.11) se le llama forma cuasi-lineal de (2.10).

Aplicando esta ultima definicion a nuestro sistema, se puede ver claramente que la planta (2.2)
tiene la representacion cuasi-lineal:
x(k+ 1) x = Ax(k) + Bu(k) + E(k), |
y(k) = Cx(k) + §(k),
E(k) = E(k+1) +E(K),
E(k) = f(k,x(k)) — Ax(k),

(2.12)

aqui A € R, Como se menciond antes, &(k+ 1) es un ruido externo clasificado como estocdstico
y satisface la condicion Al. El término E(k) caracteriza incertidumbres internas, que es #; medible
y pertenece a la clase C (A, fo, f1) de funciones cuasi-Lipschitz mencionada en la suposicion A2.
Tomando en cuenta las suposiciones anteriores, la incertidumbre &(k + 1) se puede acotar como se

muestra a continuacion:

B8 (08 (0| %)

=E{(a<k+1>+é< ) (8k+1)+E0) | 5}

= E{&(k+ D&(K) +287(k+ ER) +ER)TER) | %}

—E{ET(k+ &(k+1) | Hi} +E{2ET(k+ DEK) | A b +E{E0ER) | ) @13)
= E{tr {E(k+ DET(k+ D} | i+ E{ I (6(k)0) — Ax(0)1 | )

St (B AE(k+ DET(k+1) | Bk +I1f (x (k) ) — Ax() |

L {Sd+ fo+ fi xR
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Capitulo 3

Observacion y control: planteamiento del

problema

Estimar el estado actual de un sistema dindmico es crucial para construir un controlador o
simplemente para obtener informacion en tiempo real sobre el sistema para la toma de decisiones.
La forma més comin de abordar este problema es colocar algunos sensores en el sistema fisico
y disefiar un algoritmo, conocido como observador, cuyo propdsito es procesar la informacién
incompleta e imperfecta proporcionada por los sensores para, por lo tanto, poder construir una
estimacion confiable de los estados del sistema. Por supuesto, la existencia de este algoritmo esti
condicionada a si las mediciones del sensor de alguna manera contienen suficiente informacién

para reconstruir los estados del sistema de manera tnica, es decir, el sistema es observable.

Ademas de los estados disponibles a través de un observador, el proceso de toma de decisiones
en un sistema, digase lineal o no lineal, requiere de un controlador cuyo propésito es llevar al siste-
ma a condiciones requeridas por los usuarios mediante una sefial u que puede tener diversas formas.
Al igual que con un observador, la existencia de una sefial de control depende de la capacidad del

sistema para ser controlador, a esto se le llama condicién de controlabilidad del sistema.

Esta seccion se centrard en el planteamiento de un observador que cumpla con las condicio-
nes necesarias para la reconstruccion de los estados del sistema (2.2). Ademas, se abordara una

propuesta de control por realimentacion que coordinard en el proceso de toma de decisiones.
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3.1. Observador por modos deslizantes

Un problema cuando se trata con sistemas no lineales y la reconstruccion de sus estados es la
condicién de observabilidad. Desde el momento en que se supone que la no lineal de un sistema,
como (2.2), cumple con el pertenecer al tipo de funciones cuasi-Lipschitz C(A, fo, f1) (2.7), se esta
haciendo que el peso de la observabilidad caiga sobre el par (C,A). Esto dltimo se menciona en
la suposicion A3 y esta restriccion algebraica de observabilidad del par (C,A) es una condicién
necesaria y suficiente para la reconstruccion de los estados.

El observador por excelencia, utilizado en varios tipos de sistemas es el de Luenberger, que a
pesar de ser robusto ante perturbaciones no compensa del todo las no linealidades de un sistema.
Para compensar esto, y el hecho de que las perturbaciones externas son consideradas como es-
tocdsticas, se propone que al observador de Luenberger se le agregue un término mds de tal manera

que, la estructura propuesta del observador sea la siguiente:

#(k+1) = AR(k) + Bu(k) + Lo(k) + LoSign (6(k)) € R”,
(k) = y(k) — Ci(k) € R™

(3.1)

Este algoritmo de observacion se denomina Observador por Modos Deslizantes (en inglés
SMO-Sliding Mode Observer). E1 SMO tendra como objetivo generar la estimacion en linea {£(k) } x>0
de los estados {x(k) }x>0 basado en el conocimiento de la salida {y(k) }x>0. Las matrices A, By C
son como en (2.2); en cuanto a Ly L, se tiene que L € R*"y L, € R"*". Ademas de usar la re-
alimentacion del error de salida (c(k) = y(k) — CX(k)), el término adicional del SMO (Sign(c(k)))

incluye la realimentacion del error de salida a través de una sefial conmutada.
Comentario 5. La funcion signo Sign (0) estd definida como

Sign () := (sign(oy),...,sign(6,,))7, (3.2)
cada término sign (G;) satisface:

1 si 6;>0
sign (0;) := -1 s 0;<0 . (3.3)
[—1,1] si 0;=0



sign (o;)
151
1
0.5
g, <0
2 1 1 2
05 o> 0
=1
-1.5F

Figura 3.1: Funcion sign (o;).

En la figura (3.1) se muestra la representacion grdfica de la funcion signo.

3.2. Controlador

El objetivo principal de un control es ser un compensador dindmico que sea capaz de garantizar
el seguimiento de de una sefal de referencia (con cualquier condicidn inicial) para el sistema en lazo
cerrado a través de la realimentacién de los estados o la salida, dependiendo de la disponibilidad de
cada uno. El control propuesto en esta tesis realizard una comparacion entre la sefial de estimacion
y la deseada para aplicar una accién que influya en el sistema, minimizando la desviacién entre la

medicion brindada por el sensor y la referencia.

La seiial de referencia debera tener la forma:

x*(k) = @(k,x*(k—1)) e R" (3.4)

Teniendo en cuenta la estructura de la dindmica deseada x*(k) en (3.4) y la estimacion de
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estados £(k) en (3.1) la propuesta sobre el algoritmo de control es la siguiente:

u(k) := K&(k) + v(k),
v(k) := —Kx*(k) + B §(k) (3.5)
S(k) == ok +1,x*(k)) — Ax* (k)

donde K € R**" es la ganancia de control, BT es la pseudoinversa de More-Penrose, esto signi-

fica que BT satisface las igualdades:

BB"B=B, B'BB" =B". (3.6)

3.3. Formulacion del problema

A través de las propuestas del observador (3.1) y el controlador (3.5), estamos listos para abor-
dar el problema general en esta tesis. Dicho problema puede ser planteado como se muestra a

continuacion.

Problema 1. Considérese el vector extendido
z(k) = ( 8T(k) eT(k) >T c R¥ 3.7)

con los componentes internos definidos como
O(k) :=x(k) —x"(k), e(k) :=x(k) — x(k), (3.8)

donde 8(k) € R" corresponde al error de seguimiento y e(k) € R" al error de estimacion. Ha-
llar las ganancias K €>", L €™ y L, € R™™ tales que el error cuadrdtico medio, ponderado
por E{z7(k)P,z(k)}, pertenezca asintdticamente al elipsoide atractivo estocdstico que cumple la
desigualdad

limsupE {7 (k)P.z(k)} < 1 (3.9)

k—boo

para cualquier no linealidad admisible f € C (A, fo, f1) -
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Capitulo 4

Analisis de convergencia

Para hablar de convergencia en sistemas dindmicos es es necesario definir la estabilidad y en este
caso hablaremos de la estabilidad en el sentido de Lyapunov. De manera superficial, sabemos que un
punto de equilibrio x, es estable si las trayectorias que comienzan cerca de €l se mantienen cerca del
mismo punto para siempre. Mds aun, el punto de equilibrio x, es asintéticamente estable si, ademds
de ser estable, las trayectorias de dicho sistema que inican en un punto inicial xo convergen a x,. El
andlisis de convergencia presentado en este capitulo se basa en este tltimo concepto de la teoria de
Lyapunov solo que en vez de converger a un punto de equilibrio en si, las trayectorias convergeran
a una region llama zona de atraccion. Esta zona estard definida por una elipse denominada elipsoide

atractiva [17].

Para poder obtener la zona de atraccion de las trayectorias es necesario conocer de manera
explicita el término V (k+ 1). Para llegar a la expresion extendida de este término se requieren las
dindmicas de los términos que intervienen en €l, esto es la dindmica de los errores de observacion

y de control, definidos en (3.8).

= Dindamica del error de seguimiento:

Para obtener la dindmica del término (k) := x(k) — x* (k) (error de seguimiento) definido en

(3.8) se contempla directamente la estructura de la dindmica deseada mencionada en (3.4) y
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se sustituye el control propuesto en (3.5), resultando en:

S(k+1) = x(k+1)— *(k+1)

- [ K#(k) — +B8(K)) +E(K)| — plk+ 1,5 (K))

- <>+BK<<> ¥ (k >>+BB+8<>+é<> [8(k) +Ax* (k)

= AG(K) =¥ () + BK (3(k) " (k) + &(K) + (BB 1) 8(K) (.1
= AB(K)+ BK (3(k) — " (k) + (k) — x(K)) + &(K) — (1, — BE*)§(k)

= (A+BK)8(k) —BKe(k)+&(k) — & (k)
= Ad(k) + Bu(k) +0(k),

donde (k) := &(k) — (k) y 8(k) := (I, — BBT) (k).

= Dindmica del error de observacion

Partiendo del término e(k) := x(k) — £(k), expresar la dindmica del error de observacién
e(k+ 1) se reduce a sustituir la estructura de la planta en forma cuasi-Lineal (2.12) y la

estructura del observador propuesto en (3.1).

e(k+1)= x(k+1)—%(k+1)
- <Ax(k) + Bu(k) +&(k + 1)) — (AR(k) + Bu(k) + Lo (k) + LoSign (o (k)))
= A(x(k) — (k) — L(y(k) — C(k)) — LySign (o(k)) + & (k)
= Ae(k) — L(Cx(k) + (k) — Ci(k)) — LaSign (o(k)) + & (k)
= (A—LC)e(k) — LySign (o(k)) +&(k) — LE (k)
= (A—LC)e(k) — L,Sign (c(k)) + (k)

4.2)
donde o(k) := &(k) — LL(k).

Los ultimos resultados establecen claramente una relacion, bajo ciertas consideraciones, entre
el controlador, el observador de estados y el sistema propuesto en formato cuasi-lineal. Dichas

relaciones pueden ser contempladas en una sola ecuacién mediante el anélisis de convergencia.
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4.1. Convergencia

Como se menciond antes, la metodologia propuesta en este capitulo se basa esencialmente en
el concepto de convergencia de Lyapunov. La propuesta del algoritmo de control se determina
especificamente a través de este método, garantizando un tipo de estabilidad llama estabilidad
prdctica.

La estabilidad practica garantiza que las trayectorias de un sistema dindmico estén limitadas
dentro de una region invariante especifica durante un intervalo de tiempo especifico. En términos
generales, se puede decir que un conjunto en el espacio de estados es invariante, para un sistema
dindmico dado, si cada trayectoria iniciada en este conjunto permanece dentro del conjunto para
todo tiempo mayor al inicial. Las cuestiones tedricas relacionadas con la construccion de dicho
tipo de regiones se puede abordar a mediante el método de elipsoides atractivas. Como bien hace
referencia su nombre, esta region se elige de manera geométrica con la forma de una elipsoide en
el espacio de estados.

Basado en lo anterior, a continuacion se establece la definicion de un elipsoide atractivo robusto.

Definicion 4. Sea la secuencia {r(k)}i>0 € R" una trayectoria, entonces {r(k) x>0 pertenece al

Elipsoide Atractivo Robusto,
€(0,P,) :={r(k) e R" : rT(k)Pr(k) <1}. (4.3)

La matriz generadora de la elipse es positiva definida, es decir, P, = Pf > 0, si para cualquier
condicion inicial de la planta (2.2) y una no linealidad admisible f(k,x(k)) se cumple la siguiente
desigualdad

limsup E{rT(k)P.r(k)} <1 (4.4)

k—roo

donde E{-} es la esperanza matemdtica.

El objetivo general aqui es asegurar que la estrategia de control por realimentacion de estados
observados hace que las trayectorias convergen global y asintéticamente a una elipsoide atractiva

estocastica. Para demostrar que esto pasa se establece el siguiente teorema.
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Teorema 1. Si las matrices P, K, L, L, y los escalares a, A, v, se seleccionan de tal forma que

3ATPA + Ag—oP 0 0
W (P,K,L,L,| a,\,y) = 0 200PQ—-M QTP <0, (4.5)
0 PQ 2P —I
con
As— 6Yf1lnixn Onxn | 6)
Onxn Onxn

entonces, para la funcion de energia

J
V (k) =2zT(k)Pz(k), 0 < P = , 4.7)
0 P
se puede garantizar que
E{V(k+1)} < aE{V (k)} + Br(L). (4.8)
donde
Be(L) = m+y (2t {Z2} +3f0+ 6 || |*) + W)
v(2//—BB) (Ax; — 9(k+ 1,57) >+ {LE,LT} ) '
Prueba.

a) La dinamica del vector extendido z(k) € R?" en (3.7), se obtiene al sustituir (4.2) y (4.1) para

z(k+1), es decir,

O(k+1) (A+BK) (k) — BKe(k) +9(k)
2(k+1) = = ,
e(k+1) (A—LC)e(k) —L,Sign (c(k)) + w(k)
de tal manera que
2(k+1) = A(K,L)z(k) + Q (La) s(k) +n (k) (4.10)
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donde .
(A+BK) —BK

AK,L)y=A= € R¥x2n,
0,%n (A —LC)
O}’l n O}’l m
QL) =0= ) g Rk nm), 4.11)
0m><n _La

s(k) = On e R (k) = Bk) e R,
Sign (o (k)) (k) )

Tomando en cuenta la relacién obtenida para z(k+ 1) se puede determinar la dindmica para la

funcién V (k), esto es:

V(k+1)= zT(k+1)Pz(k+1)
= (Az(k) +Qs(k) +n(k))" P (Az(k) + Os(k) +n(k))
= 7T(k)ATPAz(k) + 227 (k)ATPQs (k) + 2T (k)ATPn (k)+
sT(k)QTPQs(k) + 2sT(k)QTPn(k) +nT (k) Pn (k)

que se puede expresar en forma cuadratica como:

z(k) " itpa ATPQ ATP z(k)
Vk+1)=| s(k) QTPA QTPQ QTP s(k) |- (4.12)
n(k) PAT PO P n(k)

Considerando que se cumple

INTM < NN +M™M,

y aplicando esto a los términos 227 (k)ATPQs (k) y 227 (k)ATPRn(k), se tiene:

27T (k)ATPQs(k) < 2T (k)ATPAz(k) +sT(k)QTPQs(k),
27T(k)ATPRn (k) < 7T (k)ATPAz(k) +nT(k)Pn(k).

IN

Utilizando estas dltimas desigualdades, ademds de sumar y restar los términos ozT (k)Pz(k), M ||s(k)||%,

33



y v (k)||%, en (4.12) se puede acotar por arriba V (k+ 1) tal que:

T

z(k) z(k)
V(k+1) < w
kD)< 1 s s(k) 4.13)
n(k) n(k)
+ azT(k)Pz(k) + 1|l s(k) || > +yIn (&), )
donde
3ATPA — aP 0 0
W (P,K,L,Lg|at,\Y) := 0 20"PQ - M QTP : (4.14)
0 PO 2RTPR —I

Abhora, si se toma la esperanza matemadtica condicional E{-| %} en ambos lados de (4.13) resulta

la siguiente expresion:

2
~~
=
SN—
2
—~
=
SN—

E(Vk+1IR} S EL| st | W st |1

(k) (k)
+ o (k) + AR+ vE{ In(K) I} -

(4.15)

Centrandose en la desigualdad (4.15) se pueden notar, de momento, dos expresiones de interés,

una cuyo acotamiento resulta evidente <||s(k) ||2> y otra que no lo es tanto (E { In(k)|*| ﬁ})

1. Cota de ||s(k)||?

Partiendo de la definicion de este término, proporcionada en (4.11)

, oo Y [ o
s~ = .
Sign (o (k)) Sign (o (k))
= ||Sign (o (k))|®
=Y sign’*(c;)
i=0

Debido a que, sin importar el valor de G;, la imagen de sign(c;) V 1 <i < m se encuentra

en el intervalo [—1, 1]. Por lo tanto, cada termino sign(o;) tiene como cota superior al 1, es
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decir,

2. Cota deE{|m(k)H2 |9rk}.

Is(k)||* < Y 1=m. (4.16)

Expandiendo este término, utilizando su definicién (4.11), se llega a la representacion:

E{nT(k)n(k)| %}

(arits) ()
= E | Fx
o(k,k+1) o(k,k+1)

= E{0T(k)o(k)| %} + E{oT (k) o(k)| Fi} -

Desarrollando las multiplicaciones internas se tiene:

ook = (80 -8(0)" (&) ~3(w)

2_2§T(k+1)8(k)+ (”E(k)H2+ HS(k)Hz) + HS(k)Hz
2

Y

2 - ~ 2 ~
BT (k+ 1)8(k) + H&(k)H +25k)

olTok) = (k) -18®)" (k) -L5K)

" QBT (MLL(K) + LK)
T2 (g ) +E0)) L) + T RLTLYR)

T 28T (ke LG — 28T (OLL(K) +  {LERICT (LT

Noétese que no se desarroll6 el término é(k), el motivo es que en (2.13) se present6 una cota
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superior de este mismo. Las tltimas dos desigualdades implican que:

E(TMM)I%H) S E(O(OT <>m}+E{m<> o]}
2 {2l )
v || - 22r e e - B @LEe+

o {LL(k >c<>L}]7k
@ oe{|ew| |5} - 26z nsw a6 { Jew|” | %)
ZEFT(HI)LC(/C)% —zE{a (OLL(K)| %

J

w26 o |7} + e wintooeraonn ]

as. zE{ }+E ST(k)E(k+1) fk}+E{HE(k)H2 Tk}
_ZE{BgaL | { - 26 {Eroen| 7 |
+2E{H8 H fk}ﬂ{LE LT (k) fk}U}

as 2E{He, | fk} <k>Ej&<k+1> ﬂ}+E{H&(k>HZ fk}
253 (e {aa|n ) 2Eoe |
+2E{H8 I ﬁ}+t {LE{C( )T (k) fk}U},

onde L;; es el elemento que se encuentra en la posicién (i, j) de la matriz L. Tomando en
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cuenta las suposiciones (Al), (A2) y el resultado (2.13), se cumple:

2

ESQ €0 [Fp =
2

K| [Fp =

o

E

2 a.s.

ES 80| Rt < w3+ fo+fillx®)]?

ST(k)E{g(kH) Fer 0,

ET(K)LES (k)| Fip = O,

éé(LijE{éiCj Tk}) =0,
tr{LE{C(k)CT(k) Tk}LT} < tr{LZyLT}.

Por lo tanto,

a.s.

[

E{nT(k)n(k)| %}

IN

2 (tr{Zx}+fo +fi |IX(k)H2> + Hé<k>H2+2 Hs(k)H2+tr{LzyLT}

2 {%,) 43 <fo +fi ||X(k)||2> +2 HS(k)Hz—Hr{LZyLT}.

a.

[

IN

4.17)

Gracias a las relaciones (4.16) y (4.17), una cota superior de V(k+ 1), en (4.15), puede expresarse

como sigue:
- ®\ [ ®
B+ D7) < BS | st | W[ stk || % g +eBVERIAI+Be(L).  @18)
n() n(k)
donde

Bu(L) = mxw(ztr{zx} +3 (fo+ fil(0)?) +2 H8<k>(12+tr{myv}) -

Abhora, partiendo de la definicion del error de seguimiento de trayectoria 8(k) en (3.8) se puede

37



establecer la equivalencia x(k) = 8(k) +x*(k), esto dltimo implica que:

®)I1P = [18(k) +x" (k)1
< 23R+ 2" (R) |

De esta forma, el componente (L) se puede limitar superiormente de tal manera que:

Ber) < mh+y (20 {Zd+3 (fo+ fi (20801 +2 ) ()]2)) +21(S<k>H2+tr{L2yU})

2

~ 2
— mh+y 2tr{2x}+3(fo+2f1||x*(k)||2>+2H8(k)” +tr{LZyLT})+6yf1||6(k)|

= Bu(@)+6vfi 13K

Por otro lado, el factor 6Yf; ||8(k)||* puede incluirse en la forma cuadratica de W, en (4.18), a

través de la representacion:

6Y/i I8(k)[1* = 61187 (k)3 (k)

= ovi( 570 0, ) ( sék) )

= 6Yf1As.
Llevando (4.18) a la forma
T
z(k) z(k)
E(V+ D)%) <E | st | W st |15+ cBIVE) RS +BeL).  (4.19)
(k) n(k)

Si se eligen las matrices P, K, L, L, y los escalares o, B, Y P,K, L, L, de tal manera que W < 0,

resulta:

E{V(k+1)| %} < oaE{V (k)| T} +Bi(L). (4.20)
Y, finalmente, al aplicar la esperanza matemadtica en ambos lados de (4.20) claramente se obtie-
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ne (4.8).
0J
Hasta el momento solo se ha probado la convergencia de las trayectorias de errores a una zona
especifica. Sin embargo, ain existen dos problemas importantes. Uno es que la zona de convergen-
cia no puede considerarse completamente invariante debido a que depende de L a través del término
tr {LZyLT } Otro es que no se sabe como obtener o calcular dicho zona de forma analitica. Ambos

problemas serdn atendidos en la siguiente seccion mediante un limite.

4.2. Representacion analitica del elipsoide atractivo

Como ya se menciono, Bk depende de un término que enlazado estrictamente al observador a
través de la matriz L. Se puede ver aqui una oportunidad para restringir las condiciones para hallar
L, haciendo con esto que la zona de convergencia dependa solo de constantes fijas que se pueden
manipular a voluntad. Una forma de hacer esto es proponer una constante 6 como cota superior de

tr {LZyLT}, nétese que, en este sentido, 8 > 0. La forma de expresar esta restriccion es:
tr {LE,LT} <6,
que, de manera equivalente, puede enunciarse como:
0
tr —Iyxn —LELT & > 0. 4.21)
n

Bajo la suposicion anterior se puede notar que:

Bi(L) < y(A,v,0)
donde

WA, Y,0) :=mh+y (2t {E} +3fo +6/1X] +2A% +6),
*]2 * z |I? *
gl <xr oy & <at
Comentario 6. Teniendo en cuenta que B (L) < y(\,Y,0) se puede notar que (4.8) tiene una nueva
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cota, definida como:

E{V(k+1)} <aE{V(k)}+w(A,7,0). (4.22)

Con la introduccién de 0 se ha logrado obtener una cota que depende de elementos manipulables
es su totalidad y a partir de aqui es posible obtener una representacion analitica de la zona de

convergencia. Para esto mismo se introduce el siguiente teorema.

Teorema 2. Si existen las constantes A >0,y>0,0> 0y || < 1, tal que

klim sup E{V(k)} <m(y(A,V,0), ), (4.23)
donde
A,Y,0
A(y(h.7,0),0) = L1, “24)

entonces, la zona de atraccion invariante de las trayectorias del error P, tiene la forma analitica

1
P = P 425
(M7, 8,0 (+:25)

Prueba.

Por el Teorema 1, se sabe que E {V (k) } es practicamente asintGticamente estable. Esto significa
que E{V(k)} converge a una zona relativamente pequefia centrada en el origen. Por lo tanto, no
es erréneo asegurar que cuando k — oo se cumple que E{V(k)} — E{V(k+1)}, es decir, que
E{V(k+1)} es practicamente igual que E{V (k)}. Entonces, al aplicar el limsup en ambos lados

k—ro0
de (4.22), se obtiene:

limsup E{V(k+1)} < alimsup E{V(k)}+w(A,7,6)

k—yoo k—yoo

limsup E{V(k+1)} —alimsup E{V(k)} < w(A,7,6)
k—>°° kﬁoo

limsup E{V(k)} —alimsup E{V(k)} < w(\,y,0)
k—roo k—roo

(I1-a)limsup E{V(k)} < w(A,7,6)
k—roo

limsup E{V;} < m(y(A\,y,0),0)
k—>oo
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Partiendo de la dltima desigualdad, y sabiendo que V (k) = z(k)TPz(k), se tiene:

limsup E{V,} = limsup E {z] Pz} < n(y(A,Y,8),).

k—yo0 k—so0

que es analogo a:
1

imsw E{07 () ) <

donde, de acuerdo con la definicién (3.9),

1
n(w(A,7,0),)

P=P,

es la representacion analitica del elipsoide atractivo estocastico.
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Capitulo 5

Seleccion de las ganancias matriciales

optimas

Tomando en cuenta (4.4), es claro que si queremos minimizar los errores e; y Oy | se necesita

maximizar
1 1—o P 0
PZ = P -
ﬂ(W(B?Y?e)aa) W(Ba% 9) 0 P2

con respecto a las matrices L,, L, K y los parametros escalares o, A, ¥. Con esto en mente, es valido
preguntar ;Como es que tiene sentido maximizar esta expresion?

Para que tenga sentido el hecho de realizar una optimizacion, digase maximizar o minimizar,
es necesario definir sobre qué funcidn se estd realizando dicha optimizacion. En este caso, dicha
funcidn, se toma como la suma de los autovalores de una matriz, dicha suma se puede expresar a

través del operador lineal traza (tr{-}), la prueba de esta aclaracion se puede ver en ([19]).

5.1. La traza como funcion de optimizacion

A pesar de haber varias opciones, se escoge la traza debido a que tiene propiedades variadas
que son muy utiles desde el punto de viste de esta tesis. En dlgebra lineal, el operador de traza tr{-}
se define s6lo para matrices cuadradas, es decir, cuya dimension es, por ejemplo, n x n. Habiendo

dicho esto tltimo, una definicién formal de este operador seria la siguiente.
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Definicion 5. Sea A una matriz en R™". La traza tr{-} de A es:
n
tr{A} = Zaii
i=1

donde a;; representa todos los elementos en la diagonal principal de la matriz A.

Geométricamente, por ejemplo en R? , la traza una matriz A se puede interpretar como el cambio
infinitesimal de volumen del paralelepipedo formado por los vectores columna de A (idénticamente
a la derivada del determinante), esto se puede ver claramente mediante la férmula de Jacobi. Desde

este punto de vista, la funcién tr{-} puede usarse como una funcién de optimizacion.

Comentario 7. Recuerde que si se tiene una matriz A € R™™" y esta matriz cumple con A € C', es

decir, es un mapeo diferenciable, la formula de Jacobi es:

d . dA
o det(A) =tr {adj (A)E}

donde adj(A) es la adjunta de A.

5.2. Optimizacion matricial

Teniendo claro el argumento a optimizar, y habiendo elegido la funcién que ayudard con esto,
se puede empezar a plantear el procedimiento para encontrar las ganancias 6ptimas que rigen el

observador y el controlador, ademads de, con esto mismo encontrar el elipsoide atractivo estocéstico.

Problema 2. Encontrar las ganancias dptimas L}, L*, K* o, A* y v*, tales que sean solucion del
problema de optimizacion
1—a P 0

tr{ ———— — sup (5.1
y(A,y,0) 0o P P>0,P,>0,L,,L.K;0>0,1>0,y>0

bajo las restricciones
W (P7 K7L7La| a? 7\’7 ’Y)

<0,
0 (5.2)
tr <Ly —LE,LT § > 0.
n
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Como se puede notar, las restricciones matriciales del problema de optimizacién (5.2) son BMI.
Esto dificulta la solucion del problema a mediante algoritmos computacionales como el SeDuMi y
YALMIP (desarrollados para MATLAB) ya que se obtienen resultados mds confiables para LMI.
La transformacion de las restricciones de BMI a LMI se puede llevar a acabo utilizando una he-
rramienta de gran utilidad en estos procedimientos. Esta herramienta es el complemento de Schur,
también conocida como Lema de Schur. La idea detrds del complemento de Schur es expresar una
matriz M definida a bloques, que es positiva M > 0, en una desigualdad matricial que incluya sus

bloques. A continuacion se presenta una definicion formal de este lema.

Lema 1. Definase la matriz simétrica M = MT € R"™™ particionada en submatrices A = AT € R"*",

B e R™™ yD=DT e R™"™ tales que:

A B
M= : (5.3)
BT D

SiM > 0yA (D) es no singular, entonces la siguiente desigualdad se mantiene:
D—-B'A"'B>0 (A-BD 'BT >0). (5.4)

El siguiente teorema ilustra el procedimiento de transformacion de las restricciones ayudandose

del planteamiento de un conjunto de cambio de variable.

Teorema 3. Las matrices L}, L*, K* y los escalares o*, \*, ¥*, dptimos, que son la solucion del

problema de optimizacion (5.1) bajo las restricciones (5.2), se definen mediante las igualdades:
X =P, X; =P, K=G",
L= (x3) 7'y, L= (x3) 7Y,

donde X{, X5, Y|, Y, and o, A*, ¥*, 8" son soluciones del problema de optimizacion:

1— Xy O
tr % ! — sup (5.5)

V(A,Y,0)
0 X X1 > 0,X > 0,711, G:;
oa>0,A>0,y>0
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sujeto a las restricciones:

-0 0 0
0 0 0 O
- -
0 O
0 2X —yl
0 -1
1 _ (A+BG)T 0
3 (0X —A;—01)
—G™BT  ATX,—CTY;
Wo, > 0.
(A+BK) —-BG 1 o
(5.6)
0 X2A-Y,C 0 X
1 0 O
3 (M —0)
0 Y,
>0
0 0 X; 0
0
—lnxn ,_YYI
Wy = ny 2 > 0.
T ~1
EYl E)
Prueba. Témese el cambio de variable (c.v.)
X1=P,X=P,X=PK=G, Y1 =PL, YL)=PL,, (5.7)
X; 0 . o
donde X = . La prueba se lleva a cabo realizando los siguientes pasos. En adelante,

0 Xz
se utiliza el término c.v. en los simbolos de igualdad (o desigualdad) para indicar que se realiz6 el

cambio de variable mencionado en (5.7).
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Paso 1. Definanse las matrices Q1 > 0y Q> > 0 que satisfacen las desigualdades:

207 (Ly) PO (Lq) — M < —Q2 < 0. '

Sustituyendo estas cotas en (4.5), se tiene:

-0 0 0
W<Wwh:= 0 -0y QT(Ly)P
0 PQ(L,) 2P—vI
- 0 0
@ (5.9)
. 0 0 0
= ’ 0 —y) <0
0 0
0 2X —yl
0 -¥

Paso 2. Notese que la desigualdad:

3AT(K,L)PA (K,L)+As—aP < —Q; <0,

satisface lo siguiente:

1 S . -
0< 3 (aP—Q,—As) —AT (K,L)PP~'PA(K,L)
1 8 |p oo Ploo PO |
= _(aP—Rg—0))-4T| " ! : i
3 0 P o p'||0 P
1 - | 1 0 P 0 I 0 |.
= _((XP_AB_QI)_A A7
3 opn||l0opr]|0P
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que al aplicar el complemento de Schur resulta en:

1 - |10
§(ouD—AS—Ql) AT
0 P
4| >o0. (5.10)
I 0 |. J
A
0 P 0 P

Si se considera la desigualdad 2X —yI < 0 de (5.9), es decir:

2
x<tie—=x1>%1>0,
2 Y

se puede notar la relacion:

1 _ |1 0 1 - _ |1 0
§(ouD As—01) AT g(ocX—Ag—Ql) AT
0 P2 Cc.V. 0 X2
- > >0
I 0. 21 0
A Y
0 P 0 X 0 X»

A su vez, la desigualdad 2Q7 (L,) PO (L,) — M < —Q» < 0 puede expresarse como:

(7‘1 QZ) QT(La)PQ(La>

l\)l*—*

que, al aplicar el complemento de Schur y aplicando (5.7), resulta directamente en Wp, > 0.

Paso 3. Usando el cambio de variable (5.7) para la condicién (4.21) resulta:

0 0
tr{—lnxn—LZyLT} = tr{—lm —lezlzyleyf}
n n
0 Y YoN\T
w{ S (31)= ()} 20

48



y al usar el complemento de Schur en esta expresion se obtiene:

0 Y
_In><n _Yl
Wy = ny 2 > 0.
-1
5YIT b

Step 4. Finalmente, el problema de optimizacion:

1—a P 0
tr{ ——— — sup

v(pB,v,0)
0 P P >0,P,>0,L,L.K;
o>0,>0,y>0

puede ser cambiado, al usar el cambio de variable (5.7), por:

l-o X1 0
tr{ ——= — sup

v(B,7,9)
0 % X1 > 0,X > 0,Y,,13,G:
o>0,>0,y>0

5.3. Algoritmo de optimizacion
Definidos y resueltos los problemas de este capitulo solo resta proponer un algoritmo de opti-
mizacidn que combine todas estas nociones.

1. Encontrar valores iniciales 1 > o, > 0, B, >0, Y, > 0, y 8, > 0 para los escalares o.f3, 7, y

0, tales que el problema (5.5), sujeto a (5.6), tenga solucion.
2. Definase un contador g = 1
3. Mientras exista una solucién de (5.5) sujeto a (5.6)

a) Aumentar o0 y disminuir 3, vy 0 tales que se cumpla 1 > o, > 0y—1 By < By—1, ¥4 <
Y1,y 04 < 84_1 (esto para lograr que w(y(pB,7,0),a) disminuya ). Con los nuevos

valores, buscar solucién de (5.5) sujeto a (5.6)
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b) Si la solucién obtenida (5.5) sujeto a (5.6) existe, entonces almacénela y contintie el

ciclo. Si la solucién no existe rompa el ciclo y recupere la solucién del paso anterior.

Cuando el ciclo del paso 3 se rompa por la condicién del inciso b) se tendran a*, B*, v* y 6* dando

paso a las ganancias matriciales ptimas

Xp =P X§ =P, K=G", ' = (X3) ' ¥y, L= (X3) ' ¥3,
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Capitulo 6

Ejemplos numéricos

6.1. Ejemplo 1: Sistema Lineal

Considere el modelo gobernado por la dindmica:

x(k+1) =Ax (k) +Bu(k) +&(k+1),
y(k) = Cx+G(k),

(6.1)

donde
0.8 0.1 0.1 O

A= B— C= [ 10 ] .
0 09 0 02
Considerando £, = 0.0l x> y &y = 0.01 las matrices de covarianza de los ruidos estocasticos

E(k+ 1)y £(k), respectivamente, se requiere encontrar el controlador basado en observacién (3.1)-

(3.5) que permita el seguimiento de la trayectoria

Cysin (k+
C3sin (k+

)
)

x (k) =

Y

a A

donde C} =15y C; =0.5.
Primero, nétese que el sistema (6.1) es (A, B)-controlable y (C,A)-observable. Ademas, para la
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1.6 T T T T T T T T T

—_— Real
——  Deseado

1.4

— «— Observado

1.2

0.4 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo t, =Tk

Figura 6.1: Comportamiento de estado xj.

trayectoria a seguir es fécil ver que:

~ 112 -
I))* < xt =25, ‘SkH <3, =0,

y, para el formato cuasi-lineal, fo = f; = 0. Con estos datos se procede a aplicar el proceso de

optimizacion (5.5), que resulta en:

of =0.1, B*=0.1, y* = 0.1, 6* = 0.01,

4.489 0.1349 e 3.9432 —0.0404
0.1349 4.8975 | ’ —0.0404 0.0738
—4.5492 —0.496 0.91 0
* pr— 5 L* prm— y LZ pr—
0 —2.4607 0.0016 —0.001

En las figuras (6.1) y (6.2), se muestra el comportamiento de los estados. La convergencia de

los errores hacia los elipsoides atractivos se presenta en las figuras (6.3) y (6.4).
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— Real
08L ——  Deseado |

— «— Observado

_0-8 1 1
0 5 10 15

Tiempo t, =Tk

Figura 6.2: Comportamiento de estado x;.

0.4 T T T T T T T T T

0.2

0a(k) = zo(k) — z35(k)

_l 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-6 -14  -1.2 -1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4

d1(k) = z1(k) — 2i(k)

Figura 6.3: Convergencia de los errores de seguimiento en el plano de fase.
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0.4 T T T T T T T T

0.2r g

-0.21 g

-0.4 + 1

_l 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

(&S] (k) =2 (]C) — ‘il (k)

Figura 6.4: Convergencia de los errores de observacion en el plano de fase.

6.2. Ejemplo 2: Sistema no lineal

Considérese el sistema:

xl(k+l) _ )Q(k) sin(xl(k)) n 1 0 u—|—{:(k—}—l),
o (k+1) —0.1(x1 (k) +x2(K)) 0
y(k) = x1(k) 4+ C(k),

que en formato cuasi-lineal se presenta como:

—_—

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + §(k+1),
y(k) = Cx(k) + (),
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donde A
E(k+1) =&(k+1)+ f(x(k)) — Ax(k),

x2(k )Sln(X1(k))
—0.1(x1 (k) +x2(k
0 1
0.1 0.1 ] '

f(x(k))

A=

En la condicién (2.13) resulta fy =0y f; = 1. El par (A,B) es controlable y el par (C,A) es
observable. Los ruidos §(k+ 1) y {(k), cumplen la condicién (2.6) con las matrices de covarianza
Ey = 0.0lhx2 y Ey = 0.01, respectivamente. Se considera como problema el seguimiento de la
trayectoria
G
C;sin(k)

x* (k) ,Ci=1,C,=05.

El procedimiento de optimizacion (5.5) conduce a

o =0.1, p=0.1, y=0.9,

tal que, los pardmetros matriciales P*, K*, L* y L, que componen el controlador y el observador

son como sigue:

0.0503 0 0 0
pr_ 0 0.0503 0 0
0 0 0.4499 —0.0012
0 0 —0.0012  0.0021
0 —0.2596
K" =
—0.2596  0.0499
—-0.3 0.015
L* = =
—-0.6 0.01

Las trayectorias de los estados se muestran en las figuras (6.5) y (6.6) respectivamente. Las

figuras (6.7) y (6.8) muestra como los errores de convergen a los elipsoides atractivos.
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1.6

Real
Desired 4
— — Observed

14

12

Aal
|
1
by
Ly
J‘ |
- o IS o
| et et -
i

0.4 1 1

O Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time t, =Tk

Figura 6.5: Trayectorias real, deseada y observada del estado x; (k).

0.8
Real
061 Desired ]
. — *— Observed

_06 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time t, =Tk

Figura 6.6: Trayectorias real, deseada y observada del estado x x, (k)
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0.3

021 1

0.1r 1

02(k) = w2 (k) — @3 (k)

-0.31 1

0.4 ]

-0.5 1 1 1 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4

S1(k) = a1 (k) — 27 (k)

Figura 6.7: Convergencia del error de seguimiento d(k).

0.2

01r

0.1

-0.3 1

ez(k) = Iz(k?) - -i?Z (k)

051

-0.6

-0.8

Figura 6.8: Convergencia del error de observacion e(k).
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M —>>

i ® ®

(9]

—

Figura 6.9: Carro con masa M, amortiguamiento A, y elasticidad variable k
6.3. Control Robusto para el sistema Carro-Masa
Considérese el problema de estabilizar en el origen un carro con masa M que estd sujeto a una
pared mediante un resorte (Figura 6.9) con elasticidad k, expresada por
k = koe 1 %) (6.2)

donde x1 es el desplazamiento del carro desde la posicion de equilibrio, y amortiguamiento h;. La
dindmica del sistema esta dada por el siguiente modelo no lineal en espacio de estados en tiempo

discreto (ver [14]):

xi(k+1) = xi(k)+ Toxp(k)

k h T
xk+1) = x(k)— Tsﬂ—ge_xl ®)x (k) — TSdez(k) k) Fwlk+1)
y(k) = [1 0 Jx(k)+E(k)
donde x, es la velocidad del carro y x(k) = | x1 (k) xa(k) |7. Los pardmetros del sistema son

Ts =045, M =1[Kg, ko =033 [Y] y hy = 1.1 [22]. El factor de amortiguamiento no es
conocido del todo pero se supone es hy = hy + Ahy, donde ||Ahy|| < ya = 0.1. Si se considera
que el carro se suelta desde la posicion inicial x;(0) = 4, y se deja evolucionar el sistema con
respecto al tiempo, se puede notar el tiempo que le toma a x| (k) llegar al estado de equilibrio es

considerablemente alto (ver Figura 6.10), esto se debe a la elasticidad & del resorte.
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0 P
= T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo t, = T,k

Figura 6.10: Trayectoria de x| (k) sin aplicar acciones de control.

El sistema (6.3) puede ser reescrito en formato cuasi-lineal como:

1 T, 0 0
A= . B= .| Ek+1)= ,
0 1-Tyu 3 w(k+1)
y
E(k) = f(k,x(k)—Ax(k)
0 (6.3)
= Ah
T2 1K)y (k) — Tsﬁdm(k)
De esto dltimo se tiene:
ko Ahy 2
II.f (k,x(k) —Ax(k)||2 = (_TSA—/Ie_Xl(k)xl(k) — Tsﬁxz(k))
k 2 Ah 2

< ot fillx(k)|

T 2
donde fo =0y f1 = ]\_/SI sup { <koe*x1 (k)> ,(Ahd)z} = 0.52. Las matrices de covarianza de los
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0 0
ruidos estocasticos E(k+ 1) y {(k) se toman como X, = y I, = (0.002), respec-

0 (0.01)?
tivamente.

Aplicando el proceso de optimizaciOn propuesto en esta tesis se obtiene
" =099, A=0.1,y=0.1,6=1
tal que la funcidn de optimizacion (4.24) es igual a:

V(N Y,0) = mh+7y(2tr {Zc} 4 3fo + 61X +2A% +6) =0.2

X:=0, A% =0

T(W(A,Y,0),0) = M =20.0020

Las matrices X', X5, K*, L* y Ly, obtenidas del enfoque sugerido, son:

3.8536 0 2.9408 1.0347
Xl* - 5 X; =
0 2.7594 1.0347 0.9475
1.1246 0
K*=1| —0.4954 —0.2942 |, L" = y Ly =
0.1744 —0.01

Al aplicar, con ayuda de las ganancias matriciales anteriores, los algoritmos de control y observa-
cidén al sistema se obtienen las trayectorias mostradas en las Figuras 6.11 y 6.12. Ademads, en las
Figuras 6.13 y 6.14, se muestra la convergencia de los errores de observacién y de seguimiento
de trayectoria hacia los elipsoides atractivos estocasticos definidas en (4.25). La sefial de control
u(k) aplicada al sistema se muestra en la Figura 6.15. Por tltimo, en la Figura 6.16, muestra la
comparacion (de la posicion del sistema x1) entre aplicar el control propuesto y dejar evolucionar

el sistema de manera autonoma.

0.1927 0 0 0
0 0.1380 0 0
P, =
0 0 0.1470 0.0517
0 0 0.0517 0.0474
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5 \

Real
Deseado

4 — = —Estimado

€1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo t, = T,k

Figura 6.11: Trayectorias real, deseada y observada del estado x (k).
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0.4

Real
Deseado
— = — Estimado

021

-0.2 1

-0.4

T2

-0.6 .

-0.8

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo t, = T,k

Figura 6.12: Trayectorias real, deseada y observada del estado x x; (k)

3y (k) = a2(k) — x5 (k)

Figura 6.13: Elipsoide invariante WX 1 y convergencia del error de seguimiento (k).
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0.4

0.2r

-0.2

04t

-0.8

ez(k) = Iz(k?) - f?(k)

121

-1.6

Figura 6.14: Elipsoide invariante WXZ y convergencia del error de observacién e(k).

1
7’Y7 9

0.5

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tiempo t, = T,k

Figura 6.15: Sefial de control u(k).
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Sin control
— = — Con control
Deseado

Figura 6.16: Comportamiento de x;

40 50 60
Tiempo t, = Tk

70

como sistema auténomo y sistema controlado.
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Capitulo 7

Conclusion

En esta disertacion se ha creado el desarrollo de un algoritmo que se implementa para la reali-
zacion de un diseio de control robusto para una clase de sistemas no lineales cuyo comportamiento
involucra incertidumbres paramétricas y ruidos estocasticos. La restriccion principal de la clase
de sistemas es el cumplimiento de la condicion Cuasi-Lipschitz. El diseno del procedimiento esta
basado en la extension del método de elipsoides estocdsticas a sistemas estocdsticos e incorpora
restricciones no lineales que son convertidas a lineales mediante transformaciones de congruencia
con el conocido complemento de Schur. Este proceso de optimizacion da como resultado una elip-
soide atractiva estocdstica invariante cuyas propiedades, y estructura, son esenciales para el calculo
de las ganancias matriciales 6ptimas que ponen en funcionamiento el algoritmo de observacién y
el de control. El anélisis de convergencia que permite calcular las elipsoides atractivas estocdsticas
de manera analitica aseguran la estabilidad practica asintética de las trayectorias del error de se-
guimiento y error de estimacion de estados con probabilidad uno. Por ltimo, es facil notar que la
metodologia propuesta presenta un control robusto con un algoritmo de control en extremo simple,
como lo es la realimentacion de estados, en contraste con los enfoques existentes que pueden ser,

en la medida de lo requerido, complejos de aplicar.

7.1. Resultados intermedios interesantes

B Se obtiene la representacion analitica de la zona de convergencia asegurando estabilidad

préctica asintética para el vector extendido de errores.
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B Se obtiene un cambio de coordenadas mediante transformaciones de congruencia para llevar
restricciones del tipo bilineal al tipo lineal llevando el enfoque de solucién a las técnicas
convencionales de SDP (por sus siglas en inglés Semidefinite Promgraming) admitiendo la
aplicaciones de toolboxes en Matlab como SeDuMi y YALMIP. Se muestra que mediante un
procedimiento de transformacion particular, estas restricciones de BMI se pueden convertir

en un conjunto de LMI que admite la aplicacién directa de paquetes estandar de MATLAB;

B Se propone un algoritmo numérico de optimizacion funcional y original que proporciona una

seleccion Optima de parametros.

B Se reportaron algunas aplicaciones del procedimiento obtenido a través de ejemplos numéri-

cos (lineales y no lineales) para ilustrar la metodologia.
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7.2. Publicaciones

* D. Velazquez, A. Poznyak. ” Attractive Ellipsoid Design for Robust Sliding-Mode Ob-
servation Error in Stochastic Nonlinear Discrete-Time Systems ”, International Journal

of Robust and Nonlinear Control 31(1), 69-86, 2021.

* D. Velazquez, A. Poznyak. ”” Adaptive AEM Controller For A Wide Class of Nonlinear
Discrete-Time Stochastic Systems Using On-Line State Estimation ”’, Congreso Nacional

de Control Automatico (CNCA). Guanajuato, Guanajuato, México, 249-254, 2021.
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