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Resumen

A partir del estudio de la teoria de sistemas coloidales, exploramos ma-
neras de calcular las funciones de memoria en la dindmica de Smoluchowski
para desvelar sus propiedades generales. En este trabajo,presentamos dos
acercamientos para obtener funciones de memoria.

El primero a partir de simulaciones hechas con el algoritmo de Ermak
y McCammon, para obtener la dindmica de nuestro sistema y calcular las
funciones intermedias de dispersién y, al invertir la ecuacién de memoria
mediante el formalismo de la transformada de Laplace, calculamos la funcién
de memoria. El segundo acercamiento utiliza el formalismo de contraccion
de la descripcién para la ecuacion de memoria, mediante el cual obtuvimos
las formas funcionales de una memoria efectiva, la cual surge de contraer la
dindmica de una parte del sistema.
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Abstract

Starting from the study of colloidal systems theory, we explore ways to
calculate memory functions in Smoluchowski dynamics to reveal their gene-
ral properties. In this work, we present two approaches to obtain memory
functions.

The first is from simulations made with the Ermak and McCammon algo-
rithm, to obtain the dynamics of our system and calculate the intermediate
dispersion functions and, by inverting the memory equation through the La-
place transform formalism, we calculate the memory function. The second
approach uses contraction formalism for the memory equation, by which we
obtained the functional forms of an effective memory, which arises from con-
tracting the dynamics of a part of the system.
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Capitulo 1

Introduccion

Un coloide, segin su definicion clésica, es una suspension de particulas
solidas en un solvente liquido [1].! Su estructura estdtica en equilibrio® es
determinada por el potencial efectivo de interaccién entre las particulas sus-
pendidas y de ella pueden obtenerse las propiedades coligativas [3, 5]. El
esquema, tedrico que permite relacionar de forma determinista todas esas
cantidades es la teorfa de funciones de distribucién [3, 6], la cual se auxilia
de otras teorias® para calcular las variables estructurales de interés, como
la funcién de distribucién radial g(r) y el factor de estructura S(q) [3].* En
principio, este esquema funciona correctamente, excepto en los materiales
blandos, donde muchas veces no se conoce con precision la interaccion entre
sus componentes.

'En la actualidad, muchos textos han modificado esta definicién y utilizan la palabra
coloide como sinénimo de suspensién, por lo que una emulsiéon también seria un coloide,
aunque se trate de particulas liquidas suspendidas en solventes liquidos [2].

2Se entiende por estructura estética en equilibrio a los promedios en el ensamble de los
distintos momentos de la distribucion estadistica espacial de las particulas bajo estudio,
tomando sélo en cuenta las correlaciones entre fluctuaciones simultédneas [3]. Si se conside-
ran correlaciones entre fluctuaciones a tiempos distintos, entonces se habla de estructura
dindmica en equilibrio [4].

3Entre las mas relevantes, la teorfa de ecuaciones integrales de los liquidos simples [3] ¥
la teoria de funcionales de la densidad [3] por su uso extenso y exitoso en dichos célculos.

4Fstas funciones cuantifican el segundo momento o varianza de la distribucién estadis-
tica de particulas en el espacio real y en el reciproco, respectivamente. Sus equivalentes
dindmicos son la funcién de van Hove G(r,t) y el factor dindmico de estructura F(q,?)
respectivamente [4]. Este tiltimo también es conocido como funcién intermedia de disper-
sion. Aqui, r es la distancia entre dos particulas, ¢ el nimero de onda correspondiente y ¢
el tiempo.
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El esquema previo puede invertirse para obtener el potencial de interac-
cién a partir de las funciones estaticas de distribucion. Esto da lugar a los
distintos esquemas de contraccion de la descripcién que permiten integrar
los grados de libertad de las particulas de fondo® para obtener una descrip-
cion reducida de aquellas de interés, lo cual permite obtener expresiones para
los potenciales efectivos de interaccién entre las tltimas en términos de las
funciones de estructura estatica. Asi, utilizando la estructura estatica obteni-
da experimentalmente o a partir de simulaciones computacionales es posible
desarrollar modelos precisos para las interacciones reales. Estos modelos, a
su vez, pueden utilizarse en el esquema descrito en el parrafo anterior para
generar resultados para muchos tipos de coloides.

Entre los distintos esquemas de contraccion de la descripcion, el basado
en la teorfa de ecuaciones integrales de los liquidos simples [3] tiene espe-
cial importancia para este trabajo. En él se aprovechan las propiedades de
simetria de la ecuacién de Ornstein-Zernike (OZ) [3] para facilitar la integra-
cién de grados de libertad imponiendo la condicién de que el resultado final
mantenga la misma forma que las ecuaciones iniciales. Es decir, exigiendo la
covariancia de la ecuacién de OZ bajo contracciones de la descripcién [7, 8.
Este esquema ha permitido obtener expresiones precisas para las fuerzas de
solvatacién [9], los efectos de doble capa en sistemas cargados [10, 11] y, méas
recientemente, las fuerzas de vaciado entrépico [7, 8, 12, 13, 14].

La ecuacion de OZ es una ecuacion trascendental que permite obtener a
g(r) en términos de la correlacién espacial de ella misma con la funcién de
correlacion directa ¢(r), la cual se obtiene de las relaciones de cerradura que
conectan de manera aproximada a g(r) y ¢(r) con el potencial de interaccién
u(r) [3]. El equivalente dindmico es la ecuacién de memoria [15] que permite
obtener la funcién intermedia de dispersion F(q,t) a partir de una relacién
trascendental en términos de la correlacion temporal de ella misma con la
funcién de memoria M(q,t) [16]. Esta tdltima, en principio, también estd
determinada por u(r) y por las interacciones hidrodindmicas (IH) que no
influyen en la estructura estatica, pero si en la dindmica [4]. Sin embargo, no
se conocen relaciones de cerradura que conecten a F(q,t) y M(q,t) con u(r)

5En el sentido de que no son las que consideramos en nuestro estudio. Por ejemplo, en
una suspension acuosa conviene integrar los grados de libertad de las moléculas del agua
para estudiar a las particulas suspendidas. Dicha reduccién de la descripcién resulta en
potenciales efectivos entre las particulas del soluto que contienen parametros que dependen
de las componentes integradas, como es el caso de la constante dieléctrica en la interaccién
coulombiana entre cargas inmersas en un medio dieléctrico.



y las TH, por lo que su obtencién y modelado precisos representan uno de los
mayores retos en el estudio de la dinamica de sistemas coloidales.

Aunque la obtencién precisa de M (g, t) para un sistema monodisperso es
un problema abierto [17], en 2015 se desarrollé un formalismo de contraccién
de la descripcion en mezclas coloidales que permite encontrar expresiones
analiticas para las memorias efectivas en términos de las funciones de es-
tructura, estatica y de las funciones de memoria del sistema antes de la
contraccion [18], aprovechando las similitudes entre las ecuaciones de OZ y
de memoria. En este contexto, en esta tesis trabajamos a lo largo de dos hilos
conductores: (a)La obtencién de M(q,t) a partir de la ecuacién de memoria
para sistemas monodispersos y (b)la corroboracion de los desarrollos anali-
ticos en el planteamiento de la contraccién de la descripcion en el marco de
la ecuacion de memoria. El objetivo principal de la tesis es explorar diversas
rutas para calcular la funcién de memoria y analizar su dependencia en los
parametros fisicos del sistema, como la concentracion, etc.

Para trabajar en el primer hilo convertimos la ecuacién de memoria, que
es integro-diferencial en el tiempo, en una ecuacion algebraica en el espa-
cio de Laplace. Esto permite despejar a M(q,2) en términos de F(q,z).5
Simultdneamente realizamos simulaciones de dindmica browniana [19] de sis-
temas bidimensionales de discos duros [20] y particulas paramagnéticas [21],
en ambos casos sin TH. Del analisis estadistico de las configuraciones genera-
das durante la simulacién obtenemos F'(q,t) para usarlo en la obtencién de
M(q,t), segin lo descrito al inicio de este parrafo. El protocolo es bastante
directo, pero implica el calculo numérico de transformadas de Laplace (TL)
de datos ruidosos y limitados.”

Como las funciones base en la TL son exponenciales, esta es extremada-
mente sensible a los tiempos largos. De hecho, el problema de la TL numérica
de datos ruidosos y limitados es, en buena medida, un problema abierto en
el andlisis numérico [22, 23] y buena parte de los esfuerzos invertidos en esta
tesis fueron para investigar diversos métodos y aplicar los mas confiables al
célculo de M(q,t). Anteriormente se hizo un esfuerzo similar con ayuda del
andlisis de Fourier [17], pero las limitaciones numéricas no permitieron dilu-

SAqui, M(q,2) y F(q, z) son las transformadas de Laplace de M(q,t) y F(q,t), respec-
tivamente.

"La funcién F(q,t) que se obtiene de las simulaciones es ruidosa y llega hasta un cierto
tiempo de corte. La demanda numérica que implican los esfuerzos por disminuir el ruido y
alargar el tiempo de corte es considerable, por lo que en ese punto estamos muy limitados
por el poder de computo disponible y los tiempos oficiales de graduacion.
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cidar correctamente la memoria de los modos colectivos [17, 18]. Sabemos de
antemano que los resultados actuales no permitiran que resolvamos el pro-
blema con el analisis de Laplace, pero acumularemos evidencias y puntos de
vista alternativos que eventualmente podrian permitir lograrlo.

Al trabajar en el segundo hilo reprodujimos detalladamente todos los
calculos involucrados en la contraccion de la descripcion de la ecuacion de
memoria [18]. Esto nos permitié identificar y corregir un error cometido al
aplicar el formalismo al caso en que las memorias desnudas se modelan como
escalones [18].8 Ademds, en un ejercicio puramente académico, asignamos
valores numéricos a distintos modelos de memorias desnudas para afinar el
calculo numérico de las memorias efectivas usando las ecuaciones que surgen
de la contraccion.

En cuanto a la construcciéon de la tesis, en el Capitulo 2 presentamos
un resumen de los conceptos, modelos, teorias y métodos relacionados con
las funciones de estructura estatica y dinamica, asi como con los distintos
esquemas de evoluciéon de los sistemas coloidales. En particular, explicamos
la dinamica de Smoluchowski y los algoritmos de simulacion de dindmica
browniana.

En el Capitulo 3 se presentan los formalismos de contraccién de la des-
cripcién en los contextos de las ecuaciones de OZ y de memoria, asi como
las expresiones que con ellos se obtienen para los potenciales efectivos de
interaccion y las memorias efectivas como funcién de las variables desnudas.
En el Capitulo 4 se aplica dicho formalismo para obtener memorias efectivas
a partir de los modelos escalon y exponencial para las memorias desnudas.

En el Capitulo 5 se muestran los resultados del calculo de las funciones de
memoria para sistemas monodispersos a partir del analisis estadistico de las
simulaciones de dindamica browniana de sistemas bidimensionales de discos
duros y particulas paramagnéticas, sin IH. El Capitulo 6 contiene una serie
de conclusiones y perspectivas.

En el apéndice A se hace un resumen de los métodos matematicos utili-
zados en esta tesis para el cdlculo numérico de la transformada de Laplace
de nuestros datos. Aunque este material se encuentre en el apéndice, su bus-
queda bibliografica, estudio e implementacién representan buena parte del
trabajo realizado en esta tesis.

8 Antes de la contraccién se asume que tenemos una mezcla de M componentes. A todas
sus variables se les conoce como desnudas. Después de integrar los grados de libertad de
M — N especies, nos queda una mezcla efectiva de N componentes. Sus variables se conocen
como efectivas o vestidas.



Capitulo 2

Dinamica coloidal, estructura y
funciones de memoria

En este capitulo, se presentan distintos niveles de descripcion sobre la
dindmica de una suspensiéon coloidal, desde considerar las posiciones y mo-
mentos de todas las particulas de la suspensiéon, hasta soélo considerar las
posiciones de los coloides. También se presenta parte del desarrollo tedrico
del algoritmo de Ermak y McCammon, el cual nos permite simular solucio-
nes coloidales a partir de una ecuacion en diferencias finitas para los vectores
posicion. Finalmente, mediante la teoria de operadores de Mori y Zwanzig
se presentan las funciones de memoria y la ecuacién de memoria, tanto en
su caso general como en la dindmica de Smoluchowski para las funciones
intermedias de dispersion.

2.1. Dinamica de un sistema

2.1.1. Dinamica de Liouville

Consideremos un sistema constituido por N particulas con vectores po-
sicién ry,ro,...,ry Yy momentos pi,Pps, ..., Py. El Hamiltoniano del sistema

es
N

2 N
H(r;,p;) = Z Pi + Zuij(ria I'j) + ®(ry, 1o, ..., TN), (2.1)

= 2mi i<j

donde m; es la masa de la particula ¢, u;; el potencial de interaccién entre las
particulas i, j, y ® el potencial de interaccion entre las particulas del sistema
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con agentes externos. Cualquier variable dindmica de nuestro sistema estara
determinada por las coordenadas mecanicas de todo el sistema. Consideremos
una variable A, su evolucion temporal esta dada por

or; 0A 8pZ 0A> 0A (2.2)

dt_ZZ<8t o, T ot op) T ot
Usando las ecuaciones de Hamilton [24]

or; OH op; _ OH
ot op 7 ot or

podemos escribir la ecuacion de evolucion de la variable A como sigue

dA 0A
— =ZLA+ — 2.
dt rTE (23)

donde

OH 0 O0H (‘3) (2.4)

<= Z (api 81'1; or; . op;

Cuando la variable A no depende explicitamente del tiempo, la solucion
de la ecuacion (2.3) estd dada por

A(t) = exp(.Z) A(0). (2.5)

La relevancia del operador exponencial de la ecuacién (2.5) consiste en evo-
lucionar el valor de la variable A desde un tiempo inicial ¢ = 0 hasta un
tiempo posterior ¢. La evolucion de la variable A se da mediante la de los
vectores posicién y momento de cada una de las particulas. A este conjunto
de vectores se le suele denominar como espacio fase, y un vector de dicho
espacio se compone de la siguiente forma R = (ry, ..., rn, p1, ..., Pn) [15].

2.1.2. Evolucidon de las funciones de distribucion

Como la evolucién de un sistema puede describirse a partir del espacio
fase, puede utilizarse éste para describir la dindamica del sistema. Debido a la
gran cantidad de particulas que conforman al sistema, es imposible conocer
de forma precisa el punto del espacio fase en que se encuentra el sistema
en cada momento. Debido a esta incertidumbre, se opta por una descripcién
probabilistica, donde a cada punto del espacio fase se le asigna una densidad
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de probabilidad de que el sistema tenga esa configuracion. La densidad de
probabilidad esta determinada por las funciones de distribucién.

Dada wy una funcién de distribucién, la probabilidad de que cada parti-
cula se encuentre en una vecindad del vector R estd dada por [3]

P(R) = wy(R)dR. (2.6)

Mediante la funcién de distribucién, se define el promedio de una variable A
como

(A) = / A(R)wy(R)dR. (2.7)

La funcién de distribucién conserva su probabilidad en todo momento, debido
a que se mantiene constante el niimero de particulas del sistema. Esto se
expresa como

/wN(R)dR ~1. (2.8)
Si derivamos respecto al tiempo y utilizando la regla de la cadena obte-
nemos 9
WN
— + Zwy = 0. 2.9
ot TN (2:9)
Esta ecuacién puede reescribirse para dar paso al teorema de Liouville [24]
dw N
— =0 2.10
o, (210)
cuya solucién es
wn (t) = exp(—ZLt)wn(0). (2.11)

De esta forma, en vez de evolucionar una variable del sistema, evolu-
cionamos la funcién de distribucién! y a partir de ésta obtenemos el valor
promedio de la variable. Notese el cambio en el signo del exponente respecto
a la ecuacion (2.5).

2.1.3. Dinadmica de Fokker Planck

En una suspension coloidal, como las particulas del solvente son muy
pequenas comparadas con los coloides, éstas se mueven mucho mas rapido
y sus tiempos de relajaciéon para establecer su equilibrio termodindmico son

IEsto es equivalente a evolucionar la configuracién del sistema y a partir de esto obtener
el valor esperado de la variable.
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mucho menores comparados con los tiempos de relajacién de las particulas
coloidales. Por lo anterior, es de interés una descripcion del sistema en la
cual dejamos de fondo las particulas del solvente y nos enfocamos solo en la
descripcion de las particulas coloidales. Esto se realiza mediante la integracion
de los grados de libertad de las particulas del solvente [25], obteniéndose una
funcién de distribucion para las particulas coloidales fy, la cual cumple con
la siguiente ecuaciéon
dfn

BT +Ofn = (2.12)

con

P: a a pj
Q= Z (ml 81‘Z +F op ) kel Z 0pl <0pj +mjk:BT>7 (2.13)

i,7=1

donde kg es la constante de Boltzmann y (;; es el tensor de fricciéon hidro-
dindmico. La ecuacién (2.12) es conocida como ecuacién de Fokker-Planck
Observamos que, dependiendo del detalle con que describamos el sistema, el
operador de evolucion serd distinto.

2.1.4. Dinamica de Smoluchowski

En una suspension coloidal, las particulas coloidales sufren cambios en
sus posiciones y momentos debido a la interaccion entre ellas, con agentes
externos y con el propio solvente. Una caracteristica particular es que, de-
bido al solvente, los momentos de las particulas coloidales tienen tiempos
de relajacion mucho menores que los de las posiciones, por lo cual puede
ser de interés so6lo describir las posiciones de las particulas coloidales. Esto
se hace integrando los grados de libertad de los momentos de las particulas
coloidales. Después de realizar dicho proceso, se obtiene la nueva funciéon de
distribucion &y [25] cuya ecuacién de evolucion es

N
ot

o F
0= Z '”'<arj_k:BT>’ (2.15)

,Jl

+ Oty =0, (2.14)

con

donde D es el tensor de difusién hidrodinamico, relacionado con el tensor de
friccién hidrodinamico mediante la siguiente ecuacién matricial

D = kgT¢ . (2.16)
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La ecuacion (2.14) es conocida como ecuaciéon de Smoluchowski.

2.1.5. Funciones de distribucion reducidas

Después de un tiempo, una funcién de distribuciéon puede alcanzar su
estado de equilibrio, en el cual ya no depende del tiempo y sélo tendremos
dependencia de los vectores posicion de las particulas. Este caso es de interés
pues nos da informacién de la estructura del sistema. En ocasiones, se estudia
solo un subconjunto del total de particulas, lo cual nos lleva a definir una
funcion de distribucién reducida que se obtiene al integrar los grados de
libertad de las particulas que no se consideran para el andlisis [3]:

"o NI .
ng)(r )= M/PN(rh---,I”N)dT(N ) (2.17)

La cantidad pg\?)(r”)dr” indica la probabilidad de encontrar al conjunto de
n particulas en el elemento de espacio fase dr”, independientemente de las
coordenadas de las N — n particulas restantes. Como estas funciones sé6lo
dependen de las posiciones de las particulas, pueden considerarse densidades
de particulas. De la definicién (2.17) se tiene que

(n)n no__ N!
/pN ()" = (2.18)
En particular, para n =1
(1) _
/ pV(r)dr = N. (2.19)
Por lo tanto, para un fluido uniforme coincide con la densidad de particulas
PN (r) = N/V = p. (2:20)

Podemos definir la funcién de distribucion de particulas 95\7) (r") [3] en
términos de las densidades de particulas como

(n)
n)/.mn P r 7"'7rn)
gy = A (LX) (2.21)
im1 PN (13)

En el caso de sistemas homogéneos, se reduce a

P (1) = pi (2. (2.22)
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Figura 2.1: Funcién de distribucion radial para un sistema de particulas pa-
ramagnéticas confinadas en un plano. La distancia r estd escalada con la
separacién promedio entre particulas d = p~1/?

Un caso de particular interés es n = 2. Si consideramos al sistema homogéneo,
en vez de usar los vectores posicién de dos particulas, el parametro relevante
es la distancia entre ellas 715. Luego, la funcién ¢®(ry5) = g(r) cumple con
la siguiente propiedad en el caso de dos dimensiones [6]

/pg(r)27r7“d7" =N —1, (2.23)

lo cual indica que la funcién g(r) esta relacionada con la concentracion de
particulas que hay a una distancia r de una particula en el origen. Mas aun, la
cantidad pg(r)2nrdr es la cantidad de particulas que hay entre una distancia
r y r+ dr. Por lo tanto, mediante esta funciéon podemos ver en qué regiones
hay concentraciones mas altas de particulas y regiones donde practicamente
no hay particulas. Esto puede apreciarse en la Figura 2.1.2

2M4s adelante se explican los parametros del tipo de sistemas utilizados para crear la
Figura 2.1
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2.2. Algoritmo de Ermak y McCammon

2.2.1. Dinamica de Langevin

Si tenemos una particula inmersa en un solvente, ésta experimentara una
fuerza debido a las interacciones con las particulas del solvente. La forma
de incorporar dichas interacciones en la descripciéon es mediante el tensor
de friccién hidrodindmico y una fuerza aleatoria. Ademaés, dicha particula
también experimenta las fuerzas ejercidas por las otras particulas inmersas
en el solvente. Por lo tanto, al considerar un sistema de ny dimensiones con
N particulas en el solvente, su ecuacién de evolucién es [26]

d’U ngN ngN
mi Z Gjvj + Fi + ) aiifj, (2.24)
7=1

donde los indices van sobre cada una de las componentes de cada vector.
Las fuerzas aleatorias f; estdn descritas por una distribucién gaussiana que
cumple con lo siguiente

(f;) =0, (2.25)
(fi@) f;(t)) = 26;;0(t — 1), (2.26)

mientras que los coeficientes «;; estan relacionados con el tensor de friccién
hidrodindmico mediante [27]

TLdN
Gij = kBT Z Q. (2.27)

Otra forma de expresar la ecuaciéon de movimiento es la siguiente

ndN d,U T'LdN ndN
Z TZ] J = - Z D’L]F + Z Uz]f], (228)
k:BT
donde definimos las siguientes cantidades
TLdN
> GaDyy = kpTd; (2.29)
=1

Tij = Dijmj/kBT, (230)
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ngN

Oij = kBT Z Dllalj (231)

Si desarrollamos 7;; en serie de taylor alrededor de la posicion inicial de
las particulas coloidales obtenemos

ndN
o+ ”A + .. 2.32
Z 87” 1 " ( )
donde Ar; = r(t) — r(0) y el superindice 0 indica que las posiciones son

evaluadas en ¢ = 0 para el calculo de 7;;. Los correspondientes desarrollos se
realizan de igual forma para las cantidades® D;;, F}, 0.

Sustituir estas aproximaciones en la ecuacion (2.28) nos proporciona una
ecuacion que solo tiene dependencia temporal en las velocidades v;, por lo
cual podemos integrar dos veces dicha ecuaciéon para obtener una ecuacién
para el desplazamiento de las particulas [26].

2.2.2. Escalas temporales

Durante el desarrollo, se tienen en cuenta tanto las coordenadas espacia-
les como las velocidades de las particulas, por lo cual esta ecuaciéon ain se
mantiene dentro de la descripcién de Fokker Planck. En la descripcion de
Smoluchowski, s6lo nos interesan las posiciones, por lo que son necesarias
consideraciones respecto a los tiempos de relajacion de las velocidades de las
particulas, los cuales se dan en tiempos mucho menores a los de las posicio-
nes. Cuando las velocidades han termalizado, sabemos que v es del orden de
(kgT/m)'/?, mientras que los desplazamientos difusivos Ar son del orden de
(DY%t)/2. Esto nos da la relacién 7% < Ar, es decir, los desplazamientos
difusivos son mucho mayores que los debidos al movimiento propio de la par-
ticula. Bajo las consideraciones anteriores, la ecuaciéon de evolucion para las
posiciones en diferencias finitas queda de la siguiente forma [26]

ndN "dND FO
=70+ Z Di At > k; LAt + R;(At). (2.33)
j=1

La ecuacién (2.33) es conocida como algoritmo d Ermak y McCammon.

3El tensor de difusién y las fuerzas dependen de las posiciones de las particulas en
todo momento, por lo cual podemos discretizar su implementacién a partir de evaluarlos
al tiempo inicial de cada paso temporal.
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2.3. Ecuacion de memoria

Dadas dos variables mecénicas A y B dependientes del tiempo, definimos
la funcién de correlacion entre ellas como

Canlt) = (A*(1)B(r + 1)), (2.34)

donde A* indica el complejo conjugado. En el caso particular que B = A, se
le denomina funcién de autocorrelacién.

Dada la complejidad de los sistemas coloidales, en ocasiones s6lo es posible
estudiar una parte de todo el sistema. Por esto, sélo podremos observar un
subconjunto de variables A; del sistema. Definimos el operador de proyeccion
sobre el subespacio generado por estas variables como [28]

PB() =Y mAj<0). (2.35)

k,j

Por hipotesis, nuestro sistema no es totalmente descrito por el conjunto de
variables A;, por lo cual podemos definir un operador de proyecciéon @) sobre el
complemento de dicho conjunto, que cumple con la relacion P+ = I, donde
I es el operador identidad. Dado que buscamos una ecuacién de evolucién
para la variable A;, podemos partir de la ecuacién (2.3), considerando que
A; no depende explicitamente del tiempo y utilizando la ecuacién (2.5)*
dAi(t) Lt P A(0) = oL N L2t A 2t ,
—q ¢ i(0)=e"(P+Q)ZLA(0) =" PLA0) + e”" QL A(0).

(2.36)

De ahora en adelante, para las variables A;, si no se pone explicitamente la
dependencia temporal, se entiende que se evaliia en t = 0. El primer término
de la ecuacion (2.36) queda como

(A; L Ai) .
— - Ai(t) = iQ;A;(1), (2.37)
%}; <A]Ak> J 757
donde usamos la convencion de suma sobre los indices repetidos y definimos
: (ALZL Ai)
12 = —— . 2.38
(A A) (238)

4 Aqui supusimos que la dindmica sustentante es la de Liouville, pero ésta también puede
ser la de Fokker Planck o Smoluchowski, debido a que no se utiliza ninguna suposicién
sobre el operador de evolucion.



14CAPITULO 2. DINAMICA COLOIDAL, ESTRUCTURA Y FUNCIONES DE MEMORIA

Por otro lado, para el segundo término podemos utilizar la siguiente identidad
et = (PHQAL — Q7 / 't p @2 (2.39)
0

Sustituyendo las ecuaciones (2.37) y (2.39) en (2.36) obtenemos

A' @ t @
? af” =i A;(t) + eQFQLA; + / e P LeRLTQL Adr. (2.40)
0
Definimos
Fi(t) = e*7'Q.2L A, (2.41)
F, = F,(0) = QZA;. (2.42)

Como la construccion de Fj(t) es mediante proyecciones en el complemento
del espacio generado por el conjunto de variables A;, se tienen los siguientes
dos resultados

(FE(H) A = 0, (2.43)

F(t) = QF(t). (2.44)

La ecuacién (2.43), indica que no existe correlaciéon entre A; y F;(t), por

lo cual la variable Fj(t) es conocida como fuerza aleatoria. Ademas, reescri-
biendo la ecuacion (2.40), obtenemos

94;(1)

ot

Para reescribir el término dentro de la integral, utilizamos el hecho de que
los operadores .2 y @ son Hermitianos, lo cual permite realizar el siguiente
cambio dentro de los promedios generados por la proyeccion:

ALLQE() |, QLAY E)
Ay T2 (may

t
— i, A (1) + F(t) + /0 LN PSR (DA, (245)

P(ZLQF;(1)) =Y

Jk

A;. (2.46)
7,k

Usando la definicion (2.42), podemos definir la siguiente cantidad

(FE(0)Fi(7))

M (1) = , 2.47
(") = e (247
conocida como funcion de memoria. Entonces, la ecuacion de evolucién queda
como BA(: ,

8225( ) =i A;(t) + /0 M;;(1)A;(t — 7)dT + Fi(t). (2.48)
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Esta ecuaciéon es conocida como ecuacién de Mori y Zwanzig. La funciéon de
memoria brinda la forma en que un valor anterior A(t — 7) modifica al valor
actual de 0A(t)/0t, que puede entenderse como si la funciéon de memoria
trasladara la informacién desde un tiempo anterior a uno posterior.

Ahora, si tomamos el promedio con la variable A; para estudiar su corre-
lacion, obtenemos la ecuacion de memoria

= iQ:,C; (1) + /0 M, (1)Cy; (t — 7)dr. (2.49)

Como que el conjunto de variables A; ha sido arbitrario, estas pueden co-
rresponder a distintas especies que coexistan en un sistema, de modo que
esta ecuacion es valida para sistemas multiespecie y para cualquier variable
relacionada a éstas.

2.3.1. Ecuacion de memoria para las funciones inter-
medias de dispersion en la dinamica de Smolu-
chowski

En una solucion coloidal, pueden estudiarse las fluctuaciones de densidad
mediante experimentos de dispersion de luz. Estos brindan informacion de
las densidades locales e instantaneas en el espacio de Fourier. Para la especie
J, compuesta de V; particulas

ny(g1) = ¢L S expl—iq - (1) (2.50)

Nj k=1

Las fluctuaciones de éstas no pueden obtenerse de forma determinista,
por lo que se estudian sus correlaciones. Estas son conocidas como funciones
intermedias de dispersion y estan definidas como

Fij(q,t) = (nj(q,t)n;(q,0)). (2.51)

Para estudiar los efectos de otras variables del sistema sobre las fluctua-
ciones de densidad, Ackerson defini6é en su articulo el siguiente operador de
proyeccién [29]

PA(q,t) = (ni(q,0)A(q,))[S™ (0)];n;(a, 0), (2.52)

1,3
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donde S;;(q) = Fjj(q,t = 0). Con este operador obtenemos la ecuacion

de Memoria en la dinamica de Smoluchowski para la funcién intermedia de

dispersion:
ot

donde

= —Ku(a)Fyi(a 1)+ | Ma(a, t—7)[S™ (@) Fiy(a, 7)dr, (2.53)

Kij = ¢*Hix(q)[S™(q)]x;- (2.54)

es el primer cumulante de Fj;(q,t).



Capitulo 3

Contraccién de la descripcién y
memorias efectivas

En este capitulo se explora el trasfondo teérico atras de las funciones de
correlacion directa y total entre particulas, asi como su relacion a través de
la ecuacién de Ornstein Zernike [3], la cual nos permite obtener funciones
de correlacion directa efectivas al contraer la descripcion de una parte del
sistema. Ademaéas, mediante estas funciones de correlacion efectivas, pueden
modelarse interacciones efectivas entre la parte observable del sistema [12].
Por otro lado, se estudia el proceso para poder realizar la contraccién de
la descripcion en la ecuacién de memoria, lo cual sirve para poder obtener
funciones de memoria efectivas, que nos proporcionan dinamicas efectivas al
contraer las partes no observables del sistema [18].

3.1. Contraccién de la descripcion estatica y
potenciales efectivos

3.1.1. Funcionales de la densidad en el ensamble Ma-
crocanonico

Consideremos un sistema de N particulas con masa m interaccionando
con un agente externo. El Hamiltoniano de este sistema lo podemos escribir

17
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de la siguiente manera

H(ri, pi) = Kn(pi) + Vv (rs) + Z@(ﬁ% (3.1)

=1

donde Ky, Vx vy ¢; son la energia cinética, el potencial de interaccién entre
particulas del sistema y el potencial de interaccién de la particula ¢ con el
agente externo, respectivamente. Asumimos que el sistema es abierto y N
puede variar.

Consideremos que nuestro sistema inicialmente no estd bajo la acciéon de
un potencial externo y se encuentra en equilibrio termodinamico. A un tiem-
po posterior activamos el potencial externo, el cual generard cambios en la
configuracion del sistema hasta que alcance un nuevo equilibrio termodinami-
co compatible con el potencial externo. Por lo tanto, este potencial modifica
la configuracion de equilibrio y rompe la simetria traslacional que se tiene en
un inicio.

La densidad de particulas microscépica esta dada por

N

p(r) =) 0(r—r;). (3.2)

i=1

Al alcanzar el nuevo equilibrio termodindmico, la densidad promedio, tam-
bién conocida como perfil de densidad, ya no es homogénea y se establece
una dependencia espacial:

(p(r)) = pP(r). (3:3)

Para estudiar las fluctuaciones de densidad utilizamos la siguiente funcién de
correlacién de densidad [3]

H?(r,r') = ([p(r) = (p(r))][p(x) = {p(x')])

< /
4
P () p (AP (1) + pV (1) (x — 1), o

donde h®(r,r') es la funcién de correlacién total a pares.
En general, podemos definir una familia de funciones de correlacién me-
diante

H™(ry,orq) = ([p(r1) = {p(r)]-.[p(ra) = (p(ra))]) (3.5)
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Debido a la incorporacion del potencial externo en nuestro sistema, los per-
files de densidad estan dados por [3]

1 & 1 N
(n) (pn) — = / ~BVx —Bo(x:) | gp(N—n) 3.6
P\ (r — e ze r ) )
=2 8 gt [ () w
Donde
00 1 N
==Y ﬁ/e_ﬁva (H ze_ﬁ‘z’(ri)) dr? (3.7)
=0 : =1
B
= i\g (3.8)
B2 1/2
A=|—~-— )
(27rmk:BT> ’ (3.9)

con = la funcién de particién gran canoénica, A la longitud de onda térmica de
de Broglie y 8 = (KgT)™! el inverso de la energia térmica. A z se le conoce
como actividad.

Podemos definir

(r) = - (), (3.10)

la cual es la contribucion al potencial quimico p que no depende explicita-
mente del potencial externo [3]. Podemos generar un cambio en la energia
interna U del sistema, modificando la entropia S del sistema, el potencial
externo y el nimero de particulas. Entonces

U =T8S + / oD (1)56(r)dr + ubN. (3.11)

Por otro lado, la energia libre de Helmholtz, nos da la energia que es aprove-
chable del sistema para realizar un trabajo [5] y estd definida por F = U—T'S,
mientras que su variacion esta dada por

§F = —S6T + / pD(£)5¢(x)dr + udN. (3.12)

En nuestro sistema, el potencial externo tiene dos efectos. El primero es
modificar el perfil de densidad del sistema y el segundo es modificar la energia
interna del sistema. Al modificarse el perfil de densidad, éste modifica la con-
tribucion energética de las interacciones entre las particulas. Por lo tanto, es
de interés estudiar las modificaciones en la energia libre de Helmholtz debido
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solo al cambio del perfil de densidad. Definimos la energia libre intrinseca
como

F=F~ [ pw)o(r)dr, (3.13)

mientras que su variacion esta dada por
0F = —S6T + / 5p (r)b(r) . (3.14)

Por otro lado, el gran potencial que estd definido como 2 = F — uN y lo
podemos expresar en términos de la energia libre intrinseca J como

O=F+ /p<1>(r)¢(r)dr _uN, (3.15)
mientras que su variacion es
00 = ST — / PO (r)de)(r) dr. (3.16)

De las ecuaciones (3.14) y (3.16) vemos que F y €2 son funcionales de
pM(r) y ¥(r), respectivamente. En particular, de la ecuacién (3.14) obtene-
mos

OF
opM(r)
Podemos separar la energia libre intrinseca en su contribucion de gas ideal y
de las interacciones entre particulas

= ) (r). (3.17)

FlpM] = FepW] + Fp), (3.18)
donde la contribucién de la parte ideal esta dada por

SF

50y BT In[A%pM (r)], (3.19)

mientras que F°° corresponde a las interacciones entre particulas.
Por otra parte, las funciones de correlacién definidas en la ecuacién (3.5)
pueden ser generadas mediante el gran potencial

5730

= —H®™(rq, ..., 1) _
S0y 0B~ 1 (Xt (3.20)
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3.1.2. Funciones de correlaciéon directa y ecuacion de
Ornstein-Zernike

Dado que F** esta relacionada con las interacciones entre particulas del
sistema, es de esperar que mediante ésta puedan generarse funciones de corre-
lacién, asi como las funciones de correlacion generadas por el gran potencial
(3.20). Definimos las funciones de correlaciéon directa como sigue. Para una

particula
0F[p]
(

FE:E
W(r) = —55p(17

IOR (3.21)

mientras que para dos particulas se aplica la derivada funcional de ¢ (r)

5e(r) S2Fe[pV)
(2) N — S
e R e ) 2

En general, la funcién de orden c¢"*Y(r) es la derivada funcional de ¢ (r).
De la ecuacién (3.17), al separar F en su parte ideal (3.19) y parte de
exceso (3.21) obtenemos

= In[A%pD(r)] — ¢W(r). (3.23)

Por otro lado, puede probarse que la funcién de correlacion de densidad puede
expresarse como [3]

3pM(r)
o (r')
Ademas, de la teoria de calculo variacional tenemos los dos siguientes resul-
tados [3]

H(r,r') = kgT

(3.24)

/H(r, v VH ' (x",v)dr” = §(r — 1), (3.25)
H(r,r) = ﬁ(m (3.26)

Si sustituimos las funciones H y H~! en (3.25), junto con la definicion de
la funcién de correlacién total dada en la ecuacion (3.4), obtendremos la
ecuacion

A (r,r') = P (r,r) + /0(2)(1', ) pW ("R (", r)dr". (3.27)
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Esta es conocida como ecuacion de Ornstein-Zernike (OZ), la cual, se reduce
en un sistema homogéneo a

h(r) = e(r) + / c(|r — ' |)p h(r')dr. (3.28)

Debido a la convolucién presente en la ecuacion (3.28), en el espacio de
Fourier tiene la forma

h(q) = c(q) + c(g)ph(q), (3.29)

la cual tiene su generalizacion matricial cuando el sistema se compone de
varias especies distintas

H(q) = C(q) + C(¢)NH(qg), (3.30)

donde N = p;d;; y cada entrada de las matrices [H(q)];; v [C(q)];; hace
referencia a la correlacion entre las particulas de tipo ¢ con las particulas

tipo 7.

3.1.3. Contraccion de la descripcion

Como anteriormente se ha mencionado, en un sistema coloidal no es po-
sible observar todas las partes que lo conforman. Sin embargo, éstas siguen
interactuando con las partes que observamos y modifican su comportamiento.
A continuacion mostramos el proceso de contraccién de la descripcion para
la ecuacion de OZ, la cual nos permite obtener interacciones efectivas entre
las partes observables al tomar en cuenta aquellas que no son observables.

Dada una matriz X, la podemos separar en cuatro submatrices que agru-
pen las variables que son observables (O) y las variables de fondo (B)! como

sigue
X = < Xoo Xop ) . (3.31)

De este modo, la parte observable de la funciéon de correlacion total puede
representarse como

Hoo(q) = Coo(q) + Coi(q)NijH 0(q)
= Coo(q) + Coo(q¢)NooHoo(q) + Cos(q)NesHpo(q),

B por Background

(3.32)
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mientras que el término cruzado esta dado por

Hpo(q) = Crol(q) + Cri(q)Ny;H;o0(g)
= Cpo(q) + Cpo(9)NooHoo(q) + Cpr(¢)NesHpo(q).

Despejando Hpp(g) de la ecuacion (3.33) obtenemos

Hzo(q) = I — Ca(¢)Nss] ' [Cpol(q) + Cpo(q)NooHoo(q)].  (3.34)

Si sustituimos (3.34) en (3.32) podemos expresar la componente observable
de la funcién de correlaciéon total como

Hoo(q) = Coo(q) + Cos(¢)[Npp — Crrlq)] " Crolq)
+ (Coo(9) + Con(@)[Nps — Cps(9)] ™' Cro(q)) NooHoo(q)
= Cdo(q) + CFo(a)NooHoo(q),

(3.33)

(3.35)
donde definimos la funciéon de correlacién directa efectiva
Cdo(a) = Coo(a) + Cos(9)Npp — Cos(a)] ' Crola)- (336)
De esta forma, la ecuacion de OZ para las variables observables es
Hoo(g) = C5o(9) + Cdo(9)NooHoo(q)- (3.37)

Por lo tanto, obtenemos que la ecuacién de OZ es covariante ante contrac-
ciones de la descripcion.

3.1.4. Potenciales efectivos

En la seccion anterior desarrollamos la forma de obtener funciones de
correlacion directa efectivas. Ahora queremos obtener potenciales de inter-
accion efectivos a partir de éstas. Debido a que sélo tenemos una ecuacién
que relaciona las funciones c;; y h;j, necesitamos una ecuacion de cerradura,
dada por [12]

cij(r) = —Buij(r) + hij(r) — In[1 + hi;(r)] + by (r), (3.38)

donde las funciones b;;(r) son conocidas como funciones puente. Utilizando
el hecho de que las funciones de correlacion total observables son invarian-
tes ante contracciones del sistema, podemos restar a la ecuaciéon anterior su
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equivalente con funciones efectivas, de modo que eliminamos las funciones

cij(r) = &f (r) = Bug] (r) = Buig(r) + by (r) = b (r). (3.39)
Reescribiendo la ecuacion (3.39) en términos de variables observables y de
fondo (O, B) obtenemos

Bugo(r) = Buoo(r) + Coo(r) — Cgo(r) + bgn(r) — boo(r)
= ﬁuOo(T) — ACO()(T) + Aboo(?“),

donde usando la ecuacién (3.36), definimos

ACoo(r) = Cifo(r) = Coolr) = F~ (Cos(@)[N5h — Cos(@)] ' Cro(a)) .
(3.41)

(3.40)

con .Z ! la transformada de Fourier inversa.
Si para las funciones puente utilizamos la aproximacion HNC (Hyper
Netted Chain) [3], éstas serdn b;; = 0,2 entonces

Aboo(r) = b, (1) — boo(r) = 0, (3.42)
por lo que

Bugy(r) = Buco(r) — " (Con(q) [Nk — Cra(@)] 'Crolg)) - (3.43)

3.1.5. Fuerzas de vaciado entrépico

Consideremos un sistema formado por esferas duras de didmetros o; y
0o con o1 > 0y. Este sistema presenta una fuerza de atraccion entre las
esferas grandes debido a la presencia de las esferas pequenas [31]. Esto porque
las esferas grandes generan una regién de exclusiéon ubicada entre ellas que
impide a las esferas pequenas ubicarse ahi, como se muestra en la Figura
3.1. Debido a esta asimetria, es mas probable una colision que acerque a las
esferas grandes que una colisiéon que las separe.

Mediante la ecuacién (3.43) obtenemos el potencial de interaccién efectivo
entre las esferas grandes al contraer la descripcion de las esferas pequenas

Buil(r) = Bun(r) = F 7 (c1a(0)[Ngz' — e22(@)] a1 (q))

12(q)Coy 3.44
= uy(r) — pzﬁ_l (1(_(])p262(j>> . ( )

2Sin embargo, la aproximacién apropiada para b(r) es en general un problema abierto
y dependerd del tipo de sistema bajo estudio [30].
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Figura 3.1: Fuerza de vaciado entrépico generada por la presencia de esferas
mas pequenas que chocan con las esferas grandes en todas direcciones, ex-
cepto desde la regién de exclusion formada por las particulas grandes.

Considerando el limite diluido®, junto con el potencial de esfera dura, obte-
nemos el potencial efectivo

ef ) +00 r <oy
Ui = - (N~ . 3.45
s { — o F " (E12(q)En(q)) T > 04 (3.45)

Si consideramos que la funcién cio(r) vale -1 cuando una esfera grande y
pequena se traslapan, es decir, r < (o7 4+ 02)/2, y 0 en caso contrario [3],
obtenemos el potencial efectivo entre las esferas duras grandes

+00 r <oy
Buii(r) =3 —2 [(1+77)3—%(1+77)2£+%] op<r <o +oy ,
0 2> 01+ 09
(3.46)
donde s = Tpo03/6 es la fraccion de llenado de las esferas pequenas y

n = o01/0,. Por lo tanto, obtenemos un potencial efectivo atractivo entre las
esferas grandes, el cual coincide con el resultado de la teoria de Asakura-
Osawa [31].

3 Aproximacién a primer orden en ns.
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3.2. Contracciéon de la descripcién dinamica
y memorias efectivas

3.2.1. Covariancia de la ecuaciéon de memoria

En la seccion anterior logramos establecer la contraccion de la descripcion
para la ecuacion de OZ. Ahora nuestro objetivo es hacer lo mismo para la
ecuacion de memoria, con el fin de obtener la dindmica efectiva de un sistema
contraido. En el Capitulo 2 obtuvimos la ecuacién de memoria para las fun-
ciones intermedias de dispersion en el marco de la dindmica de Smoluchowski

an q, t _
N P H)l8™ @ Fila. )
. (3.47)
+ [ Mala.t = D)™ (@) Py . 7).
Debido a la convolucién, en el espacio de Laplace tiene la forma
ZEj(Q; z) — Ej(qvt =0)=— QQHik<Q) [Sfl(Q)]mFZj(q, z) (3.48)

+ Mie(q, 2)[S™ (@) Fi;(q, 2).

Lo que permite a la ecuacién de OZ ser covariante ante contracciones de
la descripcion es que la matriz N es diagonal. En la ecuacién de memoria, el
andlogo a dicha matriz es el factor de estructura. Por esto, surge el interés
de diagonalizar por bloques a la matriz de factores de estructura [18]. Esto
puede realizarse mediante la férmula de Aitken [32]

(83 (ke (8 a) (3 57). oo

donde definimos
M/A =D - CA'B. (3.50)

Por lo tanto, una matriz por bloques la podemos representar como un produc-
to de matrices triangulares por bloques y una matriz diagonal por bloques.
Ademas, podemos despejar la matriz diagonal por bloques

(0 wa)=(car T)(en)(o 57) @
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La matriz de factores de estructura utilizada resulta ser simétrica y real,?
por lo cual Spp = SEO. Esto nos motiva a definir la siguiente matriz

T(q) = < Loo 0 ) , (3.52)

—S50So6(9) Iss

de modo que podemos diagonalizar por bloques la matriz de factores de
estructura

Soo(q) 0
S'(q) = TS(q)T = | 799 ) , 3.53
=8 = (S0 0 ) (353
donde definimos el factor de estructura de fondo
S'55(q) = Szr(q) — SBo(9)S06(2)Sor(q). (3.54)

Si multiplicamos por la izquierda con T y por la derecha con la transpues-
ta conjugada TT podemos transformar cada una de las matrices presentes en
la ecuaciéon de memoria

TaFgft)TT — — ¢*TH(¢)TH(TH) 'S~ (¢)T ' TF(q, t)T"
t
+/ TM(q,t — 7)TH(TH) '8~ (¢) T ' TF (¢, 7)T"dr,
0
(3.55)
obteniéndose
aF;‘/‘ Q7t / - /
ia(t) = — ¢ Hy ()18 F(q, 1)
(3.56)

+ /Ot M (g, t — 1)[S™ @) F);(q, T)d.

Aqui las ’ indican que las matrices son escritas en una nueva base. Si A es
alguna de las matrices F, M, H con argumentos y;, las submatrices de cada
matriz transformada son las siguientes

Abo(yi) = Aoo(yi), (3.57)

Also () = Apolus) — sBo<q>SOi@Aoo<yi>, (3.58)

4En general, la matriz de factores de estructura es una matriz autoadjunta, por lo cual
esta es igual a su transpuesta conjugada.
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1

Abp(yi) = Ao(yi) — AOO(Q)WSOB(%‘% (3.59)
1
A'sp(yi) = App(yi) — A/Bo(yi)SiSOB(CI)
- SBO(Q)WAOB(%),

donde es relevante mostrar que la parte observable de cada matriz permanece
inalterada. Debido a que las funciones H, M, F son simétricas, se tendran las
siguientes propiedades

H'(5(q) = H's0(q), (3.61)
M'(,5(q.t) = M'po(q.1), (3.62)
F/gB((L ) FBO(Q; ) (363)

Reescribimos la ecuacién (3.48) sin las variables de cada funcién para
hacer mas visible la estructura de la ecuacion:

2Fjj = S = —q" Hy Sy B + My S ' B, (3.64)
Por ejemplo, para la componente observable Fpp queda

2Foo —Soo = [—¢"HooSgo + Moosélo]Foo

_ (3.65)
+[=¢*Hp S5 + MppSE3]Fpo,
mientras que para la componente Fop tenemos
[ 2H/ 5SER T M/ 35SE5 Fro- .
Si despejamos Fpo de la ecuacién anterior tenemos
F/ — I 4 2H/ S/—l M/ S/—l —1
BO [Z BB q BB BB ] (367)

[~¢*H}36860 + M30S66]Foo-
Sustituyendo (3.67) en (3.65) podemos expresar la componente obser-
vable en términos de componentes observables de la funcién intermedia de
dispersion
2Foo — Soo = —¢’HooSo6F oo
+(MooSpo + [- 2H/ BS + M/ BS 5)
[— 2ijzosoo + M osoo])FOO»

(3.68)
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la cual podemos escribir como
2Foo — Soo = —¢*D§oFoo + MgySooF oo, (3.69)
donde definimos la funcién de memoria efectiva
Mg, = Moo
+=¢"Hpp + M)
(2855 + °SepHppSEs — SEpMppSysl [—¢*Hpo + M),
(3.70)
y el coeficiente de difusion efectivo

DS, = HooSg). (3.71)

Por lo tanto, hemos logrado establecer la contraccion de la descripcion
para la ecuaciéon de memoria, debido a que la ecuacién (3.69) tiene la misma
forma que la ecuacion de memoria original.

3.2.2. Sistemas de dos especies

Cuando tratamos un sistema de dos especies, las submatrices de las ecua-
ciones anteriores se vuelven escalares, por lo cual se vuelve mas simple su
analisis. Bajo este esquema, el coeficiente de difusiéon efectivo esta dado por

Hii(q)
Di,(q) = , 3.72
II(Q) Sll(g) ( )
mientras que la memoria efectiva es
. M! L 2) — 2H/ 2
Mt (q,2) = Mi(q,2) + (Miy(4,2) — ¢ Hy(9) (3.73)

2S%9(q) + ¢?Hiy(q) — Miy(q, 2)

donde las funciones hidrodinamicas transformadas H;;(q) estan definidas co-

Hisla) = Hualo) = 2 (o), (3.1)
y
H) = fiala) 252 S )+ [S20] . )
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Anélogamente, las funciones de memoria transformadas M;;(g) son

, S
Mip() = Mislg) — 22Dy o), (3.76)
S11(q)
Yy
Sh2(q) [512(61)]2
M, (q,2) = My(q, z) — 2 Mis(q, 2) + Mii(q, 2), 3.77
52(4, %) 22(¢, 2) Si(q) 12(¢, 2) S (q) 11(¢; 2) ( )
mientras que el factor de estructura de fondo se define por
[S12(q))?

SQQ(Q) = Sa2(q) —

Snl) (3.78)



Capitulo 4

Modelos teodricos de las
funciones de memoria

En este capitulo se muestran los resultados de contraer la memoria de
algunos sistemas binarios presentados en la tesis de Cesar Baez [18], con la
diferencia de que aqui se presentan en el espacio del tiempo. Para el caso
de un sistema de memoria escalon se hace mediante un método numérico, el
cual se explica con mayor detalle en el apéndice A, mientras que en el caso
de un sistema con memorias exponenciales simples (SEXP)! se obtiene de
forma analitica con la ayuda del teorema de expansion de Heaviside. Ademas,
se realizo una correccién a los resultados previos en el caso de la memoria
escalon.

4.1. Mezcla con memoria escalon

Para una mezcla de dos especies, las funciones de memoria escalon estan
definidas por

Mij(q,t) = Aij (@) (1i — 1), (4.1)

con 7,7 = 1,2. La funcién escaléon se define como

, 1 t<r
Q(T—t):{o P (4.2)

!Término que viene del inglés por Simple Exponential.

31



32CAPITULO 4. MODELOS TEORICOS DE LAS FUNCIONES DE MEMORIA

mientras que en el espacio de Laplace, la memoria se expresa como
1 —Tii %
Mij(q, 2) = Aij(Q);(l — e 7). (4.3)

En la referencia [18], tenemos la siguiente expresién para la memoria en
el espacio de Laplace, la cual es incorrecta

Mg ={ 0,20 (4.4
i(q)ze ™% 2> 0
Vemos que en z = 0 el valor es correcto, pero para z > 0 es distinto. A
continuacion, incluimos esta correccion en los calculos.

Procedemos a analizar analiticamente el caso 7;; = 7, donde todas las
memorias tienen la misma longitud de escalon.

/ L Su(@| 1,
Miy(q,2) = z(l ) — Aui(q) [Su(q)] Z(l )
= (Am(Q) — An(q) [gigg;] i(l —e ) (4.5)
= Biz2(q) (1 —e7™),
Miafg,2) = An(0) (1 — ™)
B Sia(g) | 1 . S12(q) 2} o
20la) [0 Lt )+ g [S20] L - ey
- (Am(q) ~2u(0) [220) 1 4 [ 2200 ) i)

= Bala)L(1— ¢ 7).
(4.6)

Utilizando las anteriores expresiones en la ecuacién (3.73), obtenemos la me-
moria efectiva para la especie 1.

[Bia(q)2(1 — ™) — ¢*Hiy(q))?

25%(q) + ¢?Hjy(q) — Baa(q)2(1 — e 72)
(4.7)

e 1 —TZz
Mil(a,2) = Au(9), (1 - ) +
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A partir de este punto es una tarea sumamente complicada proceder de forma
analitica, por lo cual se utiliz6 un método numérico para representar las
funciones de memoria contraidas en el espacio del tiempo.

Para realizar los calculos, es necesario dar valores a las constantes A;;(q).
Las tomamos proporcionales a los factores de estructura y positivas, consi-
derando ademés en nuestro andlisis el valor de ¢ fijo. Es decir, A;;(¢maes) =
A|S;i(¢maz)|, siendo A la constante de proporcionalidad y gq. €l valor donde
q es maximo en S(q). Utilizaremos para los factores de estructura los valores
S11(Gmaz) = 0.542,519(Gmaz) = £0.467 ¥ So2(Gmas) = 1.364. Estos datos son
tomados de la siguiente cita [8], los cuales son validos para mezclas de esferas
duras y particulas de Yukawa del mismo tamano con una valencia Z = 200
y fracciones de llenado ¢; = ¢ = 0.1.> Ademds, no se consideraron las in-
teracciones hidrodinamicas, debido a que estas incluyen un nivel de detalle
innecesario para el analisis actual, en el cual no conocemos como son las fun-
ciones de memoria ni en los casos mas elementales. Por lo tanto, definimos
H;j(¢maz) = 6;;. Estas aproximaciones son extremadamente burdas y no tie-
nen una motivacion fisica relevante detras, pues en este momento sélo nos
interesa refinar el método numérico para poder calcular memorias efectivas.

Para los calculos numéricos utilizamos A = 5000. Estudiaremos distintos
casos cambiando los valores 7;; para obtener las memorias efectivas. En la
Figura 4.1 mostramos una comparativa entre la funcién de memoria original
Mi1(Gmaz,t) y dos funciones de memoria efectiva al contraer la especie 2 pa-
ra los parametros 71 = Ti2 = T = 1. La memoria efectiva M (Gmaz,t) se
obtiene usando S12(Gmaz) = —0.467. Observamos que el resultado de la con-
traccion es un escalén con la misma longitud cuya amplitud se ve disminuida.
Por otro lado, la memoria Mif (Gmaz, t) se obtiene usando S12(Gmar) = +0.467,
en la cual observamos un escalén de la misma longitud y amplitud que la
memoria original Mi1(¢maz,t), pero ademds, esta presenta pequenos picos en
multiplos enteros de 7;. Esto, debido a que B12(¢maz) = 0y s6lo queda de-
pendencia en z en el denominador en la ecuacién (4.7), el cual aparentemente
genera pulsos cada tiempo 771. Estos pueden ser ruido numérico, debido a las

2Esto no implica que los casos estudiados a continuacién sean sobre este sistema, fisico
particular. Los datos fueron recabados con el tnico fin de tener una relacién entre las
magnitudes de los factores de estructura S;;(¢magz)-

3Las funciones hidrodindmicas H;;(g) estdn escaladas con la constante de difusién libre
Dy. Ademas, las longitudes 7;; de los escalones estdn escaladas con alguna longitud ca-
racteristica del sistema como puede ser el didametro de las particulas o la distancia media
entre ellas.
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ef
2500 | M (Gmax, t) |
- M_ef(QmaXn t)
2000 | N
"""" M11(Gmax. t)
1500 i
1000 i
500 .
or ¥ -
0 1 2 3 4 5
t
Figura 4.1: Comparativa entre la memoria original y memorias efectivas co-
mo funciones del tiempo, para los pardmetros 71 = T3 = T2 = 1. La
funcion M¢ (Gmaz,t) se obtiene usando Sia(¢maez) = —0.467, mientras que

Mif (Gmaz,t) se obtiene usando Si2(¢maez) = +0.467. La diferencia entre la
memoria original y Mif (Gmaz, t) son los picos que presenta la memoria efec-
tiva en los tiempo t = 0, 1.

discontinuidades de las funciones escalén. Por lo tanto, se puede concluir de
la Figura 4.1 que la correlacion negativa o positiva de Sio afecta en si se ve
disminuida la amplitud de la funcién de memoria o no.

Caso Si2(Qmax) negativo. En las Figuras 4.2 se muestran las funciones
de memoria efectiva para el caso de memorias escalén con distintas longitu-
des. En estas se utilizaron Si5(¢) = —0.467. En la Figura 4.2a mostramos
la funcién de memoria efectiva como funcién del tiempo para la contraccién
de memorias escalén con longitudes (711, T2, Te2) = (1,2,2). En esta obser-
vamos que inicialmente la amplitud del escalén es disminuida respecto a la
original y cuando t > 71 se observa un gran decaimiento en la memoria
hasta llegar a valores negativos, para luego seguir variando cada que pasa un
tiempo ty = min{7;;}. La memoria efectiva tiene como comportamiento que
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Figura 4.2: Funciones de memoria efectivas como funcién del tiempo usando
Si2(q) = —0.467. En a) se usaron los pardmetros 71 = 1,79 = 2,792 = 2,
en b) 11 — 1,7'12 = 2,7'22 = 4, en C) T11 — 2,’7’12 = 1,7'22 = 1, en d)
™1 — 4,7’12 = 1,7'22 =2.



36 CAPITULO 4. MODELOS TEORICOS DE LAS FUNCIONES DE MEMORIA
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Figura 4.3: Funciones de memoria efectivas como funcién del tiempo ¢ usando
Si2(q) = +0.467. En la Figura a) se usaron los parametros 71 = 1,715 =
2,7’22 = 2, en b) T11 — 1,7’12 = 2,7’22 = 4, en C) 11 — 2,7’12 = 1,7’22 = 1,
en d) 711 = 4,712 = 1,72 = 2. El efecto de una funcién de memoria con
valores negativo es hacer que nuestra funcién de correlaciéon tenga un mayor
decaimiento que el de un decaimiento exponencial simple dado por el primer
cumulante.
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mantiene el valor de la funciéon constante por un tiempo t; y cambia a otro
valor variando entre positivo y negativo, disminuyendo su amplitud como en
el caso de una oscilacion amortiguada.

En la Figura 4.2b se muestra la memoria efectiva para memorias con
escalones de longitud (711, 712, T02) = (1,2, 4). Esta funcién muestra un com-
portamiento similar al de la Figura 4.2a, la cual es constante durante tiempos
to v luego cambia de valor de una forma subamortiguada, pero en este ca-
so no intercambia instantaneamente entre crecer y decrecer el valor de la
funcién, sino que en ocasiones hay cambios crecientes sucesivos y luego uno
decreciente. Esto es debido a que T2 # 799 y la intensidad de las memorias es
distinta, siendo Mas(Gmaz,t) més intensa y actuando transcurrido un tiempo
4t0.

En la Figura 4.2c las memorias tienen escalones de longitud (711, 712, T22) =
(2,1,1). En este caso, la funcién presenta solo unos cuantos cambios en su va-
lor v luego decae a cero. Nuevamente la memoria contraida presenta pequenos
pulsos en multiplos de ty. En la Figura 4.2d las memorias tienen escalones de
longitud (711, 712, 722) = (4, 1,2). En este caso observamos cambios grandes y
pequenos en el valor de la funcién debido a que 75 # T9o v las amplitudes
de los escalones son distintas. Ademads, se observa que la memoria contraida
llega a tener un valor mas grande la original para ciertos tiempos.

Caso S12(Qmax) positivo. En la Figura 4.3 se muestran las funciones de
memoria efectiva para el caso de memorias escalén con distintas longitudes.
En estas se utilizaron S12(¢maz) = +0.467. En la Figura 4.3a mostramos la
funcion de memoria efectiva para la contraccion de memorias escalén con
longitudes (711, T12, T22) = (1,2, 2). La memoria efectiva es igual a la original
hasta el tiempo 717 y luego decae a cero, recordando el efecto observado en
la Figura 4.1. Después de un tiempo 75 empiezan los cambios de valor de la
funcion alternando de signo como en una oscilacion amortiguada.

En la Figura 4.3b mostramos la funciéon de memoria efectiva para memo-
rias escalén con escalones de longitud (711, 712, 722) = (1,2,4). Esta funcién
muestra un comportamiento erratico, pues en vez de ser una funciéon constan-
te durante intervalos de tiempo, tiene oscilaciones pequenas alrededor de un
valor y luego cambia similar a una funciéon escalén pero oscilando alrededor
de un nuevo valor. La funciéon decrece inicialmente pero después empieza a
crecer de forma indefinida y las oscilaciones tienen mayor amplitud. Estos
dos efectos son posiblemente debidos a inestabilidades numéricas.

En la Figura 4.3c, las funciones de memoria tienen escalones con longi-
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tud (711, 712, Te2) = (2,1, 1). Esta funcién permanece como la funcién original
hasta que transcurre un tiempo 711, en el cual decae la funcién y después de
unas cuantas variaciones de la funcion tiende a cero. En la Figura 4.3d, las
funciones de memoria tienen escalones con longitud (711, 712, T22) = (4, 1, 2).
Esta funcién, asi como la de la Figura 4.3b presenta el comportamiento erra-
tico en el que oscila la funcién alrededor de un valor. Luego de un tiempo tg
se cambia dicho valor sobre el que oscila la funcién hasta llegar a un valor
practicamente cero. Después de esto, la funcién no deja de oscilar, sino que
las amplitudes de las oscilaciones crecen, sobre todo alrededor de multiplos
de ty. De este modo se obtiene una funciéon que crece indefinidamente.

Estas oscilaciones pueden ser errores numérico. Sin embargo, los valores
sobre los que oscilan tienen un comportamiento muy parecido al de un de-
sarrollo en serie de Fourier,?, el cual para funciones discontinuas presenta
este problema de oscilar sobre el valor constante y luego tener oscilaciones
con amplitudes grandes cerca de las discontinuidades, lo cual no descarta por
completo los comportamientos mostrados en las figuras que mostraban este
comportamiento. En todo caso, de los resultados previos resulta claro que el
modelo escalén no es manejable numéricamente con los métodos existentes
y que, incluso si lo fuera, no parece ser un modelo fisico conveniente.

4.2. Mezcla con memoria exponencial

Otro sistema que estudiamos es la mezcla de dos especies con memorias
SEXP. Las funciones de memoria estan dadas por

M;;(g,t) = Ay (q)e Pu@", (4.8)
mientras que en el espacio de Laplace, las memorias tienen la forma:

Aij(Q)

M;j(q, ) = Z 4 Dy(q) (4.9)

Luego, las memorias en el espacio transformado para la parte de fondo, estan
dadas por
A12(q) _ [512((])] A11(q)
Su(q)] z+ Dul(q)’

4E]l método implementado utiliza una transformada inversa de Fourier discreta, la cual
puede ser causante de este efecto.

M =
IZ(Qa Z) 24 D12(q)

(4.10)




4.2. MEZCLA CON MEMORIA EXPONENCIAL 39

Mé2(q7 "7’) =

Axn(q) 2512(Q) A12(q) [512(61)]2 An(g) . (4.11)

2+ Diolg) “Sulg)z+ Dislg)  |Si(g)| 2+ Dulq)

La memoria efectiva en el caso de dos especies, contrayendo la especie 2, esta
dada por

[Miy(g,2) = *Hiz(@))*
2859(q) + *Ho(q) — M3y(q, 2)

Mi{(q,2) = Mu(q, 2) + (4.12)

Debido a que las funciones M{y(¢maz;2) ¥ Mbo(Gmaz, 2) son fracciones
de polinomios, la memoria efectiva es un cociente de polinomios. Ademas,
por el término zS5%,(q), el polinomio del denominador serd de grado mayor
que el del numerador. Esto nos permite utilizar el teorema de expansion de

Heaviside|22
[22] e [P(z)] B degz(:cz) lp(zz-)] o (4.13)
B Q(Z) B i=1 Q/(zz) ’ .

donde £7! denota la transformada inversa de Laplace, z; son las raices del
polinomio Q) y )’ denota la derivada del polinomio ). Es importante notar
que las raices z; pueden ser complejas, dando lugar a funciones seno y coseno
junto a exponenciales.

Como en el caso de las memorias escalén, proponemos que las amplitudes
de las funciones de memoria sean proporcionales a los factores de estructura.
En el estudio de las memorias SEXP utilizaremos para los factores de es-
tructura S11(¢maz) = 1.364,512(Gmaz) = 0.467 y So3(Gmaz) = 0.542,% mientras
que la constante de proporcionalidad usada es A = 2000. Nuevamente, no
son consideradas las interacciones hidrodindmicas y se estudian las memo-
rias efectivas variando las constantes de decaimiento D;; (qm(m).6 Recordemos
que estas aproximaciones son burdas y sin motivacion fisica, pues en este
punto sélo nos interesa afinar el método numérico para obtener las memorias
efectivas.

En las Figuras 4.4 mostramos la comparativa entre la memoria efectiva
y la memoria original, pues estas tienen un comportamiento similar que se
pierde conforme modificamos los parametros. En la Figura 4.4a se muestra

5Se realizé un intercambio entre los valores para la especie 1 y 2, debido a que esta
configuracion nos permitié analizar una mayor variedad de comportamientos.

5En esta seccién no se considera una escala temporal en particular debido a que no
analizamos algin sistema fisico en especifico. Sin embargo, se da por entendido que las
constantes de decaimiento estan escaladas.
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la comparativa entre las funciones de memoria original M (Gmaz,t) v efec-
tiva Mf{ (Gmaz,t) como funciones del tiempo y pardmetros (Dq1, D12, Dag) =
(40,80,100).” La memoria efectiva presenta un valor inicial mayor al de la
memoria original, asi como un decaimiento inicial més rapido, que después
se vuelve mas lento que el de la memoria original.

En la Figura 4.4b, la memoria efectiva tiene pardmetros (D11, D12, Dag) =
(40,100, 100). La memoria efectiva como en el anterior caso, tiene un decai-
miento mas rapido que después se vuelve mas lento que el de la memoria
original, pero en este caso el decaimiento final es mas lento. En la Figura
4.4c, la memoria efectiva tiene pardmetros (D1, D12, Dag) = (40, 40,42). En
este caso la memoria efectiva siempre tiene un decaimiento méas lento que el
de la memoria original.

En la Figura 4.4d la memoria efectiva tiene parametros (D11, D12, Dag) =
(40, 40,40). Aqui, la memoria efectiva no sélo tiene un decaimiento inicial
mas lento que el de la memoria original, sino que ademaés se vuelve creciente,
por lo cual esta funcién diverge conforme ¢ crece.

Caso Dj; < Dj; < Das. En las Figuras 4.5 mostramos como se mo-
difica la memoria efectiva al variar Di5, manteniendo fijos Di; y Doy. En
este caso no hacemos la comparativa con la memoria original debido a que
las diferencias son notables a simple vista. En la Figura 4.5a mostramos la
funcién de memoria efectiva como funcién del tiempo para los parametros
(D11, D12, Dag) = (40,20,100). En ésta se aprecia que hay distintas tasas
de decaimiento. Se observa una primera cuyo decaimiento es muy rapido, a
la que le sigue otra con un decaimiento menos rapido que llega a cero en
t ~ 0.2,® donde la funcién permanece practicamente constante.

En la Figura 4.5b, la memoria efectiva tiene parametros (D11, D12, Dag) =
(40,15,100). Esta memoria presenta pequenas oscilaciones después del pri-
mer decaimiento que permanece siendo rapido. Se aprecia como las oscila-
ciones estan ain presentes en las regiones que tienen valores cercanos a cero.
En la Figura 4.5¢, la memoria efectiva tiene pardmetros (Dq1, D12, Dag) =
(40, 10,100). En este caso la memoria efectiva presenta oscilaciones més no-
torias mientras se mantiene el primer decaimiento rapido. En la Figura 4.5d,
la memoria efectiva tiene parametros (D1, D12, Das) = (40,5, 100). Este caso

"Desde este punto, se obvia la dependencia en g de las constantes de decaimiento,
debido a que dicha dependencia no es analizada.

8Todos los tiempos mostrados en esta seccién estan escalados al igual que las constantes
de decaimiento.
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Figura 4.4: Comparativa entre las funciones de memoria efectivas y originales
como funcién del tiempo para distintos valores de D;;. En a) observamos las
memorias con coeficientes de decaimiento Dy, = 40, D15 = 80, D9y = 100, en
b) con Dy; = 40, D15 = 100, Das = 100; en ¢) con Dy = 40, D1y = 40, Dyy =
42; en d) con Dy; = 40, Dy = 40, Dygy = 40.
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Figura 4.5: Funciones de memoria efectivas como funcién del tiempo ¢ pa-
ra distintos valores de D;;. En a) observamos la memoria efectiva con co-
eficientes de decaimiento Dy; = 40,D15 = 20,D = 100, en b) con
D11 =40, D13 = 15, Dayg = 100; en ¢) con Dy = 40, D15 = 10, Doy = 100; en
d) con DH = 40, D12 = 5, D22 = 100.

presenta oscilaciones cuya amplitud es grande. Sin embargo, se mantiene el
comportamiento inicial de un decaimiento rapido. Ademas, las oscilaciones
se propagan mas lejos, haciendo que la memoria efectiva converja lentamente
a cero.

Caso Dis = D2y y Day < Dy;. En las Figuras 4.6 mostramos como se
modifica la memoria efectiva al mantener constantes D1y = Doy v variar Dy;.
En la Figura 4.6a mostramos la funcién de memoria efectiva como funciéon
del tiempo para los parametros (Dqy, D1a, Dag) = (60, 40,40). La funcién de
memoria efectiva presenta dos tasas de decaimiento distintas. La primera
rapida y la segunda lenta. Debido a la segunda, la memoria efectiva converge
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Figura 4.6: Memorias efectivas como funcién del tiempo para distintos valores
de D;;. En a) observamos la memoria efectiva con coeficientes de decaimiento
D11 = 60, D15 = 40, Dys = 40, en b) con Dy; = 100, D15 = 40, Dys = 40; en
¢) con Dy = 500, D1g = 40, Dyy = 40.

lentamente a cero conforme t crece.

En la Figura 4.6b, la memoria efectiva tiene pardmetros (D11, D12, Do) =
(100,40, 40). En este caso la memoria efectiva presenta después del répi-
do decaimiento un minimo local para después crecer hasta un méaximo lo-
cal y nuevamente decaer hasta tender a cero de una forma mas rapida que
en la Figura 4.6a. En la Figura 4.6¢, la memoria efectiva tiene pardmetros
(D11, D12, Dag) = (500, 40,40). A comparacién de los otros dos casos, el valor
inicial de la memoria efectiva se ve decrecido de forma significativa. Ademas,
el decaimiento inicial es mas rapido y la region entre el minimo y maximo
local es mas pronunciada. Nuevamente la memoria decae hasta cero conforme
t crece.
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Caso D;3 < Dyy < Dyp. En las Figuras 4.7 mostramos como varia la
memoria efectiva al mantener fijos Dy1, Do y variar D5. En la Figura 4.7a
mostramos la funcién de memoria efectiva como funciéon del tiempo para
los pardmetros (D1, D12, Dag) = (50, 25,40). La memoria presenta un decai-
miento rapido seguido por una pequefia meseta para volver a decrecer con
unas pequenas oscilaciones convergiendo a cero.

En la Figura 4.7b, la memoria efectiva tiene parametros (D11, D12, Dag) =
(50,22,40). En este caso la memoria en vez de presentar una meseta después
del decaimiento inicial, presenta una oscilacion. Después le siguen otras os-
cilaciones, llegando a obtenerse valores negativos pero convergiendo a cero
conforme t crece. En la Figura 4.7c , la memoria efectiva tiene parametros
(D11, D12, Dag) = (50,15,40). La funciéon de memoria presenta oscilaciones
cuyas amplitudes son mayores y esto hace que la convergencia sea lenta.
En la Figura 4.7d, la memoria efectiva tiene pardmetros (Diy, D1g, Do) =
(50, 5,40). Aqui la funcién de memoria presenta un valor inicial distinto debi-
do a que las oscilaciones tiene amplitudes mucho mayores. Ademaés, la ampli-
tud de las oscilaciones crece conforme ¢ crece, lo cual hace que esta memoria
diverja.

De todo lo anterior, parece ser que el modelo exponencial para las me-
morias muestra un comportamiento fisico adecuado, el cual es manejable
numéricamente con los métodos existentes, pues, aunque no se hayan presen-
tado aqui, con el método numérico se obtienen los mismos resultados para
todos los casos expuestos en esta seccion. Por otro lado, es necesaria mayor
informaciéon de como modelar las funciones de memoria para evitar que di-
verjan conforme t crece, pues es fisicamente imposible que una correlacion
temporal dependa mas de algo que ocurrié hace un tiempo muy largo que de
uno que ocurre instantes antes.
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Figura 4.7: Memorias efectivas como funcion de ¢ para distintos valores de
D;;. En a) observamos memoria efectiva con coeficientes de decaimiento
D11 = 50, D12 = 25, _D22 = 40, en b) con D11 = 50, D12 = 227 D22 = 40, en C)
con D11 == 50, D12 = ]_5, D22 = 407 €1 d) con D11 = 50, D12 = 5, D22 = 40.
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Capitulo 5

Funciones de memoria a partir
de simulaciones

5.1. Sistemas coloidales estudiados

En este capitulo se calculan las funciones de memoria a partir de las
funciones intermedias de dispersion, las cuales se obtienen a partir de si-
mulaciones. El primer sistema es compuesto de discos duros, en el cual las
interacciones fueron modeladas con un potencial suavizado. El segundo sis-
tema es compuesto por particulas paramagnéticas confinadas en un plano.
Para ambos sistemas se presentan las funciones de memoria como funciones
del tiempo y la variacién de sus amplitudes iniciales en funciéon de concen-
traciéon de las particulas. Finalmente se discute la validez de los resultados
obtenidos con el método usado.

5.1.1. Discos duros y su representaciéon suavizada

Uno de los sistemas maés sencillos a estudiar, en el sentido de la cantidad
de parametros a tomar en cuenta, es el de particulas duras. En particular,
estudiamos sistemas monodispersos bidimensionales, por lo cual trataremos
discos duros, donde el tinico parametro a modificar es la fraccion de llenado.
Considerando discos con didmetro o, el potencial de interaccion entre ellos
es

wn() ={ 5 137 6.1

47
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—— A=50 |
e u(oB)
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Figura 5.1: Potencial suavizado utilizado para modelar la interacciéon entre
discos duros para A =50 y € = 0.68.

Debido a que las simulaciones consideran pasos temporales finitos At, puede
ocurrir un traslape entre las particulas, el cual esta prohibido por la ecuacién
(5.1). Para sortear el problema, existe la posibilidad de cambiar el poten-
cial de disco duro por uno suavizado [20]. Para que el potencial suavizado
reproduzca las propiedades de discos duros, debemos utilizar uno repulsivo
y de alcance finito. Utilizamos un potencial tipo Weeks-Chandlers-Andersen
(WCA) dado por

uep(r) = { Ae {(Z)A _ (Z)A—l} +e r<oB 7 (5.2)

0 r>oB

donde € modula la amplitud de la interaccién y se relaciona con la tempera-
tura reducida mediante T = kpT'/e. Ademas,

A\ A
A=x-—2— B=|-—"2_).
(iZ) e

En la Figura 5.1 se representa este potencial suavizado.
Para obtener una relacion entre los dos parametros A\ y T%, motivados
por la ley extendida de estados correspondientes, establecemos que tanto
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el potencial suavizado como el de discos duros deben reproducir el mismo
valor del segundo coeficiente del virial reducido Bj = By/B3”, donde Bi'P
es el segundo coeficiente del virial para discos duros. Entonces, la condicion
para que se reproduzcan las mismas propiedades fisicas mediante el potencial
suavizado es

B; =1, (5.3)

o, equivalentemente, BSY = BIP. Por otro lado, en las simulaciones es
necesario que durante un paso temporal las fuerzas que experimentan las
particulas no cambien mucho. Esto da la siguiente relaciéon entre At y A

o N\
A" <« W <H> ) (5-4)

donde At* = At/7, y 7, = 02/ Dy es el tiempo que le toma a una particula
difundirse una distancia o. De la referencia [20] seleccionamos los pardmetros
A =50y T =1.4671 utilizados en las simulaciones.

5.1.2. Sistema coloidal paramagnético en 2 dimensio-
nes

Existen arreglos experimentales en los cuales pueden confinarse particulas
paramagnéticas en una superficie cuasi-bidimensional [21]. Si aplicamos un
campo magnético B, perpendicular al plano donde se encuentran las parti-
culas paramagnéticas, éstas obtendran un momento magnético M = x.sB
en la misma direccién del campo magnético, donde x.s es la susceptibilidad
magnética efectiva de las particulas. Bajo esta configuracion, el potencial de
interaccién entre las particulas es

u(r) = -—— (5.5)

donde g es la permeabilidad magnética. Este potencial lo podemos describir
en términos de la distancia media entre particulas del sistema si anadimos la
densidad superficial media n del sistema en la descripcion.

M?n: T
BU(T) = 5 3 3 = 73, (5'6)
r3nz rz
donde \ )
= Bﬂni Yy T, =1Tn2 (5.7)
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De este modo podemos caracterizar la intensidad de la interaccién mediante
un solo parametro y escalar las distancias con la distancia media entre par-
ticulas n~2. También definimos la escala temporal caracteristica del sistema
T = 1/nDy, el cual es el tiempo que tarda en desplazarse una particula en
difusién libre una distancia n=z.

5.2. Funciones de memoria de sistemas mo-
nodispersos

5.2.1. Metodologia en la obtencién de la funcién de
memoria

Para realizar las simulaciones, utilizamos el algoritmo de Ermak y Mc-
Cammon [26] sin interacciones hidrodindmicas, ya que éstas implican un nivel
de descripcion del sistema innecesario para los fines de este trabajo. El tensor
de difusiéon queda como D;; = Dgyd;;, donde Dy es el coeficiente de difusion
de particula libre.

En la simulacion, en ambos sistemas se utilizaron N = 900 particulas.
Para el sistema de discos duros se usaron pasos temporales At = 1077,
durante 20,000 pasos para termalizar el sistema. Luego se realizaron pasos
At = 10757, durante 800, 000 pasos, en los cuales se guardaban las coorde-
nadas de las particulas cada 100 pasos. Por otro lado, para el sistema para-
magnético se usaron pasos temporales At = 2.5 x 10747, hasta transcurridos
1000 pasos para termalizar el sistema. Luego se realizaron pasos At = 107,
durante 80,000 pasos, durante los cuales se guardaban las coordenadas de
las particulas cada 10 pasos.

Después de realizar la simulacion, se calculan las funciones intermedias
de dispersion tomando la parte real de la siguiente ecuacion:

Fla.t) = e (323 explia- (it +0) 0]

i=1j=1

— <]1[ (g cos|q - r;(to +t)]> (g} cos|q - ri<t0)]>> (5.8)
+ <]1/ (; sin[q - r;(to + t)]) (é sin[q - ri(tO”) > .



5.2. FUNCIONES DE MEMORIA DE SISTEMAS MONODISPERSOS 51

Los promedio se realizan sobre los distintos tiempos guardados y también
sobre distintas direcciones del vector de onda q, debido a que los sistemas
que estudiamos son isotropos. El nimero de direcciones usadas fue Ny = 100.
Luego, la funcién intermedia de dispersion se lleva al espacio de Laplace me-
diante la definiciéon de la transformada de Laplace A.1. Entonces, mediante
la ecuacion de memoria en el espacio de Laplace (3.48), se despeja la fun-
cion de memoria. En este caso, al no considerar interacciones hidrodindmicas
hacemos H(q) = 1 y obtenemos

S(a)?
F(q,2)

Para volver al espacio del tiempo, se ajusté M(q, z) a una funcién Y(z),
cuya inversa puede obtenerse analiticamente. Se utilizaron los valores cono-
cidos de M (q, z) para ajustar una funciéon de tal forma que se minimice la
cantidad siguiente

M(q,2) = 28(q) + ¢* —

(5.9)

Nz

Xerr = Z [Y(zz) - M(Qa Zz)]Z ) (510)

i=1
donde n, es el nimero de puntos de la funcién M (g, z) que conocemos. A
este método se le conoce como ajuste por minimos cuadrados. La propuesta
para la funcion de ajuste es una combinacion lineal de funciones

mo N
j=0
donde myg es el nimero de funciones, que en este caso son de la forma
A 1
(2) = ——— 5.12
fi2) z4aj+0b’ (5.12)

donde a, b son pardmetros a escoger. La razén de eleccion de estas funciones
es debido a que en el espacio temporal estas funciones son exponenciales de
la forma

fi(t) = e, (5.13)
que resultaron ser un conjunto de funciones que se ajustaban mucho mejor
que otros probados.! Una vez hecho el ajuste, por la relacién entre las ecua-
ciones (5.12) y (5.13) obtenemos directamente la funcién de memoria en el
espacio del tiempo.

IEs importante aclarar que en el espacio de Laplace no pueden ajustarse funciones
con polinomios debido a que estos no convergen a cero cuando s — oo. Esto limita los
conjuntos de funciones que podemos utilizar para el ajuste.
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Para cada valor distinto de ¢ o I' se utilizaron 10 simulaciones distintas,
donde variamos la semilla utilizada para el generador de niimeros aleatorios
incorporado en el algoritmo de Ermak y McCammon. Para el célculo de las
funciones intermedias de dispersion se utiliza gpq, €l valor donde F(q,t =
0) tiene su valor méximo. Después, en el momento de ajustar los datos de
M(q, z), se utilizaron 5 ajustes distintos por cada semilla utilizada, lo cual en
total genera 50 distintas funciones M (q,t) que se promediaron para obtener
una unica funcion.

5.2.2. Resultados para discos duros

En esta seccion presentamos los resultados obtenidos para las simula-
ciones de discos duros realizadas para distintas fracciones de llenado. En la
Figura 5.2 se presentan las funciones intermedias de dispersion para distintas
fracciones de llenado. Mientras mayor es ¢, las funciones F(q,t) decaen de
forma mas lenta y sus valores en t = 0 no varian mucho. Esto debido a que
al ser mayor la fraccion de llenado, las correlaciones también lo son.

En las Figuras 5.3a, 5.3b, 5.3c y 5.3d mostramos la funciones de memoria
para discos duros con parametros de fraccién de llenado ¢ = (0.3,0.4,0.5,0.6)
respectivamente. En las cuatro figuras podemos ver un comportamiento bas-
tante similar en el cual al inicio tienen un decaimiento hasta llegar a un
minimo local seguido por una regién en la cual la funcién es creciente hasta
llegar a un méximo y nuevamente decrece hasta llegar a cero. Los minimos
locales observados se encuentran alrededor de ¢t = 0.027,. En particular para
¢ = 0.6 observamos que el minimo local llega a ser negativo, contribuible a
errores numéricos. También observamos que las barras de error son grandes
para valores pequenos de t y en la parte creciente de la funcién, lo cual sugie-
re que la parte creciente debe ser menos pronunciada o casi inexistente. Sin
embargo, las barras de error son pequenas alrededor del minimo, sugiriendo
que si debe existir la region creciente.

Estas regiones crecientes no son fisicas, pues dentro de la dinamica de
Smoluchowski se establece que las funciones de correlacién son mondtona-
mente decrecientes [33]. El desacuerdo de los resultados con la teoria tiene
dos principales fuentes. La primera son las incertidumbres de las funciones
intermedias de dispersion, las cuales se propagan hasta los ajustes realizados
a la funcién de memoria. La segunda es por la implementacion de la ecuacion
(5.9) que tiene un término lineal en z, del cual se habla con mayor detalle al
final del capitulo.
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t/ 1o

Figura 5.2: Funciones intermedias de dispersién como funciéon del tiempo
para sistemas de discos duros con distintos valores de fracciones de llenado

o.
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En la Figura 5.4 podemos observar la dependencia de las funciones de
memoria con la fraccién de llenado ¢. Como ya se ha comentado, el minimo
local se encuentra cerca del mismo punto para los cuatro valores de ¢, alre-
dedor de ¢t = 0.027. También se muestra la dependencia del valor inicial de
M (@maz,t = 0) respecto a ¢. El ajuste realizado es un polinomio de orden
ctibico, el cual pasa por el origen.?

Si comparamos las Figuras 5.2 y 5.4, observamos que las funciones inter-
medias de dispersién decaen en tiempos del orden de 1071 — 10° 7,, mientras
que las memorias decaen entre 10 y 100 veces mas rapido. Aunque el tiem-
po de decaimiento de F(¢maz,t) muestra una fuerte dependencia en ¢, el de
M (¢maz, t) no lo hace. Por otro lado, S(¢maz) = F(¢maz,t = 0) es de orden 1
para todos los valores de ¢ estudiados, mientras que M (¢mnqz,t = 0) muestra
una fuerte dependencia en ¢, aumentando su amplitud con la concentracion.

5.2.3. Resultados para coloides paramagnéticos

En esta seccién presentamos los resultados obtenidos para las simula-
ciones de particulas paramagnéticas realizadas para distintos valores de la
amplitud de interaccion I'. En la Figura 5.5 observamos las funciones inter-
medias de dispersion para el sistema paramagnético para distintos valores de
la intensidad de interaccion I'. Se aprecia como estas funciones decaen mas
lento conforme aumentamos el valor de I, es decir, conforme son mas inten-
sas las interacciones y correlaciones entre particulas. A diferencia del caso de
discos duros, aqui los valores iniciales si crecen significativamente conforme
aumenta I'.

En las Figuras 5.6a, 5.6b, 5.6¢ y 5.6d mostramos las funciones de memo-
ria para el sistema de coloides paramagnéticos para constantes de interaccion
I' = (3.5,5,7,10). A diferencia del caso de discos duros, aqui las funciones pre-
sentan los minimos locales de manera mas sutil para los casos de I' = (3.5, 5).
Por lo mismo, los minimos no se concentran alrededor de algtin valor de ¢
especifico. Mas aun, si se consideran las barras de error en esa regiéon, no
podemos asegurar que haya un minimo ni una region en la que la funcion sea
creciente. En los casos de I' = (7, 10) si observamos el minimo de forma mar-
cada y concentrados alrededor de t = 0.027 al igual que en el caso de discos

2La memoria de un sistema cuando ¢ — 0 debe ser cero, debido a que en este limite,
no hay interacciones entre particulas y se vuelve un problema de difusion libre. Dentro
de este, la funcion intermedia de dispersién es una exponencial simple, cuya ecuacion de
evolucién estd dada cuando no existe el término integral en la ecuacién de memoria.
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Figura 5.3: Funciones de memoria como funcion del tiempo para cuatro valo-
res distintos de la fraccién de llenado ¢. En la Figura a) la fraccién de llenado
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Figura 5.4: Funciones de memoria como funcién del tiempo para cuatro valo-
res distintos de fracciones de llenado ¢. También se muestra la dependencia
del valor inicial de la memoria como funcién de la fraccion de llenado. A esta
se le ajusté un polinomio ctibico de la forma az¢?® + asd® + a,¢..
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Figura 5.5: Funciones intermedias de dispersion dependientes del tiempo para
un sistema de particulas paramagnéticas confinadas a una superficie bidimen-
sional plana con distintas amplitudes de interaccion I'.
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duros. Luego de este minimo observamos la regién creciente hasta alcanzar
un maximo local y luego volver a decaer hasta cero. Estas fluctuaciones son
atribuibles a errores numéricos

Nuevamente, las graficas de las Figuras 5.6¢ y 5.6d contradicen que las
funciones de correlaciéon no pueden ser crecientes. La causa de estos errores
son las mismas que en el caso de discos duros. En la Figura 5.7 podemos
observar la dependencia de las funciones de memoria con la intensidad de
interaccion I'. Puede apreciarse que la amplitud inicial crece con I'. Aqui
observamos como el minimo local no se encuentra localizado para las funcio-
nes con valor I' = (3.5,5), mientras que para los otros dos valores si se ve
definido el minimo local alrededor del mismo punto. También se muestra la
dependencia del valor inicial de la memoria como funcién del parametro I,
el cual aumenta con I'. Ademas, se muestra un ajuste lineal que no pasa por
el origen.?

Si comparamos las Figuras 5.5 y 5.7, observamos que las funciones inter-
medias de dispersién decaen en tiempos del orden de 107! — 10° 7, mien-
tras que las memorias decaen 10 veces mas rapido. El tiempo de decaimien-
to de F(qmaz,t) muestra una fuerte dependencia en I', mientras que el de
M (¢maz,t) no lo hace. Ademads, las funciones de memoria del caso de dis-
cos duros presentan un decaimiento ligeramente méas rapido al de particulas
paramagnéticas.

5.3. Validez de las funciones de memoria ob-
tenidas

5.3.1. Divergencia de la funcion de memoria en el es-
pacio de Laplace

En la seccién anterior obtuvimos las funciones de memoria de un siste-
ma de discos duros y de un sistema paramagnético. Todas estas funciones
de memoria mostraron un comportamiento similar, variando principalmen-
te la magnitud, pero no la forma. Ain cuando cada una de estas funciones
presentadas en la seccion anterior es el resultado de promediar 50 funciones
distintas, todas ellas tuvieron el mismo comportamiento, lo cual sugiere que
el procedimiento es congruente. Sin embargo, existe un problema al momento

3No se logré ajustar ninguna funcién tal que pasara por el origen.
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Figura 5.6: Funciones de memoria para cuatro valores distintos de la amplitud
de interaccién T'. En la Figura a) la amplitud de interaccién es I' = 3.5, en
b)I'=5enc)'=7yend) I'=10.
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Figura 5.7: Funciones de memoria para cuatro valores distintos de la amplitud
de interacciéon I'. También se muestra la dependencia del valor inicial de la

memoria como funciéon de la amplitud de interaccién, la cual presenta una
tendencia lineal.
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Figura 5.8: Funcién de Memoria en el espacio de Laplace de un sistema de
discos duros para una fracciéon de llenado ¢ = 0.5.

de obtener la funcién de memoria. En la ecuacién 5.9 el término z hace que
diverja la funcién conforme z — 0o, como se muestra en la Figura 5.8.

En el apéndice A se establece que toda funcién en el espacio de Laplace
converge a cero conforme z — 00, cosa que no cumple el término lineal y
la constante ¢2. Para que no se tenga este problema, la funcién intermedia
de dispersion en la ecuacion 5.9 debe de cancelar el término lineal, cosa que
numéricamente es practicamente imposible, y ain de forma analitica nada
nos asegura que se cancelen estos términos.

Para sortear este problema, se utilizaron valores z < 62.5 para el ajuste
de la funcién de memoria, de modo que para valores z > 62.5 se trata de una
extrapolacion que cumple con converger a cero para valores grandes de z. Es
por esto que el método utilizado de transformadas de Laplace para obtener
la funcién de memoria no es totalmente fiable atin cuando se obtuvieron
resultados congruentes. En el articulo de Tanja Schilling [34] se presenta
un método iterativo para obtener las funciones de memoria a partir de las
funciones de correlaciéon, el cual es una alternativa al método usado y da
paso a una forma de comprobar si los resultados obtenidos en este trabajo
son correctos. Sin embargo, dicho célculo queda como una perspectiva de
desarrollo futuro.
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Capitulo 6

Conclusiones y perspectivas

Actualmente, el estudio de la dinamica de coloides se realiza principalmen-
te mediante simulaciones, debido a la falta de un marco teérico que permita
estudiarla de manera satisfactoria. Por esto, el trabajo actual se enfocé en
obtener propiedades de la funcién de memoria, la cual es una herramienta
tedrica, a partir de simulaciones.

Durante el proceso de contraccion de la descripcién para las funciones de
memoria, se observo en el estudio de las memorias escalén, que el proceso de
contraccion de la descripcion conserva las discontinuidades de las memorias
originales. Ademas, se observaron errores numéricos debido a la naturaleza
discontinua de las funciones, las cuales se presentaron como pequenos pulsos y
oscilaciones erraticas. Es por esto y por no resultar funciones monétonamente
decrecientes, que no son funciones viables fisicamente para el modelado de
las memorias.

En el estudio de las funciones exponenciales, se observaron casos con
oscilaciones, que convergen a cero y otras que no convergen. Sin embargo,
en todas las funciones permanecio el decaimiento rapido de la exponencial
original, lo cual parece indicar que la memoria original sigue dominando
la dindmica respecto a las modificaciones debidas a la contraccién de las
memorias de fondo. Sin embargo, en este trabajo vemos que es necesaria mas
informacion para modelar correctamente las memorias desnudas y obtener
resultados congruentes con la dindmica en el marco de Smoluchowski, debido
a que gran cantidad de las memorias efectivas obtenidas no cumplen con ser
monoétonamente decrecientes.

Por otro lado, a partir de las simulaciones de dinamica browniana se cal-
cularon las funciones de memoria, las cuales brindaron informacién sobre el
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tiempo de decaimiento de éstas. Se obtuvo que su dinamica es entre de 10 y
100 veces mas rapida que la dindmica de las funciones intermedias de disper-
sion tanto para el caso de discos duros como el de particulas paramagnéticas.
También se observo en ambos casos que este tiempo de decaimiento no se ve
afectado por el pardmetro de interaccion.

También, se vio que la relaciéon de proporcionalidad entre los factores
de estructura y las amplitudes de la memoria propuesta en el capitulo 4 no
es correcta, pues se observd que mientras la memoria presentaba grandes
cambios en su amplitud inicial como funcién de la fraccion de llenado ¢, el
factor de estructura presentaba pequenos cambios.

Ademas, para el sistema de discos duros, la amplitud inicial de las funcio-
nes de memoria tiene para concentraciones bajas un comportamiento lineal,
mientras que crece mas rapido conforme uno se acerca a concentraciones
altas. En el caso de las particulas paramagnéticas, solo se obtuvo la depen-
dencia lineal, que puede ser debido a que no se obtuvieron suficientes datos
que puedan mostrar una dependencia distinta cuando aumenta la magnitud
de las interacciones.

Debido a que la dinamica de un sistema se modifica de forma significativa
al ocurrir una transicion de fase, es interesante estudiar la posibilidad de que
la amplitud de la funciéon de memoria sirva como un parametro de orden para
identificar cuando ocurra ésta.

Sin embargo, debido al problema de la divergencia presentado por el mé-
todo de la transformada de Laplace para obtener las funciones de memoria,
es necesario confirmar los resultados obtenidos mediante otro método como
el comentado en el capitulo 5, en el cual las funciones de memoria se obtienen
de forma numérica sin la necesidad de recurrir al espacio de Laplace, debido
a que se calculan de forma iterativa en el espacio del tiempo.



Apéndice A
Transformadas de Laplace

Para la soluciéon de la ecuacion de memoria utilizamos la transforma-
da de Laplace para convertir el problema de resolver una ecuacién integro-
diferencial en una ecuaciéon algebraica. Este apéndice presenta las herramien-
tas de la transformada de Laplace utilizadas para transformar la ecuacion de
memoria, asi como el método numérico utilizado para obtener la transforma-
da inversa en la obtencion de la memoria efectiva en el proceso de contraccién
de la descripcion.

A.1. Preliminares

Definicién 1. Sea f(t) una funcion compleja, su transformada de Laplace
estd definida por [22]

fls) = /0 T et (t)dt (A1)

Una condicion necesaria para que la integral sea convergente, es que dado
v € R, la funcién f(t) cumpla

1f(t)] = O(e™) para t — oo, (A.2)

y s cumpla con

Re(s) > 7. (A.3)

La condicién anterior es necesaria para que conforme t — oo el integrando
sea decreciente debido al término e™*' y que Re(s) > v. De este modo, f(s)
es funcién analitica siempre y cuando se cumpla la condicion A.3.
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Un resultado utilizado en el desarrollo de la tesis es la transformada de
una convolucién de funciones. Esta operacion entre funciones esta definida
por [35]

t
(Fx9)®) = [t = 2)g(x)da. (A4)
La transformada de la convolucién estd dada por el siguiente teorema [22].

Teorema 1. Si fi(s) es la transformada de Laplace de fy(t) y fo(s) es la
transformada de Laplace de fo(t), entonces

(Fx9)(s) = fi(s) fals). (A.5)

Debido a que la transformada de Laplace de una funcién es tnica, la
transformada inversa puede obtenerse con la ayuda de formularios, siempre
y cuando en ellos encontremos las expresiones analiticas correspondientes, o
podamos construirlas con ayuda del teorema de convolucién. Sin embargo,
no siempre es posible utilizar este método, por lo cual surge la necesidad de
la evaluacién directa de las transformadas inversas con ayuda de la férmula
integral de Bromwich [22]

Teorema 2 (Teorema de Bromwich). Sea f(t) una funcion cuya derivada
es continua y |f(t)] < Ke', con K y~y constantes reales positivas. Si

fo) = [T et pwa, (A.6)

entonces,
1 c+100 N
f(t) = / e f(s)ds para c>. (A.7)

271 —100

A.2. Transformada de Laplace numérica

Debido a que hay casos en los cuales no puede obtenerse la transformada
inversa mediante tablas de funciones conocidas o es muy complicado obte-
nerla analiticamente mediante la integral de Bromwich, se procede a utilizar
métodos numéricos. En esta tesis utilizamos el método desarrollado por Pe-
ter Den Iseger [23], el cual aprovecha la relacién entre la transformada de
Laplace y de Fourier para poder obtener la funciéon original mediante una
transformada inversa de Fourier.



A.2. TRANSFORMADA DE LAPLACE NUMERICA 67

Definicién 2. Sea f(t) una funcién en los reales, podemos generar una fun-
cion periddica llamada periodizacion de f(t) mediante [36]

f&) =3 f(t+n). (A.8)

ne’

De esta forma, podemos hacer periédica cualquier funcién, expandirla en
serie de Fourier y obtener su transformada de Fourier.

Teorema 3 (Férmula de suma de Poisson). Sea f(t) € L'(R), los coeficientes
de Fourier de f(t) se obtienen mediante

1 _ , . 0 ,
| F@emmtar = fmy = [ e, (A9)
0 —00
donde m es un entero. Ademds, si ¥°°__ |f(n)| < co se cumple
ST ft+n) =Y fim)erm, (A.10)
nez meZ

cuyo caso particular para t =0 es

S fm)=3 fim). (A11)

n=—oo n=—oo

En el caso de nuestro estudio, la funcién f(t) estd definida en el intervalo
[0,00), pero la podemos extender a todos los reales si hacemos que f(t) =0
para t < 0. Con este cambio, podemos relacionar la transformada de Laplace
con la de Fourier del teorema anterior mediante el cambio de variable s =
2mim. De este modo, reescribimos a la ecuacién A.11 como

_fj f@2mik) = i_oj f(k). (A.12)

Utilizando la propiedad de desplazamiento de la transformada de Laplace
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4. Sea f € L'[0,00), entonces para todo v € [0,1) se tiene

fj fla+2mi(k +v)) = i e~ ke 2mikY £ (], (A.13)
k=0

k=—o0
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El procedimiento a seguir es aproximar la suma infinita en la parte iz-
quierda de la ecuacién A.13 por una suma finita y obtener f(k) mediante
una transformada inversa de Fourier.

Definicién 3. Definimos el producto interno (-,-)q, como

v

1 1 . 1
e = zk: ot om(kr )P <a+ 2mi(k + V)> ! <a+ 2mi(k + ”)) |
(A.14)

Definiendo la funcién 1(s) = 1 y el operador 1 segin ¥ f(s) = s~ f(s71),
podemos escribir el término izquierdo de la ecuacién A.13 como

> fla+2milk+1)) = (65, va,.

De esta forma, en vez de aproximar la suma infinita por una finita, aproxi-
mamos este producto interno mediante una cuadratura.

Definicién 4. Sea el producto interno (-,-) dado por

(.90 = [ FOg" (o), (A.15)

donde p es una medida positiva y el rango de integracion es algiun intervalo
del eje real o imaginario. Sea {qx} un conjunto de polinomios ortogonales con
respecto al producto interno. Definimos ahora el siquiente producto interno

()= 3 anf () (), (A.16)

con {ug;k = 1,2,...,n} las raices simples de q, y {ax;k = 1,2,...,n} los
numeros de Christophel dados por

1
> g () >

El producto interno (-,-), es conocido como cuadratura gaussiana y es el
unico que satisface la siguiente igualdad

A =

(A.17)

(P,1), = (P,1), (A.18)

para todo P € Ily,_1, donde I1,, es el espacio generado por los polinomios con
grado menor o igual a n.
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Con la definicién anterior, observamos que para poder aproximar el pro-
ducto interno mediante una cuadratura, es necesario un conjunto de poli-
nomios ortogonales en el espacio de Laplace, los cuales podremos generar a
partir de los polinomios de Legendre.

Teorema 5. Sea un conjunto de polinomios {q";n € Ny}, donde
¢"(s) = P,(s) — (=1)"e®*™ P, (—s), (A.19)

con
" (n+ k) (—s)*

()¢2+Z IR

entonces {q-;n € Ny} es un conjunto completo de polinomios ortogonales en
L*(Q,). Ademds, los polinomios q*. cumplen con la condicién

¢ = )on, (A.21)
donde ¢, es el polinomio de Legendre de grado n definido para t € [0,1]

mediante 5 -
onlt) = LIS Dn (e (1 - ).

Definicién 5. El producto interno (-,-)on estd dado por

(A.20)

(f.9)qe = D i f(1)g (1), (A.22)
k=1
con 1y los ceros del polinomio q. y of los nimeros de Christophel dados por
1
O = ———F. (A.23)

S5 1 () |

De la teoria de polinomios ortogonales, se sabe que todas sus raices son
distintas y se encuentran en el intervalo de integracion[37], por lo cual todas
seran imaginarias. Usando la cuadratura obtenemos

(Wf,vl)e Enj it < :}) (A.24)

Al aproximar (1 f,11)gr con la cuadratura gaussiana en la ecuacién A.13
obtenemos el siguiente resultado

zn: aZPf(a—l— L ) Ze’ak 2miky £ (k). (A.25)
k=0

L,
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Si utilizamos la parte real, obtendremos una ecuacién tipo expansiéon en serie
coseno de Fourier

F,(v)~ i e~ f(k) cos(2mkv), (A.26)

donde

n
A

F)=Y % Re (f <a+ :)) . (A.27)

k=1 |:Ullé‘2 k

Los valores de «f y pj pueden obtenerse del articulo de Peter Den Iseger
[23]. Para obtener f(k) sélo es necesario aplicar la férmula de inversién de
serie de Fourier discreta, lo cual nos da como resultado

f(k) = ﬁ Milcos <2W(j il ;)k> F, <‘j i ;> : (A.28)

con M, es una potencia de 2. También puede usarse la transformada de
Fourier rapida (FFT, por sus siglas en inglés)[38] en la ecuaciéon A.26 para

obtener f(k).
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