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EL PROBLEMA DE REGULACIÓN PORMODOS

DESLIZANTES DISCRETIZADO

Raymundo Márquez Borbón

CINVESTAV del IPN

Unidad Guadalajara

RESUMEN

En este trabajo de tesis se presentan nuevos resultados para la solución del problema de

regulación de la salida en sistemas lineales discretos utilizando técnicas de "modos

deslizantes en tiempo discreto". Se describe el problema y la solución en base a estas

técnicas de control para los sistemas en tiempo discreto. Además, se da una solución basado

en estas técnicas para el caso donde se requiere error cero tanto en instantes de muestreo

como dentro de su intervalo, para esto se utiliza un retenedor especial denominado

"retenedor exponencial". Por último se presentan 2 sistemas: un motor de comente directa

y un péndulo simple, a los cuales se les aplican los resultados obtenidos.
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Capítulo 1

Introducción

Los sistemas de control se encuentran en gran cantidad en todos los sectores de la

industria, tales como líneas de ensamble automático, control de máquinas-herramientas,

tecnología espacial, sistemas de armas, sistemas de transporte, control de inventarios,

sistemas económicos y muchos otros.

Es muy conocido e importante el problema de regulación clásico, que se define como el

problema de seguimiento asintótico a una señal de referencia en presencia de disturbios o

perturbaciones. Este problema ha sido estudiado extensamente para el caso lineal en; [10],

[11] y en [13] se presenta la solución completa del problema, basada en la existencia de

una solución para un conjunto de ecuaciones matriciales lineales. Básicamente la solución

del regulador puede ser vista como encontrar una superficie en estado estable sobre la cual

el error de salida es cero y el cual debe ser atractivo e invariante por retroalimentación.

Por otro lado, existe la técnica de control para sistemas de estructuras variables con

modos deslizantes [16]. Esta técnica permite:

1. Simplificar el procedimiento de diseño de control por descomposición.

2. Obtener robustez del sistema en lazo cerrado con respecto a variaciones paramétricas

y perturbaciones externas.

3. Tomar en cuenta acotación del control.

En trabajos como ([24] ,[25]), se introduce el problema de regulación por modos deslizantes

para sistemas continuos.

En los últimos años se ha incrementado la tendencia a utilizar controladores digitales en

lugar de analógicos, debido principalmente, a la disponibilidad de computadoras digitales
de bajo costo y la ventaja de trabajar con señales digitales en lugar de señales en tiempo
continuo. El esquema básico de un lazo de control digital se presenta en la Figura 1.1.

1



2 CAPÍTULO!. INTRODUCCIÓN

Ref

O Controlador

Computadora

D/A

A/D

Sistemas de

retención

Sistema -> Salida

Sistemas

Controlado

Figura 1.1. Sistema básico de control digital.

Sin embargo, uno de los grandes inconvenientes de este tipo de control es la reconstruc

ción de las señales que actualmente se realiza con retenedores de orden cero, los que son

usados sobretodo debido a su simplicidad de análisis y realización física que presentan. Sin

embargo, con este tipo de retenedores no es posible satisfacer algunos criterios de control;

ya que si se desea el seguimiento de alguna trayectoria o el rechazo a perturbaciones esto

no brinda la posibilidad de lograrlo, puesto que como se ha visto en [4], [22] se necesita

cumplir el principio del modelo interno, y si las señales de referencia y/o perturbaciones
están variando continuamente entonces no será posible el seguimiento exacto utilizando

un retenedor de orden cero. ([21], [22], [23]).

El uso de técnicas de control para sistemas en tiempo continuo facilita en la mayoría de

los casos el diseño de leyes de control que satisfagan criterios de desempeño deseados. Sin

embargo, el proceso de discretizar la misma estructura del controlador para introducirlo

en una computadora digital puede dar lugar a comportamientos inestables en la planta.
El problema del diseño de un controlador robusto ha sido ampliamente considerado en la

literatura ([21], [22], [23], [26]). Pero en ninguno de ellos se utiliza la técnica por modos

deslizantes.

En este trabajo se estudia una técnica de control bien conocida para sistemas dinámi

cos; la teoría de regulación con modos deslizantes, que consiste en diseñar un

algoritmo de control basado en una superficie deslizante tal que asegure dos objetivos: la

estabilidad del sistema en lazo cerrado y el seguimiento asintótico de señales de referencia

y/o rechazo de cierta clase de perturbaciones externas.

También se estudia el problema de diseñar un regulador robusto por modos deslizantes

discretizado que garantice que el error de seguimiento de trayectoria es cero no solamente

en los instantes de muestreo sino también entre éstos. La idea principal de la solución

discutida en ([21], [23], [26]), consiste en explotar la forma del controlador para el caso

continuo cuando el sistema se encuentra en estado estable y mostrar que este controlador
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discretizado, utilizando un retenedor definido como retenedor exponencial, genera ex

actamente la misma señal de entrada continua que el controlador que se tiene para el caso

de tiempo continuo, garantizando por lo tanto seguimiento asintótico de la trayectoria

para todo tiempo.

Las estructuras desarrolladas se aplican a los siguientes sistemas: un motor de corriente

directa y a un péndulo simple.

La organización de la tesis es la siguiente: En el capítulo 2, se presentan los resultados

básicos acerca de la teoría de regulación que se tienen para sistemas continuos invariantes,
además se presentan resultados acerca de los modos deslizantes para sistemas continuos,

también se presentan los resultados acerca de la teoría de regulación con técnicas de modos

deslizantes y por último se hace una extensión al problema de regulación robusto continuo

con técnicas de modos deslizantes, aportación de este trabajo. El capítulo 3 contiene los

resultados principales de este trabajo de tesis. Se presenta la forma en que se realiza la

discretización de los sistemas lineales, así como algunos resultados sobre el uso de modos

deslizantes discretos. También se presentan resultados para la regulación robusta discreta,
así como el análisis sobre la estructura del retenedor exponencial por modos deslizantes

y se presenta un algoritmo para obtener un controlador discretizado robusto para sis

temas lineales continuos y la demostración de que este controlador garantiza seguimiento
aún entre instantes de muestreo. En el capítulo 4 se desarrollan las aplicaciones en simu

lación a los sistemas citados y se discuten brevemente los resultados. Finalmente, algunas
conclusiones y perspectivas se derivan de los resultados de este trabajo de tesis.
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Capítulo 2

Resultados Básicos de la Teoría de

Regulación

En este capítulo se da una reseña acerca del problema de regulación así como su

solución [2] . Además se presentan algunos conceptos sobre modos deslizantes [16] . También

se presentan algunos resultados sobre la teoría de regulación por modo deslizantes ([24],

[25]). Por último, se incluye la primera aportación de este trabajo que es hacer una

extensión de la teoría de regulación por modos deslizantes para el caso robusto continuo.

2.1. El Problema del Regulador Lineal

Un problema muy importante en teoría de control es el de hacer que la salida de un

sistema siga una referencia dada. En el caso de una planta descrita por un conjunto de

ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de la forma

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.1)

y(t) = Cx(t)

donde u(t) G 5Rm denota la entrada de control, y(t) G 3?p denota la salida a ser controlada

y x(t) £ 3?n es el vector que representa el estado de la planta, el problema en cuestión

es encontrar para cualquier salida de referencia yTe¡(i), una ley de control u(t), tal que la

respuesta y(t) de la planta satisfaga:

lim \\y(t)-yTef(t) || = 0 (2.2)
t—KX>

La ley de control debe ser generada por un controlador retroalimentado, el cual es un

dispositivo que recibe cierta información acerca del estado del sistema x(t) y posiblemente
de la señal de referencia yTe¡ (t) ,

con las cuales es posible generar el valor requerido de la

5



6 CAPÍTULO 2. RESULTADOS BÁSICOS DE LA TEORÍA DE REGULACIÓN

ley de control u(t). Una clase de controlador es el modelado por un conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden de la forma:

¿(t) = FZ(t)+GVin!(t) (2.3)

u(t) = H£{t) + MyÍDÍ(t)

en la cual y-mi(t) representa la información que se tiene (por ejemplo una función lineal

de x(t) y yref(t) ), y £(t) indica el estado interno del controlador.

En muchas situaciones prácticas, la respuesta del sistema está influenciada no sola

mente por la entrada u(t) sino también por otras entradas exógenas que en general son

perturbaciones.

Si w(t) G 3?*' denota el vector de perturbaciones, la planta puede ser modelada por mi

conjunto de ecuaciones diferenciales de la forma:

x(t) - Ax(t) + Bu(t) + Dw(t) (2.4)

y(t) = Cx(t) + Ew(t)

En este caso, la tarea del controlador es hacer que la salida del sistema y(t) siga la

señal de referencia aún en presencia de las perturbaciones w(t).

La señal de referencia yref(t) puede también ser expresada en términos de otra señal

externa, es decir

yref(t) = Rz(t) (2.5)

donde se considera que z(t) € 9?fc es generada por un sistema dinámico externo.

Una vez que las familias de señales de referencia y perturbaciones han sido definidas,
el problema de regulación se puede plantear como el de encontrar una ley de control u(t)
para el sistema:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dw(t) (2.6)

e(t) = Cx(t) + Qw(t)

donde

w(t)
D=[D 0], Q = [E -R], w(t) =

z(t)
(2.7)

,y e(t) = y
-

yre¡ denota el error de seguimiento de referencia tal que e(t)
—► 0 cuando

t —* oo.

En este contexto se supone que w(t) G W es generada por el sistema dinámico

w(t) = Sw(t). (2.8)

Esta elección se debe a que un gran número de situaciones prácticas pueden ser de

scritas por este sistema, llamado exosistema.
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Se supone que el exosistema satisface la siguiente hipótesis:

(Hl) El exosistema es neutralmente estable; esto es, los valores propios de S están en

el eje imaginario del plano complejo.

La situación más favorable, desde el punto de vista de retroalimentación, supone que

todos los estados de la planta x(t) y los del exosistema w(t) están disponibles para ser

medidos. En este caso se dice que el controlador está provisto de toda la información, es

decir, la señal de control está dada por:

u(t) = Kx(t) + Lw(t) (2.9)

A continuación se presenta un diagrama a bloques del sistema y el controlador:

w(t) = Sw(t)

w{t)

x(t)

u(l)~ Kx(t)+ Lw(t) x(t) = Ax(t) +Bu(t) + Pw(t) e(t) = Cx(t)+Qw(t)

u{t),

e '»

Figura 2.1. Controlador por retroalimentación del estado.

Una situación más realista es cuando solo el error e(t) puede ser medido. En este caso

se dice que el controlador está provisto con retroalimentación del error y es modelado

como un sistema dinámico lineal, de la forma:

e(t) = F£(t) + Ge(t)

U(t) = Hm

(2.10)

El diagrama a bloques del sistema y el regulador se muestra a continuación:
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w(t) = Sw(t)

w{t)
■

x(t)
Ut) = FE,(t) +Ge(t)

u{t) = l%{t)
x{t) = Ax{t) + Bu{t) + Pw(t) e(t) = Cx(t)+Qw(t)

u(t)

■

e(t)

Figura 2.2. Controlador por retroalimentación del error.

La combinación de la planta (2.6) con cualquiera de los dos controladores, produce un

nuevo sistema llamado sistema a lazo cerrado, con entrada w(t), estado interno (x(t),£(t))

y salida e(t). El propósito del controlador es garantizar que el sistema a lazo cerrado sea

asintóticamente estable y que e(t)
—> 0 cuando t —> oo, para cualquier condición inicial

posible y cualquier entrada exógena. Cuando éste es el caso, el sistema a lazo cerrado

se dice tener la propiedad de regulación de la salida. Note que el requisito en cuestión es

esencialmente que cada entrada w(t) induzca un estado estable bien definido xS3(t) tal

que:

e(t) = Cxss(t) + Qw(t) = 0 (2.11)

para todo t > 0.

Los problemas para lograr los objetivos deseados pueden ser enunciados formalmente

de la siguiente manera:

Regulación por retroalimentación del estado. Dadas [A, B, C, D, Q, S] encontrar
si es posible, dos matrices K, L tales que:

(S)/¿ La matriz (A + BK) es Hurwitz.

(R)y. Para cada condición inicial (x(0),w(0)) la solución (x(t),w(t)) de:

donde

es tal que

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dw(t)

w(t) = Sw(t)

e(t) = Cx(t) + Qw(t)

u(t) = Kx(t) + Lw(t)

lime(í) = 0
t—>oo

(2.12)

Regulación por retroalimentación del error. Dadas [A, B, C, D, Q, S] encontrar
si es posible, tres matrices F,G y H tales que:
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(S)e/ La matriz

A BH

GC F

es Hurwitz.

(R), r Para cada condición inicial (:r(0),£(0),io(0)) la solución (x(t),at),ui(t)) de:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dw(t) (2.13)

¿(í) = Ff(t) + Ge(í)

w(í) = 5u/(í)

donde

es tal que

e(í) = Cx(í) + <Xí) (2.14)

u(t) = H^t)

lime(í) = 0
t->00

2.1.1. Problema de regulación lineal con disposición de toda la

información

En esta sección se mostrará como el problema de regulación con disposición del vector

de estado puede ser resuelto. Todos los lemas y teoremas que se presentan a continuación

provienen de [2]. Se presenta primero un resultado simple pero importante que permite
obtener la solución del problema de regulación.

Lema 2.1. Suponga que para una u(t) = Kx(t) + Lw(t), (5)/., se satisface y (Hl) se

satisface entonces (R)fi también se satisface si y sólo si existe una matriz TI que resuelve

las ecuaciones:

US = (A + BK)U + (D + BL) (2.15)

0 = CU + Q (2.16)

Prueba: [2].

Entonces si se encuentran matrices U y L tales que, para una K que estabiliza la

matriz (A + BK) ,
se satisfacen las ecuaciones anteriores, el problema del regulador lineal

con disposición de toda la información está solucionado.
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Note que para que (5)/¿ se satisfaga, se debe de cumplir que el par (A, B) sea estabi
lizable esto es que los modos no controlables sean estables. Por lo que lo anterior se pone
como hipótesis.

(H2) El par (A, B) es estabilizable.

Teorema 2.1. Suponga que (Hl) y (H2) se satisfacen, entonces existe una solución

al problema de regulación de la salida por medio de retroalimentación del estado si y solo

si existen matrices U y F tales que resuelven las ecuaciones:

US = AU + BY + D (2.17)

0 = CU + Q (2.18)

Prueba: (necesidad) Suponga que existe una solución que resuelve el problema en

tonces por el lema 2.1 las ecuaciones (2.17) y (2.18) se satisfacen con T = KU + L.

(suficiencia) Por (H2) la matriz K tal que (A + BK) es Hurwitz existe, entonces

(S)fi se satisface. Suponiendo que (2.17) y (2.18) se satisfacen entonces la ley de control:

u(t) = K(x(t)
-

Uw(t)) + Tw(t)

resuelve el problema de regulación de la salida. La ley de control tiene la forma deseada

u(t) = Kx(t) + Lw(t) con L = T —KU. Puesto que las hipótesis del lema 2.1 se satisfacen

entonces (/?)/» se satisface si las matrices K y L satisfacen (2.15) y (2.16) para alguna n,

pero la elección de L es tal que (2.15) y (2.16) son iguales a (2.17) y (2.18), y éstas se

satisfacen por hipótesis entonces (R) /¿ se satisface. [2]

2.1.2. Problema del regulador lineal con retroalimentación del

error

Resolver el problema de regulación de la salida por medio de la retroalimentación

del error es de más utilidad desde el punto de vista de control de procesos, puesto que,

en la práctica, sólo se tiene disponible la salida del sistema. En esta sección se dan las

condiciones bajo las cuales se puede resolver este problema. Primero se enuncia el siguiente
lema análogo al lema 2.1.

Lema 2.2. Suponga que (Hl) se satisface y que existe un controlador dado por:

^(t) = Fat) + Ge(t)

u(t) = Hat)

para el cual (S)t¡ se satisface. Entonces (R)ef se satisface si y sólo si existen matrices U

y Y que resuelven las siguientes ecuaciones [2j:

US = AU + BHT + D (2.19)

TS = FT (2.20)

0 = CU + Q (2.21)
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Prueba: Primero tomemos el sistema a lazo cerrado:

x(t) = Ax(t) + BHat) + Dw(t)

^(t) •= Fat) + GCx(t) + GQw(t)

e(t) = Cx(t) + Qw(t)

(2.22)

Haciendo el cambio de variable x = x
— Uw, £ = £

— Yw tenemos que el sistema

toma la forma:

£

A BH

GC F
+

AU + BHT +D-US

G(CU + Q) + (FT
-

TS)
w(t) (2.23)

e(t) = Cx + (CU + Q)w(t)

Pasando la ecuación (2.23) a la forma de la ecuación de Sylvester:

n

T
S =

A BH

GC F

U

T
+

D

GQ
(2.24)

Puesto que (Hl) y (S%/ se satisfacen entonces

o(
A BH

GC F
) n o(S) = 0

por lo tanto las matrices Ily T que satisfacen (2.24) existen y son únicas.

De (2.23) se observa que:

1.-

2.-

A BH

GC F
es Hurwitz por (S)ef .

AU + BHT + D-US

G(CU + Q) + (FT - T5)
por (2.24).

Entonces x(t)
—> 0 y £(i)

—» 0 por lo que x(t) —> Uw(t) y £(í)
—► Tw(t) cuando t —> oo.

Sustituyendo estos valores en la ecuación del error tenemos:

e(t) = Cx(t) + Qw(t) -* (CU + Q)w(t) cuando t -> oo.

Puesto que el exosistema es neutral estable entonces e(t) —y 0 si y sólo si

3.- (CU + Q) = 0.

Esto es (R)ef se satisface si y sólo si la única solución n, T de (2.24) cumple con

(2.21).

Sustituyendo estos resultados en (2.24) obtenemos (2.19) y (2.20). [2]
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Construcción del regulador por retroalimentación del error

A continuación se presenta la construcción del regulador por retroalimentación del

error [28]. Cuando no se tiene toda la información se procede a diseñar un observador

para el sistema descrito por las ecuaciones: ,

(2.25)x(t)

w(t)

e(t)

=

Ax(t) + Bu(t) + Dw(t)

Sw(t)

Cx(t) + Qw(t)

que se pueden escribir de la siguiente manera:

xe(t) = Aexe(t) + Beu(t)

e(t) = Cexe(t)

donde

Ae =

'

A D

0 5
Be =

'

B

0
,
Ce = [ C Q], xe(t) =

'

x(t)
"

(2.26)

(2.27)

Para poder realizar el observador es necesario que el par (Ce,Ae) sea detectable, esto

es, los modos no observables son estables. Esto motiva la siguiente hipótesis:

(H3) El par (Ce, Ae) es detectable.

Tomando (H3) es posible realizar un observador del estado descrito por:

^(t) = (Ae - GCe)at) + Beu(t) + Ge(t) (2.28)

del cual se sabe que si (Ae
— GCe) es Hurwitz entonces £(í)

—

■ xe(t) cuando t
—> oo.

Debido a que el observador sigue a los estados podemos aplicar el resultado obtenido

para el caso de disposición de toda la información, esto es:

1. Se obtiene una matriz K para la cual (A + BK) es Hurwitz.

2.- Se analiza si existen matrices n y T tales que (2.17) y (2.18) se satisfacen.

3.- Si existen se realiza el observador para el estado xe(t), donde (Ae—GCe) es Hurwitz.

4.- Se aplica la ley de control con el estado observado, esto es:

u(t)=[K (T-KU)]at)

entonces el controlador está dado por:

^(t) = (Ae
- GCe + BeH)at) + Ge(t) = F£(í) + Ge(t)

o explícitamente

CiM

Ut)

u(t)

A + BK-GoC D + B(T
-

KU)
- G0Q

-GXC S - GXQ

K (r -

KU) ] £(í) = Hat)

aw G0

Gi

(2.29)

(2.30)

e(t)
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El siguiente teorema expresa la factibilidad de resolver el problema en base a la dis

cusión anterior.

Teorema 2.2. Suponga que (Hl), (H2) y (Hi) se satisfacen. Entonces el problema
de regulación de salida por retroalimentación del error puede resolverse si y sólo si existen

matrices U y T que resuelven las ecuaciones (2.17) y (2.18).

Prueba: (necesidad) Suponga que existe una solución, entonces por el lema 2.2 las

ecuaciones (2.17) y (2.18) se satisfacen con T = HT.

(suficiencia) Si n y T existen entonces puesto que (H3) se satisface se puede construir

el controlador (2.30), se demostrará que este controlador satisface la condición (S)ef.

La matriz
[ A BH

GC F
es:

A BK B(T - KU)
GQC A + BK-G0C P + B(T

-

KU)
- G0Q

GXC -GXC S - GrQ

que con la transformación:

/ 0 0
'

-I / 0

0 0 /

se convierte en:

T
A BH

GC F

A + BK BK B(T
-

KU)
0 A - G0C P - G0Q
0 -G.C S-GiQ

La matriz anterior es diagonal por bloques, entonces puesto que (H2) y (H3) se sat

isfacen, esta es Hurwitz, ya que así se ha construido el regulador. Así la condición (5)e/
es satisfecha.

Para probar la condición (R)ef se utiliza el lema 2.2. Para esto si n, T existen entonces

con:

T =

n

basta verificar que las ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21) se satisfacen con el controlador

propuesto.

Para (2.19) tenemos:

nS = AU + B [ K T-KU]

que se satisface por (2.17).

n
+ P = AU + BF + P
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Para (2.20) tenemos:

n

/

A + BK-G0C P + B(T
-

KU)
- G0Q

-dC S-dQ

n AU + BT + P

S
S =

lo cual se satisface por (2.17) y (2.18). Finalmente (2.21) también se satisface por (2.18). [2]

2.1.3. Regulación robusta de la salida

En esta sección se estudia el grado de sensibilidad a variaciones de los parámetros que

caracterizan a los sistemas cuando se utiliza una ley de control para regulación de la

salida. Considérese el sistema (2.25), y supóngase que los valores de los coeficientes que

caracterizan el sistema pueden ser determinados sólo con cierta tolerancia cerca de un

valor nominal.

Típicamente la incertidumbre de tales valores puede ser a causa de errores de medición,
o por cambios a través del tiempo de esos parámetros.

Al considerar las matrices {A, B, C, D, Q} como elementos del espacio

p
= SR™n x ar*™ x Wxn x sft""" x Wxr, (2.31)

la incertidumbre en los valores de los parámetros de las matrices {A, B, C, D, Q} puede
describirse como los valores en una vecindad p0

— {6 G p | \\9
—

#o|| <r} ,r > 0, donde 6q
es un vector de parámetros nominales del conjunto de matrices {A, B, C,D,Q} ,

es decir,

{Aq,B0,Co,D0,Q0}

Entonces el problema de regulación de la salida se dice bien definido en {Aq, Bq, Cq, Do, Qo}
si el problema de regulación de la salida tiene solución para cada elemento {A, B, C, D, Q}
de Ai-

Para el diseño del controlador robusto se supone que el exosistema no está sujeto a

variaciones paramétricas. Ésta es una suposición razonable, ya que el exosistema es nada

más introducido para modelar la señal de referencia y las entradas de perturbaciones al

sistema; y no un objeto real cuyo parámetros físicos pueden tener perturbaciones, esta

suposición es bastante útil ya que facilita el análisis del regulador robusto.

La idea básica del regulador robusto es tener un regulador fijo que resuelva el problema
de regulación de la salida para cada elemento {A, B, C, D, Q} de p0.
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Regulación robusta. Un controlador dinámico de la forma:

^(t) = Fat) + Ge(t)

u(t) = Hat)

es un controlador robusto en {Aq, Bq, Cq, Dq, Qq} si

1.- Resuelve el problema de regulación de la salida para los parámetros nominales.

2.- Resuelve el problema de regulación de la salida para la vecindad p0 de {Ao, Bq,Cq, Dq
donde la matriz:

A BH'

GC F

es Hurwirtz.

Del teorema 2.1 se tiene que el problema de regulación de la salida tiene solución si

existen matrices n y V, tales que resuelven las ecuaciones (2.17) y (2.18) donde la señal

de control está dada por (2.29).

Obsérvese que n y T son matrices que dependen de los parámetros del sistema, y si

éstos son cambiados entonces el regulador podría ya no resolver el problema de regulación
de la salida, ésto es, las matrices n y T podrían no existir. Para resolver el problema, se

tomará la siguiente hipótesis:

(H4) Las matrices Ily T que resuelven el problema de regulación por retroali

mentación del estado existen para todos lo valores de {A,B,C,D,Q} en la vecindad

dep0.

Construcción del regulador robusto

Ahora se procederá a la construcción del regulador robusto [28]. Considerando el prin

cipio del modelo interno ([3], [4]), si se desea controlar "m'' salidas para lo cual se necesitan

"m'J entradas, se necesita incluir en el controlador "m" modelos del exosistema.

Nótese que la ley de control que resuelve el problema de regulación de la salida es de

la forma:

u(t) = Kx(t) + Lw(t)

que tomando el cambio de variables x(t) = x(t)
—

Uw(t) puede escribirse en la forma:

u(t) = K(x(t)-Uw(t)) + (KU + L)w(t)

u(t) = Kx(t) + Tw(t)

Ahora bien . cuando e(t) — 0 entonces x = 0 y la entrada al sistema es

usa(t) = Tw(t)
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Si hay variación de parámetros, es claro que la solución T de las ecuaciones (2.17) y

(2.18) será diferente y no coincidirá con la anterior.

La idea es entonces introducir un sistema auxiliar que permita de alguna manera

"observen-'' la entrada uaa(t) para cada valor de los parámetros.

Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene el polinomio de la ecuación característica

de S de esta manera:

Sr + Or-iST1 + aT_2Sr-2 + ... + axS + a0I = 0

y definiendo las variables

zx(t) = Tw(t)

¿i(t) = z2(t) = TSw(t)

(2.32)

¿r_.(í) = zr(t) = TSr~1w(t)

zT(t) = TSrw(t) = T(-a0I -axS ar_2

Zr(t) = —OqZi
—

axz2
— • * * —

ar_2Zr- 1
—

Ir-l*^

Sr-2 - ar_1Sr"1)w(í)

se tendrá el siguiente sistema dinámico:

¿x(t)

¿3(0

¿r(t)

L

0

0

0 0 0

-aoIT —ailr —a<iIT

Tw(t) = H0z(t) =[lr 0 0

0

0

Ir
—ar_i/,

0 ] z(t) = zx(t)

zx(t)

z2(t)

*z(t)

zT'(t)

= $z(t) (2.33)

Obsérvese que el sistema dinámico anterior, para condiciones iniciales adecuadas, pro

porciona la salida deseada Tw(t) independientemente del valor de T, ya que depende
ahora

de los coeficientes de la ecuación característica de S, y además cumple con el principio del

modelo interno.

Para construir el controlador dinámico, se toma ahora el sistema nominal y el sistema

construido anteriormente, esto es:

x(t) = A0x(t) + B0u(t) + DQw(t)

w(t) = Sw(t)

z(t) = §z(t)

e(t) = C0x{t) + Q0w{t)

(2.34)
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el cual se puede escribir de la forma:

x(t) = A0(x(t) + Uw(t)) + B0u(t) + D0w(t) - USw(t)

w(t) = Sw(t)

¿(i) = $z(t)

e(t) = C0x(t) + (C0U + Q0)w(t) = C0x(t)

donde x{t) = x(t)
-

Uw(t).

Puesto que Tw(t) = H0z(t), para toda t, y por (2.17) y (2.18) y (H4) tenemos la

siguiente igualdad:

-B0H0z(t) = -BQTw(t) = (A0U + Dq- US)w(t)

entonces el sistema toma la forma:

x(t)

z(t)

Definiendo

A2 =
Aq —BqHq

0 $

Aq —BqHq

0 $

e(t) = [Cq 0]
x(t)

z(t)

B2 =
Bq

0

x(t)

z(t)
+

Bq

0
u(t)

C2=[C0 0 ] x2(t) =
x(t)

z(t)

(2.35)

(2.36)

se tiene

x2(t) = A2x2(t) + B2u(t)

e(t) = C2x2{t)

(2.37)

con la misma forma que (2.26).

Si el par (C2,A2) es detectable es posible diseñar un observador del estado para este

nuevo sistema. Lo anterior motiva la siguiente hipótesis:

(H3b) El par (C2,A2) es detectable.

Por lo tanto tenemos que el controlador toma la forma:

^(t) = (A2-GC2 + B2H)at) + Ge(t) = Fat) + Ge(t)

a(t)

Ut)

u(t)

Aq + BqK-GoCo 0

-GiGo $

Ut)

Ut)

Ut)
+

G0

Gi
e(t)

[K HQ]
Ut)

- nat)

(2.38)
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Teorema 2.3. Suponga que (Hl) se satisface y que (H2) y (H3b) se satisfacen en
la vecindad p0 entonces el problema de regulación robusta tiene solución si y sólo si (H4)
se satisface.

Prueba: (necesidad) Si existe una solución entonces por el Teorema 2.2, las matrices

II y T existen en la vecindad pQ, esto es (H4) se satisface.

(suficiencia) Si n y T existen en la vecindad p0 entonces puesto que (H3b) se satis

face, se puede construir el regulador (2.38). Se demostrará que este regulador satisface la

condición (S)e/ en la vecindad de p0.

Por (H2) existe K tal que A0 + B0K es Hurwitz.

Además la matriz

A0 BqH

GCq F

es Hurwitz, y por continuidad, en alguna vecindad de los valores nominales también lo es.

Lo anterior se puede observar de la siguiente manera:

Aq BqH

GCq f

Aq BqK BqHq

GqCq Aq + BqK — GqCq 0

[ G-Go -G1G0 $

Aq + BqK BqK BqHq

0 Aq - G0Go 0

0 -G1G0 $

que efectivamente es Hurwitz, ya que Aq+BqK es Hurwitz y por (H3b) se puede construir
"

A0 - G0Go 0

"

-G_G0 $
el observador tal que la matriz

(S)ey es satisfecha en pQ.

también sea Hurwitz. Así la condición

Para probar que la condición (R)e/ se satisface en p0 se utiliza el lema 2.2. Para esto

si n, T existen en p0, entonces con:

T
Ti

T2
donde: T_ = [0] , T2 =

r

rs

rSr-2

r5r-l

basta verificar que las ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21) se satisfacen con el controlador

propuesto. Para (2.19) tenemos:

US = AU + B (AT. + H0T2) + P = AU + BY + P

que se satisface por (2.17).
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Para (2.20) tenemos:

T,
'

T2
s =

'

AQ + B0K - G0Co 0

-GiGo $

'Tx
T2

0 0

rs 0 rs

$T2
"■""

rsr —aoF — axrS oP_1r5r-1

lo cual se satisface por (2.32). Finalmente (2.21) también se satisface por (2. 18). [6]

2.2. Modos Deslizantes

Los resultados de esta sección se tomaron principalmente de [16].

2.2.1. Introducción

El control de modos deslizantes es la principal forma de control de estructura variable

(VSC) . Estos algoritmos de control son de gran interés debido a su fácil implementación

y efectiva aplicación en problemas de automatización y control.

Existen dos características básicas al aplicar modos deslizantes: La primera es la posi
bilidad de separar el sistema en componentes independientes de menor dimensión que

el sistema total, la segunda es la baja sensibilidad ante cambios de los parámetros de

la planta y ante perturbaciones. Estas características hacen a los modos deslizantes una

herramienta muy poderosa para controlar sistemas de alto orden, aún bajo condiciones

inciertas.

Un control de estructura variable se define como un conjunto de subsistemas inter-

relacionados entre sí por una apropiada función lógica de conmutación. Como resultado

de la acción de control sobre el sistema se tiene una función discontinua de los estados,

parámetros y perturbaciones.

Consideremos un sistema no lineal

x = f(x,t,u) (2.39)

donde x g 5Rn, u G SRm, y / es una función continua en el tiempo y localmente Lipshitz
en x y en u.
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El diseño del control por modos deslizantes consiste de dos pasos:

1.- Se determina una superficie deslizante

o(x) = 0, oT = (o1,...,om) (2.40)

demanera que el movimiento de los modos deslizantes sobre esta superficie tenga propiedades

deseadas (por ejemplo estabilidad del sistema) .

2.- Se calcula una ley de control

ul(x,t) = \ Utf^
C°n

aif\H i = l,...,m (2.41)n ' '

[ tí ■ (x,t) con Oi(x) < 0

diseñada para proporcionar la estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.39) y (2.40) sobre

los subespacios cr_, . . .

, am.

El efecto de este control discontinuo obliga a que la trayectoria de movimiento del

sistema ocurra sobre la superficie de discontinuidad o = 0, a lo que se le llama mod

os deslizantes. Es en esta condición donde el control actúa por la conmutación de alta

frecuencia impidiendo que el sistema salga de la superficie de deslizamiento o = 0. Es

importante notar que los modos deslizantes ocurren sobre la superficie de discontinuidad,

siempre que la distancia a esta superficie cr y la velocidad de cambio o sean de signos

contrarios oo < 0, o lo que es lo mismo

lim á > 0 y lim á < 0
<T->-0 <*—>+0

En modos deslizantes, el elemento de implementación genera una función discontinua,

por ejemplo un relevador, un conmutador de alta frecuencia, etc., cuando sus entradas de

energía tienden a cero mientras la salida (más precisamente el valor promedio uav) toma

valores finitos. Por lo tanto, los elementos de implementación tienen una alta ganancia

(teóricamente infinitos); esto significa que se suprime la influencia de perturbaciones e

incertidumbres en el comportamiento del sistema. Diferente a los sistemas con control

continuo, el efecto de invariabilidad es alcanzado usando una ley de control finita. Además,

las trayectorias de los modos deslizantes pertenecen a una variedad de dimensión más baja

que la del sistema; el orden de la ecuación de movimiento se reduce también, lo cual se

ejemplifica en el desarrollo de la tesis. Esto permite la simplificación, la descomposición

del procedimiento y el diseño del control.

2.2.2. Método del control equivalente

En esta sección se discute el control de modos deslizantes aplicados a sistemas lineales

multidimensionales de la forma (2.1) donde rango B = m.
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Las componentes del vector de control presentan discontinuidades en algunos planos
de o, (x) = 0, i = 1, . . . ,m, y deberán ser elegidos tal que el desplazamiento sobre la

superficie de discontinuidad

ct = Ex = 0, oT = (o1,...,om), EG-ft" (2.42)

sea descrito por ecuaciones diferenciales con las raíces deseadas de su ecuación caracterís

tica. La derivada de o para el caso lineal es

á = E± = EAx + EBu (2.43)

donde la matriz EB debe ser no singular. Para encontrar el control equivalente se iguala
a cero la ecuación (2.43) y se despeja u, y nos queda

ueq
= - (EB)'1 EAx

sustituyendo (2.44) en (2.1) tenemos

x=[ln-B (EB)'1 E] Ax

(2.44)

(2.45)

La expresión anterior es la ecuación de modos deslizantes para sistemas lineales mul-

tidimensionales; esta ecuación describe el comportamiento del sistema sobre la superficie
de deslizamiento a — 0.

2.2.3. Sistema de ecuaciones en la forma regular

La ecuación (2.45) es de orden (n — m) , ya que m componentes del vector de estado

x son función dependientes de las restantes (n — m) componentes en modos deslizantes.

Para mostrar este hecho y obtener la ecuación de modos delizantes en la forma explícita,
el sistema (2.1) será transformado en la forma regular.

Es posible describir el sistema (2.1) de la siguiente forma

u

donde x = col(x_, x2), x_ G 3?n_m, x2 G 3?m, dim(x2) = m y el rango (B2) = m.

Entonces usando la transformación

Xx Au Au Xx Bx

x2 A2X A22 x2
+

B2

o

B\B2
t-m

xx
= Tx

se obtiene la forma regular del sistema dado como

A' A'
•^11 -^12

A' A'
•^21 -^22

1
x2

+
0

B2
u

(2.46)

(2.47)
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donde

x' = col(x'I,x'2))xi G 3?"-m, x'2 G Sftm

A'n = An -

BxB^A^ , A'12 = (An
- BXB2XA2X ) BxB2l + (Al2

- BXB2XA22) ,

A'22 = AnB^1 + A22, A'21 = A21

La superficie de deslizamiento sobre el nuevo espacio transformado es

o = ET-lx' = E.x'j + E2x'2 (2.48)

donde ET-1 = (E_, E2) , E_ y E2 son matrices de dimensión (m x (n
— m)) y (m x m)

respectivamente. Es importante aclarar que las consideraciones del teorema 2.4 y del lema

2.3, se cumplirán sólo para superficies donde det EB ^ 0; esto se cumple sin ambigüedad

para el nuevo espacio ya que EB = E2B2. Por lo que se tiene que garantizar que det

E2i?2 ^ 0. Además, debido a la invarianza de las transformaciones lineales podemos
considerar los casos donde E2 = Im.

Con el propósito de obtener la ecuación de modos deslizantes se debe resolver la

ecuación

£7 = 0

con respecto a x'2, sustituir el resultado en el sistema (2.47) eliminando las m ecuaciones

finales. Como resultado obtenemos lo siguiente

x-, — -AjjXj + A-,2x2 \¿A\))

x'2 = -E.x; (2.50)

El sistema (2.49) puede ser visto como un sistema a lazo abierto con un vector de

estado x[ de dimensión (n
—

m) y un control x'2 de dimensión ra. Sustituyendo (2.50) en

(2.49) obtenemos

x\ = (A'n-A'l2Ei)x\ (2.51)

Por lo que el problema se reduce al problema clásico de diseñar un control lineal con

retroalimentación de estado cuya dimensión se reduce en m con respecto al sistema origi

nal. Esta es la característica principal al diseñar un control en un sistema en forma regular.

La ecuación (2.51) se le conoce como ecuación de modos deslizantes para sistemas invari

antes en el tiempo. El problema de asignar valores propios a la ecuación característica,

que define el deslizamiento sobre la superficie o — 0, es resuelto con la ayuda del siguiente

lema.

Lema 2.3. Si el par {A, B) en (2.4) es controlable, entonces el par {A'n,A'12} en

(2.49) es controlable también.

Prueba. Suponer que el par es no controlable. Mediante la transformación no singular

xi=Tyu j/íGÍÍ"-
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obtenemos la forma canónica controlable

íl'i = A'nü + A'uy't+B'x'ri

y2
= A22y2

donde yf = (y'iT,y2T) , y el par {A'n,B'} es controlable. El sistema (2.47) puede ser

referido con relación a la transformación anterior, donde obtendremos que el sistema no

es totalmente controlable. Pero por otro lado (2.47) se obtiene de la transformación no

singular (2.46), la cual no viola la controlabilidad de un sistema; por lo tanto el sistema

original debe ser no controlable también, lo cual contradice la condición del lema, entonces

queda demostrado. De este lema surge el siguiente teorema [16]

Teorema 2.4. Si el par {A, B} es controlable, entonces con una apropiada selección

de la matriz E_, los valores propios de la ecuación de modos deslizantes

x\
~ \A\\

~

Av¿E\)x^

pueden ser ubicados arbitrariamente.

La prueba de este teorema es evidente ya que el par {A'n, A'12} es controlable. De todo

lo anterior se concluye que siempre es posible diseñar un control Uneal para asignación
de valores propios en los sistemas controlables. El teorema también nos permite diseñar

un control sobre superficies de discontinuidad para sistemas lineales controlables, de la

siguiente forma:

1. Se determina la matriz de transformación T.

2. Se encuentra la matriz Ei tal que los valores propios Ai,...,An_m de la matriz

(A'n
—

A'l2Ei) den a la ecuación de modos deslizantes el espectro deseado.

3. Elegir la ecuación de discontinuidad como o = (E\,Im) T_1x' = 0.

2.2.4. Estabilidad de modos deslizantes

En forma general, para aplicar control por modos deslizantes en un sistema dinámico,
se procede como se indica a continuación

1. Se elige una superficie de deslizamiento tal que la ecuación de modos deslizantes sea

estable.

2. Se encuentra un control tal que garantice estabilidad en el subespacio o.
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Anteriormente se describió la primera etapa que consiste en el diseño de la superficie
deslizante tal que la ecuación de modos deslizantes tenga las propiedades deseadas. A

continuación se presenta la segunda etapa, que consiste en obtener el diseño del algoritmo
de control que garantice la estabilización de los modos deslizantes o la estabilización del

movimiento en un subespacio (ox,. . . ,om) descrito por la siguiente ecuación:

ó = EAx' + EBu (2.52)

Para la solución de este problema se usará el método de funciones de Lyapunov.

Recordando que

det (EB) = ( E_ Im ) (^ ) = det (B2) ¿ 0

Podemos usar varias transformaciones invariantes de superficies discontinuas, por

ejemplo
o' = Üo (2.53)

u = ííu' (2.54)

ü = J(EB)
-i

\-i

o el vector de control

Método de diagonalización

Si se toma

para (2.53) o

íí = (ES)-1 -J

para (2.54), donde J es una matriz diagonal constante de dimensión (m x m) con elemen

tos ji > 0, entonces la ecuación de movimiento (2.52) en los respectivos subespacios o" y

o pueden ser representados como sigue

o' = Hx + Ju (2.55)

donde H = J (EB)'1 EA y

á = Hx + Ju' (2.56)

con H = EA.

Entonces (2.55) y (2.56) son formalmente idénticos. En este trabajo se verificará para el

caso (2.55). Se analizarán diferentes algoritmos para obtener estabilidad local y estabiüdad

global.
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Algoritmo 1

Se propone J = Im por simplificación. El control puede elegirse como

u = -kxsign o' (2-57)

donde kx es un escalar positivo denominado ganancia del control. La forma cuadrática

definida positiva
••*

iT i
V = -o*o

es usada como la función candidata de Lyapunov. Derivando v con respecto al tiempo
obtenemos

v = o'THx -

kisign o' ■ o' (2.58)
< ||<t'||2 \\Hx\\2 -

kisign o' ■ o'

< lk%||#x||2 -*•_*>%

usando

IKII.<v^lKH2
se obtiene

i>< [llalla -Wm] IKI|a

que es siempre negativa en el dominio

\\Hx\\2 < fcjVrñ (2.59)

Conforme al teorema de estabilidad, si la desigualdad (2.59) se satisface, el origen del
subespacio (ox, . . .

, om) es un punto de equilibrio localmente estable.

Algoritmo 2

Dado J = Im por simplificación. El control puede elegirse como

u = ueq
-

kisign o' (2.60)

donde ueq es el control equivalente calculado de

de donde se tiene

á' — Hx + ueq
= 0

ueq
= -Hx

Entonces el sistema en lazo cerrado (2.55) y (2.60) queda como sigue

á' = —kxsign o'

y es globalmente estable para cualquier kx positivo.
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2.3. El Problema del Regulador porModos Deslizantes

2.3.1. Introducción

En esta parte se propone un regulador discontinuo, utilizando las técnicas de control

con modos deslizantes [16], de forma similar al regulador Uneal. También se presenta la

solución al problema del regulador Uneal discontinuo.

2.3.2. Regulador por retroalimentación del estado

Análogamente al Problema de Regulación por Retroalimentación del Estado, se de

fine el Problema de Regulación con Modos Deslizantes (SMRP) como el problema de

encontrar una superficie deslizante:

a(x,w) = 0, ctgST (2.61)

y un controlador discontinuo de la forma:

, U.+ (x) CT.(x) > 0
1 __ f0 (to\

Ui
= { i.) i ) ( „n i~l,...,m (2.62)1

u{ (x) Oi(x) < 0

donde los mapeos u¡ (x) ,u~(x)y oi (x) son determinados tal que inducen una convergencia

asintótica local del vector de estado a la superficie de conmutación <7.(£) = 0, tales que

las siguientes condiciones se cumplan:

(SS/¿) El punto de equiUbrio x = 0 del sistema en lazo cerrado es asintóticamente

estable.

(SM/») Los modos deslizantes son estable.

(SR/¿) El error de seguimiento de saüda va asintóticamente a cero, es decir

líme(i) = 0
i—»00

Note que la ley de control dada en la forma del algoritmo 2, provee estabiUdad global

al sistema en lazo cerrado.

Tenemos el sistema lineal dado por (2.6) y (2.8).

Consideremos una función de conmutación definida como:

o = Ex, (2.63)

donde x es definida como x = x
- Uw con E y n matrices constantes de dimensiones

apropiadas.
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Para probar que es posible inducir a un régimen de desUzamiento sobre la superficie,
se prueba el siguiente resultado [24] .

Lema 2.4. Definiendo el operador P como P = (In
— B(EB)~XE), entonces la

igualdad

P(AU -US + D) = 0 (2.64)

se cumple si y sólo si existe una solución U y T de la ecuación matricial

AU - US + D = BT. (2.65)

Prueba. El operador P es un operador de proyección a lo largo del rango del espacio
de B sobre el espacio nulo de E [8], es decir,

PB = (In-B(EB)~1E)B = 0y (2.66)

Px = x \/xeM,JV={xeRn\Ex = 0}

así, si la condición (2.65) se cumple, entonces se sigue que F(^4n
— nS +D) — PBE — 0.

Recíprocamente, si la condición (2.64) se satisface, entonces (An — nS + D) debe estar

en la imagen de B, es decir, (AU
— US + D) = BF para alguna matriz TM

Observación 2.1. Nótese que la condición (2.64) de tipo "matching'' [9] junto con

la condición (2.17), garantiza la existencia de una solución al Problema del Regulador de

Retroalimentación del Estado para el sistema (2.6)-(2.8). A continuación probaremos que

(2.64) garantiza también la existencia de una solución al SMRP.

Definición 2.1. Consideramos el sistema con toda la información medible:

x = PAx (2.67)

o = Ex.

entonces la dinámica cero controlada deslizante se define como:

x = PAx |_.í=0 (2.68)

que representa la dinámica del sistema (2.67) restringida a la superficie o = 0.

Observación 2.2. De la caracterización de la dinámica cero de un sistema [2], la

matriz PA del sistema (2.68) tiene m valores propios iguales a cero. También, de la

construcción de la matriz P, es posible probar que los n—

m eigenvalores restantes pueden

asignarse arbitrariamente por medio de E [8] .

Proposición 2.1. Supóngase que las hipótesis Hl y H2 se satisfacen. Sea E una ma

triz seleccionada tal que la dinámica cero controlada deslizante es asintóticamente estable

y suponga que existe una matriz U que resuelve las ecuaciones matriciales lineales:

[In-B(EB)-1E] [AU-US + D] = 0 (2.69)

CU + Q = 0, (2.70)
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entonces el SMRP tiene solución.

Prueba. Escogiendo M = k(EB)_1 ko > 0 y haciendo

ueq
= -(EBy'E [Ax + (AU -US + D) w] (2.71)

la acción de control (2.62) garantiza un movimiento de modos deslizantes sobre la super

ficie cr = 0, descrita por

x = PAx + P(AU -US + D)w, Ex = 0 (2.72)

Ahora, usando la condición (2.69), se sigue que

x = PAx, Ex = 0

que representa la dinámica cero controlada desUzante del sistema con toda la información.

Debido a que la matriz E se escoge tal que el det EB ^ 0, y n
—

m valores propios
de PA estén en C~ entonces cuando o — 0 y los modos deslizantes ocurren, x(t)

—-> 0 y

reescribiendo el error de seguimiento de la trayectoria de la salida como:

e = Gx + (CU + Q)w,

si la condición (2.70) se cumple, el error va asintóticamente a cero también. Por lo tanto,
las condiciones (SS/.), (SM/.) y (SR/¿) se cumplen.

Corolario 2.1. Si la matriz de perturbaciones D en (2.6) satisface la condición de

inclusión, es decir, existe una matriz O de dimensión (m x rn) tal que:

D = BQ (2.73)

entonces la condición (2.69) puede ser trivialmente satisfecha con U — 0.

Prueba. Si D = Bü, entonces P(AU
- US + D) = 0, y ya que An

- nS = B(T
-

íl)

para algún T, se sigue inmediatamente que

P(AU
- US) = 0 (2.74)

está dada trivialmente por n
= 0.

Un caso particular para sistemas lineales en la forma regular

Para mostrar la forma explícita de la dinámica cero controlada, se asume que, posi

blemente después de reordenar el sistema (2.6) se puede escribir de la siguiente forma:

(2.75)

y
= [ Gi G2 ] x

Xi

x2

An Ax2

A2i A22

xx

2-2
+

Bi

B2
u +
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donde la dim(x2) = m y el rango (B2) = m.

Usando la transformación

x2 0

—

BXB2 xx

x2

= Tx

una forma regular del sistema está dada por

A' A'
•^íi *^i2

a21
A'
22

■xy
x2

+
0

. 52.
u +

D'x'

.D* .

w (2.76)

e = Gixí + G2x'2 + Qw

donde

x> = col(xi,x'a),x'l G 3i"-m, 4 e 3?m

A'n = An - BxB2lA2x A'12 = (An
- BXB2XA2X ) fl.flj-1 + (A12

-

Bi^Az.) •

A'.n = Aa.5x53-1 + A22, D'x = Dx - BxB2lD2, C2 = CxBxB2l + C2, A21 = A21

Del sistema (2.76) con x¡
= x'j

— üiit; y x2 = x2
— n2w podemos obtener lo siguiente

Xi

x2

A' A'
-■ni ^12 Xj

¿2
+

0

B2
u +

A' A'
^21 -^22

e = GiXi + G2x2 + (Gini + G2n2 + <2)u;

A'11n1 + Aí2n2-n1s + .D'1

A'21ni + A'22n2
- n2s + d2

w

(2.77)

EUgiendo la superficie desUzante (2.63) como

o = E.-ri + x2
= 0

donde Ex, Ux y H2, son matrices constantes, entonces

¿i = (A'11-A'12Ei)xi + (A'11n1+A'12n2-niS + Di)t(;

e = (Cx-C'2Ex)xx + (CxUx + C'2U2 + Q)w

y, si las condiciones (2.64) y (2.65) se cumplen, es decir

A'nUx + A'12U2-UxS + D[ = 0 (2.78)

CXUX + C2U2 + Q = 0

entonces, la dinámica cero controlada deslizante queda como

xj
= (Au-A'12Ei)xi

Se sabe (lema 2.3) que si el par {A, B} es controlable (estabiUzable) entonces el par

{A'n,A'12} es controlable (estabiUzable) también, por lo tanto existe una matriz Ei tal

que la matriz (A'n
—

A'12Ei) es estable y xx tiende a cero, y en consecuencia, el error de

seguimiento de la saUda tiende a cero.
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2.3.3. Regulador por retroalimentación del error

Análogamente al Problema de Regulación por RetroaUmentación del Error, se de

fine el Problema de Regulación con Modos Deslizantes por Retroalimentación del Error

(ESMRP) como el problema de encontrar una superficie desUzante:

o(0 = 0, o = col(ox(0,-,o-m(0) (2*79)

y un compensador dinámico:

¿*=T?(e,e) (2.80)

con control discontinuo:

donde los mapeos uf(£), u~(£) y cr¿(^) son determinados tal que inducen una convergencia
asintótica local del vector de estado a la superficie de switcheo cr.(£) = 0; tales que las

siguientes condiciones se cumplan:

(SSe/) El punto de equiUbrio (x,£) = (0, 0) del sistema en lazo cerrado es asintótica

mente estable.

(SMe/) Los modos desUzantes son estable.

(SRg/) El error de seguimiento de saüda va asintóticamente a cero, es decir

líme(í) = 0

Note que las condiciones para movimiento deslizante que ocurre sobre cr¿(^) = 0, podría
indicarse en numerosas maneras. Tenemos:

Um ct, < 0 and lim á. > 0
<7¿-»0+ ct.->o-

en la vecindad de ct.(£) = 0,[16].

Tenemos el sistema lineal dado por (2.6) y (2.8).

Consideremos una función de conmutación definida como:

o = Ex' o G 5Rm (2.82)

donde x' es la estimación del vector x :

x = x-Uw (2.83)

con las matrices E y n constantes de dimensiones apropiadas.
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Entonces, el sistema (2.80) puede ser construido con el vector de estado £ =col(x',w')
en la forma del siguiente observador asintótico:

w

A AU-US + D

0 S

'

x'

w'
+

'

B

0
u +

'

Go"
(e

- e') (2.84)

donde e' = Cx' + (CU + Q)w''. y w' es la estimación del vector w.

Las matrices de ganancias del observador Go y Gi son escogidas tal que estabiUcen

las siguientes dinámicas de error del observador

¿2 -GXC

donde (e-., e2) = (x — x', w — w')

A - G0C (AU -US +D)- G0(CU + Q)

S-Gi(CU + Q) ][: (2.85)

El sistema (2.85) es obtenido de (2.84), (2.8) y el sistema (2.6) usando la transforma

ción dada por (2.83), donde:

x = Ax + Bu + (AU -US + D)w (2.86)

Para probar que es posible inducir el movimiento de modos desUzantes deseado sobre

la superficie (2.82), Primero probamos el siguiente resultado.

Lema 2.5. Definimos el operador Px como Px = (In
— B(EB)~lE). Entonces, la

igualdad

Pi(An-nS + .D) = 0 (2.87)

se mantiene si y sólo si existen una solución U y Tx de la ecuación matricial

AU-US + D = BTX. (2.88)

Prueba. El operador Px es un operador de proyección a lo largo del rango del espacio
de B sobre el espacio nulo de E [8] , es decir,

PXB = (/„ - B(EB)~1E)B = 0 y

Pxx = xVí£N,N={xeRn\Ex = Q}

(2.89)

así, si la condición (2.88) se cumple, entonces se sigue que Fi(An
—US+ D) — PBE = 0.

Conversamente, si la condición (2.87) se satisface, entonces (An
— nS + D) debe estar en

la imagen de B, es decir, (An
- nS + D) = BTX para alguna matriz TXM

Observación 2.3. Note que la condición (2.88) de tipo "matching" [9] junto con

la condición (2.18), garantiza la existencia de una solución al Problema del Regulador de

Retroalimentación del Error para el sistema (2.6)-(2.8). A continuación probaremos que

(2.87) garantiza también la existencia de una solución al ESMRP
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Definición 2.2. Consideremos el sistema con toda la información medible:

x = PxAx (2.90)
o = Ex, o G 5im

entonces la dinámica cero controlada deslizante se define como:

x = PxAx |EÍ=0 • (2.91)

que representa la dinámica del sistema (2.90) restringida a la superficie o = 0.

a An-ns + z?

0 5

Proposición 2.2. Supóngase que las hipótesis (Hl) y (H2) se cumplen.

(H5) El par {C,Á} es detectable donde

C=[C CU + Q } A =

La matriz E se puede escoger tal que la dinámica cero controlada deslizante del sis

tema es asintóticamente estable y suponga que existe una matriz U la cual resuelve las

ecuaciones matriciales lineales:

[In-B(EB)-1E] [AU-US + D] = 0

CU + Q = 0,

entonces el ESMRP con (2.80) del tipo (2.84) tiene solución.

Prueba. Escoger

u ~ -k0F sign o0, F
= k^B)'1 k0 > 0,

entonces para

k0 > |F_1ueg| ,

ueq
= -FE[Ax' + (AU-US + D)w' + GoCex]
= -FE[Ax + (AU -US + D)w

-

(A
-

G0C)ex
-

V]

V = [(AU-US + D)-G0(CU + Q)]e2

la acción de control (2.94) garantiza un movimiento modo deslizante sobre la superficie
o — Ex' = Ex - Eex = 0 la cual se describe por el sistema de ecuaciones diferenciales de

orden 2(n + s)
—

m.

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

i = PiAx + Pi(An-nS + D)u;

+5FE[(A
- G0G)ei + [(An -US + D)-G0 (CU + Q)] e2]

w = Sw

«i
A

oo

ei

e2

Ex — Eei = 0

A0 =
A-G0C (An-nS + D)-G0(Gn + Q)
-GiG S-G_(Gn + <2)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)
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Uno puede proporcionar las características dinámicas deseadas en el sistema (2.96)-
(2.99) por asignación independiente de los valores propios de las matrices PA y A0 esco

giendo de forma adecuada las matrices E y G0 y Gi bajo las hipótesis H2 y H5.

Si la dinámica o la velocidad de la dinámica del observador es un orden de magnitud
mayor que la velocidad de la dinámica del vector de estados x, el movimiento desUzante

no estará exactamente sobre la variedad o — Ex = 0 como en sistemas en los cuales se

dispone de toda la información sino en su pequeña vecindad definida por a0
= Ex—Eei =

0, donde ex decae rápidamente a cero en virtud de ecuaciones autónomas (2.98). Así,
usando la condición (2.92) con e_ = 0 y e2 = 0, tenemos:

x - PxAx, Ex = 0 (2.100)

la cual es precisamente la dinámica cero controlada desUzante del sistema con toda la

información. Debido a que la matriz E se escoge tal que det EB ^0,yn —m eigenvalores
de FiA estén en C~ entonces

límx(í)--+0
t-»oo

v '

y reescribiendo el error de seguimiento de salida como:

e = Cx + (CU + Q)w,

si la condición (2.93) se cumple, va asintóticamente a cero también. Por lo tanto, las

condiciones (SSe/), (SMe/) y (SR_/) se cumplen.

Observación 2.4. El control equivalente ueq en (2.95) se obtiene de <r0 = 0, y substi

tuyendo (2.95) en (2.86) resulta (2.96).

Un caso particular para sistemas lineales en la forma regular

Para probar la forma explícita de la dinámica cero controlada desUzante (2.90), uti-

Uzamos la representación del sistema (2.6) en la forma regular:

¿1
"

x2

j /
=

"

An Ax2
'

A2X A22
'

Cx G2 ] x

Xj

"

+
-Bi

B2
u +

Dx

D2

donde x = col(xi,x2), dim(x2) — m y el rank(B2) = rank(B) — m.

Usando la transformación

x'
-i

Jün o

—

BXB2 Xj

x2

Tx

w (2.101)
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una forma regular del sistema está dada por

A' A'
-■ni --M2

A' A'
-^21 -^22

"1
x2

+
0

.

fi2
.

U +
-Di

w (2.102)

e = Gix'j + C'2x'2 — Qw

donde

x' = col(xi,í/2).i/1 G 3?"-m, x'2 G H"1

A'H = A„ - BxB2lA2x A'12 = (Axx
- BXB2XA2X ) BXB2X + (A12

-

BXB2XA22) ,

A'22 = A2xBxBrJ + A22, D[ = Dx - -Bi-B-7 D2, G2 = CXBXB2 + C2, A21 = A2i

Definiendo ahora

¿i = x'x — Uxw, x2
=

x2
— n2u;

con matrices ni y n2 de dimensiones apropiadas. Entonces, el sistema transformado

(2.102) en las nuevas variables xx y x2 resulta:

Xi

x2

A' A'

A1 A1
-^21 -^22

Xi

x2
+

0

B2
u +

A'nUx + A'UU2
- UXS + D[

A'21UX + A'22U2
- U2S + D2

w

e = Cxxx + G2x2 + (Ginx + G2n2 + Q)w (2.103)

Es fácil ver, que la condición (2.92) y (2.93) toma la forma de las siguientes ecuaciones:

A^Ux + A'12n2 - UXS + D\ = 0

G.n. + G^Ia + Q = 0

(2.104)

(2.105)

Ahora, el sistema (2.80) con estado £ =col(xi,x2,u/) bajo las condiciones (2.104) y

(2.105), puede ser construido como:

donde:

A' =

é = A'i + B'u + G(e
- é)

A'n A'u A'nUx + A'12U2
- UXS + D[

A'2X A'22 A'21ni + A22n2-n2s + L>2

0 0 S

,B' =
0 Goi Go2

B2 ,G = Gn Gi2
0 G2i G22

con la matriz G (ganancias del observador). De (2.103) y (2.105) se sigue:

(2.106)

(e
-

e') = (Cxíx + C'2x2)
- (C[x\ + C'2x'2) = Cxex + C'2e2

donde ix
=

xx
—

x\ y e2
=

x2
—

x2. La superficie deslizante (2.82) se define para ser de
la forma:

o = EiXj + x2
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donde Ei es una matriz constante de dimensión mx (n
—

m).

Si las condiciones (2.104) y (2.105) se mantienen, entonces la dinámica cero controlada
desUzante es gobernada por:

ii = (A'n -

A'12Ei) x_ + AiaE.e. + Ai2e2 (2.107)

¿1 Axx
— GqXCx A'12

—

Go2G2 0

¿2 = A21
— GnGí A22

—

Gi2G2 A'21UX+A'22U2
¿3 —G21G1 —G22C2 S

Bl

U2S + D2 e2

£3
_

(2.108)
donde e3 = w

- w'. Ahora, la detectabiUdad del par {C',A'}, C = [ Cx C2 0 ] se

requiere para estabiUzar el sistema del error observado (2.108). Es conocido también

(Lema 2.3), que la controlabilidad del par original {A,B} garantiza controlabiUdad del

par {A'u,Ai2}, por lo tanto existe una matriz Ex tal que la matriz (A'u
—

A'12Ei) en

(2.107) es estable, y xx tiende a cero, y en consecuencia, el error de seguimiento de saUda

tiende a cero también.

2.4. Regulador robusto continuo

En esta parte se hace una extensión del problema de regulación por modos desUzantes

para el caso robusto Uneal. Este resultado constituye la primera aportación de esta tesis.

En el caso de variaciones paramétricas (ver 2.1.3), análogamente al Problema del

Regulador Robusto, se define el Problema del Regulador con Modos Deslizantes Robusto

(RSMRP) como el problema de encontrar una superficie desUzante:

cr = a(O = 0, o = col(oi(Z),...,om(£))

y un compensador dinámico:

con control discontinuo:

i- = í
^

£ = *?(£*. e)

-7.(£) >0

ff((0 <0
i—1, ...,m

(2.109)

(2.110)

(2.111)

donde los mapeos u,+ (0* u7(0 Y ai(0 son determinados tal que inducen una convergencia
asintótica local del vector de estado a la superficie de conmutación ct.(£) = 0 . tal que las

siguientes condiciones se cumplan para todos los valores en la vecindad Po(ver PaS* 14):

(SSr) El punto de equiUbrio (x,£) = (0,0) del sistema en lazo cerrado es asintótica

mente estable.
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(SM--) La modos deslizantes son estable.

(SRr) El error de seguimiento de saUda va asintóticamente a cero, es decir

líme(í) = 0

Note que las condiciones para movimiento deslizante que ocurre sobre 0i(£) — 0, podría
indicarse en numerosas maneras. Tenemos:

Um á. < 0 and Um ó-. > 0
-7.-»0+ (T.-.0-

en la vecindad de c.(£) = 0,[16).

Tenemos el sistema lineal en su forma robusta como en (2.35)

x(t) =

Aq —BqHq

0 $

■

x(t)
■

+

'

B0
'

0

e(t > = G0 0]

'

x(t)

_z(t)

u(t)

x(t) = x(t)
-

Uw(t), Tw(t) = zi(t) = H0z(t)

(2.112)

(2.113)

definiendo

A2-

se tiene

Ao —BqHq

0 $
B2 =

Bo

0
, G2=[G0 0] x2(í) =

x(t)

z(t)

x2(t) = A2x2(t) + B2u(t)

e(t) = C2x2(t)

(2.114)

que presenta la misma forma que (2.26).

Si el par (C2,A2) es detectable es posible diseñar un observador del estado para este

nuevo sistema. Lo anterior motiva a la siguiente Uipótesis:

(H5b) El par (C2,A2) es detectable.

Entonces el sistema (2.110) puede ser construido de la siguiente manera:

Í = A2x2 + B2u + G(e-e'), é = G2£ (2.115)

donde £ — (U^2.T es •*-•-■ estimado de C = (%, z) y Ia matriz G = (Go, Gi)T se escoge tal

que estabiliza la dinámica del error

é = (A2-GC2)e (2.116)

con e = C
-

£ = (ei,e2)
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Consideremos una función de conmutación definida como:

c=[E 0 ]£ = £&, (2.117)

donde b G 3?m y E G Kmxn donde el ran^o E50 = m.

Derivando la superficie deslizante tenemos

<r = E£_ = E[A0a -

B0HqZ2 + B0u + G0(e
-

e)]
= EA0a -

EB0HqZ2 + EBqu + EG0(e - e) = 0

y despejando ueq tenemos

ueq
= -(EBq)-xE [a0£_

-

BqHqÍ2 + G0(e -

e')] (2.118)

ue,
= -(E5o)~1E[Aox-5oíro2-(Ao-G0Go)e1+50iíoe2]

Ahora substituyendo (2.118) en (2.112) tenemos la ecuación de modos desUzantes

(EMD)

x = Aqx- BqHqz - Bq(EBq)-1E [A0x
-

BqHqz -

(A0 -

GqCq) e_ + BoH0e2]

x = [/„
- 5ü(E50)-1E]A0x -

[J„ - Bq(EBo)-1E]BqHqz

-Bo(EBq)~1E [- (A0 -

G0Go) ex + BoH0e2}

x = PxAox-PxBoHoz-Bo(EBo)-lE[-(Ao-GoCo)ex + BoHoe2] (2.119)

donde -B0H0z = -B0Tw = (A0U -US + D0)w.

Para probar que la ecuación de modos deslizantes es invariante sobre perturbaciones,
se prueba el siguiente resultado:

Lema 2.6 Definiendo el operador PT como PT = (In
—

Bo(EBq)~1E). Entonces la

igualdad

Pr(AoU
- nS + D0) = 0 (2.120)

se cumple si y sólo sí existe una solución U y Y de la ecuación matricial

AqU - US + Do = 50r (2.121)

Prueba.El operador Pr es un operador de proyección a lo largo del rango del espacio
de B sobre el espacio nulo de E [8] , es decir,

PTBo - (In
- B0(EBo)-1E)B0 = 0 y

Prx = x V x G H, H = {x G Un | Ex = 0}

así, si la condición (2.121) se cumple, entonces se sigue que Pr(AU-US+D) = PBE = 0.

Conversamente, si la condición (2.120) se satisface, entonces (An - nS + D) debe estar

en la imagen de B, es decir, (An
— nS + D) — BT para alguna matriz TM
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Definición 2.3. Consideremos el siguiente sistema con toda la información medible:

x = PrA0x (2.122)
o = Ex

entonces la dinámica cero controlada deslizante se define como:

x = PtAqx | Ex = O (2.123)

que representa la dinámica del sistema (2.122) restringida a la superficie o = 0.

Observación 2.5. De la caracterización de la dinámica cero de un sistema, la matriz

PrAo del sistema (2.123) tiene m eigenvalores iguales a cero. También, de la construc

ción de la matriz Pr, es posible probar que el resto n —

m eigenvalores pueden colocarse

arbitrariamente por medio de E.

Uno puede proporcionar las características dinámicas deseadas en el sistema (2.119)
por asignación independiente de los eigenvalores de las matrices PrAo y (A2

—

GC2) es

cogiendo de forma adecuada las matrices E y Go y Gi bajo las hipótesis H2 y #5¿. Si la

velocidad de la dinámica del observador es un orden de magnitud mayor que la velocidad

de la dinámica del vector de estados x, el movimiento deslizante no estará exactamente

sobre la variedad o = Ex = 0 como en sistemas en los cuales se dispone de toda la

información sino en su pequeña vecindad definida por oq
— Ex — Eex — 0, donde ex decae

rápidamente a cero en virtud de ecuaciones autónomas (2.116). Así, con ex
= 0 y e2

= 0,

tenemos:

x = PrAQx, Ex = 0 (2.124)

la cual es precisamente la dinámica cero controlada deslizante del sistema con toda la

información. Debido a que la matriz E se escoge tal que det EB 7-- 0, y n
—

m eigenvalores
de PrAo estén en C~ entonces x(t)

—► 0 y e(t)
—> 0. Por lo tanto, las condiciones (SSr),

(SMr) y (SR,.) se cumplen.



Capítulo 3

Regulación por Modos Deslizantes

Robusta Discretizada

En este capítulo se presenta la forma de discretización de los sistemas lineales, además

se presentan algunos conceptos sobre los modos deslizantes discretos. Se incluye además

las demás aportaciones de 1 a tesis. Estas son la regulación robusta Uneal discreta y la

regulación robusta Uneal discretizada utiUzando un retenedor exponencial.

3.1. Discretización de Sistemas Lineales

La discretización de sistemas Uneales está basada en la solución de dichos sistemas,

esto es, suponga que tenemos el sistema lineal

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.1)

y
= Cx(t);

entonces la solución del sistema es

t

x (t) = eMx(0) + í eA^-T)Bu(T)dT (3.2)

donde

e

o

^ AH*

«=c-i{(si-Ar) =Y.^-
i=o

l-

(C
1
= Transformada inversa de Laplace).

39
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Si se considera que se muestrea cada T segundos, de (3.2) obtenemos las siguientes

ecuaciones

kT

x(kT) = eAkTx(0)+íeA^kT-^Bu(r)dT (3.3)

o

kT+T

x(kT + T) = e^T+T>x(0)+ í eA^kT+T-T)Bu(T)dT (3.4)

o

(donde T es el período de muestreo) de donde multiplicando (3.3) por eAT y restando el

resultado a (3.4) tenemos

x{kT + T)
_ eATx{kT) =

f e^T+T-r)Bu{T)dT _ 6at j ^r-^)Bu{r)ár
í o

kT+T

x(kT + T) = eATx(kT)+ J eA^kT+T-^Bu(T)dT (3.5)

Para obtener su discretización supenemos que la entrada al sistema
es constante entre

períodos de muestreo, esto es, u(kT+ t) = u(kT) para 0 < t < T. Por lo tanto, haciendo

el cambio de variable A = kT + T -

r la ecuación (3.5) se puede escribir de la forma

x(kT + T) = eATx(kT) + í j eAXd\ j Bu(kT)

también se puede expresar como

(3.6)

Xk+i
-= Adxk + Bduk (3.7)

yd
= CdXk

donde

uk
- u(kT), xk+x

-= x(kT + T), xk = x(kT)
T

Ad = eAT Bd= [jeAXd\\B, Cd = C

La cual es la representación de estado del sistema (3.1) discretizado [7].



3.2. MODOS DESLIZANTES DISCRETOS 41

3.2. Modos Deslizantes Discretos

La técnica de modos desUzantes es una herramienta muy poderosa para el diseño

de controladores. Hemos visto el diseño de los controladores en modos desUzantes para

sistemas en tiempo continuo. Sin embargo, en muchos problemas prácticos, los compen
sadores se diseñan en tiempo discreto. Debido a eso, de manera semejante al desarroUo

de la teoría del control lineal en 1960 y 1970, el proceso de discretización debe ser tomado

en cuenta para reaüzar el control de los sistemas que actualmente son procesados por
medio de dispositivos digitales. Debido a esto han desarroUado un concepto general para
los modos desUzantes en tiempo discreto para sistemas Uneales.

Para sistemas en tiempo discreto el concepto de modos desUzantes debe ser clarificado,

puesto que el control discontinuo no permite la generación de movimiento en una superficie
arbitraria y resulta en "chattering'' u oscilaciones sobre la superficie debido a que el control

es constante dentro del intervalo de muestreo.

Generalmente en un sistema en tiempo continuo con control continuo, la superficie

que consiste de las trayectorias de estados puede ser alcanzada sólo asintóticamente. En

contraste al sistema en tiempo continuo, en los sistemas en tiempo discreto con control

continuo, el movimiento puede existir con trayectoria del estado en una cierta superficie
con un intervalo finito del tiempo que precede este movimiento. Entonces, este movimiento

puede ser Uamado "modos deslizantes" puesto que el movimiento sobre la superficie en un

intervalo finito del tiempo es la esencia de modos desUzantes en sistemas dinámicos [29] .

Por simplicidad tenemos el siguiente ejemplo con n=m=l

x = ax + u, u — M sign (x) (3.8)

con M > a, f0 —

sup \ax\.

La Figura 3.1 representa la respuesta del sistema así como la superficie desUzante;

podemos observar que los modos desUzantes ocurren en la "superficie" o = x = 0 en un

tiempo finito para una ley de control del tipo (3.8) que se muestra en la Figura 3.2, esto

para el sistema en tiempo continuo:
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Oí . _\_

"I
' " "

I" n r-

1

-J L-

Q5 1

Figura 3.1. SaUda del sistema. Figura 3.2. Ley de control.

La implementación en dispositivos digitales del control (3.8) con un intervalo de

muestreo 6 que se presenta en la Figura 3.4, conduce al sistema a la superficie pero con

oscilaciones debido a que la señal de control es constante dentro del intervalo de muestreo.

oi

i L J . - t

_J... L U

2 3 4 5 6 7

Figura 3.3. Salida del sistema. Figura 3.4. Ley de control.
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Este ejemplo ilustra el problema de "chattering" el cual surge de la implementación

digital del sistema con control discontinuo. Entonces dentro del intervalo de muestreo

donde el valor del control es constante, se observa que la frecuencia de conmutación no

puede exceder la frecuencia de muestreo.

Discretizando el sistema tenemos la ecuación en tiempo discreto

xjt+i
= axfc + buk

donde

a = eaT b = I / .-■ !Ar(A I /•-

(H
El control uk puede ser escogido tal que

Xk+i
= 0

es decir

Xjt+1
= axk + buk — 0

Uk
=

-T^k (3.9)
o

Así en el sistema discreto

a

xk+x
= axk + buk, uk —

—rxk

el valor xk = 0 para k > 1.

Cuando la función b — I / eAXd\ b tiende a cero con 6 —

. 0 el control uk — —fxk

puede exceder el control acotado um¿x o um¡n.

Como resultado el control representado en la Figura 3.6 del tipo (3.9) hace que el

sistema, en este caso también la superficie, vayan a cero en un número finito de pasos,

ya que este tipo de control es no acotado. En la Figura 3.5 se observa como la superficie

x^ = 0 es alcanzada después de un intervalo finito, en este caso solamente un paso, y

después el estado permanece en la superficie.
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Figura 3.5. Salida del sistema. Figura 3.6. Ley de control.

Como vemos la ley de control de la Figura 3.6 es no acotada puesto que no tiene

restricciones y este control puede no ser realizable. Debido a esto se necesita una ley de

control acotada; entonces se utiUza la ley de control en la siguiente forma:

Uk
= { u0

ukeq
______}

||«fc**.|

SI ||Ufce,|
SÍ \\Ukeq\\

< Uq

> Uq (3.10)

donde uq es la cota máxima de u.

Entonces vemos que el control acotado (u0 = 2) de la Figura 3.8 del tipo (3.10) Ueva

el estado xk a cero después de un número finito de pasos (Figura 3.7). Así, la superficie
se alcanza después de un intervalo finito del tiempo y el estado xk permanece sobre la

superficie.
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V

Figura 3.7. Salida del sistema Figura 3.8. Ley de control.

Similarmente a sistemas en tiempo continuo, el movimiento sobre la superficie visto

en la Figura 3.7 puede se referido como "modos deslizantes en tiempo discreto". Note que

el modo desUzante es generado en el sistema en tiempo discreto con un control continuo.

3.3. Regulación Robusta Lineal Discreta

Debido a que es posible discretizar los sistemas üneales exactamente, esto es que

se representa el sistema continuo para el caso discreto exactamente pero para entradas

constantes [28], y a que su discretización también es lineal, la teoría de regulación por

modos deslizantes desarrollada para sistemas en tiempo continuo se puede extender para

sistemas en tiempo discreto.

Se define, análogamente al caso continuo, el Problema del Regulador conModos Deslizantes

Robusto Discreto (DRSMRP) como el problema de encontrar una superfice desUzante

discreta:

^
= -^J = 0, (3.11)

y un compensador dinámico:

£k+i = FU + Gek (3.12)

con control acotado:

Ukeq SÍ \\ukeq\\ < Uq

"OTT^TT SÍ |Ke<.|| > ^0
Uk = { (3.13)
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tal que las siguientes condiciones se cumplan para todos los valores en la vecindad p0 (ver
2.1.3):

(SSrí_) El punto de equilibrio (xk,£k) = (0,0) del sistema en lazo cerrado es asintóti

camente estable.

(SM,.) Los modos desUzantes discretos son estable.

(SR,.,.) El error de seguimiento de salida va asintóticamente a cero, es decir

lím ek = 0
k—oo

Considérese el sistema formado por el el sistema lineal y el exosistema (el cual produce
señales de referencia y/o perturbaciones), cuya señal de salida es la señal de error (2.6)

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dw(t) (3.14)

w (t) = Sw (t)

e(t) = Cx(t) + Qw(t).

Discretizando exactamente el sistema tenemos

xk+x
= Adxk + Bduk + Ddwk (3.15)

Wk+\
= Sdwk

ek = Cdxk + Qdwk

donde

rT

AH = eAT Bd= ¡ eArdrB, Dd= f eArdrD,
Jo Jo

Sd = eST Cd = C, Qd = Q,

u(kT + t) = u (kT) para 0 < t < T

xk+x
= x(kT + T). xk

= x (kT) , wk+x
= w(kT + T),

wk = w (kT) , uk = u (kT) , ek
= e (kT)

entonces bajo las hipótesis análogas a las del caso continuo, esto es:

(Hl,*) El exosistema discreto es antiestable, esto es, los valores propios de S<_ están

sobre el círculo unitario,

(H2<.) El par {A<_, Bd} es estabiUzable,
"

Ad AdUd - UdSd + Dd
(H5d) El par í [ Cd CdUd + Qd ] 0 5d

es detectable, la

versión en tiempo discreto de la Proposición 2.2 puede expresarse como:

Proposición 3.1. Suponiendo que las hipótesis (Hld), (H2d) y(H5d) se cumplen,

donde la matriz Ed se puede escoger tal que la dinámica cero controlada deslizante del
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sistema es asintóticamente estable y asumiendo que existe una matriz Ud la cual resuelve

las ecuaciones matriciales lineales:

[I„
-

Bd(EdBd)-lEd] [AdUd
- UdSd + Dd] = O (3.16)

CdUd + Qd = O, (3.17)

entonces el ESMRP discreto tiene solución.

Prueba: La prueba es idéntica a la descrita en el caso continuo.B

Para el caso robusto, se discretiza el sistema (2.112) que nos queda de la siguiente
forma:

Xk+l

Zk+l

=

A_¡ —BdHo

0 $d

Xfc
+

'

Bd
'

0

ek = [Cd 0]
Xk

Zk

uk (3.18)

donde

xfe+1
= x(kT + T), xk = x(kT), zk+i

= z(kT + T),

zk = z(kT),uk = u(kT),ek = e(kT)

Ad = eAoT Bd = / eAoTdTB0, Cd = C, $d = e*T
Jo

u(kT + t) = u (kT) para 0 < t < T

donde $d toma la misma forma que la matriz $ del caso en tiempo continuo, tomando

los coeficientes del poUnomio característico de S_¡ y definiendo

A2 -

nd
—

'

Ad

0

—BdHo

$d
B¡ =

'

Bd

0 C¡=[Cd 0] x\ =
Xfc

.

Zk
.

se tiene

4+i = A2dx2k + B2duk

ek
=

•

ch■k

Si el par {G_¡, A¿} es detectable es posible diseñar un observador del estado para este

nuevo sistema. Lo anterior motiva a la siguiente nipótesis:

(H5¡.) El par {Cj,A2d} es detectable.

con {Ad, Bd, Cd, Dd, Qd) = [Ad + 6Ad, B°d + SBd, C¡ + 6Cd, Dd + 5Dd, Q°d + 6Qd}

(H4¿) Las matrices n_¡, Td, que resuelven el problema de regulación por retroali

mentación del estado existen para la vecindad pQ.

p0 se define como en el caso continuo para las matrices en discreto.
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Entonces el sistema (3.12) puede ser construido de la siguiente manera:

a+i = A\x\ + B2duk + G(ek -e'k), e'k = CJ£k (3. 19)

donde £k — (£¿, £¿) es el estimado de (¡k = (xk, zk) y la matriz G = (G0, GX)T se escoge

tal que estabiliza la dinámica del error

ek+í
= (Aj

-

GCJ) ek (3.20)

con ek
= Cfc

-

£k = (4,efc)T

Consideremos una función de conmutación discreta definida como:

ok=[Ed 0](k = Edek, (3.21)

donde ok G 5?m y E_* G Jf711™ y se eUge tal que rango EdBd = m.

Tomando la superficie deslizante ok en el siguiente punto de muestreo tenemos

ok+l
= Ed(i+l = Ed[A£k - BdHo£ + Bduk + G0(ek

- e'k)}
- EdA£k - EdBdHo& + EdBduk + EdG0(ek -e'k) = 0

y despejando ukeq entonces

Ukeq
= -(EdBd) Ed

— —(EdBd)~ Ed

Adek-BdHoek + Go(ek-e'.)\ (3.22)

Adxfc - BdH0zk -

(Ad
-

GQCd) el + BdH0e2k]

Ahora substituyendo (3.22) en (3.18) tenemos la ecuación de modos desUzantes discreta

(EMDD)

*ífc+i = Ad¿b - B¿Hozk -

Bd(EdBd)~ E<_ [Adxk
- BdHoZk — (Ad —

GoCd) ex + BdHoe2]
= [/„

- Bd(EdBd)-1Ed}Adxk -

[In
- Bd(EdBd)-lEd}BdHozk

-Bd(EdBd)~lEd [— (Ad
— GoG.) ek + BdHoek]

= PTdAdxk - PrdBdHozk - Bd(EdBd)-1Ed [- (Ad
-

G0Cd) e\ + BdH0e2k] (3.23)

donde -BdH0zk = -B°dTdwk = (A^n^ - ndSd + D°d)w.

Para probar que la ecuación de modos desUzantes es invariante en presencia de per

turbaciones, se prueba el siguiente resultado.

Lema 3.1. Definiendo el operador Prd como Prd = (In
-

Bd(EdBd)~1Ed), entonces

la igualdad

Prd(A°dUd - UdSd + D°d) = Q (3.24)

se cumple si y sólo si existe una solución Ud y Td de la ecuación matricial

A°dUd-UdSd + Dd = B°dTd (3.25)
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Prueba. La prueba es idéntica a la descrita en el caso continuo.B

Definición 3.1. Consideremos el siguiente sistema con toda la información medible:

xM = PrdAdxk (3.26)

CTfc = Edxk

entonces la dinámica cero controlada deslizante se define como:

ik+i = PrdAdxk | Edx = 0 (3.27)

que representa la dinámica del sistema (3.26) restringida a la superficie ok — 0.

Observación 3.1. De la caracterización de la dinámica cero de un sistema, la matriz

PrdAd del sistema (3.27) tiene rn valores propios iguales a cero. También, de la construc
ción de lamatriz Prd, es posible probar que el resto n—

m valores propios pueden colocarse

arbitrariamente por medio de E_*.

Uno puede proporcionar las características dinámicas deseadas en el sistema (3.23)
por asignación independiente de los valores propios de las matrices PrdAd y (Ad

— GC2)
escogiendo de forma adecuada las matrices Ed y Go y Gi bajo las hipótesis H2d y H5d.
Si la velocidad de la dinámica del observador es un orden de magnitud mayor que la

velocidad de la dinámica del vector de estados xk, el movimiento desUzante no estará

exactamente sobre la variedad ok = Edxk = 0 como en sistemas en los cuales se dispone
de toda la información sino en su pequeña vecindad definida por ok

= Edxk —

Edek — 0,
donde e\ decae rápidamente a cero en virtud de ecuaciones autónomas (3.20). Así, con

t\ — 0 y ek
= 0, tenemos:

xk+i
= PrdAdxk, Edxk = 0 (3.28)

la cual es precisamente la dinámica cero controlada desUzante del sistema con toda la

información. Debido a que lamatriz E_¡ se escoge tal que det EdBd ^ 0, y n—m eigenvalores
de PrdAd estén dentro del círculo unitario, entonces xk

—> 0 y ek
—> 0. Por lo tanto, las

condiciones (SSrc¡), (SMr.) y (SR^) se cumplen.

Se observa que el controlador anterior garantiza error cero en el instante de muestreo,

pero no entre eUos; lo anterior es porque la entrada es constante entre los instantes de

muestreo.
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3.4. Regulación Robusta Lineal Discretizada con Retene

dor Exponencial

Anteriormente se ha descrito la regulación con modos desUzantes de sistemas Uneales

tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto, y se han visto los problemas que

se presentan al utilizar la regulación con modos desUzantes discretizada con retenedor

de orden cero. En este capítulo veremos como es posible, para los sistemas Uneales, la

regulación con modos deslizantes robusta que garantiza error cero entre los instantes de

muestreo, utilizando el retenedor exponencial. ([21]).

3.4.1. Construcción del regulador con retenedor exponencial.

Tomando nuevamente el sistema en tiempo continuo

x(t) = Ax(t) + Bu(t) + Dw(t)

w(t) = Sw(t)

e(t) = Cx(t) + Qw(t)

(3.29)

y suponiendo que la solución de regulación robusta por retroalimentación del error existe

en continuo, esto es, existen matrices n, T tales que

nS = AU + BT + D (3.30)

0 = Gn + Q

se satisfacen, entonces considerando el sistema de error obtenido anteriormente en (2.35)

x(t)

z(t)

=

Aq —BqHq

0 $

'

x(t)
■

+

"

B0

0

e(t > = G0 0]

■

x(t)

z(t)

u(t)

x(t) = x(t)
-

Uw(t), Tw(t) = zx(t) = H0z(t)

y suponiendo que (H3&) se satisface, se discretiza (3.31), obteniendo

(3.31)

KT+T

xk+x
= e

Zk+i
= e zk

/•KT+T j-lM+i

A^Xk- eA^KT+T-^BoHoz(T)dT+ eAo(KT+T-^B0u(T)dT
Jkt Jkt

ek
= C0xk

el cual se puede expresar de la siguiente manera

2-fc+l

Zk+l

=

'

Ad -A

0 $d

xk

zk

+

'

Bd
'

0

e C0 0]
X

z

k

k

uk (3.32)
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donde

Ad = eAaT A= [ eA°(T-VBoH0e*9d9, $d - e*2
Jo

rp rp

Bd = í eAo"Bod8, ük= f eA°(T-e)Bou(kT + 0)dO
Jo Jo

De aquí podemos obtener el siguiente observador

ffc+l
f2

=

'

Ad -A
'

0 *3>d
¡a]
.€í.

+
0

Ük +
^Gq'

.Gi .

(ek-ék),ék = Coi\

donde £fc = ((}k, £¿) es el estimado de (k = (xk, zk)T y la matriz G = (Go, Gi)T se escoge

tal que estabiliza la dinámica del error

ek+x
= (A

-

GC) ek

con

i,2\-r
<-* = C*

-

Cfe = (4,4) >¿
Ad -A

0 $d ,G=[G0 0]

(3.33)

Consideremos una función de conmutación definida como:

ok = [ Ed o]a = £<¿L

donde ok G 5?m y Ed G R™"1 donde el rango EdBd = m.

Tomando la superficie deslizante discreta ok en el siguiente punto de muestreo tenemos:

ok+i
= Ed£¡Ui - Zd[Ad£\ - Hl + Bdü + G0(ek

- e'k)]
= EdA£k - EdA£l + EdBdü + EdG0(ek

- e'k) = 0

y despejando ükeq entonces

ükeq = —(EdBd) Ed Adek-Ml + G0(ek-ek) (3.34)

= -(Ed5d)_1Ed [Adxk
- Azk -

(Ad
-

GqCq) e\ + ke2k]

Ahora substituyendo (3.34) en (3.32) tenemos la ecuación de modos desUzantes

discreta (EMDD)

Xk+i
= Adxk - Azk - Bd(EdBd)~1Ed[Adxk - kzk - (Ad -

GqCq) tx + Ae2]
= [/„

- 5d(Ed5d)-1Ed]AdXfc - [In - 5d(Ed5d)-1Ed]Azfc

-Bd(Ed-Bd)-1Ed [- (Ad
-

GqCq) e\ + Ke2k]
= PdAdxk - PdA^fc - Bd(EdBd)-1Ed [- (Ad

-

GQC0) e\ + Ae2k]
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donde -Azk = -BdH0zk = -BdTdwk = (AdUd - UdSd + Dd)wk.

Para probar que la ecuación de modos desUzantes es invariante en presencia de per

turbaciones, se prueba el siguiente resultado

Lema 3.2. Definiendo el operador Pd como Pd = (In —

£<_(Ed.Bd)-1Ed). Entonces la

igualdad

Pd(AdUd
- ndSd + Dd) = 0 (3.35)

se cumple sí y sólo si existe una solución Ud y Td de la ecuación matricial

AdUd - UdSd + Dd = BdTd (3.36)

Prueba. Directamente se verifica que Pd es un operador de proyección a lo largo del

rango del espacio de Bd sobre el espacio nulo de Ed es decir

PdBd = (In
- Bd(EdBd)-lEd)Bd = 0 y

Pdxk = xk V xfc G N, H = {xfe G W1 | Edífc = 0}

así si la condición (3.36) se cumple, entonces se sigue que Pd(AdUd
— UdSd + Dd) =

PdBdTd — 0 también se cumple. Ahora, si la condición (3.35) se satisface, entonces (AdUd—
ndSd + Dd) debe estar en la imagen de Bd, es decir, (AdUd

— ndSd + Dd) = BdTd para

alguna matriz discreta Td.

Definición 3.2. Consideremos el siguiente sistema con toda la información medible:

Xk+i
■= PdAdxk (3.37)

o~k
= Edífc

entonces la dinámica cero controlada deslizante se define como

xfc+1
= PdAdxk | Edífc = 0 (3.38)

que representa la dinámica del sistema (3.37) restringida a la superficie ok = 0.

Observación 3.2. De la caracterización de la dinámica cero de un sistema, la matriz

PdAd del sistema (3.38) tiene m valores propios iguales a cero. También, de la construcción

de la matriz Pd, es posible probar que el resto n
— m valores propios pueden colocarse

arbitrariamente por medio de Ed-

De las ecuaciones anteriores se observa que si úk —

— (EdBd)_1Ed [Ad£k
—

A£¡_ + Go(ek
—

e'k)]
y la matriz [PdAdxk] tiene los valores propios dentro del círculo unitario entonces efc —> 0

cuando k —♦ oo.Por lo tanto, las condiciones (SSr(_), (SMr.) y (SR^) se cumplen.

Para obtener la ley de control anterior se aplica la siguiente entrada al sistema

u(kT + 9) = -(Ed5d)-1Ed

= -(Ed-Bd)- Ed

= —(EdBd) Ed

Ml-Hl + G0(ek-e'k)

A£k - BdH0£(kT + 9) + G0(ek - <{)

Adek-BdH0e*Bek + G0(ek-e'k)
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de aquí se puede observar que cuando el sistema está en estado estable la ley de control

en estado estable queda de la siguiente manera:

usa(kT + 9) = (EdBd)-xEdBdHoe*ezk

y como (Ed5¿)-1Ed5d = Im, entonces tenemos:

uaa(kT + 9) = (EdBd)-lEdBdHQe*ezk = H0e*9zk = Tw

de donde se ve que el error tiende a cero aún entre los instantes de muestreo, puesto que

la entrada en estado estable es justamente la que hace invariante la superficie x — Uw,
donde el error es cero.

Entonces si (H5d) se satisface, se puede realizar el observador para obtener el regulador
discreto de la forma

•ffc+i
f2
Sfc+l

Pd(Ad -

G0Go) 0

-G-Go $d
+

PdGo

Gi
e-k

u(t) = u(kT + 9) = -(EdBd)-1Ed [(Ad
- GoCJZl - BdH0e*eek + G0ek)] = H(9)Zk

de donde se observa que necesitamos un retenedor especial que reproduzca la señal en

estado estable uaa(t) a partir de los estados discretos f¡?k. A este tipo de retenedor lo

Uamaremos "Retenedor Exponencial"

3.4.2. Diseño del retenedor exponencial

Para poder implementar la ley de control necesaria para garantizar error cero en estado

estable tanto en instantes de muestreo como dentro del intervalo, es necesario construir

el retenedor exponencial. En [26] se presenta la forma de construir este retenedor. En

esta sección se expUca como construir el retenedor exponencial, partiendo de conceptos

básicos, como son construir integradores y retenedores de orden cero.

Observamos que la matriz $ tiene la siguiente forma específica

■$ =

0 / 0 ••• 0

0 0 / ••■ 0

0 0 0 ■•• /

—aoI —ail —a2I ■ ■ ■ —ar-il

que se puede separar en "m" subsistemas exactamentes iguales, esto es

0 1 ••• 0

•5 ~ $i =

•í>i 0

0 $2

0

o

0 0 0 *í>r

0 0 ••• 1

-ao —ai
- ■ ■

-ar_i

para i — 1 . . .m
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De aquí, es posible ver que basta reaUzar el diseño para un subsistema y repetirlo por
ilrrí' veces. Se observa que el subsistema se puede realizar con una cadena de integradores,
donde cada integrador se iniciará en cada instante de muestreo con el valor calculado por

el regulador discreto, como lo indica la siguiente figura:

©"

Z,(k) Z^i (k)

ZrO)

go ■00

1/s

-a(r-l *

1/S

-%.y

+ 1/S

^ /

-a
i •*

1/s

% •

Zi(0
—*■

Figura 3.9. Cadena de integradores con condiciones iniciales variables.

Es posible obtener la solución para cada subsistema a partir de la solución de la

ecuación (3.31)

Zi(t) = e*-(í-to)z(f0) i = l...m

Esta debe ser implementada por medio de integradores con condiciones iniciales vari

ables, por lo cual una realización puede ser obtenida como en la siguiente figura

■NirALCOMDI'flON Rl

• vw-

OLSL

•

R¿

-AAA^,

/.•81

V

♦-^VW
Cp Amp

Vo

Figura 3.10. Integrador con condición variable.
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Este circuito es gobernado por

Vo(tx + t) = Vo(tx)e~& + (e-& -

l) Vi(tx)

para pulso = 1 yt*= instante en el que el pulso = 1

v0(t2 + t) = v0(t2)e-™ + -i- / Vi(e)de
■"3^ Jt2

para pulso -= 0 y t2 = instante en el que el pulso = 0

donde Rx = R2 = R. Cuando pulso = 1
,
el amplificador operacional toma la configuración

del filtro inversor pasa bajas y la saUda toma el valor —

Vi(tx) después de 5iíG segundos.
De otra manera, cuando pulso = 0, el ampUficador operacional cambia a la configuración

integrador con condición inicial V0 —
—V.(íi) (ver [26]).
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Capítulo 4

Ejemplos de Aplicación

En este capítulo se presentan las apUcaciones de los resultados obtenidos a un motor

de CD y a un péndulo simple. Se presentan las simulaciones de ambos sistemas, utiUzando

un retenedor de orden cero y el retenedor exponencial.

4.1. Motor de Corriente Continua

Considere un motor de CD controlado por armadura. La dinámica del motor es gober
nada por dos ecuaciones de primer orden acopladas con respecto a la corriente de armadura

y la velocidad del eje:

dwm

dt

=

h- Ti

J%a J

dia

dt
=

X0 R. 1

-Twm
-

jla
+ -u

(4.1)

donde

ia = corriente de armadura

wm — velocidad del eje

R = resistencia de armadura

A0 — Constante retro-FEM

tx
= Torque de carga

u = voltaje

J = inercia del rotor, motor y carga

L — inductancia de armadura

kt = constante de torque

Asignando xi = wm y x2 — ia, obtenemos la representación en espacios de estados

Xi

X2

0

L

___

J

R

L .

Xi

X2

+
0
i U + Tl

w = Sw

57
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donde w = (wx , w2, w¡) S

0 0 0
"

0 0 a

0 —a 0
_

wx=tx - cte, y
=

xi, yref
= w2.

Pasando el sistema al caso robusto tenemos lo siguiente

X

i

=

Ao —BqHq

0 $

X

z
+

'

Bq
■

0

e = [ Cq 0 ]
X

z

U

con

donde

w — Sw

z = <E>z

0 %
L L J

, Bq =
0

I
L

,G0=[1 0]

x = (xi,x2)T z = (zx,z2,z3)T $

0 1 0

0 0 1

—

ao —ai
—

a2

üq
= 0, ax = a ,a2

= 0.

Discretizando el sistema para un período de muestreo T tenemos lo siguiente

xfc+1 Ad -A

zk+x \ [ 0 *l>d

ek = [Cd 0]

xk

.

Zk
+

'

Bd
'

0

Z*;

2;k

uk (4.2)

donde

Ad

Cd

^T-VBoH0e*ed9, Bd= í eA°9B0d9,
Jo

C0, *3>d = e*T xfc
= (x\,x2k)T zk

= (zlk,zl)T

eA»T A = / e

/o

Lo cual se puede ver de la siguiente manera

donde

A =

xk+x
= Ax + Bük

ek — Cx

Ad

0

-A
'

$d
.

,
B =

'

Bd
'

0 C=[Cd 0 ] x =
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Entonces podemos obtener el siguiente observador

£fc+i = Mk + Bük + G (ek -

efc) ek
= C£k

donde £k = (f¿, £|) es el estimado de (fc = (xfc, zk)T y la matriz G
= (Go, Gi)T se escoge

tal que estabiliza la dinámica del error

efc+1 = (Á - GC) ek

con efc = Cfc
-

^ = (el/k)T

Consideremos una función de conmutación definida como:

a,. = [ Ed o ] a

donde ok G 5R1 y Ed G Klx2 donde el det Ed5d ¿ 0.

Tomando la superficie desUzante discreta al siguiente punto de muestreo y despejando

ttfce-j tenemos

ükeq = -(EdBd)-lEd [Adxk
- Azk -

(Ad
-

GqCq) e\ + Ae2k]

y sustituyéndola en (4.2) tenemos la ecuación de modos desUzantes (EMD)

xk+x
= [/„

- Bd(EdBd)-1Ed]Adxfc -

[/„ - Bd(Ed5d)-1Ed]Azfc

-5d(Ed5d)-1Ed [- (Ad
-

G0Go) 4 +H]
= PdAdxk - PdAzk - 5d(EdBd)_1Ed [- (Ad

- GqCq) e\ + Ae2k]

De aquí observamos que si la ecuación de modos desUzantes es invariante a perturba
ciones y escogemos Ed tal que la matriz PdAd tiene los valores propios dentro del círculo

unitario tenemos que ek
—> 0 cuando k —* co.

Tomando ükeq y substituyéndola en el observador este toma esta forma

•fM-i
= F¿k + Gek

donde

F _ f Pd(Ad
-

GqCq) 0
'

td

[ -GiCo *í>d

A continuación usaremos los siguientes parámetros para realizar la aplicación

L = 1 mH X0 = 0,001 V ■ s ■ rad~l

R = Q,bü 0 = 0,01 Nm ■ s ■ rad'1

J = 0,001 Kg -m2 h = 0,008Nm ■ A"1
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de donde obtenemos lo siguiente

An =

G0 =

-0,001 -0,5

[1 0] s =

Bq =

0 0 0

0 0 5

0-5 0

Da =
-1000

0

Discretizando el sistema con un período de muestreo T = 0.3 seg y una frecuencia

de la señal de referencia de a = 5 rad/s, entonces calculando el regulador discreto para
ubicar los polos de lazo cerrado dentro del círculo unitario, obtenemos lo siguiente

Fd =

-0,5399 1,0201 0 0 0 1,8015

0,0645 -0,1218 0 0 0 0,1481

-0,8072 0 0 1 0 ,G = 0,8072

1,3671 0 0 0 1 -1,3671

1,3775 0 1 -1,1414 1,1414 -1,3775

uk = -(EdBd)-1Ed[(Ad-GoGo)^-**3dtfo^ + G0efc)_ (4.3)

donde

Ed

Cd

[ 0,1194 1 ] ,

[1 0]

Ad =

H0=[l

0,9996 2,2284

-0,00027 0,8603
• Bd =

0,3426

0,2785

0 0 ]

Con esto se muestran las siguientes figuras que presentan la señal de referencia y la

salida del sistema (Figura 4.1) debido a la ley de control del tipo (3.13) (Figura 4.2) dando

así las señales de error para el sistema discreto (Figura 4.3) y la señal de error para el

sistema continuo (Figura 4.4)
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M-kVkFUncla

-i r

Jl,..
il »' v ;i i* ',■ !• :' n'i' .. :i i¡

a. i- 1, i- ...

g-1 . i. i. '-.

._» u'.'^'J' J':'v -' .íUSp

'

.í.'tL». !. i i ii' i; .'[ . . . » . ». ll *

Figura 4.1. SaUda vs referencia. Figura 4.2. Ley de control.

dril <fi<rcdanta

Figura 4.3. Error discreto. Figure 4.4. Error continuo.

Se observa cómo la señal de error para el sistema en tiempo continuo es diferente de

cero dentro del intervalo de muestreo mientras que es cero en cada instante de muestreo.
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Para resolver el problema del error diferente de cero entre los instantes de muestreo se

realizará el regulador con retenedor exponencial.

Se construye el regulador por modos desUzantes con retenedor exponencial y nos queda
de la siguiente forma

-0,531 1,0201 0 0 0

0,0634 -0,1218 0 0 0

/■'„ -1,1993 0 1 0,1994 0,0371 ,G

0,9922 0 0 0,0707 0,1994

35,0536 0 0 -4,9874 0,0707

uk
= -(EdBd)~xEd [(Ad

- G0Co)& - BdHQe*Bek + G0ek)]

1,8015

0,1564

1,1993

-0,9922

-35,0536

(4*4)

donde

E¿ = [ 0,1194 1 ] , Ad =
0,9996 2,2284

-0,00027 0,8603
Bd =

0,3426

0,2785 ,Cd=[l 0 ] ,

Hn [10 0] e*e =

1 1/5 * -sin (5 * teta)
—

1/25 *cos(5 *teta) + 1/25
0 cos(5 * 9) 1/5 * sin(5 * 9)
0 —5 * sin(5 * 9) cos(5 * 9)

Los resultados para este controlador son los mostrados en las siguientes figuras donde

vemos la salida del sistema contra la señal de referencia (Figura 4.5) , además tenemos la

señal de error discretizada (Figura 4.6)

1

i)

i

r^
■——

r
*—

j— !

-

,T

]'i,;'íí

Q5

■-fTíll-fi
¡íjji'ill.jll iii

¡i
T

¡ t
í i

T
"

l
¡ ! I

0

J:j. ^M^p^¡\w '[ti ■jl
■05

ll N1'1: ■ 'i' ¡ .¡j.f!l ,

¡jff^1 '-.:-.-.., .n-'-f-f...
ll
ií-íhl*

i N'fJlíPN'üi1 ÍNlílIíl
-1

-11

Ll. ¡ ![■ i .Íj.í'.Í.L e ¡ J -,..».;. t i íí • Jh

1,1111

15

Oarp^aeg)

Figura 4.5. Salida vs referencia. Figura 4.6. Error discretizado.
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y la señal de control u(kT + 9) que se muestra a continuación

Figura 4.7. Ley de control discretizada.

De la Figura 4.5 vemos como la señal de saUda sigue a la señal de referencia así como

en la Figura 4.6 se muestra como el error discretizado tiende a cero demostrando que con

el retenedor exponencial utiUzado se garantiza error cero tanto en el instante de muestreo

como en su intervalo.

Con un par de carga constante mostrado en la siguiente Figura:

Rr&c&QB

ta
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■08

V
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- -

T T 1 "i" "i
*"

1 1 1 1 1

Figura 4.8. Par de carga constante.
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A continuación se muestra la gráfica obtenida (Figura 4.8) al variar aleatoriamente los

valores de algunos de los parámetros del sistema, concluyendo que el regulador propuesto

es robusto a variaciones paramétricas.

Figura 4.9. Variaciones de ± 25 % en R y de ±12% en L.
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4.2. Péndulo Simple

4,2.1. Modelo dinámico

Las ecuaciones no lineales invariantes en el tiempo que determinan el comportamiento
dinámico del péndulo se obtienen por el método Euler-Lagrange.

•> x

Figure 4.10. Esquema del pe'ndulo invertido.

El péndulo considerado como un sistema no conservativo es representado por

d_
dt

dL

dq

dL dR

dq dq
— T (4.5)

donde L es el Lagraniano definido por

L = K-V

K es la energía cinética, V la energía potencial del modelo. Los vectores t y q representan

el par y la posición de la unión del eslabón, R es la función de disipación de Rayleigh y

t es el tiempo.

Siguiendo el mismo procedimiento de [27] las ecuaciones que representan al sistema

son

t = (ml2c2 + Izz) q + mglc sin (q) + p,fq (4.6)

A partir de la ecuación (4.6) se puede obtener la representación en variables de estado

de la forma siguiente

?=-

1

(mt
7T~nr\ (m9lc sin (?) + m/4

-

r) (4.7)
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definiendo las siguiente variables como

Xi=q, x2=q, u = t, y = xx

el sistema no lineal queda representado por

x(t) = f(x) + g(x)u(t)

y(t) = h(x)

donde

f(x) =

y(t) = xj

x2

m]2 + j
[m9k sin (xj) + fifx2]

9(x) =
0

1

m/2 + 7,

u(4.8)

Aproximación lineal y aplicación

Tenemos la linealización del sistema (4.8) en el punto de operación [90o], que nos queda
de la siguiente manera

Xj = x2

—mglcxx
—

p,fX2 + u

x2
mñ + L

(4.9)

Entonces tenemos el sistema en la siguiente forma

x(í) = Ax(t) + Bu(t)

w(t) = Sw(t)

e(t) = Cx(t) + Qx(t)

con

A =

0 1

a*2i a22

B =

"

0

b

G = 1 0] <?=[" 1 (»]

s =
0 a

-a 0

donde

mglc
«21

=

,9 , T
■ fl22

M/

m/2 + /. mlc + Izz
'

mlc + Iz

(4.10)

■r

tc ' xzz

(wi,w2)T u>i
= sin(aí), w2

= cos(aí), y
=

x\, yref
—

wi
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Pasando el sistema al caso robusto tenemos lo siguiente

X

z

=
Ao —BqHq

0 $

X

z
+

'

Bo'
0

e = [ Co 0 ]
X

z

u

w = Sw

z = $z

con

donde

A0 =
0 1

«21 0,22
Bq = C0=[l 0 ]

x = (xi,x2) z = (zx,z2)T ,
$ =

0 1

—

ao —ax
,Oq

= a2,ax = 0.

Discretizando el sistema para un período de muestreo T tenemos lo siguiente

a-fc+i

.

Zk+1

=

'

Ad -A

0 $d

Xk

Zk
+

'

Bd'
0

e Cd 0]
X

z

k

k

uk

donde

-4,

Gd

= e
4_r

A =
í

eMT-9)BaHQe*ed&! Bd=
í

eA0eBod9¡
Jo Jo

C0, $d = e*T Xfc
= (x,,x^)T zk = (zl,z2)T

(4

Lo cual se puede ver de la siguiente manera

donde

Á =

xk+x
= Ax + Bük

ek — Cx

4d -A

0 *í»d
B =

'

Bd

0 ,C=[C¿ 0 ] ,
x =

Xk

zk

Entonces podemos obtener el siguiente observador

ít+i = Mk + Bük + G (ek -

e'fc) e'k = Cik
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donde £fc = (& f|) es el estimado de Cfc = (s/t, z/t)T y la matriz G = (G0, Gi)T se escoge

tal que estabiliza la dinámica del error

ek+i
= (Á- GC) €fc

donde ek = (k-£k = (e¡.e¡.)T

Consideremos una función de conmutación definida como:

crfc = [ Ed 0 ] &

donde ak £ 9?1 y Ed G SR112 donde el det Ed5d ?¿ 0.

Tomando superficie desUzante discreta al siguiente punto de muestreo y despejando

ükeq tenemos

ükeq = -(EdBd^Ed [Adxk
- Az¿ -

(Ad
-

G0C0) e\ + Aef]

y sustituyéndola en (4.11) tenemos la ecuación de modos desUzantes (EMD)

ffc+i - [In
- Bd(EdBd)-1Ed}Adxk -

[In
- 5d(EdJBd)-1Ed]Azfc

-JBd(EdSd)"1Ed [- (Ad
-

G0Go) e\ + Ae2]
= PdAdxk - PdAzk - 5d(Edi5d)-1Ed [- (Ad

-

G0C0) el + Ae2k]

De aquí observamos que si la ecuación de modos deslizantes es invariante sobre per

turbaciones y escogemos Ed tal que la matriz PdAd tiene los valores propios dentro del

círculo unitario tenemos que ek
—t* 0 cuando k —> oo.

Tomando ükeq y substituyéndola en el observador, éste toma la forma

Cfe+i -% + Gek

donde

p _ [ pd(Ad
-

GqCq) 0
td ~

[ -GiCq $d

A continuación usaremos los siguientes parámetros para reaÜzar la apUcación

lc Longuitud del eslabón 0,1551 m

m Masa del eslabón 0,8293 kg

Izz Momento de inercia del eslabón 0,00595 kg ■ m2

lj,f Coeficiente de fircción viscosa 0,00545 kg/s

q Constante gravitacional 9,81m/s2

de donde obtenemos lo siguiente
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A =

O 1

-48,7183 -0,2104
B =

O

38,61004
G= [ 1 O ] S=

O 5

-5 O

Discrerizando los sistema con un período de muestreo T = 0.1 seg y una frecuencia

de la señal de referencia de a = 5 rad/s, entonces calculando el regulador discreto para
ubicar los polos de lazo cerrado dentro del círculo unitario, obtenemos lo siguiente

Fd =

-0,3095 0,0389 0 0 1,6714

1,9813 -0,2491 0 0
,G =

4,9374

0,2963 0 0 1 -0,2963

-0,3125 0 -0,9999 1,7551 0,3125

Ufc == -(EdBd)-xEd [(Ad
- GqCqKI - BdHQek + G0ek)]

donde

(4.12)

Etl = [ 6,4013 1 ] Ad =

Cd = [ 1 0 ] Hq = [ 1 o ]

0,7677 0,0911

-4,4389 0,7485
Bd

0,1840

3,5179

Con esto se muestran las siguientes figuras que presentan la señal de referencia y la

salida del sistema (Figura 4.10) debido a la ley de control del tipo (3.13) (Figura 4.11)
dando así las señales de error para el sistema en tiempo discreto (Figura 4.12) y la señal

de error para el sistema en tiempo continuo (Figura 4.13)
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Figura 4.11. Salida vs Referencia. Figura 4.12. Ley de control.
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Figura 4.13. Error discreto. Figura 4.14. Error continuo.

Se observa cómo la señal de error para el sistema en tiempo continuo es diferente de

cero dentro del intervalo de muestreo mientras que es cero en cada instante de muestreo.

Para resolver el problema del error diferente de cero entre los instantes de muestreo se

realizará el regulador con retenedor exponencial.

Se construye el regulador por modos desUzantes con retenedor exponencial y nos queda
de la siguiente forma

Fd =

-0,3165 0,0389 0 0

2,0260 -0,2491 0 0

0,5767 0 0,8775 0,0958

-5,3653 0 -2,3971 0,8775

,G

1,6714

4,7589

-0,5767

5,3653

uk = -(Edfid)-1Ed [(Ad
- GoCoKl - BdH0e*s£ + G0ek)}

donde

Ef, = [ 6,4013 1 ] Ad =

Cd = [ 1 0 ] Hq = [ 1 o ]

0,7677 0,0911

-4,4389 0,7485
B,t

e*° =

0,1840

3,5179

cos(5 * 9) 1/5 * sin(5 * 9)
—5 * sin(5 * 9) cos(5 * 9)

30

Los resultados para este controlador son los mostrados en las siguientes figuras donde

vemos la saUda del sistema contra la señal de referencia (Figura 4.14) además tenemos

la señal de error discretizada (Figura 4.15)
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Figura 4.15. Salida vs Referencia. Figura 4.16. Error discretizado.

y la señal de control u(kT + 9) que se muestra a continuación

Figura 4.17. Ley de control discretizada.

De la Figura 4.12 vemos como la señal de salida sigue a la señal de referencia así como

en la Figura 4.13 se muestra como el error discretizado tiende a cero demostrando que con
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el retenedor exponencial utilizado se garantiza error cero tanto en el instante de muestreo

como en su intervalo.

A continuación se muestra la gráfica obtenida (Figura 4.16) al variar aleatoriamente los

valores de algunos de los parámetros del sistema, concluyendo que el regulador propuesto
es robusto a variaciones paramétricas.

Figura 4.18. Variaciones de ± 25% en la masa.

Con estos dos ejemplos se puede determinar que el regulador propuesto es adecuado,

ya que garantiza error cero tanto en instantes como en el intervalo de muestreo. Además,

presenta robustez a variaciones en los parámetros.



Capítulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones

Debido a la bibUografía consultada se pudo comprobar que el reaUzar el regulador en

tiempo continuo y luego discretizarlo para regular el sistema, no es un buen camino para

el diseño del regulador discreto, puesto que al cerrar el lazo no se garantiza que el sistema

en lazo cerrado sea estable. Debido a esto es necesario discretizar el sistema y calcular

el regulador discreto para el sistema discretizado, asegurando con esto que el sistema en

lazo cerrado es estable.

También se vio que utilizar retenedores de orden cero para implementar la ley de

control de los sistemas se tiene un error dentro del intervalo de muestreo a menos que

el período de muestreo fuera muy pequeño. Para esto es necesario utiUzar un retenedor

especial que se denomina retenedor exponencial; con este retenedor es posible generar la

entrada necesaria en estado estable para que el error tienda a cero aún entre instantes de

muestreo.

Las técnicas de modos desUzantes utiUzadas ayudaron para obtener el análisis del com

portamiento del sistema de unamanera sencilla, obteniendo además robustez a variaciones

paramétricas así como el considerar el control acotado.

Por otro lado, se observó que el utiüzar una ley de control de conmutación para los

sistemas discretos, se tema "chattering" debido a que en el intervalo de muestreo la ley

de control es constante. Debido a esto se tuvo que utilizar una ley de control del tipo ukeq

que se obtiene de despejar la ley de control de la superficie. Al bacer esto podemos decir

que penalizamos robustez en estabiUdad pero eUminamos "chattering''

También se ha mostrado la comparación entre el funcionamiento de un controlador uti

lizando un retenedor de orden cero y otro controlador con retenedor exponencial, apUcán-
dolos a un motor de CD y a un péndulo simple; los resultados de simulación, para ambos

ejemplos, muestran que al utilizar un retenedor de orden cero se garantiza error cero en

73
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instantes de muestreo; y al utiUzar la estructura de control con retenedor exponencial
asegura seguimiento asintótico tanto en instantes de muestreo como entre estos.

5.2. Trabajo Futuro

De los resultados presentados del trabajo realizado y las conclusiones obtenidas pode
mos presentar las siguientes perspectivas de trabajo:

■ Validar los resultados obtenidos en tiempo real para las apUcaciones vistas.

Con los resultados obtenidos se sugiere una extensión para el estudio de los esquemas
de control robusto por modos desUzantes con retenedor exponencial para sistemas

no Uneales.

■ Investigar una ley de control robusta para estabiUdad que además eUmine el prob
lema de "chattering" debido al tiempo de muestreo.
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