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EL PROBLEMA DE REGULACION POR MODOS
DESLIZANTES DISCRETIZADO

Raymundo Marquez Borbén
CINVESTAV del IPN
Unidad Guadalajara

RESUMEN

En este trabajo de tesis se presentan nuevos resultados para la solucién del problema de
regulaciéon de la salida en sistemas lineales discretos utilizando técnicas de “modos
deslizantes en tiempo discreto”. Se describe el problema y la solucién en base a estas
técnicas de control para los sistemas en tiempo discreto. Ademas, se da una solucion basado
en estas técnicas para el caso donde se requiere error cero tanto en instantes de muestreo
como dentro de su intervalo, para esto se utiliza un retenedor especial denominado
“retenedor exponencial”. Por ultimo se presentan 2 sistemas: un motor de corriente directa
y un péndulo simple, a los cuales se les aplican los resultados obtenidos.
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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas de control se encuentran en gran cantidad en todos los sectores de la
industria, tales como lineas de ensamble autom4tico, control de méquinas-herramientas,
tecnologfa espacial, sistemas de armas, sistemas de transporte, control de inventarios,
sistemas econémicos y muchos otros.

Es muy conocido e importante el problema de regulacién clésico, que se define como el
problema de seguimiento asintético a una sefial de referencia en presencia de disturbios o
perturbaciones. Este problema ha sido estudiado extensamente para el caso lineal en; [10],
[11] y en [13] se presenta la solucién completa del problema, basada en la existencia de
una solucién para un conjunto de ecuaciones matriciales lineales. Basicamente la solucién
del regulador puede ser vista como encontrar una superficie en estado estable sobre la cual
el error de salida es cero y el cual debe ser atractivo e invariante por retroalimentacién.

Por otro lado, existe la técnica de control para sistemas de estructuras variables con
modos deslizantes [16]. Esta técnica permite:

1. Simplificar el procedimiento de diseno de control por descomposicién.

2. Obtener robustez del sistema en lazo cerrado con respecto a variaciones paramétricas
y perturbaciones externas.

3. Tomar en cuenta acotacién del control.

En trabajos como ([24],(25]), se introduce el problema de regulacién por modos deslizantes
para sistemas contnuos.

En los tltimos anos se ha incrementado la tendencia a utilizar controladores digitales en
lugar de analégicos, debido principalmente, a la disponibilidad de computadoras digitales
de bajo costo y la ventaja de trabajar con senales digitales en lugar de senales en tiempo
continuo. El esquema bésico de un lazo de control digital se presenta en la Figura 1.1.

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

' Ref o ;
‘ Controlador D/A - Sistema — Salida
A/ID
Sistemas de ; Sistemas
c°"f”9‘?‘?°'a retencion ' Controlado

Figura 1.1. Sistema bdsico de control digital.

Sin embargo, uno de los grandes inconvenientes de este tipo de control es la reconstruc-
cién de las sefiales que actualmente se realiza con retenedores de orden cero, los que son
usados sobretodo debido a su simplicidad de anélisis y realizacién fisica que presentan. Sin
embargo, con este tipo de retenedores no es posible satisfacer algunos criterios de control;
ya que si se desea el seguimiento de alguna trayectoria o el rechazo a perturbaciones esto
no brinda la posibilidad de lograrlo, puesto que como se ha visto en [4], [22] se necesita
cumplir el principio del modelo interno, y si las sefiales de referencia y/o perturbaciones
estdn variando continuamente entonces no serd posible el seguimiento exacto utilizando
un retenedor de orden cero. ([21], [22], [23]).

El uso de técnicas de control para sistemas en tiempo continuo facilita en la mayorfa de
los casos el disefio de leyes de control que satisfagan criterios de desempefio deseados. Sin
embargo, el proceso de discretizar la misma estructura del controlador para introducirlo
en una computadora digital puede dar lugar a comportamientos inestables en la planta.
El problema del disefio de un controlador robusto ha sido ampliamente considerado en la
literatura ([21], [22], [23], [26]). Pero en ninguno de ellos se utiliza la técnica por modos
deslizantes.

En este trabajo se estudia una técnica de control bien conocida para sistemas dinédmi-
cos; la teoria de regulacién con modos deslizantes, que consiste en disefiar un
algoritmo de control basado en una superficie deslizante tal que asegure dos objetivos: la
estabilidad del sistema en lazo cerrado y el seguimiento asintético de senales de referencia
y/o rechazo de cierta clase de perturbaciones externas.

También se estudia el problema de disefiar un regulador robusto por modos deslizantes
discretizado que garantice que el error de seguimiento de trayectoria es cero no solamente
en los instantes de muestreo sino también entre éstos. La idea principal de la solucién
discutida en ([21], [23], [26]), consiste en explotar la forma del controlador para el caso
continuo cuando el sistema se encuentra en estado estable y mostrar que este controlador



discretizado, utilizando un retenedor definido como retenedor exponencial, genera ex-
actamente la misma senal de entrada continua que el controlador que se tiene para el caso
de tiempo continuo, garantizando por lo tanto seguimiento asintético de la trayectoria
para todo tiempo.

Las estructuras desarrolladas se aplican a los siguientes sistemas: un motor de corriente
directa y a un péndulo simple.

La organizacién de la tesis es la siguiente: En el capftulo 2, se presentan los resultados
bésicos acerca de la teorfa de regulacién que se tienen para sistemas continuos invariantes,
ademds se presentan resultados acerca de los modos deslizantes para sistemas continuos,
también se presentan los resultados acerca de la teorfa de regulacién con técnicas de modos
deslizantes y por 1ltimo se hace una extensién al problema de regulacién robusto continuo
con técnicas de modos deslizantes, aportacién de este trabajo. El capftulo 3 contiene los
resultados principales de este trabajo de tesis. Se presenta la forma en que se realiza la
discretizacién de los sistemas lineales, asf como algunos resultados sobre el uso de modos
deslizantes discretos. También se presentan resultados para la regulacién robusta discreta,
asf como el anélisis sobre la estructura del retenedor exponencial por modos deslizantes
y se presenta un algoritmo para obtener un controlador discretizado robusto para sis-
temas lineales continuos y la demostracién de que este controlador garantiza seguimiento
aun entre instantes de muestreo. En el capitulo 4 se desarrollan las aplicaciones en simu-
lacién a los sistemas citados y se discuten brevemente los resultados. Finalmente, algunas
conclusiones y perspectivas se derivan de los resultados de este trabajo de tesis.
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Capitulo 2

Resultados Basicos de la Teoria de
Regulacion

En este capitulo se da una resefia acerca del problema de regulacién asf como su
solucién [2]. Adem4s se presentan algunos conceptos sobre modos deslizantes [16]. También
se presentan algunos resultados sobre la teorfa de regulacién por modo deslizantes ([24],
[25]). Por ultimo, se incluye la primera aportacién de este trabajo que es hacer una
extensién de la teorfa de regulacién por modos deslizantes para el caso robusto continuo.

2.1. El Problema del Regulador Lineal

Un problema muy importante en teoria de control es el de hacer que la salida de un
sistema siga una referencia dada. En el caso de una planta descrita por un conjunto de
ecuaciones diferenciales lineales de primer orden de la forma

z(t) = Az(t)+ Bu(t) (2.1)
y(t) = Cx(t)
donde u(t) € R™ denota la entrada de control, y(t) € R? denota la salida a ser controlada
y z(t) € R™ es el vector que representa el estado de la planta, el problema en cuestién

es encontrar para cualquier salida de referencia y,.(t), una ley de control u(t), tal que la
respuesta y(t) de la planta satisfaga:

lim [[y(t) — ey (9] = 0 (22)

La ley de control debe ser generada por un controlador retroalimentado, el cual es un
dispositivo que recibe cierta informacién acerca del estado del sistema z(t) y posiblemente
de la senial de referencia y,.s(t), con las cuales es posible generar el valor requerido de la

5



6 CAPITULO 2. RESULTADOS BASICOS DE LA TEORIA DE REGULACION

ley de control u(t). Una clase de controlador es el modelado por un conjunto de ecuaciones
diferenciales de primer orden de la forma:

£(t) = FE(t) + Gne(t) (2.3)
u(t) = HE(t) + Myine(t)

en la cual yine(t) representa la informacién que se tiene (por ejemplo una funcién lineal
de z(t) y yref(t) ), y £(t) indica el estado interno del controlador.

En muchas situaciones préacticas, la respuesta del sistema estd influenciada no sola-
mente por la entrada u(t) sino también por otras entradas exégenas que en general son
perturbaciones.

Si w(t) € R’ denota el vector de perturbaciones, la planta puede ser modelada por un
conjunto de ecuaciones diferenciales de la forma:

i(t) = Az(t)+ Bu(t) + Dw(t) (2.4)
y(t) = Cz(t) + Eo(t)

En este caso, la tarea del controlador es hacer que la salida del sistema y(t) siga la
sefial de referencia aun en presencia de las perturbaciones w(t).

La sefial de referencia y,.s(t) puede también ser expresada en términos de otra sefial
externa, es decir

Yres(t) = Rz(t) (2.5)
donde se considera que z(t) € R* es generada por un sistema dindmico externo.
Una vez que las familias de sefiales de referencia y perturbaciones han sido definidas,
el problema de regulacién se puede plantear como el de encontrar una ley de control u(t)
para el sistema:
z(t) Az(t) + Bu(t) + Dw(t) (2.6)
e(t) = Cz(t)+ Qu(t)

donde

D=[D 0, Q=[E -R], w(t)= [f((:))J 2.7)

y e(t) =y — yres denota el error de seguimiento de referencia tal que e(t) — 0 cuando
t — oo.

En este contexto se supone que w(t) € R" es generada por el sistema dindmico
w(t) = Sw(t). (2.8)

Esta eleccién se debe a que un gran nimero de situaciones précticas pueden ser de-
scritas por este sistema, llamado ezosistema.
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Se supone que el exosistema satisface la siguiente hipétesis:
(H1) El exosistema es neutralmente estable; esto es, los valores propios de S estdn en
el eje imaginario del plano complejo.

La situacién més favorable, desde el punto de vista de retroalimentacién, supone que
todos los estados de la planta z(t) y los del exosistema w(t) estdn disponibles para ser
medidos. En este caso se dice que el controlador estd provisto de toda la informacién, es
decir, la senal de control estd dada por:

u(t) = Kz(t) + Lw(t) (2.9)

A continuacién se presenta un diagrama a bloques del sistema y el controlador:

W(t) = Sw(t)

w(t)

x(1)
u(t) = Kx(1)+ Lw(r) X(t) = Ax(t) + Bu(t) + Pw(t) e(t) = Cx(1)+ Ow(r)
u(?)

e(t)

Figura 2.1. Controlador por retroalimentacién del estado.

Una situacién més realista es cuando solo el error e(t) puede ser medido. En este caso
se dice que el controlador estd provisto con retroalimentacién del error y es modelado
como un sistema dindmico lineal, de la forma:

£(t) = FE(t) + Ge(t) (2.10)
u(t) = HE(t)

El diagrama a bloques del sistema y el regulador se muestra a continuacién:
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w(t) = Sw(t)

w(t)

—— x(t)
S()=FL(O)+Ge(r) (1) = AX(0) + Bu(t)+ Pw({) e(t) = Cx(1)+ Ow(r)
u(t)= HE (1) u(®)

0

Figura 2.2. Controlador por retroalimentacién del error.

La combinacién de la planta (2.6) con cualquiera de los dos controladores, produce un
nuevo sistema llamado sistema a lazo cerrado, con entrada w(t), estado interno (z(t),£(t))
y salida e(t). El propésito del controlador es garantizar que el sistema a lazo cerrado sea
asintéticamente estable y que e(t) — 0 cuando ¢t — oo, para cualquier condicién inicial
posible y cualquier entrada exdégena. Cuando éste es el caso, el sistema a lazo cerrado
se dice tener la propiedad de regulacion de la salida. Note que el requisito en cuestién es
esencialmente que cada entrada w(t) induzca un estado estable bien definido z(t) tal

que:
e(t) = Czas(t) + Qu(t) = 0 (2.11)

para todo t > 0.

Los problemas para lograr los objetivos deseados pueden ser enunciados formalmente
de la siguiente manera:

Regulacién por retroalimentacién del estado. Dadas [A, B, C, D, @, S] encontrar
si es posible, dos matrices K, L tales que:

(S);; La matriz (A + BK) es Hurwitz.

(R),; Para cada condicién inicial (z(0),w(0)) la solucién (z(t),w(t)) de:

t(t) = Az(t) + Bu(t) + Dw(t) (2.12)
w(t) = Sw(t)
e(t) = Cz(t) + Qu(t)
donde
u(t) = Kz(t) + Lw(t)
es tal que
tllrcr)loe(t) =)

Regulacién por retroalimentacién del error. Dadas [A, B,C, D, Q, S] encontrar
si es posible, tres matrices F,G y H tales que:
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(S),; La matriz

GC F

es Hurwitz.

(R),, Para cada condicién inicial (z(0),£(0), w(0)) la solucién (z(t),£(t),w(t)) de:
z(t) = Az(t)+ Bu(t) + Dw(t) (2.13)
E(t) = FE(t)+ Ge(t)
w(t) = Sw(t)
donde
e(t) = Cz(t) + Qu(t) (2.14)
u(t) = H¢(t)
es tal que
Hogelt) =0

2.1.1. Problema de regulacién lineal con disposicién de toda la
informacién

En esta seccién se mostrard como el problema de regulacién con disposicién del vector
de estado puede ser resuelto. Todos los lemas y teoremas que se presentan a continuacién
provienen de [2]. Se presenta primero un resultado simple pero importante que permite
obtener la solucién del problema de regulacién.

Lema 2.1. Suponga que para una u(t) = Kz(t)+ Lw(t), (S) s, se satisface y (H1) se
satisface entonces (R)s; también se satisface si y sdlo si existe una matriz II que resuelve
las ecuaciones:

IIS = (A+BK)II+ (D + BL) (2.15)
0 = ClI+Q (2.16)

Prueba: [2].

Entonces si se encuentran matrices I y L tales que, para una K que estabiliza la
matriz (A + BK), se satisfacen las ecuaciones anteriores, el problema del regulador lineal
con disposicién de toda la informacién estd solucionado.
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Note que para que (S5)y; se satisfaga, se debe de cumplir que el par (A, B) sea estabi-
lizable esto es que los modos no controlables sean estables. Por lo que lo anterior se pone
como hipétesis.

(H2) El par (A, B) es estabilizable.

Teorema 2.1. Suponga que (H1) y (H2) se satisfacen, entonces existe una solucion
al problema de regulacion de la salida por medio de retroalimentacion del estado si y solo
si existen matrices II y I' tales que resuelven las ecuaciones:

IIS = AIlI+BI'+D (2.17)
0 = ClI+Q (2.18)

Prueba: (necesidad) Suponga que existe una solucién que resuelve el problema en-
tonces por el lema 2.1 las ecuaciones (2.17) y (2.18) se satisfacen con I' = KTI + L.

(suficiencia) Por (H2) la matriz K tal que (A + BK) es Hurwitz existe, entonces
(S)s: se satisface. Suponiendo que (2.17) y (2.18) se satisfacen entonces la ley de control:

u(t) = K(z(t) — Dw(t)) + Tw(?)

resuelve el problema de regulacién de la salida. La ley de control tiene la forma deseada
u(t) = Kz(t)+ Lw(t) con L =I'— KTI. Puesto que las hipétesis del lema 2.1 se satisfacen
entonces (R)y; se satisface si las matrices K y L satisfacen (2.15) y (2.16) para alguna II,
pero la eleccién de L es tal que (2.15) y (2.16) son iguales a (2.17) y (2.18), y éstas se
satisfacen por hipétesis entonces (R)y; se satisface.[2]

2.1.2. Problema del regulador lineal con retroalimentacién del
error

Resolver el problema de regulacién de la salida por medio de la retroalimentacién
del error es de més utilidad desde el punto de vista de control de procesos, puesto que,
en la préctica, solo se tiene disponible la salida del sistema. En esta seccién se dan las
condiciones bajo las cuales se puede resolver este problema. Primero se enuncia el siguiente
lema anélogo al lema 2.1.

Lema 2.2. Suponga que (H1) se satisface y que eziste un controlador dado por:
£(1) Fg(t) + Ge(t)
u(t) = HE()

para el cual (S).; se satisface. Entonces (R).s se satisface siy solo si existen matrices I1
y Y que resuelven las siguientes ecuaciones [2]:

IS = All+BHY+D (2.19)
YS = FY (2.20)
0 = CII+Q (2.21)
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Prueba: Primero tomemos el sistema a lazo cerrado:

#(t) = Az(t)+ BHE(t) + Dw(t) (2.22)
£(t) = FE&(t) + GCxz(t) + GQu(t)
e(t) = Cz(t) + Qu(t)

Haciendo el cambio de variable # = ¢ — [Tw, € = £ — Tw tenemos que el sistema
toma la forma:
[ 5
£

7 A BH
{ ; ] - [GC F G(CTL+ Q) + (FY - 18) }“’(t) (2:23)
e(t) = Cz+ (CII+ Q)w(t)

_+_[ All+ BHY + D -11S
£

Pasando la ecuacién (2.23) a la forma de la ecuacién de Sylvester:

B (& &)

T GC F
Puesto que (H1) y (S)es se satisfacen entonces

YNo(S) =09

(ABH
Nee F

por lo tanto las matrices IT y T que satisfacen (2.24) existen y son unicas.
De (2.23) se observa que:

1__[ A BH

cC F ] es Hurwitz por (S)es.

2‘_[ ATl + BHY + D —TIS ]=[0 por (2.24).

G(ICII+ Q)+ (FY-1TS) 0

Entonces Z(t) — 0y &(t) — 0 por lo que z(t) — Mw(t) y £(t) — YTw(t) cuando t — oco.

Sustituyendo estos valores en la ecuacién del error tenemos:
e(t) = Cx(t) + Qu(t) — (CTI + Q)w(t) cuando t — oo.

Puesto que el exosistema es neutral estable entonces e(t) — 0 si y sélo si
3-(CII+Q)=0.

Esto es (R).s se satisface si y sélo si la tnica solucién II, T de (2.24) cumple con
(2.21).
Sustituyendo estos resultados en (2.24) obtenemos (2.19) y (2.20). [2]
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Construccién del regulador por retroalimentacién del error

A continuacién se presenta la construccién del regulador por retroalimentacién del
error [28]. Cuando no se tiene toda la informacién se procede a disefiar un observador
para el sistema descrito por las ecuaciones:,
z(t) = Axz(t)+ Bu(t) + Dw(t) (2.25)
w(t) = Sw(t)
e(t) = Cz(t) + Qu(t)

que se pueden escribir de la siguiente manera:

A°z®(t) + Bu(t) (2.26)
e(t) = C°z°(t)

8-
4]
—
o~
~—
Il

donde
AC:[S‘?] B“"=[§},Ce=[0 Q},f(t):[;((?)] (2.27)

Para poder realizar el observador es necesario que el par (C¢, A®) sea detectable, esto
es, los modos no observables son estables. Esto motiva la siguiente hipétesis:
(H3) El par (C¢, A®) es detectable.

Tomando (H3) es posible realizar un observador del estado descrito por:
£(t) = (A° — GC®)E(t) + Beu(t) + Ge(t) (2.28)
del cual se sabe que si (A° — GC*) es Hurwitz entonces £(t) — z°(t) cuando t — oo.

Debido a que el observador sigue a los estados podemos aplicar el resultado obtenido
para el caso de disposicién de toda la informacién, esto es:

1. Se obtiene una matriz K para la cual (A + BK) es Hurwitz.

2.- Se analiza si existen matrices IT y I' tales que (2.17) y (2.18) se satisfacen.

3.- Si existen se realiza el observador para el estado z¢(t), donde (A°*—GC*®) es Hurwitz.
4.- Se aplica la ley de control con el estado observado, esto es:

u(t)=[ K (T —KII) | £(t) (2.29)
entonces el controlador estd dado por:
£(t) = (A° — GC® + B°H)£(t) + Ge(t) = FE(t) + Ge(2) (2.30)
o explicitamente

[ £(t)
€,(1)
u(t)

[A—+—BK—GOC D+ B(T - KTI) — Go@ [51(”) [ ](t)
G S — GlQ &(t)

[ K (T - KII) | &(t) = HE(?)
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El siguiente teorema expresa la factibilidad de resolver el problema en base a la dis-
cusién anterior.

Teorema 2.2.  Suponga que (H1), (H2) y (H3) se satisfacen. Entonces el problema
de regulacion de salida por retroalimentacion del error puede resolverse si y sélo si existen
matrices I1 y I’ que resuelven las ecuaciones (2.17) y (2.18).

Prueba: (necesidad) Suponga que existe una solucién, entonces por el lema 2.2 las
ecuaciones (2.17) y (2.18) se satisfacen con ' = HT.

(suficiencia) Si Il y I' existen entonces puesto que (H3) se satisface se puede construir
el controlador (2.30), se demostrard que este controlador satisface la condicién (S).s.
La matriz [ 4. Bl ] es:
GC F

A BK B(T' — KTI)
GoC A+ BK —GoC P+ B(T — KII) — GoQ
GlC' —G1C S - GIQ

que con la transformacién:

I 00
T=|-110
0 0 I

se convierte en:

A+BK BK B(T—KI)
T[éjﬁf]r4= 0 A-GC P-GoQ
0 _G,C  S—-Gi0

La matriz anterior es diagonal por bloques, entonces puesto que (H2) y (H3) se sat-
isfacen, esta es Hurwitz, ya que asf se ha construido el regulador. Asf la condicién (S).s
es satisfecha.

Para probar la condicién (R).s se utiliza el lema 2.2. Para esto si II, I existen entonces

con: I
r=[7]

basta verificar que las ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21) se satisfacen con el controlador
propuesto.

Para (2.19) tenemos:
S =All+ B[ K F—KH][?]+P=AH+BF+P

que se satisface por (2.17).
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Para (2.20) tenemos:

[H]S— [A+BK—GOC P+B(1“—KH)—GOQJ [H l _ [AH+BI"+P]
I - -G,C S-G1Q I~ S

lo cual se satisface por (2.17) y (2.18). Finalmente (2.21) también se satisface por (2.18).[2]

2.1.3. Regulacién robusta de la salida

En esta seccién se estudia el grado de sensibilidad a variaciones de los pardmetros que
caracterizan a los sistemas cuando se utiliza una ley de control para regulacién de la
salida. Considérese el sistema (2.25), y supéngase que los valores de los coeficientes que
caracterizan el sistema pueden ser determinados sélo con cierta tolerancia cerca de un
valor nominal.

Tipicamente la incertidumbre de tales valores puede ser a causa de errores de medicién,
o por cambios a través del tiempo de esos pardmetros.

Al considerar las matrices {A, B,C, D,Q} como elementos del espacio
p =R x R x RPE x R x fPT (2.31)

la incertidumbre en los valores de los pardmetros de las matrices {A, B,C, D, @} puede
describirse como los valores en una vecindad py = {6 € p | |0 — 6o|| <}, r > 0, donde
es un vector de pardmetros nominales del conjunto de matrices {A, B,C, D, Q}, es decir,
{Ao, By, Co, Do, Qo}

Entonces el problema de regulacién de la salida se dice bien definido en { Ao, By, Co, Do, Qo}
si el problema de regulacién de la salida tiene solucién para cada elemento {A, B, C, D, Q}
de p,.

Para el diseno del controlador robusto se supone que el exosistema no estd sujeto a
variaciones paramétricas. Esta es una suposicién razonable, ya que el exosistema es nada
mds introducido para modelar la senal de referencia y las entradas de perturbaciones al
sistema; y no un objeto real cuyo pardmetros fisicos pueden tener perturbaciones, esta
suposicion es bastante util ya que facilita el an4lisis del regulador robusto.

La idea basica del regulador robusto es tener un regulador fijo que resuelva el problema
de regulacion de la salida para cada elemento {A, B,C, D,Q} de p,.
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Regulacién robusta. Un controlador dindmico de la forma:

£(t) = FE(t) + Ge(t)
ut) = HE()

es un controlador robusto en {Ayg, By, Cy, Do, Qo} si

1.- Resuelve el problema de regulacién de la salida para los pardmetros nominales.
2.- Resuelve el problema de regulacién de la salida para la vecindad p, de { Ao, Bo, Co, Do, Qo},
donde la matriz:
[ A BH ]

GC F
es Hurwirtz.
Del teorema 2.1 se tiene que el problema de regulacién de la salida tiene solucién si

existen matrices II y T, tales que resuelven las ecuaciones (2.17) y (2.18) donde la sefial
de control estd dada por (2.29).

Obsérvese que IT y I' son matrices que dependen de los pardmetros del sistema, y si
éstos son cambiados entonces el regulador podrfa ya no resolver el problema de regulacién
de la salida, ésto es, las matrices II y I' podrian no existir. Para resolver el problema, se
tomar4 la siguiente hipétesis:

(H4) Las matrices II y I' que resuelven el problema de regulacién por retroali-
mentacién del estado existen para todos lo valores de {A,B,C,D,Q} en la vecindad
de py.

Construccién del regulador robusto

Ahora se proceder4 a la construccién del regulador robusto [28]. Considerando el prin-
cipio del modelo interno ([3],[4]), si se desea controlar “m” salidas para lo cual se necesitan
“m” entradas, se necesita incluir en el controlador “m” modelos del exosistema.

Nétese que la ley de control que resuelve el problema de regulacién de la salida es de

la forma:
u(t) = Kz(t) + Lw(t)

que tomando el cambio de variables Z(t) = z(t) — IIw(t) puede escribirse en la forma:

u(t) = K(z(t) — Nw(t)) + (K + L)w(t)
u(t) = Kz(t) +Tw(t)

Ahora bien . cuando e(t) = 0 entonces £ = 0 y la entrada al sistema es

uss(t) = Tw(t)
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Si hay variacién de parsmetros, es claro que la solucién I' de las ecuaciones (2.17) y
(2.18) sera diferente y no coincidiré con la anterior.

La idea es entonces introducir un sistema auxiliar que permita de alguna manera
“observar” la entrada ug(t) para cada valor de los pardmetros.

Por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene el polinomio de la ecuacién caracterfstica
de S de esta manera:

S"+a, 18" +a, 282+ .. +a1S+al =0 (2.32)
y definiendo las variables
z1(t) = Tw(t)
#(t) = 2(t)=TSw(t)

'z,(t) =TS w(t)

()
() = TSw(t)=T(-al —a;S—--— ar_25™"% — a, 1S Hw(t)
Zr(t) —Qp21 — 0122 — " — Qr_22%p—1 — Qr-12¢

(1) 0 I, . 0 z1(t)

Z(t) 0 0 I, 0 2(t)

) | = : ; : : z(t) | = dz(t) (2.33)
: 0 0 0 - I 2

z:(t) —apl, —al, —axl, -+ —a,1l, z(t)

Tw(t) = He2(t)=[IL 0 0 -+ 0]z2(t)==(t)

Obsérvese que el sistema dindmico anterior, para condiciones iniciales adecuadas, pro-
porciona la salida deseada I'w(t) independientemente del valor de I, ya que depende ahora
de los coeficientes de la ecuacién caracterfstica de S, y ademas cumple con el principio del
modelo interno.

Para construir el controlador dindmico, se toma ahora el sistema nominal y el sistema
construido anteriormente, esto es:

iL‘(t) Aoﬂ?(t) + Bou(t) + Do’U)(t) (234)
w(t) = Sw(t)

4ty = ult)

e(t) = Coz(t) + Qow(t)



2.1. EL PROBLEMA DEL REGULADOR LINEAL 17

el cual se puede escribir de la forma:

F(t) = Ao(#(t) + w(t)) + Bou(t) + Dow(t) — ISw(t)
w(t) = Sw(t)

2(t) = Pz2(t)

e(t) = GCoi(t) + (Coll + Qo)w(t) = Coi(?)

donde i(t) = x(t) — Mw(t).

Puesto que Tw(t) = Hypz(t), para toda t, y por (2.17) y (2.18) y (H4) tenemos la
siguiente igualdad:

—B()H()Z(t) = —-B()F’U)(t) = (AQH + Do — HS)w(t)

entonces el sistema toma la forma:

) - [ S e
et) = [Go 0][28
Difirtendo
Azz[f(l)o —B£H0] B2=[%0] C=1[Co 0] zz(t)=[f8] (2.36)
se tiene
Ba(t) = Azalt) + Bou(t) (2.37)
et) = Cralt)

con la misma forma que (2.26).

Si el par (Cy, A2) es detectable es posible disefiar un observador del estado para este

nuevo sistema. Lo anterior motiva la siguiente hipétesis:
(H3y,) El par (Cs, Ay) es detectable.

Por lo tanto tenemos que el controlador toma la forma:

£(t) = (Az — GCy+ ByH)E(t) + Ge(t) = FE(t) + Ge(t)

48] - [*5500 8 ][5 ][ @] em

u(t)

(K H] [ggg ] — HE(t)
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Teorema 2.3. Suponga que (H1) se satisface y que (H2) y (HS3}) se satisfacen en
la vecindad p, entonces el problema de regulacién robusta tiene solucién si y sélo si (H4)
se satisface.

Prueba: (necesidad) Si existe una solucién entonces por el Teorema 2.2, las matrices
[y I existen en la vecindad p,, esto es (H4) se satisface.

(suficiencia) Si Il y T" existen en la vecindad p, entonces puesto que (H3y) se satis-
face, se puede construir el regulador (2.38). Se demostrard que este regulador satisface la
condicién (S),; en la vecindad de pj.

Por (H;) existe K tal que Ag + BoK es Hurwitz.

Adema3s la matriz
Ay ByH
GC, F

es Hurwitz, y por continuidad, en alguna vecindad de los valores nominales también lo es.
Lo anterior se puede observar de la siguiente manera:

A B.H Ag ByK ByHy Ag + BoK BoK ByH,
[ G((,)* %, ] = | GoCo Ag+ BoK — GoyCy 0 ~ 0 Ay — GoCy 0
0 | GiCo -G1Co o 0 -GiC, @

que efectivamente es Hurwitz, ya que Ao+ BoK es Hurwitz y por (H3;,) se puede construir

el observador tal que la matriz [ 4o E%CO <(I)> ] también sea Hurwitz. Asf la condicién
—G1Co

(S),; es satisfecha en p,.

Para probar que la condicién (R).s se satisface en p, se utiliza el lema 2.2. Para esto
si II, I existen en p,, entonces con:

r
rs
T
T:[T } donde: T;=1[0], TYg= :
2
FSr—Z
FSr—l

basta verificar que las ecuaciones (2.19), (2.20) y (2.21) se satisfacen con el controlador
propuesto. Para (2.19) tenemos:

I1S = All+ B(KY; + HyY3) + P= All + BT + P

que se satisface por (2.17).
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Para (2.20) tenemos:

[T] S = [Ao-}-BoK—GoCO 0]{T1]
T, -G1Cy ) T,
0 0
IS 0 rs
: - [ oY, ] - :
rsr —al — IS -+ —a,_, 'S™!

lo cual se satisface por (2.32). Finalmente (2.21) también se satisface por (2.18).[6]

2.2. Modos Deslizantes

Los resultados de esta seccién se tomaron principalmente de [16].

2.2.1. Introduccién

El control de modos deslizantes es la principal forma de control de estructura variable
(VSC). Estos algoritmos de control son de gran interés debido a su fécil implementacién
y efectiva aplicacién en problemas de automatizacién y control.

Existen dos caracteristicas basicas al aplicar modos deslizantes: La primera es la posi-
bilidad de separar el sistema en componentes independientes de menor dimensién que
el sistema total, la segunda es la baja sensibilidad ante cambios de los pardmetros de
la planta y ante perturbaciones. Estas caracteristicas hacen a los modos deslizantes una
herramienta muy poderosa para controlar sistemas de alto orden, ain bajo condiciones
inclertas.

Un control de estructura variable se define como un conjunto de subsistemas inter-
relacionados entre sf por una apropiada funcién légica de conmutacién. Como resultado
de la accién de control sobre el sistema se tiene una funcién discontinua de los estados,
pardmetros y perturbaciones.

Consideremos un sistema no lineal
= flz, tm) (2.39)

donde z € R*, u € R™, y f es una funcién continua en el tiempo y localmente Lipshitz
en r y en u.
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El diseno del control por modos deslizantes consiste de dos pasos:

1.- Se determina una superficie deslizante
o (x) = O, UT = (0’1, - ,Um) (240)

de manera que el movimiento de los modos deslizantes sobre esta superficie tenga propiedades
deseadas (por ejemplo estabilidad del sistema) .

2.- Se calcula una ley de control

uf (z,t) con o;(z) >0 .
u(z,t) = { S My Q. i=1,...,m (2.41)
disefiada para proporcionar la estabilidad del sistema en lazo cerrado (2.39) y (2.40) sobre
los subespacios o1, ...,0.,.

El efecto de este control discontinuo obliga a que la trayectoria de movimiento del
sistema ocurra sobre la superficie de discontinuidad o = 0, a lo que se le llama mod-
os deslizantes. Es en esta condicién donde el control actia por la conmutacién de alta
frecuencia impidiendo que el sistema salga de la superficie de deslizamiento o = 0. Es
importante notar que los modos deslizantes ocurren sobre la superficie de discontinuidad,
siempre que la distancia a esta superficie o y la velocidad de cambio ¢ sean de signos
contrarios 06 < 0, o lo que es lo mismo

limod>0 y limo<0

o—— o—+0

En modos deslizantes, el elemento de implementacién genera una funcién discontinua,
por ejemplo un relevador, un conmutador de alta frecuencia, etc., cuando sus entradas de
energfa tienden a cero mientras la salida (mds precisamente el valor promedio u,,) toma
valores finitos. Por lo tanto, los elementos de implementacién tienen una alta ganancia
(tedricamente infinitos); esto significa que se suprime la influencia de perturbaciones e
incertidumbres en el comportamiento del sistema. Diferente a los sistemas con control
continuo, el efecto de invariabilidad es alcanzado usando una ley de control finita. Adems4s,
las trayectorias de los modos deslizantes pertenecen a una variedad de dimensién més baja
que la del sistema; el orden de la ecuacién de movimiento se reduce también, lo cual se
ejemplifica en el desarrollo de la tesis. Esto permite la simplificacién, la descomposicién
del procedimiento y el diseno del control.

2.2.2. Meétodo del control equivalente

En esta seccién se discute el control de modos deslizantes aplicados a sistemas lineales
multidimensionales de la forma (2.1) donde rango B = m.
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Las componentes del vector de control presentan discontinuidades en algunos planos
de o;(x) = 0,7 = 1,...,m, y debersn ser elegidos tal que el desplazamiento sobre la
superficie de discontinuidad

c=%z=0, of =(01,...,0m), ZER™" (2.42)

sea descrito por ecuaciones diferenciales con las rafces deseadas de su ecuacién caracterfs-
tica. La derivada de o para el caso lineal es

0 =%t=YXAx + LBu (2.43)

donde la matriz £B debe ser no singular. Para encontrar el control equivalente se iguala
a cero la ecuacién (2.43) y se despeja u, y nos queda

Ueq = — (ZB)"' TAz (2.44)
sustituyendo (2.44) en (2.1) tenemos
¢=[I,-B(ZB)"'L] Az (2.45)

La expresién anterior es la ecuacién de modos deslizantes para sistemas lineales mul-
tidimensionales; esta ecuacién describe el comportamiento del sistema sobre la superficie
de deslizamiento o = 0.

2.2.3. Sistema de ecuaciones en la forma regular

La ecuacién (2.45) es de orden (n —m), ya que m componentes del vector de estado
x son funcién dependientes de las restantes (n — m) componentes en modos deslizantes.
Para mostrar este hecho y obtener la ecuacién de modos delizantes en la forma explicita,
el sistema (2.1) sera transformado en la forma regular.

Es posible describir el sistema (2.1) de la siguiente forma
T | _ An An I B,
[iz —[AZI Azz][ﬂiz +[Bz]u

donde z = col(zy,z3), 1 € R*™™, 2 € R™, dim(z2) = m y el rango (B;) = m.

Entonces usando la transformacién

ZL‘Il _ In_m — Bl B2_1 I _
[ | = [ 0 I e Tz (2.46)
se obtiene la forma regular del sistema dado como
| _ | An An | [ # 0
[ # ] - [ WAl | L2 T8 " (247
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donde
r' = col(zy, ),z € ™™™, 1), € R™
Ay = Au ~ BiB;'Ay, Aly = (Aun — BiB;'As ) BiBy' + (A1 — B1B; ' Ap) ,
Ay = An BByl + Ay, Apy = Ay

La superficie de deslizamiento sobre el nuevo espacio transformado es
o=XT7 = 512} + Loy (2.48)

donde £T7! = (£1,%,), £; y ¥, son matrices de dimensién (m x (n —m)) y (m x m)
respectivamente. Es importante aclarar que las consideraciones del teorema 2.4 y del lema
2.3, se cumpliran sélo para superficies donde det £ B # 0; esto se cumple sin ambigiiedad
para el nuevo espacio ya que £B = X3B;. Por lo que se tiene que garantizar que det
Y9By; # 0. Adems4s, debido a la invarianza de las transformaciones lineales podemos
considerar los casos donde Xy = I,,.

Con el propésito de obtener la ecuacién de modos deslizantes se debe resolver la
ecuacién
=0

con respecto a zj, sustituir el resultado en el sistema (2.47) eliminando las m ecuaciones
finales. Como resultado obtenemos lo siguiente

B o= A+ A (2.49)
T = —Dgd (2.50)

El sistema (2.49) puede ser visto como un sistema a lazo abierto con un vector de
estado z} de dimensién (n —m) y un control zj, de dimensién m. Sustituyendo (2.50) en
(2.49) obtenemos

7 = (A1 — Apy) 7y (2.51)

Por lo que el problema se reduce al problema clésico de disefiar un control lineal con
retroalimentacién de estado cuya dimensién se reduce en m con respecto al sistema origi-
nal. Esta es la caracterfstica principal al disefiar un control en un sistema en forma regular.
La ecuacién (2.51) se le conoce como ecuacién de modos deslizantes para sistemas invari-
antes en el tiempo. El problema de asignar valores propios a la ecuacién caracterfstica,
que define el deslizamiento sobre la superficie 0 = 0, es resuelto con la ayuda del siguiente
lema.

Lema 2.3. Si el par {A, B} en (2.4) es controlable, entonces el par {Al;, Aj} en
(2.49) es controlable también.

Prueba. Suponer que el par es no controlable. Mediante la transformacién no singular

=Ty, HpeR™
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obtenemos la forma canénica controlable

Y = Anyr +Apys + B'zy

B o= A
donde yT = (yi7,y), y el par {A};, B} es controlable. El sistema (2.47) puede ser
referido con relacién a la transformacién anterior, donde obtendremos que el sistema no
es totalmente controlable. Pero por otro lado (2.47) se obtiene de la transformacién no
singular (2.46), la cual no viola la controlabilidad de un sistema; por lo tanto el sistema

original debe ser no controlable también, lo cual contradice la condicién del lema, entonces
queda demostrado. De este lema surge el siguiente teorema [16]

Teorema 2.4. Si el par {A, B} es controlable, entonces con una apropiada seleccion
de la matriz L;, los valores propios de la ecuacién de modos deslizantes

o ’ / /
) = (A} — AT
pueden ser ubicados arbitrariamente.

La prueba de este teorema es evidente ya que el par {A};, A}, } es controlable. De todo
lo anterior se concluye que siempre es posible disefiar un control lineal para asignacién
de valores propios en los sistemas controlables. El teorema también nos permite disenar
un control sobre superficies de discontinuidad para sistemas lineales controlables, de la
siguiente forma:

1. Se determina la matriz de transformacién 7.

2. Se encuentia la matriz ¥; tal que los valores propios Ai,...,An—m de la matriz
(A}; — A}2X4) den a la ecuacién de modos deslizantes el espectro deseado.

3. Elegir la ecuacién de discontinuidad como o = (%, I,) Tz’ = 0.

2.2.4. Estabilidad de modos deslizantes

En forma general, para aplicar control por modos deslizantes en un sistema dindmico,
se procede como se indica a continuacién

1. Se elige una superficie de deslizamiento tal que la ecuacién de modos deslizantes sea
estable.

2. Se encuentra un control tal que garantice estabilidad en el subespacio o.
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Anteriormente se describi6 la primera etapa que consiste en el disefio de la superficie
deslizante tal que la ecuacién de modos deslizantes tenga las propiedades deseadas. A
continuacién se presenta la segunda etapa, que consiste en obtener el disefio del algoritmo
de control que garantice la estabilizacién de los modos deslizantes o la estabilizacién del
movimiento en un subespacio (o4,...,0,,) descrito por la siguiente ecuacién:

¢ = XAz’ + XBu (2.52)
Para la solucién de este problema se usaré el método de funciones de Lyapunov.

Recordando que

det (SB) = (1 I ) < ]‘3)2 )=det(B2)7éO

Podemos usar varias transformaciones invariantes de superficies discontinuas, por
ejemplo

o =Qo (2.53)
o el vector de control
u= (2.54)
Meétodo de diagonalizacién
Si se toma
Q=J(zB)!
para (2.53) o
Q=(zB)'J

para (2.54), donde J es una matriz diagonal constante de dimensién (m x m) con elemen-
tos j; > 0, entonces la ecuacién de movimiento (2.52) en los respectivos subespacios ¢’ y
o pueden ser representados como sigue

¢ = Hz+ Ju (2.55)

donde H=J(ZB) 'TAy
6 =Hz+ Ju (2.56)

con H = Y A.

Entonces (2.55) y (2.56) son formalmente idénticos. En este trabajo se verificard para el
caso (2.55). Se analizardn diferentes algoritmos para obtener estabilidad local y estabilidad
global.
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Algoritmo 1

Se propone J = I, por simplificacién. El control puede elegirse como
u = —kysign o' (2.57)

donde k; es un escalar positivo denominado ganancia del control. La forma cuadratica
definida positiva

es usada como la funcién candidata de Lyapunov. Derivando v con respecto al tiempo
obtenemos

v = oTHz — ksign o' -0’ (2.58)
< o'l |1 Hzl, = kysign o' - o
< lo'lly 1Hzll, = kio” (|0l
usando
lo’'ll, < vm o',
se obtiene

v < (|Hzll, - kiv/m] o]

que es siempre negativa en el dominio

|Hzll, < krv/im (2.59)

Conforme al teorema de estabilidad, si la desigualdad (2.59) se satisface, el origen del
subespacio (o1, ...,0,,) es un punto de equilibrio localmente estable.

Algoritmo 2

Dado J = I,, por simplificacién. El control puede elegirse como
U = Ueq — kySign o (2.60)
donde u,, es el control equivalente calculado de
0'=Hz+u,=0
de donde se tiene

Ueg = —Hz

Entonces el sistema en lazo cerrado (2.55) y (2.60) queda como sigue
¢ = —kysign o'

y es globalmente estable para cualquier k, positivo.
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2.3. El Problema del Regulador por Modos Deslizantes

2.3.1. Introduccién

En esta parte se propone un regulador discontinuo, utilizando las técnicas de control
con modos deslizantes [16], de forma similar al regulador lineal. También se presenta la
solucién al problema del regulador lineal discontinuo.

2.3.2. Regulador por retroalimentacién del estado

Anélogamente al Problema de Regulacién por Retroalimentacién del Estado, se de-
fine el Problema de Regulacién con Modos Deslizantes (SMRP) como el problema de
encontrar una superficie deslizante:

o(z,w) =0, o € R™ (2.61)
y un controlador discontinuo de la forma:

uf (z)  oi(z) >0 .
u = { O S 1,..,m (2.62)
donde los mapeos v} (z), u; (z) y o;(z) son determinados tal que inducen una convergencia
asintética local del vector de estado a la superficie de conmutacién o;(§) = 0, tales que

las siguientes condiciones se cumplan:

(SS;.) El punto de equilibrio z = 0 del sistema en lazo cerrado es asintGticamente
estable.

(SMy;) Los modos deslizantes son estable.

(SRy;) El error de seguimiento de salida va asintéticamente a cero, es decir

lime(t) =0

t—oo

Note que la ley de control dada en la forma del algoritmo 2, provee estabilidad global
al sistema en lazo cerrado.

Tenemos el sistema lineal dado por (2.6) y (2.8).
Consideremos una funcién de conmutacién definida como:
o =Yi, (2.63)

donde I es definida como Z = z — ITw con ¥ y II matrices constantes de dimensiones
apropiadas.
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Para probar gue es posible inducir a un régimen de deslizamiento sobre la superficie,
se prueba el siguiente resultado [24].

Lema 2.4. Definiendo el operador P como P = (I, — B(XB)™!X), entonces la
tgualdad

P(AII-TIS+D)=0 (2.64)
se cumple si y sélo si existe una solucion I1 y I’ de la ecuacién matricial
All -1I1S+ D = BT (2.65)

Prueba. El operador P es un operador de proyeccion a lo largo del rango del espacio
de B sobre el espacio nulo de ¥ (8], es decir,

PB = (I,-B(EB)'Z)B=0y (2.66)
Pi = % VieN,N={zZeR"'|%%=0}
asi, si la condicién (2.65) se cumple, entonces se sigue que P(AIl —I1S + D) = PBX = 0.

Reciprocamente, si la condicién (2.64) se satisface, entonces (AIl — I1S + D) debe estar
en la imagen de B, es decir, (AIl — I1S + D) = BI" para alguna matriz I'.l

Observacién 2.1. Nétese que la condicién (2.64) de tipo “matching” [9] junto con
la condicién (2.17), garantiza la existencia de una solucién al Problema del Regulador de
Retroalimentacién del Estado para el sistema (2.6)-(2.8). A continuacién probaremos que
(2.64) garantiza también la existencia de una solucién al SMRP.

Definicién 2.1. Consideramos el sistema con toda la informacién medible:
i = PAZ (2.67)
= XE.
entonces la dindmica cero controlada deslizante se define como:
% = PA% |gze0 (2.68)
que representa la dindmica del sistema (2.67) restringida a la superficie o = 0.

Observacién 2.2. De la caracterizacién de la dindmica cero de un sistema (2], la
matriz PA del sistema (2.68) tiene m valores propios iguales a cero. También, de la
construccién de la matriz P, es posible probar que los n —m eigenvalores restantes pueden
asignarse arbitrariamente por medio de X [8].

Proposicién 2.1. Supdngase que las hipdtesis HI y H2 se satisfacen. Sea ¥ una ma-
triz seleccionada tal que la dindmica cero controlada deslizante es asintdticamente estable
y suponga que existe una matriz II que resuelve las ecuaciones matriciales lineales:

[I,- B(EB)'E] [Al-TS+D] = 0 (2.69)
Cl+Q = 0, (2.70)
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entonces el SMRP tiene solucion.
Prueba. Escogiendo M = k(EB)™! ko > 0 y haciendo
Ugg = —(ZB) 'S [AZ + (AIl - I1S + D) w) (2.71)

la accién de control (2.62) garantiza un movimiento de modos deslizantes sobre la super-
ficie 0 = 0, descrita por

i = PAi + P(AIl - TIS + D)w, £% =0 (2.72)
Ahora, usando la condicién (2.69), se sigue que
7= PA%, $i=0
que representa la dindmica cero controlada deslizante del sistema con toda la informacién.

Debido a que la matriz ¥ se escoge tal que el det ¥B # 0, y n — m valores propios
de PA estén en C~ entonces cuando o = 0 y los modos deslizantes ocurren, Z(t) — 0y
reescribiendo el error de seguimiento de la trayectoria de la salida como:

e=Cz+ (Cll+ Q)w,

si la condicién (2.70) se cumple, el error va asint6ticamente a cero también. Por lo tanto,
las condiciones (SSy;), (SMy;) y (SRy;) se cumplen.

Corolario 2.1. Si la matriz de perturbaciones D en (2.6) satisface la condicion de
inclusion, es decir, eziste una matriz Q de dimension (m xz m) tal que:

D = BQ (2.73)
entonces la condicidn (2.69) puede ser trivialmente satisfecha con IT = 0.

Prueba. Si D = B, entonces P(AIl —I1S+ D) =0, y ya que AIl - I1S = B(I' - )
para algin I', se sigue inmediatamente que

P(AIl - TIS) =0 (2.74)

estd dada trivialmente por II = 0.

Un caso particular para sistemas lineales en la forma regular

Para mostrar la forma explicita de la dindmica cero controlada, se asume que, posi-
blemente después de reordenar el sistema (2.6) se puede escribir de la siguiente forma:

T _ An Ap I + B,
Zo An A To B,

y = [Cl CQ]I

u+ [ g; } w (2.75)
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donde la dim(z;) = m y el rango (B;) = m.

Usando la transformacién

1]-[5 o[z

Ty | 0 I,

una forma regular del sistema est4 dada por

B [Ay AR [= ][0 ;
[a‘va ol D A R - e I (2:76)

Clx'l + Cél"z + Quw

)
I

donde
2’ = col(z},75),2) € R*™™, 2z, e R™
Ay =An - BiB;'An Ay = (A — BiBy Ay ) BiBy' + (A — BiBy Az) .
4’12 = A-ﬂBle_l + Azz, Dll = D1 - Ble_lDz, Cé = ClBlBé.l + Cz, Alzl = A21

Del sistema (2.76) con Z; = 2} — Ilyw y Iy = z}, — ITow podemos obtener lo siguiente
1 2 p

| o_ [A A [& [0 ], [ AnT+ Al ~ LS + D ]
52 n A Zy By 5101 + AQIly — I1oS + Dy
e = CiI, + Céf:z + (C1H1 + C§H2 + Q) w (277)

Eligiendo la superficie deslizante (2.63) como
o=X1T1+Z,=0
donde ¥, IT; y il,, son matrices constantes, entonces
I o= (Al — ApS) E+ (AL TL + Al — LS + D) w
e = (Ci—CZ0)z + (Gilli + Gl + Q) w
y, si las condiciones (2.64) y (2.65) se cumplen, es decir

A’UIL + AII2H2 - II,S + Dll =0 (278)
CiIl; + Cél_[2 + Q =0

entonces, la dindmica cero controlada deslizante queda como
o 12 / ~
Iy = (A — ARZ) T

Se sabe (lema 2.3) que si el par {A, B} es controlable (estabilizable) entonces el par
{A};, A},} es controlable (estabilizable) también, por lo tanto existe una matriz X; tal
que la matriz (A}; — A},X1) es estable y Z; tiende a cero, y en consecuencia, el error de
seguimiento de la salida tiende a cero.
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2.3.3. Regulador por retroalimentacién del error

Anélogamente al Problema de Regulacién por Retroalimentacién del Error, se de-
fine el Problema de Regulacion con Modos Deslizantes por Retroalimentacion del Error
(ESMRP) como el problema de encontrar una superficie deslizante:

a(§) =0, o =col(o1(£),...,om(£)) (2.79)

y un compensador dindmico:

£=1n(¢ e) (2.80)

con control discontinuo:

i=1,..,m (2.81)

donde los mapeos v} (€), u; (§) y 0:(€) son determinados tal que inducen una convergencia
asintética local del vector de estado a la superficie de switcheo 0;(§) = 0; tales que las
siguientes condiciones se cumplan:

(SS.s) El punto de equilibrio (z,£) = (0,0) del sistema en lazo cerrado es asintética-
mente estable.

(SM.y) Los modos deslizantes son estable.

(SRey) El error de seguimiento de salida va asintéticamente a cero, es decir

lime(t) = 0

t—oo

Note que las condiciones para movimiento deslizante que ocurre sobre o;(£) = 0, podria
indicarse en numerosas maneras. Tenemos:

lim ¢, < 0 and lim_c'n- >0

om0+ 0i—0
en la vecindad de o,(§) = 0,(16].
Tenemos el sistema lineal dado por (2.6) y (2.8).
Consideremos una funcién de conmutacién definida como:
o=Xi oceR" (2.82)
donde I’ es la estimacién del vector I :
ZT=z—-Tw (2.83)

con las matrices ¥ y II constantes de dimensiones apropiadas.
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Entonces, el sistema (2.80) puede ser construido con el vector de estado £ =col(Z’,w')
en la forma del siguiente observador asintético:

;| 1A An-ns+D\[#
o1 |0 S w'

w

0

NF

u+ [ g‘l’ ] (e—¢) (2.84)

donde ¢’ = C1' + (CTIl + Q)w'. y w' es la estimacién del vector w.

Las matrices de ganancias del observador Gy y G, son escogidas tal que estabilicen
las siguientes dindmicas de error del observador

[2 _ [A—GOC (ATl - T1S + D) — Go(CT1 + Q) ] [e1 ]

=| —ac S —Gi(CI+Q) e (2.85)
donde (ey, €2) = (£ — &', w — w').

El sistema (2.85) es obtenido de (2.84), (2.8) y el sistema (2.6) usando la transforma-
cién dada por (2.83), donde:

% = A% + Bu+ (AIl - IS + D)w (2.86)

Para probar que es posible inducir el movimiento de modos deslizantes deseado sobre
la superficie (2.82), Primero probamos el siguiente resultado.

Lema 2.5. Definimos el operador P, como P, = (I, — B(XB)™L). Entonces, la
1gualdad
P(AII-IIS+ D) =0 (2.87)

se mantiene st y sdlo si existen una solucion Il y 'y de la ecuacion matricial
AIl -IIS + D = BI';. (2.88)

Prueba. El operador P, es un operador de proyeccién a lo largo del rango del espacio
de B sobre el espacio nulo de ¥ [8], es decir,

PB = (I,-B(ZB)'S)B=0y (2.89)
Pi = ZVieN,N={iecR"|Zi=0}

asi, si la condicién (2.88) se cumple, entonces se sigue que P (AIl —I1S+ D) = PBY = 0.
Conversamente, si la condicién (2.87) se satisface, entonces (AIl — I1S + D) debe estar en
la imagen de B, es decir, (AIl —I1S + D) = BI'; para alguna matriz I';.l

Observacién 2.3. Note que la condicién (2.88) de tipo “matching” [9] junto con
la condicién (2.18), garantiza la existencia de una solucién al Problema del Regulador de
Retroalimentacién del Error para el sistema (2.6)-(2.8). A continuacién probaremos que
(2.87) garantiza también la existencia de una solucién al ESMRP
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Definicién 2.2. Consideremos el sistema con toda la informacién medible:

i = PAZ (2.90)
XI, o e R™

a

entonces la dindmica cero controlada deslizante se define como:
i = PLA% |5i0 - (2.91)

que representa la dindmica del sistema (2.90) restringida a la superficie o = 0.

Proposicién 2.2. Supdngase que las hipdtesis (H1) y (H2) se cumplen.

(H5) El par {C, A} es detectable donde

C=[C cn+Q| A= QAH"ES“LD

La matriz ¥ se puede escoger tal que la dindmica cero controlada deslizante del sis-
tema es asintdticamente estable y suponga que eriste una matriz I la cual resuelve las
ecuaciones matriciales lineales:

[In- B(EB)™'%] [AI-TIS+D] = 0 (2.92)
ClI+Q = 0, (2.93)
entonces el ESMRP con (2.80) del tipo (2.84) tiene solucion.

Prueba. Escoger
u = —koF sign og, F = k(XB)™" ko >0, (2.94)

entonces para

ko > |F"1ueq| ;

Uy = —FI[AZ + (AIl - IIS + D)w' 4+ GoCle| (2.95)

= —FY[AZ+ (ALl - IS+ D)w — (A — GoC)e; — V|

[(AIl — IS + D) — Go (CI1 + Q)] e2
la accién de control (2.94) garantiza un movimiento modo deslizante sobre la superficie

0 =X% =X — Xe; =0 la cual se describe por el sistema de ecuaciones diferenciales de
orden 2(n + s) — m.

<
|

i = PAZ+ P(AI-1IS + D)w (2.96)
+BFY[(A = GoC)ey + [(AIl — T1S + D) — Go (CIL + Q)] e3)
w = Sw (2.97)
: e [ A=GoC (ANl —TIS + D) — Go(CTI + Q)
[ o | = [ e | 0= [ eXe S—Gy(CT+ Q) (2.98)

gy = YT — 261 =0 (299)
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Uno puede proporcionar las caracterfsticas dindmicas deseadas en el sistema (2.96)-
(2.99) por asignacién independiente de los valores propios de las matrices PA y Ay esco-
giendo de forma adecuada las matrices £ y Gy y G; bajo las hip6tesis H2 y Hb5.

Si la dindmica o la velocidad de la dindmica del observador es un orden de magnitud
mayor que la velocidad de la dindmica del vector de estados Z, el movimiento deslizante
no estard exactamente sobre la variedad o = £% = 0 como en sistemas en los cuales se
dispone de toda la informacién sino en su pequefia vecindad definida por og = X —Xe; =
0, donde e, decae répidamente a cero en virtud de ecuaciones auténomas (2.98). Asf,
usando la condicién (2.92) con e; = 0 y e; = 0, tenemos:

i=PAz, $i=0 (2.100)

la cual es precisamente la dindmica cero controlada deslizante del sistema con toda la
informacién. Debido a que la matriz ¥ se escoge tal que det ¥B # 0, y n — m eigenvalores
de P, A estén en C~ entonces

limz(t) —» 0

t—o0

y reescribiendo el error de seguimiento de salida como:
e=CzZ+ (CIl + Q)w,

si la condicién (2.93) se cumple, va asintéticamente a cero también. Por lo tanto, las
condiciones (SS.y), (SM.s) y (SRey) se cumplen.

Observacién 2.4. El control equivalente u., en (2.95) se obtiene de ¢ = 0, y substi-
tuyendo (2.95) en (2.86) resulta (2.96).

Un caso particular para sistemas lineales en la forma regular

Para probar la forma explicita de la dindmica cero controlada deslizante (2.90), uti-
lizamos la representacién del sistema (2.6) en la forma regular:

I _ An Ap T4 B,
Zo Ay Ap Ty B,

Yy = [ C: Gy ] T
donde r = col(zy, x2), dim(z2) = m y el rank(B;) = rank(B) = m.

u+ [ g; ] w (2.101)

Usando la transformacién

] _[Inm —BiBy'|[@ ] _
[mg]_[ 0 L T =Tz
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una forma regular del sistema estd dada por

#] _ [A ] [5],]0
] T | Ay | |T] B

e = Ciz)+ Cozy — Qu

D,

u+ [ By } w (2.102)

donde
r' = col(z}, ), ) € "™, x5, € R™
A/“ =Ap; — B1B§_IA21 Allz = (A11 - BlBQ_lAQl ) B]_.B2_1 + (A12 — BlB2_1A22) 3
A{22 = Angle_l + Agg, Dll = D1 - Ble_ng, Cé == ClB1B2_1 + Cz, A’21 = A21

Definiendo ahora
Z =1z — hw, I =1, —Thw

con matrices I1; y II, de dimensiones apropiadas. Entonces, el sistema transformado
(2.102) en las nuevas variables Z; y Z. resulta:

2| _[A, Ay [# 0 ]y [ A+ ATl ~ LS + D
e=CiZ; + Cé.’iz + (011'11 + CéHz + Q) w (2103)

Es fécil ver, que la condicién (2.92) y (2.93) toma la forma de las siguientes ecuaciones:

A’11H1 + A’12H2 - ILS + Dll =0 (2104)
Gl +Cill,+Q = 0 (2.105)

Ahora, el sistema (2.80) con estado & =col(Z}, Iy, w') bajo las condiciones (2.104) y
(2.105), puede ser construido como:

E=At+Bu+Gle—¢) (2.106)
donde:

0 Gor Go
,B'=| B | ,G=| Gu Gu
0 0 S

0 G2 Ga

con la matriz G (ganancias del observador). De (2.103) y (2.105) se sigue:

(e — 6/) = (C'la':l + C;i‘z) — (C{jll + Céff;) = Cie1 + 0562

donde ¢, = ), — I y €y = o — 4. La superficie deslizante (2.82) se define para ser de
1 2

la forma:
g = Eljll =+ .’.I:'lg
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donde X, es una matriz constante de dimensién m x (n — m).

Si las condiciones (2.104) y (2.105) se mantienen, entonces la dindmica cero controlada
deslizante es gobernada por:

By = (Al — AL 51 + ASier + Al (2.107)
€1 Al - GGy Aly — GpoCY 0 €1
& | = .4'21 - GuC; A122 = Glzcé A’211'I1 + AI22H2 — IS + D, [2)
é‘a —G2101 —ngCé S €3
(2.108)

donde €3 = w — w'. Ahora, la detectabilidad del par {C',A’}, C' = [C1 C} 0] se
requiere para estabilizar el sistema del error observado (2.108). Es conocido también
(Lema 2.3), que la controlabilidad del par original {A, B} garantiza controlabilidad del
par {A};, A},}, por lo tanto existe una matriz £; tal que la matriz (A}; — A},Z:1) en
(2.107) es estable, y Z; tiende a cero, y en consecuencia, el error de seguimiento de salida
tiende a cero también.

2.4. Regulador robusto continuo

En esta parte se hace una extensién del problema de regulacién por modos deslizantes
para el caso robusto lineal. Este resultado constituye la primera aportacién de esta tesis.

En el caso de variaciones paramétricas (ver 2.1.3), andlogamente al Problema del
Regulador Robusto, se define el Problema del Regulador con Modos Deslizantes Robusto
(RSMRP) como el problema de encontrar una superficie deslizante:

o=0(§) =0, 0=col(o1(£),...,0m(§)) (2.109)
y un compensador dindmico: '
£=mn(e) (2.110)
con control discontinuo:

uf(§)  0u(§) >0

ui={ui_(€) o§) <0 P=Lewm (2.111)

donde los mapeos u} (§), u; (€§) y 0i(€) son determinados tal que inducen una convergencia
asintética local del vector de estado a la superficie de conmutacién o;(€) = 0 . tal que las
siguientes condiciones se cumplan para todos los valores en la vecindad py(ver pag. 14):

(SS,) El punto de equilibrio (z,£) = (0,0) del sistema en lazo cerrado es asintética-
mente estable.
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(SM,) La modos deslizantes son estable.
(SR.) El error de seguimiento de salida va asint6ticamente a cero, es decir

lime(t) =0

t—oo
Note que las condiciones para movimiento deslizante que ocurre sobre o;(§) = 0, podria
indicarse en numerosas maneras. Tenemos:

lim ¢; < 0and lim 6; >0

o;—0t o;—0~
en la vecindad de o;(€) = 0,[16].

Tenemos el sistema lineal en su forma robusta como en (2.35)

"(t) _ | Ao —BoHo Z(t) By 7
{j(t)] [ 0 & [Z(t) +[ 5 ] (t) (2.112)
et) = [Co 0] [jgg
zZ(t) = z(t) — Mw(t), Tw(t) = z1(t) = Hoz(t) (2.113)
definiendo
Ay = [1‘(1)0 —B£H0], By = [1(3)0], Ca=[Co 0] =z(t)= [Sjég
se tiene
i‘g(t) = AgIz(t) -’r—BgU(t) (2114)
e(t) = Cazo(t)

que presenta la misma forma que (2.26).

Si el par (Cy, As) es detectable es posible disefiar un observador del estado para este
nuevo sistema. Lo anterior motiva a la siguiente hipétesis:
(H5,,) El par (Cy, A;) es detectable.

Entonces el sistema (2.110) puede ser construido de la siguiente manera:
S = Asxy + Bou + G(e == e'), e = 025 (2115)

donde ¢ = (€,,€,)7 es el estimado de ¢ = (4, 2)T y la matriz G = (Go, G1)T se escoge tal
que estabiliza la dindmica del error

¢ =(Ay— GCy)e (2.116)

con €=(—€=(e,e)"
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Consideremos una funcién de conmutacién definida como:
o=[Z 0]¢&=2x¢, (2.117)
donde ¢ € R™ y £ € R™" donde el rango By = m.
Derivando la superficie deslizante tenemos

0 = ¥ = E[Aet, — BoHok, + Bou+ Gole — €)]
= TAo€; — EBoHoéy + ZByu + ZGole —€) =0

y despejando u., tenemos

Ueqg = —(ZBo)"'T [A0§1 — BoHyk, + Gole - e’)] (2.118)
ueq = _(Z:BO)_12 [AO-'E = B()HQZ = (Ag = G[]C[)) € + B()H()Gz]

Ahora substituyendo (2.118) en (2.112) tenemos la ecuacién de modos deslizantes
(EMD)

II;J = Aoi = B()H()Z = Bo(EBo)_IE [Aoi — BoHoZ - (Ao - GoCo) € + B()H0€2]

-
I

(1. = Bo(EBo)™'E]AoZ — (I, — Bo(£Bo) '] BoHoz
—By(XBo) 'E [ (Ao — GoCo) €1 + BoHyeo)
T = PlAQIi‘ - PIB()H()Z - B()(EB())—IE ['— (A() = G()Co) €1 + BoH0€2] (2119)

donde —B()HQZ = —BOF’LU = (ADH - I1S + Do)’w

Para probar que la ecuacién de modos deslizantes es invariante sobre perturbaciones,
se prueba el siguiente resultado:

Lema 2.6 Definiendo el operador P, como P, = (I, — By(XBy)'L). Entonces la
1gualdad

P, (Al —IIS + Dy) =0 (2.120)
se cumple si y solo si existe una solucion I1 y I' de la ecuacion matricial
Aol —IIS + Dy = BT’ (2.121)

Prueba.El operador P, es un operador de proyeccion a lo largo del rango del espacio
de B sobre el espacio nulo de ¥ (8], es decir,

P.By = (In—By(£By)7'T)By=0y
Pi = & VEERR={ZecR"|Zz=0}
asi, si la condicion (2.121) se cumple, entonces se sigue que P,.(AIl-I1S+ D) = PBE = 0.

Conversamente, si la condicién (2.120) se satisface, entonces (AIl — IS + D) debe estar
en la imagen de B, es decir, (AIl — IIS + D) = BT para alguna matriz 'l
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Definicién 2.3. Consideremos el siguiente sistema con toda la informacion medible:

8-

P, Ao (2.122)
= Tz

entonces la dindmica cero controlada deslizante se define como:
i=PAE|TE=0 (2.123)
que representa la dindmica del sistema (2.122) restringida a la superficie o = 0.

Observacién 2.5. De la caracterizacién de la dindmica cero de un sistema, la matriz
P, Ay del sistema (2.123) tiene m eigenvalores iguales a cero. También, de la construc-
cién de la matriz P,, es posible probar que el resto n — m eigenvalores pueden colocarse
arbitrariamente por medio de X.

Uno puede proporcionar las caracteristicas dindmicas deseadas en el sistema (2.119)
por asignacién independiente de los eigenvalores de las matrices P, Ay y (A2 — GC») es-
cogiendo de forma adecuada las matrices ¥ y Gy y G bajo las hipétesis H2 y H5,. Si la
velocidad de la dindmica del observador es un orden de magnitud mayor que la velocidad
de la dindmica del vector de estados Z, el movimiento deslizante no estard exactamente
sobre la variedad ¢ = X% = 0 como en sistemas en los cuales se dispone de toda la
informacion sino en su pequenia vecindad definida por og = £Z — Xe; = 0, donde €; decae
rdpidamente a cero en virtud de ecuaciones auténomas (2.116). Asi, con ¢ =0y €3 =0,
tenemos: '

T=PFPAzx, XI=0 (2.124)

la cual es precisamente la dindmica cero controlada deslizante del sistema con toda la
informacién. Debido a que la matriz ¥ se escoge tal que det ©B # 0, y n —m eigenvalores
de P, A estén en C~ entonces Z(t) — 0 y e(t) — 0. Por lo tanto, las condiciones (SS,),
(SM,) y (SR,) se cumplen.



Capitulo 3

Regulacion por Modos Deslizantes
Robusta Discretizada

En este capitulo se presenta la forma de discretizacién de los sistemas lineales, ademas
se presentan algunos conceptos sobre los modos deslizantes discretos. Se incluye ademds
las demds aportaciones de | a tesis. Estas son la regulacién robusta lineal discreta y la
regulacién robusta lineal discretizada utilizando un retenedor exponencial.

3.1. Discretizacién de Sistemas Lineales

La discretizaciéon de sistemas lineales est4 basada en la solucién de dichos sistemas,
esto es, suponga que tenemos el sistema lineal

z(t) = Axz(t)+ Bu(t) (3.1)
y = Cz(t);

entonces la solucién del sistema es

z(t) = ez(0) + /eA(t_T)Bu(T)dT (3.2)

donde
= A
A -1 oAl
et =LY (sI-A)}= E_O -

(£~! = Transformada inversa de Laplace).

39
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Si se considera que se muestrea cada T segundos, de (3.2) obtenemos las siguientes
ecuaciones

kT

z(kT) = e*Tz(0)+ / eA*T=7) By(1)dr (3.3)
0
KT+T
r(kT+T) = eAFT+Tz(0) + / eART+T=7) By(7)dr (3.4)

0

(donde T es el perfodo de muestreo) de donde multiplicando (3.3) por eAT y restando el
resultado a (3.4) tenemos

KT+T kT
(kT + T) — Tz (kT) = / eAKRT+T=7) Byy(7)dr — AT / eAT=7) By(1)dr
0 0
kT+T
(kT +T) = e*Tz(kT)+ / eAKRT+T=7) By(r)dr (3.5)
kT

Para obtener su discretizacién supenemos que la entrada al sistema es constante entre
perfodos de muestreo, esto es, u(kT +t) = u(kT) para 0 <t <T. Por lo tanto, haciendo
el cambio de variable A\ = kT + T — 7 la ecuacién (3.5) se puede escribir de la forma

T
(kT +T) = e*Tz(kT) + (/ eA’\d/\) Bu(kT) (3.6)
0
también se puede expresar como
Tr+1 = Adﬂfk + Bduk (37)
ya = CaZk

donde

U = u(kT), Te+1 = .'L'(kT + T), T = :L'(kT)

T
Ay, = e'T By= (/e’“dA) B, C;=C

0

La cual es la representacién de estado del sistema (3.1) discretizado (7).
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3.2. Modos Deslizantes Discretos

La técnica de modos deslizantes es una herramienta muy poderosa para el disefio
de controladores. Hemos visto el disefio de los controladores en modos deslizantes para
sistemas en tiempo continuo. Sin embargo, en muchos problemas practicos, los compen-
sadores se disefian en tiempo discreto. Debido a eso, de manera semejante al desarrollo
de la teorfa del control lineal en 1960 y 1970, el proceso de discretizacién debe ser tomado
en cuenta para realizar el control de los sistemas que actualmente son procesados por
medio de dispositivos digitales. Debido a esto han desarrollado un concepto general para
los modos deslizantes en tiempo discreto para sistemas lineales.

Para sistemas en tiempo discreto el concepto de modos deslizantes debe ser clarificado,
puesto que el control discontinuo no permite la generacién de movimiento en una superficie
arbitraria y resulta en “chattering” u oscilaciones sobre la superficie debido a que el control
es constante dentro del intervalo de muestreo.

Generalmente en un sistema en tiempo continuo con control continuo, la superficie
que consiste de las trayectorias de estados puede ser alcanzada sélo asintéticamente. En
contraste al sistema en tiempo continuo, en los sistemas en tiempo discreto con control
continuo, el movimiento puede existir con trayectoria del estado en una cierta superficie
con un intervalo finito del tiempo que precede este movimiento. Entonces, este movimiento
puede ser llamado “modos deslizantes” puesto que el movimiento sobre la superficie en un
intervalo finito del tiempo es la esencia de modos deslizantes en sistemas dindmicos [29)].

Por simplicidad tenemos el siguiente ejemplo con n=m=1
t=az+u, u=M sign(z) (3.8)

con M >a, fo=suplaz|

La Figura 3.1 representa la respuesta del sistema asf como la superficie deslizante;
podemos observar que los modos deslizantes ocurren en la “superficie” ¢ = z = 0 en un
tiempo finito para una ley de control del tipo (3.8) que se muestra en la Figura 3.2, esto
para el sistema en tiempo continuo:
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Figura 3.1. Salida del sistema. Figura 3.2. Ley de control.

La implementacién en dispositivos digitales del control (3.8) con un intervalo de
muestreo § que se presenta en la Figura 3.4, conduce al sistema a la superficie pero con
oscilaciones debido a que la sefial de control es constante dentro del intervalo de muestreo.
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Figura 3.3. Salida del sistema. Figura 3.4. Ley de control.
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Este ejemplo ilustra el problema de “chattering” el cual surge de la implementacién
digital del sistema con control discontinuo. Entonces dentro del intervalo de muestreo
donde el valor del control es constante, se observa que la frecuencia de conmutacién no
puede exceder la frecuencia de muestreo.

Discretizando el sistema tenemos la ecuacién en tiempo discreto
Tyl = Ty + buy

donde
)

a=eT b= /eA’\d)\ b
0

El control u; puede ser escogido tal que

ZTr41 =0
es decir
Tpy1 = azy +bue =0

v

a

Uy = ——Ty (3.9)
b
Asi en el sistema discreto
a
Tky1 = aTp +bug, up = 3%

el valor z; = 0 para k > 1.

)
Cuando la funcién b = / e*d)\ | b tiende a cero con § — 0 el control ux = —4%x)

0
puede exceder el control acotado Umsx O Umin-

Como resultado el control representado en la Figura 3.6 del tipo (3.9) hace que el
sistema, en este caso también la superficie, vayan a cero en un mimero finito de pasos,
ya que este tipo de control es no acotado. En la Figura 3.5 se observa como la superficie
zx = 0 es alcanzada despues de un intervalo finito, en este caso solamente un paso, y
después el estado permanece en la superficie.
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Figura 3.5. Salida del sistema. Figura 3.6. Ley de control.

Como vemos la ley de control de la Figura 3.6 es no acotada puesto que no tiene
restricciones y este control puede no ser realizable. Debido a esto se necesita una ley de
control acotada; entonces se utiliza la ley de control en la siguiente forma:

Ukeqg  Si |[Ukeqll <wo

ve = gt i fluiegll > g all}

donde uy es la cota maxima de u.

Entonces vemos que el control acotado (up = 2) de la Figura 3.8 del tipo (3.10) lleva
el estado z) a cero después de un mimero finito de pasos (Figura 3.7). Asf, la superficie
se alcanza después de un intervalo finito del tiempo y el estado z; permanece sobre la
superficie.
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Figura 3.7. Salida del sistema Figura 3.8. Ley de control.

Similarmente a sistemas en tiempo continuo, el movimiento sobre la superficie visto
en la Figura 3.7 puede se referido como “modos deslizantes en tiempo discreto”. Note que
el modo deslizante es generado en el sistema en tiempo discreto con un control continuo.

3.3. Regulacién Robusta Lineal Discreta

Debido a que es posible discretizar los sistemas lineales exactamente, esto es que
se representa el sistema continuo para el caso discreto exactamente pero para entradas
constantes (28], y a que su discretizacién también es lineal, la teorfa de regulacién por
modos deslizantes desarrollada para sistemas en tiempo continuo se puede extender para
sistemas en tiempo discreto.

Se define, andlogamente al caso continuo, el Problema del Regulador con Modos Deslizantes
Robusto Discreto (DRSMRP) como el problema de encontrar una superfice deslizante
discreta:

ok =0(&) =0, (3.11)
y un compensador dindmico:
€rsr = F&i + Gey (3.12)
con control acotado:
Ukeq i ||ukegll < wo

uk = { u()ﬂ_::_::_ﬂ i | tkegll > g (3.13)
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tal que las siguientes condiciones se cumplan para todos los valores en la vecindad p, (ver
2.1.3):

(SS.4) El punto de equilibrio (z, ;) = (0,0) del sistema en lazo cerrado es asintéti-
camente estable.

(SM,,) Los modos deslizantes discretos son estable.

(SR.4) El error de seguimiento de salida va asint6ticamente a cero, es decir

lime, =0
k—oo

Considérese el sistema formado por el el sistema lineal y el exosistema (el cual produce
senales de referencia y/o perturbaciones), cuya sefial de salida es la sefal de error (2.6)

&(t) = Az(t)+ Bu(t) + Dw(t) (3.14)
w(t) = Sw(t)
e(t) = Cz(t) + Quw(t).

Discretizando exactamente el sistema tenemos

Tyl = Agzi + Baur + Dgwy (315)
Wey1 = SaWi
er = Cyrr+ Quwi

donde

T T
A, = T B, = / eA"drB, Dy= / eATdTD,
0 0
Sd = eST Cd = C; Qd = Q7
u(kT +t) = u(kT) para 0<t<T
Tky1 = z(kT+T)., zp=2z(kT), werr=w (kT +T),
wy = w(kT), w=u(kT), ex=-e(kT)

entonces bajo las hipétesis andlogas a las del caso continuo, esto es:

(H1,) El exosistema discreto es antiestable, esto es, los valores propios de S; estdn
sobre el circulo unitario,
(H2,) El par {Aq4, By} es estabilizable,
Ay Aglly —T14S; + Dy
0

(H5,) El par {[ Cy Cullg+ Qg ] S, ]} es detectable, la
versién en tiempo discreto de la Proposicién 2.2 puede expresarse como:

Proposicién 3.1. Suponiendo que las hipdtesis (H14), (H2a) y(H54) se cumplen,
donde la matriz £, se puede escoger tal que la dindmica cero controlada deslizante del
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sistema es asintdticamente estable y asumiendo que eziste una matriz Il la cual resuelve
las ecuaciones matriciales lineales:

[In —_ Bd(EdBd)‘IEd] [Adl_[d — 1484 + Dd] = 0 (316)

Callg + Qq (3.17)

Il
o

entonces el ESMRP discreto tiene solucidn.
Prueba: La prueba es idéntica a la descrita en el caso continuo.ll

Para el caso robusto, se discretiza el sistema (2.112) que nos queda de la siguiente

forma:
Tk+1 | _ | Aa —BgHp Ty By
[Zkﬂ]_[o iy Hk +[0 iy (3.18)
e = [ Cd 0 ] [ ‘:: ]
donde

Ty = :v(kT-l—T),xk=:c(k'T),zk+1=z(kT+T),
2z = z(kT), we=u(kT), e, =e(kT)

T
Ad = eA°T Bd=/ erTdTBo, Cd=C, @d=eQT
0
u(kT +t) = u(kT) para 0<t<T

donde ¢, toma la misma forma que la matriz ® del caso en tiempo continuo, tomando
los coeficientes del polinomio caracteristico de S, y definiendo

Az=[f‘d “BdH"] Bz=[Bd] C2=[Ci 0] =[]

0 q)d 0 2k
se tiene
2 42,2 2
Z‘k+1 = Ad.’Ek + Bduk
&g = Lzt

Si el par {C?, A2} es detectable es posible disefiar un observador del estado para este
nuevo sistema. Lo anterior motiva a la siguiente hipétesis:

(H5%) El par {C32, A2} es detectable.
con {Ad, B4, Cyq, Dy, Qd} = {Ag + 0Aq, Bg + 6By, Cg + (5Cd, Dg + 6Dy, Qg + (SQd}

(H4,) Las matrices II4, 'y, que resuelven el problema de regulacién por retroali-
mentacién del estado existen para la vecindad p;.
po se define como en el caso continuo para las matrices en discreto.
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Entonces el sistema (3.12) puede ser construido de la siguiente manera:
Eprn = Agzi + Biux + Glex — &), €, = Ci, (3.19)

donde &, = (&, Ei)T es el estimado de ¢, = (Zx,2x)” y la matriz G = (G, G1)T se escoge
tal que estabiliza la dindmica del error

€k+1 = (AZ = GCg) €k (320)

con € =, —& = (fllc,f%)T
Consideremos una funcién de conmutacién discreta definida como:
or=[Za 0]& =Zu;, (3.21)
donde oy € R™ y &, € R™" y se elige tal que rango ¥;B; = m.
Tomando la superficie deslizante oy en el siguiente punto de muestreo tenemos
Okt1 = Sdbrsr = Sa[Adéx — BaHobs + Bawk + Golex — €;)]
= $4Ad€} — TaByHokt + SaBaug + ZaGolex — €;) =0

y despejando ue, entonces

Ukeg = —(ZaBa)™'Ea [Adﬁzlc — ByHo€} + Go(ex, — e;)] (3.22)
= —(Z)dBd)‘IZ)d [Adik — BdH()Zk - (Ad — G()Cd) 6,{: + BdHoeﬁ]

Ahora substituyendo (3.22) en (3.18) tenemos la ecuacién de modos deslizantes discreta
(EMDD)
Iyr1 = Aaly — ByHozi — Ba(24Ba) 'S4 [Aak — BaHozk — (Aa — GoCa) €1 + ByHoeo)
= (I, — Ba(ZaBa)'Sa)AsZk — [In — Ba(Z4Ba) 'E4)BaHoz
—Bd(EdBd)'lEd [—- (Ad = GoCd) 6,1c + BdHOEi]
= PrAddy — PraByHozk — Ba(£4Ba)™'Sa [~ (Ad — GoCa) € + BaHoer]  (3.23)

donde —ByHyz, = —Bgl"dwk = (ASHd — 145 + Dg)w

Para probar que la ecuacién de modos deslizantes es invariante en presencia de per-
turbaciones, se prueba el siguiente resultado.

Lema 3.1. Definiendo el operador P,y como P,q = (I, — Ba(ZaBa)"'X4), entonces

la igualdad
P,-d(Ang —I1384 + Dg) =0 (3.24)

se cumple si y solo si existe una solucion Iy y T'y de la ecuacidn matricial

A8, — T3S, + DY = BTy (3.25)
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Prueba. La prueba es idéntica a la descrita en el caso continuo.l

Definicién 3.1. Consideremos el siguiente sistema con toda la informacion medible:

Tk = PgAdix (3.26)
g, = Zdi‘k

entonces la dindmica cero controlada deslizante se define como:
Ti41 = PraAaZi | LaZ =0 (3.27)
que representa la dindmica del sistema (8.26) restringida a la superficie o = 0.

Observacién 3.1. De la caracterizacién de la dindmica cero de un sistema, la matriz
P.4Aq del sistema (3.27) tiene m valores propios iguales a cero. También, de la construc-
cién de la matriz P,q4, es posible probar que el resto n —m valores propios pueden colocarse
arbitrariamente por medio de ;.

Uno puede proporcionar las caracterfsticas dindmicas deseadas en el sistema (3.23)
por asignacién independiente de los valores propios de las matrices PyAq y (A2 — GC2)
escogiendo de forma adecuada las matrices £4 y Go y G; bajo las hip6tesis H24 y H5S.
Si la velocidad de la dindmica del observador es un orden de magnitud mayor que la
velocidad de la dindmica del vector de estados Z, el movimiento deslizante no estars
exactamente sobre la variedad o, = ¥4%; = 0 como en sistemas en los cuales se dispone
de toda la informacién sino en su pequefia vecindad definida por 09 = T4 — Zael =0,
donde €; decae rdpidamente a cero en virtud de ecuaciones auténomas (3.20). Asf, con
e+ =0y € = 0, tenemos:

Frosr = PraAadp, Sadx =0 (3.28)

la cual es precisamente la dindmica cero controlada deslizante del sistema con toda la
informacién. Debido a que la matriz ¥, se escoge tal que det £4By # 0, y n—m eigenvalores
de P.4Aq4 estén dentro del circulo unitario, entonces £y — 0 y e — 0. Por lo tanto, las
condiciones (SS,4), (SM,4) y (SR,4) se cumplen.

Se observa que el controlador anterior garantiza error cero en el instante de muestreo,
pero no entre ellos; lo anterior es porque la entrada es constante entre los instantes de
muestreo.
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3.4. Regulacién Robusta Lineal Discretizada con Retene-
dor Exponencial

Anteriormente se ha descrito la regulacién con modos deslizantes de sistemas lineales
tanto en tiempo continuo como en tiempo discreto, y se han visto los problemas que
se presentan al utilizar la regulacién con modos deslizantes discretizada con retenedor
de orden cero. En este capitulo veremos como es posible, para los sistemas lineales, la
regulacién con modos deslizantes robusta que garantiza error cero entre los instantes de
muestreo, utilizando el retenedor exponencial. ([21]).

3.4.1. Construccién del regulador con retenedor exponencial.

Tomando nuevamente el sistema en tiempo continuo
t(t) = Az(t)+ Bu(t) + Dw(t)
w(t) = Sw(t) (3.29)
e(t) Cz(t) + Qu(t)

y suponiendo que la solucién de regulacién robusta por retroalimentacién del error existe
en continuo, esto es, existen matrices II, I" tales que

IS = All+Br+D (3.30)
0 = CII+Q

se satisfacen, entonces considerando el sistema de error obtenido anteriormente en (2.35)
) | _ [ Ao —BoHo [ Z(t) } + [ By
#(t) 0 o 2(t) 0
_ (1)
et) = [Co O][z(t)J
z(t) = z(t) — Nw(t), Tw(t) = z(t) = Hpz(t)

y suponiendo que (H3;) se satisface, se discretiza (3.31), obteniendo

u(t) (3.31)

- KT+T KT+T
Tee1 = eA"]ik—/ eA°(KT+T_T)BoH0z(T)dT+/ eAKT+T=7) Boy(7)dT
KT KT
®T
Zk+1 = €7 2
er = Colx

el cual se puede expresar de la siguiente manera
Tp1 | Az —A Iy By | -
[ 241 B [ 0 &4 } [ 2 ] T [ 0 ]uk (3.32)

ey = [Co O]I:iz
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donde
T
Ag = e A= / e T By Hoe®df, &y ="
0

T T
By = / eA®Bods, @y = / Ao(T=0) By (kT + 6)d6
0 0

De aquf podemos obtener el siguiente observador

1 - 1 ’ ’
)-% 2 [§]- (3o (2] -si-cc

donde &, = (&, fi)T es el estimado de ¢, = (%, 2x)” y la matriz G = (Go, G1)7 se escoge
tal que estabiliza la dindmica del error

€k+1 = (A - GC) €k

con 2 g
€k=Ck—§k=(€}c,fﬁ)T,A=[ Od :I’d ],C'=[Co 0]

Consideremos una funcién de conmutacién definida como:
or=[Za 0]& =T, (3.33)
donde g, € R™ y &4 € R™" donde el rango 4By = m.

Tomando la superficie deslizante discreta o, en el siguiente punto de muestreo tenemos:

Okr1 = Zabhyr = TalAa€h — A&L + Bail + Golex — €)]
= EdAdé',t — EdAEi + X4Byt + ZqGolex, — e;c) =0

y despejando ., entonces

Ukeq = —(ZaBa)'Z4 [Adfllc — A& + Golex — e;c)] (3.34)
= —(ZdBd)‘IZd [Adi‘k — Az — (Ad - GOCO) E;IC + Aei]

Ahora substituyendo (3.34) en (3.32) tenemos la ecuacién de modos deslizantes
discreta (EMDD)

Trp1 = Addr — Azk — By(Z4Ba) 'E4[Aad — A2k — (Ag — GoCo) €1 + Aeg)
= [[n - Bd(ZdBd)"IEd]Adik - [In = Bd(ZdBd)_l):d]Azk
—By(S4Ba) ' Su [~ (Ad — GoCo) € + A€l
= PAsix — Pihzi — By(S4Ba) ' Ea [— (Ad — GoCo) & + A€
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donde —AZk = —BdHOZk = —BdI‘dwk = (AdIId o Hde + Dd)wk-

Para probar que la ecuacién de modos deslizantes es invariante en presencia de per-
turbaciones, se prueba el siguiente resultado

Lema 3.2. Definiendo el operador P4 como Py = (I, — B4(X4B3)™'%,). Entonces la
igualdad

Pd(Ade — 145, + Dd) =0 (3.35)
se cumple si y s6lo si existe una solucion Iy y I'q de la ecuacion matricial
Aglly — I13Sy + Dg = Byl'y (336)

Prueba. Directamente se verifica que P4 es un operador de proyeccién a lo largo del
rango del espacio de By sobre el espacio nulo de ¥£; es decir

P;By = (I, — By(Z4B3) 'Z4)Ba=0 y
Pigy = & VI €R,R={G € R"| T4, = 0}

asf si la condicién (3.36) se cumple, entonces se sigue que Py(A4lly — [13Sq + Dg) =
P,B,T'y = 0 también se cumple. Ahora, si la condicién (3.35) se satisface, entonces (AqIlz—
1,54 + Dy) debe estar en la imagen de By, es decir, (A4Ily — I1;S; + Dy) = Byly para
alguna matriz discreta I'y.

Definicién 3.2. Consideremos el siguiente sistema con toda la informacion medible:

Ty = PiAd (3.37)
O = Zd.'ik

entonces la dindmica cero controlada deslizante se define como
Zrr1 = PiAgZi | aZ =0 (3.38)
que representa la dindmica del sistema (3.87) restringida a la superficie o = 0.

Observacion 3.2. De la caracterizacién de la dindmica cero de un sistema, la matriz
P,A, del sistema (3.38) tiene m valores propios iguales a cero. También, de la construccién
de la matriz P,, es posible probar que el resto n — m valores propios pueden colocarse
arbitrariamente por medio de %,.

De las ecuaciones anteriores se observa que si iy = —(ZqBq) ' X4 [Adﬁ,lc — A&+ Gyler - e;c)]
y la matriz [P;A4Z] tiene los valores propios dentro del cfrculo unitario entonces e, — 0
cuando k — oco.Por lo tanto, las condiciones (SS;4), (SM;q) ¥y (SR,4) se cumplen.

Para obtener la ley de control anterior se aplica la siguiente entrada al sistema
kT +6) = —(TaBa)'Ta [Auth — MG+ Colex — )]
~(SaBa) T [Ad€) — BaHoL(KT +6) + Golex — ¢,)]

= —(Z4Ba) 'y [Adf;lc — ByHoe® €2 + Go(ex — e;c)]
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de aqui se puede observar que cuando el sistema estd en estado estable la ley de control
en estado estable queda de la siguiente manera:

Uss (KT + 8) = (£4B4) " TqBaHoe® 2,
y como (X4By) S4B, = I,,, entonces tenemos:
’U,"(kT + 0) = (EdBd)—ldedHoed’azk = Hoewzk =Tw

de donde se ve que el error tiende a cero atin entre los instantes de muestreo, puesto que
la entrada en estado estable es justamente la que hace invariante la superficie z = Iw,
donde el error es cero.

Entonces si (H5Y) se satisface, se puede realizar el observador para obtener el regulador
discreto de la forma

[E}CH] _ [Pd(Ad—GOCO) 0 J[ﬁ}c]_,_ PiGo |
& -G:1Co Py || & Gy k

u(t) = u(kT +6) = —(S4Ba) 'S4 [(Aa — GoCa)é — BaHoe® €} + Goex)] = H(0),

de donde se observa que necesitamos un retenedor especial que reproduzca la sefial en
estado estable u(t) a partir de los estados discretos £2. A este tipo de retenedor lo
llamaremos " Retenedor Ezponencial”

3.4.2. Diseno del retenedor exponencial

Para poder implementar la ley de control necesaria para garantizar error cero en estado
estable tanto en instantes de muestreo como dentro del intervalo, es necesario construir
el retenedor exponencial. En [26] se presenta la forma de construir este retenedor. En
esta seccién se explica como construir el retenedor exponencial, partiendo de conceptos
bésicos, como son construir integradores y retenedores de orden cero.

Observamos que la matriz ® tiene la siguiente forma especffica

0 I o - 0
0 0 I - 0
¢ = : : : :
0 0 o - I
—agl —ayl —apl -+ —a,_11

que se puede separar en “m” subsistemas exactamentes iguales, esto es
By O o 0 0 1 ... 0
0 & -~ 0

D~ d, = E : : para t=1...m

o 0 0 o, —-ay —a; -+ —Gr_1
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De aqui, es posible ver que basta realizar el disefio para un subsistema y repetirlo por
“m” veces. Se observa que el subsistema se puede realizar con una cadena de integradores,
donde cada integrador se iniciars en cada instante de muestreo con el valor calculado por
el regulador discreto, como lo indica la siguiente figura:

Z, (k) Za® Zl(k) Zy ()

@ i (s s } 57
3

(2 |

e
Figura 3.9. Cadena de integradores con condiciones iniciales variables.

Es posible obtener la solucién para cada subsistema a partir de la solucién de la
ecuacion (3.31)

zi(t) = Bl ty(t,) i=1...m

Esta debe ser implementada por medio de integradores con condiciones iniciales vari-
ables, por lo cual una realizacién puede ser obtenida como en la siguiente figura

TAL COMDITIIN R1 K
® AVAVAY. AVAYAY
BT X
[ ] &

N

Figura 3.10. Integrador con condicion variable.
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Este circuito es gobernado por
Volti +1) = Vp(ti)e "o + (e-ﬁ’ - 1) Vi(th)
para pulso = 1 y t,= instante en el que el pulso =1
Volta +t) = Vo(ta)e™ _5+—/V
para pulso = 0y t, = instante e: el que el pulso =0

donde R; = R; = R. Cuando pulso = 1, el amplificador operacional toma la configuracién
del filtro inversor pasa bajas y la salida toma el valor —V;(t;) despues de 5RC segundos.
De otra manera, cuando pulso = 0, el amplificador operacional cambia a la configuracién
integrador con condicién inicial V, = —V;(t;) (ver [26]).
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Capitulo 4

Ejemplos de Aplicacion

En este capitulo se presentan las aplicaciones de los resultados obtenidos a un motor
de CD y a un péndulo simple. Se presentan las simulaciones de ambos sistemas, utilizando
un retenedor de orden cero y el retenedor exponencial.

4.1. Motor de Corriente Continua

Considere un motor de CD controlado por armadura. La dindmica del motor es gober-
nada por dos ecuaciones de primer orden acopladas con respecto a la corriente de armadura
y la velocidad del eje:

d’LUm kt . T1
s i SR 4.1
dt J J (1)
dia _ )‘°'w ie + =u
dt L™ L* L
donde
i, = corriente de armadura u = voltaje
w,, = velocidad del eje J = inercia del rotor, motor y carga
R = resistencia de armadura L = inductancia de armadura
Ao = Constante retro-FEM k; = constante de torque
71 = Torque de carga

Asignando z; = w,, y 2 = i,, Obtenemos la representacioén en espacios de estados

& 0 & ][z 0 -1
BRI SRR

w = Sw

57
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0 0 0
donde w = (wy,wy, w3)T S = [0 0 a] y W1 =T1 =cle, Y =1y, Yref = Wo.
0 —a O

Pasando el sistema al caso robusto tenemos lo siguiente

= Ay —ByH z B
| _ 0 o0f1o o
[z-] = [0 o [z +[ 0|
z
e = [G o][z
w = Sw
: = &z
con .
0 at 0
AO_I:_& _‘]E},Bo—[l],C():[l O]
L L I
donde
0 1 0
T = (ml,:cg)T 2 (Zl,Zz,Zg)T ® = 0 0 1 ap=0,a; = a?,ay = 0.

—Qqp —a; —az
Discretizando el sistema para un perfodo de muestreo 7' tenemos lo siguiente
Tepr | _ | Aa A ]| 2% + By

Zk+1 0 &4 2k

0
e = [Cy o][j:]

i (4.2)

donde

T T
Ay = " A= / e T-9 B Hee*®df, By = / e B d,
0 0

Cd = C(), CI)d = e(bT T = (m,lc,mi)T 2k = (Z;,Z%)T

Lo cual se puede ver de la siguiente manera

Thyl = AZ + By

donde
A=|:Ad _A],Bz[Bd] C—,___[Cd 0] :i=[xk
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Entonces podemos obtener el siguiente observador
En = A+ B+ G (ex—e}) €= CE
donde &, = (&}, fﬁ)T es el estimado de ¢, = (zx, 2)” y la matriz G = (Go, G1)” se escoge
tal que estabiliza la dindmica del error
&1 = (A—GC) &

con e =, — & = (ehel)”
Consideremos una funcién de conmutacién definida como:
Ok = [ X4 0 ]f &
donde o, € R! y T4 € R1*2 donde el det £4By # 0.

Tomando la superficie deslizante discreta al siguiente punto de muestreo y despejando
Ukeq tenemos

Ukeq = —(EdBd)‘IEd [Ad.‘i‘k — Az, — (Ag — GoCy) E,lc + AGE]
y sustituyendola en (4.2) tenemos la ecuacién de modos deslizantes (EM D)
Tkr1 = [In— Bi(ZaBa) 'T4)Adds — [In — Ba(ZaBa) ' Za)Az

—Bd(ZdBd)‘IZd [— (Ad - G()Co) 6,1C + AE%]
= PAyZr — PiAz — Bd(ded)—IEd [— (Ad - G()Co) Ellc + Aéz]

De aqui observamos que si la ecuacién de modos deslizantes es invariante a perturba-
ciones y escogemos X, tal que la matriz P;A, tiene los valores propios dentro del circulo
unitario tenemos que e, — 0 cuando k — oo.

Tomando ke, y substituyendola en el observador este toma esta forma
Eer1 = Fuabi + Gexe
donde

Pyj(Aq— GoCy) 0

Fa= GO,y

A continuacién usaremos los siguientes pardmetros para realizar la aplicacién

L=1mH do=0001V"-s-rad!
R=050Q B=0,01 Nm-s-rad!
J = 0,001 Kg-m? k, = 0,008Nm - A~!
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de donde obtenemos lo siguiente

Discretizando el sistema con un perfodo de muestreo T = 0.3 seg y una frecuencia
de la senal de referencia de @ = 5 rad/s, entonces calculando el regulador discreto para
ubicar los polos de lazo cerrado dentro del circulo unitario, obtenemos lo siguiente

—-0,5399 1,0201 O 0 0 1,8015
0,0645 -0,1218 0 0 0 0,1481
F, = -0,8072 0 0 1 0 ,G = 0,8072
1,3671 0 0 0 1 —1,3671
13775 0 1 —1,1414 1,1414 ~1,3775
U = —():dBd)_lzd [(Ad - G()Co)fllc - BdHofi + Goek)] (43)

donde

0,9996  2,2284 B, | 03426
—0,00027 0,8603 |’ 7 | 02785

Cs = [10] Ho=[10 0]

™
a
Il

[0,1194 1], Ag=

Con esto se muestran las siguientes figuras que presentan la sefial de referencia y la
salida del sistema (Figura 4.1) debido a la ley de control del tipo (3.13) (Figura 4.2) dando
asf las senales de error para el sistema discreto (Figura 4.3) y la sefial de error para el
sistema continuo (Figura 4.4)
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Figura 4.3. Error discreto.
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Figure 4.4. Error continuo.

Se observa cémo la senal de error para el sistema en tiempo continuo es diferente de
cero dentro del intervalo de muestreo mientras que es cero en cada instante de muestreo.
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Para resolver el problema del error diferente de cero entre los instantes de muestreo se
realizard el regulador con retenedor exponencial.

Se construye el regulador por modos deslizantes con retenedor exponencial y nos queda
de la siguiente forma

-0,531 11,0201 © 0 0 1,8015
0,0634 -0,1218 0 0 0 0,1564
Fy = —-1,1993 0 1 01994 10,0371 | ,G= 1,1993
0,9922 0 0 0,0707 0,1994 —0,9922
35,0536 0 0 —4,9874 0,0707 —35,0536
U = —(EdBd)_IZd [(Ad - GoCo)ft - BdHoe“{z + Goek)] (4.4)
donde
0,9996  2,2284 _ | 0,3426 _
By = | GUS 1] da= [ —0,00027 0,8603 ] Ba= [ 0,2785 ]  Ca=[1 0],
1 1/5xsin(5xteta) —1/25 % cos(b x teta) + 1/25
H = [100] e¥=]0 cos(5 * ) 1/5 * sin(5 * 6)
0 —5xsin(5x0) cos(5 * 0)

Los resultados para este controlador son los mostrados en las siguientes figuras donde
vemos la salida del sistema contra la senal de referencia (Figura 4.5) , adem4s tenemos la
sefial de error discretizada (Figura 4.6)

f\ | 1\' I fl T i\ ’ |
Al b b i AR ] i‘le'\.?’;. ol
S)J,THT.'.[";\TWWW‘\L(
g )L sl R il

wa’ll"" o 1;,\-wi:tryéﬁiﬁisi]i;!
osﬁ‘ilw",:- --.-:---HW\J— 3 :
B S e S+

Figura 4.5. Salida vs referencia. Figura 4.6. Error discretizado.
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y la senal de control u(kT + 6) que se muestra a continuacién

Sefdl b arird
T T T T T
+
4+ - '
' )
’ H 1
Z |- r 1 1

P
:
:
e T = = =, ="
e

o
wp- -l

Figura 4.7. Ley de control discretizada.

De la Figura 4.5 vemos como la sefial de salida sigue a la sefial de referencia asi como
en la Figura 4.6 se muestra como el error discretizado tiende a cero demostrando que con
el retenedor exponencial utilizado se garantiza error cero tanto en el instante de muestreo
como en su intervalo.

Con un par de carga constante mostrado en la siguiente Figura:

Prddagp
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ad ' ' ' . .

r v i i o - Ny
ag a . i .

. ' ' ' '
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i d T " (

-12 T 1 b
144
-16r -
'
. \
.1‘d' 3 0
' '
Y s P L J 1 wk
0 5 0 5 1] > D
tempiseg)

Figura 4.8. Par de carga constante.
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A continuacién se muestra la gréfica obtenida (Figura 4.8) al variar aleatoriamente los
valores de algunos de los pardmetros del sistema, concluyendo que el regulador propuesto
es robusto a variaciones paramétricas.

Figura 4.9. Variaciones de = 25% en Ry de +12%en L.
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4.2. Péndulo Simple

4.2.1. Modelo dindmico

Las ecuaciones no lineales invariantes en el tiempo que determinan el comportamiento
dindmico del péndulo se obtienen por el método Euler-Lagrange.

Figure 4.10. Esquema del péndulo invertido.

El péndulo considerado como un sistema no conservativo es representado por

d [OL 0L OR
a[sa]“a‘q*a—q” (45)

donde L es el Lagraniano definido por
L=K-V

K es la energia cinética, V' la energia potencial del modelo. Los vectores T y g representan
el par y la posicién de la unién del eslabén, R es la funcién de disipacién de Rayleigh y
t es el tiempo.

Siguiendo el mismo procedimiento de [27] las ecuaciones que representan al sistema
son
7= (mi + L.) G+ mglcsin (q) + ppd (4.6)

A partir de la ecuacién (4.6) se puede obtener la representacién en variables de estado
de la forma siguiente
mglesin (q) + psq — T) (4.7)

L1 (
1= "z, 1 1.,)
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definiendo las siguiente variables como
z, =g, T2=¢, u=T, Y=z

el sistema no lineal queda representado por

z(t) = f(@)+g@u()

y() = h(z)
donde
flz) = ____I_[mj:zsin(x)+ ) } ;o g(@)= |: (1) :|U(4~8)
mlg"‘-[zz i ! Ayt mlg"‘-[zz
y(t) = o

Aproximacién lineal y aplicacién

Tenemos la linealizacién del sistema (4.8) en el punto de operacién [90°], que nos queda
de la siguiente manera

T, = I
. —mgl.T) — psZo +u

_ 4.9
2 mi2+ 1, (49)

Entonces tenemos el sistema en la siguiente forma

z(t) = Az(t)+ Bu(t)
() = Sw(t) (4.10)
e(t) = Cz(t)+Qz(t)
con
0 1 0 [0 a
- |:G.21 ago B—l:b] S_[—QO
C =[10] Q=[-10]
donde
.. S . SENE WS S
@ = L T T+ L, ml+ L.

w = (w,wy)T  w; =sin(at), wy=cos(at), Y=7T1, Yref=wr
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Pasando el sistema al caso robusto tenemos lo siguiente

HER A HE

e = [G o][j

w = Sw
z = &z
col
[0 1 _|o _
Ao_[am o 0_[b] Co=[1 0]
donde
_ T _ T _ 0 1 _ 2 _
& = (Zi,8) z2=(z,2) , ®= ,a0 = a”,a; =0.
—Qap —ai

Discretizando el sistema para un perfodo de muestreo T tenemos lo siguiente
_ Ad —A Tk Bd 2
_ [ X <I>dek +[ e (4.11)

|:xk+1
0
e, = [Cd 0][?:

Zk+1

donde
T T
.-L] = e'*“T A=/ eAO(T_g)BngeoedG, Bd=/ ergBodG,
0 0

Cy = Cp, g=e*T 1z, = (x,lc,xi)T 2 = (z,i,z,f)T

Lo cual se puede ver de la siguiente manera

donde

Entonces podemos obtener el siguiente observador

£k+1 =A_§k+Bﬂk+G(ek—e;c) C;C=C_’§k
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donde &, = (ﬁ,lc,éz)T es el estimado de ¢, = (zk, zk)T y la matriz G = (G, Gl)T se escoge
tal que estabiliza la dindmica del error

eor = (A—GO) &
donde €, =(, — &, = (e}c‘ei)T
Consideremos una funcién de conmutacién definida como:
Ok = [ ¢ 0 ] &k
donde o € R! y 4 € R1*2 donde el det £4By # 0.

Tomando superficie deslizante discreta al siguiente punto de muestreo y despejando
ljeq tenemos

ﬂkeq = _(EdBd)-IEd [Adik — Az, - (Ad = GoCo) E,lc + AE%]
y sustituyendola en (4.11) tenemos la ecuacién de modos deslizantes (EM D)

[In — Bd(ZdBd)"IEd]Ad:Ek - [In - Bd(ZdBd)‘IEd]Azk
—Bd(EdBd)_IEd [— (Ad - GoCo) G}c + Aei]
PdAdffk = PdAZk = Bd(ZdBd)’IEd [— (Ad - GOCQ) GIIC + Aez]

Ty

De aqui observamos que si la ecuacién de modos deslizantes es invariante sobre per-
turbaciones y escogemos X4 tal que la matriz P;A, tiene los valores propios dentro del
circulo unitario tenemos que e, — 0 cuando k — oo.

Tomando ., y substituyendola en el observador, éste toma la forma
€1 = Faby + Gey,
donde

Pd(Ad = GoCo) 0

Fo= —GiCy B,

A continuacién usaremos los siguientes pardmetros para realizar la aplicacién

le Longuitud del eslabén 0,1551 m

m Masa del eslabén 0,8293 kg

I, Momento de inercia del eslabén 0,00595 kg - m?
Ky Coeficiente de firccién viscosa 0,00545 kg/s

q Constante gravitacional 9,81m/s?

de donde obtenemos lo siguiente
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A 0 1

0

= | —48,7183 —0,2104] B=[38,61004

] c=[10] S=[_05 g]

Discretizando los sistema con un perfodo de muestreo T' = 0.1 seg y una frecuencia
de la senal de referencia de & = 5 rad/s, entonces calculando el regulador discreto para
ubicar los polos de lazo cerrado dentro del cfrculo unitario, obtenemos lo siguiente

—0,3095 0,0389 0 1,6714
P 1,9813 —0,2491 0 G- | 49374
d 0,2963 0 0 7 | -0,2963
—-0,3125 0 —0,9999 1,7551 0,3125
ue = —(Z4Ba)7'Za [(Aa — GoCo)éy — BaHok: + Goex)] (4.12)

donde

T, = [64013 1] A;=
Ca = [1 0]

0,7677 0,0911 5, _ [ 01840
—4,4389 0,7485 4=

Ho=[1 0]

3,5179

Con esto se muestran las siguientes figuras que presentan la sefial de referencia y la
salida del sistema (Figura 4.10) debido a la ley de control del tipo (3.13) (Figura 4.11)
dando asf las senales de error para el sistema en tiempo discreto (Figura 4.12) y la sefial
de error para el sistema en tiempo continuo (Figura 4.13)

SENFESE RN RN R NE RN,
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Figura 4.11. Salida vs Referencia.
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Figura 4.12. Ley de control.
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Figura 4.13. Error discreto. Figura 4.14. Error continuo.

Se observa cémo la senal de error para el sistema en tiempo continuo es diferente de
cero dentro del intervalo de muestreo mientras que es cero en cada instante de muestreo.
Para resolver el problema del error diferente de cero entre los instantes de muestreo se
realizaré el regulador con retenedor exponencial.

Se construye el regulador por modos deslizantes con retenedor exponencial y nos queda
de la siguiente forma

~0,3165 0,389 0 0 1,6714

F o= 2,0260 —0,2491 0 0 a= 4,7589
e = 0,5767 0 0,8775 10,0958 (’~ ~ | —0,5767

—5,3653 0 —2,3971 0,8775 5,3653

ue = —(ZqBa)"'Eq [(Ad — GoCo)éx — BaHoe™ €} + Goex)]
donde
0,7677 0,0911 _ | 0,1840
Lo = [64013 1] Ad:[—4,4389 0,7485] Ba= [3,5179

cos(5 * 6) 1/5 % sin(5 = 6)

Ce = [10] Ho=[1 0] eM:[—5*sin(5*6) cos(5 x 6)

Los resultados para este controlador son los mostrados en las siguientes figuras donde
vemos la salida del sistema contra la sefial de referencia (Figura 4.14) ademds tenemos
la senal de error discretizada (Figura 4.15)
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Figura 4.15. Salida vs Referencia. Figura 4.16. Error discretizado.

y la senal de control u(kT + #) que se muestra a continuacién

Figura 4.17. Ley de control discretizada.

De la Figura 4.12 vemos como la senal de salida sigue a la senal de referencia asf como
en la Figura 4.13 se muestra como el error discretizado tiende a cero demostrando que con
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el retenedor exponencial utilizado se garantiza error cero tanto en el instante de muestreo
como en su intervalo.

A continuacién se muestra la grafica obtenida (Figura 4.16) al variar aleatoriamente los
valores de algunos de los pardmetros del sistema, concluyendo que el regulador propuesto
es robusto a variaciones paramétricas.
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Figura 4.18. Variaciones de + 25% en la masa.

Con estos dos ejemplos se puede determinar que el regulador propuesto es adecuado,
ya que garantiza error cero tanto en instantes como en el intervalo de muestreo. Ademsés,
presenta robustez a variaciones en los pardmetros.



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones

Debido a la bibliograffa consultada se pudo comprobar que el realizar el regulador en
tiempo continuo y luego discretizarlo para regular el sistema, no es un buen camino para
el diseno del regulador discreto, puesto que al cerrar el lazo no se garantiza que el sistema
en lazo cerrado sea estable. Debido a esto es necesario discretizar el sistema y calcular
el regulador discreto para el sistema discretizado, asegurando con esto que el sistema en
lazo cerrado es estable.

También se vi6 que utilizar retenedores de orden cero para implementar la ley de
control de los sistemas se tiene un error dentro del intervalo de muestreo a menos que
el periodo de muestreo fuera muy pequenio. Para esto es necesario utilizar un retenedor
especial que se denomina retenedor exponencial; con este retenedor es posible generar la
entrada necesaria en estado estable para que el error tienda a cero aun entre instantes de
muestreo.

Las técnicas de modos deslizantes utilizadas ayudaron para obtener el anélisis del com-
portamiento del sistema de una manera sencilla, obteniendo ademds robustez a variaciones
paramétricas asf como el considerar el control acotado.

Por otro lado, se observé que el utilizar una ley de control de conmutacién para los
sistemas discretos, se tenia “chattering” debido a que en el intervalo de muestreo la ley
de control es constante. Debido a esto se tuvo que utilizar una ley de control del tipo uxeq
que se obtiene de despejar la ley de control de la superficie. Al hacer esto podemos decir
que penalizamos robustez en estabilidad pero eliminamos “chattering”

También se ha mostrado la comparacién entre el funcionamiento de un controlador uti-
lizando un retenedor de orden cero y otro controlador con retenedor exponencial, aplicdn-
dolos a un motor de CD y a un péndulo simple; los resultados de simulacién, para ambos
ejemplos, muestran que al utilizar un retenedor de orden cero se garantiza error cero en
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instantes de muestreo; y al utilizar la estructura de control con retenedor exponencial
asegura seguimiento asintético tanto en instantes de muestreo como entre estos.

5.2. Trabajo Futuro

De los resultados presentados del trabajo realizado y las conclusiones obtenidas pode-
mos presentar las siguientes perspectivas de trabajo:

s Validar los resultados obtenidos en tiempo real para las aplicaciones vistas.

Con los resultados obtenidos se sugiere una extensién para el estudio de los esquemas
de control robusto por modos deslizantes con retenedor exponencial para sistemas
no lineales.

» Investigar una ley de control robusta para estabilidad que ademds elimine el prob-
lema de “chattering” debido al tiempo de muestreo.
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