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Resumen

La materia oscura es uno de los misterios més grandes en el campo de la fisica.
Aunque existen multiples evidencias observacionales que sustentan su existencia,
su naturaleza fundamental sigue siendo desconocida. El modelo de materia oscura
fria (CDM) ha sido uno de los mas utilizados hasta el momento para intentar dar
respuesta a la materia oscura, sin embargo este modelo presenta una gran serie
de dificultades para predecir fendmenos a escalas galacticas. Esto ha motivado a
que se propongan modelos alternativos que sean consistentes con las observacio-
nes, uno de estos modelos es el de materia oscura escalar (SFDM). El modelo de
materia oscura escalar (SFDM) ha adquirido gran relevancia en los ultimos afios.
Recientemente este modelo ha logrado explicar fenémenos como las VPOS [108]
y las burbujas de Fermi (FB) [81] en nuestra galaxia al considerar estados excita-
dos de materia oscura escalar y suponiendo una simetria interna U (1) cuya carga
es oscura. Por otro lado, las estrellas formadas por bosones también se han vuelto
de gran interés por su capacidad para imitar fenémenos como sombras de agujeros
negros y eventos de ondas gravitacionales. Inspirados en todos estos resultados, en
este trabajo consideramos un modelo donde la materia oscura escalar posee una
simetria de gauge U(1). Esta simetria introduce una nueva carga de gauge y un
nuevo campo de gauge que asociamos con el fotén oscuro (DP). A partir de este
modelo estudiamos la formacién de objetos compactos imponiendo constricciones
particulares sobre el sistema y nos concentramos en la posibilidad de que, debido
al rompimiento espontdneo de la simetria U (1), el foton oscuro adquiera masa y

sea capaz de formar objetos compactos como estrellas de Proca (PS).



III

Abstract

Dark matter is one of the biggest mysteries in physics. Although there is multi-
ple observational evidence supporting its existence, its fundamental nature remains
unknown. The cold dark matter model (CDM) has been one of the most used until
now to try to respond to dark matter, however this model has a number of difficul-
ties in predicting phenomena on galactic scales. This has motivated the proposal of
alternative models consistent with the observations, one of these models is the sca-
lar field dark matter model (SFDM). The scalar field dark matter model (SFDM)
has gained great relevance in recent years. Recently this model has been able to ex-
plain phenomena such as VPOS [108] and Fermi bubbles (FB) [81] in our galaxy
when considering scalar field dark matter excited states and assuming an internal
symmetry U(1) whose charge is dark. On the other hand, boson stars have also
become of great interest for their capability to mimic phenomena such as black
hole shadows and gravitational wave events. Inspired by all these results, in this
work we consider a model where scalar field dark matter has a U(1) gauge sym-
metry. This symmetry introduces a new gauge charge and a new gauge field that
we associate with the dark photon (DP). From this model we study the formation
of compact objects by imposing particular constraints on the system and we focus
on the possibility that, due to the spontaneous breaking of the U(1) symmetry, the
dark photon acquires mass and is capable of forming compact objects like Proca
stars (PS).
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1. Introduccion

La materia oscura es actualmente un problema abierto en la fisica. Se estima
que cerca del 95 % de materia en el universo es no baridnica, y de este porcentaje
se estima que mds de un cuarto debe ser materia oscura (DM) [79]. Por lo tanto
este problema es especialmente interesante desde la perspectiva del campo de la
cosmologia. Por otro lado desde la perspectiva de fisica de particulas se ha vuelto
un reto detectar nuevas particulas que pertenezcan al sector oscuro de forma que
puedan explicar la materia oscura. Entre las propuestas de modelos para estudiar la
materia oscura a grandes escalas estd el modelo de materia oscura escalar (SFDM)
el cual considera que la materia oscura es un campo escalar bosénico ultraligero
de espin s = 0 y que recientemente ha ganado gran relevancia. Por otro lado, el
fotdn oscuro es una hipotética particula bosénica vectorial que ha sido estudiada
desde la fisica de particulas y también se considera como candidato a materia os-
cura [49]. En este trabajo se explora la posibilidad de unir ambos conceptos bajo
justificaciones observacionales y usar un modelo general donde la materia oscu-
ra escalar posea una simetria de gauge U (1) cuya carga de gauge esté asociada al
campo del fotén oscuro. Este trabajo se divide de la siguiente forma: en la primera
seccion (que incluye desde el capitulo 2 hasta el capitulo 7) se presentan los mini-
mos tedricos necesarios para la construccion del modelo propuesto, estos incluyen
las ecuaciones de Einstein con fuentes, materia oscura escalar, objetos compactos,
fotén oscuro, simetrias de gauge y rompimiento espontaneo de simetrias. En la se-
gunda seccion (que incluye desde el capitulo 8 al 9) se presenta la construccion del
modelo propuesto junto casos particulares de objetos compactos que reproduce el
modelo y se presentan soluciones numéricas para el caso nuevo de Proca con foton

oscuro.



2. Relatividad General

2.1. Ecuaciones de Einstein con materia minimamente acopla-
da

En general en este trabajo se usa relatividad general para estudiar los objetos
compactos de interés que surgen del modelo propuesto. Entonces el sistema se rige
en principio por las ecuaciones de Einstein y las ecuaciones de movimiento de los

campos para cada caso particular.

2.1.1. Ecuaciones de Einstein en el vacio

La ecuaciones de Einstein pueden deducirse a través del formalismo lagran-
giano aplicando el principio variacional de minima accién [27]. En el caso donde
no hay campos electromagnéticos o de materia externos (caso vacio) las ecuacio-

nes de Einstein se construyen a partir de una densidad lagrangiana de la forma

1
N 167TGR

2.1.1)

donde R es el escalar Ricci, ¢ = 1y en general vamos a considerar que la signatura
de la métrica es (—, +, +, +), por consistencia usamos esta signatura para todas

las secciones de este trabajo. La accion asociada a este lagrangiano es de la forma

— 4
SH—/16 g fved's 2.1.2)

A esta accion se le conoce como accion de Einstein-Hilbert. Variando Sy respecto
a pequeias variaciones d¢g"” de la métrica se obtiene [27, 109]

1

(SSH = /d TN — 16 G |: §Rg;w:| 6.9#” (213)
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Para que esto sea cero se debe tener que el cambio ante cada variacion sea cero, es

0SH

Bgh = 0, entonces se tiene

decir

1 65y 1 1
Nty {Rw - ing,] —0 (2.1.4)

Asi, identificando el tensor de Einstein como G, = R, — %Rg,w, recuperamos

las ecuaciones de Einstein en el vacio

Ahora nos interesa estudiar el caso donde se incluyen campos externos en estas

ecuaciones.

2.1.2. Ecuaciones de Einstein con fuentes externas

Para incluir campos externos en las ecuaciones anteriores usamos el principio
de acoplamiento gravitacional minimo, este principio nos dice que la densidad la-
grangiana total del sistema £ se compone de la adicion de la densidad lagrangiana
en el vacio mas una densidad lagrangiana £, asociada a los campos externos [10].

Entonces en este caso podemos escribir el lagrangiano total como

1
L= 167G

Y por lo tanto la accion del sistema estard dada por

R+ Ly (2.1.6)

1

donde S, es la accién asociada a los campos externos definida como

Sy = / L/ —gd*x (2.1.8)
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Asi, andlogamente al caso vacio, variamos S respecto a variaciones 0g*” en la

métrica y obtenemos

0S =065y + 6Su

1 1

(2.1.9)

Para que esto sea cero se debe cumplir que [27]

1 S 1 1 1 6Sy
\/__g(sguu - 167G (R/u/ - §Rg/u/) + \/——_gég/“/ =0 (2.1.10)

Entonces para recuperar las Ecuaciones de Einstein con fuentes identificamos al

tensor energia momento 7, asociado a las fuentes como [27, 86]

L 05
V=9 69"

e identificando al tensor de Einstein G, = R,, — %Rgm, podemos escribir las

T =

(2.1.11)

ecuaciones de Einstein como
G, = 81GT,, (2.1.12)

recuperando asi las ecuaciones de Einstein con fuentes. Entonces con este método
podemos construir el tensor energia momento dada una densidad lagrangiana para

las fuentes externas y escribir las ecuaciones de Einstein para una métrica dada.

2.2. Objetos compactos

En astrofisica el término objeto compacto se refiere a objetos que tienen una
masa M muy grande en comparacién con su radio R y por lo tanto tienen una
densidad de materia muy grande. Los objetos compactos suelen clasificarse por
su densidad como enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros negros de la

siguiente forma. Las enanas blancas poseen aproximadamente 11/ (una masa so-
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lar) y un radio 4000 km, con una densidad promedio de 106 gcmn 3. Las estrellas
de neutrones tienen aproximadamente 11/, un radio de aproximadamente 10 £m.
y una densidad promedio de 1014 gem =3 [32]. Mientras que los agujeros negros
contienen una singularidad, o una regién de densidad infinita, debido a que la ma-
teria se comprime a una densidad mayor que la nuclear, con densidades superiores
a 1014 gem =3 [32]. El caso de los agujeros negros se distingue de los otros dos ya
que los agujeros negros presentan horizonte de eventos y una singularidad. Otro
tipo de objetos compactos, y que son los de interés en este trabajo, son aquellos
formados por particulas bosonicas hipotéticas [57] estos objetos hipotéticos son
de gran interés ya que se ha demostrado que son capaces de imitar objetos oscuros

de interés astrofisico, lo cual los hace fuertes candidatos a materia oscura.

= Estrellas compactas: Enanas blancas, estrellas de neutrones, estrellas de bo-

sones, estrellas de proca, esttrellas de fotones oscuros, etc.

= Agujeros negros: Tipo Schwarzschild, Tipo Kerr, Tipo Kerr-Newman, etc.

El estudio de los objetos compactos desde el punto de vista de Relatividad ge-
neral se hace proponiendo formas especificas para la métrica y los campos fuentes
y con esto se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales cuya solucién deter-
mina la evolucion del espacio tiempo asociado a estos objetos. En general en este
trabajo usaremos como fuente de materia campos escalares que pueden producir

campos vectoriales a partir del rompimiento espontdneo de simetrias.

2.3. Ecuaciones de Euler-Lagrange covariantes

Las ecuaciones de movimiento para los campos son necesarias para estudiar
la evolucion del sistema. A continuacion se presenta su deduccién a partir de la
variacion de su accion asociada.

Podemos considerar una teoria n dimensional donde las 7 variables dindmicas
del sistema sean un conjunto de campos ®‘(x) [27], entonces el larangiano del
sistema es de la forma

L=L (<I>i, V,ﬁbi) (2.3.1)
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y por lo tanto su accién es

S = / d"z/=gL (9, V, ) (2.3.2)

Para deducir las ecuaciones de movimiento aplicamos el principio variacional de

minima accién variando la accién S respecto a ®°, y obtenemos

en donde hay una suma implicita sobre 7. La derivada covariante no es dependiente
de variaciones en ®* entonces podemos escribir ¢ (V&%) = V,69’, entonces

tenemos

oL ’
08 = [ d" 5P + —V, (09 234
oo G s o) e
Nos interesa integrar por partes el segundo término de esta ecuacion, para hacerlo

notamos que por regla de Leibniz tenemos que

/ o/ =gV {Wé‘(g—;ﬂ} / e ( (gﬁqﬂ))w (23.5)

+ | d"z\/— —,V 5P

/ ga (VM(I)z) K ( )
Ahora aplicamos el teorema de Stokes generalizado [27] al lado izquierdo de esta
ecuacion, entonces el término del lado izquierdo de (2.3.5) se vuelve un término
de frontera. Si ademas pedimos que la variacion sea cero en infinito, es decir, en
la frontera de la region, entonces el término del lado izquierdo de (2.3.5) es igual

a cero y podemos escribir que

oL

/ d”:v\/_ V, (69) = / d"z\/—gV, ( 7, q))>5<1>i (2.3.6)

(V @7)

Sustituyendo esto en el segundo término de (2.3.4) e igualando la variacion de la
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accion a cero obtenemos

n oL i

Considerando {®'} como un conjunto completo de campos [27], los puntos esta-

cionarios ocurren cuando 22 = (), entonces finalmente obtenemos la forma de las

a@
ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para cada campo
oL oL
— V|l 5= =0 238
7~V (aw,) 239

Con estas ecuaciones de movimiento podemos encontrar las ecuaciones que siguen

los campos en cada caso de interés de este trabajo.



3. Materia oscura

La materia oscura es uno de los misterios més grandes en el campo de la fisica.
Aunque existen multiples evidencias observacionales que sustentan su existencia,
su naturaleza fundamental sigue siendo desconocida. La primer evidencia obser-
vacional fue descubierta en la década de 1970 por Rubin y Ford en [98] al observar
que las curvas de rotacion de las galaxias son planas y, por lo tanto, la velocidad
de las estrellas y del polvo rotando alrededor de las galaxias es constante. Este
resultado se contrapone al comportamiento esperado, donde la velocidad de rota-
cion deberia decrecer en funcion de la distancia al centro de la galaxia. La incon-
gruencia puede resolverse considerando la existencia de Halos de materia oscura
que proporcionan la masa extra necesaria para reproducir las curvas de rotacion
constantes. A estos Halos se les conoce como MACHOS y han sido una de las ex-
plicaciones mds aceptadas para este fendmeno. Los efectos de lente gravitacional
descritos por la teoria de la Relatividad General son otra evidencia de la existen-
cia de materia oscura. La imagenes generadas por este efecto pueden usarse para
calcular la distribuciéon de masa en una region [78]. De estas observaciones [6] se
ha concluido que debe existir una predominancia de materia oscura en las galaxias
para reproducir los efectos de lente gravitacional [78]. Otro efecto observado es la
presencia de gas caliente en cimulos de galaxias [19], que s6lo puede ser explicada
por pozos de potencial generados por materia oscura [44]. A escala cosmoldgica,
la anisotrépica observada en el fondo c6smico de microondas (CMB) [30] y la
cantidad de elementos quimicos ligeros en la nucleosintesis primordial del Big
Bang proveen gran parte de la evidencia de la necesidad de que existan cimulos
de materia no bariénica que compongan la mayor parte de la materia presente en
el universo [42].

Las observaciones gravitacionales indican que la materia oscura debe coexistir
con la materia barionica ordinaria [69] y que ademds debe ser lo suficientemente
estable para persistir en el tiempo, del orden de billones de afios. Debe ser masiva,
poco propensa a colisiones y con interacciones predominantemente gravitaciona-

les. Desde el punto de vista de Fisica de particulas [13], el modelo estindar de
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particulas (SM) no provee una explicacion satisfactoria para la materia oscura, en-
tonces es necesario considerar escenarios mas alla del modelo estdndar. En estos
modelos la materia oscura se compone principalmente de particulas no baridnicas.
Algunas de las particulas hipotéticas propuestas como candidatas a materia oscu-
ra son las particulas masivas débilmente interactuantes (WIMP). Estas particulas
han sido las candidatas predilectas para el modelo de materia oscura fria (CDM),
sus masas oscilan entre los 10 GeV y 1 TeV e interactian con el sector débil de
la materia ordinaria. Otros candidatos dentro del modelos de CDM son los axio-
nes, estas particulas tienen una masa entre 1073 y 1076 ¢V [107]. Los neutrinos
estériles son un candidato en el modelo de materia oscura caliente. Los bosones ul-
traligeros son las particulas candidatas dentro del modelo de materia oscura escalar
(SFDM), y su masa oscila entre los 1072 eV y 2 eV [42]. Mas recientemente el
fotén oscuro también ha sido propuesto como candidato a materia oscura (o a una
parte de ella). Estos dos ltimos candidatos (bosones ultraligeros y fotén oscuro)

son los de interés en este trabajo.

3.1. Materia oscura como campo escalar (SFDM)

El modelo de materia oscura fria (CDM) ha sido uno de los mas utilizados
hasta el momento para intentar dar respuesta a la materia oscura, sin embargo este
modelo presenta una gran serie de dificultades para predecir fendmenos a escalas
galicticas. Esto ha motivado a que se propongan modelos alternativos que sean
consistentes con las observaciones, uno de estos modelos es el de materia oscura
escalar (SFDM). La idea de la materia oscura scalar (SFDM) fue propuesta ini-
cialmente en 1994 por Ji S. U.y Sin S. J. en [64, 65]. Mas tarde por Lee y Koh en
1996 [72], e igualmente por Siddharta y Matos en 2000 [52] y por Sahni y Wang
en 1999 [101]. Fue a partir de estos afios que inicio la investigacidn continua sobre
la materia oscura escalar. En [75, 115, 112, 96, 77, 89] pueden encontrarse revisio-
nes histdricas y analiticas sobre la evolucion de este modelo. De manera general
el modelo de materia oscura escalar (SFDM) propone que la materia oscura esta

fundamentalmente compuesta por bosones masivos ultraligeros de espin cero, que
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tienen asociado un campo escalar ® (real o complejo) el cual estd minimamente
acoplado con la gravedad en las ecuaciones de Einstein y solo interactiia gravita-
cionalmente con la materia baridnica. En esta propuesta los Halos galacticos estan
formados por condensados de Bose-Einstein donde la masa de los bosones asocia-
dos al campo escalar debe ser ultraligera, de aproximadamente 10~22¢V [79]. Al
modelo de materia oscura escalar (SFDM) se le ha nombrado de distintas formas a
lo largo de los afios: materia oscura difusa (2000) [59], Quintessential Dark Matter
(2001) [14], materia oscura ondulatoria (2010) [18] y materia oscura ultraligera
(ULDM), este ultimo nombre se refiere a una clasificacion de la materia oscura
escalar segin su proceso de condensacion [42]. En general, el modelo de materia
oscura escalar acopla minimamente la gravedad en las ecuaciones de Einstein con
el campo escalar ® asociado a la materia oscura, donde ® sigue una ecuacion tipo

Klein-Gordon. Entonces la accidon de este modelo es de la forma [52]

1

S = /d4x\/_—g R— (V,®) (V'®) — V (2*®) (3.1.1)
167G
y usando las ecuaciones de Euler-Lagrange covariantes se puede comprobar que

efectivamente ¢ sigue una ecuacion de Klein-Gordon

AV (&d*)

hp —
v,V T

®=0 (3.1.2)
donde |®|*> = ®*®. Existen mdltiples propuestas para la forma que debe tener el
potencial V' para modelar la materia oscura. Se pueden tomar distintas formas de
V' en funcion del fenémeno que se desee modelar. El potencial podria V ser, por
ejemplo, cuadratico

V(®0*) = m*dP* (3.1.3)

en este caso el potencial simplemente representa un término masivo para ¢ con
masa asociada m. Este tipo de potencial ha sido propuesto en [82, 114] y es de
interés ya que es capaz de imitar la evolucion del universo que predice el modelo de

ACDM [75]. También es posible considerar modelos donde se incluyan términos
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cudrticos de autointeracion del campo ® [75, 21] en este caso el potencial asociado
es de la forma
V (0*) = m?0d* 4 A\ (00*)? (3.1.4)

donde A es el pardmetro de autointeraccion. Este tipo de potenciales han sido es-
tudiados en [75], donde resuelven las ecuaciones de Friedman para un sistema de
condensado de Bose-Einstein y encuentran comportamientos andlogos a CDM. La
viabilidad de los modelos de materia oscura escalar autointeractuante se ha estu-

diado en [21]. Otra propuesta para V' es de la forma
V(®) = Vp[cosh(e®) — 1] (3.1.5)

esta fue una de las primeras propuestas [79, 101] y es de gran interés ya que resuel-
ve el problema de la densidad del niicleo para los Halos de galaxias en el modelo
ACDM. Una compilacién de distintas propuestas para el potencial V' se encuentra
en [82]. Sin embargo, en este trabajo estamos especialmente interesados en las dos
primeras propuestas antes presentadas para V' (potencial cuadritico y potencial
cudrtico) ya que son estas las que se han utilizado de manera general en el estudio
de objetos compactos como estrellas de bosones.

En [75, 81] se encuentran recopilaciones de los fendmenos fisicos a nivel galacti-
co y cosmoldgico que son explicados satisfactoriamente por el modelo de materia
oscura escalar, entre estos fendmenos se encuentran las curvas de rotacion en las
galaxias, el problema de la acumulacion de las galaxia satélite cerca de los polos
de galaxias como la via lactea y una explicacion tentativa a las burbujas de Fermi
(FB). El problema de las galaxia satélite y el de las burbujas de Fermi (FB) son
dos fendmenos notables que recientemente han sido estudiados en [81, 108]. El
problema de las galaxia satélite es resuelto en [108] usando multi estados de ma-
teria oscura escalar (multiSFDM), en este caso la materia oscura escalar sigue una
ecuacion tipo Schrodinger-Poisson y se distribuye en forma de glébulos polares
parecidos a los estados excitados del d&tomo de hidrégeno en mecdnica cudntica.

Esta es una de las predicciones mas importantes del modelo de materia oscura es-
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calar, ya que es el tinico modelo de materia oscura capaz de resolver el problema
de las galaxias satélite. Por otro lado, utilizando también las predicciones de los
multiestados de materia oscura escalar (multiSFDM), en [81] se propone un mo-
delo donde se carga al campo escalar ¢ con una simetria interna U(1) cuya carga
es oscura y estd asociada al foton oscuro. Este foton oscuro interactda con el fotén
del modelo estdndar de particulas (SM) a través de un efecto Compton inverso,
dando lugar a las burbujas de Fermi (FB) observadas en los polos de las galaxias
[111]. El modelo presentado en [81] para explicar las burbujas de Fermi (FB) es
justamente una version inicial del modelo que se pretende construir y justificar
mads detalladamente en esta tesis. A continuacion presentamos un breve repaso del

problema de las galaxias satélite y de las burbujas de Fermi.

3.1.1. Distribucion anisotrépica de galaxias satélite

Recientemente se ha observado una acumulacion de galaxias satélite cerca de
los polos galécticos en la vasta estructura polar (VPOS) de galaxias como la via
lactea y el gran plano de Andrémeda (GPoA) [91, 92] (Figura 6. en [92]). Algu-
nas posibles explicaciones para este fendmeno sugieren que la interaccion entre
gases y radiacion puede afectar la distribucion de las galaxias satélites. Otra posi-
ble explicacion es la presencia de materia oscura en estas regiones. Sin embargo
las simulaciones hechas con el modelo de materia oscura fria (CDM) no han po-
dido predecir el comportamiento de estas distribuciones anisotropicas [88]. Una
explicacion alternativa para estas distribuciones lo da el modelo de materia oscu-
ra escalar (SFDM). En [81, 108] se propone que estas distribuciones anisotropi-
cas son producidas por halos de materia oscura escalar de la siguiente manera.
Sabemos que en el modelo de materia oscura escalar ® sigue una ecuacion tipo
Klein-Gordon, por lo tanto al acoplarla con la gravedad a través de las ecuacio-
nes de Einstein se obtiene un sistema tipo Eintein-Klein-Gordon. Sin embargo
en regimenes galdcticos podemos asumir un comportamiento no relativista y de
campos débiles para estas ecuaciones (limite Newtoniano). En el limite no rela-

tivista las ecuaciones de Klein-Gordon se vuelven ecuaciones de Schrodinger, y
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en el limite de campos débiles las ecuacioness de Einstein se vuelven ecuaciones
de Poisson. Entonces lo que se obtiene para estos regimenes galdcticos es que la
materia oscura escalar sigue un sistema tipo Schrodinger-Poisson [108]

0P h?

h— = —— V2?0 ) 1.
ih 5 2mV +mV (3.1.6)

V2V = 47G|®|? (3.1.7)

Las soluciones propuestas para estas ecuaciones son soluciones estacionarias del
tipo
'ETL m h
Dy (t,7,0, ) = Ae™n t/ Grum (1,6, ) (3.1.8)

A estas soluciones se les conoce como multi estados de materia oscura escalar
(multiSFDM) [25][108] e igual que en mecdnica cudntica son soluciones que estan
en términos de los harménicos esféricos D, (7, 6, ) para estados base y excita-
dos del sistema. Entonces para algunos estados excitados la materia oscura escalar
se distribuye en forma de glébulos (como en el dtomo de hidrégeno) en los polos
de las galaxias como en la figura 2, lo cual podria explicar que las trayectorias de

las galaxias satélite se alineen con las Orbitas polares.



3.1 Materia oscura como campo escalar (SFDM) 14

Figura 1: Distribucion anisotrépica de galaxias satélite. Imagen tomada de [92].

Figura 2: Distribucion de densidad de materia para multiSFDM. Imagen tomada
de [81]

3.1.2. Burbujas de Fermi (FB)

Las burbujas de Fermi (FB) son dos grandes estructuras en forma de 16bulos
o burbujas, emisoras de rayos gamma, que se extienden de forma simétrica desde
aproximadamente 55 grados por encima y por debajo del centro de la galaxia [29].

Estas estructuras fueron inicialmente descubiertas hace una década (2010) [111],
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y se han detectado observaciones parecidas en el rango de rayos X (2018) [68] y
de observaciones de radio (2008) [38]. Existen multiples propuestas para explicar
el origen de las burbujas de Fermi, como vientos provenientes del centro galdctico
[46], explosiones provenientes de un agujero negro supermasivo en el centro de
galaxias como Sagitario A* [51], explosiones estelares [26], entre otras. Sin em-
bargo atn no hay un consenso sobre el origen de estas emisiones. Una propuesta
novedosa para explicar las burbujas de Fermi es la presencia de materia oscura
escalar en forma de estructuras lobulares en los polos de la galaxia debido a con-
figuraciones de multi estado de la materia oscura escalar (multiSFDM) [81]. En
principio la materia oscura no interacttia con el espectro electromagnético, pero se
propone un mecanismo de interaccién a través de un campo, vectorial (bosén de
espin s = 1) asociado a una nueva carga de gauge ¢ proveniente de una simetria
interna U(1) del campo escalar ¢ de materia oscura. Este nuevo boson se asume
oscuro (fotén oscuro) y sélo interactiia con el foton del modelo estdndar. Entonces
en este modelo propuesto en [81] se puede esperar la presencia de fotones oscu-
ros en las regiones de I6bulos polares provenientes de las configuraciones de multi
estados de la materia oscura escalar. En estas regiones el foton oscuro interactia
con el foton del modelo estandar (SM) a través de un efecto Compton inverso y
se producen rayos gamma y rayos X que coinciden con las observaciones de las
burbujas de Fermi en los polos de las galaxias. Entonces hay que resaltar que la
adicion de una simetria interna U(1) al campo escalar ¢ de materia oscura, junto
con las configuraciones de multi estado (multiSFDM) hacen posible la explicacion
de las burbujas de Fermi usando el modelo de materia oscura escalar (SFDM). Es-
tos dos resultados (La anisotropia en galaxias satélite y las burbujas de Fermi) son

el punto de partida para construir el modelo general que se presenta en este trabajo.
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Figura 3: Ilustracion de Fermi Bubbles en nuestra galaxia. Imagen tomada de
https://fermi.gsfc.nasa.gov/science/constellations/pages/bubbles.html.
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4. Estrellas bosonicas

La idea de estrellas formadas por bosones se remonta a finales de las década
de 1960 [67, 99], donde se empezd con el estudio de campos escalares complejos
que obedecen la ecuacion de Klein-Gordon y que estdn minimamente acoplados
con la gravedad. Los resultados que se obtuvieron para la formacion de objetos
compactos siguiendo estas ecuaciones es lo que ahora conocemos como estrellas
de bosones (BS). En el contexto de materia oscura, las estrellas de bosones son
de gran importancia ya que multiples modelos consideran a particulas bosonicas
como candidatos a materia oscura. En el caso particular del modelo de materia
oscura escalar (SFDM), por ejemplo, hemos visto en las secciones anteriores que
este modelo se basa en la existencia de un campo escalar ¢ constituido por bosones
ultraligeros. En este contexto en [117] se estudiaron estrellas de bosones a escalas
galdcticas y se encontré que para bosones escalares de masa m ~ 1072 eV es
posible obtener estrellas de masa M ~ 1012M y radio R ~ 1013 km, estos
resultados son compatibles con el modelo de materia oscura escalar (SFDM) para
la formacién de nucleos gal4cticos presentado en [7].

Por otro lado, el estudio de estrellas de bosones ha resurgido en los dltimos
afios con el descubrimiento del bosén de Higgs en el 2012, ya que esto fue una
reafirmacion de la existencia de bosones en la naturaleza (aunque el bosén de Higgs
es muy inestable como para ser candidato a formar estrellas de bosones [117]). Y
mas recientemente en [23] se ha estudiado la posibilidad de estrellas de bosones
vectoriales formadas por campos (asociados a bosones de espin s = 1) que siguen
una ecuacion tipo Proca. A estas estrellas vectoriales se les conoce como estrellas
de Proca y han ganado gran importancia debido a su capacidad de imitar eventos
de interés astrofisico como sombras de agujeros negros e incluso han servido para
teorias de materia oscura vectorial (VDM) [11]. Esto se vuelve aiin mas relevante
con las recientes observaciones de la sombra de M 87 abriendo la posibilidad de
que el objeto en el centro de las galaxias no sea un agujero negro sino alguna
estrella exdtica.

En general podemos usar el término estrella bosénica (BSS) (o estrella exdtica)
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para referirnos a los objetos compactos hipotéticos constituidos fundamentalmen-
te por bosones ultraligeros [57], ya sean de espin s = 0 (descritos por campos
escalares) o de espin s = 1 (descritos por campos vectoriales). Si la estrella esta
constituida por bosones de espin s = 0 se le conoce como estrella de bosones
(BS) [67] y si esta formada por bosones de espin s = 1 se le conoce como estrella
de Proca [23]. Su mecanismo de creacion en ambos casos puede ser un conden-
sado de Bose-Einstein macroscépico. Las estrellas bosénicas pueden clasificarse
segtn el tipo de boson del que estén constituidas (escalares o vectoriales), segin
la naturaleza del campo asociado a sus bosones (reales o complejos), segin su
potencial asociado (con autointeraccion, cargadas, etc.) y segin la métrica del es-
pacio tiempo que se proponga (esféricamente simétricas, con rotacion). Cada una
de estas caracteristicas determina la evolucion, la estabilidad y en general, el tipo
de objeto compacto que pueden formar. A continuacion presentamos los aspectos
mads generales para el estudio de estos objetos junto con sus caracteristicas mas

relevantes.

4.1. Repertorio de estrellas bosonicas

El estudio de las estrellas bosonicas es andlogo al de otros objetos compactos
en Relatividad General, se considera a los campos como fuentes externas en las
ecuaciones de Einstein y se acoplan minimamente en la accion. Entonces cada
caso puede describirse de manera general por su accion (ya que a partir de aqui se
pueden deducir las ecuaciones de Einstein y de movimiento para los campos). Los
dos tipos bésicos de estrellas bosénicas pueden describirse con una accién de la
forma [55]

R
) — / dizv/—g {m + cﬂ , @.1.1)

donde L) = —V,0VFd* — m?dd* y L) = —1B,, B — B B para
bosones de espin s = 0 (escalares) y espin s = 1 (vectoriales) respectivamente. ¢
y B,, son los campos complejos escalar y vectorial respectivamente, mientras que

B,, =V,B,—V,B, esel tensor de Faraday asociado a B,,. Para esta descripcion
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las masas p y m de los campos en cuestion se consideran ultraligeras y estdn dentro
del rango 10719 — 1072° eV En este caso las masas maximales para las estrellas
bosénicas que se forman en este sistema son de aproximadamente 1 — 10'°M,
[55]. La relacién entre las masas maximales M35, y las masas ;1 (o m) de los

campos en la accién S(*) estd dada por la expresion [45]

) o M2 s GeV
Mpds = all P — (01,34 x 107 M, < © ) (4.12)
H H
donde Mp; es la masa de Planck y a}(;% es una constante que se obtiene al cal-
cular numéricamente las soluciones y es cercano a la unidad [45]. Para estrellas

esféricamente simétricas sin rotacion ags) = 0.633, mientras que para estrellas

rotantes agg = 1.315 [45]. Estas masas maximales varian si consideramos otros
tipos de potenciales para los campos [54]. A continuacién presentamos un com-
pendio reducido de los tipos de estrellas bosonicas mas generales y algunos casos
particulares caracterizados por diferentes formas del potencial para cada campo.
Sin embargo la literatura sobre estrellas bosdnicas y objetos compactos exéticos es
vasta, algunos repertorios notables que recolectan los multiples tipos de estrellas
bosonicas que se han estudiado a lo largo de los afios pueden encontrarse en [117,

54, 105, 15].

4.1.1. Estrellas de bosones (BS)

Las estrellas de bosones estdn formadas por bosones de espin s = 0, estos
bosones tienen asociado un campo escalar (en general complejo) ¢ que sigue una
ecuacion tipo Klein-Gordon (andlogo a los bosones de SFDM). Su campo @ estd
minimamente acoplado a la gravedad a través de una accion con simetria global
U(1) de la forma

1

— hPp* — *
o VeV — v (89) (4.1.3)

S:/d4x\/—_g[

Algunos potenciales que han sido estudiados para las estrellas de Bosones son:
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= Mini BS [67]

V(0*®) = m*d*P (4.1.4)
= BS Autointeractuntes [57]
* 2 * A %\ 2
V(20") =" + = (20) (4.1.5)
= BS Soliténicas [54]
dPp* ) ?
V (®d*) = m*dd* {1 - — } (4.1.6)
o)

En general en este trabajo consideramos ® complejo para no perder generalidad.
En el caso particular en que ® sea completamente real, se obtienen soluciones
conocidas como oscilatones y estrellas de axiones. Un compendio completo de

masas maximales, andlisis de estabilidad y distintos potenciales puede encontrarse
en [54].

4.1.2. Estrellas de bosones cargadas (CBS)

Las estrellas de bosones cargadas (CBS), al igual que las BS, estan formadas
por bosones de espin s = 0 y tienen asociado un campo escalar complejo ®. La
diferencia esencial es que las CBS estin cargadas a través de una carga de gauge ¢
asociada a una simetria local U (1) (en la seccion 6 se detalla con profundidad cual
es la diferencia en términos de simetrias de gauge). Las CBS siguen una accion de

la forma

S = [d'zy/=g [7gR — (V. +igA,P) (VID* — igArd*)
(4.1.7)
—1E, FW —V (9*)]

En este caso [, = V, A, — V, A, es el tensor de Faraday asociado al campo A,

que al acoplarlo con el campo ® a través de ¢ se asegura la invariancia del sistema
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ante transformaciones de gauge locales U(1) y, como veremos mas adelante, el
término V,® + igA,® no es otra cosa mas que la derivada covariante de gauge
de @, la cual hace explicita esta simetria en la accion. Al igual que las BS se han

estudiado una gran cantidad de potenciales para las CBS, algunos de ellos son

= Mini CBS
V(®*P) = m2p*P (4.1.8)
s CBS autointeractuantes
* 2 * )\ %\ 2
V(®D*) = m PP + 5 (PD¥) 4.1.9)

= CBS autointeractuantes con potencial tipo Q-balls

V (99*) = m*n® {1 — exp (— @nq;*)} (4.1.10)

4.1.3. Estrellas de Proca (PS)

Las estrellas de Proca (PS) estdn formadas por bosones de espin s = 1, que
tienen asociado un campo vectorial B, (que en general consideramos complejo)
que sigue una ecuacion tipo Proca. Su campo B, estd minimamente acoplado a la

gravedad a través de una accién de la forma

S = / d*z/—g { EBWB*“” — U (B,B*") (4.1.11)

167 G 4
donde U es un potencial general dependiente de B> = B, B*. El potencial cominmen-
te estudiado para las estrellas de Proca incluye términos masivos cuadraticos y

cudrticos de autointeraccioén o de érdenes mayores de la forma [57]

1 A
U(B,B*) = EMZB#B*“ +7 (B, B™)*. (4.1.12)
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En este trabajo consideramos a B, complejo, sin embargo este campo también
podria ser real. Para el caso en que 5, sea completamente real se obtienen solu-
ciones conocidas como oscilatones vectoriales.

Finalmente para cada uno de los casos de estrellas bosdnicas antes menciona-
dos se propone una métrica que puede ser estatica o con rotacion y se propone una
forma para el comportamiento de los campos A,,, B, o ® segtin corresponda el tipo
de estrella que se esté estudiando. Con esto se calculan las ecuaciones de Einstein
y las ecuaciones de movimiento para los campos a partir de la accion total del sis-
tema y se obtiene un sistema de ecuaciones diferenciales cuya solucion describe la
evolucion del sistema. Mds adelante presentamos explicitamente este andlisis para
cada tipo de estrella bosénica que se obtiene de constricciones particulares sobre
el modelo que proponemos en este trabajo. A continuacion nos centramos en el
interés astrofisico que representan las estrellas bosénicas y los motivos por los que

han ganado gran relevancia en los tltimos afios.

4.2. Estrellas bosonicas como imitadoras de agujeros negros

Las estrellas bosonicas, a pesar de ser objetos hipotéticos, son de gran interés
fisico ya que, en simulaciones recientes, han demostrado ser capaces de imitar
eventos astrofisicos como sombras de agujeros negros [57] y eventos de ondas
gravitacionales [24]. Esto es atin mds relevante ante las recientes observaciones
de la sombra del hipotético agujeros negro en el centro de la galaxia M87 [5] y la
deteccion del evento de ondas gravitacionales GW 190521 [1, 2]. En particular son
las estrellas de Proca las que exhiben este comportamiento, lo cual abre grandes
posibilidades para el estudio de objetos oscuros asociados a bosones de espin s =
1. Esto abre lineas de investigacion en materia oscura que esté constituida no sélo
por bosones escalares (espin s = (), sino también por bosones vectoriales (de
espin s = 1). Entre estas nuevas lineas de investigacion se encuentran los fotones
oscuros [40], las teorias de materia oscura vectorial (VDM) [9] que sugiere que
una parte (o incluso toda) la materia oscura se compone de bosones vectoriales, y

en general compendios como [11], donde se sugiere que la materia oscura puede
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dividirse en materia oscura escalar (SFDM) y materia oscura vectorial (VDM).

4.2.1. Imitadores de eventos de ondas gravitacionales (GW)

Las estrellas bosénicas, tanto escalares como vectoriales, han sido exhausti-
vamente estudiadas usando métodos de relatividad numérica [55]. Al estudiar la
estabilidad de este tipo de estrellas en [ 102] se encontré que las estrellas de bosones
(escalares) con rotacion poseen una inestabilidad no axisimétrica, lo cual dificul-
ta la viabilidad de su formacion dindmica. Sin embargo para el caso andlogo de
estrellas de Proca (vectoriales) con rotacion no se hallo esta inestabilidad. La esta-
bilidad de las estrellas de Proca las hace entonces de gran interés astrofisico ya que
su formacion dinamica es més viable. En particular en [24] se simul¢ el evento de
ondas gravitacionales GW 190521 usando la colisién de dos estrellas de Proca con
rotacion y al comparar los resultados con los datos observacionales se encontré
que este modelo se ajusta ligeramente mejor que el propuesto por la colaboraciéon
LIGO-Virgo para este evento [55]. Con esta simulacion se estimé ademads la masa
de las particulas bosénicas vectoriales que componen a las estrellas de Proca, esta
masa es de aproximadamente 8 x 107! eV La posibilidad de estimar esta masa
a través de simulaciones que encajan con datos observacionales abre las puertas
para el estudio de nuevos bosones vectoriales desde el punto de vista de fisica de
particulas. La forma de identificar si un evento de ondas gravitacionales esta aso-
ciado a estrellas de Proca es a través de la eleccion de la masa maximal para las
estrellas en la simulacion. La masa maximal de las estrellas bosénicas estd fijada
por la masa de las particulas bosonicas que componen a la estrella a través de la
expresion [55]. Para esta simulacion en particular se estimé que la masa maximal
de las estrellas de Proca debia ser de ~ 173M,, entonces un evento con masas
menores no estaria asociado a estrellas de Proca [55]. Con esto se demuestra que
las estrellas bosdnicas son capaces de imitar eventos de interés astrofisico pero que

ademas las diferencias son contrastables usando datos reales.
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Figura 4: Simulacién del evento GW190521 usando estrellas de Proca. Imagen
tomada de [24].

4.2.2. Imitadores de sombras de agujeros negros

En [57, 90] se ha estudiado la posibilidad de que estrellas bosonicas produz-
can una sombra similar a la de un agujero negro. En particular son las estrellas
de Proca las mas propensas a exhibir este comportamiento [55]. En el caso de los
agujeros negros las sombras se producen debido a las conocidas “Orbitas cerradas
de fotones”, las cuales sirven para trazar el borde de la sombra en el plano celestial.
Por otro lado para el caso de las estrellas bosénicas la sombra depende en gran par-
te de la naturaleza de la fuente de luz que produzca la sombra [90] y la radiacion
relevante para la formacion de la sombra es en su mayoria radiacion de sincrotrén
[55, 57]. En la figura 5 se presentan simulaciones tomadas de [57] donde se mues-
tran sombras generadas por estrellas de Proca contrastadas con sombras generadas
por agujeros negros tipo Schwarzschild con la misma masa y observadas desde los
mismos dngulos. Se puede apreciar de esta figura que para que las sombras de las
estrellas de Proca se parezcan a la de los agujeros negros es necesario que el pun-
to de observacion sea desde los polos, ya que desde otros dngulos las estrellas de

Proca producen sombras “’planas’que no logran imitar la forma caracteristica de
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las sombras de agujeros negros. Por lo tanto es necesario tomar en cuenta que los
escenarios donde las estrellas de Proca pueden imitar sombras de agujeros negros
son muy restrictivos. Se debe notar, por ejemplo, que las sombras de las estrellas
de Proca no son exactamente del mismo tamafio que la de los agujeros negros a
pesar de que ambos objetos poseen la misma masa. Por otro lado también se ha
encontrado que las estrellas bosOnicas capaces de producir sombras son inestables
ante perturbaciones. Todo esto representa limitantes para el estudio de sombras de

estrellas bosénicas usando observaciones reales [55].

Figura 5: Sombras de estrellas de Proca comparadas con sombras de agujeros ne-
gros tipo Schwarzschild (izquierda de cada panel). El 4ngulo de observacion en el

panel izquierdo es cercano a los polos, mientras que en el otro panel la observacion
se hace cercana al ecuador. Imagen tomada de [57]

La idea de estrellas de Proca en el centro de las galaxias es prometedora, sin
embargo sigue siendo una conjetura y atin hacen falta observaciones méas precisas
para aceptar o rechazar esta hipétesis. En el modelo propuesto en este trabajo y
presentado inicialmente en [81] se explora la posibilidad de que la materia oscura
se componga fundamentalmente del campo escalar complejo del modelo de ma-
teria oscura escalar (SFDM) y que debido a simetrias locales de gauge U(1) sea
posible que se produzcan nuevas particulas bosonicas vectoriales de espin s = 1
(que en particular identificamos como el foton oscuro) y puedan formar objetos

compactos como las estrellas de Proca.
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5. Foton oscuro

El fotén oscuro (DP) es un hipotético bosén vectorial (de espin s = 1) asocia-
do a una nueva simetria de gauge oscura U (1) que se anade al modelo estandar de
particulas (SM) tal que los campos del modelo estdndar no estan cargados con esta
simetria oscura. La tnica interaccion entre el modelo estandar y el fotén oscuro
ocurre a través de pequenos términos cinéticos de mezcla [58] y de posibles aco-
plamientos entre los campos y corrientes de cada sector [40]. Estas caracteristicas,
junto con las mencionadas en la seccion anterior, hacen del foton oscuro un posi-
ble candidato a materia oscura, ya que aunque no interactia con materia barionica,
su campo si tiene consecuencias en las ecuaciones de Einstein. Dentro de los mo-
delos de fotén oscuro (DP) existen diversas maneras de introducir la interaccién
entre el foton oscuro y el foton del modelo estandar (ver [94] para un compendio
de distintos modelos de interaccion), sin embargo la méas usual corresponde a un
pequeio término cinético de mezcla de la forma [58]
€

Lmezcla = —ZF,Eﬁ)F(b)W (501)

entonces la parte cinética total del lagrangiano para este modelo se escribe como

Ly = _iF(a)F(a)uu _ lF(b)F(b)uu _ EF(‘;)F“’)‘“’ (5.0.2)

wv 4w 97 K

donde ¢ es un pequefio pardmetro de mezcla, F,Ei)

corresponde al tensor de Fara-
day que describe grupo de gauge U(1), asociado al foton del modelo estdndar y
F, ,E,li) corresponde al tensor de Faraday que describe grupo de gauge U(1), asocia-
do al fotén oscuro. La razén de usar esta forma para la interaccién y no otras es
que, como podemos ver, el término cinético consta de solo un pardmetro ¢, por lo
tanto los procesos que se describan con este sistema estdn determinados por este
unico pardmetro de mezcla [94], lo cual simplifica el andlisis y facilita el proceso
para realizar predicciones con este modelo. En principio el pardmetro de mezcla e

podria ser de cualquier magnitud, pero existen multiples restricciones fisicas que
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limitan su tamafio. La primer restriccion es que € no puede ser del orden de 1, de ser
asi ya se habrian descubierto fotones oscuros con masa [40] porque la interaccion
seria grande. Por otro lado del anélisis usando ajustes ultravioleta (UV) el orden
de € podria ser de entre 107% — 1072 [40]. En general para el estudio de fotones
oscuros se suelen utilizar rangos para el pardmetro de mezcla de aproximadamen-
te 107% — 107!2 [60], aunque hay trabajos donde se han utilizado valores atin mas
pequeios [8]. A este lagrangiano también se le pueden afadir acoplamientos entre

corrientes de la forma [40]
L orrientes = ej,uA(b)/’L + Clj;iA(a)'u (5.0.3)

En general podemos considerar fotones oscuros con masa o sin masa [49]. En el
caso de fotones oscuros con masa, el modelo incluye términos masivos para el

campo AW®E entonces se tiene un lagrangiano de la forma [8]

1 1
- a) pr(a)pv b) (b
E__ZF;EVF iz _ZF/EVF( p _

1
SEWFO™ — 22 AP AO"  (5.04)

al cual nuevamente se pueden agregar los acoplamientos entre corrientes de
la ecuacion (5.0.3). Existen multiples mecanismos a través de los cuales el fotén
oscuro puede adquirir masa, por ejemplo el mecanismo de Stuckelberg, el meca-
nismo de Higgs o por interacciones del fotén oscuro con el modelo estandar de
particulas. En [94] se puede encontrar una recopilacion de cada uno de estos casos
junto con los mecanismos de produccion para el foton oscuro. En este trabajo esta-
mos especialmente interesados en considerar fotones oscuros que puedan adquirir
masa a través de un mecanismo de Higgs ya que, como veremos a continuacion,
el rompimiento espontdneo de simetria puede darse naturalmente gracias a las si-
metrias del modelo de materia oscura escalar (SFDM) que se presenta mas adelante
en este trabajo.

El mecanismo de Higgs para la generacion de la masa del foton oscuro ha sido
estudiado en [87, 81], en donde se considera la existencia de un bosén de Higgs

oscuro como candidato a materia oscura. En [87] se considera para el mecanismo
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de Higgs un campo escalar ¢ cargado y un lagrangiano £pp de la forma

Lpp = (0,0 +igAV @) ("¢ — igAPg) — V(¢)

5.0.5
_ L po) pow _ € po) plaw (5.0.5)
4 1224 2 nv
y eligen un potencial general V (¢) = —m?|¢|> + \|¢|* de forma que el valor espe-

rado de ¢ en el vacio sea diferente de cero para que pueda ocurrir el rompimiento
espontaneo de simetria. Con este sistema encuentran que si se considera la masa
del Higgs oscuro my, y del foton oscuro m.;, de manera que m., = my, tomando
un valor para el pardmetro de mezcla ¢ en el rango 10~¢ — 107!3 y considerando
el parametro de acoplamiento ¢ lo suficientemente pequefio, entonces el boson de
Higgs oscuro es un candidato viable a materia oscura. En [87] se estudian casos
donde la masa m del campo escalar ¢ es del orden de 10 MeV/, en nuestro caso
nos interesa estudiar masas ultraligeras para ¢ para poder asociar este campo con el
campo escalar de materia oscura en SFDM. Este tipo de mecanismos es en los que
se inspira el modelo propuesto en este trabajo para que el fotén oscuro adquiera

masa y puedan formarse objetos compactos a nivel astrofisico.
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6. Transformaciones de gauge

El interés de este trabajo es justificar un modelo donde la materia oscura se
componga de un campo escalar masivo asociado a bosones de espin s = 0y
que a través del mecanismo de rompimiento espontidneo de simetria surjan nue-
vas particulas masivas que componen un sector oscuro que solo interactia con el
campo electromagnético asociado al foton del modelo estandar. Entonces en esta
seccion se introducen de manera general las transformaciones de gauge, las si-
metrias de gauge y el mecanismo de rompimiento espontdneo de simetria para una
teoria de campo escalar.

En el contexto de teoria de campos, las transformaciones de gauge son transfor-
maciones realizadas sobre los campos y que dejan invariante la descripcion fisica
de una teoria [71]. Esta idea surge de la posibilidad de una teoria de ser descrita en
términos de diferentes configuraciones de los campos y aun asi producir los mis-
mos observables fisicos. Un claro ejemplo es el electromagnetismo, donde pode-
mos someter los campos A (potencial vectorial magnético) y ¢ (potencial escalar

eléctrico) de la teoria electromagnética a transformaciones del tipo

A— A4+ Vy (6.0.1)
Ix
Y — 1 — v (6.0.2)

donde x es una funcion escalar arbitraria. Estas transformaciones conservan (dejan
invariantes) la forma de las ecuaciones de Maxwell. Entonces, aunque se modifi-
caron los campos de la teoria, los resultados fisicos siguen siendo los mismos. De
manera mds general, las transformaciones de gauge también pueden verse como
transformaciones que ayudan a eliminar grados de libertad redundantes en una
teoria fisica. Desde la perspectiva de la mecdnica lagrangiana, que es la que se
sigue en este trabajo, las simetrias de gauge equivalen a la invariancia del lagran-
giano y, por lo tanto, de la accion del sistema ante transformaciones de gauge (aun-

que de manera general la invariancia del lagrangiano no implica necesariamente
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la invaricancia de la accién).

Existen dos tipos de transformaciones de gauge, las transformaciones de gauge
globales (o de primer tipo) y las transformaciones de gauge locales (o de segundo
tipo). Un ejemplo de una teoria invariante ante transformaciones de gauge globales
es el electromagnetismo, mientras que un ejemplo de invariancia ante transforma-
ciones de gauge locales es la teoria de Yang-Mills. Como se explica en las siguien-
tes secciones, las simetrias globales dan lugar a cantidades conservadas, mientras
que las simetrias locales definen campos de gauge que se acoplan a los campos de

las particulas.

6.1. Transformaciones de gauge globales

Las transformaciones de gauge globales (o de primer tipo) son aquellas don-
de la transformacién que se realiza sobre los campos es la misma en cada punto
del espacio tiempo asociado. El caso mas simple de este tipo de transformaciones
son aquellas que cambian la fase del campo en términos de un parametro real y
constante (de ahi su caracter global) al cual llamamos A. Considerando un campo

escalar complejo @, estas transformaciones pueden escribirse como
P —ehp ;D MO (6.1.1)

Estas transformaciones no involucran al espacio tiempo, entonces pueden asociarse
a transformaciones de grados de libertad internos en los campos [100]. En general,
las transformaciones del tipo (6.1.1) pueden verse como rotaciones hechas por el

grupo unitario abeliano unidimensional U (1) [28] definido como
UQ1):={e™ |AeR;J =1} (6.1.2)

donde .J es el generador de rotaciones. Por lo tanto podemos decir que las trans-
formaciones globales de gauge (o de primer tipo) constituyen un grupo unitario

abeliano de una dimensién U (1). Considerando A infinitesimal (A < 1) las trans-
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formaciones (6.1.1) pueden escribirse como [100]
0P = —iADd ; " =AD" (6.1.3)
entonces las transformaciones infinitesimales de sus derivadas son
§(0,@) =—iN0, @ ; 6(0,9") =iA0,P" (6.1.4)

De acuerdo al teorema de Noether se tiene una 4—corriente conservada j* de la

forma [100]

oc , oc .,

cuya componente ;" es una densidad de carga conservada asociada p

oL oL
= —iP) + ——— (19" 1.
P= 5@ D e ) (6.16)
y entonces la cantidad (carga) () que se conserva es
Q- /Jodv _ /pdv 6.1.7)

donde L es el lagrangiano (invariante ante transformaciones globales) del sistema
que estemos considerando. Podemos decir que la invariancia del lagrangiano ante
transformaciones de gauge globales implica la existencia de cantidades conserva-
das (). Del mismo modo se puede decir que si existen leyes de conservacion para
alguna cantidad entonces deben existir transformaciones de gauge globales ante

las cuales el lagrangiano del sistema sea invariante [100].

6.2. Transformaciones de gauge locales

Las transformaciones de gauge locales (o del segundo tipo) son aquellas donde
la transformacién que se realiza sobre los campos varia en cada punto del espacio

tiempo asociado. El caso més simple de este tipo de transformaciones es, al igual
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que en el caso global, un cambio de fase en términos de un pardmetro real A, que en
este caso no es constante sino que es una funcion de las coordenadas x* del espa-
cio tiempo asociado A = A (z*), de ahi su carécter local. Estas transformaciones

pueden escribirse como

P — e MBG  Pr — A@ P (6.2.1)
y también son descritas por el grupo unitario abeliano unidimensional U (1)

U1) = {e™ | A(a") e R; J =1} (6.2.2)

donde a A (z*) se le conoce como funcién de gauge y J es el generador de estas
transformaciones. Considerando A infinitesimal (A < 1) podemos escribir estas

transformaciones como [100]
0P = —iADd ; HO" =AD" (6.2.3)
y entonces las transformaciones de sus derivadas parciales pueden escribirse como
6(0,@) = —iA(0,P) —i® (0,A) (6.2.4)

§(8,®) = i (8,D%) + i®* (9,A) (6.2.5)

debido al altimo término en el lado derecho en las dos ecuaciones anteriores las
derivadas parciales en este caso no transforman de acuerdo a la transformacion de
gauge local U(1). Como se verd mas adelante, los lagrangianos libres como el de
klein-Gordon no son invariantes ante transformaciones de gauge locales debido a
este término extra en la transformacion de las derivadas parciales (6.2.4). Entonces
para tener una teoria invariante ante transformaciones de gauge locales es necesa-
rio construir un lagrangiano que sea invariante ante estas transformaciones. Para
resolver este problema se introduce un acoplamiento con un nuevo campo vectorial

B,, con lo cual se introduce la derivada covariante de gauge.
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6.3. Lagrangiano invariante ante transformaciones de gauge

locales

En general nos interesa construir un lagrangiano £ covariante ante transforma-
ciones de coordenadas en relatividad general e invariante ante transformaciones
locales de gauge U(1). En esta seccién seguimos el mismo orden de ideas que
en el capitulo 3 de [100]. Para construir este lagrangiano primero consideramos

transformaciones locales U (1) para ¢ del tipo
®—e ™ ;P (6.3.1)

donde A(z*) es una funcion de la posicién z#. Ademds consideramos que el campo
escalar de interés debe cumplir la ecuacion de Klein-Gordon (ya que es también el

que sigue la materia oscura escalar, pero la discusion aqui presentada es general)

VIV, & —m?® =0

6.3.2
VIV, ®* — m?®* =0 ( )

Entonces consideramos primero un término £; de donde se pueda deducir la ecua-

cién de Klein-Gordon
L) =—(V,®)(V'd*) — m*d*P (6.3.3)

Sabemos que para un campo escalar la derivada covariante es igual a la derivacion
parcial V,® = 0,,®, entonces por simplicidad podemos escribir £, en lo siguiente
como

Ly =—(0,9) (0"D*) — m** (6.3.4)
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Si variamos £, en términos de variaciones infinitesimales de las transformaciones
(6.2.3) tenemos

0Ly = —0[(0,@) (0"®")] — m?5 (2" D)
= —[6(0,®)] 0"®* — (9,®) [6 (0"D*)] (6.3.5)
—m? (60*) & — m2d*(§)

sustituyendo la forma de las variaciones infinitesimales dadas como en (6.2.4) ob-
tenemos [100]
0Ly = — (0,A) [—i1POH D™ + i D" 0" D]

(6.3.6)
=6L1 = (9,A) 5

donde definimos j* = [iPO*P* — id*9*P]. De esta tltima ecuacion observamos
entonces que el lagrangiano £; no es invariante ante transformaciones de gauge
locales U (1) debido al término j*. Para recuperar la invariancia introducimos un
4—vector B, que se acople con la 4—corriente j* en el lagrangiano a través de un

segundo término extra £, de la forma
Ly =—q)B, (6.3.7)

donde g es la constante de acoplamiento. Para el 4—vector B, también considera-

mos transformaciones locales de gauge U (1) del tipo

By — B+ 9,A

(6.3.8)
= 0B, = %@LA
Entonces la variacion de £, ante estas transformaciones locales U (1) es
0Ly = —q(07") B, —q7" (6B
2= —q(07") By — a7 (0By,) 6.39)

=—q(0s") By — 7"0,A
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usando la definicion de j# y las variaciones (6.2.4) obtenemos que la variacion en

la 4-corriente es
I = —io (P OHP — PO DY)

(6.3.10)
= —20"Po*A
entonces sustituyendo esto en Lo
0Ly = q (20" PO"A) B, — 0, A (6.3.11)
Asi, sumando las variaciones 0L y L5 obtenemos
0Ly + 0Ly =2qP"® B, (0"A) (6.3.12)

Por lo que ahora hay que agregar un tercer término L3 al lagrangiano total para

cancelar el término en el lado izquierdo de (6.3.11). Consideramos
Ly =—¢’B,B"®*® (6.3.13)

cuya variacion es
6Ly = —2¢°B,0B"®*®

(6.3.14)
= —2¢B, (0"A) ®*®
entonces sumando las variaciones 0Ly, 0L y 0 L3 tenemos
0L+ 0Ly +0L3=0 (6.3.15)

Por lo tanto el lagrangiano total hasta el momento formado por £ + Ly + L3
ya es invariante ante transformaciones locales de gauge U(1). Finalmente, pode-
mos considerar (como en el electromagnetismo) que el nuevo campo vectorial 5,
contribuye por si mismo al lagrangiano total, entonces introducimos el tensor elec-

tromagnético B,,,,, definido como

By, = 8,B, — 8,B, (6.3.16)
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el cual es por si mismo invariante ante transformaciones del segundo tipo. Entonces

introducimos un nuevo término £, al lagrangiano total

1
Ly = _ZBWBW (6.3.17)

donde 0L, = 0 (porque B, es invariante). Asi sumando las 4 contribuciones

vemos que
0L =0Ly +0Ly+0L3+0Ly =0 (6.3.18)

Entonces un lagrangiano £ formado por las 4 contribuciones es invariante ante

transformaciones de gauge locales U(1). Asi, podemos escribir £ como

L=Ly+Ly+ L3+ Ly
= — (0,®) (0"®*) — m*®*® + iq (P*9"® — I"®*) B, (6.3.19)

1
— ¢*B,B"®*® — 7 BB
y factorizando obtenemos
1
L=—(0,®+igB,®) (0" —igB"®*) — m*®* P — ZBWB’“’ (6.3.20)

Finalmente podemos sustituir las derivadas parciales en ¢ por derivadas covariante

de relatividad genera para reescribir £ como
1
L=—(V,®+iqB,P) (V'®* —igB"®*) — m*®*d — ZBWBW (6.3.21)

Este es el lagrangiano con el que nos interesa trabajar. Este lagrangiano aparece
en teorias como la electrodindmica escalar y en general en teorfas que consideren
campos escalares cargados, como por ejemplo las estrellas de bosones cargadas

vistas en la seccién 4.
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7. Rompimiento espontaneo de simetria

El rompimiento espontdneo de simetria sucede cuando se tiene un sistema con
alguna simetria asociada pero el estado base de este sistema no es simétrico, esto
tiene como consecuencia que la simetria se rompa para perturbaciones alrededor
de este estado base. Este proceso es de gran importancia porque, dependiendo de la
simetria asociada, se tienen mecanismos para que se generen masas de particulas
(como el mecanismo de Higgs). Las siguientes dos subsecciones estan completa-
mente basadas en el capitulo 8 de [100], en donde pueden encontrarse mds detalles
de la discusion. En nuestro caso sélo aprovechamos que la discusion esta hecha pa-
ra campos escalares y adaptamos las ecuaciones a la signatura (—, +, +, +) que se

suele usar en relatividad general.

7.1. Rompimiento espontaneo de simetrias globales

Consideramos primero el caso de teorfas con una simetria global U(1) ante

transformaciones de gauge de la forma
P — e NP (7.1.1)

donde A es una constante real. Entonces consideramos un lagrangiano £ invariante
ante este tipo de transformaciones. En este caso como nos interesan teorias en el
contexto de materia oscura escalar (aunque la siguiente discusion es vélida fuera
del contexto de materia oscura) descritas por bosones escalares (de espin s = 0)

elegimos un lagrangiano tipo Klein-Gordon de la forma

L=—(9,0) (0"®") — m?*d*d — ) (0" D)
= —(0,®) (0"®*) — V (®, D)

—~

(7.1.2)

donde \ es un pardmetro positivo de autointeraccion, m? es un pardmetro que
puede ser positivo o negativo y definimos V (®, ®*) = m2®*® + A (d*®)>. Para

hallar el estado vacio minimizamos V' (®, ®*), de forma que hay que encontrar las
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raices de la ecuacion

g—g = m?*®* + 21" (&*®) =0 (7.1.3)

Para hallar los extremos hay que considerar dos casos, m? > 0y m? < 0. Si
m? > (0 es mayor hay un minimo en ® = 0y por lo tanto no hay rompimiento
espontineo de simetria [100]. Por otro lado si m? < 0, m deja de ser una masa
y se convierte s6lo en un pardmetro que sirve para buscar los minimos, entonces

podemos escribir
m?®*® 4 2AP*® (d*®) = 0

(7.1.4)
=0 0 [m? + 200" | = 0
observamos que hay un méximo en & = (0 y un minimo en
2 m?
|D|* = "D = o (7.1.5)
vamos a definir a = |P| = ’2—7?2 Si consideramos una teoria cudntica donde ¢

se convierte en un operador entonces podemos escribir el valor esperado de ¢ en
el estado vacio como [100]
|(0]@]0)[* = a (7.1.6)

Los campos fisicos de la teoria son excitaciones sobre este estado vacio, enton-
ces se pueden construir realizando perturbaciones alrededor de a. Para ilustrar las

consecuencias de esto podemos escribir ® en coordenadas polares como
d(z) = p(z)e?® (7.1.7)
donde p(z) y 6(x) son campos escalares reales con valores esperados en el vacio

(0lpl0) =0  (0]0|0) =0 (7.1.8)
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Ahora reescribimos p(z) alrededor de a como
®(z) = [p/(z) + a] @ (7.1.9)

de forma que se sigue teniendo que |®| = a. Entonces ahora identificamos a p'(x)
y 6(z) como los campos fisicos de la teoria. Sustituyendo esta forma (7.1.9) de
® en el lagrangiano £ podemos encontrar los nuevo términos masivos y no ma-
sivos. Antes de realizar esta sustitucion podemos reescribir la ecuacién (7.1.9) en
coordenadas cartesianas (esto con fines ilustrativos siguiendo [100]) en términos

de dos campos reales ¢ (x) y $o(z) de forma que

Oy (x) + iPy(x)
\/5

Ahora ®;(z) y ®o(x) representan los campos fisicos de la teorfa. Sustituyendo

(7.1.10)

(7.1.10) en el lagrangiano £ obtenemos

L= —% (9,®,)% — % (0,82)" — 20a?®? — V2AD, (7 + B3) — % (®? + ®2)°

(7.1.11)
de esta expresion notamos que no hay términos masivos para ®-, esto quiere decir
que entonces el campo @, representa un campo escalar real sin masa. Mientras que
el término 2\a?®? es un término masivo para ®; que nos dice que el campo @ es

un campo escalar real con masa m; dada por

1
Emf =2\a® (7.1.12)

Asi, podemos concluir que el rompimiento espontdneo de la simetria global U (1)
del lagrangiano hace que en vez de tener dos campos escalares masivos, ahora ten-
gamos un campo escalar masivo ®; y un campo escalar sin masa ®,. A la particula
asociada con el nuevo campo escalar sin masa se le conoce como bosén de Golds-
tone [100, 36].
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7.2. Rompimiento espontaneo de simetrias de gauge (locales)

Ahora estudiamos el caso de una teoria invariante ante transformaciones de
gauge locales (simetria de gauge). Entonces consideramos transformaciones del
tipo

P — e MDY (7.2.1)

donde A(x) es una funcidn real. El lagrangiano de interés que es invariante ante
este tipo de transformaciones lo construimos en la seccién 6. En general podemos

considerar nuevamente un potencial cudrtico V' de la forma
V (D, %) = m2Pd* + \ (O*D)? (7.2.2)
Entonces el lagrangiano de interés es
L=—(0,0+1igB,®P) (0"P" —igB"P") — ;le,B‘“’ —V(P,9%) (7.2.3)

Al igual que hicimos en el caso global, buscamos el minimo de este potencial para
m? < 0.

av 2 F* * *

5™ O 4+ 209" (P*P) =0 (7.2.4)

Este minimo es el mismo que en la ecuacion (7.1.5) y esta dado por

B] =4/ _2m2 = (7.2.5)

Entonces reescribimos ¢ (en términos de dos campos reales ®; y ®,) como per-

turbaciones alrededor del estado vacio igual que en (7.1.10)

() = o+ 210) \%@2(9:) (7.2.6)
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Sustituyendo esta forma de ® en £ obtenemos

L=—1B,,B" — a’B,B" — 1 (9,0,)* — 1 (9,®,)” — 20a’®?

7.2.7
—\/§an“8“¢>2 + cubicos + cudrticos ( )

De esta forma de £ podemos ver que ahora tenemos un término masivo —g®a? B, B*
el cual indica que el bosén asociado al campo B, ahora ha adquirido masa. El cam-
po @, puede eliminarse de esta ultima expresion haciendo otra transformacion de

gauge de la forma [100]

I =& — AD,
(7.2.8)
L = Oy + AD; +/2M\a
entonces ahora el lagrangiano puede escribirse como
L— -1, B"_ B B“—l(a ) — 20a*®? + acoplamientos (7.2.9)
=1 Bw q-a”B, 5 (0u® a”®7 4 acoplamientos (7.2.

Este lagrangiano contiene entonces un campo B3, asociado a un bosén vectorial
de espin s = 1 con término masivo —g?a*B,, B* y también contiene al campo ¢,
asociado a un bosén de espin s = 0 con término masivo —2\a*®7. Es decir, que €l
rompimiento espontdneo de simetria en este caso resulta en dos campos masivos,
uno vectorial (espin s = 1) y uno escalar (espin s = 0). A este proceso en el cual el
bosoén vectorial ha adquirido masa se le conoce como mecanismo de Higgs [100,
36], y en este ejemplo estd aplicado al caso especifico del modelo abeliano con
simetria local U(1). Entonces podemos ver de estas dltimas dos secciones que el
tipo de simetria asociada al sistema es importante en el rompimiento espontidneo
de simetria, ya que determina el tipo de particulas que obtenemos como resultado

final. Esto lo podemos resumir convenientemente de la siguiente forma [100]

Modo de Goldstone, simetria global U(1):
2 campos escalares con masa — 1 campo escalar con masa (7.2.10)

+1 campo escalar sin masa
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Modo de Higgs, simetria local U(1):
2 campos escalares con masa — 1 campo escalar con masa (7.2.11)

+1 foton sin masa +1 fotén con masa
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8. Modelo Propuesto

En las secciones anteriores vimos que es posible explicar fendmenos como las
burbujas de Fermi (FB) si suponemos que el campo escalar ¢ del modelo de ma-
teria oscura escalar (SFDM) estd cargado con una simetria local oscura U(1) que
tiene una carga de gauge ¢ asociada a un bosén de espin s = 1 el cual identificamos
como el foton oscuro [81], este fotdn oscuro sélo interactiia con el modelo estandar
de particulas (SM) a través de términos cinéticos de mezcla entre los campos del
fotén oscuro y del fotén del modelo estdndar que se incluyen en el lagrangiano
total del sistema. También vimos que un posible mecanismo de obtencidén de masa
para el foton oscuro es a través del mecanismo de Higgs, el cual involucra el rom-
pimiento espontdneo de la simetria local U(1) del sistema en cuestion, y a partir
de esto se obtienen una particula escalar (de espin s = () masiva y un bosén de
espin s=1 masivo (que es el que asociamos con el foton oscuro). Entonces, en prin-
cipio, con este modelo se espera encontrar fotones oscuros en regiones de materia
oscura escalar (como lo podrian ser los polos de las galaxias) y donde ademads sea
posible que ocurra el rompimiento espontdneo de simetria. Con fines ilustrativos
a continuacion juntamos todos estos elementos en un so6lo lagrangiano que des-
pués acoplamos minimamente con la gravedad usando las ecuaciones de Einstein
y estudiamos los efectos en la creacion de objetos compactos exdticos como las

estrellas bosdnicas presentadas en la seccion 4.
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8.1.

Construccion del lagrangiano

= |.-Primero comenzamos con el lagrangiano méas general del modelo de ma-

teria oscura escalar (SFDM), el cual corresponde a un lagrangiano tipo Klein-

Gordon para el campo escalar complejo @ (seccion 3)

Ly = —(V,®) (V'd") — V (0,%) (8.1.1)

2.-Ahora cargamos este campo con una simetria de gauge U(1) ante trans-

—iA(@") como hicimos en la seccién 6.

formaciones locales del tipo ® — ®e
Por lo tanto tenemos un nuevo campo vectorial B, con un tensor de Faraday
asociado B,,,. La carga de gauge g acopla a los campos 5,, y ¢ de forma que
se garantiza la invariancia de la accion ante este tipo de transformaciones.

Para que esto suceda la forma del lagrangiano debe ser

1
L=~ (Vi@ +igB,®) (V' — iqB"®") — - B, B" ~ V (,9")
(8.1.2)

3.-Después asociamos el nuevo campo B, con el foton oscuro, esto lo ha-
cemos suponiendo que la unica interaccion que tiene B, con el modelo
estandar es a través de un término cinético de mezcla L,,..., entre el cam-
po asociado al fotén del modelo estdndar A, y el campo asociado al fotén
oscuro B, como en la seccion 5

52

£mezcla = _? ;WBW/ (8.1.3)

donde F),, es el tensor de Faraday asociado a A,,. Entonces el término cinéti-

co total para A, y B, es de la forma

1 1 52
Lcinético - _ZLF/,LVFHV - ZBPWB#V - 3 #VBuV (814)

donde 62 es el parametro de mezcla entre ambos campos.
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= 4.- Finalmente para que pueda ocurrir el rompimiento espontidneo de si-
metria a través del cudl el fotén oscuro adquiere masa, es necesario que el
potencial V' posea posea un minimo distinto de cero que sea degenerado (sec-
cién 7). En este caso consideramos una teoria cudrtica de autointeraccion de

la forma
V (0, 0*) = m2pd* 4 \ (O D) (8.1.5)

Reuniendo todo estos elementos obtenemos finalmente el lagrangiano del modelo

propuesto de la forma

L=—(V,®+igB,®) (V'd* — igB'®*) — V (&, d*)

1 w M — ZLB””BW — §F’“’BW

Como mencionamos en la seccion 3 este lagrangiano fue propuesto inicialmente
en [81] como un modelo de materia oscura escalar (SFDM) que combina los re-
sultados de multiSFDM vy la interaccion del fotén oscuro con el foton del modelo
estandar de manera que logra explicar el fendmeno de las burbujas de Fermi. Esto
sirve como motivacion para aplicar el modelo a otros fendmenos como se hace en
este trabajo para objetos compactos bosénicos. En general para obtener soluciones
separables en el estudio de objetos compactos vamos a considerar que los campos
A,y B, son complejos (cada uno puede describirse en términos de dos campos
reales). Donde la parte real de A, es la parte fisica que describe al fotén del modelo

estandar. Entonces el lagrangiano propuesto se escribe como

L=—(V,®+iqB,®) (V'®* —igB*d*) — V (d, D)
] ] 52 (8.1.7)

— 1 FwF" — BB — SR AF,B"}

Recapitulando, en este lagrangiano ® es el campo escalar asociado al modelo de
materia oscura de campo escalar (SFDM); B, es el campo de gauge asociado a la

nueva carga ¢ que surge de la simetrfa U(1); B, es el tensor de Faraday asociado
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a B,,, definido como
B, =V,B,-V,B,; (8.1.8)

A, es el 4-potencial del fotén del modelo estdndar con tensor electromagnético
definido como
F,=V,A, -V, A (8.1.9)

m es la masa del campo escalar ® y 6% es la constante de acoplamiento cinético
entre los campos A, y B,,. El campo ®, como se vio en la seccién 3, estd asociado
a bosones ultraligeros de espin s = 0 de materia oscura escalar, mientras que el
campo B, estd asociado a bosones ultraligeros de espin s = 1 que en este caso son
fotones oscuros. Al acoplar minimamente con la gravedad se obtiene una accién

de la forma

S = /d4x\/—_g {ﬁ}z + c] (8.1.10)

Y al variar la métrica g, podemos escribir el tensor energia momento como (sec-
cién 2)
Top = gop £+ (V@ +iqB,P) (V9" — igB,P")
+ (V@ + igB,P) (VMCID* — z’qBZ(I)*) — Bl (8.1.11)

— ByaBjy —20°Re [F (o B)j]

Por lo tanto las ecuaciones de Einstein son de la forma
Goy = 81GTy, (8.1.12)

Por otro lado podemos usar las ecuaciones de Euler-Lagrange covariantes vistas
también en la seccion 2 para escribir las ecuaciones de movimiento que siguen los

campos A,, B, y ®. Variando & se tiene la ecuacién de movimiento

AV (&d*)

[V* +igB*] (V,® +iqB,P) — e

O =0 (8.1.13)
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Variando A,, tenemos la ecuaciéon de movimiento
V. F" 4+ §*V ,B*" = () (8.1.14)
y variando B,, obtenemos la ecuacion de movimiento
V,.B" + 8V, F* = —2iq®* (V' ® + iqB"®) (8.1.15)

En general, para el estudio de objetos compactos en este trabajo, usamos una métri-
ca estatica y esféricamente simétrica de la forma (seguimos la misma notacion que

en [23, 57]) )

dS? = —o?(r)N(r)dt* + . + 12dQ, (8.1.16)

N(r)
Mientras que para los campos se suelen proponer soluciones que sean separables
en una parte espacial radial y una parte oscilatoria temporal, para que al sustituirlas
en las ecuaciones de Einstein y de movimiento para los campos desaparezcan las
dependencias temporales y el sistema de ecuaciones diferenciales resultantes sea
compatible con la propuesta de una métrica estatica cuyas funciones no dependen

del tiempo. Las formas propuestas para los campos entonces son

= para ® [56, 57]

O(r,t) = p(r)e ! (8.1.17)
= Para B, [23]
B(r,t) = [f(r)dt + ig(r)dr]e” """ (8.1.18)
= Para A,
A(r,t) = [h(r)dt — ij(r)dr]e™At (8.1.19)

donde N(r) = 1 —2m(r)/ry o(r), m(r), f(r), g(r), ¢(r), h(r), j(r) son fun-
ciones reales de la coordenada radial r y wg, wa y wp son parametro reales de
frecuencia que en general son distintos entre si. A partir de este modelo general

imponemos condiciones particulares y usamos las ecuaciones de Einstein y las
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ecuaciones de movimiento de los campos para reproducir casos particulares de
objetos exdticos como los introducidos en la seccion 4. Entonces en la siguiente
seccion estudiamos cémo a partir de este modelo se pueden introducir constric-
ciones para obtener casos particulares de estrellas de bosones, estrellas de bosones
cargadas, estrellas de Proca y en particular centramos el estudio en investigar si es
posible seguir teniendo estrellas tipo Proca para fotones oscuros con masa en el
caso donde la interaccion entre los campos del foton oscuro y del fotén del modelo
estdndar no sea despreciable. En cada caso escribimos la forma de las ecuaciones
de Einstein y las ecuaciones de movimiento para los campos. En el caso particu-
lar de Proca mostramos algunas soluciones de la literatura y para el dltimo caso
de interés al cual le llamamos Proca con fotén oscuro encontramos soluciones
numéricas para las funciones del sistema entre las regiones asintdticas de r y las

presentamos de forma grafica.
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Condiciones Lagrangiano Modelo
®=0,0=0,9g=0, ) o Ecuaciones  de
B,=0 L=kl Maxwell

=
| 1 V
d=0 L=- ZFWFM - ZBWBM Fotén oscuro
(52
-5 ' B
0=0,¢q=0,B,=0, ) Estrellas de boso-
L=-V,0V,d* —m*Pd*
w=0 nes
50 A —0 L=—(V,®+iqB,®) (V'®* —iqB"d*) Estrellas de boso-
P 1 nes cargadas
—m2od* — -B,,B"
4
b=qad6=0,
2 — 2, L=-1B,B" - B, B Estrellas de Proca
A, =0 i
1 1 4
b —a. % _ P [—_ T L ZBWBW _ ’%B#B“ Proca con foton
) 0SCuro
O p g
2 M

Casos particulares con sus constricciones y los modelos resultantes.

8.2. Maxwell

El primer caso que estudiamos a partir del lagrangiano general £ propuesto

en este modelo corresponde a considerar regiones donde los campos de materia

oscura escalar @ y del fotén oscuro B, sean iguales a cero, es decir que solo son

apreciables los efectos asociados al campo del foton del modelo estdndar A,,. En-

tonces fijamos B, = 0, ® = 0y 6 = 0 en £ y obtenemos un lagrangiano £, de

la forma

1
ﬁM:_Z

7 e

(8.2.1)
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Este lagrangiano tiene asociada una accién Sy, de la forma

1
—ZFWF’“’} (8.2.2)

SM:/d4:x\/—_g[

Entonces la accion total S después del acoplamiento minimo con la gravedad co-

rresponde a un sistema Einstein-Maxwell de la forma

1 1
S = / d*z\/—g {RR — ZF,WFW] (8.2.3)

El tensor de energia momento asociado a la variacion de esta accion estd dado por
Top = Goplnr — FuoF§ (8.2.4)

y entonces las ecuaciones de Einstein se reducen en este caso a
Gop = 87G(Jau s — Fral)) (8.2.5)

mientras que las ecuaciones de campo para A, son simplemente las ecuaciones de
Maxwell sin fuentes
V., F*" =0 (8.2.6)

Entonces lo que se obtiene bajo estas condiciones es un sistema donde no hay
fuentes externas de masa (bajo estas condiciones no hay campos masivos) en las
ecuaciones de Einstein y la tinica fuente externa es el campo asociado al foton del

modelo estandar.

8.3. Foton oscuro

Ahora consideramos el caso donde el campo de materia oscura escalar ¢ sea
igual a cero, esto corresponde a regiones donde las tinicas contribuciones provie-
nen de los campos del fotén oscuro B, y del fotén del modelo estandar A,,. En

este caso hacemos entonces ¢ = 0 en el lagrangiano propueto £ y obtenemos un
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lagrangiano £, de la forma

1 1 52
Lp= 4 u FH — ZBWB*W - gRe {FB"} (8.3.1)

La accién Sp para este lagrangiano es de la forma

1 52

1
Sp = / dzy/—g [—ZFWF*W ~ 1 BuB™ ~ SR {FWB’“’}] (8.3.2)

y entonces la accion .S resultante del acoplamiento minimo con la gravedad puede

escribirse como

_ 4 — 1
5= / da/ g {—1 Rt .cD] (833)

variando esta accion respecto a la métrica encontramos que el tensor de energia

momento en este caso estd dado por

Top = Joplo — FuaFy — BuaBiy — 20°Re. [F o B,j] (8.3.4)

y las ecuaciones de Einstein se reducen a

Gop = 871G {goaplp — FuaFy) — By By —20°R. [F,B)j]}  (8.3.5)

®)

mientras que las ecuaciones de campo para A,, y B, se encuentran de las ecuacio-

nes de Euler-Lagrange covariantes variando cada campo. Variando A, se tiene
V. F" +§°V,B* =0 (8.3.6)
y variando B,, tenemos las ecuaciones
V,.B" + §°V, F* =0 (8.3.7)

Estas ecuaciones no estan diciendo que las electrodinamicas que siguen los campos

de ambos fotones estdn acopladas entre si, entonces se encuentran ecuaciones de
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Maxwell modificadas para el campo electromagnético de cada foton como en [76].
En este caso no hay ningtin campo masivo, entonces las tnicas contribuciones de
fuentes en las ecuaciones de Einstein son los campos electromagnéticos asociados

a ambos fotones.

8.4. Estrellas de Bosones

Considerando el lagrangiano general £ de nuestro modelo, ahora estudiamos
el caso donde los efectos de los campos del fotén oscuro B, y del foton del modelo
estdndar A, sean despreciables, esto puede corresponder a regimenes galdcticos,
por ejemplo, donde sélo son considerables los efectos gravitacionales del campo
escalar de materia oscura. Entonces hacemos A, = B, = 0yd = 0Oen Ly

obtenemos un lagrangiano Lpg de la forma
Lps =—V,oVI'd* -V (0D¥) (8.4.1)

y entonces la accién Spg asociada a este lagrangiano es
Spg = / d*z\/—g [~V ,OV"D* — V (9D¥)] (8.4.2)

La accidn S resultante del acoplamiento minimo con la gravedad puede escribirse

como
1

— | e =
S—/d:v g{167rG

esta accion es la misma que siguen las estrellas de bosones (BS) descritas en la

R -V, 0V ®* — V (0¥) (8.4.3)

seccion 4. Entonces a partir de este punto el andlisis es andlogo al que se ha hecho
antes en [57]. De la accién S podemos encontrar el tensor energia momento que

es de la forma

Ta/L = ga/LEBS + V,u,q)vaq)* + VQCPV“(I)* (844)
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y las ecuaciones de Einstein pueden escribirse como
Gop = 871G {gopLps + V, OV, 2" + V, OV, 0"} (8.4.5)

Las ecuaciones de campo para ® se calculan usando las ecuaciones de Euler-

Lagrange covariantes y se obtiene

AV (&d*)

ﬂ(I) _
ViV T T lep

d=0 (8.4.6)
Este sistema ha sido ampliamente estudiado en [117, 105, 57]. Particularmente en
[57] se buscan soluciones para objetos compactos suponiendo una métrica esféri-
camente simétrica como la propuesta en (8.1.16) y se usa una propuesta oscilatoria

para ¢ como el propuesto en la ecuacion (8.1.17).
O(r,t) = ¢(r)e ™" (8.4.7)

Recordando los resultados de la seccion 6 podemos ver que la accién asociada al
lagrangiano Lpg de las estrellas de bosones tiene una simetria global ante trans-
formaciones de gauge U(1) del campo , por lo tanto existe una carga de Noether

asociada a una corriente conservada de Noether de la forma [57]
Jj¢ = —i[P*VID — OV (8.4.8)

Por otro lado sustituyendo la forma propuesta para ¢ y la métrica esféricamente
simétrica (8.1.16) en las ecuaciones de Einstein y en las ecuaciones de campos
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. Las dos

ecuaciones de Einstein diferentes de cero son

2, .2
m' = dmr? [N (@)% + ?VZQ + V] (8.4.9)
O_/ , w2¢2
7m0+ £ (8:4.10)
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y la ecuacién de campo para @ es de la forma

g 2 NG e
r N o N2g2

1%
+ ¢ (8.4.11)

donde la’ indica derivacion respecto a la coordenada radial r. Al resolver este sis-
tema obtenemos la evolucion del espacio tiempo asociado a estrellas de bosones.
En [57] se han encontrado numéricamente estas soluciones y se han estudiado las
funciones asintéticamente. También se han encontrado soluciones para potencia-
les autointeractuantes en [117, 57]. Podemos usar todas estas soluciones que se
han encontrado en la literatura para estudiar la evolucion de las estrellas de boso-
nes. La diferencia esencial en este trabajo es que estas estrellas de bosones estan

compuestas por particulas bosonicas de materia oscura escalar.

8.5. Estrellas de bosones cargadas

Ahora consideramos el caso donde donde los efectos del campo A, asociado al
fotén del modelo estdndar sean despreciables. Entonces hacemos A, =0y ¢ =0
en el lagrangiano £ del modelo propuesto y obtenemos un lagrangiano Lopg de

la forma
Lops = — (V@ +1i¢B,®) (VFO* —igB"d")

1 (8.5.1)
-V (99*) — ZLBWBW
La accién S¢pg asociada a este lagrangiano es de la forma
Scps = / d*z\/—gLcBs (8.5.2)

y entonces la accion S resultante del acoplamiento minimo con la gravedad es

1
S = / d*zv/—g [WR + ECBS} (8.5.3)
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esta accion es andloga a la que siguen las estrellas de bosones cargadas (CBS)
descritas en la seccion 4. Entonces podemos estudiarlas igual que se ha hecho

antes en [56]. De la accién Sops tenemos que el tensor de energia momento esta

dado por
Top = gapLops + (Vu® +iqB, @) (Vo @* —iqB, ") (8.5.4)
+(Va® + igBa®) (V, & — iqB,®") — B, B
y entonces las ecuaciones de Einstein pueden escribirse como
Gop = 87GgapLops + (V@ +igB,P) (Vo @ — iqB,P") (8.5.5)

+ (Va® +iqB,®) (V,* — iqB,0") — B, B,Y]

Usando las ecuaciones covariantes de Euler-Lagrange podemos encontrar las ecua-

ciones de campo para ® y ,,. Variando ® encontramos las ecuaciones [56]

dV (dD¥)

(V¥ +igB"| [V, +1¢B,]| ® — e

=0 (8.5.6)

que en términos de la derivada covariante D, = (V, + igB,,) es simplemente

dV (DP*)
DFD,® — — o = 5.7
) qor =" (8.5.7)

mientras que variando B, tenemos las ecuaciones
V,B" =iq|®" (D*®) — (D'D*) 9] (8.5.8)

Podemos ver que esta ultima ecuacion es una ecuacion tipo Maxwell para el campo
B,, del foton oscuro (lo cudl es de esperarse cuando no hay acoplamiento con el
fotén del modelo estandar [76]) y entonces se define una 4—corriente conservada
7 de la forma

Jje =i [®* (D*®) — (D“D") D] (8.5.9)
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donde la conservacion de esta 4—corriente estd dada por V,j* = 0. En parti-

cular, recordando la seccién 6, podemos ver que la accién Scpg de este modelo

en invariante ante transformaciones de gauge locales del tipo ® — ®e *AE") ;

B, — B, + %0

continuar con el andlisis nos basamos en los trabajos para estrellas de bosones car-

donde A (z*) es una funcidn real de las coordenadas x*. Para

gadas hechos en [56, 63, 66, 70, 113]. En particular seguimos el orden de ideas pre-
sentados en [56]. Nuevamente consideramos una métrica esféricamente simétrica
como la propuesta en la ecuacion 8.1.16 y proponemos (como suele hacerse en el
estudio de estrellas de bosones cargadas) que ¢ tenga un comportamiento armoéni-

co de la forma
®(r,t) = (r)e ™" (8.5.10)

mientras que B, es descrito por una funcion radial para su componente cero de la

forma
B = f(r)dt (8.5.11)

(para que sean separables). Sustituyendo la métrica y la forma propuesta para B,
en las ecuaciones de Einstein y en las ecuaciones de movimiento para los cam-
pos encontramos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. Las

ecuaciones de Einstein distintas de cero son

r f/2 2 (w — Qf)Q 2
m' = 4w Gr {202 +N¢g=+V + TNo2 ) } (8.5.12)
o' / (w B Qf)2¢2
e = 8nGr {¢2 + W} (8.5.13)

mientras que de las ecuaciones de movimiento para los campos obtenemos

f// + (g o 2,) f’ + 26](w——W =0 (8514)
r o N

0 (8.5.15)

N\ |, (w—qf) 1 dVv
Lt)ortel L

¢" + 2 N - =
r N2g2 2N do
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Nuevamente podemos usar las soluciones encontradas en la literatura para este
tipo de estrellas, recordando que en este trabajo las estrellas de bosones cargadas
corresponden a materia oscura escalar y el campo vectorial asociado a la carga es

un fotén oscuro.

8.6. Estrellas de Proca

En el modelo propuesto descrito por el lagrangiano general £ en la ecuacion
(8.1.7) el campo del foton oscuro B,, puede adquirir masa a través de un rompi-
miento espontdneo de simetria como el descrito en la seccion 7. Para estudiar este
proceso primero consideramos el caso donde los efectos asociados al campo del
fotén del modelo estdndar sean despreciables y no haya acoplamiento entre A, y
B,,. Entonces hacemos A, = 0y § = 0 en £ y obtenemos un lagrangiano £’ de la

forma
1
L= (Vud + iuntb) (VED* — igB™d*) — V (9P*) — ZB“”B*W (8.6.1)

Como vimos en la seccion 6 este lagrangiano es invariante ante transformaciones
de gauge locales U(1) para el campo ¢ que en este caso estd asociado a materia

oscura escalar (SFDM). Si ademas suponemos un potencial cuértico de la forma
V(®, D) = m*dd* + )\ (0*D)? (8.6.2)

donde A > 0y m? ahora es un pardmetro negativo entonces este potencial tiene
un minimo distinto de cero en |®| = 4/ ’2—”;2 = a y puede haber un rompimiento
espontdneo de simetria a través del cual el foton oscuro adquiera masa, este me-
canismo corresponde al mecanismo de Higgs [84]. Entonces seguimos el mismo
proceso que en la seccion 7. Reescribimos ¢ en términos de dos campos reales ®

y @, alrededor del minimo del potencial |®| = a y obtenemos

V2

O(z) = a+ (8.63)
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sustituyendo esta forma de ® en el lagrangiano £’ y haciendo una transformacién
de gauge para eliminar el grado de libertad redundante en ®5 como se hizo en la

seccion 7 obtenemos

1 1
L =— ZLB"”B*W —¢*a*B,B*"— 5 (0, ®))° —2Xa2 2 +acoplamientos (8.6.4)
como podemos ver este lagrangiano ahora incluye un término masivo —¢*a? B, B*/
para el campo del fotén oscuro, donde la masa . del foton oscuro esta dada como
pm?

W =qa o\ (8.6.5)

2
= 2= 2 (8.6.6)
A
Hay que recordar que estamos considerando m? < 0y por lo tanto £ es un niimero
real positivo. Por ahora nos interesa estudiar el caso donde sélo las contribuciones
de B, sean relevantes, entonces si consideramos ® ~ constante, lo cual correspon-
de a regiones donde el campo escalar se haya apaciguado, y ademds despreciamos

términos de acoplamiento y constantes, el potencial £ queda como

1 1
L= — 5 BB — §MQBMB*“ (8.6.7)
este lagrangiano corresponde simplemente al de un campo de Proca complejo 5,
como el que siguen las estrellas de Proca descritas en la seccion 4. Entonces a
partir de aqui identificamos a £’ como el lagrangiano de proca Lp y en adelante

llamamos £ = Lp

1 1
Lp=—7BuB™ - §/BBMB*“ (8.6.8)
Para el estudio de estrellas de Proca podemos reescribir este lagrangiano en térmi-

nos de un potencial general U (B?) que esté en funcién de B* = B,B** [57], de



8.6 Estrellas de Proca 59

forma que £p queda como

Lp= —}lBWB*“” — U (B?) (8.6.9)

Esto lo hacemos para poder considerar casos de potenciales cudrticos de autoin-
teraccion en B, (estrellas de Proca autointeractuantes) como los descritos en la

seccion 4. Entonces la accion asociada a este lagrangiano es de la forma

Sp = / d*zv/—g {—iBWB*’“’ —-U (BQ)] (8.6.10)

Mientras que al hacer el acoplamiento minimo con la gravedad obtenemos la ac-

cioén S para el sistema Einstein-Proca de la forma

R 1
2 _p
160G 4"

S = /d4x\/—_g { B —U (32)] (8.6.11)

De esta accién tenemos que el tensor energia momento estd dado por

v

= Ty = guwlp — Ba(uB} + 2UB,B;) (8.6.12)

donde definimos U = %. Entonces las ecuaciones de Einstein pueden escribirse
como

Gy = 87G |guLp — BaguBl§ + 20 BBy (8.6.13)

Ahora usamos las ecuaciones de Euler-Lagrange covariantes para el campo B, y

obtenemos las ecuaciones de campo de Proca
V,B" = 2UB" (8.6.14)

Este sistema es un sistema Einstein-Proca y ha sido ampliamente estudiado en [23,
57, 55]. Entonces a partir de aqui seguimos el mismo andlisis hecho en [23] para
estrellas de Proca. Primero hay que notar que la accién S posee una invariancia

global ante transformaciones de gauge U (1) para B,, , entonces como vimos en la
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seccidn 6, existe una 4—corriente conservada j definida como

Je = % |B,B**" — B B*"] (8.6.15)

La conservacion de esta 4—corriente viene dada directamente de la ecuacion de
Proca, de forma que V,j¢ = 0. Entonces la carga de Noether en este caso es
Q = [, d*z\/=gj° [23]. Por otro lado las ecuaciones de Proca también dan lugar
a la norma de Lorentz

VoB*=0 (8.6.16)

esto quiere decir que esta norma no se elige (como se haria si fuera una eleccién de
gauge) sino que es una consecuencia directa de las ecuaciones de Proca [23]. Para
el estudio de objetos compactos consideramos nuevamente una métrica esférica-
mente simétrica y estdtica como la propuesta en (8.1.16) y una propuesta para 3,

de la siguiente forma [23]
B = et f(r)dt + ig(r)dr] (8.6.17)

Entonces podemos escribir las ecuaciones de Einstein y de campo en términos de

las funciones m, o, f y g para distintos casos de U (B?).

8.6.1. Potencial cuadratico

Primero consideramos el caso donde el potencial es cuadritico de la forma
U(B?) = %MQBHB*“. Entonces sustituyendo la propuesta para B, (8.6.17) y la
métrica (8.1.16), obtenemos las ecuaciones de Einstein distintas de cero [23]

(f/_w.g) +1,U2 <92N_'_ f2 )] (8618)

m' = 4rGr?

202 2 No?

o’ 2( 2 f?
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Mientras que las ecuaciones de Proca son

d [r[f —wgl\ _ prf
—_— pu— . -2
dr { o } oN (8.6.20)
2 2
wg— =222 Ny (8.6.21)
w

donde la ’ indica derivacion respecto a la coordenada radial r. La soluciones pa-
ra estas ecuaciones son conocidas como mini estrellas de Proca. El comporta-
miento asintdtico y las soluciones numéricas para este caso pueden encontrarse

en [23][57]. Para r — 0 se tiene un comportamiento

B Jo 2 w? 2 4
fr)=fot g (1= =5 )P+ 0 ()
90
fow
9(r) = =55 +0 (1)
0
(8.6.22)
4 G 2,2
m(r) = —W6C‘ngu B+ 0 (7“5)
AmG fiu?
o(r) =00+ AnG o r*+ 0 (r)
20'0
Mientras que en 7 — 00
R
r)=~=Co r ’
w e TV K —w?
g(r) =co - - +...,
V=W r (8.6.23)
m(r)=M+...,
C%MQ e 2r u2—w?

logo(r) = —4nG

T +on

donde c¢q es una constante y o(0) = oo, f(0) = f, son valores iniciales. A con-

tinuacion presentamos algunas graficas tomadas de [23], en donde se encuentran
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0.6

0.4

Figura 6: Soluciones numéricas para Proca. Imagen tomada de [23]

graficamente soluciones entre los limites asint6ticos y se grafica la masa maximal

M para distintos valores de w.

8.6.2. Potencial cuartico

Ahora consideramos el caso de un potencial cuartico para B, de la forma
* 1 2 * )‘p *\2
U (B,B™) = FH B, B* + 7 (B,B™). (8.6.24)

En este caso al sustituir la propuesta (8.6.17) para B, y la forma de la métrica
esféricamente simétrica propuesta en (8.1.16) obtenemos las ecuaciones de Eins-

tein de la forma

2 2
m' =rGr? {,u2 [2]\792 + NJ;Q} + N2\ g*
8.6.25
LINGS 2000 = [0 B! (8:62)
o? N2g4
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1 .
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w

Figura 7: Soluciones numéricas para la masa maximal M y la carga de Noether ()
para diferentes valores de w. Imagen tomada de [23]

o' 4 2 9 2 /\pf4
; = 47Gr {N)\pg +9u + N2g2 - W (8626)
Mientras que las ecuaciones de Proca en este caso son

N 2,,2 3)\ N2 2 2)\

go— =N GNNTTT 9N (8.6.27)
w w w

i r’ (f —wg) _ Nzrzf 4 T292)‘pf _ Tz)‘pfg (8.6.28)

dr o oN o o3N?2

Las soluciones a estas ecuaciones son conocidas como estrellas de Proca autointe-
ractuantes [23, 22]. Entonces bajo las condiciones propuestas nuestro lagrangiano
general se ha reducido a un lagrangiano tipo Proca, donde las particulas que com-
ponen al campo de Proca son fotones oscuros en regiones donde no hay campos

electromagnéticos del modelo estdndar.
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8.7. Proca con foton oscuro

El dltimo caso de interés a considerar es cuando los efectos de los campos B,
del fotén oscuro y A,, del fotén del modelo estdndar no son despreciables. Para
estudiar este caso primero consideramos el lagrangiano completo £ del modelo

propuesto, entonces tenemos

L=—(V,®+iqB,®) (V,d* — igB*Hd*) — V (&, d*)

— ZFWF*W — ZB”VB*W — ERB {F,.,B"}

Nuevamente recordamos que este lagrangiano es invariante ante transformaciones
de gauge locales U(1) para el campo escalar ¢ de materia oscura, y si considera-

mos un potencial cudrtico del tipo
V (D, %) = m2Pd* + \ (O*D)? (8.7.2)

donde A > 0y m? < 0 entonces tenemos un potencial tipo Higgs y puede ocurrir
un rompimiento espontdneo de la simetria de gauge U(1) a través del cual el fotén
oscuro adquiera masa. Procedemos igual que en el caso de Proca. El minimo de

este potencial V' sucede en

B = =q (8.7.3)

escribiendo ® en términos de dos campos reales ®, y ®, alrededor del minimo del

potencial |®| = a obtenemos

V2

sustituyendo esta forma de ® en el lagrangiano £ y haciendo una transformacién

(8.7.4)

O(z) =a+

de gauge para eliminar el grado de libertad redundante en $5 como se hizo en la
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seccion 7 obtenemos

1 *UV 1 *UV * 52 v
E = _Z_l UVF my ZB;/,VB o — C]2GQBMB i ERE {FNVBM }

1 (8.7.5)
b (0,®))° — 2Xa*®? + acoplamientos(®, B,)
Este lagrangiano ya contiene un nuevo término masivo —g*a®B,, B** para el cam-
po del foton oscuro B, donde la masa y: del foton oscuro esta dada por la expresion
T2 = ¢*a® = —qQ’;L—/\Q. Entonces podemos decir que el fotén oscuro ha adquirido
masa a través del rompimiento espontdneo de la simetria local U(1). Nos interesa
el caso donde el campo escalar ® se haya apaciguado (sea aproximadamente cons-
tante) y por lo tanto predominen las interacciones entre los campos del foton oscuro
y del fotén del modelo estandar. Entonces haciendo ¢ ~ constante y despreciando
términos constantes y de acoplamientos entre B, y ® obtenemos el lagrangiano

de la forma

1 1 52
L= -1 Y — ZBWB*W — ¢°a*B,B*" — 51&’6 {F,,B"} (8.7.6)
a este lagrangiano le llamamos Proca con fotén oscuro (Lpp), ya que contiene,
por una parte, al lagrangiano de Proca L p descrito en la subseccién anterior pero
ademads hace explicita la interaccion entre el foton oscuro y el fotén del modelo
estandar. Entonces a partir de ahora nos referimos a este lagrangiano £ como L pp,

y reescribiéndolo en términos de la masa del fotén oscuro p tenemos

52
2

1 1 2
Lpp = —~Fo,F* — ~B,B* - p pw_

v
1 . 5 R A{F,B"™} (87.7)

Aligual que en el caso de Proca podemos escribir el término masivo de B, como
un potencial general U(B?) dependiente de B*> = B, B**, entonces tenemos
1 1

52
Lop=—7FWF™ = 2B B™ —U (B°) = S RAF,B"} (8738
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. . OS] 2 .
en este caso nos restringimos al caso cuadrético donde U (B*) = 4B, B*, sin
embargo dentro de las perspectivas de este estudio a futuro también es interesante
considerar potenciales con términos superiores. La accién Spp asociada a este

lagrangiano Lpp es de la forma

Spp = / d*z/—gLpp (8.7.9)

Entonces la accion S resultante del acoplamiento minimo con la gravedad queda

como

— 1 4
S = / {RR‘{’EDP] vV —gd T (8710)

Variando la accion respecto la métrica obtenemos un tensor energia momento de

la forma

Tl“’ - g#yﬁDP - Fa(u :)a - Ba(,u,B;)a + QUB(MB;)

(8.7.11)
— 6" [FauB.S + Fau B

(w

donde definimos U = % = % 1% y entonces las ecuaciones de Einstein son de la

forma

Gy = 87G(guwLpp — FuauFyf — BauBj + 2U BB},

v

) N . e (8.7.12)
-0 [Fa(HBZ/) + Fa(,uBI/) })

Mientras que aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange covariantes para los
campos A, y B, obtenemos las ecuaciones de movimiento para los campos co-

rrespondientes. Variando A, tenemos
V. (F" +6B*) =0 (8.7.13)
y variando B3,, obtenemos

V, (B™ + §2F*) = 2V B” (8.7.14)
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De estas ecuaciones de campo observamos que para el caso donde el pardmetro de
acoplamiento sea 6 = ( se recuperan las electrodindmicas de Maxwell y de Proca
para los campos A, y B,, respectivamente, lo cual era de esperarse. Para estudiar
estas ecuaciones nuevamente consideramos una métrica estatica y esféricamente
simétrica como la propuesta en (8.1.16) y ademas, inspirados en el ansatz de Proca

[23], proponemos que A, y B, sean de la forma
B = e ™! [f(r)dt +ig(r)dr] (8.7.15)

A = e“h(r)dt — ij(r)dr] (8.7.16)

Sustituyendo estas formas de A,,, B,, y de la métrica obtenemos que las ecuaciones

de Einstein distintas de cero son

N 2 2
m' = 4nGriu® [—29 + 2]([ 2]
o2 g (8.7.17)
7Gr . .
t—3 [(wg — ') 426 (wg = f') (wj = ) + (wj = 1)’
0_/ f2
— =4 2| g? 7.
> TGru [g + N%Q} (8.7.18)
Mientras que las ecuaciones de campo resultantes de variar B, son
d{r T B
Aol -worew-wy =2 g
2 2
N
(wg — )+ 6% (wj — 1) = LTI (8.7.20)

w

y las ecuaciones de campo resultantes de la variacién en A, son de la forma

i{ﬁ [(h’_wj)+52 (f’—wg)]} =0 (8.7.21)

dr | o



8.7 Proca con foton oscuro 68

R —wj=—0(f —wg) (8.7.22)

donde la’ indica derivacién respecto a la coordenada radial r. Asi, tenemos un sis-
tema de 6 ecuaciones diferenciales con 6 funciones o(r), m(r), f(r), g(r), h(r),
J(r) que es necesario resolver simultdneamente utilizando métodos numéricos para
hallar la evolucion del sistema fisico. Sin embargo hay que notar que la penulti-
ma ecuacion (8.7.21) se cumple trivialmente debido a la dltima (8.7.22). Ademas
podemos ver que sustituyendo la ecuacién (8.7.22) en las primeras 4 ecuaciones
(8.7.17), (8.7.18), (8.7.19) y (8.7.20) podemos eliminar las funciones j y h de es-
tas ecuaciones. Haciendo esto obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones. Las

ecuaciones de Einstein son

Y r_ 2 2
o — Ao [(1 5 )2((;1‘2 wg) +%u2 (92N+ ]\{02)] (8.7.23)

o’ 2( 2 f?
7~ ancn (7 + ) (8.7.24)

y a ecuaciones de campo en este caso son

d [r*[f —wgl\ = p#r’f
5{ - } = SN (8.7.25)
2 2N
wyg— f = H (8.7.26)
R —wj=—0%(f —wg) (8.7.27)

Podemos ver que las primeras 4 ecuaciones (8.7.23), (8.7.24), (8.7.25) y (8.7.26)
de este nuevo sistema corresponden simplemente a un sistema de ecuaciones tipo
Einstein-Proca como el que se obtuvo en la subseccion anterior de estrellas de Pro-
ca, a excepcién de un término constante (1 — %) que multiplica a las ecuaciones.

La constricciones para ¢ son 6 # 1;6% ~ 1072 — 10~'° (que se introdujeron en
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la seccién 5 del fotén oscuro), por lo tanto (1 — &%) # 0y el sistema queda bien
definido. Entonces para solucionar el sistema primero usamos soluciones analo-
gas al caso de Proca para encontrar las funciones de la métrica y del fotén oscuro,.
Mientras que las funciones que describen al campo del fotén oscuro h y j quedan
definidas en términos de las del fotén oscuro f y g con la ecuacién (8.7.27). Para
cerrar el sistema hay que fijar una de las dos funciones & o j en esta dltima ecua-
cién. Debido a la forma de A,,, hacer j = 0 corresponde al caso donde sélo hay
potencial eléctrico, mientras que hacer i = 0 corresponde a que s6lo hay potencial
magnético asociado al campo electromagnético del foton del modelo estandar. Pa-
ra el sistema tipo Einstein-Proca (8.7.23), (8.7.24), (8.7.25) y (8.7.26) se pueden
considerar expansiones asintdticas andlogas a las que se usan en las estrellas de

Proca descritas en [23], entonces en 7 — 0

) = fo+ AL (2= )12 + 0 ()
(r) = Bf()“;r—i-O( 3)

N

(8.7.28)
m(r) = C’ng‘)“ 73+ O (r°)
o(r)=o00+ D47Tf°“ 240 (r")
yenr — 0o
o7 12 —w?
f(r) = cocr +.
w eV W
g(r) = cocaB - - +...,
B —w r (8.7.29)
m(r)=M+...,
2,2 —2r4/ p2—w?
logo(r) = —4nGes Gk =7 c +...,
2(p? —w?)? r

donde A, B, C, ¢4, ¢a, c3 y D son constantes que contienen al término (1 — 54)
y 0(0) = a9, f(0) = fo son valores iniciales. Por otro lado el comportamiento

del sistema entre ambos limites asintéticos se calcula numéricamente y las solu-
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ciones las obtenemos graficamente. A continuacion presentamos las soluciones en
la region no asintética del sistema en el caso cuando ;7 = 0 y en el caso cuando
h = 0.

8.7.1. Soluciones para Proca con fotén oscuro

Hasta el momento hemos utilizado unidades naturales (c = 1, A = 1) con el
fin de simplificar las ecuaciones resultantes. Para regresar al sistema de unidades

internacional (SI) es necesario hacer las transformaciones

m(r) — m(;)G (8.7.30)
e

no (8.7.31)

f(r) — f(cr) (8.7.32)

h(r) — @ (8.7.33)

En el sistema internacional (SI) tanto m(r) como p tienen unidades de masa (kg);
f(r)y h(r) tienen unidades de potencial eléctrico (V=Fkg-m?*- s - A~1); mien-
tras que g(r) y j(r) tienen unidades de potencial magnético (V' - s - m~1). Como
0 es el parametro de mezcla y o es una funcién de escalamiento en la compo-
nente temporal de la métrica (8.1.16) ambas cantidades son adimensionales. Estas
son las consideraciones necesarias para recuperar informacion fisica comparable
con observaciones. Sin embargo por ahora s6lo nos interesa considerar solucio-
nes genéricas al sistema, sin ajustar todavia los valores de las masas consideradas,
aunque por las secciones anteriores se puede tener una idea general de los ran-
gos compatibles (para ;. masas ultraligeras y para m(r) masas asociadas a objetos
compactos bosonicos, ver seccion 4). Entonces con el fin de obtener soluciones

numeéricas al sistema continuamos usando unidades naturales, ademas es necesa-
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rio reescalar las funciones con una nueva variable radial de la forma
r— ur (8.7.34)

del andlisis dimensional de (8.7.30) vemos que ur es adimensional. Reescalar de
esta manera implica que las distancias asociadas a » — pr que aparecen en el eje
horizontal de las gréficas que se presentan a continuacién dependen de la elec-
cion del valor de p, entonces dependiendo del fenémeno fisico que deseemos es-
tudiar podemos ajustar p y obtener diferentes escalas. En las graficas mostradas
en la siguiente subseccion con fines numéricos consideramos entonces las canti-
dades reescaladas r — ru; m — mu; w — w/p; f — f\/m; g — g\/m;
h — h/4rG; j — jV/47G y ajustamos o = 1, 471G = 1y w = 0.87. Estas
cantidades estdn basadas en el mismo procedimiento que se sigue en [23] para es-
trellas de Proca. Finalmente antes de mostrar las soluciones notamos que, usando
las expresiones (8.7.30) y (8.7.31) podemos escribir la nueva variable reescalada

pum(r) en unidades internacionales como

um(r)Ge
um(r) — e (8.7.35)
= pum(r) — & mg” (8.7.36)
mp

donde m p es la masa de Planck, entonces vemos que en este caso ajustando el valor
de p podemos esperar que se altere el comportamiento de m(r) de forma que sea

consistente con esta tltima expresion.

8.7.2. Caso Magnético

Suponer i = 0 fisicamente representa el caso donde s6lo hay potencial magnéti-
co asociado al campo electromagnético del modelo estdndar. Ahora presentamos
soluciones numéricas vélidas entre las regiones asintéticas (validas para r diferen-

te de 0 y oo, en esos casos se deben usar las aproximaciones asintoticas en series
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para cada funcién) para diferentes valores del pardmetro de acoplamiento ¢. En

este caso j estd dada en términos de las funciones f y g por la ecuacién
—wj = —6%(f — wyg) (8.7.37)

Mientras que f y g se determinan resolviendo el sistema tipo Proca junto con o y
m, de esta forma se satisfacen simultdneamente las 5 ecuaciones (8.7.23)—(8.7.27)
del sistema.
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Figura 8: Funcién m(r) para distintos valores de § =0.1,0.5,0.6 para magenta, rojo
y gris respectivamente con i = 0
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Figura 9: Funcién o (r) para distintos valores de § =0.1,0.5,0.6 para magenta, rojo
y gris respectivamente con h = 0
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Figura 10: Funcién f(r) para distintos valores de § =0.1,0.5,0.6 para magenta,
rojo y gris respectivamente con h = 0
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Figura 11: Funcién g(r) para distintos valores de § =0.1,0.5,0.6 para magenta,
rojo y gris respectivamente con h = 0

Para este andlisis hemos elegido inicialmente un valor para ¢ relativamente
grande de forma que 02 estd entre 0.01 — 0.3. Asf es mds apreciable el comporta-
miento de cada funcién respecto a cambios en d. Lo primero que notamos es que
para las funciones m y o de la métrica se siguen comportamientos parecidos a una
funcion logaritmica (lo cual es de esperarse ya que siguen ecuaciones andlogas al
caso de Proca) y si ¢ incrementa como en las figuras 8 y 9 entonces incrementa el
valor hacia el limite asint6tico de estas funciones. Debido a esto, seria de esperarse



8.7 Proca con foton oscuro 74

que las masas maximales para este tipo de objetos difieran respecto a las de Proca
y que entre mas grande sea  mas grande sea la masa maximal que pueden alcanzar
estas estrellas. Por otro lado, de las figuras 10 y 11 para las funciones f y g del
fotén oscuro vemos que siguen un comportamiento oscilatorio en la coordenada
radial y que se amortiguan hacia r — oo, lo cual también era de esperarse debido
a las soluciones tipo Proca. En este caso vemos que los cambios en § generan un
desfase y aumentan ligeramente la amplitud de la oscilacién si aumenta ¢ y que
para & — 0 se recupera completamente el caso de Proca. Finalmente de la figura
12 vemos que la funcién j(r) para el fotén del modelo estindar también tiene un
comportamiento oscilatorio que se amortigua para r grande, sin embargo para esta
funcion j los cambios en delta si afectan fuertemente la amplitud de la oscilacion,
esto también se esperaba por la forma de la ecuacion (8.7.37), entonces para § = 0
esta funcidn se vuelve cero y nuevamente recuperamos el caso de Proca (ya no hay

campo asociado al fotén del modelo estandar).
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Figura 12: Funcién j(r) para distintos valores de § =0.1,0.5,0.6 para magenta, rojo
y gris respectivamente con h = 0
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Figura 13: Funcién j(r) con § =0.01,0.02,0.03 para magenta, rojo y gris respecti-
vamente h = (

8.7.3. Caso Eléctrico

Por otra parte fijar j = 0 representa el caso donde s6lo hay potencial eléctrico
asociado al campo electromagnético del modelo estandar. En este caso las funcio-
nes para el foton oscuro y para la métrica son andlogas al caso magnético, ya que
el sistema de ecuaciones diferenciales que siguen sigue siendo tipo Proca, por otro
lado el término que mas se ve afectado por los cambios en § es la funcién h(r) de
la componente cero para el potencial A, del foton del modelo estdndar. En este

caso h queda determinada por la ecuacion para h’
R = -6 (f' —wg) (8.7.38)

Entonces resolvemos simultdneamente para h y el resto de funciones. Encontramos

nuevamente comportamientos oscilatorios para el campo del fotén del SM.
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Figura 14: Funcién h(r) con 6 =0.1,0.5,0.6 para magenta, rojo y gris respectiva-
mente 7 =0
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Figura 15: Funcién h(r) con § =0.01,0.02,0.03 para magenta, rojo y gris respec-
tivamentey 7 = 0

Finalmente en las figuras 15 y 13 consideramos valores para el pardmetro ¢ de
forma que &2 esté entre 1072 — 1074, este rango ya es compatible con los rangos
asociados al pardmetro de mezcla en los modelos de fotén oscuro (seccién 5).
En este caso como ya mencionamos antes, como ¢ es muy pequeio entonces las
funciones del fotén oscura y de la métrica se ven ligeramente afectadas y son muy
cercanas al caso de Proca, sin embargo de las figuras 15 y 13 vemos que hacer ¢
cada vez mas pequeiio equivale a que cada vez sea mas débil el campo del fotén

del modelo estdndar y por lo tanto sus efectos sean menos apreciables. De aqui
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podemos concluir que el pardmetro de mezcla ¢ es determinante si se quisieran
medir los efectos de la materia oscura a través de las modificaciones en los campos
del fotén del modelo estdndar.

Asi, podemos ver que en ambos casos (tanto en el eléctrico como en el magnéti-
co) es posible la formacion de objetos compactos como estrellas de Proca y ademaés
esto tiene consecuencias directas en el comportamiento del campo electromagnéti-
co del modelo estdndar, esto es de gran relevancia ya que es una primera aproxima-
cién para poder comparar los resultados del modelo con observables fisicos utili-
zando, por ejemplo, particulas cargadas de prueba y observar su comportamiento

en estas regiones.
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9. Conclusiones

= A partir del lagrangiano propuesto que contiene una simetria de gauge U (1)
cuya carga estd asociada al foton oscuro es posible obtener las ecuaciones
para estrellas bosonicas compuestas de materia escalar y de fotones oscuros
que adquieren masa mediante el rompimiento espontdneo de esta simetria.
Entonces por un lado se obtienen estrellas de bosones y estrellas cargadas
de bosones compuestas de materia oscura escalar pero también es posible
obtener estrellas de Proca hechas de fotones oscuros con masa, tanto en pre-
sencia (Proca con fotén oscuro) como en ausencia (Proca) del campo elec-

tromagnético del foton del SM.

= El caso donde sélo son apreciables los efectos del fotén oscuro y del fotén
del modelo estandar se reduce a un sistema tipo Proca, mientras que el com-
portamiento del fotén del modelo estindar en este caso queda en términos
de las funciones que describen al fotén oscuro. Es decir, que la formacion de
objetos compactos como estrellas de Proca hechas de fotones oscuros si tie-
ne un efecto sobre el campo electromagnético del foton del modelo estandar.
Esto es de gran relevancia fisica porque da lugar a la posibilidad de observar
los efectos de la materia oscura a través de la modificacion del campo para

el fotén del modelo estandar en el contexto de objetos compactos.

= Como es de esperarse el parametro de acoplamiento J determina cudnto se
alejan las soluciones del caso de Proca y también afecta fuertemente la mag-
nitud de las funciones del campo del fotén del modelo estandar (SM). Por lo
tanto las constricciones en el pardmetro de mezcla ¢ determinan los efectos
que pueden esperarse para las funciones que describen al foton del modelo

estandar.
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10. Perspectivas

Entre las perspectivas para el estudio de objetos compactos con este modelo

estan:

Estudiar este modelo a nivel cosmolégico.

Considerar otros potenciales para el rompimiento espontaneo de simetria

por el que adquiere masa el fotén oscuro.

Calcular las masas maximales para el caso de Proca con fotén oscuro.

Estudiar los casos para métricas con rotacion.

Estudiar la estabilidad de las soluciones tipo Proca con foton oscuro
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