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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo basado en la teoria de variables cudnticas continuas
y estados gaussianos multipartita para estudiar el efecto Hawking analogo en fibras épticas.
Este formalismo nos permite construir diagramas llamados circuitos simplécticos, que nos
ayudan a entender la dinamica de la creaciéon de pares de Hawking de una forma intuitiva.

Los resultados més importantes en este trabajo son los calculos numéricos del promedio de
fotones producidos en cada uno de los modos asociados a las condiciones de empatamiento
de fase de una relacién de dispersion sencilla dada por una sola resonancia (como el caso del
diamante), y la cuantificacién del entrelazamiento entre los pares de Hawking mediante una
funcion conocida como negatividad logaritmica. Se construyeron los circuitos de los sistemas
de agujero negro, agujero blanco y el par agujero negro-blanco.

El andlisis numérico se obtuvo para el efecto Hawking espontaneo, cuando el estado de
entrada es el vacio, y estimulado, con estados coherentes, comprimidos y térmicos como
entradas. Los resultados obtenidos nos muestran que el modelo de circuitos simplécticos
logra emular la dindmica de los sistemas analogos 6pticos, ademés de que demuestra ser una
herramienta poderosa y util por su sencillez frente a otros modelos usados con los mismos
propositos.
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Abstract

In this work we present a model based on the theory of quantum continuous variables and
multipartite Gaussian states to study the analogue of the Hawking effect in optical fibers.
This formalism allows us to construct diagrams called symplectic circuits, which help us to
understand the dynamics of Hawking pair creation in an intuitive way.

The most important results in this work are the numeric calculations of the average number
of photons produced in each of the modes associated with the phase-matching conditions of a
simple dispersion relation given by a single resonance (as the diamond), and the entanglement
quantification between the Hawking pairs by means of a function known as logarithmic
negativity. The circuits of the black hole, white hole and black hole-white hole pair systems
were constructed.

The numerical analysis was obtained for the spontaneous, with the vacuum state and stimu-
lated, with coherent, squeezed and thermal states as inputs. The results obtained show that
the model of symplectic circuits manages to emulate the dynamics of optical analog systems,
in addition to proving to be a powerful and useful tool due to its simplicity compared to
other models used for the same purposes.
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Capitulo 1

Introduccion

La revolucion cientifica y tecnoldgica del siglo XX fue, sin lugar a dudas, producto de la
fisica moderna y de sus dos grandes pilares: la relatividad general y la mecanica cuantica.
El prolifico avance en estas areas trajo consigo el surgimiento de muchas ramas como la
cosmologia, la fisica de estado sélido, la optica cuantica, la fisica de particulas, la materia
condensada, la fisica nuclear y un largo etcétera, que nos han permitido entender mas el
universo y han impactado en el desarrollo de nuestra sociedad de maneras que hubieran sido
inimaginables hace poco méas de un siglo. Las diversas corrientes de pensamiento y la gran
variedad de métodos y modelos que se han desarrollado en la fisica han logrado que los fisicos
permeen en otras ciencias, como la biologia, lam medicina, la quimica e incluso la economia.

La relatividad y la mecanica cuantica han logrado responder preguntas en fisica que se
consideraron fundamentales por un largo tiempo. Sin embargo, la cantidad de preguntas ain
mas fundamentales que surgieron en consecuencia es mucho mayor, las cuales son cada vez
mas dificiles de responder, y conforman lo que los fisicos de nuestra generacion y futuras
tienen como tarea responder. Un ejemplo de esta situacion es el caso de los agujeros negros,
los cuales surgen como soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio. Los
agujeros negros son singularidades espacio-temporales de densidad infinita delimitados por
horizontes de eventos a los que no se puede acceder sin ser engullidos, que devoran todo
lo que esté a su paso y de los que ni siquiera la luz puede escapar. En un inicio, a esta
solucion no se le tomé con mucha seriedad, pues no se tenia evidencia de que tales objetos
existieran en el universo, por lo que usualmente se consideraba como una solucién puramente
matematica, sin contenido fisico importante.

En el siglo XVIII, el clérigo inglés John Michell y el fisico francés Pierre Simon Laplace
tenian en mente la posibilidad de que existieran estrellas tan densas y con campos gravita-
cionales tan intensos que no permitieran el escape de la luz que producian, de manera que
los objetos mas brillantes del universo serian invisibles. A estas les llamaron estrellas oscuras
[1]. En 1974, el fisico inglés Stephen Hawking publica un articulo [2] proponiendo un modelo
semi-clasico en el que se sobrepone un campo cuantico sobre la curvatura espacio-temporal
provocada por un agujero negro. De la teoria cuantica de campos se sabe que existe un cam-
po cuantico asociado presente en todo el universo para toda particula fundamental y que la
propia particula es una excitaciéon de este campo, por lo que la presencia de estos sobre el
agujero negro debe tener alguna consecuencia. La energia del vacio de los campos produce



pares de particulas virtuales de forma incesante, pero no pueden ser observadas dado que
sus tiempos de vida son tan cortos que ningiin aparato existente es capaz de detectarlas. Sin
embargo, bajo ciertas condiciones podria ser posible observarlas, como en el efecto Casimir,
efecto Schwinger, el efecto Unruh y, por supuesto, el efecto Hawking [3].

El campo cuantico sobre un agujero negro produce pares de particulas en el horizonte de
eventos, las cuales son dispersadas por el intenso campo gravitacional, de forma que una cae
hacia la singularidad y otra logra escapar hacia el infinito. Esto ocurre en toda la superficie
del horizonte de eventos, por lo que se observaria radiacion térmica emitida por el agujero
negro, lo que se conoce como efecto Hawking. Esto trae como consecuencia la evaporacion del
agujero negro, que por este mecanismo perderia energia hasta que termine por evaporarse.
Resulta curioso que el modelo actual de agujero negro no es totalmente negro como lo predijo
la relatividad, y no son estrellas pero si emiten radiacion, como creian Michell y Laplace.

Por desgracia, actualmente no hay forma de comprobar el efecto Hawking. De hecho, hace
poco mas de 3 anos a la fecha de entrega de este trabajo fue publicada la primer imagen real
de un agujero negro supermasivo ubicado en el centro de la galaxia M87*. La imagen del
agujero es la sombra alrededor del disco de acretacion de materia que alcanza temperaturas
muy altas comparadas a la de nuestro sol [4].

El que se haya podido observar un agujero negro no es ningin aliento para detectar radiacion
de Hawking en un futuro cercano pues hay varios problemas. La temperatura de la radiacién
de Hawking depende inversamente de la masa del agujero negro, por lo que entre mas masivo
sea, menor serda su temperatura. Hasta ahora solo se ha podido observar un agujero negro
supermasivo, por lo que su radiacién de Hawking deberia ser muy pequena, y aunque fuera
detectable, la radiacién del disco de acrecion es tan inmensa que cualquier rastro de radiacion
de Hawking se veria mermada. Incluso si pudiéramos estar frente a un agujero negro del
orden de la masa del Sol sin disco de acrecién tampoco podriamos observarla. En este caso
la temperatura de la radiacién césmica de fondo de 2.7 K sigue siendo enorme en comparacion
de la radiacién de Hawking.

Podriamos pensar en observar agujeros negros de masas mas pequenas y, si el efecto Hawking
es real, su temperatura de Hawking fuera mas alta y podriamos observar radiacion durante
su evaporacién, sin embargo, la existencia de estos agujeros es hipotética. Podemos ser op-
timistas y pensar que no todo estd perdido y tal vez se encuentre una forma de sobrepasar
los obstaculos para al fin observarla. Por el contrario, podemos tomar la postura de que
simplemente no hay manera de que podamos observarla en el futuro previsible ni con la mas
avanzada tecnologia. Sea de la forma que sea, no esperamos tener noticias relevantes sobre
la radiacién de Hawking astrofisica en un futuro cercano.

Siempre que escuchamos sobre horizonte de eventos lo primero que viene a nuestra mente son
los agujeros negros astrofisicos. Sin embargo, no son los tnicos sistemas en los que pueden
aparecer. En 1981, el fisico canadiense William Unruh publica un articulo [5] en el que
propone un sistema que presenta horizontes de eventos analogos a los de un agujero y que
podrian observarse en laboratorio y ademas podrian producir radiaciéon de Hawking analoga.
El sistema consiste de un fluido cuya velocidad no es uniforme. En alguna region la velocidad
del fluido crece tanto que supera la velocidad del sonido en el propio fluido, formandose asi
un horizonte de eventos actstico o agujero mudo. En este horizonte se producen pares de
fonones cuyo origen ves de las perturbaciones sonicas del fluido; uno de estos fonones cae al



horizonte de eventos y el otro sale expulsado como radiacion. Matematicamente, los sistemas
del agujero negro astrofisico y el acistico son analogos. Con este sistema nace el primer
modelo de gravedad anéloga.

Posteriormente aparecieron nuevos sistemas analogos, como en condensados de Bose-Einstein,
superfluidos, fibras 6pticas, grafeno, entre otros [6]. En los sistemas de condensados ya se ha
detectado radiacién de Hawking andloga espontanea [7] y en los épticos la version estimulada
8, 9], 1o cual ha hecho que poco a poco la rama de gravedad andloga tome maés relevancia
dentro de la comunidad cientifica, no solo por generalizar el caso astrofisico, sino también
porque estamos a la expectativa de que los sistemas analogos den resultados que permitan
entender mejor a los agujeros negros astrofisicos y el universo a escalas cosmologicas desde
los laboratorios.

En este trabajo se estudia un analogo optico que consiste de una fibra optica en la que se
envian pulsos de luz [8]. Un pulso intenso aumenta el indice de refraccién local mediante
un efecto electrodinamico no lineal llamado efecto Kerr. Este efecto produce horizontes de
eventos de velocidad de grupo para pulsos de menor intensidad en la fibra y, junto con la
dispersién subluminal y la produccién de modos con norma negativa [10, 11], proporcionan
los ingredientes necesarios para producir radiacion de Hawking andloga. Este sistema tiene
la peculiaridad de producir horizontes de eventos para el par agujero negro y blanco, y la
radiacion de Hawking anédloga de cada caso es observable en el laboratorio. El método mas
natural para estudiar este sistema es mediante las ecuaciones de Maxwell macroscopicas
en un medio no lineal que describen la propagacién de los pulsos y cuantizar el campo
electromagnético, aunque no hay una tunica forma de hacerlo. Este sistema es versatil, pues
su descripcién admite distintos modelos, por ejemplo, algunos se basan en el modelo de
Hopfield de excitones [12-17] en el que se cuantizan los campos electromagnéticos partiendo
del lagrangiano cldsico de interaccién luz-materia [18] y otros a partir del hamiltoniano de
campo electromagnético [19], dispersién de los modos en medios 1D [20, 21], entre otros.

Hay muchas propiedades de interés en los sistemas analogos. En este trabajo estudiamos
la termalidad y el entrelazamiento de los pares de Hawking usando un modelo mucho mas
simple que los mencionados anteriormente, basado en circuitos simplécticos [16, 17, 22]. Los
pulsos de luz méas usados en los laboratorios de 6ptica cuantica son estados unimodales como
los estados de nimero, coherentes, comprimidos o térmicos, para los cuales sus distribucio-
nes de probabilidad en el espacio fase, dadas por sus funciones de Wigner, son superficies
gaussianas. El estado multimodal del sistema 6ptico se puede modelar como un conjunto
de estados unimodales en el espacio fase en la teoria de variables cuanticas continuas QCV
(quantum continous variables) a los que llamamos estados gaussianos, cuya evolucion es-
ta determinada por una matriz de dispersion formada por concatenaciones de divisores de
haz, moduladores de fase y amplificadores paramétricos que emulen los procesos fisicos que
producen el efecto Hawking analogo. Esas operaciones gaussianas son transformaciones sim-
plécticas en el espacio fase, las cuales se pueden representar mediante diagramas sencillos, a
los que llamamos circuitos simplécticos, que nos muestran la propagacion de los pulsos y la
produccién de radiacion de Hawking de una forma mas intuitiva.

En el capitulo 2 se hace una introduccién a la gravedad andloga. Se explican las similitu-
des entre los diversos casos analogos y el agujero negro astrofisico desde el punto de vista
matematico. Una vez establecida la analogia, abordaremos en el capitulo 3 la fisica detras



del andlogo éptico partiendo de las ecuaciones de Maxwell no lineales. Se estudia la relacién
de dispersién con una resonancia y de los modos que pueden propagarse en la fibra segin
las condiciones de empatamiento de fase, la produccién de modos de frecuencia negativa, la
producciéon de pares de Hawking en los horizontes de eventos andlogos del agujero negro y
blanco y la radiacion de Hawking espontanea y estimulada.

En el capitulo 4 presentaremos de los estados cuanticos de la luz que pueden enviarse en
la fibra como pulsos de prueba, que son los estados coherentes, comprimidos y térmicos.
También se introducen los estados cuadratura, que son importantes para caracterizar el
espacio fase en el cual definiremos el estado gaussiano del sistema, ademas se demuestra que
los estados gaussianos se pueden parametrizar en términos de momentos estadisticos.

En el capitulo 5 se estudian las operaciones de modulaciones de fase, divisores de haz y
amplificadores paramétricos sobre el espacio fase, donde resultan ser equivalentes a trans-
formaciones simplécticas en la teoria de variables cuanticas continuas. Estas operaciones
nos permiten dibujar los circuitos simplécticos que nos ayudaran a modelar los analogos de
agujeros negros y blancos en el caso 6ptico.

El efecto Hawking es un proceso cuantico de formacion de pares de particulas que puede
confundirse con la produccién de radiacion clasica no lineal, resultante de la interaccién de
un pulso de bombeo intenso con pulsos de prueba. La diferencia fundamental reside en el
entrelazamiento cuantico. Los pares de Hawking estan entrelazados mientras que la radiacion
clasica no lo esta. En el capitulo 6 se discute una forma de calcular entrelazamiento entre
pares de particulas mediante una funcién llamada negatividad logaritmica. Esta cuantifica
qué tan entrelazadas estan las particulas.

En el capitulo 7 presentaremos los resultados de nuestro modelo en los circuitos de agujero
negro, blanco y en el par agujero negro-blanco para distintos estados gaussianos de entrada.
Obtendremos el entrelazamiento, el nimero de particulas producido y la temperatura de
forma numérica. Finalmente, en el capitulo 8 se presentan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

Radiacion de Hawking en sistemas
analogos

Con el desarrollo de la teoria de la relatividad general aparecieron nuevos fenémenos y
sistemas fisicos de los cuales no se tenian siquiera pistas de su existencia. Entre los sistemas
que esta teoria describe, uno de los méas estudiados y que causa un gran asombro son los
agujeros negros: objetos astrofisicos que absorben todo lo que se encuentre a su paso y que
ni la luz puede escapar de ellos a pesar de su gran velocidad.

Los agujeros negros se pueden clasificar segtin su origen: (i) los estelares, que surgen como un
remanente de la muerte de una estrella masiva, (ii) los supermasivos, que se encuentran en
los centros de las galaxias y (iii) los primordiales, que son hipotéticos y se cree que pudieron
formarse en el universo temprano después del Big Bang. La diferencia entre estos es su masa:
los primordiales, si es que existen, deberian tener masas mas pequenas que los agujeros negros
estelares. Estos objetos se caracterizan por formar un horizonte de eventos, una vez que se
le cruza no hay forma de salir de él.

La relatividad general dice que los agujeros negros son eternos, que seran los restos de un
universo que alguna vez albergd todo lo que hoy en dia conocemos y lo que aun esta por
descubrirse, pero puede que esto no sea del todo cierto debido a la radiacion de Hawking.
Hoy en dia sabemos que tal emision no es exclusiva de los sistemas gravitacionales, sino que
puede producirse en distintos contextos fisicos y se le conoce como radiaciéon de Hawking
analoga, de la cual se habla en este trabajo.

Por desgracia resulta muy poco probable detectar radiacion de Hawking de sistemas gra-
vitacionales (méas adelante se explicard por qué), sin embargo, los sistemas andlogos han
demostrado que la radiacién de Hawking analoga existe y puede ser observada en el labora-
torio con la ventaja de tener bajo control los parametros del sistema gracias a que la fisica de
estos es bien conocida. Aun queda mucho por desarrollar en el area de los sistemas andlogos;
mas alld de buscar radiacién de Hawking, se busca entender y descubrir mas fisica para
comprender mejor el universo en el que vivimos.

Antes de adentrarnos en los modelos analogos, es importante entender cémo se produce
la radiacion de Hawking en un agujero negro gravitacional para asi comprender cémo se
desarrolla la analogia matematica y fisicamente, ademas de que histéricamente asi fue como



inicio el estudio de sistemas andlogos.

2.1. Radiaciéon de Hawking en astrofisica

De acuerdo a la relatividad general clasica, los agujeros negros pueden absorber materia y
aumentar su tamano, pero no emitir radiacion, de ahi su nombre. Sin embargo, podemos
agregar un ingrediente a este modelo de tal forma que esto no sea del todo verdad. Sabiendo
que los campos cuanticos forman una piedra angular del universo y de su entendimiento,
se puede hacer un modelo semiclasico en el que se agreguen estos sobre la curvatura del
espacio-tiempo (generada por el agujero), la cual actuard como un fondo clasico. Este fue
el marco sobre el que trabajé S. Hawking en sus articulos de 1974 [2] y 1975 [23] donde,
con gran sorpresa, se concluyé que los agujeros negros pueden emitir particulas con un
espectro térmico, lo cual provocaria su eventual evaporacion, es decir, no serian eternos ni
completamente negros.

La teoria cuantica de campos sobre espacios curvos es un marco que, como primera aproxi-
macion al acoplamiento de la cudntica y la gravedad, nos dice que se pueden emitir particulas
del vacio. En el caso (1+1)D [3] Dicho acoplamiento viene dado por el funcional de la accién:

Slel = %/g“%,m,m/—_gdzx, (2.1)

donde g,p es el tensor métrico, g su determinante y ¢ el campo cudntico escalar sin masa
acoplado. Al aplicar el principio de minima acciéon obtenemos las ecuaciones de movimiento
del campo, las cuales se reducen a la ecuacion de onda

Ap= V=39 0,9) (2:2)

1
—0
=i
En el caso particular de un agujero negro sin carga ni momento angular la métrica de
Schwarzschild describe la geometria del espacio-tiempo (3 + 1)D, dada por

2
ds? = <1 _ T?S) d¢? — % — 7% (d6? + d¢’sin* ) , (2.3)
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r

en donde usamos unidades naturales, rg = 2M es el radio de Schwarzschild que corresponde
al horizonte de eventos que aparece en la figura 2.1 (del cual se hablard méas adelante) y M
es la masa del agujero negro. Para el caso (1 + 1)D basta con omitir el diferencial de d&ngulo
solido.

Resulta conveniente analizar el sistema en otras coordenadas, por lo que se introduce la
coordenada tortuga 7*(r) que cumple con

dr* = LTS, (2.4)
1— =2
.



Figura 2.1: Diagrama de un agujero negro y un agujero blanco. Las curvas negras representan
ondas co-propagantes y las rojas ondas contra-propagantes. La linea rg en amarillo es el radio
de Schwarzschild (imagen tomada de [24]).

e introduciendo las coordenadas tortugas del cono de luz
w=t—r", v=t+rT (2.5)

la ecuacién (2.3) se reduce a

ds? = <1 - %) dads. (2.6)

u,

La métrica tiene una singularidad removible en rg, ademas se encuentra restringida al exterior
del agujero (r > rg), lo cual puede arreglarse introduciendo las coordenadas de Kruskal-
Szekeres [3] en el cono de luz definidas como

u = —2rgexp (—21) , v = 2rgexp <2L) . (2.7)
rs rs

Asi la métrica adquiere la forma

ds? = % (1 - T(:fs'”)) dudv. (2.8)

El operador de campo admite las siguientes expansiones en las coordenadas antes mencio-
nadas

PR AU [exp (~i92) b + exp (193) B | + c.c. (2.9)

V2T
© dw 1
\ 2T

3

[exp (—iwu) af; + exp (iwu) a, ] + c.c. (2.10)

Aqui sélo consideramos los primeros términos de la expansion correspondientes a los modos
de frecuencia positiva.



En el horizonte de eventos se crearian pares virtuales de particulas, aquellas con frecuencias
positivas saldrian del agujero, y aquellas con frecuencias negativas caerian a este. Cada ex-
pansion modal define un estado de vacio a través de los operadores de creacién y aniquilacion,
en nuestro caso tenemos dos estados de vacio distintos

65 ‘O>B =0, Qg |O>K =0, (2.11)

donde |0) es el vacio de Boulware para observadores lejanos al horizonte de eventos del
agujero negro y |0), es el vacio de Kruskal en el horizonte.

Los espacios curvos traen consigo una dificultad, cada expansién modal define un vacio
distinto, es decir, la definicién de estado de vacio y por tanto la definiciéon de particula son
relativas al sistema de referencia. Entonces, para un observador lejano el vacio de Kruskal
contiene particulas, lo cual no ocurre en el espacio de Minkowski (espacio-tiempo plano),
en donde todos los observadores inerciales concuerdan en la existencia de un tnico vacio, el
vacio de Minkowski |0),,.

Los operadores b?; y = estan relacionados por las transformaciones de Bogoliubov:

~

(_) = / dw [O‘Qw&; - /BQW&:’;} ; (212)
0

donde aq, v Baw son los coeficientes de Bogoliubov, los cuales cumplen con la condicion de
normalizacion

/ T dw (aawagy, — BauBly,) = 6(Q — Q). (2.13)
0

El nimero esperado de particulas para un observador lejano seréd distinto de cero en el vacio
de Kruskal. Tomando en cuenta que el operador nimero de particulas b es N, = bdbg,
entonces el nimero esperado de particulas en este vacio resulta ser

(Nq) = /OOO dw |Bau|* = - (;57(:3) - 1, (2.14)

siendo k = (2rg)~! la gravedad superficial. El espectro de emisién de particulas depende del
coeficiente [, por lo que si este es no nulo, entonces habrd emisién de particulas del agujero
negro, es decir, las transformaciones de Bogoliubov poseen la informacion matematica sobre
la produccion de particulas en el vacio. El factor divergente §(0) es el volumen de todo el
espacio, por lo que resulta mas conveniente expresar este resultado como una densidad de
particulas

(2.15)




Tenemos entonces que la distribucion de particulas sin masa del vacio de Kruskal para un
observador lejano obedece la distribucion espectral térmica de Bose-Einstein con tempera-
tura:

(2.16)

que se conoce como temperatura de Hawking.

Anteriormente se mencion6 que cldsicamente los agujeros negros son eternos y no radian, a
menos que se tenga un agujero negro de Kerr y se produzca superradiancia, lo cual es un
fenémeno clasico que eventualmente hace que el agujero negro evolucione a un estado estéatico
de Schwarzschild. Con este modelo semiclasico tenemos ahora dos posibilidades: un agujero
negro eterno tiene sentido sélo si este se encuentra inmerso en un bano térmico, de esta
forma emite y absorbe particulas y se mantiene en equilibrio; si se coloca un agujero negro
en el vacio, terminara evaporandose al emitir radiacién de Hawking. Para un agujero negro
no eterno creado por colapso estelar, un observador lejano detectara inicamente particulas
viniendo desde el agujero. Por desgracia, la radiaciéon de Hawking astrofisica no se ha podido
detectada debido que su temperatura tipica T~ 1077 K est4 muy por debajo de la del fondo
cosmico de microondas de T ~ 2.7 K (CMB, cosmic microwave background) [25]. Ademaés,
esta radiacién es homogénea e isotropica, lo cual significa que es improbable que la radiacion
de Hawking pueda ser detectada.

2.2. Radiacién de Hawking en sistemas analogos

En la actualidad resulta imposible detectar radiacién de Hawking de agujeros negros. Sin
embargo, W. Unruh en 1981 [26] abrié un mundo de posibilidades al demostrar que hay
sistemas que pueden emitir radiacion de forma similar a como lo hacen los agujeros negros
y que ademas podria ser detectada en el laboratorio.

El articulo de Unruh dié inicio a lo que hoy se conoce como gravedad analoga, la cual consiste
en el estudio de sistemas fisicos que bajo ciertas condiciones tengan efectos similares a aque-
llos cominmente estudiados (no necesariamente agujeros negros astrofisicos), por ejemplo
sistemas acusticos, fibras opticas, condensados de Bose-Einstein, entre otros, con la condi-
cion de que se produzcan horizontes tales que permitan producir particulas de forma similar
a un agujero negro (radiacién de Hawking andloga). En cada sistema se buscara la manera de
hacer que el analisis sea matematicamente equivalente al de campos cuanticos sobre fondos
gravitacionales y asi poder construir la analogia.

Hoy en dia los andlogos se dividen en dos categorias: clasicos y cuanticos. Veremos que
la radiacion detectada no es exactamente igual a la radiaciéon de Hawking de agujeros ne-
gros puesto que su naturaleza corresponde a efectos distintos, sin embargo, los modelos de
gravedad analoga han demostrado ser consistentes con los resultados experimentales.
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2.2.1. Meétrica acustica

El primer sistema andlogo que se propuso fue el de ondas acusticas en un fluido en movi-
miento, donde se dejo en duda si la radiaciéon de Hawking andloga podria ser producida en
el laboratorio. Para la construccion del modelo partimos de las ecuaciones fundamentales de
la dinamica de un fluido, es decir, de la ecuacién de continuidad

Op+ V- (pv) =0, (2.17)

y la ecuacion de Euler

pSr = plow+ (v V)V =1 (2.18)

donde p es la densidad del fluido y v su velocidad. Asumimos que el fluido tiene viscosidad
cero, entonces las tunicas fuerzas presentes son aquellas debidas a la presion del fluido, es
decir, la densidad de fuerza es

f=—Vp. (2.19)

La ecuacion de Euler puede reducirse a una version de la ecuacion de Bernoulli
-
~0i6+ ht 5V =0, (2:20)

esta reduccion surge de asumir que el fluido es irrotacional, con lo que se introduce el potencial
de velocidades ¢, tal que v. = —V¢, y también se asume que el fluido es barotrépico, esto
significa que la densidad sélo es funcién de la velocidades, ademas de poder definir una
entalpia especifica de la forma

_ [T A _ !
h(p)—/o oy Vh=we (2.21)

Resulta natural preguntarnos cémo surge la analogia del acoplamiento de un fondo clésico
y los campos cuanticos en un fluido. A diferencia del caso astrofisico, lo que ahora sucede
es que tanto el fondo como el campo cuantizado vienen del mismo ente, es decir, del propio
fluido. Asumiremos que el fondo esté caracterizado por (po, po, ¢o), de tal forma que habra
fluctuaciones de las variables del fluido a varios 6rdenes de magnitud (nos quedaremos con
fluctuaciones a primer orden para linearizar al sistema):

p=po+epr+O(e%)
p=po+ep + 0(62)
¢ = ¢o + ey + O(e?). (2.22)

Y
?

Usando la analogia con el sonido, se discute como podemos distinguir entre una rafaga de
viento (fluctuacién del medio) y una onda actstica (fonén) [6], ya que en principio ambas
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podrian modelarse segin la ecuacién (2.22); diferenciaremos entre estas mediante una con-
vencion: aquellas perturbaciones con frecuencias del orden de las fluctuaciones promedio del
fluido son de frecuencias bajas y las consideraremos como rafagas de viento, mientras que
las perturbaciones de frecuencias mas altas son consideradas como sonidos.

Linealizando la ecuacion de continuidad llegamos a las ecuaciones:

Oipo + V - (povo)

0,
Op1+V-(p1vy) =0

(2.23)

De la ecuaciéon de Euler se obtiene el par de ecuaciones

O+ bt (V20) =0,

2

~asitht 3 (V)

0, (2.24)

y de la condiciéon barotrépica tenemos que

dp dp

L= g Pt gy (D1 +vo - Vr). (2.25)

Tras una manipulacion de estas ecuaciones se llega a la expresion

—0, <g—gpo (Opp1 + Vo - V¢1)> + V. (P0V¢1 - g—gﬂoVo (Op1 + Vo - V¢1)) =0.  (2.26)

Esta es una ecuacion de onda que describe la propagacion del potencial escalar linearizado ¢,
es decir, de la perturbacion acustica. Podemos simplificar la expresion anterior al identificar
a la velocidad del sonido local definida por

, (2.27)

o
I
A

y construyendo la matriz simétrica 4 x 4 identificada como la métrica actstica inversa

1 -1 —Ué

c .
& —vh (025”—061){))

Entonces la ecuacion (2.26) se puede escribir como

Ao = L_gau (V—=99"0,0) . (2.29)

ﬁ
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Podemos entonces encontrar la matriz actistica covariante

1 (02 - U(%) _Ug
g/,Ll/<t’ X) = ,OTC U oot ) (230)
g

y asi podemos definir el elemento de linea actstico:

ds® = g, dz*dz” = Po [—Pdt® + (da' — vidt)d;;(da? — védtﬂ : (2.31)
c
Resulta curioso notar que las fluctuaciones actsticas y el fondo clasico estan gobernados
por métricas distintas aunque en principio se trata del mismo medio. El fondo clasico esta
descrito por la métrica de Minkowski 7, = diag(+1, —1, —1, —1) y las fluctuaciones por la
métrica acustica efectiva g, .

La métrica acustica tiene mds restricciones (3 grados de libertad, p, ¢ vy ¢ y la ecuacién de
continuidad los reduce a 2) que la métrica de un espacio curvo (3+1)D (6 grados de libertad),
lo cual significa que la métrica actistica como mucho puede reproducir sélo un subconjunto
de las métricas de interés en relatividad general.

Hasta ahora la tnica similitud encontrada entre un agujero negro y el modelo de Unruh
[26] es que en ambos casos existe una métrica. Por lo mencionado anteriormente sabemos
que existe una métrica acistica analoga a la métrica de Schwarzschild, lo cual garantiza la
existencia de radiacién de Hawking analoga, pero aiin debemos definir las regiones actsticas.
En este caso analogo la radiacion significa la produccién de fonones. Las métricas actstica y
de Schwarzschild no son idénticas. Generalmente las dos métricas son iguales salvo un factor
conforme, es decir, son conformalmente equivalentes pero ain asi se formaran horizontes y
se produce radiacién de Hawking andloga.

El flujo puede formar una ergosfera, que es la regién en donde la velocidad del fluido se vuelve
supersonica (v > c¢), similar al caso del agujero negro, en donde la ergosfera es la region donde
el espacio se mueve a velocidades superluminicas. Se define una superficie atrapada (interior
o exterior si el flujo es entrante o saliente, respectivamente) bajo la condiciéon de que la
componente normal del flujo sobre ésta es mayor o igual a la velocidad local del sonido;
a la regién formada por las superficies atrapadas se le llama regién atrapada. Se define el
horizonte de eventos acustico como la frontera de la region atrapada en la que los fonones no
pueden escapar. También se define el horizonte aparente acustico, el cual es una superficie
en donde la componente normal de la velocidad del fluido es supersénica.

La analogia con el caso astrofisico surge de forma natural, ya que matematicamente las
ecuaciones que la describen son idénticas al caso gravitacional del agujero negro, lo cual
implica que los fonones radiados deben emitirse también en un espectro térmico. Ya vimos
que la temperatura de (2.16) depende de la gravedad superficial, lo cual implica que podemos
obtener también una gravedad superficial asociada dependiente de la velocidad del fluido y
del sonido dada por:

0 (c* —v?)
on

= ¢y e —v| (2.32)

g = . an

N | —

H
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Vemos entonces que la gravedad superficial andloga en un fluido equivale al gradiente del
flujo de velocidades en el horizonte de eventos.

La temperatura de Hawking depende asi de la velocidad del sonido ¢y y la gravedad super-
ficial gy en el horizonte de eventos

hgy  h Olc—|
Ty = 22— _— 1= 1| | 2.
a 2rcg 2 On |y (2.33)

2.2.2. Analogo actstico de la métrica de Schwarzschild

Como ejemplo, se puede ilustrar como puede reproducirse la geometria de Schwarzschild con
la métrica actstica [6]. Para esto es necesario introducir una versién poco usual de la métrica

de Schwarzschild

2GM

r

2
ds? = dt* — <dr + dt> + 7% (d6? 4 dp”sin*6) . (2.34)

Las coordenadas de PGL (Pailevé-Gullstrand-Lemaitre) [3] y las de Schwarzschild estdn
conectadas por

tpe = tg +

4Marctanh( %) —2V2GMr| . (2.35)

Podemos cambiar las variables de la métrica actstica de tal forma que obtengamos una
métrica conforme a la métrica de PGL y asi obtener la analogia. Tomando p y ¢ constante,
v = /2GM/r, ademés si consideramos simetria esférica y la ecuaciéon de continuidad, se

deduce que p o< r=3/2, con lo que la métrica actstica toma la forma
2o\
ds® oc r3/2 | —dt? + (dr + dt) +1? (d6* + dp’sin0) | . (2.36)
r

Comparando las ecuaciones (2.34) y (2.36) vemos que las métricas son conformalmente equi-
valentes. No importa que no sean idénticas, es suficiente con que sean conformes para garan-
tizar la existencia de radiacion de Hawking analoga.

Los andlogos de sistemas gravitacionales no estdn limitados a fluidos, existen también en
sistemas 6pticos y en condensados de Bose-Einstein (BECs por Bose-FEinstein condensates)
que se estudiaran en las siguientes secciones del capitulo.

2.2.3. Analogo acustico en condensados de Bose-Einstein

Un BEC es un estado cuantico de la materia en el que las particulas de un gas de boso-
nes se aglomeran en el estado base cuando la temperatura se acerca al cero absoluto. La
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condensacion entonces no ocurre en el espacio de posiciones, sino en el de momentos. Es
posible obtener un andlogo de la radiacion de Hawking en este sistema [27]. Este andlogo
posee dos grandes ventajas, la primera es que diferencia de un agujero negro gravitacional,
la fisica del condensado esta bien entendida gracias a la mecanica cuantica, por lo que se
tiene un excelente control en el laboratorio, y segunda, no es necesario buscar una métrica
conforme a un caso gravitacional ya que puede derivarse una para el BEC desde primeros
principios [25]. Como en cualquier otro sistema andlogo se deben manipular las condiciones
del condensado como la temperatura (~ 100nK) con la finalidad de producir radiaciéon de
Hawking. Sea W el campo cuantico que caracteriza al condensado y es solucién a la ecuacién
de Gross-Pitaevskii (también llamada ecuacién de Schrodinger no lineal)

o -
— =|-7— Ui 2.
ih— 5V +V(x) + k(a) : (2.37)

con V un potencial externo y k(a) = 4wah?/m la longitud de dispersién entre interacciones
de los bosones en el gas. Podemos linealizar la ecuacion al suponer que existe una fluctuacion
en el campo @ sobre el fondo (V) = 9 tal que ¥ = 1h 4, lo que nos lleva al par de ecuaciones
desacopladas, en la que se considera que no hay reacciones de retorno (que las fluctuaciones
no afecten al fondo):

81# hQ 2 ~ ~ %
Zh@t ——V + V(x) + kne| ¥ + k(209 + mayp™)

dp h2 ) ;
ih—— iy {—%V + V(%) + 2kny | ¢ + +kmope (2.38)

donde los parametros son
= |77ZJ|2 ) me = ¢2’
n=(ple), M= (), (2.39)
nr = n. +n, mr = m. +m.

Considerando un campo de velocidades irrotacional (v = V6/m) y tomando la funciéon de
onda del condensado 1) se puede separar la ecuacién de Gross-Pitaevskii en una ecuacion de
continuidad y en la ecuacién de Euler [6], esta ultima dada por

L I - R

con p = mn, y o9 el tensor de esfuerzos cuantico. Esta ecuacién puede escribirse en su forma
de Hamilton-Jacobi

00 | (Vo) n V23|
Moy + o + V(x) + kn. — o g |~ 0. (2.41)
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Ahora estamos interesados en las fluctuaciones del campo, en particular en su representacién
acustica cuantica

. 1 /N A
¢ =e /M ( ny —i 0], (2.42)
con ny y 61 campos cuanticos reales los cuales son solucion de las ecuaciones

1 N
Ofiy + —V - <n1V9 T ncv91> _0,
m
2

. A I
8t01 + VQ . V@l + knl - %Dgﬁl = 0. (243)

Las cuales resultan de la linealizacién de la ecuacién de Gross-Pitaevskii alrededor de una
solucién clésica, es decir, n. — n. +n1y ¢ — ¢ + ¢

.1 R 1 Ny
D2n1 = —inc 3/2 [V2 (\/n_c)] ny + 2\/n_cv2 <\/n_c) . (244)

Resulta que la ecuacion de onda del campo #; en un espacio-tiempo curvo tiene la forma

1 R
- - g
Mg = ——0, (\/ 99 a,,el) . (2.45)
La métrica efectiva es
t - —[Cy(a,n.)? — v? —; »
Quu(,x)*m ) (2.46)
—U; 0ij

con ¢,(a,n.)? = kn./m la velocidad de los fonones en el medio.

Vemos entonces que existen multiples sistemas que producen radiacién analoga a la de Haw-
king, tanto clasicos como cuanticos y que al obtener la métrica podemos buscar algin caso
astrofisico que mejor se acople con la finalidad de trasladar el conocimiento que ya tenemos
en esta area al estudio de andlogos.

2.2.4. Anilogo 6ptico en fibras

Con lo visto anteriormente puede inferirse que, sin importar la naturaleza fisica del sistema
analogo, sea un fluido, una fibra o6ptica, u otro, todo se reduce a encontrar una métrica
general para después compararla con el caso gravitacional mas apropiado. Encontrando la
métrica podemos definir los analogos de horizontes, los agujeros negros, los agujeros blancos
y radiacion de Hawking.
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Una fibra éptica es un material dieléctrico, y su analogia con agujeros negros, surge de la
interaccién entre distintos pulsos de luz propagandose en la fibra, por lo que la fisica del
sistema esta gobernada por las ecuaciones de Maxwell:

V-B=0, VxE+3B=0, (2.47)
V-D=0, VxH-9D=0,

donde H=p ' By D =€ E, siendo p y € los tensores de permeabilidad y permitividad
del medio, respectivamente.

Tales ecuaciones de Maxwell pueden escribirse en forma compacta [6] a través del tensor de
campo electromagnético F, 5 y del tensor Z**? como sigue:

Oa (ZM*PF,5) = 0, (2.48)

donde las entradas de estos tensores cumplen que

P = rA” — 9" AP,
Fyi = —Fyp = F;, Fij = EijkBka
ZOin — _ZOijO — ZinO — _ZiOOj — _leij (2 49)
2 )
ikl _ lgijk:gknllur—nir
2
Ademés, se tiene que [6]
Z;wa[:’ — K\/—_g [g#aguﬂ _ gﬂﬂgl’a] , (2.50)

siendo K una constante de proporcionalidad. La métrica del espacio-tiempo curvo puede
expresarse en términos de los tensores de permeabilidad y permitividad como sigue

1/2,,,1/2\ 1/2
(%) ] . (2.51)
ij

i = det (ue)

De este resultado se concluye que siempre puede encontrarse una métrica andloga para un
dieléctrico en términos de p y €.

En el laboratorio pueden producirse agujeros negros opticos y detectar la radiacion de Haw-
king analoga. A diferencia del caso acistico, en donde los horizontes se forman debido al flujo
del fluido, en el caso 6ptico el medio se encuentra fijo (fibra éptica), pero los pulsos de luz
propagantes pueden cambiar el indice de refraccién del material (llamado efecto Kerr), por
lo que de forma efectiva hay un cambio en el material, pero en ambos casos pueden formarse
los horizontes.

La busqueda de los horizontes 6pticos en el laboratorio ha rendido frutos [8] en el esquema
de la éptica no lineal, en donde se envian pulsos ultracortos (llamados pulsos de bombeo)
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Figura 2.2: Horizontes en fibras épticas. (a) Solitén en una fibra éptica y un pulso de prueba
detras tratando de alcanzarlo. (b) El pulso de prueba es frenado por el pulso de bombeo.
Los puntos negros indican los horizontes de agujero negro y blanco. (¢) Emisién de un par
de fotones (imagen tomada de [8]).

en fibras épticas que con su paso cambian las propiedades del material ny debido al efecto
Kerr. El cambio del indice de refraccién es proporcional al pulso, dn o I(z,t), es decir:

n = ng + on. (2.52)

El pulso viaja en la fibra a la velocidad de la luz, posteriormente se emite una onda de
prueba continua detras del solitéon la cual tiene una velocidad de grupo ligeramente mayor y
una frecuencia distinta a la del pulso de bombeo para asi poder alcanzarlo e interactuar con
el. El efecto Kerr provoca que el pulso de prueba se ralentice hasta alcanzar la velocidad de
grupo del pulso de bombeo, a su vez la cola trasera del pulso de bombeo juega el papel de
un horizonte de agujero blanco al no poder ser alcanzada, los modos entrantes en este caso
se comprimen al chocar con el frente trasero y su frecuencia aumenta, por lo que sufre un
corrimiento al azul [8]. El frente delantero del solitén genera un horizonte de agujero negro
para luz de prueba mas veloz que la de bombeo, y al contrario del frente trasero, la luz de
prueba es mas lenta que la del de bombeo y sufre un corrimiento al rojo (figura 2.2).

De forma cualitativa, tomemos la distancia de propagaciéon z en términos del tiempo de
propagaciéon ( = z/u, con u la velocidad de propagacion, e introduzcamos el tiempo de
retardo 7 =t — z/u. Las fases de los modos evolucionan como

o= / (wdT + W'dC), (2.53)

donde w' es la frecuencia en el sistema comovil al solitdn.

Linealizando dn en 7 alrededor de 7 = 0 se obtiene
nu ,

1——= . 2.54
. o't ( )

El espectro de radiacion tiene la temperatura [§]
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Q@ 1 don

donde o y o/, en el sistema de laboratorio y en sistema comévil, respectivamente, estan
conectados mediante una expresion que resulta de linealizar (2.54).



Capitulo 3

Sistema analogo en fibras opticas

Como ya vimos en el capitulo anterior, es necesario que un sistema fisico esté dotado con
ciertas propiedades para que la analogia con un agujero negro o blanco (o ambos a la vez)
pueda producirse. Un sistema analogo que ha podido ser estudiado en laboratorio y en el
que se ha logrado detectar radiaciéon de Hawking estimulada es formado por pulsos electro-
magnéticos propagandose en fibras épticas no lineales [8]. Como es de suponerse, tanto la
fibra como los pulsos propagantes deben cumplir con una serie de requisitos y propiedades
para que dicho sistema genere un horizonte de eventos analogo. En este capitulo se presenta
la fisica de propagacion de ondas electromagnéticas (EM) en fibras épticas visto como una
guia de onda, las condiciones fisicas que deben existir para producirse horizontes de eventos,
la produccion de pares de Hawking estimulados y la temperatura efectiva de la radiacion de
Hawking analoga.

3.1. Propagaciéon de ondas electromagnéticas en fibras
Opticas

La propagacion de pulsos en fibras épticas, al ser un fenémeno electromagnético, esté descrito
por las ecuaciones de Maxwell, que en el sistema internacional (SI) son

V.-B=0, VxE+09B=0, (3.1)
V-D=0, VxH-9D=0,

donde se ha asumido que no hay fuentes de densidad de carga y corriente libres como es el
caso de una fibra optica.

Las densidades de flujo D y B son las respuestas del medio material a la propagacion de los
campos E y H, los cuales se relacionan mediante las relaciones constitutivas

H-= €0E + P, (32)
B = uoH + M,

19
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siendo P y M la polarizacion eléctrica y magnética del material del medio, respectivamente
(esta ultima serd nula en una fibra 6ptica al no ser un material magnético).

Con esto es posible encontrar la ecuaciéon de onda del campo eléctrico que se propaga por el
medio

1
VXE:—gwE—mfp (3.3)

La velocidad de propagacion de un pulso EM dependeré de la respuesta del medio en la que
se propague, pues las componentes del espectro de un pulso viajaran a distintas velocidades
dependiendo cudl sea su frecuencia. Esta es una diferencia con la velocidad propagacion de
luz en el vacio que siempre es constante (299,792,458 m/s) sin importar su frecuencia. La
forma en que los electrones ligados a los dtomos o moléculas del dieléctrico (como es el caso
de una fibra éptica) interactian con pulsos EM es lo que dicta su consecuente propagacion y
evolucion. Este fendmeno se manifiesta en lo que llamamos dispersion, la cual esta relacionada
con las frecuencias de resonancia caracteristicas a las que el dieléctrico absorbe energia por
sus electrones ligados. La informaciéon de la dispersién cromética se encuentra en el indice
de refraccion del material en la forma de relacion de Sellmeier [28]

", Bjw? A
2 _ ] 2 _ 79
n(w)_1+]§1:wj2_w27 n()\)—1+§ :)\2_)\27 (3.4)

donde w; (A;) es la frecuencia (longitud de onda) de resonancia j-ésima y B; su intensidad.

Los pulsos de luz clasica estan formados por paquetes de onda constituidos por un continuo
de componentes espectrales que, como ya se menciono, se propagan en el medio a distinta
velocidad debido a la dispersién en el material. Cada una de estas componentes viaja a la
que conocemos como velocidad de fase, la cual estd dada por la expresion

vplw) = ——, (3.5)

con ¢ la velocidad de la luz en el vacio. Sin embargo, el paquete de onda viaja en la fibra como
una unidad formada por sus componentes espectrales con una envolvente que determina su
amplitud y se propaga a una velocidad distinta

vy(w) = , (3.6)
esta es la velocidad de grupo, y n, es el indice de grupo dado por

%@o:n@yﬂfﬁSX (3.7)

La propagaciéon de un pulso no solo depende del material del que esté compuesto la fibra,
sino también de la estructura y diseno de dispersién de la misma, lo cual puede ser usada a
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Figura 3.1: Las velocidades e indices de fase (a) y grupo (b) del diamante. Observamos
la dependencia en frecuencia con la que se propaga el modo en el dieléctrico, exhibiendo
dispersion subluminal.

nuestro favor para aumentar efectos no lineales y birrefringencia puesto que la propagacion
en el plano transversal del campo EM en la fibra depende de la frecuencia y polarizacién del
pulso.

En el presente trabajo se hacen los analisis numéricos sobre una fibra de diamante, cuyo
indice de refracciéon aproximado para el rango del infrarrojo al ultravioleta esta dado por
By = 4.6580, w; = 16.74fs" y A\; = 112.5nm [29]. Esto es debido a que el diamante est4
bien descrito con una sola frecuencia de resonancia, pero se puede generalizar en el estudio
numeérico de la propagacion de pulsos [30].

Este material produce dispersion subluminal, donde aquellos modos con frecuencias altas
viajan a velocidades menores que modos de bajas frecuencias, gracias a que el indice de
refraccién aumenta conforme w crece, como puede observarse en la figura 3.1.

3.2. No linealidad en fibras 6pticas

El confinamiento de un pulso en la fibra aumenta los efectos no lineales de forma que la
respuesta del medio toma un papel importante. La respuesta 6ptica no lineal intrinseca de la
fibra esta caracterizada por su perfil de susceptibilidad y,(r,t) (tomandola como una funcién
real para despreciar pérdidas) y por la polarizacién no lineal del medio P.

La respuesta completa del medio se puede dividir en la parte lineal y no lineal como
P(I‘, t) = PL(I', t) + PNL(I', t), (38)
donde los términos de polarizacién corresponden a los érdenes

P, =PW, (3.9)
Py, = PP + PO 4
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La polarizaciéon a segundo orden es nula cuando la estructura molecular del dieléctrico es
simétrica, por lo que la no linealidad de orden més bajo es la de tercer orden (P®), entonces
las expresiones anteriores quedan como

t
Py (r,t) = eo/ YOt =) - B(r,t)dt, (3.10)
PNL = 60/ dtl/ dtg/ dth t — tl, tQ,t — tg) E(I’,tl)E<r,t2)E(I‘,t3),
(3.11)

las cuales son validas en la aproximacion dipolar y en la respuesta local del medio, donde se
incorpora la respuesta no instantanea del material a tiempos posteriores.

Supongamos el caso en que la polarizacién no lineal es despreciable (Pyy, = 0), por lo
que la respuesta del medio a un campo eléctrico es puramente lineal (este caso describe
la propagacién de pulsos de baja intensidad). Llevando a (3.3) al dominio de la frecuencia
mediante una transformada de Fourier [28] tenemos

w2

V x V x E(r,w) = e(w) = E(r,w), (3.12)

C

donde e(w) = 1 + Y (w) es la constante dieléctrica del material y ¥(w) y E son las
transformadas de Fourier de ¥"(¢) y E, respectivamente.

En general Y"(w) es compleja, por lo que sus partes real e imaginaria se relacionan con el
indice de refraccion y la absorcién del material € = (n + iac/2w)? respectivamente, que a su
vez se relacionan con y" como

n(w) =1+ Re [¥P(w)], (3.13)
a(w) = nic Im [YY(w)] . (3.14)

Como V-D =€V - E = 0 al no haber densidad libre de carga, entonces (3.12) se reduce a
una ecuacion de onda para el campo en el espacio de Fourier a

m|E

VZE(r,w) + n?(w ) E( w) = 0. (3.15)

Tenemos entonces que el niimero de onda del elemento espectral del pulso electromagnético
con frecuencia w esta dado por la relacion de dispersion

(3.16)

Esta relacion nos dice como el nimero de onda del pulso electromagnético depende de su
frecuencia como respuesta del material en el que este se propaga (dispersién cromadtica).
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La descripcién anterior concierne a los pulsos de prueba en nuestro sistema analogo, cuya
respuesta de polarizaciéon de la fibra es lineal al ser de baja intensidad. La respuesta no lineal
surge al tomar pulsos de intensidad mas alta, en nuestro caso seran los pulsos de bombeo los
que inducen el efecto Kerr del cual hablaremos mas adelante.

Considerando la respuesta no lineal para pulsos més intensos, la ecuacién (3.12) toma la
forma

Vx(VxE)+ 0—1283 (E+ /t Xg(t — t)E{)dt + E) =0. (3.17)

oo €0

El orden més bajo de no-linealidad en una fibra es el de tercer orden, que esta dado por la
respuesta del producto de 3 componentes del campo eléctrico y es generado por la excitacion
de los electrones de la fibra en escalas de tiempo comparable con el tamano atémico dividido
por la velocidad de la luz [8, 28].

Si se asume una respuesta inmediata por parte del material, las componentes de la polariza-
cion no lineal x® son proporcionales al cubo del producto de las componentes del campo,
es decir

2
P, = ? (k1 EnEnE", + ko B\ EnEf + ks B, EED) (3.18)

=1

donde las x’s son constantes del material de la no linealidad de Kerr [8], las cuales pueden
ser aproximadamente iguales en ciertos materiales (k1 = k2 = k3 = k) debido a su isotropia.

En las fibras los pulsos tienen dos estados de polarizacion posibles denotados +, lo cual hace
que la ecuacién (3.6) se pueda escribir como

2 1
PiZQEoli (|E:t|2Ei+§|E:F|2Ei+§E:2FE:F) s (319)

A estos términos se les conoce como auto modulacién de fase (self-phase modulation, SPM),
modulacién de fase cruzada (cross phase-modulation, XPM) y mezclado de cuatro ondas
(four-wave mizing, FWM), respectivamente. El término SPM produce corrimientos de fase
en el campo eléctrico como resultado de la no linealidad de un campo sobre si mismo sin
importar cudl sea su polarizacién, mientras que XPM lo hace debido a la interaccion de
campos ortogonales entre si [31]. El término FWM también corresponde a una interaccion
entre los dos posibles estados de polarizaciéon del campo.

3.3. Fibras 6pticas como guias de onda

Tratando a la fibra como una guia de onda homogénea en la cual los pulsos EM se encuentran
confinados en el plano xy y se propagan en la direccién z, se puede ver al campo E en términos
de modos transversales
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E(w,r) = Fy(w, 2)AL(z,y, 2), (3.20)

por lo que (3.17) queda como

2
—V % (VX As) + (14 %,) 5 Ax = AL (w)Ax, (3.21)

donde A4 son los modos de la fibra que, como podemos ver, son eigenfunciones normalizadas
(3.21) y los 32 son los eigenvalores respectivos para cada estado de polarizacién =+ y frecuencia
w. Como la no linealidad esta delimitada en una region finita del espacio cercana al niicleo
de la fibra, puede aproximarse la ecuacién de onda (3.3) en el espacio real como

(02 + B2(i0,)] By = 1L op (3.22)

t
€0C2

Los eigenvalores de los modos transversales resultan ser

Pr(w) = : (3.23)

donde se ha definido 8 en (3.16). Al ser Ay las eigenfunciones de la ecuacién de onda de
los modos dentro de la fibra, estos no sufren cambios en su propagacién transversal. Los
modos que cumplan con esto tendran una dispersion e indice de refraccion dependiente de
su polarizacion, lo que se conoce como birrefringencia.

3.4. Solitén éptico

La no linealidad en una fibra éptica es un ingrediente esencial para el sistema andlogo formado
por el par agujero negro (black hole, BH) y agujero blanco (white hole, WH), ya que en ésta
reside la posibilidad de crear sus horizontes de eventos mediante efecto Kerr. Un pulso de
bombeo lo suficientemente intenso aumenta el indice de refraccién local en el material de
forma similar a como un agujero negro modifica el espacio-tiempo a su alrededor. El pulso
intenso que formara los horizontes de eventos serd un soliton, el cual tiene la propiedad de
no cambiar de forma durante su propagacion en la fibra.

El efecto de dispersién de pulsos ultracortos [32] (con duracién del orden de ps) en fibras se
puede observar al expandir [ sobre su frecuencia central wy

ﬁ(w) = ﬁo + 5170(&! — wo) + %(w — CUO>2 + ... (324)

donde

d®p(w)
dw® |

wo

Bro = Vk e Z*, (3.25)
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con
_dBw)| 1 ng(wp) 1 dn(w)
Bro = o |, " vw) ¢ ¢ <n(w) Hw— - ) % (3.26)
y
d*p 1/.d d?
Ba0 = daE;U) . = (2 ZE:U) +w dﬁf?) . (3.27)

Este tultimo término es la dispersion de la velocidad de grupo y es culpable del ensancha-
miento de un pulso al propagarse en la fibra. En la region donde la velocidad de grupo tiene
una dispersion anémala, es decir 8, < 0. En esta region espectral las componentes de baja
frecuencia viajan a mayor velocidad que las componentes de alta frecuencia [28]; la disper-
sion trata de ensanchar al pulso y su efecto se cancela con la no linealidad de tercer orden
(debida a SPM) en la propagacién que trata de comprimirlo [8, 31], dando como resultado
una solucién estable a la ecuacion (3.22) cuya envolvente no cambia en el tiempo.

Consideremos que la propagacion de los pulsos ocurre en un solo estado de polarizaciéon, por
lo que los términos de interaccién entre estados polarizados en la no-linealidad son nulos
(XPM y FWM), quedando entonces el término no lineal SPM [31]

3€
Py1, = TOX(3)|E|2E. (3.28)

Se asume la aproximacion de variacion lenta en la envolvente del pulso, es decir, en el régimen
donde se cumplan las condiciones

donde se ha expresado al campo eléctrico del pulso como

E(z,t) = Eexp (ify — iwot) 2, (3.30)

con wy la frecuencia central del pulso, 8y = B(wp), I = |E|? su intensidad y £ la envolvente.

Los términos de la ecuacion de propagacién del pulso (3.22) se pueden aproximar en términos
de las derivadas de primer orden como

¢ (02 + B(i0y)) E = exp (ify — iwot) 2¢* By (0. + B — Bo) €, (3.31)
latzPNL ~ —1 exp (260 — iWot) ZWOX(?’)E; (—Z'CUQ’(S‘F + 38,5’(9‘2) .
€0

Aproximando 3(w) por una serie de Taylor alrededor de wy tenemos que
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Blw) = Bo + Bro(w — wo) + %(w — wp)?, (3.32)

lo cual nos lleva a la ecuacion de propagacion para la envolvente

i (at I ) g _ Deo 2E + §x(3) “h E]26 = 0. (3.33)
51,082 251,0 8 2o B2

Tomando el cambio de coordenadas del marco comévil al pulso

2 =z, 0. = 0, — B1,00;,
Fmt-Bipe =0, (3.34)

La ecuacion (3.33) se puede reescribir como
1 3 wa
0.4E — —P2002E + =X L |EPE = 0. 3.35
t 262,0 T +8X 0250| | ( )

Esta es una ecuaciéon de Schrodinger no lineal debido a la dependencia del médulo cuadrado
de la envolvente. Como mencionamos antes, esta ecuacion posee una solucion en la regién de
dispersién anémala, formandose asi la solucion soliténica fundamental cuya caracteristica es
que no cambia su forma conforme el pulso se propaga, cuya funcién matemadtica es [31, 33]:

T |Bal?’ 80250’52,0\
E(1) = &y sech (770) exp (z o7 ) : & = NG 7

(3.36)

donde Tj es el ancho del solitén.

3.4.1. Efecto Kerr

El efecto Kerr es cuando un pulso soliténico deforma el indice de refraccion del material
conforme éste se propaga. Este cambio local producira horizontes de eventos analogos. Hay
dos formas en las que el efecto Hawking analogo puede suceder. El caso espontaneo, donde el
ruido incesante del vacio del campo EM produce un par de fotones en los horizontes de eventos
analogos que satisfagan las condiciones de empatamiento de fase, y el caso estimulado, en
el que se envia otra senal de luz que interaccione con el pulso de bombeo, lo que se conoce
como amplificar (radiacién de Hawking estimulada). Generalmente se usan pulsos de prueba
de baja intensidad para evitar reacciones inversas (backreaction, cuando el pulso de prueba
afecta al de bombeo) con el pulso de bombeo. Ambos pulsos poseen frecuencias distintas,
denotadas por wy y w,,, para el pulso de bombeo y de prueba, respectivamente. La interaccién
entre los pulsos ocurre gracias al efecto no lineal de SPM dado por (3.28)

r
Pni, = §€0X|E0|Ep7 (3-37)
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Figura 3.2: Solitones para distintas intensidades I y ancho 7 marcado con lineas disconti-
nuas. Estos pulsos no cambian de forma conforme se propagan, es decir, son estables.

con r = 3 para pulsos con misma polarizacion y r = 1 si los pulsos son ortogonales. De esta
expresion se deduce que la susceptibilidad no lineal inducida por el pulso de bombeo es

r
Xo = §X(3)|E0|2- (3-38)

Podemos escribir la ecuaciéon de propagacion del pulso de prueba a partir de (3.22). La
interaccién en esta expresion estd implicita en el cambio local de la susceptibilidad (3.38),
es decir

¢ [92 + B%i0,] E, = 0F (xoE,) - (3.39)

De las ecuaciones (3.16) y (3.22) y asumiendo que el campo de prueba tiene una dependencia
temporal periddica tal que i0; — —w tenemos que

FO’E, — 9} (n* + x0)E, = 0. (3.40)

Vemos que hay un cambio efectivo local en el indice de refracciéon en el material debido al
pulso de bombeo que afecta la propagacién del pulso de prueba. A este cambio efectivo del
indice de refraccion se le conoce como efecto Kerr

n2g(w, 7) = n*(w) + xo(7), (3.41)

Con esto podemos definir una nueva relacién de dispersiéon tomando en cuenta el cambio
efectivo y que xo < n*(w), entonces
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w W X0 X0
eff(W, 1) = Neglw, T)— = )=+ —— = , b — 3.42
fon(w, £) = nes(w )c nw )c * 2n(w, t) Blast) + 2n(w, t) (342)
y se define
X0
= - 4
on(w,t) @ ) (3.43)
por lo que se obtiene
Nefr(w, t) = n + dn(w, t). (3.44)

3.5. Frecuencias negativas

La formacion de pares de Hawking en horizontes de eventos es un proceso que conserva la
energia. En el caso astrofisico, una particula logra escapar y otra cae hacia la singularidad.
Aquellos que son emitidos como radiacion tienen frecuencia positiva y aquellos que caen
tienen misma frecuencia pero de signo contrario, provocando pérdida de masa del agujero
hasta que eventualmente se evapore. Los pares de fotones formados quedan entrelazados. Sin
embargo, aun si existiese un modo de detectar radiaciéon de Hawking en un agujero negro
astrofisico, no es posible detectar las particulas dentro del horizonte de eventos, para esto
habria que de acceder a esta region del espacio-tiempo, en la que no hay forma de salir ni
de transmitir ningin tipo de informacién. En el caso andlogo en fibras épticas es posible
detectar ambas particulas puesto que no existe singularidad ya que la analogia viene de que
en ambos sistemas existe un horizonte de eventos.

La aparicion de frecuencias negativas en modelos fisicos surgen por condiciones matemati-
cas, donde su uso logra facilitar los calculos implicados o para asignar alguna propiedad a
ciertas funciones (como para hacer hermitiano un operador). Un ejemplo es al describir la
propagacion de una onda EM, donde lo usual es escoger el campo eléctrico descrito por una
onda compleja, ya que este tipo de funciones, ademas de también ser soluciones a la ecuacion
de propagacion, son mas faciles de manejar. Ademas la solucién mas general es, por principio
de superposicién, la suma de la onda compleja mas su conjugada, ambas propagandose en
la misma direccién, que para un solo modo del campo en se puede escribir como

E,(x,t) o< exp (ik - x — iwt) + exp (ik - x + iwt) , (3.45)

donde el primer término corresponde al campo con frecuencias positivas y su conjugado con
frecuencias negativas y w la frecuencia del modo en laboratorio. No importa cual de los dos
términos usemos para describir al campo, los resultados seran los mismos, pues al final sera la
parte real de la onda la que describa la fisica del sistema, después de todo, no hay distincion
entre frecuencias positivas y negativas, o dicho de otra forma, hay simetria entre frecuencias
positivas y negativas en el laboratorio.

Lo anterior es cierto cuando el campo describe ondas propagandose en el vacio y en me-
dios lineales, sin embargo, se ha demostrado que la no linealidad en fibras 6pticas produce
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Figura 3.3: Condiciones de empatamiento de fase entre la dispersion del material y un solitén
de entrada (IN) en laboratorio (a) y en el marco comévil (b) donde se traduce a conservacion
de frecuencia. Es posible excitar un modo de frecuencia positiva (RR) y uno con frecuencia
negativa (NRR). Las lineas sélidas son las ramas de frecuencia positiva y las punteadas las
de frecuencias negativas.

excitaciones que no pueden ser explicados considerando unicamente la frecuencias positivas
[10, 11].

La radiacién resonante (RR), también llamada onda dispersiva o radiacion Cherenkov es un
efecto Optico clasico no lineal donde un soliton propagandose en una fibra éptica emite luz
de baja intensidad por dispersién, y los modos que emita son soluciones a las condiciones de
empatamiento de fase (phase-matching conditions) de la relacién de dispersion del material
con el momento del solitén.

La relacién de empatamiento de fase [10] de conservacién del momento es

B(wrr) — B(wo) = i (wrr — wo) + O (wo), (3.46)

donde Sy (wo) = woXo/c es la correccién por efecto Kerr, wy es la frecuencia del solitén en
laboratorio, u su velocidad y wgrpg la frecuencia de radiacion resonante RR.

En la figura 3.3 tenemos la forma de la relaciéon de dispersién de vidrio de silice fundido en
el marco de laboratorio y en el marco comévil al soliton. Las curvas representan las ramas
de la relacion de dispersion de la fibra para modos contrapropagantes. Vemos que el solitén
(rectas amarillas) toca a la relacién de dispersion (curvas azules y rojas) en tres puntos, dos
de estas frecuencias son soluciones de empatamiento de fase en 3.3a y conservacion de la
energia comdévil en 3.3b, es decir, existen dos modos que pueden ser excitados. En el marco
comdvil estos modos tienen frecuencia wiy (por la conservacién de la frecuencia), sin embargo
existe una ruptura en la simetria de frecuencias en el marco de laboratorio. En la figura 3.3b
podemos ver que el modo excitado wyrr (de mayor frecuencia en el marco de laboratorio)
pertenece a la rama de frecuencias negativas y su simétrico positivo wyrr* no es excitado,
esto significa que no hay forma de explicar la excitacién de wngrgr considerando tinicamente
frecuencias positivas, y de forma equivalente, si consideramos la rama de frecuencias positivas
no hay forma de explicar como se excita al modo wgrgr (de menor frecuencia en laboratorio).
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Este efecto de la no linealidad ya ha sido observado en experimentos [10]. La no linealidad
del medio nos obliga a considerar ambas ramas, esto implica que las frecuencias negativas no
son solo una herramienta matematica para simplificar los calculos, si no una realidad fisica y
observable [11]. Ademds, Nrg se midi6 en el experimento de medicién de la NHR en 6ptica

[9]-

3.6. Analogo del horizonte de eventos en fibras 6pticas

Ahora se tienen los elementos necesarios para generar el analogo optico al horizonte de
eventos de un agujero negro, blanco o ambos a la vez, aunque no tenemos una singularidad
espacio-temporal. Primero se envia un pulso intenso y detras de este se envian pulsos de
prueba de menor intensidad, distinta frecuencia y mas rapidos para que ocurra la interaccion.
Mientras el pulso de prueba se acerca, su velocidad comienza a disminuir gracias al efecto
Kerr, hasta el punto en que las velocidades de grupo de ambos pulsos se empaten, formandose
un horizonte de eventos de agujero blanco WH (white-hole horizon) en el perfil trasero del
solitén (con una velocidad mayor) y un horizonte de eventos de agujero negro BH (black-
hole horizon) en el frente para pulsos de prueba méas lentos que el bombeo [8, 20, 21]. Los
pulsos que se acercan al WH se comprimen y su frecuencia disminuye, por lo que sufren un
corrimiento Doppler hacia el azul, y al contrario, los pulsos que se acercan al BH sufren un
corrimiento Doppler hacia el rojo.

Ademas del horizonte de velocidad de grupo también existe un horizonte de fase para las com-
ponentes espectrales del pulso de bombeo. Ahora trataremos la dispersion desde el sistema
comovil al solitéon para asi definir matematicamente ambos horizontes.

3.6.1. Marco comovil

El primer sistema analogo que fue desarrollado fue el modelo de ondas actsticas en un fluido,
donde el horizonte de eventos se forma gracias al movimiento del fluido. En el caso éptico es
el pulso de bombeo en movimiento el que forma los horizontes mientras el medio en el que
se propaga se encuentra estatico en el marco de laboratorio. Si nos montamos en el marco
comovil al solitén, ahora es el medio el que se mueve de forma contrapropagante de forma
similar al caso actstico, por lo tanto no es en todos los casos necesario tener un medio en
movimiento para formar horizontes, pero si el movimiento de alguna propiedad efectiva.

En el marco de laboratorio podemos describir la propagacion de los pulsos con las coordena-
das (z,t), pero el uso de las coordenadas comoviles al solitén nos proporciona una ventaja

7 ) Y
pues en éste la frecuencia se conserva [8, 20].

Las coordenadas comdviles son (7, () y estan relacionadas con (z,t) mediante las transfor-
maciones

T:t—i, dT:dt—%,
u u
d
(=2 ac = (3.47)
u u
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Figura 3.4: (a) Relacién de dispersion del diamante en el marco comévil. La curva azul
representa los modos copropagantes y la recta roja los contrapropagantes. Las intersecciones
con la recta naranja son las posibles soluciones. (b) velocidad de grupo de los modos en el
marco comaovil.

La fase de cada modo es invariante ante transformaciones de coordenadas, por lo que puede
escribirse en el marco de laboratorio y en el comévil como

¢ = /(k’dz — wdt) = — / (W'd¢ + wdT), (3.48)

con w y w' las frecuencia del modo en los marcos de laboratorio y comdvil, respectivamente.

Se ha definido
W(w) =w—uk = w[l —ub(w)]. (3.49)

Comparando la fase en ambos sistemas notamos que ahora la distancia de propagacion ¢
toma el papel del tiempo y el tiempo de retardo 7 juega el papel de distancia.

La ecuacién (3.49) es la relacion de dispersion en el marco comévil. Las ondas pueden viajar
con velocidad propagante al pulso desde el marco de laboratorio (copropagantes al pulso) o
en direccién contraria (contrapropagantes al pulso). En la figura 3.4a tenemos la dispersién
del diamante en el marco comoévil. La curva azul representa la dispersion de lo modos copro-
pagantes en laboratorio y la recta roja a los modos contrapropagantes. Dada una frecuencia
w' en el marco comdévil, existen a lo mas cuatro pulsos como soluciones a las condiciones
de empatamiento de fase. Tres de estas soluciones son pulsos copropagantes en el marco de
laboratorio, denotados por wy,ws v wy, y solo un contrapropagante etiquetado como w,. En
el marco de laboratorio esto se veria como en la figura 3.5a. Los modos ws, w3 v wy tienen
frecuencia positiva y w; frecuencia negativa.

Las direcciones de los pulsos en el marco comévil cambian respecto a las direcciones en el
marco de laboratorio. Ahora el solitén estd en reposo y la fibra 6ptica viaja con velocidad
—u. La velocidad de grupo en el marco comévil estd dada por [19]:

v (w) = ——. (3.50)
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Figura 3.5: Direccién de los pulsos en el marco (a) de laboratorio y (b) comévil. En el marco
de laboratorio hay tres pulsos copropagantes al solitén y uno contrapropagante.(b) En el
marco comdvil (¢, 7), el pulso de bombeo se mantiene en reposo, los modos wy, wy se mueven
a la derecha (contrapropagantes al movimiento de la fibra) y los modos wy y w3 se mueven
a la izquierda (copropagantes con la fibra). La fibra en el marco comévil tiene velocidad —u
(con u la velocidad del solitén).

En la figura 3.4b muestra la velocidad de grupo comévil para los pulsos de la figura 3.4a.
Los pulsos w; v wy tienen velocidad de grupo positiva contrapropagantes al movimiento de
la fibra, mientras que los pulsos ws v w3 ahora son copropagantes. El cambio en la direccién
de los pulsos de un marco a otro se representa en las figuras 3.5a y 3.5b. El pulso w3 cambia
de direccién en el marco comévil y los otros tres mantienen la misma direcciéon que en el
marco de laboratorio.

En el marco comoévil la frecuencia se conserva (los 4 modos tienen misma frecuencia), mientras
que en el marco de laboratorio todos poseen frecuencias distintas. Pueden existir solo dos
soluciones si w supera el maximo local. Cuando esto ocurre los modos w3 y wy se vuelven
soluciones complejas y ya no describen ondas propagantes. Este caso no es de nuestro interés,
pues estos modos juegan un papel esencial en el efecto Hawking analogo.

El sistema analogo debe comprender el efecto Kerr para producir los horizontes de eventos,
por lo que la relacién de dispersion completa en el marco comévil se obtiene de las ecuaciones
(3.44) y (3.49) y es

W(w)=w(ltubeg(w)) =w (1 + M) : (3.51)

ng(wo)

con ngy(wp) el indice de grupo del pulso de bombeo.

La figura 3.6 nos muestra la relacion de dispersién del diamante sin efecto Kerr (curva azul)
y con efecto Kerr (curva verde). De nuevo tenemos cuatro modos solucién a las condiciones
de empatamiento. Como ya mencionamos, el efecto Kerr produce dos horizontes de eventos
llamados horizonte de velocidad de grupo y de fase

El horizonte de velocidad de grupo con frecuencia w, y wp’ en el marco de laboratorio y
comdvil, respectivamente, que cumple con las condiciones [20]:
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Figura 3.6: Relacién de dispersién del diamante con on = 0 (curva azul) y con dn = 0,01
(curva verde). El efecto Kerr produce horizontes de eventos de agujero negro y blanco con
frecuencia wy, en el marco comévil, y un horizonte de velocidad de fase con frecuencia w.,.

do’

v, (wp) = 0, W' (wp) = wi/, o

= 0. (3.52)

Wh

para el horizonte de velocidades de grupo, al cual llamaremos simplemente horizonte, es el
punto en el que la velocidad de grupo de un pulso se frena por completo. Para el horizonte
de fase con frecuencia w, en laboratorio se tiene que

do’
dw

w'(w,) =0, < 0. (3.53)

Wz

los horizontes andlogos de BH y WH tienen misma frecuencia en ambos sistemas de referencia,
como se muestra en la figura 3.6. Pensemos en que el efecto Hawking de WH es el reverso
temporal del BH y viceversa, por lo que pensar que ambos tengan frecuencias asociadas
distintas implicaria romper la simetria temporal, por tanto ambos horizontes poseen la misma
frecuencia (wy, y wj) aunque en distintas posiciones espaciales.

3.7. Radiaciéon de Hawking estimulada

Al considerar el efecto Kerr la relacion de dispersion local alrededor del solitén cambia, puesto
que aumenta el indice de refraccién, esto se ve reflejado en la figura 3.6. Debemos restringir
las frecuencias en el marco comévil a w’ < wj, ya que si las condiciones de empatamiento
estan por encima de wy, no habria horizonte de eventos y en consecuencia tampoco radiacion
de Hawking analoga.

El par de modos w; y w3 se asocia al par de Hawking en BH, el modo w; cae hacia el interior
de agujero y el modo w3 es emitido como radiaciéon de Hawking, como se muestra en la figura
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Figura 3.7: Horizontes de eventos de (a) BH y (b) WH en el marco comévil. El par de

Hawking de BH est4 identificado por los modos wi™ y w$™, mientras que el par de WH son

los modos w{" y w$*. Cada par se compone de un modo de frecuencia positiva y otro con
frecuencia negativa. Los horizontes de eventos en el marco comdvil intercambian posicién

comparado con el marco de laboratorio debido al tiempo de retardo.

3.7a. Los modos w; y wy forman el par de Hawking del WH y ambos modos se propagan en
la misma direcciéon como vemos en la figura 3.7b.

La radiacién andloga se puede producir de forma espontanea o estimulada. La radiacion de
Hawking espontanea es el caso mas parecido al caso astrofisico. En el horizonte de eventos
hay creacion de pares de particulas debido a las fluctuaciones cuanticas del vacio, y aquellas
que cumplan con las condiciones de empatamiento de fase podran producir radiacién de
Hawking, sin embargo, la probabilidad de que esto ocurra es muy baja, la intensidad de la
radiaciéon es tan baja que no ha podido ser observada en 6ptica. La otra forma es estimulando
a los horizontes con luz para que produzcan pares de particulas mediante un proceso de
amplificacién paramétrica (de esto se habla en el capitulo 5).

La estimulacién consiste en enviar luz en alguno de los modos permitidos por las condiciones
de empatamiento de fase. Estos pulsos, llamados pulsos de prueba, tienen velocidades supe-
riores a la velocidad del soliton o pulso de bombeo, de manera que estos puedan alcanzarlo
para que interactiien. Para estimular el BH se puede enviar un pulso de prueba ya sea en el
modo de entrada wi® u wi* (figura 3.8) y mediante amplificaciéon paramétrica se producird
el par de Hawking w{"* y w§". Para estimular la radiacién de Hawking del WH hay dos
formas: estimulando directamente el WH con el modo de entrada wi* o con el modo wi™. En
este 1ltimo caso es necesario estimular primero al BH para que este modo se produzca en la
region interior entre los horizontes. Como vemos es posible que se produzcan ambos pares
si estimulamos al BH, pero el inverso no ocurre, pues ningin modo que estimule primero
al WH no podra estimular al BH. El modo wi" no estimula ninguno de los horizontes, su
dispersién es muy baja pues viaja en direccién contraria a los otros pulsos [20].
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Figura 3.8: Propagacién de los cuatro modos iniciales (in) antes de la interaccién con el
solitén, y después de la interaccién (out). Solo los modos 1 y 2 pueden propagarse en el
interior del solitén.

3.8. Temperatura efectiva

Para terminar con la analogia del sistema 6ptico debemos encontrar una temperatura efectiva
de la radiacién de Hawking y su espectro de emision. Sabemos que el espectro de radiacién
de un agujero negro astrofisico es Planckiano, por lo que si asumimos que en el caso 6ptico
esto también es asi, entonces la temperatura efectiva es matematicamente idéntica, entonces
se propone en el marco comévil [§]

ha! udon
T, = —— = 3.54
B onkg’ “ cor | _, (3:54)
y en el marco de laboratorio
ha 1 don
T, — - , 3.55
T onky’ “ on Ot | __, (3:55)

Este ultimo resultado no debe tomarse como correcto, pues hay que tener en cuenta que no
hay manera de deshacerse de la dispersion en un material dieléctrico, por lo que un sistema
mas realista deberia contemplar este fenémeno, provocando que el espectro no sea planckiano
y por tanto la temperatura efectiva no es de la forma (3.54) [20, 34], si no que debe depender
de la frecuencia de los modos emitidos. En este trabajo se presentan dos formar de obtener
la temperatura efectiva, cuya teoria serd desarrollada en los siguientes capitulos.
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Capitulo 4

Estados cuanticos de la luz en
variables cuanticas continuas

La luz puede ser estudiada desde dos perspectivas distintas, como un campo clasico y como
uno cuantico, cuya naturaleza sale a la vista dependiendo del qué y como se lo preguntemos,
es decir, su comportamiento dependera del experimento y de la informaciéon que queramos
extraer de ella. La radiacion de Hawking es un efecto cudntico, por tanto, si deseamos conocer
ciertos aspectos cuanticos de esta (por ejemplo, el entrelazamiento cudntico) es necesario
tener una descripcién apropiada de la luz que se propaga en la fibra optica.

En este capitulo presentamos los estados cudnticos de luz unimodales utilizados en este tra-
bajo: estados de nimero (o de Fock), cuadratura, coherentes, comprimidos y térmicos. En las
ultimas secciones hablaremos de variables cuanticas continuas (QCV por quantum continuous
variables) y estados gaussianos, lo que nos ayudara a desarrollar herramientas que permitan
describir la evolucién de sistemas cuanticos multimodales en términos de unos pocos para-
metros. En particular, estamos interesados en la parametrizacion en momentos estadisticos
que nos permitan calcular entrelazamiento y termalidad de la radiaciéon de Hawking anédloga
bajo el modelo de circuitos simplécticos.

4.1. Cuantizacién de campos electromagnéticos

Como vimos en el capitulo anterior, la descripciéon clasica de la luz a través de campos elec-
tromagnéticos (EMF por electromagnetic field) esté descrita por las ecuaciones de Maxwell.
De ellas podemos partir para dar una descripcién cuantica, donde se propone que los campos
clasicos E, B, D y H son los valores esperados de sus observables cuanticos asociados E, B, D
y H sobre un estado cudntico de luz descrito por un vector de estado [1)) o un operador de

densidad p [35] (por ejemplo E = (i)|E1)).

Del electromagnetismo clasico sabemos que es posible obtener los campos eléctrico y mag-
nético través del potencial vectorial A, por lo que andlogamente se pide que

E=-0,A, B=-VxA, (4.1)
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bajo la norma de Coulomb V - €A = 0.

Los EMF clasicos obedecen el principio de superposicion, el cual tiene su raiz en la linealidad
de las ecuaciones de Maxwell, por lo tanto esta propiedad debe estar contenida en su equi-
valente cuantico. El operador A ya contiene todas las configuraciones de EMF posibles (el
principio de superposicién no es vilido para campos cudnticos), por lo que de forma implicita
la superposicion esta contenida en este ente. El estado cuantico de la luz es el que finalmente
determina cual de todas las posibles configuraciones del campo serd la que termine surgiendo,
y es este resultado el que cumplira con la superposicién e interferencias clasicas.

Sea {Ay(x,t)|k € Z,x € R*} una base vectorial completa de soluciones complejas a las ecua-
ciones de Maxwell bajo la norma de Coulomb las cuales llamamos modos, por lo que el
operador de potencial vectorial se puede expandir como

Axt)=Y" (Ak(x, iy + AL(x, t)a;;) , (4.2)

y los coeficientes a; y &Z son las amplitudes cuanticas del modo k del campo, de tal manera
que el operador sea hermitiano.

Se define el producto escalar de los modos que mide el grado en que dos de estos difieren

1
(Ap, A) = - / (A;D; — A\D}) d%z, D = —cped,A. (4.3)

Este producto nos lleva a las reglas de ortogonalizacién modal
(Ag, A;) = 0k, (Ag,A]) =0, (4.4)
con esto obtenemos las amplitudes cuanticas del EMF en términos de los modos
G = (Ak,A) . Al =— (A;;,A) , (4.5)
lo cual nos lleva a deducir relaciones de conmutacién que cumplen los operadores
[ak,a;] — 0w, lag,a] = 0. (4.6)

Estas son las relaciones de conmutacion de Bose-Einstein, es decir, la luz es un campo bosoé-
nico y a su vez nos muestran que cada modo tiene asociados los operadores de aniquilaciéon y
creacion ay, dz en un espacio de Hilbert individual, lo cual queda claro del hecho de que ope-
radores de distintos k£ conmuten. Cuanto menores son los grados de libertad que describan un
EMF mas facil serd observar sus propiedades cuanticas, razén por la que nos restringiremos
a estados de la luz unimodales y a su descripcién cuantica.
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4.2. Estados unimodales

Las propiedades clasicas de la luz quedan establecidas en la funciéon modal Ay (r,?), mientras
que sus propiedades cuanticas se manifiestan a través de los operadores de creacién y ani-
quilacién y sus relaciones de conmutacién (4.6), que en el caso de luz unimodal se reducen
a

a,a"] =1. (4.7)
A continuacion se presentaran casos tipicos de luz unimodal y se introducen los operadores

cuadratura, esenciales en el desarrollo de este trabajo.

4.2.1. Estados cuadratura

Como en el capitulo anterior, supongamos luz polarizada en la direccién = y propagandose
en la en z en un dieléctrico, donde los campos eléctrico y magnético se pueden escribir como

E(z,t) = Eexp(ikz)q(t), B(z,t) = Bexp(ikz)p(t), (4.8)

con & = Eyz, B = \/euBoy y la funcién ¢(t) es el factor dependiente del tiempo con dimension
de longitud [36] y p(t) = ¢(¢) su derivada temporal.

El hamiltoniano clasico de campo electromagnético en el sistema SI es

H:%/(E-DJrB-H)d?’w, (4.9)

que con las expresiones (4.8) se tiene de forma equivalente que

H=_(p"+wg). (4.10)

DO | —

Vemos que el modo electromagnético se comporta como un oscilador armoénico de masa
unitaria en las variables ¢ y p al que se conoce como oscilador electromagnético. Se cuantiza
el hamiltoniano con sus observables asociados ¢ y p a los que ahora llamaremos cuadraturas
y se postula que cumplan con la relacion de conmutacién candénica de Heisenberg

(G, ] = ih. (4.11)

Ahora los operadores de campo electromagnético son entonces

~

E(z,t) = Eexp(ik2)q(t),  B(z,t) = Bexp(ikz)p(t). (4.12)

Podemos escribir los operadores de creacién y aniquilaciéon en términos de los operadores
cuadratura a partir del operador de potencial vectorial segiin las relaciones de conmutacion
(4.6), resultando en
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j = (wi+ip) Al = —— (i — ip) (4.13)
= wq + i a' = wq — ip) . .
Llamamos a los eigenestados de ¢ y p estados cuadratura
qla) =qla),  plp)=plp), con pgeR, (4.14)
los cuales cumplen con las relaciones de ortogonalizacion
(ald) =d(a—d), (o) =d0(p—p) (4.15)

y con la resolucion a la identidad

/oo |¢)(q|dg =T, /oo Ip) (p|dp = L. (4.16)

oo [e.o]

Los operadores de cuadratura definen el espacio fase y se relacionan mediante las transfor-
madas de Fourier

) :\/% /_ Z exp(—igp)|p)dp,
) 7% / expliap) g (4.17)

Cabe recalcar que los estados cuadratura no son normalizables y por tanto no son fisica-
mente reproducibles, sin embargo, las funciones de onda de estados cuanticos proyectados al
espacio fase de cuadraturas si tienen sentido fisico, al ser normalizables e interpretarse como
amplitudes de probabilidad

(qlv) = (q), (ply) =¥ (p). (4.18)

4.2.2. Estados de ntiimero (o de Fock)

El hamiltoniano de oscilador electromagnético (4.10) se puede reescribir en términos de los
operadores de creacion y aniquilacion como

. 1 1
H:hw(afa+§)=hw(ﬁ+§), (4.19)
donde se ha introducido el operador de niimero de fotones definido por

n = a'a, (4.20)

cuyos eigenestados son los estados de ntimero |n) tales que



41
nln) = nln), (4.21)
donde n es el nimero de fotones, es decir, el estado de nimero determina el numero de

fotones en un sistema.

Los operadores de creacion y aniquilacion actiian sobre los estados de Fock como

a'ln) = V/nln + 1),
aln) = vn —1jn — 1), (4.22)

vemos que el operador al aumenta el nimero de fotones a n + 1 mientras que @ lo dismi-
nuye en n — 1, razoén por lo que se les conoce como operadores de creacién y aniquilacién,
respectivamente. El valor de n es un nimero natural, de lo contrario obtendriamos estados
no normalizables y valores esperados negativos, siendo asi fisicamente inaceptables. El valor
minimo permitido resulta ser n = 0, es decir, el estado de cero fotones y de menor energia
al que llamamos vacio y denotamos por |0), el cual debe cumplir que

al0) = 0. (4.23)

Es posible obtener cualquier estado de niimero de n fotones mediante aplicaciones sucesivas
del operador de creacion sobre el estado de cero fotones, es decir, se puede obtener mediante
n excitaciones sucesivas del vacio

In) = %amoy (4.24)

Los estados de niimero forman una base completa del espacio de Hilbert del oscilador elec-
tromagnético, por lo que se cumple la resolucion a la identidad ademas de ser ortonormales

> In)(n| =1L,

(nlm) = Gnm.- (4.25)

4.2.3. Estados coherentes (de Glauber)

La coherencia de luz clasica se refiere a un EMF con campo eléctrico, magnético y fase bien
definidos. En la literatura se define a los estados coherentes de tres formas [35, 37]:

1. Eigenestado del operador de aniquilacién:

ala) = ala), (4.26)

con « € C su eigenvalor y |«| corresponde a la amplitud de onda clasica, por lo que en
el espacio fase se puede descomponer en cuadraturas como o = \%(QO +ipg) y arg(«)
a su fase.
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2. Estado vacio desplazado:
la) = D(a)]0),  D(a) = exp(ad’ — a*a), (4.27)

a D(a) se le llama operador de desplazamiento. El estado de vacio en el espacio fase se
encuentra en las coordenadas (0,0) y este operador unitario lo desplaza hacia (qo, po)
con fase § = arg(a), resultando asi un estado coherente como se observa en la figura
4.1a.

3. Estado de minima incertidumbre:
h
AqaAp, = > Ya. (4.28)

Por esta razoén a los estados coherentes se les conoce como los estados cuanticos mas clasicos,
puesto que minimizan la relacién de incertidumbre de Heisenberg y admiten también una
descripcion clasica basada en las ecuaciones de Maxwell.

Los estados coherentes pueden expandirse en la base de ntimero

> k
2 (6]
) = e 23 E gy, (4.29)
= VK!

esta representacion nos permite obtener la estadistica de nimero de fotones que es pois-
soniana, es decir, la probabilidad de obtener n nimero de fotones de un estado coherente
es

A (=) (4:30)
n' p (6% s .

P(n) = |(n|a)|* =

por lo tanto un haz de luz coherente no se emite siempre con el mismo niimero de fotones
en todo instante, haciendo que la intensidad del haz no sea constante, aun asi observamos
una intensidad aproximadamente uniforme ya que los estados de nimero de fotones mas
probables son del mismo orden.

4.2.4. Estados comprimidos

Los estados coherentes no son los tnicos con la propiedad de minimizar el principio de
incertidumbre de Heisenberg. Se puede proponer que las dispersiones de las cuadraturas
para un estado sean

h h
(Ag)* = e, (Ap)* = e, (4.31)

de tal forma que AgAp = h/2 para todo . Vemos que este factor comprime la dispersion
de ¢, mientras que la de p se ensancha o viceversa segiin sea su valor, tal como vemos en
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Figura 4.1: (a) Estado coherente en el espacio fase unimodal como consecuencia del despla-
zamiento del vacio. (b) Estado comprimido en el espacio fase. Dependiendo del valor de £ se
comprimird una u otra cuadratura. Si & > 0 se comprime la cuadratura ¢ (se expande p) y
si & < 0 se comprime p (se expande q).

la figura 4.1b. Llamamos a este parametro coeficiente de compresion. El estado que cumpla
con esto lo podemos encontrar proponiendo una modificacion a la funciéon de onda del vacio
en el espacio de cuadratura ¢ y en el de p y encontrar asi cudl es el operador que modifica
al vacio [35, 37]. El estado buscado se conoce como estado comprimido

€ = 5©10), 56 = exp E (a- a*?)} | (432)

y a S (€) se llama operador de compresion. Al proceso fisico que produce luz de este tipo se
le llama amplificacion paramétrica, de la cual hablaremos con mayor detalle en el siguien-
te capitulo. A diferencia de un estado coherente, un estado comprimido solo admite una
descripcion cuantica, por lo que este es un caso de luz no clasica.

Un estado comprimido unimodal expandido en la base de estados de nimero es [38]:

&) = \/cis—hf nz%(tanhg)" VQ%)! 12n). (4.33)

4.2.5. Estados térmicos

Un estado térmico describe radiacion en equilibrio termodindmico, ya sea por interaccion
con materia en su entorno o producidas por fuentes térmicas, siendo asi la clase de luz mas
abundante en nuestro ambiente, por ejemplo, la radiacién producida por el Sol, las lamparas
incandescentes y la radiacion césmica de fondo, teniendo todos estos sistemas en comin un
espectro de radiacién de cuerpo negro (un cuerpo opaco no reflejante). El estado cuantico
mas general que describe una fuente térmica es el de una mezcla estadistica de estados de
numero en cualquier nimero de fotones posible
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p=_ . (4.34)

=0

con las poblaciones p; bajo las constricciones de normalizaciéon y el promedio de la energia
(ensemble canénico) del estado son

Y p=1, ) pE=E. (4.35)
=0 =0

El postulado generalizado de ensembles dice que la tnica distribucién estadistica de estados
capaz de reproducir el equilibrio termodinamico constricciones arbitrarias es la que maximiza
la entropia de Gibbs

S = —kp Zpi In p;. (4.36)

Con este podemos calcular las poblaciones de (4.34) dadas las condiciones (4.35), obteniendo
que

1 El El
P ZeXp( kBT>’ > eXp< k;BT)’ (4.37)

donde a Z es la funcién de particion, T' la temperatura y E; la energia del [-ésimo estado.
En general sobre una base arbitraria se puede escribir (4.37) como el operador de densidad
con §=1/(kgT) de la forma

1 A

p=exp(—BH),  Z=Th [exp(—ﬁﬂ)} . (4.38)

Para el caso unimodal de radiacion de cuerpo negro usamos el ensamble candnico, entonces
el hamiltoniano es H = ha'a y el operador de densidad queda como

p= Z 1) (1 Z=1-e, (4.39)

El nimero promedio de fotones para este estado en equilibro termodindmico tiene una dis-
tribucion planckiana, es decir

7o —nBhw,, _
n= ZZe n= T e (4.40)



45
4.3. Variables cuanticas continuas

Un sistema en variables cuanticas continuas QCV es aquel que cumple con las reglas de
conmutacién canénica (CCR, por canonical conmutation relations) (4.11), en nuestro caso
los modos (grados de libertad) dados por las cuadraturas §;’s y p;’s

[4;,D;] = 1645, ,7€1,...,n. (4.41)

Para simplificar los calculos y tener una notacion mas compacta se define el vector de ope-
radores canoénicos de los n-modos como

f‘: (Cjbﬁl,-u;quﬁn); (442)

Se puede reescribir (4.41) en una sola expresion para todos los modos mediante el producto
exterior. Sean u,v € R", el producto exterior de ambos vectores es

uv’, con (uv');; = uv;j, i,jEel ..un (4.43)

con vT el dual euclidiano (real) de v (el caso mds general es el dual sesquilineal v sobre C™).
Esto se cumple también sobre vectores de operadores hermitianos en un espacio de Hilbert
general de dimension 2n, teniendo el conmutador y anticonmutador de la forma

[, v7] = av’ — (av7)",
(4,97} = avT + (av™)T . (4.44)

de esta forma se pueden reescribir las CCR (4.41) como
[, 7] = i€, (4.45)

donde 2 es la forma simpléctica, también conocida como forma real, candnica y antisimétrica;
es una matriz 2n X 2n

T 0 1
Q=P o= (_1 0) . (4.46)
k=1

con la propiedad de que Q? = —I. El resultado (4.45) se puede formular equivalentemente
en términos de operadores de creacién y aniquilacién, donde la relacion con las cuadraturas
estd dada por (4.13). Se define el vector de operadores de creacién y aniquilacién como

~

)
a= (al,a}...,an,af> , (4.47)

n

y el cambio de base de operadores canénicos a operadores escalera viene dada por la trans-
formacién unitaria
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3

U=Pa, a_iG Z.), (4.48)

tal que la relacion CCR queda como
. T 1 0
[a,a7] = @az, o, = (0 _1) . (4.49)

4.4. Estados gaussianos

Gran parte de los sistemas fisicos de interés en Optica cuantica y que poseen un gran marco de
aplicabilidad estan descritos por hamiltonianos cuadraticos en QCV (por ejemplo el oscilador
armoénico). El hamiltoniano cuadratico mas general en QCV [39] se puede escribir de la forma

N
H = SiTHE + 1T, (4.50)

con H es la matriz hamiltoniana del sistema que asumimos que es simétrica (no confundir

la matriz hamiltoniana H con su operador hamiltoniano H), t el operador definido como en
(4.42) y r € R?".

Fisicamente se pide que los hamiltonianos sean cuadraticos ya que estos caracterizan sistemas
armonicos hasta una interaccion, es decir, son osciladores armoénicos cuasi libres. Recurriendo
a la diagonalizacién de H podemos identificar los modos que estan desacoplados entre si
(que no estan entrelazados). La estabilidad del sistema representado por un estado gaussiano
requiere que la matriz gaussiana sea positiva H > 0 para garantizar que todos sus eigenvalores
sean positivos, que fisicamente significa que de los grados de libertad sean estables.

Se define un estado gaussiano como los estados termales y estados base de hamiltonianos cua-
dréticos con matriz definida positiva H > 0 [39] e imitando la notacién de fisica estadistica,
cualquier estado gaussiano mezclado en el espacio de Hilbert es de la forma

L _xP (—BH)
Trfexp(~4H)]

(4.51)

con # > 0, y un estado gaussiano puro se obtiene en el limite cuando 5 — oco. Estos estados
tienen la propiedad de tener funciones de Wigner gaussianas [40] como en las mostradas en
la figura 4.2.

El hamiltoniano (4.50) tiene una forma atin més general al desplazar & — r—Tr, esta operacion
no afecta el grado del hamiltoniano puesto que sigue siendo de segundo orden. Este cambio se
logra mediante un operador de desplazamiento Dy = exp (ir{lt) que actua sobre operadores
canénicos como D3iDy = & — T, entonces el hamiltoniano (4.50) se puede generalizar como

—_

,E[/ = ﬁ_ff'THf'.bf - 5 (A - f')T H (f' - f') . (452)
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Figura 4.2: Funciones de Wigner de distintos estados cudnticos. (a) Estado de vacio, que es
una funcién gaussiana con pico en el origen. (b) Estado coherente, en el que el centro de la
gaussiana no se encuentra fuera del origen. (¢) Estado comprimido, es més ancho en uno de
los ejes que en otro. (¢) Estado térmico. Todos estos estados tienen una funciéon de Wigner
en forma de gaussiana en el espacio fase.

La descomposicién en modos normales del sistema requiere llevar acabo un proceso de dia-
gonalizacion, el cual se logra a través de transformaciones candnicas; estas forman el grupo
Sp,, » (grupo simpléctico) cuyos elementos preservan la forma simpléctica, es decir

S€Sp,., < SAST=Q (4.53)

El teorema de descomposicién en modos normales [39] nos dice que para toda matriz definida
positiva existe una transformacion canoénica que puede llevarla a una forma diagonal, en
particular, teniendo que H > 0 debe existir al menos una Sy = e € S Py que lleve a la
matriz hamiltoniana H a una forma diagonal como

SgTHSy = @wlﬂg = diag(wy, w1, wa, Wa, . . ., Wy, Wn), wEeRY, I=1,...,n (4.54)

=1

A los w;’s se les conoce como eigenvalores simplécticos doblemente degenerados de H, los
cuales corresponden a las frecuencias de oscilacion de los modos normales. Las transforma-
ciones Sy son resultado de la accién de hamiltonianos Sy = exp (%f‘TH f‘) sobre operadores
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canonicos como o
ShtSy = Syt (4.55)

La descomposicion normal nos da un conjunto nuevo de grados de libertad independientes
cuya dindamica es la de osciladores armonicos libres y sus hamiltonianos respectivos son

N wr . R i 1
H, = il (m? —l—pf) = w; (a;al + 5) , (4.56)

asi el hamiltoniano mas general (4.52) se puede reescribir como

H=D_S (Z flwl> S'Dy, D= Syr, (4.57)

=1

con S la representaciéon de una transformacion simpléctica cualquiera S en el espacio de
Hilbert. Lo anterior da como resultado la expresion del estado gaussiano més general en
términos de los osciladores libres [39] como

| e e

- STDx, (4.58)
[T, Tr {exp(—B1L,) }

por lo que el estado en en el espacio de Hilbert es el producto tensorial de estados de oscila-
dores arménicos termales desacoplados una vez llevada a cabo la normalizacién simpléctica.
Los osciladores con hamiltonianos (4.56) son positivos semi-definidos (son lineales y de la
forma OTO), por lo que sus eigenvalores estan acotados por debajo, teniendo asi cada uno
un estado de vacio de cero particulas denotado por |0);, de manera que el estado de vacio de
todo el campo que comprende los n-modos es el producto tensorial |0) = &), |0);.

4.4.1. Momentos estadisticos de estados gaussianos

La definicién de un estado gaussiano (4.51) es una parametrizaciéon en términos de un hamil-
toniano de segundo orden H , By r, sin embargo no es la tinica parametrizacion admisible.
Teniendo en cuenta la definiciéon de estados gaussianos como aquellos que poseen una funcién
de Wigner en forma de gaussiana nos permite parametrizar (4.58) mediante su primer y se-
gundo momentos estadisticos. Partimos de la analogia con una distribucion de probabilidad
gaussiana que estd caracterizada por la media p y su desviacién estandar o.

Los parametros estadisticos de una distribuciéon normal pueden estimarse a partir de una
muestra de la variable aleatoria (z1,...,2x) de la distribucién normal (u, o) mediante las
ecuaciones

> (- ), (4.59)

=1

| =
| =

M:f:

k
E Zy, 0'2 =
=1
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de manera que el primer y segundo momentos estadisticos de un estado gaussiano general
son respectivamente [39, 40]:

P=Trfpot],  o=Tr[{(f—1),6 -5} sl (4.60)

Al primer momento estadistico T le llamamos el promedio y al segundo momento o, al que
llamamos matriz de covarianza. Juntos contienen toda la informacién de S' y los eigenvalores
simplécticos de H a través de los eigenvalores simplécticos de o, por lo que (4.60) es una
parametrizacién del estado gaussiano al igual que (4.58), con la ventaja de ser matemati-
camente y computacionalmente mas facil de tratar. Esto es sencillo de ver si escribimos el
estado y sus momentos estadisticos en la base de Fock de los modos normales como sigue:

En los articulos sobre estados gaussianos aqui citados no se demuestra como es que la matriz
hamiltoniana y la matriz de covarianza contienen la misma informacion sobre los grados de
libertad del sistema. Para entenderlo se recurre a la referencia [39] donde se explica como
sigue. El estado gaussiano (4.51) se reescribe en la base de niimero como:

pc = [H(l - eﬁ“’l>] DIst [@ (Z eﬁwmm)”(m)] SD, (4.61)

=1 =1 n=1

y la matriz de covarianza se reduce a

14 e -
c=3S8 (@ 1_—ehwl]12> ST=9 <@ /\ﬂlg) ST, (462)
=1

=1

donde se ha definido

1+ e—ﬁwl

Al
siendo \; los eigenvalores simplécticos de la matriz de covarianza, que son también los valores
absolutos de los eigenvalores de la matriz iQ2o que vienen a pares +\;, £ Ao, ..., £\, [39, 40],
cuyos valores minimos son w; = 1/2, VI, por incertidumbre en el estado base del modo-I.
Para que esto se cumpla se pide que la matriz de covarianza sea definida positiva (o > 0).
Sobre esto y otras propiedades que esta matriz debe cumplir se discutiran en el capitulo 6.

De (4.61) vemos que el estado en la base de Fock depende de las eigenfrecuencias de los
modos normales del sistema y de las transformaciones simplécticas; la misma informacién
estd contenida en (4.62) y (4.63). Notemos que cada eigenvalor simpléctico A, de o depen-
de unicamente de cada eigenfrecuencia w; de pg, por lo que ambos espectros simplécticos
contienen la misma informacién sobre los grados de libertad y por lo tanto sobre fisica del
sistema, mostrando asi que el estudio de las propiedades de un estado gaussiano es total-
mente equivalente a estudiar solo su primer y segundo momentos estadisticos. Esto sera de
vital importancia en el estudio de entrelazamiento entre pares de Hawking en el modelo de
circuitos simplécticos de los que hablaremos en los siguientes dos capitulos.
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4.5. Momentos estadisticos de estados cuanticos uni-
modales

En el capitulo 3 se habla del efecto Hawking analogo en fibras opticas y de los modos del
campo EM que participan en este proceso. Esto se puede modelar mediante transformaciones
y circuitos simplécticos (que definiremos en el siguiente capitulo) usando una matriz de
dispersion que caracterice las propiedades de interaccion entre el pulso de bombeo y los
pulsos de prueba que describen la radiaciéon andloga, ya sea espontanea o estimulada. Antes
de esto, es necesario proponer el estado cuantico inicial de los 4 modos con estados unimodales
asintéticos y gaussianos, y parametrizarlo en términos de sus momentos estadisticos (4.60).
Finalizaremos este capitulo calculando ™ y o™ de entrada para los casos que se estudian en
este trabajo.

El estado cuantico inicial del sistema es el producto tensorial de los estados cuanticos iniciales
de los cuatro modos

4
= Qi (4.60)
=1

Las entradas del primer momento estadistico son

B T (i)
in in 1 N ~in o Ain a  Ain

0 =05 = §Tr [{ri,r]}p } —Tr [rip } Tr [rjp } , (4.65)
notemos que la matriz de covarianza es simétrica por el anticonmutador. Las entradas de

esta matriz dependen solo de operadores candnicos a pares, por lo que sin perdida de gene-

ralidad podemos calcularla para un sistema bipartita y después obtenerla para un el caso
multipartita.

4.5.1. Entradas con modos en el vacio

Supongamos un sistema bipartita en el que en cada canal tenemos el estado de vacio como
entrada. El operador de densidad de este sistema

p"™ = 10)110)21(0[2(0] = [0,0)(0, 0] (4.66)
Las trazas en los valores esperados las podemos hacer en la base de niimero compuesta de
los modos {|l1,12)|l; € ZT,j = 1,2}, la cual es completa. Al modo i-ésimo le corresponden

los operadores canodnicos ¢; y p; que estan relacionados con los operadores de creacion y
aniquilacion de la forma

j=1,2. (4.67)

§>
|
/N
<. ¢
+
Q>
SL—-
N———
’§>
I
Sl
[\
/N
S
|
S
<
N———
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Las entradas de r son

S ) 0,0[1,0) =0, % =d:,p
=Tr [/) ] - Z (11,12[0,0)(0, 0[x5[l1, I2) OC{ g | ) 0, —q;,p; (4.68)
l1,l12=0

donde se ha usado (4.22). De este mismo resultado se sigue que el segundo término de la
entrada en la matriz de covarianza (4.65) es cero Vi. Basta con calcular el primer término
con el anticonmutador para obtener las entradas de o. De (4.68) tenemos

L U s P
=5 Tr [{£:, 8} 0" = 5 > (11,1]0,0)(0, 0] (£:8; + %) [l o)
l1,l2=0
1 1 N .
=5 ((0,0[1) (£5]0,0)) + 5 ({0, 0[1;) (£:]0,00) = 63, 4,7 =1,2,3,4. (4.69)

De (4.68) y (4.69) podemos generalizar para un sistema compuesto de n-modos en el estado
de vacio, por lo que sus momentos estadisticos seran

' =0, o = Ty,. (4.70)
El primer momento estadistico es cero, este valor es el esperado recordando que el estado de

vacio unimodal se encuentra en el punto (0,0) en el espacio fase, como se ve en las figuras 4.1a
y 4.2a. Este sistema nos ayudara a estudiar la radiaciéon de Hawking analoga espontanea.

4.5.2. Entradas con estados coherentes
Como en el caso anterior, consideremos un sistema bipartita, ahora las entradas en cada

modo son los estados coherentes |a1) y |ag) para los canales 1 y 2, respectivamente. El
operador de densidad del sistema es

p = lar)|az){ai(az| = a1, az){a1, aaf. (4.71)

Para calcular las entradas de los momentos estadisticos es necesario tener en cuenta la
transformaciones unitarias de desplazamiento sobre operadores canénicos

A ~ ~ A

D'a)iD(a) = 4+ qa,  DY(a)pD(a) = p + pa, (4.72)

con o = \/%(qa +1ip. ), ademds de los elementos matriciales en la base de niimero del operador
de desplazamiento son [37]

~ |
(n|D(a)|m) = | =12 (@)= LE=) (ja2) | n > m,

e =S (473)
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con Lff)(z) lo polinomios asociados de Laguerre.

Calculemos las entradas de T para (4.71) trazando sobre la base de nimero compuesta

o0
" =Tr [1;p"] = Z (1, nolan, ag){ar, as|ting, ng)

n1,n2=0
= (a1)" ()™
Z (n1,na|li; l2) I Il

n1,m2,l1,l2=0

_ o ()" (ag)
—(CY17042|I'1‘ Z W\/ZQ—!|7”L1,”2>

= (a1, aat]ay, ag) = (o) (ol ti| )
= (0,1 D" ()£ D(a;)[0;) = (048; + 7o,

<Oé1, 062|f‘i|n1, n2>

ni,n2=0

O,L> =Ty, .

(3

(4.74)

Ahora las entradas de la matriz de covarianza se obtienen con calculos similares a los ante-
riores
~lina o A ain A Aln
o;; = 1Ir [,0 rirj] —Tr [rip } Tr [rjp }
= ([t aq) (a[ts]a;) — Ta,Ta,
=TqTo; —To,To; =0, para i#j, 4,j7=1,..,2n. (4.75)

y para i = j

I ~ Ain])2 5 A 2
Oi = (%’%><0@’r?|az’> - (Tr [rip D = (ail#7]ai) — ({ail#i]ev))
1
= (AL;)* = 5 v (4.76)
La matriz de covarianza es equivalente identidad. Generalizando a un sistema de n-modos,

cada uno con un estado coherente de entrada |a;) con i = 1, ..., n, sus momentos estadisticos
son

fzn: (QOC17p011?q0427pa27"'7qan7pan)7 O-IHE]IZTL‘ (4'77)

Este resultado es el esperado puesto que un estado coherente se puede definir como un des-
plazamiento del vacio (4.27). Comparando (4.70) y (4.77) vemos que en esta parametrizacion
también se cumple que los estados coherentes son desplazamientos del vacio, ademas de que
o no cambia, tal como ocurre en 4.2a y 4.2b.

4.5.3. Entradas con modos multifotonicos

Sea un sistema multipartita en el que cada modo se encuentra en el estado con fotones
my, My, ... My. Se sabe que para (t;) = 0, (¥7) = m; +1/2 Vi y de (4.11) tenemos
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= <ql-77pj> :iéija y <pi,7Qj> = —261-]-, ’l,] = 1, ,271 (478)

entonces el primer y segundo momento son
~in in 1 . -
=0, o= diag(2mi +1,.,2m, + 1) = X (@m; + 1)L, (4.79)
j=1

Este resultado concuerda con el de la referencia [41]. Los estados de niimero no son estados
gaussianos, ya que sus funciones de Wigner no son gaussianas en el espacio fase, sin embargo,
este calculo es 1til para obtener los momentos estadisticos de los estados térmicos.

4.5.4. Sistema con estados térmicos

Los momentos estadisticos de este sistema son equivalentes a (4.79), puesto que en cada
modo tenemos un cierto nimero promedio de fotones de entrada dados por (4.40) [17, 42],
por lo tanto
- 1
~in in — —
r = 07 g = ®(2TTL3 + 1)]12, mj = m (480)
j=1

El primer momento estadistico es el esperado, pues de la figura 4.2d vemos que su funcién
de Wigner se encuentra en el origen.

En todos estos casos es posible determinar r sin hacer los célculos, pues solo debemos saber
cudl es la posicién de cada modo en el espacio fase. De hecho, todos los modos se encontraran
en el origen a excepcion de los modos en estados coherentes.

4.5.5. Sistema con estados comprimidos unimodales

Como los estados comprimidos no son desplazamientos del vacio, entonces, siempre que se
tengan estados comprimidos por entradas en los modos se tendra que r = 0. Los operadores
cuadratura se comprimen como

P SOF, S = (eoé e%) . (4.81)

luego, la matriz de covarianza es [38]

o= 557 =520 - (7 f). (4.52)

Para un sistema multipartita en el que uno de los modos tenga de entrada un estado com-
primido de un solo modo, la submatriz de o correspondiente a este estado sera de la forma
(4.82).
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4.5.6. Producto tensorial de estados gaussianos

Un caso de interés en este trabajo es en el que hay distintos estados gaussianos en cada
modo de entrada con distintos momentos estadisticos. Sin pérdida de generalidad, sean dos
estados gaussianos p4 y pp con momentos estadisticos (T4,04) v (T4,0p), respectivamente.
Los momentos estadisticos del sistema bipartita [38, 39] son

r=r,drp, oc=04Q0pB. (4.83)

Con esto podemos obtener, por ejemplo, la matriz de covarianza en el que en una entrada
hay un fotén y en el resto hay vacio. Este y otros casos similares son estudiados en este
trabajo.



Capitulo 5

Circuitos simplécticos

El efecto Hawking analogo en fibras admite una gran variedad de modelos para calcular
distintas propiedades, como el espectro, la termalidad, el entrelazamiento o el nimero de
particulas creadas. El modelo de circuitos simplécticos nos ayuda a calcular de una forma
sencilla el nimero de fotones producidos, el grado de entrelazamiento cuantico de los pares
de Hawking (lo cual se abordara en el siguiente capitulo) y la termalidad de la radiacion
producida por analogos de horizontes de eventos de BH, WH y el par WH-BH.

Los circuitos simplécticos son arreglos de instrumentos épticos formados por moduladores
de fase, divisores de haz y amplificadores paramétricos, que matematicamente se pueden
representar con operadores cuanticos que actiian sobre el estado del sistema cuando este esta
parametrizado por sus momentos estadisticos [16, 17]. Estos circuitos determinan la dindmica
de los modos del sistema mediante una matriz de dispersién que engloba los procesos fisicos
que los afectan en su propagacion e interaccién. La motivacién de este modelo es que las
transformaciones de Bogoliubov del efecto Hawking analogo y las de un circuito simpléctico
pueden ser idénticas con el arreglo adecuado de instrumentos 6pticos [16, 17, 22, 43, 44] y
que es matematicamente mas sencillo que otros modelos basados en el modelo de Hopfield
[13-15, 45] o en dispersiéon de ondas [20, 21], sin perder de vista las limitaciones que este
puede tener.

En este capitulo repasaremos algunos aspectos de la teoria de los instrumentos 6pticos antes
de formar los circuitos simplécticos analogos y entender qué papel juegan en el proceso de
producciéon de pares de Hawking. Por simplicidad abordaremos la teoria en el caso de dos
modos (sistema bipartita) que, sin pérdida de generalidad, se puede extender a nuestro caso
de interés de 4 modos.

5.1. Moduladores de fase

Los moduladores de fase (PS por phase shifters) son instrumentos épticos simples formados
por platos dieléctricos capaces de rotar la fase de ondas EM respecto a algin sistema de
referencia. Pueden representarse matematicamente mediante matrices de la forma

25
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e 0
Ry = ( 0 e—w)) ) (5.1)

siendo ¢ el angulo de polarizacion. La forma general de divisores de haz y amplificadores
paramétricos implican operaciones de rotacién y moduladores de fase, sin embargo, estos se
omiten en los calculos, puesto que la fase es irrelevante para los resultados que se presentan
en este trabajo [17].

5.2. Divisor de haz

Como sabemos, los aspectos cuanticos de la luz se magnifican cuanto menor sea la cantidad
de modos y de fotones que la conforman [35]. La luz mayormente empleada en laboratorios
de Optica es la de haces coherentes, sin embargo, en una enorme cantidad de experimentos
llevados acabo en la rama de la 6ptica cuantica se requieren haces de fotones individuales. No
es suficiente con reducir la intensidad de la luz para producir fotones individuales. El método
mas usado para obtenerlos es por conversion paramétrica descendiente espontanea SPDC
(por spontaneous parmetric down-conversion) (vea la seccién 5.3). Después de producir un
solo foton es necesario tener un método para detectarlo, lo cual se logra utilizando divisores
de haz BS (por beam splitter) como en la figura 5.1a. Estos dispositivos estan disenados
con un espejo semireflector con coeficientes de reflectancia y transmitancia especificos. Un
material comtinmente usado para construir divisores de haz es la calcita, que es un material
birrefringente, es decir, tiene la capacidad de separar un haz incidente no polarizado en
dos haces de salida con polarizaciones perpendiculares entre si, por lo que su descripcién
cuantica es andloga a la de un aparato Stern-Gerlach. En los canales de salida se colocan
fotodetectores de tal forma que cuando se logre tener un fotén incidente habra una sola senal
en alguno de los dos canales de salida, permitiéndonos observar la naturaleza cuantica de
la luz con un dispositivo simple. La probabilidad de detectar al fotén en uno u otro de los
canales dependera de los coeficientes antes mencionados.

Un divisor de haz ideal es un dispositivo que permite que dos pulsos de luz incidentes
interfieran entre si y produzcan dos haces de luz salientes sin generar pérdidas (sin absorcion
de fotones por parte del material dieléctrico) y que permite el proceso inverso. Como se
mencioné en el capitulo anterior, los estados coherentes son los estados cuanticos mas clasicos
de luz, lo que nos permite cuantizar al divisor de haz de forma sencilla. Clasicamente un
haz coherente estda determinado por su amplitud a € C, que a su vez es el eigenvalor del
operador de aniquilacién a para el estado coherente |a) segin la definiciéon 1 de la seccién
4.2.3, entonces a es la amplitud cuantica de este estado. El proceso de interferencia de dos
haces coherentes con amplitudes a,,, y a,, esta dado por la transformacion [35]:

out in ~out ~in
(O‘zﬁat) - B (O‘) = (‘f‘:at) - B (“) 7 (5.2)
! ! a a
w2 w2 w2 w2
con wy y wy las frecuencias de cada modo. Esta transformacion se representa en la figura 5.1b.

Imponiendo las condiciones de conservacién de intensidad (ya que no hay pérdidas) y que
las amplitudes cudnticas deben cumplir con las reglas de conmutaciéon bosénicas, se deduce
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Transmitido y,

I ——
Reflejado

BS

ili
4 Incidente as

(a) (b)

Figura 5.1: (a) Haz incidente en un BS que se divide en un haz reflejado y otro transmitido.
(b) En general hay dos modos de entrada en el BS y dos de salida, representados por sus
amplitudes cuanticas.

que ésta es una transformacién unitaria Bt = B~!. Por esta razén es posible descomponer a
la matriz de forma general como producto de matrices de modulacién de fase (que se omiten
por las razones ya mencionadas) y una rotacién, es decir

[ cos® sin®\ (17 —p
B_(—sinG) cos@)_<p 7')’ (5.3)

con p y 7 los coeficientes de reflectividad y transmitividad, respectivamente. El dngulo ©
es el dngulo de rotacién (mezcla) que sufren los modos después de cruzar el divisor. La
conservacion de la intensidad implica que p y 7 cumplan con la condicién

pPPH+Tr=1, p=—sino, T = cos O. (5.4)

Las transformaciones de Bogolyubov quedan como

~out __ ~in ~in -
ap," =ay, cos © + ay, sin O,

~out ~j . ~i
ap." = — Gy, sin © + a;, cos O. (5.5)

5.3. Amplificador paramétrico

La amplificacién paramétrica (parametric amplification) es un efecto no lineal donde un pulso
de bombeo (pump) intenso induce dipolos eléctricos oscilatorios en los &tomos que forman el
medio en el que se propaga, haciéndolos oscilar a la misma frecuencia del pulso w,, que junto
con un factor de amplificacién sobre los dipolos hara que estos radien luz produciendo pares
de fotones enredados con frecuencias w; sefial (signal) y w; acompanante (idler) que cumplan
con las condiciones de empatamiento de fase (phase-matching conditions). El proceso de
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wz —~ wS
Wy | (@)
—) ws wp w’i
(a) (b)
L hwp
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W sy (2) W e Ws
X ——) wS
) CL)Z _______________________
(c) (d)

Figura 5.2: (a) Conversién paramétrica espontanea. El fotén de bombeo decae en dos fotones
senal y acompanante por la no-linealidad. (b) Representacién de los niveles de energia.
(¢) Amplificaciéon paramétrica, la senal (s) se amplifica y se crea el acompanante (i) por
conservacion de la energia. (d) Niveles de energia de la amplificacién paramétrica.

amplificacién puede ser estimulado por un pulso interactuante (signal) (5.2¢) o espontaneo
debido al ruido cuantico del vacio. La conservacion de la energia implica que

hew, = hws + hw;. (5.6)

Con lo anterior mencionado podemos entender la relacién del efecto Hawking andlogo y la
amplificacion paramétrica: Produccion espontanea o estimulada de pares de fotones entrela-
zados cuyo origen viene de la no-linealidad del medio en el que se propaga un pulso de luz
intenso [22, 43, 44].

El hamiltoniano que describe el proceso completamente cuantico conocido como conversion
paramétrica descendiente esponténea SPDC es [43, 44]

H = huyali, + hwsila, + hwiala; + ihx (a,,a;aj - a;asai) , (5.7)

donde y es la permitividad no lineal del medio. Este proceso implica la conversién del un
fotén de bombeo (p) en dos fotones (s) y (i), es decir, la aniquilacién del pulso de bombeo
para crear a senal y acompanante 5.2a, que en el hamiltoniano esté expresado por el término
dp&l&j, ademas debe incluirse su transpuesto conjugado de tal forma que el hamiltoniano sea

hermitiano, permitiendo que el proceso inverso sea posible.
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Suponiendo un pulso de bombeo es clasico y que no se ve afectado de manera significativa por
el proceso de conversion paramétrica descendiente espontanea [38, 43, 44|, el hamiltoniano
(5.7) se reduce al proceso de amplificacién paramétrica

A®N = jh Ay (a;aj - asaZ) , (5.8)

con A es la amplitud clésica del pulso de bombeo.

Las ecuaciones de evolucién de Heisenberg de los operadores de los modos senal y acompa-
nante [43] son

das(t) .4 da;(t)
T - AX% (t)7 T - Axas(t)v (59>

y sus soluciones son

i5(T) = 5(0) cosh & + @ (0) sinh €,
a;(€) = a;(0) cosh &€ + al(0) sinh €, (5.10)

donde 7 = xt y £ = Ar. Esto lo podemos escribir como una transformacién matricial general

para dos modos de la forma
G\ _ ¢ (G (5.11)
all al, )’ '

con C' la matriz de amplificaciéon paramétrica. De nuevo se imponen las condiciones de
conmutacion bosonicas y que la diferencia de niimero de fotones entre los dos modos es una
cantidad conservada. Esto permite encontrar la forma general de la matriz, que al igual que
el caso del divisor de haz nos restringimos a matrices reales eliminando los moduladores de
fase, por lo que ésta se puede ver como una matriz de rotacion hiperbdlica

_ (cosh{ sinh§
¢= (sinh£ coshf) ' (5.12)

La accién de un amplificador paramétrico se puede reescribir en términos de matrices de
rotacién en angulos de 7/4 y una compresién-estiramiento como

S (ex%(f) eXp?_g)) R, R= % (_11 D . (5.13)

La accién de (5.13) sobre las operadores cuadratura hace que éstas se compriman-expandan
con un factor de compresion €. Por esta razén, en QCV les llamamos compresores (squeezers)
a los operadores de amplificacion paramétrica.
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Asumamos que los modos sefial (s) y acompanante (i) se encuentran inicialmente en el
vacio, de manera que el estado cudntico inicial del sistema es [¢(0)) = |0), ® |0); = |0,0). La
evolucién del estado en el marco de Schrédinger es [43, 44]

(7)) = exp [AT (asj aaﬂ |O,O):sech(AT)itanh"(AT)]n>i®|n>s. (5.14)

n=0

Este es un estado comprimido de dos modos con A7 € [0, 1] el factor de compresién. Este es
un estado EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) [35, 44], el cual es producto de la amplificacion
paramétrica del vacio, es decir, se pueden producir fotones de forma espontanea, y como
resultado existe una alta correlacion entre los fotones producidos. En el espacio fase esto
hace que las cuadraturas de ambos modos estén entrelazadas.

Si nos interesamos solo por el modo senial (s) y trazamos sobre este subsistema a un operador
arbitrario F' con el estado EPR tenemos

(F(7))s = sech®(A7) ) tanh"(A7)(n| F|n),, (5.15)
n=0
Comparando (5.15) con el espectro de un estado térmico con temperatura T
ZP (n|F|n), —hpes Ze fnfws (n| F'|n), (5.16)

n=0

tenemos que el modo signal (s) se encuentra en un estado térmico con temperatura [22, 35,
43, 44]

hws
2kpIn [coth(AT)]’

T(r) = (5.17)

donde la dependencia del tiempo se debe al incremento del niimero de ocupacion de los
modos por la amplificacion.

5.4. Dispositivos 6pticos como operaciones gaussianas

En el capitulo anterior vimos que es posible parametrizar a un estado cuantico gaussiano
en términos de r y 0. Ahora queremos caracterizar el tipo de operaciones que acttian sobre
estos para describir la dinamica del sistema. Las operaciones 6pticas como el modulador
de fase, divisor de haz y amplificador paramétrico pertenecen a un tipo de funciones lla-
madas mapeos-CP (completamente positivos) u operaciones gaussianas. Estos son mapeos
lineales unitarios que actian sobre estados gaussianos como M : pg — M(pg) y mapean
estados gaussianos a estados gaussianos [38]. Este tipo de mapeos, también llamados canales
cudnticos, son generados por hamiltonianos cuadraticos (4.50) [39] y pertenecen al grupo
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de transformaciones simplécticas de la forma S = e®# (donde QH es el generador de la
transformacion), es decir, las operaciones gaussianas son equivalentes a transformaciones
simplécticas en el espacio fase. El operador correspondiente a S en el espacio de Hilbert esta

dado por S = exp (%fTﬁf‘>

El mapeo del estado cuantico (4.51) y de sus momentos estadisticos (4.60) es [38, 39

p—SpS,
r — ST,
o— SoST, (5.18)

con S = exp(QH) la transformacién simpléctica.

Dos tipos importantes de operaciones gaussianas son las pasivas y las generales. Una transfor-
maciéon simpléctica pasiva es aquella que conserva energia, y siempre se puede descomponer
como producto de moduladores de fase con divisores de haz, que como vimos anteriormen-
te, este tipo de operaciones conservan la intensidad [39]. Después tenemos el caso general
de cualquier transformacién simpléctica en cualquier nimero de modos se puede descompo-
ner como producto de moduladores de fase (5.1), divisores de haz (5.3) y de compresores
unimodales (5.12).

5.4.1. Generador de modulador de fase

Como toda transformacién simpléctica, el generador de un modulador de fase es de la forma
QHyro, pero de (5.1) se tiene que

R(¢) = "¢ = cos ¢l + sin ¢ = Hyr = I, (5.19)

por lo tanto, el hamiltoniano en el espacio de Hilbert es

1

] _ Tt o TaT
HMF_EI‘ HMFI'—

(¢ +1%), (5.20)

N —

1.
—1'r =
2
es decir, el oscilador armonico libre es el generador de la modulacion de fase pues este sistema
rota la fase de los modos en el espacio fase gracias a su dindmica oscilatoria [38, 39].

5.4.2. Generador de divisor de haz

La matriz de transformacion de un divisor de haz de un sistema de dos modos considerando
todas las variables canodnicas ¢’s y p’s del sistema es

cos © 0 sin © 0
0 cos © 0 sin ©
Sps(©) = B = —sin® 0 cos © 0 ’ (5.21)

0 —sin©® 0 cos O
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Figura 5.3: Circuito simpléctico de un divisor de haz de un sistema bipartita. La etiqueta
de cada modo es su frecuencia w, cada uno con dos grados de libertad en el espacio fase
(operadores canodnicos). La transformacién simpléctica actia sobre los momentos estadisticos
de un estado gaussiano para describir la evolucion del sistema.

El generador de la transformacion simpléctica asociada es 2Hgg tal que

0 0 10 0 0 01
0 0 01 0 0 10
_ QHps® _ _
B=c¢e = QHBS =121 0o 0 0 = Hpg = 0 —-10 0 (522)
0 -1 0 0 -1 0 00
Entonces el operador hamiltoniano es [38, 39]
3 L, N S SO
Hpg = irTHBSr = P1Go — Gopr = 1 <a1a2 — alaT) ) (5.23)

Este hamiltoniano nos muestra que el divisor de haz excita uno de los dos modos mientras
el otro se aniquila, este comportamiento es el esperado pues es justo lo que el material
semireflector del dispositivo hace en la reflexién y transmisién de un fotén y que el parametro
O nos dice con qué probabilidad se reflejara o se transmitira.

El circuito simpléctico de un BS es un diagrama que representa la mezcla de los modos como
en la figura 5.3. La transformacién simpléctica representada en este diagrama es (5.21),
donde se le denota por Sgg para hacer referencia a que es una transformacion simpléctica.
La evolucién de los modos del sistema bajo la accién de un BS queda determinada por
la transformacién de los momentos estadisticos segun (5.18) y en consecuencia, tendremos
momentos estadisticos del estado gaussiano de salida.

5.4.3. Compresor de un sistema bipartita

El hamiltoniano de este proceso es (5.8) y su matriz de transformacion es (5.12). La com-
presion sobre todos los operadores candnicos en un sistema bipartita es
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(a1, ") (g™, p™)
LR, — out
Ssa(€)
wi2rl - - wgut
(g5, 5" (5", p5™)

Figura 5.4: Circuito simpléctico de un compresor de un sistema bipartita.

cosh¢ 0 sinh¢ 0
_ 0 coshf 0  sinh¢

S(&)sa = sinh¢ 0 coshé 0
0 sinh& 0 cosh¢

(5.24)

Como el compresor es un amplificador paramétrico, su transformacion simpléctica nos dice
de forma implicita que los modos de salida estaran entrelazados y que se amplificaran. El
compresor es una transformacion simpléctica pasiva cuyo hamiltoniano no es positivo. Ya
mencionamos en la seccién 5.3 que el efecto sobre las cuadraturas es que estas terminan
estando fuertemente acopladas o entrelazadas y esto se ve reflejado en la no-positividad de
(5.8). En el siguiente capitulo se discutird de forma méas amplia la positividad del hamilto-
niano de un sistema y cémo es que ésta es un indicador de separabilidad y que la violacién
de esta propiedad indicard entrelazamiento, como es el caso del estado (5.14).

El circuito simpléctico de un compresor representado como en la figura 5.4 es una herramienta
visual que nos permite saber cuales son los modos de entrada que terminaran entrelazados
y amplificados.

Los circuitos simplécticos son una herramienta simple y ttil para comprender el proceso de
evolucion de los modos de un sistema y mas atn, nos permitiran modelar sistemas de grave-
dad analoga de forma sencilla una vez que se entienda qué papel juegan los divisores de haz
y amplificadores paramétricos en la produccién de pares de Hawking. Computacionalmente
este modelo es muy simple, pues la evoluciéon de un sistema cuantico se reduce a proponer
un estado inicial y calcular sus momentos estadisticos de entrada, obtener la matriz de dis-
persién como producto de transformaciones candnicas concatenadas y calcular los momentos
estadisticos de salida segun (5.18). El estado cudntico de salida puede ser muy complicado
de calcular, pero el parametrizarlo con ¥ y ¢ nos permite obtener la misma informacién
del estado de salida con solo calcular productos matriciales, con la certeza de que el estado
resultante sigue siendo gaussiano y toda la teoria de QCV que se ha presentado hasta ahora
sigue siendo valida.
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5.5. Modelo de agujeros negros o6pticos 0D

La amplificacién paramétrica y el efecto Hawking andlogo en fibras son similares, pues en
ambos existe creaciéon de pares de particulas entrelazadas, tanto de forma espontanea como
estimulada, ademds de que comparten las mismas transformaciones de Bogolyubov [22], por
lo que resulta natural cuestionarnos si existe una posibilidad de construir un modelo basado
en las operaciones gaussianas que nos permita estudiar aspectos de la fisica de la radiacion
de Hawking analoga. Este modelo al que llamamos modelo de circuitos simplécticos nos
permite construir el andlogo de agujero negro, agujero blanco, y el par agujero negro-blanco
para sistemas como el de condensados de Bose-Einstein (BECs) y en el que desarrollamos
en este trabajo, el andlogo en fibras 6pticas [16, 17, 22].

Las matrices de transformacion (5.1), (5.21) y (5.24) son como cajas negras, pues lo que
sucede dentro de los dispositivos 6pticos y el como es que de los pulsos interactiian entre
si es desconocido para nosotros, tnicamente proponemos cuales son los modos de luz de
entrada, después ocurre una transformacién en términos de operadores gaussianos sobre el
estado, y como resultado tenemos otro estado de salida. Tampoco sabemos dénde o cudndo
sucede la transformaciéon (0 dimensional) [43] por lo que podemos tomar a los modos de
entrada y salida en el pasado y futuro asintotico, respectivamente.

5.5.1. Circuito simpléctico de un agujero negro

El efecto Hawking en un BH astrofisico ocurre cuando hay modos con norma negativa y un
campo gravitacional intenso en el horizonte de eventos [2, 23]. La radiacién del BH hace que
disminuya su masa, sin embargo, como la pérdida es lenta se asume que la masa se mantiene
constante durante el proceso de emision. En el analogo en fibras ocurre lo mismo con el pulso
de bombeo, al formarse los pares su intensidad disminuye, pero el cambio es minimo, por
lo que la envolvente del solitén se considera fija [44]. Esto mismo es lo que se asume en el
amplificador paramétrico, entonces la intensidad del pulso de bombeo juega un rol parecido
al de la masa del agujero negro y el propio proceso de amplificacion paramétrica es el que
produce los pares de Hawking analogos. En otras palabras, un compresor de dos modos
es el que produce la radiacion de Hawking andloga en el modelo de circuitos simplécticos
[16, 17, 46].

Idealmente uno de los pares cae a la singularidad y otro es emitido como radiacion, sin
embargo esto no siempre ocurre. Ambas particulas estan sometidas al potencial gravitacional
intenso del BH y muchas de las veces la particula no podra escapar y caera a la singularidad.
Esta dispersion clasica llamada backreaction la podemos modelar en un circuito simpléctico
con un divisor de haz que permita que el modo asociado a la radiaciéon de Hawking andloga
pueda escapar del horizonte con una cierta probabilidad o que se transforme en otro pulso que
lo haga ir hacia la singularidad. Con estas dos operaciones gaussianas basta para construir
el circuito simpléctico del efecto Hawking de un BH mas general.

Para construir los circuitos nos basamos en las figuras 3.4 y 5.5. En el BH 6ptico el modo wi
(de norma negativa) y wi (de norma positiva) pueden estimular al modo w$™ asociado a la
radiaciéon de Hawking, por lo tanto estos dos modos deben pasar a través de un compresor
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Figura 5.5: Propagacion de los cuatro modos iniciales (in) y (out).

para crear al par de Hawking formado por los modos entrelazados wi™ y w$™. En este sistema
hay backreaction por la interaccién entre los modos wy™ y w§™, descrita matemdticamente
por un divisor de haz. Entonces el circuito simpléctico de un BH estd compuesto por un
compresor, seguido de un divisor como se muestra en la figura 5.6a. Este sistema puede
representarse en un diagrama de Penrose causal, presentado en la figura 5.6b, en el que el eje
horizontal representa la coordenada espacial y el eje vertical el tiempo. Los modos iniciales
wi' y wi® vienen del pasado asintdtico y se dirigen hacia el horizonte de eventos del BH,
mientras que el modo wi* proviene del interior del BH. Los modos wi® y wi* producen el par
de Hawking wi™ que cruza el horizonte hacia el BH y w3" que se emite como radiacion hacia
el futuro asintético. El modo wi no produce radiacién de Hawking estimulada, por lo que
este cruza el horizonte como wi. Parece contradictorio que este modo cruce el horizonte,
sin embargo, este no interacttia con el resto del sistema hasta su salida y pasa de largo. El

resto de modos no viajan a velocidades superiores a la del pulso de bombeo.

La matriz de transformacion simpléctica asociada al circuito del BH consiste en un compresor
que actta sobre los modos wi® y wy" como

cosh(éx) 0 0 0 0 0 sinh(én) 0
0 cosh(ég) 0 0 0 O 0 —sinh(&x)
0 0 1 000 0 0
sen=| 0 o o100 o | 6D
0 0 0001 0 0
sinh(&pr) 0 0 0 0 0 cosh(ép) 0
0 —sinh(§g) 0 0 0 0O 0 cosh(&x)

out out

y de un divisor de haz entre los modos ws™ y w§™ cuya matriz es
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Figura 5.6: Circuito simpléctico (a) y diagrama de Penrose (b) de un BH éptico. Circuito
simpléctico (c) y diagrama de Penrose (b) de un WH éptico. u es la velocidad de grupo del
pulso de bombeo.

10 0 0 0 0 00

01 0 0 0 0 0 0

0 0 cos(f) 0 — sin(6,) 0 00

BH 1 00 0 cos(6;) 0 —sin(#y) 0 0
Sps (0h) = 0 0 sin(6) 0 cos(6;) 0 00 |’ (5.26)

00 0 sin(6;) 0 cos(f;) 0 0

0 0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 0 0 1

de manera que el circuito simpléctico del BH esta dado por la matriz de dispersién

SBH = SBS(gl) : Ssq(gH)- (527)

Como la radiacién de Hawking analoga se produce por amplificacion paramétrica, entonces
la temperatura del de Hawking estd dada por (5.17), o de forma equivalente [22]

tanh(&y) = e ™/, (5.28)

donde v es la pendiente del perfil de velocidades del pulso en el horizonte del BH, que es
analogo a la gravedad superficial al caso astrofisico.
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5.5.2. Circuito simpléctico de un agujero blanco

Los modos wi y wi™ (que provienen de la regién interior del WH) pueden estimular al
WH para crear sus pares de Hawking. A diferencia del BH, los pares w$" y w{"™ del WH se
propagan en la misma direcciéon. En este sistema existe un acoplamiento entre los modos w{™*
v wi (que se dirige hacia el horizonte de eventos). Este acoplamiento produce backreaction,

es decir, que hay una probabilidad de que el modo w§" pueda caer hacia el WH y convertirse

en el modo wi. Esto implica que el espectro de radiaciéon de Hawking del WH sea el de un

cuerpo gris, al igual que el BH.

El circuito simpléctico del WH consiste compresor que actiia sobre los modos wi y wi® para
producir los pares de Hawking, dado por la matriz

cosh(éx) 0 0 0 —sinh(&y) 0 0 0
0 cosh(éyg) 0 0 0 sinh(é) 0 0
0 0 10 0 0 0 0
1
e I T A R D
0 0 00 0 0 0 1
—sinh(&q) 0 0 0 cosh(én) 0 00
0 sinh(ég) 0 0 0 cosh(éy) 0 0

seguido de un divisor de haz que acople a los modos Wi y w3 como se muestra en la figura

5.6c¢.

10 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0
0 0 cos(fy) 0 0 0 —sin(fy) 0
1 00 0 cos(f2) 0 O 0 — sin(fy)
Ses(2) =1 o ¢ 0 10 0 0 (5.30)
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 —sin(fy) 0 0 0 cos(6y) 0
00 0 —sin(fy) 0 0 0 cos(6s)
Entonces la matriz de dispersiéon del circuito es
Swi = Sps(0) - S (€n)- (5.31)

La propagacion espacio-temporal de los modos en el WH se representa en el diagrama de
Penrose de la figura 5.6d. De forma analoga al BH, para el WH tenemos la relacién de
temperatura de Hawking y frecuencia

tanh(&y) = e ™/ (5.32)

con —' la pendiente del perfil de velocidades del pulso en el horizonte de eventos.
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Figura 5.7: Circuito simpléctico del par BH-WH.

5.5.3. Circuito simpléctico del par BH-WH

El sistema formado por el par BH-WH con circuitos simplécticos describe el caso éptico del
soliton, donde tenemos ambos horizontes de eventos. El circuito simpléctico del par es se
muestra en la figura 5.7, que resulta de la unién de los circuitos del BH y WH. El modo win
formado en el BH puede estimular al WH con el modo. La matriz de dispersién del sistema

€S

S = Sps (1) - Ses(0:) - S5 () - Ssa(ém)- (5.33)



Capitulo 6

Cuantificacion del entrelazamiento
cuantico

La radiaciéon estimulada en fibras 6pticas se puede producir por dispersion como un efecto de
la electrodindmica clasica no lineal, sin embargo, la radiacién de Hawking analoga estimulada
puede ser un fenémeno cudntico, por lo que resulta natural preguntarnos cémo podriamos
distinguir si la radiaciéon emitida es debida a efectos clasicos o cuanticos. La respuesta esta
en el entrelazamiento. Los pares de Hawking producidos en la radiaciéon analoga tienen la
caracteristica de estar entrelazados, mientras que los haces producidos por dispersion clasica
no lo estan. En este capitulo se estudian los métodos para determinar si dos particulas estan
entrelazadas y como se puede calcular el grado de entrelazamiento bajo el contexto de la
teoria de variables cudnticas continuas. Primero se hablara de la entropia de von Neumann y
su interpretaciéon como una medida de entrelazamiento y veremos que su régimen de aplicabi-
lidad nos obliga a buscar criterios de separabilidad o entrelazamiento mas generales, como lo
es la negatividad logaritmica, basado en la violacion del criterio positividad de transposicion
parcial PPT (positivity of partial transposition).

6.1. Entrelazamiento cuantico

El entrelazamiento cuantico es una correlacion entre distintas partes que componen un siste-
ma, en el que el estado cuantico que lo representa no se puede factorizar en estados cuanticos
que describan cada una de las partes. Debido a esto, el realizar una operacion sobre una de las
partes provoca que el resto de ellas se vean afectadas indirectamente y de forma instantanea
por la mediciéon efectuada sin importar qué tan alejadas se encuentren, es decir, no es una
correlacion clasica. Por esta razén se dice que el entrelazamiento cuantico es una correlacién
mas alta a la permitida clasicamente.

Pareceria que el entrelazamiento viola la relatividad especial al ser instantaneo e independien-
te de la distancia, como si contradijera el principio de causalidad, sin embargo, dependemos
de este para garantizar si el estado esta o no entrelazado. Podemos hacer un ejercicio mental
en el que dos particulas interaccionan para quedar entrelazadas y después ser enviadas a
distintos lugares alejados entre si, donde dos observadores cuidaran de cada una ellas y las
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someteran a operaciones que afecten el estado cuantico de cada una. Cuando las particulas
estén entrelazadas y uno de los observadores (llamémosle Alicia) realiza una operacién sobre
su particula, modificard el estado cuantico de ambas y en consecuencia, la medicion del otro
observador (llamémosle Beto) también cambiard. Si inicialmente conocemos el estado del sis-
tema, es posible determinar cudl sera el resultado de la particula de Beto, el cual dependera
del resultado de la medicion en Alicia y viceversa. Para que los observadores sepan si existe
entrelazamiento deben comunicarse y confirmar que las predicciones y las observaciones con-
cuerdan, y la comunicacién solo puede darse a través de un canal clasico, como una llamada
teleféonica, un mensaje de texto o cualquier otra forma de comunicacion cotidiana. Estamos
forzados a recurrir a comunicaciones clasicas, de lo contrario hablar de entrelazamiento no
tendria sentido.

Matematicamente el entrelazamiento es sinénimo inseparabilidad. El espacio de Hilbert H al
cual pertenece el estado del sistema compuesto por n-partes es el producto tensorial de los
n-espacios de Hilbert distintos {Hy k € [1...n]}, es decir H = Q);_, H. Por supuesto, en el
espacio de Hilbert compuesto habra estados separables, es decir, que pueden factorizarse o
separarse en producto de estados de distintos espacios de Hilbert que componen al sistema
mediante operaciones locales y comunicaciones clasicas (LOCC por local operations and
classical communications). Esta es una técnica de informacién cudntica como la descrita
al inicio de la seccién, donde una operaciéon local se realiza en una parte del sistema, el
resultado obtenido se comunica por un canal clasico a otra de las partes para asi llevar acabo
otra operacién local dependiente de la informacién recibida [39]. Bajo esta técnica podemos
saber si un estado esta o no entrelazado. Un ejemplo de LOCC es el proceso de teleportacion
cuantica, en el cual es posible transmitir el estado cuantico de una particula a otra mediante
informacién clésica [47].

Los sistemas mas simples en los que puede haber entrelazamiento son los bipartitas, en
donde se analizan solo dos subsistemas A y B del sistema completo, cuyo espacio de Hilbert
es H = Ha ® Hg. El estado cudntico de un sistema bipartita p € Ha ® Hp es separable si y
solo si existen estados locales pa; € Ha y pB; € Hp, con j € 1,2,...,n y probabilidades p;
(con > ), o = 1), tales que admitan la descomposicién

p= ZPZ (Pag @ pBa), (6.1)

=1

bajo las condiciones de un LOCC antes descritas. Decimos entonces que un sistema bipartita
esta entrelazado si no es separable de la forma (6.1).

En las secciones siguientes discutiremos, sin pérdida de generalidad, los criterios de separabi-
lidad y entrelazamiento de sistemas bipartitas en variables cuanticas continuas sobre estados
gaussianos.

6.2. Entropia de von Neumann

El concepto de entropia nace en la termodinamica y gracias al desarrollo de la fisica estadis-
tica y de la teoria de la informacion se puede interpretar como una medida de la ignorancia
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del observador, cuyo precio hay que pagar al saltar de la descripcién microscopica a la ma-
croscopica de un sistema fisico. Un observador tinicamente puede conocer promedios de las
variables que definen un sistema, sin embargo, existe una cantidad gigantesca de configura-
ciones microscopicas del sistema que son compatibles con el estado macroscopico observado,
por lo que no podemos saber en cual de ellos estd en un instante dado ya que estos son
igualmente probables (principio de igualdad de probabilidades a priori). Esto implica que la
informacion sobre el estado microscopico del sistema en un instante dado se desconoce en la
descripciéon macroscopica, lo que equivale a perder informacion de las posiciones y momentos
de todas las particulas que lo componen.

En teorfa de la informacién, dado un mensaje X (la coleccién de todos los mensajes posi-
bles) con un grado de indeterminaciéon dado por la variable aleatoria x (ntimero de estados
posibles) compuesto por una cadena de caracteres con probabilidad asociada p,, la entropia
de Shannon (andloga a la entropia de Gibbs [48]) es

S(X) == p.log,(ps). (6.2)

la cual nos dice el nimero de bits clasicos por caracter necesarios para especificar a x por
completo [39], por lo que S(X) es un indicador de qué tan incierta es la variable x. En otras
palabras, la entropia es proporcional al logaritmo del todos los estados posibles del mensaje
[48]. Si hablamos de un sistema fisico en el que el ensamble X consiste en una cantidad
enorme de microestados compatibles con el macroestado (del orden de 101028), la entropia es
el nimero de bits por caracter necesarios para especificar por completo a x de forma univoca
en el limite asintético de cadenas infinitamente largas [39].

De forma similar, la informacién contenida en un estado cudntico p nos dice cudntos qubits
(estados cuédnticos de dos niveles) se necesitan para representar de manera univoca al estado
p en el limite asintético de sistemas fisicos en el ensemble. La entropia cuantica esta dada
por

S(p) = —Tr(plog, p) (6.3)

a la cual se conoce como entropia de von Neumann y caracteriza el contenido entropico
de un estado cuantico: entre mayor sea, mas mezclado estara en comparacion de uno de
menor entropia. Es facil ver si el estado cuantico es un proyector en un espacio de Hilbert
de dimensién 1, pues su entropia serda S = 0 [39].

Un estado global cudntico bipartita puro se puede separar de la forma (6.1) si y solo si
los estados cuanticos asociados a cada subsistema son también puros y la entropia de von
Neumann de estos estados es cero. En caso de que esta sea distinta de cero, entonces el
estado global esta entrelazado, es decir, la entropia de von Neumann es un a medida de
entrelazamiento cudntico, sin importar sobre cudl subsistema se trace [39].
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6.3. Criterio de Peres-Horodecki

La determinaciéon de separabilidad de un estado puro es sencilla si este admite una descom-
posicién Schmidt (6.1), donde es necesario conocer los espectros de cada susbsistema, esto
puede ser muy complicado de conocer o inclusive imposible. En el caso de estados mezclados
el criterio de separabilidad no es tan sencillo, ya que si bien la entropia es un indicador de
entrelazamiento, no es el inico ni el mas simple. Un estado mezclado global bipartita puede
no estar entrelazado entre los subsistemas y estar entrelazado de forma local, por lo que usar
la entropia de von Neumann como criterio medida de entrelazamiento en casos de este estilo
resulta inttil. Una forma de resolver este problema es mediante el criterio de Peres-Horodecki
(también llamado criterio PPT, por positive partial transposition), que nos da una condicién
suficiente para saber si un estado mezclado esta entrelazado [37, 39, 40, 49].

6.3.1. Transposicién parcial

Un método mas general para determinar si un sistema bipartita mezclado estd entrelazado
consiste en el estudio de un tipo de mapeo del estado conocido como transposiciéon parcial.
La idea principal de este método consiste en medir el grado en el que la transposicion parcial
sobre uno de los subsistemas deja de ser positiva [40].

Sea un estado general p de un sistema bipartita en Ha ® Hp dado por

p=>_ pali) (il k), (6.4)

i,5,k,l

la transposicion parcial respecto al subsistema B se define como [49]

i = (Lo T)(0) = 3 pilid (il © (KT = S sl Gle Dkl (6.5)

1,5,k 1,9,k

Sea p con dimHa = n y dim Hp = m y este admite una representacion matricial por bloques
m X n

All A12 e Aln

“ A21 A22 e A2n

P = : : . : ’ (6.6)
Anl AnQ e Ann

cada submatriz de dimensién m. La matriz transpuesta parcial respecto al subsistema B es

Ail A% . Ain
Al AL ... AL
A R (6.7)

T T ... T
Anl AnQ Ann
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Cualquier estado p que no pueda escribirse de la forma (6.4) no es separable, o equivalen-
temente, estd entrelazado. El superoperador (Z4 ® T') pertenece a la clase de mapeos-CP
(completamente positivos). Un mapeo-CP debe cumplir con las propiedades de: (i) lineali-
dad, (ii) preservar la traza para que la suma de probabilidades siga siendo 1, (iii) positividad
(p(p) > 0 si p > 0, tal que la regla de Born mantenga valores positivos de probabili-
dad después de un proceso dindmico) y (iv) completamente positivo (p ® Z (|¢)(¢]) > 0,
V|Y) € Ha ® Hp, donde Z (1) ()|) es el superoperador identidad en Hp) [39].

6.3.2. Criterio PPT y entrelazamiento

La transposicion parcial mapea un operador de densidad a otro operador de densidad. El
criterio PPT estipula que si hay entrelazamiento entre los subsistemas, entonces la matriz de
densidad pT no es definida positiva, es decir, que tiene eigenvalores negativos [37]. La prueba
se basa en el teorema 2 de Horodecki et al., [49]; dado p € Ha®@Hp de dimension 2x2 o 2x3.
El estado es separable si para cualquier mapeo positivo M : M — Mp (Ma y Mg son los
conjuntos de operadores que actiian en H, y Hg, respectivamente), el operador (Z4 ® M)p
es positivo y el estado es separable [37, 49]. La transposicién parcial p’8 es el tinico mapeo
positivo capaz de generar eigenvalores negativos. Si esto ocurre se viola el criterio anterior y
se tiene una condicion suficiente de entrelazamiento, es decir, si la matriz parcial transpuesta
pIB tiene eigenvalores negativos, entonces el sistema estd entrelazado.

6.3.3. Negatividad logaritmica

El criterio de Peres-Horodecki nos permite construir funciones de correlacion. Una de ellas
es la negatividad, definida como

N(p) =5 (llo" Il = 1) (6.8)

N —

donde ||Al]; = Tr|A| = Trv AAT es la norma de un operador, definida como el valor absoluto
de la suma de sus eigenvalores y el subindice indica el valor total de la suma. Si el estado
es separable entonces N = 0, de lo contrario el estado estd entrelazado [37, 40, 50]. La
negatividad es una funcién monotona pues el entrelazamiento no aumenta bajo LOCC.

Otro indicador de entrelazamiento es la negatividad logaritmica definida como
Ex(p) = logy [[p"[|1 = logy[1 + 2N (p)]. (6.9)

La negatividad logaritmica es monotona creciente, es decir, valores mayores de Ejs indican
mayor entrelazamiento. Si Er = 0 el estado tiene transpuesta parcial positiva y es separable,
pero si By > 0 esta entrelazado. La negatividad logaritmica es una funcién monétona (no
crece bajo LOCC) de entrelazamiento cuantico, por lo que un valor alto de negatividad
logaritmica corresponde a un estado mayormente entrelazado. Esta funciéon no tiene una
interpretacion clara, sin embargo, nos ofrece una forma de medir entrelazamiento ya que se
puede evaluar de forma exacta [39)].
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6.4. Separabilidad y entrelazamiento de estados gaus-
sianos

La negatividad logaritmica es la funciéon que se usa en este trabajo para cuantificar qué tan
entrelazados estan los pares de Hawking analogos. En los capitulos 4 y 5 se desarrollé la teoria
del anédlogo 6ptico en términos de estados gaussianos en QCV y con circuitos simplécticos
bajo la parametrizacién en r y o, pero (6.9) esta en términos de p, por lo que ahora hay que
traducirla en términos de los momentos estadisticos. Inicialmente los estados de entrada en
la fibra no estan entrelazados, por lo que (6.8) y (6.9) seran nulos, sin embargo, la accién de
los compresores en los horizontes de eventos del BH y WH produciran los pares de Hawking
entrelazados. La matriz de covarianza del estado gaussiano de salida tendra correlaciones en
las submatrices fuera de la diagonal y son correlaciones de subsistemas a pares. Los resultados
obtenidos en este trabajo sobre el entrelazamiento de la radiacion de Hawking se presentan
en el siguiente capitulo. Ahora se concluye con el procedimiento para calcular la negatividad
logaritmica.

La matriz de covarianza de un sistema bipartita entrelazado se puede descomponer en sub-
matrices como

A OAB
_ , 6.10
o (OLB UB) (6.10)

con o4,0p las matrices de covarianza local de un solo modo y o4 la correlacion de ambos
modos. Cuando o5 = 0 el sistema es separable como en (4.83), pero este caso es trivial
al ser el del estado inicial que sabemos y es separable. El primer momento estadistico r, es
afectado por LOCC y cualquier cantidad que sea modificada no puede ser usada como medida
de entrelazamiento, pues no queremos que el resultado sea afectado por los observadores.

6.4.1. Negatividad logaritmica para estados gaussianos

Dos criterios suficientes para garantizar la separabilidad de un sistema bipartita es que se
cumpla que o > 1 (que el eigenvalor mas pequeno de o sea mayor a 1) o que detosp > 0,
sin embargo, hay una forma computacionalmente mas sencilla y mas general de saber si hay
entrelazamiento, a través de la representacion del estado gaussiano de n-modos (4.61) en
términos de los eigenvalores simplécticos de la matriz de su covarianza (4.62) [39]:

5= 2 A -1
(Xl) (; A+ 1 (Al+1) |”>”<”|>

=

A A

SDx. (6.11)

pc = DLST

Para calcular Ejy como en (6.9) debemos obtener la traspuesta parcial (6.11). Esta queda
como

& (232%%&)”(74)] SDx, (6.12)
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donde {/_\l|l =1,...,n+ m} es conjunto de eigenvalores simplécticos de la matriz de cova-

rianza parcialmente transpuesta o’ la cual se obtiene mediante

ol =ToT, T = éﬂg ®égz.
j=1 Jj=1

La norma de pg resultante de tomar (6.12) resulta en

>/|| —

n+m
o8l = T1 max{l,
j=1

)

La negatividad logaritmica queda como [39-41]

m-+n

Ey = Z max {0, — log,(\) } -

k=1

(6.13)

(6.14)

(6.15)

En particular nos restringiremos a calcular el entrelazamiento en sistemas bipartitas corres-
pondiente a los pares de Hawking, basta con analizar la matriz reducida de o a pares de los
modos de interés. Para calcular la negatividad logaritmica del caso general bipartita (6.10) es
necesario obtener los eigenvalores simplécticos A’s, que resultan ser soluciones del polinomio

(37, 40]:

M+ (detoy + detog — 2deto45)A* + deto = 0,

las soluciones de esta ecuaciones vienen a pares como =£i;.

(6.16)
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Capitulo 7

Modelos analogos con circuitos
simplécticos

En el capitulo 5 se construyeron los circuitos simplécticos mas generales de analogos de BH,
WH y el par BH-WH partiendo del caso astrofisico. En este capitulo usamos estos circuitos
con los que se obtienen resultados sobre el nimero promedio de particulas producidas y el
entrelazamiento entre los pares de Hawking con la teoria de estados gaussianos en QCV.
El algoritmo numérico que se sigue en todos los casos presentados es el mismo: Primero
proponemos los momentos estadisticos T y o del estado gaussiano de entrada o input,
luego los mapeamos al estado gaussiano de salida o output r°"* y ¢°" mediante la matriz
de dispersién asociada al circuito simpléctico de interés. A estos los podemos reducir a los
subsistemas que componen al sistema (sistemas locales) para obtener el niimero promedio
de particulas producidas en cada modo. Con las matrices reducidas de la matriz de cova-
rianza podemos calcular el entrelazamiento de los sistemas bipartitas asociados a los pares
de Hawking. Finalmente, mediante el criterio PPT obtenemos los eigenvalores simplécticos
de la transposicién parcial para poder calcular la negatividad logaritmica.

Los resultados presentados a continuacién se obtuvieron al estudiar cada uno de los circuitos
con composiciones de estados gaussianos de entrada presentados en la tabla 7.1.

7.1. Circuitos analogos opticos

En el capitulo 5 se construyeron los arreglos de circuitos andlogos minimos para describir
el efecto Hawking més general (figuras 5.6a, 5.6¢ y 5.7). Estos consisten en arreglos de
amplificadores paramétricos que producen los pares entrelazados, y divisores de haz, cuyo
propésito es describir el proceso de dispersién entre modos acoplados (backreaction). El
modelo ideal de WH consiste tinicamente en un amplificador paramétrico tal que la radiacién
emitida es la de un cuerpo negro, pero el introducir el divisor de haz al circuito disminuye la
eficiencia por un segundo proceso de dispersién, y la produccion de radiaciéon estarda mermada,
por lo que emisién de un cuerpo gris. Como ya sabemos, los circuitos de BH, WH y el par BH-
WH sufren de backreaction, por lo que son todos cuerpos grises, sin embargo, se ha observado
que la interaccion del modo wy con el resto de pulsos es tan baja, que la probabilidad de

7
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Estado r o
Vacio (0,0) P
Coherente | (qu,Pa) I,
Comprimido | (0,0) diag(e?, e™%)
Térmico (0,0) | diag(2n+1,2n+1)

Cuadro 7.1: Momentos estadisticos de estados gaussianos unimodales.

que se disperse al modo en algin otro es practicamente nula [17, 20], de hecho, lo usual es
eliminar el modo wy de los analisis tedricos y experimentales. Con esta condicién podemos
eliminar los divisores de haz de nuestros circuitos, como se muestra en las figuras 7.1b, 7.1d
y 7.4.

Comenzaremos por el estado gaussiano mas simple en el que todos los modos de entrada se
encuentran en el vacio. Para este caso en particular enfatizaremos los pasos mencionados en
el algoritmo con la finalidad de demostrar algunas de las propiedades de estados gaussianos
y transformaciones simplécticas vistas en los capitulos anteriores. En el resto de casos solo
presentaremos los resultados, pues el algoritmo es siempre el mismo.

7.2. Entrada: estado de vacio

Supongamos que los cuatro modos de entrada en la fibra se encuentran en el estado de vacio.
De la tabla 7.1 y de (4.83) tenemos que los momentos estadisticos son

4 im
"=Prr=0ecR’, M=) =1 (7.1)
j=1 j=1

Este estado gaussiano en cualquiera de los circuitos producira radiaciéon de Hawking espon-
tanea. Ahora hagamos evolucionar este estado en cada uno de los circuitos.

7.2.1. Circuito BH con estado de vacio

El modelo de BH descrito aqui consiste en un compresor con los modos de entrada wi® y
wyt v los modos de salida w$™ y wi™. El modo w§"™ es el de radiacién de Hawking como se
muestra en 7.1b. Al eliminar la dispersion clasica, el modo ws no interactia con ningtn otro,

como se observa en el circuito de la figura 7.1b.

El estado inicial no esta entrelazado ya que su matriz de covarianza es diagonal con A\; = 1, Vj.
El efecto Hawking ocurre cuando el estado inicial (7.1) es transformado por la matriz de
dispersion asociada al circuito simpléctico 7.1b. Esta transformacion esta dada por la matriz
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We  m—) ) w§“t (HR)

out

—) (4

1 —————————————————————— wént

(c) (d)

Figura 7.1: (a) BH en una fibra éptica. (b) circuito simpléctico del BH dptico en el que se
desprecia la dispersion por backreaction. (c) WH en una fibra éptica. (d) Circuito simpléctico
del WH sin backreaction.

cosh (&) 0 0 0 0 0 sinh(&y) 0
0 cosh(¢g) 0 0 0 O 0 — sinh(&p)
0 0 1000 0 0
0 0 0100 0 0
0 0 0 001 0 0
sinh(&p) 0 0 0 0 0 cosh(&y) 0
0 —sinh(ég) 0 0 0 O 0 cosh(&x)

la cual actiia como compresor para el par de modos (wi"|wi) y es el operador identidad para
(wi|wy). Los momentos estadisticos se transforman como en (5.18), entonces se tiene

o = Sy (ég)t" = 0, (7.3)

(HR)
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0" = Siq(Eu)Is ST, (En)

cosh(2¢p) 0 0 0 0 0 sinh(2&y) 0
0 cosh(2&y) 0000 0 —2sinh(&y) cosh(&x)
0 0 1 000 0 0
B 0 0 0100 0 0
n 0 0 0010 0 0
0 0 0 001 0 0
sinh(2¢x) 0 00 0 0 cosh(2) 0
0 —2sinh(&yg)cosh(ég) 0 0 0 0 0 cosh(2&y)

(7.4)

La matriz de covarianza de salida se puede escribir en términos de las submatrices de cova-
rianza de cada subsistema local, es decir, de cada uno de los modos y de sus correlaciones
como se sigue

in out out out out
le 0 O 0 le O-w1,2 Uw1,4 le,s
in out out out out
o — 0 Oy 0 0 —y gout — Owyr Owy  Twpa Twng (7 5)
- O 0 O_in 0 - 0.0ut O.out Uout O.out ’ .
w3 w4,1 w4,2 w4 w4,3
m out out out out
0 0 0 o, Oosi Tons Tina Oiy

donde las submatrices fuera de la diagonal cumplen con Uout = (JO‘lt )T y son las correlaciones.

Cuando estas submatrices son no nulas significa que hay entrelazamiento entre pares de
modos.

Particulas emitidas

Con los momentos estadisticos de salida podemos calcular el nimero promedio de fotones
por unidad de tiempo por frecuencia producidos en cada subsistema con la ecuacion [16, 41]:

1 1
(ng") = ~Trod™ + 1" - (£7")7 — -, (7.6)
g 4 2
entonces
nost = ny = sinh?(&y),
nd™ = n, = sinh®(&y),
ng‘;t nout =0, (7.7)

donde nd'* = ny, refiriéndonos a que se trata del modo asociado a la radiacién de Hawking y

not = ny, en referencia al compatiero (partner de Hawking). En los modos (w§™|w§"*) no hay

produccién de fotones, tal como se esperaba, pues ninguno de estos modos se ve amplificado

por el compresor, por lo que el nimero de fotones de entrada y salida es cero. El promedio
out out

de fotones en los modos w™ y wi™ es idéntica. En este caso es el vacio el que se amplifica
y se crean pares al mismo ritmo en ambas salidas. El modo 3-out es el de la radiacién de
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Figura 7.2: Estado de vacio. (a) Promedio de nimero de fotones producidos por el BH (y WH)
en el estado gaussiano de vacio como funcién de &y. (b) Negatividad logaritmica entre los
pares de Hawking del BH (WH). (c) Promedio de niimero de fotones por unidad producidos
por el circuito par BH-WH. (d) Negatividad logaritmica entre los pares de Hawking de cada
horizonte en el circuito BH-WH.

Hawking y 1-out es el companero de Hawking que cruza el horizonte. Como en el BH no hay
backreaction si despreciamos wq, entonces el espectro deberia ser de cuerpo negro. Esto se
verifica considerando la relacién tanh?(&y) = e/ y sustituyendo en (7.7) se obtiene la
distribucion planckiana

out _ 1
w3 ew/TH _ 1’

ng=n (7.8)

es decir, que la radiacion de Hawking es térmica.

El promedio de niimero de fotones depende del factor de compresion {g. Entre mayor sea el
factor de compresion, mayor sera el nimero de pares producidos, es decir, que la interaccién
entre los pulsos de prueba-bombeo sera mayor, lo que propicia el incremento en la produccion
de pares, como se ve en la figura 7.2a.

Entrelazamiento

Las submatrices de correlacién entre el par de modos (wi"|w$™) no son nulas, por lo que

existe entrelazamiento en esta biparticion. Esto ya se esperaba, pues ya sabiamos que el
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BH

Figura 7.3: Parte imaginaria de los eigenvalores simplécticos del subsistema 7"%. El eigen-

valor A_ < 1,V&y, por lo que hay entrelazamiento.

compresor se encarga de producir pares de fotones entrelazados. La matriz de dispersion
mapea al estado gaussiano en otro estado gaussiano pues esta matriz es una transformacion
simpléctica en el espacio fase. Los estados gaussianos se caracterizan por tener matrices de
covarianza definidas positivas, y su espectro simpléctico cumple con la condicion (4.63). Se
tiene que o°" = Syq(§m)Is ST, (€m) como en (4.62), por lo que los eigenvalores simplécticos
del estado son \; = 1 y estd ocho veces degenerado. Para calcular el entrelazamiento de los
pares de Hawking es necesario reducir la matriz de covarianza c° a la del sistema bipartita
enredado de la forma (6.10). La matriz reducida para los modos 1-out y 3-out es

out out
out __ le O-wlyg,
O1_3 = (O.glg’tl 0.3131‘5 ) ) (79)
donde
O_out — O_Out — COSh(2£H) 0 out __ Slnh<2£H) 0
w1 s 0 cosh(2&y) )7 91 0 —2sinh(&y) cosh(én) /-
(7.10)

Para obtener el espectro simpléctico de la matriz de covarianza transpuesta ¢ usamos la

ecuacién (6.16) y como resultado tenemos los eigenvalores

\/sinh(2&) — cosh(2&x) /—sinh(2&y) — cosh(2&y)

+i\ =+ - =4 .
+(&a) \/sinh(&am) + cosh(2&) (€) \/cosh(2x) — sinh(2&y)
(7.11)
De (6.15) tenemos que la negatividad logaritmica es
Ey=FO)+ F(\), (7.12)

con
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O, si )\i >1
F(ly) = i (7.13)

—logy(As), si AL < 1.

Solo hay entrelazamiento si se cumple que A: < 1. Vemos que esto lo cumple el eigenvalor
A_ como se puede ver en la figura 7.3.

Vemos en la figura 7.2b que el entrelazamiento aumenta de forma mondtona con el factor de
compresion de £g. No hay entrelazamiento cuando &g = 0. Este es el caso de propagaciéon
libre de los modos en la fibra donde no hay compresores, entonces no hay ningin proceso
que produzca entrelazamiento ni pares de fotones. La intensidad de interaccién depende del
factor de compresion, que as su vez depende de la amplitud del pulso de bombeo y de la
no-linealidad del medio. En cuanto mayores sean estos, mayor sera el entrelazamiento y por
ende, mayor certeza de que la radiacién que se estd emitiendo es de Hawking.

7.2.2. Circuito WH con estado de vacio

Al eliminar el divisor de haz, eliminamos el acoplamiento entre los modos wi y Wi, es decir,
que ahora el WH es simétrico al BH, por lo que los resultados que se presentados en la
seccion anterior aplican también para el WH.

En todos los casos se observd que los resultados de nimero promedio de particulas y de
negatividad logaritmica entre los pares de Hawking es el mismo para los circuitos de BH y
WH cuando eliminamos backreaction, con la diferencia entre los modos de entrada y salida
en ambos circuitos si consideramos los cambios wi® — wi’ W — W™ y WPt — W, Por
esta razén solo se presentan los resultados del BH de aqui en adelante.

7.2.3. Circuito BH-WH con estado de vacio

La dindmica del sistema considerando el par BH-WH cambia debido a la interaccién de los
pulsos con ambos horizontes. En este caso se produce efecto Hawking espontaneo en el WH
por el modo wi y una amplificacién producido por el modo wi™ producido por el BH. Esto
implica que el nimero de fotones producidos en el WH debe superar a los producidos por
el BH. Sabiendo que el compresor amplifica el nimero de fotones de entrada, y siguiendo
la trayectoria de los modos en el circuito 7.4, podemos estimar en qué modos habra mas
o menos intensidad. El BH produce radiacién térmica (7.8). El modo wi® se amplifica por
el BH y cae la regién entre horizontes como wi™. Luego estimula al WH, provocando una
amplificacién de si mismo al salir del WH y también amplifica a w3, entonces debe cumplirse

que ng"™ < ny™ < ng"*. El promedio de fotones en cada modo de este sistema son
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Figura 7.4: Circuito simpléctico del par BH-WH. Este resulta de la figura 5.7 al despreciar
la dispersion backreaction.

not = %[3 + cosh(2&y)] sinh? (&),

out __
Ng, =0,

nd™ = ny = sinh®(&y),

n" = cosh?(&y) sinh? (&x).

w4

(7.14)

En la figura 7.2c¢ se muestra el nimero promedio de fotones producidos y vemos que se cumple
la prediccion. Cabe resaltar que se intuyo el cémo se amplificarian los modos con tan solo
ver el circuito simpléctico y entendiendo el proceso de amplificacién paramétrica, mostrando
asi su gran utilidad a pesar de ser simple. En este caso se cumple que nd"* = nf}f +ndtt, es
decir, que hay conservacién de la norma en el proceso de dispersién [20].

El entrelazamiento del par (w$"*|w3") en el circuito de BH (figura 7.7) con el circuito BH-WH
(figura 7.2d) no cambia, pues no hay ningin pulso producido en el WH que lo modifique. Sin
embargo, la negatividad logaritmica del par (w$"*|wi™) decrece con el aumento del factor de
compresion (figura 7.2d). Esto parece contradecir lo mencionado en la seccién anterior, pero
no es asi. El WH produce radiacion de Hawking espontanea y los pares producidos deberian
tener un entrelazamiento monoétono y creciente como en el BH, sin embargo este disminuye

cuando la estimulacién es provocada por radiacién térmica proveniente del BH [16, 17].

Para entender como la radiacién térmica produce decoherencia, en la ref. [16] se presenta un
ejemplo de un sistema bipartita inmerso en un bano térmico y comprimido en uno de sus
modos. La matriz de covarianza es

o™ = (1 + 2neny)diag(e®?, e, 1, 1), (7.15)

donde n.,, es el promedio de niimero de fotones térmicos en el ambiente o en el banio térmico
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Figura 7.5: Disminucion y extincion de entrelazamiento debido a la radiaciéon térmica, donde
Nenv €8 €l promedio de fotones del ambiente.

donde se encuentre inmerso el sistema. La negatividad logaritmica de este estado es
Exn = max {0, — 1og,[(2neny + 1)ee ]} . (7.16)

La negatividad logaritmica no solo disminuye con ne,y, si no que se hace nula, destruyendo
el entrelazamiento., como se observa en la figura 7.5. La radiacién térmica del modo wi™

estimula al WH y a su vez, disminuye el entrelazamiento.

7.3. Entrada: estado coherente

Ahora supongamos que en el modo wi® se envia un estado coherente para estimular al BH

1
el resto de los modos de entrada estan en el estado de vacio. Los momentos estadisticos de
este estado gaussiano son

I = (4a: a:0,0,0,0,0,0) @ =go+ips, 0" =Is (7.17)
El ntimero promedio de fotones del estado coherente de entrada es
ng, = ¢o + o = |af. (7.18)

Este resultado nos ayuda a modular el nimero de fotones de entrada. Tenemos que o =
Qo + Do = |a|e®, con |a| = \/Ga T Pa.

7.3.1. Circuito BH (o WH) con estado coherente

La matriz de covarianza inicial del este estado es igual a la del caso anterior (7.1), por lo que
la matriz de salida también es (7.4). El primer momento estadistico de salida es
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Figura 7.6: (a) Promedio de ntimero de fotones por unidad tiempo por unidad de frecuencia
producidos por el BH (y WH) para un estado coherente de un fotén en el modo wi® como
funcién de &y. (b) Promedio de fotones como funcién producidos en el circuito BH-WH con
un fotén de entrada en wi.

" = (g, cosh(&q), pa cosh(€x),0,0,0,0, go sinh(€y), —pa sinh(&gy)). (7.19)

La matriz de covarianza es idéntica al caso del vacio, por lo que 0" es (7.4). Entonces el
numero promedio de particulas de salida es

”Zlit = (pi + qi) cosh2(§H) + Sinh2(§H) = nifl + (n:fl +1) sinhz(fH),
not =ny = (p2 +q2 + 1) sinh?(&y) = (), + 1) sinh?®(&y),
no' = ot =0, (7.20)

w2 wq

Un caso aplicable en laboratorio es el de un estado coherente de un fotén de entrada. El
estado de nimero |1) no puede usarse como entrada pues por definicién no es un estado
gaussiano: no es el estado base del hamiltoniano del oscilador armoénico libre y su funcion de
Wigner no es una funciéon gaussiana en el espacio fase. El estado coherente de un fotén se
logra si nif‘l = |a|? = 1. El promedio de ntimero de particulas producidas por efecto Hawking
con esta condicién, usando (7.20), resulta en

not =, =1+2 sinh?(&y),

w1

nl" = ny = 2sinh’(&y). (7.21)

w3

Observamos que el promedio de fotones producidos en w{" es mayor al de radiacién de

Hawking w$" por un fotén. Este fotén extra es el que enviamos en la entrada wi® y sale
en w{" con una amplificaciéon. La produccién de pares de particulas es la misma en ambos
canales de salida. Comparando (7.20) con (7.7) vemos que el ritmo de amplificaciéon de pares
del foton coherente duplica al del vacio. El ritmo de amplificaciéon depende de cuantos fotones
de entrada enviemos en el canal, tal como se ve de (7.20). Entre méas fotones enviemos de
entrada, mayor serd la amplificacion en ambos canales, pues cada uno de ellos debera ser

amplificado.
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Entrelazamiento

Sabemos que el entrelazamiento no puede depender de cantidades que se puedan modificar
por LOCC, por lo que el primer momento r no juega ningtn papel en el calculo del entre-
lazamiento, solo importa . De la tabla 7.1 vemos que el estado vacio y el coherente tienen
misma matriz de covarianza sin importar el niimero de fotones inicial. Recordemos que un
estado coherente se define como un desplazamiento del vacio y el desplazamiento estéd refle-
jado en T, por lo que ambos estados gaussianos tienen misma matriz de covarianza, es decir,
el entrelazamiento en ambos casos es el mismo. No importa si los estados de entrada wi® y
Wi en el compresor son estados de vacio o coherentes, los pares de particulas producidos
tendran el mismo grado de entrelazamiento. Més atin, no importa el niimero de fotones del
estado coherente inicial, ni cuantos fotones se produzcan por amplificaciéon paramétrica, el
entrelazamiento entre el par de Hawking siempre sera el mismo.

7.3.2. Circuito BH-WH con estado coherente

De nuevo observamos un incremento en los promedios de fotones producidos (figura 7.6b) en
comparacion con el estado de vacio (figura 7.2¢), pues depende del ntimero de fotones inicial.
La negatividad logaritmica toma los mismos valores que en el caso del vacio (figura 7.2d).

Para este estado de entrada se cumple que nd"* ~ ng‘;t +n2", para valores de £y < 2, y para
valores superiores se alcanza la conservacion de la norma. El proceso de conversion de modos
de frecuencia positiva a negativa produce particulas. Recordemos que eliminamos el proceso
de backreaction entre los modos w; y ws. Si consideramos esta interaccion, obtendriamos un
ntmero mayor de particulas y asi obtener conservacién de norma. Aun asi, esta interaccién

es irrelevante para el estudio de la radiaciéon de Hawking.

7.4. Entrada: estado comprimido

Se propone ahora un estado inicial con el modo wi® con un vacio comprimido. Los momentos
gaussianos de este estado son

4
=P =0eR%, o™ =diag(e®,e >, 1,1,1,1,1,1). (7.22)
j=1
El factor de compresiéon s es independiente del factor &y de los compresores del circuito.

7.4.1. Circuito BH (o WH) con estado comprimido

Como antes, obtenemos numéricamente el promedio de fotones producidos y el entrelaza-
miento entre el par de Hawking. Para el caso del circuito BH obtuvimos varios resultados
de estos variando el factor de compresion s del estado inicial. El promedio de particulas
producidas es
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1
o — T [(e72* + ) cosh®(&u) + cosh(2&x) — 3],
1
ni}gt = 1—16728 (628 + 1)2 Sinh2(£H)7
o — ot g, (7.23)

En la figura 7.7a vemos el nimero promedio de fotones producido. Se observa que hay un
aumento del promedio de particulas dependiente del factor de compresion inicial. Cuando
s = 0 se recupera el caso del vacio de la figura 7.2b. Cuando s > 0 el promedio aumenta, es
decir, la intensidad de particulas del par de Hawking se puede aumentar atin més si el modo
de entrada esta comprimido.

Con la negatividad logaritmica ocurre lo mismo. En la figura 7.7b se observa como el en-
trelazamiento aumenta cuando proponemos factores de compresion cada vez mas grandes.
Este efecto también se reporta en las refs. [16, 17]. Esto es importante, pues recordemos
que para garantizar que la radiacion emitida por la interaccion de los pulsos es de Hawking,
esta debe estar entrelazada. Si enviamos luz comprimida tenemos méas entrelazamiento y en
consecuencia, mayor certeza de que el efecto Hawking se manifieste. Un estado coherente
comprimido en wi® es un estado gaussiano que tiene misma matriz de covarianza que el el
vacio comprimido y tendriamos los mismos resultados.

Todos los céalculos numéricos referentes al caso comprimido presentados en la figura 7.7
se hicieron para factores de compresion s > 0 en donde la cuadratura ¢ se expande y p
se comprime, y para s < 0 donde ocurre lo contrario. El nimero promedio de fotones y
entrelazamiento en cualquiera de los circuitos es el mismo sin importar el signo de s, por lo
que no importa cual de las cuadraturas se expanda o contraiga.

7.4.2. Circuito BH-WH con estado comprimido

De las figuras 7.7c y 7.7d observamos el mismo comportamiento. Aunque de nuevo, la estimu-
lacion del WH debida a w!® disminuye por la radiacién térmica emitida por el BH, podemos
incrementarla con el factor s > 0 en el rango de 0 < &y < 1.

Al igual que con el caso del estado coherente de 1 fotén, la conservacion de la norma no se
cumple hasta valores de £ > 2 por despreciar backreaction entre w; y wo.

7.5. Entrada: fluctuaciones térmicas isotrdpicas

El estado (7.15) es un caso particular de un sistema bipartita donde se ha introducido ruido

debido al bafio térmico en el que se encuentra inmerso el sistema. Sabemos que a radiacién

térmica destruye el entrelazamiento (figuras 7.2d, 7.7d, 7.5) y el sistema de los cuatro modos

con ruido térmico no es la excepcion. De nuevo observamos incremento en la produccion de

fotones y aumento en el entrelazamiento del BH como en los demas casos, sin embargo, en
out

el WH el entrelazamiento entre los pares (w("*|w3™) desaparece con el incremento en nepy,
justo como en la figura 7.5.
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Figura 7.7: (a) Estado de entrada con el modo wy comprimido. promedio de niimero de fotones
emitidos por el BH. Vemos que hay un aumento dependiente del factor de compresién. (b)
Negatividad logaritmica de los pares de Hawking del BH aumentan con la compresién. (c)
Promedio de fotones emitidos por el par BH-WH. (d) Negatividad logaritmica entre los pares
de Hawking para el par BH-WH. Observamos que el entrelazamiento aumenta con el factor

de compresion del estado inicial.
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Capitulo 8

Conclusiones

La teoria de variables cuanticas continuas QCV (quantum continuous variables) sobre esta-
dos gaussianos presentada en el capitulo 4, junto con la descripcién de evolucion de sistemas
cuanticos en el espacio fase mediante transformaciones simplécticas vistas en el capitulo 5,
nos permiten modelar las bases del sistema analogo de radiacion de Hawking en fibras op-
ticas de una forma simple mediante circuitos simplécticos. Con estos es posible entender
de forma grafica y sencilla cémo se propagan los pulsos en la fibra, cémo ocurre el proceso
de creacién de pares de Hawking y la interaccién de los pulsos que produce backreaction o
dispersion clésica en agujeros negros (BH, black hole), agujeros blancos (WH,white hole), y
el par agujeros negro-blanco (BH-WH). Este modelo posee la ventaja de ser computacional-
mente muy simple, pues a diferencia de otros modelos basados en dispersion de funciones
de onda como soluciones de ecuaciones diferenciales parciales, los circuitos simplécticos solo
involucran transformaciones matriciales. El costo de pasar de la descripcion en funciones de
onda a la de circuitos simplécticos implica entrar a la teoria QCV, que es mas abstracta y
fisicamente menos intuitiva.

Para construir los circuitos simplécticos de los sistemas andlogos es necesario conocer las
direcciones de los modos que cumplen con las condiciones de empatamiento de fase en el
sistema comovil al pulso de bombeo. De esta manera sabremos cudles son los pulsos asociados
a los pares de Hawking de BH y WH y si existen acoplamientos entre los modos. En este
trabajo nos basamos en la relacion de dispersion del diamante para construir los circuitos.
Existe un acoplamiento entre los modos w; y wys con wsy, sin embargo, esta dispersion es
despreciable, pues el modo wy, al tener una direcciéon inicial contraria a la del resto de
modos, la probabilidad de que ocurra backreaction es muy baja. Si somos estrictos, este
acoplamiento deberia incluirse en los anélisis con la finalidad de tener el sistema mas general
posible, que para los resultados que aqui presentamos resulta innecesaria.

Al despreciar backreaction se concluye que los circuitos de BH y WH se vuelven simétricos,
y que los resultados numéricos presentados en este trabajo, sin importar cuales sean los
estados gaussianos de entrada, el nimero promedio de particulas y negatividad logaritmica
son exactamente iguales en ambos sistemas, aunque hay que tener en cuenta las diferencias.
En el BH, los pares de Hawking se propagan en direcciones contrarias, uno de los fotones cae
al interior del pulso de bombeo, mientras que otro se emite como radiacién de Hawking. En el
sistema del WH, el par de Hawking es emitido como radiacién hacia el exterior, por lo tanto,
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veriamos mas particulas emitidas desde un WH que de un BH. Esto se sigue cumpliendo
cuando consideramos el circuito par BH-WH.

Aunque en los sistemas BH y WH es posible producir radiacion de Hawking espontanea, en el
sistema par esto es mas complicado. El BH puede producir radiacion de Hawking espontédnea
que estimula al WH con el modo wi™, pero lo contrario no ocurre. Uno de los resultados es
que el nimero promedio de particulas en el WH siempre es superior a las producidas en el
BH debido a esta estimulacion producida por la amplificacion paramétrica en este horizonte.
También se observa que el promedio de particulas aumenta de forma continua con el factor
de compresion &g de los amplificadores paramétricos. Este factor depende del efecto Kerr,
es decir, que aumentando la intensidad del pulso de bombeo es posible crear una mayor
cantidad de particulas. Cuanticamente esto implica que la interaccion entre los pulsos de

prueba-bombeo aumenta y, por lo tanto, habra mayor amplificacion.

La conservaciéon de la norma se cumple en el caso de entrada de vacio, sin embargo, esto no
se cumple para los estados de 1 foton y de vacio, aunque los valores se aproximan bastante.
Esto también se debe a que eliminamos backreaction, y aunque esto no afecta a la radiacién
de Hawking, pues interaccion entre los modos w; y wy es despreciable. Esto significa que se
puede amplificar el nimero de fotones sin perder (ni ganar) entrelazamiento entre los pares
de Hawking.

Al comparar el sistema par con vacio y con un fotén coherente de entrada llegamos a la
conclusion de que el entrelazamiento es el mismo en ambos sistemas, aunque el nimero de
particulas producidos no es igual. Vemos que el ritmo de amplificacién de pares del fotén
coherente duplica al del vacio, y se siguen duplicando sea cual sea el nimero de fotones de
entrada del estado coherente.

Una de las grandes ventajas de este modelo es el analisis de entrelazamiento de los pares
de Hawking. La entropia como cuantificador de entrelazamiento falla al considerar estados
mezclados, por lo que se tuvo que recurrir a un método mas avanzado como lo es el criterio de
transposicion parcial positiva PPT. La violacién de este criterio es suficiente para determinar
si una biparticion del estado cudntico se encuentra entrelazada, y el uso de la negatividad
logaritmica funciona como una medida mono6tona creciente del grado de entrelazamiento. Se
obtuvo que el entrelazamiento en el sistema BH (o WH) siempre aumenta con £y, sea cual
sea el estado gaussiano de entrada, sin embargo, esto no es asi para el modelo par BH-WH.
Se obtuvo que el entrelazamiento del par de Hawking en el WH aumenta y después comienza
a disminuir de forma continua. Los andlisis numéricos tienen problemas para obtener el
entrelazamiento cuando g ~ 4, sin embargo, para valores menores a este es notable que el
entrelazamiento del WH se disminuye casi en su totalidad a pesar de que aumenta el niimero
de particulas. Esto significa que nuestro modelo predice que la formacién de particulas se
amplifica por la no linealidad, pero la naturaleza cuantica se pierde, por lo que el WH no
producirda més radiacion de Hawking.

Aunque los resultados son prometedores, no hay que perder de vista que no se comprobaron
los resultados presentados de forma experimental, numérica o con alguna otra referencia.
Para constatar que este modelo es capaz de reproducir y predecir resultados fisicos reales
del sistema analogo 6ptico, debe utilizarse algiin modelo cuya validez haya sido comprobada.
Los modelos méas completos, y por lo tanto, mas complicados, dependen de una cantidad de
variables mucho mayores, asociadas a las propiedades del material dieléctrico y a los pulsos
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de luz que se propagan en la fibra. La siguiente etapa de este trabajo consiste en encontrar
un punto de partida que nos permita relacionar las variables de ambos modelos para asi
proponer un circuitos mas refinados que nos permitan expandir su alcance predictivo. Esto
se pretende lograr mediante el modelo de la ref. [15], en donde se usa un modelo microscépico
del dieléctrico. La interaccion relativista de los pulsos se propone mediante una densidad
lagrangiana, con la que se deriva una ecuacion diferencial de cuarto orden que describe la
propagacion de los modos.

Algunos resultados obtenidos en este trabajo son cuestionables, pues el modelo de circuitos
simplécticos es todavia una idealizaciéon de un sistema realmente complicado. Por ejemplo,
se llegd a la conclusion de que el espectro emitido por efecto Hawking es cercano al térmico
en el marco comovil. Otra de las conclusiones en este trabajo fue que la radiaciéon térmica
disminuye el entrelazamiento de los pares de Hawking del WH, pero si realmente la radiacién
que estimula al WH no es térmica, tal vez haya diferencias entre el grado de entrelazamiento
real y el que se predice por negatividad logaritmica. Estos no son motivos para descartar
la validez del modelo en circuitos simplécticos, al contrario, es una muestra de que atin
hay mucho trabajo por hacer para refinar el modelo que, en caso de lograrse, resultaria en
una herramienta poderosa para estudiar el analogo en fibras opticas, y tal vez sea tutil para
estudiar sistemas analogos de distinta naturaleza.
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