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RESUMEN

Este trabajo presenta los resultados para la solucion del problema de regulacién en la
salida en sistemas no lineales utilizando 1a técnica d e “ Regulacion no lineal difusa”. La
construccién del controlador se basa en la combinacién de la regulacion no lineal y el
modelado difuso Takagi Sugeno. Se describe el problema y la solucién en base a esta
técnica para el regulador por retroalimentacion del estado y retroalimentacién del error. El
controlador resultante es aplicado en tiempo real a sistemas electromecénicos como el
péndulo simple y pendubot, ademas en simulacién a un robot completamente actuado de
dos grados de libertad.



Capitulo 1

Introduccion

El seguimiento de sefiales de referencia es un problema importante dentro del campo de
la teorfa de sistemas, por lo tanto en la literatura, existen diferentes métodos para tratar este
problema. Uno de estos métodos es la teorfa de regulacién, que provee un excelente marco de
trabajo para tratar el seguimiento asintético de trayectorias y a la vez rechazar perturbaciones.
El problema de regulacién consiste en encontrar un controlador por retroalimentacién del estado
o error tal que en la ausencia de influencias externas el punto de equilibrio del sistema en lazo
cerrado sea asintéticamente estable y el error de seguimiento tiende a cero cuando la planta
es influenciada por una sefial de referencia y/o perturbacién, ambas generadas por un sistema
externo, llamado exosistema.

La solucién al problema del regulador lineal es dado por Francis en [6]; bdsicamente la ley
de control se disefia a partir de la solucién algebraica de un conjunto de ecuaciones matriciales
conocidas como las ecuaciones de Francis. Francis también present6 la solucién para el regulador
lineal robusto, es decir, un controlador capaz de mantener la propiedad de regulacién a pesar
de variaciones sobre los pardmetros del sistema. Para su solucién, se requiere de un controlador
construido empleando el principio del modelo interno. En este caso, el modelo interno es la
inmersién del exosistema en un sistema dindmico que genera todas las posibles entradas en
estado estacionario para cualquier valor permitido de los pardmetros.

En [2] Isidori y Byrnes han extendido estos resultados en el drea no lineal, en su trabajo
ellos han mostrado que el regulador no lineal puede ser obtenido en base a un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales llamadas, las ecuaciones de Francis-Isidori-Byrnes (FIB). En
el caso no lineal, la inclusién de un modelo interno resulta ser también una condicién necesaria
para obtener robustez con respecto a variaciones pardmetricas.

Por otro lado, recientemente, algunas técnicas permiten la caracterizacién de sistemas no
lineales por medio de subsistemas lineales. Uno de estos métodos es el modelado difuso Takagi-
Sugeno (TS). Esta técnica permite modelar la dindmica no lineal por medio de una conveniente
interpolacién de subsistemas lineales, cada uno de ellos correspondiendo a diferentes puntos de
operacién. Bésicamente la interpolacién se lleva a cabo por la suma de pesos de los subsistemas
locales. Entonces, controles locales pueden ser disefiados para cada subsistema, el controlador
total se obtiene por el mismo procedimiento usado para definir el sistema difuso total. En [9]
se presenta el método del Compensador Paralelo Distribuido (PDC), el cual permite obtener el
controlador de una manera practica por medio de técnicas de Desigualdades Lineales Matriciales
(LMI).
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El objetivo de este trabajo de tesis es el disefiar un controlador que proporcione una alterna-
tiva vélida que pueda ser aplicada en la busqueda de una solucién al problema de seguimiento
de referencias para sistemas no lineales, empleando para su construccién una combinacién de
técnicas lineales y no lineales. El controlador para el sistema no lineal se desarrolla usando una
combinacién de la teorfa de regulacién no lineal y el modelado difuso Takagi Sugeno. En el
presente trabajo el modelado difuso Takagi Sugeno se usa para tomar ventaja de los resultados
de estabilizacién [9] al proveer una regién de atraccién més grande que los resultados dados
por un simple estabilizador lineal. Para satisfacer la condicién de regulacién, la componente del
controlador que lleva el error de seguimiento a cero, serd disefiada sobre la planta no lineal, y
no sobre los subsistemas locales. A este tipo de controlador se le nombra regulador no lineal
difuso. En ocasiones, en el disefio del regulador no lineal difuso se necesita resolver un conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, lo cual en general es dificil y complicado, por lo
que en muchos casos es conveniente buscar soluciones aproximadas [13].

Vale la pena mencionar que existen algunos trabajos [10], [11] donde el controlador final se
construye a partir de los reguladores lineales disefiados para cada subsistema en el modelo difuso
Takagi Sugeno, no obstante como es mostrado en [7], [12] un controlador disefiado de esa manera
sélo permite el seguimiento exacto en algunos casos particulares. Este tipo de controlador recibe
el nombre de regulador difuso. Como se menciono anteriormente, en este trabajo el método de
control propuesto lleva el error de seguimiento a cero o a una vecindad cerca de este cuando
se tienen que resolver aproximadamente algunas ecuaciones diferenciales parciales. Esta es la
principal diferencia entre el presente trabajo y los trabajos previos.

Para demostrar la efectividad del método propuesto los resultados fueron aplicados sobre
tres sistemas electromecdnicos, estos son

e Péndulo simple, es un sistema electromecdnico completamente actuado que consta de
sélo un eslabdén acoplado a un motor, es decir, de un grado de libertad, su dindmica no lineal
corresponde a sélo una no linealidad. Se entiende por sistema completamente actuado aquel que
tiene el mismo nimero de actuadores y grados de libertad.

e Pendubot, es un sistema electromecénico subactuado con una dindmica no lineal muy
compleja, el cual consiste de dos eslabones; uno de los cuales estd en la base del sistema in-
ercial y es actuado, mientras el segundo tiene un movimiento libre. Se entiende por sistema
electromecénico subactuado aquel sistema que en el nimero de actuadores es menor a los grados
de libertad que posee. Considerando un sistema de n grados de libertad con coordenadas gener-
alizadas ¢*,...,¢" y m < n actuadores relacionados directamente a un solo grado de libertad.
Los grados de libertad actuados son llamados uniones activas y los | = n — m grados de liber-
tad subactuados son llamados uniones pasivas. Algunos ejemplos de sistemas electromecdnicos
subactuados es el acrobot, o cualquier sistema que debido al modelo matem4tico usado para el
disefio de controles, incluya uniones flexibles.

¢ Robot manipulador completamente actuado, es un sistema no lineal multivariable,
que consta de dos grados de libertad (eslabones) y dos actuadores (motores), al igual que el
pendubot cuenta de una dindmica no lineal muy compleja. La ventaja de este sistema con el
pendubot, es que, cada eslabén puede seguir sefiales de referencia independiente en amplitud y
frecuencia.



De acuerdo con la definicién adoptada por la Federacién Internacional de Robética bajo la
norma ISO/TR 8373, un robot manipulador se define como una maquina manipuladora con var-
ios grados de libertad controlada autométicamente, reprogramable y de usos muiltiples, pudiendo
estar en un lugar fijo o mévil para su empleo.

En su aplicacién industrial, los robots manipuladores son cominmente empleados en tareas
repetitivas y de precisién, asf como en actividades peligrosas para operadores humanos. Las
principales ventajas argumentadas para el uso de robots manipuladores en la industria son la
reduccién de los costos de produccién, el incremento de la precisién, la calidad y la productividad.
Adicionalmente, existen aplicaciones monopolizadas por los robots manipuladores tales como el
trabajo en zonas radioactivas, téxicas o explosivas y en aplicaciones submarinas y espaciales.

Esta memoria de tesis se estructura de la siguiente forma

En el capitulo 2 se presentan los conceptos basicos de la regulacién lineal en sus variantes
retroalimentacién del estado, retroalimentacién del error y robusta; ademds se expone el caso de
regulacién no lineal por retroalimentacién del estado.

En el capitulo 3 se presentan las aportaciones principales de este trabajo de tesis, en par-
ticular el diseno del regulador no lineal difuso, en sus variantes: retroalimentacién del estado,
retroalimentacién del error y robusta. Se detallan los casos de cuando o cuando no un sistema
puede cumplir con un seguimiento exacto en la salida cuando se aplica un regulador difuso.

En el capftulo 4 se aplica el disefio de reguladores difusos, tanto en simulacién y tiempo real,
a una sencilla planta como lo es el péndulo simple, este es un caso particular donde el error de
seguimiento se puede llevar a cero. En cada aplicacién se describe la forma en que se construye
el controlador y se verifican las condiciones para la solucién al problema de regulacién no lineal
difusa. Adem4s se expone un caso general de la teorfa de regulacién difusa, donde el error de
seguimiento en estado estacionario no se lleva a cero.

En el capitulo 5 se muestran los resultados obtenidos en la aplicacién de los esquemas de
control difuso y control no lineal difuso al seguimiento de trayectorias en plantas no lineales
de dindmica bastante compleja como lo son el pendubot y el robot completamente actuado de
dos grados de libertad. Igualmente, se describe la forma en que se construyen los controladores
y se verifican las condiciones para la solucién al problema de regulacién no lineal difusa. Los
resultados son presentados en simulacién y en tiempo real para el pendubot. Para el robot
completamente actuado los resultados son sélo aplicados en simulacién, los resultados en tiempo
real no se llevan a cabo, ya que no se cuenta fisicamente con este tipo de sistema en el laboratorio
de control.

En el capitulo 6, se encuentran algunas conclusiones sobre el proyecto de tesis realizado y
extensiones futuras que servirdn para enriquecerlo.

Cabe sealar que se incorpora en el apéndice C, una breve introduccién a las Desigualdades
Lineales Matriciales (LMI), que son una herramienta fundamental para el anslisis que se plantea.
Este enfoque permite asegurar, cuando es posible la estabilidad de un sistema difuso total y a
la vez calcular los valores de las ganancias de los controladores.
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Por ultimo, los resultados de este trabajo de tesis fueron expuestos en un artfculo sometido
a una revista de investigacién cientifica.



Capitulo 2

Teoria de regulacion.

2.1. El problema de regulacién lineal.

Un problema muy importante en teorfa de control es el de hacer que la salida de un sistema
siga una referencia dada. En el caso de una planta descrita por un conjunto de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden de la forma:

z(t) = Az(t)+ Bu(t) (2.1)
y(t) = Cz(2)

en la cual u(t) € R™ denota la entrada por la cual la accién de control es puesta en la planta,
y(t) € RP denota el valor de la salida a ser controlada y z(t) € R™ es el vector que representa
el estado interno de la planta, el problema en cuestién es encontrar para cualquier salida de
referencia y,f(t), una ley de control u(t), tal que la respuesta y(t) de la planta satisfaga

Jim [ y(6) ~ wres(¢) 1= 0 (22)

La ley de control destinada a este propésito debe ser provista por un controlador retroali-
mentado, el cual es un dispositivo que recibe cierta informacién acerca del estado del sistema
z(t) y posiblemente de la sefal de referencia yref(t) € RP con las cuales es posible generar el
valor requerido de la ley de control u(t). Una clase de controlador es el modelado por un conjunto
de ecuaciones diferenciales de primer orden de la forma

&(t) = FE(t) + Gyme(t) (2.3)
u(t) = HE(t) + Myine(t)

en la cual y;,f representa la informacién que se tiene.

En muchas situaciones practicas, la respuesta estd influenciada no sélo por la entrada u(t)
sino también por otras entradas ex6genas que en general son perturbaciones.

Si w(t) € R’ denota el vector de perturbaciones, la planta puede ser modelada por un
conjunto de ecuaciones diferenciales de la forma

z(t) = Az(t)+ Bu(t) + Dw(t) (2.4)
y(t) = Cz(t) + Ew(t)

En este caso, la tarea del controlador es hacer que la salida del sistema y(t) siga la sefial de
referencia aun con las perturbaciones w(t).
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La sefial de referencia y,.f(t) puede también ser expresada en términos de otra sefial externa,
es decir

yref(t) = Rz(t) (2'5)

donde se considera que z(t) € RF se genera por un sistema dindmico externo.

Una vez que las familias de sefiales de referencia y perturbaciones han sido identificadas el
problema en cuestién se puede plantear como el de encontrar una ley de control u(t) para el
sistema,

(t) = Az(t)+ Bu(t) + Pw(t) (2.6)
e(t) = Cz(t) + Qu(t)

donde

P=D 0, Q=1 -R, wp=|"" (27)
2(t)
y e(t) = y(t) — yres(t) denota el error de seguimiento de referencia tal que e(t) — 0 cuando
t — o0.
En este contexto se supondrd que w(t) € R es generada por un sistema dindmico

w(t) = Sw(t); (2.8)

esta eleccién se debe a que un gran nimero de situaciones pricticas pueden ser cubiertas. Este
sistema es llamado ezosistema.

En lo que sigue, se supondré que el exosistema satisface la siguiente hipétesis:

(H1) El exosistema es neutralmente estable, esto es, los valores propios de S estén en el eje
imaginario del plano complejo.

La situacién més favorable, desde el punto de vista de retroalimentacién, sucede cuando
todos los estados de la planta z(t) y los del exosistema w(t) estdn disponibles para ser medidos.
En este caso se dice que el controlador estd provisto de toda la informacién, es decir, la sefial de
control estd dada por

u(t) = Kz(t) + Lw(t). (2.9)

A continuacién se presenta un diagrama a bloques del sistema y el controlador:

u(t) o v
u(t)= Kx(t) + Lw((‘) — x(t) — Ax(t) +Bu (t) + Pw(:) ,

(9 =Cx(0+0u()
e(r) l

Una situacién més realista y més comtin es cuando solo el error e(t) puede ser medido. En
este caso se dice que el controlador estd provisto con retroalimentacién del error, y es modelado

Figura 2.1. Controlador por retroalimentacién del estado.
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como un sistema dindmico lineal, de la forma

&(t) FE(t) + Ge(t) (2.10)
u(t) = HE(L).

El diagrama a bloques del sistema y el regulador se muestra a continuacién

A R
I T 0

A () e ()
$(1)=Fg(t)+Ge(r)

)=Hc) ()= as((eBul) () gy <()=Co()+ 00 0)

Figura 2.2. Controlador por retroalimentacién del error.

La combinacién de (2.6) con cualquiera de los dos controladores, produce un nuevo sistema
lamado sistema a lazo cerrado, con entrada w(t), estado interno (z(t),£(t)) y salida e(t). El
propésito del controlador es garantizar que el sistema a lazo cerrado sea asint6ticamente estable
y que e(t) — 0 cuando t — oo, para cualquier condicién inicial posible y cualquier entrada
ex6gena posible de una familia prescrita de funciones del tiempo. Cuando éste es el caso, el
sistema a lazo cerrado se dice tener la propiedad de regulacion de salida. Note que el requisito en
cuestién es esencialmente que cada entrada w(t) induzca un estado estable bien definido z,4(t)
tal que

e(t) = Czgs(t) + Qu(t) =0 (2.11)

para todo t > 0.

Los problemas para lograr los objetivos deseados pueden ser enunciados formalmente de la
siguiente manera

Regulacién por retroalimentacién del estado. Dadas [4, B, C, P, @, S] encontrar si
es posible, dos matrices K y L tal que

(S)s: La matriz (A + BK) es Hurwitz.

(R)s; Para cada condicién inicial (z(0), w(0)) la solucién (z(t), w(t)) de

z(t) = Az(t)+ Bu(t) + Pw(t)

w(t) = Sw(t) (2.12)
e(t) = Cz(t) + Qu(t)
donde
u(t) = Kz(t) + Lw(t)
es tal que

th’m e(t) =0.
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Regulacién por retroalimentacién del error. Dadas [A4, B, C, P, Q, S] encontrar si
es posible, tres matrices F, G y H tales que
(S)es La matriz
A BH
[ GC F

es Hurwitz.
(R)es Para cada condicién inicial (z(0), £(0), w(0)) la solucién (z(t), &(t), w(t)) de

z(t) = Az(t)+ Bu(t) + Pw(t)

£(t) = FE(t)+ Ge(t) (2.13)
w(t) = Sw(t)
donde
e(t) = Cz(t) + Qu(t) (2.14)
ut) = HE(t)
es tal que
tEr&e(t)=0.

2.2. Problema de regulacién lineal con retroalimentacién del es-
tado.

En esta seccién se mostrar4 cémo el problema de regulacién con disposicién del vector de
estado puede ser resuelto. Se presenta primero un simple pero importante resultado, el cual,
proporciona la llave para la solucién del problema en cuestién.

Lema 2.2.1. Suponga que para alguna u(t) = Kz(t) + Lw(t), (S)s: se satisface y (H1) se
satisface entonces (R)g; también se satisface si y solo si existe una matriz II que resuelve las
ecuaciones

IS = (A+BK)II+ (P+ BL) (2.15)
0 = CI+Q. (2.16)

Prueba: ver [1].

Entonces si se encuentran matrices Il y L tales que, para una K que estabiliza la matriz
(A+BK), se satisfacen las ecuaciones anteriores, el problema del regulador lineal con disposicién
de toda la informacién est4 solucionado.

Se nota que para que (S)y; se satisfaga se debe cumplir que el par (A, B) sea estabilizable,
esto es, que los modos no controlables sean estables. Por lo que lo anterior se pone como hipé6tesis.

(H2) El par (A, B) es estabilizable.

Teorema 2.2.1. Suponga que (H1) y (H2) se satisfacen, entonces eriste una solucién al
problema de regulacién de la salida por medio de retroalimentacion del estado si y solo si existen
matrices I1 y T' tales que resuelven las ecuaciones

IIS = All+Bl+P (2.17)
0 = CI+0Q. (2.18)
Prueba: ver [15].
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2.3. Problema del regulador lineal con retroalimentacién
del error.

Resolver el problema de regulacién de la salida por medio de la retroalimentacién del error
es de més utilidad desde el punto de vista de control de procesos, puesto que, en la practica, s6lo
se tiene disponible la salida del sistema. En esta seccién se dan las condiciones bajo las cuales
se puede resolver este problema. Primero se enuncia el siguiente lema anslogo al lema 2.2.1.

Lema 2.3.1. Suponga que (H1) se satisface y que ezxiste un controlador dado por:

£(t) = FE(t)+Ge(t)
u(t) = HE()

para la cual (S).; se satisface. Entonces (R)cs se satisface si y solo si existen matrices Il y ¥
que resuelven las siguientes ecuaciones

IS = ANl+BHXZ+P (2.19)
%S = F% (2.20)
0 = CI+Q (2.21)

Prueba: Primero se toma el sistema a lazo cerrado

i(t) = Az(t)+ BHE(t) + Pw(t)
Et) = FE(t) + GCx(t) + GQu(t) (2.22)
e(t) = Cz(t) + Qu(t)

y haciendo el cambio de variable Z = z — ITw, £ = £ — Tw se tiene que el sistema toma la forma

l::%”:(t)J _ [GAC BF{{ [i:(t)] [ ATl + BHS + P —TIS

&(t) &(t) G(CT+ Q) + (FE — £5) w(t)] (2.23)
e(t) = CE@#)+(C+Q)w(t).

De la ecuacién (2.23) se considera la siguiente ecuacién de Sylvester

II A BH II P
[2]e-[& (2] [&
Puesto que (H1) y (S)s se satisfacen, entonces
A BH
U(G’C e >ﬂa(S)=Z

por lo tanto las matrices II y £ que satisfacen (2.24) existen y son tnicas.
De (2.23) se observa que
L [ A BH
| GC F
. [ All+ BHE +P-1IS | _ [ 0
GCO+Q@Q)+(F£-x9) | |0

] es Hurwitz por (S).;.

] por (2.24).
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Entonces Z(t) — 0 y £ — 0 por lo que z(t) — Iw(t) y &(t) — Sw(t) cuando t — oo.
Sustituyendo estos valores en la ecuacién del error se tiene

e(t) = Cz(t) + Qu(t) — (CII + Q)w(t) cuando ¢t — oo

Puesto que el exosistema es neutralmente estable entonces e(t) — 0 si y solo si
3-(CII+ Q) =0.

Esto es (R)ey se satisface si y solo si la unica solucién IT, X de (2.24) satisface (2.21).
Sustituyendo estos resultados en (2.24) obtenemos (2.19) y (2.20).(ver [1])

2.3.1. Construccién del regulador por retroalimentacién del error.

Puesto que no se tiene toda la informacién se proceders a disefiar un observador para el
sistema descrito por las ecuaciones

z(t) Az(t) + Bu(t) + Pw(t)
w(t) = Sw(t) (2.25)
e(t) = Cz(t) + Quw(t)

que se pueden escribir de la siguiente manera

zf(t) = A°z°(t) + Bu(t) (2.26)
e(t) = C°z8(t)

donde

B

e | A P
. :

0 s | e=lc el #0=[

w(t)
Para poder realizar el observador es necesario que el par (C¢, A®) sea detectable, esto es, los

modos no observables son estables. Esto motiva a la siguiente hipétesis
(H3) El par (C®, A®) es detectable.

(2.27)

- |

Tomando (H3) es posible realizar un observador del estado descrito por:
£(t) = (A° — GC®)E(t) + Beu(t) + Ge(t) (2.28)

del cual se sabe que si (A° — GC®) es Hurwitz, entonces £(t) — z°(t) cuando ¢ — oo. De lo
anterior podemos aplicar el resultado obtenido para el caso de disposicién de toda informacién,
esto es

1.- Se obtiene una matriz K para la cual (A + BK) es Hurwitz.

2.- Se analiza si existen matrices Il y I tales que (2.17) y (2.18) se satisfacen.

3.- Si existen se realiza el observador para el estado z4(t), donde (A° — GC*®) es Hurwitz.

4.- Se aplica la ley de control con el estado observado

u) = [ K (C-KII) |£0),
entonces el controlador estd dado por

£(t) = (A° — GC® + B H)£(t) + Ge(t) = FE(t) + Ge(t), o explicitamente
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&) _ [A+BK-GoC P+B(I-KII)-GoQ | [ &(t) Go
a0 ] = [ "% s_eo 0]e8 ][]
wt) = [ K (T-KI) ]&(t) = HE). (2.29)

Teorema 3.3.1. Suponga que (H1), (H2) y (H3) se satisfacen. Entonces el problema de
regulacion de salida por retroalimentacidn del error puede resolverse si y solo si existen matrices
Il y T' que resuelven las ecuaciones (2.17) y (2.18).

Prueba: ver [15)].

2.4. Regulacién robusta de la salida

En esta seccién se considera el caso en el que el sistema (2.6) depende de un conjunto de
pardmetros, los cuales se suponen que son constantes con valores desconocidos [2]. Esta variacién
paramétrica puede deberse a errores de medicién o a cambios sufridos por la planta provocados
por el desgaste, cambios de temperatura, etc. El propésito es disefiar una ley de control que sea
capaz de resolver el problema de regulacién de la salida vfa retroalimentacién del error para cada
conjunto de valores de los pardmetros, al menos en alguna vecindad de los valores nominales.

Por otra parte, se considera que el exosistema (2.8) no esta sujeto a incertidumbres paramétri-
cas, dado que en general es un dispositivo que modela tanto a las referencias como a las pertur-
baciones que afectan a la planta y no un objeto real cuyos paramétros pueden sufrir variaciones.

La incertidumbre en los valores de los pardmetros puede expresarse como el conjunto {4, B, C, P, Q}
que varfa en cierta vecindad p del conjunto nominal {Ag, By, Co, Py, Qo}, esto es

{A,B,C,P,Q} = {Ao+dA,Bo+0B,Co + 6C, Py + 6C, Qo + 6Q}

entonces, un problema de regulacién se dice que estd bien definido en {Ag, Bg, Co, Po, Qo} si
existe una vecindad p de {Ay, B, Co, Po, Qo} tal que, dicho problema tiene solucién para cada
{A, B,C, P,Q}en p.

Regulacién robusta. Un controlador dindmico de la forma

£(t) = FE(t) + Ge(t)
u(t) = HE()

es un controlador robusto en {Ay, By, Co, Py, Qo} si

1.- Resuelve el problema de regulacién de la salida para los pardmetros nominales.
2.- Resuelve el problema de regulacién de la salida para la vecindad p de { Ao, Bo, Co, Po, @o},
donde la matriz

A BH
GC F

es Hurwitz.

Del teorema 2.3.1. se tiene que el problema de regulacién de la salida tiene solucién si existen
matrices IT y T, tales que resuelven las ecuaciones (2.17) y (2.18), donde la sefial de control esta
dada por (2.29).
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Obsérvese que II y I" son matrices que dependen de los pardmetros del sistema, y si éstos son
cambiados, entonces el regulador podrfa ya no resolver el problema de regulacién de la salida,
esto es, las matrices Il y I' podrfan no existir. Para resolver el problema, se tomar4 la siguiente
hipétesis

(H4) Las matrices I y I" que resuelven el problema de regulacién por retroalimentacién del
estado existen para todos los valores {4, B, C, P,@} en la vecindad p.

2.4.1. Construccién del regulador robusto.

Ahora se procederd a la construccién del regulador robusto. Hacemos notar que el reg-
ulador construido anteriormente es robusto para el caso de una entrada una salida, de acuerdo
al principio del modelo interno [6]; apelando a ese principio se desea controlar ”m” salidas
para lo cual se necesitan “m” entradas, necesitamos incluir en el controlador ”“m” modelos del
exosistema.

Nétese que la ley de control que resuelve el problema de regulacién de la salida es de la forma

u(t) = Kz(t) + Lw(t)
y tomando el cambio de variable Z = z — ITw puede ponerse en la forma

u(t)
u(t)

ahora bien, cuando e(t) = 0 entonces Z = 0 y la entrada al sistema es

K (z(t) — Dw(t)) + (KT + L) w(t)
Kz(t) + T'w(t)

Uss(t) = Tw(t)

pero si hay variacién de pardmetros, es claro que la solucién I" de las ecuaciones (2.17) y (2.18)
ser4 diferente y no coincidird con la que tenemos.

La idea es entonces introducir un sistema auxiliar que permita de alguna manera “observar”
la entrada us,(t) para cada valor de los pardmetros.

Para esto, sea

r—2

S+ ar_18" +ar_98" 24 - +ais+ag=0

la ecuacién caracteristica de S, y por el teorema de Cayley-Hamilton se tiene que
S" 4+ a, 18"V +a,98" 2+ +a18+apl =0 (2-30)
tomando las siguiente variables

2(t) = Tw(t)
z1(¢) z(t) = T'Sw(t)

zr_1(t) = z.(t) =TS8 lw(t)
zr(t) PS™w(t) =T (—aol —a18 — -+~ — ar-28" 2 — ar—15" ) w(t) =

2r(t) = —Qap2] — Q122 — ' — ar_22r—-1 — Qr-12r
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se tendr4 el siguiente sistema dindmico

£1(t) 0 I 0 - 0 z1(t)

2(t) 0 0 r ... 0 z3(t)

#(t) | = : : ; : z3(t) | =®z(t)  (231)
: 0 0 0 - I :

z.(t) —aol —ai;l —asl —ar_11 Zplt)

Tw(t) = Hoz(t)=[1 0 0 0 ] 2(t) = z1(2). (2.32)

Obsérvese que el sistema dindmico anterior proporciona la salida deseada I'w(t) independi-
entemente del valor de I', y ademds cumple con el principio del modelo interno.

Para construir el controlador dindmico, se toma ahora el sistema nominal y el sistema con-
struido anteriormente, esto es

:l:(t) = AoI(t)+Bou(t)+P0w(t) (233)
W) = Su(t)

() = o)

ety = Coa(t) +Qoul)

el cual se puede escribir de la forma

#(t) = A, (&) +Mw(t) + Bou(t) + Pow(t) — ISw(?)
W(t) = Sw(t)

2(t) = Pz(t)

e(t) = CoZ(t) + (CoIl + Qo) w(t) = CoZ(t)

donde Z(t) = z(t) — Hw(t).
Puesto que T'w(t) = Hoz(t), para toda I, y por (2.17), (2.18) y (H4) tenemos la siguiente
igualdad
—BoHpz(t) = —Bol'w(t) = (Aol + Py — ILS) w(t)

entonces el sistema toma la forma

o] - [ AR [B]0 e
et) = [Co o][fgg
Definiendo
A2=[/(1)o —B£Ho], Bz=[%°] Cr=[Co 0], m(t):[fgg (2.35)
se tiene
i2(t) = Agza(t) + Boult) (2.36)

e(t) = Caza(t)
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tiene la misma forma que (2.26).

Entonces, si el par (C3, A2) es detectable es posible disefiar un observador del estado para
este nuevo sistema. Lo anterior motiva la siguiente hipétesis

(H33) El par (Ca, A2) es detectable.

Por lo tanto, tenemos que el controlador toma la forma

£(t) = (A2 —GCy+ BoH)E(L) + Ge(t) = FE(t) + Ge(t)

[28 _ [AO“EOGK:C?OGOCO 0”?8 +[g‘1’]e(t) (2.37)
Wt) = [K Ho [glgg] He®)

Teorema 2.4.1. Suponga que (H1) se satisface y que (H2) y (H3p) se satisfacen en py entonces
el problema de regulacion robusta tiene la solucién si y solo si (H4) se satisface.
Prueba: ver [15].

2.5. Regulacién no lineal.

En las secciones anteriores se estudié el problema de regulacién de la salida para el caso de
un sistema lineal invariante en el tiempo. En esta seccién se analizan los resultados semejantes
que para el caso no lineal se tienen. En vista de la similitud que tienen, se han omitido la pruebas
de los lemas y teoremas, y solo se hace referencia a la bibliograffa que se puede consultar.

Para el caso no lineal se considera un sistema de la forma

T = f(z,w,u) (2.38)
w = s(w) (2.39)
e = h(z,w) (2.40)

con estado z definido en un vecindad U del origen en R™, entrada v € R™ y estado w definido
en una vecindad W del origen de R" En el cual f(z,w,u), s(w) y h(z,w) son funciones suaves
y f(0,0,0) =0,s(0) =0y h(0,0) =0

El problema de regulacién de la salida con retroalimentacién del estado. Dado un
sistema no lineal de la forma (2.38), encontrar si es posible una ley de control u = a (z,w) tal
que

(S)rr El punto de equilibrio z = 0 de

z = f(z,0,a(z,w)) (2.41)

sea exponencialmente estable en primera aproximacién.
(E) pr Existe una vecindad V € U x W de (0, 0) tal que, para cada condicién inical (zg, wp) €
V la solucién de:

z = f(z,w,a(z,w)) (2.42)
p = s(w)

satisface
tli’gloe(t) =0. (2.43)
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2.5.1. Problema de regulacién no lineal con disposicién de toda la informa-
cién.

En esta seccién se muestra como el caso de retroalimentacién del estado puede ser resuelto.
Para esto se presenta un importante resultado el cual es bésico para la solucién del problema en
cuestién.

Lema 3.5.1. Suponga que eziste a(z,w), para la cual (S)pr se satisface. Entonces
(R)Fr se satisface si y solo si existe un mapeo z = w(w) con m(0) = 0, definido en una vecindad
Wo C W del origen tal que satisface las condiciones

f (m(w), w, a(m(w), w)) (2.44)
0 = h(r(w),w)

55w

ow

para todo w € Wj.

Prueba: ver [2].

Usando este resultado se establecen las condiciones necesarias y suficientes para la solucién
del regulador con disposicién de toda la informacién.

Teorema 3.5.1.  El problema de regulacién con disposicion de toda la informacidn, tiene
solucidn si y solo si el par (A, B) es estabilizable y ezisten mapeos z = (w) y u = c(w), con
m(0) =0 y ¢(0) = 0, ambos definidos en una vecindad Wo C W del origen tal que satisfacen las
condiciones

f (m(w), w, c(w)) (2.45)
h (7 (w), w)

%S(W)
0

para todo w € Wy

Prueba: ver [2].

Una vez conocidos los mapeos 7(w) y c(w) de la ecuacién (2.45), la ley de control que resuelve
el problema de regulacién es provista por

a(z,w) = c(w) + K(z — n(w)) (2.46)

donde K es la matriz que ubica los polos de la matriz (A + BK) en el lado izquierdo del plano
complejo.
El diagrama a bloques de la ley de control es
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Figura 2.3. Controlador no lineal por retroalimentacién del estado.



Capitulo 3

Regulacién no lineal difusa

3.1. Introduccién

En el presente capftulo, se presenta un método que permite combinar la teorfa de regulacién
no lineal con el esquema del modelado difuso Takagi Sugeno. El objetivo es aprovechar el modelo
difuso Takagi Sugeno para tomar ventajas de los resultados de estabilizacién, el cual proporciona
una regién de estabilidad més grande que los simples estabilizadores lineales. Por otra parte, los
mapeos no lineales z,;, = 7 (w) y uss = -y (w) representan la subvariedad de estado estacionario
en la salida y la entrada de estado respectivamente. Esta entrada hace invariante la subvariedad
cero de estado estable de la salida y garantiza que el error de seguimiento es cero en la subvariedad
de estado estacionario. Se mostrara que un controlador total construido con reguladores lineales
disefiados para cada subsistema en el modelo difuso Takagi Sugeno sélo permite el seguimiento
exacto en algunos casos. Con el fin de asegurar seguimiento exacto se presentan los resultados
de la teorfa de regulacién no lineal difusa, exponiendo los principales teoremas de esta técnica.
Ademis, se describen los métodos de disefio de los controladores propuestos. En la seccién 3.2 se
describe la técnica del modelado difuso Takagi Sugeno para sistemas no lineales. En la seccién
3.3 se presenta el regulador no lineal difuso por retroalimentacién del estado, es decir, con
toda la informacién disponible. En la seccién 3.4 se presenta el regulador no lineal difuso por
retroalimentacién del error. En la seccién 3.5 se presenta el regulador robusto no lineal difuso,
exponiendo el teorema principal utilizado por esta técnica, ademds se describe el método de
disefio propuesto. Por tltimo, en la seccién 3.6 se presentan los casos particulares de la teorfa de
regulacién difusa, estos deben cumplir ciertas condiciones para obtener un seguimiento exacto y
por lo tanto error nulo.

3.2. Modelado difuso tipo Takagi-Sugeno

Considere el sistema no lineal dado por

() = f(z(t),w(t),u(t) (3.1)
w(t) = s(w(t) (3.2)
e(t) = h(z(t),w(?) (3.3)

17
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donde z (t) € R" es el vector de estado de la planta, w(t) € R" es el vector de estado del
exosistema, el cual genera las sefiales de referencia y/o perturbacién y u (t) € R™ es la sefial de
entrada. La ecuacién (3.3) describe el error en el seguimiento e (t) € R™, el cual es usualmente
dado como la diferencia entre las salidas medibles del sistema y; (t) con i = 1,...,r y las sefiales
de referencia. Las salidas del sistema dependen o coinciden exactamente con el estado z (t) en
general. Esto es asumiendo que f (0,0,0), s (0) y & (0, 0) son funciones analfticas, con s (0) = 0,
£(0,0,0) =0y A (0,0) = 0.

Se conoce que una buena aproximacién para sistemas no lineales es provista por el modela-
do difuso Takagi Sugeno. Un modelo de esta manera se define sobre una adecuada seleccién de
subsistemas lineales, acorde a reglas asociadas con algunos conocimientos fisicos y algunas carac-
terizaciones lingiifsticas del sistema no lineal. Estos subsistemas lineales describen propiamente,
al menos localmente, el comportamiento del sistema no lineal para una regién predeterminada
del espacio de estado. Se considera el modelo dado por (3.1)-(3.3) y se supone que es posible
describir localmente su comportamiento de entrada salida por un modelo dindmico difuso Takagi
Sugeno representado por r reglas

Regla i
SI z1(t)es My 23 (t) es My y ...y 2, (t) es My,
T (t) = Az (t) + B;u (t) + Pw (t)
ENTONCES ) i:{ w(t) = S(w(t)) (3.4)
ei(t) = C,;:L‘(t)-i—Qi’w(t), 1=1...r
donde 2; (t),...,2p(t) son variables premisas medibles, MJ' son los correspondientes conjun-

tos difusos obtenidos a partir de algin conocimiento previo de la dindmica del sistema y los
subsistemas A;, B;, Ci, S, @; y P;, se obtienen por linealizacién del sistema no lineal alrededor

de predefinidos puntos de operacién (z,w,u) = (a:o w?, u?) es decir
of (z,w,u fo,w,u of (z,w,u
A = _fg (0000 ( . ) (soupng) s Pi= _g (a0 u000)
C = oh (a: w) g_ 0Os (w? | _ Qi = Oh (z w)
= (z209) = Tow ) 1 (2.00)

(3.5)

Para una tripleta dada (z (t),u(t),w(t)), el modelo difuso compuesto se obtiene usando
un fuzificador tipo elemento tnico, inferencia tipo producto y defuzificador centro de gravedad.
Este modelo estd dado por

B(t) = Y hi(z(t) [Asz (t) + Biu(t) + P (2)] (3.6)
=1

w(t) = ( (t) (3.7)

e(t) = Zh z(t)) Ciz (t) + Qu (t) (3.8)
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donde h; (z(t)) son los niveles de membresfa normalizados para cada regla calculada a partir
de las funciones de membresfa para z; (t) en M;. En este caso se supone que los niveles de
membresfa cumplen con las siguientes condiciones

. p .
) = =2CO o) =M@,
[[=: (=) =1
1=1

Y ohi(z(t) = 1, hi (2(t)) 20,
=1

con2lf)=|m{t] @ ... ] i=L.,F32j=L. .5

3.3. Regulador no lineal difuso por retroalimentacién del estado

Para la solucién a este problema se combinan técnicas de regulacién lineal y no lineal, la
principal razén es encontrar un controlador que garantice regulacién por retroalimentacién del
estado, estabilidad de lazo cerrado y error de seguimiento cero, ya que en algunos casos cuando
se disena el regulador difuso por medio de técnicas lineales el error de seguimiento en estado
estacionario no puede ser llevado a cero. El objetivo es aprovechar el modelo difuso Takagi Sugeno
para tomar ventajas de los resultados de estabilizacién, construyendo un estabilizador difuso, el
cual proporciona una regién de estabilidad m4ds grande que los simples estabilizadores lineales.
Por otra parte, los mapeos no lineales z;; = 7 (w) y uss = v (w) son los exactos, calculados
directamente de la planta no lineal, y no asf de los sistemas locales. Este es el caso més favorable
de la teorfa de regulacién porque se tiene acceso a toda la informacién del sistema. Se formula
el correspondiente problema de regulacién de la salida, tanto para cada subsistema como para
el sistema agregado (3.6)-(3.8). Las reglas del regulador dindmico son entonces descritas por

Regla 7 .
SI z1(t)es My z(t)es My y ...y 2 (t) es M}

ENTONCES Yoi:{u(t) = Kz (t) + Liw (¢)
por lo tanto, el controlador esta dado por

u(z (), w®) =D hi(z(t)) [Ki (@ () =7 (w (©))] + 7 (w(2)). (3.9)
i=1

donde
Li=v(w(t)) — Kim (w(¢))

El Problema de Regulacién No Lineal Difusa por Retroalimentacién del Estado (PRNLDS)
puede ser definido como el problema de encontrar un conjunto de tripletas (K;, w (w),vy (w)),
1=1,...,r tal que las siguientes condiciones se cumplen:
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FRS) El punto de equilibrio (z,w) = (0, 0) del sistema

T = Z hi Az (t) + XT: zr: hih;B;K;x (1)

i=1 i=1 j=1

es asint6ticamente estable.
FRR) La soluci6n del sistema en lazo cerrado (3.6)- (3.8) con (3.9) satisface que

th e(t)=0.

Vale la pena notar que aun si el sistema original es no lineal, la propieded del modelo Takagi
Sugeno describe su comportamiento mediante subsistemas lineales, permitiendonos disefiar un
estabilizador para cada uno de estos sistemas. A continuacién se dan las condiciones para la
estabilidad del sistema total; tan pronto como se cumpla la propiedad del regulador, es nece-
sario encontrar la subvariedad cero de estado estacionario de la salida y la entrada en estado
estacionario para el sistema no lineal difuso tal que hace invariante esta subvariedad. Esto se
expresa en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 Suponga que las siguientes condiciones se cumplen

FH1) El ezosistema w (t) = s (w (t)) es Poisson estable [2].
FH2) Los pares (A;, B;) son estabilizables.
FH3) Ezisten matrices K; y P tal que

NEP+PN; <0 (3.10)
para todo i =1,...,1y
.. .o T 3 .
(&;—N’—> P+P (W) <0 (3.11)

para i < j <, son asintdticamente estables con

N,'j = (A,' + B,;Kj) ; (3.12)

FH4) Ezisten mapeos zss (t) = m(w(t)), uss = (w(t)) con w(0) =0, y v(0) =0 que
satisfacen las condiciones

o (w (1))

Syt (W) = S hi e () [Aim (w () + By (w(@) + P @) (319
1=1

0 = :Zlhi(Z(t))[Ciﬂ(W(t))]+Q(w(t)) (3.14)
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entonces el (PRNLDS) tiene solucién.

Antes de hacer la prueba cabe mencionar que si el modelado difuso es el exacto entonces
este modelado es la representacién exacta del modelo no lineal, por lo tanto, la solucién para
la subvariedad en estado estacionario de la salida y la entrada en estado estacionario en ambos
casos es la misma, es decir

ool 2 = L mEO)Ar )+ By () + A @] = (), 7(0),w)

0 = ) hi(z(®) [Cim (w(®)] + Q(w (t) = h (r (w),w).
=1

Por el contrario, si el modelado difuso es un aproximado del modelo no lineal, el error en
estado estacionario estard acotado, ya que tanto, la subvariedad en estado estacionario de la
salida y la entrada en estado estacionario no coincidirdn con sus respectivos no lineales. Para la
prueba de este y los consecuentes teoremas se utilizars la planta difusa exacta.

Prueba: La hipétesis FH1) implica que la aproximacién lineal del exosistema tiene todos
sus valores propios sobre el eje imaginario. Al suponer estabilidad de Poisson en cada punto de
una vecindad de w = 0 se tendrd que ninguna trayectoria puede converger asintéticamente al
equilibrio w = 0, con lo cual se excluyen los casos en que tal aproximacién lineal tiene sus valores
propios con parte real negativa. Ademds, dicha aproximacién lineal no puede tener valores pro-
pios con parte real positiva porque el equilibrio w = 0 serfa inestable. Asf la clase de exosistemas
permitidos serdn entre otros, los sistemas que generen sefiales periédicas y constantes. De esta
manera el problema del regulador no se transforma en un problema de estabilizacién.

La suposicién FH3) garantiza la existencia de un controlador difuso u (z (t),0), cuando el
exosistema se desconecta, definido como

u(z(t),0) = hi(z(t) Kz (t)
i=1
tal que

£(t) =Y hi(z(t) [Aiz (t) + Bu(z (t),0)]

i=1
podemos reescribir como
T r-1 r Nii + Ny
i(t) = RNy +2 hih; —2—2" % z (t).
N Pl PP VA A

Ahora, tomando la funcién de Lyapunov

V(z) =2TPx
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tenemos que

/ =gl 3 2(NT N;; + N, Nij + Ny
V=z {th (NiiP+PN1.1. }$+2Z Z hh T{( '12 _71,) P+P(L2—_ T

=1 i=1 j=i+1

Ahora, por FH3), V es definida negativa y asf el punto de equilibrio (z,w) = (0,0) es
asint6ticamente estable.

Para la parte de regulacién, el error en estado estacionario se define como ess = z (t)—7 (w (t))
y su derivada como

) = 20— o Ha(u(®)

= Zh (z (1)) [A + B; Zh (z() K; | ess (t)
# 30k (2 (0) im0 9) + By (w ) + Pow 0] - 2520 o 0.

i=1
Por otra lado, el error de seguimiento esta dado por
T
e(t) =) hi(z(2)) Ciz (t) + Q (w (t))
=1

el cual en términos del error en estado estacionario se convierte en
: i
e(t) =) hi(2(t) Ci(ess (t) + 7 (w (2)) + Q (w (t)).
=1

De esta manera resulta claro que el seguimiento asintético de la referencia se logra, es decir,
lim;_,ce(t) =0 cuando FH3) y

or (w (t))

0 s(w) = ;hi (2 (8) [Aim (w (t)) + Biy (w (1)) + Paw (t))

o
I

> hi(z(8) [Cim (w ()] + Q (w (1))
i=1

se satisfacen.

En este trabajo, para satisfacer la condicién FH3) primeramente se disefian los reguladores
locales para cada subsistema y segundo se procede a encontrar una matriz P definida positiva
comun para todas las desigualdades de la forma de Lyapunov. De cualquier manera, por medio
de técnicas LMI estas dos tareas pueden ser desarrolladas al mismo tiempo. El lector puede
referenciar a [5], donde se presenta un completo anslisis de técnicas LMI enfocado a teorfa de
control.
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3.4. Regulador no lineal difuso por retroalimentacién del error

Resolver el problema de regulacién no lineal difusa de la salida por medio de la retroali-
mentacién del error es de més utilidad desde el punto de vista de control de procesos, ya que
algunas variables pueden no ser medibles. Se formula el correspondiente problema en términos
de encontrar un controlador que garantice regulacién por retroalimentacién del error, estabilidad
de lazo cerrado y error de seguimiento cero, tanto para cada subsistema como para el sistema
agregado (3.6)-(3.8). Las reglas del regulador dindmico son entonces descritas por

Regla ¢

SI z1(t) es Miy 23 (t) es My ...y 2, (t) es M},

. [ {=Fg(t) + Gie

ENTONCES b3 { v = Hclh)

por lo tanto, el controlador esta dado por

§ = Z hiFis + Z hGie (3.15)
i=1 i=1
u = Z h;His. (3.16)
maés claramente
Ei G;
a Ai+ BiK; — G;1C; 0 . G

<1 + i1 1 il
. = h; h; 3.17
(8] - on*mEg sHQ]@ Gale @
u = Zhi [Kis1 +7(s2)] = ZhiHiC- (3.18)

i=1 i=1

El Problema de Regulacién No Lineal Difusa por Retroalimentacién del Error (PRNLDE)
puede ser definido como el problema de encontrar un conjunto de tripletas (F;, G;, H;), i =
1,...,r tal que las siguientes condiciones se cumplen:

FES) El punto de equilibrio (z,¢) = (0,0) del sistema

i = ZhAz(t)+ZZhh B;Hjs (t)

=1 j=1

¢ = ZZthCz t)+ZhE<(t)

=1 j=1

es asint6ticamente estable.
FER) La solucién del sistema en lazo cerrado (3.6)-(3.8), (3.15), (3.16) satisface que

tE}noo e(t) =0.
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Teorema 3.4.1 Suponga que las siguientes condiciones se cumplen
FEH1) El ezosistema  (t) = s (w (t)) es Poisson estable [2].
FEH2) Los pares (A;, B;) son estabilizables.

FEH3) Los pares

A; —-B;T;
[Ci 0], [0 S’] (3.19)
son detectables.
FEH4) Ezisten matrices K;, G; y P tal que
MEIP+PM; <0 i=1,...,r

M;; + Mj; TP+P M;; + Mj; <0
2 2
para i < j < r, donde
M = [ GiC; F

FEHS5) Ezisten mapeos x4 (t) = 7 (w (t)), uss = vy (w (t)) con 7 (0) =0, y v(0) =0 que
satisfacen las condiciones

67353”(5?—) s(w) = Y hi(w) [Aim (w(8)) + Biy (w (2)) + Piw ()]

1=1

0 = Y hi(w)[Cir(w(®)]+Q(w(®)
i=1

entonces el (PRNLDE) tiene solucidn.

Prueba: Primero se prueba la estabilidad del sistema difuso total cuando w = 0. Para este
fin podemos reescribir el sistema en lazo cerrado (3.6), (3.15) como

T (t) = zr: h;A;x (t) + ZT: h;B; (XT: thj( (t))
i=1 i=1 Jj=1

< (t) = ihiFiC (t) + ihiGi (2"‘: h]'Cj.’II (t))
il i=1 j=1

definiendo . (t) = [ z(t) < (t) ]T podemos expresar de la manera

T r—1 T
M;; + M;;
e (t) = {Zh?Mﬁ+2Z > hihj—12—1}me (t).
=1

i=1 j=i+1
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Ahora , tomando la funcién de Lyapunov
V (z,5) = zF Pz,

se tiene que

- . M;; + M M;; + M
V=$Z{Zhg2(MIP+PMu }ze+ZZ Z th Z{( U; ﬂ) P+P<1Tﬁ)}l'e

i=1 i=1 j=1+1

Por FEH4), V es definida negativa y asf el punto de equilibrio (z,<) = (0,0) es globalmente
asintéticamente estable. Ver prueba en (7].

Para la parte de regulacién, por construccién, la subvariedad de estado estacionario para el
sistema compuesto (3.6), (3.17) y (3.18) estd dado por zs5 = 7 (w), uss = ¥ (S2) -

El error de seguimiento de la salida (3.8) es dado por

e(t) = Z hiCiz (t) + Qu (t)

=1

> hiCi(z(t) =7 () + | D hiCim (w) + Qiw ()
=1 =1

y, donde la subvariedad de estado estacionario es atractiva [4], entonces z (t) — 7 (w) asint6ti-
camente y de esta manera por FEH4) resulta que e (t) — 0.

La existencia de una solucién del problema de regulacién de la salida por retroalimentacién
del error, depende de entre otras cosas, de que para el sistema auténomo (3.2) con salida u =
v (w), el cual puede ser considerado como un generador de aquellas funciones de entrada que
producen respuestas de error cero, se pueda construir un observador, esta construccién puede
no ser posible. Para debilitar este requerimiento, se tratard de tener una inmersién del sistema
auténomo y su salida en otro que pueda cumplir con dicha condicién.

3.5. Regulador robusto no lineal difuso

Definicién 1 (Inmersién) Considerense los sistemas

definidos en dos espacios de estados diferentes, X y X, pero que tienen el mismo espacto de
salida Y = R™. Se supone, como es usual, f(0) = 0 h(0) =0 y f(0) = 0,k(0) = 0 se dice que el

= f(z)
y=h(z)

con k > 1, que satisface 7(0) y

h(z) # h(z) = h(7(2)) # h(7(2))

=f(@) si existe un mapeo C* 7: X — X,

(%)

sistema estd inmerso en el sistema

< Hz
I
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tal que

Tiw) = firia)
(@)

I
=
—~
ﬁ
—~
8
~
~

para toda z € X.

Las dos condiciones mencionadas en esta definicién, expresan el hecho de que cualquier
trayectoria de

y=h(o) R
es también una trayectoria de

£ = f(8) (3.21)

y = h(Z).

La importancia de la inmersién radica en el hecho que el sistema (3.21) puede tener propiedades
importantes que el sistema (3.20) no tiene. Por ejemplo, cualquier sistema lineal puede estar in-
merso en un sistema lineal observable; cosas similares suceden en los sistemas no lineales bajo
hipétesis apropiadas. Para el caso no lineal se requiere ver si es posible encontrar un sistema
no lineal inmerso en un sistema lineal. Usando el concepto de inmersién, se pueden entonces
enunciar las condiciones necesarias y suficientes para la solucién del problema de regulacién de
salida por retroalimentacién del error.

Evidentemente una de las propiedades recomendables en la implementacién fisica, se refiere
a mantener las caracterfsticas de estabilidad y seguimiento ain en presencia de variaciones
paramétricas de la planta, esto es, la propiedad de la robustez. Por lo cual se debe diseriar una
ley de control que cumpla con lo anterior y sea capaz de resolver el problema de regulacién
no lineal de la salida por retroalimentacién de error. La inclusién de un modelo interno es una
condicién necesaria para asegurar robustez del controlador respecto a la variacién paramétrica, en
este caso, el modelo interno es la inmersién del sistema en un sistema dindmico que genera todas
las posibles entradas en estado estacionario para cualquier valor de los paramétros. Se formula
el correspondiente problema de regulacién de la salida para el sistema no lineal, en términos de
encontrar un controlador que garantice regulacién robusta, estabilidad de lazo cerrado y error de
seguimiento cero, tanto para cada subsistema como para el sistema no lineal agregado (3.6)-(3.8).
Las reglas del regulador dindmico son entonces descritas por

Regla i

SI z1(t)es Miy z2(t) es My ...y 2 (t) es M;,

. [ ¢=Fg(t)+Gie
ENTONCES i { = Hic {f)

por lo tanto, el controlador esta dado por

¢ = il:hiFiC'{'il:hiGie (3.22)

u = ZhiHig. (323)
=1
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donde
F; Gi
' * TA+BEK -GG 0] 4 G
<1 i+ Ol — GG S1 il
. = i h; 3.24
[ch ;h[ —Gi2C; Q][Cz]-'-; [GiZ]e (3.24)
u = ) hiKici + Hosz = )  hiHis. (3.25)

i=1 =1

Es importante notar que los mapeos z,s = 7 (w) representa la subvariedad cero de estado
estable de la salida y uss = v (w) la entrada de estado estable. Esta entrada hace invariante la
subvariedad cero de estado estable de la salida y garantiza que el error de seguimiento es cero en
la subvariedad de estado estacionario. La condicién (3.28) expresa el hecho de que esta entrada
de estado estable puede ser generada, por un sistema lineal dindmico de la forma

2 = B¢ (3.26)
Uss = H0§2
donde .
1 H 0 0
52 0 H? 0
o= | : ® = diag {®1,...,%,}, Ho= .
C’zn - m
| 0 0 Hj
. 0 1 0 0
ngl 0 0 1 0
gh = : ®; = - : ;o : Hy=[1 0 O]IX‘H
% Oj Oj 0,- oo J1
—Gy —Gp —ay; - —GG_g |
y g'gk =Ly (w),j=1,...,m,k=1,...,q;. Este sistema puede ser visto como una inmersién

del exosistema (3.7) en un sistema lineal observable.

El Problema de Regulacién Robusta No Lineal Difusa (PRRNLD) puede ser definido como
el problema de encontrar un conjunto de tripletas (F;, G;, H;), ¢ = 1,...,r tal que las siguientes

condiciones se cumplen:
FOS) El punto de equilibrio (z,s) = (0,0) del sistema

8-
I

Y hiAiw(t)+) Y hihiBiH s (2)
i=1 =1 j=1

¢ = ZZ hithiij (t) + i hiFig (t)
=1

i=1 j=1

es asint6ticamente estable.
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FOR) La solucién del sistema en lazo cerrado (3.6), (3.8), (3.22), (3.23) satisface que

lim e(t) =0
t—o0

Teorema 3.5.1 Suponga que las siguientes condiciones se cumplen
FOH1) E! ezosistema w (t) = s (w (t)) es Poisson estable [2)].
FOH2) Los pares (A;, B;) son estabilizables.

FOH3) Los pares

[‘g" ‘%H"] [C; 0] (3.27)

son detectables.
FOH4) Ezisten matrices K;, G; y P tal que

0£P+P0ii<0 t=1,...;7

[——O"" ks OJ’"]TP +P [———O"" ks O""] <0
2 2

para i < j <r, donde
O:;: = A;  BiHj
. G:C; F
FOHS) ezisten mapeos Ty (t) = 7 (w(t)), uss = v (w(t)) con w(0) =0, y v(0) = 0 que
satisfacen las condiciones

Ol ) w) = 3 ke w) [Aem (w0 (6) + By (w (1) + Prw 1)

Oow (t) =i
T
0 = 3 hi(w)(Cim(w(®)] +Qw(®))
i=1
y para cada j = 1,...,m, entonces eriste un conjunto de nmimeros reales ag,a{, .. .,ag__l,
J

tal que la entrada en estado estacionario v; (w) satisface
L¥v; (w) = aé’y,' (w) + a{stj (w)+---+ agj_lLZ"_l'yj (w) (3.28)
entonces el (PRRNLD) tiene solucion.

Prueba:Primero se prueba la estabilidad del sistema difuso total cuando w = 0. Para este
fin podemos reescribir el sistema en lazo cerrado (3.6), (3.22) como

i hi Az (t) + i h;B; (i hjHjs (t))
i=1 i=1 Jj=1

z(t)

$(®) Z hiFis (t) + Y hiGi (Z h;Csx (t))
i=1 i=1 j=1
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definiendo z. (t) = [ z(t) <(t) ]T podemos expresar de la manera

r r—1
ge(t)={ 3 HOs+23 3 hih,-w Zel)
=1

i=1 j=i+1
Ahora , tomando la funcién de Lyapunov
V (z,5) = zf Pz,

se tiene que

r r-1 r T
= T 2(NnT o A L) Je k] J
V_rz:e{ lh,~(0,~,~P+PO,,)}me+2§:§:h1hja:e{< 5 ) P+P( 5 )}x

i=1 j=i+1

1=

Por FOH4), V es definida negativa y asf el punto de equilibrio (z,<) = (0, 0) es globalmente
asintéticamente estable.

Para la parte de regulacién, por construccién, la subvariedad de estado estacionario para
el sistema compuesto (3.6), (3.24) y (3.25) estd dado por zss = T (w), S1,8s = 0, ¥ S2,65 =

= — T
(7)) Loy(w) -+ L&y (w) L&'y (w) )
El error de seguimiento de la salida (3.8) es dado por

e(t) = > hiCiz(t)+Qu(t)
=1

= Y hCi(z(t) -7 (w)) + Z hiCim (w) + Qiw (¢)

=1

y, donde la subvariedad de estado estacionario es atractiva [4], entonces z (t) — 7 (w) asint6ti-
camente y de esta manera por FOH4) resulta que e (t) — 0.

Es importante recalcar que la diferencia fundamental entre la solucién para el sistema lineal
y no lineal recae en el hecho de encontrar una inmersién del tipo (3.26), que genera la entrada
en estado estacionario uss (t), mientras que la solucién de dicha inmersién estd garantizada
para el caso lineal, para el caso no lineal no es posible asegurar su existencia a priori; entonces
cuando se requiere solucionar el problema de regulacién robusta de la salida, la construccién de
una inmersién que tenga propiedades favorables a la detectabilidad y estabilidad, es el principal
problema que se presenta. Cuando el mapeo us; = 7y (w) es polinomial en la variable de estado
w, es posible obtener una solucién; pero en muchos otros casos cuando el mapeo uss = 7 (w)
incluye una exponencial, senoidal o términos racionales, esta solucién es dfficil o imposible de
encontrar, dado que la dimensién de la inmersién puede ser infinita, una posible manera de
tratar este problema es trabajar con una solucién aproximada o buscar una solucién alternativa.

3.6. Casos particulares de la teoria de regulacién difusa

Los resultados presentados hasta ahora dependen de la existencia de mapeos en estado esta-
cionario no lineales zs3 = 7 (w) y uss = 7y (w). Una interesante pregunta es cuando estos mapeos
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en estado estacionario pueden ser dados también en términos de las funciones de membresfas,
es decir, si 7 (w) y v (w) pueden ser escritos como

m(w) = [Z hi (w) Hil w, v (w) = {i: hi (w) 1",-] w (3.29)
i=1 =1

con II; y T'; calculados del respectivo problema de regulacién para cada subsistema lineal en el
modelo difuso TS, es decir, para cada subsistema descrito por

Regla i
SI z21(t)es Miy z(t)es Miy ...y 2 (t) es M}

z (t) Az (t) + Biu(t) + Pw (t)
ENTONCES Y i:< w(t) = S(w(t))
ei(t) = Cz(t)+Qw(), i=1...r

En otras palabras, la solucién al problema de regulacién para estos subsistemas serfan in-
feridos de la existencia de una solucién a las ecuaciones matriciales

IbS; = AlIlL+ B+ P, (3.30)

0 = am+a, (331

para cada subsistema. Desafortunadamente esto en general no es verdad, como se muestra en lo
sucesivo.

Considerando que los mapeos en estado estacionario (3.29) deberdn satisfacer las ecuaciones
(3.13) y (3.14) se considera que

T

zr: hisi}l w = Z i hihj (AiHj + BT’ + R) w
=1

i=1 j=1

+

Z hIL;
=1

H; Il

0 = XT: zr: hihj (CiHj + Qz) w.

i=1 j=1

De lo anterior, se puede ver que las ecuaciones (3.30) y (3.31) para todo i = 1,...,7; corre-
sponden exactamente a la solucién del problema de regulacién para cada subsistema. Hasta este
punto, las ecuaciones resolverfan el problema de regulacién para el sistema no lineal total si y
solo si las siguientes condiciones se cumplen
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T r-1 r
0 = Y AL+ Y hihj (LS, +11;5)) (3.32)
i=1 i=1 j=i+1
r-1 r
- Z Z hih; (A.'Hj + Bil'; + P, + A;IL; + B;T'; + -PJ)
i=1 j=i+1
r—-1 r
0 = Z Z hih; (CiIl; + Qi + C5IL; + Q)
i=1 j=i+1

lo cual en general no es cierto No obstante, un caso particular ocurre cuando II; = Il =
-«- = II, = II. Entonces el término Y |_, hIL; = i1 h;II = 0 donde S°i_; hi = 1. Entonces,
las ecuaciones C;IT1+ Q; + C;II + Q; = 0 se satisfacen trivialmente por la ecuacién (3.31) y solo
se necesita satisfacer

r—-1 r
0 = Y > hihy(ILS; +11S;) (3.33)
i=1 j=i+1
r—-1 r
=3 3" hihj (Al + BTy + P+ ATl + B;Ti + P;) .
i=1 j=i+1

Ahora, se distinguen dos casos

Casoa) By=B;=.---=B,=B
Casob) I''=Iy=..-=I,.=T.

En ambos casos la ecuacién (3.33) se satisface trivialmente por las ecuaciones (3.30) y (3.31),
por lo tanto, el problema de regulacién tiene solucién. El caso b) implica que las ecuaciones del
regulador (3.13)-(3.14) tienen una solucién lineal z,s = w y uss = T'w.

Los siguientes resultados resumen la discucién anterior, y establecen bajo que condiciones se
resuelve el problema de regulacién, cuando el regulador difuso es disefiado a partir de sistemas
lineales. Una vez que se cumplen las condiciones de los corolarios se obtiene un seguimiento
exacto de la trayactoria, de otro modo se hace presente un error en estado estacionario o puede
no haber solucién.

3.6.1. Regulador difuso por retroalimentacién del estado (caso particular)

Corolario 3.6.1.1 (Caso a) Suponga que en el requlador del sistema no lineal difuso (3.6)-
(3.8) B; = B y las siguientes condiciones se cumplen

FSH1) Las matrices S; tiene eigenvalores en el semiplano derecho cerrado
FSH2) Los pares (A;, B) son estabilizables
FSH3) Ezisten matrices K; y P tal que
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M€P+PN,'1;<O i=1,...,r

Ny + N;i1” 4 + Ny
[——”’ J] P+P[——N"+N’l<o
2 2
para i < j <, donde
Nij=[ A BiK; |

FSHA4) Las ecuaciones
I1LS; AIl+ BI'; + P,

0 = GII-Q;

tiene una solucion II, T'; parai=1,...,r,
entonces el (PRNLDS) tiene solucidn.

Corolario 3.6.1.1. (Caso b) Suponga que en el sistema no lineal difuso (3.6)-(3.8) las condi-
ciones FSH1), FSH2), FSH3) se cumplen y también

FSH4;) Las ecuaciones
IIS; = A+ BT+ P
0 = GII-Q;

tiene la misma solucion I1 y T', entonces el (PRNLDS) tiene solucidn.

3.6.2. Regulador difuso por retroalimentacién del error (caso particular)

Corolario 3.6.2.1. (Caso a) Suponga que en el requlador del sistema no lineal difuso (3.6)-
(3.8) B; = B y las siguientes condiciones se cumplen
FSEH1) Las matrices S; tiene eigenvalores en el semiplano derecho cerrado
FSEH2) Los pares (Ai, B) son estabilizables
FSEH3) Los pares [ C; 0] [ ‘gi —153'111'
1
FSEH4) FEzisten matrices K;, G; y P tal que

J son detectables

MIP+PM; <0 i=1,...,r

[M_w_]ﬂp[u] 2B
2 2

para 1 < j < r, donde
_ A; BH;
= [ GG F ]
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FSEHS5) Las ecuaciones
Is; = AIl+BI;+ FB
0 = GII-Qi

tiene una solucion I1, I'; parai=1,...,r,
entonces el (PRNLDS) tiene solucidn.

Corolario 3.6.2.1. (Caso b) Suponga que en el sistema no lineal difuso (3.6)-(3.8) las condi-
ciones FSEH1), FSEH2), FSEH3), FSEH4) se cumplen y también

FSEHS5,) Las ecuaciones
I1S;
0

Al + BT + P,
GIl - Q;

tiene la misma solucion I1 y T', entonces el (PRNLDE) tiene solucidn.

3.6.3. Regulador difuso robusto (caso particular)

Corolario 3.6.3.1. (Caso a) Suponga que en el regulador del sistema no lineal difuso (3.6)-
(3.8) B; = B y las siguientes condiciones se cumplen

FSOHL1) Las matrices S; tiene eigenvalores en el semiplano derecho cerrado
FSOH2) Los pares (A;, B) son estabilizables

FSOH3) Los pares [ %i —if]m [ Ci 0] son detectables
1

FSOHA4) Exzisten matrices K;, G; y P tal que
O£P+P0ﬁ<0 1=1,...,r

‘. . T .. .
[——O’J ;O”] P+P [——O‘J ;O”] <0

para i < j <7, donde

0.—| A BH
W GiC;  F
FSOHS5) Las ecuaciones
I1S; = AIl+BT;+ P,
0 = GII-Q;
tiene una solucion I, I'; parai=1,...,r

entonces el (PRRNLD) tiene solucidn.

Corolario 3.6.3.1. (Caso b) Suponga que en el sistema no lineal difuso (3.6)-(3.8) las condi-
ciones FSOH1), FSOH2), FSOH3), FSOH4) se cumplen y también
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FSEHS5,) Las ecuaciones
I1S;

AlIl+ BI'+ P,
0 = GI-Q

tiene la misma solucion Il y T', entonces el (PRRNLD) tiene solucion.



Capitulo 4

Aplicacién al péndulo simple

4.1. Introduccién

En este capitulo se hace un anélisis de cuando el error de seguimiento en estado estacionario
en un sistema difuso puede ser llevado a cero. El péndulo simple es un sistema que cae en el
caso particular de la teorfa de regulacién difusa vista en el capitulo 3, es decir, cumple con
las condiciones de los teoremas de regulacién no lineal difusa (PRNLDS), (PRNLDE) y
(PRRNLD); adem4s se presenta un caso general donde estos teoremas no pueden satisfacerse.
En la seccién 4.2 se presenta el modelo dindmico del péndulo simple a partir del método de
Euler-Lagrange. En la seccién 4.3 se presenta una técnica eficiente para el modelado de sistemas
difusos llamada aproximacién local en particiones difusas. En la seccién 4.4 se presenta la teorfa
de regulacién difusa por retroalimentacién del estado aplicada al péndulo simple en simulacién
y en tiempo real, ademds de un caso general donde el error de seguimiento no se lleva a cero.
En la seccién 4.5 se presenta la metodologfa de la regulacién difusa por retroalimentacién del
error. En la seccién 4.6 se trabaja con el péndulo simple, aplicando en simulacién y en tiempo
real la teorfa de regulacién robusta difusa, tanto para el seguimiento de una sefial perfodica y
para una combinacién de sefales.

4.2. Modelo dindmico

Las ecuaciones no lineales invariantes en el tiempo que determinan el comportamiento
dindmico del péndulo (figura 4.1(a)) se obtienen por el método Euler-Lagrange.
El péndulo considerado como un sistema no conservativo es representado por

d [aL] _OL ok _, (41)

@ |95) " 3¢ T g
donde L es el Lagraniano definido por
L=K-V

K es la energfa cinética, V' la energfa potencial del modelo. Los vectores 7 y g representan el par
y la posicién de la unién del eslabén, R es la funcién de disipacién de Rayleigh y t es el tiempo.

35
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Figura 4.1(a). Esquema del péndulo simple. Figura 4.1(b). Péndulo simple.

Siguiendo el mismo procedimiento mostrado en [16] las ecuaciones que representan al sistema
son
7 = (mi% + ;) § + mglcsin () + p4. (4.2)

A partir de la ecuacién (4.2) se puede obtener la representacién en variables de estado de la
forma siguiente

j= _(_1+_Izz) (mglsin (q) + psg —7) (4.3)

definiendo las siguiente variables como
T =4q, m2=(i9 u=r, Yy =2z,
el sistema no lineal queda representado por

&) = f@)+g(@)u()

y() = h(z)
donde
Ty 0
flz) = 1 - g(z) = 1
w4 L, [mglesin (z1) + ppzs] w1 L,

y(t) = =1

Por dltimo en la figura 4.1(b) se muestra una fotograffa del péndulo simple, el cual se en-
cuentra en el laboratorio de control automaético del Cinvestav Unidad Guadalajara.

4.3. Aproximacion local en particiones difusas

Un método para obtener modelos difusos TS es la aproximacién local en particiones difusas.
El objetivo del método es aproximar términos no lineales seleccionando términos lineales.
Cuando z; esta cerca de cero, la ecuacién no lineal puede ser simplificada como

T = I
. —mglezi — piT2t U

= 4,
2 mi2 + I, (4.4)
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Cuando z; esta cerca de /2, la ecuacién no lineal puede simplificarse a

T = g
— (2/m) mglexy — pyz2 +u

mi2 + I, {4.5)

Ty =

Ahora (4.4) y (4.5) son sistemas lineales. Construimos el siguiente modelo difuso basado en
sistemas lineales

Regla 1
SI z; (t) esta cerca de 0
T (t) = Az (t) + Biu (t)
ENTONCES w(t) = Siw(t)
e(t) = Ciz(t)+Qz(t).
Regla 2

SI z; (t) esta cerca de £7/2 (|z1| < 7/2)
z(t) = Axx(t)+ Bou(t)
ENTONCES w(t) = Sow(t)
e(t) = Cauz(t)+ Qaz(t).

con los siguientes subsistemas lineales

0 1 0 1 0 0

! [ a1 a2 2 [ 2091 a2 ! [ b1 ] 2 { ba ]

0 B
S = Si=| 5 ¢ Ci=Cy=[1 0] Q=Q:=[-1 0]
donde
mgl. My 1
a21 mlg + Izz p G ml¢2: + Izz ’ ! b2 ml?: + Izz
Los pardmetros del sistema fisico son los siguientes

I Longuitud del eslabén 0,1551 m,

m Masa del eslabén 0,8293 kg,

I, Momento de inercia del eslabén 0,00595 kg - m?,

i Coeficiente de friccién viscosa 0,00545 kg/s,

g Constante gravitacional 9,81m/s?

Las funciones para las reglas de membresfa pueden ser representadas por las ecuaciones (4.6)
y (4.7), la figura 4.2 muestra el comportamiento de las funciones de membresfa

1 1
hm () = {1_1+e—7[1‘1(t)—1r/4]} {1+e—7lw1<t>+"/41} o

ho (:1:1 (t)) = 1-mn ((L‘l (t)) . (47)
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Funciones de membresia

Valor difuse

°o e
2
—

Figura 4.2. Funciones de membresfa.

La funcién de membresia de la figura 4.2 reproduce el comportamiento en forma local de la
tinica no linealidad del péndulo simple, es decir, cumple la condicién de sector en forma local
[9], 1a posicién del péndulo se mantiene dentro de una regién —% < z1(t) < 3.

4.4. Regulacién difusa por retroalimentacién del estado

A continuacién se presenta el disefio de un regulador difuso por retroalimentacién del estado,
con el objetivo de seguir una sefial de referencia senoidal. Se mostrara claramente que sélo en
ciertos casos los mapeos no lineales en estado estacionario coinciden con los mapeos difusos en
estado estacionario disefiados a partir de modelos locales. Cuando los mapeos (4.9) y (4.10) no
son iguales se presenta un error en estado estacionario al aplicar el regulador difuso en la planta
difusa Takagi-Sugeno y por lo tanto el regulador difuso aplicado a la planta no lineal acarrea
éste tipo de problema.

La explicacién de esta situacién es que para el sistema no lineal difuso total del péndulo
simple

i‘l = T2 (48)

. 2
To = (az1h1 + ;a21h2> 1 + agexs + (blhl + bzhz) u
el exacto estado estacionario como es definido en [2] esta dado por
Tlss = :Bwla T2ss = ﬂ‘U)g,

_ —Ppwy — (agths (w1) + 2aghy (w1)) w1 — anpwy (4.9)

o = bi1h1 (wy) + bahg (w1)

Por otra parte, la solucién para cada subsistema esta dada por

0 —B— _ _g-2 _
nem[23] ne[dm w] ne(2e
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y entonces los mapeos difusos son

2 2
Tas = Zh;l’liw Y Ugs = Z h,T;w
=1 =1
resultando

Tiss = Puwn, Toss = Pws,

— —B-2
Uss = (hl (wl) —'B—b—ﬂ + ho ('wl) %) w1y (410)
1 2
b by

Como se puede ver (4.9) y (4.10) son sélo iguales cuando by = by. En éste caso, la solucién
exacta a el problema de regulacién coincide con la solucién al problema de regulacién difusa solo
si el vector B es el mismo para ambos subsistemas, ademds de los mapeos lineales II;.

4.4.1. Control y aplicacién al péndulo simple (caso particular)

Para esta aplicacién se elige una sefial de referencia yref = 57,29°sin (1t), la cual es gen-
erada por el exosistema, eligiendo una frecuencia con valor § = 1%‘; y condiciones iniciales
(w; (0), w2 (0)) = (0,1). Sustitutendo los valores de los pardmetros en los subsistemas, obten-
emos

. 0 1 i 0 1
1= | —48,7183 —0,2104 |’ 27| —31,01507 —0,2104
0
B = B2=[38761004J Ci=C=[1 0], (4.11)

S1

52=[_01 (1)] Q=Q=[-1 0].

En primer lugar, el exosistema se elige como generador de sefiales comin para todos los
subsistemas, es decir S; = S para ¢ = 1, 2. Dado que los eigenvalores de la matriz S del exosistema
estan sobre el eje imaginario en (i, —i], la condicién FSH1) se satisface.

Continuando, la condicién FSH2) se cumple para todos los modelos locales. Esta condicién
se comprueba verificando el rango de la matriz de controlabilidad. Una vez comprobada la
condicién anterior para los dos subsistemas, se procede a ubicar sus polos de tal manera que todos
los subsistemas sean estables. La ubicacién propuesta coloca los polos de los dos subsistemas en
[—40 — 40]. Las matrices de ganancias estdn dadas por

K, = [ —40,1781 —2,0665 ]
Ky = [ —40,6367 —2,0665 |

La siguiente condicién a verificar, se refiere a la existencia de una matriz P simétrica
definida positiva que junto con las matrices de ganancias K; previamente calculadas, cumplan
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con las restricciones del sistema de desigualdades matriciales lineales, de acuerdo con la condicién
FSH3).
P [ 6,1986 0,00367
0,00367 0,00291

Por ultimo se resuelven las dos ecuaciones matriciales para cada subsistema, se obtienen los
siguientes mapeos

10

01 Iy =[1,2359 000545 ], Ty=][0,7774 0,00545 |

n1=n2=[

con esto se cumple la condicién FSH4) y queda resuelto el (PRNLDS).

Como se puede observar en la figura 4.3(a) la salida de la planta que es representada por el
eslabén del péndulo sigue asintéticamente la referencia generada por el exosistema, se puede ver
que el error en estado estacionario tiende a cero. En la figura 4.3(d) son presentados los valores
de las funciones de membresia para cada subsistema local.

Referencia vs. salida xy) Error
0.1
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40
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-40
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo (segundos)

Figura 4.3(a) Figura 4.3(b)

Sefal de Control Funciones de membresla

) [ 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 L] 8 10 12
Tiempo (segundos) Tiempo (segundos)

Figura 4.3(c) Figura 4.3(d)
Figura 4.3. Simulacién del controlador difuso por retroalimentacién del estado con una
sefial de referencia y,.r = 57,29°sin (1t), (caso particular).

Resultados en tiempo real.

Para hacer la aplicacién en tiempo real del péndulo fue necesario quitar el eslab6n subactuado
del pendubot, de esta manera un tnico eslabén queda sujeto al motor y por lo tanto, el sistema
es completamente actuado. El control del motor del péndulo simple se hace por medio de una
PC Pentium IBM a 75Mhz con un programa en lenguaje C++, la posicién del eslabén se mide
con un encoder éptico BEI 1024 y un servo amplificador 25A8PWM se usa para operar el motor
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en modo torque. La tarjeta DAC genera sefiales andlogicas entre —10 y +10 V. El 4ngulo del
eslabén se mide respecto del eje vertical, totalmente ergido en posicién vertical representa 0° y
colocado en posicién horizontal 90° Las condiciones iniciales del sistema son z (0) = [ 0° 0 ] ;

En la figura 4.4(a) se aprecia el seguimiento de la salida de la planta con respecto a la sefial
de referencia y,.s = 57,29° sin (1t) . El error en estado estacionario oscila entre +1° de diferencia
entre ambas sefiales, esto se debe al desgate de los componentes fisicos y electrénicos, no tanto
al disefio del regulador difuso. El inciso (c) presenta la ley de control que es aplicada al sistema
para efectuar esta tarea.

Referencia vs. salida (x,) Error
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Figura 4.4. Aplicacién en tiempo real del controlador difuso por retroalimentacién del estado
con una sefial de referencia y,.r = 57,29°sin (1t), (caso particular).

4.4.2. Caso general

Cuando un sistema no lineal es representado por medio de un modelo difuso puede ocurrir
que las matrices de entrada B; de los modelos lineales sean distintas, si se disefia un regulador
difuso para seguir una senal de referencia y se aplica éste control, tanto en el modelo difuso como
en el modelo no lineal seguramente se tendrd en el seguimiento un error en estado estacionario.
La principal razén es que los mapeos no lineales no coinciden con los mapeos difusos obtenidos
a partir de los modelos locales, como es mostrado con (4.9) y (4.10). Para probar lo anterior, en
el sistema no lineal total (4.8) arbitrdriamente se ha selecionado by = 4 * by, el valor numérico
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de los subsistemas es el siguiente

4 = 0 1 = 0 1
—48,7183 —0,2104 27 | -31,01507 —0,2104

- 0 _ 0 B
b= [38,61004] Bz‘[154,4402] , Gi=Ce=[1 0], (412)
0 1
S = Sz:[—l 0] Q=Q=[-1 0].

Dado que los eigenvalores de la matriz S del exosistema estdn sobre el eje imaginario en
¢, —1], el sistema es neutralmente estable y la condicién FSH1,) se satisface.

La condicién FSH2,) se cumple para los dos modelos locales, se procede a ubicar sus polos
de tal manera que todos los subsistemas sean estables. La ubicacién de los polos de los dos
subsistemas se coloca en [—40 — 40]. Las matrices de ganancias estdn dadas por

Ky = [ —40,1781 —2,0665 |,
K; = [ -10,1591 —0,5166 ]

La tercera condicién a verificar, se refiere a la existencia de una matriz P simétrica defini-
da positiva que junto con las matrices de ganancias K; previamente calculadas, cumplan con
las restricciones del sistema de desigualdades matriciales lineales, de acuerdo con la condicién
FSH3;).

P [ 6,1986 0,00367
0,00367 0,00291

Por iltimo se resuleven las dos ecuaciones matriciales para cada subsistema, obteniendose
los siguientes mapeos

10

n1=n2=[0 I

] , Ii= [ 1,2359 0,00545 ], Iy = [ 0,1943 0,00136 |
como se puede observar la condicién FSH4;) no se cumple ya que los mapeos I'; y T’y son
distintos, ademds b; # by y no se satisface la ecuacién (3.33).

En la figura 4.5(a) la salida de la planta que es representada por el eslabén del péndulo no

sigue asintéticamente a la referencia generada por el exosistema, se puede ver en la figura 4.5(b)
que existe un error en estado estacionario.

Referencia vs. salida x,) Error
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Sefal de Control
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Figura 4.5(c)

Figura 4.5. Simulacién del controlador difuso por retroalimentacién del estado con una
sefial de referencia y,.y = 57,29°sin (1t), (caso general).

4.5. Regulacién difusa por retroalimentacién del error.

4.5.1. Control y aplicacién al péndulo simple (caso particular)

En este seccién el objetivo es que el péndulo simple lleve a cabo seguimiento de seiales
periodicas, pero ahora no se tiene a disposicién la informacién de los estado, es decir, la posicién
del eslabén y la velocidad angular del mismo; sélo se tiene la informacién del error entre la salida
de la planta y la senal de referencia. Para solucionar esta situacién se aplica la regulacién difusa
por retroalimentacién del error, con una sefial de referencia y,.y = 57,29°sin (1t), 8 = 1%‘; y

condiciones iniciales z (0) = [ 0° 0 ]. Los subsistemas lineales son los mismos que en (4.11).

El exosistema es neutralmente estable dado que sus eigenvalores estdn sobre el eje imaginario
en [i, —1], por lo tanto, se satisface la condicién FSEH1).

Ahora la condicién FSEH2) se comprueba verificando el rango de la matriz de controla-
bilidad de cada subsistema. La ubicacién propuesta coloca los polos de los dos subsistemas en
[—8 — 8]. Las matrices de ganancias estdn dadas por

Ky = [ -03957 —0,4089 |
Ky = [ 08543 —0,4089 |

En seguida, se verifica la detectabilidad de las matrices

A; P
[ 0 S ] [C Q]
dadas en la condicién FSEH3). En este caso se verifica la detectabilidad, mediante la prueba
de rango de la matriz de observabilidad. A partir de esta prueba, se calculan las matrices de
ganancias Gy; y G2;, de manera que la matrices

5 8]-[G]te o
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sean estables.

Para esto se propone ubicar los polos en [ -15 -15 -15 -15 ] . Las matrices de ganan-

cias son

-217,3
253,8
—-277,0

—1033,8

G =

Gy =

—376,4
—339,3
—436,2
—1644,7

El siguiente paso se refiere a la existencia de una matriz P simétrica definida positiva
que junto con las matrices de ganancias (K;, G, G2;) previamente calculadas, cumplan con
las restricciones del sistema de desigualdades matriciales lineales, de acuerdo con la condicién
FSEH4). Siguiendo con la construccién indicada en el corolario 3.6.2.1, se generan 3 desigual-
dades de la forma de desigualdad de Lyapunov. A continuacién se realiza la busqueda de la
matriz P, aplicando el algoritmo de optimizacién convexa al sistema de desigualdades. La ma-
triz encontrada debe satisfacer todas las desigualdades, de manera que al evaluarlas con la matriz
calculada, se cumpla que todas las desigualdades sean definidas negativas. Dicha propiedad es
equivalente a verificar que sus eigenvalores sean negativos. La matriz es la siguiente

( 657,6634 —21,7539 —642,4286 29,0497 648,1575 —30,2309
—21,7539  1,7990 22,7748  -1,9661 27,3524  2,7510
p= —642,4286 22,7748  648,5816 —28,6917 —674,8467 35,7047
29,0497  —1,9661 —28,6917  2,4003 32,0257 < —2,7629
648,15756 —27,3524 —674,8467 32,0257  744,1854 —49,1348
| —30,2309  2,7510 35,7047  —2,7629 —49,1348  5,7984

En el caso de la condicién FSEHS5) se resuleven las dos ecuaciones matriciales para cada
subsistema, se obtienen los siguientes mapeos

10

Hl:nz:[o 1

] I1=[12359 000545 Ty=/[0,7774 0,00545 ]

con esto queda resuelto el (PRNLDE).

Como se puede observar en la figura 4.6(a) la salida de la planta que es representada por
el eslabén del péndulo sigue asintéticamente la referencia senoidal generada por el exosistema,
en la figura 4.6(b) se puede ver que el error tiende a cero, cabe mencionar que los estados del
observador tienden a los estados reales de la planta.
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Figura 4.6. Simulacién del controlador difuso por retroalimentacién del error con una sefal

de referencia de y,.y = 57,29°sin (1t), (caso particular).

Resultados en tiempo real.

Para la aplicacién en tiempo real no se tiene a disposicién la informacién de la posicién
del eslabén ni de la velocidad angular, lo tnico disponible es el valor del error; por lo tanto se
disena un observador de tal forma que proporcione la entrada en estado estacionario necesaria
para que la salida de la planta sigua a la sefial de referencia. En la figura 4.7(a) se presenta el
comportamiento del eslabén para una sefial de referencia y,ey = 57,29°sin (1t) , se observa un
pequeno error en las crestas de la onda senoidal, que no sobrepasa £1° grado de diferencia, una

respuesta bastante aceptable para ser en tiempo real.
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Sefial de Control
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Figura 4.7. Aplicacién en tiempo real del controlador difuso por retroalimentacién del error
con una sefial de referencia de y,.y = 57,29°sin (1t), (caso particular).

4.5.2. Caso general

En la subseccién 4.4.2 se muestra un caso general donde no se realiza seguimiento exacto en la
salida, mediante el disefio de un regulador difuso por retroalimentacién del estado. Ahora, en base
a los mismos sistemas locales (4.12) y las mismas condiciones en la sefial de referencia se disefiar4
un regulador difuso por retroalimentacién del error, aplicados tanto al sistema difuso total como
al sistema no lineal. En el sistema no lineal total (4.8) arbitrdriamente se ha selecionado by =
4 % b1 =

La condicién FSEH1,) se satisface para las matrices S; de (4.12). Al igual se cumple la
condicién FSEH?2,) para los pares (A;, B;) de (4.12). La ubicacién propuesta coloca los polos
de los dos subsistemas en [—8 — 8]. Las matrices de ganancias estdn dadas por

Ky = [ -0,3957 —0,4089 ]
K, = [-02135 —0,1022 ]

En seguida, se verifica la detectabilidad de las matrices dadas en la condicién FSEH3;). En
este caso se verific6 la detectabilidad, mediante la prueba de rango de la matriz de observabilidad.
A partir de esta prueba, se calculan las matrices de ganancias G1; y G2;, para esto se propone
ubicar los polos en [ -15 -15 -15 -15 ] Las matrices de ganancias son

-217,3 —376.,4

2538 | —339,3

Gy = —277,0 Gy = —436,2
~1033,8 —1644,7

La pentltima condicién a verificar, se refiere a la existencia de una matriz P simétrica
definida positiva que junto con las matrices de ganancias (K, G1i, G2;) previamente calculadas,
cumplan con las restricciones del sistema de desigualdades matriciales lineales, de acuerdo con
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la condicién FSEH4,).

[ 0,8908 -0,0124 -0,9009 0,0073 0,9033 —0,0064 ]
-0,0124 10,0002 0,0125 -0,0001 -0,0127 0,0002
P = 1.0¢ — 006 -0,9009 10,0125 0,9149 -0,0072 -0,9192 0,0072

’ 0,0073 —0,0001 -0,0072 0,0002 0,0073 —0,0001
0,9033 -0,0127 -0,9192 0,0073 0,9262 -—0,0080
| —0,0064 0,0002 0,0072 -0,0001 -0,0080 0,0003 |

En el caso de la condicién FSEHS5,) se resuleven las dos ecuaciones matriciales para cada
subsistema, se obtienen los siguientes mapeos

I, =1, = [ (1) (1) ] = [ 1,2359 0,00545 ] Iy = [ 0,1943 0,00136 ]
pero el (PRNLDE) no puede ser resuelto exactamente ya que los mapeos I'y y I'; no son los
mismos, ademds B; # Bs, por lo que al resolver la ecuacién (3.33) es distinta de cero.

En la figura 4.8(a) se presenta tanto la salida de la planta como la sefial de referencia, el error
presentado es debido a que la suma de los mapeos lineales no son los exactos, de otra manera,
no representan la exacta subvariedad de entrada de estado estable ugs =y (w).

Referencia va salids (1‘)

Posicion (grados)

Emor (grados)

2 4 0 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 0
Tiempo (segundos) Tiem po (segundos)

Figura 4.8(a) Figura 4.8(b)

Sefal de Control
1.6

1

Control (N-m)

Tiempo (segundos)

Figura 4.8(c)

Figura 4.8. Simulacién del controlador difuso por retroalimentacién del error con una sefial
de referencia de 57,29sin (1t) , (caso general).
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4.6. Regulacién robusta difusa

En esta seccién se presenta la aplicacién de la teorfa de regulacién robusta difusa al péndulo
simple, en primer lugar se planea seguir una sefial periédica; en el segundo experimento se
propone el seguimiento de una combinacién de trayectorias generas por el exosistema (4.13).

Para mostrar el controlador robusto difuso, en esta seccién se seguird una sefial de referencia
periédica y,.s = 85sin (1t), con condiciones iniciales = (0) = [ 0° 0 ] Los subsistemas lineales
son los mismos que en (4.11).

La condicién FSOH1) se cumple ya que los eigenvalores de las matrices S; estan sobre el
eje imaginario en [, —].

Por lo consiguiente, la inmersién ® dada en la ecuacién (2.31) se calcula en este caso, a partir
de los coeficientes del polinomio caracteristico, de la matriz S del exosistema, es decir,

0 1
°=| 55

donde 8 = 1%. Nétese que la matriz ® es igual para los dos controladores locales, debido a que
el exosistema es el mismo. Ademds, la matriz Hy del controladores se define como

Hyu=[1 0]

de acuerdo a (2.32).
La condicién FSOH2) se cumple para los dos modelos locales. La ubicacién propuesta coloca
los polos de los dos subsistemas en [—8 — 8]. Las matrices de ganancias estdn dadas por

Ky = [-03957 —0,4089 |,
Ky = [ —0,8543 —0,4089 ].

En seguida, se verifica la detectabilidad de las matrices

0 ®;

dadas en la condicién FSHO3). En este caso se verificé la detectabilidad, mediante la prueba
de rango de la matriz de observabilidad. A partir de esta prueba, se calculan las matrices de
ganancias G1; y Ga;, de manera que la matrices

Ai —BiHy Gui ,
o e te o)

sean estables.
Para esto se propone ubicar los polos en [ -15 -15 -15 -15 ] Las matrices de ganan-
cias son

59,8 59,8
1287,7 | 13054
Gy = —348.1 Ga=| _3481

—1276,2 —1276,2
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Una vez obtenidas las ganancias (K;, G1i, G2:), se inicia la busqueda de una matriz P simétrica
definida positiva, de acuerdo con la condicién FSOH4).

( 3,1090 -0,0503 -3,1239 0,0602 —0,7548 0,1227
-0,0503 0,0206 0,0585 —0,0216 -0,0154 -0,0132
-3,1239 10,0585  3,6652 —0,0523 0,8432 —0,1133
0,0602 -0,0216 -0,0523 0,0279 0,0203 0,0185
-0,7548 -0,0154 0,8432 0,0203 0,6968 —0,1311
| 0,1227 -0,0132 -0,1133 10,0185 -—0,1311 0,0492

En el caso de la condicién FSOHS) se resuleven las dos ecuaciones matriciales para cada
subsistema, obteniendose los siguientes mapeos

1,4835 0

=T = [ 0 14835

Iy =[18335 000808 ], Ty=][1,1532 0,00808 ],

con esto se resuelve el (PRRNLD).

En la figura 4.9(a) se presenta el seguimiento del eslabén respecto a la sefial de referencia
Yres = 85°sin (1t), el error de la figura 4.9(b) se debe a que el eslabén se acerca mucho a la zona
limite del modelado difuso, de una manera més clara, esta cerca de £90°, mientras mds cerca
se encuentre el eslabén de ese punto puede sufrir inestabilidad y por lo tanto, un pequefio error
de seguimiento.

Referencia v salida (l') Err
100 18
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Emor (grados)
&
o o
L \
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Tiempo (segundos)

Figura 4.9(c)



50 CAPITULO 4. APLICACION AL PENDULO SIMPLE

Figura 4.9. Simulaci6n del controlador robusto difuso para una sefial de referencia de Yref =
57,29°sin (1t) .

Resultados en tiempo real.

Las respuestas en tiempo real se muestran en la figura 4.10, en (a) se observa el seguimiento
de la trayectoria que es realizada por el eslabén, en (b) se presenta el error en esto estacionario
y por ultimo en (c) se nota que la ley de control es muy suave respecto a los métodos anteriores.

Referencia vs. salida (x ) Sefial de error
100 8
"

8o

60
40
20|f

Enor (grados)

-20

Posiclén (grados)

-40

] 10 12 14 16 18 20
Tiempo (segundos)

2 4 0 ] 10 12 14 16 18 20 ] 2 4 O
Tiempo (segundos)

Figura 4.10(a) Figura 4.10(b)

Sefial de Control
16

1

05

Controt (N-m)

El

-1.6

0 2 4 ] ] 10 12 14 16 18 20
Tiempo (segundos)

Figura 4.10(c)

Figura 4.10. Aplicacién en tiempo real del controlador robusto difuso para una sefial de
referencia de y,y = 57,29° sin (1t) .

Seguimiento de una combinacién de trayectorias

Ahora, el objetivo es aplicar un controlador robusto difuso a la planta no lineal del péndulo
simple para el seguimiento de una combinacién de trayectorias generadas por (4.13), para una
frecuencia de oscilacién 8 = l%gi. Los sistemas lineales son los mismos que se presentan en

(4.11), excepto por el exosistema.

El modelo matematico del exosistema que permite generar las sefiales de referencia a seguir
esta dado por
0 0 O wy (t) wy (0) 1
w@®)=|0 0 B||w® wy (0) | = 0 (413)
0 -8 0 w3 (1) w3 (0) 1
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donde w; genera una sefial constante, w2 genera sefales senoidales y por tltimo w3 genera seflales
cosenoidales.

Las sefiales de referencia y los tiempos de vida son

t < 9,5seg Yref = 80°wy (),
19seg < t < 9,5seg Yref = 0°wy (t), (4.14)
28,5seg < t < 19seg Yref = 60°wy (), ’
t> 28,5 Yref = 20°w3 ().

El exosistema (4.13) es antiestable dado que sus valores propios estén en [0, 7, —), la condicién
FSOH1) se satisface.

Por lo consiguiente, la inmersién ® dada en la ecuacién (2.31) se calcula en este caso, a partir
de los coeficientes del polinomio caracteristico, de las matrices S;, es decir,

0 1 0
<I>,-=[o 0 1] (4.15)

0 -1 0
Ademaés, la matrices Hy, de los controladores se definen como
Huy=[1 0 0]

de acuerdo a (2.32).
Los polos de los dos subsistemas se colocan en [—5 — 5], para la obtencién de las matrices de
ganancias dadas por

K, = [06143 —0,2536 |
K, = [0,1558 —0,2536 |
de antemano la condicién FSOH2) se ha cumplido.

Una vez que se cumple la condicién FSOH3), se obtienen las matrices de ganancias del
observador ubicando los polos en [ -10 -10 -10 -10 -10 ] , €l resultado es

49,8 49,8

939,8 957,5

G=| -2577 Gy=| -2577
—1269,1 ~1269,1
—2332,3 —2332,3

Una vez obtenidas las ganancias (K;, G1;, G2;) , se inicia la busqueda de una matriz P simétri-
ca definida positiva, las cuales deben cumplir con las restricciones del sistema de desigualdades
matriciales lineales, de acuerdo con la condicién FSOH4).

[ 5,25563 —0,0721 -5,2234 0,0903 -1,7474 0,1346  0,0466
-0,0721 10,0477 0,0597 —0,0497 -0,0152 -0,0585 0,0160
-5,2234 10,0597 5,9905 —0,0332 11,6965 0,0071 —0,0780
P=| 0,003 -0,0497 -0,0332 0,0720 -0,0055 0,0547 —0,0020
-1,7474 -0,0152 11,6965 -0,0055 2,3761 —0,5339 0,0610
0,1346 —0,0585 0,0071 0,0547 -—0,5339 0,4240 —0,1491
| 0,0466 0,0160 -0,0780 -—0,0020 0,0610 -0,1491 0,0717 |
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Para la condicién FSOHS5), existen las matrices II; y T; para las cuatro sefiales a referencia
(4.14). Por lo tanto se resuelve el (PRRNLD).

La respuesta en simulacién se presenta en la figura 4.12, se puede ver en (a) que la salida
de la planta sigue a la trayectoria generada en base a una combinacién de sefiales. El sistema
dindmico (4.15) proveé la entrada us, para cada valor de los pardmetros y para cada senal de
referencia, la ley de control puede ser vista en (c).

Referencia vs. salida (x‘) Error

e

-4 4

Posicion (grados)
N
o

-100 -10
10 0 5 10 15 20 25 30 35 40 o 5 10 15 20 26 30 a5 40
Tiempo (segundos) Tiempo (segundos)

Figura 4.11(a) Figura 4.11(b)

Sefal de Control

Control (N-m)

0 5 10 16 20 25 30 35 40
Tiempo (segundos)

Figura 4.11(c)

Figura 4.11. Simulacién del controlador robusto difuso para las sefiales de referencia pre-
sentadas en (4.14).

Resultados en tiempo real.

En la figura 4.12 se plasman los resultados del controlador robusto difuso obtenido, haciendo
una comparacién entre las figuras 4.11(a) y 4.12(a) se aprecia que tienen el mismo compor-
tamiento, salvo cuando se estabiliza el péndulo en 0°, en tiempo real se nota un error algo
significativo; pero en general los resultados son bastantes satisfactorios. Es importante recalcar
que s6lo se conmutan las sefiales de referencia y no asf la sefal de control. Esto es gracias a que
la inmersién de alguna manera ”observa” la entrada en estado estacionario uss.
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Relferencia vs. salida x,) Senal de error
100 16—
80 — Xy
. 1
80 10
40
g 20 E 5
: AVA
g -20 B j ] o
40
-80 -5
-80
%% s 0 5 20 25 30 35 40 % s 10 16 20 25 30 35 40
Tiempo (segundos) Tiempo (segundos)
Figura 4.12(a) Figura 4.12(b)

Ley de Control

] 5 10 15 20 25 30 36 40
Tiempo (segundos)

Figura 4.12(c)

Figura 4.12. Aplicacién en tiempo real del controlador robusto difuso para las sefiales de
referencia presentadas en (4.14).

Ahora, se presenta otro controlador robusto difuso para una combinacién de senales, sélo
se muestran los resultados en tiempo real de la aplicacién al péndulo simple. Las sefales y los
tiempos de vida son

t < 6seg Yref = 20°sin (2t),
12,5seg < t < bseg Yref = 40°sin (2t), (4.16)
19seg < t < 12,5seg Yref = 60°sin (2t), ’
t>19 Yref = 80°sin (2t) .

En la figura 4.13 se observa el comportamiento en tiempo real de la planta, las sefiales de
referencia (4.16) son reproducidas con un mfnimo error por el eslabén del péndulo, se aprecia
que existe un error considerable cuando la sefial de referencia se conmuta, pero este error queda
acotado al alcanzar el estado estacionario.
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Referencia vs salida x,)
100 15

-]

-100 - 3 n
] 5 10 5 20 25 30 150 5 10 156 20 25 30

1
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Figura 4.13(a) figura 5.13(b)

Sefal de control

Sefal de error

Posicién (grados)

K]
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Control (N-m)
o

16 20 25 30
Tiempo (segundos)

Figura 5.13(c)

[ 5 10

Figura 4.13. Aplicacién en tiempo real del controlador robusto difuso para las sefiales de
referencia presentadas en (4.16).

4.7 Comentarios

Los casos de estudio presentados en este capftulo, fueron desarrollados de una manera
metodoldgica, es decir, los problemas de regulacién difusa se hicieron paso por paso sin omitir
detalle y cumpliendo con las condiciones de los respectivos teoremas, esto es con el 4fan de poder
aplicar esta metodologia de una manera sencilla.

Cabe mencionar que los resultados aplicados al péndulo simple fueron bastante satisfactorios
en simulacién y de una manera fiel se reproducieron en tiempo real. Ademds se calcularon una
gran variedad de reguladores difusos para diferentes amplitudes y frecuencias en la sefial de
referencia, los cuales fueron aplicados en tiempo real obteniendo excelentes resultados.

Respecto a los casos generales en donde no es posible llevar a cero el error de seguimiento,
cuando el regulador es disefiado a partir de los mapeos difusos obtenidos de los sitemas locales,
un método es desarrollado en (8] para la solucién a este problema.



Capitulo 5

Pendubot y robot completamente
actuado.

5.1. Introduccién

Los manipuladores robéticos son sistemas usados cominmente en la industria en tareas
como: soldadura, pintura, manipulacién de materiales en lineas de manufactura, etc. En general,
se desea que el manipulador conduzca su elemento final a lo largo de una trayectoria. Para
solucionar este problema existen técnicas que nos permiten realizar el seguimiento de trayectorias
como lo es la teoria de regulacién difusa y la teorfa de regulacién no lineal difusa. En la primera de
ellas, se caracteriza el sistema no lineal por medio de subsistemas lineales con el método conocido
como modelado difuso Takagi-Sugeno, entonces controles locales pueden ser disefiados para cada
sistema y el controlador total (PDC) es una combinacién de los anteriores. Para el segundo
método, el controlador total es disefiado a partir de la planta no lineal y el modelado difuso se
utiliza para tomar ventaja al adquirir una regién de estabilizacién mayor. En la seccién 5.2 se
presenta el modelo dindmico del pendubot representado en variables de estado. En la seccién 5.3
se disefia un controlador difuso y se muestra que es un caso general de la teorfa de regulacién
difusa. En la seccién 5.4 es disefiado un controlador no lineal difuso para el seguimiento de
trayectorias. En la seccién 5.5 se presentan los resultados en simulacién efectuados al pendubot
en Matlab. La seccién 5.6 es dedicada a representar el comportamiento del sistema pendubot
en tiempo real, al seguir una sefal de referencia. La seccién 5.7 presenta el modelo dindmico
de un robot completamente actuado de dos grados de libertad. En la seccién 5.8 se disefia un
regulador no lineal difuso para el modelo no lineal del robot completamente actuado, adem4s se
expone los resultados de la simulacién. En la seccién 5.9 se hacen comentarios generales de este
capitulo.

5.2. Modelo dindmico del pendubot

Las ecuaciones no lineales invariantes en el tiempo que determinan el comportamiento
dindmico del robot se obtienen por el método Euler-Lagrange.

Del sistema mostrado en la figura 5.1, el movimiento angular se determina por los 4ngulos
Q1Y 92, l1 y l2 representan la longitud del primer y segundo eslabén, l.; y l.o representan las
distancias del centro de masa del eslab6én 1 y 2, m; y mg son las masa del primer y segundo
eslabén, I, e I.,; representan los momentos de inercia del primer y segundo eslabén referidos

55
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a su centro de masa, y g es la aceleracién de la gravedad.

La ecuacién de Euler-Lagrange para el Pendubot, considerado como un sistema no conser-
vativo, estd dada por
d [OL 0L OR

donde g y ¢ son vectores de dimensién 2, determinados por el nimero de eslabones especffico a
este robot, 7 es un vector de fuerzas de dimensién 2 que representa el par, R es la funcién de
disipacién de Rayleigh, L es el Lagraniano definido como la diferencia entre la energfa cinética
K y la energfa potencial V

L=K-V.

Figura 5.1. Esquema del Pendubot.

Las ecuaciones correspondientes a cada eslab6n son

d [OL 0L OR

25 - - (52
1[%}_% 9k _ &

dt |8g2] Ogz ' 9o 2=

71 es el par del motor en la unién uno, 72 es nulo ya que no existe actuador en la unién dos.
De acuerdo a [16] las ecuaciones que representan al sistema son

1 o= {mal? +ma [ +12% + 2l cos(g2)] + Lot + L2} én
+ {ma [l32 + lileg cos (q2)] + Lz2} Go + magley cos (q1)
—2malileagidesin (g2) — malileads sin (g2) (5.3)
+mag [l cos (q1) + lez cos (g1 + g2)] + @1

0 = {ma[l%+lleacos(q)] + Lza} i + {malky + L2} G2
+malile2d3 sin (g2) + magles cos (q1 + g2) + pade-
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Estas ecuaciones se pueden escribir en forma més compacta como

d(@)i+c(g,9)d+g9(@+f@=r (5.4a)

Q1 . 41 o 41 di1 di2 ]
= = . . = . D =
7 [ 9 ] e [ 42 l e [ g2 J @ [ do1 d22

din = myld +my [I2 +1% + 2hlgcos(g2)] + Lear + Lzz2,

donde

dig = doy=my [l22 + lylsg cos (qz)] + L.,
dp = mal% + .o, (5.5)
c(gd) = [ c11 a2 _ [ —2malilcagosin(g2) —malilcagasin (g2)
? | c21 c22 malileage sin (q2) 0
o) = [ 91 | _ [ magleicos(q1) +mag (I cos (q1) + lez cos (g1 + g2)) ]
| 92 magle cos (q1 + g2)
o (fl(q.)J_[“l‘jl]
1@ = | %@ | = | i
-]

d (q) es la matriz de inercias, c(q,¢) es la matriz de coriolis-centripeta, g (q) es el vector grav-
itacional y f(q) representa la acci6n de la friccién viscosa del sistema.

A partir del modelo dindmico (5.4a) se puede obtener la representacién en variables de estado
de la forma siguiente

i=d(g) ' [r—c(@add—g(a) - f )]
desarrollando se obtiene

dao diocy | di2g2 | diafo da2
+ + —c—g1— . -
o didye — d2, | doo dao da2 1=a-h 4 | dudan - &, ,,.1
—d12 ducz | duge " dufs - —fi —di2
didy — d?%, | di2 dio di2 diidoe — &%,
con ¢; = c114; + 1242 ¥ C2 = C1241.
Si se definen las siguientes variables
T1=q, T2=Qq, IT3=q, ZTa=§¢, U=T], Y=I2,
el sistema no lineal
() = f(@)+g(x)u
y() = h(z)
queda representado por
_ 23
T4
da2 digcy | diago | diafo
z)= + + —c—g1— 5.6
/(@) diydas — d2, | doo da2 da2 1—a-h 4
—dy2 diica  duge 1 di1f2 P
| diidyy —d%, | di2 dia di2 BT
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0

0
d
g9(z) 2

—d

Los valores paramétricos del pendubot son

di1dyp — d?,

| diidaz —d2, |
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h(z) = zs.

h Longuitud del eslabén 1 0,2032 m,
Iy Longuitud del eslabén 2 0,3817 m,
l;1 Distancia del centro de masa del eslabén 1 0,1551 m,
lco  Distancia del centro de masa del eslabén 2 0,1635 m,
m; Masa del eslabén 1 0,8293 kg,
mg Masa del eslabén 2 0,3402 kg, (5.7)
I,,1 Momento de inercia para el eslabén 1 0,00595 kg - m2,
I,,2 Momento de inercia para el eslabén 2 0,0043 kg - m?,
f17  Friccién para el eslabén 1 0,00545 kg/s,
to  Friccién para el eslabén 2 0,00047 kg/s,
g Constante gravitacional 9,81m/s?

5.3.

Diseno del controlador difuso para el pendubot

Para realizar el disefio del regulador difuso se proponen dos tipos de configuracién de acuerdo
a la posicién inicial del pendubot, lamadas configuracién arriba y configuracién abajo, entre ellas
se distinguen por la condicién inicial de ambos eslabones, respecto a la horizontal es medido el
éngulo del eslabén 1 y el dngulo del eslabén 2 es medido respecto al eslabén 1, las condiciones

iniciales en las distintas configuraciones son

. Configuracién arriba, £ (0) = [ 90° 0° 0 0] =z; por arriba de la horizontal.

® Configuracién abajo, z (0) = [ 270° 180° 0 0 ], z1 por debajo de la horizontal.

A

Figura 5.2. Pendubot, configuracién arriba.

Figur

a 5.3. Pendubot, configuracién abajo.
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Configuracién arriba

El comportamiento no lineal de la planta (5.6) se aproxima por un modelo difuso TS, para
el diseno del regulador se requiere la aproximacién lineal del modelo en variables de estado. La
aproximacién lineal se hace conforme a (3.5) en 11 puntos de operacién, en este caso esos puntos
son

2} 2 of of of o of o 2§ 3l 2
Ty 15° 30° 45° 60° 75° 90° 105° 120° 135° 150° 165°
Ty = 75° 60° 45° 30° 15° 0° -15° —30° —45° —60° -75°  (5.8)
Ty 0° 0° 0 0 0° 0 0° 0 0 0 0°
T 0° 00 0 0° 0° 0° 0 00 0 0 0

Los subsistemas A;, B; y C; se encuentran en el apéndice A (A.1). Los modelos lineales de-
scriben el comportamiento de la planta, vdlido en una regién alrededor del punto de operacién.
Cada punto de operacién define un sistema lineal diferente. Los puntos de operacién se seleccio-
nan de acuerdo a la amplitud de la sefial de referencia que se desa seguir. Note que los puntos
de operacién cumplen la condicién z; + z2 = 90°, esta es una restriccién fisica del pendubot que
deber4 satisfacer durante todo el proceso de control para mantener la estabilidad.

Para este sistema en configuracién arriba, se desea que la salida del sistema zs, siga una
sefial de referencia senoidal a partir de la posicién z (0) = [ 90° 0° 0 0 ]. Se presenta en
forma general la senal de referencia que se desea seguir como

Yref = Ampsin (Bt)
donde A, es la amplitud de la senoidal y 3 la frecuencia en radianes.

El modelo matemadtico del exosistema que permite generar la sefial de referencia a seguir, es
de la siguiente forma

0 0 0 w1 (t) w1 (0) 1
u')(t)=[0 0 ﬁ‘ [wz(t)l [wz(o)l=[0] (5.9)
0 -8 0 w3 (t) w3 (0) 1

donde w, genera una senal constante, wy y ws generan sefiales senoidales y cosenoidales; las
matrices del lado derecho son las condiciones iniciales y 3 es la frecuencia de la sefial de referencia.

La sefial de referencia (5.10) que seguird cada uno de los modelos lineales en funcién del
exosistema (5.9) estd dada por

Yres = Mw1 () + Ampwa (t). (5.10)

Por lo tanto, las matrices (); que especifican la sefial de referencia que deben seguir cada
modelo lineal, quedan representadas de la siguiente manera

Q=[7° —Amp 0], Q2=[60° —Apm, 0], Q3=[45° —Ap, 0]
Q4= 30° _‘Amp 0], Q5= 15° _Amp 0], Q6= 0° _Amp O],
Qr=[-15° —Amp 0], Qs=[-30° —Amp 0], Qo=[—-45 —Am, 0]

Qu=[—60° —Amp 0], Qu=[-7° —Amp 0]
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En la linealizacién realizada en (5.8), se considera que cada punto de operacién es el origen,
por lo tanto, para que la salida del sistema siga la sefial de referencia deseada, se requiere de un
par nominal que desplace el origen al nuevo punto de operacién.

El par nominal se calcula de la siguiente manera

T = (mala + maly) gcos (1) (5.11)

donde z; es el punto donde se linealiz6 el eslabén 1, para cada subsistema lineal.

Una vez obtenidos los modelos lineales, es necesario definir los conjuntos difusos, lo cual se
realiza mediante funciones de membresfa. Los conjuntos difusos definidos, correspondientes a
la salida de la planta (z2) son llamados uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve,
diez y once. Para la interpolacién de los subsistemas, se consideradan siete funciones de mem-
bresfa triangulares entre dos funciones de membresfa pseudo-trapezoidales, todas dependiendo
exclusivamente de la posicién del eslabén 2.

once diez nueve ocho siete seis cinco cuatro tres dos una
-75 -60 -45 -30 -15 0] 15 30 45 60 75 grados x,

Figura 5.4. Funciones de membresfa, configuracién arriba.

El modelo difuso de la planta y el controlador difuso de acuerdo a (3.4) puede representarse
de la siguiente manera

1° Regla de la planta y controlador 2° Regla de la planta y controlador

SI x5 es uno SI x5 es dos
ENTONCES ENTONCES
z (t) = A1z (t) + Byu(t) z (t) = Az (t) + Bau(t)
{ e(t) = Ciz (t) + Quw (¢) e(t) = Coz (t) + Qaw (t)
u(t); = K1z (t) + Liw (t) u(t), = Koz (t) + Law (t)
: : (5.12)
10° Regla de la planta y controlador ~ 11° Regla de la planta y controlador
SI z5 es diez SI z4 es once
ENTONCES ENTONCES
{ z(t) = Aoz (t) + Biou (t) z(t) = Anz (t) + Briu(t)
e (t) = Cioz (t) + Qow (t) e(t) = Cniz (t) + Quw (t)
u (t)lo = Koz (t) + Lijow (t) u (t)ll = Knz (t) + Lw (t) .
La salida total del controlador difuso esta dada por
w(t) = hi(z(t) [Kiz (t) + Liw (t)] (5.13)
i=1

donde L = [Fi:r (t) — K 3oy hy (2 (1) Tjw (t)] ei=1,...,1L
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Hasta aqui, ya se definieron los modelos lineales, los conjuntos difusos y el exosistema; ahora
lo siguiente es pasar al disefio de regulador difuso por retroalimentacién del estado satisfaciendo
las condiciones del teorema 3.3.1. El regulador difuso es disefiado en base a una seial de referencia
de amplitud A, = 50° y frecuencia 8 = 1%;, es decir, yrey = 50°sin (1t) .

Se elige el exosistema (5.9) como generador de sefiales comin para todos los subsistemas,
es decir, S; = S para i = 1,...,11. Dado que los eigenvalores de la matriz S estan sobre el eje
imaginario [0, ¢, —1], la condicién FH1) se cumple.

En segundo lugar, la condicién FH2) se cumple para todos los modelos lineales (A;, B;),
estos son controlables. Se colocan los polos de acuerdo que todos los subsistemas sean estables.
La ubicacién de los polos para los 11 subsistemas es [ -9 -9 -7 -7 ] Las matrices de
ganancias estan dadas por

Ki = Kui = [998504 96,5215 17,101 15,062 |,
K, = Ky = | 50,0198 47,3289 92681 7,3587 |,
Ky = Ky = :33,4527 31,3957 6,6315 4,8541 |, (5.14)
Ki = Ks = [ 255238 24,0076 5,3410 3,6882 |,
Ks = Ky = [ 216217 20,4694 4,6913 3,1281 |,
Ks = |[20,4253 19,4011 4,4894 2,9587 |.

La tercera condicién a satisfacer, es la busqueda de una matriz P simétrica definida positiva
que junto con las matrices de ganancias K;, cumplan con la condicién FH3)

0,8566 0,7263 0,0592 0,0464
0,7263 0,6158 0,0494 0,0393
0,0592 0,0494 0,0186 0,0136
0,0464 0,0393 0,0136 0,0100

P = 1,0 — 008 x (5.15)

Por iltimo, en el apéndice A (A.2 y A.3) se pueden apreciar los mapeos lineales II; y I'i, pero
la condicién FH4) no se puede satisfacer ya que los mapeos difusos no coincide con los mapeos
no lineales 7 (w (t)) y 7y (w (t)) que en realidad son los que resuelven exactamente el (PRNLDS)
para el sistema (3.6)-(3.8). En este caso, el disefio de un regulador en base a varios subsistemas
lineales presenta error en estado estacionario al hacer el seguimiento de la trayectoria. Una de las
principales razones es que el corolario 3.6.1.1 tampoco se satisface y al evaluarse las ecuaciones
(3.32) son distintas de cero. En la seccién 5.4 se disefiard un regulador completamente no lineal,
el cual resuelve totalmente el (PRNLDS).

Configuracién abajo

El comportamiento no lineal de la planta (5.6) en configuracién abajo se aproxima por un
modelo difuso Takagi-Sugeno, para el diseno del regulador se requiere la aproximacién lineal
del modelo en variables de estado. La aproximacién lineal se hace conforme a (3.5) en 9 de
operacién, en este caso esos puntos son

sy of &) 2] 2 2] 28 2 o8
I 210° 225° 240° 255° 270° 285° 300° 315° 330°
ro = 240° 225° 210° 195° 180° 165° 150° 135° 120°
3 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0°
T4 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0°
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Los subsistemas A;, B; y C; se encuentran en el apéndice A (A.4). Los modelos lineales
describen el comportamiento de la planta, vélido en una regién alrededor del punto de operacién.
Note que los puntos de operacién cumplen la condicién z; + z2 = 450°, esta es una restriccién
fisica del sistema que deberd satisfacer durante todo el proceso de control para mantener la
estabilidad.

El exosistema (5.9), la configuracién de la referencia a seguir (5.10) y el par nominal (5.11)
son los mismos a tomarse en cuenta para este disefio.

Por lo tanto, las matrices @; que especifican la sefial de referencia que deben seguir cada
modelo lineal, quedan de la siguiente manera

Q=600 —An, O Qr=[45° —Amp 0] Q3=[30° —Ap, 0],
Qe=[15° —Amp 0 Q=0 —Amp 0], Qe=[—-15° —Am 0],
Qr=|-30° —Amp 0], Qs=[—-45° —Amp 0], Qo=[ —60° —App 0].

Los conjuntos difusos definidos, correspondientes a la salida de la planta (z2) son llamados
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho y nueve. Para la interpolacién de los subsistemas,
son consideradas las funciones de membresfa de la figura 5.5 , todas dependiendo exclusivamente
de la posicién del eslabén 2.

nueve ocho siete seis cinco cuatro tres dos uno

120 135 15@ 165 180 195 210 225 240  grados x

Figura 5.5. Funciones de membresfa, configuracién abajo.

El modelo difuso de la planta y el controlador difuso de acuerdo a (3.4) puede representarse
de la forma (5.12), adem4s la ley de control total es de la misma forma que (5.13). Se toma en
cuenta que la configuracién abajo se conforma de 9 subsistemas y no de 11, por esta razén sélo
existen 9 reglas para la obtencién del regulador difuso.

Para el sistema en configuracién abajo se desea que la salida del sistema z2, siga una sefal
de referencia senoidal a partir de la posicién z (0) = [ 270° 180° 0 O ]. El regulador es
disefiado en base a una sefal de referencia de amplitud Am,, = 40° y frecuencia 3 = 1%;, es
decir, yres =40°sin (1t).

Para cada matriz S; = § de (5.9) , la condicién FH1) se cumple. En segundo lugar, la condi-
cién FH2) se cumple . La ubicacién de los polos para los 9 subsistemases [ =9 —9 -7 -7 ]
Las matrices de ganancias estan dadas por

K, = Ky = [ —41,4829 -46,1138 —5,3408 —7,1697 |,
K, = Kg = | —26,0261 —30,8265 —3,0422 —4,7660 |,
Ky = K; = | -18,7778 —23,6542 —2,0220 -3,6339 |, (5.16)

Ky = K¢ = [ —153008 —20,2009 —1,5588 —3,0870 |,
Ks = [-142512 —19,1551 —14237 —2,9212 ].
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La tercera condicién a satisfacer, es la busqueda de una matriz P simétrica definida positiva
que junto con las matrices de ganancias K;, cumplan con la condicién FH3)

0,1415 0,1662 0,0028 0,0006
0,1662 0,1942 0,0033 0,0009
0,0028 0,0033 0,0005 0,0008
0,0006 0,0009 0,0008 0,0011

Por 1ltimo, en el apéndice A (A.2 y A.3) se pueden apreciar los mapeos lineales II; y I'i, la
condicién FH4) no se satisface y por consecuencia el (PRNLDS) no se resuelve exactamente.
La razén principal es que los mapeos (3.29) no son los mismos.

P =1,0e — 008 * (5.17)

5.4. Diseno del controlador no lineal difuso para el pendubot

En esta seccién se diseiia el regulador no lineal difuso por retroalimentacién del estado que se
aplica al pendubot, para que la salida del sistema realice el seguimiento de una trayectoria. Para
resolver el (PRNLDS) el teorema 3.3.1 tiene que satisfacerse. Retomando el sistema (5.6), se
puede reescribir como

.’i:l = T3
T9 = T4
&3 = f31(x) [fa2 (2) + 4 (5.18)
&4 = fa1 (2) [fa2 (2) + u] + fa2 (2)
Yy=1x2
donde
din(z) = myl4 +mo (l% + 12, 4 21l cos (:1:2)) + L1+ 1o,
dia(z) = my (l% + lilg cos (z2)) + L1,
dp = mal%+ L.,
al(z) = —2malilozrszssin(zz) — mzlllcgzz sin (z2) ,
c2(z) = malilezssin(zg),
g1(z) = mygle cos(z1) + mag (I cos (z1) + 2 cos (z1 + 22)) ,
g2(x) = maglepcos (z1 + 22),
fi(®) = pzs,
f2(z) = pozs, ;
22
fale) = di1 (z) da2 — di2 (z)*’
fo (@) = di2 (-’fi) ca(z) | duz (f;) g2(z) | do (ﬂ;) f(z) et (2) + g1 (2) + f1 (),
22 22 22
fa(z) = g}

N di1 () dg — di2 (z)w

fo = -2 () g2(z) fa(x)
42 da2 da2 dyg

r = [z1 2 x3 :c4]T
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Se desea realizar el seguimiento a una trayectoria de referencia dada por una sefial Yref =
Appsin (Bt) . Para generar esta sefial el exosistema empleado es

. _ ,B’wz
w(t) = [ ~Bun (5.19)
Yref = W1

asf el error de seguimiento estd dado por e = T2 — w1.

A continuacién, se tienen que resolver las ecuaciones diferenciales parciales (3.13) y (3.14)
para el sistema (5.18), obteniendo los mapeos no lineales que aseguren el seguimiento de la
referencia. Las ecuaciones del regulador para el estado estacionario son

Il sw) = mew) (5.20)
Q%U(Twls (w) = my(w) (5.21)
015 () s (w) = o (m ) oo () + (522)
O () () = fu () Ui () 4] + i b () (629
Del error de seguimiento, el siguiente resultado es evidente
T2 (w) = w1 (5.24)
tomando la primera y segunda derivada de (5.24)

g%:i)s (w) = iy = Pwy =my(w) (5.25)
I s w) = pin = —FPwn (526)

far (7 (w)) [fa2 (m (w)) + u] + faz (7 (w))

despejando u de (5.26), puede ser visto que la entrada en estado estacionario es

2 p—
yw) = -E oGl gy r ) (5.27

sustituyendo (5.27) en (5.22)

I8 w) = —fur(r(w) |

BPwy — fag (m (w))]

fa1 (m (w))
_ doo 2, — 2 (r(w) ga(m(w) fo(r(w))
T dp (1 (w)) [ﬂ ' da2 dao dao (5-28)

Como podemos observar las ecuaciones diferenciales parciales (5.26) y (5.28) son dificiles de
resolver, por lo que se buscaré obtener una aproximacién polinomial con el método propuesto en
[13]. Bésicamente, este método muestra que los mapeos no lineales pueden ser arbitrariamente
aproximados por series de Taylor. La aproximacién a m1 (w) es

T (w) = ajwy +aw + a:;w% + aqwiwsz + a5w§
+arwiwy + agwiwj + agw? + 6 (Jw?|) - (5.29)
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Ahora, tomando la primera y segunda derivada de (5.29) respecto al tiempo se obtiene

613_15:0)3 (w) = —agfwi — asfu? — arfuw} + a1Bw,
+28 (a3 — as) wiwy + B (3ag — 2ag) wiw,
+a4Bw? + B (2a7 — 3ag) wiwd + agfuw} + 6 (|w?|)
= 3 (w) (5.30)
'673%3 (w) = —a18%w; +26° (a5 — az) w? + B (2as — 3ag) w}

—ayB8%w;y — 4a4B%wiwy + B2 (6ag — Tar) w%wz
+242 (a3 — as) w2 + B2 (6ag — Tas) wlw%
+B% (2a7 — 3ag) w3 + 0 (|w?|) (5.31)

Hasta aqui, se ha obtenido una solucién propuesta en forma simbélica de la ecuacién diferen-
cial parcial (5.31), lo siguiente es expandir en series de Taylor en el punto de intéres la ecuacién
(5.28) e igualarlas para obtener la respuesta. Como se mencioné anteriormente se propone re-
solver el (PRNLDS) para dos tipos de configuracién, entonces cada una de ellas tendrs su
propia solucién, como se ve a continuacién.

Configuracién arriba

Antes de resolver los mapeos no lineales 7 (w) y 7 (w) se hace un paréntesis para satisfacer
ciertas condiciones del teorema 3.3.1. Dado que el exosistema (5.19) es lineal y sus valores propios
se encuentran en [i, —i], cuando 8 = 122, entonces se satisface la condicién FH1).

En segundo lugar la condicién FH2) se cumple para todos los pares (4;, B;), las matrices de
ganancias para este ejemplo son las mismas que en (5.14) El estabilizador difuso se representa

como

u(z(t),0) = Z hi (2 (t)) Kiz (t)
i=1

coni=1,...,11.

La tercera condicién a satisfacer, es la busqueda de una matriz P simétrica definida positiva
que junto con las matrices de ganancias K;, cumplan con la condicién FH3), esta matriz es la
obtenida en (5.15).

Continuando con la solucién de los mapeos no lineales, es necesario expandir (5.28) en series
de Taylor alrededor de z = [ 7 000 ] yw = [ 00 ] . los exponentes superiores a un
tercer orden en la serie de Taylor son ignorados. La expansién se hace utilizando un software
matemético como lo es maple, el resultado es

a”;—u(}“’)s (w) = (22,0938 + 0,54233% + 22,0938a;) w1 + 22,0938a3w? + 22,0938a4w;wo

+ (22,0938a — 0,4576a33% — 3,6823a3 — 11,0469a% — 5,9913a; ) w}
+(0,12418% +1,3732) w} + (22,0938a; — 0,019028) w; + 22,0938a5w3

+ (22,0938ag — 11,0469a3 — 0,4576a33 — 11,0469a1a3) w1 w3

+ (22,0938a7 — 11,0469a3as + 0,9152a1a28° — 22,0938a1a2) wiws

— (0,004358 + 5,9913a) wiwy + (22,0938aq — 3,6823a3) wj. (5.32)
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Igualando los coeficientes de los polinomios (5.31) y (5.32) resultan 9 ecuaciones de la forma

—alp?
2a56 — 2a38°
2a3% — 3agf3?

—as?

—4ayf3?

2 2
6agB° — Tarf3

20382 — 2a5/?
6agB? — TagB>
2a78°% — 3a9f8°

22,0938 + 0,542342 + 22,0938a;

22,0938a3

22,0938a¢ — 0,45763%a3 — 3,6823a3 — 11,0469a2 — 5,9913a;
+0,12414% 41,3732

22,0938a; — 0,019023

22,0938a4 (5.33)
22,0938a7 — 11,0469a2a3 + 0,9152a;a22 — 22,0938a;1a
—5,9913a, — 0,0043543

22,0938as

22,0938ag — 11,0469a% — 0,45764%% — 11,0469a;03
22,0938a9 — 3,6823a3.

rad

La solucién de (5.33) para una frecuencia 3 = 1522 en la sefial de referencia, est4 dada como

a; = —0,98018337, az = 0,00082398, a3 =0,
ag =0,
a7 = 0,00003254, ag = 0,01349134, ag = 0,00000259.

as =0, as = —0,00786148, (5.34)

después de algunos célculos tediosos pero simples, se obtiene la aproximacién a la solucién de
las ecuaciones del regulador

donde

di; (w)
di2 (w)

c1 (w)
c2 (w)
g1 (w)
92 (w)
fi(w)
f2 (w)

K

(

+0,00003254w?ws + 0,01349134w; w2 + 0,00000259w3

—0,05056715w?wy + 0,00005731w; w3 + 0,01349134w3

—0,98018337w; + 0,00082398w, — 0,00786148w3 ) ]

wy
—0,00008239w; — 0,00003254w? —0,98018337ws )

w2

_wi+ fap (7 (w))

W) =~ w))

— fa2 (m (w))

mal% +my (3 + 1% + 2hlep cos (m2)) + Lot + Lo,
me (l% + l1lg cos (7r2)) + 1,1,

m2l32 + 122,

—2malylegmams sin (mg) — maly 1472 sin (73) ,
malyleoms sin (m3)

magler cos (1) + mag (L cos (m1) + lp cos (1 + m2)),
magleo cos (m1 + ),

H173,

HaTa,
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fo(w) = d12(7;)2:2 (m) +d12 (7;132(”)+d12 (7;)2:’2(77) +o1(m) + g1 (7)) + fi(7),
- d12 (7[')
fa1 (w) dry () daz — dva ()
_ (™) g fo(m)
fatw) = - dy2 2;122 B f122 '

Obtenemos la ley de control, tal como es expresada en (3.9)

11
u(1r(w),w)=—wlf+(4;))(w)—f3z('w)+iz=;hi(z)Ki(x—-1r(w)).

Con la obtencién de los mapeos no lineales 7 (w) y -y (w) se satisface la ecuacién de Francis-
Isidori-Byrnes (2.45) y por consecuencia el (PRNLDS) tiene solucién exacta.

Configuracién abajo

Primeramente se deben de cumplir ciertas condiciones del teorema 3.3.1, antes de resolver
los mapeos no lineales. Dado que el exosistema (5.19) es lineal y sus valores propios se en-
cuentran en [¢,—i], cuando 8 = lg‘zd, entonces se satisface la condicién FH1). En segundo
lugar la condicién FH2) se cumple para todos los modelos locales. La ubicacién de los polos es

[ -9 -9 -7 -7 ] el estabilizador difuso es

u(z(8),0) =) hi(z (1) Kiz (t)
=1

y las matrices de ganancias para este ejemplo son como en (5.16), con r=1,...,9.

Continuando, la siguiente condicién a satisfacer, es la busqueda de una matriz P simétrica
definida positiva que junto con las matrices de ganancias K;, cumplan con la condicién FH3),
P es la misma que (5.17).

Ahora es necesario expandir (5.28) en series de taylor alrededor de z = [ 3T 7 0 0]

yw = [ 00 ] , se desacartan los términos de alto orden en la serie de Taylor, la expansién
se hace utilizando un software matemadtico, después de algunos calculos tediosos pero simples,
obtenemos la aproximacién a la solucién de las ecuaciones del regulador, para una frecuencia

B = 1:‘:: los mapeos son

I —1,0206344370w; + 0,0008579885ws + 0,0102912460ws 7
—0,0000438124w2w; — 0,0207826241w; w2 — 0,000000332w
wy
7 ()= —0,0008579885w; + 0,0000438124w3 — 1,020634437w,
++0,0724389863w?w, — 0,0000866286w,w? — 0,0207826241w}
w2

w1 + f42 (7T ('w))

L YT B
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Obtenemos la ley de control, tal como es expresada en (3.9)

_ w1+ fg2 (w)
fa1 (w)

u(m(w),w) =

9
— faa (W) + > hi (2) Ki (& — 7 (w)). (5.35)
=1

Con la obtencién de los mapeos 7 (w) y 7 (w) obtenidos directamente de la planta no lineal
en vez de la planta difusa se satisface la condicién FH4) y por consecuencia el (PRNLDS)
tiene solucién, para la configuracién abajo.

5.5. Resultados en simulacién del pendubot

En esta seccién, se presentan los resultados obtenidos por el controlador difuso Takagi-Sugeno
y el controlador no lineal difuso aplicados a la planta no lineal, en configuracién arriba y abajo.
Para probar el desemperio del controlador se hacen pruebas con distintas sefiales de referencia
senoidales. El entorno de simulacién es MatLab.

Configuracié arriba

En la figura 5.6 se muestran los resultados obtenidos al aplicar el controlador no lineal difuso
al pendubot para el seguimiento en la salida de una sefial de referencia y,ef = 50° sin (1t) , como
se puede observar el seguimiento entre la salida de la planta y la sefial de referencia es casi exacto
y el error es demasiado pequeio.
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Figura 5.6. Simulacién del controlador no lineal difuso para una sefial de referencia yref =
50°sin (1¢) .

La figura 5.7 presenta el comportamiento de la planta con el controlador difuso para una
sefial de referencia y,.; = 50°sin (1t), se aprecia que existe un error en estado estacionario
acotado entre +3°, este error se puede atribuir a que el regulador es calculado a partir de cada
modelo local y no de la planta no lineal. Comparando el comportamiento de las figuras 5.6(a) y
5.7(a), se deduce que la primera de estas tiene un mejor desempeiio al tener menos error.
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Figura 5.7. Simulacién del controlador difuso para una senal de referencia y,.y = 50°sin (1t) .

Ahora para la siguiente simulacién se aumenta en 10° a la sefial de referencia , en la figura
5.8 se presenta el comportamiento de la planta no lineal con un controlador no lineal difuso
siguiendo una sefal de referencia y,.s = 60°sin (1¢) . Se vuelve a verificar el buen desempefio del
regulador no lineal, el pequefio error que se presenta es debido que al calcular la ley de control
no lineal se utiliza un método mimerico para aproximar la ecuacién diferencial parcial (5.32) y
se omiten los terminos de alto orden.
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Figura 5.8. Simulacién del controlador no lineal difuso para una sefial de referencia y,.¢ =
60° sin (1t) .

Ahora, continuando con el desempefio del controlador difuso con una sefial de referencia
Yref = 60°sin (1t), en la figura 5.9 se aprecia que existe un error que varia de +5° entre la
salida de la planta y la sefial de referencia generada por el exosistema, en comparacién, el
comportamiento del regulador no lineal difuso de la figura 5.8 es mejor que el comportamiento
del regulador difuso de la figura 5.9, ambos aplicados a la misma planta.
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Figura 5.9. Simulacién del controlador difuso para una sefial de referencia ys = 60° sin (1t).

En la siguiente simulacién de la figura 5.10 se acrecenta aun més el grado de complejidad, al
aumentar en 10° la amplitud de la sefial de referencia y,.r = 70° sin (1t), esto se ve reflejado en
el error de seguimiento presentado oscilaciones entre +1°, debido a que la amplitud se acerca a
la zona de inestabilidad de +£90°. Es comprensible que al ser aumentada la amplitud de la sefial
de referencia la energia que demanda el sistema sea mayor, en la figura 5.10(d) el valor de la

senal de control oscila entre +£2 N-m.
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Figura 5.10. Simulacién del controlador no lineal difuso para una sefial de referencia y,ey =

70°sin (1t) .
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Configuracién abajo

Las siguientes tres simulaciones son realizadas con lo que se ha denominado configuracién
abajo, la figura 5.11 presenta el comportamiento para una sefial de referencia y,e; = 40°sin (1t),
la senial de referencia senoidal producida por el exosistema inicia en 180° para el eslabén 2,
los puntos méximos y minimo de la sefial son 220° y 140°, respectivamente. Aunque es otra
configuracién se aprecia que el disefio del controlador no lineal difuso es efectivo, el pequefio
error entre la salida de la planta y la sefial que genera el exosistema es debido a que se descartan
los elementos de grado mayor e igual a 4 en la expansién en serie de Taylor, por consecuecia
pierde un poco de exactitud la ley de control (5.35).
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Figura 5.11. Simulacién del controlador no lineal difuso para una sefial de referencia y,.y =
40° sin (1t), configuracién abajo.

5 20 25 30

Se presenta en la figura 5.12 el desempeno del regulador difuso para una sefial de referencia
Yref = 40°sin (1), disefiado a partir de la sumatoria de cada uno de los reguladores de los
sistemas locales, se muestra un error acotado de +1,5° entre la senal de salida de la planta y
la sefial que genera el exosistema, este pequenio error se debe a que las ecuaciones (3.29) no
coinciden exactamente entre el modelo difuso y el no lineal difuso. Haciendo una comparacién
entre el controlador no lineal difuso de la figura 5.11 y el controlador difuso de la figura 5.12 el
primero de estos es mds efectivo.
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Figura 5.12. Simulacién del controlador difuso para una sefial de referencia y,.y = 40° sin (1t),

configuracién abajo.

Para finalizar la seccién de simulacién, se presenta el desempefio de un controlador no lineal
difuso que es aplicado a la planta no lineal en configuracién abajo, siguiendo una sefial de
referencia y,.s = 50° sin (1t) . Se puede apreciar que existe un pequefio error cuando la sefial de

referencia alcanza su mayor amplitud.
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Figura 5.13. Simulacién del controlador no lineal difuso para una sefial de referencia y,.y =
50°sin (1t), configuracién abajo.

5.6. Resultados en tiempo real del pendubot

En esta secci6n se presentan los resultados obtenidos al aplicar el regulador no lineal difuso
y el regulador difuso al sistema fisfco real. Para la configuracién arriba las condiciones iniciales
del sistema son £ (0) = [ 90° 0° 0 0 ]y para la configuracién abajo las condiciones iniciales
del sistema son z (0) = [ 270° 180° 0 0] para esto es necesario llevar el sistema a estas
posiciones manualmente. Cabe mencionar que una vez que el controlador es disefiado en Matlab,
se procede a traducirlo al lenguaje C++, para hacer la implemantacién en tiempo real.

Configuracién arriba

La figura 5.14 muestra el comportamiento del sistema en tiempo real al aplicar el regulador
no lineal difuso para una sefial de referencia y,.; = 50° sin (1¢), el eslabén 2 sigue de una manera
eficiente a la sefial de referencia presentando un error acotado entre +3°, con una ley de control
que no se satura.

El regulador difuso disefiado a partir de cada subsistema local es mostrado en la figura 5.15,
se aprecia que le es un poco dificil a la salida de la planta el seguimiento en los picos de la
senoidal. La ley de control es un més agresiva que la calculada a partir del modelo no lineal.
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Figura 5.14. Aplicacién en tiempo real del controlador no lineal difuso para una sefal de
referencia y,.y = 50°sin (1t).
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Figura 5.15. Aplicacién en tiempo real del controlador difuso para una seiial de referencia
Yref = 50° sin (lt) i

En la figura 5.16 se muestra la respuesta en tiempo real para una sefial de referencia y,.s =
50° sin (1t), cuando se aplica un controlador no lineal con estabilizador simple, este tipo de
controlador solo es vilido alrededor del origen. Comparando la figura 5.14(a) y 5.16 se muestra
un mejor desempeiio cuando el estabilizador es difuso, la razén del error en esta figura es que la
amplitud de la referencia esta fuera de la regién de estabilidad.
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Figura 5.16. Regulador no lineal para una sefial de referencia y,.y = 50° sin (1¢).

En la figura 5.17 se observan los resultados cuando un regulador no lineal difuso es aplicado
al sistema real al seguir una sefal de referencia y.ef = 60°sin (1t), aun con error en estado
estacionario de +3° se puede decir que hace buen seguimiento si se toma en cuenta la amplitud
de la sefial.
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Figura 5.17. Aplicacién en tiempo real del controlador no lineal difuso para una sefial de
referencia y,.y = 60°sin (1t).

En la figura 5.18 es plasmado el comportamiento en tiempo real del regulador difuso para
una senial de referencia y,.s = 60°sin (1t), con esta técnica el seguimiento es defectuoso ya que
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la salida de la planta difiere de la sefial generada por el exosistema, presentando un error de
aproximadamente +7° en los picos de la senoidal. Se observa que la ley de control de la figura
5.18(d) esta més agitada en comparacién a la presentada en la figura 5.17(d).
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Figura 5.18. Aplicacién en tiempo real del controlador difuso para una sefial de referencia
Yref = 60°sin (1t) .

Las siguientes gréficas de la figura 5.19 muestran el comportamiento del sistema en tiempo
real, el regulador no lineal del sistema es disefiado para seguir una sefial de referencia y,.y =
70° sin (1t). Aun con regulador no lineal difuso, para amplitudes muy grandes como es este caso,
el seguimiento no es exacto, presentando un error en estado estacionario que varia entre +9°. Se
puede atribuir a que es un problema estructural y ademds en gran parte debido al desgaste de
los componentes electrénicos y no tanto del disefio del regulador.
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Figura 5.19. Aplicacién en tiempo real del controlador no lineal difuso para una sefial de
referencia y,.;y = 70°sin (1t) .

Configuracién abajo

Los siguientes resultados en tiempo real fueron aplicados para la configuracién abajo, en la
figura 5.20 se presenta el desempeiio del regulador no lineal difuso, el seguimiento es excelente
entre la salida de la planta y la sefial de referencia y..y = 40°sin (1t) , ya que el error no pasa de
+1° Esto es gracias a que el regulador cuenta con los mapeos no lineales exactos 7 (w) y 7y (w),
ademés de un estabilizador difuso.
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Figura 5.20. Aplicacién en tiempo real del controlador no lineal difuso para una sefal de
referencia y,.y = 40°sin (1t), configuracién abajo.
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Por otra parte el regulador disefiado a partir de cada modelo lineal es aplicado al sistema real,
en la figura 5.21 se aprecia el desempefio del regulador difuso siguiendo una sefial de referencia
Yref = 40°sin (1t), el error en estado estacionario varia entre +5° Este controlador muestra
cierta desventaja frente al controlador no lineal difuso presentado en la figura 5.20.
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Yres = 40°sin (1t), configuracién abajo.
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Por ultimo, en la figura 5.22 se aplica en tiempo real al sistema un regulador no lineal
difuso siguiendo una sefial de referencia yrey = 50°sin (1t), se vuelve a verificar que este tipo
de controlador presenta excelentes resultado, tal es que el error de seguimiento queda acotado

entre +1°
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Figura 5.22. Aplicacién en tiempo real del controlador no lineal difuso para una sefial de

referencia y..y = 50°sin (1t), configuracién abajo.

5.7. Modelo dindmico del robot completamente actuado

El robot completamente actuado en estudio cuenta con dos grados de libertad; el término
completamente actuado proviene de la igualdad entre el nimero de eslabones y actuadores del
sistema. Al colocar los dos eslabones en posicién vertical forman un brazo y antebrazo. El primer
eslabén se encuentra unido mediante un motor eléctrico (hombro) a una superficie horizontal,
pudiendo ser en la orilla de una mesa o en un pedestal vertical. El segundo eslabén se conecta
al extremo final del primer eslabén a través de un segundo motor eléctrico (codo).

El diagrama del robot completamente actuado es el mismo que se presenta en la figura 5.1,
se toma en cuenta que los dos eslabones estan acoplado mediante dos motores. Como se sabe,
las ecuaciones no lineales invariantes en el tiempo de Euler-Lagrange rigen el comportamiento
dindmico del robot, las ecuaciones correspondientes a cada motor son

d [OL oL OR

o8] 5 tan = ™ (5.36)
g5 55 R,

&t |34 | " 9qr | 9da 2

donde 71 y 72 son el par del motor del robot en la unién 1 y 2. La dindmica de un robot de
n grados de libertad con eslabones rigidos y sin elasticidad en las uniones se expresa como

d(g)g+c(g,9)d+g(@+f(@=r (5.37a)

donde g es el vector de posiciones articulares, ¢ es el vector de velocidades articulares, d(q)
es la matriz de inercias, c(q, §) es la matriz de fuerzas centrifugas y coriolis, g (q) es el vector
gravitacional, f (§) representa la accién de la friccién viscosa del sistema, y 7 es el vector de
pares aplicados. Las estructuras de los diversos componentes del modelo dindmico (5.37a) para
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el robot completamente actuado son iguales que (5.5) excepto por el vector de pares aplicados,

en este caso, T = [ T1 T ]T El valor de cada pardmetro estd dado por (5.7).

A partir del modelo dindmico (5.37a) se puede obtener la representacién en variables de

estado de la siguiente forma

i=d(q)7 [r—c(q,9)d—9g(q) - f(q)]

desarrollando se obtiene

dao digcy | diag2 | dizfe
+ + —y— gy —

i didyg — d?, | da2 da2 da2 1= - h

—dig dnc | dugz  dufy R

didey —d?, | di2 di2 di2
dao —d12
+ d”d_zfil'; diy 1+ d11d31211— di, Ta
diidgs — d2, didge — d?,

con ¢; = €1141 + €12G2 ¥ C2 = C1241.

Si se definen las siguientes variables

T1=q, T2=Q, I3=q, Ta=q, UI=T1, U2=T2, Y1=2721, Y2 =22

el sistema no lineal queda representado por

() = f(x)+ ga1(z)ur + ga2 () u2
y(t) = h(z)
donde
_ 2
T4
da2 digca  diaga | diafe
)= —y == e
f (@) diidas — d%, | dp da2 da2 1= h
—di2 ducy | dng  dufs _ g —gi—
| diida2 — d2, | di2 di2 di2 i
_ 5 ) _ " -
0 0
d22 —d12 [ T
a1 () = | —————— z)=| ————— h(z) =
Ja1 ( ) d11d22 _ d%Z Ga2 ( ) d11d22 _ d%2 ( ) T
—dyp dy;
| diiday — d%, | | di1doe — d%, |

(5.38)
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5.8. Controlador no lineal difuso, robot completamente actuado

En esta seccién se disefia un regulador no lineal difuso por retroalimentacién del estado, tal
que este control sea aplicado al sistema multivariable (5.38) para que las salidas del sistema
(z1,z2), sigan una sefial de referencia senoidal y cosenoidal, respectivamente. Para resolver
el (PRNLDS), el teorema 3.3.1 tiene que satisfacer cada una de sus condiciones. El sistema
correspondiente al modelo no lineal del robot completamente actuado puede representarse como

x3
T4 aws
£0) = | Zrzy (o @)+ 0o (2) 0 + 9oz () wa) bO)=| ot | (539

Tona) i (@) + gatr (@) w1 + guta (2) va) Ras

donde

diac d d
fn(@) = da [ 1262 di2gz 12f2 Ce—g _fll
da2 da2 do

diic d d
fuls) = —du[ ucz | dug 11f2—61—91—f1J

di2 di2 di2
den(z) = diidag —d2,,
9a31 () = da2, Ga32(Z) = —di2, a1 (Z) = —d12, Gas2 = di,

las trayectorias de referencia independientes estdn dadas por

y el error de seguimiento es

El comportamiento no lineal del sistema (5.38) se aproxima mediante un modelo difuso Takagi
Sugeno, con el fin de construir un estabilizador difuso tal que agrande la regién de estabilizacién
es necesario linealizar el sistema en distintos puntos de operacién, de manera que estos puntos
de operacién se seleccionan de acuerdo a las sefiales de referencia a seguir. La aproximacién
lineal del sistema se hace conforme a (3.5) en cinco puntos de operacién, estos son

0 0 0 0 0
‘) ) T3 T4 Ty

z] 30°  60° 90° 120° 150°

g = 0° -=52° 60° 52° 0°
x3 0 0 0 0 0
T4 0 0 0 0 0

los subsistemas A;, B; y C; se encuentran en el apéndice B.

Obtenidos los modelos lineales, es necesario definir los conjuntos difusos, estos se obtienen
mediante funciones de membresfa. Los conjuntos difusos se definen respecto a la salida (z1), estos
son llamados uno, dos, tres, cuatro y cinco. Para la mezcla de los subsistemas se consideran tres
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funciones de membresfa triangulares y dos funciones de membresfa pseudo-trapezoidales, en la
figura 5.23 se muestran las funciones de membresfa.

cinco cuatro tres dos uno

grados(x!1) 150° 120° 90° 60° 30°

Figura 5.23 Funciones de membresfa.

La hipétesis FH1) implica que la aproximacién lineal del exosistema (5.39) tiene todos
sus valores propios sobre el eje imaginario, [ toi £pi ] . Al suponer estabilidad de Poisson
en cada punto de una vecindad de w = 0 se tendrd que ninguna trayectoria puede converger
asintéticamente al equilibrio w = 0. Asf la clase de exosistemas permitidos serdn entre otro, los
sistemas que generan sefales periédicas y constantes.

La hipétesis FH2) se cumple para los cinco pares (4;, B;), al tener rango pleno en la matriz
de controlabilidad. Ahora se procede a ubicar los polos de manera que los cinco subsistemas sean
estables. La ubicacién propuesta es [ -9 -9 -6,7 —6,7 ] . Las matrices de ganancias son

Ko — K. | 58228 —17625 —11870 —0,3878 ]
PTES T ~1,7625 —1,0809 —0,3878 —0,2099 |’
Ko — Ky — [ —5,8121 -1,7440 -1,0506 —0,3196 |
2= 47| -1,3036 —1,0530 —0,3196 —0,2099 |’
K. — | —61112 17369 —1,0006 —0,2001 |

37 | —1,4217 -1,0289 —0,2991 —0,2099

El siguiente paso se refiere a la existencia de una matriz P simétrica definida positiva que
junto con las matrices de ganancias K;, cumplan con las restriciones de desigualdades matriciales
lineales, de acuerdo a la hip6tesis FH3). De tal manera, que se generan 15 desigualdades de la
forma de desigualdad de Lyapunov. La matriz encontrada debe satisfacer todas las desigualdades,
de manera que al evaluarlas con la matriz calculada, se cumpla que todas las desigualdades sean
definidas negativas. La matriz P es

1,9767 0,0050 0,0088 0,0043
0,0050 11,8466 —0,0035 0,0087
0,0088 —0,0035 0,0302 0,0011
0,0043 0,0087 0,0011 0,0289

P=

los valores propios son positivos ( 0,0282 0,0307 1,8464 1,9769 ), por consecuencia la matriz
P es definida positiva.

Por ultimo el (PRNLDS) tiene solucién si la hipéteis FH4) se cumple, es decir, existen
los mapeos = m(w) y u = y(w) que son soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
parciales no lineales (2.45). Toman la forma
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oy (w)

“ow (w) = m3(w)
61r2—(w)s (w) = my4(w) (5.40)
ow

'6"7#5 (w) = d_en}(?) (f31 (w) + gas1 (W) u1 + ga32 (W) uz)

ngu(}—w)s (w) = denl(w) (fa1 (w) + gaa1 (W) u1 + gasz (w) uz)
0 = m(w)—w (5.41)
0 = m(w)— ws.

A partir de (5.41) se tiene que

1 (W) = wy y 2 (w) = wy (5.42)

que al sustituirse en (5.40) conduce a las ecuaciones

om (w)

o (w) = m3(w) =11 =ows (5.43)
aﬂ;—u()w)s (w) = —aw, (5.44)
1) ) = ) = g = s (5.4
8_71';%8 (w) = —p%wy (5.46)

el mapeo 7 (w) que es la solucién exacta del sistema de ecuaciones diferenciales (3.13), esta dada
por (5.42),(5.43) y (5.45), conformada de la siguiente manera

w1
Wy
ows
—Bws

T (w) =

De la sustitucién de (5.44) y (5.46) en (5.40) se tiene que

—our = s (o () + G () + g () )
—Blwy = denl( ) (fa1 (W) + gaa1 (W) v + Gag2 (W) u2)
de donde
_ _(-Bwaden (w) — far (w)) gaza (w) + (oPwrden () + fa1 (w)) gasz (w)
W = - 9aa1 () Gotz () — Gaa1 (10) Gazz ()
() = (a?widen () + f31 (w)) gaa1 (w) + (—B2waden (w) = fa1 (W) gas1 (w)

9a31 (W) gaa2 (W) — Gaa1 (W) ga32 (W)
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y la ley de control que resuelve el (PRNLDS) est4 dada por

5
w = v;(w)+ Zhi (2) K1i (z — 7w (w))
i=1

(5.47)

5
up = 7p(w)+ Y hi(2) K (2 — m(w))
i=1
donde Kyy; y Kjo; son la primer y segunda fila de K;, respectivamente.

En la figura 5.24 se muestra el desempeiio del robot completamente actuado al aplicar la ley
de control no lineal difusa (5.47). Las salidas z; y z, siguen una sefial senoidal y cosenoidal de
60° de amplitud, respectivamente, ambas con frecuencia de 1%;. En este caso, se considera que

a = f =122, la condicién inicial del exosistema (5.39) es w(0) = [ 0 1,0472 0 1,0472 ]T
. En la figura 5.24 se observa que los dos errores de seguimiento se hacen exactamente igual a
cero, motivo por el cual, se afirma que para sistemas con altas no linealidades en su movimiento,

la técnica de control no lineal difuso proporciona un desempeifio fino del sistema en lazo cerrado.

Referencia vs. salda (x,) Referencia va. salida (lz)
180 80 7

z

»N
°

Posicién (grados)
8
Posicién (grados)
=

-20

\ i -40

ks -80
200 5 10 15 20 25 30 [} 10 16 20
Tiempo (segundas) Tiempo (segundos)

Figura. 5.24(a) Figura 5.24(b)
Seftal de eror (0‘) Sefal de error (e,)
L] 10
| ]
0
,{\\
_ off — ~ -10 1
i 1
£ 8
- -30
-8
-40
-10
12 -50

5 10 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

15
Tiempo (segundos) Tiempo (segundos)

Figura 5.24(c) Figura 5.24(d)
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Sefial de control (u,) Sefal de control (u,)

4 1.2
il 4—"‘1

Control (N-m}

) 5 10 15 20 75 a0 0 s 10 16 20 26 30
Tiempo (segundos) Tiempo (segundos)
Figura 5.24(e) Figura 5.24(f)

Figura 5.24. Aplicacién en simulacién del controlador no lineal difuso para sefiales de
referencia yres, = 60°sin (1t) y yres2 = 60° cos (1t).

En la figura 5.25 se observa el comportamiento de la planta (5.38) al aplicar la ley de control
no lineal difusa (5.47). Las salidas z; y =3 siguen sefiales de referencia yres, = 60°sin (0,5t) y

Yref2 = 60° cos (2t), respectivamente. Para el exosistema (5.39) se considera que a = 0,574
f seg

yB= 2%4, con condicién inicial w (0) = [ 0 1,0472 0 1,0472 ]T Como se observa en la
figura 5.25 las salidas del sistema pueden seguir seflales de referencia independientes ya sea en
amplitud o como es en este caso, en frecuencia. La ley de control no lineal aplicada al robot

completamente actuado es la exacta, razén por la cual los error son identicamente cero.

Referancia vs. saiida (x,) Referencia vs salida (x,)

(1] 2

401

Posicién (grados)

Posicién (grados)

2 é 10 16 2‘0 2‘5 30 [} é 1‘0 15 20 2‘5 30
Tiempo (segundos} Tiempo (segundos)
Figura 5.25(a) Figura 5.25(a)
Sefal de-error (sl) Sefal de error (o’)
L] 10
4
0 i
. K
[} -10
5 i
-20
-4 ]
£ g
-8 -30
8
40
-10
25 5 70 15 20 2% 30 ) 3 10 165 20 26 30

Tiempo (segundos) Tiempo {segundos)

Figura 5.25(c) Figura 5.25(d)
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Sefal de conlrol (u,) Sefal de control (u,)

08

I \/

3 s 4 L -0, . L
0 5 10 5 20 25 30 ] 5 10 16 20 25 30

Tiempo (:-gundn) Tiempo (segundos)
Figura 5.25(e) Figura 5.25(f)
Figura 5.24. Aplicacién en simulacién del controlador no lineal difuso para sefiales de
referencia yres, = 60°sin (0,5t) y yres2 = 60° cos (2t).

5.9. Comentarios

De las pruebas hechas en el pendubot es posible concluir que, se obtiene un mejor desempefio
en el seguimiento de una sefial de referencia, cuando el regulador es construido directamente de
la planta no lineal y no asf de cada subsistema local. Es conveniente notar que el estabilizador
difuso combinado con los mapeos no lineales 7 (w) y 7 (w), agranda la regi6én de estabilizacién
y permite seguir amplitudes grandes en la sefial de referencia, ademds que minimiza el error de
seguimiento considerablemente.

La linealizacién en 11 y 9 puntos de operacién para el pendubot puede ser un tanto exagerada,
pero de esta forma el modelo difuso TS aproxima de una mejor manera la dindmica no lineal
de la planta. El seguimiento de trayectorias en lo que se ha denominado configuracién abajo es
una innovacién en esta tesis.

Aparte de los experimentos presentados en este capitulo para el pendubot, se realizaron
una gran variedad més, con otras senales de referencia de distintas frecuencias por ejemplo
B = 0,05%, B8 = 0,5%1, B = 2,5%, etc., ademds de distintas amplitudes como lo es de
10° hasta 70° Cabe mencionar que en tiempo real la mayor amplitud que se logré obtener

fueron 70°; en simulacién la méxima amplitud obtenida fueron 80°
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

Se defini6 el problema del regulador no lineal difuso por retroalimentacién del estado, retroal-
imentacién del error y robusto, se dan las condiciones para la existencia de su solucién. Este con-
trolador esta basado en la teoria de regulacién no lineal y el modelado difuso Takagi-Sugeno. La
relativa ventaja de este método es que se obtiene una convergencia global del error de seguimiento
en la salida, en contrastre a las propiedades locales del regulador no lineal clésico y del regulador
difuso.

Se obtuvé una implementacién en tiempo real en el péndulo simple de los reguladores difusos
en sus tres variantes: retroalimentacién del estado, retroalimentacién del error y robusto. El
diseno de los reguladores se hiz6 de una manera metodolégica cumpliendo completamente con las
condiciones que resuelven el problema de regulacién no lineal difusa. Las respuestas en simulacién
como en tiempo real fueron bastante satisfactorias.

Los resultados presentados en esta tesis para la teoria de regulacién no lineal difusa aplicada
al pendubot permiten reducir el error de seguimiento arbitrariamente mediante la seleccién de
un orden superior en los coeficientes de la serie de Taylor al resolver las ecuaciones diferenciales
parciales (ecuaciones de Francis), respecto al método que se basa en el disenio de interpolacién
de controladores lineales.

El robot completamente actuado de dos grados de libertad, es un sistema que posee fuertes
no linealidades en su dindmica de movimiento, razén por la cual, fue interesante aplicar la teoria
de regulacién no lineal difusa. Los resultados obtenidos en simulacién, permiten verificar que los
errores de seguimiento son idénticamente igual a cero, gracias a que la subvariedad en estado
estacionario de la salida y la entrada de estado son las exactas, es decir, no son aproximadas.
Aunado a esto, el estabilizador difuso permite generar una regién de estabilizacién més grande
que la generada por un estabilizador simple.

Los algoritmos de optimizacién para las desigualdades matriciales lineales, han probado
ser una herramienta 1til y eficaz en el tratamiento de problemas de control, la aplicacién de
los algoritmos que propone esta tesis, plantea con buenos resultados, un método sencillo para
obtener la matriz de estabilidad comun para todos los sistemas lineales.

89
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Las técnicas de control no lineal difuso y control difuso se encuentran actualmente en pleno
desarrollo. Aunque ya existen varias de ellas establecidas como viables, el estudio de nuevas
variantes o modificaciones de las mismas generan que las técnicas se perfeccionen y es campo
abierto para la investigacién.

6.2. Trabajo futuro

Como trabajo futuro se propone la aplicacién al pendubot y al robot completamente actuado,
de dos tipos de reguladores como lo son: no lineal difuso por retroalimentacién del error y no
lineal difuso robusto.

La implementacién en tiempo real del regulador no lineal difuso aplicado a un robot manip-
ulador completamente actuado de dos o mds grados de libertad.

Verificar la extensién al problema de discretizacién no lineal utilizando el concepto de retene-
dor exponencial.
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Apéndice A.

A.1 Sistemas lineales A;, B; y C;, configuracién arriba.

0 0 1 0
. 0 0 0 1
Av=An = 9,7425 —3,0309 —0,1386 0,0146
| 28,8544 44,4165 0,1689 —0,0528 |
[0 0 1 0
A B 0 0 0 1
2= 7107 | 196953 —6,1272 —0,1451 0,0178 |’
| 12,7217 49,4354 0,2063 —0,0604
[0 0 1 0
0 0 0 1
Ay =4y = 29,7407 —9,2524 —0,1549 0,0213
| —6,7562 55,4951 0,2473 —0,0691
[0 0 1 0
0 0 0 1
Ay=dy = 39,0722 —12,1554 —0,1662 0,0248
| 26,8915 61,7592  0,2876 —0,0780 |
[0 0 1 0
P 0 0 0 1
5TAT T | 46,0285 —14,3195 —0,1755 0,0275
| —42,8083 66,7109  0,3185 —0,0849 |
0 0 1 0
A 0 0 0 1
6 486530 —15,1360 —0,1792 0,0285
—48,9696 68,6277 0,3304 —0,0876
Ci=Cp=--=Cyu=[010 0]

93

By =Bu =

By = Bjo =

B3 = Bg =

By =Bg =

Bg =

| —30,9941 |

| —37,8500 |

0
0
25,4400

0
0
26,6218 |’

0
0
28,4256

—45,3807

| & ]
0
30,4917

| —52,7666

[ 0
0
32,2053

| 58,4459 |

0
0
32,8816

—60,6185



A.2 Mapeos lineales II;, para una senal de referencia Yres = 50sin (1t), configu-
racién arriba.

1,3089 —0,8681 0,0007 ] [ 1,0472 —0,8639 0,0007 ]
m = —~1,3089 0,8726 0 m, = —1,0471 0,8726 0
0 —0,0007 —0,8681 0 —0,0007 —0,8639
0 0 0,8726 | 0 0 0,8726 |
[ 0,7853 —0,8603 0,0007 ] [ 0,5236 —0,8576 0,0007 ]
I, = -0,7853  0,8726 0 m = -0,5235 0,8726 0
0 —0,0007 —0,8603 0 —0,0007 —0,8576
o 0 08726 o0 0 0872
[ 0,2618 —0,8559 0,0007 [0 —-0,8553 0,0007
I, = —0,2618 0,8726 0 = 0 08726 0
0 0,0007 —0,8559 0 —0,0007 —0,8559
0 0 0,8726 Lo 0 0,8726
[ —0,2618 —0,8559 0,0007 ] [ —0,5236 —0,8576 0,0007
I = 0,2618  0,8726 0 1, = 0,5235  0,8726 0 ,
0 —0,0007 —0,8559 0 0,0007 —0,8576
o 0 08726 | Lo 0 0,8726
[ —0,7853 —0,8603 0,0007 ] —1,0472 —0,8639 0,0007
0,7853  0,8726 0 | 10471 08726 0
T = 0 0,0007 —0,8603 Tho = 0 0,0007 —0,8639
0 0 0,8726 | 0 0 0,8726
-1,3089 —0,8681 0,0007
. | 13089 08726 0
"= 0 —0,0007 —0,8681
0 0 0,8726

A.3 Mapeos lineales I';, para una sefial de referencia y,.; = 50sin (1t), configuracién
arriba.

—0,6572 0,4705 —0,0055 | -1,0157 0,8724 —0,00585 |

—-0,8796 1,4750 —0,0063 ] )

—1,0773 1,2144 —0,0061],

=
=
[0 1,6933 —0,0065 ]
0,

0,4905 1,6379 —0,0064 |, Ig=[ 08796 1,4750 —0 ,0063 |

[

[

[ —0,4905 1,6379 —0,0064 ],
[

=[1,0773 1,2144 —0,0061 |, T = [ 1,0157 0,8724 -0,00585 |,
I'p=[06572 04705 —0,0055 |
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A .4 Sistemas lineales A;, B; y C;, configuracién abajo.

0 0 1

B 0 0 0
A=A = —-19,6953 6,1272 —0,1451
| 52,1123 37,1809 0,0838

[0 0 1

B 0 0 0
Az = Ag = —29,7407 9,2524 —0,1549
| 52,7251 36,9903 0,0625

0 0 1

0 0 0
Ay=dy= —39,0722 12,1554 —0,1662
| 51,2529 37,4483  0,0447

[0 0 1

0 0 0
Ag=As = —46,0285 14,3195 —0,1755
| 49,2486 38,0718 0,0325

0 0 1

4 0 0 0
5~ | —48,6530 15,1360 —0,1792
48,3362 38,3556 0,0280

Ci=Cya=---=Cy=[0 1 0 0].

A.5 Mapeos lineales II;, para una senal de referencia y,.s = 40sin(1t), configu-

racién abajo.

1,0472 —0,7053 0,0006 ]

o — | —1.0472 06981 0
1= 0 —0,0006 —0,7053
|0 0 0,6981 |
[ 0,5236 —0,7106 0,0006 ]

. — | —0:5236 0,6081 0
8= 0 —-0,0006 —0,7120
0 0 0,6981 |
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0

1
0,0072
—0,0392 |

0,0053
~0,0372 |

0,0038
—0,0361

0,0028
—0,0355 |

0,0024
—0,0354

0,7854
—0,7854
0
0

Ty =

[ 0,2618

I, —0,2618

B; = By

B; = Bg

Bs = By

Bs =

—0,7083
0,6981
—0,0006
0

—-0,7120
0,6981
—0,0006
0

0
0

26,6218

~15,3935 |

0
0
28,4256
—11,4705 |

0
0
30,4917
—8,2167 |

0
0

32,2053

—5,9646 |

0

0
32,8816
—5,1447

0,0006
0
—0,7083
0,6981

0,0006
0
—0,7120
0,6981




[0 —0,7125 0,0006 -0,2618 —0,7120 0,0006 |
o = 0 0,6981 0 m.— | 02618 06981 0
0 —0,0006 —7120 6 0 —0,0006 —0,7120
0 0 0,6981 0 0 0,6981
[ —0,5236 —0,7106 0,0006 —0,7854 —0,7083 0,0006 ]
I, — 0,5236  0,6981 0 I, = 0,7854  0,6981 0
0 —0,0006 —0,7120 0 —0,0006 —0,7083
[0 0 0,6981 | 0 0 0,6981 |
[ —1,0472 —0,7053 0,0006 ]
I, — 1,0472  0,6981 0
0 —0,0006 —0,7053
0 0 0,6981 |

A.6 Mapeos lineales T';, para una senal de referencia y,.s = 40sin (1t), configuracién
abajo.

1= [1,0158 —0,6560 —0,0036 ]  Tp=[ 1,0774 —0,9433 —0,0034 |
I3=[08797 -1,1655 —0,0032]  Ty=[0,4906 —1,3060 —0,0031 ]
Ts=[0 1,3540 —0,0031 |, g = [ —0,4006 —1,3060 —0,0031 ],
I;=[ 08797 —1,1655 —0,0032]  Tg=[ 10774 —0,9433 —0,0034 ],
Ty =[ —1,0158 —0,6560 —0,0036 ]
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Apéndice B.

Sistemas lineales A;, B; y C;, robot completamente actuado.

0 0 1 0
P 0 0 0 1
L= 24,3265 —7,5680 —0,1792 0,0285
| —24,4848 34,3139 0,3304 —0,0876
0 0 1 0
0 0 0 1
g =dg= 45,1550 3,9698 —0,1500 0,0197
| —62,9378 12,2477 0,2279 —0,0649
0 0 1 0
P 0 0 0 1
8 T | 485815 17,2937 —0,1451 0,0178
48,7097 6,1155 0,2063 —0,0604
S 0
0 0
B =Bs = 32,8816 —60,6185
| —60,6185 186,3794 |
[ 0 0 W
By =By = @ 0
2= 547 | 275233 —41,8171 |’
| —41,8171 138,1609 |
0
. 0
3= | 26,6218 —37,8500

—37,8500 128,4408

a=@=&=@=@=[

100
010

o]
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Apéndice C.

Desigualdades Lineales Matriciales (LMI’s)

La primera desigualdad matricial lineal usada para analizar la estabilidad de sistemas dindmi-
cos se remonta al siglo XIX [5]. Cuando, alrededor de 1890, Lyapunov demostré que la ecuacién
diferencial

d
pred (t) = Az (¢)

es estable si y sélo si existe una matriz P definida positiva tal que
ATP+PA<O

Los requisitos P > 0y ATP +PA < 0 son los que se conocen hoy como la desigualdad de
Lyapunov en P Lyapunov también probé que esta primera LMI puede ser resuelta explicita-
mente, al elegir una Q = QT > 0 y luego resolver la ecuacién lineal ATP + PA < 0 para la
matriz P

Una desigualdad matricial lineal (LMI) tiene la forma

m
F@)2F+) zFi>0 C.1

=1

donde z € R™ es la variable y las matrices simétricas F; = FI € R™*" 4 =0,...,m son con-
stantes. El simbolo de desigualdades empleado en (C.1) significa que F (z) es definida positiva,
es decir, uT F (z) u > 0 para todas las u € R™ diferentes de cero. También es posible encontrar

LMTI’s no estrictas que se representan
F(z)>0 C.2

Aunque (C.1) aparenta tener una forma muy especializada, puede representar una amplia var-
iedad de restricciones convexas en x. Por ejemplo: desigualdades lineales, desigualdades cuadréti-
cas (convexas), desigualdades de norma de matrices y restricciones que intervienen en la teorfa
de control, como la desigualdad de Lyapunov y desigualdades matriciales cuadraticas (convexas),
pueden representarse en la forma LMI.

Cuando se tiene miltiples LMI's F®) (z) > 0,..., F®) (z) > 0 pueden representarse como la
tnica LMI diag (F® (z),..., F® (z)) > 0. Por lo tanto, no es necesario diferenciar entre un
conjunto de LMI’s y una LMI sencilla.

A continuacién se enlistan algunos de los problemas convexos y cuasi-convexos que se en-
cuentran con més frecuencia en el andlisis de sistemas.

e  Problema de LMI: Dada una LMI F (z) > 0, el problema de LMI (LMIP) consiste
en encontrar z/°¢ tal que F (z%) > 0, o en su defecto, determinar que la LMI no es factible.
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° Problema del valor propio: El EVP (eigenvalue problem) es minimizar el maximo
valor propio de una matriz que es funcién affn de una variable, sujeto a una restriccién LMI, o
por el contrario, determinar que dicha restriccién no es factible, es decir

minimizar A
sujeto a: A\l — A(z) >0, B(z)>0,

donde A (z) y B (x) son matrices simétricas que dependen de la variable de optimizacién z. Este
es un problema de optimizacién convexa.
Los EVP’s pueden representarse en la forma equivalente de minimizar una funcién lineal
sujeta a una LMI
minimizar ¢T' A
sujeto a: F (z) > 0,

con F (z) como una funcién afin de z.

° Problema del valor propio generalizado: Un GEVP (generalized eigenvalue prob-
lem) consiste en minimizar el méximo valor propio generalizado de un par de matrices, sujeto a
una restriccién LMI. La forma general del GEVP es

minimizar A
sujeto a: AB (z) — A(z) >0, B(z)>0, C(z)>0,

donde A(z), B(z), y C(z) son matrices simétricas y funciones afines de la variable de opti-
mizacién z.
También se puede expresar como

minimizar Ay (A4 (z), B (z))
sujeto a: B(z) >0, C(z)>0,

donde Amsx (X, Y) significa el méximo valor propio generalizado del pencil \Y — X con Y > 0.
El GEVP es un problema de optimizacién cuasi-convexa, ya que la restriccién es convexa y el
objetivo Amsx (A (z), B (z)) es cuasi-cinvexo.

° Problema convexo: El CP es

minimizar logdet A (z)™}
sujeto a: A(z) >0, B(z) >0,

donde A (z) y B (z) son matrices simétricas que son funciones afines de z.

La solucién de cualquiera de los casos anteriores, es determinar si el problema es factible o
no lo es. En caso de ser factible se calcula el punto que exceda el minimo global por un valor
menor que el factor de tolerancia determinado.

Un método muy sencillo que permite obtener la solucién de LMIP’s, EVP’s, GEVP’s y CP’s
es el llamado algoritmo elipsoide. Esta técnica inicia considerando que se cuenta con una elipse
que contiene un punto 6ptimo, luego se genera un plato de corte que pasa por el centro de
la elipse y después se calcula otra elipse de menor tamafo que contiene al punto éptimo. El
procedimiento continda hasta lograr la precisién requerida.

Aunque puede demostrarse la convergencia del algoritmo elipsoide [5], existen técnicas que
resultan mucho més eficientes en la préctica. Estas se conocen como los métodos de punto inte-
rior, los cuales han sido desarrollados desde 1988 para la solucién de los problemas mencionados.
En [5] se puede encontrar una breve descripcién del funcionamiento de estos métodos.
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