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Capitulo 1

INTRODUCCION

La construcciéon de maquinas capaces de aprender a partir de la expe-
riencia ha sido uno de los principales objetivos de la inteligencia artificial.
En los ultimos afos los intentos para alcanzar dicho objetivo han demostra-
do que los sistemas computacionales pueden lograr un nivel de aprendizaje
muy significativo, al desarrollar sistemas y algoritmos que tratan de imitar
el proceso de adquisicion de conocimientos humano. Para ello se hace uso de
lo que se conoce como metodologia del aprendizaje, cuya tarea es lograr que,
dados pares de entrada y salida que deseamos que el sistema aprendiz rela-
cione, éste adquiera experiencia de ellos y por tanto, al presentarle entradas
nunca antes vistas por él, de acuerdo a su conocimiento adquirido, relacione
estos nuevos datos con una salida determinada. El objetivo es que el sistema
aprenda de dichas duplas de datos de entrada/salida deseada, clasificindolas
segin el conocimiento adquirido.

La estadistica tradicional y los sistemas conocidos como redes neuronales
han desarrollado muchos métodos para discriminar entre dos clases de ins-
tancias (clasificar datos binarios) usando combinaciones lineales de los datos
de entrada, esto es, funciones lineales, con el objeto de explotar el poder

1

de generalizacién que dichas funciones brindan a los sistemas’ Pero éstas

maquinas lineales de aprendizaje tienen un limitado poder computacional,

!Conocidos como m4quinas lineales por el uso que hacen de funciones de éste tipo para
la tarea de clasificacion.

11



12 CAPITULO 1. INTRODUCCION.

O O

Figura 1.1: Modelo de perceptrén de Rosenblat .

lo que fue resaltado por Minsky y Papert por los afios sesentas (ver fig. 1.1).

En general, aplicaciones complejas del mundo real requieren més poder
expresivo en los espacios de hip6tesis que funciones lineales. Otra forma de
ver este problema es que frecuentemente el concepto de funcién objetivo®
no puede ser expresado como una simple combinacién lineal de los atributos
dados, ya que en general se requiere que caracteristicas (features) mas abs-
tractas de los datos sean explotadas. El perceptrén de capas multiples (MLP
por sus siglas en inglés) fue propuesto como una solucién a este problema,
y esta proposicién permitié el desarrollo de algoritmos de aprendizaje tales
como la propagacion hacia atras (back-propagation) para entrenar estos sis-
temas. Una solucién mucho mas poderosa fue presentada mediante el uso de
la teoria de optimizacion y los kernels, que son funciones que nos permiten
llevar los datos de entrada a a un tipo especial de espacios vectoriales conoci-
dos como espacios de Hilbert, éstos tienen una dimensién mucho més elevada
que la dimensién del espacio de entrada, para de este modo, aumentar la ca-

2Funci6n que al ser evaluada con un dato de entrada resulta en una cantidad que nos
permite clasificar dicho dato. Funci6n desconocida que queremos que la maquina aprenda
para ser capaz de clasificar nuevos datos.
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pacidad computacional de las maquinas lineales explotando caracteristicas
(features) mas abstractos de los datos. Esta solucién se lleva a cabo en los
algoritmos de los sistemas computacionales conocidos como Support Vector
Machines -SVM- (Maquinas con Vectores de Soporte)3, las cuales se dicen
méas poderosas que las MLP’s, entre otras cosas por que los resultados que
nos otorgan en la tarea de clasificacién son més aproximados a los 6ptimos
y por que al mantener la linearidad del sistema los problemas se mantienen
en la categoria de tratables computacionalmente.

De esta manera, con la motivacién de contribuir al avance de los sistemas
inteligentes por medio del desarrollo del algoritmo de las Support Vector Ma-
chines y con ayuda de la rama de las matematicas conocida como Algebra
Geomeétrica, intentamos con este trabajo de tesis elaborar nuevos kernels que
nos otorgaran resultados de clasificacién con caracteristicas de generalizacion
diferentes a los ya existentes. Por lo que, apoyados en los fundamentos teéri-
cos de dichas 4lgebras, explotamos la posibilidad que nos brindan de obtener
dimensionalidades altas de los espacios de caracteristicas (feature spaces),
dados ciertos espacios vectoriales de entrada, por medio de la operaciéon de-
nominada producto Clifford, y del uso de mapeos de los datos de entrada a
multivectores. Es esta la razén por la cual se le otorgé el nombre de la deri-
vacion de las SVM’s a Support Multivector Machines SMVM, que obtuvimos
en este trabajo.

Otro de los objetivos concernientes a la realizacién de esta tesis es la de
demostrar que el poder geométrico descriptivo de objetos del mundo real que
nos ofrecen las Algebras Geométricas, podia aumentar de alguna forma las
capacidades de aprendizaje de las SVM’s. En este trabajo de investigacion,
explotamos dicho poder descriptivo para tratar de realizar una importante
compresioén de datos al representar las entradas a nuestro sistema como enti-
dades geométricas (esferas), las cuales engloban una gran cantidad de puntos,
para evitar presentar uno a uno todo el conjunto de datos de entrenamiento

a la maquina de aprendizaje.

3En el presente documento se hara uso del término en inglés Support Vector Machines
(SVM) para referirnos a dichas maquinas dado el uso estandarizado del término en el
argot computacional.
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Este documento se divide en cinco capitulos y tres apéndices. En el Ca-
pitulo 2 se brindan las bases teéricas de las Algebras Geométricas, las cuales
son el fundamento matemético en el que nos apoyamos para la realizacién
de la derivacién de las SVM hacia las SMVM.

El Capitulo 3 trata de la teoria que da pie al surgimiento de las Sup-
port Vector Machines, teoria que también es fundamento de las Support
Multivector Machines. En este capitulo tambien se muestran resultados de
clasificacién en 2D (tanto binaria como multiclase) obtenidos con una SVM,
para ello se utiliza el programa que desarrollé en lenguaje de programaciéon
C++ para plataforma LINUX. En dicho programa se implementaron los tres
tipos de kernels mas cominmente empleados (identidad, polinomial y gaus-
siano). La motivacién que nos impuls6 a programar nuestra propia SVM fue
la de comprender a fondo su funcionamiento y posteriormente emplear los
moédulos desarrollados como base para la elaboracién y prueba de los kernels
geométricos productos de esta tesis. Cabe mencionar que el rendimiento de
la SVM implementada se compar6, tanto en tiempo como en precisién con
la elaborada por el Departamento de Ciencias Computacionales e Ingenieria
de la Universidad Nacional de Taiwan*, obteniendo resultados muy similares
en tiempos e idénticos en cuanto a resultado de clasificaciones.

El producto del trabajo de investigacién de este trabajo se incluye en el
Capitulo 4, en él se muestra el desarrollo mateméatico de los mapeos a los
espacios de caracteristicas, dados determinados espacios de entrada, el uso
que se le dio al producto Clifford y a los multivectores en dichos mapeos, asi
como el kernel encontrado en cada caso y los resultados de clasificacién que
otorgan estos kernels geométricos. Se anexa en este capitulo el experimento
de compresién de datos usando multivectores y el resultado de uno de los
casos de estudio. También se incluye una aplicacién de clasificaciéon real,
en la que se emplea uno de los kernels geométricos cuyas caracteristicas de
generalizacién son, para este problema en especial, mas adecuadas que las
del kernel gaussiano®, ya que el primero de los kernels disminuye error de

‘LIBSVM: A lLbrary for Support Vector Machines (Version 2.33). Cédigo, programa
ejecutable y documentacién disponible en http://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin
5Conocido por ser un aproximador universal, por lo que, en teoria todo conjunto de
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clasificacién a cero en los ejemplos de prueba del experimento, mientras que
el gaussiano no puede lograrlo.

Las conclusiones obtenidas al realizar este trabajo estan contenidas en el
Capitulo 5, asi como el trabajo futuro que se pretende realizar como conti-
nuacién de éste. La bibliografia fundamental en la que nos apoyamos durante
el trabajo de investigacién antecede al Apéndice A, el cual trata de las bases
del algebra lineal necesarias para adentrarse en este documento, tales como
espacios vectoriales, espacios vectoriales con producto punto y espacios de
Hilbert. El Apéndice B contiene las definiciones basicas del Algebra Geomé-
trica y el C algunos calculos matematicos fundamentales de dichas 4lgebras.

entrenamiento puede ser clasificado con él.
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Capitulo 2

ALGEBRA GEOMETRICA.

2.1. ;Que es el Algebra geométrica?

El Algebra geométrica se puede definir como un lenguaje mateméatico po-
deroso para interpretar y expresar coherentemente ideas fisicas . Este lengua-
je permite unificar formalismos matematicos estimulando la intuicién geomé-
trica [1]. En las siguientes lineas se intenta dar las bases que nos ayuden a
comprender este sistema matematico, pero sin detenernos en conceptos ba-
sicos que el lector puede consultar en la amplia literatura de la matematica
actual.

Tradicionalmente estamos acostumbrados a manejar dos tipos de canti-
dades en las aplicaciones de geometria e ingenieria: escalares y vectores. Si
definimos un espacio vectorial V', tendremos las siguientes propiedades:

s a+ b= b+ a (conmutatividad)
= (a+b)+c=a+ (b+c) (asociatividad)
= a+ 0 = a (elemento neutro: 0)

a + (—a) = 0 (elemento opuesto: —a)

» A(a+b) = Aa+ b (distribucién del producto de un escalar con la suma

de vectores)

17



18 CAPITULO 2. ALGEBRA GEOMETRICA.

Figura 2.1: Producto punto.

- (A+p)a = Aa+ pa (distribucién del producto de la suma de escalares
con un vector)

(A)a = A(ua) (asociatividad del producto de vector con escalares)

Ademas tenemos definido el producto punto de dos vectores a y b, siendo éste
un escalar con magnitud |a| |b| cos8, donde |a| y |b] son las longitudes de a
y b, y 0 es el angulo entre estos vectores.

La interpretacion geométrica de este producto es que se realiza la pro-
yeccién de un vector sobre otro; es decir, la componente de un vector en la
direccion del otro. Este producto nos da una idea de la direccién de cada
vector, puesto que si tenemos como resultado el escalar cero, significa que
son perpendiculares (ver fig. 2.1).

Otro producto que se utiliza es el producto cruz (a x b) el cual se define
como el vector perpendicular a a y b con magnitud |a| |b| sin@. La interpreta-
cién geométrica de este producto cruz, de hecho, esta “ligado” al espacio de
3D porque en 2D simplemente no existe una direccion perpendicular a dos
vectores a y b en el plano (ver fig. 2.2).

Asi surge un concepto més general: el producto exterior. El producto
exterior o producto wedge tiene magnitud |a| |b| sin @ pero no es ni un escalar
ni un vector, es lo que llamaremos bivector o segmento de plano orientado. El
producto exterior tiene la misma magnitud que el producto cruz y comparte
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axb

A

Figura 2.2: Interpretaci6n geométrica del producto cruz y el producto wedge

T=a”"b~c

4

Q

Figura 2.3: Interpretacién geométrica de los trivectores

su propiedad anticonmutativa: a Ab= —(bA a).

Una forma de visualizar el producto exterior es imaginarlo como el seg-
mento de plano resultante de deslizar el vector a a lo largo del vector b, como
se muestra en la figura 2.2.

Esto nos lleva a una generalizacién del producto de objetos de dimensio-
nes mayores. Por tanto, si el bivector a A b es deslizado a lo largo de otro
vector ¢, entonces obtenemos un trivector o elemento de volumen orientado
(ver fig. 2.3).

2.1.1. Producto Clifford o producto geométrico

Puesto que el producto punto es un escalar y el producto exterior es un
bivector o 4rea, estos disminuyen o aumentan, respectivamente, el “grado”
de un vector. Adema4s tienen propiedades de conmutacién opuestas ya que

a-b=b-a (2.1)
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aAb=—(bAa) (2:2)

Por tanto, podriamos pensar el estos dos productos como aquellos que forman
la parte simétrica y antisimétrica de un nuevo producto que llamaremos
producto Clifford o producto geométrico:

ab=a-b+aAbd (2.3)

A primera vista pareciera un tanto extraiio el hecho de sumar dos cantidades

diferentes: escalar y bivector; sin embargo, recordando los nimeros comple-
jos vemos que estamos haciendo algo muy parecido cuando representamos
un objeto con una parte real y una imaginaria al cual llamamos “nimero
complejo” Asi que en este caso estamos haciendo exactamente lo mismo
y llamamos a este nuevo objeto (formado por la suma de un escalar y un
bivector) “multivector”

2.1.2. Definicién general del dlgebra geométrica G, 4,

En general, el dlgebra geométrica Gp 4 €s un espacio lineal de dimensién
2" donde n = p+q+r, con una estructura subespacial (elementos llamados
blades) como entidades algebraicas de grado mayor en comparacién con los
vectores los cuales permiten representar los multivectores. Los subindices
p,q,r indican la cantidad de elementos de grado 1 de la base vectorial que
elevados al cuadrado dan como resultado 1,-1 y 0, respectivamente. El 4lgebra
geométrica Gp g se construye a partir de un espacio vectorial R”¢" mediante
la aplicacién del producto Clifford definido en la seccién anterior, de forma
que el producto geométrico de dos vectores e;, e; que pertenecen a la base
del espacio vectorial esta dado por

1 i1=3 € {1,..,p}
g = -1 i=j €{p+1,..,p+q}
0 i=j € {p+tg+l,.,n=p+q+r}
ej=¢e Nej=—ejNe; 1#£]

(2.4)
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El espacio vectorial con q # 0 y r # 0 se llama pseudo-euclideano; si 7 # 0
su métrica es degenerada y el algebra geométrica correspondiente se llama
degenerada; pero debido a que en la practica no tenemos elementos que
directamente cuadreen a cero, s6lo utilizaremos 4lgebras no degeneradas Gy 4
y, si se requiere, combinando elementos de p y ¢ podemos formar vectores
que cuadreen a cerol.

El algebra geométrica Gp 4 es entonces expandida por:

Elementos de grado0 (escalares) 1
Elementos de grado 1 (vectores) €;
Elementos de grado 2 (bivectores)  eij =e; Ae;j

Elementos de grado 3 (trivectores) e =e; Nej Aeg

Elementos degradon (n — vectores)  ejjk,..n = €iAej AepA, ..., Aeq,

y asi sucesivamente hasta llegar al elemento (blade) de grado n, que es el ele-
mento de mayor grado, el cual es llamado pseudoescalar y se denota mediante
la letra I. El n-blade unitario es llamado pseudoescalar unitario y como en
cada algebra es un pseudoescalar diferente, utilizaremos un subindice para
indicar el algebra geométrica a la que pertenece el pseudoescalar.

De esta manera, un elemento arbitrario X del 4lgebra geométrica Gp 4
esta dado por

X =ap+ Zaiei + Z a;je;j + Z Gijkeijk + o+ E arl (2.5)

donde a € R y los subindices colocados en las letras a (ijk...) s6lo son
para indicar que es el coeficiente del correspondiente blade formado por el
producto exterior de los vectores e;, ej, ek, ...; esto es, X se construye con la
combinaci6n lineal de blades de grado 0,...,n (escalar, vectores, bivectores,
..., pseudoescalar).

Un concepto muy interesante es el de dualidad. El dual de un r-blade se

1En secciones posteriores se veran mas detalles al respecto.
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define por
X*=XI (2.6)

es decir, el dual lo obtenemos mediante el producto con el pseudoescalar
unitario correspondiente al 4lgebra geométrica en la que se esté trabajando.
Se puede observar que el dual de un r-blade es un (n — r)-blade.

Como una extensién podemos realizar el producto interior o producto
punto de dos blades de forma que el producto de un r-blade con un s-blade
se define recursivamente mediante

(((11/\.../\ar)'bl)'(bz/\.../\b,) sir>s
(@ AceAar-q) - (ar- (b1 A...Abs)) siT <35
(2.7)

(a1 A .../\a,) . (bl A .../\bs) = {

y

(al AN ar) by = Z(—l)""al AN...ANaji—1 A (a,- . b1) ANaipr N ... A a,(28)

i=1
8
ay- (b A Aby) = ) (1) A Abisy A(ar - b)) Abigr A ... Abs (2.9)

i=1

El lector interesado en mas detalles puede referirse a [21].

2.2. Algebra geométrica Euclideana tridimensional
(Gs0)

El algebra geométrica G3p (o simplemente G3) se deriva de R?, en la
cual n = p = 3, y es adecuada para representar entidades y operaciones del
espacio Euclideano 3D. Ahora bien, sabemos que en R tenemos 3 vectores
ortonormales en la base {e;, e2,€e3} y que el dlgebra geométrica G3 se deriva
de este espacio mediante la aplicacién del producto geométrico de éstos vec-
tores base (tal como se explic6 en la seccién anterior), por lo que G3 tendra
23 = 8 elementos en su base:

G3 = span{l, e, ez, e3, €12,€23,€31, €123 = I3}

escalar vectores bivectores pseudoescalar
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I3 denota el pseudoescalar del espacio Euclideano tridimensional, el cual
cuadrea a —1 (para detalles del calculo del cuadrado de este pseudoescalar,
ver el apéndice B).

En esta algebra, podemos representar puntos, lineas y planos del espacio
3D de la siguente manera:

Punto: representa una posicion en el espacio 3D y se puede expresar como
la combinacién lineal de los tres vectores de la base

u = uje; + ugez + uses (2.10)

donde u; € R (ver fig. 2.4).

Linea: se puede representar como un multivector (no homogeneo) usando
el vector n para indicar la direccién de la linea y un bivector m repre-
sentando el momento (m =z An donde z es un punto perteneciente

a la linea):
l=n+m (2.11)

(ver fig. 2.4)

Plano: puede representarse como una entidad de un grado mayor que la
linea en términos de la distancia Hesse del origen al plano (d) y el
bivector unitario de direccién del origen al plano (n):

p=n+ Iz (2.12)
(ver fig. 2.4)
El lector puede consultar el apéndice A para verificar que una rotacién en

algebra geométrica es dada por un bivector; es decir, un rotor R es un
elemento de grado par? del 4lgebra G3 que satisface RR = 1, donde Resel

*La definicién de grado de un elemento aparece en el apéndice B
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Figura 2.4: Punto (izquierda), linea (centro) y plano (derecha).

inverso® de R que se construye mediante la reversién? de sus blades:

R = up + uje12 + user3 + ugesn (2.13)

R = up — u1e12 — ugez3 — uzes; (2.14)

donde u; € R.

Asf, la rotacién de un punto representado por un vector z se realiza
multiplicando el rotor R con el punto z por la izquierda y con su inverso R
por la derecha:

z' = RzR (2.15)

Una ventaja grande de los motores expresados en esta forma con respecto
a las matrices de rotacion de R3 es que éstos trabajan no solo sobre puntos,
sino para todos los tipos de objetos geométricos y se definen independiente-
mente del grado y dimensién del espacio en que se trabaje. Ademas, el aplicar
mas de una rotacién (composicién de rotaciones) nos lleva a un nuevo rotor

2" = Ryz'Ry = RyR\zR Ry = RzR (2.16)

Desgraciadamente, para el caso de las traslaciones no existe una forma mul-
tiplicativa de formalizarlas, a diferencia de los rotores, asf que la traslacién

3Puede consultar el concepto de inversién en el apéndice B .
“La reversion se explica en el apéndice B.
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en el espacio Euclideano se expresa en forma de suma
=z +t

Por lo que la composicién de traslaciones es ¢t = t; + t3 lo cual nos lleva a
observar que la traslacion no es una operacion lineal ya que para dos vectores
zeysetieneT(z+y)=(z+y+t) #T(z) +T(y) = (z +y+2t).

Debido a esta no linearidad de la traslacién en G3g se utilizan otras
algebras de mayor dimensién para permitir la linearidad de esta operacién
con puntos u otras entidades.

2.3. Algebra geométrica proyectiva (G3;)

Para incrementar la dimensién del espacio vectorial utilizamos las
coordenadas homogeneas, con lo cual aumentamos en 1 la dimensién
obteniendo un 4lgebra geométrica cuya base tiene 2* = 16 elementos

G3,1 = span{ 1, e1,ez,€3,€_, €12,€23,€31, €_,,€_5,€_3, €123,€_15,€_p3,€_31, €_1p3 = IpP}
(2.17)

Nota: e_jp3=€_AeiNeaAesye_ 2y =—1

El vector de base adicional e_ denota el componente homogeneo que se
ainlade a un punto. A diferencia de lo que se vi6 en la seccién anterior donde
la representacién de entidades era un poco elaborada, la representacién de
lineas y planos en G3; se da por un multivector resultado del producto
exterior (wedge) de puntos homogéneos como se muestra enseguida:

Punto: un punto z en G3 se representa en G3,; mediante un 1-vector dado
por
X=z+e_ (2.18)

Linea: se representa como el producto exterior de dos puntos (homogeneos),

lo cual nos lleva a un 2-vector

L = XiAX, (2.19)
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= (z1+e_)A(z2+e )
= (mAz)+(r1Ae )+ (e_Az2)+(e_Ae_)
= (z1AZ2) + (71 —72) ANe_

= m+mne_

Se observa que la linea contiene elmomento m = z; A z2 y la direccién
r = 11 — T (codificada en los 2-blades que contienen a e_). En algunos
casos es conveniente usar la representacion de la linea en orden opuesto,

es decir: L =n +e_m (ver fig. 2.4).

Plano: se representa como el producto exterior de tres puntos (homoge-
neos), dando como resultado un 3-vector

P XiANXoA X3 (2.20)
(z1+e_ )A(z2o+e_ )A(zz3+e_ )

(z1 Az Az3) + (21 — z2) A (21 Az3) Ne_

dl3 + ne_

Esta descripcion formaliza al plano por la normal n a éste y la distancia
Hesse d del origen al plano (ver fig. 2.4).

Como se observa, el generar entidades de mayor orden (como lineas y planos)
es mas natural en esta 4lgebra que en el 4lgebra geométrica euclideana G
ya que resulta del algebra de incidencia de puntos. Asi tenemos una ventaja
més con respecto a G3p, pero ain no contamos con una forma adecuada
para representar otro tipo de entidades como son circulos, esferas o pares de
puntos y es ésto precisamente lo que nos lleva a analizar el 4lgebra geométrica
conformal que se ver4 méas adelante. Pero antes, para introducir el 4lgebra
geométrica conformal, analizamos el plano de Minkowsky G1,1 en la siguiente
seccion.
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2.4. Algebra de Minskowski (G1)

Como se mencioné en la secci6n 2.1.2, el algebra Gp4 (0 pseudo Eucli-
deana) se genera a partir del espacio vectorial ®”9 mediante la aplicacién
del producto geométrico. Si ¢ = 0 se dice que el espacio tiene signatura
(signature) Euclideana y si ¢ = 1 se dice que es signatura Minkowsky.

El algebra Gy, proviene del espacio vectorial R!!(también llamado el
plano de Minkowsky) cuya base es {e;,e_} cuyas propiedades son

=1 & =-1 er-e =0 (2.21)

En este punto podemos introducir una base nula (la llamamos nula por-
que estos vectores al elevarlos al cuadrado dan cero)

e = % (e+ - e_) (2.22)

e=erte_ (2.23)

Estos vectores se pueden interpretar como el origen (ep) y el punto en el
infinito (ex)-

El pseudoescalar unitario para G,; se define por
E=eNe=erNe_ =ere_ (2.24)

y se puede mostrar que cumple con las siguientes propiedades:

et=e>=0 e-e=—1 E=eye_
E*=1 Ee=—e Eeg = e
etE=e_ e E=e; (Absorcion)
e e=—(E+1) eAe =E erre=1 (2.25)
e;e=FE+1 (2.26)

Los vectores base y los vectores nulos se ilustran en la figura 2.5:

Estos conceptos serviran para extender el espacio ®* (espacio Euclideano)
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e e

€o E

e+

Figura 2.5: Vectores base y vectores nulos en el plano de Minkowsky (E)

n

S

Figura 2.6: Proyeccién estereografica

a R = R3 @ RY! dando como resultado el 4lgebra geométrica conformal

que se ve en la siguiente seccién.

2.5. El algebra geométrica conformal (G4,)

La idea detras de la geometria conformal es interpretar los puntos como
puntos proyectados estereograficamente> Consideremos la figura 2.6:

Imaginemos que colocamos una fuente de luz en el polo norte (marcado
como n en la figura 2.6); entonces cada punto en la esfera proyecta una som-
bra en el papel (plano en la figura). Para simplificar los c4lculos analicemos
cémo se proyectan puntos de la esfera al plano y viceversa para el caso 1D,

®Proyecci6n estereografica es una forma de hacer un mapa plano de la tierra
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Figura 2.7: Proyeccién de puntos del circulo al plano y viceversa

como se muestra en la figura 2.7 (la esfera ahora es un circulo; asumimos
radio 1 por simplicidad):

Ademais del vector del espacio 1D e; se anade el vector eperpendicular
a éste. La proyeccion de un punto z’' = ae; + be, del circulo sobre el eje e;

a
T= (1 - b) e (2.27)
y para proyectar un punto ce; (¢ € R) hay que calcular los factores apropia-
dos a,b para el vector ' = ae; + bey lo cual nos lleva a:

esta dada por®:

, 2c -1

' = Cz+lel+02+1€+ (2.28)

y si utilizamos coordenadas homogeneas, la representacién homogenea del

punto en el circulo es

1 1
L — — —_ 2
1:—cel+2(c2 1)e++2(c +1)e (2.29)
Observe que e =¢e2 =1y €2 = —1 con lo que ademas de tener la ventaja

de la representacion homogénea de puntos también estamos trabajando en

SEs facil deducir la expresion si utilizamos semejanza de triangulos.



30 CAPITULO 2. ALGEBRA GEOMETRICA.

afn‘fl‘i‘ih
Al

7

% /

Za N
-

2
I

A
%

s

=

7

7

77

5
"(’
<
227
¢/¢
Z
Z.

Figura 2.8: Cono nulo para el caso 1D.

un espacio de Minkowsky. Asi, al elevar z’ al cuadrado tenemos:

A+ (% (- 1))2 - (% (c2+1))2

1
2, 1[4 o2 _ 4 _o2
c+4[c 2c°+1—-c"—2c l]
=0

(")

Asi, los punto Euclideanos z, proyectados estereograficamente sobre el circu-
lo son representados por el conjunto de vectores nulos de este nuevo espacio.
Esta representacion homogénea de puntos se usa como representacién de pun-
tos en el Algebra geométrica conformal. La figura 2.8 visualiza este modelo
homogeneo para proyecciones estereogréficas para el caso 1D.

De la representacién anterior y teniendo en cuenta lo analizado en la
seccién (2.4) se observa que estamos involucrando el espacio de Minkowsky.
El papel del plano de Minkowsky es generar vectores nulos para extender el
espacio Euclideano ®" a R7+1:1 = R"@RY! que genera el 4lgebra geométrica
conformal Gp41,;. Para el caso de R3 se genera el espacio conformal %! cuya
base es {el,ez, es, e, e_} generando el algebra geométrica G4,; de dimen-
sién 2° = 32, expandida por escalar, bivectores, 3-vectores, 4-vectores y el
pseudoescalar Ic Note que el pseudoescalar Ic = e123+ =€y 123 =El;
(E es el plano de Minkowsky e I3 es el pseudoescalar Euclideano tridimen-
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sional).

Tomemos la ecuacién 2.29 y veamos que

= ce1+%(c2—l)e++%(c2+l)e

ce; + %c2 (e_ + e+) + % (e_ - e+)

1,
= ce1+§c e+ eg

Por lo que extendiendo para un vector z € R" tendriamos su transformacién
al espacio R"+1! expresada por

r=z+ %xze +ep (2.30)

Los vectores base {e,ep} solamente nos permiten una representaciéon mas

compacta.

Entonces, en esta algebra estamos considerando puntos del llamado cono
nulo que satisfacen las propiedades’

{§€§R4’1|£=0,§-e=—1}

Asi como en las secciones 2.2 y 2.3 vimos la manera de representar en-
tidades de acuerdo a lo que cada una de las algebras tratadas nos facilitan,
también lo haremos aqui. Las entidades basicas en el espacio conformal de
3D son las esferas s que tienen el centro p y radio p:

_ Lro o
§;—p+§(p —p)e+eo (2.31)

por lo que podemos interpretar el punto z (ver 2.30) como una esfera dege-
nerada de radio p = 0. La forma dual® de una esfera tiene la ventaja de que

"Estas propiedades se vieron con anterioridad en esta seccién o bien son faciles de
comprobar

8Recuerde que el dual de una entidad se calcula al multiplicarlo por el pseudoescalar
correspondiente al slgebra en que se trabaja
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Cuadro 2.1: Representacién y representacién dual de entidades en &lgebra
geomeétrica conformal

| Entidad [ Representacién | Gdo. | Representacién dual | Gdo. |
Esfera §=p+%£p2—p2)e+eo 1 s =aANbAcAd 4
Punto s=z+ iz’e+eo 1 z' = (—Ez— iz’ +eo) I 4
Linea L=nlg +emlg 2 L*=eAaAbd 3
n=a-b>b
m=aAb
Plano P =nlg —de 1 P*=eANaAbAc 4

n=(a—-bA(a—c)

d=(aAbAc)IE

Circulo z=281 A8 2 2"=aAbAc 3
P,=z-e ,L,=zAe p,=P,AL;
—
p_(e/\g
Par de puntos PP=31As2A83 3 PP* =aAb , X" =eAz 2

se puede calcular directamente de puntos sobre la esfera
s'=aAbAcAd

Note que un punto esta en la esfera si y solo si z A s* = 0 o bien si
z - s = 0, dependiendo si trabajamos en la representaciéon dual o normal de
la entidad. A partir de esta entidad basica (esfera) podemos definir otras
entidades; esto se resume en la tabla 2.1.

Para mayores detalles sobre entidades en 4lgebra geometrica conformal
se puede consultar [23].

Ahora nos enfocaremos en la forma de realizar transformaciones de movi-
miento rigido en esta algebra. Se recordara que en la seccién 2.2 se concluy6
que las rotaciones en el espacio R2 son tranformaciones lineales en el 4lgebra
G3,, mientras que las traslaciones se comportan como no lineales.

Considerando la figura 2.6 que ejemplifica el caso 2D, se observa que
la rotacién de un punto z sobre el plano nos lleva a z’ y considerando la
proyeccion de estos puntos en la esfera (z y z') se observa que la rotacién es
exactamente la misma; sin embargo, una traslacién en el plano corresponde,
para los puntos proyectados en la esfera, a una rotacioén espacial sobre un eje
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del plano. De hecho, una rotacion se puede estimar en la misma forma como
en G2 o G3 , pero una trasslacién es un caso especial de rotacién en G31 o
Gy,

Asi como en G3p, las rotaciones en G4, se expresan por medio de los

rotores

Re=exp (gz) (2.32)

donde ! representa el bivector unitario dual al eje de rotacion y el angulo 6
representa la cantidad de rotacion. La rotacién de una entidad (punto, linea,
plano, circulo, esfera o par de puntos) se realiza simplemente multiplicando
la entidad por la izquierda con el rotor R y por la derecha con el inverso R.

Si deseamos trasladar una entidad con respecto a un vector de traslacién
t usamos el llamado traslador

T = (1 + %) = exp <§t> (2.33)

De manera similar a las rotaciones, las entidades se trasladan muliplicAndolas
por la izquierda con el traslador T y por la derecha con su inverso T.

Se recordarad que en la seccién 2.2 se mencioné que la multiplicacién
de dos rotores da como resultado un nuevo rotor (R = RyR;), por tanto,
considerando el traslador como un rotor podemos multiplicar 'y R con lo
que obtenemos lo que se llama motor y que sirve para expresar movimiento
rigido (rotacién y traslacion):

M=TR (2.34)

El nombre de “motor” es una abreviacién de “moment and vector” (para
mayor informacion referirse a [22]) y es un multivector de grado par especial.
Con este nuevo operador, la rotacién y traslacion de un punto esta dada por
Z' = MzM donde M es el inverso de M y esta dado por M = RT.

Notese que este operador no solo puede ser aplicado a puntos, sino a
cualquier entidad.
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2.5.1. Gj3, como subalgebra de G,

Como se mencioné en la seccién 2.3, si anadimos un componente homo-
geneo a los puntos tenemos varias ventajas como una representacion mas
natural de entidades como lineas y planos. Si en lugar de anadir el vector
e__ utilizamos el vector nulo e para el componente homogeneo, podemos ver

que mantenemos las representaciones:

Punto: un punto homogéneo estara dado por
X=z+e (2.35)

Linea: se representa como el producto exterior de dos puntos (homo-

geneos):

L = XiAXy (2.36)
= (z1+e)A(z2+e)
= (r1Az2)+(z1Ae)+(eAz2)+(eAe)
= (T1AT2) + (71 —22) Ne

= m+ne

(La linea contiene elmomento m = z; A z9 y la direccién n =
z) — 2 (codificada en los 2-blades que contienen a e_ y e que

son los elementos con que se forma e).

Plano: se representa como el producto exterior de tres puntos
(homogeneos)

P = XiAXoAXs (2.37)
= (z1+e)A(z2+e)A(z3+e)
= (z1Az2AZ3)+ (21 —z2) A (21 — Z3) Ne
= dIg +ne

Esto es muy parecido a los conceptos de plano afino que se pueden
encontrar en [22] y ademés nos habilita para utilizar los conceptos
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de distancia dirigida y relaciones de incidencia.
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Capitulo 3

SUPPORT VECTOR
MACHINES (SVM)

3.1. Aprendizaje Supervisado.

D.O.HEBB en su publicacion “The Organization of Behavior, A Neu-
ropsychological Theory” define el aprendizaje biolégico en el postulado neu-
ropsicolégico, en el que afirma que “Cuando el axén de una célula A esta lo
suficientemente cerca para excitar una célula B y repetida o persistentemente
dispara hacia ésta, algin proceso de crecimiento o cambio metabélico toma
lugar en una o ambas células, tal que la eficiencia de A para disparar hacia
B se incrementa”.

El procedimiento utilizado para lograr que un sistema computacional
adquiera cierto comportamiento a partir de ejemplos determinados es cono-
cido como la metodologia del aprendizaje, cuando se da el caso particular
que dichos ejemplos son pares de informacién de entrada/salida deseada es
llamado aprendizaje supervisado. Esto es, intentar que un sistema computa-
cional aprenda que dada una entrada, debe de otorgar una salida deseada
de un conjunto de datos en el mismo modo en que un nifio aprende cuéles
frutas son manzanas con mostrarle un gran namero de diferentes tipos de
éstas en lugar de darle una especificacién precisa de lo que es una manzana,

es conocido como la metodologia de aprendizaje supervisado.

37
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Los pares de entrada/salida deseada tipicamente reflejan relaciones fun-
cionales o mapeos de las entradas hacia las salidas. Cuando existe una funci6n
subyacente para mapear de las entradas a las salidas deseadas se le conoce
como funcidn objetivo. En el caso de problemas de clasificacion esta funcién
es llamada funcion de decisidn.

3.2. Support Vector Machines para el aprendizaje.

Las Support Vector Machines (SVM) son sistemas de neurocomputacion
que aprenden, usando la hipétesis de espacios de funciones lineales llevadas a
un espacio dimensional maés alto, conocido como el espacios de caracteristicas
(feature spaces) usando kernels; son entrenadas con algoritmos de aprendizaje
obtenidos de la teoria de optimizacién, su principal caracteristica es que, a
diferencia de otros sistemas neuronales, no paran su aprendizaje hasta que
encuentran soluciones 6ptimas. Son utilizadas para tareas de clasificacion y
regresion principalmente. En este trabajo de tesis se explota su uso sélo para
clasificacién.

3.2.1. Teoria de la Generalizaciéon de Vapnik y Chervonenkis
(VC)

La teoria de Vapnik y Chervonenkis es la mas apropiada para describir
las SVMs e histéricamente ha motivado el estudio de estas altimas [3]. Esta
subseccién trata de revisar los principales resultados de la teoria VC que
hacen posible limitar la complejidad de las funciones lineales en espacios
kernel, en los que se lleva a cabo la clasificaci6n

La tarea de clasificacion consiste en encontrar una regla, la cual, basada
en observaciones externas, asigne a un objeto una clase determinada de entre
varias clases més. En el caso m4s simple existen s6lo dos clases diferentes. Una
posible formalizaci6n de esta tarea es estimar una funcién f :R" — {—1,+1},
usando pares de datos de entrenamiento entrada/salida deseada generados de
acuerdo a una distribucién de probabilidad P(z,y) desconocida, tal que f
clasificaria correctamente ejemplos (z,y) nunca antes vistos por la maquina.
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La mejor funcién f que podemos obtener es aquella que minimice el riesgo,

error esperado o de generalizacidn:

Rl = [ U7, 9)dPx,y) (3.1

donde ! denota una funcion de pérdida escogida de entre varias, por
ejemplo I(f(x),y) = 6(—yf(z)), donde 6(z) = 0 para 2<0 y 8(z) =1 en
otro caso (la llamada pérdida 0/1).

Desafortunadamente el riesgo o error esperado no puede ser minimizado
directamente ya que la distribucién de probabilidad P(z,y) de los datos de
entrenamiento no es conocida de antemano. Sin embargo, se trata de estimar
una funcién que esté 'cercana’ a la funcién 6ptima basados en la informacién
disponible, por ejemplo en los datos de entrenamiento y las propiedades de
la clase de funciones F (por ejemplo: planos en 2D), de esta manera se
podria escoger la funcién f. Una forma particular consiste en aproximarse al
minimo del riesgo o error esperado (error de generalizacidn) por medio del

riesgo empirico o error de entrenamiento:

Remp = = 3 1 (<3, 1) (32)
i=1

Es posible dar las condiciones para las que la maquina de aprendizaje
asegure que asint6ticamente (cuando n— o0), el riesgo empirico converja
hacia el riesgo esperado. Sin embargo, para un nimero pequenio de datos
de entrenamiento son posibles grandes desviaciones y el problema del sobre
entrenamiento (overfitting) puede ocurrir. En la figura 3.1 se ilustra este di-
lema. Dado un conjunto de entrenamiento pequeno (fig. 3.1 izquierda), tanto
la hipétesis de la linea sélida como de la linea punteada pueden ser ciertas,
la punteada es més compleja, pero también presenta un error de entrena-
miento (o error empirico) menor (ver ecuacién 3.2). S6lo con un conjunto de
entrenamiento grande somos capaces de observar cuél decisién representa la
distribucién de los datos de una manera mas certera. Si la hip6tesis punteada
es correcta la sélida puede presentar falta de entrenamiento (imégen central);
si la hipétesis sélida es correcta, la punteada presentara sobreentrenamiento
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Figura 3.2: a) Tres puntos en R2, clasificados por lineas orientadas, b) para
cuatro puntos en 2, son necesarias dos lineas.



42 CAPITULO 3. SUPPORT VECTOR MACHINES (SVM).

de posicion de los puntos restantes son linealmente independientes.

Corolario. La dimensién de un conjunto de hiperplanos orientados en R™
esn+1 ya que siempre podemos escoger n+1 puntos, y después escoger uno
de estos puntos como origen, de tal manera que los vectores de posicion de
los restantes n puntos son linealmente independientes, pero nunca podemos
escoger n+2 puntos (ya que no existen n+1 vectores en R"™ que puedan ser
linealmente independientes).

Si construimos una familia de clases de funciones F; C ... C Fj con una
dimensién VC creciente, el principio de minimizacion de riesgo estructural
(SRM)! procede como sigue: Sean f, ..., fi las soluciones para la minimiza-
cién del riesgo empirico dadas las clases de funciones F; El SRM escoge la
clase de funciones F; (y la funcién solucién f;) de tal manera que el limi-
te superior en el error de entrenamiento o generalizacién es minimizado, lo
cual puede ser calculado haciendo uso del siguiente teorema, presentado por
Vladimir Vapnik [3]:

Teorema Sea h la dimension VC de la clase de funciones F y Remp el
riesgo definido en ecuacion 3.2 usando la pérdida 0/1, n el total de muestras
de entrenamiento. Para toda 6 > 0 y feF la desigualdad que limita el riesgo

o error de generalizacion es:

h(inZt +1) — In(6/4)

- (3.3)

R[f] < Remplf] + \/

en la que el término de la parte derecha del signo de suma se conoce como
término de confianza.

El objetivo es minimizar el error de generalizacién o riesgo R[f] lo cual
puede ser obtenido por medio de un pequeiio error de entrenamiento o riesgo
empirico Remp|f] mientras mantengamos la VC dimension (h) de la clase de
funcién lo méas pequefio que podamos, es decir mantener la complejidad de
la clase de funciones lo més simple que se pueda.

Dos extremos se pueden observar de la desigualdad anterior (3.3): (i) una
clase de funci6n muy simple (con baja dimensién VC) produce que el térmi-

!Para un anélisis m4s profundo de la Teoria VC y el SRM el lector puede consultar las
referencias(2, 3, 13, 11]
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no de la rafz cuadrada de la desigualdad (confianza) casi se desvanezca, pero
atn asf un error empirico o de entrenamiento puede presentarse, mientras
que (ii) una clase de funciones muy complicada (con alta dimensién VC)
puede desaparecer casi por completo el error empirico, pero eleva conside-
rablemente el término de la raiz cuadrada de la desigualdad. La mejor clase
de clase de funciones es generalmente aquella que nos mantiene en el punto
medio de estos dos extremos, que pueda separar los datos y que mantenga
un riesgo empirico bajo. En la figura 3.3 la linea verde representa el error de
entrenamiento o riesgo empirico (3.2), la linea roja representa el limite su-
perior en el término de complejidad (confianza, parte derecha de la ecuacién
3.3). Con complejidad alta el error empirico decrece, pero el limite superior
en el riesgo de la confianza se vuelve peor. Para una complejidad certera, la
clase de funciones con el mejor riesgo esperado es obtenida. Entonces, en la
practica el objetivo es encontrar el mejor promedio entre el riesgo empirico
y la complejidad.

Las siguientes desigualdades limitan la dimensién VC y la ligan con la
magnitud del vector de peso w :

R<A’R2+1 y |lw|| <A (3.4)

donde R es el radio del circulo m4s pequefio que encierre datos. Por lo tanto
si maximizamos el margen de una clase de funcién, en %, se puede controlar
la dimensién VC.

3.2.2. Teoria de la optimizacion.

La teoria de la optimizaci6n es la rama de las matematicas que se encarga
de caracterizar problemas en los cuales funciones deben ser minimizadas (o
maximizadas) , y desarrollar algoritmos para solucionarlos, dichos problemas
pueden incluir restricciones de igualdad y desigualdad. En esta subseccion se
describen las caracteristicas de los llamados problemas de optimizacién en
los cuales las funciones objetivo son del tipo cuadraticas convexas, mientras
que las restricciones son lineales. Este tipo de problemas de optimizacién
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Figura 3.3: Ilustracién esquemética de la ecuacion 3.3.
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son llamados programas convezos cuadrdticos y son los adecuados para el
entrenamiento de las Support Vector Machines 2.

El problema general de optimizaci6n se le llama problema de optimizacidén
primal en el cual dadas las funciones f,g; ,y hj (coni =1,.,kyj =
1,...,m respectivamente) definidas en un dominio 2 € R".

Minimizar f(w) weN (3.5)
Sujeto gi(w) <0, i=1,..,k (3.6)
hjw)=0 j=1,..,m (3.7

donde f(w) es lamada la funcidn objetivo, y las siguientes relaciones son
llamadas respectivamente restricciones de desigualdad e igualdad.

Un problema de optimizacién en el cual la funcién objetivo, las restric-
ciones de igualdad y desigualdad son todas funciones lineales es llamado
un programa lineal. Si la funcién objetivo es cuadratica mientras que las
restricciones son todas lineales, el problema de optimizacién es llamado un
programa cuadrdtico.

Una constante de desigualdad g;(w) <0 se dice que es activa si la solu-
cion w* satisface que g(w*) = 0, de otro modo se denomina inactiva. En
este sentido las restricciones de igualdad son siempre activas. Algunas veces,
cantidades llamadas variables flojas y denotadas por £ son introducidas para
transformar una restriccién de desigualdad en una de igualdad como sigue:

9i(w) <0 = gi(w)+&=0 con &2>0

Las variables flojas son asociadas con restricciones activas iguales a cero,
mientras que para aquellas restricciones inactivas indican cierto monto de
pérdida en la restriccion.

Los problemas de optimizacién tratados por las Support Vector Machines
siempre tienen solucién, esto debido a que pertenecen a cierta clase conocida
como programas cuadrdticos convezos.

Una funcién real f(w) es llamada convezra para w € R" si, Vw,u € R*

2Un estudio profundo de la teorfa de optimizacién y los problemas cuadraticos convexos
se encuentra en la referencia [17]
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y para cualquier 6 € (0,1) se cumple que:

f(6w + (1 —6)u) < Of(w) + (1 - 6)f(u) (3.8)

Si se mantiene la desigualdad en forma estricta, la funcién se denomina
estrictamente conveza.

Una funcién que es dos veces diferenciable sera convexa si su matriz
Hessesiana es positiva semi-definida, esto es, todos sus eigen valores son po-
sitivos.

Una funci6n se llama afina si puede expresarse de la forma f(w) = Aw+b,
para alguna matriz A y un vector b. Las funciones afinas son convexas ya
que ellas tienen una matriz Hessesiano que es cero.

Un conjunto 2 C R” es llamado convezo si, Yw,u € Q y para cualquier
6 € (0,1), (bw + (1 — O)u) € Q.

Si una funcién f es convexa, cualquier local minimo w* del problema de
optimizacion con funcién objetivo f es también un global minimo, ya que pa-
ra cualquier u# w*, por definicién de local minimo, existe 8 suficientemente
cerca de 1 tal que

f(w?)

IN

F(6w" + (1 - 8)u) (3.9)
< O0f(w*) +(1-0)f(v) (3-10)

Se sigue que f(w*) < f(u). Esta es una propiedad de las funciones con-
vexas que permite que los problemas de optimizacién sean resolubles cuando
las funciones y los conjuntos son convexos.

Un problema de optimizacién en el cual el conjunto €2, la funcién objetivo
y todas las restricciones son convexas, se dice ser convezo.

Para el proposito de entrenamiento de una SVM se restringe al caso en el
que las restricciones son lineales, la funcién objetivo es convexa y cuadratica
y © € R", entonces consideramos programas cuadrdticos convezos.

Teorema. Para funciones objetivo cuadrdticas F, el Hessesiano es positivo

definido si y solo si F es estrictamente convezra, lo que no se cumple si la
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foc, ¥ =c

Valores crecientes de f

Normal comin
m ax

9(¢,y)=0

Figura 3.4: Ilustracién de los multiplicadores de Lagrange.

funcion F no es cuadrdtica, en estos casos, un Hessestano positivo definido,
implica una funcion objetivo estrictamente conveza pero no viceversa.

3.2.2.1 Teorfa de optimizacién de Lagrange y Kuhn-Tucker.

El propésito de la teorfa de Lagrange es caracterizar la solucién de un
problema de optimizacién, inicialmente donde no hay restricciones de de-
sigualdad. Los principales conceptos de esta teorfa son los multiplicadores
de Lagrange y la funcion de Lagrange. Este método fue desarrollado por
Lagrange en 1797 para problemas mecénicos, generalizando un resultado de
Fermat de 1629. En 1951 Kuhn y Tucker extendieron el método para permitir
restricciones de desigualdad, lo que es conocido como teorfa de Kuhn-Tucker.

Teorema (Fermat) Una condicién necesaria para que w*™ sea un mimimo
de f(w), es que a—fl;:—‘z = 0. Esta condicién aunada a la converidad de f es
una condicion suficiente.

En problemas restringidos, necesitamos definir una funcién conocida co-
mo Lagrangiano, que incorpora informacioén acerca tanto de la funcién obje-
tivo como de las restricciones. Precisamente el Lagrangiano es definido como
la funcién objetivo mas una combinacién lineal de las restricciones, don-
de los coeficientes de la combinacién lineal son llamados multiplicadores de
Lagrange.
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En la figura 3.4 se aprecia graficamente el significado geométrico de los
multiplicadores de Lagrange. Sup6ngase que deseamos encontrar extremos
de la funcién z = f(z,y) sujeta a una restriccion dada por g(z,y) = 0.
Por la figura 3.4 parece razonable esperar que para encontrar, por ejemplo,
un méaximo de f con restriccién, necesitamos solamente encontrar la curva
de nivel mas alto f(z,y) = ¢ que sea tangente a la grafica de la ecuacién
restrictiva g(z,y) = 0. Ahora bien, recordemos que, si hacemos uso de las
derivadas parciales de ambas funciones, Vf y Vg son perpendiculares a las
curvas f(z,y) = cy g(z,y) = 0 respectivamente. Por lo tanto si Vg # 0
en un punto de tangencia de las curvas entonces Vf y Vg son paralelos en
dicho punto; esto es, se hallan situados a lo largo de una normal comin. Por
lo tanto, para cierto escalar no nulo «, en este punto se tendra

Vf=aVg obien fi(z,y) = ags(z,y)
fy(xv y) = agy(x, y)

en donde la variable a se llama multiplicador de Lagrange.

Definicion. Dado un problema de optimizacion con dominio Q € R™.

Minimizar f(w) weQ (3.11)
Sujeto gi(w) <0, i=1,..,k (3.12)
hj(w)=0 j=1,..,m (3.13)

se define la funcion Lagrange generalizada como

L(w,e,8) = f(w)+ Tk, cigi(w) + 72y Bihi(w) (3.14)
= f(w) + a'g(w) + B*h(w) (3.15)

Definicion. El problema Lagrangiano dual del primal de la definicion

anterior es el siguiente:
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Mazimizar 6(a,B) (3.16)
Sujeto a >0 (3.17)

donde a(aa ﬂ) = inwaQL(wa «, ﬂ)'
Teorema. (Kuhn-Tucker) Dado un problema de optimizacion con dominio
convezo  C R"

Minimizar f(w) weN (3.18)
Sujeto gi(w) <0, i=1,..,k. (3.19)
hiw) =0, j=1,..,m. (3.20)

con f conveza y gi, h; afinas, son condiciones suficientes y necesarias para

que un punto w* sea un dptimo la eristencia de a*,B* las siguientes:

aL(w*7 a‘! ﬂ*)

-~ =0 (3.21)

OL(w*,a*,B*) _
8 = (3.22)
ajgi(w*) =0, i=1,..,k (3.23)
gi(w*) <0, i=1,...,k (3.24)
ar>0, i=1,..k (3.25)

La tercera relacion es conocida como la condicién complementaria de
Karush -Kuhn-Tucker. Esta implica que para restricciones activas, se cumple

que o > 0, mientras que para restricciones inactivas o = 0.

3.2.2.2 Dualidad.

El tratamiento de Lagrange para problemas convexos de optimizacion
permite que se introduzca una descripcién dual de dichos problemas, lo que
frecuentemente se convierte en problemas mas faciles de manejar que los
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primales, ya que las restricciones de desigualdad (del primal) son dificiles de
manejar de manera directa. El problema dual es obtenido introduciendo los
multiplicadores de Lagrange, también llamados variables duales.

Podemos transformar el problema primal en el dual simplemente igua-
lando a cero las derivadas del primer problema con respecto a las variables
primales y sustituyendo las relaciones obtenidas nuevamente en el proble-
ma primal, de esta manera suprimimos la dependencia con respecto a las
variables primales, lo que corresponde a calcular la funcién:

0((1, ﬂ) = inwaQL(w’ a, :B) (326)

La funci6n resultante contiene sélo variables duales y debe ser maximi-
zada bajo restricciones mucho mas simples.

En cuanto a la condicién complementaria de Karush-Kuhn-Tucker im-
plica que sdlo las restricciones activas tendran variables duales diferentes de
cero, esto es que para ciertos problemas de optimizacion el nimero de varia-
bles involucradas puede ser significantemente menor que el nimero completo
de casos de entrenamiento. El término support vector (vectores de soporte)
se refiere precisamente a aquellos datos de entrenamiento para los cuales las
variables duales son diferentes de cero.

Cabe hacer mencién que para un programa cuadrdtico su dual corresponde
a otro programa cuadrdtico pero con restricciones mds simples.

Demostracion. (Programa cuadrdtico).
Minimizar iw'Qu — k'w (3.27)
Sujeto Xw<c (3.28)
donde Q es una matriz positiva definida de tamafo n zn, k es un n-vector;

c es un m-vector, w es desconocida, y X es una matriz de mxn. Asumiendo

que el problema tiene solucién, éste puede ser reescrito como:

mazazo(minw(%thw — kw4 o (Xw - ¢)) (3.29)
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El minimo sobre w no tiene restricciones , y es sujeto aw = Q! (k—X'a).
Resustituyendo esto en el problema original, obtenemos el dual:

Magimizar Fo'Po—a'd — 1k'Qk (3.30)
Sujeto a>0 (3.31)

donde P = XQ7'X'y d = ¢ — XQ k. Como se observa el problema dual
de un problema cuadratico es otro problema cuatratico y la restriccion del
dual es mucho mas simple que el del problema original, como se observa al
comparar lass ecuaciones 3.27 y 3.30 o las ecuaciones 3.11 y 3.16.

3.2.3. Uso de kernels.

El uso de kernels ofrece una solucién alternativa para proyectar los datos
a un espacio de caracteristicas (feature space) de dimensién mucho més alta
que la del espacio de entrada, para incrementar el poder computacional de
las maquinas lineales de aprendizaje. La ventaja de usar las maquinas en la
representacion dual se deriva del hecho que en esta representaciéon el nimero
de parametros ajustables no depende del nimero de datos de entrenamiento
usados [18].

En un problema de optimizacién los kernels se introducen al reemplazar
el producto punto de los datos de entrada por la funcién kernel escogida, de
esta manera se realiza un mapeo implicito no lineal al llamado espacio de
caracteristicas de dimensi6én mucho més elevada que el espacio de los datos
de entrada sin incrementar los parametros ajustables.

Otra ventaja del uso de kernels sobre el uso de MLP’s o cualquier otro tipo
de sistemas de aprendizaje es que el problema de escoger la estructura de red
apropiada para cada problema es reemplazado por la opcién (aparentemente
un poco més facil de solucionar) de escoger el kernel apropiado.

Con el objeto de que una méaquina lineal aprenda relaciones no lineales,
necesitamos seleccionar un conjunto de caracteristicas no lineales y reescribir
los datos en su nueva representacién con respecto a dichas caracteristicas.
Esto es equivalente a aplicar un mapeo no lineal de los datos a un espacio
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de caracteristicas (feature space) en el cual la maquina puede ser usada y se
simplifique la tarea de clasificaci6n.

flz) = zn: w;Pi(z) +b (3.32)
i=1

donde @ : X — F es un mapeo no lineal del espacio de entrada hacia algtn
espacio de caracteristicas determinado. Esto significa que tendremos que
construir las maquinas no lineales en dos pasos: primero determinaremos
un mapeo no lineal que transforme los datos hacia algan espacios de
caracteristicas F' y posteriormente usaremos una maquina lineal para
clasificar dichos datos en F.

El potencial del uso de la representacion dual en los problemas de op-
timizacién que se resuelven mediante las SVM’s también significa que las
hipétesis pueden ser expresadas como una combinacién lineal de los datos
de entrenamiento, de tal manera que la regla de decisién puede ser evalua-
da usando solo productos punto entre los puntos de prueba y los puntos de

entrenamiento:

n
f@) =) aiyi < (x:).9(z) > +b (3.33)

i=1
Si tuviésemos una forma de calcular el producto punto < ®(z;).®(z) >
en el espacio de caracteristicas directamente como una funcién de los da-
tos de entrada originales seria posible mezclar los dos pasos necesarios para
construir una méaquina no lineal de aprendizaje. Llamamos a tal método de

célculo directo una funcién kernel.

Definicion. Un kernel es una funcién K, tal que para todo =,z € X

K(z,2z) =< ®(z).9(2) > (3.34)

donde ® es un mapeo de X hacia un espacio de caracteristicas (feature
space) con producto punto (ver figura 3.5).

Otra importante consecuencia del uso de la representacién dual es que
la dimensi6n del espacio de caracteristicas no necesariamente afecta el tiem-
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Figura 3.5: El kernel mapea los datos de entrada hacia un espacio de carac-
teristicas en donde éstos son linealmente separables.

po de computaciéon. Ya que no se representan los vectores de caracteristicas
(feature vectors o vectores mapeados al espacio de caracterfsticas) explicita-
mente, el nimero de operaciones requeridas para calcular el producto punto
evaluando la funcién kernel no es necesariamente proporcional a la dimen-
sién del espacio de caracterfsticas. Ya que la dnica informacién usada con
respecto a los datos de entrenamiento es la llamada Gramm matriz, que es
la matriz que contiene el valor de la funcién kernel para cada para de datos
de entrada (ver figura 3.6)

La Gramnm Matriz es también conocida como la Matriz kernel y tiene
interesantes propiedades como el que debe ser una matriz simétrica y positiva
definida (todos sus eigenvalores deben ser positivos)

Teorema de Mercer .Cualquier matriz simétrica positiva definida puede
ser utilizada como una matriz kernel, ya que ésta representard el produc-
to punto en algin espacio de caracteristicas. Expansién en eigenvalores de
Merecer (2, 4][10]):

K(z1,22) = i Ai®i(z1)Pi(z2) (3.35)

i=1
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Figura 3.6: Matriz kernel o Gramm matrix.

donde z1,z2 € R", n es el nimero de datos de entrada y \; son los

eigenvalores no negativos.

3.2.4. Caso de uso de SVM mas simple: Clasificacién binaria
en 2D.

La clasificacién binaria es llevada a cabo frecuentemente usando funciones
reales f : X C R® — R de la siguiente manera: la entrada x = (z, ..., Zn)*
es asignada a la clase positiva si f(z) > 0, y en otro caso a la clase negativa.
Consideramos el caso en el que f(z) es una funci6n lineal de x € X, de tal

manera que puede ser escrita como:

f(z) =<w,z>+b (3.36)
= iwizi +b (3.37)
i=1

donde (w,b)€ R™ z R son los parametros que controlan la funcién objetivo.
La regla de decisién esta dada por sgn(f(z)). La metodologia de aprendizaje
implica que estos parametros deben ser aprendidos de los datos de entrena-

miento.
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Figura 3.7: Hiperplano separador de las dos clases, <w,x> | b=0.

La interpretacién geométrica de esta clase de hip6tesis es que el espacio
de entrada X es dividido en dos partes por el hiperplano definido por la
ecuaciéon <w,x> | b=0 (ver figura 3.7).

Por lo tanto, se desea que la maquina al aprender a clasificar encuentre
un hiperplano separador éptimo con base en los patrones de entrada que se
le han ensefado. En la figura 3.7 los puntos x que caen en el hiperplano
encontrado satisfacen <w,x> + b=0.

Donde: w es el vector que define una direccién perpendicular al hiper-
plano, lo que se conoce como normal al hiperplano.

[b//l{w]/ es la distancia perpendicular del hiperplano al origen.

||w|| es la norma euclideana del vector w.

Definamos también d_ y (d+) como la distancia mas corta del hiperplano
separador al patrén de entrada negativo (o positivo) mas cercano a él, a los
que llamamos vectores de soporte. Y el margen(7y) de un hiperplano separador
como y=d_ +d

Tal que el algoritmo de la Support Vector simplemente buscara el hiper-
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plano separador que entregue el maximo margen.

3.2.4.1 Formulacién del problema de optimizacién usando el mar-
gen y dimensién VC.

Ahora bien, asumamos que el problema de clasificaciéon es linealmente
separable (separable por un plano), y se escogen funciones de la forma:

flz)=(wx)+b (3.38)

Como asumimos que los datos de entrenamiento son separables, podemos
reescalar el vector w para que los puntos mas cercanos al hiperplano de las
dos clases satisfagan la representacién canénica de dicho hiperplano, esto es:

(w.z;) +b] = 1 (3.39)

Ahora consideremos dos ejemplos extraidos de los datos de entrenamien-
to, x; y X2 de diferentes clases ambos puntos més cercanos al hiperplano,
con (w.z;) + b =1, por lo que la distancia de z; con respecto al origen es
de Iﬁ%ﬁl y (w.z3) + b = —1, con distancia perpendicular al origen L_nlw_”ﬂ,
entonces el margen se toma como la resta de las distancias perpendiculares
al origen, esto es y =Jr1@ﬁl- _:v_ 2 :ﬂ%”. Por lo que si queremos obtener el
méximo margen y a la vez minimizar la dimensién VC de la funcién hiper-
plano de clase simplemente minimizaremos el inverso del margen esto es, el
problema de optimizacién puede reducirse entonces a:

Minimizar : %(w.w) (3.40)

Sujeto: yi[(w.z;)+b >1

note que 7‘1 = .1—, <ww >
Dado que también la teoria VC de la generalizacién nos indica que de-
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bemos controlar la dimensién VC de las funciones de clase limitando su
margen, se procede a resolver el problema maximizando la cantidad %, enla
que ||w|| € A, lo que reafirma nuestra formulacién anterior del problema de
optimizacion.

De acuerdo a la teoria de Lagrange y Karush Kuhn Tucker introducimos
los llamados multiplicadores de Lagrange «; > 0, i=1,...,n al problema 3.40,
uno para cada restriccion y se obtiene el siguiente problema conocido como

Lagrangiano primal:

Liwb,0) = gllwl? - Y el d@) +5) -1 (34D

i=1
La tarea es minimizar 3.40 con respecto a w,b y maximizar con respec-
to a los multiplicadores de Lagrange ¢;. En el punto 6ptimo, tenemos las
siguientes ecuaciones del conocido “punto de silla” (saddle point)

AL_g y L=g (3.42)

lo que se traduce en

Yrhioyi=0 y w= Y oyi®(zi) (3.43)

de la ecuacién derecha de 3.43, encontramos que w esta contenido en el
subespacio expandido por ®(z;). Sustituyendo los resultados de 3.43 en 3.41
y reemplazando (®(z;).®(z;)) con las funciones kernel k(z;, z;), obtenemos

el problema cuadratico de optimizacion:

Mazimizar Y7 a; — % Yri=1 aiayiy;k(ziz;) (3.44)
Sujeto a; >0, i=1,..,n (3.45)
Ym0y =0 (3.46)

Asi, resolviendo el problema de optimizacién dual, se obtienen los coefi-
cientes a;, para i = 1,...,n, los cuales se necesitan para expresar el w que

resuelve el problema 3.40, con la funcién de decisién no lineal:
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f(z) = sgn(Ti, yiai(®(z).®(z:)) + b)

= sgn(Y v, viaik(z, z;) + b) (3.47)

Ahora bien, para obtener un “buen” equilibrio entre el riesgo empirico
3.2 y el término de complejidad VC en 3.3 usamos una técnica que fue
propuesta en (3] y posteriormente usada en [4] en la que se introducen las
llamadas variables flojas para suavizar las restricciones respecto al margen
se introducen nuevas restricciones:

Yi((w(z)) +b) 21-& &20, i=1,..,7

La solucién puede ser encontrada manteniendo el limite superior de la
dimensién VC pequefio o minimizando un limite superior para Y ;; &; en el

riesgo empirico, entonces minimizamos:

Minimizar 3||w|®> + C Xk, & (3.48)

donde la constante de regularizacién C > 0 determina el equilibrio entre
el riesgo empirico y el término de complejidad. Afiadimos los multiplicadores
de Lagrange para obtener el problema primal:

L(w,b,¢,0) = %llwll2 + % - Y ai(ui(< wazi > +5) 1+ &) (349)
=1

i=1

Derivando para cada variable respecto de las cuales se pretende minimi-
zar, esto es w, b y ahora con la nueva restricciéon también con respecto de &;
y maximizar con respecto a cada uno de los multiplicadores de Lagrange o,
para obtener las ecuaciones de punto de silla:

oL L0 %&=0 (3.50)

lo que se traduce en:
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w=Yr oY%, i eyi=0, CYL &-Yr,a;=0  (3.51)

nuevamente sustituimos los resultados encontrados en el problema primal
y obtenemos el problema dual:

Mazimizar Y o, 0; — % =1 diagyiy; K (zizs) — % Y= 2 (3.52)
Sujeto 0<a; LC, i =135
Y aiyi =0 (3.54)

3.2.4.2 Propiedad de esparcimiento de las SVM.

La mayoria de los métodos de optimizacién estan basados en condiciones
de optimizacién de segundo orden, las llamadas condiciones Karush-Kuhn-
Tucker, las cuales establecen condiciones necesarias y en algunos casos sufi-
cientes para que un conjunto de variables sean las soluciones 6ptimas para
problemas dados. Estas condiciones son particularmente simples para el pro-
blema de optimizacién dual:

;=0 = yf(z)>21 y &=0
0<a;<C = yf(z:)=1 y &=0 (3.55)
a;=C = yf(z)<1l y &2>0

Estas revelan una de las mas importantes propiedades de las SVMs: la
solucién esta esparcida en «, por ejemplo, muchos patrones estdn fuera del
area del margen y las a;’s correspondientes son cero. Especificamente las
condiciones KKT muestran que solo aquellas a}s conectadas a patrones de
entrenamiento s que estén en el margen (0 < a; < C y yif(zi) = 1) o
dentro del 4rea del margen (o; = C'y y;f(z;) < 1) son diferentes de cero. Si
no fuera por la propiedad de esparcimiento de las SVM el aprendizaje seria
muy dificil para conjuntos de datos grandes.

Sabemos que la solucién al problema de optimizaci6én sera unica y global
ya que el problema de optimizacién es cuadratico y si derivamos dos veces
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el problema dual con respecto a los multiplicadores de Lagrange «, el Hes-
sesiano correspondiente se reduce a H;; = y;y; K(z;z;), lo cual nos conduce
a asegurar que el Hessesiano es positivo definido, ya que la Gramm matriz
K (ziz;) lo debe ser por el teorema de Mercer (ver subseccién 3.2.3).

3.2.4.3 Resultados de entrenamiento usando diferentes kernels.

Las figuras 3.8, 3.9 y 3.10 son resultados de entrenamiento de SVM’s
binarias resolviendo el problema de optimizacién en el que se incluyen las
condiciones Karush-Kuhn-Tucker, con los kernels mas comunes® . Para estos
experimentos de clasificaci6n se hizo uso del programa que se implement6 (en
lenguaje C++ para plataforma LINUX) durante el desarrollo de esta tesis.
Los resultados de clasificacién de las figuras 3.8 y 3.9 se pueden interpretar
de la siguiente manera: todos aquellos vectores con fondo blanco pertenecen
a la clase 1 y los datos de entrenamiento de dicha clase se representan como
circulos rojos, mientras que todos los vectores cuyo fondo es rojo pertenecen
a la clase 2 y los datos de entrenamiento de dicha clase son circulos blancos.

La interpretaciéon de la figura 3.10 es que todos aquellos vectores con
fondo verde pertenecen a la clase 1 y los vectores de entrenamiento de la clase
son circulos de perimetro negro. Los puntos cuyo fondo es azul pertenecen
a la clase 2 y los vectores de entrenamiento de dicha clase son circulos de
perimetro rojo.

Los clasificadores de las figuras 3.8, 3.9 y 3.10 son binarios, pero éstos
pueden ser facilmente combinados para resolver problemas multiclase. Un
simple, pero efectivo enfoque entrena las SVM’s es conocido como uno contra
el resto?, en él entrenamos una clase positiva contra el resto negativas para las
N clases, con resultados como el visto en la figuras 3.12 y 3.11 , utilizando
el kernel gaussiano durante el entrenamiento. Los colores de las figuras se
interpretan de la siguiente manera: los vectores de la clase 1 tienen un fondo
verde y vectores de entrenamiento de color azul. La clase 2 esté representada

por un color azul de fondo y vectores de entrenamiento son verdes. El color

3Diversos algoritmos de entrenamiento de SVM pueden encontrarse en [7, 6, 8, 5]
“El lector encontrar varios enfoques mas para resolver problemas multiclase con SVM
en las referencias [20, 15].
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Figura 3.8: Resultado de clasificacién binaria usando SVM con kernel identi-
dad (<x.y>), los vectores de soporte de cada clase aparecen como circulos de
radio mayor con respecto a los otros. Resultado obtenido en 1000 iteraciones.
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Figura 3.9: Resultado de clasificacién binaria usando SVM con kernel polino-
mial ((< z.y > +1)%), grado 5 (d = 5), los vectores de soporte de cada clase
aparecen como cfrculos de radio mayor con respecto a los otros. Resultado
obtenido en 1000 iteraciones.



3.2 SUPPORT VECTOR MACHINES PARA EL APRENDIZAJE. 63

Figura 3.10: P}esdtado de clasificacién binaria usando SVM con kernel gaus-

siano (e = IJL'), los vectores de soporte de cada clase aparecen como circulos
de radio mayor con respecto a los otros. Resultado obtenido en 1000 itera-
ciones.
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de fondo de la clase 3 es rojo (o naranja) y los vectores de entrenamiento son
negros; mientras que la clase 4 tiene fondo blanco y vectores de entrenamiento

rojos.
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Figura 3.11: Resultado de clasificaci6n multiclase (4 clases) usando SVM
con kernel gaussiano, los vectores de soporte de cada clase aparecen como
circulos de radio mayor con respecto a los otros. Resultados obtenidos en la
iteracién ntmero 500.
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o
(X ] s

o

i ol lo
Figura 3.12: Resultado de clasificacién multiclase (4 clases) usando SVM
con kernel gaussiano, los vectores de soporte de cada clase aparecen como

circulos de radio mayor con respecto a los otros. Resultados obtenidos en la
iteracion 1000.



Capitulo 4

SUPPORT MULTIVECTOR
MACHINES (SMVM)

Hemos denominado Support Multivector Machines (SMVM) a aquellos
sistemas neurocomputacionales de aprendizaje que se derivan de las Support
Vector Machines. La diferencia entre estos sistemas es que las SMVM traba-
jan con datos de entrada codificados como multivectores, lo que enriquece en
gran medida el poder de descripcién geométrico de objetos del mundo real de
estos sistemas, aunado a que los kernels con los que trabaja son formulados
en el Algebra Geométrica.

Ya que hemos explicado las nociones teoricas basicas de las SVM’s (las
cuales comparten con las SMVM), en este capitulo explicaremos bajo qué
filosofia de desarrollo elaboramos los kernels geométricos que distinguen a
nuestras maquinas con multivectores de soporte de las originales, ademas
de presentar el uso de las SMVM con un preprocesamiento geométrico de
los datos de entrada que nos permitird una importante compresion en los
ejemplos de entrenamiento dados a nuestro sistema para su aprendizaje.

4.1. Elaboracion de kernels.

El uso de funciones kernel anade poder de clasificacién no lineal a maqui-
nas lineales. Si deseamos hacer uso de ese poder y elaborar nuestros propios

67
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kernels primero determinaremos qué propiedades debera tener una funcién
K(x,z) para ser considerada un kernel en algun espacio de caracteristicas.
Claramente la funcién deber4 ser simétrica:

K(z,2) =< ®(z).®(z) >=< ®(2).2(z) >= K(2,z) (4.1)

Condicién de Mercer. Sea X un espacio de entrada finito con una
funcién simétrica K(z,z) en X. Entonces K(z,z) es una funcién kernel si y

solo si la matriz

K = (K(ziv mj)):j:l,...,n (42)

es positiva semi-definida (no tiene eigenvalores negativos).

Esta condicién es la clave para verificar que cualquier funcién simétrica
es un kernel. La siguiente proposiciéon muestra que los kernels satisfacen
cierto numero de propiedades de cerradura y nos permiten crear kernels mas
sofisticados partiendo de unos simples.

Proposicién. Sean K; y K> kernels sobre X x X, en el que X C ®",
a € R*, y f(.) una funcién real en X :

d: X 5 R™

con K3 un kernel sobre R™ z R™ y K una matriz simétrica positiva semi
definida de tamano n z n. Entonces las siguientes funciones son kernels:

1. K(z,2) = Kq(z, 2) + Ka(z, 2).

2. K(z,2z) = aK(z, 2).

3. K(z,2) = K1(z,2)Ka(z, 2).

4. K(z,z) = f(z)f(2).

5. K(z,2) = K3(®(z), ®(2)).

6. K(z,2) = z'Bz

4.1.1. Elaboracién de kernels a partir de caracteristicas

Una filosofia de elaboracién de kernels consiste en comenzar a trabajar
desde las caracteristicas, es decir, comenzar con los vectores de entrada ya
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mapeados al espacio de caracteristicas, en el que tenemos la certeza que se
encontraran muchas relaciones lineales si partimos de determinado espacio
de entrada y asi obtenemos el kernel respectivo trabajando con su produc-
to punto. En este caso no es necesario comprobar caracteristicas que debe
cumplir todo kernel, ya que se tiene la seguridad que la funci6n encontra-
da representa el producto punto de los datos de entrada en el espacio de
caracteristicas conocido. Los mapeos se hacen explicitos en este tipo de ker-
nel de acuerdo a la igualdad que aparece en la ecuacién 3.34, respetando
la condicién de que el espacio de caracteristicas al que nos conducen dichos
mapeos es de dimensi6n tratable computacionalmente, condicién establecida
por V.Vapnik en [3]. Ejemplos claros producto de esta filosofia son los kernels
polinomiales.

Explotando la potencialidad del producto Clifford para obtener una di-
mensionalidad més alta que la que se obtiene usando los kernels polinomiales
obtenemos los siguientes kernels:

2D = 4D.

Dado el espacio de entrada ®? con bases generadoras {[1,0]’,[0,1]’}, los
mapeos encontrados conduciran a G0 = gen{l,ei, ez, e12 = I'} con dimen-
sién 4.

Sea z;,z; € R?, donde z; = [z,y]' y z; = [z, w]’

K(zi,z;) =< ®(z;), ®(z;) > Donde:

®(z;) = ®1(z;) * P2(z;),en el que &;, ®5 conducen de R? a G2,,0 - Donde
* denota la operacion del producto Clifford.

®(z;) = zey +yl.

Dy(z;) = zey — yea.

Por lo tanto:

®(z;) = @1(z:) * D2(z:)
= (ze1 + yI) * (ze1 — yer)
= z%e? — zye1s + zyle; — y*le,
2 — zyers — zyes — yle;

= ‘I’([.’B, y])l = [102. —ZY, —TY,~Y
Y el kernel resultante, cuya clasificacién obtenida se ilustra en 4.1 y

=T
2]/

4.2. Las imagenes de todos los resultados de clasificacién de estos kernels
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geométricos se pueden interpretar de la siguiente forma: los vectores que
resultaron pertenecientes a la clase -1 se ilustran con fondo azul agua, los
vectores del conjunto de entrenamiento de ésta clase son cuadrados rojos;
mientras que los de clase 1 se colorean con fondo en tono verde olivo y los
datos de entrenamiento son cuadrados negros. Los resultados de este kernel
para problemas multiclase en la figura 4.3:
K(:l,‘,',l‘j) =< q)(zi)aé(zj) >=< Q([z’ y]’),@([z,w]') >
=< [z2, zy, 2y, —¥?]'.[22, 2w, 2w, —w?]' >

La interpretacién para ambas figuras de resultados multiclase geométricos
(figuras 4.3 y 4.6) es la siguiente: el color de fondo de los vectores de la
clase 1 es blanco, los vectores de entrenamiento de dicha clase son circulos
naranjas. La clase 2 tiene fondo azul y vectores de entrenamiento verdes. El
color de fondo de la clase 3 es naranja y los puntos de entrenamiento azules,
mientras que el color de fondo de la clase 4 es el verde y de los vectores de
entrenamiento de dicha clase el blanco.

2D = 8D.

Dado el espacio de entrada R2 con bases generadoras {[1,0]’,[0,1]'}, los
mapeos encontrados conducirdn a Gso0 = gen{l,e;, ez, €3, €12,€23, €31, €123 =
I} con dimensién 8.

Sea z;,z; € R?, donde z; = [,y y zj = [z, w]’

K(zi,z;) =< ®(z;), ®(z;) > Donde:

®(z;) = D1(zi)*P2(zi), en el que 1, P, conducen de R? a G390 . Donde
* representa la operacion del producto Clifford.

®1(z:) = (zer + yI) * (ze1 — yez).

®2(zi) = Te1 — yeos,

Por lo tanto:

®(z;) = P1(zi) * B2(zi)
= [(ze1 + yI) * (ze1 — yeq)] * (ze1 — yeas.)
% — zye1z + zyes + yPe13) * (ze1 — yes)
e1 — 2%yexs + z2yes + zy’ers + zyerzs + zy? — zy’es + ylern
= 0([z,y))" = [z, -2y, 2%, zy?, 2%y, zy?, —zy?, ")
Y el kernel resultante (cuya clasificacién obtenida se ilustra en 4.4 y

=(1;

4.5Los resultados de este kernel para problemas multiclase en la figura 4.6 :
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Figura 4.1: Resultado de clasificacién usando kernel geométrico 2D ->4D.
Los vectores de soporte aparecen como cuadrados cuya longitud de lado es
mayor con respecto a los demas. Resultados obtenidos en la iteracién niamero
1000.
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Figura 4.2: Resultados de clasificaci6n usando kernel geométrico 2D ->4D.
Los vectores de soporte aparecen como cuadrados cuya longitud de lado es
mayor con respecto a los demas. Resultados obtenidos en la iteracién nimero
1000.
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Figura 4.3: Resultados de clasificacién para problema multiclase usando ker-
nel geométrico 2D ->4D. Los vectores de soporte aparecen como cfrculos
cuya circunferencia es mayor con respecto a los dem4s. Resultados obtenidos
en la iteraci6n namero 1000.
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K(:L‘i,zj) =< @(ﬂ:g),@(ﬁj) >=< Q([z,y]'),(l)([z,w]') >
2 2,2 2

=< [:ca,—zzy,zzy,zyz,zzy,zy2.—my2,y3]’.[z3,—z2w,z w, zw? 22w, zw?. —zw?, 28] >
3D = 8D.

Dado el espacio de entrada R3 con bases generadoras {[1,0,0]’,[0,1,0]',[0,0,1]'},
los mapeos encontrados conducirén a G3p,0 = gen{l, ey, e2,€3,€12,€23,€31,€123 =
I} con dimensi6n 8.

Sea z;,z; € ®3, donde z; = [z,9,2]' y z; = [p,q,7)

K(zi,z;) =< ®(z;), ®(z;) > . Donde:

®(z;) = ®1(x:)*®2(z:), en el que @, P2 conducen de R% a G300 - Donde
* representa la operacién del producto Clifford.

D, (z;) = zey + ye2 + ze3.

®,(zi) = zeg — yerz — €23 — 2€123

Por lo tanto:
®(z;) = D1(z:) * P2(zi)
= (ze1 + yea + zes) * (zez — ye12 — e23 — ze123)
= zy + y2e1 + (z — zy)ez — yes + (a2 — 2%)e12 — 2zze03 + yze13 + (—z — yz)e12s
= Q([zv Y z])' = [xy, yz’ (z - zy),-Y, (ZZ - 22), —2rz,yz, (--T - yz)]l
Y el kernel resultante (cuya clasificacion obtenida se ilustra en 4.7):
K(zi,7;) =< ®(z:), 8(z;) >=< ¥([z,y,2]'), ®([p, 0, 7)) >
=< oy, 4% (z — 7Y), —¥, (22 — %), —222,yz, (~z — y2)]'.[pg, &*, (r — pa), —4, " — ), —2proar, (=p — a7

4.1.2. Comparacién de caracteristicas de generalizacién de
kernels geométricos contra gaussianos.

En la subseccién 3.2.3 se menciona como una ventaja de las SVM’s sobre
las MLP’s que el problema de escoger la estructura de red apropiada para
cada aplicacién es reemplazado por la opcion (aparentemente un poco mas
facil de solucionar) de escoger el kernel apropiado. Esto es, se sabe que para
cada problema en especifico la arquitectura de una MLP debe ser disefiada
antes que implementada; ahora bien, el simil de este paso de disefio al usar
SVM'’s se convierte en escoger el kernel que nos otorgue las caracteristicas
de generalizacion del aprendizaje que deseamos para nuestro problema.

Mientras que el error empirico 3.2 puede ser minimizado usando cualquie-
ra de los kernels existentes, el error en la etapa de prueba (riesgo esperado

o error de generalizacién 3.1), al clasificar inadecuadamente los datos nunca
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Figura 4.4: Resultado del uso del kernel geométrico 2D ->8D, los vectores
de soporte aparecen como cuadrados cuya longitud de lado es mayor con
respecto a los demés. Resultados obtenidos en la iteracién nimero 1000.
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Figura 4.5: Resultado del uso del kernel geométrico 2D ->8D, los vectores
de soporte aparecen como cuadrados cuya longitud de lado es mayor con
respecto a los demis. Resultados obtenidos en la iteracién mimero 1000.
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Figura 4.6: Resultados de clasificacién para problema multiclase usando ker-
nel geométrico 2D ->8D. Los vectores de soporte aparecen como cfrculos
cuya circunferencia es mayor con respecto a los demas. Resultados obtenidos
en la iteraci6n namero 1000.
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Figura 4.7: Resultado de clasificacién un conjunto de datos de entrenamiento
representando el problema conocido como “or exclusiva” en 3D, usando el
kernel 3D ->8D. Resultados obtenidos en la iteracién namero 1000.
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antes vistos en la etapa de entrenamiento, puede aumentar o disminuir de-
pendiendo del kernel escogido. Ahora bien, se debe tomar en cuenta que las
caracteristicas del aprendizaje pueden variar dependiendo de los datos que
se le presenten a la maquina como parte del conjunto de datos de entrena-
miento y los datos que posteriormente se consideren dentro del conjunto de
datos de prueba ya que la maquina obviamente aprenderéa a generalizar segin
la informaci6én que se le proporcione como datos para realizar el proceso de
entrenamiento.

En esta subseccion se plantean una aplicacién en la que las caracteristicas
de generalizaciéon obtenidas con los kernels geométricos resultan mas adecua-
das para la resolucién de los problemas comparadas con las caracteristicas

de la clasificacién resultante del uso de un kernel gaussiano!.

El problema es el siguiente: Una fabrica de llaves (de cerradura) desea que
sus 24 tipos de productos sean clasificados dentro de cuatro tipos de tarifas,
de acuerdo a dos caracteristicas principales, el nimero de llaves contenidas en
60 kilos de productos y los gramos de metal utilizados para fabricar un lote
(el namero de llaves por lote cambia segin el tipo de llave) de dicho producto
(tomando en cuenta el metal excedente que se desperdicia en la elaboracion
de cada clase de llave). En esta empresa planean ampliar su catalogo de
productos al afiadir doce nuevos tipos de llaves (los que se consideraran
datos del conjunto de prueba) y de acuerdo a los estandares fijados para
deteminar la clase de tarifa de los antiguos productos desean que las nuevas
llaves sean asignados a un tipo de tarifa existente.

De acuerdo al problema planteado, se entrené6 una SVM con un kernel
gaussiano y, con los mismos datos de entrenamiento, se hizo lo mismo con
una SMVM usando el kernel geométrico 2D = 8D.

Cada llave queda codificada como un vector de dos elementos. El conjunto
de datos de entrenamiento, antes de someterse a la normalizacién?, se puede

observar en la tabla 4.1, asi como la clase que se desea que la méquina

!Se hizo uso del kernel gaussiano en la comparacién, ya que éste es conocido por ser
un aproximador universal y por tanto,en teoria, todo problema de clasificacién se puede
resolver con él.

2S6lo se dividio por mil el primer dato del vector de descripcién de la llave.
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aprenda para cada vector de entrada.

En la tabla 4.2 se observa el conjunto de datos de prueba y para cada
vector la tarifa en la cual se desea que se clasifique, asf como la clase obtenida
al introducir a la red el dato y evaluar la funci6n aprendida con un kernel
gaussiano y en la columna siguiente la clase obtenida con el kernel geomé-
trico 2D = 8D. Las filas de esta tabla que aparecen en italica representan
los errores de prueba o generalizacién que se presentaron al usar el kernel
gaussiano y que fueron clasificadas correctamente con el kernel geométrico.

Los datos (tanto de entrenamiento como de prueba) se normalizaron de
acuerdo a las férmulas

. = —(—35+10) paraz <200yz >0
T £ -10 paraz > 200y z < 400

| -%+10 paray <200yy >0
=\ (& -10) paray > 200yy < 400

donde z e y son el primer dato del vector de entrada y el segundo dato del
vector de entrada respectivamente , T, y yn son el primer y segundo dato
del vector de entrada normalizados. El proceso de normalizacién se hizo de
esta manera para hacer coincidir los datos de entrada con el plano
cartesiano con los ejes z,y € [10, 10].

En las figuras 4.8 y 4.9 se muestra graficamente los resultados de la cla-
sificacién para este problema. Los datos del conjunto de entrenamiento se
ilustran como circulos y cuadrados, los vectores de soporte estan represen-
tados como circulos cuya circunferencia es mayor con respecto a los demas
puntos. Los datos del conjunto de prueba se observan como con circulos
cruzados por una estrella, el color de estas figuras representativas de dichos
datos de prueba, corresponde a la clase de tarifa a la que se deseaba que
pertenecieran. Los colores de la clasificacién se interpretan como sigue: la

clase 1 tiene un fondo naranja y vectores de entrenamiento azules. El color
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de fondo de la clase 2 es el blanco y los vectores de entrenamiento son naran-
jas. La clase 3 se ilustra con color de fondo azul y vectores de entrenamiento
verdes, mientras que la clase 4 esta representada con color de fondo verde y
vectores de entrenamiento blancos.

Como se puede observar las caracteristicas kernel gaussiano hacen que
éste otorgue una clasificacién cuya generalizacién no es la que se desea para
la resolucién de este problema. Por otro lado, los resultados obtenidos con la
aplicacion del kernel geométrico 2D = 8D permiten, que en este caso, (como
puede haber muchos otros) el error en la clasificacién de los datos de prueba
se reduzca a cero.

4.1.3. Support Multivector Machines (SMVM) con entradas
codificadas como multivectores.

Otra de las mencionadas ventajas de las SMVM es aquella que se obtiene
al hacer uso de la codificacién de los datos de entrenamiento en forma de
multivectores. En la aplicacién desarrollada en esta tesis se considera que el
espacio en el que se pretende realizar la clasificacién es ®? y con la finalidad
de mostrar el poder de descripcién geométrico del dlgebra conformal con el
objeto de obtener una compresion considerable de los datos de entrada para
el entrenamiento de la SMVM se codifican dichos datos haciendo uso de un
preprocesamiento resultado de la aplicacion de una red neuronal conocida
como Spherical k-means [24, 25] a la que se le proporcionaron en su entre-
namiento, cada uno de los datos del conjunto de entrada y como resultado
de su aprendizaje esta red nos entregé los 5-vectores (ver tabla 2.1) que re-
presentan a las esferas que engloban los vectores de entrada por regiones,
por lo que las entradas de entrenamiento de la SMVM se convirtieron en las
esferas conformales (las cuales representan el subconjunto de vectores de en-
trada que cada una de ellas contiene). Los resultados obtenidos en todos los
experimentos de clasificacién fueron satisfactorios, ya que la SMVM clasifica
correctamente las esferas de entrada originales durante su aprendizaje y en
la fase de prueba se le proporcionaron tanto esferas como puntos contenidos

en las esferas de entrenamiento, los cuales clasificé correctamente.
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| Vector de entrada (Descripci6n de llave) | Clase deseada (tarifa) |

201,184
201,172
209,180
215,168
223,144
227,146
167,214
178,212
175,221
156,256
87,238
90,251
210,219
209,236
220,237
225,225
232,237
219,248
163,159
169,152
171,163
161,147
165,143
153,140

e ] i ] oo | wol wol wo| wol o o no| o of v | =] =] =] =] =

Cuadro 4.1: Conjunto de datos de entrenamiento para problema cuyo espacio
de entrada es de dimensi6n 2.
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Figura 4.8: Resultados de clasificacién usando una SVM con kernel gaussiano
para la apliacién del problema de la fabrica de llaves. Iteracién 1000.
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Figura 4.9: Resultados de clasificacién usando una SMVM con kernel 2D
->8D para la aplicacién del problema de la fabrica de laves. Iteracion 1000.
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Vector de prueba | Clase deseada | Clase  obtenida | Clase  obtenida
(K. Gaussiano) (K. Geomeétrico)

299,42 1 1

317,38

331,50

44,332

34,347

48,349

[313,326]

[331,331]

[321,353]

[54,19]

[51,28]

BRI o o o Do Do DO | b= | =
YR BN N B BN B G N O T Y
BB Lol Lol Lol Do DO DO = =

[61,30]

Cuadro 4.2: Conjunto de datos de prueba para problema cuyo espacio de
entrada es de dimensi6n 2.

La tdltima prueba a la que sometimos a nuestro sistema fue la de intro-
ducirle, en la fase de prueba, vectores que representan puntos fuera de las
esferas de entrenamiento (a los que llamamos puntos difusos), pero que se
encontraban suficientemente cerca de esferas de determinada clase X como
para que la SMVM la considerara de dicha clase (por su cercania en el es-
pacio y por las propiedades de generalizacién de estos sistemas), obteniendo
resultados también satisfactorios.

Las figuras 4.10, 4.11 muestran un experimento de los explicados en pa-
rrafos anteriores. En la figura 4.10 se observan las esferas contenedoras de
la totalidad de los datos de entrenamiento, ademéas de una esfera contenida
en otra de las llamadas de entrenamiento y la clase a la que cada una repre-
senta segin lo obtenido por el preprocesamiento que se realiza al entrenar
el algoritmo Spherical k-means, en la figura 4.11 se muestran los vectores
encapsulados por las esferas conformales clasificados correctamente por la
SMVM, adems4s de los puntos difusos que fueron clasificados segun la cerca-
nia con cada esfera. La tabla 4.3 muestra el resultado del entrenamiento de

los vectores usados en esta prueba.
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Figura 4.10: Esferas contenedoras de los datos de entrenamiento.
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CLASS 2

Figura 4.11: Totalidad de datos de entrenamiento como puntos en el espacio
3D.
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[ Objeto Salida Esperada | Salida Obtenida |
sl=[1, 2, 0, 1.5, 2.5 1 1
s2=[0, 0, 0, 1.5, 1.5 1 1

s3=[-1.5, -1.5, -1.5, 2.155, 3.155 | -1 -1
s4=[-3, -1, 1, 4.755, 5.755 -1 -1
s5=[3, 3, 2.5, 11.22, 12.22

Esfera dentro de sl
s6=[1, 2.5, 3.09375, 4.09375] -1 -1
Puntos dentro de sl
psll=[1, 2, 1, 1.5, 3.5] 1 1
psl2=[1, 2.5, 0, 3.125, 4.125 1 1
psl3=[1, 1.5, 0, 1.125, 2.125 1 1
psl4=[1.5, 2, 0, 2.625,3.625] 1 1
ps15=[0.5, 2.2, 0, 2.045, 3.045] 1 1
Puntos dentro de s2
ps21=[0, 0, 1.5, 0.625, 1.625] 1 1
ps22=[0, 0.5, 1.5, 0.75, 1.75] 1 1
ps23=[0, -0.5, 1.5, 0.75, 1.75] 1 1
ps24=[0.5, 0, 1.5, 0.75, 1.75] 1 1
Puntos dentro de s3
ps31=[-1.5, -1.5, -1.5, 2.875, 3.875] -1 -1
ps32=[-2, -2.1, -2.2, 6.125, 7.125 -1 -1
ps33=[-1, -1.5, -1.2, 1.845, 2.845 -1 -1
ps34=[-1.5, -1.5, -0.5, 1.875, 2.875] -1 -1
Puntos dentro de s4
psd4l=[-3, -1, 1, 5, 6] -1 -1
psd2=[-2.4, -1.2, 1.3, 3.945, 4.945] -1 -1
ps43=[-3, -0.5, 0.5, 4.25, 5.25] -1 -1
psd4=[-3, -0.4, 1, 4.58, 5.58] -1 -1
Puntos dentro de s5
ps51=[3, 3, 2.5, 11.625, 12.625] -1 -1
ps52=[3.7, 3, 2.5, 13.97, 14.97 -1 -1
ps53=[3, 3.5, 2.5, 13.25, 14.25 1 1
ps54=[3, 3, 3.2, 13.62, 14.62] -1 -1
Puntos fuera de las esferas
pol=[25, 2, 0, 4.625, 5.625 1 1
po2=[1, 0.5, 0, 0.125, 1.125 1 1
po3=[0, -0.9, 1.5, 1.03, 2.03 1 1

pod=[-0.3, -0.3, -1.5, 0.715, 1.715 1 3l

po5=[-0.3, -0.3, -2.5, 2.715, 3.715 -1 -1

po6=[2.1, -0.3, 1, 2.25, 3.25] 1 ]

Cuadro 4.3: Clasificacién de esferas y puntos codificados en Algebra Geomé-

trica Conformal.
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CONCLUSIONES.

El uso de SVM en aplicaciones tales como reconocimiento de texto, re-
conocimiento de iméagenes [10, 9, 15, 12], reconocimiento de rostros [16] y
muchas otras maés, ponen de manifiesto la importancia que estos sistemas
han tomado en nuestros dias. La implementacién de una SVM destinada, a
resolver un problema determinado requiere que se realice una eleccién crucial:
la decisién de qué kernel emplear; asi como en el uso de MLP’s la arquitectu-
ra de la red se define con respecto a las caracteristicas del problema tratado,
en SVM es necesario saber qué caracteristicas de generalizacién deseamos
que la clasificacion aprendida presente, conforme a la soluciéon que pretende-
mos ofrecer. Son estas razones las que hacen surgir la necesidad de ampliar
la plantilla de kernels existentes.

El primer resultado importante de este trabajo se obtuvo al implementar
nuestro propio programa del algoritmo de las SVM’s, ya que de esta ma-
nera, adquirimos el conocimiento necesario para entender a profundidad el
funcionamiento de estas maquinas de aprendizaje para posteriormente dedi-
car nuestros esfuerzos a mejorar el algoritmo por medio del desarrollo de los
kernels geométricos obtenidos.

En este trabajo de tesis se pone de manifiesto que las grandes capacidades
del Algebra Geométrica son de gran ayuda en busca de realizar mapeos a es-
pacios de caracteristicas de dimensiones mayores con respecto a los espacios
de entrada, esto gracias al uso del producto Clifford y de los multivectores

89



90 CAPITULO 5. CONCLUSIONES.

(se da el nombre a esta derivacion de SVM a Support Multivector Machines
-SMVM-). Con ello obtuvimos mapeos a dimensiones en las que encontra-
mos muchas relaciones lineales que nos ayudaron a resolver problemas que se
presentaban como no lineales en sus respectivas dimensiones de entrada (2D
y 3D). Nos aseguramos que los kernels obtenidos nos entregan clasificaciones
con caracteristicas de generalizacién diferentes a las resultantes cuando se
hace uso de los kernels ya existentes (espacialmente con los kernels polino-
miales, ya que las funciones kernel obtenidas con el Algebra Geométrica se
elaboraron con la misma filosofia que dichos kernels polinomiales -ver Sec-
ci6n 4.1.1) por lo que los problemas a solucionar con estos nuevos kernels
pueden ser diferentes a los tratados con los ya existentes.

Ademaés se comprob6 que el gran poder de descripcién y codificaciéon de
entidades geométricas de las Algebras Geométricas, en el trabajo desarro-
llado en esta tesis especificamente hablamos del Algebra Conformal (AGC),
anade capacidades extras a las SVM. El preprocesamiento del conjunto de
datos de entrenamiento, englobando la totalidad de dichos datos en esferas
nos permitié comprimirlos de una manera bastante considerable (no la pode-
mos cuantizar debido a que el niimero de puntos 3D que engloba el volumen
de una esfera puede ser infinito). Este preprocesamiento nos hace capaces
de representar un subconjunto de datos de entrenamiento por medio de una
esfera, codificada como un 5-vector segun el algebra geométrica conformal,
por lo que el aprendizaje de la SMVM es también considerablemente més
rapido. Durante la etapa de prueba (test) del sistema los vectores que in-
troducimos pueden ser tanto puntos en 3D o volumenes esféricos (también
debidamente codificados dentro del AGC), por lo que nos permite probar
también subconjuntos de datos o datos individuales (esto es, la compresién

también es aplicable durante la fase de prueba).

Trabajo futuro.

A manera de continuacién del desarrollo de la combinacién entre las Al-
gebras Geométricas y las Support Vector Machines se pretende que, como
objetivo de un trabajo doctoral, se implementen SMVM que trate de com-
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probar la teoria de Vladimir Vapnik que intenta maximizar el margen de
los multivectores de soporte de una manera méas 6ptima al mapear los da-
tos de entrada a superficies esféricas y en éstas encontrar los hiperplanos
separadores. Lo anterior con objeto de hacer corresponder los resultados de
clasificacién obtenidos de una SVM (conocido como centro de Tchebycheff
en el espacio version!) con la solucién m4s 6ptima de cada problema (o punto
de Bayes). La ayuda del Algebra Geométrica para el desarrollo de esta teoria
es fundamental ya que se encargara de encontrar los mapeos a las superficies
esféricas y obtener kernels que separen los conjuntos de entrenamiento, dado
que las esferas son entidades bésicas de estas algebras.

Otra vertiente del trabajo doctoral es la de encontrar una regla la cual
dado un espacio de entrada determinado encuentre el mapeo a multivectores
adecuado para lo suficiente la dimensionalidad de entrada y ejecute los pro-
ductos Clifford y punto entre estos multivectores de manera automatica; es
decir una regla que encuentre el kernel adecuado dado un espacio vectorial
de entrada siempre haciendo uso de las Algebras Geométricas adecuadas.

!El espacio version es el subespacio vectorial, contenido en el espacio de caracteristicas,
que se forma con todos los hiperplanos consistentes con los datos de entrenamiento.
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Apéndice A
A.1 Espacios vectoriales.

Definicién. Un conjunto X es un espacio vectorial (EV) si dos opera-
ciones (digamos suma y multiplicacién por un escalar) son definidas en X
de tal manera que para todo z,y € X y a € R.

z+yeX
ar € X
lr=z

0z=0

aunado al hecho que X es un grupo conmutativo con elemento identi-

dad 0 bajo la operacién de adicién y satisface las leyes distributivas para
multiplicacién escalar

a(z+y) =az+ay

(a+P)z =0z + Pz

Los elementos de X son llamados vectores, mientras que los numeros

97



98 APENDICE A. A.1 ESPACIOS VECTORIALES.

reales se les conoce como escalares.

Definicién. Un espacio lineal con norma es un EV X junto con una
funcién real que mapea cada elemento z € X a un ntmero real ||x|| llamado
la norma de 1 y que satisface las siguientes propiedades:

1. Positividad. ||x||> 0, Vz € X, la igualdad con cero se mantiene s6lo
si x=0;

2. Desigualdad triangular. ||x+y||< ||z|| + ||yl|, Vz,y € X;

3. Homogeneidad. ||az|| = |o|||z||, Va € R y Vz € X.

Definicién. En un espacio lineal con norma una secuencia infinita de
vectores z, se dice que converge a un vector x si la secuencia ||[x-z,|| de

nimeros reales converge a cero.

A.2 Espacios con producto punto.

Definicién. Una funcién f de un espacio vectorial X a un espacio vec-
torial Y se dice que es lineal si para todo o, e Ry z,y € X

flaz + By) = af (z) + Bf(y)

Ejemplo. Sean X=R" y Y=R™. Una funcié6n lineal de X a Y puede ser
representada como una matriz A de tamafio mzn con entradas A;; tales
que el vector x = (21, ..., )’ son mapeadas al vector y = (y1, ..., ym )’ donde

y n
Y = ZAija:j,z' =1,..,.m
j=1

Una matriz con entradas A;; = 0, para i# j es llamada matriz diagonal.

Definicién. Un espacio vectorial X es llamado un espacio con produc-
to punto si existe un mapeo bilineal (lineal en cada argumento) que para
cada dos elementos x,y€ X otorga un nimero real denotado por <x.y>que
satisface las siguientes propiedades:

<xy>= <y.x>

<x.x>2> 0y <xx>=0 & x=0.
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La cantidad <x.y>es llamado el producto punto de £ y de y también
conocido como producto interno o producto escalar.

Definicién. Una métrica en un espacio vectorial es una distancia o me-
dida, esto es, una correspondencia tal que a cada para de vectores le co-
rresponde una medida, el producto punto induce una métrica en un espacio
vectorial. Una métrica se dice euclidiana, si el producto interior cumple las
siguientes condiciones:

1. Conmutatividad

V xy €X, <x.y>=<y.x>;
2. Distributividad con respecto a la suma vectorial
Vz,y,z € X, <x.(y+z)>=<x.y>+ <x.z2>;
3. Asociatividad mixta
Vz,y € X, a € R", a < z.y >=< (az).y >=< z.(ay) >;

4. Definicién positiva

Vz € X, <x.x>2> 0;
5. No degeneracion

<x.x>= 0= x=0.

Se llama métrica euclidiana ordinaria a aquella métrica definida por la
condicion de ortonormalidad de la base.

Ejemplo. Sea X = ®", x = (z1,...,Z5)", ¥ = (¥1,--,Yn)'- Sean \; nime-
ros positivos. La siguiente es una definicién de un producto punto valido:

n
<zTYy>= Z \iziy; = X' Ay
i=1
donde A es una matriz diagonal de tamafio n z n con entradas diferentes
de cero para Aj; = \;.
Ejemplo. Sea X = C|a, b] el espacio vectorial de funciones continuas en
el intérvalo [a,b] con las definiciones obvias de adicién y multiplicacién por
un escalar. Para f,g € X se define

b
< fg>= / f(t)g(t)dt

De la definicién de producto punto se siguen las dos siguientes propieda-
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des:
<0.y>=0

X es automéaticamente un espacio con norma definida como

lzl| = V<zz >

Definicién. Dos elementos z y y son llamados ortogonales si <x.y>=0.
Un conjunto S = {z,...,z,} de vectores de X es llamado ortonormal si
<z;.zj>=0;;j, donde 4;; = 1 para i=j, y d;; = 0 en otro caso. Para un
conjunto S ortonormal, y un vector y€ X, la expresi6n

n
E <IT;Y > x;
i=1
se dice ser una serie de Fourier para y.
Si S forma una base ortonormal para X, cada vector y es igual a su serie
de Fourier.
Teorema. (Desigualdad de Schwarz) para un espacio con producto

punto
|<zy>P<<zz><yy>

donde la igualdad se presenta si y solo si z y y son linealmente depen-
dientes.
Teorema. Para los vectores z y y que pertenecen al espacio con producto

punto X

llz +yl* = llzl® + llyl* + 2 < z.y >
llz = yll* = ll=l® + llyl* -2 < 2.y >

Definicién. El angulo 6 entre dos vectores z y y de un espacio con
producto punto es defiido por
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<z.Yy>
cosf = ————
e

Si| < z.y > | = ||z||||yll, el coseno es 1, para § = 0, y es entonces cuando
z y y son llamados vectores paralelos. Si <x.y>=0, el coseno es 0, 0 = 5 y
los vectores son llamados vectores ortogonales.

Definicién. Dado un conjunto § = {z1,...,Zn} de vectores pertene-
cientes a un espacio vectorial con producto punto X, entonces la matriz de
tamafio nzn G con entradas G;j =< T;.T; > €S llamada la Gramm matriz
de S.

A.3 Espacios de Hilbert.

Definicién. Un espacio prehilbertiano es un espacio vectorial con métrica
Euclidiana. si el espacio prehilbertiano es finitodimensional, se dira entonces
que es un espacio Euclidiano de n dimensiones.

Definicién. Una sucesién de vectores {zn}={z1,...,Zn,...} del espacio
métrico se dice convergente hacia £ si se verifica que, dado un escalar positivo,
por muy pequefio que fuera, €, existe un nimero natual N tal que para todo
n> N, es ||€ — zn||<e.

El vector £ se dice que es el limite de la sucesion convergente.

Definicién. Una secuencia z, en un espacio lineal con norma se dice ser
una secuencia de Cauchy si ||Tn — Tm||— 0 como n,m— oo. Més precisa-
mente, dado € > 0, existe un entero N tal que l|zn — Zm|| < € para todo
n,m>N. Un espacio se dice ser completo cuando cada secuencia de Cauchy
del espacio converge a un elemento del espacio.

En un espacio con norma cada secuencia convergente es una secuencia
de Cauchy, pero el complementario no siempre es verdad. Los espacios en
los que cada secuencia de Cauchy tiene un limite se dicen ser completos. Los
espacios lineales completos con norma son llamados Espacios de Banach.

Definicién. Un espacio vectorial H es separable si existe un subconjunto
contable D C H, tal que cada elemento de H es el limite de una secuencia
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de elementos de D. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial separable
completo con producto punto, o en otras palabras a un espacio prehilbertiano

completo.
Espacios vectoriales de dimensié6n finita como R™ son espacios de Hilbert.



Apéndice B

Definiciones béasicas en algebra

geométrica

En esta seccion se introducen algunos conceptos basicos que son ttiles en
algunas secciones del documento, sobre todo aquellas donde se explica c6mo
realizar transformaciones (rotaciones, traslaciones) en algebras geométricas.

Inversién: se dice que un elemento M en Gp 4, es invertible si existe un
elemento N en Gy 4 tal que MN = NM = 1. El elemento N es tnico
en caso de existir y es llamado el inverso de M.

r-vector: es la combinacién lineal de r-blades (recuerde que un r-blade,
también llamado blade de grado r, es el producto exterior (wedge) de
r vectores diferentes y es denotado por (M), ).

Reversion: se define como
(M) = (-1)77 (M), (B.1)

es decir, la reversiéon es un anti-automorfismo (un anti-automorfismo

es un mapeo lineal que inverte el orden de los productos geomeétricos).

Involucién: es un mapeo lineal invertible cuya composicién con él mismo

es la transformaciéon identidad.
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Involucién de grado: se define como
(M), = (1) (M), (B:2)

Multivector par: un multivector M es par (o tiene paridad par) si M} =
M

Multivector impar: un multivector M es impar (o tiene paridad impar)
siMt=-M

Magnitud de un multivector: se define como

M) = .‘i ()2 (B3)
1=0

|(M);| = |(M)z : (M)1| (B-4)

donde

Componentes de un vector respecto a otro: consideremos la siguiente figura
insertar figura de vectores ay b
La componente paralela de a es un multiplo escalar del vector unitario E”P:

b

a||=(a-b)W

=(a-b)b7! (B.5)
La componente perpendicular de a esta dada por
ay=a—agj=a—(a-b)b'=(ab—a-b) b =(anb)b’ (B.6)

Reflexion: la reflexiéon de un vector z a través de una linea a se obtiene al
enviar T = T+ = Z| — T, por tanto

/

= (z-a)a”!=(zAa)a’!

1

1

(
= (z-a—zAa)a”
(a-z+aAnz)a”

= aza™! (B.7)
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Nota: Esta formula se obtiene solamente utilizando las propiedades
de conmutacién del producto interior y exterior, las definiciones de
componentes de un vector y la definicién de producto Clifford.
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Apéndice C

Calculos matematicos

En este apéndice se colocan calculos que por su extension o naturaleza no
se consideraron conveniente colocarlos en el desarrollo de los temas expuestos
en los capitulos 77 a ?7.

Calculo del cuadrado del pseudoescalar del dlgebra geométrica
G300

Para el calculo de I2 hacemos uso de la definicién de producto geométrico,

de la ecuacién 2.7 que define el producto punto entre 2 blades y de las
propiedades enunciadas en 2.4.

=11 = (61/\62/\63)-(61/\62/\63) (Cl)

= ((e1Ae2Ae3)-er1)-(e2Aes)

= (e1AeaA(ez-e1) —erA(ez-e1) Aes+ (er-e1) Aex Aes) - (e2 Aes)
= (e Ne3)-(e2Nes3)

= ((e2Ne3)-e2)-e3

= (e2N(e3-e2) —(e2-€2) Nes)-es

= (—e3)-e3

= -1
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APENDICE C. CALCULOS MATEMATICOS

Elementos de la base del algebra G4,

G4,1 = span <

1
€1, €2, e3,e+,e_
€12, €13, €1+, €1 _
€23,€2+4,€2_
€3+,€3_ €4 _
€123, €12+, €12_, €13+
€13_,€1+_,€23+,€23 _
€2+ _,€3+ _

€123+,€123_ €12+ _ €13+ _, €23+ _

€123+ _

escalar

vectores

bivectores

trivectores

4 — vectores
pseudoescalar

» (C.2)

/
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