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Resumen

Se da un repaso de teor’ia no-Abeliana de Gauge enfocado en Yang-Mills. Se
estudia la dualidad BCJ y el formalismo de la Doble Copia para calculo de
amplitudes en Gravedad dilatonica a partir de Yang-Mills tanto a nivel de
amplitudes de arbol como a nivel de soluciones clasicas. Se describe el método
desarrollado por Luna et al para el calculo de soluciones clasicas pertubativas
a nivel lineal en Gravedad dilatbnica a través de aplicar el formalismo de la
Doble Copia a la teor’ia de Yang-Mills.

Posteriormente se propone un método alternativo al de Luna et al para en-
contrar correcciones perturbativas de alto orden a nivel de soluciones clasicas
en Gravedad dilatonica a partir de suponer valido el formalismo de la doble
copia en Yang-Mills para diagramas clbicos y cuarticos, al cual se nombra
Conjetura Extendida de la Doble Copia. De esta manera se obtiene un con-
junto de ecuaciones diferenciales por orden de perturbacion para determinar
las correcciones perturbativas al graviton gordo.

Por Gltimo se aplica el método alternativo derivado a métricas de aguje-
ros negros de Schwarzschild, Reisnner Nordstrom, Kerr con rotacion lenta y
Kerr-Newman con rotacion lenta asi como se presenta una discusion del so-
porte que aportan las aplicaciones a la validez de la conjetura y se proponen
caminos posibles para probarla.
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Abstract

A review of non-Abelian Gauge theory with a focus on Yang-Mills is given.
The BCJ duality and the Double Copy formalism for the calculation of am-
plitudes in dilatonic Gravity from Yang-Mills are studied, both at the level of
tree amplitudes and at the classical solutions level. The method developed by
Luna et al for calculating classical perturbative solutions at the linear level
in Dilatonic Gravity is described by applying the Double Copy formalism to
Yang-Mills theory.

Subsequently, an alternative method to that of Luna et al is proposed to find
high-order perturbative corrections at the classical solutions level in Dilato-
nic Gravity based on assuming valid double copy formalism in Yang-Mills for
cubic and quartic diagrams, to which called Extended Double Copy Conjec-
ture. In this way, a set of differential equations is obtained by perturbation
order to determine the perturbative corrections to the fat graviton.

Finally, the alternative method derived is applied to black hole metrics inclu-
ding Schwarzschild, Reisnner Nordstrom, Kerr with slow rotation and Kerr-
Newman with slow rotation metrics, a discussion of the importance that
the applications contribute to the validity of the conjecture possible ways to
prove it are proposed.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Origenes y problematica

Durante los Gltimos dos siglos de existencia de la humanidad ha habido un
enorme avance en el campo de la Fisica en sus dos vertientes: tebrica y ex-
perimental. En la mayor’ia de las ocasiones siendo un hallazgo experimental
inexplicable, o no esperado, el precursor de la necesidad de desarrollar una
nueva teoria fisica que ayude a explicar el fendmeno en cuestion. Casos como
el efecto fotoeléctrico, la catastrofe del ultravioleta y la dispersion del ultra-
violeta, rompieron paradigmas en el conjunto de teor’ias f’isicas con las que se
describia nuestro entorno a inicios del siglo XX, cominmente Ilamada fisica
clasica, y dieron paso a la llamada fisica moderna, con el nacimiento de la
Mecanica Cuantica y la Relatividad General.

La Relatividad General es la teoria de gravitacion con mayor aceptacion en
la comunidad f’isica al d"1a de hoy, propuesta por Albert Einstein [1] en 1915.
Dicha teoria nos ayuda a explicar los fendmenos fisicos que suceden a la es-
cala de planetas, estrellas, galaxias y cimulos de galaxias, con cuerpos muy
masivos y con velocidades muy grandes (cercanas a la velocidad de la luz).
Por otro lado, la Mecanica Cuantica es la teoria que nos ayuda a explicar los
fendbmenos fisicos que suceden a la escala de los atomos, electrones y otras
part’iculas elementales que componen el universo. A diferencia de la Relativi-
dad General que se le atribuye a una sola persona, la Mecanica Cuantica fue
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construida por diversos personajes, empezando con las ideas de los cuantos
de energ’ia de Planck alrededor de 1900 hasta los desarrollos de Bohr, Von
Neumann, Heisenberg, Schrodinger, Dirac, Pauli, Feynman y otros.

Existe un problema de compatibilidad entre ambas teor’ias, al cual no en-
traremos en detalle, sin embargo cabe mencionar que la forma en que estan
construidas estas dos teorias es muy diferente. La Mecanica Cuantica es una
teor’ia estad’istica, no determinista, mientras la Relatividad General es una
teoria clasica y determinista.

Actualmente en la comunidad de f'isicos existe la conjetura de que las teor’ias
fiisicas fundamentales, es decir, aquellas que explican las 4 interacciones ele-
mentales: interaccion nuclear fuerte y débil, electromagnetismo y gravedad,
deben de ser naturalmente teorfas cuanticas. De las 4 interacciones, tenemos
teorias cuanticas para la interaccion fuerte (llamada cromodindmica cuanti-
ca) y la interaccién débil y electromagnética (teoria electrodébil) mediante
las cuales se genera el llamado Modelo Estandar de particulas. Sin embargo,
para el caso de la gravedad no existe una teoria cuantica aceptada y probada
experimentalmente.

El lenguaje mayormente utilizado para el estudio de las interacciones ele-
mentales desde una perspectiva cuantica es la Teoria Cuantica de Campos
(TCC). A pesar de que la TCC sirve para estudiar fendbmenos de dispersion
y ligados, la mayor’ia de experimentos que se pueden realizar para poner a
prueba una teoria son experimentos de dispersion. La forma mas sencilla de
estudiar fendmenos de dispersion dentro de la TCC es mediante la introduc-
cion de los diagramas de Feynman. A manera intuitiva, los diagramas de
Feynman son grafos en el espacio-tiempo de momentos, que a través de las
llamadas reglas de Feynman nos permiten calcular la amplitud de dispersion.
De manera un poco mas formal, dichos diagramas representan la expansion
perturbativa de la integral de caminos de Feynman asociada al sistema.

Los diagramas de Feynman nos permiten aprender mucho de las interaccio-
nes fisicas a niveles mas bajos de perturbacién y adquirir una nocibn fisica
del proceso. Sin embargo, como un todo, pueden resultar no muy eficientes
al crecer de manera muy rapida conforme al orden de perturbacion. A pesar
de haber algunos desarrollos que permiten aligerar los calculos como sugiere
Dixon en [2], para interacciones a 6rdenes superiores resulta muy dificil, in-
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cluso con ayuda de software, calcular las amplitudes de dispersion a través de
diagramas de Feynman. Para ejemplificar este crecimiento en el nimero de
diagramas, considera una interaccion de dispersion de 4 gluones, la amplitud
de dispersion A(1234) considera 4 diagramas de Feynman, sin embargo, para
una interaccion de 8 gluones A(12345678) se consideran millones de diagra-
mas de Feynman, es decir, el doblar el nmero de gluones desborda el nimero
de diagramas a considerar. Sin embargo, la mayor’ia de estos diagramas se
cancelan o suman 0 a la amplitud total.

En el caso de gravedad, ha habido avances en el calculo de amplitudes de
dispersion. Bryce DeWitt en [3-5] trata la cuantizacion perturbativa de la
gravedad, incluyendo la formacion de las reglas de Feynman para fendmenos
gravitacionales. Partiendo del diagrama de 3-puntos para la teor’ia de Yang-
Mills:

553
sasarsac =0 [pP — @°)nH® + (g4 — r*)n® + (ro —p°)nP'],  (1.1)
u v Y

DeWitt encontrd la expresion analoga en gravedad perturbativa para el dia-
grama de 3-puntos:

553 _ 1 v 1.
- -  =5ym _ 0T pPvy w - pA
Shyv Shor Shpx 4P (pan nn) JPlop n*’ n®*)
1 1
+ _P(pgn*°nvTne* + _ P (pgn"n°enT)
4 12
+ P (poprnivntp) _ P (pPprnrenvT)
1 T U VO pA P(PXHGVT
- =+
—2P(pqr,r, 7Plbpn n
#
+ P (pog*ntenve) + P (pgen™n™v) = P (pgnventniv)
(1.2)

doénde P hace referencia a realizar la suma sobre todas las permutaciones
de las ternas de momentos (p, i, v),(q, o, T ),(r, p, A) y sym hace referencia a
tener que simetrizar las expresiones que salgan de dicha suma.
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La interaccion de 3-puntos en la teoria de Yang-Mills contiene 6 términos, por
el contrario, el equivalente en gravedad contiene 171 términos, 28 veces mas
que Yang-Mills. Incluso, el aumentar los diagramas de 3 a 4 puntos, incre-
menta el nimero de términos a 2580, por lo que incluso a 6rdenes pequeiios
resulta muy complicado, largo e ineficiente realizar calculos de dispersion
mediante diagramas de Feynman en gravedad.

Recientemente, el trabajo de Bern, Carrasco y Johansson (BCJ) en [6, 7]
ha abierto una nueva manera de hacer calculos de amplitudes de dispersion
en gravedad a partir de una teor’ia no abeliana de gauge. Dicho formalismo
que es revisado en el cap’itulo 2 se basa en la dualidad BCJ, la cual nos
permite en un gauge en particular, hacer que los factores cinematicos en la
amplitud de una teor’ia no-abeliana de gauge tengan las mismas propiedades
de antisimetr’ia que los factores de color, as’i como satisfacer la indentidad de
Jacobi. Esto derivando en el formalismo de la doble copia, el cual una vez
establecido dicho gauge, nos permite encontrar la amplitud de un proceso de
dispersiéon en gravitacion a partir del calculo de la amplitud en una teoria
no abeliana de gauge. Esto nos permite trabajar Gnicamente en la teoria
no-abeliana, la cual tiene menos diagramas por trabajar que la gravitacion.

El desarrollo del formalismo de la doble copia se ha extendido no solo a
nivel de amplitudes, sino también a nivel de ecuaciones de movimiento y
soluciones clasicas por Luna et al en [8], siendo equivalente cualquiera de las
2 perspectivas a nivel arbol. A partir de la ecuacién de Yang-Mills en un gauge
donde se cumpla la dualidad BCJ, se computan las amplitudes a primer orden
de perturbacion en la teoria de color y posteriormente se aplica la doble copia
para trasladar a amplitudes en gravedad y soluciones clasicas perturbativas.
Sin embargo, en ambos casos, no existe un formalismo general cerrado a
seguir mas alla del primer orden de perturbacién. Existen prescripciones para
ordenes superiores como en [8] donde se necesitan construir lagrangianos
artificiales para cada orden de perturbacion que ademas agregan campos no
locales y sin un significado f'isico directo.

En el presente trabajo se extiende el trabajo realizado en [8] por Luna et al,
tomando una direccion diferente, se propone resolver de forma iterativa la
ecuaciéon de Yang-Mills a todos los 6rdenes de perturbacion para posterior-
mente aplicar el formalismo de la doble copia a través de asumir la validez
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de la misma para diagramas cuarticos y obtener las amplitudes de dispersion
asociadas a cualquier orden de perturbacion. A su vez, se traducen dichas am-
plitudes al espacio de posiciones para obtener las correcciones perturbativas
a nivel de soluciones clasicas. Por (ltimo se aplican las expresiones obtenidas
a métricas de agujeros negros en relatividad general llegando hasta segundo
orden de perturbacion.

1.2. Justificacion

La forma actual de obtener correcciones a nivel de amplitudes sin lazos en
gravedad a través de la doble copia tiene una complejidad en el tiempo de
calculo considerable mas alla del primer orden de perturbaciéon. Lo mismo
sucede a nivel de soluciones clasicas, en donde, sblamente para algunos casos
de sistemas particulares podemos estudiar de forma practica la dispersion a
través del formalismo de la doble copia. Monteiro et al obtienen en [9] una
forma cerrada para estudiar procesos dispersivos en métricas de agujeros ne-
gros que admiten una representacion en coordenadas tipo Kerr-Schild. En
adicion a esto, dicho autor en [10] trabaja en el sector dual de Yang-Mills y
MHV. De igual manera Luna et al en [11] encuentran una relacién cerrada
para espacios-tiempo tipo D mediante la doble copia de Weyl. Posterior-
mente White [12] deriva la doble copia de Weyl a partir de aplicar twistor
theory. Por otro lado, Luna et al en [8] estudian correcciones perturbativas
al graviton gordo a nivel de soluciones clasicas a primer orden , y proponen
un método para correcciones de orden superior en base a la construccion de
lagrangianos auxiliares para cada orden de perturbacion que cumplan explici-
tamente la dualidad BCJ y contengan Unicamente diagramas con vértices de
3 puntos. Una vez construido el lagrangiano se deben encontrar las ecuacio-
nes de movimiento y aplicar el formalismo de la doble copia, sin embargo,
no existe una expresion general desarrollada mediante este método que nos
permita obtener las correcciones perturbativas al gravitéon gordo a orden n
arbitrario para cualquier sistema fisico de interés.
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1.3. Objetivos

El presente trabajo se realiza buscando cumplir los siguientes objetivos:

= Encontrar una expresion general para la amplitud de dispersion en
gravedad perturbativa para cualquier orden de perturbacién a partir
de la aplicacion de la doble copia, partiendo del lagrangiano clasico de
Yang-Mills.

= Encontrar una expresién general para las soluciones clasicas en gra-
vedad perturbativa para cualquier orden de perturbacion a partir de
la aplicacion de la doble copia, partiendo del lagrangiano clasico de
Yang-Mills.

= Encontrar las ecuaciones de movimiento clasicas en gravedad pertur-
bativa para cualquier orden de perturbacion a partir de la aplicacion
de la doble copia, partiendo del lagrangiano clasico de Yang-Mills.

En el capitulo 1 se presenta una breve descripcion de la problematica tratada,
la justificacion y objetivos del trabajo. Enseguida en el capitulo 2 se da un
repaso a la Teor’'ia de Gauge, se introduce la dualidad BCJ y el formalismo de
la Doble Copia. A continuacion en el capitulo 3 se repasa el formalismo de la
Doble Copia a nivel de soluciones clasicas en Gravedad dilatbnica a partir de
Yang Mills. Acto seguido en el cap’itulo 4 se propone un procedimiento alter-
nativo para el calculo de correcciones perturbativas en soluciones clasicas a
ordenes superiores. Después en el capitulo 5 se aplica el procedimiento alter-
nativo a métricas de agujeros negros de Schwarzschild, Reisnner Nordstrom,
Kerr y Kerr-Newman con rotacion lenta. Por Gltimo en el capitulo 6 se pre-
sentan las conclusiones obtenidas del trabajo y las perspectivas a futuro del
mismo.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Repaso de la Teoria de Gauge

En la presente seccion se da un repaso general de la teoria no-abeliana de
gauge culminando en la teor’ia de Yang-Mills.

2.1.1. Simetrias No-abelianas de Gauge

Grupo SO(N)

Comenzaremos siguiendo el formalismo desarrollado por Srednicki en [13].
Considere una teor’ia de N campos escalares reales que nombraremos ¢i con
densidad lagrangiana L dado por la siguiente ecuacion:

1 M 1 2 1 2
L= —23 ¢ioudi — ,m ¢ipi — 167(471(171) , (2.1)

en donde estamos utilizando la convenciéon de suma de Einstein [1] y la re-
presentacidn con signatura positiva de la métrica de Minkowski:

gw = diag(-1, +1, +1, +1). (2.2)

La densidad lagrangiana descrita en (2.1) es invariante ante el grupo de
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transformaciones SO(N) de la forma:

@i(x) — Rijdi(x) . (2.3)

El grupo de transformaciones SO(N) esta formado por el conjunto de matrices
ortogonales con determinante positivo {R} de dimensiéon N x N, esto es:

SO(N)={R € Mnxn|RT =R™% detR = +1}, (2.4)

donde Mnxn es el espacio de matrices con entradas reales de dimension
N x N.

Una de las propiedades mas importantes de este grupo es que cualquiera de
sus elementos se puede obtener a partir del mapeo exponencial de un conjun-
to de transformaciones infinitesimales base de dicho grupo. A continuacion
nos enfocamos en estudiar las mencionadas transformaciones. Considere una
transformacion infinitesimal de SO(N):

Rij = &ij + Oij + O(9?), (2.5)
donde R es una matriz ortogonal que cumple:
RE = R;jl. (2.6)
Sustituyendo (2.5) en (2.6) tenemos:
Sji + Gji + O(9?) = 6ij — Gij + O(9?), (2.7)

la cual implica:
tij = -Uji. (2.8)

Es decir, Uij es una matriz con elementos reales y ademas es antisimétrica.
En consecuencia, es conveniente expresarla en términos de un conjunto de
matrices hermitianas (T 2)ij que formen una base del espacio de matrices an-
tisimétricas de N x N. La dimension del mencionado espacio de matrices
es conocido y tiene un valor de lN(éV - 1), motivo por el cual el “indice

a€Ee 1, %N(N —1) . Es decir, existen %N(N — 1) matrices T2 hermitianas,

antisimétricas y linealmente independientes. Existen distintas representacio-
nes de las matrices T2, aqu’l las definimos de la siguiente manera:
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= -i para alguna posicién por encima de la diagonal principal
= +i para alguna posicién por debajo de la diagonal principal

= 0 en todos los demas elementos

De esta modo, las matrices T2 satisfacen la regla de normalizacién dada por:
Tr(TaTb) = 262, (2.9)

Teniendo ya delimitada la base de matrices hermitianas antisimétricas T2
dada por (2.9) podemos reescribir # como combinacién lineal de estas:

Oy = 93T, (2.10)

dénde {Ja} es un conjunto de le(N - 1) parametros infinitesimales reales.
Al conjunto de matrices {T 2} se le conoce como las matrices generadoras de
SO(N). Es decir, el producto de cualesquiera dos matrices T3 TP € SO(N) es
otra matriz T¢ € SO(N). Esta relacion de cerradura implica que el conmuta-
dor de dos matrices generadoras debe ser una combinacion lineal de matrices
generadoras:

[Ta, Tb] = jfabcTc, (2.12)

A los factores numéricos fabc que aparecen en (2.11) se les conocen como
constantes de estructura del grupo y la relaciobn misma especifica el algebra
de Lie. El valor que toman las constantes de estructura del grupo determinan
si el grupo es abeliano o no-abeliano:

= G es abeliano si fabc =0

= G es no-abeliano si fab¢/=0
Para el caso de SO(N) tenemos que:

= SO(2) es abeliano

= SO(N) es no-abeliano para N = 3
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Multiplicando (2.11) por T4 y obteniendo la traza del resultado con la ayuda
de (2.9) obtenemos las constantes de estructura del grupo:

fabd = _127',— [Ta Tb]Td . (2.12)

En adicibn, utilizando las propiedades ciclicas de la traza encontramos que
f2be debe ser completamente antisimétrico ante cualquier cambio de un par
de indices. Ademas, tomando el complejo conjugado de (2.12) se requiere que
f3bc sean a su vez parametros reales. Por Gltimo, fabc satisface la identidad
de Jacobi:

fabdgdee | gbedgdae 4 geadgdbe — (2.13)
Grupo SU(N)

Considere ahora una teor’ia de N campos escalares complejos ¢i con densidad
lagrangiana L dada por:

L = 00’0, s — mi'h; — f(d»:qbi)z. (2.14)

La densidad descrita en (2.14) es invariante ante el grupo de transformaciones
U(N):
¢i(x) = Uiigi(x), (2.15)

donde U(N) se define como el grupo de matrices unitarias N x N, esto es:
UN)={U € Quxn|UT = U1}, (2.16)

Todas las matrices de U(N) pueden ser expresadas en términos de un parame-
tro ¥ como:

Uij = e Oujj, (2.17)

en déonde u € U(N) y det(uij) = 1. Al conjunto de matrices {u} se les conoce
como el grupo de matrices unitarias especiales N x N, esto es, SU(N).

Las transformaciones del grupo SU (N ) pueden ser descritas por medio de
transformaciones infinitesimales del mismo grupo. Considere una transfor-
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macion infinitesimal de SU(N):
uij = &ij — 9T+ O(?). (2.18)

De nueva cuenta, 9@ es un conjunto de parametros reales infinitesimales.
Consecuentemente, la unitariedad de v implica que las matrices generadoras
sean hermitianas, y la restriccién de determinante +1 implica su traza nula:

Tal =Ta, (2.19)

Tr(T2) = 0. (2.20)

A diferencia de SO(N), la dimensién de SU(N) es N2 - 1, que es el nimero
de matrices N x N linealmente independientes que satisfacen (2.20). Por
otra parte, al igual que SO(N) existen distintas maneras de seleccionar las
matrices T 2, sin embargo es conveniente que respeten la normalizacién dada
en la seccion anterior por (2.9). Para esto construimos las matrices de la
siguiente manera:

= Escogemos las ZlN(N — 1) matrices T2 de SO(N)

= Construimos l{V(N— 1) matrices con alguna entrada +1 por encima
de la diagonal y +1 por debajo de la misma.

= Construimos N — 1 matrices diagonales con 1 en su diagonal principal
seguidos de un -N en cualquier posicion de la misma.

De esta manera obtenemos las N 2 — 1 matrices generadoras de SU(N) sa-
tisfaciendo la condicién de normalizacién (2.9). Al igual que para el caso de
SO(N), SU(N) satisface reglas similares de conmutacion de sus generadores
y sus coeficientes de estructura se obtienen de manera anéaloga:

[Ta Tb] = jfabeTec, (2.21)

i
fabd = —Tr [T3,TOIT . (2.22)

En el mismo sentido, las constantes de estructura son completamente anti-
simétricas y satisfacen la identidad de Jacobi. La diferencia radica en el valor
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de los coeficientes de estructura y las matrices generadoras mismas T 2 al ser
un grupo de dimension diferente.

2.1.2. Teoria no-Abeliana de Gauge

Construida la teor’ia preliminar de los grupos SO(N ) y SU (N ) estamos pre-
parados para estudiar la teor’ia no abeliana de gauge. Para ello seguiremos
el formalismo de Srednicki [13]. Considere una densidad lagrangiana L. com-
puesta de N campos escalares o espinoriales a los cuales llamaremos indis-
tintamente ¢i(x) y que es invariante ante una simetr’ia continua de SU (N ) o
SO(N):

@i(x) = Uigi(x) . (2.23)

donde Uij es una matriz especial unitaria N x N para SU(N) o una matriz
ortogonal especial para el caso de SO(N ). La simetr'ia descrita en (2.23)
se le conoce como simetr’ia global. Este nombre proviene del hecho de que
la matriz de transformacién U no depende de las coordenadas del espacio-
tiempo, por lo que toma el mismo valor en todo el espacio-tiempo. En el caso
en que las transformaciones U dependan expl’icitamente de las coordenadas
del espacio-tiempo tenemos una simetr’ia local:

Uij = Uij(x) . (2.24)
Para fines de este trabajo, desarrollaremos solo el caso SU(N).

Como vimos en la seccion (2.1.1), podemos escribir una transformacion infi-
nitesimal de SU(N) en la forma:

Ujk(x) = 6jk — igz?a(x)Tajk + 0(5?). (2.25)

A diferencia de (2.18), insertamos una constante de acoplamiento g por con-
veniencia para los calculos. Los indices de matriz {i,j} corrende 1 a N, la
dimensién de las matrices, mientras los indices de grupo {a} corren de 1 a
N2 -1, la dimensidon del grupo. Las matrices generadoras del grupo {73}
satisfacen la relacion (2.21), pero toman una normalizacion diferente por
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convencion: 1
Tr(TaThb) = —Zéab. (2.26)

De igual manera definimos un campo SU(N) de gauge Au(x) como una matriz
de dimension N x N, hermitiana, antisimétrica y sin traza con la propiedad
de transformacién bajo SU(N):

i
Aulx) = U(x)A, U7 (x) + :qU ()9 u(x). (2.27)

A esta regla de transformacion la llamamos transformacién de gauge. Dado
que SU(N) es un grupo continuo, podemos escribir cualquier transformacion
U (x) del grupo mediante el mapeo exponencial del producto de sus generado-
res y un conjunto de parametros reales '2(x) propios de cada transformacién:

U(x) = exp [—igla(x)Ta] . (2.28)
As’1 mismo, definimos la derivada covariante como:
Dy = dp. - IgAp(X) . (229)

Aplicando la derivada covariante a ¢j(x) podemos escribir de forma expl’icita
la regla:

(Du)i(x) = Ougi(x) = igAu(x)ikr(x) . (2.30)

La derivada covariante resulta conveniente dada la forma que transforma
bajo U(x):
Dy — U(x)DuU7(x). (2.31)

Haciendo la sustitucion du — Dy en todos los términos de derivada de L ha-
cemos que L sea invariante de gauge, asumiendo que la densidad lagrangiana
original tiene una simetria SU(N) global. Sin embargo, se sigue necesitando
un término cinético para Au(x) para tener dindmica en el sistema. Para ello,
definimos el campo de fuerza:

I/
Fp_v(X) = g—[Du, Dv] = duAv - dvAp_ - lg[Au, Av] . (232)
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Dada la transformacion (2.31) de Dy bajo U(x), Fuv(x) cambia bajo una
transformacién de gauge como:

Fuv(x) = U (x)Fuv(x)U7(x) . (2.33)

Por tanto, construimos el término cinético invariante de gauge para el campo
de gauge de SU(N):

1
Lkin = - Tr(F"WFw). (2.34)

Por su parte, como definimos el campo de gauge Au(x) hermitiano y sin traza
podemos expresarlo en término de las matrices generadoras de SU(N):

Au(x) = A3(p)Ta . (2.35)

Utilizando (2.26) en (2.35) podemos invertir la ecuacion para encontrar Aau(x),
esto a partir de multiplicar (2.35) por TP y obteniendo la traza del producto:

AaLx) = 2Tr(Au(x)T?2). (2.36)

De manera analoga podemos expresar Fuv en términos de las matrices gene-
radoras:
Fuv(X) = FauV(X)Ta, (237)

y aplicar el mismo razonamiento para despejar Fa (x):
Fa,(x) = 2Tr(FuwT?). (2.38)

Sustituyendo (2.38) en (2.33) tenemos:

Fe Tc = OuAc — QvAC T¢ — jgA2AD T4, Tb] (2.39)
Y v 1 [TRRY

OpAY — 9yAd + gfabcAapb Vv Tc

Esto es:
FCW = OpAS,— OvAC it gfabCAa,ﬁ\‘b v (2.40)

Expresando Fuv(x) en términos de T2 como en (2.37) y sustituyendo en
(2.26) obtenemos una forma del término cinético para el campo de gauge
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independiente de las matrices generadoras:

1
Lidin = = FFL - (2.41)

Como podemos observar de (2.40), las constantes de estructura del grupo
fabe definen la naturaleza de la teor’ia de gauge:

= Si fabc/= (0 tenemos una teoria no abeliana de gauge, también llamada
teor’ia de Yang-Mills.

= Si fabc = 0 tenemos una teor’ia abeliana de gauge.

2.1.3. Ecuacion de Yang-Miills

A partir del Lagrangiano dado en (2.41) construimos el lamado lagrangiano
de Yang-Mills de forma idéntica:

1
Lym = _ZFCMVFS_V' (242)

donde Fuv(x) estd dado por (2.40) y satisface todas las relaciones dadas en
(2.1.2). Aplicando el principio de minima accion, traducido en las ecuaciones
de Euler-Lagrange, se obtienen las ecuaciones de Yang-Mills:

0 oL
L =0 , (2.43)
B
oy PolgAY)
esto es:
OMF2, + af P APFS = 0. (2.44)

A (2.44) se le conoce como la ecuacién de Yang-Mills sin fuentes y sin masa.

Sin embargo, podemos agregar un término de masa m y de fuente J2 a las
ecuaciones para obtener la ecuacién de Yang-Mills con masa y fuentes:

duFSV + gfabCAbllFfw —m 4 =J\‘;’l_ (2.45)

Como podemos apreciar, (2.44) se puede obtener a partir de (2.45) haciendo
m = 0,J2 = 0. Esto es, la ecuacion de Yang-Mills sin fuentes y sin masa



16 CAPITULO 2. PRELIMINARES

es un caso limite particular de la ecuacion de Yang-Mills con fuentes y con
masa.

Es conveniente expresar (2.45) en términos GUnicamente del campo de gauge
A2 para ello escogemos el gauge de Lorenz para trabajar las ecuaciones:

OMAa = 0. (2.46)
Calculando la derivada del campo de fuerza:
d“FjV = 0%2A3, - O1ovA?2 i+ a abc  guAb Ac Ab QrAc . (2.47)
Dado el gauge en que estamos trabajando, el segundo y tercer término de

(2.47) se desvanecen:

OMFa = 02%Aa + gfabcAb grAcC | (2.48)
[TAY v 1) Y
Sustituyendo en la ecuacion de Yang-Mills sin fuentes y sin masa obtenemos:

dZAa + gfabcAb OMAC + gfabcAbuduAc (2.49)
V' abe bp Mo V2 abe cde bp d’ e
—af A 0A+gf f AAA, =0,

De igual forma la ecuacion de Yang-Mills con fuentes y con masa:

dZAaL_F gfabcAbuduAcv+ gfabcAb”duAcv— gfabcAbudVAc . (2_50)
+ ngabCdeeAb“Adée - mZAa = J2 v

Como se puede apreciar en (2.50), la ecuacion de Yang-Mills es una ecuacién
diferencial parcial de segundo orden no lineal debido a los términos producto
AOA y APAdAe, motivo por el cual no hay un método de solucion analitico
para resolver dicha ecuacion.

Amplitudes en teoria no-abeliana de gauge de color

A nivel de arbol se puede escribir la amplitud completa de un proceso de
dispersién en una teoria de color considerando todas las particulas en la re-
presentacién adjunta de SU(Nc) mediante la siguiente descomposicién parcial
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de amplitudes dada en [13] por Srednicki:

=
Atree (1,2,...,n) ="g? Tr[Tai..Tar]Atee(1,2,3,...,n), (2.51)
P(2,3,...,n)

donde Atree representa una amplitud parcial de un proceso de dispersion de
color ordenado a nivel arbol consistente de n patas. Las matrices T2 son los
generadores del grupo de color y en ellas se encuentra codificado el color
de cada una de las n patas externas del diagrama. La suma en (2.51) es
sobre todas las permutaciones no ciclicas de las Gltimas n- 1 patas, lo que
es equivalente a todas las posibles permutaciones de las n patas dejando
la primera pata fija. Existen otras descomposiciones que se pueden realizar
utilizando las constantes de estructura del grupo f abc, como las realizadas por
Del Duca en [14, 15], sin embargo, para fines de este trabajo nos quedaremos
con la representacion de amplitudes parciales. De la misma forma, en [2, 16]
se presenta una generalizacion de (2.51) para introducir loops.

Por otro lado, las amplitudes a nivel arbol de una teoria de color satisfacen un
conjunto de relaciones y propiedades importantes ya conocidas que resultan
muy Gtiles al momento de intentar hacer calculos dispersivos. Primeramente,
tenemos las propiedades ciclicas y de reflexion:

Atree(1, 2 .. n) = Atree(2,3, ... n, 1), (2.52)
n n

Atﬁee(ll 2/ Y n) = (_1)1'1Atre§(nl n- 1/ R 2/ 1) ° (2.53)

A continuacion, del trabajo de Kleiss [17] tenemos la propiedad subciclica
conocida como la identidad de desacoplamiento del foton:

>
Atree(1, 5(2, 3, ..., n)) = 0. (2.54)

ocyclic

En (2.54) la suma corre sobre todas las permutaciones de las n - 1 Gltimas
patas del proceso. Dicha identidad se obtiene a través de reemplazar la matriz
generadora T @t en (2.51). Esto tiene la interpretacion fisica de reemplazar la
primera pata del diagrama por un foton. Dado que los fotones no se acoplan
directamente a las particulas en la representacion adjunta la amplitud debe
desvanecerse.
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Por Gltimo introducimos las relaciones propuestas en [17] por Kleiss-Kuijf:

>
Atree (1, {a}, n{6}) = (-1¥ Atree(1, {0}, n). (2.55)
{}€0P ({a},{B" })

La suma es sobre todas las permutaciones ordenadas OP ({a}, {87 }), donde:
{a}, {8} ={a}u{6 . (2.56)

En esta notacion {67 } se refiere al conjunto {8} con los elementos en orden
invertido. Por Gltimo entenderemos por permutaciéon ordenada a cualquier
permutacién que mantiene el orden dentro de cada uno de los subconjuntos

{a},{67}.
2.2. Dualidad BCJ

Del estudio de la teor’ia no abeliana de gauge se tiene que una amplitud de
n-puntos a nivel arbol puede escribirse de forma general como:

=

— nNiCi
AL(1,2,3..,n)=g © Q S‘ . (2.57)
"

i

iep (o4

En (2.57) la suma corre sobre todos los diagramas de vértices de 3 puntos
denotados por p, ci corresponde a los factores de color de la teoria especifica
y ni a los numeradores cinematicos de la misma. A su vez, los factores sSq;
representan los inversos de los propagadores asociados al canal ai.

Los factores de color ci que aparecen en (2.57) son obtenidos del i-ésimo
diagrama asignando a cada vértice de 3 puntos con una constante de estruc-
tura f“bc, en dbnde f“bc es un reescalamiento de las constantes de estructura
naturales de la teor’ia:

frbe = i\/ffabc = Tr([Ta Tb, T¢). (2.58)

En el mismo sentido, se asigna a cada linea interna del j-ésimo diagrama el
valor &ab,

Una propiedad fundamental de las constantes de estructura fN"‘bC es que satis-
facen la identidad de Jacobi. Considere el conjunto de diagramas de vértices
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de 3 puntos, siempre se pueden reacomodar los diagramas en tr'iadas de
(s, t, u) con factores de color dados por:

CS =fala2bfba3a4’ Ct =fa1a4bfba2a3, Cu =fa1a3bf'ba4a2 (2.59)

de forma tal que se satisfaga la identidad de Jacobi:
Cs+ct+cu=0. (2.60)

Del trabajo realizado por Bern, Carrasco y Johansson en [6, 7] se llegb a
la famosa dualidad BCJ, también llamada conjetura BCJ, la cual establece
gue el conjunto de numeradores cinematicos de los diagramas en una teoria
no-abeliana de gauge como los que aparecen en (2.57) pueden reacomodarse
en tr'iadas de 3 diagramas (s, t, u) de forma tal que si los factores asociados
de color ¢s, ¢t, cu satisfacen la identidad de Jacobi entonces los numeradores
cinematicos asociados ns, nt, nu también satisfacen la identidad de Jacobi.
Esto es:

cs+ce+cu=0 — ns+nc+nu=0. (2.61)

A este resultado se le conoce como dualidad BCJ, también llamada dualidad
de cinematica de color. A pesar de la belleza matematica de la conjetura
(2.61), en general:

ns+nc+nu 0. (2.62)

Ahora bien, los numeradores cinematicos ni que aparecen en (2.57) no son
Unicos, sino que son dependientes del gauge en que se trabaja la teoria. De
esta manera es posible encontrar nuevos numeradores cinematicos a través
de una transformacion generalizada de gauge:

ni = ni +Aj. (2.63)

Las transformaciones generalizadas de gauge son una combinacion de trans-
formaciones de gauge con algunas otras operaciones, como lo pueden ser las
redefiniciones de los campos glubnicos. La amplitud de dispersion (2.57) al
ser invariante de gauge generalizado, no debe cambiar su valor bajo esta
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transformacion, esto es:

n—2 NiCi n—2 nicCi n—2 AiCi
g Q =g Q +g Q. (2.64)
iep o Say iep (9} Say iep (9} Say

Implicando una restricciéon en las transformaciones generalizadas de gauge,
obligandolas a cumplir que:

n—2 = Aici
g Q =0. (2.65)
. o Sau
iep i

Por Gltimo, la dualidad representada en (2.61) necesita una condicion adi-
cional para ser cumplida. Dicha condicion establece que los numeradores
cinematicos ni deben de satisfacer las mismas relaciones de antisimetria que
satisfacen los factores de color asociados ci. Por ejemplo, si el i-ésimo factor
de color es antisimétrico bajo el intercambio de dos patas, entonces el i-ési-
mo numerador cinematico deberad ser antisimétrico ante dicho cambio, esto
es:

cGi—-Cc — ni— -ni. (2.66)

Por Gltimo, cabe enfatizar que la dualidad BCJ no solo se mantiene a nivel
arbol. Tanto Bern en [18] como Carrasco en [19] extendieron la dualidad a
nivel de loops. Para fines de este trabajo bastara la dualidad a nivel arbol.

2.3. Formalismo de la Doble Copia

2.3.1. Doble Copia

La segunda parte importante del trabajo de Bern, Carrasco y Johansson
en [6, 7, 20] es la conjetura de la doble copia. Dicha conjetura nos permite
calcular una amplitud en procesos de dispersion de gravedad a nivel arbol a
partir de la composicion de teorias no-abelianas de gauge.

La doble copia establece que una vez que se han encontrado los numeradores
cinematicos ni que aparecen en (2.57) para una amplitud de n patas en
una teor’ia no-abeliana de gauge y un gauge en que se cumpla la dualidad
BCJ entonces mediante el siguiente procedimiento podemos encontrar una
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amplitud de n patas en una teoria de gravedad a nivel arbol:

1. Reemplazar g — , con k = 32nG.

2. Remover los factores de color ci para cada diagrama.

3. Reemplazar los factores de color removidos por nuevos factores ci-
nematicos {fi} provenientes de cualquier otra teoria no-abeliana de
gauge.

Haciendo estas modificaciones obtenemos:

K n—ZZ nﬁ
free T [o el (2.67)
2 [0 8] pO(i

iel
La conjetura de la doble copia establece que Mre¢ dada en (2.67) corres-
ponde a la férmula para la amplitud de dispersiébn en gravedad de n patas.
Nuevamente, I representa el conjunto de todos los diagramas de vértices de
3 puntos. Esta conjetura ha sido verificada y entendida hasta 8 puntos en el
formalismo de teoria de cuerdas a través de las relaciones KLT en los trabajos
de Bern y Elvang [21-23].

El nombre “doble copia”proviene del hecho de tener dos numeradores ci-
nematicos de dos teorias de gauge en el numerador de (2.67). También inter-

Ill

pretando a la gravedad como el “cuadrado”de la teor’ia de gauge, a pesar que
no nos referimos literalmente a la operacion de elevar al cuadrado una can-
tidad, sino al hecho de que tenemos el producto de dos factores cinematicos.
La simplicidad de (2.57) sugiere que la estructura basica de las amplitudes
de una teoria de gravedad es esencialmente idéntica a la de una teoria no
abeliana de gauge. Por otro lado, no hemos establecido a que teor’ia de gra-
vedad corresponde la amplitud de dispersion (2.67). Como menciona White
en [24] la respuesta depende de la seleccion de teorias de gauge para calcular
los numeradores cinematicos. La forma mas simple de la doble copia cono-
cida en la literatura consiste en la teor’ia de Yang-Mills siendo copiada con
ella misma. Dicha doble copia corresponde a Relatividad General acoplada
a una particula escalar llamada el dilatén y un tensor antisimétrico. Otras
correspondencias de teor’ias de gauge hacia gravedad son enlistadas en [24]

por White.
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As’I mismo, la conjetura de la doble copia ha sido extendida a nivel de lazos
en los trabajos de Bern y White [24, 25], por lo que hay forma de construir
amplitudes de procesos de dispersion en gravedad a partir de teorias de gauge
no solo a nivel arbol, sino también a nivel de lazos.

Por Gltimo, cabe destacar que la conjetura de la doble copia ha sido verificada
a nivel de L loops a través de analizar dispersion de particulas en regimenes
de energ’ia especiales. En los I'imites de alta energ’ia del centro de masa los
trabajos de Sotome, Sabio y Melville [26-31] muestran la validez de la con-
jetura, por otro lado, en el régimen de particulas con velocidades muy altas
intercambiando gravitones o gluones de baja energ’ia los trabajos de [32-38].
Mas allad de estos regimenes, no existe una prueba formal de la conjetura de
la doble copia, como menciona White [24] en mayor razon debido a la falta
de una prueba formal de la dualidad BCJ.

2.3.2. Cero Copia

Como se vio, la la doble copia consiste en remover los factores de color ci
de la amplitud de dispersion de una teoria de gauge a nivel arbol AU® y
reemplazarlos por numeradores cinematicos i de otra teoria de gauge.

En contraste, podemos realizar el proceso opuesto, esto es, remover los nu-
meradores de color ni de la amplitud de dispersion An y reemplazarlos por
factores de color ¢i provenientes de alguna otra teoria de gauge, esto es:

tree _ ~n-—2 = CiEi
Ta™¢(1, 2, 3., n) = § Q5. (2.68)
iep (e & pO(i

A (2.68) se le conoce como la cero copia de la teor’ia no-abeliana de gauge.
La cero copia de las teorias de gauge corresponde a amplitudes de dispersion
en teor’ias no necesariamente f’isicas, como es la teor’ia escalar biadjunta. Sin
embargo, a pesar de que nos dirigen a teor’ias no f’isicas, hay evidencia que
la dindmica de estas teorias es heredada via la doble copia por las teorias de
gauge y gravedad. Las correspondencias v'ia cero copia han sido estudiadas
por Nohle, Borsten y otros en [39-41].
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2.3.3. Simple Copia

La conjetura de la doble copia codificada a través de la dualidad BCJ puede
trabajarse en ambas direcciones. En el desarrollo de (2.3.1) y (2.3.2) trabaja-
mos en una sola direccion, partiendo de una teoria de gauge vy llegando a una
teoria de gravedad. Sin embargo, el camino se puede recorrer en direccion
opuesta, partir de una teor’ia de gravedad y llegar a una teor’ia de gauge.

Considere la amplitud de dispersion a nivel arbol de un proceso de n patas
de gravedad en una teoria de gravitacién arbitraria:
K n-2 = nini

Ma® =i = Q - (2.69)
2 (0 4 pCXi

iel
El proceso de la simple copia nos permite encontrar la amplitud de dispersion
de una teor’ia de gauge a partir de la teor’ia de gravedad a partir de aplicar
el siguiente procedimiento:

= Reemplazar la constante de gravedad ¥ por la constante de acoplamien-
to de la teor’ia de gauge g.

= Remover uno de los numeradores cinematicos hi.

= Reemplzar los numeradores removidos por factores de color de una
teor’ia de color ci.

Al seguir dicho procedimiento obtenemos:
>

n—2 NniCi

A8(1,2,3..,n) =g , -
[0 4] pO(i

(2.70)
iep

A (2.70) se le conoce como la simple copia de (2.69). La simple copia nos
permite pasar de una teoria de gravitacion a una teoria no-abeliana de gauge.

De esta manera, se dice que la teor’ia no-abeliana de gauge a nivel de ampli-
tudes es la ra’iz cuadrada de una teor’ia de gravedad en el entendido que una
teoria no abeliana de gauge tiene la raiz cuadrada de numeradores cinemati-
cos en las amplitudes que tiene una teor’ia de gravedad.
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En s’intesis, la dualidad BCJ nos permite tener una correspondencia bidirec-
cional entre teorias no-abelianas de gauge y teorias de gravedad a través de
los procedimientos de la doble copia, que permite pasar de la teor’ia de gauge
hacia gravedad y la simple copia, que permite pasar de la teor’ia de gravedad
hacia la de gauge.



Capitulo 3

Gravedad dilatonica a partir de
Yang-Mills

En este cap’itulo presentaremos el panorama general de estudio de la teor’ia
de dispersion de gravedad dilatonica a partir de la teoria de Yang-Mills.

3.1. Gravedad dilatonica

La gravedad dilatonica es una teoria fisica consistente de la relatividad gene-
ral de Einstein [1] acoplada a un campo escalar, llamado dilaton ¢ vy, a una
dos-forma Buv conocida como el campo de Kalb-Rammond. La accion que
represen}a esta teoria estd dada por la siguiente ecuacion:

2 1
S = dP -g R ——dlld)d d) — le—& H v , (31)
D—2
K2 2(D - 2) o6 A
donde k = 32nG, g el determinante de la métrica, D la dimension de la

teor’la y Hw es el campo de fuerza asociado a Buv. Recordemos que Byv son
las componentes de la dos-forma B, (campo de Kalb-Rammond), esto es:

1
B> = ;Buvdxll Adxv. (3.2)

25
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Por tanto Hauw son las componentes del campo de fuerza Hs asociada a B»:

1
Hs = ;Hmdx’/\ A dx* A dxV, (3.3)
Hs = dBa2, (3.4)
Pero:
1
dB> = ;I [02Byy + OuByy +Ov Byl dx* Adxit Adxv. (3.5)

Sustituyendo (3.5) y (3.3) en (3.4) obtenemos el valor de las componentes
del campo de fueza Haw:

Hapv = OaBpv + OuBva + OvBap . (3.6)

Nos interesa estudiar el I'imite lineal de (3.1), para lo cual expresaremos la
métrica del sistema, guv, parametrizandola en términos de la desviacion hpv,
que dicha métrica tiene de la métrica plana de Minkowski, nuw. medida en
términos de la constante de acoplamiento k, esto es:

duv = Nuv + Khuv . (37)

Aplicando el principio de m’inima accion a (3.1) tomando el I'imite lineal de
la métrica (3.7) obtenemos las ecuaciones de movimiento para los campos
hw, ¢, By a primer orden de perturbacion «:

dzhu\) - 0uoPhpy — OvOP + 0uovh + N 0PA%hps — 0h =0, (3.8)
dzBu\) — 0u0PBpy + 0vOPBpy = 0, (3.9)
0’¢p =0. (3.10)

La ecuacion (3.8) para huv se puede simplificar de manera sustancial mediante
la introduccion de un nuevo campo tensorial Hyy definido a través de la
siguiente ecuacion:

__gguv = nw — kHw | (3.11)
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Bajo este nuevo campo, a orden lineal:

1

Hpv =huv— 2

A partir de (3.8) se construye la ecuacién de movimiento para Huv:
dzHuv - dpdepv - dvdepp + I’]uvdpdGHpc =0. (313)

Por otra parte, (3.8) transforma bajo una transformacion lineal de gauge
inducida por x® = x# — kyh:

H/uv = Hw + duyv + dvyu — N - y. (3.14)

De esta manera, definimos el gauge de Donder como el gauge en que la
ecuaciéon de movimiento para H estad dada por:

dZHuv =0. (315)

3.2. Yang-Mills a orden lineal

Recordamos del capitulo 2, que la ecuacion de movimiento la teoria de Yang-
Mills esta dada por:

MF, + gfabCAb“Ffw =0. (3.16)

Como ha sido mostrado por diversos autores en [24] la doble copia de la
teor’ia de Yang-Mills descrita por (3.16) corresponde a la teor’ia de gravedad
dilatonica descrita por (3.1). Dicha ecuacion es una ecuacion diferencial par-
cial, no-lineal, de segundo orden, para la cual no existe un método de solucién
general. Sin embargo, como desarrolla Luna et al en [8] se puede buscar una
solucion de manera perturbativa en una expansion en series de la constante
de acoplamiento. A primer orden de perturbacion:

Aa = Aa 4 gAllla (3.17)
m m m

Por el principio de la doble copia, el graviton gordo asi como el graviton
pueden ser expresados también de manera perturbativa en series de potencias
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de la constante de acoplamiento en la teor’ia de gravedad, esto es:

HYWY = HOwmv kEH(l)uV’ (3.18)

k

AWV = OV 4 Eh(l)w . (3.19)

El proceso de solucion consiste en sustituir (3.17) en (3.16) desechando todos
los términos mayores a O(g) en la ecuacién. Para ello, es necesario recordar
la definicion del tensor de fuerza:

2, = OuA3, — OvA3 + gfabeab Ac (3.20)

Dada la libertad de seleccién de gauge para la ecuacion de Yang-Mills (3.16)
se trabaja en el gauge de Donder por simplicidad de las ecuaciones:

OMA2 = 0. (3.21)

Con la solucion propuesta (3.17) a primer orden de perturbacion, las deriva-
das parciales y el producto de campos de color:

0uA2 = 0,A0a + gg, Aa (3.22)
v v \%
b _ b b 3.23
AP AS = (AP + gADP)(AL)E 4 gAT) (3.23)
— 0)b A (O O)b p(1 1)b 5 (0
= A(u) A(v Je 4 gA(u) A(V Je 4 gA(u) A(V )e
De forma que el tensor de fuerza a primer orden esta dado por:

v

F&)a - dHA(OV)a + gduA(l\)f‘ _ dvA(o)S _ ngA(l)S + gfabcA(O)l:A(O)c ) (3'24)

Su derivada parcial estd dada por:
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duF(:V)a — dZA(O\))a + g62A(1)Va _ dvdLlA(O)ill — ngdHA(l)il (3.25)
+ gfabcduA(S)bA(\(}))c+ gfabCA(?l)bduA(?})c .

De la misma manera:

gfabcAbuFfw = gfebealbr g Ak _ g AO)c (3.26)
v u

v H
- gfabcA(O)buduA(O)c _ gfabcA(O)budVA(O)c .

Utilizando la condicién del gauge de Lorenz (3.21) obtenemos las ecuaciones
para el campo de color a orden 0 y 1 en perturbacion de g, esto es:

0%Aa =0, (3.27)

92 AN = e pObrg A 4 frbepORg, A, (3.28)

A partir de (3.27) observamos que a orden 0 de perturbacion, el campo de
color debe cumplir la ecuacion de onda, la cual admite soluciones tipo onda
plana asi como soluciones tipo Coulomb. Por otro lado, la ecuacién a primer
orden de perturbacion, continda siendo no lineal.

Como se menciona [8], la doble copia es mejor entendida en el espacio de
momentos por lo que se trasladan las ecuaciones (3.27) y (3.28) mediante
una transformacion de Fourier. Para ello es conveniente definir la siguiente
notacion siguiendo [8]:

I - ~ I drp
pF(p) = WF(p), (3.29)
67P(p) = (2r)PS(p) . (3.30)

A partir de estas definiciones computamos las transformadas de Fourier de
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los campos de color:

J

Allla(x) = d"peirxAa(p), (3.31)
)

Ak(x) = dpseir**A0¢(ps), (3.32)
)

AObu(x) = dpyeir?* AOby(p,). (3.33)

Se calculan los términos que aparecen en (3.27) y (3.28):

I
dZA(‘]).)a - — d_ppzeleA(iI-})a(p), (3.34)
I
AP AD =7 dpadpspsu A (p2) AD (ps)e! PP, (3.35)
I
ALOPRO,AQ = i dpydpsps, AP (py) ALY (ps)e! P2 pa)x, (3.36)

Sustituyendo de vuelta en (3.28) se obtiene:

) )
dep* Al (p) = -2if*™  dpadpspsu A (p2) A" (ps)e !> P

[

+if*™ dpadpspa A (p2) A (ps)el PP
(3.37)
La ecuacion (3.37) es la representacion de Fourier de la ecuaciéon de Yang-

Mills a primer orden de perturbacidon en g. El objetivo es despejar A{Ya(p),
para esto, se procede a multiplicar (3.37) por eiP™* e integrar sobre x, esto es:
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[
J— dx d-ppzeipxl%(l)a(p)

b _ (3.38)
= —2ifabc dx dpzdp3p3uA(0)bu(p2)AgO)C(p3)el(p2+p3)x
)

+ i dx dpzdpapst(O)b“(Pz)A(HO)C(P3)ei(p2+p3)x-

Recordando la representacién de Fourier de la funcion delta de Dirac:

I
5(p-p)= dxeilp=p), (3.39)

sustituyendo esta en (3.38) e integrando con la funcion delta se obtiene:

J
—p’Ala(=p1) = =2ifabc  d"padp3b (p1 + pa + p3)p3pA(p2) AV ps)
J

+ifabc  d"pad & (p1 +p2 + P3)P3P3vA(O)b“(PZ)AJO)C(Pa).

(3.40)

De esta manera se despeja AlVa:

ZI:fabc f
ANa(—p,) = P’ d"p2d ps6™(p1 + pa + pa)pssAOPH(p2) AQ)(p3) (3 41)
1
ifabc f
- d"pad p3& (p1 + p2 + p3)psA VP (p2) AQ(p3)
1

Sin embargo, de la forma en que esta expresada (3.41) no se percibe explici-
tamente la dualidad BCJ, por lo cual se procederad a realizar una serie de
manipulaciones algebraicas conforme a [8].

Primeramente se levanta el "indice espacial multiplicando por ni-
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zlfabc f
AMa(_p,) = 1 d"p2d P36 (p1 + p2 + pa)n p3yA DY (p2) A< p3)
1
I'fabc f
- A pad a6 (p1 + 2 + pa)n pay AV (p2) AQC(ps3)
1
(3.42)
Se simplifican los términos que aparecen en las integrales:
™ pay A% (p) A% (p3) = p3an“® AL nTHA (ps) (3.43)
= pP AP (p) A (p3) ,
3 B Y
" psy A% (py) A¥(p5) = p:nByA::)b(Pz)A(o)c(Pa), (3.44)
Y Y
De esta manera (3.41):
(1) pa 2lfabc J - yu 5 (0)b (0)c
AT (=py) = r o p2a P36 (p1 + p2 + palpsh AL (p2) AL (p3)
1
itabc f n By (0)b (0)c
Py TP it plosn A (P2)A, (ps).
(3.45)

En segundo lugar, se procede a expresar la primera integral en (3.45) que
contiene un factor de 2 como dos integrales con un factor de 1, reemplazando
6 — y al ser “indices mudos:

I

Albna ifbe B yn (0O (0)c
(—pl) = b1 d'pld'pzé'(pl +p2+ p3)P3FI AB (pZ)Ay (p3)
I (3.46)
+  d"pad p36(p1+ p2 + p3)pYnPrAOb(p2) AP (ps)
J

—  d pad p3&(p1+p2+ p§)pllr,BYSA(O)b(pz)é(O)c(ps) .



3.2. YANG-MILLS A ORDEN LINEAL 33
En la segunda integral presente en (3.46) se intercambian las variables de

integracion p, — p3 y b — c¢. Ademas se utiliza la antisimetria del factor de
color:

facb — _fabc . (347)

Sustituyendo en (3.45) se obtiene:

ifabcf h
A dpdpSotpatp) At — o™ (3.48)

ADE2(—py) =

(0)b

|
— g"n™ A (p)AT(ps) .

Posteriormente se utiliza la conservacion del momento expresandolo en una
manera conveniente:

pp=p-pip ¥ (3.49)
3 2
Y — pY — pv.
py=2 "P17P5 (3.50)
H— pit — pht
pu= ¥ PPy (3.51)
Entonces:
phvi=(p -p)H™-p§"™ (3.52)
3 .
2

v Bu  (p1— p2)YnPr + pynbu
o, = » 3T, (3.53)

_ph B = (p2 — p3)tnBY + phnby _

5 (3.54)
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En seguida se sustituyen (3.52),(3.53) y (3.54) en (3.48):

jfabc f h
AHA(—pq) = j;pz dpad P36 (o1 + P2 +p3)  (p3=p1)B N + (p1 - pa) Y™
1 I
+ (p2 — p3)#nby - pﬁznvu + pv_ﬂBu + pu{,By A(O)Bb(pz)A(O)}C,(pg).

(3.55)

A su vez, se utiliza la expresion de Fourier para la condiciéon del gauge de
Lorenz:

I I
nwpvePxAla(p)dp = dpprADa(p)eirx = 0. (3.56)

Multiplicando por e~ip* g integrando sobre x en (3.56) se obtiene:

I I
dxd‘pei(lf"lf’”XpHA(l?)a = dpb(p-p)p*AQ2(p) = 0. (3.57)
Esto es:
pHAL=(p) = 0. (3.58)
Por tanto:
pBALD(p,y) = pyA© = 0, (3.59)
2 B 3 v

Posteriormente se sustituye (3.58) en (3.56):

i abc f
ADa(_p ) = 207 dp2d ps67(p1 + p2+p3) (p3 = p1) Bn™ + (p1 - pa) YnP*
1

+ (p2 = p3)inPy + pinBy AP(p2)AC(ps) .
(3.60)

Para el Gltimo término en la integral pinPfY se vuelve a utilizar la conservacién
del momento:
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I

jfabe W By (0)b (0)c

p

;O pzd'paé'(pﬁpz +ppin Az (p2)A, (p3) (3.61)

ifab
_ f—z—' ; S dpad psb(p1+ pa + pa)Bb AL (p2) AP (ps)
1

fabc 'r (0)c
- Tt dpdpsd(pitpe +I03)P3Ag (PZ)AY (p3).

En la primera integral del lado derecho de (3.61) intercambiamos p; — pa:

J

ifabe W By (0)b (0)c

p

;  dPdpS(ptpeplon Ag (P2)A, (ps) (3.62)

J

ifabc _ — -

’pr d p2d psb(p1+ p2 + ps)lflgA(é))b(Ps)Ay)c(pz)
1

Ifabc f (O)C
- Tpr dpdpsb(pitp: +I03)P3A3 (IOZ)A (p3).

Posteriormente se sustituye 8 — y en la primera integral del lado derecho de
(3.62):

I

ifabe W By (0)b (0)c

p

»  dpdpsS(pitpatpIpin Ag (p2)A, (p3) (3.63)
b d
_ ’%ﬁ d pad ps67(pr + p2 + pa)Bs AV (p3) AL (p2)
1

fabc f n O)b (O)C
- Tpr dpdpsd(pitpatpslpsAg (p2)Ay (ps).

Por Gltimo se intercambian b — ¢ en (3.63) y se usa la antisimetria del factor
de color facb = —fabc;
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i]cabc -[ ()b
—  dpad ps& (p1+ pa + pa)pin P AL (p2) AL (ps)
1

abe d
_ lprb d"pad P36 (pr + 2 + pa)Ps AL (p3) AL (p2)
1

(3.64)

jfabc o p (0)b ©)c
- p; A pdpb(pr+p2+ps)psAg (P2)A, (p3).

De esta manera se obtiene la correcion a primer orden de perturbacion O(g)
al campo de color en el espacio de Fourier, dada por:

i abc f
A (_pq) = Jpz dpdpb(prtp2tps) (ps - pi) Bt (3.65)
1

+ (p1 = p2)¥nf + (p2 = pa)nPy  Al(p2)AY<(ps) .

La expresion (3.65) tiene la forma explicita por la doble copia, en dénde el
factor cinematico cumple las mismas relaciones de antisimetria que el factor
de color. En este caso el factor de color es el factor de estructura de grupo
fabc el cual es completamente antisimétrico ante cualquier intercambio de 2
indices y ademas satisface la identidad de Jacobi.

De esta manera el factor cinematico:

nBYY(p1, p2, p3) = (p3 = p1)BnY + (p1 — p2)YnNBe + (p2 — p3)nby, (3.66)

cumple el ser completamente antisimétrico y la identidad de Jacobi. De esta
manera podemos aplicar el principio de la doble copia para obtener la co-
rreccion a primer orden de perturbacion al gravitdén gordo, esto mediante la
regla de sustitucion:

AQa(p)AQP(p) — HO(p). (3.67)

Aplicando la regla (3.67) a (3.65) se obtiene la correccién a primer orden al
graviton gordo:
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I

, 1
HOw'(—p 1=—4p2 dP P &Pp +p 4p )sp =p) 0P ™
1
h

+ p1 = p2)nPr + (p2 — pa)inBY  (ps — pa)B ¥
+p —p)nft +(p —p )nkY HO(p )HO(p ).
12 2 3 BB 2 yy 3
(3.68)

De esta manera, teniendo una solucién al gravitén gordo a orden 0O, H‘é’[)3 se
puede conocer la correccion a primer orden de perturbacion a dicho gravitén
gordo.

3.3. Mas alla del orden lineal

Como se vio en el cap’itulo 2, para poder aplicar el principio de la doble copia
entre una teor’ia de gauge no abeliana y una teor’ia de gravedad, se tiene que
trabajar en un gauge donde las soluciones a las amplitudes de la teor’ia de
gauge incorporen la dualidad BCJ. En la seccion 3.2 se desarroll6 el forma-
lismo para obtener las correcciones a primer orden al graviton gordo a partir
de la teoria de Yang-Mills. Sin embargo, el proceso a 6rdenes perturbativos
mas altos no se ha trabajado de forma general para la teoria.

Para 6rdenes mayores de perturbacion se construyen lagrangianos de Yang-
Mills para cada orden de perturbacién los cuales incorporan explicitamente
la identidad de Jacobi siguiendo el formaliso de Tolotti en [42]. Sin embargo
estos lagrangianos tienen las desventajas de ser no locales y contener vértices
de Feynman con un ndmero infinito de campos ademas de tener que cons-
truirse uno para cada orden de perturbacion, asi como la introduccion de
campos que no tienen un significado f'isico.

Por estas razones, se procedi6 a expandir el trabajo realizado por Luna [8] y
otros de resolver la ecuacion de Yang-Mills a orden lineal y posteriormente
aplicar la doble copia hacia una férmula recurrente general a orden n sin
la necesidad de construir ningln lagrangiano especial para cada orden de
perturbacion ni vértices con interacciones de campos infinitos.

Dicho desarrollo involucra la resolucién de la ecuacion de Yang-Mills com-
pleta a cualquier orden de perturbacion y la posterior aplicacion de la doble
copia, los cuales se desarrollan a continuacion.
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Capitulo 4

Procedimiento alternativo al de
Luna et al

En este capitulo se realiza el calculo de la correccién a un orden arbitrario
de las soluciones de las ecuaciones de Yang-Mills y se establece la nocion de
la doble copia a dicho orden.

4.1. Solucion de Yang-Mills a orden arbitra-

rio

Nuevamente, se inicia a partir de la ecuacién de Yang-Mills completa:

OMF3, +af*APFS =0, (4.1)

donde el tensor de fuerza esta dado por:

Fa, = OpA3,— OvA2 i+ gfabeAb Ac (4.2)

Sustituyendo (4.2) en (4.1) obtenemos la ecuacién de Yang-Mills completa-
mente en términos del potencial de color:

39
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0?A3 — dudvAau+ gfabcorAb Ac gfabcAb E?HAC S (4.3)
+ gfabcAbu dPA;C - dvAﬁ + gfadeAdpAeV =0.

Se continda trabajando en el gauge de De Donder 0*A2 = 0, por tanto (4.3):

0%A% + gf AP OVAS, + gf PCAPFO A, (4.4)
abc  bu c 2 abc cde bp d e
—af A A, +gf f A AA =0.

Se propone una solucién para el campo de color A2 como una expansion en
serie de potencias de la constante de acomplamiento:

>
Az = giAQa. (4.5)
j=0

Debido a que es de interés encontrar una solucion perturbativa en serie de
potencias, cuestiones de convergencia de la expresion (4.5) no seran conside-
rados.

Sustituyendo (4.5) en (4.4) obtenemos:

>
deAQ;)a +2 abc j+k+1A(]')blld A(k)C
g g pAyY

i= j =0k =
j=0 o oo j k =0

=== .
_fabc g]+k+1A(])budV A(J()c

j =0k =0
[00) [o0) [o0)

S5 ,
_|_fabCfcde g]+k+1+2A(])buA(k|ldA(l\))e =0.
j=0k=01=0

Se procede a agrupar los términos que aparecen en la ecuacién (4.6) en po-
tencias de g. Para el término con la doble sumatoria introducimos un nuevo

‘Indice de suma:
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j=j+k+1. (4.7)
De esta manera se despeja el “indice de suma k:

k=j-j-1. (4.8)

Dado que k = 0 entonces j -j -1 =0, esto implica:
J<Jj-1, (4.9)

es decir, el precio de introducir el nuevo indice j  para tener una misma
potencia de g en todas las sumatorias es el enredamiento de los nuevos “Iindices
de suma. De la misma manera, para el término con triple suma en (4.6):

j=j+k+[1+2. (4.10)

De forma analoga, despejando /:

k=j-j-1-2. (4.11)

Como k = 0 entonces:
I<j-j-2. (4.12)

Sustituyendo (4.9), (4.11) en (4.6) la ecuacion de Yang-Mills toma la forma:

g' 92A0)2 4 2 F2c gl AUbrg A( I~
j’'=0 j/=0j=0 (4.13)
co oo j—j—2
+fabCfcde g] A(] )buAL] —j —l—Z)dAf)l)e =0.

j’=0j=0 1=0

En (4.13) todos los términos tienen una misma suma sobre potencias ¢J,
debido a la independencia lineal de los polinomios, la Gnica forma de cumplir

la ecuacion es que los coeficientes que acompafiana a cada potencia g/ sean
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0, esto es:

i'—1 j—1
A1 4 e Aoy, a1 pabe 2 4y A1)
iNa c j)bu j’=i—1)c _ fabc j)bu —j—1)c
O?AUN 4o AU, foe ATAR (4.14)
j=0 j=0
iz
+fabCfcde A(])b“AS —j —l—2)dA£}l)e =0.
i=0 1=0
Ademas como / = 0 entonces:
Jj<j-2. (4.15)
Esto limita la suma sobre el “indicej :
s =1
20 a bc (3)bu j —j—1)c _ fabc (3)bu (G'-i-1)c
02A0 )2 422 _=OA 0,AY Vi j:(f\ 9,AU (4.16)

J=0. .
j—2j—j—2

+fabCfcde AU )bHAS —j _l_z)dAg)e =0.
j=0 1=0

Es decir, de acuerdo a la solucion perturbativa propuesta, la ecuacion de
Yang-Mills se convierte en un conjunto infinito de ecuaciones diferenciales
dadas por (4.16). Como el objetivo es nuevamente aplicar la doble copia,
transformamos (4.16) al espacio de Fourier:

J
—  dpelrxp2AG 2 (p) (4.17)

=4 . _ h o
+ jf2be dp2dpse!P2+P)x AUPK(p))  2p3 AU T71¢(ps)
i
]' =
. - i
f — p3vA8 TT7Y¢(p3)
230> S . . o
+fabCfcde Cszdpgdp4e‘(p2+p3+p4)XA(])b“(pz)A(d —J—l—Z)d(p3)A(\E)e(p4)

j=0 1=0
=0.
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Con el objetivo de despejar A,i'(a) multiplicamos (4.17) por eiP** e integramos
sobre x, recordando la representaciéon de Fourier de la delta de Dirac (3.39),
obtenemos:

20

" 1 . _ _ - ;
AV(py) = = ife d p2d p36~(p1 + p2 + p3)AbY(p,)
Pz j=0 .
h o o !
2p3y AV TT7Y(p3) - p3, AUy TTTHY(p3)
o 4.18
abcgcde E] ZZ f - - = - ( )
+ fabef d p2d p3d pad~(p1 + p2 + p3 + pa)
j=0 1=0

#
ADPY (py) AY T2 (p3) ADE (pa)

Elevamos el “indice de (4.18) multiplicando por nj

. =/
= ifere d™pad p36~(p1 + p2 + p3)ATY(py)
j=0

AUM(py) =

=N

p
h o L i
2p3yn*” AY TI7V(p3) - psy Y AUy TITHE(ps)

=i (4.19)

+ fabefede o p2dpsd pab(p1 + pa + p3 + pa)

j=0 1=0

#
N A (py) AT (p3) AD® (pg)

Considere las integrales que aparecen en la sumatoria simple en (4.19):

zl'f‘abc f ) o
s—  d"pad p3&(p1+ p2 + pa)paynv AVPY (p2) AU TN ps)
5 (4.20)
Ifabc f

" d"pad p36(p1 + p2 + pa)psu AUPY (p2) AU T (ps)

1

Simplifcando los integrandos:
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" ps, AU )by(Pz)A(vj TIe(py) = pin“YA‘B"’b(pz)A‘yi"i‘l’C(pa), (4.21)

paun*’ AU (p,) AU T (o) = p;‘nBYA‘;’b(pz)A“ TI0e(ps). (4.22)
Y Y

Entonces (4.20) se puede reescribir como:

zlfabc f (i)b G—i—1)
>  dpad ps& (pr+p2 + pa)payn A (p2)AY T (pa)
1
ifabcf (j)b G'-i-1)
_ - s v ADY i'=i—1)c
o d"p2d psb™(p1 + p2 + p3)psvn¥ (p2)A (p3) (4.23)
zl-fabc ) ny (G'—i—1)c
= T d p2d p3& (p1 + p2 +p3)p3n AB (pz)A (p3)
fabc w By ()b (i'—j—1)c
- p  dpdpsb(pr+patpslpsn Ag (p2)A, (ps).
Por simplicidad en la notacién, definimos:
-2 2jfbe [
y= o d"p2d P36 (p1 + P2 + pa)payn AP (p2)40 T p3) (4 54
j=0
ifabc f . L
- d"p2d"p36~(p1 + p2 + p3)pavn AVPY (Pz)Ay “I71¢(ps).
1
Sustituyendo (4.23) en (4.24):
51 i cabe [
2if° (j)b G —i—1e
y= 57— dp2dp3b(p1 + pa + p3)plntY AYPP(p2) AT (p3)  (4.25)
j=0 "1
fabc -[

- TP PSP pr +pa)osh Y AT (p2) AU 1 1qps).

Ahora expresamos el factor de 2 de la primera integral en (4.25) en una suma
de 2 integrales, intercambiando 8 — y:
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y =01 0,381 + 2 + padpPnsr AN (p2) AG T (i)

p
0 2 PP Y (4.26)
J
ifabe _ . B (j)b (i'—i—1)c
+ 7 Ao psS (e p+ pilpsh A (p2)Ag (p3)
I'fabc f

2 d"pad P36 (p1 + p2 + p3)psh BYAg ® (p2)AY T py).
1

En la integral de en medio en (4.26) intercambiamos p> = p3, b—>cy
utilizamos la antisimetria del factor de color facb = -fabc;

5T cabe J ]
= dpad psb (i +pa+ps) PPN = pnBY  AG(p2)AY __q)dps3)

p
2 3 3 B v

y
j=0

5T ave d ; i—i—
I dpadps6(p1 + p2 + p3)pYnrB AL (p3)AG T (py)

_ P . .
j=0 % !
(4.27)
En el Gltimo término de (4.27) definimos un nuevo indice de suma:
w=j-j-1. (4.28)
Despejando j:
J=jF-w-1 (4.29)

Comoj =0 entonces:
w<j-1. (4.30)
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Entonces (4.27) esta dado por:

]2 Ifabc f b .
y= 3 d p2d p3b (p1+p2 + p3) Pgn“y - quBY Ag) (p2 )Ag,] T1=1¢(p3)
j=0 "1
= i / dp2dps&(p1 + p2 + p3)pYnHBAG YU (p3) AW (py).
B p} 2 Y B
w=0 (4.31)

Como w es un ‘indice de suma mudo, podemos renombrarlo como j y juntar
todos los términos en (4.31):

57 cabe J o
y = P dpad ps6(pr+p2+p3) By _ oy puB (4.32)
p°n" - p'n
) pg 3 2
j=0

— 5" A" (p;)AY T TH(ps).

Utilizando la conservacion del momento:

pi=p-php t (4.33)
3 2

Y — pY — pY
py= 2 "PiFs (4.34)

H—pHt—plt
py= 5 "P"Py (4.35)

Se tiene:
penvi = (p -p ) K Wopp ™ (4.36)
3 -2

y gu (b1 = p2)YnBr + pynbu
-pn = » :, (4.37)
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pth B = (p2 = p3)nt¥ + pynPv:

5 (4.38)

Sustituyendo en :

2! ifabe [ h
y=_ g dpdpsbipitpatps) (ps - pu)fnv+(py - p2)infh (4.39)
j=0 “"1

i
O .
+(pz—p3)”r]BY—pﬁﬂy“+pyg3“+p“{]3y A(JB) (Pz)A(]Y i=1e(p,).

Ahora, expresemos la condicion del gauge de De Donder en el espacio de
Fourier:

=
OrAa = gidHA(i&a =0. (4.40)
j=0
Esto implica:
orAl)a = 0. (4.41)
En el espacio de Fourier:
/ )
nwpvePxAlDa(p)dp = dpprA{a(p)ePx = 0. (4.42)

Multiplicando (4.42) por e~iPX e integrando sobre x obtenemos:

J J
dxdpei®—p prAlda = dps(p - p')prAU)a(p) = 0. (4.43)

Lo que implica:

pAa(p) = 0. (4.44)
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Sustituyendo (4.44) en (4.39) tenemos:

]Z I-fabc J

e e e B yu Yy Bu
S  dpdpS(pr+p2+ps) (p3-p)n +(p1-p2) n (445

y
o 2Pi

+ (p2 - p3)"n® + " AUP(p)) AU T (ps) .

Resulta de interés simplificar el Gltimo término entre paréntesis que aparece
en (4.45), para ello utilizamos conservacion del momento:

E ,:fabc f

dp2dp36(p1 + pa + p3)pinfY AYP(pa) AY I (py)
j =0
=1 e [ N (4.46)
==y Gpadpsdlps+ p2 + pa)pynfAY(p2) Al 71 ps)
j=0 "1
- = / dp2dp36(p1 + pa2 + p3)prnPY AU (p) AG TI71¢(ps).

0 3B Y

En la primera integral del lado derecho en (4.46) intercambiamos p> — pa:

E I:fabc f
2p?

dp2dps8(pa + p2 + p3)pinPY A (p;) AG I (ps)
j=0
= e (4.47)

== i padpadlp pa o+ pa)pyn AR R(pa)AG T (p2)
j=o “F1

_ 51 e | .
IF™ " Gpadpsb(ps + p2 + p3)prnBY AP (p2)AG T 1% (ps) .
j=0 3 B Y
2pt

Posteriormente intercambiamos 8 — y en (4.47):
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51 b ) _ L
ﬂ dp2dp36(p1 + p2 + p3)pur,BYA(1)b(p2)A(] j 1)C(p3)
j=0 1 B Y
2
2 [ , (4.48)
_ = ifabC d p2d p3b (p1+p2+ pgpunﬁvﬁ(i)b(p3),%(j ~j=e(p,)
=— o ﬁ_zpl

_ E,-fabcf

j=0

dp2dps6(p1 + pa + p3)pnBYAGD(p) AG I (p3)
2p? ’

B Y

Por Gltimo intercambiamos b — ¢ y se aplica la antisimetria del factor de
color facb = —fabc:

=t ifabe I _ o
¥ dp2dp36(p1 + p2 + p3)pinBrAYD (p2) A 7T 7H<(ps)
j=0 1
= e | . (4.49)
T d™p2d P36~ (p1 + p2 + px)pHnPYAT(p3) Al TimYb(p,)
j=0 “F1

B0 T dpadpas(ps + pa + ps)prnBrAG(py)AG T (py)
j=0 3 B Y
2p?

Como se vio (4.28)-(4.1) podemos intercambiar los “indices en los productos
AP AN = AGIZINC por tanto (4.49):

, ] J‘ ’ -
= jabe dp2dp36(p1 + p2 + p3)pHnBY AL (p2) AG TI71¢(p3)
j=0 ' ’ !
2
20 (4.50)
=>1 I:fabc f

Jp7 Gp2dps (p1+p2 + ps)p*”'nBYA‘“"j‘l’c(ps)A‘%’b(pz)
j=0 "1

| _ L
=20 Gpadpsbips + pa + ps)pinBY AU (py) AU T ()
j=0 3 B Y

2p?

Esto es:
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51 e | -
= if dp2dp3b(p1 + pa + p3)prnBY AU (p) A TT7(ps) = 0. (4.51)
S 1

j=0 B Y

2p?
Sustituyendo (4.51) en (4.45) obtenemos:
! jfabe / ] )
y= o 20 d pad p367(p1 + p2+p3) (p3 = pa)Pn + (p1 — )Pt (4 57)
+(p2 - p3)"n®" A% (p2)AY, T (py).
Sustituyendo en la expresion para el campo de color:

51 ane d
(G Yuag_ — if o - - — p.)B
AVE(p) = pr dpadpsd(pitpatps) (ps - pr)in
j=0 1
+(p1 - p2)' NP + (p2 - p3)*nfY AYR(p2) AT I (ps)
b e s2is=/

+ d " p2d " p3d pad~(p1 + p2 + p3 + pa)

2
P10 =0
N AR (py) AY I (p3) AD® (ps)
(4.53)

Ahora estudiaremos el término en (4.53) con doble sumatoria. Por simplici-
dad en notacién definimos:

fabCfcde Ej'zz f

2 d p2d psd pad (p1 + p2 + p3 (4.54)
P1 j=0 1=0

+ pa)** AV (pg) AY T2 (p3) D ()

Se expresa el integrando en (4.54) como:

A0 () AL I 2M(pa) A (o) (4-53)
=n“€nBSAB’ (Pz)A; ) (Ps)A(el)e(le)-
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De forma simétrica tenemos:

h

|
1 b i'—j—1-2)d i nd
ZAT (P, AT p AR (p ) - 0" nPeATTTTNp AT )
(4.56)
Para el segundo término en (4.56) definimos un nuevo indice de suma:
m=j-j-1-2, (4.57)
entonces:
I=j-j-m-2. (4.58)
Como / =2 0 entonces:
m<j-j-2, (4.59)
por lo tanto:
1 I
2 2 3 4 1 2 3 4
iIS=2 G D i—
=== A(é)b(Pz)n”ef)BSA% =1=2(5 ) A0¢ )
_ (4.60)
j=0 1=0 #
R, o )
- T e gPeatme(p) AV T () AV )
€ ) B
j=0 m=0

Como m es un ‘indice de suma mudo, lo renombramos m y agrupamos los
términos. Entonces s esta dado por:

=is=2]
s =lzfabc]ccde >3- d_pzd_p3d_p45_(p1 +p2+p3+ p4)
o 1o (4.61)

A (p2) n*n® - nronPe 0T pa)ale(py)

Sustituyendo (4.61) en (4.53) obtenemos la expresion deseada para el campo
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de color:

. [ 1] . J"
Gmag_, y = = 05" — py)B
A (-p1) = 2p> d p2d p3b (p1+p2 +p3) (p3 = p1)Pnre
1 j=0 _
1
+ (p1 - p2)"n® + (2 - p3)"n®" A (p) AU T (ps)
1 2358
+ ;f abcfede d"p2d"p3d pab (p1 + p2 + p3 + pa)
j=0 1=0
#
nhenP® - propPe A8 T2 by AW (p)ABY (b))
(4.62)

La expresidon en (4.62) es la expresién para la correccidén a orden j al campo
de color en el espacio de Fourier, la cual cumple de manera expl’icita la
dualidad BCJ. Se puede observar que dicha expresidén contiene interacciones
de vértices de 3 y 4 puntos. No es necesario introducir vértices con mas puntos
de interaccion.

4.1.1. Conjetura extendida de la doble copia

A pesar que (4.62) cumple la dualidad BCJ, tiene un problema fundamental
para la aplicacion de la doble copia: la existencia de diagramas con vértices
de 4 puntos. De acuerdo al trabajo de Bern et al en [20] para aplicar la doble
copia se debe expresar la amplitud de dispersion asociada en la teoria no
abeliana de Gauge Unicamente en términos de diagramas con vértices de 3
puntos.

Por otro lado Borsten muestra en [43] que para la teor’ia de Yang-Mills siem-
pre se pueden expresar los diagramas con vértices de 4 puntos en términos de
conjuntos de diagramas que incluyen Gnicamente vértices de 3 puntos. Esto
se logra debido a la libertad que tiene la teor’ia para definir los numerado-
res cinematicos ni asociados a las amplitudes. El expresar los diagramas con
vértices de 4 puntos en términos de conjuntos de diagramas con vértices de 3
puntos de forma efectiva produce que los numeradores cinematicos asociados
a los diagramas clbicos cambien y se les sume una contribucién proveniente
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de vértices con 4 puntos 6i:
ni—n’,=ni+6i, (4.63)

donde 4i es un producto de propagadores de diagramas clbicos, momentos
y helicidades de los gluones asociados a dichos diagramas. En este sentido se
dice que dichos diagramas no tienen un significado f'isico adicional dado que
se expresan sus interacciones en términos de interacciones con vértices de 3
puntos.

Debido a que para Yang-Mills siempre se puede hacer esta reexpresion de
diagramas, se conjetura que: “La doble copia es valida en amplitudes que
satisfagan la dualidad BCJ con presencia de diagramas con vértices de 3
y 4 puntos.”Llamamos a esta enunciado “Conjetura extendida de la doble
copia”.

Como su nombre lo indica la conjetura extendida de la doble copia es una
conjetura propuesta en base a la redefiniciéon de diagramas cuarticos a clbi-
cos, no se tiene una prueba con certeza si es verdadera o falsa, pero resulta
plausible. En el desarrollo posterior de este trabajo se asume dicha conjetura
para aplicar la doble copia a (4.62).

Existen 2 caminos posbiles generados a partir del valor de verdad de la con-
jetura extendida de la doble copia:

= De ser verdadera, la expresion que se obtenga para la doble copia de
la amplitud de Yang-Mills corresponderia a ser la doble copia de Bern,
Carrasco y Johanson (BCJ) en gravedad dilatonica.

= De ser falsa, la expresién que se obtenga para la doble copia de la am-
plitud de Yang-Mills no necesariamente corresponderia a ser la doble
copia BCJ ni a representar un proceso dispersivo en gravedad dilatoni-
ca, pudiendo representar algQn otro proceso dispersivo en alguna teoria
de gravedad.

De esta manera, el asumir la doble copia extendida nos presenta un candidato
posible, en caso de ser cierta, para mapear a cualquier orden de perturba-
cion correcciones al graviton gordo partiendo de Yang-Mills hacia gravedad
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dilatbnica. Asumimos la veracidad de la conjetura de la doble copia exten-
dida y exploramos si se soporta la conjetura en la aplicacion del desarrollo
obtenido de la misma.

De acuerdo a la conjetura de la doble copia extendida, aplicamos el forma-
lismo la doble copia para obtener la correccién a orden j al gravitéon gordo
HGaw'
L , =)
HUIrw (=p1) = WZ) d p2d p36~(p1 + p2 + p3)
1 j=0
(b3 p1)fn +(p1 P2t +(p2  p3)inPr
(ps = p1)f Y + (p1 = p2)¥ nP¥ + (p2 — p3) nBY
H) (p Yy =imD)
s PIH 7 7 (py)
152
T d"pad p3d pab™(p1 + p2 + p3 + pa)
j=0 1=0
h i
nHEnBS - ’7“6’)86 nH'E'r’B’(S’ - r’u’s’nﬁ’e’
#
Hey 7772 ps)H 20 Higy

(4.64)

Como se puede visualizar en (4.64), la correccidn de orden j  al gravitén
gordo presenta contribuciones. La primera contribucién surge de obtener la
doble de los diagramas clbicos de Yang-Mills:
, =
2
4(p7) =0
Hps  pUfm+(p1 p2)nPr+ (2 pa)nPr

H(j,)””,(—pﬂcubic - d p2d p3b6 (p1 + p2 + p3)

(p3s = p1)f Y™ + (p1= p2)Y NB* + (p7 — pa) nBY
#
HD (o yHO D )
s P2) o (p.)
(4.65)

mientras la segunda contribucion proviene de obtener la doble copia de los
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diagramas cuarticos:

o =1-=1
HOWME(—p1) quartic = + Z d p2d p3d pad (p1 + p2 + p3 + pa)
j=0 1=0
h i

nhenBs — pudpBe nu'e'nﬁ'fi' - nu'fi'nﬁ'e' (4.66)
#
HY 20 ) H o M)

De esta manera, a partir de (4.64) se puede calcular de manera recursiva las
correcciones al gravitén gordo a partir de H @,

4.2. Yang-Mills con masa y fuentes

En la seccion (4.1) trabajamos la solucién de forma perturbativa a cualquier
orden en el espacio de Fourier a la ecuacion de Yang-Mills sin masa y sin
presencia de fuentes externas. En esta seccion generalizaremos los resultados
introduciendo un término de masa y de fuente a la ecuacion.

En el gauge de De Donder, la ecuacion de Yang-Mills con masa se obtiene a
partir de agregar un término de masa a (4.4):

dZAa:) + gfabcAbuduAcv+ gfabcAb”duAcv— gfabcAbudVAc . (4'67)

+ ngabCdeeAb“Adﬁ\e - mZAa = 0.

Es decir, el Gnico término nuevo presente es mzA;'j. De esta manera, en el
espacio de Fourier, la solucion presentada en (4.62) se modifica simplemente
reemplazando g*> = p? + m? en el denominador:
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ifabc ]Zl.f

A(j uag_ =
(-p1) > (p12 + m?)

d pod p3b6(pL+ p2 +p3) (p3 — p1)Pnr¥
j=0
+(p1 - p2) ™+ (p2 = p3)'n® AV (p2) AT STV (ps)
! =izl
+ ;f abegede D20 p3d pad ™ (p1 + P2 + P3 + pa)
j=0 1=0

#
0" - n'onPe AT T () A0 (p) AP (py)
(4.68)

Nuevamente, (4.68) cumple expl’icitamente |la dualidad BCJ, por lo que po-
demos encontrar la expresion para el graviton gordo:

1 ZI

U -
TP = 402+ m2)

d p2d p36~(p1 + p2 + ps3)

j=0
h(Pa p1)fnv + (p1 p2)YnBe +(p2  p3)inPr
(p3 = p1)B Y™ + (p1 = p2) B + (p2 — pa)w nBY

Hi (p)H) 7 7(p,)

2 (4.69)
15032
*a d pad p3d pab™(p1 + p2 + p3 + pa)
j=0 1=0
h i
,’uenBS - 0”8'766 nu'e'nB'S' - ,’u'S',’B'e'

#
H 0 p ) H )

El caso mas general es introducir a la ecuacion de Yang-Mills con masa (4.67)
un término de fuente de color Ja:

02Aav + gfabCAbuduAcv'i' gfabCAbuduACV_ gfabcAbudvAc . (4.70)

+ g2fabCfcdeAbuAiA3 + mZAaV — Jav.
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Resulta conveniente para el caso general, expandir el término de fuente J3
en serie de potencias de la constante de acoplamiento:

Ja = = iJ(i)a
N gl . (4.71)
i=0

Entonces la ecuacion de YM es reescrita como:

.
92A02 + m2AlNa 4 o fabe SAU g, AU I 1)
-1 )=0 (4.72)

> L
_fabc A(J)budvAﬂ —j—1)c
j=0, ,
j—2j—j—2
_l_jmbc]ccde A(])b“AL’ —j —l—2)dA(/l)e — J\sj )a .
j=0 1=0

En el espacio de Fourier, la ecuacién (4.72) modifica a (4.68) en agregar un
término con fuente:

,'fabc )Zl.r h

AUMA(p ) = d"pad ps6 (p1+p2+p3) (ps — pa)fywe

2 2
2(pf + m?) j=0
+(p1 = p2)'nPr + (p2 — p3)inby — pPrek
. L

+pinP* AP (p2) AY T (ps)

1 =izl

* ;fabcf e o padpsd pab(p1+pa+ps +pa) 1°N%°

j=0 1=0

#
. Be 4 (i'—i—-1-2)d (e ()b - i Jua .
n " FAg (p3)Ac"(pa)Ag"" (p2) J‘(p]‘l%'ﬁ‘,‘npﬁ

(4.73)

La ecuacidn (4.73) representa la solucién general a orden j' de perturbacién a
la ecuacion de Yang-Mills con masa y en presencia de fuente en el espacio de
Fourier. Ademas dicha expresion cumple explicitamente la dualidad BCJ por
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lo que nuevamente podemos utilizarla para encontrar la correcién a orden j'
al gravitén gordo en presencia de masa y fuentes siguiendo [8] a través de las
relacion:

Jua > T, (4.74)
Entonces:
o 1 =
HI (—p1) = 27+ m?) d pad p36~(p1 + p2 + ps)
1 j=0

(b3 p1)fnve+(p1  p2)nP + (p2  p3)Hnbr

(p3 - p1)B MY + (p1 = p2)¥ nBY + (p2 — pa) nBY
H(j) H(]-'_]'_l)

s PIH 7 7 (py)

iz
+ 4 d " p2d " p3d pad~(p1 + p2 + p3 + pa)
j=0 1=0 5 .
|

nuenBS - nuf)nﬁe nu'e'nB'S' - nu'5'nﬁ'€'

(4.75)

#

L _ T (e (—p,)
i —j—1—2) ) () S Y Y
55 (p3)Hee (Pa)Hpg~ p2 +m?

A partir de (4.75) se pueden calcular las correcciones a cualquier orden al
graviton gordo:

' T(O)““’(—Pl)
(O) e (_ - — 27
HOW (—py) P (4.76)
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HIM (=pa) = |
1
= ) 5 dpzdp35(pl+p 2 +p3) (ps—p o™
4(pf + m?) h
+(p1 = p2)YNBH + (P2 — p3)nBY  (p3 — p1)B Y "
i
Y BwW w BY (0) (0)
+(p1i-pa n +(p2-p3n H g (p2)H.yy (p3)
T(l)””/(—Pl)
o
(4.77)
, 1 J‘
H@u(-p ) =————— dpdpSlo+p #p s (p 3p ) ™
4(pf + m?)
h ’ o
+ (p1 = p2)YnBt + (p2 — Pa)“n% (p3 — p1)B nv*

Y BW WoBY (©) (1)
+(p1-pd n +(p2-p3In [ Hgp (p2)Hy (p3)
i

+HY (p )HO) + dndpdp&(p+
(0) (0) T(Z)W'(—pl)
+ p3 + pa)Hss (p3)H O pa)Hgg (p2) -
pg + mZ
(4.78)

El calculo de las correcciones a orden mayor a 2 puede ser revisado en el
apéndice A.

4.3. Regresando al espacio de posiciones

A través del principio de la doble copia, se obtuvo una expresién general para
la correccién a orden j arbitrario al graviton gordo en gravedad dilatbnica
dado por (4.75) en el espacio de Fourier. Resulta muy conveniente encontrar
la forma de las ecuaciones para las correcciones al gravitdn gordo en el espacio
de posiciones. Para ello aplicamos la transformada inversa de Fourier a (4.75):
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L / 1 =)
H(] Jeit (X) = d‘pleiplx m d'pzd'p35_(p1 +po + p3)
1 j=0
(b3 p1)fnv+(p1  p2)nPr+(p2  ps)Hnbr
(p3 = )8 Y™ + (b1 = p2)¥ nBY + (p2 = pa)w Y
H(j) H(]-'_]'_l)
s PIH L (py)
B>
L1

. " pad psd pab™(p1 + pa + p3 + pa) (4.79)
j=0 1=0

npenBS nHSr’BE _

h i

nuenﬁs_nuﬁnﬁe

#
Het 7772 o) R (p ) H
/

_ e TR (—p,)

pi+m?
Se calcula el laplaciano de (4.79):

, I 1 =!
O2H (x) = = dp1pie™* Z(pZ + m?) d pad p35 (pr+p2
1 j=0
+nP3) (p3s = p1)Bnv* + (p1 — p2)YnBH
+ (p2 = p3)*nBY  (p3 - pl)Byf[V’”’ + (p1 = p2)¥ nB¥

I 1 ',_'_
+p-p )M HY (p)HO T Hp )
BB 2 ' 3

YY
(=i
+Z d pod p3d pad~(p1 + p2 + p3 + pa) n"enPo
j=0 1=0 -
" ! G’ 1-2) ()] ()
_pSpBe  p'e’ BT _ s’ Ble’ j-i-l- i
/AL A A R/ AR & A (0 YH" (p YH 5
J L
. XT(])HH(_pl)
+ dppe™ —s
pi+m

(4.80)
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Entonces:
[ =
dp1eP** d"p2d " p367(p1 + p2 + p3)
j=0
(p3 p1)Bn+(p1 p2)ynBr + (p2  p3)inPr-
(ps - pl)B'nY'”' +(p1 = p2)Y nBY + (p2 = pa)u nBY
H‘” (p,)HY T79(p)

1 z“z—zf
* d o psd pa (4.81)
j=0 1=0
6 (p1+ p2 +p3 +pa) nrenPd  nudnbe
h i

dzH(j')uu'(X) _ mzH(j')uu'(X) = —

TG

’7“'6"7[3'6’ - '7“'8"78'6'
#
Héf‘SJ-_] —1—2)(p3)H(1)(p4)H(])

+ dpleiple(i ')HH'(_pl)’

I is1J
dpieiPt* d pod 36 (p1 + p2
j=0

dzH(j')uu'(X) _ mzH(j')uu'(X) = -

TG TEN

+ ps), (p3 - pl)BnY“ + (p1 = p2)YnhBr
By B v

Y nBY
(p -p Jim o Py
BY (j) (G—i—1)

+(p2-p) n Hep (p2)Hyy  (p3)
157320
+ 4 d pod p3d pad~(p1 + p2 + p3
j=0 1=0 h
+pa) P - nrpPe et
#

e T D o Hi

+ T (x).
(4.82)
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Se realiza la integral en p1 en (4.82):

O02HG Jup (X) — mZH(j)llH (X) — A = dpzdp3e—1pzxe—1p3x
j=0

h(2p3 +p2)fnve (2p2 + p3)Ynbr + (p2  p3)HnP-
(2ps + PZ)B"]Y’“’ - (2p2 + Pa)""’IB'“"" (p2 - P3)”"78y

H (p )HD 77 (p,)

=1-=1 o
+ = dpzdpadp4e—lpzxe—lpsxe—lp4x
j=0 1=0

nn®®  nronPe-

h i

VLY LI
#

(i'-i-1-2) (1) () ()nw’
Hy. (p3)He€,(p4)HBB, +T (x).
(4.83)

Las integrales en la doble suma en (4.83) son las transformadas inversas de
Fourier de H:
- L , =) o
O2H(jHu (x) - m2HG I (x) = - Z dp,dpse P2 TiPsx
j=0

h(2p3 +p2)Bnv  (2p2 + pa)YnBr + (P2 p3)HnBYL
(2p3 + p2)B nY™ = (2pa + p3)Y B + (p3 — p3) nBY

#
Hgﬁ)' (pz)H‘(,];/_j_l)(ps)
_1 E Z h v ror ror ’ ri
- 16 j=0 1=0 nuenﬁs - nusnse nue r]B 8 _ nl»lﬁ nB €

HgS,_j_1_2)(x)H(ele)(x)H(BB(x)
+ TG (x)

(4.84)
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Se expresan los gravitones gordos en las integrales de (4.84) en término de
su integral de Fourier:

. . 1 =/ . .
O2H(nm (x) - m2HG I (x) = - Z dpzdpgdydze‘pz(y_x)e‘p3(z_X)
j=0

h(2p3 +p2)BnYe  (2p2 + pp3)YnBr + (P2 p3)HnBY- i

(2p3 + P2)B Y™ = (2p2 + p3)¥ NBY + (ps — p3) nBY
#

HRWHY 770 (2)

==
1 h i
- 16 o 1 nuenBS - nuanﬁe nu'e'nﬁl(s' - nu"s'nﬁ'el
j= =0
HE T T H 00
+ TR (x)

(4.85)

Se establecen condiciones frontera desvanecientes para H en los infinitos, de
modo que:
. o =4
O2H( JHp (x) - mZH(j)uH (x) = - Z dpzdp3dydzeipz(y—x)eips(z—X)
j=0
h(Zdz + 0y)PnYr  (20y + 0z)vynPr + (dy  Oz)*nPr.

(202 + Oy)B Y™ = (20y + O2)Y nB™ + (Jy - F2)w nBY

#
HQWH], 7™ (2)
=2 j~2
T o
16 o MHnPO-npronbe PO puopbe
j=0

Hy T POHL0OH 00
+ TG ()

(4.86)
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Realizando las integrales de momentos se obtiene:

. . , =)
OZHGIMH (x) — m2HGIHH (x) = — Z dydz6 (x-y)6 (z - x)
j=0

h(ZdZ +0y)Bnvk  (20y + O2)YnBr + (dy  Oz)HnPY.
(202 + 0y)B V¥ = (20y + 02)Y NBY + (Jy — Oz)w nBY

#

HRWHY 770 (2)

b
L1 ho

16 =0 nuenﬁ’s _nuﬁnﬁe nll€ nB'S _nuts nBE

j=0
HYs ™ 7200 HU ) HY )
+ T(j')uu'(x) )

(4.87)

Simplificando con las funciones delta obtenemos la ecuacion diferencial para
el graviton gordo en el espacio de posiciones:

. o , =)
O2HGIMH (x) — m2HUMH (x) = - A dys(x-y)
j=0
h(zax +0y)BnYe  (20y + Ox)YNBr + (Oy  Ox)HnBY_
(20x + dy)B’r'Y’“’ - (20y + dX)Y’r)B’”’ + (dy - dx)”'rlﬁry'
#
HIMUy)HS 77 (x)
j—2i~2
1= h
16 o nuenBS _ nuS,’BE nu€ nB 8 _ nMS nB €
j=0
Hg;j_1_2)(x)H(€le)(x)H(23(x)

+ TG (x)

-+

(4.88)
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A pesar de que (4.88) representa una gran simplificacion a las ecuaciones que
inicialmente se obutvieron en el espacio de Fourier, sigue presentando grados
de libertad que se pueden eliminar a través de la condicion del Gauge de
De Donder. Para la j-ésima correccion perturbativa al campo de color la
condicion de De Donder:

d“AL =0, (4.89)
Se traslada al graviton gordo:

d“Hup_’ =0. (490)

De esta manera, aplicando (4.90) en (4.88) la ecuacion para laj-ésima co-
rreccion quitando los grados de libertad asociados al gauge, esta dada por:

OZHGMM (x) — m2HGM (x) = - 1 = dys(x-y) 20Bnm — 29vnBu
4 x y
j=0 h ’ ’ ’ ’ ’ ’
+ (dy - dX)HnBY ZOBXI']Y B 20Y I}'IB H #
+*(0-0)n H WH (x)
woBY  G) ('—i—1)
y X BB Yy
j—2j~2
1. = h
+ e
16 1=0 nuenﬁs - nusnﬁe nIJE nB 8
j=0
- .
— " 0P TP 00 P00 HE (x)
+ T(j')uu'(x) )

(4.91)

Desarrollando esta féormula general para los primeros 6rdenes de perturba-
cion, tenemos:

dzH(O)w'(X) - mZH(O)W’(x) = T(O)uu'(x), (4.92)
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f
O (x) — m2HW () = — Y6 =)

(2087 — 20YnBe + (9y — Ox)inPY
208 v ¥ - 20v P ¥+ (dy - 0P

H©) (y)H©)(x)
BB’ 24

+ TR (x),
(4.93)

)
' ' 1
O?HEM (x) - m?HEM (x) == = dy6(x )

hzagr,w - Zdvynﬁu + (dy — Ox)HnbY
208 ny™ - 20v B 4+ (9y - Ox)u B
h ™ Y i
(0) (1) (1) (0)
Heg WIH 2 (x) + HZ (y)H T (X) _
1 h S
_ﬁl_e nuenBS_nuﬁnﬁe quenBG _nuﬁnﬁe
(0) (0) (0)
Igs’ (X)HEGV (X)HBB'(X)

+ T (),

(4.94)

)
' ' 1
O*HEM (x) = m?HEM () = == d"y67(x~y)

20Pnyr — 20vnPr + (dy — Ox)*nkY .
h x y i
208 gy H - 20Yyr;l3 o (dy - 0x)* nBY
h * i

(0) (2) (1) (1) (2) (0)
|
+ = pe B8 _ 18 ,,B€ nwe B8 _ nd B
h 16 n—n n—n n-n n--n
I-g;)(x)H‘E?(x)H‘%)B,(x) +i Hég?(x)H(jg,(x)H(ogB(x)

(0) (0) (1)
+ HRO)HQ () H) (x)

+ TR (x) .
(4.95)
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4.4. Resolviendo caso arbitrario

El resultado obtenido en (4.91) muestra que la j-ésima correccion al graviton
gordo en el espacio de posiciones sigue una ecuacién de Klein-Gordon no
homogénea, en donde la fuente de dicha no homogeneidad es una mezcla de

los gravitones gordos de 6rdenes menores a j y las fuentes verdaderas, esto
es:

OZHIK (x) — m2Hu (x) = filun(x), (4.96)

donde:

FOR () = FPrr () + TR (x), (4.97)

féi)w es una fuente efectiva producida por las correcciones al gravitdén gordo
de menor orden:

A , =)
fg)”“(X) = dys(x-y)
j=0
20BnYr — 209vnBr + (Oy — Ox)HnBY
A X7 - }n’ ,,(y )in g
208 nv " -20vnB Y + (dy - 9x)* nBY
HOL)HY 7 9(x)

22
1= h i
16 1 nuenﬁﬁ_nuﬁnﬁe nu'E'nB'é'_nu'é'nB'e'
=0
j=0
Hgs,—i—1—2>(x)H§e’(x)H‘g¢(,x) )

(4.98)

-+

A pesar de que en general, (4.97) tiene una forma no trivial y complicada de
computar, la ecuacion general a resolver en (4.96) es la ya conocida ecuacién
de Klein-Gordon en presencia de una fuente efectiva. Para ello se requiere
encontrar la funcién de Green G(x, x') asociada a dicha ecuacién. Para ello
nos enfocaremos en resolver la ecuacion escalar de Klein-Gordon:

0’ 2 2

-5 O+ V 0-m O =-4ng(s, 1) (4.99)
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Expresamos D(x, t) y g(x, t) en términos de su expansion de Fourier en el

tiempo:
1 | *©
D(x t) = ? V (x, w)eivtdw, (4.100)
T _—o
1 | *®
glx, t) = ? g(x, w)ewtdw . (4.101)
T _—o

De esta manera, la ecuacion de Klein-Gordon:

[ w [

ewt w2 +V2-m? V(x wdw = -4n eiwtg(x, w)dw . (4.102)
—00 —00

Dicha ecuacion implicando que los integrandos sean equivalentes:
VIO(x, w) + (w?-m 3O(x, w) = —4ng(x, w). (4.103)

(4.103) es una ecuacion tipo Helmholtz, la cual nos permite trabajar Gni-
camente con operadores diferenciales espaciales. Definimos k* = w? — m?,

entonces:
V2D(x, w) + k D(x, w) = —4rtg(x, w). (4.104)

Existen 2 funciones de Green asociadas a (4.104), la llamada funcién de Green
retardada que preserva causalidad y la funcién de Green avanzada:

eikl%—x'|

GE@, X w) = (4.105)

i - X
Definimos R = |k -k'|,t =t -t entonces las funciones de Green completas
estan dadas por:

f o =+ijkR

GX*R t)= L = € -iwgw. (4.106)
2t _» R

En nuestro caso, nos interesa la funcion retardada G* dado que preserva

G' (R, t)=1 I elkR —iwt gy (4.107)
2 _» R

causalidad:
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Recordando la definicion de k, se expande en teorema del binomio:

V— - r3/2
k= w2em?=w+ = (3/2) m?mwl—2m (4.108)
oy M +1)1(3/2 - m)
De esta manera:
ZOO m —2m
MR = eWRel s Tmiiaz ™ (4.109)

Se expande el exponencial con la suma en el exponente:

>
iwR i (3/2) my,1—2m
e' eoo m gl r(m+]|.—)i(;/27m)m2 wi™ T 1 (4‘110)
=, r(3/2) s’ s
i > q 2 1 ksp =2 ooq ks
+ g = QY ks + 1(3/2 - ko) m* Rw :

q=1
Ki,...Kq
Sustituyendo en (4.107) calculamos la funcién de Green retardada:

. _6(t =R
G'(RT)="", (4.111)
> .
+_1 E = Qq r(3/2)q mzz :zlksf @ Wq—quszl kse —iw(T—R)d
2R T st Tks + 1)T(3/2 ~ ks) o

La integral en puede ser facilmente computada mediante calculo de residuos:
2, =
> 972 Gk -

|
. 1
Wq—2 pay kse —iw(t —R) dw =1t qu
- G-1-2 =" ko)l

(4.112)

De esta manera la funcion de Green completa esta dada por:

5(t - R
G+(R, T) = R
>
12 = ,-q—zzqzlksr(s/z)q(R —7)a~1-2 7 . ks
* 2; (q -1-2 2\1 Q
q=1 ka,.... kg s=1 kS)| G=1 r(ks s
+1)I(3/2 4Kk 13)

Ahora definimos el tiempo retardado t” como:

tree =t—-R. (4.114)
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De esta manera la solucidon a la ecuacion de Klein-Gordon:

(K, t)
J‘ U 4
— g(B(/ t )ret d3X’
f-ﬂ/l ooB< © Za >q
lz Z iq—2 Q ) ] ’ K
2 q=1 ki...kq (q _ 1?21(;(?72%%0&’??]('?—((7(& ‘(t -t ))q—1—25
+1)[(3/2-k )x-X
(4.115)
Por tanto, la correccién a orden j al graviton gordo esta dada por:
1 [ G’ 3¢ ¢
G - f ( ’ )reta;v, ’
H  (ot)=- - o (4.116)
I e/ om o, ) (X (- O
- —1-2 ¢
g=1 ki...kq (q s=1 kS)! Qq;=1 r(kS s

+1)(3/2 -k )|k - k|

El caso I'imite en que m =0:

.[ j ’ ’ ’
() 1 f(])llll (B¢, t)ret 3 -
H (J}(, t) = _47'[ |]}(_I}('

(4.117)

La cual corresponde a ser la solucién a la ecuacién de onda. Por otra, parte,
si ademas H(x) no depende del tiempo:

T
(G)up A SO 5

—d
H o Et)=-, x| (4.118)

La cual corresponde a ser una solucién a la ecuacién de Poisson. Por Gltimo
comentamos que siempre se puede afiadir un término constante a cada una
de estas soluciones que nos permita normalizar el comportamiento alrededor
de algln punto de interés.

A pesar de que estas formulas de solucion resultan generales, en muchas
ocasiones, cuando hay presente alguna simetria en el sistema resulta mas
practico resolver las ecuaciones diferenciales directamente.



Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo se aplica la teoria obtenida en el capitulo 4 en métricas de
gravitacion especificos.

5.1. Aplicacion del método

Habiendo trabajado la teor’ia para obtener las correcciones perturbativas a
orden arbitrario para el graviton gordo H(i)W'(x) asumiendo la conjetura
de la doble copia extendida, podemos proceder a aplicarla a escenarios es-
pecificos en teoria de color o teoria de gravedad. EI método se resume en los
siguientes pasos:

1. Construir H©u', Esto a partir de expandir una métrica en gravedad
en la forma gw = Nuv +kh{Q + O(k?) y seleccionar HOm' = hOu’' § 3
partir de un campo de color Ax = A + O(g?), mediante la aplicacién
del principio de la doble copia HOu = AQ@RAO},

2. Resolver las ecuaciones dadas por (4.91) en el espacio de posiciones
para obtener la j-esima correccion a H.

3. (Opcional) Calculo de amplitudes de dispersion en teoria de grave-
dad/color.

En el caso presentado en esta seccion, se trabajaran directamente con solu-
ciones de agujeros negros en relatividad general, particularmente:

71
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Solucion de Schwarzschild

Solucion de Reissner—Nordstrom

Solucion de Kerr con rotacion lenta

Solucion de Kerr-Newman con rotacion lenta

Para las soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom se trabajaran
hasta correcciones de segundo orden de perturbacidon mientras que para las
soluciones de Kerr y Kerr-Newman con rotacion lenta se trabajaran Unica-
mente correcciones a primer orden de perturbacion.

5.2. Solucion de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas de Boyer-Lindsquist
esta dada por:

ds? = —(1- )dt? + (1 - °)"ldr + r2d?, (5.1)
r r

donde rs es el radio de Schwarzschild:

k? M
rs=2GM = ——. (5.2)
2 4n
A partir de (5.1) se observa que:
o= kM (5.3)
0 24nr
po kM (5.4)
1 24nr

5.2.1. Singularidad desnuda

Se puede tomar Unicamente a la singularidad desnuda de Schwarzschild en
lugar de a la métrica completa, esto es:

MWM=€§1, (5.5)

00 2 4nr
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HO =0, pu'/=(0,0). (5.6)

De esta manera se calcula la primera correccion al gravitén gordo a partir de
(4.93):

I h
dz,_,(l)uu’(x)=_l4 dys(x-y) 20Bnyw-20vnBr+(0 -9 Junpy 208 nv

[
— 207 nB* + (@ -9 nBY HO (HOx).

(5.7)

Es decir, la fuente se debe Gnicamente a los gravitones de 6rdenes mas bajos.
Se realiza la computacion de la fuente a través de cédigo desarrollado en
Maple (ver Apéndice B), con lo cual se obtiene:

k*M 2

VZH(I)ll - _ .
() == 1282

(5.8)
Debido a la simetria esférica, el laplaciano se simplifica a una sola variable:

1d ,dHon IVE

)= " o8
Resolviendo la ecuacién diferencial obtenemos la correccién a primer orden

r? dr(r dr (5.9)

al gravitén gordo:

k?M 2
HYY () = - —— 5.10
) 25672r? ( )

Reexpresando en términos de 1—<2 se tiene:
2
M?
(1)11 - _ = _

H (r) ) A (5.11)

Una vez conocida la correccién a primer orden al graviton gordo, se calcula
la correccion a segundo orden a partir de (4.94)
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, 1 J
02 H@u (x) = - = 4 dys(x-y)

%dﬁnw - zdwgnﬁu + (9y — Ox)"nBY
208 Y™ - 2a;'n8'“' + (0y - Ox) B’

h | (
5.12)
(0) (1) (1) (0)
HBB' (y)HW,(x) + HBB' (y)HW,(x) -
1 h
+ = uwe B8 _ 16 ,,Be€ pe B6 _ ,ud ,BE
h 16 nn n—n i'? n n-n

(0) (0) (0)
%8' (X)HEE{ (X)HBB’(X)

En este caso, dado que Gnicamente H(()g)/= 0 el segundo término en (5.12) se
anula:

, 1 J
O2H@u (x) = - = 4 dys (x-y)

20Bnyr — 20vnPr + (dy — Ox)#nky

Moy n i (5.13)
y n By
h — Zdy'f] B t (dy - dx) i
HP (VHPE) + HEL (Y)HS0)
La fuente a segundo orden de perturbacion resulta:

k3Mm 3

vZH(Z)OO - _ '
()= =155

(5.14)

Nuevamente debido a la simetria esférica la ecuacion diferencial es ordinaria
con solucion dada por:

HERR ==

(5.15)

Por Gltimo cabe mencionar que para este problema estudiado la contribucion
de los diagramas cuarticos a segundo orden de perturbacion es 0:

H(Z)uu’(r)quartic =0 (5.16)

Es decir, Gnicamente los diagramas clbicos son los que contributen al gra-
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vitén gordo.

5.2.2. Solucion completa

Ahora se considera la solucion completa de Schwarzschild tomando como
gravitones gordos iniciales:

(000 _ g%' (5.17)
nr

011 _ §4ﬂ (5.18)
nr

Mediante el codigo en Maple computamos las fuentes que aparecen en la
correccion a primer orden al graviton gordo (5.3):

k*M 2
VHY®(r) = —— 1
(N = e (5.19)
k*M 2
1)11
Ambas ecuaciones resultan ser ordinarias con soluciones dadas por:
k ° 2m?
(1)00(,) = =
H (r) 2 @ (5.21)
kK * M2
HWOY(r)=- = . (5.22)
2 2(4nr)?

Teniendo las correcciones a primer orden al graviton gordo, se calcula la
fuente a segundo orden para obtener la ecuacién de la correccion de orden 2:

3 3
V2H®@%(p) = ﬂ (5.23)
25635’ ’
3 3
VZH(Z)ll(r) = - 3k—M (5.24)
512m3r5 '

Debido a la simetria esférica, (5.23) y (5.24) se vuelven ecuaciones ordinarias
con soluciones dadas por:

3
k “11 Mm? (5.25)

H(Z)OO(r) — i ,
2 3 (4mr)?
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kK *1 M3
H11(r) = — ) T (5.26)
Jtr

El calculo puede proseguirse de forma iterativa hasta el orden de correccion
deseado. Por (ltimo cabe mencionar que para este problema estudiado la
contribucién de los diagramas cuarticos a segundo orden de perturbacion es
0:

HPM(r) quartic = O (5.27)

Es decir, Gnicamente los diagramas clbicos son los que contributen al gra-
viton gordo.

5.3. Solucion de Reisnner Nordstrom

La métrica de Reissner-Nordstrom es una generalizacion de la métrica de
Schwarzschild representando el exterior de un agujero negro de Schwarzschild
con carga eléctrica Q. La métrica en coordenadas esféricas esta dada por:

2

r ,.2 s C
ds?=-(1- =+ “Q)de - (1- _ 4 ?)_1er— f d% rkin Vdp i (5.28)
ro p roor
donde:
k2 M
rs=2GM = ——, (5.29)
2 4r

> QZG_ k2 Q2

_ = : (5.30)
r~ =
Q7 Ane, l6m 4neo

De esta manera se identifica la aproximacién a orden cero al graviton:

hoy Mk @ 31
= _— - , 5.
" 24nr 16m 4me 2 (531)

hy Mk @ 32
= _— - , 5.
" 24nr 167 4ne 42 (5.32)

A partir de (5.31) y (5.32) se construye el graviton gordo a orden cero:

kML k @ 0 00
16T 4meor? k M _ — .

H(O)HH _ 2 4mr 0 24mr 1611{1 4116%"2 0 0. . (5_33)
0 0 00

0 0 00
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Mediante (5.33) se computan las fuentes a primer orden para el gravitéon
gordo y se construyen las ecuaciones de movimiento a partir de :

kM - 3k@? kM k@?

2, ,(1)00 _ _ _
V'H (r)=-2 4nr3  32m%€ g 8nr 64mer (5.34)

1 kM 3kQ? kM kQ?
2,y == _ _ 24 -4 .
VHTN 2 anr " 327% & 8nr  64m’e §2
kM k@2 C kM k@ (5.35)
8nr2  32meor’ 8nr  64m%eor? '
kM 3kQ? km kQ?

- - +
ans 2mer* | 8nr? | 32m%e [

Ambas ecuaciones dependen Unicamente de r, por lo que las ecuaciones se
vuelven ordinarias con soluciones dadas por:

2 2 2
2 (4nr)? 2 3eo(4mr)3 2 Aeo(dnr)?

2 2 4
H () =- kM _ kT M Q@ (537
2 2(4nr)? 2 3eo(dmnr)d 24€o(4mr)*

N

Tomando el limite Q — 0 se obtiene las correcciones de la métrica de Sch-

warzschild:
2

2M

HWoo() = K , (5.38)
2 (4mrr)?
k> _Mm

HWD1(p) = - . (5.39)

Conocidas las correcciones a primer orden, se computa las fuentes a segundo

orden de perturbacion y se construyen las ecuaciones de movimiento a partir
de (5.12):
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2 (2)00

V H (r)=-2

_ kM
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kM 3kQ? Q*k2 M 2k2
128m2r?
+ M Q?k?
76813er?
k Q>

8nr  64mer? !
(5.40)

— + _
anr®  32mert 24576m%e*rt

5Q%? 3M2k2 M Q*k?

- - +
1024rt%e?r®  16m%r*  16m3er?

kM

Q4k2 Mzkz M szz
T 3212

192m3er3

3k Q2
32m2er?

4mr3

VZH(Z)ll(r) - _

4096 e’r?
pA

Q4k2
+
1024r°m%e?

— 3M%k? ; M Q%K

kM k@
8nr:  32mler’
5Q%k?

1024m%2r®

M2 M QK>
16312 64m3rie
_kQ

_kM

a 2.4 EW-u} 5 Aar? 2
TOTTY zull. er 8TIr OATUEY
5Q%? 3M2k?

6144m4e2rd 64m2rt
Py

M Q2k2
64m3er>

kM _
8mr

k Q2

64m2er?

Z
Q4k2 N M2k2 _ M QZkZ
6144r°rt*e?  64r3m?  256m3rie

3k Q2

4mr3 32m2er?

k Q2
32m%er3

M2k?2
128m2r?

_ kM
8rnr?

Q4k2
2457602t

M Q2k?
768m3er3

kM

2
(5.41)

Las ecuaciones (5.40) y (5.41) son ecuaciones ordinarias en r con soluciones

dadas por:

, 3
H(Z)OO(’.) — k7

, 3
H(Z)ll(r) — /%

11 m3 _ 119 I\/IZQZ+ 143 MQ* 19 @°
3 (4nr)®  36e (Anr)*  120€% (4nr)S ’
(4rtr) o (4rtr) =" (47r) 12063(471@6
(5.42)
1 v, 11 M@ 71 MQ4+ 5 Q°
" 2(@nr)?  24e (4nr)?

480& (4rtr)> 28868 (4n136
(5.43)
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Nuevamente tomando el I'imite Q — 0 se recupera el caso de Schwarzschild.
Por Gltimo cabe mencionar que para este problema estudiado la contribucion
de los diagramas cuarticos a segundo orden de perturbacion es 0:

HPM (1) quartic = O (5.44)

Es decir, Gnicamente los diagramas clbicos son los que contributen al gra-
vitén gordo.

5.4. Solucion de Kerr con rotacion lenta

La métrica de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist estd dada por el
elemento de |'inea:

5 rsr 2 2 2 2 2 2 rsra’ L2 2 2
ds =—(1- ;)dt + Zdl’ +3d9 +(r +a + sin ) sin 9d¢
rsrasin? 0
-2 dtde,
>
(5.45)

donde las coordenadas de Boyer-Lindquist estan dadas por:

x= r’+a?sindcosg, (5.46)
y= r’+a*sindsing, (5.47)
z=rcos?. (5.48)
Ademas:

>=r’+a’cos?9 (5.49)
A=r’-rsr+a?, (5.50)

k* M
rs=2GM = —— - (5.51)

2 4n

La aproximacion de rotacion lenta se toma considerando Gnicamente términos
a lo mas O(a), esto es, cualquier término que contenga a? y superiores se
desprecia. De esta manera:

x=rsinGcos¢, (5.52)
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y =rsindsing, (5.53)
z=rcos?. (5.54)

Las coordenadas de Boyer-Lindquist se convierten en las coordenadas esféri-
cas habituales. A su vez:

>=r?, (5.55)
A=r%-rsr. (5.56)
De esta manera la métrica (5.45) toma la forma:

ds? = —(1 - 5)dt2 +(1- 5)‘1dr2 +r2d®? + r? sin®> 9d¢? - 250 sin? 9dtd¢ .

r r
(5.57)
Se identifica el gravitén a orden cero de perturbacion:
po_kM (5.58)
0 24nr
po kM (5.59)
o 2anr
(0) ©) kMasin? 8
h03 = h30 - (5.60)
4rtr
Se utilizan dichas aproximaciones como orden cero al gravitdn gordo:
yo - kM, (5.61)
0 24nr
o kM| (5.62)
1 2 4mnr
(0) ©) kMasin? 9
H03 = H30 - (5.63)
artr

En este caso, al obtener las fuentes a cualquier orden habra dependencia en
r, 8, motivo por el cual las ecuaciones diferenciales se deben de resolver con
funcion de Green tal y como se realiz6 en (4.118). Calculando las fuentes a
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primer orden mediante codigo Maple obtenemos:

k2M? 0 0 k2M?2asin?*(0)
, . 16123 i
fw(r, 9) = 0 VS 0 : (5.64)

" 1eMagn®(o) % 9 )

812r?
Se observa que los elementos fF(1)90, £(111 son jdénticos a los encontrados en

el caso de Schwarzschild completo (5.19), (5.20) por lo cual las correcciones
a primer orden son idénticas a (5.21), (5.22):

k > 2Mm?2
(1)00(,) = X
H(1)00( ) 2 G (5.65)
2
k M?
HL(p) = = = . 5.66
(r) 2 2(4nr)? (5.66)

Para encontrar H(193 ytilizamos la convolucién con la funcién de Green dada
en (4.118):

J ,
(o2 17 fUB) g, (5.67)
Ho = 4n i - %

En este caso, al existir simetria axial es conveniente expandir la funcién de

Green en polinomios de Legendre y funciones radiales:

o Jrln
H(103(x) = — 127 1 r2fW03(r” 9"\ Pi(cos &) sin §'dd’dr’
2 1=0 rl+1 o 0
f 0o f T f(1)03(r’ @’) no. 7197 4.
+rl L Y p(cos &) sin & dO dr
o A-1

(5.68)

Se requiere expresar la parte angular de FM%(r, 3) en una expansién de
Legendre para aprovechar la ortogonalidad de los polinomios. Para ello re-
cordamos que:

sin*d = (1-cos?29)?=1-2cos®> 3 +cos* . (5.69)
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Ademas:
Po(cos9) =1, (5.70)
1
cos’d = " [P (cos ) + 2P (cos V)], (5.71)
3 0 2
1
cos* 9 = [7P (cos ) + 20P (cos V) + 8P (cos9)], (5.72)
aC 0 2 4
35
Esto es:
sin*d = 8 P (cos ) - EP {cos U) + £ P (cos¥) (5.73)
15 ° 21 35 ' '
Recordando la condicién de ortogonalidad de los polinomios de Legendre:
[ )
Pi(cos 9)Px(cos 9)sinGdd = ol + 151k. (5.74)

0

Se procede a realizar la integral en 9"

Jn | 16 32 16
sin® 9Pi(cos 3)sinOdd = 5 Sl - o1z + Ola. (5.75)

o 105 315

Sustituyendo en (5.68):

k a >
HM%3(x) = - M 2 166p- 32 5,+ 166, _1 Ie lar’
16m? o 15 105 315 i+l (5.76)
e e]
+rl —dr
r r1+1
Se realizan las integrales en r”:
f r rl+1
dr’ = 5.77
0 A= ( )
Para //= 0: [
® 1 1
dr = ) (5.78)
r’l+1 Irl

Para | = 0, se necesita escoger un punto de refercia ro/= oo similar a lo
que sucede en electrostatica con el problema del potencial debido a una linea

infinita de carga:

I o qdf =In("). (5.79)

r r r
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Sustituyendo las integrales en (5.76) se obtiene:

Loy _ KM?a 16 o 32 1+§+ 16 1
(N=-Tgm 1g1++In( )= 70 (-

+ .
1053 315°5 i » (5:80)

HL03(p) = — k o+ _5In( ) . (5.81)

Definimos el parametro p = 18 + 16|n0 de esta manera la correccidon a
225 15 r

primer orden al graviton gordo de Kerr con rotacion lenta estd dado por:

k 2 2m? 0 0 - k2Ma
2 (amr)? 2 T
k-2 M,
LN B
, _ 2(4mr)?
HOR (p) =
(r) 0 _, (5.82)

. k2 M2ap.. . 0 0 .
Observe que si setoma eﬂimlte con g — 0 se recupera la correccidon a
primer orden a la métrica d& Schwarzschild. Se puede continuar el caiculo de

correcciones a érdenes superiores, sin embargo, resulta una tarea no trivial.

5.5. Solucion de Kerr-Newman con rotacion
lenta

La métrica de Kerr-Newman en coordenadas de Boyer-Lindquist esta dada
por el elemento de |'inea:

dr? X > A 2 sin? ¥
ds? = (X +d9%)32 — (dt - asin 2 9dg) s * (r? + a®)d¢ - adt s
(5.83)

dénde las coordenadas de Boyer-Lindquist estdn dadas por:
x= r’+a?sindcosg, (5.84)

y= r:+a%sindsing, (5.85)

z=rcost. (5.86)
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Ademas:

> =r’+a*cos? 9, (5.87)
A=r’-rsr+a’+r, (5.88)

k* M
re=2GM = ——, (5.89)

2 4

Gk @

e _ K a (5.90)

dreo 167 4mey

En el caso de rotacién lenta se desprecian todos los términos O(a?) y mayores:

x=rsindcos ¢, (5.91)
y =rsindsing, (5.92)
z=rcost. (5.93)

Las coordenadas de Boyer-Lindquist se convierten en las coordenadas esféri-
cas habituales. A su vez:
>=r?, (5.94)

A=r2—rsr+r? @ (5.95)

De esta manera la métrica de Kerr-Newman con rotacion lenta toma la forma:

2 s r; 2 ar 2 .92
ds* =—(1- —+ dt? + ———*dJ
( r T4méor? ) 1_rs r? (5.96)
r + 42
rs rs
+r7sin’ 0dg? -2 > - 2 gsin? Odtd .
r2

De (5.96) se obtiene la aproximacion a orden cero al graviton:

o kM kK Q2

hog = ——~ , 5.97
" 24nr 16m4ne g2 (5:97)

o kM kK Q2
hy = 5 - 7 (5.98)
24nr 161 4neJ2

o_,©_ , . 2.kM  k Q?
hos' = h3y = —-2asin 9 > anr 167 e (5.99)
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Se construye la aproximacion a orden cero al gravitén gordo:

o kM kK Q2

Hy = — - 5.100
© " 24nr 16mdne g2’ ( )
o kM k Q@
Hi = -~ - 5 5.101
" 24nr  16m4ne 42 ( )
©_ , ©O_ o . 2,kM  k Q@
Hy3'= H3y = —2asin 2 anr 167 dreor? (5.102)
Se calculan las fuentes a primer orden de perturbacion:
kM 3k Q? kM k Q?
(100 _ _ - = —_ _
f 2 4rird 32mlert 8nr  64mler? ' (5.103)
2

kM 3k Q? kM kQ? KM - k@2

(1)11 e + 32m2er? T gnr + 64T2er? ~8mr? 32mler
= 2 + ) (5.104)

kM _ _kQ T 3kQ? KM k@
8mr 64m2er? 4mr3 32m2er?t + 8mr? 32m2er3
2 2 ’
2 2
(1)03 _ 2 a4 kM kQ kM 3kQ

frsAar sin e T e ans” szmer - 0109)

Para (5.103) y (5.104) se resuelve la ecuacién diferencial (5.3) aprovechando
la simetria esférica:

2 2 4
HMWOO( ) = k 2Mm? 4 MQ +i Q , (5.106)

2 (4rtr)2 3eo (4mr)2 A€ (4mr)?

oy o- kM kP M@ k@
2 2(4nr)? 2 3eo(4nr)? 2 2460(47'[?)54.;[07)
2 2 2

H®0(p) = k = _2m  k amMQ? k Q* (5.108)

—+
2 (4mr)? 2 3eo(4mnr)? 2 A4deo(4rnr)?
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Para HM%3 se necesita calcular (5.68) y resulta conveniente expandir en
Polinomios de Legendre sin* 9 como en (5.73):

P o=
KM a 16 32 16
Wo3y - =7 7 - —bp+ b
H™ () 7 1570 10577 " 315"
1 fo ™ J o 1
” Agr +nr — dr
r+1 0 rl+1
Kviq 2= 16 32 16
3 10~ ot T _Oun
32 15 105 315
[ 1=0 [ (5.109)
_1 r r’l—ldr, + rl (00 _1 dr/
r+1 o ri+2
_seat F e, 2, 1
1024 | 15 “JI 105" 315 "
10 11_0 +r) o g dr
1—2 7
i+l o r dr - r+3

Realizando las integrales:

k >?M? 188 16 ro

HEI == 2 st 1s™)
k >MQ* _188 161, r k > 3Q% 8
+ Bl + m( 7 - e 92 -
2 8m’eg 225r 15r  ro 2 256r*ey;  9r

(5.110)

El calculo se puede continuar de forma iterativa hasta el orden de pertur-
bacion deseada. Por Gltimo si se toma el limite Q — 0 se recuperan las
correcciones a primer orden a la solucién de Kerr.



Capitulo 6

Conclusiones y Perspectivas

En aras de cerrar este trabajo, se presentan los resultados de mayor impor-
tancia obtenidos:

1. El método de solucién perturbativo construido en (4.1) reproduce los
resultados para la singularidad desnuda del agujero negro de Schwarzs-
child obtenido por Luna et al.

2. La contribucion de la doble copia de los diagramas cuarticos es cero para

i i4 2 —
los casos trabajados hasta segundo orden de perturbacion, H?,,.ic = 0.

3. El método de solucion perturbativo construido en la seccién (4.1) cons-
tituye un método general para resolver de manera completa la ecuacién
de Yang-Mills con masa y fuentes de forma perturbativa, dicha solucién
siendo aceptable a todos 6rdenes cuando es convergente.

4. La expresion (4.62) obtenida de forma perturbativa es aplicable a cual-
quier proceso de dispersidon a nivel arbol en presencia de fuentes para
el calculo de amplitudes en la teor’ia de Yang-Mills a cualquier orden
de perturbacion. Dicha expresion resulta ser mucho mas simple que las
expansiones en diagramas de Feynman.

5. El céalculo de las correcciones perturbativas en la conjetura de la doble
copia extendida (4.91) tiene una complejidad en el tiempo de O(n*) lo

87
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cual resulta ser un orden alto de complejidad para érdenes de pertur-
bacion grandes.

La solucion obtenida a través del formalismo para la métrica de Kerr-
Newman reproduce de forma correcta los casos |'imites hacia las correc-
ciones de las métricas de Kerr, Reissner-Nordstrom y Schwarzschild.

El hecho que el formalismo desarrollado en (4.91), asumiendo la va-
lidez de la conjetura de la doble copia extendida reproduzca los re-
sultados trabajados en la literatura da soporte a la viabilidad de Ia
conjetura a pesar de no probarla. Esto va en mutuo acuerdo con el
fenomeno observado en las aplicaciones trabajadas en el cap’itulo 5 en
donde Héuartic = 0, es decir, los diagramas cuarticos parecen no aportar
nada a las correcciones perturbativas y sdblamente los diagramas clbi-
cos tienen aportaciones no nulas. Debido a estos fendmenos observados,
vale la pena continuar en trabajos posteriores la validez de la conjetura

de la doble copia extendida.

Otro de los enfoques que tiene mucho valor explorar mas a fondo es el
de reexpresar las amplitudes de los diagramas de vértices de 4 puntos
en términos de diagramas con vértices de 3 puntos para la expresion
(4.62). Como se menciond en el trabajo, el reexpresar los diagramas
cuarticos de esta manera provoca una contribucién extra a los nume-
radores cinematicos de los diagramas clbicos:

n’; = ni+ &, (6.1)

donde ni es el valor original del numerador cinematico en (4.62), el cual
cumple la dualidad BCJ y éi es el factor adicional asociado a la reexpre-
sion de los diagramas cuarticos. El valor que toma cada 6i depende del
diagrama en cuestion. Se sabe que los numeradores cinematicos tienen
libertad de definicién bajo una transformacién generalizada de Gauge,
es decir, si n’; representa el factor cinematico asociado a un diagrama
clbico en particular, entonces:

n =n+N0i=ni+6+A (6.2)

i
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donde Ai satisface (2.65).

Dado que ni satisface la dualidad BCJ, una solucion seria encontrar
una transformacion generalizada de Gauge Ai tal que:

Ai = =6bi (6.3)

De esta manera, las amplitudes provenientes de diagramas cuarticos no
aportarian nada a la amplitud total, lo cual provocaria que la conjetura
de la doble extendida fuera valida y que ademas Hquartic = 0 a todo
orden de perturbacion. A su vez, también probaria que (4.62) es la
doble copia BCJ de Yang-Mills correspondiente a gravedad dilatbnica.

Por Gltimo existe un punto en particular que no se trabajo y que vale
la pena continuar en un trabajo posterior, esto es, las funciones de
transformacion.

Las funciones de transformacién F representan al conjunto de transfor-
maciones generalizadas de gauge que se necesitan realizar para pasar
del gravitén gordo al graviton de la gravedad dilatonica, esto es:

F:H->h. (6.4)

En el formalismo trabajado, se necesita obtener estas funciones de ma-
nera perturbativa:

, = ki ,
Fun(x)= = FOun(x). (6.5)
j=0 2

Dichas funciones nos permitirian obtener directamente las correcciones
a cualquier orden de perturbacién al gravitébn a partir del graviton
gordo, de esta manera, expandiendo el formalismo de la doble copia a
encontrar soluciones clasicas perturbativas en gravedad dilatonica en el
marco de Gauge de la gravedad dilatonica a partir de soluciones clasicas
perturbativas de una teor’ia de color tipo Yang-Mills. Sin embargo, no
existe una expresion generalizada a ningln orden de perturbacion para
obtener estas funciones. Lo mas cercano que se tiene es encontrar dichas
funciones a partir del conocimiento a priori del gravitdén y el gravitéon
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gordo por lo que desarrollar esta parte del formalismo resulta de alto
valor para mapear soluciones clasicas en teoria no abeliana de Gauge
hacia Gravedad.



Apéndice A

Correcciones ordenes superiores

J
' ' 1
O2HMum (x) — m2HWuw (x) = == gl'yé'(x —y) 208ny - 20vnky
h
+ (dy - Ox)HnBy 2(%Bhny B _ 29y 98 H :
0 -0)m*  HO%H V%)
y X BB Yy

+ T(l)uu'(x)
(A.1)

/
, : 1
OZHP i (x) — m2HPw (x) = == g‘yé'(x —y) 208y - 20vnky
h

+ (dy - Ox)HnBY zdﬁ)'(qv;' - zav'gﬁ'u'
|

uq—qmegwmww
— + Hélé,(y)H\(/?/),(x)
1 h
NET I L by L L Lo L
Jj=0 . 1n I
— e nPe HOMHO(x)HD. (x)
+ T ()
(A.2)
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O2HB (x) —

dzH(“)HH’(x) _

J

: 1
m?HE (x) = == dy8 (x - y) 20fnw - 20vnPr
4

h
+ (dy - Ox)H"nBY ZdﬁnY” ZOYQB“
i h
+ (0, — W nBY O (y)H2)(x
(0, — @ s H (HPK)

(1) (1) (2) (0)
) +2 H WNH () + H (V) HDAx)
j—2§'2
1. h
16 . =0 N"nP®-ntonPe ko
ih
— P nES HO)HOX)HS) (x)
+ H(O)(X)H(l)(x)H(o) (x)
|€€ B

(0) (0) (1) (3)
+ HSS,(X)HEE,(X)H BB(X) + T 3)uu (x)
(A.3)

, 1
m2HWw (x) = == dyé (x —y) 208nv — 2ay,~,Bu
4 X

h
+ (dy dX)HrIBY Zdﬁxﬁy W - 20Y I}'IB W
BY' (0) (3)
+(0y-0) fl Hgp (Y)H vy (X)

+ H ())HEx) + HP) (y)HM(x)
BB’ 124 BB’ vy

+ HB), (y)H"9)(x)
-2 32 e
1. h
16 . 1=0 nuenBS _ nuSnBe nue nB §
~ih

e ’7”8 nBe g(Z)(X)H(,O)(X)H(O), (X)
+ H(l)(x)H(l)(x)H(o) (x)

BB’
+ H(O)(X)H(z)(x)H(o) (x)

BB

BB

|ee BB

(0) (0) (2) (4)
+ HSS,(X)HEE,(X)H BB(X) + T #np (x)
(A.4)
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’ / 1
O2HOM (x) — m2H® M (x) = == g}@Wx—y)zommy_zmn%

h
+ (dy - Ox)HnbY 208y " - 20v pb*

i h
uoBY (0) (4)
+(0y-03) n H g (y)H (%)

+ HO (y)HD(x) + HO (y)HD(x)
BB’ Yy' BB' yyy

i
+ HE (y)HO(x) + HE (y)HO(x)

j—2j~2
. z h

—+ 16 o npenﬁé‘ _nugnﬁe n“'e'nﬁ'ﬁ'
j=0

i h
— nud pBe ﬂ(3)(x);.!€(0)(x),_,éc8, (x)
+ H(2)(X)H(1)(X)H(o) (X)
58’ e’ B’
+ H(l)(X)H(Z)(X)H(Q) (X)
88’ e’ Bp
+ H(O)(X)H(3)(X)H(o) (X)
88’ ce’ BB
+ H)(x)HO (x)HD) (x)
58’ ce’ BB
+ H(l)’(X)H(l)(X)H(l) (x)
88 ee’ BB
+ H(O)(X)H(Z)(X)H(l) (x)
88" e BB
+ H(l)(X)H(O)(X)H(z) (X)
58’ ce’ BB
+ HOO)HD (x)H2) (x)
58’ e’ Bp
i ’
+ H%%)(X)H(SE),(X)H(%)[B(X) + T (x)

(A.5)
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I
/ / 1
O2HEMM (x) — m2HOm (x) = —= A d"y6 (x - y) 206pve — 20vnkk
n
+ (Oy - Ox)HnBY 208 ny™ - 209y pB M
ho
noBY (0) (5)
+(0y-03 n Hgg (Y)H yy (x)

+ HY () HP (x) + HP) (y)HB)(x)
BB’ vy’ BB’ vy’
+ HB (y)H2)(x) + H® (y)H®)(x)
BB’ vy’ BB’ vy’ I
(5) (0)
i-2i3=2
1 h

+ 16 o nuenBS _ nuénﬁe nu'e'nB'S'
i h

j=0
— pu8 e (4) (0) (0)
NN HOHOX)HD, (x)

+

H(3)(X)H(1)(X)H(0) (x)
88’ ee’ BB’

+

H(z)(x)H(z)(x)H(o) (x)
88’ €€’ BB

+

88’ €€’ BB

+

88’ ee’ BB’

+

88’ ee’ BB’

+

88 ' BB’

€€

+

88’ €€’ BB’

+

88’ €€’ BB’

+

88’ ee’ BB’

+

88’ ee’ BB’

+

88’ ee’ BB

+

88’ ee’ BB
+ HOX)HD (x)H®) (x)

88’ ee’ BB

(0) (0) (4) (6)pp’
+ HSS,(X)HEE,(X)H BB(X) + T % (x)

(A.6)



O2H i (x) —

m2H Dk (x) = —
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d"yé (x —y) 20Pnvn — 29vnke
4 Xn y
- Ox)HnB B py ™ —29v pB M
+ (dy - 0x)*nbBy 20 i"ﬁy Zdvg
woBY (0) (6)
+(0y-03 n Hgg (Y)H yy (x)
+ HD (y)HOx) + HE) (y)H (x)

BB Yy BB YY
YY

+ H(5) (y)H(l)(X) + H(6) (y)H(O)(X)
j—2j==2
+ _1 ‘ h o, rar
e R L
— nud pBe Q(S)(x)Hw)(x)H(O) (x)
+ H(4)(X)H(1)(X)H(O) (x)
BB’
BB
H(z)(X)H(3)(X)H(O) (x)
868’ €€’ BB’
+ HUY(x)H® (x)H©O) (x)
58 €€’ B
BB
+ H(4)(X)H(O)(X)H(1) (x)
BB
+ H(3)(X)H(1)(X)H(1) (x)
BB
+ H(z)(x)H(z)(x)H(l) (x)
BB
+ H(l)(x)H(3)(x)H(1) (x)
BB
+ H(o)(X)H(4)(X)H(1) (x)
BB
+ H(3)(X)H(O)(X)H(2) (x)
88 €€’ BB
+ HP(x)HD (x)H?) (x)
86 €€’ BB’
+ HUY(x)HP) (x)H2) (x)
58 e€’ B
+ HOx)HB) (x)H?) (x)
88 e€’ BB
+ H2(x)HO (x)H) (x)
88’ 33 BB
88’ €€’ BB
88 e€’ BB’
+ H(l)(x)H(O)(x)H(‘” (x)
B
+ H(O)(X)H(l)(x)H(‘” (x)
B

IGG

(0) (0) (5) (7)
+ Hss'(X)Hee’(X)H BB(x) + TNy (x)
(A.7)
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dZH(S}uu'(X) - mZH(S)uu'(X) —

i
_h4 d’y& (x —y) 208w - 20vnPt + (0i T a, )unby

B ny ™ _ogy np M _9 WwnBY (0) (7) (1) (6)

20F n 20y nkw + (dy 0 )"n H BB(y)H W(X) + H BB(y)H yy(X)
+ H®) (y)H(S’(X) + H®) (y)H‘4’(X)+
H% (y)H(3’(X) + H®) (y)H‘Z’(X) + H‘G) (YHMD(x) + H‘7’ (Y)HO) (x)

BB’ ]_ZNJKY_ — BB’ Yy YY ] Yy
= . 1ih
+T16 nuenBs - pudpBe  puc P § nw 8 nB € H(G)é(g()H(O)e(eX)H(O)B(é()_'_
j=0 1=0

H(S)(X)H(l)(X)H(;)) (x) + H(4 (x)H(z)(x)H(g) (x) + H(3)(x)H(3)(x)H(g:3(x)

+ H(z)(X)H(4)(X)H(O) (x) + H(l)(x)H(S)(x)H(O) (x) + H(O)(X)H(G)(X)H(o) (x)
H(5 (x)H(O)(x)H(Bl; (x) + H(4 (x)H(l)(x)H(;[)3 (x) + H 3)(x)H 2)(x)H(;;(x)
H(z)(x)H‘-”)(x)H(l) (x) + H(1 (x)H(4)(x)H(1I)3 (x) + H(o)(X)H(S)(X)H(l) (x)

+ H(4)(x)H(°)(x)H(2) (x) + H(3 (x)H(l)(x)H(z) (x) + H(Z)(X)H(z)(x)H(z) (x)

+ H(1 (x)H(3)(x)H(2) (x) + H(o)(X)H(4)(X)H(2) (x) + H 3)(x)H 0)(x)H 3) (x)+

H(Z)(X)H(l)(x)H(gB (B)f) + H(1 (x)H(Z)(X)H(3) ([if) + H(O)(X)H 3)(X)H(3) ([if)

+ H(Z)(x)HE‘Z)(x)H(‘” (x) + H(1 (x)H(l)(x)H(“[)3 (x) + H(O)(x)H(z)(x)H(g;(x)
I—g(;)(x)Hi‘e{)(x)H(;é(x) + H(S(:,)(X)Hi?(x)H(é’[)s'(x) + H;‘;)'(X)H(e‘i),(x)H(g)B'(x) +

T(S)uu'(x)

(A.8)
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dZH(Q)““j(x) _ mZH(g)““'(x) \
= -; dy6 (x—y) 20Pn —20mP+ (0 — g, )unby 208 v
|

929y nBH _ wnpY (0) (8) (1) (7)
Zyd ne" + (9 O )n B’é” (y)yl-yl, (x) + FEB, (y)HW,(X)
+ H?) (y)H®)(x) + HB) (y)HB) (x) + H®) (y)H(x) + HO) (y)HB) ()
BB’ vy’ BB’ vy’ BB’ vy’ BB’ v

(6) (2) (7) (1) (8) (0)
o + HBB,(y)HW,(x) + HBB'(y)HW'(X) + HBB'(y)HW'(X)

j—2j3=2 h

Y6 1co nenfo-puonPe e
|
— PP HOHOG)HD (x) + HOC)HD(x)H) (x)
+ H(5)(x)H(2)(x)H(°) (x) + H(4)(X)H(3)(X)H(O) (x)
H‘3 (x)H“”(x)H(O) (x) + H(2)(x)H(5)(x)H(°) X)

+

H(1 (x)H(G)(X)H(O) (x) + H(o)(X)H(7)(X)H(0 X)

+

H‘6 (x)H‘O)(x)H(l) (x) + H(5)(X)H(1)(X)H(1 x)

€€ €€

H(4 (x)H(z)(x)H(l) (x) + H(3)(X)H(3)(X)H(1 X)

+

+

H‘2 (x)H“‘)(x)H(l) (x) + H(l)(x)H(S)(x)H(1 X)

+

H(o)(X)H(G)(X)H(l) (x) + H(5)(X)H(O)(X)H(2 X)

€€ €€

A
(
(
(
(
(
H‘4 (x)H‘l)(x)H(z) (x) + H(3)(X)H(2)(X)H(2 (x)
(2)(X)H(3)(X)H(2) (x) + /"(1)(X)""’(4)(X)""(2 (X)
(
(
(
(
(
(
o

+

+

+

H‘0 (x)H‘5)(x)H(2) (x) + H(4)(X)H(O)(X)H(3 X)

+

€€ €€

H‘3)(X)H‘1)(X)H(3) (x) + H(Z)(X)H(Z)(X)H(3 X)

+

H‘1 (x)H‘3)(x)H(3) (x) + H(o)(X)H(4)(X)H(3 X)

+

H‘3)(X)H‘°)(X)H(4) (x) + H(Z)(X)H(l)(X)H(4 X)

+

€€ €€

H(1 (x)H(Z)(x)H(“) (x) + H(O)(X)H(?’)(X)H(4 X)

+

H‘2 (x)H‘O)(x)H(S) (x) + H(l)(x)H(l)(x)H(5 X)

+

H(O)(X)H(z)(x)H(S) (x) + H(l)(x)H(O)(x)H(6) X)

€€
1

(0) (1) (6) (0) (0) (7) (9)
+ H55,(X)HEE,(X)H BB(X) + Haa(X)Hee(X)H BB(x) + T O (x)

+

(A.9)
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9210 uu'(x) - mZH(IO)uu'(X)

h
— Ox)Hnby 208 nv ¥

B~ “__av

d"y6 (x - y) 208nvv - 20vgPL + (0 1
— 207 B+ (9 -0 JnBY HO (Y)HOX) + HE) (y)HE(x)
+ HEL(HUx) + HEL(v)HS(x) + HEL (v)HE(x) + HE35B)'(y)H\(/‘\‘/)'(X)
H(%) (y)H(a)(X) + Hm (y)H(Z)(X) + H(S) (y)H(l)(X) + H(g) (y)H(O)(X)
- ] = h .. v
ntenP® - nionPe  phenP?
~ih
— NP HEMHO)HD (x) + HP)HD()HE). (x)
+ HO(x)HP (x)H©O (x) + H(S)(X)H(3)(X)H(O) (x)
+ H(4)(X)H(4)(X)H(g)l3(x) +H 3)(X)H(5)(X)H(0) (x)
+ H(z)(x)H(G)(x)H(OB)B(x) +H 1)(x)H(7)(x)H(O (x)
+ H(O)(x)H(s)(x)H(g) (x) + H(7)(X)H(O)(X)H(1 (x)
(
(

1
* 1=0
16 o I

BB’
+ H(G)(X)H(l)(x)H(l) (x) + H 5)(x)H(Z)(x)H(l) X)
BB’ BB
+ H(4)(X)H(3)(X)H(1) (x) + H(3)(X)H 4)(X)H 1 (x)
BB

+ H(z)(x)H(S)(x)H(%B(x) + H(l)(x)H(G)(x)H( )B(X)
+ H(O)(X)H(7)(X)H([13)B(x) + H(s)(x)H(o)(x)H( B)B(X)
+ H(5)(X)H(1)(X)H([23)B(x) + H(4)(X)H(2)(X)H(ZB)B(X)
+ H(3)(x)H(3)(x)H(;)B(x) + H(Z)(x)H(“)(x)H(Z)B(x)
+ H(l)(x)H(5)(x)H([23)B(x) + H(o)(x)H(s)(x)H( )B(x)

H(S)(X)H(O)(X)H(Z)B(X) + H(4)(X)H(1)(X)H( B)B(x)

H(3)(x)H(2)(x)H(Z) (x) + H(Z)(x)H(3)(x)H(?"3)B(x)
+ HOX)HM (x)HB) (x) + HO(x)HE) (x)H3) (x)
+ H(4)(X)H(o)(X)H(E)B(X) + H(3)(X)H(1)(X)H(‘[‘3)B(x)
+ H(z)(x)H(z)(x)H(g)B(x) + H(l)(x)H(3)(x)H(‘%B(x)
+ H(O)(X)H(4)(X)H(4) (x) + H(3)(X)H(°)(X)H(5B)Z(x)

+ H(Z)(X)H(l)(X)H(S) (x) + H(l)(x)H(z)(x)H(i)B(x)

+ H(O)(X)H(3)(X)H(Ei(x) + H(z)(x)H(O)(x)H(‘:B(x)
+ H(l)(x)H(l)(x)H(Z)B(x) + H(O)(X)H(z)(x)H(‘;)B(x)
+ H(l)(x)H(o)(x)Hm (x) + H(O)(X)H(l)(x)H(7) (x)

| €€

(0) (0) (8) (10)
+ HSS,(X)HGG,(X)H BB(X) + 7T 10up (x)

(A.10)



Apéndice B
Codigos Maple

Se proporciona el cédigo utilizado para el calculo de correcciones perturba-
tivas aplicado en el cap’itulo 5 para los 4 casos trabajados:

Meétrica de Schwarzschild.

Métrica de Reissner-Nordstrom.

Meétrica de Kerr con rotacion lenta.

Meétrica de Kerr-Newman con rotacion lenta.

Dicho codigo consta de 5 scripts desarrollados mediante el software Maple
por lo que para poder correr dichos scripts es necesario tener el software
mencionado con una licencia activa.

El cédigo se desarrolld con el Gnico fin de poder realizar los calculos del
capitulo 4 y tiene muchas areas de mejora para optimizar. El autor da su
autorizacién expresa para la utilizaciéon y modificacion del mismo en cualquier
trabajo sin fines de lucro, realizando la atribucion correspondiente.
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Schwarzschild

Se construye la métrica de Minkowski en coordenadas esféricas:

[ k1 0 0 0
0 10 0
eta = 5
0 0 7~ 0
0 0 0 (+)-sin(6)-sin(0)

K1

0
1

0

0 0 +sin(6)

0
0

(=]

¥

0

Se introduce la aproximacion de orden cero al graviton gordo

k M
K— 0 00
2 A
k M
— 0 —
b= 2 4.;gr 00
0
0
k M
8nr
h = 0
0
0

Se definen una matriz de 2x4 con 2 conjuntos de coordenadas esféricas:

|

tl rli 01 ol
coords =

12 r2 62 @2

coords = l

1l

rl 0]

2 2

62

@l
@2

2

(1)

()

©)



Se construyen los gravitones a orden cero en estos 2 sistemas de coordenadas esféricas:

h 1 := subs(t=coords[1,1], r=coords[ 1, 2], 0 =coords[1,3], ¢ =coords[1,4], h)
[ kM |

00
gmrl
. kM
h 1= 0 Sl 00 4)
0 0 00
0 0 00
h_2 = subs(t=coords[2, 1], r=coords[2,2],0=coords[2,3], ¢ =coords[2, 4], h)
[ ke M |
0 00
K gmr2
e M
h 2 .= 0 00
- 8 72 ©)
0 0 00
0 0 00

Definimos el operador integral para calcular las fuentes por orden de perturbacion:

operator = (ml, beta, gamma, mu)— 2-eta] gamma, mu-diff (ml, coords[ 1, beta]) K 2-eta[ beta, mu |
-diff (m1, coords| 2, gamma |) + eta| beta, gamma |-diff (m1. coords| 2, mu]) K eta[ beta, gamma |
-diff (ml, coords| 1, mu|)
0 0
— ml | K2n ——— ml (6)
I, B R

Ocoords deo om’s7 y

i 0
N K ————ml
nﬁ «,J[ dcoords, . m J nli ‘([ f)cf)fﬁ"!“'l I " J

N

operator = (ml, B,y n) —2 L {

Definimos una matriz de 4x4 con entradas nulas en donde se guardara las fuentes a primer orden de
correccion:

00 0 0 .
0000
hl force :=
S 0000
0000
0 0 0 0
0000

(7)
hl_force :=

g6 88

Se construyen los ciclos iterativos para el célculo de las fuentes: |




for u from 1 to4 do

for vfrom | to4 do

calculo = 0;

indice x = u;

indice y = v;

forifrom 1 to4 do

forjfrom | to4 do

for /from 1 to4 do

for s from 1 to4 do

opl = operator(h 2[i,I1-h_1[],s], [, s, indice y);
op2 = operator(opl, i, ], indice x);
calculo == calculo + op2;

end do;

end do;

end do;

end do;

1
hl_force[indice_x, indice y] := KZ subs(coords[2, 1] =coords| 1, 1], coords[2,2]=coords[ 1, 2],

coords[2, 3] =coords[1, 3], coords[2,4]=coords[1,4], calculo);
end do;
end do;

Se normalizan las coordenadas a un mismo sistema coordenado:

hi_force == subs(ri=r, 01 =0, pl = @,hl_force)

iE M
—24 0 00
6w r
el .l
k- M
hl_force == 0 K >, 00
64 1T i
0 0 00
0 0 00

Se construye la ecuacién diferencial para las componentes cuya fuente depende Unicamente de la
coordenada radial y se resuelven:

ode . d (> d | _hl f 1
= o [P a oD ) = poree .13
2re 4 +7 (3
— f(r > f(r )
[d" 7 )] [d.'-" 7 )] s
ode = = = 16— ;
" T r

dsolve(ode)

(8)

9)



Cl M

o= N + 2 10
r 32 TL',Z ;‘2 ( )
e = = <= (22U (1)) | =subs(a=0. h1_force[2.2
ode =3 4r 45 /(1) | =subs(a=0.hl_force[2.2])
2r[if(l’)]+]-'2 d‘, f(}/-) o
& dr” M
" : Koy 1)
d ()4TC I
dsolve(ode)
'l MK )
(n-K =L ME -
12 2
( )r IQSTC 7

Construimos la matriz de gravitones gordos a primer orden de perturbacion:

e M
> 0 00
32w r
2 22
kKM
hil = 0 K——>> 0 0
128 T 7
0 0 00
0 0 00
_ sz*z
K— 5 0 0 0
32w
2N |
Mk
hi = 0 K——>5 00 (13)
128 T 7~
0 0 00
0 0 00

A su vez se construyen los gravitones gordos a primer orden de pertubacion en los 2 sistemas
coordenados:

hl 2 := subs(t=coords[2, 1], r=coords[2,2], 8 =coords[2, 3], ¢ =coords[2,4], hi)



s
K—> 0 0
2w rr
M
hl 2 = 0 K—— 5 0
128 1 127
0 0 0
0 0 0
hl 1 := subs(t=coords[1, 1], r=coords[1,2],8=coords[1,3], ¢ =coords[1,4], hi)
MK —
3 0 0
32w orl”
2
M-k
hl 1= 0 K > 0
128 T 71
0 0 0
0 0 0
Construimos una matriz de 4x4 para guardar las correcciones de segundo orden:
0 0 0 0
0000
h2 force :=
S 00O0O0
0000
00 00O
0000
h2 =
force 0000
0000

Corremos los ciclos iterativos para calcular las fuentes a segundo orden:
for u from 1 to 4 do

for v{from | to4 do
calclulo = ();

indice x = u;
indice y = v;
for ifrom | to4 do
forjfrom | to4 do

for /from 1 to4 do
forstrom | to4 do

0
0

0

0
0

(14)

(15)

(16)

opl = operator(h_2[i,l|-hl_1[j.s], 1, s, indice y) + operator(hl_2[i,l]-h_I[j,s], 1, s, indice v);

op2 = operator(opl, i, j, indice x);
calculo == calculo + op2;
end do:

end do;



end do;
end do;

1
h2_force[indice x, indice y] =K 7 -subs(coords[2, 1] =coords| 1, 1], coords[2, 2] =coords[1, 2],

coords|2,3]=coords[ 1, 3], coords[2, 4] =coords[1,4], calculo);
end do;
end do;

for u from 1 to4 do
for virom | to4 do
calculo == 0;
indice x = u;
indice_y = v,

for ifrom | to4 do
forjfrom | to4 do

for /from 1 to4 do
for stfrom 1 to4 do

for p from 1 to4 do

for ¢ from 1 to4 do o . . Lo .. .
caleulo = caleulo - (cta[indice x,i]-eta j, [] Keta[indice x,l]-eta[j, i])- (eta[indice v, s]-eta[p, q]

eta[indice_y, q|-eta[ p, s])-h[L g -h[i,s]-h[Jj,p]:

end do;
end do;
end do;
end do;
end do;
end do;
h2 forcelindice_x, indice y]=h2_force[indice x, indice y]T 6 °
end do;
end do;
h2 force = subs(rl =r, h2_force)
R
— 3 < 0 0 0
256m
360 M
h2 force == 0 K——5=- 00 (17)
512 #
0 0 0 0
0 0 0 0
Se resuelven las ecuaciones diferenciales a segundo orden de perturbacion:

1
d > d . _
— f_EE(I 7 (/‘(r))] =h2 force[l,1]

ode




&
2r[__ f(r)] Y .
dr ar L1k M
ode = 5 = 3 (18)
r 256 T ©
dsolve(ode)
Cl 1k M
Kf(r)= —— + - 2 (19
) r 1536 11 3 (19)
1 d (2 d
= e —— [ —— —h2 2
ode =5 47 (P U] =2 soreef2.2]
p 2 &
r[d_f(r)]ﬂ [d? f(r)] 36 M
ode = 5 ! -K 575 13 . (20)
F T
dsolve(ode)
K KM K _CI c2




Reisnner-Nordstrom

Se construye la métrica de Minkowski en coordenadas esféricas:

[ k1 0 0 0
0 10 0
ela := 3

0 0 0

0 0 0 (+)-sin(6)-sin(6)
K1 0 0
0 0

=1 0 02 o @)

0 0 0 Asin(e)’

Se introduce la aproximacion de orden cero al graviton gordo

kM k ’
K2 + g 5 0 0 0
2 4.qr 16-m 4.0 -F
kM k %
o= 0 7 T K6z dm, 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
kM kO
~— 0 0 0
8mr 641 er
kM kO
h = 0 > 5 00 (2)
8mr 64mer
0 0
0 0

Se definen una matriz de 2x4 con 2 conjuntos de coordenadas esféricas:

tl ri 01 ¢l
coords =

2 r2 62 @2



il rl 0l @l
coords = 3)
2 12 62 @2
Se construyen los gravitones a orden cero en estos 2 sistemas de coordenadas esféricas:
h 1 = subs(t=coords[1, 1], r=coords[1,2], 0 =coords[1,3], ¢ =coords[ 1, 4], h)
kM k :
+ 2Q - 0 00
Snrl  e4m erl
kM kOr
h I := 0 K ZQ - 00 (4)
8mrl o4 erl
0 0 00
0 0 00
h 2 := subs(t=coords[2,1], r=coords[2,2], 0 =coords[2,3], ¢ =coords[2, 4], h)
kM kO
+ 2Q - 0 0 0
Snr2  e4n er
kM kOr
h 2= 0 K 2Q“ 0 0 (5)
8nr2 " edn e
0 0 00
0 0 00

Definimos el operador integral para calcular las fuentes por orden de perturbacion:

operator == (ml, beta, gamma, mu)— 2-eta[ gamma, mu |-diff (m/, coords[1, beta]) K 2-eta[ beta, mu ]
-diff (m1, coords| 2, gamma ) + eta| beta, gamma |-diff (m1, coords| 2, mu]) K eta[ beta, gamma |
diff (ml, coords| 1, mu])
0 0
= LYo L) =2 — ml 2 — ml
operator := (m1, B,y 1) n"!-. u { (i('rmrd.s‘l . " J K jLoWe { deoords, . " J ©)
+ ‘ 1K ‘ /
nﬁi Y [ dcoords, " " ] n[i Y { f‘c’unrdsl " " ]

Definimos una matriz de 4x4 con entradas nulas en donde se guardara las fuentes a primer orden de

correccion:

000 0|
0 00O

hl force :=

- 0000

0

0 00




hl_force = @)

oo O
oo <

o oS o O
o oo O

, 0 0]
Se construyen los ciclos iterativos para el calculo de las fuentes:

for u from 1 to4 do
for virom | to4 do

calculo = 0;
indice x = u;
indice v = v;

for ifrom 1 to4 do
forjfrom | to4 do

for /from 1 to4 do
for stfrom 1 to4 do

opl = operator(h 2[i,11-h_1[],s]., [, s, indice y);
op2 = operator(opl, i, |, indice x);

calculo == calculo + op2;

end do;

end do:

end do;

end do;

1
hl_force[indice_x, indice y] := KZ subs(coords[2, 1] =coords| 1, 1], coords[2,2]=coords[ 1, 2],

coords[2, 3] =coords[1,3], coords[2,4]|=coords[1,4], calculo);
end do;
end do;

Se normalizan las coordenadas a un mismo sistema coordenado:

hi_force := subs(ri=r, 61 =0, oI =@, hl_force)

hl force := || K2 . ;

k M 3kO
R) + 2 y
4mr 327w er

)
e M kO

K > 5 |-0.0.0} (€))
STr 64w er

7 o ’) 2
(K A'M‘ N BA;Q“ W {K kM kO W [ H/[q K kO
0 L 41 P ged )L dnr 64 Ezp_l S i~ 12 EZ,—}J e
» K 5 + )
kM kO kM 3k kM kP Y
[ L K ; "W { L - K LZL_ K L - + \.F’_
L\ 8mr  papie,l |l dms 3pge, ST 3w er

K 2 + 2 )0703



0,0,0,0|,

0,0,0,0

Se construye la ecuacion diferencial para las componentes cuya fuente depende Unicamente de la
coordenada radial y se resuelven:

1
ode .= = a4 [;’2~ a4 (f(r))] =hl force[1,1]

o dr dr
d NS
2r (g )+ 7 5 r0) :
ds dr” kM 3kOr kM
ode = 3 =K2 | K 5t 5 (9)
s 41y 27 er 8mr
kO
K 2 )
64m er
dsolve(ode)
Cl MO K MK s .
f(nN=K—K Q; -+ 55 T Q424—|—_C2 (10)
r 1921 e 327 4006 e r
ode = ld rz-i(f(r)) =subs(a=0, hl_force[2,2])
~ dr dr ’ |
() [ = f(r)]
ode = = d = (11)
2
> ” 2
(Kftw 3/ch HK/{M+ kO 1 [Aw K kg
L 41 1');rr_er-4) dnr 647329 J 81 mng‘”,’ e
K ) + 2
o) o) 9 2
[kM K _ kO H kM‘ K 3A—qQ“ [K qu N ko W
L 8mr mnze,ﬁl L4ms Vet e 8 i~ mnze,_.il
K p) )
dsolve(ode)
Ci MO K M s
fr)=K=—+ - + €2 (12)

r 768w e 1287 245767 ¢/



Construimos la matriz de gravitones gordos a primer orden de perturbacion:

hil =
MO K M o' i
3 3 2 92 4 2 4 0
1921 er 32w ¥ 4096w e r
0 MO K MK s
;5 5 K 2 5 42,
768 T er 128 T 7 24576 e r
hi =
i 0,2 >0 4.2
MOk M~k )k
2 (474,0.0,0,
1921 er 32m 4096 T e r
MO K MK o'k 00
) 3 3 2 42 4007
7687 e 1287 2 24576m e i

0,0,0,0

|

0,0,0,0

A su vez se construyen los gravitones gordos a primer orden de pertubacion en los 2 sistemas

coordenados:

hl 2= subs( 1= coords[2, 1], r=coords[2,2], 0 =coords[2,3], ¢ = coords[2, 4], h,’)

22 2 42 4,2
1"1(/[ ;\' z"w k k
hl 2= Q K — K Q“ 0.0.0],
1927 er? 32127 4097w e 2
MO K M oK 0 0
T8 er? TP usten e |
0,0,0,0|
0,0,0,0 ]

hl 1= subs (= coords[1, 1], r=coords[1,2], 0 = coords[ 1, 3], ¢ =coords[1, 4], hi)

M Q: IS

K

MR 2 « o' i

hi 1 := [

1921 el

2 2
27w rl

~

4096 1 e i

,0.0,01

S

(13)

(14)

(15)



22 2,2 4,0
MOk MR Ok
0, — K —5 5K 55 ;.00
2 3 2 2 4
7687 et 1287 rL . 245767 € rl

0,0,0,0]

0,0,0,0

Construimos una matriz de 4x4 para guardar las correcciones de segundo orden:

[0 0 0 0]
0000
h2 =
force 0000
0000
‘ 000 0]
0000 (16)
h2 =
' force 0000
0000

Corremos los ciclos iterativos para calcular las fuentes a segundo orden:
for u from 1 to 4 do

for vfrom | to4 do
calgulo = 0;

indice x == u;

indice y=v;

for ifrom | to4 do

forjfrom | to4 do

for /from | to4 do

for sfrom | to4 do

opl = operator(h 2[i,1]-hl_1I[j,s], operator(hl 2[i,[]-h_1[j,s]. 1, s, indice v);
op2 = operator(opl, i, j, indice_x); [ s, indice y) +
calculo = calculo + op2;

end do;

end do;

end do;

end do;

L
h2 forcelindice x, indice y] = KZ “subs(coords| 2,

coords[2, 3] =coords[ 1,3, coords[2, 4] coords 4f0 (f’gltlcl)’),l . coords[ 2, 2] =coords[ 1, 2],
end do;
end do;

for u from 1 to4 do
for virom | to4 do

calculo = 0;



indice x == u;

indice y = v,

forifrom 1 to4 do

forjfrom | to4 do

for /from | to4 do

for s from | to4 do

for p from | to4 do

for ¢ from 1 to4 do

caleulo = caleulo + (etalindice_x, i]-eta[ j, [ Keta[indice x, []-eta[ j, i])- (eta[indice v, s]-eta] p, q]

Keta[indice v, g]-eta[p,s])-h[L q]-hl[i,s]-h[j,p]

end do;
end do;
end do;
end do;
end do;
end do;
h2_forcelindice_x, indice_y|=h2 force[indice x, indice _y]"" 6
end do;
end do;
h2 force := subs(rl =r, h2_force)
kM 3kO° MO K MK o'
h2 force = || K2 | K ;T > . — 3 5K 2 5 K 42 4 (17)
dmr 2ner 768 er 128 T 7~ 24576 e r
2,2 2.2 4,2 vi
MO k 3k M 50k kM kO
K2| — 5 K- 5,K e K—— 5 [-0.0.0]
6 er 16T 7 10241 € r Smr ' 4w er
kM 3kO MO K MK s
K 3 T 7Q4 Q; K 2 9 K Q 4( 29
4nr 3 es 1927 er 327/ 40967 € F kM
0, K + 5
2 8w
kO MO i M s
K 2 3 34 + 3 2 + 5 4 2
32w er 64m r'e loer 10247 1 e
MOKE | 3KEM 50K kM kO
Q‘w- 5 K 2 4 K Q4 2 4 K 8 T ; 2
6w er” 16 r 1024w e 7 r edmer
2
kM kO MOKE | 3K M 50K
K 2 2 3 5 K 2 4 K 4 2 4
8nr edmer J| 64mer 64m s 6lddme kM
K 5 + | K 5
2 TTr

8



|

Lk O MO K MK s
R2rer 567 e 64rT 6144 e
MO K MK o' i KM 3k o
L3 3 K 2 2 K 4 2 4 3 2 4
768 T er 128 v 7 24576 € r 41y 32w er 0.0
2 s > ’

0,0,0,0]

0,0,0,0
Se resuelven las ecuaciones diferenciales a segundo orden de perturbacion:

(ﬁ-i(f(r))] =h2 _force[1,1]

1

|

ode := "7 4, dr
d d’
PG R Bt : s
dr dr kM 3k MO i
ode = 7 =K?2 7t > 4 3 (18)
r 4mr R er 768 T er
2,2 4.2 2,2 2.0 4,2
Mk O k N 310 M 50k kM
K 2 5 s 24 |K E 2 . 40, 2
128 7 24576 e r l6m er 16w r 1024t e r nr
3%
K™ > 5
641 e
dsolve(ode)
190°K Ci 143 M Q'K HOM O K 11EM
fr)y= o3, KT, 5 2 5 s 4 T 75 T2 (19)
3932160 e r 983040 e 73728 er 1536 w /7
d (> d Y.
ode = ;_2 qr (f' E(f(r))] =h2 force[2,2]
2
Zr[% (r)]—i—rz[;; f(r]]
ode = 5 = (20)
p
kM 3kC MQ K MK o'
K 3 2 4 303 K 2 K 4 2 4
4 2ner 192 er 2n 40961 e r kM
2 81/

K



_I_

2 3 3 7 2 4 2
ner 64T e 16T 10247 1 e

« kO J MO K N M s ]

r 2 .2 2302 4.2 2
MOk 3K M 50k kM k
Q: ; K 2, K Q4 2 K T %
 lomer  16m 1024w e 8nr  eamer
2
( 1 2 2 .2 2.2 4,2
kM kO MO k 3K M 50k
K 2 > s S K 2 4 K + 70
(8T eamer J 64mer 64w 4 6l4dm e kM
K + | K—>
2 8mr
kO MO K M o' i
+ 2 3 34 + .2 T 5 4 2
32ner 256w e 64r T 61447 1t e
MO i al's o' k M 3O
3 K 2 2 K 4 2 4 3 K 2y
7687 e 1280 4 24576m € f 4w 32w er
2
dsolve(ode)
500K Cl TNMO' K MoK i M
f(r)= — K + K

6 3 S 2 s 1 3 3
0437184 1 e 5 r 3932160 € 49132 er4 1024 © r

+

c2

(21)



sin(0)” a £ 147 < sin(0)" a MO . 3sin(0) a2 O

> A (13)
87T ]6f’37'|:38 5121’47146
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