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Resumen

Sean V, un espacio vectorial graduado y X un espacio arco-conexo. Definimos
s"V, como V, pero con todos los grados elevados por n. Supongamos que
V.= H.(X;Q) y n > 1, entonces existe un isomorfismo de algebras

S[sT"L[s"V,]] = H. ('S X;Q),

donde L[W] y S[W] denotan el élgebra de Lie libre generada por el espa-
cio vectorial W y el algebra simétrica generada por W, respectivamente. El
objetivo de esta tesis es demostrar este isomorfismo por induccién. Esto se
logra haciendo uso de los teoremas de Bott-Samelson, Hilton y el teorema
de comparacion de Zeeman junto con la sucesion espectral de Serre para la
fibracion Q"HYHLX — P(Q"Y"TLX) — Q"Y1 X en la cual la operacién
de Browder A\, : H,(Q") x H,(Q""X) = Hyygin(Q"X) y la suspensién
homolégica o, : Hy_1(2X) — Hy(K) son herramientas imprescindibles.
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Abstract

Let V, be a graded vector space and X an arcwise connected space. Define
s"V, to be V, with all degrees raised by n. Next assume that V., = H.(X;Q)
and n > 1, then there is an isomorphism of algebras

S[sT"L[s"V.]] = H.(Q"F'S" X Q),

where L[WW] and S[W] denote the free Lie algebra generated by the vec-
tor space W and the symmetric algebra generated by W, respectevely. The
aim of this thesis is to prove this isomorphism by induction. We can do
this by using Bott-Samelson theorem, Hilton theorem and Zeeman compa-
rison theorem together with the Serre spectral sequence for the fibration
Quityrtl X — POt X)) — QY"1 X in which the Browder operation
Aot Hp(Q") x Hy Q"M X) — Hppgin ("1 X) and the homology suspen-
sion o, : Hi_1(QX) — Hi(K) are essential tools.
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Introduccion

El propédsito de esta tesis es el calculo de la homologia racional del espacio
Q¥ X paran € N el cual se hard por induccién sobre n, a saber

H* (Qn+12n+1X; Q) ~ S[S—nL(Snm)]’

donde V, = H,(X;Q), S[W] es el algebra simétrica generada por el espacio
vectorial W, L[W] es el dlgebra de Lie libre generada por el espacio vectorial
W y s* desfaza el grado de todos los elementos i lugares. La tesis se distri-
buye en cuatro capitulos, cada uno dando lugar a herramientas para la base
inductiva y el paso inductivo.

En el Capitulo 1 el resultado principal es el Teorema de Bott-Samelson en el
cual se hace el calculo de la homologia del espacio Q¥ X, especificamente se
tiene que H,(QXX) = T[H,.(X)] donde T[W] es el dlgebra tensorial generada
por el espacio vectorial W. Lo anterior sentara la base inductiva para la
demostracion del resultado principal de la tesis. Posteriormente mediante la
construccién de James se encontrard un modelo combinatorio para QXX
formalmente se hallara una equivalencia homotdpica

YOYX ~ {7 LXA

k=0

Es importante notar que el modelo combinatorio anterior nos recupera el
Teorema de Bott-Samelson de forma aditiva.

En el Capitulo 2 se estudiard el Teorema de Hilton, el cual nos dice que
los grupos de homotopia de un wedge de esferas pueden ser calculados en
términos de grupos de homotopia de esferas de dimension adecuada. Para
la demostracién de este resultado inicialmente se introducira la definicion
de una base de Hall y la nocién de un producto basico los cuales se van
a comportar como un producto de Whitehead; posteriormente definiendo
una generalizacion de los productos basicos, llamados conmutadores genera-
lizados se daran un par de resultados auxiliares y con un argumento sobre
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recubrimientos se llega a una equivalencia homotépica débil

OX ~ ﬁ QSu+!

=1

donde X = SV, . v STy {g;} es una sucesién de ntimeros que tiende a
infinito. Como consecuencia de lo anterior y por el Teorema de Bott-Samelson
al tomar homologia racional se obtiene que el dlgebra tensorial T[] generada
por el espacio vectorial graduado H,(S™ V...V S™:Q) se descompone como
producto tensorial de algebras polinomiales

V] = @Q[xz] con |z;| = ¢;.

=1

En particular el resultado anterior sera de vital importancia ya que por me-
dio de éste se podra calcular la homologia racional de 27" X.

En el Capitulo 3 se introduce la nocién de transgresién de una fibracion
p: E — B, en particular trabajaremos con la fibracion de trayectorias y lazos,
a saber, si tenemos una fibraciéon ' — E — B con B arco-conexo, entonces
existe una sucesién espectral de primer cuadrante (Sucesién Espectral de
Serre) {£} ,,d"} de tal forma que

E,, = H,(B;Hy(F); G)

y que converge a H,(F;G), donde G es un grupo abeliano. Para nues-
tra fibracion QX — PX — X se obtendrd que la transgresion coinci-
dird con el diferencial d" : E}, — Ep, ; y ademds se definird un mapeo
0. Hi,_1(QX) — Hi(X) el cual resultara ser la inversa de la transgresion.
Posteriormente se introducira el espacio de n—cubitos y se le dota de una
estructura de operad para tener mapeos de estructura y por medio de éstos
definir una operacién homoldgica de dos variables conocida como la opera-
cion de Browder la cual tendra propiedades importantes en el calculo de
la homologia racional del espacio 2"Y" X, tales resultados seran probados en
la 1dltima seccion del capitulo 3.

Finalmente en el Capitulo 4 se procede a hacer el cédlculo de la homologia
racional del espacio Q"*'¥"*1 X por medio de induccién sobre n. La idea
para el caso base es utilizar la fibracién de trayectorias y lazos 22X —
P(QX2X) — Q¥2X para la cual existe una sucesién espectral de Serre cuyo
término E7 = estd dado por H,(QX*X;Q) ® Hy(2*%°X;Q) y que converge a
la homologla del espacio total, el cual por ser contraible, seria la homologia
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de un punto. Como siguiente paso es definir una sucesién espectral auxiliar
(algebraica) de tal forma que

‘B2 =T[sV.] @ S[s ' L[sV.]

y definir ciertos diferenciales los cuales es importante notar que por el Teo-
rema de Bott-Samelson y el corolario dado por Teorema de Hilton se tendria
que H,(2X%2X) = ® Q[z;] como Q—mdbdulos por lo que podremos extender

el diferencial por médio de la regla de Leibnitz. Es importante mencionar que
para que todo esto funcione correctamente se deben probar resultados técni-
cos, ademas de utilizar la operacion de Browder junto con sus propiedades,
en particular una en la que involucra el mapeo o,, esto con la finalidad de ver
que la sucesion espectral auxiliar que construimos converge a la homologia de
un punto y asi utilizar un teorema de comparacion de sucesiones espectrales
para concluir que hay un isomorfismo en las fibras de ambas sucesiones y
obtener el resultado.

Para el paso inductivo la idea de la demostracién es la misma, sélo que ahora
se usard la fibraciéon Q"Y1 X — P(QPYLX) — QY TLX v la sucesion
espectral auxiliar que usaremos estara dada por

EZ, = S[s~mVL[s"LsV,]] @ S[s" Y L[s"V,]].

La tesis concluye dando algunas aplicaciones del calculo de dicha homologia
sobre el espacio de configuraciones F'(R"™, k).
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Capitulo 1

La homologia de ()XX

En este capitulo probamos el teorema de Bott-Samelson sobre la homologia
del espacio de lazos de una suspensién. A saber si R es un anillo conmutativo
y H.(X; R) es libre de torsion, entonces existe un isomorfismo de élgebras
de Hopf

H.(QEX; R) = T[H.(X)]

donde T'[V] denota el algebra tensorial generada por el R—médulo V. Moti-
vados por este resultado, introduciomos la construccién de James J(X) de un
espacio basado X y probamos el resultado clasico de I. James sobre la exis-
tencia de una equivalencia homotépica J(X) — QXX. De este modo, J(X)
puede interpretarse como un modelo combinatorio para el espacio de lazos
QX X. Mas aun, al suspender el espacio J(X) se obtiene la descomposicién
de James

SJ(X) ~ \/ X
n>0
de donde se recupera aditivamente el teorema de Bott-Samelson. Finalmente,
como aplicacion de la descomposiciéon de James damos un bosquejo de la
construccién de la sucesion EHP, la cual es una herramienta importate en el

calculo de los grupos de homotopia de las esferas. Las referencias principales
para este capitulo son [I], [2], [8], [I1], [16], [17], [18], [24].

1.1. El teorema de Bott-Samelson

El objetivo de esta seccion es describir la homologia del espacio de lazos
basados de una suspensiéon H,(Q¥X.X; R) en términos de H,(X; R), en el caso
que X es un espacio arco-conexo y cuya homologia es libre de torsion. A saber,
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H,.(QXX) es el algebra tensorial T[H.(X; R)] generada por la homologia
reducida de X. La demostraciéon que presentamos fue tomada de [10], en
donde la estrategia consiste en analizar la fibracion de trayectorias y lazos

ONX = P(2X) - X

y observar que ésta se puede descomponer como uniéon de dos fibraciones
triviales. Este andlisis reduce la demostracién a un argumento puramente
algebraico.

Definicién 1.1 Sea R un anillo conmutativo y V un R—mddulo graduado.
El dalgebra tensorial

TV]:=RaVaV*2goV®g. ..

es la R—dlgebra asociativa libre generada por el modulo V.
El algebra tensorial esta caracterizada por la siguiente propiedad universal:

Proposiciéon 1.1 Dada un dlgebra asociativa A y una transformacion lineal

SV — A existe una inica extension de f a un homomorfismo de dlgebras
f:TV]— A

Ve T[V]
If

Ny

A

La fibracién de trayectorias y lazos de un espacio con punto base (Y, ) es
una fibracién de la forma

QY - PY 5 Y

donde PY es el espacio de trayectorias basadas equipado con la topologia
compacto-abierta, es decir, PY ={y: 1 — Y |y escontinuay ~(0)=x*}
y m: PY — Y estd dada por m(d) = §(1). Notemos que la fibra sobre el
punto base 771 (%) = QY es el espacio de lazos basados de Y.

Definimos a i : QY x PY — PY como el producto de trayectorias dado por
la férmula:



de modo que el siguiente diagrama es conmutativo:

QY x py —* PY
m /
Y

Observaciéon 1.1 Notemos que la restriccion i |y xay QY X QY — QY es
el producto de lazos usual en QY. Pasando a homologia

H(QY) ® H(QY) — H,(QY x QY) “5 m.(QY)

obtenemos un producto en H,(QY") conocido como el producto de Pontrya-
gin.

Finalmente consideremos el pull-back

PY x. PY -2 py

) -

PY —— Y

donde PY x,. PY = {(01,02) € PY x PY | 7(81) = mw(d2)} y sobre este
espacio definimos el producto de trayectorias

v:PY x; PY = Q(Y)

por medio de la formula

51 (2t) st

(@]
IA
IA
N |

I/((Sl, 52) ==

52t —2) si i<t

N | +—=
IA
—_

es decir, v(dy,09) = 07 - 52_1.
Nos especializamos ahora en el caso en que Y es una suspension. Sea (X, )
un espacio topolégico con punto base y XX la correspondiente suspension

reducida. Definimos los conos positivo y negativo dentro de ¥X como sigue
(ver figura siguiente)

1
S X ={lnf] € ZX | S <t<1)
1
EX={lrf]eTX[0<t< )

3



e identificamos a X con X, NX_.

Restringimos la fibracién 7 : PXX — XX a los conos Y, X para obtener
fibraciones my : EL — Y1 X, donde E. = 7~ 1(3.X).

19530.¢ Q¥X Q¥X

L

E. PYX E_
2. X 3D'¢ D¢

Afirmamos que estas nuevas fibraciones son homotdépicamente triviales. Pa-

ra ver esto, definimos mapeos fi, g+ tales que los siguientes diagramas son

conmutativos:
f+
XX x Y. X Ey
g+
T
br2 L

Y X

Sean uy : X4+ X — E. las secciones candnicas dadas por:

uple,s)(t) = [z,1 = (1 = s)1]

u_[z,s|(t) = [z, st]

4



Definimos
f:l: OYX x EiX — B

fe(v, [z, 8]) = ply, use([z, s]))
g+ - EFy - Q¥ X x¥X X

9+(0) = (v(0, ux(7(9))), 7(0))

Lema 1.1 Las funciones fi y g+ son equivalencias homotopicas fibradas
nversas una de la otra.

Demostracion

g+ f+ v frgison homotopias fibradas a los respectivos mapeos identidad pues
uy[w, 8|7t uy [z, 8] y uylx, s]-uy [z, 8|71 son homotdpicos a los caminos cons-
tantes. l

Finalmente sea f : X — QXX el mapeo adjunto de la identidad id : XX —
Y X dado por 5(z)(t) = [, ]

Proposicién 1.2 Sea X un espacio con punto base arco-conezxo. Si H.(X) =
H.(X; R) es libre de torsion, entonces la siguiente composicion es un isomor-
fismo

H.(02X) @ H.(X) 2% 7,(05X) @ T, (Q5X)

)
|+
H.(QXX)
donde ¢ es el producto de Pontryagin.

5



Demostracién
Consideremos el siguiente diagrama, donde el primer morfismo horizontal y
los morfismos de la columna derecha son isomorfismos

H.(02X) @ H.(X) —9 g (02X) @ H.(2_X, X)

0
H(QSX x $_X, X)
()=
id@(u_ )« H(E_X)Y)
idep, H.(PSX,E.X)
0
H(QO5X) ® H, (B, X) —° H.(E,X)
1d®(g+ )= (g+)=
H,(QXX)® H. (QXX x ¥, X) H,.(QXX x Y. X)
1d®(pr1)« (pr1)«
H,(Q2X) ® H.(Q8X) —2 H.(QXX).

donde Y es el conjunto de caminos que empiezan en el punto base de XX y
terminan en X. Como f: X — Q¥ X coincide con la composicion

XS E Sosx x2 X 25 onx

entonces el triangulo de la izquierda es conmutativo. El rectangulo superior
es conmutativo por la relacién que hay entre u_ y f_ y la naturalidad de los
morfismos frontera. Finalmente como ¢(id ® () es composicién de isomor-
fismos, dicho morfismo es un isomorfismo. W

A primera vista, la proposicién anterior s6lo nos implica un isomorfismo como
modulos graduados, pero éste es, de hecho, un isomorfismo de algebras de
Hopf, la anterior afirmacién se sigue de la siguiente proposicién:

Proposicién 1.3 Sean C una R—codlgebra graduada conexa, A una R—dlge-
bra de Hopf graduada conexa y sea i : C — A un morfismo de codlgebras tal
que la siguiente composicion es un isomorfismo

6



id®I(i

A 1(0) 2219 4 o 1(a) 29 1a)

Entonces el unico morfismo de dlgebras de Hopf f : T[I(C)] — A inducido
pori:C — A, es un isomorfismo.
Aqui I(A) es el ideal de aumentacion.

Demostracién
Tenemos que A = R@ I(A) como médulos. Sumando R al diagrama anterior
obtenemos:

ReA®I(C) R I(A) A

Al tensorizar con I(C') tenemos:

I(C)® AR (C)?* =2 AR I(C) 2 I(A).

Iterando obtenemos que:

n@ [(C)® @ A® I(C)*" = I(A),

n—1
donde la restriccién a @ I(C)®" — I(A) es igual a la restriccién de f :
i=1

T(C) —I(A) a 7:6211(0)@"

Por la hipdtesis de conectividad, entonces I(C)®™ es cero en grados menores
a n, de esta manera dichas restricciones son isomorfismos para toda n y por
tanto f es un isomorfismo. W

Finalmente obtenemos el teorema principal de esta seccion:

Teorema 1.1 (Bott-Samelson)

Sea X un espacio arco-conezo tal que H.(X) = H.(X; R) es libre de torsidn.
Entonces el morfismo de codlgebras 3, : H,(X) — H,(QXX) se extiende de
manera natural a un morfismo de dlgebras de Hopf

T[H.(X)] = H.(QZX)

el cual es un isomorfismo.

Demostracion o
Aplicamos la proposicion anterior con C' = H,(X),[(C) = H.(X), A =

H.(QXX), I(A) = H.(QXX) y ¢(A) dado por el producto de Pontryagin en
H,(05X). |



1.2. La construccion de James

En esta seccién introducimos la construccion de James J(X) de un espacio
basado X, dada por el monoide topoldgico libre generado por X y probamos
que J(X) es del mismo tipo de homotopia que el espacio QX X. Asi, J(X)
puede verse como un modelo combinatorio del espacio de lazos QXX

Definicién 1.2 Dado (X, %) un espacio topoldgico basado, sea J,(X) =
X"/ ~, donde la relacion de equivalencia ~ identifica los puntos de la forma:

($17$27 R A PROT R R R P axn) ~ (xlvaa cey L1y Ty 1y Ky e 7xn)7 t= 17 ce

Definimos la construccién de James de X, denotada por J(X), como el
espacto

J(X) = [ Ju(X).

n>0

Notemos que hay una inclusién canénica X = J;(X) — J(X) y que J(X) es
un monoide topoldgico tal que todo mapeo de X en un monoide topolégico M
se extiende de manera tinica a un morfismo. Esto es, X — J(X) es universal
con respecto a mapeos de X en monoides topoldgicos

J(X)
lT \ix

X—M

Sea X" el producto smash de n—copias de X consigo mismo. De la definicién
se sigue de inmediato que J,(X)/J,—1(X) = X"

Definicién 1.3 Sea X un CW —complejo con punto base x, si n > 2 se
define el Fat Wedge de X en dimension n por

FWo(X)={(z1,...,2,) € X" | 2; =% para algin je{l,...,n}}

y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

FW,(X) Xn X/n

.

In1(X) = Jn(X) —= X"




Teorema 1.2 (Descomposicion de James)
Si X tiene el tipo de homotopia de un CW-complejo, entonces

S(J(X)) = \/ X

n>0

Este resultado es consecuencia del siguiente lema bien conocido, el cual in-
cluimos por completez.

Lema 1.2 57 X e Y son CW —complejos conexos, entonces la cofibracion

DX VY) 5 S(XXY) 5 S(XAY)

se escinde homotopicamente y por lo tanto
SX XY)~EXVIY VIEXAY)

Demostracion
Ver [20], Proposicién 7.7.6. B

Demostracion (del Teorema |1.2))

Por el lema anterior e induccién sobre n, se sigue que la cofibraciéon

FW, — X" — X"\"

del diagrama

Jn1(X) —= J, (X)) —= X"\

se escinde homotdépicamente después de suspender una vez. Por lo tanto la
cofibracién del renglon inferior también se escinde homotopicamente después
de una suspension y se tiene

NJp(X) > BT, 1 (X)) VEXNM 2 BX V.V XDy XA

La afirmacién del Teorema se sigue ahora al tomar el limite cuando n — oo.
[ |



Observacion 1.2 Notemos que como consecuencia del argumento anterior,
se sigue que la sucesion ezacta larga en homologia del par (J,(X), J,—1(X))
se descompone en sucesiones exactas cortas

0— Hy(Jy-1(X)) = Hy(J,(X)) = Hy(X"™) =0,

que se escinden para q > 0. En particular la inclusion natural J,—1(X) <
Jn(X) induce un monomorfismo en homologia H.(Jp—1(X)) = H(Jn(X)) vy
se tiene que

Hy(Ja(X)) 2 Hy(Jn1 (X)) Hy (X") 2 Hy(X)®. . H (X ") B H (X"")
para q > 0.

Teorema 1.3 Si X es un CW-complejo conexo y H.(X) = H.(X;R) es
libre de torsion, entonces

H,(J(X)) = T[H.(X))].

Demostracién
Como H,(X) es libre de torsion, se tiene

(X 2 T (X)*
para toda n > 0. Por lo tanto, por la observacién anterior

H,(J,(X)2H(X)® H(X)** @ ... ® H,(X)""

Tomando el limite cuando n — oco se tiene

Luego

Finalmente probamos que existe una equivalencia homotépica J(X) = OXX.
Un detalle importante es que el producto de trayectorias en QX y PX no
es estrictamente asociativo, sino tinicamente asociativo salvo homotopia.
Por este motivo es conveniente introducir espacios relacionados, con produc-
tos estrictamente asociativos.
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Definicién 1.4 FEl espacio de lazos de Moore de un espacio basado (X, %),
denotado por Q' X, se define por

X ={(s,w) € [0,+00) x X0+ | (0) =% y w(t)=x Vt>s}

y el espacio de trayectorias de Moore de X, denotado por P'X, se define
por

P'X ={(s,w) €[0,400) x X0+ | 0(0) =% y w(t)=w(s) Vt>s}

Pensamos en los elementos de ' X y P’X como trayectorias parametrizadas
por [0, s]. Tales trayectorias poseen un producto estrictamente asociativo ba-
jo el cual el producto de trayectorias de longitudes s y s’ tiene longitus s+ s'.
La inclusién natural QX <— QX y el mapeo QX — QX que reparametri-
za las trayectorias para corran de 0 a 1, son mapeos de H—espacios y son
equivalencias homotdépicas inversas una de la otra. Los espacios PX y P'X
también son homotdpicamente equivalentes al ser ambos contraibles.

Por la propiedad universal de J(X), la composicién

X = QLX 5 OSX
se extiende a un mapeo A : J(X) — Q'Y X.

Teorema 1.4 (Aproximacion de James)
Si X es del tipo de homotopia de un CW-complejo, entonces la composicion

A J(X) = QEX S Q%X

es una equivalencia homotopica.

Antes de proceder a la demostracién, enunciamos un par de resultados que
seran de utilidad.

Lema 1.3 Un mapeo f: X — Y induce isomorfismos en homologia con co-
eficientes en Z si y solo si induce isomorfismos en homologia con coeficientes

en Q y Z, para todo primo p.

Demostraciéon
Ver [§], Corolario 3A.7. &
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Teorema 1.5 (de Whitehead para H—espacios)

Sean X, Y H—espacios arco-conexosy f : X — Y un mapeo de H—espacios
que induce un isomorfismo en H,(—) para toda n. Entonces f es una equi-
valencia homotopica débil.

Demostraciéon

Ver [24], Capitulo VII, Lema 2.9. B

Demostracién (del Teorema

Por el Teorema y el Teorema de Bott-Samelson, ambos tienen la misma

homologia, es decir, T[H .(X)], cuando los coeficientes se toman en un campo.
Maés atn, el homomorfismo inducido en homologia

At Ho(J(X)) = H(QEX)

es un morfismo de &lgebras cuya restriccién a H,(X) es la identidad. Por
lo tanto dicho mapeo induce un isomorfismo con coeficientes en cualquier
campo y por el Lema también induce un isomorfismo con coeficientes
en Z. Luego por el Teorema de Whitehead para H —espacios, el mapeo A :
J(X) — QYX es una equivalencia homotépica débil. Finalmente, como
J(X) y Q3¥X tienen el tipo de homotopia de CW-complejos, entonces \ es
una equivalencia homotopica. B

1.3. Aplicacion: La sucesion EHP

La sucesion EHP es una herramienta fundamental para el estudio de los
grupos de homotopia inestables de las esferas. Aunque existen versiones para
cada primo p, al concentrarnos en el primo 2 ésta es la sucesion exacta larga
en homotopia de una fibracién de la forma

§" 5 gt Iy gt
paran > 0, donde E representa la suspensién (Einhdngung) y H el invariante
de Hopf y la sucesion en cuestion esta dada por

oS B (ST D (57 D (ST =

En esta seccién indicamos cémo obtener la sucesion EHP usando la construc-
cién de James, para lo cual nos basamos en [§], seccién 4.J.

Usando la identificacién natural 7, (Q¥XX) = 7,41(XX), la inclusién X —
QXX induce el morfismo suspension 7,(X) — m,11(XX). Como esta inclu-
sién se factoriza a través de J(X), podemos identificar los grupos de homo-
topia relativos m,(2XX, X) con 7, (J(X), X). Si X es n—conexo, entonces el
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par (J(X), X) es (2n — 1)—conexo, ya que podemos reemplazar a X por un
complejo cuyo n—esqueleto es un punto y en este caso, el (2n 4+ 1)—esqueleto
de J(X) esta contenido en X. Asi tenemos:

Proposicion 1.4 Si X es un CW-complejo n— conexo, entonces el morfismo
SuSpeENsLon

g (X) = g1 (2X)

es un isomorfismo si q < 2n y un epimorfismo si ¢ = 2n + 1.

En el caso de la esfera S = €% U e”, podemos describir lo que sucede en
la primera dimension en que la suspensién no es un isomorfismo, a saber
Ton—1(S™) = 7, (S™T1) el cual es un epimorfismo por la proposicién anterior.
La estructura CW de J(S™) consiste de una celda en cada dimensién multiplo
de n, luego de la exactitud de

Ton(J(S™), 8™) 2 Tan_1(S™) = man(S™H)

obtenemos que la suspensién 7o, 1(S™) =N Ton(S™ ) estd generada por el
mapeo de pegado de la 2n—celda de J(S™). Podemos ver en [§] que este
mapeo de pegado coincide con un producto de Whitehead [i,¢]. Cuando n
es par, podemos comprobar que el homomorfismo del invariante de Hopf
Ton—1(S™) — Z tiene valor £2 en [i,¢]. Si no hubiera un mapeo con inva-
riante de Hopf igual a 1, se seguiria que [i,¢] aporta a Z como sumando en
Ton—1(S™). Més atin, siempre es esta la situaciéon para n par excepto cuando
n=2,4,8.

Cuando n = 2, tenemos 73(S?) = Z generado por el mapeo de Hopf n : 5% —
S? el cual tiene invariante de Hopf igual a 1, por lo tanto 2n = [1,¢] y as
generando el kernel de la suspensién, por lo tanto:

Proposicién 1.5 m,.1(S™) es Zy paran > 3 y es generada por la suspension
o la suspension iterada del mapeo de Hopf.

La situacién para n = 4 y n = 8 es méas sutil. Consultando una tabla
de los grupos de homotopia de esferas podemos notar que la suspension
m7(SY) — m5(S®) es un mapeo Z @ Zyy — Zoy. Por las observaciones ante-
riores sabemos que este mapeo es suprayectivo con su kernel generado por
el elemento [¢,¢]. Algebraicamente, lo que debe estar pasando es que la coor-
denada de [1,¢] en el sumando Z es dos veces un generador, mientras que
en la coordenada en el sumando Zi5 debe ser un generador. Por lo que un
generador del sumando Z, el cual tomamos como el mapeo de Hopf S7 — 54,
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se suspende a un generador de Zys. Para n = 8 la situacién es completa-
mente similar, con la suspension m5(S®) — m16(5) un homomorfismo de
LoD Ziog — Zinyg.

También podemos obtener de alguna forma informacién sobre la suspen-
sién mds alld del rango de dimensién estable. Como S™ es (n — 1)—conexo
y (J(S™),S™) es (2n — 1)—conexo , tenemos isomorfismos m;(J(S™), S™) =
mi(J(S™)/S™) para i < 3n — 2 (véase Proposicién 4.28, [§]). Ademés el gru-
po m;(J(S™)/S™) es isomorfo a 7;(S**) en el mismo rango i < 3n — 2 pues
J(S™)/S™ tiene a S*" como su (3n — 1)—esqueleto. Por lo tanto parte final
de la sucesién exacta larga del par (J(S™),S™) que empieza con el término
T3n—2(S™) puede ser escrita de la forma

Wgn,Q(Sn) 2) 7T3n,1<Sn+1) — 7_‘,3”72(5271) — 7T3n,3<sn) E) 7T3n,2(5n+1) — ...

La cual notemos es una sucesiéon EHP. Adema&s observemos que los términos
7;(S?") en la sucesién EHP son grupos de homotopia estables pues i < 3n—2.
Por lo tanto los grupos de homotopia estable estan midiendo la falta de
estabilidad de los grupos m;(S™) en el rango 2n — 1 < i < 3n — 2.
Fijandonos en el caso n = 2, la sucesién se convierte en

2(87) =2 715(83) —— 7y (S4) —— 73(52) —= 14 (S3) —= 0

Del haz de Hopf St — 83 — 5'2 tenemos que 7r4(52) = 7r4(S3) >~ 7,5, con
74(5?) generado por la composicién n(Xn) donde i es el mapeo de Hopf S* —
S?%. De la exactitud de la tltima parte de la sucesién deducimos que m4(S*) —
73(S?) es inyectivo, y por lo tanto que la suspensién m4(S?) — m5(S?) es
suprayectivo, por lo tanto 75(S®) es o bien Z, o bien 0. Por el Teorema
de la suspensién sabemos que la suspensién 75(S5%) — mg(S?) es también
suprayectivo y el ultimo grupo esta en el rango estable. El grupo estable
75 es no cero (véase Proposicién 4L.11, [§]) y por lo tanto concluimos que
Tnao(S?) & Zy para todan > 2, generada por la composicién (X"2n) (3" 1n)
De hecho, si remplazamos S™ por cualquier CW —complejo (n — 1)—conexo
X, la derivacién de la sucesion EHP finita se generaliza inmediatamente para
dar una sucesién exacta

7T3n_2(X) E) Wgn_l(EX) — 7T3n_2(X N X)7T3n_3(X) E) Wgn_Q(EX) —
usando el hecho de que J2(X)/X = X A X.
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Capitulo 2

El Teorema de Hilton-Milnor

Recordemos que si X y Y son dos espacios con puntos base no degenerados,
entonces podemos expresar la homologia del wedge de éstos en términos de
las homologias de X y de Y, a saber

H,(XVY)=H,(X)® H,(Y) para p>1

Sin embargo, este resultado no es necesariamente cierto para grupos de homo-
topia, por ejemplo 74(5%V.S?) es un grupo infinito, mientras que 74(S5?) = Z/2
(véase [3]). Asi, es natural tratar de determinar los grupos de homotopia de
X VY, sino en términos de los grupos de homotopia de X y Y, al menos
en términos de grupos que se consideren conocidos. El primer paso en esta
direccién fue dado por P. Hilton en [9] en el caso de un wedge de esferas.
Explicitamente, si X = S™Flv ... v S entonces el resultado de Hilton
afirma que

T (X) = @ﬂ—n(sqﬁ_l)

donde {¢;} es una sucesién de numeros naturales tales que ¢; — oo. La
inclusiéon

To(S4H) — m,(X)

estda dada por f +— «; 0 3 donde o; € my,4+1(X) es un producto de Whitehead
iterado de las clases de homotopia ¢; de los mapeos inclusiéon S ! — X
t = 1,... k. La estrategia de la demostracion es mostrar que el espacio de
lazos QX tiene el mismo tipo de homotopia débil que el producto cartesiano
o0

[T QS%*!. Al tomar homologia con coeficientes racionales, el teorema de

i=1
Bott-Samelson implica entonces (como corolario) que el algebra tensorial
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T[V] generada por el espacio vectorial graduado V = H,(S™ V...V S™: Q)
se descompone como producto tensorial de dlgebras polinomiales

TV] = Q@ Qla], con x| =g,
1=1

donde los x; pueden elegirse como una base aditiva o base de Hall del algebra
de Lie libre L[V] generada por V en T[V]. Esta descomposicién sera relevante
en el capitulo 5 para el calculo de la homologia racional de Q"¥" X

2.1. El Teorema de Hilton

Sea S; = S"it! la esfera de dimensién r; + 1 con r; > 1, para i = 1,...,k
y consideremos el wedge X = S; V...V S, = STy . v S™FL el cual
claramente es simplemente conexo. El propdsito de este capitulo es presentar
el argumento de P. Hilton [9] para expresar los grupos de homotopia 7, (X),
como suma directa de grupos de homotopia de esferas de dimensiones apro-
piadas. La inclusién de cada sumando en 7, (X) estd dada por un producto
de Whitehead iterado; los productos que aparecen seran llamados pro-
ductos basicos y se introducen a continuacion.

Sea Xg = Sy, VS, V...V S,,,,conl <uy <uy < ... <u, <ky
notemos que el homomorfismo 7, (Xy) — 7,(X) inducido por la inclusion
es un monomorfismo sobre un sumando directo de m,(X). Identificaremos
a los elementos de m,(Xy) con sus imdgenes en m,(X) y diremos que un
elemento en la imagen de 7,(Xj) involucra a las esferas S,,,...,S,,,. Con
estas convenciones, definimos y ordenamos los productos béasicos como sigue.

Definicién 2.1 (Productos Bdsicos)

(1) Los productos bdasicos de peso 1 son los elementos iy, ..., donde t;
es el generador natural de m, 1(S;), i = 1,...,k y declaramos que
<l < ...<lg.

(13) Supongamos que los productos basicos de peso < w han sido definidos
y ordenados. Un producto bdsico de peso w > 1 es un producto de
Whitehead [a,b], donde a es un producto bdsico de peso u, b es un
producto basico de peso v, u+v = w,a < by st b esta dado como un
producto de Whitehead [c,d] de productos bdsicos ¢, d, entonces ¢ < a.

(7i1) Los productos bdsicos de peso w se ordenan ahora de forma arbitraria
entre st y por convencion se consideran mayores que todos los productos
de peso menor.
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Observacion 2.1 Mds adelante se verd que cualquier producto bdsico de
peso w es un corchete iterado de simbolos ty,, ..., L,,, asociados de manera
adecuada, donde 1 <v; <k, j=1...,w

Definicién 2.2 Supongamos que v; aparece w; veces en la sucesion anterior.

Entonces diremos que el producto bdsico en cuestion involucra a la esfera
k

S; w; veces y definimos la altura de dicho producto basico como q =Y ryw;.
i=1

Denotemos a los productos basicos por py1, pa, ..., Ds, ... vV sea qs la altura de
ps. Entonces el teorema principal de [9] puede enunciarse como sigue.

Teorema 2.1 (Hilton) Los grupos de homotopia de la union en un punto
X = 8ntly v St estdan dados por

X) = @ T (ST
i=1

donde el sumando directo ,(S%t) estd incluido en m,(X) por medio de la
composicion con el producto basico p; € mg,+1(X)

Notese que para toda n hay sélo una cantidad finita de términos distin-
tos de cero en el lado derecho de la ecuacién anterior, ya que la sucesion
{¢;} tiende a infinito. Claramente hay diferentes opciones para definir los
productos bdsicos. Sin embargo, por un teorema de E. Witt (véase [25]), el
nimero de productos basicos de peso w que involucran a la esfera S; w; veces,
1=1,...,k, es

1 d)(w/d)!
Z wl/d A(wy/d)!

donde p(d) es la funcién de inversion de Mobius. Cada tal producto bésico

da lugar a un término 7,(S?™) en la descomposicién en suma directa de
k

(X)), donde ¢ = > r;w;. Por lo tanto el nimero de apariciones del término
i=1

7,(S91) en el lado derecho del Teorema no depende de la eleccién de

los productos basicos y una eleccion diferente daria lugar a lo més a un

reordenamiento de los sumandos y un cambio del isomorfismo de inclusion.

Ejemplo 2.1 Consideremos el caso X = 51V SV Ss. Los productos bdsicos
de peso 1 son 1y, tg,t3; los de peso 2 son (i1, 2], [t1,t3], [t2, t3]; los de peso 3
son [Lb [[’la LQ”; |:l’17 [Lla LSH ) [[/27 [Lla LZH ’ [[/25 [L17 [/3]:| ’ [527 [[/27 [’3]:|7 |:L37 [[’17 LQH )
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[Lg, [t1, L3H , [Lg, (L2, Lg]] . Como se verd mds adelante [Ll, L2, L3H no es un pro-
ducto bdsico, por lo que puede ser expresado como combinacion lineal de pro-
ductos bdsicos. De hecho, se puede ver que [Ll, Lo, L3H es combinacion lineal

de [LQa [LbLSH Y [L3> [lebz]]-
Mas atn, en la seccion 2.5 probaremos:

Teorema 2.2 Sean o € my(X), 5 € 1y (X),v € m.(X). Entonces se cumple
la identidad de Jacobi:

(_1)pq [[577]7 Oé:| + (_1)qr [[77 Oé],ﬁ} + (_1>rp[[a7 5]77} =0

2.2. Un par de lemas topolégicos

Sean X un espacio arco-conexo y 2.X el espacio de lazos basados de X. Con-

sideremos el isomorfismo natural 7 : m,41(X) = 7p(2X), h el homomorfismo
de Hurewicz h : m,(2X) — H,(2X) y sea

p=nhon:m1(X)— H,(Q2X).

Recordemos que la composicion de lazos en 2X lo dota con una estructura
de H—espacio, la cual induce el producto de Pontryagin en H,(QX). Para
€€ Hy(QX), ¢ € H(QX), este producto se denotard por £ - &' € H,4,(QX)
o simplemente por ££'.

Sea QX el espacio de lazos de X = S™*H v .. v S"H y sea e; = p(y;) €
H,,(QX), donde ¢; € 7m,.41(X),i = 1,...,k. Entonces, por el Teorema de

i

Bott-Samelson:

Lema 2.1 FEl anillo de Pontryagin H,(QX) = H.Q(S™T v ...V ST es

un algebra asociativa libre, libremente generada por los elementos ey, ..., €.

Regresando al caso general, sean o € m,41(X), 8 € m11(X) de modo que
[, 5] € Tprq11(X). El siguiente resultado relaciona el producto de Whitehead
en 7,(X) con el producto de Pontryagin en H,(QX) y fue probado por H.
Samelson en [19].

Lema 2.2 La imagen del producto de Whitehead [c, 5] bajo p estd dada por
pla, B = (=17 ((p(e) - p(B) = (=1)""p(B) - p(ev))
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2.3. Conmutadores Generalizados

Sean R un algebra generada por ey, ...,eyye: RXR — {1,—-1}, \: RxR —
Z funciones arbitrarias. Para a,b € R definimos

[[a,b]] = A(a,b) - ab — €(a,b) - ba.

Llamamos a [[a, b]] el conmutador generalizado (cg) de a y by definimos
los conmutadores generalizados bésicos (cgb) de la misma forma que los
productos bésicos, iniciando con el conjunto ordenado e . . ., e, como los cgb’s
de peso 1 y usando la operacién [[—, —]] en lugar del producto de Whitehead.
Sea by, by, ..., bs, ... la sucesién de cgb’s en R. Definimos un monomio en
los cgb’s como una palabra M de la forma b; b;, - - - b;,. El peso de M es su
grado como un polinomio en ey, ..., e, v el desorden de M es el nimero de
parejas (u,v),1 < u < v < r, con i, > i, De este modo, el monomio M
tiene desorden cero si y sélo si M es de la forma b7'b5%--- | n; > 0.

Los resultados mas importantes de esta seccién son los siguientes.

Teorema 2.3 Cualquier monomio en ey, ..., e, de grado w se puede expre-
sar como combinacion lineal de monomios en cgb’s de peso w y desorden
cero.

Teorema 2.4 Si R es un dlgebra asociativa libre generada libremente por
€1,...,ex, entonces los monomios en los cgb’s de desorden cero constituyen
una base (aditiva) para R.

Teorema 2.5 El nimero de cgb’s de peso w estd dado por

QM k) = = 3 (k"

djw

donde 1 es la funcion de Mobius.

Estos tres teoremas fueron probados originalmente en el casoe = -1, A = —1
(véase [25]). Claramente el Teorema[2.5no puede depender de la eleccién par-
ticular del “conmutador”. Supongamos vélido el Teorema [2.3] Entonces los
monomios en los cgb’s de desorden cero generan a R. Como R esta graduada
por el grado de los monomios en ey, ..., e, y como el nimero de monomios
que generan el subanillo de R de los elementos homogéneos, digamos de grado
d, es finito y es el mismo para conmutadores como para conmutadores genera-
lizados, el Teorema [2.4] se sigue de los hechos conocidos para conmutadores.
La demostracién del Teorema [2.3| en su forma general no presenta nuevas
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dificultades y a continuacién presentamos un bosquejo de la demostracion,
basado en las ideas de P. Hall y Magnus.

Demostracién (Teorema

Definimos el grado de un monomio M = b;,b;, - - - b;. como r. Ahora sea b el
primer cgb (en la sucesion by, bs,...) que aparezca en desorden en M, en el
sentido de que b = b;, para una pareja (u,v),1 < u < v < 7, con i, > i,.
Supongamos que b aparece por primera vez en desorden en M como b;,, por lo
que i,_1 > i,. Consideremos el cg [[b;,, b;,_,]] = Ab;,bi,_, —€b;, . b;,, entonces

M = eby, -+ - bi, bi, by, - by, — by - by, ([[b3, 5 i,y )by - - s,
=elM' —eM", digamos.

Ty—2 iv—l

Ahora mostramos que si M proviene de un monomio en ey, ..., e, mediante
aplicaciones sucesivas de este proceso, entonces [[b;,,b;,_,]] es un cgb. Cla-
ramente b;, < b;, ,. Notemos que hay conmutadores generalizados de peso
> 1 que aparecen en este proceso y que no estaban presentes en un inicio,
de modo que si b;, , = [[a, f]], @ debié haber sido en una etapa anterior el
primer cgb en desorden. Obviamente este proceso, aplicado digamos a b, no
introduce desorden en ningin &' < b, por lo que a < b;, y [[bi,, bi,_,]] es un
cgb. Por lo que M es expresado como e AM’ — eM”, donde M', M" son mo-
nomios en cgh’s, M’ tiene desorden menor que M y M” tiene grado menor.
Notemos que M’ aun tiene grado r y por supuesto, los pesos de M y M"”
son los mismos que el de M.

Hemos establecido pues la base de un argumento inductivo. Porque si supo-
nemos que todos los monomios en cgb’s de grado < r pueden ser expresados
como combinaciones lineales de monomios de desorden cero, contamos ahora
con un proceso para disminuir progresivamente el desorden de un monomio
de grado r. De este modo, completamos la demostracién del teorema 2.3 B

2.4. Demostracion del Teorema de Hilton

Sea QX el espacio de lazos de X = Sty ... v Sl = S v ... VS,
Por el Lema 2.1 H,(QX) es el dlgebra libre asociativa libremente generada
por ey, ..., e, Sea [[—,—]] el conmutador en H,(2X) dado en elementos
homogéneos

la,b] = (=1 Vab — (~1)"ba,

20



donde a € H,(2X) y b € Hy (QX).

Es claro del Lema que p : Tey1(X) = H,.(QX) manda a los productos
basicos p1, p2, - . ., Ds, - - . SObre un conjunto completo de cgb’s by, by, ..., bs, ...,
donde p(p;) = b;,i =1,2,....

Sea ¢; la altura de p;. Por abuso de notacién usaremos el simbolo p; para
denotar un representante S%*! — X en la clase de homotopia del producto
pi € Ty 11(X). Este induce a su vez un mapeo f; : Q5%+ — QX y por tanto
un homomorfismo f, : H.(QS%*) — H,(QX). Sea n; el isomorfismo natural

it g1 (ST S, (QS%HY) y sea by el isomorfismo de Hurewicz:

Tg1 (S%H) %) 7y, (5% _Z> H, (Q5%+1).

Entonces H, (5% ") es el dlgebra de polinomios generada por b, = h;(n:(¢)),
donde ¢ es el generador natural de my, 11 (S%*).

Lema 2.3 f;. es un homomorfismo de anillos y fi. (V) = b;

Demostraciéon

El que f;. sea un homomorfismo de anillos se sigue de que todo mapeo basado
X — Y induce un homomorfismo de los anillos de Pontryagin H,(QX) —
H,(QY). El hecho de que f;. (b)) = b; se sigue de la conmutatividad del
diagrama

Ty (S9H) 22 1 (X)

a I

7 (2581 22 ()

g Lh

H, QS5+ o 7 (QX),

7 1

donde p;., fix son inducidos por p;, f;. W

Se sigue del lema anterior que

furb7) = 0}
Consideremos los mapeos f; : Q5% — QX y f; : QS4*T! — QX inducidos

por p; y p;. Denotamos la composicién de caminos en 2.X por w-w’y definimos
fij : Q84T x QSuH — QX por
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fij(wi, wj) = filws) - fj(wj)
dondew; € Q5™ w; € Q5T Ahorasean y; € H.(25%7),5; € H.(Q5%H).
Entonces v; ® 7, € H,(QS%F! x Q8%+,

Lema 2.4 (fi;)«(vi ®7;) = (fis(73)) - (fi=(75))-

Demostracion
Por la definicién de f;; tenemos el siguiente diagrama conmutativo

0S4+« Q9+l A 9)¢

finjl /

QX x QX

donde p es la concatenacion de lazos en X. Pasando a homologia obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

H, (259 @ H,(255+) Y g x)

(fixfj)*l /

H.(QX)® H.(QX)
Ademas (fi x fj)«(71 ® 72) = fix(71) ® fj«(72). Por lo tanto se obtiene

fir(n) - fi=(72) = 1 (fix (1) @ fie(72))
= i ((fi X f5)e(11 ® 72))

= (fij)«(11 ® 2) n
Tenemos entonces mapeos f; : QS+t — QX i = 1,2,.... Estos inducen
mapeos
mf QST o x QST 5 QX
dados por

mf(wl,...,wm) = fl(wl) LN -fm(wm), w; € quﬁ-l

donde por convencion, los productos se asocian de manera natural a partir
de la izquierda. Sea w! el lazo trivial en QS%*!. Entonces si [ < m, podemos
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identificar el producto QS%F! x ... x QS%*! con el subespacio QS0+ x ... x
QS {wp ) x ... x {w) } del espacio QST x ... x QS? 1 Como cada
f; manda w! al lazo trivial en QX se sigue que

1 1
mf ‘QSQ1+1><...><QSQZ+1 ~ lf . QSQ1+ N Sql+ QX

(o)

Sea Z = ] 5% ", Recordemos que H,(25%1) es el dlgebra generada por
i=1

b;. Como la dimensién de los b tiende a infinito respecto a i, se sigue que

H.(Z) estd generada (como grupo abeliano) por los productos tensoriales
(finitos) b1" ® by"? ® - -+ y la familia de mapeos ,, f induce un homomorfismo

bien definido

6 H.(Z) — H.(QX).
Por el Lema [2.3] y una extensién del Lema [2.4] tenemos

A RVF? @ ..) =bt - bh L
Como las expresiones b'by? - - - forman una base libre (aditiva) de H,(Q2X),

por el Teorema 2.4 se sigue que ¢ es de hecho un isomorfismo de grupos
abelianos H,.(Z) = H,.(Q2X).

Para simplificar la notacién supongamos que las primeras ¢ esferas en X tie-
nen dimensién 2. Entonces la familia de mapeos {,,, f} induce un isomorfismo
de m(Z) en m (2X) el cual manda a cada n;(¢;) sobre n(¢;),7 =1,...,t. Sean
QX la cubierta universal de QX y Z la cubierta universal de Z; entonces
= ~—q1+1 ~—at+1 11 11 ~— qi+1

Z =QS8 X ...x QS x QS5+ % x QST donde S es la
cubierta universal de 25S%*!. Los mapeos ,,f, m =t,t+1,..., pueden ser

levantados de manera tnica a mapeos

~— q1 —~ q2+1 —~ qi+1 —
mg 28" Q8" kL x QST gmetl L x Qg S OX,

que mandan el punto base (la clase del lazo trivial en QS7T! x ... x QS4mT1)

en el punto base (la clase del lazo trivial QX). Més atin, si denotamos por ,,, 2

el dominio de ,,,g y encajamos de la manera natural a ;Z en ,,Z, t <1 < m,
tenemos

mg’lz ~ nglZ—>QX.
de este modo, los mapeos ,,¢g inducen un homomorfismo bien definido

¢ H,(Z) — H,(QX)
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Lema 2.5 ¢ es un isomorfismo H,(Z) = H,(QX).

Demostracién

Sean 20 — 7. 70 — Q5" w1 Q8" xQsmntly L QOX — QX
y QWX el espacio cubriente de QX con grupo fundamental

< N(tus1), -5 n(t) >, u < t. Entonces Z®) = Z, QWX = QX y notemos
que Z™ es el espacio cubriente de Z(*=Y con grupo de transformaciones
cubrientes < 1,(t,) >. Més atin, existen mapeos {,, f™},

q1+1

~—qi+1 ~ qut1

mf® QST X xQS xQST L QST x Q8 QW X

tal que ,,, f(® cubre a ,, fY L fO = f, o f® =, gy los {,f™} inducen
un homomorfismo

oW H(ZW) - H,(QWX),

y un isomorfismo de 71(Z®) en 7, (Q™X) que manda 7(ts) en n,(ts), para
u+1 < s < t. Afirmamos que los grupos de transformaciones cubrientes
actdan trivialmente en los grupos de homologia de los espacios Z® y QX
Esto se sigue del siguiente lema.

Lema 2.6 57 X es un H—espacio yp:Y — X es un recubrimiento, enton-
ces Y es un H—espacio y el grupo cociente m1(X)/p.(m(Y)) actia trivial-
mente en los grupos de homologia de Y .

Demostracién
Ver apéndice C. B

Como ¢ es un isomorfismo entre H,(Z) y H.(2X), la demostracion del Lema
[2.5] se sigue de aplicar t veces el siguiente resultado

Lema 2.7 Sea f: X7 — X5 un mapeo que induce isomorfismos

¢ . H*(X1> = H*(XQ), 7T1(X1) = 7T1(X2).

Sea 7 un subgrupo normal de 71 (X,) tal que 7 = 71(X) /7 es ciclico infinito

y seaw? = m(X3)/d(w). Sean Y1, Ys los recubrimientos de X, y Xy con grupos
de transformaciones cubrientes w', w2, los cuales actian trivialmente en los
grupos de homologia de Y1 y Ys y sea g : Y1 — Y5 el unico levantamiento de
f que manda la clase del lazo trivial en la clase del lazo trivial. Entonces g
induce isomorfismos

v H(Y) 2 HA(Y)), (Vi) = m(Ys)
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Demostracién
Ver apéndice C. B

Continuando con la prueba del Teorema de Hilton [2.1 notemos que por una
extension del teorema de Whitehead (véase [21]), deducimos del Lema[2.5|que
la familia de mapeos ,,,g induce isomorfismos entre los grupos de homotopia de
Z ylos de QX por lo que la familia de mapeos ,, f induce isomorfismos entre

los grupos de homotopia de Z y los de QX . Pero m,_1(Z) = @ m,_1(QS%+1).
i=1

Por lo que 7, _1(2X) = P 7,1 (Q2S%H1); més atin 7,1 (2S%T1) estd incluido
i=1

en 7,_1(£2X) por composicién con la clase de homotopia de f;, de modo que,
en el isomorfismo inducido

T (X) 2 P ma (597,
i=1

7,(S%*1) estd incluido en m,(X) por composicién de p;. Esto completa la
prueba del Teorema de Hilton 2.1 B

El teorema no juega un papel importante en el enunciado del Teorema
2.1} Q(w, k) es el numero de productos bésicos de peso w, pero, en general,
diferentes productos basicos del mismo peso pertenecen a grupos de homo-
topia de X de dimensiones distintas. Sin embargo, en el caso especial cuando
L =T9 =+ =T} =7, tenemos

Corolario 2.1 Sea X = \/ S la unidén en un punto de k esferas de di-
k

mension r+ 1, r > 1. Entonces

(X)) = @ (suma de Q(w, k) copias de m,(S"")),
w=1
donde Q(w, k) = L 3™ p(d)k*/?.
dlw

Una consecuencia inmediata de los métodos utilizados en la demostracion del
teorema de Hilton es el siguiente resultado, el cual sera de gran importancia
en el capitulo 5 para el calculo de la homologia racional de 2"¥"X.

Teorema 2.6 Sea V un espacio vectorial graduado de dimension finita so-
bre Q, con una base dada por elementos homogéneos by, ..., b,. Entonces el
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dlgebra tensorial T[V] admite una descomposicion como producto tensorial
de dlgebras polinomiales

T[V] = @ Qe

donde los x; pueden elegirse como una base de Hall (base aditiva), asociada
a los b;, del dlgebra de Lie libre L[V] generada por V' en T[V].

2.5. La identidad de Jacobi

D , . 1 1
Como se mencion6 al inicio del capitulo, si X = SY™ v S v S5+ entonces
[Ll, L2, 1,3]} no es un producto basico. Esto significa que, en la descomposicién
en suma directa,

oo
Tptqrr+1(X) = EB Tptgrri1(SHF),

i=1
obtenemos una representacion no trivial de [Ll, (L2, Lg]],

(o)
[Lh (22, L3H = Z[[pia al], o€ 7Tp+q+r+1<Sqi+1>
i=1
Supongamos ahora que pj,,...,p;,,... son los productos bésicos que no in-
volucran a la esfera S3. Contrayendo a S3 a un punto, obtenemos

0= Z[[pjw O‘jx”a
A=1
dedonde o;, = 0,A =1,2,... Similarmente, vemos que «; = 0 para cualquier
producto basico p; el cual no involucre todas las esferas Si, Ss, S3. Para un
producto bésico p; que involucre a Sy, So y S3, tenemos ¢; +1 > p+q+r+1,
excepto por [LQ, (11, Lg]] y [Lg, [t1, LQH. Por lo tanto

(01, [e2,e8]] = alia, [t1, 1] + bes, [t1, 2], ()

donde a, b € Z. Mas atn, solo puede existir una relacion de este tipo, pues no
hay relaciones no triviales entre los productos bésicos. Por lo tanto, si p es
el homomorfismo p : myiqiri1(X) = Hypqir(Q2X), entonces p|ir, [t2, t5]] se
puede expresar de manera tinica como una combinacion lineal de p [LQ, [t1, L3H
y plis, [t1, 2] ¥ la relacién

P[bh (L2, L3H =ap [527 (1, LaH + bp [63, (1, LQH
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se cumple en H,, 4, (2X) siy sélosi (%) se cumple en 7,4 g441(X). El proble-
ma por lo tanto es encontrar una relacién lineal entre p [Ll, L2, Lgu P [LQ, [t1, L3H
Y ples, [t1, t2]] en la cual el coeficiente de p[ey, [ta, t5]] sea £1.

Cambiemos ligeramente la notacién (en vista del resultado que queremos
probar).

Sea X = SYV SV S5 y busquemos una relacién lineal entre p[[ia, t3], 1],
p[[bg,Ll],LQ} y p[[Ll,LQ],Lg] en la cual el coeficiente de p[[LQ,Lg],Ll} sea +1;
es entonces claro que la misma relacion lineal también serda valida para
[[LQ,Lg],Ll}, [[Lg,Ll],Lg}, [[Ll,LQ],Lg].

Por el lema [2.2]

plleas sl a] = (=17 (plea, 1a] - e1 = (=1) @ Vey - pluy, u3])
(=D {(=1)7" (eze3 — (—1)(q_1)(r_1)6362) €1

— (_1)(q+r)(p—1)+(q—1)61 (63263 _ (_1)(q—1)(r—1)63€2)}
= (=1)"*esezer + (—1)7 T egee;

+ (_1)pq+rp+q61€2€3 + (_1>pq+rp+qr+r€163€2.

Similarmente,

pllez, ul, o] = (1) ezeres + (1) ejeses

r+pg+r r+pg+rp+
+ (_1)(1 pq eqeser + (_1)q parrp p€261€3,
y también

pllrs o), i3] = (1)7  ereses + (—1)P7 P egeqes

+ (_1)Tp+q7"+176361€2 + (_1)7‘P+QT+PQ+‘I€36261.

Observamos que

(=1)Pp[[e2, t3), t1] + (=) p[les, t1], 2] + (=1)Pp|[t1, ta], 3] =0,
de donde

(=1)P[[e2, t3], 1] + (=1)7 [[e3, ta], t2] + (—=1)"P[[e1, 2], 3] = 0.
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El Teorema [2.2] ahora se sigue mapeando SV SV S5 en X por un mapeo que
coincida en S} con un representante de o € m,(X), en S con un representante
de B € m,(X) y en S} con un representante de v € 7,(X). B

Notemos que cualquier otra relacion entre los productos de Whitehead, impli-
caria una relacion entre conmutadores generalizados; por el mismo argumento
usado por Magnus en el caso de conmutadores ordinarios de anillos (véase
[12]), tenemos

Corolario 2.2 Todas las relaciones entre productos de Whitehead se sigue
de la anticonmutatividad [a, 5] = (—=1)™[B,a],a € m,(X), [ € m,(X) y la
tdentidad de Jacobi, junto con las reglas de adicion y distributividad del pro-

ducto de Whitehead.

2.6. Una generalizacion del Teorema de Hil-
ton

Sean X,Y espacios topoldgicos con puntos base no degenerados. Sabemos
que podemos calcular los grupos de homologia de X VY en términos de los
grupos de homologia de X y de Y por medio de los isomorfismos

H(XVY) = H,(X)® H(Y).

Sin embargo, como hemos visto, este resultado no necesariamente se cumple
para grupos de homotopia. Una primera aproximacion del cdlculo de los
grupos de homotopia de un "wedge”fue la dada por Hilton la cual vimos en
este capitulo. Aunque este resultado estaba restringido al caso cuando X y
Y eran esferas. Posteriormente Milnor generalizd este hecho para el caso de
una suspensién arbitraria (véase [15]). La idea de la demostracién se basa
en conjuntos simpliciales. En esta seccién sélo se enunciard el Teorema de
Hilton-Milnor remitiendo al lector a la demostraciéon de Milnor en [I5] pues
dicha demostracion va més alla de los fines de esta tesis.

Teorema 2.7 Hilton-Milnor
Sean X1,..., X, espacios topoldgicos. Entonces existe una equivalencia ho-
motopica (débil)

h:Q \n/ X, — ﬁ Qxx®
=1 1=1

donde cada X es un producto smash de los X;’s, i < n.
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En general la idea en todas las demostraciones es mostrar que el espacio
de lazos (X VYY) tiene el mismo tipo de homotopia débil que el producto

infinito [[ QXW; donde W; es un producto smash (producto reducido) de
i=1
copias de X y Y.
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Capitulo 3

Operaciones en Espacios de
Lazos

A lo largo de este capitulo se estudiaran a detalle operaciones intimamente
relacionadas a los espacios de lazos, por ejemplo, hablaremos sobre la trans-
gresién que estd asociada a la sucesion espectral de Serre de una fibracion,
en particular usaremos la fibracion de trayectorias y lazos

QY - PY - Y

y definiremos la transgresién 7 la cual serda un morfismo cuyo domonio sera
un subgrupo de H(Y') y rango un cociente de Hy_1(£2Y"). También se definira
la suspension homolégica o, : Hx_1(Q2Y) — Hi(Y) y se vera que bajo las
hipétesis que tendremos seran inversas una de la otra. Posterioremnte se
hablara sobre el operad de n—cubitos y la accién que tiene sobre un espacio
de n—lazos y por medio de dicha accién y la estructura de operad se definira
una operacion homoldgica de dos variables conocida como la operacion de
Browder

An  Hy(Y) X Hy(Y) = Hyipig(Y)

y seran probadas algunas propiedades de ésta, en particular veremos la rela-
cién que tiene ésta con la suspension homoldgica y cémo el espacio H,(2"X)
con el producto de Pontryagin y la operacién de Browder (y dando una nueva
graduacién) forman un dlgebra de Gerstenhaber.
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3.1. Latransgresion y la suspension homolégi-
ca

El diferencial dy, : Ef, — Ef,_; en la sucesién espectral (en homologia) de
una fibracién tiene una interpretacién geométrica conocida como la trans-
gresion. Esta se defina como sigue. Supongamos que f : £ — B es una
fibracién con fibra F'y fijemos k > 0. La idea es combinar el homomorfismo
f« : He(E) — Hy(B), el isomorfismo Hy(B) = Hy(B,by) y el morfismo de co-
nexion 0 : Hy(E, F) — Hy_1(F) para definir, idealmente, un homomorfismo
7 : Hy(B) — Hjp—1(F) por medio del siguiente diagrama conmutativo

H(E) — H(E, F) —%~ H,_,(F)

| e

H(B) = Hy(B,by) — Hy_1(bo).

De manera mas precisa, tomamos como dominio de 7 a la imagen de f, :
Hy(E,F) — Hg(B,by) = Hy(B) y como rango de 7 el cociente de Hy_(F')
por O(kerf, : Hy(E, F) — Hy(B,b)).

Definicién 3.1 La transgresion 1 es el homomorfismo

T im(f.) = Hi_1(F)/0(ker fy)
dado por 7(z) = 0(r) + d(ker f.), donde z € im(f.) yr € f(2).

Es facil ver que con esta eleccién de dominio y rango, 7 es un homomorfismo
bien definido de un subgrupo de Hy(B) en un cociente de Hy_1(F'). Supon-
gamos por simplicidad que F' es arco-conexo y consideremos el diferencial

k . ok k

en la sucesién espectral de la fibracion f : £ — B. Su dominio, es un sub-
grupo de Ef, = Hy(B; Ho(F)) = Hi(B) ya que se trata de una sucesién
espectral de primer cuadrante y por lo tanto, E,’j’o es la interseccion de los
niicleos de d” : Ej,y — Ej,_, para r < k. Similarmente, el rango Ef,_, de
dy, E,’;:O — E(’ik_l es un cociente de £, ;. El siguiente teorema identifica el
diferencial d : E,’j’o — E(’ik_l con la transgresion.

Teorema 3.1 El diferencial dy : Ef, — Ef,_, en la sucesion espectral de
la fibracion FF — E — B coincide con la transgresion
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Hy_1(F)

|

dom(1) ——=rang(t) = Hy_1(F)/d(ker(f.))

|

Hy(B)

La demostracion de este resultado no es dificil y puede ser consultado en [14],
Teorema 6.6.

A continuacién analizaremos en detalle a la transgresién en el caso particular
de la fibracion de trayectorias y lazos sobre X

OX =< PX — X.

Recordemos que dado un espacio X, se define el cono reducido CX como
cociente de [0, 1] x X e identificamos a X como subespacio de C X por medio
de la inclusion X — CX dada por x +— (1,z). Tomamos a la suspensién
reducida X como C'X/X y denotemos por ¢ : CX — XX el mapeo cociente.
Consideremos ahora los mapeos

s: X = Q¥X, x— (t— (7))

0:X0X = X, (t,a) — aft).

Sea S, : Hy_1(Y) — Hi(XY) el isomorfismo suspensién, definido como la
composicién de los isomorfismos

S, Hy (V) & Hy(CY,Y) &5 Hy(SY, %) = Hy(SY).
Notemos que el mapeo ¢ : 3QX — X induce un homomorfismo

el cual podemos componer con el isomorfismo suspensién para obtener la
suspension homoldgica

0. =008, H1(QX) — Hp(X).

Ademas tenemos que la transgresion para la fibracion de trayectorias y lazos
sobre X
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OX - PX 5 X,

es el homomorfismo dado por

Hy_1 (QX)

|

7 Im(e,) <=— Hy(PX, QX)) —2> Hy_1(0X)/0(kere,)

|

Hi (X, %)

El siguiente resultado nos da una relacion entre la transgresion 7 y la sus-
pensién homolégica o,.

Teorema 3.2 La suspension homologica o, = £, 085, es un inverso izquierdo
para T en su dominio, es decir, o, o T(x) = x para toda x en el dominio de
7. Por lo tanto 7 es inyectiva. En particular, si T : Hp(X) — Hy_1(2X) es
un isomorfismo (con 0(kere,) = 0), entonces T y 0. son inversas una de la
otra.

Demostracion
En este caso haremos uso del mapeo g : CQ2X — PX definido por

(t, ) — (s = a(st)).

Notemos que g(0,«) y g(t, cte,) son ambos la trayectoria constante en * asi
que en efecto tenemos un mapeo bien definido en el cono reducido. Mas atn,
g(1,a) = a por lo que g define un mapeo de parejas g : (CQX,QX) —
(PX,QX) cuya restriccién a QX es el mapeo identidad. Al ser CQX y PX
ambos contraibles se sigue que los morfismos entre las sucesiones exactas
largas de estas parejas se reducen a tridngulos conmutativos de isomorfismos

H,(COQX, QX) o H,(PX,0QX)

Hy_1(QX).

La composicién eo g : CQX — X es el mapeo (¢, ) — «a(t). Como QX es
la fibra de la fibracién e : PX — X, eog |ox es el mapeo constante x y eog
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se factoriza a través de la suspensién 32X . De hecho, el siguiente diagrama
es conmutativo

CcQX

eog X
\ /

YO0X

Por lo tanto

N1 =0,5,0(e,) "t = £0,58,0(g.) H(en) ! = £0.5,0(lyc.) Tt = loci(c) M) T = 1d.
Es importante que todas las expresiones en este calculo tengan sentido y para

esto hay que identificar cuidadosamente los dominios y los rangos. Bl

Nos interesa relacionar estos mapeos con la transgresion en el caso de la
fibracion de trayectorias y lazos sobre ¥Y:

QXY — P(XY) S5 %Y

donde e evaliia a una trayectoria en su punto final. La transgresién para esta
fibracién es la “composicién” (con dominio un subgrupo de Hy(XY') y rango
un cociente de Hy_1(QXY)):

7 Im(ey) <=— Hy(PSY, QY ) —2> H,_1(QXY) /0 (kere,)

f

Hy(ZY, *)

Ahora, si en la suspension homologica

Oy - Hk(QZ) — Hk+1<Z)

tomamos el caso Z = XX, entonces podremos observar otra relacién natural
que tiene con el isomorfismo suspensién S, : Hx_1(X) — Hi(XX). Conside-
remos el mapeo adjunto a la identidad id : ¥ X — XX

s: X = Q¥X, z~— (t— (tx)).

Entonces el siguiente diagrama es conmutativo

H,_1(Q2X) = Hy(ZX)

Sx =
S

Hp 1(X)
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lo cual nos diria que en el caso especial de los lazos de una suspension, o,
es suprayectiva. La conmutatividad de dicho diagrama se sigue del diagrama
conmutativo

Hy(O5X) <2 Hy i (COEX, Q5 X) — Hy 1 (SQEX) —2> Hyy1 (EX)

- | e

Hiir (5X).

=
E
=
s
Q
Is
>
R

En el caso de la fibracién de trayectorias y lazos QXY — P(XY) — XY se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.3 El dominio de la transgresion T es todo Hy(XY'). Mds ain, el
morfismo s, 1 Hy_1(Y) — Hp_1(QXY) inducido por s es un levantamiento
de 70 S,.

> Hi_1(QXY)

S* |

Hy (V) 2= Hy(SY) —"= Hy,_1 (QSY) /O(kere,).

En particular, si T : H, (YY) — Hp_1(QXY) es un isomorfismo (donde for-
zosamente O(kere,) = 0), entonces s, : Hy_1(Y) — Hp_1(QXY) también es
un 1somorfismo.

Demostracion
Consideremos el mapeo f : CY — PYY definido por

flty) = (r—(rt,y)).

Entonces evo f : CY — XY resulta ser sélo el mapeo (¢,y) — (¢,y), es decir,
el mapeo cociente c¢. Mds atn, la restriccién de f a Y = {1} x Y C CY es
el mapeo y — (r +— (r,y)); el cual sélo es el mapeo s. En otras palabras, f
induce un mapeo de pares f : (CY,Y) — (PXY, QXY) cuya restriccién a los
subespacios es s. Por lo tanto f induce un mapeo de las sucesiones exactas
largas de los pares; ademas como PXY y CY son contraibles cada tercer
término es cero por lo que obtenemos diagramas conmutativos cuyas flechas
horizontales son isomorfismos:
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Hk(CY7 Y) Hk71<Y)

Hy(PYY,Q2Y) -2~ H, (QY).

Como e o f = ¢, el diagrama

H,(CY,Y) i H,(PSY,QSY)

\/

k(XY %)

conmuta, donde ¢, es un isomorfismo. Se sigue que e, es suprayectivo, por
lo que el dominio de 7 es todo Hy(XY). Més atin, d o f, o (c,)”' es un
levantamiento de 7, por lo que usando la definicion de S, y el cuadrado
conmutativo anterior obtenemos que

TOS*:aof*o(c*)_los*:af*a_lzs*. [ ]

3.2. El operad de n—cubitos C,

En esta seccién introducimos los espacios de configuraciones de n—cubitos
C.(k) y estudiamos sus propiedades basicas. Histéricamente estos espacios
han probado ser fundamentales en la descripcion de los espacios de lazos
iterados de la forma "X, ver [13]. Un hecho importante para nuestro trabajo
es la equivalencia homotépica C,,(2) ~ S™~!, la cual serd usada en la siguiente
seccion para definir la operacion de Browder.

Definicién 3.2 Denotamos por I = [0,1]. Un n—cubito c es un encaje afin
c: I — I"™ que preserva orientacion y es de la forma ¢ = f; X ... X fp,
donde cada f; : I — I es de la forma fi(t) = a;t +b; con 0 < a;, 0 < b; y
a; +b; < 1.

Podemos visualizar a un n—cubito de forma gréafica por medio de la siguiente
figura
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e= fix. o fy

m

Definicién 3.3 FEl espacio de configuraciones de k n—cubitos C,(k)
es el conjunto de las k—tuplas < cyi,...,c, > de n—cubitos tales que los
interiores de ¢;(I") y ¢;(I™) son disjuntos si i # j.

=]

Sea J™ el interior de I"™. Notemos que una tal configuracién < ¢y, ..., cp > se
puede ver de manera natural como una funcién continua
<y, o> IF g gn

y dotamos asi al espacio C, (k) con la topologia de subespacio del espacio
de todas las funciones continuas Il J" — J", provisto con la topologia
compacto-abierta.

Recordemos que dado un espacio M se define el espacio de configuraciones
(ordenadas) de k—tuplas de puntos distintos en M como

F(M,k) = {(my,...,mg) € M* | m; #m;, si i+#j}

Notemos que existe un mapeo de evaluacion ev : C, (k) — F(R™, k) dado por
1
12

mandar a cada ¢; a su centro, esto es, si zg = (%, ..., =) € I"™ definimos

ev < cp,..., ¢ >=(c1(20), -, cx(20))
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en donde identificamos el interior de I"™ con R"™. El siguiente resultado es
claro y una demostracién puede ser consultada en [13].

Lema 3.1 El mapeo ev : C,(k) — F(R", k) conmuta con la accion natural
del grupo simétrico y es una equivalencia homotopica.

En particular, C,(2) ~ F(R",2) ~ S"! donde la tltima equivalencia ho-

motopica estd dada por (z,y) — ﬁ; una inversa homotopica estd dada

por z — (z,—2).
Notemos que la composicion de funciones define mapeos de la forma

v Co(k) X Cp(j1) X ... X Cp(Jk) = Cn(J1 + -+ - + Ji)-

Mas aun

Teorema 3.4 La coleccion de espacios C,, = {Cp(k) }r>0 tiene estructura de
operad, esto es:

1. C,(0) = % consiste por convencion de un solo punto, visto como el
encaje del conjunto vacio en J".

2. Existen funciones continuas

¥ : Cu(k) X Cn(j1) X ... X Culji) = Cul(4),

donde j = j1+ ...+ Jji, que satisfacen la siguiente propiedad asociativa:
para todo ¢ € C,(k), ds € C,(Js) y e € Cp(iy)

V(V(C;dlv"'vdk);ela"'7€j) ZV(C;fly"'aka)?
donde fs = v(ds;ejﬁ._ﬂ-kl“, . a€j1+...+js) Yy fs =% st 7, =0.

3. La funcion identidad 1 € C,(1) satisface v(1;d) = d para d € C,(j) y
Y(e; 1%) = ¢ para c € C,(k), 1% = (1,...,1) € C,(1)*.

4. Existe una accion derecha del grupo simétrico ¥; en C,(j) dada por

< Clye oy €5 >0 =< Co(1),--+,Co(j) > para o € X;
tal que para c € C,(k), ds € Cy(Js), 0 € Xk, y 75 € X, se cumple

")/(CO';dl, c. ,dk) = ")/(C; da—1(1), Ce 7da—1(k))0(j17 e ,jk) Y
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y(e;dimy, . deie) = (e dy, . dp) (T B L B T),

donde o(j1,...,Jk) denota la permutacion de j letras en la cual se per-
mutan los k bloques de letras determinadas por la particion de j en la
forma en que o permuta k letras y 71 @ ... ® 7 denota la imagen de
(T1,...,7Tk) bajo la inclusion natural de 3, % ... x ¥;, en X;.

Definicién 3.4 Dado un espacio basado X, una accion de C, en X es una
coleccion de mapeos

0;:Co(j) x X! - X
para j >0 (0 : x — X), tales que

a) Los siquientes diagramas son conmutativos, donde »_ js =7, © =1 X

0;, X ... x 0, yu denota el homeomorfismo natural:
Co(k) X Co(j1) X - X Cu(ji) x XI — L2~ Co(5) x X7
X\
1xu X

Cp(k) % Co(j1) X X7 x ... X Coi) x X7 =25, (k) x X*

b) 61(L;z) =2 paraz € X y
c) 0;(coyy) = 0;(c;0y) para c € Co(j), 0 €X; yy € X7,

Ejemplo 3.1 Es un hecho cldasico que todo espacio de n—lazos Q"X es un
Cn,—espacio. En este caso los mapeos estructurales

v Cu(h) X ("X) — Q"X

estan dados por el producto (o combinacion de los j n—lazos parametrizados
por la configuracion de j n—cubitos.

Reciprocamente, P. May probé en [I3] que la existencia de una C,,—accién en
un espacio basado Y es un criterio para que Y sea equivalente a un espacio
de n—lazos.
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Teorema 3.5 (Principio de reconocimiento de espacios de n—lazos)

Sea X un espacio arco-conexo con punto base no degenerado. Entonces X
tiene el tipo de homotopia débil de un espacio de n—lazos si y solo si X
admite una accion del operad de n—cubitos C,,.

Dado un espacio basado Y existe una manera natural de construir el C, —espacio
libre generado por Y.

Definicién 3.5 Sea Y un espacio con punto base x. Definimos el espacio

Co(Y) como

Cn(Y) =

[1¢.G) xs, Y7
=0

donde ~ es la relacion de equivalencia dada por

(Cla'-'acj;yla"'7yi717*7yi+17"'7yj) ~ (Cla'-'7Ciflac’i+17"'7Cj;y17"'>yi717yi+17"'

Es claro que C,(Y) admite una estructura de C,—espacio. Mds atin, el si-
guiente teorema fue probado por P. May en [13].

Teorema 3.6 (de Aproximacion de Peter May)
Sea X un espacio arco-conexo con punto base no degenerado. Entonces existe
una equivalencia homotopica débil

C(X) ~ QS X

3.3. La operacion de Browder )\,

La operacién de Browder A, : H,(Q"™'X) x H,(Q" 1 X) — H,\ ), (Q"X)
fue introducida por W. Browder en [4] como una herramienta para calcu-
lar la homologfa médulo 2 de los espacios de lazos iterados Q"Y1 7 en
términos de H,.(Z;F,). En esta seccién definimos la operaciéon de Browder
en la homologfa racional de un espacio de lazos Q"' X y enunciamos sus
propiedades basicas. En particular resaltamos el hecho de que A, conmuta
con la suspension homoldgica

A (042, 0.y) = 0udn—1(2,Y).

Esta propiedad serd de gran utilidad en el siguiente capitulo para describir
H, (Q"3" 1 X; Q) en términos de H,(X;Q).
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Recordemos que para todo espacio de lazos de la forma Q"' X existe un
mapeo

0:Cri1(2) x Q"X x Q"IX — QX

donde C,(2) es homotépicamente equivalente a S™.

Definicién 3.6 (Operacion de Browder)
Dados x € Hy(Q"™;Q) yy € H(Q"™;Q), definimos un elemento en
Hn+p+q(Qn+1§Q) por:

M(z,y) = (=)0, (a @z ®7),

donde o es un generador fijo de H, (Cny1(2); Q) =2 Q, digamos la clase fun-
damental.

La operacién A, es andloga a un corchete de Lie. Mas atn:

Proposicion 3.1 La operacion de Browder cumple las siguientes propieda-
des:

1. Paran =0, A\ : Hy(QX) x H,(2X) — H,,(2X) estd dada por

No(w,y) = x5y — (=1)FWy « 2

donde * es el producto de Pontryagin (para una eleccion particular de

a € Ho(C1(2))).

2. Compatibilidad con la suspension

Tl ) = Mo (02(2), 0. (1),

3. Antisimetria

An(z,y) = (—=1)llbHTEnleHy D\ () 0,
4. Estructura de dlgebra de Poisson
)\n(x Y, Z) =T- )\n<y7 Z) + (_1)‘y|(n+|2|))‘n(x> Z) Y.
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5. Identidad de Jacobi

(=) HDEHD X (2, X, (y, 2)) + (—1)EHDEHD N (4 N (2, 2))
F(=1)HDEHD ) (2 A, (2, 3)) = 0.

En el caso particular n = 1, podemos definir una nueva graduacién en el alge-
bra H,(Q2?X;Q) del modo siguiente: Si z € H,(Q*X) ponemos |z| := —p.

Notemos que si z € H,(Q?X) y y € H,(Q2?X), entonces zy € H,,,(2*X) por
lo que |zy| = —(p+ ¢q). Ademds de manera similar A\;(x,y) € Hijpq(Q22X)
implica que |A\1(z,y) = —(1+p+ q)|.

Por lo tanto:

Loz -yl = |z + [yl
y
2. Mz, y)l =[]+ ly[ -1

Esto es, H,(22X) junto con el producto de Pontryagin z -y y la operacién
de Browder \;(z,y) tiene estructura de dlgebra de Gerstenhaber.

De manera mas general, para n > 1 podemos introducir una nueva gradua-

cién en H,(Q""'X) como sigue: Para z € H,(Q""'X) ponemos |z| := —Z.

En este caso, si x € Hy(Q"™'X) y y € Hy(Q"™ X) tenemos:

(p+q)

Ty € Hp+q(Q"+1X) = |ry|=-— "

(n+p+q)

An(z,y) € Hn+p+q(Qn+lX) = [a(z,y)|=— n

Asi, con esta graduacién fraccionaria se tiene

2yl = |z + |y

Anl(@,y)| = |z| + |y — 1.

Luego H,(Q2""X;Q) es un dlgebra de tipo Gerstenhaber.
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3.4. Demostracion de las propiedades de )\,

En esta seccién demostraremos las primeras tres propiedades de la operac1on
de Browder enunciadas en la Proposicién [3.1] de la seccién anterior. Estas
seran de relevancia para el cdlculo de la homologla racional de 2"3"X en el
siguiente capitulo.

1. Si X es un H—espacio, entonces
M(z@y)=zxy— (=) ¥y sz
donde * es el producto de Pontryagin (para una eleccién particular de
(NS HQ(Cl(Q)))

Demostracién

Notemos que C;(2) tiene dos componentes conexas

C1(2) =C1(2)T I C1(2)”

correspondiente al orden de los 1—cubitos.

Entonces Hy(C1(2)) = Ho(C1(2))T @ Ho(C1(2))” =Z @ Z. Sean e; y ey
los generadores naturales de Hy(Cy1(2))" v Ho(C1(2)) ™, respectivamente

~J

y tomemos o = e; — e; como generador de Ho(C;(2)) = Z.

Recordemos que X es un C;— espacio si y solo si X es un espacio de
lazos X = QY y en tal caso, el mapeo 6 : C;(2) x X? — X es el
producto de lazos, parametrizado por los cubitos en C;(2). Notemos
que salvo homotopia, la restriccién de 6 a C;(2)" x X? — X es el
producto de lazos en X = QY y la restriccién de 6 a C1(2)” x X? — X
es el producto de lazos inviertiendo factores. Asi, tenemos un diagrama
homotoépicamente conmutativo
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Ci(2)T x X?
Cl(ZJx )(2\—9>X

[

61(2)7 x X?

donde p es la multiplicacién de X y 7 es la transposicién (z,y) — (y, x).
Pasando a homologia

H.(C1(2)") ® H.(X)

| e

H.(C1(2)) ® Ho(X)®* "~ H,(X)

|

H.(Ci(2)7) ® H (X)®?

donde p, es el producto de Pontryagin y 7, es el morfismo dado por
m(r®y) = (-1)lFWy @ 2. Luego

O (a®zry)=b.(e102xRy) —0.(caRxRy)
=(1 @ y) = (s 0 ) (2 @ y)
=z xy — e ((-1)Wy @ z)
=z sy — (=Dl w2

Por lo tanto \g(z,y) = z x5y — (—1)1=Wly x 2.

. Antisimetria

Mn(y ® x) = (_1)I:v\Iy|+1+n(lml+|y\+1))\n<x ®y)

Demostracién

Sabemos que C,41(2) ~ S™ y que permutar cubitos corresponde al
mapeo antipodal el cual es de grado n + 1. Ademaés el mapeo 7 : X X
X — X x X que permuta las coordenadas, induce el morfismo 7, :

H.(X)® H.(X) = H.(X) ® H.(X) dado por
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n(zy) = (-DkMy @ .

M4s atin, sabemos que 6 : C,41(2) x X? — X es equivariante, esto es,
el siguiente diagrama es conmutativo

Cri1(2) x X x X 2= X

perXTl ]

Crr1(2) x X x X

donde per : C,41(2) — Cpy1(2) es el mapeo que permuta cubitos. Al
pasar a homologia obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

H,(S™) ® Hy(X) ® Hy(X) "> Hpppiq(X)

Qx ®T*L /
9*

H,(5") © Hy(X) © Hy(X)

donde, a, : H,(S™) — H.(S™") es multiplicacién por (—1)"*1. Por lo
tanto

D", (0 @z @ y)
D=1 (=), (0 @ y © )

Az @ y) =(=1)
(=1)
(=)l (=) (= (= 1) (1), (0 @ y @ 2)
=(=1)
=(=1)

1)lellsl+1n(lel+Hyl+D (_1)nlvlg (4 @ y @ )
1 ‘x||y|+1+n(|z\+‘y|+1)/\n(y ® ).

. Conmuta con suspension

(2 ®y) = M1 (04(2) @ 0.(y))

Demostracién

Consideremos el siguiente diagrama
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Hn(Sn) ® Hp(Qn+1X) ® Hq(Qn+1X) n+p+q QnJrlX)
l2*1®2*®2* lz
Hy 1 (S"71) @ Hpt (BQX) @ Hy (ZQ"HX) Hypprgin (BQHX)

l 1®erRex l

Hyoa(S™Y) @ Hypyr (X)) ® Hyr (2°X) - Hytginia (2°X)

donde ¥, denota el isomorfismo de suspension y e, el inducido del ma-
peo [t,v] — 7(t). La demostracion se basa en probar la conmutatividad
de este diagrama usando un argumento a nivel de cadenas que puede
ser consultado en [4], [6] y [7]. B

3.5. La cohomologia de F'(R",q)

Recordemos que si n > 2, el anillo de cohomologia de F(R",q) esta
generado como algebra por clases de la forma

Al 1<j<i<g,

donde A7 es de grado n — 1, (ver [6]). Estos elementos provienen de
considerar la equivalencia hootépica S"~! ~ F(R",2) y considerar los
mapeos de proyeccién

T4 - F(Rn, Q) — F(Rn, 2)
dados por (z1,...,x4) — (z,x;), con j < i. Las clases de cohomologia

A7 ; se definen por medio de la ecuacién

Aj = WZ]-(L),
donde ¢ es la clase fundamental de H" '(F(R",2)) = Z. Estas clases
cumplen las siguientes relaciones
a) (Af;)? =0paral<j<i<yg,
b) A;F,jA;k = AZ,j(Ai‘,k - AZ;‘) sio g<k vy

c¢) Asociatividad y conmutatividad (en el sentido graduado).
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Sea A, s el elemento en H,,(C,+1(1)) dado por el mapeo

HL(S") 225 H(F(R™,1)) 25 H.(Coya (1))
donde f; es la inclusién de F(R™! 1) en C,.1(l) definido por P. May

en ([I3], Teorema 4.8). Sean ¢ € Cy11(k),ci,, € Cpt1(im). Definimos
un mapeo

¢t : Cn+1<it) — Cn+1(k3> X Cn+1(7;1> X ... X Cn+1(ik), l<t<k
por medio de

(bt(ﬂi) = (Ck,Cl, ey G —1,T,Ci 41y - - ,Ck).

Definimos otro mapeo

¢ : Cn+1(]€) — Cn+1(k’) X Cn+1(7;1) X ... X Cn-i—l(zk)

de manera similar. Por convencién ¢u(A,s) = Arai ¥ Uu(Ars) =
Arsk-

Lema 3.2 Si v, : H (Chi1(k)) @ Ho(Cry1(ir)) @ ... @ Ho(Cpry1(ig)) —
H.(Cni1(j)) es el inducido por el mapeo de estructura, con j = iy +
...+ 1 entonces

a) Y«(Arsi) = Atz sta, donde © =iy + ... + i,y (por convencion

r=0sit=1).
i’r‘+1_1 is
b) ’Y*(Ar,s,k) - Z Z Ail+...+ir+l,i1+...+i8_1+m
=0 m=1
Demostracion

Véase ([7], Lema 12.1). B

La intima relacién entre el espacio de configuraciones F'(R", 2) y el
operad C,.1 nos permite demostrar las propiedades restantes de \,,.
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4. Identidad de Jacobi

(—1)mHlzDinl=l) x| (2, Ay, 2)) + (—1)HlyDntlzh \ (v, \u(z, 7))
+(—1)("+|Z‘)("+‘y|)>\n(z,)xn(:v,y)) —0.

Demostracién

Nos fijamos en el siguiente diagrama conmutativo, en el cual ©, =
1 ® O3 @ 01,

Y ®1

H.(Cot1(2)) @ Hi(Cp41(2)) ® Hu(Coya (1)) ® Ho(X) H.(Cor1(3)) @ (H.(X))?

03+

18T.®1 H.(X)

He(Cot1(2)) @ Ho(Co (2)) @ (Ho(X))? @ Ha(Coin (1)) @ Ho(X) —2 Ho(Coin (2)) @ (H.(X))?

y observamos que

020 (10602,061,) (1QT.21) (A1 © Ay ®eg®r@y@z) = (—1)"MH\, (A, (20y)©2)

Aprovechando la conmutatividad, calculamos v.(Aj; ® Ay ® eg). Por
el Lema V(A1 ® eg ® eg) = Agr + Az y Yu(e0 ® A1n ® eg) = Au,
donde eg es la clase natural en dimension cero.

Dualizando esta informacion, usamos la estructura del producto cup
para llegar a la formula

(—1)""(A11A4%) = (An®eo®ep) " (eo® A1 ®ep)” = (An®@An®ep)” (i)
Dualizando directamente (i7) obtenemos

P+(An © An @ eo) = (=1)"[(A71A)) + (A1 A).] - (i)

donde (Aj;A%). es el elemento dual a A} A%,. Sea A; que denota
(A3, A45)« y Ay que denota (Af; A3, ). Combinamos las féormulas (i) —
(77i) y observamos que
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bsl(Ar+ A @z @y @] = (-)"NM(roy) ©2) (v)
Ponemos 0 = 77, € X3 y recordamos que la accién de o en la base

dual estda dada por

< 0Ag,x* >=< Ag,0 'az* >, para Ag arbitrario:

0 si x* = A7 A%

< Ap otz >=
-1 st " = A} A5

<Ay o la* >=

. * * *

Juntando esta informacién con el requisito de equivarianza y fijaindonos
en el diagrama

Cri1 (k) X Cpy1(ir) X X x oo X Cpya(ig) x X'* s Crt1(B) X Cpga (i) X .. X Cpya (i) X X7
1><07,1 ><...x0,,ki l—yxl
i) j

Cria(k) x X* Cri1(f) x X7

el cual es conmutativo por ([I3], 1.4), tenemos que

O3.(Ar @z @y 2) =b5.(0°A; @ 0 (z @y © 2))
—(—1)HellvHDg, (A, + AN @y@ze1) ()

93*(14] RIrRYR Z) :93*<0'A] X 0'71<:L‘ RY R Z))
:(_1)1+|z|(|z|+|y‘)63*((A] +A)RzRry) (vi)

Juntando las féormulas (iv) — (vi) junto con la antisimetria de A, obte-
nemos lo deseado. W
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5. Estructura de algebra de Poisson

)\n<x Y, Z) = )‘n(yv Z) + (_1)|y|(n+‘Z|)/\n(ZE7 Z) Y.

Demostracién

Consideremos el diagrama conmutativo

H.(Car1(2)) ® Hi(C4a(2))%? @ Ho(X)*

1eT.®1 H. (X)

Hy(Coi1(2)) @ Ha(Cot1(2)) @ (HL(X)®2 ® H,(Cos1(2)) @ Ha(X)2 =20 H(Co1(2)) @ (HL(X))®2

donde O, = 1 ® 05, ® 6,. Por el Lema [3.2, v.(ep ® A;1 ®e,) = A1y
por lo tanto

00 (A @@y @uv) = (—1)"FHIN (2, y) - u- .

Notemos también que

V(A1 ® eg ® €g) = Aoy + Ago + Az + Aso

0174 (A1 D eg®e) @2 RyRuev) = (—1)"EHFIN (2.9 u.v). (3.1)

Recordemos la accién del grupo simétrico £, sobre las clases A;;, tene-
mos la conmutatividad del siguiente diagrama

CnJrl (4) x X4

donde, p € 4. Usando el diagrama anterior calculamos
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01(Ag1 @2 @y @u®v) =(—1)Mo, (A, @r@ueyev)
—=(—1)lllulFnlel N (2 u) -y v, (3,2)

01(Ap @2 @y @uv) =(—1)"¥g, (Ay @y @10 uR V)
(= 1)l ) gy (3,3)

01(Az1 @2 @y @u®v) =(—1)""o (Ay @ r0y®v e )
:(_1)Iul|v|+\y||v|+n\wl+1)\n<x, v) -y - u, (3,4)

01 (Ag @2 @y @u@v) =(—1)"g, (A 20y @ v @ u)
:(_1)IulIvIHxIIyHnIyHl)\n(y’ V)T (3,5)

Usando las férmulas (3.1)-(3.5) obtenemos

M@ -y - v) =(= O N (2 4 -y o 4 (=)D N (4 0) o
(=)Wl () Ly (= D)D) L,

Luego, el resultado se sigue. B
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Capitulo 4

La Homologia Racional de
Qn+12n+1X

En este capitulo presentamos el calculo de la homologia racional del espacio
de lazos iterados Q""1¥" 1 X en términos de la homologia racional de X. A
saber, probaremos el siguiente

Teorema 4.1 Si H,(X;Q) es de dimension finita para toda g > 0, entonces

H*(QnJrlEnJrlX; Q) ~ g [anL (Sn‘/;ﬂ
para toda n € N, donde V, = H,(X; Q).

Aqui S[W] representa el dlgebra simétrica generada por el espacio vectorial
graduado W'y L[W] representa el dlgebra de Lie libre generada por W. El
calculo se llevara a cabo por induccién sobre n, usando la sucesion espectral
de Serre de la fibracion de trayectorias y lazos

Qn-i-lzn-i-lX - P(ann-‘rlX) N ann—i-lX

comenzando con el Teorema de Bott-Samelson que implica que H,(QX2X; Q) =
T [sH.(X;Q)]. Formalmente consideramos dos casos: la fibracién

O*Y2X — P(OX2X) — O¥2X

en donde la homologia de la base es en general un algebra no conmutativa
y el paso inductivo en donde la fibra es Q"3 "X con n > 2. En ambos
casos, el andlisis de la sucesion espectral usa fuertemente las propiedades de
la operacién de Browder A, : H,(Q""'Z) — H,\ )1 (Q"T17Z) introducida en

el capitulo anterior.
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4.1. La homologia de Q?Y°X

En esta seccién obtendremos la homologia racional del espacio Q2X2X a
partir de la sucesion espectral de Serre de la fibracién

O*Y2X — P(OX2X) — Q%X

cuya segunda pagina esta dada por

H,(Q%2X) ® H,(Q2%2X)

y converge a la homologia de un punto.

Para empezar, notemos que el mapeo natural XX — Q¥ (XX) dado como
el adjunto del mapeo identidad ¥2X — ¥2X, induce un monomorfismo en
homologia

sV, = sH,(X) = H,(XX) = H,(Q¥*X).

Del mismo modo, el mapeo natural X — Q?¥2X induce una inclusién V, =
H.(X) — H.(Q*X%2X) y ambos morfismos son compatibles con la suspensién
homoldgica, esto es, el siguiente diagrama es conmutativo

V. H,(02%2X)
(sV) i1 — H, 11 (252 X).

Mas atn, por el Teorema de Bott-Samelson tenemos

H,(QX2X) 2 T[sV,].

Por otro lado, como consecuencia de los métodos usados en el Teorema de
Hilton sabemos que

T[sV,] = ®@[xi],

donde {x;} es una base para el élgebra de Lie libre generada por sV, en
T[sV,]. Por lo tanto los z; son de la forma

T, = [al, [(IQ, [ag, .. .],],}

para ciertos a; € H,(XX) C H.(QX?X).
La relacién con la sucesion espectral de Serre estd dada porel siguiente

93



Lema 4.1 Todos los x; son transgresivos. De hecho, si a; = o,a; con o; €
H.(X) C H,(Q*X%X) y definimos & = A (a1, M (az, M\ (as,...),),), entonces
se tiene 0,(&) = x;

Demostracién

Como la operacién de Browder conmuta con la suspension, tenemos que

U*(fl> = O (Al(ala )\I(OQ; )‘1(0437 .- ’)7 )7 ))
= )\0(0*(061, )\0(0*<042)7)\0<0*(043>7 .- ')7 )7)

= [al, [CLQ, [ag, .. .],],] = XT;.

Mas ain, analizando el siguiente diagrama conmutativo

H,(Q2%2X
H,(CO2S2X, Q252X ) — H,(POR2X, Q252X 2 ( )

ker(ey)

=~ €x T -

H(Q252X) — =+ H,(S?52X, %) — =
S e —

O x

vemos que la imagen de la suspensién homoldgica o, : H,(Q*Y2X) — H, 1 (Q2¥2X)
estda contenida en el dominio de la transgresién. De aqui se sigue que los
x; = 0.(&) son todos transgresivos. W

De este modo, como se vio en la seccién 3,1, nos encontramos en la situacién
en que la suspension o, y la transgresion (el diferencial de elementos de la
base) son inversas una de la otra en la sucesién espectral. Por lo tanto

d"(z;) = d"(0.(&)) = &
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H,(0°22X) ¢

d;,

Tt H.(Q%%X)

De aqui se sigue que si los generadores x; estan dados por z; = [al, [as, . . ],]
con a; = o.(a;), donde a; € H.(XX) C H.(OX*X) y o € H(X) C
H,(2?Y2X), entonces los a; y los z; son transgresivos y satisfacen

donde & = A\ (g, a9, ...),).

Asi tenemos que si o, € H.(X) C H,(Q*3%2X) y a,b € H,(XX) C
H.(QX2X) son tales que o.(a) = a, 0.(3) = b, entonces

g Ai(@, B) = Ao(0.(@), 0.(6)) = [a, b].

Esto es, el conmutador de dos elementos transgresivos es también transgresivo
y la transgresion (diferencial) manda a un tal conmutador en H,(QX?X) en
el correspondiente conmutador, con respecto a la operacion de Browder Ay,
en H,(Q?X2X). Esto es suficiente para decidir la estructura de la suceién
espectral.
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H,(Q*%2x) %

A, B)

d

Y

a b [a, b] H,(QL?X) = T[sV)]

Formalmente usaremos una sucesion espectral auxiliar la cual compraremos
con la sucesién espectral de Serre en cuestion. Esta nueva sucesion espectral
se construye de manera puramente algebraica, con la pagina dos dada por

‘B2, = T[sV.] @ S[s ' LIsV.]
y los diferenciales en T'[sV,]| = &Q) Q[z;] estan dados por

dlsaq, . ..sax] = s [say, . .., sag].

Se extiende por la regla de Leibnitz. Los diferenciales en el segundo factor
S[s7'L[sV.]] son cero. Asf la estructura de los diferenciales en {'E7,}, se
sigue por completo de la regla de Leibnitz. Mas atin, se puede ver que esta
sucesién espectral converge a la homologia de un punto, es decir, 'ELS, = Q
concentrado en bigrado (0, 0).

Consideremos ahora el morfismo de sucesiones espectrales
. [ n
f ° { E*7*} % {E*7*}
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dado por

fE€@n) = fi(&) @ fa2(n)
donde

fi:T[sV.] = H.(QX*X)

estd dado por el isomorfismo de Bott-Samelson y

fo: S[sT L[sVL]] = H.(Q*2%X)

esta dado por

fo(s™ san, ..., sap]) = M(an,. .., o)
S[s™'L[sVi]) H.(Q2%2X)
[ [
f
d o d
- T[le] - H*(!Z;zX)

Finalmente y dado que ambas sucesiones espectrales convergen a la homo-
logia de un punto y las bases son isomorfas, entonces por el Teorema de
Comparacion de Zeeman (véase [14], Teorema 3.26) se obtiene que las fibras
son isomorfas, es decir,

H,(Q*%2X) = S[s~'L[sVi]].

4.2. El Paso Inductivo

En esta seccién calcularemos la homologia racional del espacio "1y X
usando ideas analogas a las de la seccion anterior. De la misma forma que
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en el caso base, usaremos la sucesion espectral de Serre, pero ahora de la
fibracion

Qn+12n+1X N P(ann—HX) N ann—HX

cuya segunda péagina estd dada por

E. = H,(Q"S"X) @ Hy(Q"'5" 1 X)

y converge a la homologia de un punto.
Como Q"Y1 X = Q'Y (LX), entonces por hipdtesis de induccién

H, (et X) 2 S[s~ VL [s" sV )] 2 S[s~ (Y L[s"V]].

Sea {t;} una base para el dlgebra de Lie libre generada por s"V,, entonces
los t; son de la forma

t; = [pla [p27 [p?)a - ']7]7]
para ciertos p; € H.(X"X) C H.(Q"X"1X).

Usando el hecho de que o\, (z,y) = A—1(0x(x),04(y)) ¥y un tratamiento
analogo al de la seccién anterior, se demuestra que los t; son transgresivos y
que sip; = 0.(p;) con p; € H(Q"ME"X) y xi := A1, An(p2; Anl(p3, -+ ),)s ),
entonces o,(y;) = t;. De nuevo, como se vio en la seccién 3,1, estamos en
la situacién en la que la suspensién o, y la transgresién (el diferencial de
elementos de la base) son inversas una de la otra en la sucesion espectral.
Por lo tanto

d*(t;) = d*(o.(x:)) = xi-

Podemos concluir que el conmutador de dos elementos transgresivos es tam-
bién transgresivo y que la transgresion (el diferencial) manda a un tal con-
mutador en H,(Q"S" X)) en el correspondiente conmutador, con respecto a
la operacién de Browder A, en H,(Q"X" 1 X) y como vimos en la seccién
anterior esto es suficiente para decidir la estructura de la sucesion espectral.

Construiremos una sucesion espectral auxiliar que tiene como péagina dos

‘B2, = S[s~ " VL[s"V,])] ® S[s " L[s"V.]]

cuyos diferenciales en S[s~("~V L[s"V,]] estéan generados por
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d(s’(”’l) [s"xq,. .. ,S”xq]) =5 "[s"xy,..., 5",

los cuales se extienden por la regla de Leibnitz. Mientras que en S[s" L[s"V,]]
los diferenciales son cero. Asi la estructura de los diferenciales en {'E7,}, se
sigue por completo por la regla de Leibnitz. Mas ain, se puede ver que con
esta eleccion de diferenciales la sucesion espectral converge a la homologia
de un punto, es decir, ‘£, = Q concentrado en bigrado (0,0).

Consideremos el morfismo de sucesiones espectrales

fABLY = {EL}

dado por

f€@n) = fi(§) ® f2(n)
donde f; es el isomorfismo dado por la hipétesis de induccion y fy es el mor-

fismo que manda corchetes basicos en productos de Whitehead A, (.. .).

Finalmente y dado que los términos £°°,” £ son isomorfos y hay un isomor-
fismo entre las bases, obtenemos por el Teorema de Comparaciéon de Zeeman
([14]) que las fibras son isomorfas, es decir

H (Q"Hym X)) = S[sL[s"V,]]. W

4.3. Ejemplos

En esta seccién calculamos la homologia de los dobles lazos de S® y de S4
analizando directamente la sucesién espectral de Serre de la fibracién

Q28" — P(QS™) — Q8"

y comparamos con el teorema probado en las secciones anteriores. Claramen-
te estos resultados se generalizan al caso de los dobles lazos de una esfera
arbitraria de dimensién par e impar. Finalmente presentamos el ejemplo de
la homologfa de Q?(S53V §), cuyo analisis directo es més elaborado. En toda
esta seccién, H,(—) denotard homologia racional H,(—, Q).

Ejemplo 4.1 La homologia H,(Q2S%;Q) es isomorfa a un dlgebra exterior
E[y1] en una clase de dimension 1.
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Consideremos la sucesién espectral de Serre asociada a la fibracién

Q28% — P(QS?) — QS

cuya pagina Ef* estd dada por

E? = Hy(Q5%) @ Hy(Q2°5°)

y que converge a la homologia de un punto. Por el teorema de Bott-Samelson
sabemos que

H,(QS?) = H,(0%S?) 2 T[H.(5%)] = T|x],
donde z es una clase de dimensién 2.
En el término EZ, definimos y := d*(z), con y € Hi(2*S?) y notamos que
por ejemplo

dz? = (dz)z + x(dr) = 2xy
dz® = (dr)z* + x(dz®) = 32%y.
Procediendo por induccién se prueba que d(z") = nz" 'y. Ademds como

lyl =1y H,(Q25%) es un algebra conmutativa graduada, se sigue que y* = 0
y la sucesién espectral se colapsa en el término Ef*

H(2S)
X Y x343
,j ) . s Kz NK3 ’ . 0
X 2 2 08)-Twm

Por lo tanto la homologfa de la fibra estd dada por H,(225%) = El[y], esto
es, un algebra exterior en un generador de dimensiéon 1.

Veamos ahora que este resultado es compatible con el teorema principal de
este capitulo. Notemos que 9252 = Q022X con X = S!. Por lo tanto:
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» H,.(X)=Q, concentrada en dimensién 1,
» sH,(X)=Q-x, con z un generador de dimensién 2,

» L[sH,.(X)] = L[x] C T[z], donde el corchete [z, z] esta dado por [z, 2] =
TROr—Tr Q.

Por lo que L[sH,.(X)] = Q- x, concentrada en dimensién 2, con el corchete
trivial. Entonces s 'L[sH,(X)] = Q -y, con y un generador de dimensién 1,
con lo cual

S[s™'L[sH.(X)]] = S[y] = Ely].

Ejemplo 4.2 La homologia H.(Q*S*; Q) es isomorfa a Qly| ® E[z], donde
Qly] es un dlgebra polinomial en una clase de dimension 2 y E[z] es un
algebra exterior en una clase de dimension 5.

En este caso consideramos la sucesion espectral de Serre de la fibracién
Q25* — P(QS*) — QS*,
cuyo término Ef* estd dado por
E? = Hy(QS") @ H (2*SY)

y que converge a la homologia de un punto. Nuevamente por el teorema de
Bott-Samelson tenemos que

H.(QSY) = H,(O5S%) = T[H.(S%)] = Tl

donde z es una clase de dimensién 3. Notemos que el primer diferencial
no trivial aparece en la pagina E?, y si ponemos y := d*(x) € Hy(Q25%),
entonces

dz?® = (dv)x — z(dv) = vy — 2y =0
dr® = (dz)2® — x(da?) = 2%y
de* = d(2* - 2*) = 0,

y asf sucesivamente. En general se demuestra que daz?" = 0 y da®"* = 22y,
Usando la regla de Leibnitz, veamos que el término E?_ tiene la siguiente
forma:
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Notemos que los diferenciales de las clases #2"y™ son cero para toda n,m €
N, por lo que estas clases sobreviven hasta la pégina Eg*. En particular
tenemos que 2 es transgresivo y denotaremos a su diferencial en Ef’* por
z:=d%(z”) € H5(Q*S"). Al calcular los diferenciales de #*" en E?, tenemos

d(z*) = (do*)2® + 2*(d2?) = 22°2
d(z°%) = (da?®)a* + 2*(dx*) = 32"z,

y en general, d(x?") = nz*"?z. Como |z| = 5, entonces 2% = 0 y por lo tanto

no habré diferenciales més alld de ES .

il LY
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Concluimos entonces que la homologfa de la fibra estd dada por H,(225%) =
Qly2] ® Elzs].

Por otro lado, como 9225% = Q232X con X = S2, tenemos que
s sH,(X)=Q-z,con |z| =3

» L[sH.(X)] = L[z] C T[x] donde el corchete esta dado por

[z, =rQr+2r@r=2(z® 1)
[z, z], 2] = [z,2] ®x — 2@ [z,2] =0

y similarmente los corchetes de peso mayor que 2 son cero.

Por lo tanto, L[sH.(X)] =Q-z® Q- [z, 7] con z en dimensién 3 y [z, z] en
dimensién 6, de donde

sTLsH (X)) =Q -y® Q-2
con y en dimensién 2 y z en dimension 5. Concluimos asi que
SlsT'L[sH.(X)]] = Sly, 2] = Qly] ® E[z].
Ejemplo 4.3 La homologia racional del espacio Q*(S3 v S%).
Consideremos la sucesion espectral de Serre de la fibracién
Q2(S* v 8 = PQ(S? v §*) — Q(S* v §Y),
cuyo término Ef* estd dado por

E} = H,(Q(S* v §%) @ H (Q°(5* v 51)).

Por el teorema de Bott-Samelson la homologia de la base es

H,(Q(S? Vv SY) = H(QX(S? v S%)) = Tz, 1],

2

donde || =2y [y| = 3. En la pdgina E7, notemos que

» El diferencial d* : £, — E2, es un isomorfismo. En particular, z es
un elemento transgresivo y ponemos d*(z) := a.

» d*(y) = 0 y por lo tanto y serd trangresivo en la pagina Ef*
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Haciendo cdlculos de rutina podemos ver que d?([z,y]) = 0.

De igual forma, es facil ver que d?([z, [z, y]]) = 0.

El diferencial d* : E3, — Ej 5 estd dado por d*(z ® b) = ab.

El diferencial d* : E3, — Ej 5 estd dado por d*(z ® ¢) = ac.
En la pégina E?, tenemos que

= El diferencial d® : E3, — Ej, es un isomorfismo. En particular el
elemento y es transgresivo y ponemos d(y) := b.

» &*([z,y]) = 0 y por tanto el corchete [x,y] sobrevive hasta la pagina
Ef* en donde sera transgresivo.

» Por cuestiones de dimensién d*([z, [z, y]]) = 0.
En la pégina E?, tenemos que

= El diferencial d° : EZ, — Ej, es un isomorfismo. En particular, [z, y]
es transgresivo y ponemos d°([z,y]) := c.

7

= d°([z,[z,y]]) = 0 por lo que sobrevive hasta la pdgina E7, en donde

sera transgresivo.

En la pdgina E], tenemos que el diferencial d” : EJ, — E es un isomor-
fismo y ponemos d ([, [z,y]]) := d. Haciendo un andlisis como el anterior en
las paginas subsecuentes se puede ver que los corchetes basicos, que definen
una base para L[z,y| C T[z,y], son transgresivos. Todo lo anterior se puede
resumir en el siguiente diagrama:
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Dado que los diferenciales en los elementos transgresivos disminuyen el grado
total por 1, es claro que éstos pueden modelarse por medio de la desuspen-
sion algebraica. Por otro lado la estructura de dlgebra de Lie se traslada de
la homologia de la base a la homologia de la fibra por el hecho de que la
suspension o, = 77! conmuta con las respectivas operaciones de Browder )\,
Aoy que Ag(u,v) = [u,v] en H,(Q(S Vv S%)). Por lo tanto:

H,(Q*S* v §*) = S[a,b,c,d,...| = S[s ' Lix,y]] = S[s ' L[sH,(X)]],

donde X = S'v S2.

4.4. Relacion con la homologia de F(R",q)
Recordemos que si X es un espacio arco-conexo con punto base no degene-

rado, entonces por el Teorema de Aproximacién de P. May (Teorema 3,6) el
espacio de lazos Q""11¥" 1 X es homotépicamente equivalente a
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n—i—l [H Cn+1 XZ X]] / ;

donde C,,11(j) es el espacio de j (n+1)—cubitos y ~ es la relacién de equiva-
lencia especificada al final de la seccién 3,2. Dado que Cp,41(j) es del mismo
tipo de homotopia que el espacio de configuraciones F(R"*!, j), se tiene que

ﬁ Rn+1 . ij X]]/ .
=0 ~

Notemos que esta ultima construccién estd filtrada por subespacios dados
por longitud de configuraciones

n+l

k
HF(Rn+17j) XEj X]]
Jj=0 /N

y que los cocientes sucesivos resultan ser de la forma

F(R™! k) x5, Xk

F(R1 k) x5, x

Maés atn, V. Snaith probé en [23] la correspondiente generalizacién de la
descomposicion de James.

Dp(R" X)) =

Teorema 4.2 (Snaith)
La filtracion anterior se escinde al pasar a espectros suspension. Fsto es, se
tiene una equivalencia homotopica

Y0 (Qn-‘rlEn-HX) ~ \/ EOOD(Rn—H,j).
Jj=1

Es claro entonces que la descripcién de la homologia racional del espacio
QYL X debe tener una relacién muy estrecha con la homologfa de los
espacios de configuraciones F'(R™""1 q).

Recordemos que una base para H™ (F (R™1 q); Z) estd dada por monomios
de la forma:

A =A AT AT con 1 <9 < ...<1p, Jp <ty

11,717 12,72 U, Jk
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Denotemos por A; al correspondiente elemento de la base dual en homologia.
Recordemos que el elemento \,(z,y) en H,(Q""X) fue definido como

M(z,y) = (=1)""0.(a @z @),
donde o = Ay es el generador correspondiente a la clase fundamental en
H,(F(R" 2)) = H,(S").
Las iteraciones de \,, son obtenidas por medio de los mapeos

v Cn+1(2) X Cn+1(j) X Cn+1(k> - CnH(j + k)

Asi, por ejemplo, A\, (\,(x,y), 2) estd dado, salvo signo, por

O(V:(A21 ® A1 @) R RY® 2)
donde 1 € Hy(Cp+1(1)) = Z es un generador.

Se puede verificar directamente de las definiciones que el siguiente diagrama
es conmutativo

yXid

Crt1(2) X Cpg1(J) X Cpgr (k) x (Qn+1X)j+k Crny1(j + k) x (QnHX)jJrk

| Le

Crs1(2) X Cry1(§) X (X)X Cogr (k) x (X)) QX
id><9><0L Lid
Cri1(2) x QPLX x QritxX 4 QX

Un célculo directo usando las proyecciones

7Ti,t : F(Rn+17j + k) — F(Rn+172)a

donde 1 <t <1 < j+k, nos da formulas para calcular el morfismo inducido
por v en homologia. Por ejemplo

Yi(A21 ® Ag1 ® 1) = (—=1)" [(A21A51) + (A21452)]

como se verifica en [7], pdg 316. La aplicacién de la accién del grupo simétrico
Ytk en H,(Cpi1(j +k)) junto con el hecho de que 6 es equivariante termina
la demostracion de la identidad de Jacobi para \,.
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Este tipo de argumento nos da mas informaciéon. A saber, usando induccion
se prueba que

0.(A/ @211 @22® ... QR x)

es una combinacién lineal de elementos de la forma
/\n[. .. [)\n[/\n[l’a(l), xa(z)], 1]0(3)], .. .], Jfa(k)] (41)

cono € Xy q¢ = k+1. Mas atin, si B es cualquier elemento de H,,;(F(R"™ q))
para 0 <t < ¢ —1, entonces 6,(B®z; ® ...®x,) es una combinacién lineal
de expresiones de la forma . Asi, al conmutar con las iteraciones de la
suspension homoldgica obtenemos un isomorfismo entre

H(k—l)n<F(Rn+17 k)a Q) ®Ek V®k

y el subespacio vectorial de s~ L[s" V]| generado por los elementos de la forma

s sy, sM ], s L ST ]

donde V, = ﬁ*(X).

Adicionalmente, existe una descomposiciéon de T'[s"V,] més fina que la dada
por el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt y que se obtiene de las observacio-
nes anteriores. A saber, el dlgebra S[s™"L[s"V]] esté filtrada por los pesos de
los corchetes de Lie. Esta filtracion corresponde a la filtracién de

H.(F(R™ k);Q) @5, VE*
que se obtiene a partir del grado homoldgico en el factor de la izquierda [5].
Denotemos por A(xy,...,z,) al elemento s™"[...[s"xy, s"xa], s"x5 .. .|, s"xy].

Para k, [ naturales fijos sea Sy ;(n) el subespacio vectorial de S[s™"L[s"V.]|
generado por los elementos de la forma

)\($1...,$i1>')\(l’ilJrl,...,(EiQ)...'>\<$ij71,...,ﬂfij)
donde:
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Notemos que entonces S[s~"L[s"V,]] se descompone como una suma directa

@ Sk;J(’I‘L).

k>0

Asi, el grado homoldgico en el espacio de configuraciones corresponde a una
estratificacion mas fina del dlgebra tensorial que la ususalmente esperada a
partir del teorema clasico de Poincaré-Birkhoff-Witt. Estas observaciones se
prueban en el Teorema 12,3 de [7], pag. 302.
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Apéndice A
El Producto de Whitehead

En esta seccion recordamos la definicién y las propiedades basicas del pro-
ducto de Whitehead en los grupos de homotopia de un espacio basado X.

[— =]t 71 (X) X 71 (X) = mppga (X))

Sean «a € my41(X), 8 € my1(X) representados por mapeos f : (DPT! SP) —
(X, %), g : (DI, S7) — (X, x), respectivamente. Notemos que la frontera
F = 9(DPtt x DI = (DPF x S9) U (SP x DIt es una (p + g + 1) —esfera
orientada y el mapeo h : (F,*) — (X, x) dado por

flx) si zeDPY ye S

hz,y) =
gly) si xeSr, ye DIt

representa un elemento [« 8] € m,44+1(X). Como la notacién lo sugiere, este
elemento s6lo depende de las clases de homotopia «, 5 (ver [24]).

Definicién A.1 La clase de homotopia [, 5] € Tpiq1(X) representada por
el mapeo h : (F,x) — (X, *) se conoce como el producto de Whitehead
de las clases o € mp1(X) y B € myp1(X).

Una definicién alternativa para el producto de Whitehead se obtiene al con-
siderar el mapeo [f, g] : SPT4" — X dado por la composicién

grratl _y grity gatt S0

donde la primera funcién es el mapeo de pegado de la (p + ¢ + 2)—celda del
producto SPT! x S equipado con la estructura natural de CW-complejo.

La operacién («, B) — [« 8] es claramente natural, es decir:
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Proposicién A.1 Si¢: X =Y, a € mp1(X), S € my11(X), entonces

Gulv, B] = [du(r), ¢u(B)] € Tprgr1(Y).

En el caso especial p = ¢ = 0 el producto de Whitehead esta dado por la
figura siguiente siguiente

En este caso 9(D' x D') es la frontera del cuadrado unitario I x I en R?
con la orientacion positiva y el origen como punto base. Los mapeos f, g son
lazos que representan a «, J respectivamente y es claro que

Proposicién A.2 Sip=q =0, entonces [a, f] = afa™1p7 € m (X).
Asi la notacién [a, 8] para el producto de Whitehead es consistente con la

notacién usual para el conmutador de dos elementos en teoria de grupos.

En el caso 0 = p < ¢ (ver figura siguiente) tenemos que 9(D! x DIt1) es la
frontera del cilindro I x D™, orientada de manera coherente con {1} x D4t
y el punto base es (0,*) € {0} x 9D+,

71



El punto h(t,y) es independiente de y € D™ y el mapeo t — h(t,y) es el
lazo f que representa a a € m(X). La restriccion h |f1)xpa+1 representa a
B € myr1(X) y el conjunto D = (I x D) U ({1} x D7) es un disco de
dimensién ¢ + 1 que orientamos de manera coherente con {1} x D41, Por
el comportamiento de h en I x 9Dt descrito anteriormente, es claro que
h |p es homotdpico, via la trayectoria de f, a un representante para . Como
h |{0yxpat1 Tepresenta a 3, se sigue que.

Proposiciéon A.3 Sip = 0 < ¢, entonces |«, 8] = 7,(8) — B,, donde 7, :
Tgr1(X) = mg1(X) representa la accion de o € m(X) en me1(X).

Notemos que el mapeo T : DIt x DPtt — DPFl x Di+1 que intercambia
los factores tiene grado (—1)®*D@D) v si b 2 9(DPH! x DIH) — X es el
representante de [a, 3] construido anteriormente, entonces h o T : 9(D?™ x
DPt1) — X es el correspondiente representante de [3, a]. Por lo tanto

Proposicién A.4 Sia € m,1(X), 8 € mg1(X), entonces

[8,0] = (=1 a, 5],

Finalizamos esta secciéon enunciando las propiedades de bilinealidad y la iden-
tidad de Jacobi del producto de Whitehead. Las demostraciones se pueden
consultar en [24].

Teorema A.1 Siay,as € mp1(X), B € w1 (X) y p > 0, entonces

[al + anﬁ] = [Oéhﬁ] + [0427ﬁ],

[ﬁ?Oél +062] = [ﬂaal] + [6,@2]-
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Teorema A.2 Si a € mp1(X), f € m1(X), v € m1(X) y p,g, 7 son
todos positivos, entonces

(=1 Ve, [8,9]] + (1B, [y, a]] + (=1)7H D[, [, 5] = 0.
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Apéndice B

Sobre la homologia de los
espacios cubrientes

En este apéndice probamos un par de resultados técnicos sobre la homologia
de los espacios cubrientes que son usados en el capitulo 2 para la demostracién
del Teorema de Hilton.

Lema B.1 Si X es un H-espacioy p:Y — X es un recubrimiento, en-
tonces Y es un H-espacio y el grupo cociente m(X)/p.(m1(Y)) actia trivial-
mente en los grupos de homologia de Y .

Demostracién
El argumento es parecido al expuesto en la pagina 478 de [22]. Denotemos por
7 al subgrupo p, (7T1(Y)) como el subgrupo de m;(X) y por PX al espacio de
caminos en X que inician en el punto base e € X. Definimos una operacion
f*xgen PX por

(f xg)(t) = f(t) * g(t),

donde la operacion de la derecha es la dada por la estructura de H-espacio
de X. Ahora Y se obtiene a partir de PX al identificar f, f’ € PX siy sélo
si f(1) = f'(1) y el lazo h, dado por

f(2t) si 0<t<
h(t) =
f(2-2t) si

representa un elemento de 7. Si escribimos esta equivalencia como f ~ f
tenemos que mostrar que si f ~; 'y g ~, ¢, entonces f *x g ~, f'x¢.
Ahora el lazo k, dado por
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g(2t) si 0<t

1
2

k(t) =
g(2-2t) si 3<t<1,

representa un elemento de 7 y el lazo h * k representa el producto de los
elementos representados por h y k, pero

(f xg)(2t) si 0<t<

(hxk)(t) =
(f'xg)2—2t) si 5<t<],

por lo que Y admite un producto inducido por el producto en PX. Denotemos
por e € PX al lazo constante de valor e € X y sea p; : (X,e) = (X, e) una
homotopia tal que pg = 1y pi(x) = x * e. Entonces p) : (PX,e) — (PX,e)
dada por (p,f)(u) = pif(u), es tal que pj = 1y p\f = f *e. Més auin, se
verifica facilmente que p} induce una homotopia Y — Y de [f] en [f]*[e], rel
le], donde [f], [e] son las clases de equivalencia (puntos de Y') que contienen
a f y e respectivamente. Similarmente [f] se puede deformar en [e] * [f], rel
[e], y por tanto Y es un H-espacio.

Que 71 (X)/p(m1(Y)) actia trivialmente sobre los grupos de homologfa de
Y también se sigue casi inmediatamente del razonamiento expuesto en la
pagina 478 de [22]. Sé6lo es necesario observar que el segundo paso de Serre
continta siendo valido en este caso més general porque p, (m1(Y’)) es normal
en m (X) ya que el grupo fundamental de un H-espacio resulta ser abeliano.
Esto completa la prueba del lema [B.1] B

Lema B.2 Sea f: X; — X5 un mapeo que induce isomorfismos

¢ Ho (X)) =2 Ho(Xs), m(Xq)=m(Xs).

Sea m un subgrupo normal de (X)) tal que m* = 71 (X}) /7 es ciclico infinito
y sea m = m(Xy)/P(). Sean Y1, Ys los recubrimientos de X, y X con grupos
de transformaciones cubrientes ', 72, los cuales actian trivialmente en los
grupos de homologia de Yy y Yy y sea g : Y1 — Ys el unico levantamiento de
f que manda la clase del lazo trivial en la clase del lazo trivial. Entonces g
induce isomorfismos

Y H (Y1) = Ho(Ys), mY1)=m(Ys)
Demostracién
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Es trivial que g induce el isomorfismo m1(Y7) = m1(Y2). Sea 0; un generador
de 7 y sea k; : Y; — X; la proyeccién, i = 1,2. Serre demostré en la pagina
509 de [22] que la sucesién

0— C(Y;) =2 C(Y )—>O( ;) —0 (B.1)

es exacta, donde C' es el grupo de cadenas del espacio correspondiente. Més
aun, claramente se tiene conmutatividad en el siguiente diagrama

1—01 k1

0—CM) c(1) C(Xy) —=0

O T

0—— C(Ya) =2 O(Ys) 2+ O(X,) —=0

Y se sigue de la sucesion y del hecho de que 7 actia trivialmente en los
grupos de homologia de Y; que existe una sucesion exacta

0— Ho(Y;) 25 Hy(X,) 2 H,_1(Y;) — 0,

y de la conmutatividad del diagrama anterior se sigue la conmutatividad del
siguiente diagrama

0—— H, (Y1) 2 Ho(X1) =2 Hy (Y1) — 0

SR B
0— H,(Y3) 2 H,(Xs) =2 H,_1(Ys) — 0.
Por lo tanto ¢ky. = kout), 101 = 02¢. Como ¢ y ki, son inyectivas, la primera
ecuaciéon muestra que 1 es inyectiva y de la misma manera, como Oy y ¢
son suprayectivas, la segunda ecuacion muestra que 1 es suprayectiva. Esto

concluye la demostracion del lema. W
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