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Ángel Mart́ınez Avelar

Para obtener el grado de

Maestro en Ciencias

En la especialidad de

Matemáticas
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Resumen

Sean V∗ un espacio vectorial graduado y X un espacio arco-conexo. Definimos
snV∗ como V∗ pero con todos los grados elevados por n. Supongamos que
V∗ = H∗(X;Q) y n ≥ 1, entonces existe un isomorfismo de álgebras

S[s−nL[snV∗]]
∼=−→ H∗(Ω

n+1Σn+1X;Q),

donde L[W ] y S[W ] denotan el álgebra de Lie libre generada por el espa-
cio vectorial W y el álgebra simétrica generada por W , respectivamente. El
objetivo de esta tesis es demostrar este isomorfismo por inducción. Esto se
logra haciendo uso de los teoremas de Bott-Samelson, Hilton y el teorema
de comparación de Zeeman junto con la sucesión espectral de Serre para la
fibración Ωn+1Σn+1X → P (ΩnΣn+1X) → ΩnΣn+1X en la cual la operación
de Browder λn : Hp(Ω

n+1)×Hq(Ω
n+1X)→ Hp+q+n(Ω

n+1X) y la suspensión
homológica σ∗ : Hk−1(ΩX)→ Hk(K) son herramientas imprescindibles.
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Abstract

Let V∗ be a graded vector space and X an arcwise connected space. Define
snV∗ to be V∗ with all degrees raised by n. Next assume that V∗ = H∗(X;Q)
and n ≥ 1, then there is an isomorphism of algebras

S[s−nL[snV∗]]
∼=−→ H∗(Ω

n+1Σn+1X;Q),

where L[W ] and S[W ] denote the free Lie algebra generated by the vec-
tor space W and the symmetric algebra generated by W , respectevely. The
aim of this thesis is to prove this isomorphism by induction. We can do
this by using Bott-Samelson theorem, Hilton theorem and Zeeman compa-
rison theorem together with the Serre spectral sequence for the fibration
Ωn+1Σn+1X → P (ΩnΣn+1X) → ΩnΣn+1X in which the Browder operation
λn : Hp(Ω

n+1) × Hq(Ω
n+1X) → Hp+q+n(Ω

n+1X) and the homology suspen-
sion σ∗ : Hk−1(ΩX)→ Hk(K) are essential tools.
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Introducción

El propósito de esta tesis es el cálculo de la homoloǵıa racional del espacio
ΩnΣnX para n ∈ N el cual se hará por inducción sobre n, a saber

H∗(Ω
n+1Σn+1X;Q) ∼= S[s−nL(snV∗)],

donde V∗ = H∗(X;Q), S[W ] es el álgebra simétrica generada por el espacio
vectorial W , L[W ] es el álgebra de Lie libre generada por el espacio vectorial
W y si desfaza el grado de todos los elementos i lugares. La tesis se distri-
buye en cuatro caṕıtulos, cada uno dando lugar a herramientas para la base
inductiva y el paso inductivo.

En el Caṕıtulo 1 el resultado principal es el Teorema de Bott-Samelson en el
cual se hace el cálculo de la homoloǵıa del espacio ΩΣX, espećıficamente se
tiene queH∗(ΩΣX) ∼= T [H∗(X)] donde T [W ] es el álgebra tensorial generada
por el espacio vectorial W . Lo anterior sentará la base inductiva para la
demostración del resultado principal de la tesis. Posteriormente mediante la
construcción de James se encontrará un modelo combinatorio para ΩΣX,
formalmente se hallará una equivalencia homotópica

ΣΩΣX ≃
∞∨
k=0

ΣX∧n.

Es importante notar que el modelo combinatorio anterior nos recupera el
Teorema de Bott-Samelson de forma aditiva.

En el Caṕıtulo 2 se estudiará el Teorema de Hilton, el cual nos dice que
los grupos de homotoṕıa de un wedge de esferas pueden ser calculados en
términos de grupos de homotoṕıa de esferas de dimensión adecuada. Para
la demostración de este resultado inicialmente se introducirá la definición
de una base de Hall y la noción de un producto básico los cuales se van
a comportar como un producto de Whitehead; posteriormente definiendo
una generalización de los productos básicos, llamados conmutadores genera-
lizados se darán un par de resultados auxiliares y con un argumento sobre
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recubrimientos se llega a una equivalencia homotópica débil

ΩX ≃
∞∏
i=1

ΩSqi+1

donde X = Sr1+1∨ . . .∨Srk+1 y {qi} es una sucesión de números que tiende a
infinito. Como consecuencia de lo anterior y por el Teorema de Bott-Samelson
al tomar homoloǵıa racional se obtiene que el álgebra tensorial T [W ] generada
por el espacio vectorial graduado H∗(S

r1 ∨ . . .∨Srk ;Q) se descompone como
producto tensorial de álgebras polinomiales

T [V ] ∼=
∞⊕
i=1

Q[xi] con |xi| = qi.

En particular el resultado anterior será de vital importancia ya que por me-
dio de éste se podrá calcular la homoloǵıa racional de ΩnΣnX.

En el Caṕıtulo 3 se introduce la noción de transgresión de una fibración
p : E → B, en particular trabajaremos con la fibración de trayectorias y lazos,
a saber, si tenemos una fibración F → E → B con B arco-conexo, entonces
existe una sucesión espectral de primer cuadrante (Sucesión Espectral de
Serre) {Er

∗,∗, d
r} de tal forma que

E2
p,q = Hp(B;Hq(F );G)

y que converge a H∗(E;G), donde G es un grupo abeliano. Para nues-
tra fibración ΩX → PX → X se obtendrá que la transgresión coinci-
dirá con el diferencial dn : En

n,0 → En
0,n−1 y además se definirá un mapeo

σ∗ : Hk−1(ΩX) → Hk(X) el cual resultará ser la inversa de la transgresión.
Posteriormente se introducirá el espacio de n−cubitos y se le dota de una
estructura de operad para tener mapeos de estructura y por medio de éstos
definir una operación homológica de dos variables conocida como la opera-
ción de Browder la cual tendrá propiedades importantes en el cálculo de
la homoloǵıa racional del espacio ΩnΣnX, tales resultados serán probados en
la última sección del caṕıtulo 3.

Finalmente en el Caṕıtulo 4 se procede a hacer el cálculo de la homoloǵıa
racional del espacio Ωn+1Σn+1X por medio de inducción sobre n. La idea
para el caso base es utilizar la fibración de trayectorias y lazos Ω2Σ2X →
P (ΩΣ2X)→ ΩΣ2X para la cual existe una sucesión espectral de Serre cuyo
término E2

p,q está dado por Hp(ΩΣ
2X;Q)⊗Hq(Ω

2Σ2X;Q) y que converge a
la homoloǵıa del espacio total, el cual por ser contráıble, seŕıa la homoloǵıa
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de un punto. Como siguiente paso es definir una sucesión espectral auxiliar
(algebraica) de tal forma que

′E2
p,q = T [sV∗]⊗ S[s−1L[sV∗]]

y definir ciertos diferenciales los cuales es importante notar que por el Teo-
rema de Bott-Samelson y el corolario dado por Teorema de Hilton se tendŕıa
que H∗(ΩΣ

2X) ∼=
⊗
i

Q[xi] como Q−módulos por lo que podremos extender

el diferencial por medio de la regla de Leibnitz. Es importante mencionar que
para que todo esto funcione correctamente se deben probar resultados técni-
cos, además de utilizar la operación de Browder junto con sus propiedades,
en particular una en la que involucra el mapeo σ∗, esto con la finalidad de ver
que la sucesión espectral auxiliar que construimos converge a la homoloǵıa de
un punto y aśı utilizar un teorema de comparación de sucesiones espectrales
para concluir que hay un isomorfismo en las fibras de ambas sucesiones y
obtener el resultado.
Para el paso inductivo la idea de la demostración es la misma, sólo que ahora
se usará la fibración Ωn+1Σn+1X → P (ΩnΣn+1X) → ΩΣn+1X y la sucesión
espectral auxiliar que usaremos estará dada por

E2
∗,∗ = S[s−(n−1)L[sn−1sV∗]]⊗ S[s(n−1)L[snV∗]].

La tesis concluye dando algunas aplicaciones del cálculo de dicha homoloǵıa
sobre el espacio de configuraciones F (Rn, k).
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Caṕıtulo 1

La homoloǵıa de ΩΣX

En este caṕıtulo probamos el teorema de Bott-Samelson sobre la homoloǵıa
del espacio de lazos de una suspensión. A saber si R es un anillo conmutativo
y H∗(X;R) es libre de torsión, entonces existe un isomorfismo de álgebras
de Hopf

H∗(ΩΣX;R) ∼= T [H∗(X)]

donde T [V ] denota el álgebra tensorial generada por el R−módulo V . Moti-
vados por este resultado, introduciomos la construcción de James J(X) de un
espacio basado X y probamos el resultado clásico de I. James sobre la exis-
tencia de una equivalencia homotópica J(X) → ΩΣX. De este modo, J(X)
puede interpretarse como un modelo combinatorio para el espacio de lazos
ΩΣX. Más aún, al suspender el espacio J(X) se obtiene la descomposición
de James

ΣJ(X) ≃
∨
n≥0

ΣX∧n

de donde se recupera aditivamente el teorema de Bott-Samelson. Finalmente,
como aplicación de la descomposición de James damos un bosquejo de la
construcción de la sucesión EHP, la cual es una herramienta importate en el
cálculo de los grupos de homotoṕıa de las esferas. Las referencias principales
para este caṕıtulo son [1], [2], [8], [11], [16], [17], [18], [24].

1.1. El teorema de Bott-Samelson

El objetivo de esta sección es describir la homoloǵıa del espacio de lazos
basados de una suspensión H∗(ΩΣX;R) en términos de H∗(X;R), en el caso
queX es un espacio arco-conexo y cuya homoloǵıa es libre de torsión. A saber,
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H∗(ΩΣX) es el álgebra tensorial T [H∗(X;R)] generada por la homoloǵıa
reducida de X. La demostración que presentamos fue tomada de [10], en
donde la estrategia consiste en analizar la fibración de trayectorias y lazos

ΩΣX → P (ΣX)→ ΣX

y observar que ésta se puede descomponer como unión de dos fibraciones
triviales. Este análisis reduce la demostración a un argumento puramente
algebraico.

Definición 1.1 Sea R un anillo conmutativo y V un R−módulo graduado.
El álgebra tensorial

T [V ] := R⊕ V ⊕ V ⊗2 ⊕ V ⊗3 ⊕ . . .

es la R−álgebra asociativa libre generada por el módulo V .

El álgebra tensorial está caracterizada por la siguiente propiedad universal:

Proposición 1.1 Dada un álgebra asociativa A y una transformación lineal
f : V → A existe una única extensión de f a un homomorfismo de álgebras
f : T [V ]→ A

V �
� i //

f !!

T [V ]

f
��
A

La fibración de trayectorias y lazos de un espacio con punto base (Y, ∗) es
una fibración de la forma

ΩY → PY
π−→ Y

donde PY es el espacio de trayectorias basadas equipado con la topoloǵıa
compacto-abierta, es decir, PY = {γ : I → Y | γ es continua y γ(0) = ∗}
y π : PY → Y está dada por π(δ) = δ(1). Notemos que la fibra sobre el
punto base π−1(∗) = ΩY es el espacio de lazos basados de Y .

Definimos a µ : ΩY × PY → PY como el producto de trayectorias dado por
la fórmula:

µ(γ, δ) =


γ(2t) si t ≤ 1

2

δ(2t− 1) si 1
2
≤ t

2



de modo que el siguiente diagrama es conmutativo:

ΩY × PY µ //

π◦pr2
%%

PY

π
}}

Y

Observación 1.1 Notemos que la restricción µ |ΩY×ΩY ΩY ×ΩY → ΩY es
el producto de lazos usual en ΩY . Pasando a homoloǵıa

H∗(ΩY )⊗H∗(ΩY )→ H∗(ΩY × ΩY )
µ|∗−→ H∗(ΩY )

obtenemos un producto en H∗(ΩY ) conocido como el producto de Pontrya-
gin.

Finalmente consideremos el pull-back

PY ×π PY
pr1 //

pr2
��

PY

π
��

PY π
// Y

donde PY ×π PY = {(δ1, δ2) ∈ PY × PY | π(δ1) = π(δ2)} y sobre este
espacio definimos el producto de trayectorias

ν : PY ×π PY → Ω(Y )

por medio de la fórmula

ν(δ1, δ2) =


δ1(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2

δ2(2t− 2) si 1
2
≤ t ≤ 1

es decir, ν(δ1, δ2) = δ1 · δ−1
2 .

Nos especializamos ahora en el caso en que Y es una suspensión. Sea (X, ∗)
un espacio topológico con punto base y ΣX la correspondiente suspensión
reducida. Definimos los conos positivo y negativo dentro de ΣX como sigue
(ver figura siguiente)

Σ+X = {[x, t] ∈ ΣX | 1
2
≤ t ≤ 1}

Σ−X = {[x, t] ∈ ΣX | 0 ≤ t ≤ 1

2
}

3



e identificamos a X con Σ+ ∩ Σ−.

Restringimos la fibración π : PΣX → ΣX a los conos Σ±X para obtener
fibraciones π± : E± → Σ±X, donde E± = π−1(Σ±X).

ΩΣX

��

ΩΣX

��

ΩΣX

��
E+

//

π

��

PΣX

π

��

E−oo

π

��
Σ+X // ΣX Σ−Xoo

Afirmamos que estas nuevas fibraciones son homotópicamente triviales. Pa-

ra ver esto, definimos mapeos f±, g± tales que los siguientes diagramas son

conmutativos:

ΩΣX × Σ±X
f± //

pr2 ''

E±
g±
oo

π
��

Σ±X

Sean u± : Σ±X → E± las secciones canónicas dadas por:

u+[x, s](t) = [x, 1− (1− s)t]

u−[x, s](t) = [x, st]

4



Definimos
f± : ΩΣX × Σ±X → E±

f±(γ, [x, s]) = µ(γ, u±([x, s]))

g± : E± → ΩΣX × Σ±X

g±(δ) = (ν(δ, u±(π(δ))), π(δ))

Lema 1.1 Las funciones f± y g± son equivalencias homotópicas fibradas
inversas una de la otra.

Demostración
g+f+ y f+g+son homotoṕıas fibradas a los respectivos mapeos identidad pues
u+[x, s]

−1 ·u+[x, s] y u+[x, s] ·u+[x, s]−1 son homotópicos a los caminos cons-
tantes. ■

Finalmente sea β : X → ΩΣX el mapeo adjunto de la identidad id : ΣX →
ΣX dado por β(x)(t) = [x, t]

Proposición 1.2 Sea X un espacio con punto base arco-conexo. Si H∗(X) =
H∗(X;R) es libre de torsión, entonces la siguiente composición es un isomor-
fismo

H∗(ΩΣX)⊗H∗(X)
1⊗β∗ // H∗(ΩΣX)⊗H∗(ΩΣX)

ϕ
��

H∗(ΩΣX)

donde ϕ es el producto de Pontryagin.
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Demostración
Consideremos el siguiente diagrama, donde el primer morfismo horizontal y
los morfismos de la columna derecha son isomorfismos

H∗(ΩΣX)⊗H∗(X)

id⊗β∗

((

id⊗∂−1
//

id⊗(u−)∗

��

H∗(ΩΣX)⊗H∗(Σ−X,X)

θ
��

H∗(ΩΣX × Σ−X,X)

(f−)∗
��

H∗(E−X, Y )

excisión
��

H∗(PΣX,E+X)

∂
��

H∗(ΩΣX)⊗H∗(E+X)

id⊗(g+)∗
��

(µ)∗θ // H∗(E+X)

(g+)∗
��

H∗(ΩΣX)⊗H∗(ΩΣX × Σ+X)

id⊗(pr1)∗
��

H∗(ΩΣX × Σ+X)

(pr1)∗
��

H∗(ΩΣX)⊗H∗(ΩΣX)
ϕ // H∗(ΩΣX).

donde Y es el conjunto de caminos que empiezan en el punto base de ΣX y
terminan en X. Como β : X → ΩΣX coincide con la composición

X
u−−→ E+

g+−→ ΩΣX × Σ−X
pr1−−→ ΩΣX

entonces el triángulo de la izquierda es conmutativo. El rectángulo superior
es conmutativo por la relación que hay entre u− y f− y la naturalidad de los
morfismos frontera. Finalmente como ϕ(id ⊗ β∗) es composición de isomor-
fismos, dicho morfismo es un isomorfismo. ■

A primera vista, la proposición anterior sólo nos implica un isomorfismo como
módulos graduados, pero éste es, de hecho, un isomorfismo de álgebras de
Hopf, la anterior afirmación se sigue de la siguiente proposición:

Proposición 1.3 Sean C una R−coálgebra graduada conexa, A una R−álge-
bra de Hopf graduada conexa y sea i : C → A un morfismo de coálgebras tal
que la siguiente composición es un isomorfismo

6



A⊗ I(C) id⊗I(i)−−−−→ A⊗ I(A) ϕ(id)−−−→ I(A)

Entonces el único morfismo de álgebras de Hopf f : T [I(C)] → A inducido
por i : C → A, es un isomorfismo.
Aqúı I(A) es el ideal de aumentación.

Demostración
Tenemos que A = R⊕ I(A) como módulos. Sumando R al diagrama anterior
obtenemos:

R⊕ A⊗ I(C) ∼= R⊕ I(A) ∼= A.

Al tensorizar con I(C) tenemos:

I(C)⊕ A⊗ I(C)⊗2 ∼= A⊗ I(C) ∼= I(A).

Iterando obtenemos que:

n−1⊕
i=1

I(C)⊗i ⊕ A⊗ I(C)⊗n ∼= I(A),

donde la restricción a
n−1⊕
i=1

I(C)⊗i → I(A) es igual a la restricción de f :

T [I(C)]→ I(A) a
n−1⊕
i=1

I(C)⊗i

Por la hipótesis de conectividad, entonces I(C)⊗n es cero en grados menores
a n, de esta manera dichas restricciones son isomorfismos para toda n y por
tanto f es un isomorfismo. ■

Finalmente obtenemos el teorema principal de esta sección:

Teorema 1.1 (Bott-Samelson)
Sea X un espacio arco-conexo tal que H∗(X) = H∗(X;R) es libre de torsión.
Entonces el morfismo de coálgebras β∗ : H∗(X)→ H∗(ΩΣX) se extiende de
manera natural a un morfismo de álgebras de Hopf

T [H∗(X)]
∼=−→ H∗(ΩΣX)

el cual es un isomorfismo.

Demostración
Aplicamos la proposición anterior con C = H∗(X), I(C) = H∗(X), A =
H∗(ΩΣX), I(A) = H∗(ΩΣX) y ϕ(A) dado por el producto de Pontryagin en
H∗(ΩΣX). ■
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1.2. La construcción de James

En esta sección introducimos la construcción de James J(X) de un espacio
basado X, dada por el monoide topológico libre generado por X y probamos
que J(X) es del mismo tipo de homotoṕıa que el espacio ΩΣX. Aśı, J(X)
puede verse como un modelo combinatorio del espacio de lazos ΩΣX.

Definición 1.2 Dado (X, ∗) un espacio topológico basado, sea Jn(X) =
Xn/ ∼, donde la relación de equivalencia ∼ identifica los puntos de la forma:

(x1, x2, . . . , xi−1, ∗, xi+1, . . . , xn) ∼ (x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, ∗, . . . , xn), i = 1, . . . , n

Definimos la construcción de James de X, denotada por J(X), como el
espacio

J(X) =
⋃
n≥0

Jn(X).

Notemos que hay una inclusión canónica X = J1(X) ↪→ J(X) y que J(X) es
un monoide topológico tal que todo mapeo deX en un monoide topológicoM
se extiende de manera única a un morfismo. Esto es, X ↪→ J(X) es universal
con respecto a mapeos de X en monoides topológicos

J(X)
λ

""
X

i

OO

//M

SeaX∧n el producto smash de n−copias deX consigo mismo. De la definición
se sigue de inmediato que Jn(X)/Jn−1(X) ∼= X∧n

Definición 1.3 Sea X un CW−complejo con punto base ∗, si n ≥ 2 se
define el Fat Wedge de X en dimensión n por

FWn(X) = {(x1, . . . , xn) ∈ Xn | xj = ∗ para algún j ∈ {1, . . . , n}}

y se tiene el siguiente diagrama conmutativo

FWn(X) //

��

Xn //

��

X∧n

Jn−1(X) // Jn(X) // X∧n
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Teorema 1.2 (Descomposición de James)

Si X tiene el tipo de homotoṕıa de un CW-complejo, entonces

Σ(J(X)) ≃
∨
n≥0

ΣX∧n

Este resultado es consecuencia del siguiente lema bien conocido, el cual in-
cluimos por completez.

Lema 1.2 Si X e Y son CW−complejos conexos, entonces la cofibración

Σ(X ∨ Y )→ Σ(X × Y )→ Σ(X ∧ Y )

se escinde homotópicamente y por lo tanto

Σ(X × Y ) ≃ ΣX ∨ ΣY ∨ Σ(X ∧ Y )

Demostración

Ver [20], Proposición 7.7.6. ■

Demostracion (del Teorema 1.2)

Por el lema anterior e inducción sobre n, se sigue que la cofibración

FWn → Xn → X∧n

del diagrama

FWn(X) //

��

Xn //

��

X∧n

Jn−1(X) // Jn(X) // X∧n

se escinde homotópicamente después de suspender una vez. Por lo tanto la
cofibración del renglon inferior también se escinde homotópicamente después
de una suspensión y se tiene

ΣJn(X) ≃ ΣJn−1(X) ∨ ΣX∧n ≃ ΣX ∨ . . . ∨ ΣX∧(n−1) ∨ ΣX∧n.

La afirmación del Teorema se sigue ahora al tomar el ĺımite cuando n→∞.
■
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Observación 1.2 Notemos que como consecuencia del argumento anterior,
se sigue que la sucesión exacta larga en homoloǵıa del par (Jn(X), Jn−1(X))
se descompone en sucesiones exactas cortas

0→ Hq(Jn−1(X))→ Hq(Jn(X))→ Hq(X
∧n)→ 0,

que se escinden para q > 0. En particular la inclusión natural Jn−1(X) ↪→
Jn(X) induce un monomorfismo en homoloǵıa H∗(Jn−1(X))→ H∗(Jn(X)) y
se tiene que

Hq(Jn(X)) ∼= Hq(Jn−1(X))⊕Hq(X
∧n) ∼= Hq(X)⊕. . .⊕Hq(X

∧(n−1))⊕Hq(X
∧n)

para q > 0.

Teorema 1.3 Si X es un CW-complejo conexo y H∗(X) = H∗(X;R) es
libre de torsión, entonces

H∗(J(X)) ∼= T [H∗(X)].

Demostración
Como H∗(X) es libre de torsión, se tiene

H∗(X
∧n) ∼= H∗(X)⊗n

para toda n > 0. Por lo tanto, por la observación anterior

H∗(Jn(X)) ∼= H∗(X)⊕H∗(X)⊗2 ⊕ . . .⊕H∗(X)⊗n.

Tomando el ĺımite cuando n→∞ se tiene

H∗(J(X)) ∼=
∞⊕
m=1

H∗(X)⊗m.

Luego

H∗(J(X)) ∼= T [H∗(X)].■

Finalmente probamos que existe una equivalencia homotópica J(X)
≃−→ ΩΣX.

Un detalle importante es que el producto de trayectorias en ΩX y PX no
es estrictamente asociativo, sino únicamente asociativo salvo homotoṕıa.
Por este motivo es conveniente introducir espacios relacionados, con produc-
tos estrictamente asociativos.
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Definición 1.4 El espacio de lazos de Moore de un espacio basado (X, ∗),
denotado por Ω′X, se define por

Ω′X = {(s, w) ∈ [0,+∞)×X [0,+∞) | w(0) = ∗ y w(t) = ∗ ∀t ≥ s}

y el espacio de trayectorias de Moore de X, denotado por P ′X, se define
por

P ′X = {(s, w) ∈ [0,+∞)×X [0,+∞) | w(0) = ∗ y w(t) = w(s) ∀t ≥ s}

Pensamos en los elementos de Ω′X y P ′X como trayectorias parametrizadas
por [0, s]. Tales trayectorias poseen un producto estrictamente asociativo ba-
jo el cual el producto de trayectorias de longitudes s y s′ tiene longitus s+s′.
La inclusión natural ΩX ↪→ Ω′X y el mapeo Ω′X → ΩX que reparametri-
za las trayectorias para corran de 0 a 1, son mapeos de H−espacios y son
equivalencias homotópicas inversas una de la otra. Los espacios PX y P ′X
también son homotópicamente equivalentes al ser ambos contráıbles.

Por la propiedad universal de J(X), la composición

X → ΩΣX
≃−→ Ω′ΣX

se extiende a un mapeo λ : J(X)→ Ω′ΣX.

Teorema 1.4 (Aproximación de James)
Si X es del tipo de homotoṕıa de un CW-complejo, entonces la composición

λ : J(X)→ ΩΣX
≃−→ Ω′ΣX

es una equivalencia homotópica.

Antes de proceder a la demostración, enunciamos un par de resultados que
serán de utilidad.

Lema 1.3 Un mapeo f : X → Y induce isomorfismos en homoloǵıa con co-
eficientes en Z si y sólo si induce isomorfismos en homoloǵıa con coeficientes
en Q y Zp para todo primo p.

Demostración
Ver [8], Corolario 3A.7. ■
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Teorema 1.5 (de Whitehead para H−espacios)
Sean X, Y H−espacios arco-conexos y f : X → Y un mapeo de H−espacios
que induce un isomorfismo en Hn(−) para toda n. Entonces f es una equi-
valencia homotópica débil.

Demostración
Ver [24], Caṕıtulo VII, Lema 2.9. ■
Demostración (del Teorema 1.4)
Por el Teorema 1.3 y el Teorema de Bott-Samelson, ambos tienen la misma
homoloǵıa, es decir, T [H∗(X)], cuando los coeficientes se toman en un campo.
Más aún, el homomorfismo inducido en homoloǵıa

λ∗ : H∗(J(X))→ H∗(Ω
′ΣX)

es un morfismo de álgebras cuya restricción a H∗(X) es la identidad. Por
lo tanto dicho mapeo induce un isomorfismo con coeficientes en cualquier
campo y por el Lema 1.3 también induce un isomorfismo con coeficientes
en Z. Luego por el Teorema de Whitehead para H−espacios, el mapeo λ :
J(X) → Ω′ΣX es una equivalencia homotópica débil. Finalmente, como
J(X) y Ω′ΣX tienen el tipo de homotoṕıa de CW-complejos, entonces λ es
una equivalencia homotópica. ■

1.3. Aplicación: La sucesión EHP

La sucesión EHP es una herramienta fundamental para el estudio de los
grupos de homotoṕıa inestables de las esferas. Aunque existen versiones para
cada primo p, al concentrarnos en el primo 2 ésta es la sucesión exacta larga
en homotoṕıa de una fibración de la forma

Sn
E−→ ΩSn+1 H−→ ΩS2n+1

para n > 0, donde E representa la suspensión (Einhängung) yH el invariante
de Hopf y la sucesión en cuestión está dada por

. . .→ πq(S
n)

E−→ πq+1(S
n+1)

H−→ πq+1(S
2n+1)

P−→ πq−1(S
n)→ . . .

En esta sección indicamos cómo obtener la sucesión EHP usando la construc-
ción de James, para lo cual nos basamos en [8], sección 4.J.

Usando la identificación natural πq(ΩΣX) = πq+1(ΣX), la inclusión X ↪→
ΩΣX induce el morfismo suspensión πq(X) → πq+1(ΣX). Como esta inclu-
sión se factoriza a través de J(X), podemos identificar los grupos de homo-
toṕıa relativos πq(ΩΣX,X) con πq(J(X), X). Si X es n−conexo, entonces el
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par (J(X), X) es (2n− 1)−conexo, ya que podemos reemplazar a X por un
complejo cuyo n−esqueleto es un punto y en este caso, el (2n+1)−esqueleto
de J(X) está contenido en X. Aśı tenemos:

Proposición 1.4 Si X es un CW-complejo n−conexo, entonces el morfismo
suspensión

πq(X)→ πq+1(ΣX)

es un isomorfismo si q ≤ 2n y un epimorfismo si q = 2n+ 1.

En el caso de la esfera Sn = e0 ∪ en, podemos describir lo que sucede en
la primera dimensión en que la suspensión no es un isomorfismo, a saber
π2n−1(S

n)→ π2n(S
n+1) el cual es un epimorfismo por la proposición anterior.

La estructura CW de J(Sn) consiste de una celda en cada dimensión múltiplo
de n, luego de la exactitud de

π2n(J(S
n), Sn)

δ−→ π2n−1(S
n)

Σ−→ π2n(S
n+1)

obtenemos que la suspensión π2n−1(S
n)

Σ−→ π2n(S
n+1) está generada por el

mapeo de pegado de la 2n−celda de J(Sn). Podemos ver en [8] que este
mapeo de pegado coincide con un producto de Whitehead [ι, ι]. Cuando n
es par, podemos comprobar que el homomorfismo del invariante de Hopf
π2n−1(S

n) → Z tiene valor ±2 en [ι, ι]. Si no hubiera un mapeo con inva-
riante de Hopf igual a ±1, se seguiŕıa que [ι, ι] aporta a Z como sumando en
π2n−1(S

n). Más aún, siempre es esta la situación para n par excepto cuando
n = 2, 4, 8.
Cuando n = 2, tenemos π3(S

2) ∼= Z generado por el mapeo de Hopf η : S3 →
S2 el cual tiene invariante de Hopf igual a 1, por lo tanto 2η = [ι, ι] y aśı
generando el kernel de la suspensión, por lo tanto:

Proposición 1.5 πn+1(S
n) es Z2 para n ≥ 3 y es generada por la suspensión

o la suspensión iterada del mapeo de Hopf.

La situación para n = 4 y n = 8 es más sutil. Consultando una tabla
de los grupos de homotoṕıa de esferas podemos notar que la suspensión
π7(S

4) → π8(S
5) es un mapeo Z ⊕ Z12 → Z24. Por las observaciones ante-

riores sabemos que este mapeo es suprayectivo con su kernel generado por
el elemento [ι, ι]. Algebraicamente, lo que debe estar pasando es que la coor-
denada de [ι, ι] en el sumando Z es dos veces un generador, mientras que
en la coordenada en el sumando Z12 debe ser un generador. Por lo que un
generador del sumando Z, el cual tomamos como el mapeo de Hopf S7 → S4,
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se suspende a un generador de Z24. Para n = 8 la situación es completa-
mente similar, con la suspensión π15(S

8) → π16(S
9) un homomorfismo de

Z⊕ Z120 → Z240.

También podemos obtener de alguna forma información sobre la suspen-
sión más allá del rango de dimensión estable. Como Sn es (n − 1)−conexo
y (J(Sn), Sn) es (2n − 1)−conexo , tenemos isomorfismos πi(J(S

n), Sn) ∼=
πi(J(S

n)/Sn) para i ≤ 3n − 2 (véase Proposición 4.28, [8]). Además el gru-
po πi(J(S

n)/Sn) es isomorfo a πi(S
2n) en el mismo rango i ≤ 3n − 2 pues

J(Sn)/Sn tiene a S2n como su (3n − 1)−esqueleto. Por lo tanto parte final
de la sucesión exacta larga del par (J(Sn), Sn) que empieza con el término
π3n−2(S

n) puede ser escrita de la forma

π3n−2(S
n)

Σ−→ π3n−1(S
n+1)→ π3n−2(S

2n)→ π3n−3(S
n)

Σ−→ π3n−2(S
n+1)→ . . .

La cual notemos es una sucesión EHP. Además observemos que los términos
πi(S

2n) en la sucesión EHP son grupos de homotoṕıa estables pues i ≤ 3n−2.
Por lo tanto los grupos de homotoṕıa estable están midiendo la falta de
estabilidad de los grupos πi(S

n) en el rango 2n− 1 ≤ i ≤ 3n− 2.
Fijándonos en el caso n = 2, la sucesión se convierte en

π4(S
n) Σ // π5(S

3) // π4(S
4) // π3(S

2) Σ // π4(S
3) // 0

Z2 Z Z Z2

Del haz de Hopf S1 → S3 → S2 tenemos que π4(S
2) ∼= π4(S

3) ∼= Z2, con
π4(S

2) generado por la composición η(Ση) donde η es el mapeo de Hopf S3 →
S2. De la exactitud de la última parte de la sucesión deducimos que π4(S

4)→
π3(S

2) es inyectivo, y por lo tanto que la suspensión π4(S
2) → π5(S

3) es
suprayectivo, por lo tanto π5(S

3) es o bien Z2 o bien 0. Por el Teorema
de la suspensión sabemos que la suspensión π5(S

3) → π6(S
4) es también

suprayectivo y el último grupo está en el rango estable. El grupo estable
πs2 es no cero (véase Proposición 4L.11, [8]) y por lo tanto concluimos que
πn+2(S

2) ∼= Z2 para toda n ≥ 2, generada por la composición (Σn−2η)(Σn−1η)
De hecho, si remplazamos Sn por cualquier CW−complejo (n − 1)−conexo
X, la derivación de la sucesión EHP finita se generaliza inmediatamente para
dar una sucesión exacta

π3n−2(X)
Σ−→ π3n−1(ΣX)→ π3n−2(X ∧X)π3n−3(X)

Σ−→ π3n−2(ΣX)→ . . .

usando el hecho de que J2(X)/X = X ∧X.
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Caṕıtulo 2

El Teorema de Hilton-Milnor

Recordemos que si X y Y son dos espacios con puntos base no degenerados,
entonces podemos expresar la homoloǵıa del wedge de éstos en términos de
las homoloǵıas de X y de Y , a saber

Hp(X ∨ Y ) ∼= Hp(X)⊕Hp(Y ) para p ≥ 1.

Sin embargo, este resultado no es necesariamente cierto para grupos de homo-
toṕıa, por ejemplo π4(S

2∨S2) es un grupo infinito, mientras que π4(S
2) = Z/2

(véase [3]). Aśı, es natural tratar de determinar los grupos de homotoṕıa de
X ∨ Y , si no en términos de los grupos de homotoṕıa de X y Y , al menos
en términos de grupos que se consideren conocidos. El primer paso en esta
dirección fue dado por P. Hilton en [9] en el caso de un wedge de esferas.
Expĺıcitamente, si X = Sr1+1 ∨ . . . ∨ Srk+1, entonces el resultado de Hilton
afirma que

πn(X) ∼=
∞⊕
i=1

πn(S
qi+1)

donde {qi} es una sucesión de números naturales tales que qi → ∞. La
inclusión

πn(S
qi+1)→ πn(X)

está dada por β 7→ αi ◦ β donde αi ∈ πqi+1(X) es un producto de Whitehead
iterado de las clases de homotoṕıa ιi de los mapeos inclusión Sri+1 → X,
i = 1, . . . k. La estrategia de la demostración es mostrar que el espacio de
lazos ΩX tiene el mismo tipo de homotoṕıa débil que el producto cartesiano
∞∏
i=1

ΩSqi+1. Al tomar homoloǵıa con coeficientes racionales, el teorema de

Bott-Samelson implica entonces (como corolario) que el álgebra tensorial
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T [V ] generada por el espacio vectorial graduado V = H∗(S
r1 ∨ . . . ∨ Srk ;Q)

se descompone como producto tensorial de álgebras polinomiales

T [V ] ∼=
∞⊗
i=1

Q[xi], con |xi| = qi,

donde los xi pueden elegirse como una base aditiva o base de Hall del álgebra
de Lie libre L[V ] generada por V en T [V ]. Esta descomposición será relevante
en el caṕıtulo 5 para el cálculo de la homoloǵıa racional de ΩnΣnX

2.1. El Teorema de Hilton

Sea Si = Sri+1 la esfera de dimensión ri + 1 con ri ≥ 1, para i = 1, . . . , k
y consideremos el wedge X = S1 ∨ . . . ∨ Sk = Sr1+1 ∨ . . . ∨ Srk+1, el cual
claramente es simplemente conexo. El propósito de este caṕıtulo es presentar
el argumento de P. Hilton [9] para expresar los grupos de homotoṕıa πn(X),
como suma directa de grupos de homotoṕıa de esferas de dimensiones apro-
piadas. La inclusión de cada sumando en πn(X) está dada por un producto
de Whitehead iterado; los productos que aparecen serán llamados pro-
ductos básicos y se introducen a continuación.

Sea X0 = Su1 ∨ Su2 ∨ . . . ∨ Sum , con 1 ≤ u1 < u2 < . . . < um ≤ k y
notemos que el homomorfismo πn(X0) → πn(X) inducido por la inclusión
es un monomorfismo sobre un sumando directo de πn(X). Identificaremos
a los elementos de πn(X0) con sus imágenes en πn(X) y diremos que un
elemento en la imagen de πn(X0) involucra a las esferas Su1 , . . . , Sum . Con
estas convenciones, definimos y ordenamos los productos básicos como sigue.

Definición 2.1 (Productos Básicos)

(i) Los productos básicos de peso 1 son los elementos ι1, . . . , ιk donde ιi
es el generador natural de πri+1(Si), i = 1, . . . , k y declaramos que
ι1 < ι2 < . . . < ιk.

(ii) Supongamos que los productos básicos de peso < w han sido definidos
y ordenados. Un producto básico de peso w > 1 es un producto de
Whitehead [a, b], donde a es un producto básico de peso u, b es un
producto básico de peso v, u + v = w, a < b y si b está dado como un
producto de Whitehead [c, d] de productos básicos c, d, entonces c ≤ a.

(iii) Los productos básicos de peso w se ordenan ahora de forma arbitraria
entre śı y por convención se consideran mayores que todos los productos
de peso menor.
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Observación 2.1 Más adelante se verá que cualquier producto básico de
peso w es un corchete iterado de śımbolos ιv1 , . . . , ιvw , asociados de manera
adecuada, donde 1 ≤ vj ≤ k, j = 1 . . . , w.

Definición 2.2 Supongamos que ιi aparece wi veces en la sucesión anterior.
Entonces diremos que el producto básico en cuestión involucra a la esfera

Si wi veces y definimos la altura de dicho producto básico como q =
k∑
i=1

riwi.

Denotemos a los productos básicos por p1, p2, . . . , ps, . . . y sea qs la altura de
ps. Entonces el teorema principal de [9] puede enunciarse como sigue.

Teorema 2.1 (Hilton) Los grupos de homotoṕıa de la unión en un punto
X = Sr1+1 ∨ . . . ∨ Srk+1 están dados por

πn(X) ∼=
∞⊕
i=1

πn(S
qi+1)

donde el sumando directo πn(S
qi+1) está incluido en πn(X) por medio de la

composición con el producto básico pi ∈ πqi+1(X)

Nótese que para toda n hay sólo una cantidad finita de términos distin-
tos de cero en el lado derecho de la ecuación anterior, ya que la sucesión
{qi} tiende a infinito. Claramente hay diferentes opciones para definir los
productos básicos. Sin embargo, por un teorema de E. Witt (véase [25]), el
número de productos básicos de peso w que involucran a la esfera Si wi veces,
i = 1, . . . , k, es

1

w

∑
d|wi

µ(d)(w/d)!

(w1/d)! . . . (wk/d)!
,

donde µ(d) es la función de inversión de Möbius. Cada tal producto básico
da lugar a un término πn(S

q+1) en la descomposición en suma directa de

πn(X), donde q =
k∑
i=1

riwi. Por lo tanto el número de apariciones del término

πn(S
q+1) en el lado derecho del Teorema 2.1 no depende de la elección de

los productos básicos y una elección diferente daŕıa lugar a lo más a un
reordenamiento de los sumandos y un cambio del isomorfismo de inclusión.

Ejemplo 2.1 Consideremos el caso X = S1∨S2∨S3. Los productos básicos
de peso 1 son ι1, ι2, ι3; los de peso 2 son [ι1, ι2], [ι1, ι3], [ι2, ι3]; los de peso 3
son

[
ι1, [ι1, ι2]

]
,
[
ι1, [ι1, ι3]

]
,
[
ι2, [ι1, ι2]

]
,
[
ι2, [ι1, ι3]

]
,
[
ι2, [ι2, ι3]

]
,
[
ι3, [ι1, ι2]

]
,
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[
ι3, [ι1, ι3]

]
,
[
ι3, [ι2, ι3]

]
. Como se verá más adelante

[
ι1, [ι2, ι3]

]
no es un pro-

ducto básico, por lo que puede ser expresado como combinación lineal de pro-
ductos básicos. De hecho, se puede ver que

[
ι1, [ι2, ι3]

]
es combinación lineal

de
[
ι2, [ι1, ι3]

]
y
[
ι3, [ι1, ι2]

]
.

Más aún, en la sección 2.5 probaremos:

Teorema 2.2 Sean α ∈ πp(X), β ∈ πq(X), γ ∈ πr(X). Entonces se cumple
la identidad de Jacobi:

(−1)pq
[
[β, γ], α

]
+ (−1)qr

[
[γ, α], β

]
+ (−1)rp

[
[α, β], γ

]
= 0

2.2. Un par de lemas topológicos

Sean X un espacio arco-conexo y ΩX el espacio de lazos basados de X. Con-

sideremos el isomorfismo natural η : πp+1(X)
∼=−→ πp(ΩX), h el homomorfismo

de Hurewicz h : πp(ΩX)→ Hp(ΩX) y sea

ρ = h ◦ η : πp+1(X)→ Hp(ΩX).

Recordemos que la composición de lazos en ΩX lo dota con una estructura
de H−espacio, la cual induce el producto de Pontryagin en H∗(ΩX). Para
ξ ∈ Hp(ΩX), ξ′ ∈ Hq(ΩX), este producto se denotará por ξ · ξ′ ∈ Hp+q(ΩX)
o simplemente por ξξ′.

Sea ΩX el espacio de lazos de X = Sr1+1 ∨ . . . ∨ Srk+1 y sea ei = ρ(ιi) ∈
Hri(ΩX), donde ιi ∈ πri+1(X), i = 1, . . . , k. Entonces, por el Teorema de
Bott-Samelson:

Lema 2.1 El anillo de Pontryagin H∗(ΩX) = H∗Ω(S
r1+1 ∨ . . . ∨ Srk+1) es

un álgebra asociativa libre, libremente generada por los elementos e1, . . . , ek.

Regresando al caso general, sean α ∈ πp+1(X), β ∈ πq+1(X) de modo que
[α, β] ∈ πp+q+1(X). El siguiente resultado relaciona el producto de Whitehead
en π∗(X) con el producto de Pontryagin en H∗(ΩX) y fue probado por H.
Samelson en [19].

Lema 2.2 La imagen del producto de Whitehead [α, β] bajo ρ está dada por

ρ[α, β] = (−1)p
(
(ρ(α) · ρ(β)− (−1)pqρ(β) · ρ(α)

)
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2.3. Conmutadores Generalizados

Sean R un álgebra generada por e1, . . . , ek y ε : R×R→ {1,−1}, λ : R×R→
Z funciones arbitrarias. Para a, b ∈ R definimos

[[a, b]] = λ(a, b) · ab− ε(a, b) · ba.

Llamamos a [[a, b]] el conmutador generalizado (cg) de a y b y definimos
los conmutadores generalizados básicos (cgb) de la misma forma que los
productos básicos, iniciando con el conjunto ordenado e1 . . . , ek como los cgb’s
de peso 1 y usando la operación [[−,−]] en lugar del producto de Whitehead.
Sea b1, b2, . . . , bs, . . . la sucesión de cgb’s en R. Definimos un monomio en
los cgb’s como una palabra M de la forma bi1bi2 · · · bir . El peso de M es su
grado como un polinomio en e1, . . . , ek y el desorden de M es el número de
parejas (u, v), 1 ≤ u < v ≤ r, con iu > iv. De este modo, el monomio M
tiene desorden cero si y sólo si M es de la forma bn1

1 b
n2
2 · · · , ni ≥ 0.

Los resultados más importantes de esta sección son los siguientes.

Teorema 2.3 Cualquier monomio en e1, . . . , ek de grado w se puede expre-
sar como combinación lineal de monomios en cgb’s de peso w y desorden
cero.

Teorema 2.4 Si R es un álgebra asociativa libre generada libremente por
e1, . . . , ek, entonces los monomios en los cgb’s de desorden cero constituyen
una base (aditiva) para R.

Teorema 2.5 El número de cgb’s de peso w está dado por

Q(w, k) =
1

w

∑
d|w

µ(d)kw/d,

donde µ es la función de Möbius.

Estos tres teoremas fueron probados originalmente en el caso ε ≡ −1, λ ≡ −1
(véase [25]). Claramente el Teorema 2.5 no puede depender de la elección par-
ticular del “conmutador”. Supongamos válido el Teorema 2.3. Entonces los
monomios en los cgb’s de desorden cero generan a R. Como R está graduada
por el grado de los monomios en e1, . . . , ek y como el número de monomios
que generan el subanillo de R de los elementos homogéneos, digamos de grado
d, es finito y es el mismo para conmutadores como para conmutadores genera-
lizados, el Teorema 2.4 se sigue de los hechos conocidos para conmutadores.
La demostración del Teorema 2.3 en su forma general no presenta nuevas

19



dificultades y a continuación presentamos un bosquejo de la demostración,
basado en las ideas de P. Hall y Magnus.

Demostración (Teorema 2.3)
Definimos el grado de un monomio M = bi1bi2 · · · bir como r. Ahora sea b el
primer cgb (en la sucesión b1, b2, . . .) que aparezca en desorden en M , en el
sentido de que b = biv para una pareja (u, v), 1 ≤ u < v ≤ r, con iu > iv.
Supongamos que b aparece por primera vez en desorden enM como biv , por lo
que iv−1 > iv. Consideremos el cg [[biv , biv−1 ]] = λbivbiv−1 − εbiv−1biv , entonces

M = ελbi1 · · · biv−2biv−1biv+1 · · · bir − εbi1 · · · biv−2([[biv , biv−1 ]])biv+1 · · · bir
= ελM ′ − εM ′′, digamos.

Ahora mostramos que si M proviene de un monomio en e1, . . . , ek mediante
aplicaciones sucesivas de este proceso, entonces [[biv , biv−1 ]] es un cgb. Cla-
ramente biv < biv−1 . Notemos que hay conmutadores generalizados de peso
> 1 que aparecen en este proceso y que no estaban presentes en un inicio,
de modo que si biv−1 = [[α, β]], α debió haber sido en una etapa anterior el
primer cgb en desorden. Obviamente este proceso, aplicado digamos a b, no
introduce desorden en ningún b′ < b, por lo que α ≤ biv y [[biv , biv−1 ]] es un
cgb. Por lo que M es expresado como ελM ′ − εM ′′, donde M ′,M ′′ son mo-
nomios en cgb’s, M ′ tiene desorden menor que M y M ′′ tiene grado menor.
Notemos que M ′ aún tiene grado r y por supuesto, los pesos de M ′ y M ′′

son los mismos que el de M .

Hemos establecido pues la base de un argumento inductivo. Porque si supo-
nemos que todos los monomios en cgb’s de grado < r pueden ser expresados
como combinaciones lineales de monomios de desorden cero, contamos ahora
con un proceso para disminuir progresivamente el desorden de un monomio
de grado r. De este modo, completamos la demostración del teorema 2.3. ■

2.4. Demostración del Teorema de Hilton

Sea ΩX el espacio de lazos de X = Sr1+1 ∨ . . . ∨ Srk+1 = S1 ∨ . . . ∨ Sk.
Por el Lema 2.1, H∗(ΩX) es el álgebra libre asociativa libremente generada
por e1, . . . , ek. Sea [[−,−]] el conmutador en H∗(ΩX) dado en elementos
homogéneos

[[a, b]] = (−1)p(q+1)ab− (−1)pba,
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donde a ∈ Hp(ΩX) y b ∈ Hq(ΩX).
Es claro del Lema 2.2 que ρ : π∗+1(X) → H∗(ΩX) manda a los productos
básicos p1, p2, . . . , ps, . . . sobre un conjunto completo de cgb’s b1, b2, . . . , bs, . . . ,
donde ρ(pi) = bi, i = 1, 2, . . . .

Sea qi la altura de pi. Por abuso de notación usaremos el śımbolo pi para
denotar un representante Sqi+1 → X en la clase de homotoṕıa del producto
pi ∈ πqi+1(X). Éste induce a su vez un mapeo fi : ΩS

qi+1 → ΩX y por tanto
un homomorfismo fi∗ : H∗(ΩS

qi+1)→ H∗(ΩX). Sea ηi el isomorfismo natural

ηi : πqi+1(S
qi+1)

∼=−→ πqi(ΩS
qi+1) y sea hi el isomorfismo de Hurewicz:

πqi+1(S
qi+1)

ηi
∼=
// πqi(ΩS

qi+1)
hi
∼=
// Hqi(ΩS

qi+1).

Entonces H∗(ΩS
qi+1) es el álgebra de polinomios generada por b′i = hi

(
ηi(ι)

)
,

donde ι es el generador natural de πqi+1(S
qi+1).

Lema 2.3 fi∗ es un homomorfismo de anillos y fi∗(b
′
i) = bi

Demostración
El que fi∗ sea un homomorfismo de anillos se sigue de que todo mapeo basado
X → Y induce un homomorfismo de los anillos de Pontryagin H∗(ΩX) →
H∗(ΩY ). El hecho de que fi∗(b

′
i) = bi se sigue de la conmutatividad del

diagrama

πqi+1(S
qi+1)

pi∗ //

ηi
��

πqi+1(X)

η

��
πqi(ΩS

qi+1)
fi# //

hi
��

πqi(ΩX)

h
��

Hqi(ΩS
qi+1)

fi∗ // Hqi(ΩX),

donde pi∗, fi# son inducidos por pi, fi. ■

Se sigue del lema anterior que

fi∗(b
′n
i ) = bni .

Consideremos los mapeos fi : ΩS
qi+1 → ΩX y fj : ΩS

qj+1 → ΩX, inducidos
por pi y pj. Denotamos la composición de caminos en ΩX por ω·ω′ y definimos
fij : ΩS

qi+1 × ΩSqj+1 → ΩX por
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fij(ωi, ωj) = fi(ωi) · fj(ωj)

donde ωi ∈ ΩSqi+1, ωj ∈ ΩSqj+1. Ahora sean γi ∈ H∗(ΩS
qi+1), γj ∈ H∗(ΩS

qj+1).
Entonces γi ⊗ γj ∈ H∗(ΩS

qi+1 × ΩSqj+1).

Lema 2.4 (fij)∗(γi ⊗ γj) = (fi∗(γi)) · (fj∗(γj)).

Demostración
Por la definición de fij tenemos el siguiente diagrama conmutativo

ΩSqi+1 × ΩSqj+1
fij //

fi×fj
��

ΩX

ΩX × ΩX

µ

77

donde µ es la concatenación de lazos en X. Pasando a homoloǵıa obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

H∗(ΩS
qi+1)⊗H∗(ΩS

qj+1)
(fij)∗ //

(fi×fj)∗
��

H∗(ΩX)

H∗(ΩX)⊗H∗(ΩX)

µ∗

55

Además (fi × fj)∗(γ1 ⊗ γ2) = fi∗(γ1)⊗ fj∗(γ2). Por lo tanto se obtiene

fi∗(γ1) · fj∗(γ2) = µ∗(fi∗(γ1)⊗ fj∗(γ2))
= µ∗((fi × fj)∗(γ1 ⊗ γ2))
= (fij)∗(γ1 ⊗ γ2) ■

Tenemos entonces mapeos fi : ΩS
qi+1 → ΩX, i = 1, 2, . . . . Éstos inducen

mapeos

mf : ΩSq1+1 × . . .× ΩSqm+1 −→ ΩX,

dados por

mf(ω1, . . . , ωm) = f1(ω1) · . . . · fm(ωm), ωi ∈ ΩSqi+1

donde por convención, los productos se asocian de manera natural a partir
de la izquierda. Sea ω0

i el lazo trivial en ΩSqi+1. Entonces si l < m, podemos
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identificar el producto ΩSq1+1× . . .×ΩSql+1 con el subespacio ΩSq1+1× . . .×
ΩSql+1×{ω0

l+1}× . . .×{ω0
m} del espacio ΩSq1+1× . . .×ΩSqm+1. Como cada

fi manda ω0
i al lazo trivial en ΩX, se sigue que

mf |ΩSq1+1×···×ΩSql+1 ≃ lf : ΩSq1+1 × . . .× Sql+1 → ΩX.

Sea Z =
∞∏
i=1

ΩSqi+1. Recordemos que H∗(ΩS
qi+1) es el álgebra generada por

b′i. Como la dimensión de los b′i tiende a infinito respecto a i, se sigue que
H∗(Z) está generada (como grupo abeliano) por los productos tensoriales
(finitos) b′n1

1 ⊗ b′n2
2 ⊗ · · · y la familia de mapeos mf induce un homomorfismo

bien definido

ϕ : H∗(Z)→ H∗(ΩX).

Por el Lema 2.3 y una extensión del Lema 2.4 tenemos

ϕ(b′n1
1 ⊗ b′n2

2 ⊗ . . .) = bn1
1 · bn2

2 · . . .
Como las expresiones bn1

1 b
n2
2 · · · forman una base libre (aditiva) de H∗(ΩX),

por el Teorema 2.4, se sigue que ϕ es de hecho un isomorfismo de grupos
abelianos H∗(Z) ∼= H∗(ΩX).

Para simplificar la notación supongamos que las primeras t esferas en X tie-
nen dimensión 2. Entonces la familia de mapeos {mf} induce un isomorfismo
de π1(Z) en π1(ΩX) el cual manda a cada ηi(ιi) sobre η(ιi), i = 1, . . . , t. Sean

Ω̃X la cubierta universal de ΩX y Z̃ la cubierta universal de Z; entonces

Z̃ = Ω̃S
q1+1
× . . . × Ω̃S

qt+1
× ΩSqt+1+1 × . . . × ΩSqm+1, donde Ω̃S

qi+1
es la

cubierta universal de ΩSqi+1. Los mapeos mf, m = t, t+ 1, . . . , pueden ser
levantados de manera única a mapeos

mg : Ω̃S
q1+1
× Ω̃S

q2+1
× . . .× Ω̃S

qt+1
× ΩSqt+1+1 × . . .× ΩSqm+1 → Ω̃X,

que mandan el punto base (la clase del lazo trivial en ΩSq1+1×· · ·×ΩSqm+1)

en el punto base (la clase del lazo trivial ΩX). Más aún, si denotamos por mZ̃

el dominio de mg y encajamos de la manera natural a lZ̃ en mZ̃, t ≤ l ≤ m,
tenemos

mg |
lZ̃
≃ lg :l Z̃ → Ω̃X.

de este modo, los mapeos mg inducen un homomorfismo bien definido

ϕ̃ : H∗(Z̃)→ H∗(Ω̃X)
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Lema 2.5 ϕ̃ es un isomorfismo H∗(Z̃) ∼= H∗(Ω̃X).

Demostración
Sean Z(0) = Z, Z(u) = Ω̃S

q1+1
× . . .× Ω̃S

qu+1
×ΩSqu+1+1× . . ., Ω(0)X = ΩX

y Ω(u)X el espacio cubriente de ΩX con grupo fundamental
< η(ιu+1), . . . , η(ιt) >, u ≤ t. Entonces Z(t) = Z̃, Ω(t)X = Ω̃X y notemos
que Z(u) es el espacio cubriente de Z(u−1) con grupo de transformaciones
cubrientes < ηu(ιu) >. Más aún, existen mapeos {mf (u)},

mf
(u) : Ω̃S

q1+1
×. . .×Ω̃S

qu+1
×ΩSqu+1+1×. . .×ΩSqt+1×. . .×ΩSqm+1 → Ω(u)X,

tal que mf
(u) cubre a mf

(u−1), mf
(0) =m f , mf

(t) =m g y los {mf (u)} inducen
un homomorfismo

ϕ(u) : H∗(Z
(u))→ H∗(Ω

(u)X),

y un isomorfismo de π1(Z
(u)) en π1(Ω

(u)X) que manda η(ιs) en ηs(ιs), para
u + 1 ≤ s ≤ t. Afirmamos que los grupos de transformaciones cubrientes
actúan trivialmente en los grupos de homoloǵıa de los espacios Z(u) y Ω(u)X.
Esto se sigue del siguiente lema.

Lema 2.6 Si X es un H−espacio y p : Y → X es un recubrimiento, enton-
ces Y es un H−espacio y el grupo cociente π1(X)/p∗

(
π1(Y )

)
actúa trivial-

mente en los grupos de homoloǵıa de Y .

Demostración
Ver apéndice C. ■

Como ϕ es un isomorfismo entre H∗(Z) y H∗(ΩX), la demostración del Lema
2.5 se sigue de aplicar t veces el siguiente resultado

Lema 2.7 Sea f : X1 → X2 un mapeo que induce isomorfismos

ϕ : H∗(X1) ∼= H∗(X2), π1(X1) ∼= π1(X2).

Sea π un subgrupo normal de π1(X1) tal que π
1 = π1(X1)/π es ćıclico infinito

y sea π2 = π1(X2)/ϕ(π). Sean Y1, Y2 los recubrimientos de X1 y X2 con grupos
de transformaciones cubrientes π1, π2, los cuales actúan trivialmente en los
grupos de homoloǵıa de Y1 y Y2 y sea g : Y1 → Y2 el único levantamiento de
f que manda la clase del lazo trivial en la clase del lazo trivial. Entonces g
induce isomorfismos

ψ : H∗(Y1) ∼= H∗(Y2), π1(Y1) ∼= π1(Y2)
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Demostración
Ver apéndice C. ■

Continuando con la prueba del Teorema de Hilton 2.1, notemos que por una
extensión del teorema de Whitehead (véase [21]), deducimos del Lema 2.5 que
la familia de mapeos mg induce isomorfismos entre los grupos de homotoṕıa de
Z̃ y los de Ω̃X, por lo que la familia de mapeos mf induce isomorfismos entre

los grupos de homotoṕıa de Z y los de ΩX. Pero πn−1(Z) =
∞⊕
i=1

πn−1(ΩS
qi+1).

Por lo que πn−1(ΩX) ∼=
∞⊕
i=1

πn−1(ΩS
qi+1); más aún πn−1(ΩS

qi+1) está incluido

en πn−1(ΩX) por composición con la clase de homotoṕıa de fi, de modo que,
en el isomorfismo inducido

πn(X) ∼=
∞⊕
i=1

πn(S
qi+1),

πn(S
qi+1) está incluido en πn(X) por composición de pi. Esto completa la

prueba del Teorema de Hilton 2.1. ■

El teorema 2.5 no juega un papel importante en el enunciado del Teorema
2.1. Q(w, k) es el número de productos básicos de peso w, pero, en general,
diferentes productos básicos del mismo peso pertenecen a grupos de homo-
toṕıa de X de dimensiones distintas. Sin embargo, en el caso especial cuando
r1 = r2 = · · · = rk = r, tenemos

Corolario 2.1 Sea X =
∨
k

Sr+1 la unión en un punto de k esferas de di-

mensión r + 1, r ≥ 1. Entonces

πn(X) ∼=
∞⊕
w=1

(
suma de Q(w, k) copias de πn(S

wr+1)
)
,

donde Q(w, k) = 1
w

∑
d|w
µ(d)kw/d.

Una consecuencia inmediata de los métodos utilizados en la demostración del
teorema de Hilton es el siguiente resultado, el cual será de gran importancia
en el caṕıtulo 5 para el cálculo de la homoloǵıa racional de ΩnΣnX.

Teorema 2.6 Sea V un espacio vectorial graduado de dimensión finita so-
bre Q, con una base dada por elementos homogéneos b1, . . . , bk. Entonces el
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álgebra tensorial T [V ] admite una descomposición como producto tensorial
de álgebras polinomiales

T [V ] ∼=
∞⊗
i=1

Q[xi]

donde los xi pueden elegirse como una base de Hall (base aditiva), asociada
a los bj, del álgebra de Lie libre L[V ] generada por V en T [V ].

2.5. La identidad de Jacobi

Como se mencionó al inicio del caṕıtulo, si X = Sp+1
1 ∨Sq+1

2 ∨Sr+1
3 , entonces[

ι1, [ι2, ι3]
]
no es un producto básico. Esto significa que, en la descomposición

en suma directa,

πp+q+r+1(X) ∼=
∞⊕
i=1

πp+q+r+1(S
qi+1),

obtenemos una representación no trivial de
[
ι1, [ι2, ι3]

]
,

[
ι1, [ι2, ι3]

]
=

∞∑
i=1

[[pi, αi]], αi ∈ πp+q+r+1(S
qi+1)

Supongamos ahora que pj1 , . . . , pjλ , . . . son los productos básicos que no in-
volucran a la esfera S3. Contrayendo a S3 a un punto, obtenemos

0 =
∞∑
λ=1

[[pjλ , αjλ ]],

de donde αjλ = 0, λ = 1, 2, . . . Similarmente, vemos que αi = 0 para cualquier
producto básico pi el cual no involucre todas las esferas S1, S2, S3. Para un
producto básico pi que involucre a S1, S2 y S3, tenemos qi+1 > p+ q+ r+1,
excepto por

[
ι2, [ι1, ι3]

]
y
[
ι3, [ι1, ι2]

]
. Por lo tanto[

ι1, [ι2, ι3]
]
= a

[
ι2, [ι1, ι3]

]
+ b

[
ι3, [ι1, ι2]

]
, (∗)

donde a, b ∈ Z. Más aún, sólo puede existir una relación de este tipo, pues no
hay relaciones no triviales entre los productos básicos. Por lo tanto, si ρ es
el homomorfismo ρ : πp+q+r+1(X) → Hp+q+r(ΩX), entonces ρ

[
ι1, [ι2, ι3]

]
se

puede expresar de manera única como una combinación lineal de ρ
[
ι2, [ι1, ι3]

]
y ρ

[
ι3, [ι1, ι2]

]
y la relación

ρ
[
ι1, [ι2, ι3]

]
= aρ

[
ι2, [ι1, ι3]

]
+ bρ

[
ι3, [ι1, ι2]

]
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se cumple enHp+q+r(ΩX) si y sólo si (∗) se cumple en πp+q+r+1(X). El proble-
ma por lo tanto es encontrar una relación lineal entre ρ

[
ι1, [ι2, ι3]

]
, ρ
[
ι2, [ι1, ι3]

]
y ρ

[
ι3, [ι1, ι2]

]
en la cual el coeficiente de ρ

[
ι1, [ι2, ι3]

]
sea ±1.

Cambiemos ligeramente la notación (en vista del resultado que queremos
probar).
Sea X = Sp1 ∨ S

q
2 ∨ Sr3 y busquemos una relación lineal entre ρ

[
[ι2, ι3], ι1

]
,

ρ
[
[ι3, ι1], ι2

]
y ρ

[
[ι1, ι2], ι3

]
en la cual el coeficiente de ρ

[
[ι2, ι3], ι1

]
sea ±1;

es entonces claro que la misma relación lineal también será válida para[
[ι2, ι3], ι1

]
,
[
[ι3, ι1], ι2

]
,
[
[ι1, ι2], ι3

]
.

Por el lema 2.2,

ρ
[
[ι2, ι3], ι1

]
= (−1)q+r

(
ρ[ι2, ι3] · e1 − (−1)(q+r)(p−1)e1 · ρ[ι2, ι3]

)
= (−1)q+r{(−1)q−1

(
e2e3 − (−1)(q−1)(r−1)e3e2

)
e1

− (−1)(q+r)(p−1)+(q−1)e1
(
e2e3 − (−1)(q−1)(r−1)e3e2

)
}

= (−1)r+1e2e3e1 + (−1)qr+q+1e3e2e1

+ (−1)pq+rp+qe1e2e3 + (−1)pq+rp+qr+re1e3e2.

Similarmente,

ρ
[
[ι3, ι1], ι2

]
= (−1)p+1e3e1e2 + (−1)rp+r+1e1e3e2

+ (−1)qr+pq+re2e3e1 + (−1)qr+pq+rp+pe2e1e3,

y también

ρ
[
[ι1, ι2], ι3

]
= (−1)q+1e1e2e3 + (−1)pq+p+1e2e1e3

+ (−1)rp+qr+pe3e1e2 + (−1)rp+qr+pq+qe3e2e1.

Observamos que

(−1)pqρ
[
[ι2, ι3], ι1

]
+ (−1)qrρ

[
[ι3, ι1], ι2

]
+ (−1)rpρ

[
[ι1, ι2], ι3

]
= 0,

de donde

(−1)pq
[
[ι2, ι3], ι1

]
+ (−1)qr

[
[ι3, ι1], ι2

]
+ (−1)rp

[
[ι1, ι2], ι3

]
= 0.
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El Teorema 2.2 ahora se sigue mapeando Sp1∨S
q
2∨Sr3 en X por un mapeo que

coincida en Sp1 con un representante de α ∈ πp(X), en Sq2 con un representante
de β ∈ πq(X) y en Sr3 con un representante de γ ∈ πr(X). ■

Notemos que cualquier otra relación entre los productos de Whitehead, impli-
caŕıa una relación entre conmutadores generalizados; por el mismo argumento
usado por Magnus en el caso de conmutadores ordinarios de anillos (véase
[12]), tenemos

Corolario 2.2 Todas las relaciones entre productos de Whitehead se sigue
de la anticonmutatividad [α, β] = (−1)pq[β, α], α ∈ πp(X), β ∈ πq(X) y la
identidad de Jacobi, junto con las reglas de adición y distributividad del pro-
ducto de Whitehead.

2.6. Una generalización del Teorema de Hil-

ton

Sean X, Y espacios topológicos con puntos base no degenerados. Sabemos
que podemos calcular los grupos de homoloǵıa de X ∨ Y en términos de los
grupos de homoloǵıa de X y de Y por medio de los isomorfismos

H∗(X ∨ Y ) ∼= H∗(X)⊕H∗(Y ).

Sin embargo, como hemos visto, este resultado no necesariamente se cumple
para grupos de homotoṕıa. Una primera aproximación del cálculo de los
grupos de homotoṕıa de un ”wedge”fue la dada por Hilton la cual vimos en
este caṕıtulo. Aunque este resultado estaba restringido al caso cuando X y
Y eran esferas. Posteriormente Milnor generalizó este hecho para el caso de
una suspensión arbitraria (véase [15]). La idea de la demostración se basa
en conjuntos simpliciales. En esta sección sólo se enunciará el Teorema de
Hilton-Milnor remitiendo al lector a la demostración de Milnor en [15] pues
dicha demostración va más allá de los fines de esta tesis.

Teorema 2.7 Hilton-Milnor
Sean X1, . . . , Xn espacios topológicos. Entonces existe una equivalencia ho-
motópica (débil)

h : Ω
n∨
i=1

ΣXi →
∞∏
i=1

ΩΣX(i)

donde cada X(i) es un producto smash de los Xi’s, i ≤ n.
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En general la idea en todas las demostraciones es mostrar que el espacio
de lazos Ω(X ∨ Y ) tiene el mismo tipo de homotoṕıa débil que el producto

infinito
∞∏
i=1

ΩΣWi donde Wi es un producto smash (producto reducido) de

copias de X y Y .
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Caṕıtulo 3

Operaciones en Espacios de
Lazos

A lo largo de este caṕıtulo se estudiarán a detalle operaciones ı́ntimamente
relacionadas a los espacios de lazos, por ejemplo, hablaremos sobre la trans-
gresión que está asociada a la sucesión espectral de Serre de una fibración,
en particular usaremos la fibración de trayectorias y lazos

ΩY ↪→ PY → Y

y definiremos la transgresión τ la cual será un morfismo cuyo domonio será
un subgrupo deHk(Y ) y rango un cociente deHk−1(ΩY ). También se definirá
la suspensión homológica σ∗ : Hk−1(ΩY ) → Hk(Y ) y se verá que bajo las
hipótesis que tendremos serán inversas una de la otra. Posterioremnte se
hablará sobre el operad de n−cubitos y la acción que tiene sobre un espacio
de n−lazos y por medio de dicha acción y la estructura de operad se definirá
una operación homológica de dos variables conocida como la operación de
Browder

λn : Hp(Y )×Hq(Y )→ Hn+p+q(Y )

y serán probadas algunas propiedades de ésta, en particular veremos la rela-
ción que tiene ésta con la suspensión homológica y cómo el espacio H∗(Ω

nX)
con el producto de Pontryagin y la operación de Browder (y dando una nueva
graduación) forman un álgebra de Gerstenhaber.
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3.1. La transgresión y la suspensión homológi-

ca

El diferencial dk : Ek
k,0 → Ek

0,k−1 en la sucesión espectral (en homoloǵıa) de
una fibración tiene una interpretación geométrica conocida como la trans-
gresión. Ésta se defina como sigue. Supongamos que f : E → B es una
fibración con fibra F y fijemos k > 0. La idea es combinar el homomorfismo
f∗ : Hk(E)→ Hk(B), el isomorfismo Hk(B) ∼= Hk(B, b0) y el morfismo de co-
nexión ∂ : Hk(E,F )→ Hk−1(F ) para definir, idealmente, un homomorfismo
τ : Hk(B)→ Hk−1(F ) por medio del siguiente diagrama conmutativo

Hk(E) //

��

Hk(E,F )
∂ //

f∗
��

Hk−1(F )

��
Hk(B)

τ

44

// Hk(B, b0) // Hk−1(b0).

De manera más precisa, tomamos como dominio de τ a la imagen de f∗ :
Hk(E,F ) → Hk(B, b0) ∼= Hk(B) y como rango de τ el cociente de Hk−1(F )
por ∂(kerf∗ : Hk(E,F )→ Hk(B, b0)).

Definición 3.1 La transgresión τ es el homomorfismo

τ : im(f∗)→ Hk−1(F )/∂(kerf∗)

dado por τ(z) = ∂(r) + ∂(kerf∗), donde z ∈ im(f∗) y r ∈ f−1
∗ (z).

Es fácil ver que con esta elección de dominio y rango, τ es un homomorfismo
bien definido de un subgrupo de Hk(B) en un cociente de Hk−1(F ). Supon-
gamos por simplicidad que F es arco-conexo y consideremos el diferencial

dk : Ek
k,0 → Ek

0,k−1

en la sucesión espectral de la fibración f : E → B. Su dominio, es un sub-
grupo de E2

k,0 = Hk(B;H0(F )) = Hk(B) ya que se trata de una sucesión

espectral de primer cuadrante y por lo tanto, Ek
k,0 es la intersección de los

núcleos de dr : Er
k,0 → Er

0,k−1 para r < k. Similarmente, el rango Ek
0,k−1 de

dk : E
k
k,0 → Ek

0,k−1 es un cociente de E2
0,k−1. El siguiente teorema identifica el

diferencial dk : Ek
k,0 → Ek

0,k−1 con la transgresión.

Teorema 3.1 El diferencial dk : Ek
k,0 → Ek

0,k−1 en la sucesión espectral de
la fibración F ↪→ E → B coincide con la transgresión
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Hk−1(F )

��
dom(τ) τ //

� _

��

rang(τ) = Hk−1(F )/δ(ker(f∗))

Hk(B)

La demostración de este resultado no es dif́ıcil y puede ser consultado en [14],
Teorema 6.6.

A continuación analizaremos en detalle a la transgresión en el caso particular
de la fibración de trayectorias y lazos sobre X

ΩX ↪→ PX → X.

Recordemos que dado un espacio X, se define el cono reducido CX como
cociente de [0, 1]×X e identificamos a X como subespacio de CX por medio
de la inclusión X → CX dada por x 7→ (1, x). Tomamos a la suspensión
reducida ΣX como CX/X y denotemos por c : CX → ΣX el mapeo cociente.
Consideremos ahora los mapeos

s : X → ΩΣX, x 7→ (t 7→ (t, x))

y

ℓ : ΣΩX → X, (t, α) 7→ α(t).

Sea S∗ : Hk−1(Y ) → Hk(ΣY ) el isomorfismo suspensión, definido como la
composición de los isomorfismos

S∗ : Hk−1(Y )
∂←− Hk(CY, Y )

c∗−→ Hk(ΣY, ∗) ∼= Hk(ΣY ).

Notemos que el mapeo ℓ : ΣΩX → X induce un homomorfismo

ℓ∗ : Hk(ΣΩX)→ Hk(X)

el cual podemos componer con el isomorfismo suspensión para obtener la
suspensión homológica

σ∗ = ℓ∗ ◦ S∗ : Hk−1(ΩX)→ Hk(X).

Además tenemos que la transgresión para la fibración de trayectorias y lazos
sobre X
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ΩX → PX
e−→ X,

es el homomorfismo dado por

Hk−1(ΩX)

��
τ : Im(e∗)� _

��

Hk(PX,ΩX) ∂ //e∗oo Hk−1(ΩX)/∂(kere∗)

Hk(X, ∗)

El siguiente resultado nos da una relación entre la transgresión τ y la sus-
pensión homológica σ∗.

Teorema 3.2 La suspensión homológica σ∗ = ℓ∗ ◦S∗ es un inverso izquierdo
para τ en su dominio, es decir, σ∗ ◦ τ(x) = x para toda x en el dominio de
τ . Por lo tanto τ es inyectiva. En particular, si τ : Hk(X) → Hk−1(ΩX) es
un isomorfismo (con ∂(kere∗) = 0), entonces τ y σ∗ son inversas una de la
otra.

Demostración
En este caso haremos uso del mapeo g : CΩX → PX definido por

(t, α) 7→ (s 7→ α(st)).

Notemos que g(0, α) y g(t, cte∗) son ambos la trayectoria constante en ∗ aśı
que en efecto tenemos un mapeo bien definido en el cono reducido. Más aún,
g(1, α) = α por lo que g define un mapeo de parejas g : (CΩX,ΩX) →
(PX,ΩX) cuya restricción a ΩX es el mapeo identidad. Al ser CΩX y PX
ambos contráıbles se sigue que los morfismos entre las sucesiones exactas
largas de estas parejas se reducen a triángulos conmutativos de isomorfismos

Hk(CΩX,ΩX)
g∗ //

∂

((

Hk(PX,ΩX)
∂

vv
Hk−1(ΩX).

La composición e ◦ g : CΩX → X es el mapeo (t, α) 7→ α(t). Como ΩX es
la fibra de la fibración e : PX → X, e ◦ g |ΩX es el mapeo constante ∗ y e ◦ g
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se factoriza a través de la suspensión ΣΩX. De hecho, el siguiente diagrama
es conmutativo

CΩX
e◦g //

c

$$

X

ΣΩX

ℓ

;;

Por lo tanto

Στ = ℓ∗S∗∂(e∗)
−1 = ℓ∗S∗∂(g∗)

−1(e∗)
−1 = ℓ∗S∗∂(ℓ∗c∗)

−1 = ℓ∗c∗(c∗)
−1(ℓ∗)

−1 = Id.

Es importante que todas las expresiones en este cálculo tengan sentido y para
esto hay que identificar cuidadosamente los dominios y los rangos. ■

Nos interesa relacionar estos mapeos con la transgresión en el caso de la
fibración de trayectorias y lazos sobre ΣY :

ΩΣY ↪→ P (ΣY )
e−→ ΣY

donde e evalúa a una trayectoria en su punto final. La transgresión para esta
fibración es la “composición” (con dominio un subgrupo de Hk(ΣY ) y rango
un cociente de Hk−1(ΩΣY )):

τ : Im(e∗)� _

��

Hk(PΣY,ΩΣY ) ∂ //e∗oo Hk−1(ΩΣY )/∂(kere∗)

Hk(ΣY, ∗)
Ahora, si en la suspensión homológica

σ∗ : Hk(ΩZ)→ Hk+1(Z)

tomamos el caso Z = ΣX, entonces podremos observar otra relación natural
que tiene con el isomorfismo suspensión S∗ : Hk−1(X)→ Hk(ΣX). Conside-
remos el mapeo adjunto a la identidad id : ΣX → ΣX

s : X → ΩΣX, x 7→ (t 7→ (t, x)).

Entonces el siguiente diagrama es conmutativo

Hk−1(ΩΣX)
σ∗ // Hk(ΣX)

Hk−1(X)

s∗

OO
∼=
S∗

77
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lo cual nos diŕıa que en el caso especial de los lazos de una suspensión, σ∗
es suprayectiva. La conmutatividad de dicho diagrama se sigue del diagrama
conmutativo

Hk(ΩΣX) Hk+1(CΩΣX,ΩΣX)∼=
∂oo

∼= // Hk+1(ΣΩΣX)
ℓ∗ // Hk+1(ΣX)

Hk(X)

s−∗
OO

Hk+1(CX,X)∂
∼=

oo
∼= //

OO

Hk+1(ΣX).

(Σs)∗

OO

En el caso de la fibración de trayectorias y lazos ΩΣY → P (ΣY ) → ΣY se
tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.3 El dominio de la transgresión τ es todo Hk(ΣY ). Más aún, el
morfismo s∗ : Hk−1(Y ) → Hk−1(ΩΣY ) inducido por s es un levantamiento
de τ ◦ S∗.

Hk−1(ΩΣY )

��
Hk−1(Y )

s∗ --

∼=
S∗ // Hk(ΣY ) τ // Hk−1(ΩΣY )/∂(kere∗).

En particular, si τ : Hk(ΣY ) → Hk−1(ΩΣY ) es un isomorfismo (donde for-
zosamente ∂(kere∗) = 0), entonces s∗ : Hk−1(Y ) → Hk−1(ΩΣY ) también es
un isomorfismo.

Demostración

Consideremos el mapeo f : CY → PΣY definido por

f(t, y) = (r 7→ (rt, y)).

Entonces ev ◦f : CY → ΣY resulta ser sólo el mapeo (t, y) 7→ (t, y), es decir,
el mapeo cociente c. Más aún, la restricción de f a Y = {1} × Y ⊂ CY es
el mapeo y 7→ (r 7→ (r, y)); el cual sólo es el mapeo s. En otras palabras, f
induce un mapeo de pares f : (CY, Y )→ (PΣY,ΩΣY ) cuya restricción a los
subespacios es s. Por lo tanto f induce un mapeo de las sucesiones exactas
largas de los pares; además como PΣY y CY son contráıbles cada tercer
término es cero por lo que obtenemos diagramas conmutativos cuyas flechas
horizontales son isomorfismos:
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Hk(CY, Y )

f∗
��

∂ // Hk−1(Y )

s∗
��

Hk(PΣY,ΩΣY ) ∂ // Hk−1(ΩΣY ).

Como e ◦ f = c, el diagrama

Hk(CY, Y )
f∗ //

c∗

''

Hk(PΣY,ΩΣY )
e∗

vv
Hk(ΣY, ∗)

conmuta, donde c∗ es un isomorfismo. Se sigue que e∗ es suprayectivo, por
lo que el dominio de τ es todo Hk(ΣY ). Más aún, ∂ ◦ f∗ ◦ (c∗)−1 es un
levantamiento de τ , por lo que usando la definición de S∗ y el cuadrado
conmutativo anterior obtenemos que

τ ◦ S∗ = ∂ ◦ f∗ ◦ (c∗)−1 ◦ S∗ = ∂f∗∂
−1 = s∗. ■

3.2. El operad de n−cubitos Cn
En esta sección introducimos los espacios de configuraciones de n−cubitos
Cn(k) y estudiamos sus propiedades básicas. Históricamente estos espacios
han probado ser fundamentales en la descripción de los espacios de lazos
iterados de la forma ΩnX, ver [13]. Un hecho importante para nuestro trabajo
es la equivalencia homotópica Cn(2) ≃ Sn−1, la cual será usada en la siguiente
sección para definir la operación de Browder.

Definición 3.2 Denotamos por I = [0, 1]. Un n−cubito c es un encaje af́ın
c : In → In que preserva orientación y es de la forma c = f1 × . . . × fn,
donde cada fi : I → I es de la forma fi(t) = ait + bi con 0 < ai, 0 ≤ bi y
ai + bi ≤ 1.

Podemos visualizar a un n−cubito de forma gráfica por medio de la siguiente
figura
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Definición 3.3 El espacio de configuraciones de k n−cubitos Cn(k)
es el conjunto de las k−tuplas < c1, . . . , ck > de n−cubitos tales que los
interiores de ci(I

n) y cj(I
n) son disjuntos si i ̸= j.

Sea Jn el interior de In. Notemos que una tal configuración < c1, . . . , ck > se
puede ver de manera natural como una función continua

< c1, . . . , ck >: ⨿ki=1J
n → Jn

y dotamos aśı al espacio Cn(k) con la topoloǵıa de subespacio del espacio
de todas las funciones continuas ⨿kJn → Jn, provisto con la topoloǵıa
compacto-abierta.
Recordemos que dado un espacio M se define el espacio de configuraciones
(ordenadas) de k−tuplas de puntos distintos en M como

F (M,k) = {(m1, . . . ,mk) ∈Mk | mi ̸= mj, si i ̸= j}.

Notemos que existe un mapeo de evaluación ev : Cn(k)→ F (Rn, k) dado por
mandar a cada ci a su centro, esto es, si z0 = (1

2
, . . . , 1

2
) ∈ In definimos

ev < c1, . . . , ck >= (c1(z0), . . . , ck(z0))
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en donde identificamos el interior de In con Rn. El siguiente resultado es
claro y una demostración puede ser consultada en [13].

Lema 3.1 El mapeo ev : Cn(k) → F (Rn, k) conmuta con la acción natural
del grupo simétrico y es una equivalencia homotópica.

En particular, Cn(2) ≃ F (Rn, 2) ≃ Sn−1, donde la última equivalencia ho-
motópica está dada por (x, y) 7→ x−y

||x−y|| ; una inversa homotópica está dada

por z 7→ (z,−z).

Notemos que la composición de funciones define mapeos de la forma

γ : Cn(k)× Cn(j1)× . . .× Cn(jk)→ Cn(j1 + . . .+ jk).

Más aún

Teorema 3.4 La colección de espacios Cn = {Cn(k)}k≥0 tiene estructura de
operad, esto es:

1. Cn(0) = ∗ consiste por convención de un solo punto, visto como el
encaje del conjunto vaćıo en Jn.

2. Existen funciones continuas

γ : Cn(k)× Cn(j1)× . . .× Cn(jk)→ Cn(j),

donde j = j1+ . . .+jk, que satisfacen la siguiente propiedad asociativa:
para todo c ∈ Cn(k), ds ∈ Cn(js) y et ∈ Cn(it)

γ
(
γ(c; d1, . . . , dk); e1, . . . , ej

)
= γ(c; f1, . . . , fk),

donde fs = γ
(
ds; ej1+...+js−1+1, . . . , ej1+...+js

)
y fs = ∗ si js = 0.

3. La función identidad 1 ∈ Cn(1) satisface γ(1; d) = d para d ∈ Cn(j) y
γ(c; 1k) = c para c ∈ Cn(k), 1k = (1, . . . , 1) ∈ Cn(1)k.

4. Existe una acción derecha del grupo simétrico Σj en Cn(j) dada por

< c1, . . . , cj > σ =< cσ(1), . . . , cσ(j) > para σ ∈ Σj

tal que para c ∈ Cn(k), ds ∈ Cn(js), σ ∈ Σk y τs ∈ Σjs se cumple

γ(cσ; d1, . . . , dk) = γ(c; dσ−1(1), . . . , dσ−1(k))σ(j1, . . . , jk) y
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γ(c; d1τ1, . . . , dkτk) = γ(c; d1, . . . , dk)(τ1 ⊕ . . .⊕ τk),

donde σ(j1, . . . , jk) denota la permutación de j letras en la cual se per-
mutan los k bloques de letras determinadas por la partición de j en la
forma en que σ permuta k letras y τ1 ⊕ . . . ⊕ τk denota la imagen de
(τ1, . . . , τk) bajo la inclusión natural de Σj1 × . . .× Σjk en Σj.

Definición 3.4 Dado un espacio basado X, una acción de Cn en X es una
colección de mapeos

θj : Cn(j)×Xj → X

para j ≥ 0 (θ0 : ∗ → X), tales que

a) Los siguientes diagramas son conmutativos, donde
∑
js = j, Θ = 1×

θj1 × . . .× θjk y u denota el homeomorfismo natural:

Cn(k)× Cn(j1)× . . .× Cn(jk)×Xj γ×1 //

1×u

��

Cn(j)×Xj

θj

%%
X

Cn(k)× Cn(j1)×Xj1 × . . .× Cn(jk)×Xjk Θ // Cn(k)×Xk

θk

99

b) θ1(1;x) = x para x ∈ X y

c) θj(cσ; y) = θj(c;σy) para c ∈ Cn(j), σ ∈ Σj y y ∈ Xj.

Ejemplo 3.1 Es un hecho clásico que todo espacio de n−lazos ΩnX es un
Cn−espacio. En este caso los mapeos estructurales

γ : Cn(j)× (ΩnX)j → ΩnX

están dados por el producto (o combinación de los j n−lazos parametrizados
por la configuración de j n−cubitos.

Rećıprocamente, P. May probó en [13] que la existencia de una Cn−acción en
un espacio basado Y es un criterio para que Y sea equivalente a un espacio
de n−lazos.
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Teorema 3.5 (Principio de reconocimiento de espacios de n−lazos)
Sea X un espacio arco-conexo con punto base no degenerado. Entonces X
tiene el tipo de homotoṕıa débil de un espacio de n−lazos si y sólo si X
admite una acción del operad de n−cubitos Cn.

Dado un espacio basado Y existe una manera natural de construir el Cn−espacio
libre generado por Y .

Definición 3.5 Sea Y un espacio con punto base ∗. Definimos el espacio
Cn(Y ) como

Cn(Y ) =

[
∞∐
j=0

Cn(j)×Σj
Y j

]/
∼

donde ∼ es la relación de equivalencia dada por

(c1, . . . , cj; y1, . . . , yi−1, ∗, yi+1, . . . , yj) ∼ (c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cj; y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yj).

Es claro que Cn(Y ) admite una estructura de Cn−espacio. Más aún, el si-
guiente teorema fue probado por P. May en [13].

Teorema 3.6 (de Aproximación de Peter May)
Sea X un espacio arco-conexo con punto base no degenerado. Entonces existe
una equivalencia homotópica débil

Cn(X) ≃ ΩnΣnX

3.3. La operación de Browder λn

La operación de Browder λn : Hp(Ω
n+1X)×Hq(Ω

n+1X)→ Hn+p+q(Ω
n+1X)

fue introducida por W. Browder en [4] como una herramienta para calcu-
lar la homoloǵıa módulo 2 de los espacios de lazos iterados Ωn+1Σn+1Z en
términos de H∗(Z;F2). En esta sección definimos la operación de Browder
en la homoloǵıa racional de un espacio de lazos Ωn+1X y enunciamos sus
propiedades básicas. En particular resaltamos el hecho de que λn conmuta
con la suspensión homológica

λn(σ∗x, σ∗y) = σ∗λn−1(x, y).

Esta propiedad será de gran utilidad en el siguiente caṕıtulo para describir
H∗(Ω

n+1Σn+1X;Q) en términos de H∗(X;Q).
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Recordemos que para todo espacio de lazos de la forma Ωn+1X existe un
mapeo

θ : Cn+1(2)× Ωn+1X × Ωn+1X → Ωn+1X

donde Cn(2) es homotópicamente equivalente a Sn.

Definición 3.6 (Operación de Browder)
Dados x ∈ Hp(Ω

n+1;Q) y y ∈ Hq(Ω
n+1;Q), definimos un elemento en

Hn+p+q(Ω
n+1;Q) por:

λn(x, y) := (−1)n|x|θ∗(α⊗ x⊗ y),

donde α es un generador fijo de Hn(Cn+1(2);Q) ∼= Q, digamos la clase fun-
damental.

La operación λn es análoga a un corchete de Lie. Más aún:

Proposición 3.1 La operación de Browder cumple las siguientes propieda-
des:

1. Para n = 0, λ0 : Hp(ΩX)×Hq(ΩX)→ Hp+q(ΩX) está dada por

λ0(x, y) = x ∗ y − (−1)|x||y|y ∗ x

donde ∗ es el producto de Pontryagin (para una elección particular de
α ∈ H0(C1(2))).

2. Compatibilidad con la suspensión

σ∗λn(x, y) = λn−1

(
σ∗(x), σ∗(y)

)
.

3. Antisimetŕıa

λn(x, y) = (−1)|x||y|+1+n(|x|+|y|+1)λn(y, x).

4. Estructura de álgebra de Poisson

λn(x · y, z) = x · λn(y, z) + (−1)|y|(n+|z|)λn(x, z) · y.
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5. Identidad de Jacobi

(−1)(n+|x|)(n+|z|)λn
(
x, λn(y, z)

)
+ (−1)(n+|y|)(n+|x|)λn

(
y, λn(z, x)

)
+(−1)(n+|z|)(n+|y|)λn

(
z, λn(x, y)

)
= 0.

En el caso particular n = 1, podemos definir una nueva graduación en el álge-
bra H∗(Ω

2X;Q) del modo siguiente: Si x ∈ Hp(Ω
2X) ponemos |x| := −p.

Notemos que si x ∈ Hp(Ω
2X) y y ∈ Hq(Ω

2X), entonces xy ∈ Hp+q(Ω
2X) por

lo que |xy| = −(p + q). Además de manera similar λ1(x, y) ∈ H1+p+q(Ω
2X)

implica que |λ1(x, y) = −(1 + p+ q)|.
Por lo tanto:

1. |x · y| = |x|+ |y|
y

2. |λ1(x, y)| = |x|+ |y| − 1

Esto es, H∗(Ω
2X) junto con el producto de Pontryagin x · y y la operación

de Browder λ1(x, y) tiene estructura de álgebra de Gerstenhaber.

De manera más general, para n ≥ 1 podemos introducir una nueva gradua-
ción en H∗(Ω

n+1X) como sigue: Para x ∈ Hp(Ω
n+1X) ponemos |x| := − p

n
.

En este caso, si x ∈ Hp(Ω
n+1X) y y ∈ Hq(Ω

n+1X) tenemos:

xy ∈ Hp+q(Ω
n+1X) ⇒ |xy| = −(p+ q)

n

λn(x, y) ∈ Hn+p+q(Ω
n+1X) ⇒ |λn(x, y)| = −

(n+ p+ q)

n

Aśı, con esta graduación fraccionaria se tiene

|x · y| = |x|+ |y|

|λn(x, y)| = |x|+ |y| − 1.

Luego H∗(Ω
n+1X;Q) es un álgebra de tipo Gerstenhaber.
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3.4. Demostración de las propiedades de λn

En esta sección demostraremos las primeras tres propiedades de la operación
de Browder enunciadas en la Proposición 3.1 de la sección anterior. Éstas
serán de relevancia para el cálculo de la homoloǵıa racional de ΩnΣnX en el
siguiente caṕıtulo.

1. Si X es un H−espacio, entonces

λ0(x⊗ y) = x ∗ y − (−1)|x||y|y ∗ x

donde ∗ es el producto de Pontryagin (para una elección particular de
α ∈ H0(C1(2))).

Demostración

Notemos que C1(2) tiene dos componentes conexas

C1(2) = C1(2)+ ⨿ C1(2)−

correspondiente al orden de los 1−cubitos.

Entonces H0(C1(2)) = H0(C1(2))+ ⊕H0(C1(2))− = Z⊕ Z. Sean e1 y e2
los generadores naturales de H0(C1(2))+ y H0(C1(2))−, respectivamente
y tomemos α = e1 − e2 como generador de H0(C1(2)) ∼= Z.

Recordemos que X es un C1− espacio si y sólo si X es un espacio de
lazos X = ΩY y en tal caso, el mapeo θ : C1(2) × X2 → X es el
producto de lazos, parametrizado por los cubitos en C1(2). Notemos
que salvo homotoṕıa, la restricción de θ a C1(2)+ × X2 → X es el
producto de lazos en X = ΩY y la restricción de θ a C1(2)−×X2 → X
es el producto de lazos inviertiendo factores. Aśı, tenemos un diagrama
homotópicamente conmutativo
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C1(2)+ ×X2

_�

��

µ

%%
C1(2)×X2 θ // X

C1(2)− ×X2
?�

OO

µ◦τ

99

donde µ es la multiplicación deX y τ es la transposición (x, y) 7→ (y, x).
Pasando a homoloǵıa

H∗(C1(2)+)⊗H∗(X)⊗2

��

µ∗

))
H∗(C1(2))⊗H∗(X)⊗2 θ∗ // H∗(X)

H∗(C1(2)−)⊗H∗(X)⊗2

OO

µ∗◦τ∗

55

donde µ∗ es el producto de Pontryagin y τ∗ es el morfismo dado por
τ∗(x⊗ y) = (−1)|x||y|y ⊗ x. Luego

θ∗(α⊗ x⊗ y) =θ∗(e1 ⊗ x⊗ y)− θ∗(e2 ⊗ x⊗ y)
=µ∗(x⊗ y)− (µ∗ ◦ τ∗)(x⊗ y)
=x ∗ y − µ∗

(
(−1)|x||y|y ⊗ x

)
=x ∗ y − (−1)|x||y|y ∗ x.

Por lo tanto λ0(x, y) = x ∗ y − (−1)|x||y|y ∗ x.

2. Antisimetŕıa

λn(y ⊗ x) = (−1)|x||y|+1+n(|x|+|y|+1)λn(x⊗ y)

Demostración

Sabemos que Cn+1(2) ≃ Sn y que permutar cubitos corresponde al
mapeo antipodal el cual es de grado n + 1. Además el mapeo τ : X ×
X → X × X que permuta las coordenadas, induce el morfismo τ∗ :
H∗(X)⊗H∗(X)→ H∗(X)⊗H∗(X) dado por
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τ∗(x⊗ y) = (−1)|x||y|y ⊗ x.

Más aún, sabemos que θ : Cn+1(2)×X2 → X es equivariante, esto es,
el siguiente diagrama es conmutativo

Cn+1(2)×X ×X θ //

per×τ
��

X

Cn+1(2)×X ×X
θ

77

donde per : Cn+1(2) → Cn+1(2) es el mapeo que permuta cubitos. Al
pasar a homoloǵıa obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

Hn(S
n)⊗Hp(X)⊗Hq(X)

θ∗ //

a∗⊗τ∗
��

Hn+p+q(X)

Hn(S
n)⊗Hp(X)⊗Hq(X)

θ∗

44

donde, a∗ : H∗(S
n) → H∗(S

n) es multiplicación por (−1)n+1. Por lo
tanto

λn(x⊗ y) =(−1)n|x|θ∗(α⊗ x⊗ y)
=(−1)n|x|(−1)n+1(−1)|x||y|θ∗(α⊗ y ⊗ x)
=(−1)n|x|(−1)n+1(−1)|x||y|(−1)n|y|(−1)n|y|θ∗(α⊗ y ⊗ x)
=(−1)|x||y|+1+n(|x|+|y|+1)(−1)n|y|θ∗(α⊗ y ⊗ x)
=(−1)|x||y|+1+n(|x|+|y|+1)λn(y ⊗ x).

3. Conmuta con suspensión

σ∗λn(x⊗ y) = λn−1

(
σ∗(x)⊗ σ∗(y)

)
Demostración

Consideremos el siguiente diagrama
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Hn(S
n)⊗Hp(Ω

n+1X)⊗Hq(Ω
n+1X)

θ∗ //

Σ−1
∗ ⊗Σ∗⊗Σ∗
��

Hn+p+q(Ω
n+1X)

Σ
��

Hn−1(S
n−1)⊗Hp+1(ΣΩ

n+1X)⊗Hq(ΣΩ
n+1X)

1⊗e∗⊗e∗
��

Hn+p+q+1(ΣΩ
n+1X)

e∗
��

Hn−1(S
n−1)⊗Hp+1(Ω

nX)⊗Hq+1(Ω
nX)

θ∗ // Hp+q+n+1(Ω
nX)

donde Σ∗ denota el isomorfismo de suspensión y e∗ el inducido del ma-
peo [t, γ] 7→ γ(t). La demostración se basa en probar la conmutatividad
de este diagrama usando un argumento a nivel de cadenas que puede
ser consultado en [4], [6] y [7]. ■

3.5. La cohomoloǵıa de F (Rn, q)

Recordemos que si n ≥ 2, el anillo de cohomoloǵıa de F (Rn, q) está
generado como álgebra por clases de la forma

A∗
i,j, 1 ≤ j < i ≤ q,

donde A∗
i,j es de grado n − 1, (ver [6]). Estos elementos provienen de

considerar la equivalencia hootópica Sn−1 ≃ F (Rn, 2) y considerar los
mapeos de proyección

πi,j : F (Rn, q)→ F (Rn, 2)

dados por (x1, . . . , xq) 7→ (xj, xi), con j < i. Las clases de cohomoloǵıa
A∗
i,j se definen por medio de la ecuación

A∗
i,j := π∗

i,j(ι),

donde ι es la clase fundamental de Hn−1(F (Rn, 2)) ∼= Z. Estas clases
cumplen las siguientes relaciones

a) (A∗
i,j)

2 = 0 para 1 ≤ j < i ≤ q,

b) A∗
i,jA

∗
i,k = A∗

k,j(A
∗
i,k − A∗

i,j) si j ≤ k y

c) Asociatividad y conmutatividad (en el sentido graduado).
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Sea Ar,s el elemento en Hn(Cn+1(l)) dado por el mapeo

H∗(S
n)

Ar,s−−→ H∗(F (Rn+1, l))
fl∗−→ H∗(Cn+1(l))

donde fl es la inclusión de F (Rn+1, l) en Cn+1(l) definido por P. May
en ([13], Teorema 4.8). Sean ck ∈ Cn+1(k), cim ∈ Cn+1(im). Definimos
un mapeo

ϕt : Cn+1(it)→ Cn+1(k)× Cn+1(i1)× . . .× Cn+1(ik), 1 < t < k

por medio de

ϕt(x) = (ck, c1, . . . , cit−1, x, cit+1, . . . , ck).

Definimos otro mapeo

ψ : Cn+1(k)→ Cn+1(k)× Cn+1(i1)× . . .× Cn+1(ik)

de manera similar. Por convención ϕt∗(Ar,s) := Ar,a,it y ψ∗(Ar,s) =
Ar,s,k.

Lema 3.2 Si γ∗ : H∗(Cn+1(k))⊗H∗(Cn+1(i1))⊗ . . .⊗H∗(Cn+1(ik))→
H∗(Cn+1(j)) es el inducido por el mapeo de estructura, con j = i1 +
. . .+ ik entonces

a) γ∗(Ar,s,it) = Ar+x,s+x, donde x = i1 + . . . + it−1 (por convención
x = 0 si t = 1).

b) γ∗(Ar,s,k) =
ir+1−1∑
l=0

is∑
m=1

Ai1+...+ir+l,i1+...+is−1+m

Demostración

Véase ([7], Lema 12.1). ■

La ı́ntima relación entre el espacio de configuraciones F (Rn+1, 2) y el
operad Cn+1 nos permite demostrar las propiedades restantes de λn.
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4. Identidad de Jacobi

(−1)(n+|x|)(n+|z|)λn
(
x, λn(y, z)

)
+ (−1)(n+|y|)(n+|x|)λn

(
y, λn(z, x)

)
+(−1)(n+|z|)(n+|y|)λn

(
z, λn(x, y)

)
= 0.

Demostración

Nos fijamos en el siguiente diagrama conmutativo, en el cual Θ∗ =
1⊗ θ2∗ ⊗ θ1∗

H∗(Cn+1(2))⊗H∗(Cn+1(2))⊗H∗(Cn+1(1))⊗H∗(X)
γ∗⊗1 //

1⊗T∗⊗1

��

H∗(Cn+1(3))⊗ (H∗(X))3

θ3∗

))
H∗(X)

H∗(Cn+1(2))⊗H∗(Cn+1(2))⊗ (H∗(X))2 ⊗H∗(Cn+1(1))⊗H∗(X)
Θ∗ // H∗(Cn+1(2))⊗ (H∗(X))2

θ2∗

55

y observamos que

θ2∗(1⊗θ2∗⊗θ1∗)(1⊗T∗⊗1)(A11⊗A11⊗e0⊗x⊗y⊗z) = (−1)n|y|+nλn(λn(x⊗y)⊗z) (i)

Aprovechando la conmutatividad, calculamos γ∗(A11 ⊗ A11 ⊗ e0). Por
el Lema 3.2, γ∗(A11 ⊗ e0 ⊗ e0) = A21 + A22 y γ∗(e0 ⊗ A11 ⊗ e0) = A11,
donde e0 es la clase natural en dimensión cero.

Dualizando esta información, usamos la estructura del producto cup
para llegar a la fórmula

(−1)nγ∗(A∗
11A

∗
21) = (A11⊗e0⊗e0)∗·(e0⊗A11⊗e0)∗ = (A11⊗A11⊗e0)∗ (ii)

Dualizando directamente (ii) obtenemos

γ∗(A11 ⊗ A11 ⊗ e0) = (−1)n[(A∗
11A

∗
21)∗ + (A∗

11A
∗
22)∗] (iii)

donde (A∗
11A

∗
21)∗ es el elemento dual a A∗

11A
∗
21. Sea AI que denota

(A∗
11A

∗
21)∗ y AJ que denota (A∗

11A
∗
22)∗. Combinamos las fórmulas (i)−

(iii) y observamos que
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θ3∗[(AI + AJ)⊗ x⊗ y ⊗ z] = (−1)n|y|λn(λn(x⊗ y)⊗ z) (iv)

Ponemos σ = τ1τ2 ∈ Σ3 y recordamos que la acción de σ en la base
dual está dada por

< σAK , x
∗ >=< AK , σ

−1x∗ >, para AK arbitrario:

< AI , σ
−1x∗ >=


0 si x∗ = A∗

11A
∗
21

1 si x∗ = A∗
11A

∗
22

< AJ , σ
−1x∗ >=


−1 si x∗ = A∗

11A
∗
21

−1 si x∗ = A∗
11A

∗
21

Juntando esta información con el requisito de equivarianza y fijándonos
en el diagrama

Cn+1(k)× Cn+1(i1)×X i1 × . . .× Cn+1(ik)×X ik

1×θi1×...×θik
��

Cn+1(k)× Cn+1(i1)× . . .× Cn+1(ik)×Xj
1×T×1

oo

γ×1
��

Cn+1(k)×Xk

θk
++

Cn+1(j)×Xj

θj
ttX

el cual es conmutativo por ([13], 1.4), tenemos que

θ3∗(AI ⊗ x⊗ y ⊗ z) =θ3∗(σ2AI ⊗ σ−2(x⊗ y ⊗ z))
=(−1)1+|x|(|y|+|z|)θ3∗((AI + AJ)⊗ y ⊗ z ⊗ x) (v)

θ3∗(AJ ⊗ x⊗ y ⊗ z) =θ3∗(σAJ ⊗ σ−1(x⊗ y ⊗ z))
=(−1)1+|z|(|x|+|y|)θ3∗((AI + AJ)⊗ z ⊗ x⊗ y) (vi)

Juntando las fórmulas (iv)− (vi) junto con la antisimetŕıa de λn obte-
nemos lo deseado. ■
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5. Estructura de álgebra de Poisson

λn(x · y, z) = x · λn(y, z) + (−1)|y|(n+|z|)λn(x, z) · y.

Demostración

Consideremos el diagrama conmutativo

H∗(Cn+1(2))⊗H∗(Cn+1(2))
⊗2 ⊗H∗(X)⊗4 γ∗⊗1 //

1⊗T∗⊗1

��

H∗(Cn+1(4))⊗ (H∗(X))⊗4

θ4∗

))
H∗(X)

H∗(Cn+1(2))⊗H∗(Cn+1(2))⊗ (H∗(X))⊗2 ⊗H∗(Cn+1(2))⊗H∗(X)⊗2 Θ∗ // H∗(Cn+1(2))⊗ (H∗(X))⊗2

θ2∗

55

donde Θ∗ = 1 ⊗ θ2∗ ⊗ θ2∗. Por el Lema 3.2, γ∗(e0 ⊗ A11 ⊗ eo) = A11 y
por lo tanto

θ4∗(A11 ⊗ x⊗ y ⊗ u⊗ v) = (−1)n|x|+1λn(x, y) · u · v.

Notemos también que

γ∗(A11 ⊗ e0 ⊗ e0) = A21 + A22 + A31 + A32

y

θ4∗γ∗(A11⊗e0⊗e0⊗x⊗y⊗u⊗v) = (−1)n(|x|+|y|)+1λn(x ·y, u ·v). (3.1)

Recordemos la acción del grupo simétrico Σ4 sobre las clases Aij, tene-
mos la conmutatividad del siguiente diagrama

Cn+1(4)×X4

θ4

&&
ρ×ρ−1

��

X

Cn+1(4)×X4

θ4

88

donde, ρ ∈ Σ4. Usando el diagrama anterior calculamos
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θ4∗(A21 ⊗ x⊗ y ⊗ u⊗ v) =(−1)|y||u|θ4∗(A11 ⊗ x⊗ u⊗ y ⊗ v)
=(−1)|y||u|+n|x|+1λn(x, u) · y · v, (3,2)

θ4∗(A22 ⊗ x⊗ y ⊗ u⊗ v) =(−1)|x||y|θ4∗(A21 ⊗ y ⊗ x⊗ u⊗ v)
=(−1)|x||y|+|x||u|+n|y|+1λn(y, u) · x · v, (3,3)

θ4∗(A31 ⊗ x⊗ y ⊗ u⊗ v) =(−1)|u||v|θ4∗(A21 ⊗ x⊗ y ⊗ v ⊗ u)
=(−1)|u||v|+|y||v|+n|x|+1λn(x, v) · y · u, (3,4)

θ4∗(A32 ⊗ x⊗ y ⊗ u⊗ v) =(−1)|u||v|θ4∗(A22 ⊗ x⊗ y ⊗ v ⊗ u)
=(−1)|u||v|+|x||y|+n|y|+1λn(y, v) · x · u. (3,5)

Usando las fórmulas (3.1)-(3.5) obtenemos

λn(x · y, u · v) =(−1)|y|(n+|u|)λn(x, u) · y · v + (−1)|x|(n+|y|+|u|)λn(y, u) · x · v
+(−1)|y|(n+|v|)+|u||v|λn(x, v) · y · u+ (−1)|x|(n+|v|+|y|)+|u||v|λn(y, v) · x · u.

Luego, el resultado se sigue. ■
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Caṕıtulo 4

La Homoloǵıa Racional de
Ωn+1Σn+1X

En este caṕıtulo presentamos el cálculo de la homoloǵıa racional del espacio
de lazos iterados Ωn+1Σn+1X en términos de la homoloǵıa racional de X. A
saber, probaremos el siguiente

Teorema 4.1 Si Hq(X;Q) es de dimensión finita para toda q ≥ 0, entonces

H∗(Ω
n+1Σn+1X;Q) ∼= S

[
s−nL (snV∗)

]
para toda n ∈ N, donde V∗ = H∗(X;Q).

Aqúı S[W ] representa el álgebra simétrica generada por el espacio vectorial
graduado W y L[W ] representa el álgebra de Lie libre generada por W . El
cálculo se llevará a cabo por inducción sobre n, usando la sucesión espectral
de Serre de la fibración de trayectorias y lazos

Ωn+1Σn+1X → P (ΩnΣn+1X)→ ΩnΣn+1X

comenzando con el Teorema de Bott-Samelson que implica queH∗(ΩΣ
2X;Q) ∼=

T
[
sH∗(X;Q)

]
. Formalmente consideramos dos casos: la fibración

Ω2Σ2X → P (ΩΣ2X)→ ΩΣ2X

en donde la homoloǵıa de la base es en general un álgebra no conmutativa
y el paso inductivo en donde la fibra es Ωn+1Σn+1X con n ≥ 2. En ambos
casos, el análisis de la sucesión espectral usa fuertemente las propiedades de
la operación de Browder λn : Hp(Ω

n+1Z) → Hn+p+q(Ω
n+1Z) introducida en

el caṕıtulo anterior.
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4.1. La homoloǵıa de Ω2Σ2X

En esta sección obtendremos la homoloǵıa racional del espacio Ω2Σ2X a
partir de la sucesión espectral de Serre de la fibración

Ω2Σ2X → P (ΩΣ2X)→ ΩΣ2X

cuya segunda página está dada por

Hp(ΩΣ
2X)⊗Hq(Ω

2Σ2X)

y converge a la homoloǵıa de un punto.

Para empezar, notemos que el mapeo natural ΣX → ΩΣ(ΣX) dado como
el adjunto del mapeo identidad Σ2X → Σ2X, induce un monomorfismo en
homoloǵıa

sV∗ = sH∗(X) = H∗(ΣX)→ H∗(ΩΣ
2X).

Del mismo modo, el mapeo natural X → Ω2Σ2X induce una inclusión V∗ =
H∗(X)→ H∗(Ω

2Σ2X) y ambos morfismos son compatibles con la suspensión
homológica, esto es, el siguiente diagrama es conmutativo

V∗ //

σ∗
��

H∗(Ω
2Σ2X)

σ∗
��

(sV )∗+1
// H∗+1(ΩΣ

2X).

Más aún, por el Teorema de Bott-Samelson tenemos

H∗(ΩΣ
2X) ∼= T [sV∗].

Por otro lado, como consecuencia de los métodos usados en el Teorema de
Hilton sabemos que

T [sV∗] ∼=
⊗
i

Q[xi],

donde {xi} es una base para el álgebra de Lie libre generada por sV∗ en
T [sV∗]. Por lo tanto los xi son de la forma

xi =
[
a1, [a2, [a3, . . .], ],

]
para ciertos aj ∈ H∗(ΣX) ⊂ H∗(ΩΣ

2X).

La relación con la sucesión espectral de Serre está dada porel siguiente

53



Lema 4.1 Todos los xi son transgresivos. De hecho, si ai = σ∗αi con αi ∈
H∗(X) ⊂ H∗(Ω

2Σ2X) y definimos ξi = λ1(α1, λ1(α2, λ1(α3, . . .), ), ), entonces
se tiene σ∗(ξi) = xi

Demostración

Como la operación de Browder conmuta con la suspensión, tenemos que

σ∗(ξi) = σ∗ (λ1(α1, λ1(α2, λ1(α3, . . .), ), ))

= λ0(σ∗(α1, λ0(σ∗(α2), λ0(σ∗(α3), . . .), ), )

= [a1, [a2, [a3, . . .], ], ] = xi.

Más aún, analizando el siguiente diagrama conmutativo

H∗(CΩ
2Σ2X,Ω2Σ2X) //

∼=
��

H∗(PΩΣ
2X,Ω2Σ2X)

∂∗ //

e∗

��

H∗(Ω
2Σ2X)

ker(e∗)

H∗(Ω
2Σ2X)

σ∗

22
∼= // H∗(ΣΩ

2Σ2X, ∗) ℓ∗ // H∗(ΩΣ
2X, ∗)

τ
66

vemos que la imagen de la suspensión homológica σ∗ : H∗(Ω
2Σ2X)→ H∗+1(ΩΣ

2X)
está contenida en el dominio de la transgresión. De aqúı se sigue que los
xi = σ∗(ξi) son todos transgresivos. ■

De este modo, como se vio en la sección 3,1, nos encontramos en la situación
en que la suspensión σ∗ y la transgresión (el diferencial de elementos de la
base) son inversas una de la otra en la sucesión espectral. Por lo tanto

dn(xi) = dn(σ∗(ξi)) = ξi.
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De aqúı se sigue que si los generadores xi están dados por xi =
[
a1, [a2, . . .],

]
con aj = σ∗(αj), donde ai ∈ H∗(ΣX) ⊂ H∗(ΩΣ

2X) y αj ∈ H∗(X) ⊂
H∗(Ω

2Σ2X), entonces los aj y los xi son transgresivos y satisfacen

d(aj) = αj y d(xi) = ξi

donde ξi = λ1(α1, α2, . . .), ).

Aśı tenemos que si α, β ∈ H∗(X) ⊂ H∗(Ω
2Σ2X) y a, b ∈ H∗(ΣX) ⊂

H∗(ΩΣ
2X) son tales que σ∗(α) = a, σ∗(β) = b, entonces

σ∗λ1(α, β) = λ0(σ∗(α), σ∗(β)) = [a, b].

Esto es, el conmutador de dos elementos transgresivos es también transgresivo
y la transgresión (diferencial) manda a un tal conmutador en H∗(ΩΣ

2X) en
el correspondiente conmutador, con respecto a la operación de Browder λ1,
en H∗(Ω

2Σ2X). Esto es suficiente para decidir la estructura de la suceión
espectral.

55



Formalmente usaremos una sucesión espectral auxiliar la cual compraremos
con la sucesión espectral de Serre en cuestión. Esta nueva sucesión espectral
se construye de manera puramente algebraica, con la página dos dada por

′E2
∗,∗ = T [sV∗]⊗ S[s−1L[sV∗]]

y los diferenciales en T [sV∗] ∼=
⊗
i

Q[xi] están dados por

d[sα1, . . . sαk] = s−1[sα1, . . . , sαk].

Se extiende por la regla de Leibnitz. Los diferenciales en el segundo factor
S[s−1L[sV∗]] son cero. Aśı la estructura de los diferenciales en {′En

∗,∗}n se
sigue por completo de la regla de Leibnitz. Más aún, se puede ver que esta
sucesión espectral converge a la homoloǵıa de un punto, es decir, ′E∞

∗,∗ = Q
concentrado en bigrado (0, 0).

Consideremos ahora el morfismo de sucesiones espectrales

f : {′En
∗,∗} → {En

∗,∗}
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dado por

f(ξ ⊗ η) = f1(ξ)⊗ f2(η)

donde

f1 : T [sV∗]→ H∗(ΩΣ
2X)

está dado por el isomorfismo de Bott-Samelson y

f2 : S[s
−1L[sV∗]]→ H∗(Ω

2Σ2X)

está dado por

f2
(
s−1[sα1, . . . , sαk]

)
= λ1(α1, . . . , αk)

Finalmente y dado que ambas sucesiones espectrales convergen a la homo-
loǵıa de un punto y las bases son isomorfas, entonces por el Teorema de
Comparación de Zeeman (véase [14], Teorema 3.26) se obtiene que las fibras
son isomorfas, es decir,

H∗(Ω
2Σ2X) ∼= S[s−1L[sV∗]].

4.2. El Paso Inductivo

En esta sección calcularemos la homoloǵıa racional del espacio Ωn+1Σn+1X
usando ideas análogas a las de la sección anterior. De la misma forma que
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en el caso base, usaremos la sucesión espectral de Serre, pero ahora de la
fibración

Ωn+1Σn+1X → P (ΩnΣn+1X)→ ΩnΣn+1X

cuya segunda página está dada por

E2
p,q = Hp(Ω

nΣn+1X)⊗Hq(Ω
n+1Σn+1X)

y converge a la homoloǵıa de un punto.

Como ΩnΣn+1X = ΩnΣn(ΣX), entonces por hipótesis de inducción

H∗(Ω
nΣn+1X) ∼= S[s−(n−1)L[sn−1sV∗]] ∼= S[s−(n−1)L[snV∗]].

Sea {ti} una base para el álgebra de Lie libre generada por snV∗, entonces
los ti son de la forma

ti = [p1, [p2, [p3, . . .], ], ]

para ciertos pj ∈ H∗(Σ
nX) ⊂ H∗(Ω

nΣn+1X).

Usando el hecho de que σ∗λn(x, y) = λn−1(σ∗(x), σ∗(y)) y un tratamiento
análogo al de la sección anterior, se demuestra que los ti son transgresivos y
que si pi = σ∗(ρi) con ρi ∈ H∗(Ω

n+1Σn+1X) y χi := λn(ρ1, λn(ρ2, λn(ρ3, . . .), ), ),
entonces σ∗(χi) = ti. De nuevo, como se vio en la sección 3,1, estamos en
la situación en la que la suspensión σ∗ y la transgresión (el diferencial de
elementos de la base) son inversas una de la otra en la sucesión espectral.
Por lo tanto

dk(ti) = dk(σ∗(χi)) = χi.

Podemos concluir que el conmutador de dos elementos transgresivos es tam-
bién transgresivo y que la transgresión (el diferencial) manda a un tal con-
mutador en H∗(Ω

nΣn+1X) en el correspondiente conmutador, con respecto a
la operación de Browder λn en H∗(Ω

n+1Σn+1X) y como vimos en la sección
anterior esto es suficiente para decidir la estructura de la sucesión espectral.

Construiremos una sucesión espectral auxiliar que tiene como página dos

′E2
∗,∗ = S[s−(n−1)L[snV∗]]⊗ S[s−nL[snV∗]]

cuyos diferenciales en S[s−(n−1)L[snV∗]] están generados por
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d
(
s−(n−1)[snx1, . . . , s

nxq]
)
= s−n[snx1, . . . , s

nxq],

los cuales se extienden por la regla de Leibnitz. Mientras que en S[snL[snV∗]]
los diferenciales son cero. Aśı la estructura de los diferenciales en {′En

∗,∗}n se
sigue por completo por la regla de Leibnitz. Más aún, se puede ver que con
esta elección de diferenciales la sucesión espectral converge a la homoloǵıa
de un punto, es decir, ′E∞

∗,∗ = Q concentrado en bigrado (0, 0).

Consideremos el morfismo de sucesiones espectrales

f : {En
∗,∗} → {′En

∗,∗}

dado por

f(ξ ⊗ η) = f1(ξ)⊗ f2(η)

donde f1 es el isomorfismo dado por la hipótesis de inducción y f2 es el mor-
fismo que manda corchetes básicos en productos de Whitehead λn(. . .).

Finalmente y dado que los términos E∞,′E∞ son isomorfos y hay un isomor-
fismo entre las bases, obtenemos por el Teorema de Comparación de Zeeman
([14]) que las fibras son isomorfas, es decir

H∗(Ω
n+1Σn+1X) ∼= S[s−nL[snV∗]]. ■

4.3. Ejemplos

En esta sección calculamos la homoloǵıa de los dobles lazos de S3 y de S4

analizando directamente la sucesión espectral de Serre de la fibración

Ω2Sn → P (ΩSn)→ ΩSn

y comparamos con el teorema probado en las secciones anteriores. Claramen-
te estos resultados se generalizan al caso de los dobles lazos de una esfera
arbitraria de dimensión par e impar. Finalmente presentamos el ejemplo de
la homoloǵıa de Ω2(S3∨S4), cuyo análisis directo es más elaborado. En toda
esta sección, H∗(−) denotará homoloǵıa racional H∗(−,Q).

Ejemplo 4.1 La homoloǵıa H∗(Ω
2S3;Q) es isomorfa a un álgebra exterior

E[y1] en una clase de dimensión 1.
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Consideremos la sucesión espectral de Serre asociada a la fibración

Ω2S3 → P (ΩS3)→ ΩS3,

cuya página E2
∗,∗ está dada por

E2
p,q = Hp(ΩS

3)⊗Hq(Ω
2S3)

y que converge a la homoloǵıa de un punto. Por el teorema de Bott-Samelson
sabemos que

H∗(ΩS
3) ∼= H∗(ΩΣS

2) ∼= T [H∗(S
2)] ∼= T [x],

donde x es una clase de dimensión 2.
En el término E2

∗,∗ definimos y := d2(x), con y ∈ H1(Ω
2S3) y notamos que

por ejemplo

dx2 = (dx)x+ x(dx) = 2xy

dx3 = (dx)x2 + x(dx2) = 3x2y.

Procediendo por inducción se prueba que d(xn) = nxn−1y. Además como
|y| = 1 y H∗(Ω

2S3) es un álgebra conmutativa graduada, se sigue que y2 = 0
y la sucesión espectral se colapsa en el término E2

∗,∗.

Por lo tanto la homoloǵıa de la fibra está dada por H∗(Ω
2S3) = E[y], esto

es, un álgebra exterior en un generador de dimensión 1.

Veamos ahora que este resultado es compatible con el teorema principal de
este caṕıtulo. Notemos que Ω2S3 = Ω2Σ2X, con X = S1. Por lo tanto:
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H∗(X) = Q, concentrada en dimensión 1,

sH∗(X) = Q · x, con x un generador de dimensión 2,

L[sH∗(X)] = L[x] ⊂ T [x], donde el corchete [x, x] está dado por [x, x] =
x⊗ x− x⊗ x.

Por lo que L[sH∗(X)] = Q · x, concentrada en dimensión 2, con el corchete
trivial. Entonces s−1L[sH∗(X)] = Q · y, con y un generador de dimensión 1,
con lo cual

S[s−1L[sH∗(X)]] = S[y] = E[y].

Ejemplo 4.2 La homoloǵıa H∗(Ω
2S4;Q) es isomorfa a Q[y] ⊗ E[z], donde

Q[y] es un álgebra polinomial en una clase de dimensión 2 y E[z] es un
álgebra exterior en una clase de dimensión 5.

En este caso consideramos la sucesión espectral de Serre de la fibración

Ω2S4 → P (ΩS4)→ ΩS4,

cuyo término E2
∗,∗ está dado por

E2
p,q = Hp(ΩS

4)⊗Hq(Ω
2S4)

y que converge a la homoloǵıa de un punto. Nuevamente por el teorema de
Bott-Samelson tenemos que

H∗(ΩS
4) ∼= H∗(ΩΣS

3) ∼= T [H∗(S
3)] ∼= T [x],

donde x es una clase de dimensión 3. Notemos que el primer diferencial
no trivial aparece en la página E3

∗,∗ y si ponemos y := d3(x) ∈ H2(Ω
2S4),

entonces

dx2 = (dx)x− x(dx) = xy − xy = 0

dx3 = (dx)x2 − x(dx2) = x2y

dx4 = d(x2 · x2) = 0,

y aśı sucesivamente. En general se demuestra que dx2n = 0 y dx2n+1 = x2ny.
Usando la regla de Leibnitz, veamos que el término E3

∗,∗ tiene la siguiente
forma:
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Notemos que los diferenciales de las clases x2nym son cero para toda n,m ∈
N, por lo que estas clases sobreviven hasta la página E6

∗,∗. En particular
tenemos que x2 es transgresivo y denotaremos a su diferencial en E6

∗,∗ por
z := d6(x2) ∈ H5(Ω

2S4). Al calcular los diferenciales de x2n en E6
∗,∗ tenemos

d(x4) = (dx2)x2 + x2(dx2) = 2x2z

d(x6) = (dx2)x4 + x2(dx4) = 3x4z,

y en general, d(x2n) = nx2n−2z. Como |z| = 5, entonces z2 = 0 y por lo tanto
no habrá diferenciales más allá de E6

∗,∗.

62



Concluimos entonces que la homoloǵıa de la fibra está dada por H∗(Ω
2S4) =

Q[y2]⊗ E[z5].

Por otro lado, como Ω2S4 = Ω2Σ2X, con X = S2, tenemos que

sH∗(X) = Q · x, con |x| = 3

L[sH∗(X)] = L[x] ⊂ T [x] donde el corchete está dado por

[x, x] = x⊗ x+ x⊗ x = 2(x⊗ x)
[[x, x], x] = [x, x]⊗ x− x⊗ [x, x] = 0

y similarmente los corchetes de peso mayor que 2 son cero.

Por lo tanto, L[sH∗(X)] = Q · x⊕Q · [x, x] con x en dimensión 3 y [x, x] en
dimensión 6, de donde

s−1L[sH∗(X)] = Q · y ⊕Q · z

con y en dimensión 2 y z en dimensión 5. Concluimos aśı que

S[s−1L[sH∗(X)]] = S[y, z] = Q[y]⊗ E[z].

Ejemplo 4.3 La homoloǵıa racional del espacio Ω2(S3 ∨ S4).

Consideremos la sucesión espectral de Serre de la fibración

Ω2(S3 ∨ S4)→ PΩ(S3 ∨ S4)→ Ω(S3 ∨ S4),

cuyo término E2
∗,∗ está dado por

E2
p,q = Hp(Ω(S

3 ∨ S4))⊗Hq(Ω
2(S3 ∨ S4)).

Por el teorema de Bott-Samelson la homoloǵıa de la base es

H∗(Ω(S
3 ∨ S4)) = H∗(ΩΣ(S

2 ∨ S3)) = T [x, y],

donde |x| = 2 y |y| = 3. En la página E2
∗,∗ notemos que

El diferencial d2 : E2
2,0 → E2

0,1 es un isomorfismo. En particular, x es
un elemento transgresivo y ponemos d2(x) := a.

d2(y) = 0 y por lo tanto y será trangresivo en la página E3
∗,∗.
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Haciendo cálculos de rutina podemos ver que d2([x, y]) = 0.

De igual forma, es fácil ver que d2([x, [x, y]]) = 0.

El diferencial d2 : E2
2,2 → E2

0,3 está dado por d2(x⊗ b) = ab.

El diferencial d2 : E2
2,4 → E2

0,5 está dado por d2(x⊗ c) = ac.

En la página E3
∗,∗ tenemos que

El diferencial d3 : E3
3,0 → E3

0,2 es un isomorfismo. En particular el
elemento y es transgresivo y ponemos d3(y) := b.

d3([x, y]) = 0 y por tanto el corchete [x, y] sobrevive hasta la página
E5

∗,∗ en donde será transgresivo.

Por cuestiones de dimensión d3([x, [x, y]]) = 0.

En la página E5
∗,∗ tenemos que

El diferencial d5 : E5
5,0 → E5

0,4 es un isomorfismo. En particular, [x, y]
es transgresivo y ponemos d5([x, y]) := c.

d5([x, [x, y]]) = 0 por lo que sobrevive hasta la página E7
∗,∗ en donde

será transgresivo.

En la página E7
∗,∗ tenemos que el diferencial d7 : E7

2,0 → E7
0,6 es un isomor-

fismo y ponemos d7([x, [x, y]]) := d. Haciendo un análisis como el anterior en
las páginas subsecuentes se puede ver que los corchetes básicos, que definen
una base para L[x, y] ⊂ T [x, y], son transgresivos. Todo lo anterior se puede
resumir en el siguiente diagrama:
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Dado que los diferenciales en los elementos transgresivos disminuyen el grado
total por 1, es claro que éstos pueden modelarse por medio de la desuspen-
sión algebraica. Por otro lado la estructura de álgebra de Lie se traslada de
la homoloǵıa de la base a la homoloǵıa de la fibra por el hecho de que la
suspensión σ∗ = τ−1 conmuta con las respectivas operaciones de Browder λ1,
λ0 y que λ0(u, v) = [u, v] en H∗(Ω(S

3 ∨ S4)). Por lo tanto:

H∗(Ω
2(S3 ∨ S4)) ∼= S[a, b, c, d, . . .] ∼= S[s−1L[x, y]] ∼= S[s−1L[sH∗(X)]],

donde X = S1 ∨ S2.

4.4. Relación con la homoloǵıa de F (Rn, q)

Recordemos que si X es un espacio arco-conexo con punto base no degene-
rado, entonces por el Teorema de Aproximación de P. May (Teorema 3,6) el
espacio de lazos Ωn+1Σn+1X es homotópicamente equivalente a
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Cn+1(X) =

[
∞∐
j=0

Cn+1(j)×Σj
Xj

]/
∼
,

donde Cn+1(j) es el espacio de j (n+1)−cubitos y ∼ es la relación de equiva-
lencia especificada al final de la sección 3,2. Dado que Cn+1(j) es del mismo
tipo de homotoṕıa que el espacio de configuraciones F (Rn+1, j), se tiene que

Cn+1(X) ≃

[
∞∐
j=0

F (Rn+1, j)×Σj
Xj

]/
∼
.

Notemos que esta última construcción está filtrada por subespacios dados
por longitud de configuraciones[

k∐
j=0

F (Rn+1, j)×Σj
Xj

]/
∼

y que los cocientes sucesivos resultan ser de la forma

Dk(Rn+1, X) =
F (Rn+1, k)×Σk

Xk

F (Rn+1, k)×Σk
∗
.

Más aún, V. Snaith probó en [23] la correspondiente generalización de la
descomposición de James.

Teorema 4.2 (Snaith)
La filtración anterior se escinde al pasar a espectros suspensión. Esto es, se
tiene una equivalencia homotópica

Σ∞ (
Ωn+1Σn+1X

)
≃

∨
j≥1

Σ∞D(Rn+1, j).

Es claro entonces que la descripción de la homoloǵıa racional del espacio
Ωn+1Σn+1X debe tener una relación muy estrecha con la homoloǵıa de los
espacios de configuraciones F (Rn+1, q).

Recordemos que una base para Hnk
(
F (Rn+1, q);Z

)
está dada por monomios

de la forma:

A∗
I = A∗

i1,j1
A∗
i2,j2

. . . A∗
ik,jk

con i1 < i2 < . . . < ik, jt < it.
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Denotemos por AI al correspondiente elemento de la base dual en homoloǵıa.
Recordemos que el elemento λn(x, y) en H∗(Ω

n+1X) fue definido como

λn(x, y) = (−1)n|x|θ∗(α⊗ x⊗ y),

donde α = A21 es el generador correspondiente a la clase fundamental en
Hn(F (Rn+1, 2)) ∼= Hn(S

n).
Las iteraciones de λn son obtenidas por medio de los mapeos

γ : Cn+1(2)× Cn+1(j)× Cn+1(k)→ Cn+1(j + k).

Aśı, por ejemplo, λn(λn(x, y), z) está dado, salvo signo, por

θ∗(γ∗(A2,1 ⊗ A2,1 ⊗ 1)⊗ x⊗ y ⊗ z)

donde 1 ∈ H0(Cn+1(1)) ∼= Z es un generador.

Se puede verificar directamente de las definiciones que el siguiente diagrama
es conmutativo

Cn+1(2)× Cn+1(j)× Cn+1(k)× (Ωn+1X)j+k
γ×id //

��

Cn+1(j + k)× (Ωn+1X)j+k

θ
��

Cn+1(2)× Cn+1(j)× (Ωn+1X)j × Cn+1(k)× (Ωn+1X)k

id×θ×θ
��

Ωn+1X

id
��

Cn+1(2)× Ωn+1X × Ωn+1X θ // Ωn+1X

Un cálculo directo usando las proyecciones

πi,t : F (Rn+1, j + k)→ F (Rn+1, 2),

donde 1 ≤ t < i ≤ j + k, nos da fórmulas para calcular el morfismo inducido
por γ en homoloǵıa. Por ejemplo

γ∗(A2,1 ⊗ A2,1 ⊗ 1) = (−1)n [(A2,1A3,1) + (A2,1A3,2)]

como se verifica en [7], pág 316. La aplicación de la acción del grupo simétrico
Σj+k en H∗(Cn+1(j + k)) junto con el hecho de que θ es equivariante termina
la demostración de la identidad de Jacobi para λn.
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Este tipo de argumento nos da más información. A saber, usando inducción
se prueba que

θ∗(AI ⊗ x1 ⊗ x2 ⊗ . . .⊗ xk)

es una combinación lineal de elementos de la forma

λn[. . . [λn[λn[xσ(1), xσ(2)], xσ(3)], . . .], xσ(k)] (4.1)

con σ ∈ Σk y q = k+1. Más aún, siB es cualquier elemento deHnt(F (Rn+1, q))
para 0 ≤ t < q− 1, entonces θ∗(B ⊗ x1⊗ . . .⊗ xq) es una combinación lineal
de expresiones de la forma (4.1). Aśı, al conmutar con las iteraciones de la
suspensión homológica obtenemos un isomorfismo entre

H(k−1)n(F (Rn+1, k);Q)⊗Σk
V ⊗k

y el subespacio vectorial de s−nL[snV ] generado por los elementos de la forma

s−n[. . . [snx1, s
nx2], s

nx3] . . . , s
nxk]

donde V∗ = H∗(X).

Adicionalmente, existe una descomposición de T [snV∗] más fina que la dada
por el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt y que se obtiene de las observacio-
nes anteriores. A saber, el álgebra S[s−nL[snV ]] está filtrada por los pesos de
los corchetes de Lie. Esta filtración corresponde a la filtración de

H∗(F (Rn+1, k);Q)⊗Σk
V ⊗k

que se obtiene a partir del grado homológico en el factor de la izquierda [5].

Denotemos por λ(x1, . . . , xn) al elemento s−n[. . . [snx1, s
nx2], s

nx3 . . .], s
nxk].

Para k, l naturales fijos sea Sk,l(n) el subespacio vectorial de S[s−nL[snV∗]]
generado por los elementos de la forma

λ(x1 . . . , xi1) · λ(xi1+1, . . . , xi2) . . . · λ(xij−1
, . . . , xij)

donde:

1. i1 + i2 + . . .+ ij = k y

2. i1 + i2 + . . .+ ij − j = k − j = l.
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Notemos que entonces S[s−nL[snV∗]] se descompone como una suma directa⊕
k,l≥0

Sk,l(n).

Asi, el grado homológico en el espacio de configuraciones corresponde a una
estratificación más fina del álgebra tensorial que la ususalmente esperada a
partir del teorema clásico de Poincaré-Birkhoff-Witt. Estas observaciones se
prueban en el Teorema 12,3 de [7], pág. 302.

69



Apéndice A

El Producto de Whitehead

En esta sección recordamos la definición y las propiedades básicas del pro-
ducto de Whitehead en los grupos de homotoṕıa de un espacio basado X.

[−,−] : πp+1(X)× πq+1(X)→ πp+q+1(X).

Sean α ∈ πp+1(X), β ∈ πq+1(X) representados por mapeos f : (Dp+1, Sp)→
(X, ∗), g : (Dq+1, Sq) → (X, ∗), respectivamente. Notemos que la frontera
F = ∂(Dp+1 ×Dq+1) = (Dp+1 × Sq)∪ (Sp ×Dq+1) es una (p+ q + 1)−esfera
orientada y el mapeo h : (F, ∗)→ (X, ∗) dado por

h(x, y) =


f(x) si x ∈ Dp+1, y ∈ Sq,

g(y) si x ∈ Sp, y ∈ Dq+1

representa un elemento [α, β] ∈ πp+q+1(X). Como la notación lo sugiere, este
elemento sólo depende de las clases de homotoṕıa α, β (ver [24]).

Definición A.1 La clase de homotoṕıa [α, β] ∈ πp+q+1(X) representada por
el mapeo h : (F, ∗) → (X, ∗) se conoce como el producto de Whitehead
de las clases α ∈ πp+1(X) y β ∈ πq+1(X).

Una definición alternativa para el producto de Whitehead se obtiene al con-
siderar el mapeo [f, g] : Sp+q+1 → X dado por la composición

Sp+q+1 → Sp+1 ∨ Sq+1 f∨g−−→ X

donde la primera función es el mapeo de pegado de la (p+ q + 2)−celda del
producto Sp+1×Sq+1, equipado con la estructura natural de CW-complejo.

La operación (α, β) 7→ [α, β] es claramente natural, es decir:
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Proposición A.1 Si ϕ : X → Y , α ∈ πp+1(X), β ∈ πq+1(X), entonces

ϕ∗[α, β] = [ϕ∗(α), ϕ∗(β)] ∈ πp+q+1(Y ).

En el caso especial p = q = 0 el producto de Whitehead está dado por la
figura siguiente siguiente

En este caso ∂(D1 × D1) es la frontera del cuadrado unitario I × I en R2,
con la orientación positiva y el origen como punto base. Los mapeos f, g son
lazos que representan a α, β respectivamente y es claro que

Proposición A.2 Si p = q = 0, entonces [α, β] = αβα−1β−1 ∈ π1(X).

Aśı la notación [α, β] para el producto de Whitehead es consistente con la
notación usual para el conmutador de dos elementos en teoŕıa de grupos.

En el caso 0 = p < q (ver figura siguiente) tenemos que ∂(D1 ×Dq+1) es la
frontera del cilindro I×Dq+1, orientada de manera coherente con {1}×Dq+1

y el punto base es (0, ∗) ∈ {0} × ∂Dq+1.
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El punto h(t, y) es independiente de y ∈ ∂Dq+1 y el mapeo t 7→ h(t, y) es el
lazo f que representa a α ∈ π1(X). La restricción h |{1}×Dq+1 representa a
β ∈ πq+1(X) y el conjunto D = (I × ∂Dq+1) ∪ ({1} ×Dq+1) es un disco de
dimensión q + 1 que orientamos de manera coherente con {1} × Dq+1. Por
el comportamiento de h en I × ∂Dq+1 descrito anteriormente, es claro que
h |D es homotópico, v́ıa la trayectoŕıa de f , a un representante para β. Como
h |{0}×Dq+1 representa a β, se sigue que.

Proposición A.3 Si p = 0 < q, entonces [α, β] = τα(β) − β,, donde τα :
πq+1(X)→ πq+1(X) representa la acción de α ∈ π1(X) en πq+1(X).

Notemos que el mapeo T : Dq+1 × Dp+1 → Dp+1 × Dq+1 que intercambia
los factores tiene grado (−1)(p+1)(q+1) y si h : ∂(Dp+1 × Dq+1) → X es el
representante de [α, β] construido anteriormente, entonces h ◦ T : ∂(Dq+1 ×
Dp+1)→ X es el correspondiente representante de [β, α]. Por lo tanto

Proposición A.4 Si α ∈ πp+1(X), β ∈ πq+1(X), entonces

[β, α] = (−1)(p+1)(q+1)[α, β].

Finalizamos esta sección enunciando las propiedades de bilinealidad y la iden-
tidad de Jacobi del producto de Whitehead. Las demostraciones se pueden
consultar en [24].

Teorema A.1 Si α1, α2 ∈ πp+1(X), β ∈ πq+1(X) y p > 0, entonces

[α1 + α2, β] = [α1, β] + [α2, β],

[β, α1 + α2] = [β, α1] + [β, α2].
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Teorema A.2 Si α ∈ πp+1(X), β ∈ πq+1(X), γ ∈ πr+1(X) y p, q, r son
todos positivos, entonces

(−1)r(p+1)
[
α, [β, γ]

]
+ (−1)p(q+1)

[
β, [γ, α]

]
+ (−1)q(r+1)

[
γ, [α, β]

]
= 0.
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Apéndice B

Sobre la homoloǵıa de los
espacios cubrientes

En este apéndice probamos un par de resultados técnicos sobre la homoloǵıa
de los espacios cubrientes que son usados en el caṕıtulo 2 para la demostración
del Teorema de Hilton.

Lema B.1 Si X es un H-espacio y p : Y → X es un recubrimiento, en-
tonces Y es un H-espacio y el grupo cociente π1(X)/p∗

(
π1(Y )

)
actúa trivial-

mente en los grupos de homoloǵıa de Y .

Demostración
El argumento es parecido al expuesto en la página 478 de [22]. Denotemos por
π al subgrupo p∗

(
π1(Y )

)
como el subgrupo de π1(X) y por PX al espacio de

caminos en X que inician en el punto base e ∈ X. Definimos una operación
f ∗ g en PX por

(f ∗ g)(t) = f(t) ∗ g(t),

donde la operación de la derecha es la dada por la estructura de H-espacio
de X. Ahora Y se obtiene a partir de PX al identificar f, f ′ ∈ PX si y sólo
si f(1) = f ′(1) y el lazo h, dado por

h(t) =


f(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2

f ′(2− 2t) si 1
2
≤ t ≤ 1,

representa un elemento de π. Si escribimos esta equivalencia como f ≃π f ′

tenemos que mostrar que si f ≃π f ′ y g ≃π g′, entonces f ∗ g ≃π f ′ ∗ g′.
Ahora el lazo k, dado por
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k(t) =


g(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2

g′(2− 2t) si 1
2
≤ t ≤ 1,

representa un elemento de π y el lazo h ∗ k representa el producto de los
elementos representados por h y k, pero

(h ∗ k)(t) =


(f ∗ g)(2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2

(f ′ ∗ g′)(2− 2t) si 1
2
≤ t ≤ 1,

por lo que Y admite un producto inducido por el producto en PX. Denotemos
por e ∈ PX al lazo constante de valor e ∈ X y sea ρt : (X, e) → (X, e) una
homotoṕıa tal que ρ0 = 1 y ρ1(x) = x ∗ e. Entonces ρ′t : (PX, e) → (PX, e)
dada por (ρ′tf)(u) = ρtf(u), es tal que ρ′0 = 1 y ρ′1f = f ∗ e. Más aún, se
verifica fácilmente que ρ′t induce una homotoṕıa Y → Y de [f ] en [f ]∗ [e], rel
[e], donde [f ], [e] son las clases de equivalencia (puntos de Y ) que contienen
a f y e respectivamente. Similarmente [f ] se puede deformar en [e] ∗ [f ], rel
[e], y por tanto Y es un H-espacio.

Que π1(X)/p∗
(
π1(Y )

)
actúa trivialmente sobre los grupos de homoloǵıa de

Y también se sigue casi inmediatamente del razonamiento expuesto en la
página 478 de [22]. Sólo es necesario observar que el segundo paso de Serre
continúa siendo válido en este caso más general porque p∗

(
π1(Y )

)
es normal

en π1(X) ya que el grupo fundamental de un H-espacio resulta ser abeliano.
Esto completa la prueba del lema B.1. ■

Lema B.2 Sea f : X1 → X2 un mapeo que induce isomorfismos

ϕ : H∗(X1) ∼= H∗(X2), π1(X1) ∼= π1(X2).

Sea π un subgrupo normal de π1(X1) tal que π
1 = π1(X1)/π es ćıclico infinito

y sea π2 = π1(X2)/ϕ(π). Sean Y1, Y2 los recubrimientos de X1 y X2 con grupos
de transformaciones cubrientes π1, π2, los cuales actúan trivialmente en los
grupos de homoloǵıa de Y1 y Y2 y sea g : Y1 → Y2 el único levantamiento de
f que manda la clase del lazo trivial en la clase del lazo trivial. Entonces g
induce isomorfismos

ψ : H∗(Y1) ∼= H∗(Y2), π1(Y1) ∼= π1(Y2)

Demostración
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Es trivial que g induce el isomorfismo π1(Y1) ∼= π1(Y2). Sea σi un generador
de πi y sea ki : Yi → Xi la proyección, i = 1, 2. Serre demostró en la página
509 de [22] que la sucesión

0→ C(Yi)
1−σi−−−→ C(Yi)

ki−→ C(Xi)→ 0 (B.1)

es exacta, donde C es el grupo de cadenas del espacio correspondiente. Más
aún, claramente se tiene conmutatividad en el siguiente diagrama

0 // C(Y1)
1−σ1 //

g

��

C(Y1)
k1 //

g

��

C(X1)

f

��

// 0

0 // C(Y2)
1−σ2 // C(Y2)

k2 // C(X2) // 0

Y se sigue de la sucesión B.1 y del hecho de que πi actúa trivialmente en los
grupos de homoloǵıa de Yi que existe una sucesión exacta

0→ Hn(Yi)
ki∗−→ Hn(Xi)

∂i−→ Hn−1(Yi)→ 0,

y de la conmutatividad del diagrama anterior se sigue la conmutatividad del
siguiente diagrama

0 // Hn(Y1)
k1∗ //

ψ

��

Hn(X1)
∂1 //

ϕ

��

Hn−1(Y1)

ψ

��

// 0

0 // Hn(Y2)
k2∗ // Hn(X2)

∂2 // Hn−1(Y2) // 0.

Por lo tanto ϕk1∗ = k2∗ψ, ψ∂1 = ∂2ϕ. Como ϕ y k1∗ son inyectivas, la primera
ecuación muestra que ψ es inyectiva y de la misma manera, como ∂2 y ϕ
son suprayectivas, la segunda ecuación muestra que ψ es suprayectiva. Esto
concluye la demostración del lema. ■
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