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Abstract

The present work is focused on the study of observers for nonlinear systems, in the
presence of constant perturbations at the input and with partially known dynamics. The
objective of observing the state and estimating the unknown quantity at the input requi-
res the use of adaptation laws as part of the observation process. Here, priority is given
to the adaptation laws of constant gain since, on the one hand, it represents the sim-
plest solutions in terms of the adaptation dynamics because only a differential equation
of dimension equal to the unknown parameter to be estimated is required. On the other
hand, this problem has interesting implications from the theoretical and practical point
of view; the results reported in the literature require unrealistic conditions to be met. On
the other hand, constant gains solutions involve the selection of a single design parameter.

The contributions of this work are the proposal of an adaptive observer with constant
gain for a class of nonlinear systems (nonlinear in the state and linear in the input). In a
first stage, it is shown that there is an adaptive observer with constant gain that allows
estimating (asymptotically) and simultaneously identifying the state and the unknown
input disturbance whenever a certain linear matrix inequality LMI is verified. In a second
time it is shown that the proposed observer is robust to partial knowledge of the dynamics
of the plant, in which case there will be observation of the state and the input disturbance
in the sense of uniform boundednees. Likewise, it is shown that the proposed designs
can be applied to a wide class of non-linear systems that model the process known as
Chemostat, by means of a suitable state transformation. The design of the proposed
observers is illustrated in a wastewater treatment process (for the case of disturbance at
the input) and in a bioethanol production process (for the case of known partial dynamics
and external disturbance at the input).






Resumen

El presente trabajo esta centrado en el estudio de observadores para sistemas no linea-
les, en presencia de perturbaciones constantes en la entrada y de dinamica parcialmente
conocida. El objetivo de observacion del estado y de la estimacién de la cantidad des-
conocida en la entrada impone el uso de leyes de adaptacion como parte del proceso de
observacion. Aqui se da prioridad a las leyes de adaptacién de ganancia constante ya
que por una parte representa las soluciones mas simples en términos de la dinamica de
adaptacion porque solo se requiere una ecuacion diferencial de dimension igual al parame-
tro desconocido que se desea estimar. Por otra parte, este problema tiene implicaciones
interesantes desde el punto de vista tedrico y préctico; los resultados reportados en la
literatura, requieren de cumplir condiciones poco realistas. Por otra parte, las soluciones
de ganancias constantes implican la selecciéon de un solo pardmetro de diseno.

Las aportaciones de este trabajo son la propuesta de un observador adaptable de
ganancia constante para una clase de sistemas no lineales (no lineales en el estado y lineales
en la entrada). En un primer tiempo, se muestra que existe un observador adaptable
de ganancia constante que permite estimar (asintéticamente) e identificar de manera
simultanea al estado y a la perturbacion desconocida de entrada siempre que se verifique
una cierta desigualdad matricial lineal LMI. En un segundo tiempo se muestra que el
observador propuesto es robusto ante conocimiento parcial de la dindamica de la planta,
en cuyo caso se tendra observacion del estado y de la perturbacién de entrada en el sentido
de acotamiento uniforme. Igualmente se demuestra que los disenos propuestos pueden ser
aplicados a una clase amplia de sistemas no lineales que modelan al proceso conocido
como Quimiostato, mediante una transformacién de estado adecuada. El diseno de los
observadores propuestos se ilustra en un proceso de tratamiento de agua residual (para el
caso de perturbacién en la entrada) y en un proceso de produccién de bioetanol (para el
caso de dindmicas parcial conocidas y perturbacién externa en la entrada).






Capitulo 1

Introduccion

Los observadores adaptativos se introdujeron inicialmente para sistemas lineales a
principios de los setenta. En [26], se present6 el primer observador de sistemas lineales de
multiples entradas y multiples salidas (MIMO por sus siglas en inglés) con un algoritmo
de adaptacion de parametros. Tanto el estado como el pardmetro desconocido se pueden
estimar asintéticamente siempre que se cumplan las propiedades de detectabilidad y exci-
tacién persistente (PE por sus siglas en inglés) de algunas senales internas del observador.
Posteriormente, los observadores adaptativos con convergencia exponencial fueron pro-
puestos en [27]. El andlisis puede extenderse a sistemas con un término de inyeccién de
entrada y salida posiblemente no lineal y la perturbacién desconocida multiplicada por
un vector constante en el lado derecho de la ecuacion de estado, que es quizas el caso
mas general en el que PE se puede verificar mediante alguna prueba clara. Esta teoria
del observador se extendié a los llamados sistemas de afinidad de estados asumiendo la
existencia de algin observador nominalmente estable exponencialmente y la propiedad
PE; esto dltimo no es mas facil de probar, ver [8], [66], y [51]. La investigacién sobre la
teoria de los observadores para sistemas no lineales se desarrollé ampliamente a partir de
la década de 1980 en [25], y en los 1990s con [57], [24], [53], y [58]. Se puede encontrar
una descripcion excelente y completa de los resultados fundamentales en la conocida mo-
nografia [44].

En este trabajo se consideran observadores no lineales adaptativos de ganancia cons-
tante, i.e., observadores con una ecuacién diferencial de adaptacién de la misma dimen-
sion que el vector de parametro desconocido. Por otro lado, la clase de observadores no
lineales adaptativos dinamicos requiere mas ecuaciones diferenciales para que la ganancia
adaptativa variable en el tiempo obtenga una mejor adaptacion. Este tltimo enfoque ha
merecido mas atencién y ofrece una variedad de buenos resultados, entre ellos, los basados
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en técnicas de alta ganancia que se ocupan de diferentes tipos de perturbaciones, retrasos
de tiempo, etc.; ver [52] y [28].

La célebre teoria de los observadores adaptativos de alta ganancia trata con sistemas
observables uniformemente o la clase de sistemas en la forma estrictamente triangular. [44]
y [20]; esto es valido en tanto haya dependencia del lado derecho del estado y la entrada.
Un hecho limitante es que se supone que el parametro constante desconocido se multiplica
por un campo vectorial que tiene la misma dependencia triangular del estado, mientras
que, en general, la perturbacién entra en cada fila del lado derecho del sistema. En [21], se
presenta un observador adaptativo de alta ganancia para una clase de sistemas no lineales
con una salida uniformemente observable, en el que el uso obligatorio del parametro de
alta ganancia hace necesario analizar el caso cuando va al infinito, por lo tanto se conduce
a una resolucién de la condicién de PE como se indica en [20].

En [37], basado en el Filtro de Kalman extendido, se propuso un observador adapta-
tivo. En [I0], el pardmetro incierto se multiplica por un campo vectorial mas general, y
la prueba constructiva de la técnica basica de alta ganancia permite disenar ganancias
con valores razonables, i.e., la ganancia no necesita ir al infinito, y la propiedad PE debe
ser valida para valores de ganancia limitados. Este aspecto representa una clara ventaja
respecto a otros enfoques, como los de [20, 21].

En contraste con el caso dinamico, hay pocos resultados disponibles para observadores
adaptativos no lineales de ganancia constante. Hasta donde sabemos, los principales lo-
gros del caso lineal y una generalizacién parcial para los sistemas no lineales se recopilaron
en la monograffa [44]. En términos generales, se puede tener un observador adaptativo
estatico con identificacion del parametro desconocido siempre que la dinamica del error del
observador sea estrictamente real positiva (SPR) desde el pardmetro desconocido hasta
el error observado. Al extender sistemas no lineales particulares que tienen dependencia
lineal del estado, la posible inyeccién de entrada/salida no lineal y la perturbacién desco-
nocida constante se multiplican por un vector constante y una no linealidad escalar que
depende solo de la salida. Desafortunadamente, la aparentemente rica posibilidad de ¢
parametros desconocidos se comprimen en una sola cantidad escalar, que depende solo de
cantidades medibles (salida, entrada). Ademas, la fuerte suposicién adicional que permite
el uso de la propiedad de realismo positivo estricto es una restriccion severa. Ademas, no
se pueden utilizar directamente los resultados [66] y [69] porque requieren que el campo
vectorial dependa solo de la salida. Ademas, estos resultados requieren algunos supuestos
de estabilidad a priori que pueden ser dificiles de lograr.

Pagina 2
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Debido al éxito de las técnicas de alta ganancia, uno puede tener la tentacién de com-
binar esto con la adaptacién estatica siguiendo un enfoque pasivo estricto. Sin embargo,
como se argumenté mas adelante en la secciéon de motivacion del problema, la estabi-
lidad del observador adaptativo de HG y las condiciones de SPR conducen a objetivos
simultdneos opuestos. Es decir, se puede obtener una alta ganancia estabilizadora sin nin-
guna posibilidad de satisfacer la condicion SPR y viceversa.

En este manuscrito, se consideran observadores adaptativos de ganancia constante para
sistemas no lineales. El andlisis se refiere a sistemas afines no lineales donde la perturba-
cién desconocida ingresa linealmente a través del mismo canal de entrada. El diseno del
observador depende de la capacidad de solucién de una Desigualdad de Matricial Lineal
(LMI) sujeta a una condicién de tipo SPR entre la perturbacién y la salida del sistema.
Nuestro objetivo es doble: primero, proporcionar una combinacion del enfoque LMI con
las condiciones de los observadores adaptativos de ganancia constante generalizando las
de [44], y con condiciones menos restrictivas que las de [42] o [61]; segundo, para mostrar
la aplicabilidad de la teoria a la observacion de los estados desconocidos de una gran clase
de sistemas no lineales, de Quimiostatos, con un componente constante desconocido en
la entrada de la tasa de dilucién del sustrato. Con este fin, se proporciona un cambio
de coordenadas suave adecuado para el proceso no lineal del Quimiostato. Finalmente, el
diseno del observador paso a paso se ilustra en un cultivo continuo de Spirulina mdzima
para el tratamiento de aguas residuales.

Finalmente abordaremos sistemas con retardos enfocandonos principalmente en los
predictores desarrollados en [34] ya que estos abren todo un nuevo panorama en el desa-
rrollo de observadores.

Resumiendo, las contribuciones de este trabajo son las siguientes:

1. Proponemos un observador de ganancia constante adaptativa para una clase de
sistemas no lineales que generalizan logros anteriores que constituye un paso adelante
en la busqueda de soluciones factibles para sistemas afines no lineales.

2. Para la prueba de concepto, consideramos el desafiante bioproceso del Quimiostato.

3. Se propone una transformacion de estado suave que lleve estas dinamicas complejas
no lineales a una lineal en relacién a la entrada.

4. El diseno y el rendimiento del observador adaptativo se validan en un sistema no
lineal que modela un Quimiostato para la eliminaciéon de contaminantes basado en
un cultivo de cellulomonascellulans nrrl b 4567.

Péagina 3
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5. Observador lineal de un sistema con retardo en la entrada, salida y estado con
analisis en el dominio del tiempo.

1.1. Justificacion

Una infinidad de sustancias se obtiene mediante el uso de Quimiostatos ya que son
producidas por microorganismos, a partir de otras mas econdémicas, al ser sometidos a
ciertas condiciones. La relacion con que se produce suele obtenerse mediante modelos de
ajuste. Estos modelos de ajuste no brindan informacién de como se comporta el microor-
ganismo pero dan una modelo que permite predecir con razonable certeza la produccién
de algin elemento en particular.

Estos modelos de aproximacién son tutiles desde el punto de vista de control pero con-
llevan incertidumbre, por otra parte, sensores que permita la medicion de los productos
de interés suelen ser costosos o simplemente inexistentes por lo que el uso de observadores
adaptables o robustos se ha popularizado.

En el presente trabajo se demuestra, para el caso de biorreactores operados en modo
continuo, un cambio de coordenadas que permite la aplicacién de un observador que so-
lo requiere un modelo aproximado al del sistema real y aun asi tener convergencia del error.

El primer objetivo es respuesta natural debido a la manera de obtener los pardmetros
de cada modelo. Estos se obtienen por una aproximacion que provoca la existencia de un
conjunto de parametros que generen la misma curva aproximada.

El siguiente objetivo es tratar a la planta como la combinacién entre el modelo de
ajuste mas un parametro desconocido. Aqui se puede utilizar la forma particular que tie-

nen las curvas de crecimiento/decaimiento de los biorreactores.

El ultimo objetivo es el desarrollar una teoria equivalente a la de (Vladimir Kharito-
nov) para el caso de observacion.

Péagina 4
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1.2. Hipodtesis de trabajo

El problema del disenio de observadores para sistemas no lineales de dindmicas com-
plejas, parcialmente conocidos y en presencia de incertidumbres es un topico de interés
dentro de la teoria de control de sistemas. Por otra parte, es deseable mostrar la viabili-
dad de resultados tedricos por medio de aplicaciones a problemas de ingenieria que tengan
pertinencia tecnoldgica y viabilidad practica. Aqui supondremos las siguientes hipotesis:

H1: Contexto Tedrico: Se supondra que es posible transformar un sistema no lineal afin
en el estado para poder disenar observadores adaptables de estado de dinamica simple, es
decir, de ganancia constante.

H2: Contexto Experimental: El Quimiostato es un sistema genérico de dinamica com-
pleja que representa a una clase de bioprocesos ampliamente usados en la industria. Su
uso eficaz requiere de observadores robustos en tiempo real para su monitoreo y control.

La dindmica de crecimiento de los Quimiostatos pasa por una fase exponencial y
posteriormente se estabiliza. Cuando se quiere describir su comportamiento de forma
matematica se recurre a un ajuste de una funcién que presenta este comportamiento,
esta ajuste no tiene valores unicos para obtener el mismo resultado. Esto nos lleva a
pensar que en general estas dindamicas no se alejan mucho unas de otras aun cuando
matematicamente utilicemos diferentes ecuaciones de ajuste. Si en efecto estas dinamicas
se conservan lo suficientemente cerca, el observador usual tendra un error constante y bien
definido principiante una vez alcance la planta un equilibrio. Esto nos da la impresién que
utilizar un termino adaptable corregiria este error.

1.3. Objetivo general

O1: Determinar condiciones suficientes de existencia de observadores adaptables (ro-
bustos) para una clase de sistemas no lineales

02: Disenar observadores no lineales adaptables para procesos biolégicos complejos:
el Quimiostato

Péagina 5
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1.4. Objetivos particulares

OP1: Propuesta de observadores adaptables de ganancia constante para la clase de
sistemas no lineales en el estado pero lineales en la entrada.

OP2: Propuesta de una transformacién de estado para una clase amplia de sistemas
no lineales. El caso del Quimiostato

OP3: Estudio de la robustez del observador de ganancia constante propuesto en OP1
ante conocimiento parcial de la dindmica del Quimiostato.

OP4: Analisis de observadores para sistemas lineales con retardos.

Pégina 6



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentaran los principales preliminares sobre observadores pa-
ra sistemas nolineales alrededor de los cuales se ha desarrollado el presente trabajo de
investigacion. Se recordara un resultado conocido sobre los observadores de alta ganan-
cia y se discute la dificultad de relacionarlo con el concepto de adaptacion de ganancia
constante. En seguida se presenta un recuento de observadores adaptativos de ganancia
constante cuyas condiciones de existencia son en general dificiles de comprobar. Se pre-
senta los preliminares de estabilidad para sistemas lineales con retardos, motivados por
el efecto de retrasos en el tiempo que presentan los procesos donde hay transformacion
"biologica” de la materia. Finalmente, se dan los antecedentes del modelado de balance de
masa para introducir un modelo genérico de biorreactor continuo también conocido como
Quimiostato.

2.1. Observador no lineal robusto

Ahora considere el sistema no lineal con una sola salida afin a la entrada conocida
expresado de la forma siguiente:

reR" ueRP yecR.

Suponga que:
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= El mapeo de observabilidad de orden n — 1, cuando u =0

[ h(z)
th(:c)

Oni(z) = | Lih(z)

I L?‘lh(:v)

e cs un difeomorfismos global.

e cs globalmente Lipschitz.

» Fl sistema es globalmente observable para cualquier entrada (uniformemente obser-
vable) lo que es una propiedad bastante fuerte para sistemas no lineales.

Gauthier mostré en [23], 24] que la transformacion:
f = T(l’) = ﬁn_1(7})
lleva el sistema a la forma

é = Aog—i_@(f?u)

Yy = Co§
Donde: i ) ]
0t 00 901(51,7«0)
00 . 0 0 0o (€1, &, )
A= r | e = | esl&n &) |

00 --- 0 1 :

00 -~ 0 0 i on(& u) |

c=[110 - 0]

Si @(&,u) es globalmente Lipschitz y el sistema es uniformemente observable,
entonces el observador converge exponencialmente cuando (Ao + lc,) es Hurwitz, si
r es lo suficientemente grande. La velocidad de convergencia es proporcional a r. También,
la demostracion de esto es similar a la anterior.

A +§o(é w) + O(r)lcy( — €) (2.2)
0,1,(€)

.

=
|
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El error de estimacion es:

é= (A, +0(r)lc,)e — v(t) (2.3)
donde
v(t) = (& +e,u) — (& u)

Para la variable de error transformada (¢ = ¢¥0(r)'e).
C = L(Ao +1e,)¢ = O~ u(t)

La derivada de la funcién tipo Lyapunov V(¢) = (T P( es:

V(Q) = =r¢"Q¢ = 20¢" PO — (r)Mu(t)
Recuerde que se supuso que cada componente del vector ¢(&, u) es globalmente Lips-

chitz, uniformemente observable, esto es, para cada ¢ = 1,2,...,n existe una constante
positiva k;, independiente de (£, u), tal que para toda &, z se cumple:

(61 + 21, &+ 2i) — i€, &y u))| SkiH[Zl ez 0 O]H

En adicién a esto, los componentes de O(r) ! [p(+1¢710(r)(, u) — p(&, u)] satisfacen:

%90(€1+%77§z+gvu)_¢z(§l7agz> S
ko etem a0 o]
Para r > 1, y con la norma FEuclidiana se obtiene:
¥ e [ G G0 - o]TH _ ¥ ZC _iC, 0 0 '
7,,7; 1 ? 7"7" w 1 w 7

2 2
DR
< ‘/C12+"'+Ci2:H[C1 e G0 O}H
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Esto significa que:

[O) v < KICH, & = mix {k:}

Como consecuencia se obtiene:

V(¢) = —r¢"QC—20¢" PO}0(t) < —[rAmin(Q) — 2k Amar (P)] €] < —(ry—2k)V(C)
donde:

)\max(P>

Usando el principio de comparacion se obtiene:

)
— | r—— |y(t—to)
Vi) <e VT V(G)

2
Lo que significa que escogiendo r > ry = — garantiza estabilidad asintética, lo cual

siempre es posible ya que P, @), y k son independiente de r, de aqui se sigue:

Amin(PY P < Vi) < e 707000000 (PG |2

U

V(T—To)(

- t—to)
1Kl < cpe 2 ren|

Amax(P>

Para la variable de error original ¢ = ¢O(r) e se tiene:

donde ¢, =

/y (T‘—To)(t—to)

lell < cpe 2 e

Como en el resultado anterior, esto implica que la velocidad de convergencia del error
de observacién se incrementa al incrementar la ganancia r, es mas, los efectos de la per-
turbacion del sistema ¢(&, u) son superados con una ganancia lo suficientemente grande
(r > 7). Finalmente, los limites del error inicial (cuando t — t;) también se incrementa
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con r, este es conocido como Peaking Phenomenon.

El sistema dinamico [2.2] es un observador de alta ganancia que es muy popular en la
literatura de sistemas no lineales. sin embargo, como se vera mas adelante, el objetivo
de alta ganancia combinado con leyes de adaptacion pueden conducir a condiciones que
son mutuamente excluyentes. A grandes rasgos, se puede obtener una alta ganancia que
estabiliza el error de observacién, pero sin ninguna posibilidad de satisfacer una condicion
tipo SPR esta situacién motiva el estudio de una clase de observadores adaptativos cuyos
preliminares se dan a continuacion.

2.2. Observador adaptativo de ganancias constantes

Se utiliza el termino estdtico para resalta el hecho de que las ganancias del observador
son constantes, ya que existen metodologias donde estas ganancias varian con el tiempo.

Caso lineal
Considere el sistema lineal ([2.4]).
& = Az + bu + bd, Yy =cx (2.4)

Donde x,b,b € R™ son vectores columna, mientras que y,u,0 son una salida escalar, entrada
escalar y un pardmetro de perturbacion constante. El par (A, ¢) es detectable y existe un
vector columna de ganancias [ € R" tales que:

A+ le

es Hurwitz.
Un observador adaptativo esta dado por la expresion siguiente,

T =[A+1ci+lcx +bu+bp, e:=i—u, (2.5)
¢ = —ce.

Como consecuencia, el error e tiene la dindmica ([2.6|)

é = [A+lcle + be, e=¢—90 (2.6)

Pero recuerde que ¢ es constante, por lo que:
E=¢
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Note que tiene la forma de un sistema lineal, donde € juega el papel de senal
de control, también podemos suponer que existe una senal de salida y. = c,e, donde
¢o =11 -+ 0]. El vector de ganancias [ se puede elegir de tal forma que la matriz
[A + lc| sea Hurwitz, pero se requiere verificar que sea asintoticamente estable. Para
lo cual se propone la siguiente funcién definida positiva,

1 1
VL = 562 + §6TP€ (27)

Donde P es la solucién de la ecuacion de Lyapunov:

PA+I]+[A+1d'P=-Q, P=P">0 & Q=Q">0

Lo que significa que:

d 1
- <§> e [[A+1c" P+ P[A+1d]| e + " Phe + e
lo anterior implica que
dvi T 1, 1,7 1, 1,7
W<[€ Pb + éle = [e’ Pb+ 0]e = [e' Pb — cele, Ve # 0.

Si Pb = cT, entonces la derivada respecto del tiempo de V; seria definida negativa.
En adicién a esto, seria una funcién de Lyapunov, por lo que usando el teorema
de LaSalle, se podria mostrar que ¢ — ¢ con forme ¢t — oo de la siguiente manera:
¢ =[A+lclele=o +be = pe =€ =0=06—¢ =0= ¢ = 0. Como consecuencia, las
ganancias [ deben ser restringidas de tal forma que se mantenga.

[A+1c)" P+ P[A+id=-Q. Pb=C" (2.8)

Debido al hecho de que solamente P esta restringida, es posible extender la buisqueda de
[ de la siguiente forma:

[A+1c]"P+ P[A+1Ic] <0, Pb=C" (2.9)

Esto es una variacion del lema de Kalman-Yakubovich-Popov.

Teorema 1 (Kalman-Yakubovich-Popov) Considere una matriz de funcion de trans-
ferencia G(s) = ¢(sI — A)"'b+ D de dimension p x p, donde el par (A, B) es controlable
y el par (A, c) es observable. Entonces G(s) es estrictamente positiva real (SPR de sus
siglas en ingles) si y solo si exvisten P = PT >0, L y W, y una constante positiva & tales
que:

Pagina 12



Seccion 2.2 Capitulo 2

PA+ATP=—-L"L—¢P
Pb=c"— LW (2.10)
WIW =D+ D"

Para ver su demostracion consulte [32].

Regresando a ([2.6]), se puede apreciar que D = 0, por lo que W = 0. Es mads, se puede
suponer que existe una matriz Q = Q1 > 0 € R™" > LTL + £P de forma tal que ([2.10)
se puede reescribir como ([2.9)).

Por otra parte, un sistema EPR debe satisfacer:
Re{c(jwl — A—1c)"'b} >0, Vw € (—o0,00) (2.11)

R. Marino y P. Tommei en [44] proponen una forma de escoger [ para un tipo especifico de
sistemas de tal forma que la condicién (2.11]) se mantiene. Esto se discutirda més adelante.

Debido al hecho de que ¢(t) es un termino adaptable, ([2.5]) es un observador adaptable.

2.2.1. Caso no lineal

Consideraremos sistemas no lineales con una salida con un parametro constante des-

conocido .
b= f(@) 4 glr) + S O w) 212
y = h(x)
Donde x € R", u € R™, 0 = [6;,...,0,]7 € RF, y € R, f(0) =0, h(0) =0, g(z,0) =

0, Yz € R". Nos restringiremos a sistemas que son transformables por difeomorfismos
0-independientes en un sistema observable lineal con términos de inyeccién de salida
dependientes de §.

i o= Az +v(y,u) + 8" (y, u, t)0

S (2.13)

con:
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i 1 0 (. )
Ty, u
0o . 0
Y2(y, )
AOZ Lo .. . ) ’Y(y’u)_ . )
00 -+ 0 1 '
n 7u
00 .. 0 0 V(Y w)
=10 - 0]
Donde z € R", uw € R™, § = [#y,...,0,]" € RP, y € R, v es una funcién suave que
mapea R x R™ — R" | b = [by,...,b,]T € R" es un vector con b; > 0 tal que el polinomio

bys" 1 +... 4+, es Hurwitz, B es una funcion continua que mapea de R x R™ x R — RRP.
Para ver que condiciones son necesarias para transformar un sistema de (2.12) a (2.13)),
la cual es llamada forma observador adaptable, vea [44].

Dado un sistema de la forma observador adaptable , si B(y, u, t) es uniformemente
acotada para toda (y,u) acotada, entonces el sistema es un observador adaptable
global para ,donde i € R, § € RY, T es una matriz definida positiva y | =
[l1,...,1,]" esta dado por (2.15)) (ver [39]).

Bo= A+ lco)d + 7y, u) + 05" (y, u, 1) — ly (2.14)
¢ = T'By,u, t)<y — Co)
1
l = b—(AOb + \b) (2.15)
1
donde A es un numero arbitrario positivo real.
La ecuacién de error es:
. o T o .
e = [A, + le,)e + b5 (y,u,t)e, e=¢—0 (2.16)
¢ = _FB(?% u, t)coe
Debido a la restriccion sobre p y por virtud de ([2.15]) es posible escribir
bi(s" +kis" P k) = (s A)(bis" 4 -+ by)
lo que significa que
Co(8I — Ay — o) 'b = by (2.17)
(0] o (0] s + A .
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Esto por que hay n — 1 cancelaciones de polos y ceros. La matriz [A, + lc,] es Hurwitz
por que A > 0 y por la suposicién de que el polinomio (bys™ + --- + b,) es Hurwitz. Es
mas, la tripleta ([A, + lc,), b, ¢,) satisface (2.11]) y como consecuencia, se puede aplicar
. La demostracion de esta proposicion es una aplicacion directa del teorema B.2.2 de
[44. p. 366] con B(y,u,t) considerada como vy I' = A.

2.2.2. Discusién sobre el uso de adaptacion de ganancia cons-
tante en observadores de alta ganancia no lineales

Hasta el momento hemos visto que un observador de alta ganancia o HG (de sus siglas
en ingles) nos permite atenuar los efectos de perturbaciones en los estados tales como
las dindamicas no modeladas o los términos de alto orden de una linealizacién por series
de Taylor, esto nos sugiere que podemos utilizar un observador HG con un termino de
adaptacion para lidiar con una perturbacién constante, ya que podriamos aplicar una
transformacién al sistema de tal modo que obtengamos una forma observador adapta-
ble, mas una perturbacién en los estados. De esta forma la alta ganancia lidiaria con la
perturbacion en los estados mientras que la parte adaptable lidiaria con la perturbacion
constante.

Considere el sistema:

& = Az + f(x,u,t) + bﬁT(y,u7t)(5

Yy = CT, Co= [ 1 0 --- 0 } (218>
[0 1 0 0] 5
00 0 0 5 b
A= o .. S ’ 0= . 7b: :
00 -+ 0 1 5 bn
(00 -~~~ 0 0] !

Donde f(x,u,t) depende de x de una forma triangular estricta o STF de sus siglas en
ingles (Strictly Triangular Form).

Trataremos de unir los conceptos anteriormente mencionados. Primero suponga que
b es tal que by > 0, v bys" !+ --- + b,_15 + b, es un polinomio Hurwitz, este es un
requerimiento dificil de satisfacer en general, pues se debe verificar una relacién algebraica
especifica la cual no se cumple para valores arbitrarios de b; . En este caso, usando el
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enfoque de Marino-Tomei, se tiene que existen Q = QT > 0y P = PT > 0 tales que
escogiendo ganancias

1
by

donde X es un numero arbitrario positivo real, se cumple

l=—(Ap+ \p)

[A+ 1P+ P[A+1d=-Q <0, Pp=c"

El problema crucial es como usar esta propiedad en conjunto con HG, donde se usan

ganancias ©(r) con r > 0 grande. Recuerde que O(r) = diag{r,r?,--- ,r"}.
Se utilizara la siguiente notacién:
o(r) = diag{l,rt,--- r"1} A(r) = [A+7rO(r)i]
P(r) = () tPe(r)! O(r) tA(r)O(r) = r[A+Id]

De aqui se obtiene:

A(r)TP(r) + P(r)A(r) = A(r)TO(r) 1 PO(r) + O(r) 1 PO(r) L A(r) =
O(r) He(r)A(r)O(r) ' P + PO(r) tA(r)O(r)|0(r) ! =

O(r)tr[A+ TP+ Pr[A+1c]O(r)™' = —rO(r)'QO(r)~!

Esto atenuaria la influencia de los términos STF, pero la parte adaptable requiere que
la matriz P(r) satisfaga:

P(r)b =c" & PO(r)'b = O(r)c"
Comoc=[1 0 --- 0] sepuede ver que O(r)c” = ¢’ por lo que se necesitarfa
que:
PO(r)"'b=0(r)c" < P[b by -+ 17", }T =[10 -0 ]T

Pero recuerde que inicialmente se habia escogido P de forma tal que se cumpliera
Pb = c", 1o cual puede ser facilmente contradictorio.

Se puede tratar de resolver esto de la siguiente manera. Note que by > 0 y bys" ! +
-+ 4 b,_15 + b, es un polinomio Hurwitz si y solo si by > 0y b8! + byrs™ 2 4+ -+ +
b,_17" 25 4+ b,r" ! es un polinomio Hurwitz para toda r > 0. De hecho se cumple que:
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bys" ' 4 bor s T 4 £ by 7P s by =
[b1(sT)" 4 by(rs) 2 4 oo+ by 1 (1S) + byt "

Por lo que las raices del segundo polinomio son las mismas que del primero pero
multiplicadas por r > 0. Ahora considere que escogemos ganancias de la siguiente manera:

1
by

Donde X es cualquier numero positivo real. Entonces existen matrices simétricas definidas
positivas P, y @), tales que:

I'=—(AS(r) 'p+r7'A0(r)~'b)

[A+1"c]T"P, + PJA+1"c] = -Q, <0

POr)b=c" <P [b r b - rl—”bn}T:“ 0 --- O}T

Con dicha seleccién se cumple:

bi(s"+ s 4+ 1T) = (s+rTIN) (b8 bor—1s""2 4 oo 4 bt

= ((s7) + ) (I (7”8)”71 + bg(rs)"*z by

Esto significa que:

IF=0Lrt b=l 2. . 0 =1lr"
(2.19)
bi(s" + 18" 4+ 1) = (s+0)(bys" L+ -+ by)

Esto demuestra que podemos asignar ganancias (" para cualquier r > 0 y la condicién
SPR se conserva, pero estas ganancias se vuelven pequenas con r grande, lo que con-
trarresta el uso de HG por lo que regresamos a ganancias normales [q,...,[,. En otras
palabras, no es posible combinar de forma directa alta ganancia con un observador estdti-
co adaptable, [11].

2.3. Sistemas con retardos

Los retardos se encuentran en muchos procesos biolégicos y se han estudiado desde
los inicios del ciclo pasado [41]. Primero se vieron en modelos epidemiolégicos en 1911
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(coincidencia que este afio resalte su importancia), ver [56], posteriormente hubo muchas
aportaciones entre 1920 y 1930 en modelos poblaciénales, en [59] se pueden encontrar
muchos de estos trabajos.

En el Quimiostato encontramos los retardos principalmente en la dindmica de creci-
miento, esto es natural ya que los microorganismos requieren de un tiempo para crecer y
poder reproducirse. También encontramos retardos al momento de medir concentraciones
ya que la mayoria de estas no es facil medirlas en tiempo real. En el presente trabajo
solo mostraremos resultados en sistemas lineales ya que es usual linealizar en un punto
de equilibrio deseado, usualmente el de méaxima produccién.

Los sistemas con retardos suelen considerarse problematicos pero se ha visto que agre-
gar un retardo puede ser beneficioso (ver [54]), por otro lado, su andlisis de estabilidad
suele ser complicado ya que se usa el sistema de D-particiones en el dominio de la frecuen-
cia, esta complejidad aumenta con el grado del sistema a tratar. Por otro lado, también
se han desarrollado métodos en el dominio del tiempo que nos permiten de forma mas
amigable determinar la estabilidad de un sistema (ver [33]).

El primer problema a tratar fue el retardo en el control, por lo que el desarrollo de un
predictor (predictor de Smith [62]) fue una respuesta natural. Sin embargo, se sigue tra-
bajando en el dominio de la frecuencia con una infinidad de raices. Posteriormente, surgié
la idea de tratar de eliminar la infinidad de raices con un control de forma adecuada, esto
se consigue en [43] pero aunque se muestra que pasa cuando la planta real y la nominal
no son idénticas, se requiere un conocimiento preciso del sistema a tratar para en verdad
anular la infinidad de polos.

Usando el enfoque de [33] se desarrolla en [34] una metodologia en el dominio del
tiempo para estabilizar este tipo de sistemas y se demuestra que es una generalizacién de
[43]. Esta ultima, da la impresién de poderse aplicar para el caso de observadores por lo
que se decidié investigar bajo que condiciones es aplicable.

Primero se describird el predictor, luego se mostrara su uso para ciertos sistemas con
retardos y finalmente el reto a superar.

2.3.1. Clasificacion de sistemas con retardo

Utilizaremos la clasificacién usada por Kharitonov en su libro [34] mostrada en orden
de aparicion en el mismo y definimos Ay y A; como matrices reales de dimension n, n.
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Tipo retardado simple o retardado

El retardo esta en el estado, es decir, la derivada depende de condiciones pasadas, se
puede resolver por intervalos y son descritos por:

X(t) = Agz(t) + Ayz(t —h), t>0

De este tipo seran los sistemas con los que trabajaremos més adelante.

Tipo retardado miultiple

La derivada depende de condiciones en diferentes puntos del pasado, son descritos por:

X(t) = Apz(t) +ZA:L’t— t>0

Aqui n pertenece a los nimeros naturales y suele suponerse que hy < hy < «-+ < hy,
note que no hay perdida de generalidad por la conmutatividad de la suma.

Retardo distribuido

Este tipo de retardos dependen no solamente de un punto en el pasado, sino de todo
un intervalo usualmente con algiin tipo de ponderacién, se describen como:

#(t) = Ao (t) + Aya(t — h) /G w(t+60)do, >0

donde G(#) es una matriz real de n x n definida en el intervalo [—h, 0].

Tipo Neutral

En estos sistemas la misma derivada depende del pasado, el caso linear es de la forma:

 [elt) ~ Dt = 1)) = Agw(t) + Avalt 1), 120

donde D es una matriz real de n x n.
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Tipo Neutral distribuido

Es una combinacion de los dos anteriores, la derivada depende del pasado y de un
intervalo, pueden ser de la forma:

0

% [z(t) — Dxz(t — h)] = Agx(t) + Ayz(t — h) + /_h G(0)x(t+0)do, t>0.

nuevamente G() es una matriz real de n x n definida en el intervalo [—h,0] y D es
una matriz real de n x n.

2.3.2. Estabilidad en sistemas con retardos

Matriz fundamental

Definicion: Sea el sistema retardado ([2.20)).

©(t) = Aox(t) + Az(t —h) (2.20)

entonces su matriz fundamental K (t) de n x n es aquella que satisface las condiciones:

K@) =1
K(t) = 0 Vi<O (2.21)
K(t) = AK(t)+ A K(t—h)

Matriz de Lyapunon retardada

Definicién 1 Decimos que la matriz U(§) € IR™™ es la matriz de Lyapunov del sistema
(5.15) asociada con la matriz simétrica W si satisface la siguientes propiedades:

1. Propiedad dinamica

aUu ~ -
LY v+ U -mi, €20 (222)
2. Propiedad simétrica
U(=€) =U"(¢). (2.23)
3. Propiedad algebraica
— W =U(0)Ag + U(=h) A, + ATU(0) + ATU(h). (2.24)
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Observacion 1 (Teorema 2.6 [3])]). Sea K (t). la matriz fundamental del sistema (5.15)),
entonces la matriz:

= /OO K®)ITWK(t).dt

es la unica solucion de las ecuaciones (2.22), (2.23)), (2.24).

Funcional de tipo completo

Dadas matrices positivas definidas W}, j = 0, 1, 2, definimos en el espacio PC([—h, 0], IR")
un funcional de tipo completo de la forma:

v(e) = @TU0)(0) +207(0) [°, U(=0 — h) A1ip(0)db+
J2, o7 (00)AT (ff]h U6, — 92)A1¢(92)d92) a6, + (2.25)

J2u S @)W+ (h+ 0)Waip(6)d6
Aqui la matriz U(€) es la matriz de Lyapunov del sistema ([5.15)) asociada con la matriz
W:W0+W1+hW2
La derivada del funcional a lo largo de las trayectorias del sistema ((5.15)) es tal que la
siguiente igualdad se conserva:

dv(ey)
dt
ver el teorema 2.13 en [34] para los detalles.

Existen constantes positivas dg y d; tales que el funcional (2.25)) admite un estimado
superior de la forma:

= () Woe(t) — €7 (t — h)Wie(t — h) — [°, € (t + 0)Wae(t + 0)d6, t > 0.

e) < GalleO) +61 | llo(O)|Pap (2:20

Ver lema 2.13 en [34]. Como el sistema ([5.15]) es exponencialmente estable, existen
constantes positivas [y, (1, tales que el funcional de tipo completo (2.25) admite un
estimado inferior de la forma:

o(0) > Bolle(O)]]? + b / PO (2.27)

ver lema 2.12 en [34].
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Predictor

Histéricamente la primera manera de lidiar con sistemas con retardo fue mediante
el uso de predictores [62] partiendo de un anélisis en el dominio de la frecuencia. Dicho
enfoque se ha preservado por mucho tiempo y tiene el inconveniente de volverse complicado
en relacion al orden de las derivadas. En el 2012 Kharitonov [33] presenta un predictor con
analisis en el dominio del tiempo que sistematiza su construccion y posterior analisis. Este
predictor es mostrado en y a continuacion se presenta una variacion que generaliza
un poco el resultado de Kharitonov:

0K (ty — ()
73

= —K(ty —§—h)A1x(§) + K(ty — §)Ax(§ — h)

Sl dK(t = a(§) = — [[7 K(ts =& = W) Aww(§)dE + [P K (ts — ) Ara(§ — h)dg
JEAK (t = ©)x(8) = — [P K(ts — & — D) A1 (€)dé + [} K(ty — 0 — h) Ay (0)de
2(ty) = K(ty—t)a(t) — [7 Kty — & — h) Ay (&) dg
+ [ Kty — 0 — R) Az (0)dE + [27" K (ty — 0 — h) Ay(6)do
2(ty) = K(ta—t)a(t) — [? K(ts — & — h) Az (§)d¢

+ [, K(ta — 0 — h)Ayx(0)d0 + [ K(ts — 0 — h) Ayx(0)do

2(t) = K(ta—t)a(t) + [, K(t2 — 0 — h)Ayz(0)do (2.28)

De se puede apreciar que es posible conocer el estado en tiempo %, si lo conoce-
mos en un intervalo ¢; — A que sea anterior a t5. La importancia de esto radica en que bajo
el caso donde tenemos acceso al estado completo pero con un retardo 7 nos es posible co-
nocer el estado en cualquier instante ty > t( si tomamos algin intervalo (ty—7 : to—7—h)
con ty < ty quedando de la siguiente manera:

2(ts) = K(ts—to—1)a(to—7)+ [T K(ts — 0 — h)A2(0)d6

to
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2.4. EIl modelo del Quimiostato

Un Quimiostato es un caso particular de biorreactor, para el lector que empieza a
involucrarse con biorreactores es recomendable consultar [14], aqui solo se mencionard lo
estrictamente necesario para comprender las "bondades” de estos sistemas.

Un reactor es un sistema donde se llevan reacciones quimicas por lo que al decir
biorreactor nos enfocamos a sistemas cuyas reacciones quimicas son debidas a seres vivos.
Estos pueden ser macroscopicos o microscopicos, nos enfocaremos en los microscopicos, y
se utilizan para obtener productos que solamente ellos son capaces de crear.

2.4.1. Microorganismos y sus usos

La fermentacién microbiana es un proceso en el cual una poblacion de microorganis-
mos se cultivan utilizando ciertos elementos nutritivos en condiciones favorables (como
luz, temperatura, pH, etc). Esto corresponde esquemdticamente a la transformacién de
sustancias en productos, resultantes de la actividad metabdlica de las células. Los com-
ponentes principales de la reaccion son:

- S; Sustratos: Son el alimento del microorganismo, usualmente contienen fuentes de
carbén como la glucosa, etanol, etc. y algunas beses nitrogeno (NO3,N Hy, etc.) y
fésforo (POy,etc.).

- X, Biomasa microbiana. Algunos modelos utilizan la biomasa y otros la densidad
de biomasa por unidad de volumen.

- P; Productos finales: por ejemplo: aceites, queso y cerveza en el caso de alimentos
agrios; solventes, encimas y aminoacidos en el caso de quimicos; antibiotico, hormo-
nas y vitaminas en el caso de medicinas; etanol y biogas para el caso de energia.

Cada tipo de microorganismo tiene caracteristicas relacionadas con su herencia genéti-
ca y su sistema regulatorio por lo que la fermentacién pude tener varios usos, como:

- Crecimiento microbiano: Lo que interesa es el microorganismo, como ejemplo tene-
mos la levadura.

- Produccion metabdlica: La atencion se centra en un producto del microorganismo,
como el etanol o la penicilina.

- Consumo de sustrato: El objetivo aqui es procesar una sustancia, como ejemplo se
encuentra el tratamiento de aguas.
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- Estudio fenomenoldgico: se enfoca en el comportamiento de un microorganismo.

La mayoria de los procesos biotecnoldgicos desarrollados a nivel industrial, usan cul-
tivos microbianos que estan constituidos por una sola especie de microorganismo para
la sintesis de un producto bien definido (cultivo puro). Sin embargo, en ciertos casos, se
pueden hacer crecer varias especies simultaneamente, pero esto sélo es posible si no son
demasiado competitivas.

2.4.2. Tipos de biorreactores

Existen diversas formas de clasificar biorreactores, entre ellas nos son ttiles para el
presente trabajo dos:

2.4.3. Por modelizaciéon matematica

Desde el punto de vista de la modelizacién matematica, los reactores bioldgicos se
pueden dividir en dos clases principales:

- Reactores de tanque agitado o STR de sus siglas en ingles (stirred tank reactors).
Estos se caracterizan por que el medio donde ocurre la reaccion es homogéneo y la
reaccién es descrita por ecuaciones diferenciales ordinarias.

- Reactores con un gradiente de concentracién espacial, donde la reaccién es descrita
por ecuaciones en derivadas parciales.

2.4.4. Por modos de operacién

Los modos de operacién de los biorreactores se caracterizan generalmente por los
intercambios de liquido, es decir, por el tipo de suministro de sustrato aplicado al reactor.
Se pueden distinguir tres modos principales:

- Modo discontinuo (o por lote). Todos los elementos nutritivos necesarios para el
crecimiento bioldgico se introducen en el comienzo de la reaccién. Ni adicién o
remocion se llevan a cabo. La reaccién tiene lugar a volumen constante. Las tinicas
acciones posibles del operador se refieren especificamente a las variables ambientales
como el pH, la temperatura o la velocidad de agitacion. Se requiere pocos recursos
para su implementacién, garantiza la pureza del producto, Una desventaja es que
casi no hay medios de control que hagan posible operar el fermentador para optimizar
el uso de los microorganismos. También adolece de una desventaja importante: el
suministro inicial de una alta cantidad de sustrato en general inhibe el crecimiento
de microorganismos que lo consumen, lo que resulta en un retraso.
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- Modo semi-continuo (o lote realimentado). En este modelo se agrega varios ele-
mentos nutritivos conforme los necesite el microorganismo. El producto es extraido
en intervalos y se recomienda cuando es peligroso liberar materia toxica residual,
tiene la ventaja que se puede evitar la inhibicion del crecimiento debido a altas
concentraciones de sustrato.

- Modo continuo (o Quimiostato). Es el méds ampliamente usado en el tratamiento
de aguas, el proceso continuo trabaja en estado estable para las condiciones de
suministro fijos. Generalmente opera en lazo abierto y se puede usar para estudiar
los fenémenos transitorios. Ademds, se pueden obtener producciones significativas
en reactores de tamano pequeio.

Discontinuo Semi-continuo Continuo
Figura 2.1: Modos de operacién de biorreactores

2.4.5. Modelado por balance de masa

El modelado de sistemas biolégicos es una tarea delicada porque no hay leyes que
caracterizan la evolucion de los microorganismos. Sin embargo, estos sistemas, al igual
que todos los sistemas fisicos, deben cumplir con normas, tales como la conservacion de
la masa, la electroneutralidad de soluciones, etc.

2.4.6. Esquema de reaccién

A nivel macroscépico, el esquema de reaccion de un proceso bioquimico describe el
conjunto de las principales reacciones bioldgicas y quimicas. Adoptaremos el formalismo
de [5] que es similar a la de la quimica, simplemente definiendo la transformacién de dos
reactivos A y B en un producto C en la forma siguiente:

A+B —C
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Por convencién, a diferencia de la quimica, no se consideran los coeficientes este-
quiométricos en estas reacciones. En general la velocidad de reaccion corresponde a la
tasa de crecimiento de la biomasa implicita.

Las principales reacciones de transformaciéon de la masa en un bioproceso son los
siguientes:

- crecimiento de los microorganismos y la biosintesis.

Si4+-+8,—X+P +---+P

- sintesis de un producto a través de metabolismo primario.
Sy+-+8 — P+ +P

En este caso, la fabricacién de productos no es dependiente del crecimiento bacte-
riano, sino que generalmente depende de las enzimas producidas por microorganis-
mo.

- Mortandad.
X — Xy

donde, X, corresponde a una biomasa muerta (mientras que X es la biomasa viva).

Sin embargo, esta ecuacion solamente puede ser completada por la adicion de la ve-
locidad de reaccién y coeficientes estequiométricos a ella. Es por ello que se va a preferir
expresar el esquema de reaccién en una forma mas completa:

kaA+kgB S keC+ X

Donde ¢ es la velocidad de reaccién, en este caso corresponde a la tasa de formacién
de biomasa. El ritmo de consumo de A es k4, el de B es kg mientras que el ritmo de pro-
duccién de C es ko. Entonces la tasa de produccion de C es K¢, y las tasas de consumo
de Ay B son k., y kp, respectivamente.

La eleccion del nimero de reacciones a tener en cuenta y los componentes que inter-
vienen en estas reacciones es muy importante para el modelado. Se lleva a cabo basada
en el conocimiento que tenemos sobre el proceso y las mediciones que podemos realizar.
El esquema de reaccién condicionara la estructura del modelo. Por lo tanto tienen que ser
elegidos con cautela, teniendo en cuenta los objetivos del modelo y de la precision que se
espera. El nimero requerido de reacciones y el esquema de reacciéon puede ser determina-
da directamente a partir de un conjunto de datos experimentales [7, [6]. Se considera que
el esquema de reaccién resume la distribucion de la masa y fluye entre varias reacciones
que intervienen en el proceso, y que los coeficientes de rendimiento son constantes. A
continuacién se muestra un ejemplo de [17] para aterrizar estas ideas.
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Ejemplo

Se va a considerar un ejemplo con digestion anaerébica. Este proceso de tratamiento de
aguas residuales utiliza bacterias anaerébicas para degradar la materia orgéanica (S7). De
hecho, es un proceso muy complejo, en el que un gran ntimero de poblaciones bacterianas
intervienen [48], [I5]. Si el objetivo es el control de este ecosistema, necesitaremos un
modelo relativamente simple. También vamos a limitarnos a considerar dos poblaciones
bacterianas. Por lo tanto, se supone que la dinamica del sistema se pueden resumir en dos
principales etapas:

- etapa de acidogénesis (velocidad de reaccién r(+)), durante el cual el sustrato S; es
degradado por bacterias acidogénicas (X7) y se transforma en dcidos grasos volatiles
(S2) y en CO4:

kS, 2 X kS, + Ry CO,

- etapa de metanogénesis (velocidad de reaccién r5(-)), donde los dcidos grasos volati-
les (VFA por sus siglas en ingles volatile fatty acids) son degradado en CHy y COs
por bacterias metanogénicas (Xs).

ks Sy Y X 4 ksC Oy + kgCH,

Las constantes k1, ky v k4 representan los coeficientes estequiométricos asociados con
el consumo del sustrato Sy, la produccién de VFA y CO, respectivamente en la etapa
de acidogénesis. ks, ks v kg representan los coeficientes estequiométricos asociados a el
consumo de VFA y la produccién de COy y C'H4 durante la etapa de metanogénesis.

Cabe senalar que este esquema de reaccién no tiene ninguna realidad biolégica ya
que las biomasas X; y X5 representan una flora de diferentes especies. Lo mismo sucede
para los sustratos S; y Ss que retinen un grupo de compuestos heterogéneos. Hay muchos
modelos para estos procesos que se pueden consultar en [30} 48|, 45] para més detalles.

2.4.7. Cinematica
Positividad de las variables

A priori, sabemos que existen un cierto nimero de limitaciones fisicas que el modelo
debe respetar: las variables deben permanecer positivas y son acotadas si las entradas de
masa al Quimiostato lo son. Estas limitaciones fisicas impondrén restricciones a la es-
tructura de r;(+). Algunas cantidades tienen que permanecer entre dos limites conocidos.
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A continuacion se presenta una condicién para garantizar que el modelo conserva esta
propiedad.

Propiedad 1

d
Para cada variable de estado &;, el campo d_i en el eje & = 0 debe de apuntar hacia la

parte aceptable del espacio, en otras palabras, la variable £ € [Lyin, Linas| debe de cumplir:

dg
i
dt

v
o

5 - Lmam =

Propiedad 2

La segunda limitacién importante que tendra que respetar la cinética de bioquimicos se
relaciona con el esquema de reaccion. La reaccién no puede tener lugar si falta uno de los
reactivos necesarios para la reaccién considerada. Esto se explica en la siguiente propiedad

Si & es un reactivo de la reaccion 7, entonces §; puede ser factorizada en r;.

T (57 U) = éjvij (57 U)

Por lo que se puede verificar &; = 0 = r;(§,u) = 0.

De la misma manera, para las reacciones asociadas con una biomasa X, también vamos
a tener la misma propiedad. Por lo tanto, se escribird una reaccién de crecimiento

ri(§u) = (&, u) X

El termino p; es llamado tasa de crecimiento especifico.

Tasa de crecimiento especifico

La tasa de crecimiento especifico depende fuertemente de las condiciones de operacién
y el medio reactivo. La expresién més utilizada es el modelo empirico de Monod [46] que,
para describir el crecimiento bacteriano, se utiliza la ley introducida al comienzo del siglo
20 por Michaglis Menten para la cinética enzimética.
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S

n = Mmaxm

Esta expresion, donde fi,q, es la tasa de crecimiento especifico maximo (1/h) y Kg
la constante de saturacion media (g/l), nos permite describir el fenémeno de crecimiento
limitado par la falta de sustrato y la ruptura completa cuando el sustrato ya no esta dis-
ponible. Tengamos en cuenta que las analogias con la cinética enzimatica se han utilizado
a menudo para determinar un modelo de crecimiento [19] [60].

Ademas, los fenémenos de inhibicion debido al exceso de sustrato se modelan general-
mente por la expresion de Haldane, introducido para el caso de las reacciones enzimaticas,
y retomado por Andrews [2] para el caso de reacciones bioldgicas:

S
s K,

donde Kj; es la constante de inhibicién (g/1).

Cabe senalar que se han establecido muchas otras relaciones algebraicas para describir
éstas restricciones o fenémenos de inhibicion, pero su uso sigue siendo marginal. De igual
manera, algunos modelos tienen en cuenta la influencia de la concentracion de microor-
ganismos, co-metabolitos, temperatura, pH (ver [I4] 4] 63] para més ejemplos).

El caso del oxigeno es un poco diferente, de hecho, en el caso de procesos que funcionan
en un ambiente aerébico, el oxigeno corresponde a un co-sustrato de la reaccioén, y por
lo tanto puede ser tratado como tal, es decir, interviene en la forma de un término tipo
Monod en la expresién de tasa de crecimiento especifico, lo que conduce a la siguiente

expresion:
< : ) ( O 2 )
,U ,umax KS + S K 2 —+ ()2

Con concentracién de oxigeno disuelto 02 (g/1) y Ko, la constante de saturacién media
para el oxigeno (g/l). Sin embargo, esta expresion se omite a menudo bajo la suposicién de
que el reactor esta suficientemente aireado por lo que Ko, es demasiado pequeno en com-
paracion de la concentracion de oxigeno disuelto presente en el reactor en circunstancias
normales.
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2.4.8. Modelo dinamico de biorreactores

Ya tenemos las ideas base necesarias para modelar cualquier tipo de biorreactor, lo
que presentaremos en la presente subseccion corresponde a modelos de Quimiostato (bio-
rreactores operando en lote o0 modo continuo) ya que la dnica diferencia es la presencia
de una tasa de diluciéon que sera tomada como entrada de control. Empezaremos dando
un modelo para un Quimiostato que se puede encontrar en [5] y es més general que el
presentado en [17]:

E = J(&+9E)D+9)

2.29
Yy = h(f)zfl ( )

donde
(&) = Kp(€);9(&) = (&in — &)

En esta representacion el estado es &€ = [£(¢), .., &,]T formado por las n concentraciones
denotadas por &;; en tato que &;, denota el vector de las posibles n-concentraciones de
alimentacién del Quimiostato. Por su parte, ¢(§) denota el vector de las m tasas de reac-
ciéon. Mientras que K es una matriz real n x m de coeficientes de rendimiento, que pueden
ser positivos o negativos dependiendo de si & es un reactivo o producto de la reaccion
respectivamente.

Como ejemplo podemos visualizar la dindmica de una sistema con un solo producto y
una solo sustrato, este estaria definido por:

& = 51/{(52) —&iu
§ = —?&u(fz) + (&2, — &2)u

Si realizamos las siguientes substituciones: K = [0 — 1/Y]", (&) = & (&) v &in =
[0 &, ]T se aprecia por inspeccién directa que el sistema ([2.30]) se transforma en ([2.29).

(2.30)
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Observador adaptativo de ganancias
constantes: Aplicacion a la
estimacion de contaminantes en
aguas residuales

En este capitulo se revisan los observadores adaptativos de ganancia constante para
sistemas no lineales, para los cuales hay relativamente pocas soluciones disponibles y para
algunos casos particulares. Se presenta un observador asintético de ganancia constante
para sistemas no lineales que tienen entrada lineal. Esto permite formular el diseno del
observador dentro del paradigma de desigualdades matriciales lineales siempre que se
cumpla una condicion estricta positiva real entre la perturbacion de entrada y la salida. El
observador propuesto se aplica luego a una gran clase de sistemas dindmicos: Quimiostato
que es no lineal y se utilizan ampliamente en procesos de fermentacion, cultivos celulares,
medicina, etc. De hecho, bajo ciertos supuestos practicos, existe el cambio necesario de las
coordenadas de estado del Quimiostato, lo que permite el uso del observador de ganancias
constantes. La teoria desarrollada se ilustra estimando la concentracion de contaminantes
en una instalacion de tratamiento de aguas residuales que utiliza la microalga Spirulina
maxima como agente de reduccion.

3.1. Motivacion

Los observadores adaptativos se introdujeron inicialmente para sistemas lineales a
principios de los setenta. En [26], se presentd el primer observador de sistemas lineales
de multiples entradas y multiples salidas (MIMO) con un algoritmo de adaptacién de
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parametros. Tanto el estado como el parametro desconocido se pueden estimar asintética-
mente siempre que se cumplan las propiedades de detectabilidad y excitacién persistente
(PE) de algunas senales internas del observador. Posteriormente, se propusieron los ob-
servadores adaptativos con convergencia exponencial en [27]. El anélisis puede extenderse
a sistemas con un término de inyeccién de entrada y salida posiblemente no lineal y la
perturbacion desconocida multiplicada por un vector constante en el lado derecho de la
ecuacion de estado, que es quizas el caso mas general en el que la PE se puede verifi-
car mediante alguna prueba clara. Esta teoria del observador se extendio a los llamados
sistemas de afinidad de estado asumiendo la existencia de algiin observador nominal ex-
ponencialmente estable y la propiedad PE; esto tltimo no es mas facil de probar, vea
[8], [66] y [51]. La investigacion sobre la teoria de observadores para sistemas no lineales
se desarrollé ampliamente a partir de la década de 1980 en [25], y en la década de 1990
en [57], [24], [53] y [58]. Se puede encontrar una descripcién excelente y completa de los
resultados fundamentales en la conocida monografia [44].

En esta seccién consideramos un observador no lineal de ganancias constantes, esto
es, un observador con una ecuacién diferencial adaptable de la misma dimension que el
vector de pardametros desconocidos. Para obtener mas informacion de observadores con
técnicas para diferentes perturbaciones, sistemas retardados y demas por el estilo puede
consultar [52] y [28].

La celebre teoria de observadores adaptables de alta ganancia lidia con sistemas uni-
formemente observables o que estén en forma estrictamente triangular, ver [44] y [20]; esto
se refiere a la dependencia del lado derecho del estado y la entrada. Un hecho limitante
es que se presupone que el parametro constante desconocido se multiplica por un campo
vectorial que tiene la misma dependencia triangular del estado, mientras que, en general,
la perturbacién entra en cada fila del lado derecho del sistema. En [2I] se presenta un
observador adaptativo de alta ganancia para una clase de sistemas no lineales de salida
unica uniformemente observable, en el que el uso obligatorio del parametro de alta ga-
nancia hace necesario analizar el caso cuando va al infinito, por lo tanto se conduce a una
resolucion de la condicién de EP como se indica en [20].

En [37] se propone un observador adaptable basado en el filtro de Kalman Extendi-
do cuyo anélisis es simple pero sus ecuaciones contienen términos complicados. En [10]
el pardmetro de incertidumbre es multiplicado por un campo vectorial mas general y la
prueba constructiva de la técnica basica de alta ganancia permite disenar ganancias con
valores razonables, esto es, las ganancias no necesitan ir al infinito y la propiedad PE debe
ser valida para valores de ganancia limitados. Este aspecto representa una clara ventaja
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respecto a otros enfoques, como los de [20, 21].

En contraste con el caso dindmico, hay pocos resultados disponibles para observadores
adaptativos no lineales de ganancia constante. Hasta donde sabemos, los principales lo-
gros del caso lineal y una generalizacién parcial para los sistemas no lineales se recopilaron
en la monografia [44]. En términos generales, se puede tener un observador adaptativo
estatico con identificacién del parametro desconocido siempre que la dindmica del error
del observador sea estrictamente positiva real (SPR) desde el parametro desconocido
hasta el error observado. Extendiéndonos a sistemas no lineales particulares que tienen
dependencia lineal del estado, la posible inyeccién de entrada/salida y la perturbacién
desconocida constante se multiplican por un vector constante y un escalar no lineal que
depende unicamente de la salida. Desafortunadamente, la aparentemente rica posibilidad
de q parametros desconocidos se comprime en una tUnica cantidad escalar, que depen-
de sélo de cantidades medibles (salida, entrada). Ademads, la fuerte suposicién adicional
que permite el uso de la propiedad estrictamente positiva real es una restriccion severa.
Ademads, no se pueden usar directamente los resultados [66] y[69] porque requieren que
el campo vectorial dependa tnicamente de la salida. Ademads, estos resultados requieren
algunos supuestos de estabilidad a priori que pueden ser dificiles de lograr.

Debido al éxito de las técnicas de alta ganancia, uno puede tener la tentacién de com-
binar esto con la adaptacion estatica siguiendo un enfoque pasivo estricto. Sin embargo,
la estabilidad del observador adaptativo de HG y las condiciones de SPR, conducen a ob-
jetivos simultaneos opuestos. Es decir, se puede obtener una alta ganancia estabilizadora
sin ninguna posibilidad de satisfacer la condicién SPR y viceversa. En este manuscrito, se
consideran observadores adaptativos de ganancia constante para sistemas no lineales. El
analisis se refiere a sistemas afines no lineales donde la perturbacién desconocida ingresa
linealmente a través del mismo canal de entrada. El diseno del observador depende de la
capacidad de solucién de una desigualdad matricial lineal (LMI) sujeta a una condicién
de tipo SPR entre la perturbaciéon y la salida del sistema. Nuestro objetivo es doble:
primero, proporcionar una combinacion del enfoque LMI con las condiciones de los ob-
servadores adaptativos de ganancia constante generalizando las de [44] y con condiciones
menos restrictivas que las de [42] o [61]; segundo, mostrar la aplicabilidad de la teoria
a la observaciéon de los estados desconocidos de una gran clase de sistemas no lineales
del proceso del Quimiostato con un componente constante desconocido simultaneamente
en la entrada (tasa de dilucién del sustrato). Con este fin, se proporciona un cambio de
coordenadas suave adecuado para el proceso no lineal del Quimiostato. Finalmente, el
disenio del observador paso a paso se ilustra en una cultivo continuo de Spirulina maxima
para el tratamiento de aguas residuales.
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Resumiendo, esta seccion contiene:

1. Una propuesta de observador adaptativo de ganancias constantes para una clase de
sistemas no lineales que generalizan resultados previos y constituye un paso hacia
adelante en la busqueda de soluciones factibles.

2. Se considera una clase amplia de procesos biolégicos que presentan dindamicas no
lineales complejas conocido como Quimiostato para los cuales es posible aplicar la
teoria desarrollada

3. Se presenta la validacién del desempeno y disenio del observador en un modelo no
linear de un Quimiostato para la remociéon de contaminantes en aguas residuales
mediante cultivos de Spirulina mazima.

3.2. Una propuesta de transformaciéon de estado no
lineal

Hasta el momento las metodologias expuestas para lidiar con incertidumbre en los
parametros requieren de cierta forma en particular o de condiciones en el vector de en-
trada, por ejemplo estar en forma estrictamente triangular o en forma adaptable, ademés
de satisfacer condiciones de tipo SPR para este ultimo caso, condiciones que no necesa-
riamente satisface la dindmica del biorreactor . La idea base es buscar una trans-
formacién de estados de manera que podamos obtener un sistema no lineal respecto al
estado pero lineal respecto a la entrada. Para el caso general de sistemas no lineales afines
& = f(x) 4+ g(z)u no se tiene una respuesta a esta propuesta; sin embargo veremos que
es posible encontrar una respuesta para el caso de sistemas dindmicos no lineales que
modelan el cultivo continuo de microorganismos. Mas adelante veremos que la obtencion
de un vector constante en la entrada permitira obtener a la condicion tipo SPR.

A continuaciéon proponemos el siguiente ejemplo para motivar la busqueda de una
transformacion ad-hoc para el sistema biorreactor. Considere el sistema mostrado en [17]
en la pagina 26, donde se describe la digestién anaerobia del proceso de digestion de un
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proceso de tratamiento de aguas residuales.

X, = () — Xju

X, = ro(+) — Xou

Sl —kﬂ’l(') + (Slm — Sl)u

52 kory(-) — kara(+) + (S2in — S2)u

C = kari(-) + ksra(-) — ge(§) + (Cin — Cu

el cual es un sistema de la forma & = Ko(€) + (& — &)u, (sic. ec. ([2.29)); donde
€ = [X1, Xy, 51,9, CIT, (&) = [r1,re)t, ki son y Si,, Cyn representan concentracio-
nes de sustratos y de contaminantes que alimentan al biorreactor, para mas detalles ver
[17].

Proponemos el siguiente cambio de coordenadas;

xr = ln(X1)7 To = ln(Xg);[L'g = l?’L(Slm — 51); Ty = ln(ng — SQ); Ty = ln(CZ — C),

(3.1)
de esta manera, se llega al sistema transformado:
Qfl = Tl(.> —Uu
cap(zr)
. T2 )
To = —Uu
exg(mg)
iy = im0 (3.2)
i
Ty = — 2r1() + s72() —u
exp(xy)  exp(xy)
. kari(+) ksra(-) ge(§)
Ts — — + —u
exp(zs)  exp(ws)  exp(ws)
el cual es un sistema de la siguiente forma;
= f(x)+bu (3.3)

donde b = [ -1,-1,—-1,—-1,-1 }T. El sistema anterior tiene la forma que buscamos, es
decir no lineal en el estado x pero lineal respecto de la entrada u. En lo que sigue veremos
que esta transformacion de apariencia sencilla se puede extender al sistema general del
biorreactor operando en modo continuo, ver sistema ([2.29)).
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3.2.1. Propuesta de una transformaciéon de estado: el caso del
Quimiostato

La transformacion es de poca ultidad si solo se cumple para el ejemplo anterior,
por lo cual surge la siguiente pregunta: ;En qué medida la transformacion es valida para
sistemas generales no lineales? veremos que la idea introducida en la subseccion ante-
rior puede aplicarse a una clase grande procesos bioldgicos conocido como Quimiostato.
Empezaremos recordando que el Quimiostato que es una generalizacion del concepto de
biorreactor operado en modo continuo , cuya representacion dinamica reproducimos
enseguida:

§ = f(&)+9(&)(u+9)

(3.4)
y = h)=4&,
Con f(&) y g(&) descritos como:
(&) = Ke(§)
9 = (-0 (35)

donde &;(t), .., &, son las n concentraciones en el vector de estados &; &;,, denota un vector
con las concentraciones de entrada en sus elementos. Por su parte, ¢(£) denota el vector
de las m tasas de reaccion. Mientras que K es una matriz real n x m de coeficientes de
rendimiento, que pueden ser positivos o negativos dependiendo de si & es un reactivo o
producto de la reaccién respectivamente.

Se adopta un modelo estdndar de ¢ basado en el hecho de que la reaccién solo ocurre
cuando todos los reactivos estan presentes. Es decir, la taza de reaccién es necesariamente
cero siempre que la concentracion de sus reactivos sea cero. Esto lo representamos de la
siguiente manera:

i (€) £ 6(©) (H sn> (3.6)

n~j
0 < 6;(¢) < Gmax (3.7)

Aqui la notacién n ~ j se refiere a que la multiplicacién toma lugar en los componentes
n que son reactivos de la reaccién j. A «;(€) se le llama taza de reaccién especifica ya que
es la taza de reaccién por unidad de cada reactivo y debe ser una funcién acotada por
consistencia.

Con esto en mente, podemos reescribir la ecuacion de la siguiente manera:
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€= KG(6)() + (&) (u+0) (3.8)

Donde:

T =1s1,...,sm]

G = _dliagM{Hé}

Como los modelos dinamicos de los Quimiostatos también deben satisfacen algunas
propiedades para hacer frente a un comportamiento biolégico realista, como la estabilidad
BIBS (bounded inputs bounded state), es decir, si las entradas son acotadas, los estados
también deben ser acotados, se analizaran bajo los siguientes supuestos:

Al.- La tasa de dilucién tiene la siguiente cota inferior:

0 < Upyin < U(t) Vit

A2.- Las concentraciones de dilucion estan acotadas de la siguiente manera:

0 S fmlu S gma:c V'L, \V/t

A3.- Cada reaccién involucra por lo menos un reactivo que no es un catalizador o auto-
catalizador.

Ahora presentaremos una versién ligeramente diferente de estabilidad BIBS dado en
[5] que nos ayudara a definir cotas de los estados.

Teorema 2 Considere el sistema dindmico de un Quimiostato dado por (3.4) vy que las
suposiciones A1 a A3 se satisfacen. Entonces, para toda entrada cuadrdtica integrable u(t)
y perturbacion de entrada constante 9, el estado del sistema es positivamente acotado para
toda t.

Una cota explicita del limite superior del estado se puede obtener si agregamos la
siguiente suposicion en las condiciones iniciales:
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A4.- Las condiciones iniciales de las variables de estado &;(t) tiene la siguiente cota superior:

Qnp, + Q)gmax

1n&a(0) + 3 (0) < & (3.9)

iel Umin
donde I y J son un conjunto de indices I = (ny,ng,...,ny), J = (my.ma,...,my,), n;
(¢ =1...,q) son los indices de los componentes (excluyendo &,) que intervienen en
la reaccion con el indice m; € J, m; (i = 1,...,p) son los indices de la reaccién que

involucra a &, como un reactivo (i.e. no un producto), y

>icr ki
a, = max =—=— >0
n jeJX iy =

nj
donde k;; denota la entrada (i, j) de la matriz K.

Corolario 1 Con las mismas condiciones del teorema anterior y suponiendo que A4 se
satisface, entonces las variables de estado &;(t) del sistema dinamico del biorreactor ([3.4])
son no negatiwvas y acotadas para todo t de la siguiente manera:

Fmam

Umin

1
& < max{l,— =& .-
a

n

}(an+Q)

Las demostraciones se puede encontrar en la pagina 53 de [5].

Ahora que ya hemos definido limites de las concentraciones y tenemos certidumbre
matematica de que nuestro modelo siempre estara en el ortante positivo y sera acotado,
podemos utilizar la transformacién antes vista sin temor alguno. Y en adicién a eso
podemos presentarla de manera formal.

Lema 1 Considere el sistema dindamico del Quimiostato (3.4)) y suponga que se cumplen
las condiciones A1 - A4. Entonces existe un una cambio de variable x; = «(&;(t)) dado
por:

tal que el sistema (3.4)) es transformado en la forma de (3.10), propiamente dicho:

sy = { &) o )

= f(x) + b(u+9),

) e (3.10)

donde:
f(x) = diag{exp(xy), - -, exp(r,)} " Kp(x)
b=[-1,-1,---,-1]"

y ¢(x) = @(§) con & =o' ().
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Demostracion 1 Primero note que cualquier estado dado © o concentracion del sistema
(3.4) se puede reescribir de la siguiente manera:

& =) (Hkijp; + (G, — &)u,

i~

Aqui la notacion j ~ i significa que la sumatoria se toma en las reacciones con indice j
que involucran los componentes de indice i, para mds detalles vea [17].

Ahora, de las condiciones del Lema, el teoremald y las propiedades del sistema se tiene
que tanto & como &, — & son positivas. Por lo que la funcion a(&;(t)) esta bien definida.
Con esto es posible analizar los dos casos posibles.

Para el caso en que &, = 0 tenemos el cambio de variable x; = In(§(t)), esto nos
lleva a:

. 1

 eap(zy)

i
Para el caso &, — & > 0, el cambio de variable esta dado por x; = In(&,, — &(t)) y por
eso:

_ 1

cap(;) ¢

Se tiene que todos los elementos del vector de entrada p son —1. Por su parte, los

terminos derivativosen el lado derecho de la ecuacion se pueen acomodar de la siguiente
manera:

f(x) = diag{exp(x1),- -, exp(z,)} T Ko(x)
Donde p(z) es p(a™t(x)). O
Es importante mencionar que el cambio de coordenadas propuesto puede ser aplicado

facilmente a una gran cantidad de modelos de bioprocesos citados en la literatura, por
ejemplo vea [I7].

3.2.2. Observador adaptativo de ganancia constante para una
clase de sistemas no lineales

Los observadores adaptables no lineales de ganancia contante son interesantes desde un
punto de vista practico por que son los mas rentables, en términos de la dinamica adicional,
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ya que solo se requiere una dimension igual al numero de parametros desconocidos. Por
otra parte, su estudio representa un reto tedrico interesante ya que las soluciones que
existen en la literatura consideran sistemas no lineales de estructuras muy restringidas,
cuyas condiciones de existencia son dificiles de verificar en la préctica, ver seccion 3.2.1.
Nuestra pretensién es la de proponer una solucién alternativa de observador adaptable
de ganancias constantes para una clase de sistemas no lineales, es decir aquellos que
son transformables a sistemas no lineales en el estado pero lineales en la entrada. Este
problema tienes sentido pues, como se vio en en el secciéon anterior, existe una clase amplia
de sistemas bioldgicos no lineales que satisfacen esta condicion.

Para entrar en el tema, consideremos un sistema no lineal afin en el estado (2.29) para
el cual existe un cambio de variables de estado z; = () de manera que el sistema
transformado tenga la forma dado por,

&= f(x) +b(u+9),
Yy = cr = c1y, (3.11)
c=[ec 0 -+ 0]

donde p es un vector constante, r € R" es el vector de estados; entato que; y, u, d represen-
tan la salida escalar, la entrada y la perturbacion constante en la entrada, respectivamente.

El problema de observacion considerado en este estudio se puede definir como sigue;
determinar condiciones de existencia de un observador para el sistema de manera
que simultaneamente se estime el estado del sistema x y se identifique el pardmetro des-
conocido 9.

Para abordar este problema, se puede notar que la adaptaciéon es un requerimiento
indispensable ya que la perturbacién d no puede ser considerada como una entrada de
control activo. Por ello proponemos la estructura de observador tipo Luemberger (copia
del sistema mds una inyeccién de salida) més una ley de adaptacién de ganancia constate
para el parametro desconocido, la cual esta dada por,

2 = f(2)+blut¢)+lc(z —x) (3.12)
QS = —kce, k>0

donde k es una constante positiva que determina la ley de adaptacién la cual es funcion
del error de observacién dado por e = z — x.

El principal resultado teérico de este capitulo es formulado como sigue.
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Teorema 3 Considere el sistema y sea A la matriz Jacobiana de f(x) que se
asume acotada en un conjunto compacto Q@ C R". Ahora, suponga que se satisfacen las
desigualdades matriciales dadas por,

ATP+ PA+ YT +Ye < —2Pk; —Q <0
(3.13)

donde P,(Q) son matrices simétricas definidas positivas, Y es un vector n X 1 tal que
| = P7'YY y ki es una cota Lyptichitz de Ax — f(x). Bajo esta condiciones el sistema
es un observador asintdtico del sistema (3.11)).

Demostracién 2 Comencemos por determinar la dindmica del error, e(:) = z — x, la
cual esta dada por,

%e(t) = f(2) = f(x) + le(z — 2) + b(¢ — ).
d
Je(t) = f(2) = f(z — ) + lee + b(é — )

%e(t) = Ae+lce+b(p—3d)+ Ole)

donde A = % (z%) y 2* es algin valor de estado dentro del conjunto acotado Q. Por su
parte el error de estimacion del parametro desconocido, denotado por €, esta dado por,

E=¢p—290
de donde se deduce que, .
E=0¢
A continuacion, considere la forma cuadrdtica siguiente,
L 7 L,
V(t) = 5]{;6 (t)Pe(t) + 3¢ (t), k>0

la derivada de ésta funcion candidata de Lyapunov a lo largo dela dindmica del error
satisface la siguiente expresion,

d 1
EV(t) = 5keT(t)[ATP +PA+YT +Yde+ -

-+ kel (t) Ppe + ke (1) PO(e) + ¢e
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d 1

Ev(t) = 5k:eT(t)[ATP +PA+YT +Yce+ -
o+ kel (H)PO(e)
ahora bien, de las condiciones del teorema se tiene que,
1
%V(t) < —§keT(t)Qe(t) — ke" (t) Pkre(t) + ke’ (t)PO(e)

d T T

%V(t) < —ke' (t)Pkre(t) + ke’ (t)PO(e)
d
—Vi(t
dtw ) <0

Por lo cual se cumple que,
e —0 cuando t— oo.

Ahora falta mostrar que € también converge a cero, para lo cual podemos usar el principio
de invariancia de LaSalle.

Consideremos, entonces, la variable aumentada [e, €]’ , que de acuerdo con el principio
de LaSalle, se debe mostrar que el conjunto [0, €]” no es invariante en el tiempo positivo.
La dindmica en este conjunto esta dada por,

e=10be; e=0

de manera que, para cualquier € # 0, no es posible conservar la condicion e = 0, es decir
? ) )
que el conjunto [0, €] no es invariante en el tiempo positivo. Por lo anterior se tiene que,

¢ — 0 siempre que t— 00,
esto significa que se obtiene el objetivo de observacion adaptable con identificacion del

pardmetro desconocido.

Conviene senalar que k no interviene en la desigualdad matricial condicion (3.13) del
Teorema, por lo cual puede ser escogida de manera independiente. Por lo anterior, un
valor de k relativamente grande mejorara la velocidad de convergencia. 0

Comentario: La desigualdad matricial (3.13)) no es una LMI puesto para las variables
de decisién son P, Q y Y. No obstante, (3.13]) es equivalente a la desigualdad siguiente,

PIAT + APTP 4+ 0l + 107 < —2P 7'k —Q (3.14)
bajo la restriccién b = P~!c?. Por lo cual, la estructura de una LMI se preserva con

variables de decisién P71, Q vy .
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3.2.3. Aplicacién a un bioproceso de remocion de contaminantes
en aguas residuales

Esta seccion se refiere al diseno del observador adaptativo de ganancia constante desa-
rrollado previamente, para el modelo de una instalacion de tratamiento de aguas residuales
basada en la dindmica de crecimiento de Monod. Primero, de acuerdo al Teorema [2] se
conserva la propiedad de consistencia biolégica de la invarianza de estado en el ortante
positivo. Con base en esto, el sistema se transforma para abordar el diseno del observador
adaptativo de ganancia constante.

Aqui, consideramos un cultivo de microorganismos continuo donde la biomasa ()
es, por principio, capaz de eliminar los contaminantes que sirven como sustrato (s).
Comunmente, las relaciones de balance de masa conducen a la siguiente descripcion ma-
tematica,

r = zu(s) —z(u+9)

(3.15)
§ = —az'ou(s) + (ag — s)(u+6)
donde la ley del crecimiento de microorganismosde Monod viene dada por:
as
= 3.16
uis) =~ (3.16)

y a; es la tasa de crecimiento maxima, as es la constante de saturacion, as es el coeficiente
de rendimiento y a4 es la concentracion de sustrato de entrada. La entrada de control es
la tasa de dilucién u(t) que alimenta el biorreactor, y el canal de entrada estd afectado
por un factor de dilucién constante desconocido ¢ # 0.

Observe que, sin ningun factor de dilucion adicional que sea variable en el tiempo de la
entrada de sustrato, se puede considerar como un control activo. Luego, la perturbacion
desconocida constante ingresa al sistema para ser controlada y observada a través del
mismo canal que la entrada conocida y controlada.

Debido a que las entradas permisibles u(t) son todas funciones integrables al cuadra-
do, y la perturbacion externa ¢ es un nimero constante, se pueden enunciar las siguientes
afirmaciones:

1 El ortante positivo O := {x > 0, s > 0} es invariante hacia adelante en el tiempo con
respecto al sistema ((3.15)) para cada senal de entrada integrable u(t) y perturbacién
0.
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11 Cada solucién del sistema (3.15]) que comienza en el ortante positivo O estd acotada
para toda senal de entrada integrable u(t) y perturbacién § acotadas.

Estas afirmaciones son una consecuencia directa del teorema [2 Se puede encontrar una
prueba alternativa en[10].

Transformacion del Sistema: A partir de los hechos anteriores, se pueden restringir
los estados del sistema al conjunto z > 0y 0 < s < ay. Entonces, segin el Lema [T} existe
una transformacién de estado dada por:

ry =In(x), w3 =1In(ay —9),
x =exp(r1), s=as—exp(za)

Por tanto, las ecuaciones se pueden expresar como en , donde las per-
turbaciones externas y de entrada pasan por un vector de entrada constante. Por tanto,
es posible utilizar un observador como el desarrollado anteriormente, es decir, la plante
quedara como:

- a1y — arexp(r2) (u+ )
as + as — exp(w2) (3.17)

iy — exp(z1) aias —arexp(zs) (u+ 0)
az exp(zsa) ag + a4 — exp(zs)

Se puede apreciar que Eq. (3.17)) no esté en forma de observador adaptativo. Ademas,
se puede ver que b = [ =1 —1 |7, por lo que no sostiene que b; > 0 o que bys + by es
Hurwitz. Como consecuencia, no es posible utilizar el enfoque dado en [44].

Diseno del observador: Para simplificar el disefio del observador, escribamos el
sistema transformado (3.17)) en la siguiente forma compacta:

{ ii ] - { fl(xgjgljgiz)hxg) } * { j ] (u+9) (3.18)
donde,
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Entonces, de acuerdo con el Teoremal[3] el observador de ganancias constates estd dado
por:

| filz2) falzr, 22)
¢ = —kce

Ahora, calculemos las siguientes derivadas parciales:

. { fi(z2) } i { :1 } (u+ @) + lce (3.19)

Fop = 0f1(29) _ —may exp(zz)
P 0 (as + ay — exp(29))?

fon 1= 0f1(22) (21, 22)
22 1= 9 =

—asay + 2az exp(z9) — (ay — exp(z9))?
az exp(z2)(as + ay — exp(zq))?

= exp(z1)

Tenga en cuenta que ambas derivadas parciales de f1(z2) v fi(22) - fa(x1, 22) con res-
pecto a z; son iguales a cero, lo cual se debe al hecho de que z; = z; , porque este ultimo
esta disponible para la medicion.

Como consecuencia, el error e(t) = z(t) — z(t) dindmica viene dado por:

o) { al fiol(z) | ] (f) + { ! } e+ O(e) (3.20)

cily  faar(w1, 20

Ahora, recordando que s < ay4, luego s < ay—sa para algin sp > 0, se pueden obtener
los siguientes limites ttiles:

a104 2 a1a25A

— < 29) < — 3.21

as f12< 2) (a2 T ay — SA)2 ( )

—maimar{z} (aﬁ;““) < faolir, 23) < 0. (3.22)
asSA a?

En la bisqueda de una solucién numérica para las desigualdades del Teorema [3], es
més conveniente usar la formulacion equivalente dada en la Observacion 1, a saber:

N T A

-1 0 f12 0 f12 -1
P {ch{O me +{lc—i—{0 meP (3.23)
< 2P 'k, — P'QP ' <0 (3.24)
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donde:
P=P">0, Q=Q">0

Pbh — P11 P12 _ -1 _|“a —
P12 D22 -1 0

Como se menciond anteriormente, la bisqueda numérica se puede restringir al siguiente

de tal forma que:

dominio:
o a1Qy a1 Qs
E —_ —_
f12 { a2 ) (a2 —I— a4 . a)z } )
. —ajagmax{x} (as+ ay
f22 S { ( 2 70 .
aso as

Por lo tanto, si existe alguna solucién al LMI dado en la Ec. (3.24)), entonces existird
un observador adaptativo de ganancia constante para system (3.17) o equivalentemente,
system ([3.15]).

3.3. Simulacién numérica

Los parametros nominales del modelo se ajustaron a partir de los datos experimentales
de un cultivo discontinuo de microalgas verdiazules Spirulina mazima; ver [10]. Para ser
precisos, los parametros nominales, las condiciones iniciales, la tasa de dilucion de entrada
(perturbada) u, el estado inicial y las ganancias del observador son las siguientes:

1. Pardmetros nominales (obtenidos de [55]):

ap  ay a3 ag maxr(x)
0.027 25 3.45 205 5H534.75

2. Condiciones iniciales del sistema y observador:

331(0) = 21 (O) 1'2(0) 22(0)
) 150 160
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3. Resultados de LMI eqref LMI2solve para sp = 0.1:

0 —1.4x10°6
A= [0 —3.985 ]

P { 500.7501  —499.7501 }
—499.7501  499.7501 (3.25)
| 2.5048 —2.5023 1
©= { ~2.5023 24998 1 x 107,
kr = 3.984.
4. Valores de entrada y perturbaciones:
t(h) | 0—400 400 —800 800 — 1200
u(t) 0.01 0.01 0.01
o(t) 0 0.001 -0.001
5. La dinamica del observador estd dada por:
: fi(z)
= +plu+¢)+1
Z' [ fi(22) fo(1, 22) plutg) + lee (3.26)
¢ = —kce

donde:

El software utilizado en la simulacién numérica fue Matlab® con ode45, una tolerancia
relativa de 1 x 1073, y una tolerancia absoluta de 1 x 1073, mientras que Yalmip y Sedumi
se utilizaron para resolver el LMI Eq.(3.14)).
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Las ganancias del observador se calcularon dependiendo de la matriz jacobiana del
campo vectorial f(x) valorado en z; = x1 = 13.2312 y 2z, = 13.0869. La salida medida se
corrompi6 con una senial emitida por una funcién de generador de ruido Gaussiano wgn
a cero dBW de magnitud £0.015 mgL~' de MATLAB.

El estado del biorreactor, formado por la concentraciéon de biomasa (z) y la concen-
tracién de sustrato (s), con valores de entrada/perturbacién (u+ ) dados en la tabla del
elemento 4, se muestra en la Figura 3.1} A su vez, el sustrato del biorreactor y el sustrato
del observador de ganancia constante afectados por el ruido de salida se muestran en la
Figura [3.2] donde es posible ver que después de un tiempo inicial, el observador adapta-
tivo converge al sustrato del sistema. Tenga en cuenta que el estado observado es robusto
frente a las perturbaciones de entrada de 10% (u + d = 0,0015 &+ 10 %u) en ¢ = 400, 800.

Biomass
= = = Substrate | -

_________

600 800 1000 1200

Figura 3.1: El biorreactor indica la respuesta para el estimulo de entrada/perturbacion,
La biomasa (z) es la linea continua y el sustrato (s) la linea discontinua.

Pégina 48



Seccién 3.3 Capitulo 3

180

160 = :

140

120

100

mgL'1

1000 1200

0 I I I I I
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Figura 3.2: Dindmica del estado observado (sustrato). Sistema (linea continua) y obser-
vador de ganancia constante (linea discontinua).

Para ilustrar las ventajas de la adaptacion propuesta, hemos elegido el observador
clasico de alta ganancia dado en [24]. En la Figura se puede ver que el observador
de alta ganancia no puede dar una estimacién razonable del sustrato en presencia de
perturbaciones de entrada o ruido de salida. Como es sabido, el observador HG muestra
fenémenos de picos (peaking phenomenon), incluso sin seniales de salida ruidosas; tenga
en cuenta que el sustrato estimado también muestra una brecha con respecto a los valores
reales de concentracién del sustrato; vea la linea discontinua blanca en el acercamiento de
la Figura (3.3]
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400

350

300

250

200

150

0 200 400 600 800 1000 1200

Figura 3.3: Estimacién del sustrato por alta ganancia (HG). La linea continta es el estado
real, la linea discontinua es el estado HG con ruido de salida y la linea discontinua blanca
es el estado HG sin ruido de salida.

%103

>

mgL™"

i
£

0 200 400 600 800 1000 1200
Hrs.

Figura 3.4: Estimacion de la perturbacién de entrada & del observador adaptativo de
ganancia constante.

La perturbacién observada se muestra en la Figura[3.4l En ausencia de perturbaciones,
el valor observado converge a cero en alrededor de 300 h. Cuando la perturbacién esta
presente en el tiempo t = 400,800 h, la perturbacion observada sigue a la perturbacion
real después de un tiempo de convergencia relativamente corto, a pesar de la presencia de
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ruido de salida.

mgL‘1
o
o=

0 200 400 600 800 1000 1200

mgL 1
Lo=n

0 200 400 600 800 1000 1200
mgL'1

Figura 3.5: Errores de estimacién por el observador adaptativo de ganancia constante: a)
error en la biomasa, b) error en el sustrato, y ¢) error en la perturbacién de entrada.

En la Figura [3.5] se pueden apreciar los diferentes errores entre los estados reales y
observados. Tenga en cuenta que el error en la biomasa se debe a los términos de inyec-

cién de salida de correccién del observador; ver Eq. (3.19). Si bien los errores de sustrato

y perturbacion son relativamente pequenos, convergen a cero en poco tiempo en lo que
respecta a la dinamica del sistema.
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Capitulo 4

Observador adaptativo robusto de
ganancia constante: Estimacion de
bio-etanol en un cultivo continuo de
microorganismos

En este capitulo se presenta la extension del observador adaptable de ganancias cons-
tantes al caso en que la dindmica f(z) del sistema & = f(x) + g(x)u no se conoce con
precisién, se asume que es acotado y que existe una campo suave, f(z), que es préximo a
f(z) en el sentido que la norma || f(z) — f(x)|| es una funcién acotada. En nuestro caso, la
motivacién es que los bioprocesos se caracterizan por un comportamiento dinamico com-
plejo, no linealidades, incertidumbre del modelo, variaciones de parametros impredecibles,
etc. Ademas, las variables mas representativas suelen ser no accesible para la medicién en
linea. En este contexto, el desarrollo de algoritmos robustos y confiables para la observa-
cién de variables es de interés primordial, tanto para el control de procesos como para su
monitoreo, [16], [22]. En este seccién nos concentraremos en las tazas de reaccién ¢(-) de
la ecuacion , también llamadas cinéticas de crecimiento, ya que estas determinan
el comportamiento dinamico, son dificiles de estimar y con frecuencia las especificaciones
de productividad y desempeno son dadas en términos de la taza de crecimiento de los

microorganismos [67].

Dentro del contexto planteado, el objetivo de esta seccion es el analisis de las propie-
dades de robustez del observador adaptable de ganancia constante ante dinamicas
parcialmente conocidas o incertidumbres dindmicas y perturbaciones constantes externas
en la entrada, tal que de manera simultanea se realice la observacion del estado y la esti-
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macién del parametro desconocido. Como prueba de concepto, se presentara la aplicacion
de la teoria al caso de un proceso de produccién de bio-etanol a partir de residuos agro-
industriales cuyo modelado se basa en resultados experimentales reportados en [I§].

4.1. Motivacién del estudio de la produccion de bio-
combustibles

Los biocombustibles son una solucién para superar los problemas ambientales, por
ejemplo, el biodisel es una alternativa mas limpia en comparaciéon con los combustibles
fésiles porque reduce en un 67 % los gases de efecto invernadero [1], y el butano ofrece
un mejor rendimiento del combustible y menores emisiones gaseosas y mayor contenido
energético que los procesos actuales para la produccién de etanol [35]. Hay muchas formas
de obtener etanol a partir de cultivos verdes [50] pero controlar el proceso puede ser dificil.

Los biorreactores son dispositivos para el cultivo controlado de microorganismos, por
lo que se presentan complejas reacciones biolégicas y quimicas. Frecuentemente el funcio-
namiento 6ptimo de tales procesos requiere de una estimacion en linea de algunas variables
esenciales como la biomasa, los sustratos o las concentraciones de bioproductos. Desafor-
tunadamente, medir en tiempo real pueden ser muy costos o estar disponibles solo para
una cuantificacién a posteriori [9]. Una alternativa son los observadores dindmicos basados
en modelos matematicos, también conocidos como sensores suaves para la estimacion de
estados en tiempo real. El diseno de observadores puede ser una tarea dificil, porque los
modelos dindmicos de biorreactores involucran dindmicas no lineales complejas, parcial-
mente conocidas, que operan en ambientes ruidosos y estdn expuestos a perturbaciones
externas, [5]. Se pueden mencionar las técnicas de sensores suaves basado en redes neuro-
nales [12] pero tienen algunas limitaciones como: necesitar muchos datos para entrenar la
red, la topologia y la forma de la red se suele elegir mucho sobre una base heuristica, la
determinacion de una estructura “éptima” es a menudo un problema o una especificacion
excesiva de la red, ver [47]. Otros enfoques se basan en observadores dindmicos no lineales
como los observadores de alta ganancia que son capaces de lidiar con las no linealidades
de los cultivos dindmicos [29] [65] [10], donde el mayor inconveniente es la alta sensibilidad
a mediciones de salida ruidosas [31].

En este capitulo, suponiendo que solo la concentracion de biomasa esta disponible para
la medicion en linea, se abordan el problema de estimar las concentraciones de sustrato y

producto con la ayuda de un observador no lineal adaptativo. A grandes rasgos, consiste
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en una transformacién que lleva el sistema a la denominada forma integradora de tal
manera que se puede disenar un observador adaptativo no lineal basado en desigualdades
de matrices lineales para estimar la concentracion de sustrato. Entonces, suponiendo que
tanto la biomasa como las concentraciones de sustrato estan disponibles, el sensor suave
se aplica nuevamente para estimar la concentracién del producto (biocombustible) y re-
chazar las constantes perturbaciones de entrada que podrian estar presentes en el sustrato
de entrada.

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar una metodologia para el diseno facil
de un sensor suave robusto para la estimacion en tiempo real del proceso de produccion
de etanol mostrado en [18], donde los desechos agroindustriales se utilizaron como fuente
de glucosa para Saccharomyces cereviasiae CDBB 790.

El diseno se basa en un modelo matematico del cultivo biolégico antes mencionado, por
lo que existe una relacion entre la completitud y la utilidad del modelo frente al contro-
1/observador, es decir, el modelo podria ser demasiado complejo para fines de observacién
o podria ser inexacto para reproducir un comportamiento biolégico razonable. Tal situa-
cion nos lleva a considerar un modelo con incertidumbres paramétricas en presencia de
posibles perturbaciones en la afluencia de alimentacién. En este trabajo, la inexactitud
de los parametros se aborda usando un enfoque LMI mientras que las perturbaciones de
entrada se manejan usando un enfoque adaptativo, [3] [36] [68] [38] [64]. Aqui nos ocupa-
mos de la inexactitud utilizando caracteristicas adaptativas y un LMI debido a su solidez
3] [36] [68] [38] [64].

El proceso de produccién de bioetanol en un biorreactor con cultivo continuo para la
produccién de biotenal considerado en este trabajo se puede modelar por medio de las
ecuaciones dindmicas del Quimiostato (3.4]), es decir,

E = J&)+9(&)(u+0)

(4.1)
Yy = h(g) :€17
donde f(§) y g(§) estan dados por:
e+ »
F(&) = | —yolm(s) +47p) + ranals) | 5 g(€) = | (sin — 9)
S p —
T i2(s) b
el vector de estados &7 = [£,&, &3] = [z, s,p] esta formado por las concentraciones de

biomasa x, sustrato s y etanol p respectivamente. Denotamos con zu(s) v xus(s) las
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tasas de reaccion de la biomasa y el etanol, respectivamente. La concentracion de sustrato
de entrada se denota como s;,, mientras que D es la tasa de dilucién, ¢; es un pardmetro
constante real, d es una perturbaciéon de entrada constante, tal que D + 6 > 0. Conviene
notar que f(z), g(z) h(z) son un campos vectoriales suaves, globalmente uniformemente
Lipschitz en un subconjunto €2 de R™ que es invariante en tiempo positivo bajo la dinami-
ca del sistema anterior para cualquier entrada admisible, ver Teorema [2]

Se eligié este modelo [5] ya que representa un buen compromiso entre precisién y
simplicidad, esto ultimo facilita la simulaciéon numérica y permite continuar con el tema
del diseno del observador. Este modelo preserva la propiedad de que sus variables son
positivas y acotadas (Teorema , por lo cual sera posible realizar el cambio de coordena-
das propuesto en el Lema [I} El contexto de robustez consiste en suponer la presencia de
perturbaciones externas y que la dindmica del sistema (f(£)) no se conoce de manera pre-
cisa, i.e., se considerard que el observador tiene velocidades de reaccién (zu1(s) y zua(s))
diferentes a las de la planta, esto con el fin de tomar en cuenta la falta de precision entre
la planta nominal y el original.

El manuscrito esta organizado de la siguiente manera. La seccién posterior esta dedi-
cada al andlisis y diseno del observador adaptable robusto de ganancia constante . Para
esto el Jacobiano del sistema en torno a ciertas condiciones operativas permite llevar un
andlisis paramétrico robusto basado en desigualdades de matrices lineales cominmente
conocidas como LMI s, aqui se discuten brevemente los problemas de solucién numérica
de la solubilidad de los LMI“s. Enseguida, con base en los resultados tedricos obtenidos,
se presenta el diseno del observador porpuesto para el modelo del cultivo continuo de Sac-
charomyces cereviasiae CDBB 790 para la produccién de bioetanol a partir de desechos
agroindustriales; dicho modelo esta basado en los resultados experimentales reportados en
[18]. Finalmente, las propiedades de robustez del diseno propuesto se validan en un estudio
de simulacién que premitira evualuar el desempeno del observador ante perturbaciones
externas e incertidumbre en la dindmica del proceso.

4.2. Observador adaptable robusto de ganancia cons-
tante basado en LMIs

Esta seccion tiene por objetivo mostrar que el observador adaptable de ganancia cons-
tante (3.12)) presentado en la capitulo anterior posée ciertas propiedades de robustez ante
dindmicas parcialmente conocidas.
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Considere el sistema no lineal dado por:
= f(z)+ b(u+9),
Yy =cx =121, (4.2)
c= [ cgc 0 --- 0 }

donde p es un vector constante. Ademads, f(-) es un campo vectorial suave, z € R" es
el vector de estado, mientras que y,u,d son la salida escalar, entrada y perturbacion de
parametro constante respectivamente.

Hipotésis 1: Suponga que existe un campo vectorial suave f(z) = f(z)+Af(x) donde
f(z) y f(x) son Lypchitz. Mas ain, Af(x) es acotada, es decir ||Af(z)] < o.
En lo que sigue necesitaremos la siguiente definicién:
Las soluciones del sistema & = f(z) + g(z)u son:

» uniformemente acotadas si existe una constante ¢ independiente de tq > 0, y para
todo a € (0, ¢) existe un 5 = (a) independiente de ¢, tales que

[z(to)ll < a=llz@®)| <5Vt =10,

= utlimamente uniformemente acotadas, con cota ultima [, si existe una constantes
B, ¢ independientes de ¢ty > 0, y para todo « € (0, ¢) existe un T' = T'(«, ) indepen-
diente de t; tales que

[z(to)| <=z <B V¥Vt =1to+T.

Para abordar este problema retomaremos la misma estructura del observador adaptable
de ganancia constante con la diferencia de que solo se conoce la dindmica f(z) la
cual no necsariamente coincide con la dindmica f(z) del sistema (4.2). Por lo anterior
proponemos el observador dado por,

z2 = f(2)+blu+¢)+lc(z—x) (4.3)
¢ = —kee, k>0

donde k es una constante positiva que determina la ley de adaptaciéon la cual es funcion
del error de observacién dado por e = z — .
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Ahora estamos en posicion de presentar la contribucién tedrica de esta seccién para el
problemas de estimacién de estado robusta ante perturbaciones aditivas en la entrada y
dindmica parcialmente conocida.

Teorema 4 Considere el sistema y denote A como la matriz Jacobiana de f(x) la
cual se asume acotada in cierto dominio @ C R"™. Suponga que satisface la desigualdad
lineal matricial (LMI) dada por,

ATP+ PA+ YT +Ye < —2Pk; —Q <0
(4.4)
Py = T

donde P,Q son matrices definidas positivas, Y es un vector n x 1 tal que | = P~1Y y kg,
es la cota Lyptchitz de Ax — f(x). Bajo estas condiciones el sistema dindmico dado por

i o= f(2) +b(ut o) +lc(z —x);

¢ = —ke(z—1x), k>0, (45)

es un observador ultimamente uniformemente acotado de .

Demostraciéon 3 Comencemos por notar que el error del observacion, e = z — x, satis-
face la siguiente dindmica:

ge = [(z) = flx) +lc(z — ) + b(p — 0)
= f(z)— f(x) + Af(x) +lce + b(¢p — 9)

= Ae+lce+b(d—08)+Af(x)+ O(z,e)

donde A = % f(2*), tal que z* es algiin valor del estado que pertences al conjunto acotado
Q. En lo que sigue denotaremos al error de estimacion del paramétro desconocido como
SigUe,

€e=¢—09,
es decir, .
€ = .
Para continuar, propongamos la funcion candidata de Lyapunov siguiente,
1 1
V(t) = 5/lceT(t)Pe(t) + 5eQ(t), k>0
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la derivida de ésta funcion evaluada en las trajectorias de la dindmica del error es,

1 _ _
%V(t) = 5keT(t)[ATP +PA+YT +Yde+ -

oo ke (t)Pbe + ke (t)PAf(x) + keT () PO(e) + ¢e

d 1 - _
EV(t) = ékeT(t) [ATP+ PA+Y T +Ydedt -

o kel () PAF(x) + keT () PO(e).
De las condiciones del teorema, se llega a,

d 1. 7 T
%V(t) < —§ke (t)Qe(t) — ke” (t)Pkre(t) + - -

o+ kel () PASf(z) + keT (1) PO(e)

%V(t) < —keT (t)Pkpe(t) + keT (1) PAf(z) + keT (1) PO(e)

%V(t) < —ke" (t)Pkpe(t) + ke’ (t) PAf(x)

d
V() < —Kllel*krAn(P) + k[l Pllo

%V(t) < —klle[[{llellkzAm(P) — | Pllo}

de donde se tiene que

d P
aV(t) <0 para toda || >v; v= kL“)\T”(QP)

de esta manera la derivada en el tiempo de V (t) sera negativa fuera del conjunto compacto
B, = {e; |le| < v}, es decir que todas las trayectorias de e(t) que esten fuera de B,
entraran en este conjunto en un tiempo finito T y permancerdn dentro para todo t > T.
De hecho, se puede escoger un e tal que p < £ < ¢ de manera que V(t) < 0 en el
congunto anular A = {e <V (t) < ¢}, lo que significa que V (t) es decrece mondtonamente
respecto de t en A hasta que la solucion entra en el conjunto {V(t) < e}. A partir de
ese momento la trayectoria permanecerd en dicho conjunto ya que V(t) es negativa en la
frontera V (t) = . Por lo anterior se concluye que e(t) es ultimamente uniformemente

acotada.

Pégina 59



Seccion 4.2 Capitulo 4

Ahora bien, puesto V (e, €) es negativa en la frontera de A, se sigue que la dindmica del
error en la frontera de A esta dada por,

e = be+g;
¢ = —kce

de donde se puede concluir que €(t) es acotado el conjunto invariante A, ya que de otra
manera se contradice que cualquier trayectoria e(t) que inicie en dicho conjunto perma-
necerd en dicho conjunto, a partir det > T7.

O

Observacién 2 Conviene mencionar que para satisfacer la condicion Pb = ¢ puede
ayuda el hecho de quey=[1 0 --- O]z puede modificarse pory =1]c; 0 --- O]z,
donde ¢y es una constante arbitraria conocida, sin modificar las observabilidad del sistema
tranformado (|5.16|)

Observacion 3 Se puede visualizar la extension al caso en que la perturbacion 6 es va-
riante en el tiempo, de variacion acotada y diferenciable un numero suficiente de veces,
para lo cual se podria considerar la misma funcion de Lyapunov bajo ciertas considera-
ctones adicionales se deduce que:

d o
5V () < —Kllell [llekAm(P) = [[Pl|o] — k™"

Esto muestra que el error debido a la perturbacion constante se puede minimizar al
usar k grande y que la perturbacion sea lo suficientemente suave.

Observaciéon 4 Detalles de la LMI. En primer lugar, tenga en cuenta que la des-
tqualdad matricial esta sujeta a la restriccion Pb = ¢! que es equivalente a b =
P=tcT| la prequnta aqui es cémo inducir esta restriccion durante la bisqueda de una so-
lucion de la LMI. Esta restriccion se puede imponer en Yalmip y SeDubMi, pero es muy
probable que SeDuMi no encuentre una solucion viable. Por lo tanto, nuestra mejor op-
cidn es encontrar relaciones entre elementos de P de manera que se mantenga Pb = c* (6
bien, b = P~1cT'). Por ejemplo, si se considera un sistema de dimension n = 2, entonces:

P1 Pg —1 . C1 - _PQ_Cl P2
R IR e I Y

CUYO INVerso es:

1 1
-1 _ C1 C1
P=1 7 L op (4.6)
C1 C1 2
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Este andlisis es simple, pero para n > 2 es mds complicado y generalmente los elemen-
tos de P~! aparecen en una forma no lineal. Por ello, proponemos utilizarlo en forma de
cascada.

4.3. Aplicacién al proceso de produccion de bioetanol

En esta seccion se ve el diseno del observador adaptativo robusto de ganancia cons-
tante para el modelo de un cultivo continuo de microorganismos para la produccion de
bio-etanol a partir de residuos agro-industriales. Como primera paso se recordara la pro-
piedad de invariancia positiva del sistema propuesto, y en un segundo tiempo se presentara
la transformacion del sistema a uno que sea lineal en la entrada, requisito indispensable
para la aplicacién del Teorema [4]

Recordemos el modelo del proceso de produccion de bio-etanol dado por:

xp(s) + xzp*p

o L s o+ L) | + s
s | = |l +ute) + e | + R

Tpi2(s)
y=u

donde zx es la biomasa del microorganismo, x es la concentracion del sustrato que contiene
los residuos agro-industriales y p es la concentracién de bio-etanol, que es el producto por
obtener.

A continuacién se recuerda una propiedad del sistema anterior que es consistente con
que en un biorreactor no es posible tener concentraciones negativas.

Proposicién 1 Considerando el sistema (4.7)), se tienen las siguientes propiedades:

1) El ortante positivo OF := {x >0, s >0, p > 0} es invariante en tiempo po-
sitivo respecto al sistema (4.7) para cada tasa de dilucidn positiva integrable D y
perturbacion acotada & tal que D+ > 0.

11) Cada solucion del sistema (4.7) que inicia en el ortante positivo OF es acotada para
cada tasa de dilucion integrable positiva D y perturbacion acotada 9.

Note que la prueba de esta enunciado es una consecuencia directa del Lema 2]
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4.3.1. Consideraciones del diseno

En este momento conviene recordar que se ha supuesto que dindmica f(x) del siste-
ma [4.2] es parcialmente conocida, ver Hipotésis 1. Para el caso bajo estudio, esto lleva a
considerar que dindmica del bio-proceso [£.7 y del observador obedecen a razones de
crecimiento diferentes y obedecen a las expersiones siguientes:

Dinamica del proceso Se considerardn, en el proceso[4.7], cinemdticas de crecimiento
1y o de tipo Moser, es decir:

pa(s) +9'p = L LR V'p,  py = L (4.8)
a; + s+ s%/by a9 + s"2

Dinamica del observador Para la dindmica del observador (4.5)) se consideraran pi;
y o cinematicas de crecimiento de tipo Monod y Moser, respectivamente, es decir:

—x =% N2

- 7 HqS s = HoS
+1tp = Ftp, i = —E—. 4.9
ot =oo 0T = (4.9)

Transformacién del sistema para diseno del observador: De las propiedades de
positividad del sistema[4.7] se pueden restringir los estados del sistema al conjunto z > 0,
p>0y0<s < ay Entonces, segiin el Lema [l existe una transformacién de estado dada

por (4.7)), esto es,

z1 =1In(x), 2o =In(s;, —s), 23 =In(p)
z=exp(z1), $=sm—exp(z2), p=exp(z)

Por tanto, el modelo del qumiostato dado en (4.7) con tazas de reaccién (4.9) se
pueden expresar como en (4.10), donde las perturbaciones externas y de entrada pasan
por un vector de entrada constante. Por tanto, es posible utilizar un observador como el
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desarrollado anteriormente, es decir:

. (S —exp(z2) | -, B
Sy oxp(22) + *exp(z3) — (u+9)

. exp(z1) [ i(Sin—exp(22) | o, exp(z1)  f5(Sin — exp(z2))™
e Y, exp(z2) {&1 + Sin — exp(22) v el‘p(Z;:,)} " Y, exp(zy) Gy + (Sin — exp(z2))72 (ut9)
- exp(21) fi3(Sim —exp(ze))™ (u+ 0)

exp(z3) as + (Sin — exp(z2))™2
(4.10)

Diseno del observador: Para simplificar el diseno del observador, escribamos el
sistema transformado (4.10]) en la siguiente forma compacta:

Z : fi(z2) -1
H| = WO filz) + ()} |+ | —1 | (u+0) (4.11)
“3 DL £y (20) -1

donde,

5 (Sin — exp(z2))"
as + (Sin — exp(z2))™

_ [11(Sin — exp(22))
fl (22) n ay + Sin — eXp(ZQ)

+¢texp(zs);  folze) =

Entonces, de acuerdo con el Teorema[d] el observador constante ganado estd dado por:

fi(22) —1
p= | ZEHEAG) + )} |+ | =1 | (ut¢)+lee )
exp(zl)f ( ) —1 ( 12)
. exp(zg) 12172
¢ = —kece

note que el observador dado en la expersion anterior resulta tutil para el andlisis de la
estimacion del estado y del parametro de perturbacion en la entrada. Sin embargo pa-
ra la potencial aplicacion en el proceso real, serd indispensable regresar al sistema original.
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4.4. Resultados de Simulacion Numérica

A continuacion se presentan los valores numéricos que fuerén empleados para la vali-
dacién del observdor robusto propuesto en esta seccion.

1. Cinéticas del Quimiostato y del observador

*
HyS

1° v M =
ay 4+ s+ 52/b1’ y oser M?(S)

Planta: Tazas de reaccién tipo Haladane p(s) =

* M2
HaS
as + s’

H i a; bi; no Y; v*
256.2462 6509.7512  31046.9866  3.8344
1.47079192 19127.9127 3.61672999 10.8802 —

DO ] .

Los valores se ajustaron de [I§] utilizando el solucionador de minimos cuadrados no
lineal de Matlab.

Observador: Tazas de reaccién tipo Monod y Moser perturbado:

fin = fijs/(a1 + s), iz = [i3s" /(a2 + s™).

H Hi a; Y; n; Y
804.882235 21070.49782 3.8344 —
1.54434 21040.70397 3.63481364 10.934601 —

DO =] =.

Los valores se ajustaron de [I§] utilizando el solucionador de minimos cuadrados no
lineal de Matlab.

2. Condiciones iniciales del sistema y observador:

2(0) =2(0) s(0) 3(0) p(0) p(0)
6.5 8 5 13807 05
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3. Resultados de LMI (4.4]) para Observador 1y sx = 0.1:

A 0 —0.18168848
171 2.9613556 —0.82607038 |’
P [ 165.218 —164.218 |
1= )
| —164.218 164218 | (4.13)
0r - [ 0.89226  —0.89026 |
17| —0.89026 0.89226 |°
kr, = 500
4. Resultados de LMI (4.4) para Observador 2 y sp = 0.1:
A — 0 0.1
27 | 2312.8127 —2312.8127 |’
P { 1.2927  —0.29273 }
2 = o )
0.29273  0.29273 (4.14)

Q, — 0.00054975 —0.00012209
27 | —0.00012209 0.00049871 |’

k1, = 500

5. Valores de entrada y perturbaciones:

t(h) | 0—400 400 —800 800 — 1200
)] 01329 0.1329 0.1329
t) 0 0.0375 -0.0375

(
(

> 2

6. Observador adaptable en las coordenadas originales: Resulta recomendable
contar con el observador (4.12)) expresado en las coordenadas del sistema original
, lo cual es posible por medio de la difeomorfismo del Cororlario . Algunos
calculos triviales nos permiten llegar a lo siguiente,
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Primer Observador

.% mul(g) —x ~
HE e (8) + ()| (o] 09+ et =
¢ = —kie(lné —Inx)
(4.15)
Segundo Observador
[ v } — {‘Wl(f)} + {‘x} (D + 6) + lye(In i — Inz)
p L Le®] 1 (4.16)

¢ = —kse(Ini — Inx)
donde:

625.6207 879.82379
e=[-1 0], h= [627.8394} b= { 1581.758 ] » ki=hk =50
El software utilizado en la simulacién numérica fue Matlab© con odell3, una tolerancia
relativa de 1 x 107% y una tolerancia absoluta de 1 x 107%, mientras que Yalmip y Sedumi
se utilizaron para resolver la desigualdad matricial Eq.(4.4]).

4.4.1. Discusion de resultados

En esta seccién se presentan y discuten los resultados en simulacion de la aplicacion del
observador robusto a la estimacién de la concentracién de bioetanol de acuerdo al modelo
de la planta 4.7 cuya dindmica es parcialmente conocida y esta sujeta a perturbaciones
externas en la entrada.

El objetivo es la estimacién de la concentracién de etanol y la estimacion simultanea
de la perturbacién de entrada con conocimiento parcial de la dinamica de la planta.

En la Figuras se muestran la comparacién de las tazas de reacciéon de la
planta del observador p;(s) y del observador fi;(s) para ¢ = 1,2, respectivamente. Es
sabido que la dinamica de un biorreactor esta determinada por las tazas de reaccion, para
las cuales existen un gran numero de expresiones que son dificiles de ajustar o méds atin no
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necesariamente modelan correctamente a un cultivo continuo dado. En el caso bajo estudio
se puede apreciar la diferencia que existe entre las tazas de reaccién planta-observador
que son netamente diferentes y de hecho corresponden a la hipotesis 1.

Figura 4.1: Comparacién de tazas de crecimiento 1:

tinua Monod.

Figura 4.2: Comparaciéon de tazas de crecimiento 2: Linea continua Moser, linea disconti-

0.16 T

— P|anta
0.15 === QObservador | |
0.14 B

o
w

o
)

(yp——

0.09 I

Tasa de crecimiento (mg/mg)
o

0 200 400 600 800

Tiempo (h)

1000 1200

0.016 0.015

0.014 |

0.012 \

0.01 -

0.008
0.006
0.004

0002
I

Tasa de crecimiento (mg/mg)
o
n
o

= Observador

0 200 400 600 800

nua Moser perturbado

En cuanto a la perturbacién externa ¢ presente en la entrada de la planta (4.7)), su

Tiempo (h)
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efecto en el comportamiento dinamico de las variables de estado del biorreactor o del pro-
ceso real se presentan en la Figura El estado medible es la biomasa x(-), en tanto que
el sustrato s(-) y el etanol p(-) no son medibles. La planta esta sujeta a una perturbacién
en la entrada de aproximadamente el 30 % de su valor nominal, en sentido positivo a las
400 hrs y en sentido negativo a las 800 hrs.

n
EN
o

n
N

Biomass | |
= = =Sustrato
----- Etanol | |

n
o

—_
©

-
(o)

—_
IS

Concentracién 107 cells/L
N
[,
Concentracion mg/L

-
o
-

©

.................

[e2]
o

Tiempo (h)

Figura 4.3: Planta.

La estimacién del sustrato es una etapa intermedia que es requerida para la estimacion
del producto. Por la razon anterior, se muestra la evolucién dinamica de dicha variable
en la Figura [4.4] El error de estimacién del sustrato |le]| < 0.00113, lo que representa un
porcentaje de error inferior al 0.06 % respecto al valor de concentracién del sustrato que
es de 2mg/L a las 1000h.
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5.5

3 | — P|anta
5 L__—_ == = Observador | |

25

Sustrato (mg/L)

0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (h)

Figura 4.4: Comparacion del sustrato real y el estimado.

La Figura muestra la concentracién del producto (etanol) del observador y de la
planta, es claro que se tendra un diferencia constante entre dicho valores, lo cual es debido
al conocimiento parcial de las tazas de reaccién, ver Figura El error de estimacion
de etanol |le|| < 0.0123, lo que representa un porcentaje de error inferior al 6.15 % respecto
al valor de concentracién de etanol que es de 0.2mg/L a las 1000h.

1

T T T T T
m— P|anta
0.9 1 '\ == = (QObservador| |

0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (h)

Figura 4.5: Comparacion del producto real y el estimado.

Como se mencioné antes, la adaptacién es necesaria para la estimacion de la per-
turbacién externa, Figura [1.6] En este caso se alcanza el objetivo de la estimacién del
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parametro constante desconocido en el sentido de acotamiento uniforme tltimo. El error
de estimacion de la perturbacion ||e]| < 0.0009, lo que representa un porcentaje de error
inferior al 2.5 % respecto al valor de la perturbacién que es de 0.03751/h

T
_Rea|
= = Estimado | 7

Perturbacion externa (1/h)

0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (h)

Figura 4.6: Comparacion de la perturbacion externa real y la estimada.

Para completar las simulaciones, se presentan las graficas de error en la estimacion del
sustrato, del producto y de la perturbaciéon externa para diferentes valores de la ganancia
de adaptacién constante, Figuras [4.7] y A9 En el caso del sustrato, para k = 100 se
alcanza el equilibrio en 100 horas, para £ = 50 se alcanza el equilibrio en 120 horas, para
k = 25 se alcanza el equilibrio en 150 horas.
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%1073

-~
-

x10

8%
4

I
’
7
'

1
w

2]

80 100 120 140 ]

Error de estimacion de sustrato (mg/L)
o

-8 4

|
200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (h)

Figura 4.7: Error de estimacion de sustrato.

En el caso del etanol, para k = 100 se alcanza el equilibrio en 125 horas, para k = 50
se alcanza el equilibrio en 200 horas, para k = 25 se alcanza el equilibrio en 300 horas.

k=25 | A

Error de estimacion de etanol (mg/L)

0.2
0.3
0 100 200 300
04 \ \ | \ \
0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (h)

Figura 4.8: Error de estimacion de etanol.
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Error de estimacion (1/h)
o
o
n

-0.06 - 3

0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (h)

Figura 4.9: Error de estimacion de la perturbacion externa.

Note que el pardametro k de nuestros observadores no interviene en la desigualdad
matricial, por lo que no afecta en la busqueda de una solucién. Esto no significa que la
dindmica del error no se vea afectada. Se puede apreciar que mientras mas grande sea
k la perturbaciéon estimada convergera méas rapidamente haciendo que los demas estados
también aceleren su convergencia. Esto se puede apreciar en las Figuras , y .

Presencia de ruido en la medicién de biomasa

El ruido de medicién es una cantidad aleatoria que, en el caso de los biorreactores,
esta presente en los sensores de biomasa para la medicion en linea de dicha variable. Por
lo anterior, resulta pertinente revisar la efecto del ruido en la observacion de estado bajo
estudio.

A continuacion se presentan los resultados en simulacion de las estimaciones del sus-
trato, del producto y de la perturbacién externa en presencia de ruido blanco por medio
de la funcion generadora de ruido Gaussiano wgn de MATLAB, centrado en 0 dBW y de
magnitud +£0.001 mg/L, ver Figuras [4.10] [4.11] 4.12]
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55 T
3
— P|anta
5 1 == = Observador | |
25 ‘
45 ‘ 7
4 2 i

Sustrato (mg/L)

0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (h)

Figura 4.10: Comparacion del sustrato real y el estimado en presencia de ruido aditivo en
la salida.

Estimaciéon de producto

1 T

m— P|anta
0.9 1 l“ == = (QObservador| |

o
o
T ——

o
w
™

0 200 400 600 800 1000 1200
Tiempo (h)

Figura 4.11: Comparacion del etanol real y el estimado en presencia de ruido aditivo en
la salida.

Estimacion de la perturbacion
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_Rea|
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Figura 4.12: Comparacién de la perturbacion externa real y la estimada, en presencia de
ruido aditivo en la salida.
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Observador para sistemas con
retardos

El modelo usual de biorreactores operando en modo continuo utiliza habitualmente
la dindmica de crecimiento de Monod que tiende de forma asintética y sin oscilaciones a
su punto de equilibrio, la presencia de oscilaciones, que provoca la presencia de retardos,
fue la primera sospecha de que estos sistemas debfan de tener retardos [49], muchos otros
ejemplos se pueden encontrar en [40] y [41], mientras que discusiones sobre la dificultad
de introducir retardos en los modelos de Quimiostatos se pueden encontrar en [I3]. En
adicion a esto, también tenemos retardos al momento de determinar las concentraciones
ya que los métodos para su medicién suelen ser fuera de linea.

Como se pude apreciar, los modelos de Quimiostatos pueden tener un mejor ajuste si
se les considera con retardos, esto nos lleva a buscar metodologias para poder observar
el estado considerando retardos. Aqui solo trabajaremos con los sistemas retardados, y
consideraremos los casos salida libre de retardo y salida retardada.

5.1. Observadores para sistemas con retardo en la
salida

Tratando de seguir con el desarrollo historico de controladores pero ahora aplicado a
observadores, se creo un observador utilizando la asignacion de espectro finito. Por lo cual
partiremos del sistema mostrado en ([5.1):

P(t) = Agz(t)

y(t) = calt—7) (5.1)
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y proponemos un observador tipo Luenberger (|5.2))

(
(

Y
Si definimos al error como e(t) = z(t) — z(t) tenemos que su dinamica es la de (5.3]).

~+

~— —

N-

= Apz(t) + lv(t)

= cz(t—7) (5-2)

~

e(t) = Apelt) + lu(t) (5.3)

De aqui tenemos como propésito encontrar v(t) tal que el espectro de la dindmica del

error sea finito.
Primero aplicamos transformada de Laplace a (5.3)).

sE(s) = AgE(s) + 1V (s)
y proponemos la transformada de Laplace de v(t) como:

V(s) = Dce” ™M + Dce™™*

Que de forma matricial es expresada como:

o 1m0 ] = 0]

El espectro esta dado por el determinante de la matriz del lado izquierdo de la ecuacion
anterior por lo que es invariante a la postmultiplicamos de:

I —M I O| | I—-—MDce ™ ——-M
0o I Dce™™ T | Dce™ I

Obteniendo:

{ (sI — Ag) — (sI — Ag)M Dce™ — LDce™ —(sl — Ag)M — L ]
0 1

De aqui se aprecia que es necesario:

(sI — Ag)M Dce ™ = F — LDce™ ™

donde F' no tienen raices infinitas de s.
Proponemos:

0
M= [ e CIa0qgL,

—T
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De aqui se tiene:

(sI — Ap) fi e (174004, Dee™™ = —(I — =407 [ Dce™)
—LDce—1s + eTe 40T [LDce™ 57
= ¢ 7 Dec— LDce "™

De esto se ve que F = e~4"L D¢ por lo que espectro queda de la siguiente forma:

(sI — Ag) — (sI — Ap) fET e~ (1=40940 . Dee—7s — LDCe—Ts
= (sI — Ag) —e A7"LDc+ LDce ™ — LDce™™*
= (sI — Ag) — e A" LDc

Ya sabemos que forma debe tener V' (s) pero es necesario su forma en el domino del
tiempo, esto es:

)+ Dce™7* fET e~ (sI=A0)0 401V (s)
)

Dce ™ E(s
V(s) = Dce ™E(s +DchTerele’(”B)sdHV(s)

v(t) = Dece(t —7)u(t — 1)+ Dc fi et — 1 — Qu(t — 7 — 0)do

1 t>0
ult) = { 0 t<0
Por lo que (5.2)) queda explicitamente expresado como:

2(t) = Aoz(t) + l(t)
g(t) = cz(t—71) (5.4)
v(t) = D(y—y)u(t—rT1)+ Dc fo et — 7 — O)u(t — 7 — 0)do

-7

Resumiendo, el sistema (5.4) es observador de ([5.1)) si se escoge un vector [ tal que
(5.5)) sea Hurwitz.

[sI — Ag — e 7 L] (5.5)

Por otra parte, note que D puede ser cualquier matriz cuadrada incluyendo la identi-
dad y que si 7 = 0 nos lleva al observador tipo Luenberger comun.

Casos més generales se pueden ver en [43] pero no es nuestro objetivo tratar utilizar
esta metodologia.
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5.2. Observador con retardo en el estado

Tomaremos el sistema ([2.20]) pero consideraremos que la salida es y(t) = cxz(t), es decir,
el sistema es retardado pero no su salida. Siguiendo la filosofia de Luenberger utilizaremos
una copia del sistema pero con un parametro de correccion.

2(t) = Agz(t) + Arz(t — h) + lo(cz(t) — y(t)) (5.6)

Procedemos a definir el error como la diferencia entre el estado de observador y el de

la planta, esto es, e(t) = z(t) — z(t). Es propicia que la dindmica del error quede definida
como:

e(t) = [Ao+loc] (t) + [Ai]e(t —h) (5.7)

Como podemos ver, no podemos influenciar la parte retardada de la dinamica del error
y quedamos sujetos a la forma de A;. Esto nos indica que también es preciso conocer la
salida de la planta en en el tiempo t — h, por lo que redefinimos el observador tipo
Luenberger de la siguiente manera:

2(t) = Aoz(t) + Arz(t — h) +lo(cz(t) —y(t)) + li(cz(t — h) —y(t — h)) (5.8)

Nuevamente definimos el error como e(t) = z(t) — z(t) por lo que su dindmica esta
dada por (5.9).
é(t) = [Ao+ o] (t) + [AL + licle(t — h) (5.9)

Con esto vemos que nos es posible alterar la parte libre de retardo y la retardada
por medio de los vectores [y y ;. El problema aqui yace en que si en un principio solo
tenemos acceso al estado presente de la planta tenemos que esperar h tiempo para obtener
la dindmica de error deseada.

Que sucede en este intervalo de tiempo se mostrara mas adelante en el caso en que
tenemos retardo en el estado y en la salida por ser un caso méas general.

5.2.1. Enfoque de Kharitonov
Para este caso usaremos la siguiente propuesta de observador:

2(t) = Aoz(t) + lu(t — 1)

Por lo que la dindmica del error seria:
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é(t) = Ape(t) + lv(t — 1)
Si utilizamos a v(t) = ce(t + 7), tenemos una dindmica en lazo cerrado:

&(t) = (Ao + le)e(t)

Aplicando el predictor tendriamos que:

o(t) = K (2r)e(t — 7) + ¢ /t t: K(t — 0)lce(6)do (5.10)

Lo cual no nos es posible de obtener ya que no podemos conocer c¢K (27)e(t — 7) sin
conocer el estado del sistema. Por otro lado, conocer el estado en cualquier momento
pasado nos permitiria usar el predictor para conocerlo en tiempo presente. Con esto en
mete proponemos el observador tipo Luenberger

w(t) = Agw(t) + L(cw(t) — y(t)) (5.11)

Pero propondremos nuestro error como €(t) = w(t) — z(t — 7), es decir, trataremos de
estimar el estado en el pasado. La dinamica de este error es:

ét) = Ao(w(t) —z(t—71))+lc(w(t) —z(t — 1))

é(t) = (Ao + le)e(t) (5.12)

Si escogemos [ tal que Ay + lc sea Hurwitz entonces €(t) — 0 lo cual implica w(t) —
x(t —7) conforme ¢t — oo. Podemos utilizar para poder implementar después
de pasado el transitorio de . Note que al definir el error de esta manera logramos
obtener un espectro finito de la dinamica del error, por lo que si desearamos hacer una
realimentacién de estado tendriamos un problema equivalente a uno de retardo en la senal
de control. Por otra parte, podemos reescribir de a siguiente manera:

z(t) = K(1)z(t — 1) + /t_h K(t+71—h—8Ax(—T1)d§

Lo cual podemos expresarlo en términos de w(t) y como estamos considerando el caso
donde solo tenemos retardo en la salida esto se reduce a:
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5.3. Retardo en la salida y en el estado

Ya se mostrd que es posible obtener observacion de los estados de un sistema retardado
sin la necesidad de un predictor siempre y cuando no tengamos retardo en la salida. Por
otro lado, si tenemos retardo en la salida podemos observar el estado con el mismo retardo
al redefinir el error. A continuacion consideraremos un sistema retardado con retardo en
la salida, por lo que primero se muestra la forma de conocer el estado con este mismo
retardo y posteriormente la forma de implementar el predictor.

El sistema a considerar es:
©(t) = Aox(t) + Az(t —h)
y(t) = exlt— )

El observador propuesto se muestra en ((5.14]).

(5.13)

2(t) = Aoz(t) + Arz(t — h) +lo(cz(t) —y(t)) + l1(cz(t — h) —y(t — h)) (5.14)

Nuevamente proponemos al error como €(t) = z(t) — x(t — 7), por lo que su dindmica
queda de la siguiente manera:

() = (Ao +1loc)e(t) + (Ay + Le)e(t — h) (5.15)

Nuevamente surge el problema para ¢t = 0 ya que no conocemos la salida para t = —7,
es aqui donde retomamos la pregunta de que pasa en el intervalo [0, 7]. Para ello primero
recurriremos a estimados exponenciales.

5.3.1. Estimados exponenciales

Para facilitar este andlisis es conveniente representar el observador ((5.14]) de la siguien-
te manera:

2(t) = [Ao+loclz(t) + [Ar + liclz(t — h) — loy(t) — Liy(t — h)

de aqui definimos a K,(t) como la matriz fundamental de:

2(t) = Agz(t) + Arz(t — h), Ay =[Ag+1loc] A =[A + i
Es decir, K, (t) satisface:

K.(t) = K,(t)Ag + K.(t — h)A;
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De aqui podemos deducir:

%Kz<t2 —6)2(8) = —[K.(t2— A+ K.(ts — € — h)]2(€) + K.(t2 — €)[Aoz(€)
5 +A12(5 —h) = loy(§) — hiy(§ — h)]
8_§K2(t2 — 828 = —K.(ta—&—h)z(&) + K.(ts — &) Ar12(£ — h)

— K. (ty — §loy(§) — K.(ta — E)lLy(€§ — h)

Integrando de t; a ty con ty > t; se tiene:

it ARt = ©2(6) = = [0 Kalta =& = h)2(¢ d§+ ff Lty — &) Ar2(€ — h)dg
= Jy, K(ta — )loy f hiy(§ — h)dg
K. (t2 —t2)z(ta) = K.(ta —t1)z(t1) — (t2—€ h) (§)d§
—l—f L(ty — ) 12 f h)d¢ — f Lty — E)loy(§)dE
- ftl At =&y 5 h)dg
z(t) = K.(ta— tl) ( 1) = J,, Ko(ta — &= h)z(€)d§
+f —§— h)Alz(ﬁ)dé
- L &) [loy(€) + Ly (& — h)] dg

2(t2) = K.(ta— t1) t1 )+ fl_ K.(ty — € — h)AlZ(ng_
o Kz(tz =) [loy(€) + by(€ — ) de
A(t) = K. (t +f K. (t— € — h)A2(€)dé—

Jo (8 =€) [loy(€) + hy(§ — )] d&
Primero supondremos que 7 > h y que se tienen las siguientes condiciones iniciales:
() () tE[ 7—’0] 506([_7_70]7}][@)
() () [ h70] CE([—}Z,O],]]R)

Para el intervalo t € [0, h] tenemos:

2(t) = K. (t +f K. (t — & = h) Ay (€)dé—
fo &) llocp(§ — 1) + licp(§ — 7 — h)]| dE
El termino ¢(§ — 7 —h) corresponde a la salida retardada pero en este intervalo no se
tiene acceso a ella por lo que se considerara cero. Aplicando mayorizaciones obtenemos:

lz@t)] < KOO+ [, 1Kt — & = R A1)l de+
SOt = ©)llloc (€ — 7)||de
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Si definimos a 1 como:

n o= e K0)

telo,h

Entonces podemos acotar la dinamica del observador de la siguiente manera:

=1 < nlcln+nllAdlicla [2, d¢ + nlliocl el fy' dé
IO < a1+ 2 A DI + nhlllocl# |-

2@ < pmad{T + Al A, 2llloc] }(IC]n + lell-)

201 < alcln +lell-), o =nmax{1l + hl|Ayll, hf|loc]|}

Con esto nos es posible acotar la dinamica del error como sigue:

le@Il < =@ + [l=(t = 7)]]
le@Il < a(licla + llell-) + llell-
le@Il < (a+1)((IKlln + llell-)

Para ¢t > h se cumple ([5.15)) que es exponencialmente estable, por eso existen constan-
tes positivas 7, o tales que:

I )l
I )l
I )l

7e7 e (¢, )
e?M5(a + 1)(lI¢lln + llell-)

€
€
: (Il + llell) 7 =T+ 1), t>0

(
(
(

VANIVANIVAN

t,¢,p
t,¢,p
t,¢ 0

5.3.2. Funcional de tipo completo

A continuacién se realizara un analisis de estabilidad tipo Lyapunov, pero las funciones
cuadraticas usadas en sistemas libre de retardo no funcionan con sistemas retardados,
para ello se pueden usar funcionales de Lyapunov-Krasovskii. Primero empezaremos con
la definicién formal de matriz de Lyapunov para estos sistemas (ver definicién en [34]).

5.3.3. Enfoque de Lyapunov—Krasovskii

En esta seccién presentamos un analisis de estabilidad de tipo Lyapunov del sistema
(5.15)). Para este fin aplicamos una simplificada version de la transformacién de backs-
tepping a la inyeccion de salida que fue propuesta para la variable control en Krstic y
Smyshlyaev (2008).

Para ello proponemos primero el cambio de variable w(t) = z(t — 7) + €(t) para el
observador lo que nos lleva a la siguiente dinamica del error.
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€t) = Age(t) + Are(t — h) + loe(z(t) — w(t)) + Le(z(t — h) — w(t — R))

Reacomodando de forma matricial tenemos:

~

€t) = Age(t) + Aye(t — h) + LCE(t,t — h)
donde:
B =~ | c 0 o z(t) — w(t)
L=[l L], C= {0 6]7 EGE=D) =1 ¢ Zh) —w(t = h)
Esto nos genera el siguiente sistema:
ét) = Age(t) + Aye(t — h) + LCE(t,t — h)
E(t,t—h) = 0

Por lo que se repite el procedimiento del funcional completo.

(5.16)

Note que (5.16)) es semejante al sistema (14) de [34] para cuando 7 — 0.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

En el presente proyecto de tesis doctoral consta de una parte de investigacion tedrica
y de otra de investigacion aplicada ambas orientadas a la bisqueda de observadores ro-
bustos para sistemas no lineales y su potencial aplicacion a procesos de cultivos continuos
de microorganismos, respectivamente. Para tal propdsito los esfuerzos se dedicaron a la
busqueda de observadores adaptables de dinamica sencilla, a saber, aquellos donde la ley
de adaptacién es de ganancia constante, ya que son los que requieren de la menor dimen-
sién posible en la dindmica de adaptacién; solo se requiere una dinamica de adaptacion
igual al numero de parametros desconocidos y es la menor dimension a la que se puede
aspirar.

En la primera parte se ha considerado una clase de sistemas no lineales en el estado
pero lineales respecto de la entrada, la cual esta afectada por una perturbacion constante.
Se ha mostrado que para dichos sistemas es posible encontrar condiciones de existencia
de un observador adaptable de ganancia constante a partir de la existencia de solucion
de una desigualdad matricial sujeta a una condicién tipo SPR (estricta positiva real) lo
que permita asegurar la convergencia asintética al vector de estado desconocido y la es-
timacion asintética simultanea del parametro desconocido o perturbacion constante de
entrada. Para validar la posible utilidad del concepto encontrado se mostré que puede
ser aplicado a una clase amplia de procesos biolégicos conocido como Quimiostato. Para
lo anterior se introdujo una transformacion difeomorfica de estado tal que el sistema no
lineal resultante sera lineal en la entrada, ergo la observacion con adaptacion de ganancia
constante es factible. Los resultados son evaluados en la estimacién de la concentracion
de contaminantes en un cultivo continuo de Spirulina maxima para la remocion de con-

85



Seccién 6.2 Capitulo 6

taminantes en aguas residuales.

En un segundo tiempo, adicional a la perturbacion en la entrada, se considera que
la dindmica del sistema es parcialmente conocida. Se dan condiciones suficientes para la
existencia de un observador adaptable de ganancia constante con base en una dinamica
distinta a la del sistema original. Se muestra que el error de estimacién del estado y de la
perturbacion convergen de manera asintotica a un conjunto invariante cercano al cero, es
decir que se satisface un criterio conocido como acotamiento uniforme ultimo del error de
estado y de estimacion del parametro desconocido. El observador propuesto es evaluado
en un modelo de produccién de bioetanol por medio de la levadura Saccharomyces Cere-
wissiae en un medio formado por residuos agro-industriales.

También se considero el predictor desarrollado por Kharitonov para sistemas lineales
con retardos en el tiempo, para la propuesta de observadores que estimen el estado en
cualquier instante de tiempo pasado y posteriormente utilizar el predictor para determinar
el estado en el presente. Se vislumbra que es posible disenar un controlador estabilizante
y un observador asintotico por separado, de manera que al combinarlos en un esquema
controlador-observador se siga asegurando la estabilidad de dicho esquema.

6.2. Publicaciones

A continuacién se muestran los trabajos generados de las investigaciones realizadas
durante esta tesis en orden cronoldgico ascendente:

» Jorge Torres, Arno Sonck, Sergej Celikovsky, and Alma R. Dominguez. An Useful
Transformation for Observers Design on Bioreactors. 6th Congress of the Interna-
tional Society for Applied Phycology (2017).

» Torres, J.A., Sonck, A., Celikovsky, S. et al. Constant-gain nonlinear adaptive obser-
vers revisited: an application to chemostat systems. Front Inform Technol Electron
Eng 22, 68-78 (2021). https://doi.org/10.1631/FITEE.2000368

Como podra ver, primero se publico la transformacién que nos permite tratar con
una gran cantidad de sistemas no lineales que son utilizados en una gran variedad de
bioprocesos como en el uso de microalgas para remocion de ciertos contaminantes durante
el tratamiento de aguas residuales.

Posteriormente sometimos el observador desarrollado durante el Capitulo [3| que es
aplicado al tipo de sistemas no lineales mencionados en el parrafo anterior, tomando
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como ejemplo particular el uso de microalgas reportado en [55]. Lo cual nos permitié
validar la efectividad del mismo en un problema real.

6.3. Trabajo futuro

El paso méas inmediato es publicar el observador reportado en el Capitulo 4| que per-
mite obtener observabilidad practica aun con conocimiento parcial de la dinamica del
proceso, esto facilitara el monitoreo de aplicaciones industriales como la produccién de
bioetanol.

Como segundo paso, someteremos a revisién nuestros resultados obtenidos de la teoria
de Kharitonov enfocada a observadores para el caso lineal que abre una nueva rama en el
analisis en el dominio del tiempo de observadores retardados.

Como tercer paso, es necesario desarrollar la teoria de predictores bajo el enfoque
de Kharitonov a sistemas no lineales. De momento se puede recurrir a una linealizacion
parcial para aplicar dichos métodos a procesos que involucren biorreactores operando en
modo continuo, los cuales pueden presentar zonas de operacién cuya dinamica es muy
cercana a la lineal.
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