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Resumen

Debido a que generalmente los parámetros físicos de los vehículos aéreos no tripula-

dos son desconocidos, su estimación es una herramienta esencial para el diseño ae-

rodinámico y de control. En este trabajo se aborda la identificación experimental de

los parámetros físicos de un cuatrirotor, utilizando dos versiones del método EMRD

(Extensión y Mezcla Dinámica del Regresor).

Estos métodos de estimación se basan en técnicas recientemente introducidas que pre-

procesan algebraica y dinámicamente el regresor resultante de las ecuaciones descri-

biendo al cuatrirotor; tal que la condición PE por sus siglas en ingles persistent ex-

citation sea relajada. A partir de los datos registrados en vuelos experimentales, se

estiman los parámetros físicos para un cuatrirotor: inercia, masa y resistencia aerodi-

námica. Estos parámetros se identifican utilizando un regresor basado en el balance de

potencia.
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Abstract

Since, generally the physical parameters of unmanned aerial vehicles are unknown,

their estimation is an essential tool for aerodynamic and control design. This work,

the experimental identification of the experimental identification of the physical para-

meters of a quadrotor, using two versions of the DREM method (Dynamic Regressor

Extension and Mixing).

These estimation methods are based on recently introduced techniques that algebrai-

cally and dynamically preprocess the regressor matrix resulting from the equations

describing the quadrotor, so that the persistent excitation (PE) condition to be relaxed.

From the data recorded in experimental flights, physical parameters are estimated for a

quadrotor: inertia, mass and aerodynamic drag. These parameters are identified using

a regressor based on power balance.
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Capítulo 1

Introducción

Los vehículos aéreos no tripulados o VANTs, pueden ser de ala fija o de ala rotativa, en

este último se conoce comunmente como drones, se han popularizado en los últimos

años debido a que sus aplicaciones son extensas, estas van desde labores de vigilancia,

incluso en sus aplicaiones en el sector industrial al poder ser utilizado en procesos de

logistica, fomentando la capacitación y diversos usos innovación. La importancia de

los vehículos aéreos no tripulados ha aumentado durante los últimos años y se espera

que tengan más impacto en un futuro proximo [1]. El estudio de estos vehículos tiene

sus registros desde sucesos como la primera guerra mundial, en donde surge la necesi-

dad de analizar y diseñar prototipos de VANTs [2]. Las primeras referencias en cuanto

al uso del concepto de “aeronave sin tripulación”, datan de la primera mitad del siglo

XIX con los modelos construidos y volados por Cayley, Stringfellow, Du Temple, y

otros pioneros de la aviación, quienes los utilizaron como prototipos de prueba no tri-

pulados de versiones más grandes de los aviones pensados para llevar pasajeros. Así

mismo, se tiene constancia del uso de aeronaves no tripuladas en el año 1849 con el

empleo de globos no tripulados para bombardeos. Sin embargo, el desarrollo de la tec-

nología VANT no comenzó hasta el comienzo del siglo XX [3]. Hoy en día los VANTs

participan en innumerables aplicaciones que van desde actividades recreativas, asi co-

mo también con aplicaciones en la industria y militares.

Actualmente distintos sectores de investigación y desarrollo tecnológico no solo se en-

focan en mejorar el diseño físico del VANT (hardware), ahora también se dedican a
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mejorar su funcionamiento (programación, control, navegación autónoma, etc.). Estas

innovaciones impactan no solo para el uso a nivel profesional, sino también a usuarios

con poca o nula experiencia. La utilidad y fácil adquisición de dichas unidades, ha

ido incrementando la necesidad de entregar al consumidor aeronaves que puedan ser

utilizadas con facilidad y seguridad.

1.1. Cuatrirotores

Dentro de los tipos de VANT, los cuatrirotores han ganado popularidad en los últi-

mos años debido a la gran versatilidad que ofrecen, ya que son aeronaves que pueden

realizar maniobras de una manera ágil y rápida, siendo estas caraceristicas las mas im-

portantes en términos de dinámica de vuelo. Esto hace que puedan ingresar en lugares

donde los humanos difícilmente podrían, ya sea por restricciones físicas o de segu-

ridad. El cuatrirotor, es un sistema conformado por cuatro servomotores típicamente

de tipo brushless, con la capacidad de despegar y aterrizar de manera vertical en un

punto y capaz de mantener una posición fija en el aire. Este puede también realizar

movimientos hacia adelante, hacia atrás, laterales y girar sobre su propio eje vertical a

travéz de la manipulación en la velocidad de sus rotores. En los últimos años, los cua-

trirotores se han vuelto populares en múltiples tareas humanas, tales como topografía,

inspecciones de áreas, seguridad y entretenimiento. [4], [5], [6], [7]. Además de su

éxito comercial, los cuatrirotores atraen el interés de los centros de investigación como

bancos de pruebas para el diseño de algoritmos de control, seguimiento de trayectorias

y estimaciones fìsicas del cuatrirotor.

1.2. Estado del arte

Una de las áreas con mayor estudio a lo largo de los años en la actividad científica

es la obtención de modelos matemáticos de sistemas físicos, a partir de la medición

de señales conocidas –en la mayoría de los casos imperfecta– ya sea de de salida y/o

de entrada. Este proceso se conoce en la literatura como identificación de sistemas;

y representa uno uno de los principales problemas estudiados en el diseño matemá-
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tico (dinámico) y control de aeronaves. La identificación del sistema puede utilizarse

para caracterizar las fuerzas y momentos aplicados que actúan sobre la aeronave, las

cuales surgen de la aerodinámica y la propulsión [8]. Normalmente, las fuerzas y los

momentos de empuje se obtienen a partir de pruebas físicas, por lo que la teoría de

identificación de sistemas, se puede aplicar a la aeronave para determinar un modelo

aproximado del mismo a partir de observaciones de entrada y salida. De esta forma,

bajo ciertas condicones el sistema bajo evaluación se puede considerar equivalente [9].

En la mayoría de los problemas de modelado de sistemas dinámicos y control, una ae-

ronave puede asumirse como un cuerpo rígido cuyas ecuaciones de movimiento están

gobernadas por las leyes de la física Newtoniana. De esta forma, la identificación de

sistemas se utiliza para caracterizar fuerzas y momentos, de origen aerodinámico y de

propulsión, o para verificar predicciones teóricas de diseño. En un problema de iden-

tificación de sistemas debe establecerse claramente las entradas y salidas disponibles,

la estructura del modelo y como determinar adecuadamente los parámetros descono-

cidos. De tal manera que la dinámica de un sistema no lineal, puede ajustarse a una

ecuación de regresión lineal (ERL). Esta ecuación relaciona a las salidas medibles,

con el producto de señales conocidas del sistema, las cuales estan distribuidas en una

matriz y un vector que contiene a los parámetros desconocidos. Es importante mencio-

nar que la matriz involucrada se conoce como matriz de regresión. En el caso de una

sola salida, se tiene un vector de regresión. En ambos casos se puede utilizar el término

regresor para referirse a la matriz o vector correspondiente.

En los cuatrirotores los parametros físicos como su masa, momentos de inerciay co-

eficientes de resistenci al aire, etc, pueden no conocerce o pueden no cambiar durante

la vida util de cuatrirotor. Por ejemplo su carga util puede variar, por lo que su ma-

sa cambiará. Es por estos motivos que la estimacion de parametros para cuatrirotores

es en particular un problema de gran interés en la literatira de aeronaves no tripula-

das. De esta forma realizar la estimacion de parametros haciendo uso de ERL’s a sido

apmpliamente aceptado. En [10], se utiliza el algoritmo de busqueda del extremo para

iidentificar parámetrosdel modelo planarde un cuatrirotor. Este método consta de mul-

tiples funciones, que pueden ser contradictorias una de otra y para optimizar el sistema

en conjunto , cada funcion objetivo debe alcanzar la solucion óptima.Existen dos me-

todos de algoritmos de búsqueda extremos.Uno se basa en el método de descenso, y el
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otro se basa en la optimización Newton-Raphson.En [11] se utiliza el método CIFER

algoritmo basado en la respuesta frecuencial, para identificar los parámetros aerodiná-

micos. El algoritmo CIFER se compone principalmente de seis módulos : identifica-

cion de respuesta en frecuencia, procesamiento combinado de ventanas, identificacion

de la función de tranferencia de un solo canal, identificación de la ecuación del espacio

de estados y verificación en el dominio temporal. Otra tecnica ampliamente usada y

conocida para realizar la estimación de parámetros es el filtro de Kalman. Basados en

dicha técnica, en [12] se realizo la identificacion de los parámetros de un cuatrirotor.

Las solución clásica a la estimación de parámetros, se basa en los estimadores de gra-

diente descendiente o de mínimos cuadrados [10]. La desventaja de estos estimadores

es que su convergencia al valor valor real, es asegurada si y solo si la matriz resultante

de la multiplicación del regresor por su transpuesta verifica la condición de excitación

persistente. Recientemente, se han propuesto técnicas de estimación que han podido

relajar considerablemente la condición de excitación persistente, utilizando el metódo

EMRD , así como variantes de este método propuestas en [11], [12] y [13].

El método DREM consta de dos etapas: en primer lugar, la generación de nuevas ecua-

ciones de regresión mediante la aplicación de operadores algebraicos y dinámicos a los

datos de la ecuación de regresión original. En segundo lugar, una mezcla adecuada de

estos nuevos datos para obtener la forma de regresión final deseada a la que se pueden

aplicar las estimaciones de parámetros estándar. Este procedimiento es comúnmente

aplicado para sistemas de regresión lineal, de tal manera que se utiliza para generar un

nuevo estimador de parámetros cuya convergencia está garantizada relajando la con-

dición de PE en el regresor. En [14], se estiman parámetros físicos de un cuatrirotor

utilizando la versión clásica del método EMRD, descrita previamente.

Es bien sabido que los algoritmos estándar de estimación de parámetros aplicados a

las regresiones lineales dan lugar a un sistema lineal variable en el tiempo, que es

exponencialmente estable si se cumple la condición de excitación persistente en el

regresor. Esta condición es un problema teórico desafiante y se han dedicado muchos

trabajos de investigación a ella en diversos escenarios [15] [16].

Motivados por la importancia de la estimación de parámetros en sistemas no lineales

y particularmente en cuatrirotores. En este trabajo de tesis se aborda la estimación



1.3. OBJETIVOS 5

de los parámetros físicos: inercia, masa y coeficiente de resistencia al avance de un

cuatrirotor. El regresor se construye a partir de la ecuación de balance de potencia como

se propone en [17]. El problema de estimación se resuelve utilizando dos versiones del

método DREM.

Como se proponen en [18]. Esta variación del método DREM busca aprovechar

los datos del regresor, en instantes de tiempo anteriores

Usando [11], el cual consiste en realizar un regresor extendido á la Kreissel-

meir’s, lo cual en comparación con el EMRD clásico [18], permite tener una

mezcla de información mucho más simple.

Por medio de simulaciones numéricas se muestra que el error de estimación de pa-

rámetros converge a cero en ambos casos y se describen las diferencias entre ambos

estimadores. Para la parte experimental de este trabajo se utilizan datos de vuelo reali-

zados de manera física.De esta forma, la ecuación de regresión lineal es construida con

datos experimentales, estos datos de vuelo incluyen medidas del sistema de referencia

de altitud y Rumbo; y el sistema de posicionamiento infrarrojo de Optitrack.

1.3. Objetivos

Objetivo General: Estimar los parámetros físicos de un cuatrirotor utilizando el mé-

todo EMRD.

Objetivos particulares

Identificar una ecuación lineal de regresión basada en balance de potencia para

un cuatrirotor.

Haciendo uso del método EMRD, extender la ERL obtenida del paso anterior

para diseñar algoritmos de estimación de parámetros, los cuales posiblemente

relajen la condición de exitación persistente.
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Validar en simulación el funcionamiento de los estimadores.

Validar los estimadores utilizando datos de vuelo experimentales.

1.4. Organización de la tesis

Esta tesis está dividida en cinco capítulos y se organiza en la siguiente forma. El capí-

tulo 2 describe la generación de la ecuación de regresión lineal; y también se describen

los dos métodos de estimación basados en el EMRD. El primer método es por mez-

clado y filtrado y el segundo método que se consideran en este trabajo es el método

EMRD, pero construido con señales retardadas; para resolver el problema de identifi-

cación del sistema. Posteriormente en el capítulo 3 se aborda el problema de identifi-

cación de sistemas para un cuatrirotor. Esta sección incluye el modelo del cuatrirotor

utilizado en este trabajo, la generación de la ecuación de regresión lineal y la confi-

guración para obtener los datos de vuelo experimental. En el capítulo 4 se presentan

los resultados de simulación obtenidos mediante la programación de los estimadores

en el software Matlab/Simulink. Así como también los resultados experimentales de

los parámetros físicos. Finalmente, en el capítulo 5 se prensentan las conclusiones del

trabajo.



Capítulo 2

Estimación de parámetros en línea

En este capítulo se presenta en un contexto general de la teoría necesaria para resolver

el problema a abordar. El cual consiste en estimar en línea de los parámetros desco-

nocidos y constantes que aparecen en una ecuación de regresión lineal (ERL). Está

ecuación establece una relación lineal entre la salida medible del sistema y los pará-

metros desconocidos modulo el regresor.

La ERL representa la ecuación instrumental para el diseño de la gran mayoría de los

identificadores de sistemas [18].

2.1. Ecuación de regresión lineal

El problema de estimación de los parámetros Θ ∈ Rq puede plantearse como un pro-

blema de observación de estados para un sistema dinámico con estados constantes Θ

Θ̇ = 0 (2.1)

interconectado con un sistema dinámico de la forma

ẋ = f(x,Θ) + g(x)u (2.2)

donde x ∈ Rn, representa los estados del sistema, f : Rn 7−→ Rn × Rq, la matriz de

entrada es g : Rn 7−→ Rs y u ∈ Rs, siendo la entrada de control. De acuerdo con el
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problema de la identificación de sistemas, es necesario construir una ERL usando las

ecuaciones 2.1 y 2.2. Para esto, se asume que existe una función escalar H(x,Θ) tal

que

Ḣ =
∂H⊤

∂x
f(x,Θ) +

∂H⊤

∂x
g(x)u

con

y = g(x)⊤
∂H

∂x
∈ R.

A partir de estas ecuaciones se asume que

Ḣ(x,Θ)− ∂H⊤

∂x
f(x,Θ) = X⊤Θ (2.3)

cambiando la notación de y⊤u = y, la ecuación 2.3 se reescribe como una ERL de la

forma

y = X⊤Θ (2.4)

donde y ∈ R y X ∈ Rq, es el regresor. En lo que sigue, se asume que ambas funciones

dependen de señales medibles y conocidas.

A partir de y y X se puede estimar el vector de parámetros Θ. Para esto, se define el

error de estimación e como

e = X⊤Θ̂− y = X⊤Θ̂−X⊤Θ = X⊤(Θ̂−Θ) = X⊤Θ̃ (2.5)

con Θ̂ es el valor estimado de Θ y Θ̃ = Θ̂−Θ el error paramétrico.

De esta forma, si se asegura que dicho error converge hacia cero, entonces la única

solución de (2.5) es e → 0.

2.2. Estimador tipo gradiente y la condición de excita-
ción persistente (PE)

Proponiendo a la siguiente función de Lyapunov

V =
1

2
Θ̃⊤Θ̃ (2.6)



2.2. ESTIMADOR TIPO GRADIENTE Y LA CONDICIÓN DE EXCITACIÓN
PERSISTENTE (PE) 9

y derivando respecto al tiempo se llega a

V̇ = Θ̃⊤ ˙̂
Θ. (2.7)

Debido a que se desea asegurar que

V̇ = Θ̃⊤ ˙̂
Θ ≤ 0.

Entonces, definiendo a ˙̂
Θ = −κ0XX⊤Θ̃ con κ0 ∈ R una ganancia positiva; y reem-

plazándola en 2.7, se obtiene

V̇ = −κ0Θ̃⊤XX⊤Θ̃ = −κ0e⊤e ≤ 0.

A partir de está derivada con respecto al tiempo es evidente que la convergencia del

error de estimación e no implica que el error paramétrico Θ̃ converge a cero, ya que

implican dos casos del e = 0. El primero es cuando el regresor X es igual a ce-

ro; y segundo se produce con Θ̃ igual a cero. Por otro lado se tiene que XX⊤ es

semi definida positiva y es de rango igual a uno; por lo que satisfacer la condición

λmin(XX⊤) ≥ 2α, con α > 0 es muy dificil de conseguir.1 No obstante, como X es

un vector que varía con el tiempo se espera tener la información suficiente para que

los parámetros de Θ̃ converja a cero. Esta disponibilidad de información suficiente a

lo largo del tiempo se establece con la condición de excitación persistente establecida

en la siguiente definición. Veasé la figura 2-1.

Definición 1 Un regresor X ∈ Rq, es de excitación persistente si existen constantes

positivas α, T tal que ∫ t0+T

t0

X(τ)X(τ)⊤dτ ≥ αIm, ∀ t0 ≥ 0 (2.8)

con I ∈ Rq×q siendo la matriz identidad.

1λmin(A) denota el valor propio mínimo de la matriz A.
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Figura 2-1: Condición de exitación persistente del regresor X .

La condición de excitación persistente permite establecer el siguiente resultado

Proposición 1 Dada una ERL de la forma (2.4). El estimador tipo gradiente descen-

diente en tiempo continuo

˙̂
Θ = −κX

(
X⊤Θ̂− y

)
.

con κ > 0 asegura lo siguiente:

La norma del vector del error paramétrico Θ̃ = Θ̂ − Θ, es monóticamente no

creciente, es decir

|Θ̃(tb)| ≤ |Θ̃(ta)|, ∀tb ≥ ta ∈ R > 0

La ecuación del error del error paramétrico se define de la siguiente manera

˙̃Θ = −κXX⊤Θ̃

y su punto de equilibrio cero, es globalmente exponencialmente estable si y sólo si

X(t) cumple con la condición de excitación persistente.
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A lo largo de los últimos 10 años, los trabajos dedicados a la identificación de sistemas

han tratado de relajar la condición de PE sobre el regresor. Los enfoques recientes sobre

este tema, proponen extender la ecuación lineal del regresor para dotarla de mayor

información a través de una manipulación algebraica y dinámica antes de realizar la

estimación de los parámetros desconocidos. Las opciones para relajar la condición

establecida en (2.8) son limitadas, la primera es generar un nuevo regresor como el

que se propone en [19] y [17] y la segunda es modificar la ecuación de salida como se

propone en [18].

2.3. Método de Mezclar y filtrar

Este método de estimación, busca superar la limitación impuesta por la condición de

excitación persistente y de esta manera, mejorar el rendimiento transitorio del esti-

mador, el procedimiento EMRD consiste en generar nuevas ecuaciones de regresión

lineal para estimar independientemente cada uno de los parámetros. A continuación,

se presenta el estimador por el método de mezclar y filtrar para la ERL de la forma

(2.4). Usando la idea del regresor extendido á la Kreisselmeier’s. El cual consiste en

multiplica por la izquierda la salida de 2.4 por X, para llegar a

Y = X Θ (2.9)

donde

Y = Xy, X = XX⊤

con Y ∈ Rq y X ∈ Rq×q. En este punto, el paso clave es la "mezcla"de la información

de los regresores y la propiedad de que para una matriz de la forma M q×q se tiene que

adj(M)M = det(M)I

donde I ∈ Rq×q es la matriz identidad y adj(M) denota la matriz adjunta. De esta

manera pre-multiplicando a 2.9 por la matriz adjunta de X , se llega a

adj(X )Y = det(X )I (2.10)
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De esta manera, la ecuación de regresión lineal vectorial anterior, se transforma en las

siguientes q ecuaciones de regresión lineal de forma escalar

ȳi = det(X )Θi, i = 1, · · · , q (2.11)

con ȳi = adj(X )Y .

Una ves realizada esta manipulación algebraica de la ecuación de regresión lineal ori-

ginal 2.4, se propone el siguiente proceso dinámico. Se considera un operador lineal y

estable SISO ( single-input single- output) y BIBO ( bounded-input bounded-output).

denotado por G(s), con s = d
dt

. De esta manera, a partir de las ecuaciones q escalares

del regresor lineal de (2.11) es posible definir a

yi = det(X̄ )Θi, i = 1, · · · , q (2.12)

Donde

yi = G(s)iȳi, X̄i = G(s)idet(X̄ )

La disponibilidad de las ERLs escalares 2.12 es la principal característica del método

EMRD que lo distingue de todos los demás estimadores.

2.4. Señales retardadas

Un segundo enfoque del método DREM presentado en [18], consiste en primero proce-

sar dinámicamente la regresión lineal original y luego algebraicamente, de tal manera

que exista un aprovechamiento de los datos disponibles en instantes de tiempos ante-

riores. El procesamiento dinámico implica q − 1 operadores de retardo de la forma

G(esτ ), G(e2sτ ), · · · , G(e(q−1)sτ )
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con τ el valor del retardo. Con un ligero abuso de notación, a partir de 2.4 se definen

las siguientes señales

ȳ =



y

G(esτ )y

G(e2sτ )y
...

G(e(q−1)sτ )y


, X̄ =



X⊤

G(esτ )X⊤

G(e2sτ )X⊤

...

G(e(q−1)sτ )X⊤


.

Por lo tanto, se puede construir la siguiente ERL

ȳ = X̄Θ (2.13)

con ȳ ∈ Rq y X̄ ∈ Rq×q. Al multiplicar a (2.13) de ambos lados por la matriz adjunta

de X̄, conla finalidad de obtener q ecuaciones de regresión lineal escalar de la forma

ŷi = det(X̄)Θi, i = 1, · · · , q (2.14)

con ŷ = adj(X̄)ȳ.

Proposición 2: Considere la ecuación de regresión lineal descrita en 2.4. Suponga que

se construyen dos conjuntos de q ERLs escalares y lineales mediante la mezcla y el

filtrado 2.12 y señales retardadas 2.14. Asumiendo que det(X̄) y X̄ ̸∈ L2, entonces

los estimadores de tipo gradiente descendiente normalizado, de la forma

˙̂
Θi = κ0

X̄

1 + X̄ 2

(
X̄ Θ̂i − yi

)
(2.15)

˙̂
Θi = κ1

det(X̄)

1 + det(X̄)2

(
det(X̄)Θ̂i − ŷi

)
(2.16)

con κ0 y κ1, ganancias de sintonización (positivas), aseguran que Θ̃i converge asintó-

ticamente a cero. Esto es

ĺım
t→∞

(Θ̃) = 0

Si X̄ y det(X̄), satisfacen la condición de excitación persistente, entonces la conver-

gencia a cero de Θ̃ es de forma exponencial.
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Prueba: Considerando como función de Lyapunov (2.7), su derivada en el tiempo a

lo largo de las trayectorias del estimador tipo gradiente descenc¡diente normalizado de

(2.15) es

V̇ = −κ0
X̄ 2

1 + X̄ 2
Θ̃⊤Θ̃ (2.17)

Por otro lado la derivada de la misma función de Lyapunov a lo largo de las trayectorias

del estimador de (2.16) es

V̇ = −κ1
det(X̄)2

1 + det(X̄)2
Θ̃⊤Θ̃ (2.18)

Es evidente que la convergencia a cero del error paramétrico viene determinada por las

propiedades de las señales

X̄ 2

1 + X̄ 2
,

det(X̄)2

1 + det(X̄)2
(2.19)

por lo tanto, las características de convergencia del error paramétrico están determina-

das por las propiedades de las señales X̄ y det(X̄) con lo que se completa la demos-

tración.

La idea de los dos enfoques del metodo EMRD, es relajar la condición de exitación

persistente en el regresor original X a través del determinante de una matriz cuadrada

no singular. Estos dos enfoques han demostrado ser eficientes para varios sistemas

físicos como se puede observar en [17].

En este trabajo ambos estimadores se evalúan utilizando datos experimentales de vuelo

y se realiza la comparación entre ambos estimadores, para el caso de la estimación de

parámetros físicos de un cuatrirotor.



Capítulo 3

Estimación de parámetros para un
cuatrirotor

3.1. Modelo dinámico del cuatrirotor

Figura 3-1: : Marcos de referencia XIY IZI y cuerpo XbY bZb.

Al considerar que los componentes del cuatrirotor a excepción de las hélices se man-

tienen rígidamente unidos y que el efecto del movimiento de las hélices sobre los otros

componentes es mínimo. El modelo dinámico del cuatrirotor es equivalente al modelo
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dinámico de un cuerpo rígido en el espacio bajo la acción de las fuerzas y momentos

externos. La descripción del modelo dinámico requiere dos sistemas de coordenadas,

uno con coordenadas en ejes inerciales y uno con coordenadas en ejes cuerpo. El siste-

ma de coordenadas cuerpo se ubica en el centro de gravedad del cuatrirotor. Al asumir

que el cuatrirotor es simétrico y que su centro de gravedad coincide con su centro geo-

métrico; el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales describe el modelo dinámico

del cuatrirotor.
mẌ = F i

g + F i
p + F i

a

IΩ̇ = −Ω× IΩ +M i
p,

(3.1)

donde m es la masa, X =
[
x y z

]⊤
es la posición traslacional, F i

g , F i
p y F i

a

son las fuerzas de gravedad, propulsión y aerodinámicas expresadas en ejes inerciales,

definidas como

F i
g = mge3, F

i
p = −TTRe3, F i

a = −KẊ (3.2)

con g la constante gravitacional, e3 =
[
0 0 1

]⊤
, TT el empuje total de los cuatro

rotores, R ∈ SO(3) la matriz de rotación de ejes cuerpo a ejes inerciales y K =

diag{µx, µy, 0} la matriz de coeficientes aerodinámicos Propuesta en [20]. Además,

I = diag{Ixx, Iyy, Izz} es la matriz de inercia, Ω =
[
p q r

]⊤
la velocidad angular

en ejes cuerpo y

M b
p =

[
Mx My Mz

]⊤
los momentos generados por el empuje entre los cuatro rotores.

Observación 1: Es importante señalar que los modelos para un cuatrirotor, empleados

en [21], [14] y [22] incluyen el mapeo de la velocidad angular del rotor a la fuerza y

momentos de propulsión. Esta relación puede establecerse de la siguiente manera [16],

para la configuración del cuatrirotor mostrado en la Figura 3-1.


TT

Mx

My

Mz

 =


1 1 1 1
ℓ√
2

− ℓ√
2

− ℓ√
2

ℓ√
2

ℓ√
2

− ℓ√
2

− ℓ√
2

ℓ√
2

CQ

CT
r̄

CQ

CT
r̄

CQ

CT
r̄

CQ

CT
r̄



T1

T2

T3

T4

 (3.3)

Donde ℓ es la distancia entre el origen de los ejes cuerpo y el eje de rotación del
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rotor, medida a lo largo del brazo del cuatrirotor, CQ es el coeficiente del momento

de reacción, CT el coeficiente de empuje y r̄ es el radio de la hélice. Dado que el

subsistema es considerablemente rápido con respecto a la mecánica de vuelo, se utiliza

la siguiente relación.

PWMi = PWM0Ti + PWM1, i = 1, 2, 3, 4

donde PWMi es la señal modulada por impulsos que se envía al controlador del mo-

tor eléctrico para generar el empuje Ti. PWM0 y PWM1 son valores positivos para

ajustar la relación. Como ℓ y r̄ son conocidos será interesante estimar CQ

CT
. sin embargo,

ya que el cuatrirotor no puede volar en lazo abierto, el controlador implementado para

obtener los datos de vuelo invierte la relación en 3.3, por lo que es necesario seguir

investigando esta cuestión.

Este problema de estimación planetado en este trabajo, se describe en la siguiente

sección.

3.2. Problema de identificación para un cuatrirotor

Suponga que los estados X , Ẋ , R y Ω son medibles. Además, suponga que se tiene

acceso a las entradas de control TT yM b
p . Estimar los parámetros físicos del cuatrirotor

I , K y m.

El primer paso para resolver este problema de identificación es construir la ecuación

de regresión lineal. Obsérvese que, como se propone en [23] y [14], es posible cons-

truir una ecuación de regresión lineal vectorial directamente a partir de la dinámica

rotacional del cuatrirotor.

Mx

My

Mz

 =

 ṗ qr −qr
pr q̇ −pr
pq −pq ṙ


IxxIyy
Izz

 (3.4)

donde esta ecuación puede interpretarse en términos de 2.4, en forma vectorial.
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Basado en el balance de energía en el sistema, se tiene que, para resolver el problema

de estimación de los parámetros físicos de un cuatrirotor, es necesario diseñar la salida

del sistema con las señales medibles del cuatrirotor y que esta salida incluya los pará-

metros que se desean estimar. Para este caso, las dos salidas se generan a partir de las

siguientes funciones lagrangianas describen a la energía total del sistema.

LT =
1

2
mẊ⊤Ẋ −mgX⊤e3 (3.5)

LR =
1

2
Ω⊤IΩ (3.6)

con LT la función lagrangiana de la dinámica traslacional y LR la función lagrangiana

de la dinámica rotacional.

Para la salida de la energía traslacional del cuatrirotor: Derivando a 3.5 a lo

largo de las trayectorias del cuatrirotor se obtiene

d

dt
= mẊ⊤Ẍ −mgẊ⊤e3, (3.7)

Del modelo 3.1 se tiene que para la dinámica traslacional mẌ = mge3 −
TTRe3 − KẊ , sustituyendo en 3.7

d

dt
= Ẋ⊤mge3 − Ẋ⊤TTRe3 − Ẋ⊤KẊ −mgẊ⊤e3 (3.8)

Reduciendo la ecuación anterior, se tiene

d

dt
= −TT Ẋ⊤Re3 − Ẋ⊤K Ẋ (3.9)

De esta ecuación de potencia, es claro que las señales medibles para la dinámica

traslacional del cuatrirotor son

yT = −TT Ẋ⊤Re3 (3.10)

Abusando un poco de la notación, se define a s = d
dt

de tal manera que la ecua-

ción 3.5 se puede escribir como
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s

(
1

2
mẊ⊤Ẋ −mgX⊤e3

)
(3.11)

entonces sustituyendo del lado izquierdo la ecuación 3.11 en 3.9 se tiene que

s

(
1

2
mẊ⊤Ẋ −mgX⊤e3

)
= −TT Ẋ⊤Re3 − Ẋ⊤K Ẋ (3.12)

de esta manera se puede observar que la ecuación anterior contiene los los pará-

metros que se quieren estimar para la dinámica traslacional.

En este punto ya es posible construir a la ERL para estimar los parámetros de

la dinámica traslacional, de tal manera que esta ERL escalar tiene la siguiente

forma

yT = s
(m
2
Ẋ⊤Ẋ −mgX⊤e3

)
+ Ẋ⊤K Ẋ (3.13)

Posteriormente se define un filtro lineal invariante en el tiempo, de la forma λ
s+λ

con λ > 0. Aplicándolo a (3.13), por ambos lados se llega a

YT = XTΘT (3.14)

con

XT =
[

λs
s+λ

(
Ẋ⊤Ẋ

2
− gX⊤e3

)
λ

s+λ
(ẋ2 + ẏ2)

]
ΘT =

[
m µx

]⊤
y

YT =

(
λ

s+ λ

)
yT

Para la salida de la energía rotacional del cuatrirotor: Derivando a 3.6 a lo

largo de las trayectorias del cuatrirotor se obtiene

d

dt
=

1

2
Ω⊤IΩ̇ (3.15)

Como IΩ̇ = −Ω× IΩ +M i
p, sustituyendo en 3.15, se tiene

d

dt
= Ω⊤(−Ω× IΩ +M b

p) (3.16)
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Escribiendo a 3.16, en forma vectorial y matricial para la matriz de inercia I , se

tiene lo siguiente

d

dt
=

pq
r


⊤−

pq
r

×

Ixx 0 0

0 Iyy

0 0 Izz


pq
r

+

Mx

My

Mz


 (3.17)

Simplificando a (3.17) toma la siguiente forma

d

dt
=

pq
r


⊤ Mx

My

Mz

 (3.18)

realizando la respectiva multiplicación de los vectores de 3.18, se tiene que la

potencia rotacional tiene la forma

pMx + qMy + rMz = Ω⊤M b
p (3.19)

De la ecuación de potencia para la parte de la dinámica rotacional del cuatriro-

tor,se pueden observar las siguientes señales medibles

yR = Ω⊤M b
p . (3.20)

De igual manera se define al operador s = d
dt

.

Aplicando este operador la ecuación 3.6, se puede reescribir como

s

(
1

2
Ω⊤IΩ

)
(3.21)

y sustituyendo del lado izquierdo la ecuación 3.21 en 3.20 se tiene

s

(
1

2
Ω⊤IΩ

)
= Ω⊤M b

p (3.22)

De la ecuación anterior es facil notar que depende de los parámetros a estimar

De igual manera se construye a la ERLs escalares para la parte de la dinámica

rotaciónal y tiene la siguiente forma

yR = s

(
1

2
Ω⊤IΩ

)
(3.23)
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Aplicando de igual manera el filtro lineal invariante en el tiempo, de la forma
λ

s+λ
. a (3.23), por ambos lados se reescribe a las ERLs de la siguiente manera

YR = XRΘR (3.24)

con

XR =
λs

s+ λ

[
1
2
p2 1

2
q2 1

2
r2

]
ΘR =

[
Ixx Iyy Izz

]⊤
y

YR =
λ

s+ λ
yR.

Debido a la simetría del cuatrirotor se considera que µx = µy. A partir de las ERLs

de (3.14) y (3.24) se construyen seis ERLs escalares. A continuación se siguen los

procedimientos descritos en el capítulo 2 para la realizar estimación de parámetros y

sintonizar las ganancias correspondientes y como último paso se construyen los esti-

madores (2.15) y (2.16).
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Capítulo 4

Simulaciones numéricas y resultados
experimentales

En este capítulo se presentan los resultados de los dos métodos de estimación desa-

rrollados en el capitulo 2 mediante simulaciones, así como también lo experimentos

realizados para la estimación de los parámetros del cuatrirotor.

4.1. Simulaciones

Para la simulaciones se utiliza una planta con los datos del cuatrirotor y el control

implementado en el cuatrirotor es el reportado en [24], en este control el cuatrirotor

despega en un punto de origen y vuela hacia cuatro puntos de referencia. La simulación

se realiza en Matlab-Simulink. Se consideran los siguientes parámetros físicos

Parámetro Valor Parámetro Valor

Jxx 0.0218 m 1.2

Jyy 0.0218 µx 0.72

Jzz 0.0339 µz 0.9

Tabla 4.1: Parámetros estimados
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EXPERIMENTALES

En el método de mezclar y filtrar, es importante definir a el valor de λ, ya que este

mismo, junto a las ganancias, modifican el valor de X para que de esta manera exis-

ta exitación del regresor para que se logre converger a los valores de los parámetros

desconocidos. En el método de las señales retardadas, el valor del retraso afecta al

determinante de X̄, siendo necesario que las ganancias requieran un mayor o menor

valor en función del retraso. El objetivo durante la sintonización es que el error de es-

timación ei = Xi − yi donde i = T,R, a cero. Esto se logra de manera rápida si el

cambio de valor del determinante es lo suficientemente grande. En las las figuras de 4-1

y 4-5, corresponden a las gráficas de los determinantes de la dinámica rotacional y tras-

lacional, por el método de (a) mezclar y filtrar y (b) el método de señales retardadas,

respectivamente.

En las figuras de 4-2, se observa la convergencia de los errores de la dinámica rotacio-

nal Θ̃R, de igual manera para los dos métodos utilizados, mientras que en las figuras

de 4-3 se muestran los error de la señal ỸR, de la dinámica rotacional cómo se pue-

de observar, el error de las señales converge a cero de manera asintótica por ambos

métodos. Finalmente, en las figuras de 4-4, se puede observar la convergencia de los

valores estimados, coincidiendo con los valores considerados durante la programación

del modelo dinámico del cuatrirotor.

Las figuras de 4-6 se presentan las convergencia de los errores de la dinámica trasla-

cional y en las figuras de 4-7, se puede observar el error de la señal ỸT . Donde igual

manera que en la dinámica rotacional, el error converge a cero de manera asintótica.

En las figuras 4-8, se puede observar la convergencia de las señales estimadas a los

valores considerados en el modelo programado en Matlab.
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Figura 4-1: Determinante de las matrices X̄ (a) y X̄R (b), para la dinámica rotacional

por el método de señales retardadas.
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Figura 4-2: Error de estimación de parámetros de la dinámica rotacional Θ̃R.



26
CAPÍTULO 4. SIMULACIONES NUMÉRICAS Y RESULTADOS

EXPERIMENTALES

0 1 2 3 4 5

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

(a) Método mezlar y filtrar

0 1 2 3 4 5

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

(b) Método de señales retardadas

Figura 4-3: Error entre la salida medida y la estimada para la dinámica rotacional eR.
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Figura 4-4: Convergencia de los parámetros estimados a sus valores, para la dinámica

rotacional.
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Figura 4-5: Determinante de la matriz X̄T (a) y la matriz X̄T (b), para la dinámica

traslacional.
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Figura 4-6: Error de estimación de parámetros de la dinámica traslacional Θ̃T .



28
CAPÍTULO 4. SIMULACIONES NUMÉRICAS Y RESULTADOS

EXPERIMENTALES

0 1 2 3 4 5

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

(a) Método de mezclar y filtrar

0 1 2 3 4 5

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

(b) Método de señales retardadas

Figura 4-7: Error entre la salida medida y la estimada para la dinámica traslacional eT .
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Figura 4-8: Convergencia de los parámetros estimados a sus valores para la dinámica

traslacional.
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4.2. Implementación en tiempo real

Para la parte experimental de este trabajo, se tomaron mediciones de un cuatrirotor

casero, construido en CINVESTAV, este se puede observar en la figura 4-17

Figura 4-9: Cuatrirotor casero.

Para los datos experimentales, el cuatrirotor mostrado en la Figura 1 se voló en lazo

cerrado con el controlador descrito en [24]. El cuatrirotor voló en interiores bajo la

cobertura de un sistema de posicionamiento infrarrojo de Optitrack. La posición X del

cuadricóptero se obtiene a 60Hz. A partir de los ángulos de Euler la computadora de

control realiza el cálculo de la matriz de rotación R. además, determina la velocidad

traslacional Ẋ , utilizando la derivada sucia. El cuatrirotor tiene montado a bordo un

AHRS de Xsens, que proporciona la actitud del cuatrirotor y la velocidad angular a

120Hz.

Las figuras de 4-10 y 4-11 muestran la posición traslacional y la velocidad del cuatri-
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rotor. Las figuras de 4-12 y 4-13, muestran la altitud del cuatrirotor parametrizada por

los ángulos de euler =
[
ϕ θ ψ

]⊤
. A partir de los ángulos de Euler, la matriz de

rotación R puede obtenerse de la siguiente manera

R(Φ) =

cθcψ cψsθsϕ− sψcϕ cψsθcϕ+ sψsϕ

sψcθ sψsθsϕ+ cψcϕ sψsθcϕ− sϕcψ

−sθ cθsϕ cθcϕ


Por último, la figura de 4-16 muestra las entradas de control. Debido a el ancho de

banda del canal de comunicación entre el cuatrirotor y el ordenador base, los valores

X , Ẋ , y TT , se obtienen del mismo vuelo, mientras que Ω y MP , se obtienen de

un vuelo diferente. También se puede observar que el intervalo de tiempo en el que se

obtienen las señales de la ecuación 2.19 es corto; además, las magnitudes son pequeñas.

A partir de la experiencia realizando simulaciones numéricas fue posible determinar

las ganancias de los estimadores para estimar los parámetros desconocidos m y µx.

Figura 4-10: Posición de traslación del cuatrirotor. x línea azul, y línea roja y z línea

negra.
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Figura 4-11: Velocidad de traslación del cuatrirotor. ẋ línea azul, ẏ línea roja, ż línea

negra.

Figura 4-12: Ángulos de Euler. ϕ línea azul, θ línea roja, ψ línea negra.
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Figura 4-13: Velocidad angular.

Figura 4-14: Empuje total TT .
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Figura 4-15: Momentos de propulsión externos.

Figura 4-16: La línea azul representa a X̄ × (5e17), la línea roja representa a X̄µ ×
(1e17) y la línea negra representa a det(X̄)× 2.
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4.3. Resultados experimentales

Para la estimación de la masa y los coeficientes aerodinámicos los procedimientos de

mezcla y filtrado y los procedimientos de señales retardadas se aplican a la ecuación de

regresión lineal YT = XTΘT , para obtener las señales X̄ y det(X̄) respectivamente.

La figura 4-17 muestra los valores de convergencia para m y µx utilizando el proce-

dimiento de mezcla y filtrado. El valor real de µz es desconocido, por lo que la es-

trategia para afinar los estimadores se basó en el valor conocido de m = 1, 2kg. Por

este método de estimación, se obtiene la estimación de una masa m = 1.19092kg y

µx = 0721698kg/s.

Figura 4-17: Convergencia de los parámetros estimados a sus valores para la dinámica

traslacional por el método de mezclar y filtrar(parte experimental).
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La figura 4-18 muestra el comportamiento temporal de los valores estimados m y µx

para el procedimiento de señales retardadas. En este caso, se obtiene m = 1.23807kg

y µx = 0.751025kg/s.

Figura 4-18: Convergencia de los parámetros estimados a sus valores para la dinámica

traslacional por el método de señales retardadas(parte experimental).

A continuación, se presenta la tabla 4.2 con los valores de λ utilizados.

λ (valor) Ecuación donde es usada

1 Dinámica traslacional y rotacional (3.24),(3.14)

8 Dinámica traslacional y estimador de masa (2.12)

50 Dinámica traslacional y estimador de mu (2.12)

0.5 Dinámica rotacional y estimador para Îxx, Îyy e Îzz (2.12)

Tabla 4.2: Valor de λ de cada filtro utilizado en los estimadores.

Para los parámetros de inercia, los procedimientos de mezcla y filtrado y de se aplican

ahora a la ecuación de regresión lineal YR = XRθR, para obtener las señales X̄ y

det(X̄) correspondientes. La figura 4-19 muestra el comportamiento de las señales X̄

y det(X̄) respectivamente. Obsérvese que la señal det(X̄) tiene más información que

X̄ ; esto producirá un efecto interesante en el comportamiento de los coeficientes de

inercia estimados.
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Figura 4-19: X̄µ (Línea azul) y det(X̄) (Línea roja).

La figura 4-20 muestra los coeficientes de inercia estimados, donde para el caso del cua-

trirotor se obtienen Îxx = 0.04198kgm2, Îyy = 0.04023kgm2 e Îzz = 0.05923kgm2.

Los valores de referencia obtenidos mediante el programa de diseño asistido por

computadora son Îxx = 0.043kgm2, Îyy = 0.043kgm2 e Îzz = 0.067kgm2.

La figura 4-21 muestra los elementos de inercia estimados utilizando el procedimien-

to de señales retardadas. A partir de la figura 10, se obtuvieron los siguientes valores

Îxx = 0.04063kgm2, Îyy = 0.04016kgm2 e Îzz = 0.06412kgm2. Es interesante ob-

servar observar la respuesta temporal de Îzz; este comportamiento proviene del hecho

de que la señal (X̄), véase la figura 8, presenta dos periodos, alrededor de t = 10s

y t = 13s, en los que es diferente de cero, por lo que se aporta información extra al

estimador.
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Figura 4-20: Convergencia de los parámetros estimados a sus valores para la dinámica

rotacional por el método de mezclar y filtrar(parte experimental).

Figura 4-21: Convergencia de los parámetros estimados a sus valores para la dinámica

rotacional por el método de señales retardadas(parte experimental).
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En la tabla 4.3 se presentan las ganancias k0,1, utilizadas en los estimadores

ganancia valor

k0 diag{114e37, 225e35} dinámica traslacional (2.15)

k0 diag{300e27, 63e28, 39e28} Dinámica rotacional (2.15)

k1 diag{13e5, 6e2} Dinámica traslacional (2.16)

k1 diag{13.5e7, 25e6, 13e6} Dinámica rotacional (2.16)

Tabla 4.3: Valores de ganancia de cada estimador.



Capítulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

En este trabajo de tesis se aborda el problema de identificación de sistemas para los pa-

rámetros físicos de un cuatrirotor y se presentan dos métodos diferentes de estimación

para generar un conjunto de nuevas ERLs escalares para un cuatrirotor, las cuales son

utilizadas para estimar sus parámetros físicos haciendo uso de un gradiente descen-

diente normalizado. La regresión lineal original del cuatrirotor se obtiene utilizando el

balance de energía del sistema, que genera una ecuación de regresión lineal de menor

dimensión que computacionalmente es menos demandante. Por último se presentan las

conclusiones de lo elaborado así como las propuestas para futuras aplicaciones de lo

hecho en esta tesis

5.1. Conclusiones

El problema de estimación se resolvió empleando la técnica original de extensión y

mezcla de regresores dinámicos (DREM) y, una variación, el procedimiento de mezcla

y filtrado. Para la parte de simulaciones numéricas, se obtuvieron buenos resultados de

los estimadores propuestos en este trabajo, dando lugar a una buena estimación de los

parámetros físicos, ya que estos valores coinciden con los propuestos. este resultado

se da gracias a que los nuevos regresores generados por los métodos de mezcla y fil-

tro, y señales retardadas, permiten relajar la condición de excitación persistente y de
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esta manera, asegurar la estimación de los parámetros, llevando al error paramétrico

a cero. Para la parte experimental, los estimadores diseñados se alimentan con datos

de vuelos experimentales. Los valores estimados son cercanos a los valores calculados

del cuatrirotor, concretamente para la masa y la inercia.

5.2. Trabajo a futuro

Como trabajo a futuro, sería interesante comparar el valor estimado del coeficiente

aerodinámico con la técnica para medirlo propuesta en [20].

En [22], se muestra que algunos de los parámetros desconocidos del cuatrirotor son

observables. Así, sería interesante relacionar la observabilidad con la persistencia de

las restricciones de excitación impuestas sobre los regresores.

Por otro lado; se pretende utilizar nuevos estimadores como los propuestos en [19] y

[25]; y realizar control adaptable para el cuatrirotor utilizando estas nuevas regresiones

lineales [17].
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