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Resumen

La teoria de Morse relaciona la homologia con los puntos criticos de cierto tipo de funcio-
nes suaves por medio de las desigualdades de Morse, por lo que es una buena herramienta
para analizar los puntos criticos de funciones suaves sobre una variedad.

Estudiaremos el potencial gravitatorio de Newton de n cuerpos analizando el caso de
configuraciones centrales planas que son cierto tipo de puntos criticos del potencial co-
rrespondiente y demostramos que las clases de equivalencia estan en correspondencia
biyectiva con los puntos criticos de otra funcién definida sobre un carta de CP" 2. Usa-
mos las desigualdades de Morse para dar una cota inferior a de la cantidad de equilibrios
relativos.

Por otra parte, estudiamos el potencial eléctrico de particulas cargadas sobre una super-
ficie compacta y orientable, de manera que sus puntos criticos correspondan a posiciones
de equilibrio. Usamos las desigualdades de Morse para dar una cota inferior de la cantidad
de posiciones de equilibrio. Asi el problema anterior se reduce a calcular la homologia de
los espacios de configuraciones sobre superficies orientables.

Abstract

Morse theory gives a relation between homology and critical points of certain smooth fun-
ctions via Morse inequalities; thus, Morse theory is a great tool to analyze critical points
of smooth functions. We will study Newtonian gravitational potential n-bodies analyzing
planar central configurations which are certain critical points y we will demonstrate that
set equivalence class of central configurations have a bijection between critical points
of a function defined in a chart of CP" 2, we apply Morse inequalities to obtain lower
bounds of relatives equilibrium. On the other hand, we analyze the electrical potential
of charged particles in a compact, connected surface, in such a way that all the critical
points correspond a relative equilibrium. We use Morse inequalities to give a lower bound
of equilibrium positions. Thus, above problem is reduced to calculate the homology of
configuration spaces on orientable surfaces.



Introduccion

La teoria de Morse desarrollada por Marston Morse en The calculus of variations in
the large relaciona la topologia de una variedad M con los puntos criticos de funciones
suaves. Por ejemplo si f : M — R es una funcién suave y p un punto critico no degenerado
entonces existe una vecindad del punto p donde la funcién tiene la siguiente forma

fl@)=fp) —at—... a2l +aly +... +a
Mas atn si todos los puntos criticos de la funciéon son no degenerados, la variedad es
homeomorfa a un C'W-complejo donde cada A-celda corresponde a un punto critico de
indice \. Este tipo de funciones se llaman funciones de Morse y resultan ser densas en el
espacio de funciones suaves sobre M.
Se ha tratado de generalizar estas ideas al definir las funciones de Morse-Bott o aplicar
esta teoria a variedades de dimension infinita como el espacio de curvas en una varie-
dad compacta o de funcionales. También han servido para resolver problemas como la
conjetura de Poincaré en dimensiones altas, el teorema de periodicidad de Bott.
El objetivo de la tesis es ilustrar el uso de la teoria de Morse para obtener cotas inferior
para el nimero de equilibrios relativos y posiciones de equilibrio vistos como puntos
criticos del potencial newtoniano y del potencial eléctrico de particulas cargadas. La tesis
esta dividida en tres capitulos, uno sobre Teoria de Morse, el segundo es sobre equilibrios
relativos en el problema de los n cuerpos y el 1ltimo sobre posiciones de equilibrio de
particulas cargadas en una superficie compacta.
El primer capitulo estd basado en [10], [11] y consta de los preliminares para relacionar
la topologia de una variedad con los puntos criticos por medio de la teoria de Morse, el
objetivo es demostrar los siguientes teoremas

Teorema 1.4.1. Sean M una variedad y f : M — R suave. Sean a < b y supongamos que
fYa,b] es compacto y no contiene puntos criticos de f. Si M* = f~1(—o0, a], entonces
M® es difeomorfo a M°. Mds aiin, M® es un retracto por deformacion de MP®, de tal
modo que el mapeo inclusion de M* — M es una equivalencia homotdpica.

Teorema 1.4.2. Sean f: M — R una funcion suave y p un punto critico no degenerado
de indice . Sea f(p) = c y supongamos que f~c—¢, c+e| es compacto y que no contiene
puntos criticos de f ademds de p, para algin € > 0. Entonces, para € suficientemente
pequerio, el conjunto MTe tiene la homotopia de M5 U e’.

A partir de los teoremas anteriores podemos describir a la variedad M como un CW-
complejo en donde cada A-celda estd asociada a un punto critico de indice A de una
funcién suave con puntos criticos no degenerados y a partir de esta descomposicion se
deducen las desigualdades de Morse
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Ba(M) = Brg(M) 4+ ... £ Bo(M) < C\—Ch_1+...£Cy
Br(M) < C)

donde Bx(M) es el k—ésimo numero de Betti de M y Cy es el nimero de puntos criticos
de indice k de la funcién f.

El segundo capitulo estd basado en [9] en donde se estudian aspectos particulares de
problema de los n cuerpos en el plano. A saber, los equilibrios relativos son soluciones
en las que la distancia entre las particulas permanece constante todo el tiempo. Una
conjetura de Wintner y Smale afirma que el ntimero (de clases de equivalencia) de tales
soluciones es finito. En este capitulo vemos que el problema se puede reducir a analizar
los puntos criticos de una cierta funciéon de potencial. Usando las desigualdades de Morse
encontramos cotas inferiores para el niimero de puntos criticos no degenerados de distintos
indices.

El tercer capitulo se basa en [1] y el objetivo es dar cotas inferiores para el niimero puntos
criticos del potencial de n particulas sobre una superficie compacta y conexa usando las
desigualdades de Morse. Dicho potencial esta definido sobre el espacio de configuraciones
de n puntos distintos en X, F/(X, n), para usar las desigualdades de Morse calculamos la
homologia de F'(X,n). Mostraremos que

H;(F(X,n)) = H"™ (X", ®)

donde ® = X™\ F(X,n) y hacemos un célculo explicito de las cotas cuando X es una
superficie con n = 2,3. En el caso n = 2 calculamos la homologia de F'(X,2) a través de
sucesion espectral de Serre y en el caso n = 3 calculamos la homologia del par (X", ®)
con métodos puramente homoldgicos.



Capitulo 1

Teoria de Morse

1.1. La idea de la teoria de Morse

En esta seccion comenzamos ilustrando con un ejemplo especifico, la teoria que desarro-
llaremos después para variedades mas generales. Consideremos un toro M, tangente al
plano V', como se indica en la figura siguiente.

S

p Vv

Sea f: M — R la funcién altura respecto al plano V' y sea M® el conjunto de todos los
puntos z € M tales que f(z) < a. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1. Sia < 0= f(p), entonces M* = @.
2. Si f(p) < a < f(q), entonces M® es homeomorfo al disco D?.

3. Si f(q) <a< f(r), entonces M* es homemorfo a un cilindro.

4. Si f(r) < a < f(s), entonces M* es homemorfo a una superficie compacta de género
1 con frontera un circulo.
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5. Si f(s) < a, entonces M* es todo el toro.

Para poder describir el cambio de M® cuando a que pasa por alguno de los puntos
f(p), f(q) f(r), f(s) es conveniente considerar el tipo de homotopia en vez del tipo de
homeomorfismo. En término del tipo de homotopia:

1 — 2 es la operacion de pegar una 0-celda. En cuanto a tipo de homotopia, el espacio
Me, f(p) < a < f(q), no se puede distinguir de una 0-celda:

O

2 — 3 es la operacion de pegar una 1—celda:

12

3 — 4 es de nuevo la operacién de pegar una 1—celda

12

Uno esperaria, los puntos p, ¢, y s en donde el tipo de homotopia de M* cambia, como
tienen una caracterizacion simple en términos de f. Estos son los puntos criticos de la
funcion f. Si tomamos cualquier sistema de coordenadas (x,y) cerca de estos puntos, sus

derivadas parciales of y 9/ ge anulan. En p podemos escoger un sistema de coordenadas
ox Jdy

(z,y) tal que f = 2%+ 9% en s tal que f = c—2* — y?. y en ¢ y r de tal manera de que
f =d+ x?— 4?2, con d, c constantes.

Notemos que el nimero de signos negativos en la expresion de f en cada punto es la
dimensién de la celda que debemos de pegar para pasar de M a M® sia < f(t) < b para
t = p,q,r,s. La teoria de Morse generaliza estas observaciones para cualquier funcion
suave sobre una variedad.

10

4 — 5 es la operacion de pegar una 2—celda.
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1.2.

El Lema de Morse

Definicién. Sean M una variedad suave de dimensién n y f : M — R una funciéon
suave. Dado p € M escogemos una carta coordenada sobre p, ¢ : U — V C R" tal que

o(p) = (x1(p), ..., zn(p)) € V. Sea

F=fpo':VCR"—=R

y su derivada

dEyp) : ToR™ = Trpe)R.

Entonces

1.

[\

El Hessiano de f con respecto a ¢ es definido como la matriz simétrica de derivadas
parciales de segundo orden

_ 0*F
? 1/ 45

p es un punto critico o un punto singular de f si dF,) no es suprayectiva, esto
quiere decir que

(oo = - = 5 () =0

En este caso, el valor real f(p) = F(p(p)) se llama valor critico de f.

Cualquier punto que no es punto critico de f se le dice punto regular de f y cualquier
valor real que no es un valor critico se f se le llama valor regular de f.

p es un punto critico no degenerado de f si el Hessiano es no singular, es decir,
det(Hp(X (p))) # 0.

Un punto critico en el que el Hessiano sea singular se dice punto critico degenerado.

. El indice de un punto critico p respecto a f es la dimension del subespacio maximal

de T,M donde el Hessiano Hr es definido negativo

La nulidad de un punto critico es la dimension del espacio nulo del punto critico,
es decir, el subespacio formado por todos los v € T,M, tal que Hr(v,w) = 0 para
todo w € T,M.

Lema 1.2.1. Sea f : V CR" — R una funcion real suave en una vecindad convexa V de
0 en R™, con f(0) = 0. Entonces existen funciones suaves g; : V CR" - R, i =1,...,n
tales que g;(0) = 2L(0) y

Oz

flxy, ..., xn) = ingi(:ﬁl, cey X))
i=0

11
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Demostracidn.

Vdf (txy, ... tx,) of

y ponemos ¢;(x1,...,T,) = 01 g—i(t:pl, oy tay)dt.
Si j esta entre 1 y n, entonces

af "0 " g

Oz, Z Ox; 7 Z oz, 9 (L11)

i=1 =1
Evaluando en 0 se tiene que %(0) = g;(0).
O
Lema 1.2.2 (Lema de Morse). Sea p un punto critico no degenerado de f. Entonces hay
un sistema local de coordenadas (y',...,y") en una vecindad U de p, tal que y'(p) = 0
para toda i y se tiene la siguiente igualdad en U
f=f) - @)= =)+ )+ (")

donde X\ es el indice de p.

Demostraciéon. Mostremos primero que si existe una tal expresion para f, entonces A

tiene que ser el indice. Sean (z!,...,2") un sistema de coordenadas, si
fl@=Ffp) =)= = 2+ () (27)?
tendremos
92 f -2 sit=j5<A\
——(p) =4 2 sii=j>A\
021027
0 en otro caso
lo que muestra es que la matriz que representa al Hessiano bajo la base a%l b 8% ,

€S

—21, 0
0 2I,.,\/)

Por lo tanto existe un subespacio de T'M,, de dimensién A donde el Hessiano es definido
negativo y un subespacio V' de dimensién n — A donde el Hessiano es definido positivo.Si
existiera un subespacio de T'M,, de dimensién més grande que A en el cual el Hessiano
fuese definido negativo, entonces este subespacio intersectaria a V. Lo cual no puede ser.
Por lo tanto A es el indice del Hessiano en p.

Ahora mostraremos que existe un sistema de coordenadas adecuado (3!, ..., y"). Podemos
suponer que p =0y que f(p) = f(0) = 0. Por el lema tenemos

flay, ... x,) = ijgj(xl, cey Ty)
=1

para (z1, ..., x,) en alguna vecindad del 0. Como asumimos que 0 es punto critico: g;(0) =

%(O) = 0. Por lo tanto, aplicando de nuevo el lema a los g; tendremos

12
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gj(x1, ..., 2,) = inhij(:cl, ..., T,) paratodoje{l,...,n}
i=1

para funciones suaves h;;. Se sigue que

f(l‘l, e ,.Z‘n) = Z xixjhij(xl, e ,.Tn)

ij=1
Podemos suponer que h;; = hj;, ya que podemos escribir Eij = %(h” + hj;), entonces ten-

dremos h;; = hj; y f = ZZ z;2;hi;. Més atin la matriz (h;;(0)),; es igual a (%83225;]. (O))ij7

por lo tanto es no singular.
Existe una transformacion no singular de funciones coordenadas tales que dan la expresion
deseada de f, posiblemente en una vecindad mas pequena del 0. Para ver esto vamos a
imitar la prueba usual de diagonalizacién de las formas cuadraticas. El paso clave se
puede describir de la siguiente forma.
Supongamos por induccién que existen coordenadas uq,...,u, en la vecindad de U; del
0, tales que

f=F) £k ()’ + ) wHi(u, )

ij>r

en Uy; donde las matrices H;;(uq, ..., u,) son simétricas. Después de un cambio linear en
las ultimas n — r + 1 coordenadas podemos asumir que H,,.(0) # 0. Sea g(uy,...,u,) la
raiz cuadrada |H,.,.(u1, ..., u,)|. Esta funcién serd suave y distinta de 0 en una vecindad
mas pequena Us C U de 0. Ahora introduciremos nuevas coordenadas vy, . . ., v, definidas
de la forma siguiente

Hzr (ula ) un)
Vp(Uty .oy Up) = g(UL, ... U Up + Uj
7"( 1 n) 9( 1 n) r ; ZHrr(“]_, ’u”)
Se sigue del teorema de la funcién inversa que vy, ..., v, son funciones coordenadas en
una vecindad suficientemente pequena Uz de 0. Es facil verificar que f puede se puede
como
f= Z +(vi)* + Z v Hij (v, vn)
i<r 1,7>T
sobre Us. Esto completa la induccién y prueba el lema. O

Corolario 1.2.1. Los puntos criticos no degenerados son aislados.

A continuacién presentaremos ejemplos de puntos criticos degenerados para funciones
R—-RyR> =R

13
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0.4F -
51 | 03| f
0 | 02} |
sl | 01} .
I I I I I Or B
-2 -1 0 1 2 -1 —0,5 0 0,5 1
Figura 1.1: f(x) = z° El origen es un punto .. -1 .
st /(@) & P Figura 1.3: F(z) = e=2sen?(+). El origen es
critico degenerado. z

un punto critico degenerado y no aislado.

. , ) Figura 1.4: f(z,y) = 2% El conjunto de
Figura 1.2: f(z,y) = 2° — 3zy* la parte real puntos criticos es el eje x, los cuales son to-

de (z +iy)®. (0,0) es un punto critico dege-  dos ellos degenerados y es una subvariedad
nerado (“silla del mono”). de R2.

Figura 1.5: f(z,y) = 2?y?. El conjunto de puntos criticos, todos degenerados, consiste de
la unién de los ejes coordenados, y no es una subvariedad de R2.

14
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1.3. Curvas integrales y grupos l-paramétricos

Definicién. Un grupo 1—paramétrico de difeomorfismos de una variedad M es una fun-
cién C*
0:RxM—-M
tal que
1. Para todo t € R la funcién ¢, : M — M dada por ¢;(x) = ¢(t,z) es un difeomor-
fismo de M en M
2. Para todo t, s € R, se tiene @5 = ¢ 0 s

Dado un grupo 1—paramétrico de difeomorfismos ¢ de M, definimos un campo vectorial
X en M como sigue. Para toda funcion suave f : M — R sea

X,(f) = lim flen(a) — fla)

h—0 h

Diremos que este campo vectorial X genera al grupo ¢

Lema 1.3.1. Dado X campo vectorial en M el cual se anula fuera de un conjunto com-
pacto K C M genera un unico grupo de difeomorfismos 1—paramétricos M.

Demostracién. Por el Teorema 3.10 de [17], pdg. 95 se tiene que para todo ¢ € M
existen ¢, > 0 y U, vecindad abierta de g, tales que para todo p € U, existe una tnica
curva ¢, : (—¢4,6,) = M que cumple lo siguiente:

= ¢y = X(¢c)
" §bq(0) =dq

Ya que K es compacto, entonces existen ¢qi,...,q € K tales que K C U._,U,,, sea
€ := minj<x< &, Parat € (—¢,¢)

[ e(t) sipeUL_ U,
ei(p) : { p sipgU_ U, "

Observe que se cumple la condicién ;05 = @41, para |t|,|s|, |t + s| < € por la unicidad
de las curvas. Ademas ¢, es difeomorfismo ya que ¢_;p; = @y = idyy.
Por otro lado, dado I € R existen tinicos k € Ny |d| < § tales que

€
[ = k§ + d.
Sea

Y= @% + ©a-

Sil < —¢, entonces de forma similar existen —k € Ny |d| < § tales que | = k5 + d.
Definimos

=k
P =P+ P
Las funciones anteriores son difeomorfismos ya que son composiciones de difeomorfismos,
para terminar la demostracion solo basta demostrar que
©1ps = Pirs, para todo t,s € R.

Pero lo anterior es consecuencia de que g5 = @rrs = @sipp para |t|, |s|, |t + s| < ey de

las observaciones anteriores. O
15
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1.4. Tipo de homotopia y valores criticos

Definicién. Dadas M una variedad y f : M — R una funcién suave

M*® = f~}(—00,a] = {p e M| f(p) < a}.

Teorema 1.4.1. Sean M una variedad y f : M — R suave. Sean a < b y supongamos
que f~']a,b] es compacto y no contiene puntos criticos de f. Entonces M® es difeomorfo
a M°. Mds ain, M es un retracto por deformacion de M, de tal modo que el mapeo
inclusion de M® — MP® es una equivalencia homotdpica.

Demostracién. La idea de la demostracion reside en contraer M? en M? a través de las
trayectoras ortogonales respecto a las hipersuperfices f = cte.

— M?

w7 o

Elegimos una métrica Riemanniana sobre M y denotaremos por (X,Y’) el producto in-
terno de dos vectores tangentes, determinado por la métrica. El gradiente de f es el
campo vectorial grad(f) en M caracterizado por la siguiente ecuacion:

(X, grad(f)) = X(f)

(i.e. la derivada direccional de f en la direcciéon de X) para todo campo vectorial X
sobre M. Observemos que grad(f) se anula precisamente en los puntos criticos de f. Si
¢ : R — M es un curva con vector velocidad , entonces se cumple

<%’ grad(f)> - d(J;: o)

Sea p : M — R una funcién suave, que es igual a m sobre f~'[a,b] y que se

anule fuera de una vecindad compacta de este conjunto. Entonces el campo vectorial X,
dado por

X =pgrad(f) X,=p(g)grad(f),

satisface las condiciones del lema [1.3.1} Por lo tanto X genera un grupo 1—paramétrico
de difeomorfismo
o M — M.

Para un ¢ € M consideremos la funcién t — f(¢:(q)). Si ¢:(q) estd f~'[a, b], entonces

d(fopi(a) _ [d(ei(a))

dt dt

De este modo, la correspondencia t — f(¢:(q)), es lineal con derivada 1, sia < f(¢:(q)) <
b.

16
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Ahora consideremos el difeomorfismo ¢, : M — M. Claramente manda M* de manera
difeomorfa sobre M?. Esto prueba la mitad del teorema m
Finalmente, definimos ahora una familia de funciones pametrizadas por ¢ como

TtZMb—>Mb

_ q sio flg) <a
rila) = {sotmf(q»(q) S a< flq) <b

Entonces 7, es la identidad y 71 es una retraccién de M® en M?. Por lo tanto M® es un
retracto por deformacién de M®. Esto completa la demostracién. U

Nota. La condicién de que f~![a,b] sea compacto no puede ser omitida.

Teorema 1.4.2. Sean f : M — R una funcion suave y p un punto critico no degene-
rado de indice X\. Ponemos f(p) = ¢ y supongamos que f~‘[c —&,c+ €] es compacto y
que no contiene puntos criticos de f ademas de p, para algin € > 0. Entonces, para ¢
suficientemente pequeno, el conjunto Mte tiene la homotopia de M5 U e,

Demostracion. La idea de la demostracién se muestra en la Fig. en el caso especial de
la funcién altura sobre el toro. La regién M ¢ = f~1(—oo, c —¢] es la del sombreado m4s
obscuro. Vamos a introducir una nueva funcién F : M — R, que coincida con la funcion
altura f excepto que F' < f en una pequefia vecindad de p. Asf la regién F~!(—o0,c— €]
consistirda de M°~¢ junto con una regiéon H cerca p. En el figura H seria la regién
sombreada por lineas horizontales.

Figura |1.4]

Escogiendo una celda adecuada ¢* C H, mostraremos (“empujando” sobre las lineas
horizontales de la figura que M¢¢Ue* es un retracto por deformacién de M¢¢U H.
Finalmente, aplicando el Teorema a la funcién F y la region F~l[c — g,¢c + €]
mostraremos que M ¢ U H es un retracto por deformacién M. Esto terminard la
demostracion.

Escojamos un sistema de coordenadas (u', ..., u™) en una vecindad U de p tal que f tiene
la forma

F=c— (W)= . = W)+ @2+ (W)
17



1.4. TIPO DE HOMOTOPIA Y VALORES CRITICOS

sobre U. De este modo el punto critico p va tener las coordenadas
1 n
Elegimos € > 0 suficientemente pequeno tal que
1. Laregion f~'[c — ¢, c+ €] sea compacta y no contenga puntos criticos aparte de p.
2. La imagen de U bajo el encaje suave
(u',...,u"): U —R"

contenga a la bola cerrada

n

() | > (uh)? < 2

=1

Definimos e*

como el conjunto de puntos en U tales que
WP+ W)Y <e y VM= =u"=0.
La situacién resultante es ilustrada esquematicamente en la siguiente figura

+1
(ut g

..y U™ —anis

{u', ..., uh)-ozis

Los ejes coordenados representan los planos v’ = ... =u" =0y ul = ... = u* =0

respectivamente; el circulo representa la frontera de la bola de radio v/2¢ y las hipérbolas
representan a las hipersuperficies f~'(c —¢) y f~!(c + ¢). La regién M ¢ es la regién
con el sombreado mds obscuro; la regién f~'[c — ¢, ] es la mds punteada; y la regién
f7Ye, ¢ + €] es la menos punteada. La linea negra remarcada que pasa por p representa
la celda e”.

Notemos que e N M°¢ es precisamente la frontera de?, asi que e* esta pegada a M°¢~¢
como se requiere. Debemos probar que M¢¢Ue? es un retracto por deformacién de Me+e.
Construyamos una nueva funcién suave F': M — R como sigue. Sea

pw:R—=R
( [2], pég 1).

una funcién suave que satisface las siguientes condiciones.
18



CAPITULO 1. TEORIA DE MORSE

e 1u(0) >¢
e 4(r) =0 para r>2¢
o —1 < //(r) <0 para todo r

donde p/(r) es la derivada de p. Sea F': M — R dada por ' = f fuera de la vecindad
coordenada U y por

F=f—pu((u)?+.. .+ @) +2M)? +... +2u")?)

dentro esta vecindad coordenada. Es facil ver que F' es una funcién suave, bien definida
sobre U.

Es conveniente definir las funciones.

€,?7'U—>[ o)
= (W)’ + ...+ ()
n—()‘l) +...+(u")2.

Entonces f = c¢— & + 7, de modo que

F(q) =c—¢&(q) +n(q) — n(&(g) + 2n(q))

para todo g € U.

Afirmacién 1. La regidn F~'(—oco,c+ €] coincide con la region Mt = f~—o0,c+¢].

Demostracién. Fuera del elipsoide & 4 2 < 2¢ las funciones f y F' coinciden. Dentro
del elipsoide tenemos que

1
Fszc—§+n§c+§§+n§0+a

Esto completa la prueba L.

Afirmacion 2. Los puntos criticos de F' son los mismos que los de f.

Demostracion. Notemos que

OF OF
a—gz—l—u’(£+2n)<0 y oo =1=24(6+2n) 21

Ya que
dF = 8—§df + a—Fd

donde las 1—forma d¢ y dn se anulan s1multaneamente unicamente en el origen, 0, se
sigue que F' no tiene puntos criticos en U distintos del origen.
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1.4. TIPO DE HOMOTOPIA Y VALORES CRITICOS

Ahora consideremos la region F~![c—e, c+¢]. Por la Afirmacién 1 junto con la desigualdad
F < f vemos que
Flle—eg,c+el Cfle—e,c+el.

Por lo tanto esta regién es compacta. No contiene puntos criticos de F' excepto p. Pero
F(p) =c—u(0) <c—e.

Luego, F~![c — &,c + €] no contiene puntos criticos. Esto, junto con el Teorema m
demuestra la siguiente afirmacion.

Afirmacién 3. La regién F~'(—oo,c — €] es un retracto por deformacion de M.

Expresemos a la regién F~!(—oo, ¢ — €] como f~!(—o0,c —¢] U H, donde H denota la
cerradura de F~'(—oo,c —¢] \ M“=.

Observacién 1.4.1. En la terminologia de Smale, la region M ¢ U H se describe como
M™% pegandole una asa. Se sigue del teorema anterior que la variedad con frontera
M < U H es difeomorfa a M"¢. Este hecho es importante en la teoria de Smale de
variedades diferenciales. [16]

Consideremos ahora la celda e* que consiste de todos los puntos ¢ tales que
OF

Notemos que e estd contenida en la asa H. De hecho, ya que 5 < 0, tenemos que

F(q) < F(p)<c—c¢

pero f(q) > ¢ — e para q € e

La situacion se puede ver ilustrada en la figura anterior. La region M ¢ es la region mas
sombrada; el asa H es sombreada por las flechas verticales y la regién F~[c — g, ¢ + €]
estd punteada.

Afirmacién 4. M Ue* es un retracto por deformacion de MU H.
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CAPITULO 1. TEORIA DE MORSE

Demostracién. Una retraccién (por deformacién) ry : M UH — MU H estd indi-
cada esquemadticamente en la figura anterior por las flechas verticales. Mas precisamente
sea 1y la identidad fuera de U y definamos 7; dentro de U como sigue. Serd necesario
distinguir tres casos como se indica en la figura siguiente.

Caso 1. En la regién donde £ < ¢ sea r; la siguiente transformacion

(uh, .. u™) = (et e ™).

CASE 3

CASE 2

Entonces 7 es la identidad y ry manda a toda la regién en e*. El hecho de que cada
ry manda a F~!(—o0,c — €.

Caso 2. En la regién donde € < & < n+ ¢, r; se define como

1 A A+1
)

(uy..o,u™) = (u,...,u", su coSsu).

donde el numero s; € [0, 1] se define por

E—¢
—

St:t+(1—t)

Asi r; es de nuevo la identidad y ro manda toda la regiéon a la hipersuperficie
f = ¢ — e. Se puede verificar que las funciones s;u’ permanecen continuas cuando
& — e yn — 0. Notemos que las definiciones coinciden con la del caso 1 cuando

E=c.

Caso 3. En la regién dada por n+ e < £ (es decir, en M“¢) definimos a r; como la
identidad. Esta coincide con la definiciéon anterior cuando £ =7 + €.

Esto completa la demostracién de que M® ¢ U e* es un retracto por deformacién de
F~1(—00, c+¢€]. Junto con la Afirmacién 3, también completa la demostracién del Teorema

O@42

Observacién 1.4.2. De manera mas general supongamos que existen k puntos criticos
no degenerados py, . . ., px con indices A, ..., Ay en f~!(c). Entonces un argumento similar
muestra que M*¢ tiene el mismo tipo de homotopia que M UeM U. ..U e,
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Observacion 1.4.3. Una modificacién simple de la prueba del Teorema demuestra
que el conjunto M€ es también un retracto por deformacién de M. De hecho es un
retracto por deformacién de F'~'(—o0, ], el cual es un retracto por deformacién de M¢+e

Teorema 1.4.3. Si f : M — R es una funcion diferenciable en una variedad M con
puntos criticos no degenerados y si todo M* es compacto, para todo a € R, entonces M
tiene el mismo tipo de homotopia de un C'W-complejo, con una celda de dimension \ por
cada punto critico de indice .

Demostracién. Sean ¢; < ¢y < ... los valores criticos de f : M — R. La sucesién {¢;}
no tiene puntos de acumulacién ya que todo M® es compacto. El conjunto M* es vacio,
cuando a < c¢;. Supongamos que a # ¢1,Cs, ... y que M* es un CW-complejo. Sea ¢ el
valor critico minimo tal que a < ¢. Por los teoremas y la observacién [1.4.3

MO o M2 Uy, €M Uy, €2 UL U, Vo

Para ciertas funciones @1, ..., ¢y y € suficientemente pequeno. Existe una equivalen-
cia homotépica h : M — M®. Nosotros hemos asumido que existe una equivalencia
homotépica h' : M® — K con K un CW-complejo.

Entonces h'hp; es homotdpico por una aproximacion celular a

Y0 0ed — (\; — 1) — esqueleto de K.

Entonces KUy, e U. . U0 el es un CW-complejo y tiene el mismo tipo de homotopia
que Mete,

Por induccién se sigue que todo M® tiene el mismo tipo homotopia de un CW-complejo.
Si M es compacto esto completa la demostracion. En caso de M no es compacto pero todos
los puntos criticos estan en algiin M®, entonces por un argumento similar al del Teorema
se va a tener que M® es un retracto por deformacién de M, asi la demostracién
seria nuevamente completada.

Si existe una cantidad infinita de puntos criticos entonces la construccion anterior nos
dard una sucesion infinita de equivalencias homotopicas.

M3 e——s M2 .
K€ K>S

cada una extendiendo al anterior. Sea K la uniéon de los K; en la topologia del limite
directo, i.e, con la topologia mas fina posible, y sea g : M — K el mapeo limite. Entonces ¢
induce isomorfismo en todos los grupos de homotopia. Solo nececitamos aplicar el Teorema
1 Whitehead [20] para concluir que g es una equivalencia homotépica. (El teorema de
Whitehead afirma que so M y K son ambos dominados por CW-complejos, entonces
cualquier mapeo M — K el cual indice isomorfismo en los grupos de homotopia es
una equivalencia homotépica. Ciertamente K es dominado por si mismo. Para probar
que M es domindo por un CW-complejo es solamente necesario considerar a M como un
retracto de una vecindad tubular en algun espacio euclidiano.) Por lo tanto esto completa
la demostracion O

Observacién 1.4.4. Probamos que todo M*® tiene el mismo tipo de homotopia de un
CW-complejo finito, con una celda dimensién A por cada punto critico de indice A en
M. Esto es cierto aunque a sea un valor critico. (Compare Observacién [1.4.3)
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CAPITULO 1. TEORIA DE MORSE

1.5. Ejemplos

Como una aplicaciéon de los teoremas de la seccién probaremos que:

Teorema 1.5.1 (Reeb). Si M es una variedad compacta y f es una funcion diferenciable
en M con solo 2 puntos criticos, ambos no degenerados, entonces M es homeomorfa a la
esfera.

Demostracién. Esto se sigue del Teorema junto con el Lema de Morse [1.2.2]
Los dos puntos criticos deben de ser el minimo y méximo. Digamos que f(p) = 0 sea
el minimo y f(¢) = 1 sea el maximo. Si ¢ es lo suficientemente pequenio entonces el
conjunto M¢ = f~10,¢] y f~*[1 —¢,1] son n—celdas cerradas por el Lema|1.2.2| Pero M*®
es homeomorfo a M'~¢ por el Teorema[l.4.1] Por lo tanto M es la unién de dos n—celdas
cerradas, M'~¢y f~[1 —¢,1], se pegados a lo largo de su frontera comtin. Ahora es facil
construir un homeomorfismo entre M y S™. U

Observaciéon 1.5.1. El teorema sigue siendo cierto si los puntos criticos son degenerados.
Sin embargo, la demostracién es més dificil. (Comparar [12] pag. 165-183, Teorema 1 o
[14], pag. 380, Lema 1.)

Observacién 1.5.2. No es cierto que M sea difeomorfo a S™ con la estructura diferen-
ciable usual. (Comparar [13] en este articulo una 7-esfera con una estructura diferenciable
no estandar se prueba ser topologicamente S” al encontrar una funcién en ella con dos
puntos criticos no degenerados.)

Como otra aplicacién de los teoremas previos notemos que si una n—variedad tiene una
funcién no degenerada que solo tiene 3 puntos criticos, entonces tienen indice 0,n y 3
(por Dualidad de Poincaré), y la variedad tiene el tipo de homotopia de una n/2-esfera
con una n—celda pegada. Ver [5]. Tal funcién existe por ejemplo en el plano proyectivo
real y complejo.

Sea CP" espacio proyectivo complejo de dimensién n. Pensaremos a CP™ como clases de
equivalencia para (n 4 1)—tuplas (z0,...2,) de nimeros complejos, con | z]* = 1.
Denotamos la clase de equivalencia de (zg, ..., 2,) por (2o : 21 :...: 2,).

Definimos una funcién real valuada f en CP" por la identidad

florzciz) =Y ezl

J

donde cg, ¢, ..., ¢, son constantes reales distintas.
En orden de determinar los puntos criticos de f, considere el siguiente sistema local de
coordenadas. Sea Uy el conjunto de los (29 : 21 :...: 2,) con 2y # 0, y sea

2 .
||Zo||z—; = x; + iy;.

Entonces
T1,Y1,- -5 Tny Yn - (]0_>]R

son las funciones coordenada requeridas de f, mapeando U, difeomorficamente a la esfera
unitaria abierta en R?". Claramente

211" = 25 +y; Izl =1 = (2% +47)

J
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1.6. DESIGUALDADES DE MORSE

asi que

f=co+ Z(Cj — ¢o) (a3 +47)
j=1

sobre la vecindad coordenada Uj. Por lo tanto el tinico punto critico de f en U, yace en
el punto central

po=(1:0:...:0)
del sistema de coordenadas. En este punto f es no degenerada y tiene un indice igual al

doble del nimero j tales que ¢; < ¢.
Similarmente uno puede considerar otro sistema de coordenadas centrado en los puntos

pr=0:1:0:...:0),...,p,=(0:0:...:0:1).

Se sigue que pg, p1, - - -, Pp son los Unicos puntos criticos de f.El indice de f en pj es igual
al doble del nimero de j tales que ¢; < c;. Asi que cualquier posible indice impar entre
0 y 2n ocurre exactamente una vez.

Por el Teorema [[.4.3}

CP™ tiene el tipo de homotopia de un CW-complejo de la forma

ductuetu...ue
Se sigue que los grupos homologia entera de CP™ estan dados por

Z i=0,2,4,...,2n

Hi(CPyZ) = {O en otro caso

1.6. Desigualdades de Morse

En el trabajo original de Morse, el Teorema [1.4.3 atin no se conocia. En vez de esto, la
relacién entre la topologia de M y los puntos criticos de una funcién f : M — R se
describia por medio de una familia de desigualdades. En esta seccién describiremos este
enfoque original.

Definicién. Sea S una funcién definid en ciertas parejas de espacios, con valores enteros.
S se dice subaditiva si para cualesquiera X DY D Z, se cumple la siguiente desigualdad

S(X,2) < S(X,Y)+ S, Z).
Si se tiene la igualdad, decimos que S es aditiva.
Como ejemplo importante, usando coeficientes en un campo F', definimos
R\(X,Y) = X — ésimo num. de Betti de (X,Y).

para toda pareja (X,Y) tal que esta dimensién sea finita. Entonces Ry es subaditiva,
como puede observarse al examinar la sucesion exacta de la terna (X,Y, 7)

o H\(Y, Z) — H\(X, Z) —= H\(X,Y) — . ..

La caracteristica de Euler x(X,Y) := >, (=1)*8\(X,Y) es aditiva, ver ([7], pag. 129,
lema 20.7).
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Lema 1.6.1. Sea S una funcion subaditiva y consideremos espacios Xg C X7 C ... C X,,.
Entonces S(Xn, Xo) <> 0 S(Xi, Xi—1). Si S es aditiva entonces se cumple la igualdad.

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre n. Paran = 1, se tiene la igualdad
se tiene trivialmente y el caso n = 2 es la definicién de subaditividad y aditividad.
Supongamos que se tiene el resultado para n — 1, entonces

S( X, Xo) < S(Xp, Xpno1) + S( X1, Xo) < Zs Xi, Xi1) (1.2)

y asi es el resultado cierto para n. O

Definimos S(X) := S(X, @). Tomando X, = @ en el lema anterior podemos escribir el
resultado de la siguiente forma

n
X) <) S(Xi, Xi)
i=1
Con igualdad si S es aditiva.
Sea M una variedad compacta y f : M — R una funcién diferenciable en M con puntos
criticos aislados, no degenerados. Sean a; < ... < a; tales que M contenga exactamente
1 puntos criticos y M** = M. Entonces

H, (M®% M%) = H,(M®*-*Ue* M%) donde ); es el indice del punto critico,

— H, (e, 0eM)  por escisién,

| coeficientes  en dimensién A,
0 en otro caso

Aplicando el Lema [1.6.1la @ = M* C M* C ... C M* = M con S = 3y, se tiene lo
siguiente

K
BAM) <> (M®, M) = Cy;
=1

donde C'y denota el nimero de puntos criticos de indice A. Aplicando esta férmula al caso
en que S es la cararcteristica de Euler y, se tiene que

k
X(M) = 3" (M, M*1) = Cy— Cy + Cy — ... £ C.
=1

Por lo tanto, hemos probado el siguiente.

Teorema 1.6.1 (Desigualdades de Morse débiles). Si C\ denota el nimero de puntos
criticos de indice A en la variedad compacta M, entonces

BA(M) < Cy (1.3)

D DM =) (-G (1.4)
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El siguiente argumento se puede usar para obtener desigualdades ligeramente més preci-
sas.

Lema 1.6.2. La funcion Sy dada por
S)\(X7 Y) = BA(X7 Y) - /BA—I(X7 Y) —...x 60<X7 Y)

es subaditiva.

Demostracién. Dada una sucesion exacta

hoA—tep ook oD

de espacios vectoriales, notemos que el rango del homomorfismo A més el rango de i es
igual a la dimensién A. Por lo tanto

rg h=dimA—rg1
=dimA —-dim B +rg j
=dimA —dim B +dimC —rg k

=dimA—-dimB+dimC — ... +rg D.

Por lo tanto la expresién anterior es > 0. Consideremos ahora la sucesién exacta en
homologia de la terna X DY D Z. Aplicando el mismo céalculo al homomorfismo

Hy(X,Y) 2= H\(X,Y)

tenemos que

1g 0 = B\(Y.Z) = B\(X, Z) + B(X,)Y) = (Y, 2) +... > 0

Reordenando los términos, se tiene que

S\Y,Z) = S\(X,Z)+ S\(X,Y) >0,

lo que completa la demostracion. O
Aplicando esta funcién subaditiva Sy a los espacios
G CM™CM®2C.. . CM*

Obtenemos las desigualdades de Morse:

k
SA(M) < Sy (M, M)
=1

BAM) = Br-a(M) + ... £ Bo(M) < Cx = Ch1 + ... £ Co. (1.5)
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Estas desigualdades son definitivamente maés precisas que las anteriores. De hecho, suman-
do la desigualdad con A y A — 1, uno puede obtener la desigualdad y comparando
[1.5 con A\, A — 1 para A > n obtenemos la igualdad [I.4]

Como un ejemplo para el uso de las desigualdades de Morse, supongamos que C,; = 0.
Entonces R).1 debe ser también 0. Vemos que

R/\(M)—R/\,l(M)—i—:i:Ro(M) :C/\—C)\,l—f—...:i:CO.

Ahora supongamos que C'_; también es 0. Entonces Ry_; = 0, con un argumento similar
se demostramos que

R)\_Q(M) — R)\_g(M) +... % Ro(M) = O)\_Q — C)\_g +...%x Co.
Substrayendo esta de la igualdad anterior obtenemos lo siguiente:
Corolario 1.6.1. St Cy.1 = Cy\_1 =0, entonces Ry =C) y Ryy1 =C\_1 =0.

(Claro que esto se sigue también del Teorema [1.4.3]). Notemos que este corolario nos

permite encontrar los grupos de homologia de espacios proyectivos complejos (ver seccién
1.5)) sin hacer uso del Teorema m
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Capitulo 2

Equilibrios relativos en el problema
de los n cuerpos

2.1. Introducciéon

Este capitulo tratara sobre un tipo de soluciones del problema de n cuerpos Newtoniano
que llamaremos configuraciones centrales mas ain a configuraciones centrales planas las
cuales todas las particulas residen en un plano. Una pregunta fundamentada por Wintner
y reformulada por S.Smale es si las clases de equivalencia de configuraciones planas son
finitas.

En este capitulo también mostraremos que el problema anterior se puede reducir a cal-
cular los puntos criticos de una funcién similar a la funcién potencial sobre una carta
coordenada de un espacio proyectivo complejo de dimensién menor a n. Usando las des-
igualdades de Morse podemos dar una cota inferior sobre la cantidad de puntos criticos
no degenerados, por otro lado mostraremos que el indice puntos criticos colineales, es
decir, los cuales sus puntos como configuracién son colineales, debe ser al menos 2.

Sean q1,qo,...,q, € R? puntos distintos de R3 a los cuales asignamos masas positivas
mai,...,m, respectivamente. Sea
V _ Z mimj
1<i<j<n lla: = 451l

el potencial de Newton. Denotaremos las coordenadas de ¢; = (¢s,, Gi, , Gi. )-

z
g1 ¢
Mo 1 = 42
my
42 — g3
Q@ — g3
X ms y
Definicién. Dados ¢y, ..., ¢, puntos distintos en R?, diremos que ¢ = (cy, ..., ¢,) confi-

guracion central si
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[8\/} {8\/ ov GV} 1

a3 | = ) ) =om;c;, paratr=1,...,n

94 |, 94, aqz'y 4. c

con o € R independiente de 1.

Observacién 2.1.1. Si ¢ = (¢q,...,¢,) es una configuracién central, entonces 7T'(c) =
(T(c1),...,T(cy)) también es una configuracién central para toda T': R3 — R3 dilata-

cién/rotacién en R?, i.e., T(x) = aQz con o € R*, Q € SO(3). En tal caso, diremos que
las configuraciones centrales ¢ y T'(c) pertenecen a la misma clase de equivalencia.

Un aspecto del problema de los n cuerpos es la enumeracién de clases de configuraciones
centrales. En particular, se conjetura que solo hay un ntmero finito de ellas.

2.2. El Teorema de Smale

Teorema 2.2.1. Sea S; el elipsoide dado por la ecuacion Y i, mil|g||> = 1 en R
Un punto en ¢ € Sy es una configuracion central si y sélo si ¢ es un punto critico de la
restriccion Vs,

R?m

Demostracion. Sea 1.5 el espacio tangente a S7 en el punto ¢ € Sy, es decir,
T8 ={X e R*" | Y mj(c;, X;) = 0},
i=1

donde X = (X1,...,X,), X; € R3 y (-,-) el producto interno de R?, notemos R*" =
T.S1 ® Re. De este modo, dado Z = (Zy, ..., Z,) € R®, que la condicién Z = rc, r € R,
es equivalente a que > m;(Z;, X;) = 0 para todo vector X € T,S5].

Sea DV la derivada de V. Tenemos que para todo X € T,.5;:

P00 = pv0 =3 ( (5] ) = Domiz %)

i=1

con 7; = - [‘W} .

m; | 9g;
Por lo tanto ¢ es un punto critico de Vg, siy sélo si D(V|g,)(X) = 0 para todo X € T.51,
lo cual sucede si y solo si el vector Z es un miiltiplo de c. O
Observacion 2.2.1. 1. Si ¢ € S; es una configuracion central, tenemos que

oc=o0- ZmiHCiH2 = Z(omici,ci> = <{g;/} ,Ci> =—-V(o),
i=1 tde

i=1
ya que es V homogénea de grado —1.
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2. Por otro lado, en todo punto ¢ € R®", se tiene > 1, g—}; = 0. En efecto, un calculo
directo muestra que
oV " omm;
e ﬁ(%’ - qj)-
6 = lla—q
La igualdad )", g—; = 0 se sigue de inmediato.
3. Para toda de configuracién central ¢, se tiene que oy . m;¢c; = 0, de donde

Yoy mic; =0, yaque o = —V(c) # 0.

De las observaciones anteriores tenemos que las configuraciones centrales se encuentran
en la interseccién S’ de S; con el subespacio vectorial £ = {(Xi,...,X,) € R |

Z?:l m; X; = 0}

Sl

SI

De hecho se tiene que:

Lema 2.2.1. Un punto ¢ € S’ es una configuracion central si y sdlo si ¢ es un punto
critico de Vg .

Demostracién. Si ¢ € 5, el vector (= [2X] ... L | en 7.S; de hecho se
) my | 0q1 |, P mn | Oqn |,
n
/ . y V
encuentra en 71,5’ el espacio tangente a S’ en ¢, ya que E 5 =0. U
. 4i
=0 c

Finalmente, notemos que la clase de equivalencia de una configuracién central ¢ € S’ estd
representada por la érbita SO(3) - ¢ de c en S'.

2.3. Equilibrio Relativos

A partir de ahora nos concentraremos en las configuraciones centrales planas, es decir,
aquellas configuraciones tales que ¢y, . .., ¢, € R% Estas configuraciones centrales también
suelen llamarse equilibrios relativos. En este trabajo, estos ultimos estan caracterizados
por la existencia de una curva 2 : R — SO(2) con Q(0) = I3 tal que las trayectorias

qi(t) = Q(t)c;, i = 1,...,n satisfacen las ecuaciones de Newton:
ov
dq;

Se puede probar que si las ¢;(t), definidas como antes, satisfacen las ecuaciones de Newton,
entonces los ¢;, i = 1,...,n, deben estar en un plano y el movimiento es una rotacion
uniforme en dicho plano (ver [21] pag 287-292). Para un uso més general del término
equilibrio relativo, ver [21] pag 286.
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2.3. EQUILIBRIO RELATIVOS

n n
Consideremos entonces el conjunto S = {q € R*" | Zmi||Qi||2 =1y Zmiqi = 0}.
i=1 1=1
Por el Teorema una configuracién ¢ = (¢q,...,¢,) € S es un equilibrio relativo si
y s6lo si ¢ es un punto critico de la funcién V|g. Por otra lado, la clase de equivalencia
del equilibrio relativo ¢ estd representada por la 6rbita SO(2) - ¢ de ¢ bajo el grupo de
rotaciones del plano R2.

Figura 2.1: Configuracion plana de 5 puntos

Es facil ver que el espacio S es homeomorfo a la esfera unitaria S?"~3 por un homeomor-
fismo compatible con la accién de SO(2) = S1. Por lo tanto, el correspondiente espacio
de érbitas S/ g1 es difeomorfo al espacio proyectivo complejo CP"~2. Identificando a R?

con C, un difeomorfismo 2/, g1 — CP"? estd dado por:

(Q17"'>qn)'—>[q1_qn:-"ZQn71_Qn]-

Ya que no todas las diferencias ¢; — ¢, son iguales a cero. De hecho, al suponer que los
puntos qi, ..., q, son distintos, se tiene en particular que ¢, 1 — ¢, # 0 y la imagen de
dicha configuracion cae sobre la carta

{l[zr: i Znn: Zna] | 21 =1} =C" 2 C CP" 2

Para restablecer la simetria entre las variables es util introducir una variable ficticia:
z, = 0. Asi, las féormulas para obtener los ¢is a partir de los z.s son

¢ =A(z; — (), parai =1,...,n,
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CAPITULO 2. EQUILIBRIOS RELATIVOS

donde ¢ = + Z miz; y A es el real positivo dado por A2C' =1, con C = Z m|zi — ||

=1 =1
n

ym = Z m;. En todas estas formulas z,_; =1, 2z, = 0.
i=1

Sea D = {z € C"? | [li<icj<n(zi — 2;) = 0}. El potencial en M = C" 2\ D se

transformara en
p__L DL
A ll2i — 2l

1<i<j<n
Proposicion 1. Las derivadas parciales de P para i =1,...,n estin dadas por
or AP _omym;
; )+ Zi — 2j), arat=1,...,n—2.
0m  C " Z o=z p 5~ %)h P
J#i
Demostracion.

a1 0 1 0 A 2

o _ (o o
Recordando que o = ( By Byi>,

0 = 0 &
8_.1'10 = kaa_xl”Zk — %Zmlle?
:_Z[(Wnkmz) k——zmﬂl

+ 2m1 €T; me

=2 —Z—mkxk—l——kaZmle—mz l——me
k=1
) n n
=2 i Mmpxy — i mgxk | + 2mi(z; — — Z ma;)
L k=1 k=1

Antes de seguir en esta capitulo denotaremos a v/—1 como i.
Analogamente se tiene que

0 1 — .
'C’ = Qmi(yi — E Zmlyl) = 2mi<2i - CJ)-

Asi que
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2.3. EQUILIBRIO RELATIVOS

Por lo tanto

Por otro lado

0 1
; Z mkm] Z mkm]azll

S ( o 0 ) ( 1 >
pu— k . _7 —_—
1<k<j<n "\ 0z’ dy; Vi(k — )% + (Y — y;)?

_kamj ( \/(xk—:r;-)_l 3> ((%—fk),(yz’—yk))

7 2+ (g — 1))
Z o)
EEETE

Derivemos P respecto de la variable x;,

3_P:_[ om0 ohy bl y ]

Ox; 1<i<j<n |2 — ZjH ox; ox; STen l|zi — ZjH

802 miym;

y 8:61 > i<ici<n Tl obtenemos

Sustituyendo los valores de las parciales

o > _mam; 0 ok oy O Yoo
02 1<i<j<n 1zi — 2| 0z 0z = 2 — 2]
- 1 m;my
=P lmizi_C‘FC% — (2 — 2)-
OO )
Multiplicando por A la expresién de arriba se tiene la igualdad deseada. 0

Ya calculadas las derivadas parciales de primer podemos hacer el calculo del Hessiano de
P sobre sus puntos criticos.

Proposicién 2. Sean Z,Z' vectores de C"2. Escribimos Z = (Zy,..., Zn_1,Zy) con
Zn1 = Zn = 0. De igual manera Z' = (Z1,...,Z! |, Z) con Z! | = Z! = 0. Sean
Z = % Yo miZi, 7' = % Yo m;Z!. Entonces

AP 1
AD*P(Z,Z') = Y mm; < + ) (2= 2,2 = Z))

1<i<j<n mC =z =5l
AP &
— 355 Y mimy{e— (. Zi— Z) (5= . 2, = 7))
i,j=1
m;m;
-3 > W@i—ZjaZi—Zﬂ(Zi_Zj’Z;_ZJ,')’
1<i<j<n 170 7Y

34



CAPITULO 2. EQUILIBRIOS RELATIVOS

Demostracién. Para ver que la expresion anterior es efectivamente el Hessiano calcula-
remos las derivadas parciales de segundo orden y veremos si coinciden con la expresion
de la proposicién cuando evaluemos en los vectores canénicos de R?".

0 5P op 8 1
a C z P Z Ty — — a.
0 oCz OL 1 0 0
PCT' —m, - —-C:——L
+ <8x] i Z Mk ) Oz; Ox; : Ox; Ox;
donde L = —AP. Como estamos calculando el Hessiano en un punto critico, tenemos que
&B =0, para todo i = 1,...,n, lo que produce la siguiente igualdad.
MM, P .
E— X)) = —(my(z; — (), 1), Yee{l, ...,n}
Y Ao ) = Gyl = Q. Ve L)

Luego, si j # i

0 mymg mymg (z; — 1;)?
E (zk—mi):—(l—i%]— .
ax] k‘;ﬁ’t HZZ - Zng 3 )

Por lo tanto —gTP es igual a lo siguiente:

. ﬁg . Pml< Zi g ]'> <Z — Cv 1> mimy
M C 02 2m;(z; — (1) — cl ; = Zk“g(l‘k ;)
1omymg ol )ty
Zi — Zj Zi — Zj
C s11-3 5
P P (z; —C,1) P
2 1 2 L 1
mlm] C Cgml<zl C? > < Ca > C% Cg <mz(zz C)v >
1omymg Lz 7;)?
RZi — Zj Zi — Zj
C s11-3 5
P P 1 mgm (z; —a;)?
e 302m1<21 G Lymylz =6 1) =0 |2 — 2|3 (1 3||zZ — 2|2
0 0P AP 1 AP (x; — 1;)?
- = mum.s | — _ _ Ao — ¢ Dmalz: — .1 g
s =™ (=i~ e~ S Gy G+ 9

Definamos Z** = (Z,,...,7,) € R*", tal que Z; = 0, cuando [ # k y Z; = a. Denotare-
mos a Z; de Z** como Zlk’a y Zka = % oy lelk’a = Tkq,

Evaluando AD?P(Z,Z’) en (Z%', Z31) tenemos
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2.3. EQUILIBRIO RELATIVOS

; AP 1 , A A A
DQP(Z'L,I’ Z.’Ia Z mlm] ( + 3) <Z]?1 _ le,l’ Zial _ Zl]71>
e 26 — ]|

AP & 4 , ; ,
=3 Y mmy(zm — ¢ 2yt = 20 W - ¢ 2 - 20

2

¢ k=1
-3 3 sl a = AN a - a2t - 20,
1<k<i<n

Sean B := Zm, 2 —C Zi—Z)y B = Zmz 2 —C, 72— 7.

Notemos que

n n

B = Zmz<zz -G Zi—2Z) = Z<m1<zz — (), Zi) = (mi(z = (), Z)
i=1 i=1
n n 0 n
= (mi(zi—C),Z,->—<Zm- i—C),Z> = (mi(z =€), Zi).
i=1 ‘ i=1
Andlogamente se obtiene B’ =" (m;(z; — (), Z!). Por lo tanto
, ; AP 1 ; ; ; ; AP
AD*P(Z*, Z7") = im; Zt =zt Zbt — 7y — 3— BB’
( ) ) Z M (mc ’lzk_le:S)( k I "~k l > 2
1<k<i<n
-3 Z _ e =z — a1, Zet = 20y — m, 20— 2.
1<haren 126 — 2l

El valor de B, B’ en Z%', Z3' descritos anteriormente es igual

B = (mi(z — ), Z) = (mi(zi — ), 1),
=1
ya que los demas terminos se vuelven 0, de la misma forma se obtiene

B/ = <mj(zj - g), 1>
Notemos que (Zli’l — Z,i’l, le’l — Zg’1> =0,sil # 10k # j, por lo que el inico termino que
sobrevive del primer sumando de AD*P(Z%*, Z3Y) es (Z;' — Z7', ZI"' — Z7') haciendo
un proceso analogo obtenemos que el tnico término no nulo del tercer sumando es
(zi — 2j, 20" — Z]“)(zZ — 2, 7P — ZJJ-’1>, por lo que

, . AP 1 AP
2 Zz,l Zg,l = —m; . _ i(z — 1 . R 7]_
AD P, 28) = =i ( 5+ 1= ) — 3 (e = O sz = O
m;n;
3 Y — 2, Iz — 2, —1
Hzi_zj||5< J >< J >
AP 1 AP
= —mam; |~ — T~ 3 = 0. - OL1)
i J
m;m;
+3 (@ —x;)?
EEDTR
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CAPITULO 2. EQUILIBRIOS RELATIVOS

De forma anéloga se puede obtener que

0*P 0 mim
927 ( mils =G 1)+ 02 an,—%n?’ Z’“’”)

0z;

P m-m P (z — (, 1) m;my
— i —2— 2 i ]_ 1, - i71

Cm . C? (2 = (1) o ; [z — Zk||3<zk zi, 1)

1 mimy (21 zz,1>)
+C (1 3
; |2 — 2? 2 — 2i|?

P m-m P 1 mimy (z1 — z;, 1) )
=AMy —3—;m;(z 12+ O (1 3 ’

c AL IO Y P Gy P

c?

mC ||z — z|?

Evaluando (Z%1, Z%1) en AD?P es igual a

o |2 — 2| o zi — z|°
Para aiy% tenemos
0 0P P L omy(z; — (i) m;m;
— = —2—m{z — (, 1)m;{z; — (i) — —~ L — (21, — 2, 1)
0y 0m; C? o P
1 mym;
— 30— —(z; — 2, 1)(z; — z;,1)
s — 251> !
P . 1 mym;
= —BEmZ(zZ ¢, 1ym;(z; — (,i) — 3C» m(zz 2, 1) (2 — zj, —1)
i %
Evaluando (Z%1, Z3) en AD?P es igual a
0

AP

— 3@77%(21 — C, 1)mj<zj — C, 1>

AP 1
Zmzm] ( —° i~ Zj)
<Zi — Zj, 1><ZZ - Zj, —1)

Para a%% tenemos

AP 1 AP m;m
Zmzmk <m + > —BWm%zi—C71>2_3zw—k(zi—zk,1>2.

2 .
Aa—P = Zmimk (AP + ! >—3APm2<Zi—Ca 1>2—3Z M@i—zka 1>2-
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2.4. MAXIMOS DE POTENCIAL

0 OP P mi(z; — (1) m;mp
=—2—= i1 — 2z 1
mzmk .
— 30z g 1
——3Pm<<.—<1><z- — 3¢k }: T, — 2 1) (2 — 25, )
- 02 7 Z’L I ] HZZ . Zk”5 Zk? ZZ k71 .
Evaluando de (Z%!, Z%') en AD?P nos da:
AP MMy,
C? < < > § ||ZZ _ 2k||5 2k, ><Z 2k 1>

g

De lo anterior, las clases de equilibrios relativos estan en correspondencia biyectiva con
los puntos criticos de la funcién P definida sobre el espacio de configuraciones F(C \
{07 1}7 n— 2)

Definicién. Una configuracién central ¢ € C* = R?" se llamaré colineal silos ci, ..., ¢, €
R? son colineales. De este modo las coordenadas 21, . .., z,_» del punto critico correspon-
diente, de la funcién P sobre M = F(C\ {0, 1},n — 2), son todas reales.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Moulton-Smale). Existen %' clases de equivalencia de equi-
librios relativos colineales.

Bosquejo. La idea de la demostracion es ver que los puntos criticos de P : C* 2\ D — R
que tienen puras entradas reales son puntos criticos de Plgn-2\p. Como R"2\ D tiene
n!/2 componentes conexas y cada critico es un maximo se va tener que solo hay un punto
critico por cada componente. Por lo tanto hay n!/2 puntos criticos colineales.

2.4. Maximos de Potencial

Proposicion 3. Ninguno de los puntos criticos reales de P es un mdzximo.

Demostracién. Sea x = (x1,...,2,_2) un punto critico real de P. Podemos reindexar los
x}s de tal manera que xy > x9 > -+ > x,_5 > 1. Consideremos el vector Z = (i,0,...,0).
Es suficiente verificar que D*P(Z, Z) > 0.

Sustituyendo los datos en la expresién de D?*P anterior (ver seccién 3) y teniendo en
cuenta que en este caso

(20— C Zi = Z) ={zi — 2, Z; — Z;) = 0

obtenemos

- AP 1
AD?’P(Z.Z) = , .
(Z,2) Zmﬂn] (mC + @ —%)3)
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CAPITULO 2. EQUILIBRIOS RELATIVOS

Sin embargo, tenemos

y que x es un punto critico de Py x1 > z;, parat=2,...,n.
Sustituyendo en la expresién de D*P(Z, Z), se obtiene

A—m(xi—g)DQP(Z,Z)zzn:mimj((xl_xf,— ! )

my

B Z — T1— X 1 T —x; 1
B N ) () (@) (- ay)?

2<i<j<n

Como m(x; — &) = Zmi(:pl — x;) > 0, se sigue que D*P(Z,Z) > 0. O

1=2

Corolario 2.4.1. Siempre existen al menos 2 clases de equivalencia de equilibrios rela-
tivos no colineales que corresponden mdzimos de potencial.

Demostraciéon. En efecto, el potencial V' tiende a —oo cuando nos acercamos a una
colisién, es decir, al conjunto dado por HK]. ll¢; — ¢;]| = 0. Por lo tanto, P debe tomar
al menos un valor maximo en el espacio de configuraciones F(C\ {0,1},n — 2). Por otra
parte, si z € F(C\ {0,1},n — 2) es un punto critico de P, Z y también pertenece a
F(C\ {0,1},n — 2) también es punto critico de P (y evidentemente z = Z si y sélo si
z es real). Obtenemos asi la existencia de al menos dos clases de equilibrios relativos no
colineales. 4

Ejemplo. Supongamos n = 3. Por el teorema de Moulton-Smale sabemos que existen
%3! = 3 equilibrios relativos colineales. Acabamos de ver que también hay al menos hay
2 equilibrios relativos no colineales. Se les encuentra facilmente. Un tal punto z € M =
C\ {0,1} debe ser solucién de la ecuacién

AP mo

ms .
m_C(m2(Z_1>+m3z)+W(Z_1)+ 0.

_Z f—
I2[1?

Como % y los m; son reales, los coeficientes de z y 1 se deben anular de manera inde-
pendiente, lo que nos da

AP N 1 AP N I 0
mC e =1F mC " el]F
De aqui se sigue que ||z—1|| = ||2]|. Usando que mC' = myms||z—1||*+myms||z||* +maoms,

concluimos ||z — 1]| = ||z]| = 1.
Se puede ver que en este caso todos los puntos criticos de P son no degenerados.
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Izl = ll= — 1|
| /
|
|
|
oz
|
|
|
|
|
|
|
T °
|
|
|
|
|
L ¥
|
|
|
|
|

2.5. Indices de los puntos criticos de P

Asumiendo que los puntos criticos de P son no degenerados, podemos hacer algunas
observaciones sobre sus indices posibles Como lo hicimos anteriormente pongamos

B = Zmlzl ¢, Z;—Z), B' = ZmzzZ ¢, Z! —Z') y sean

=1 =1

wi= - O+ AZ - 2)
r AB /
W= =2 -+ AZ - 7).

Entonces tenemos

Proposicién 4. La forma D?P se puede expresar de la siguiente forma

AP 1
AD2 Z Z/ Z mlm] < 3) <Zz — Z], ZZ/ - Z§>
1<2<J<n sz’ — 2]

m;m;
—34 Z J||5 — 45, Wi — wj><Qi_qJ'7w;_w;‘>

1<i<j<n ||Qz - q]

donde q; = A(z; — (), m{ = me y m= Zml
i=1 i=1

Demostraciéon. Demostremos que la expresion anterior coincide con

AP 1 ,
AD*P(Z,Z')= ) ( + )(Zi—Zj,Zé—Zﬁ

AP &
—3527’%%( — (. Zi— Z) (% =, Z; = Z')

m;m;

J
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CAPITULO 2. EQUILIBRIOS RELATIVOS

en los vectores candnicos.
Notemos que para i,j € {1,...,n}

<Qi — g5, W; — wj><%‘ - %‘7“); - w;‘>

D L

; P I
1<i<j< A3z — 2 ||5 w;) (g — qj, w; — W)
Sy

Z ms;mg; _ Z AO|m i1

(B{zi — 2, Z; = Z}) + B'(zi — 2j, Zi — Zj))
(e, Allz = 2l 02 |2 — 2| ! ’ ’ ’

1<i<j<n
+ Y a5 L L) s — 5,2 — Z) =
1<i<j<n ’Zl a ZJH
PBB’ m;m;
“ o~ Y ag e B L D)+ Bla 5. 5 )
1<i<j<n ¢ J

m;m;
+ Z (=2, Z — )z — 2, 7

1<i<j<n ’ZZ N zJHE)

— 7).

Lo que implica que la expresién de la proposicion se igual a

AP 1 ) PBB’
E m;ms; + Zi_Z‘,Zl{—Z{ +34
1<i<j<n I <TTLC ||ZZ — Zj||3 < J ]> 02

MM
1<;<n AC||Zi—Zj||3( i =20 2 j) + Bz = 2, i)

-34 Y mmJ< — 2, %~ Zi)\z — 2, 2

— 7%
1<ici<n |ZZ — z]||5 i J

Evaluemos en Z®!, ZJ:1,
(Zi’l, Zj’l).

Recordemos que B = m;(z; — (, 1) v m;(z; — ¢, 1) en

m;m mimy, —-P
D P e e DY e :

— Zk 1> = —B
1<) “i 2k||3 7
m;my / m;my P,
> sl 2 2 = 3 - ) =
ACEE A 25 — 2l 2

Las ultimas igualdad se tienen de que z es punto critico. Lo mismo si Z%! o Z%. Por lo
tanto
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AD’P(Z,Z") = ) 7711-77%-(‘4]34r ! )(Zi—zj,zg >—3APBB

. mC "z - 5P c?
1<i<j<n
m;m,;
-34 ) T e w4 e = 2, 24— 7).
= Allzi = 4]
<i<j<n
Es decir que coinciden las dos expresiones del Hessiano. O

Mas atin, nuevamente en los puntos criticos el Hessiano se puede expresar de la siguiente
forma

Proposicién 5. La forma D?P se puede expresar como sique:

1
_D2 Z mzm] (— —H3) <U)Z — U)j, w; - U);>

1<i<j<n qu - q]
m;m;
3 Z || ]||5 QZ q]’wl w]><q q]’ _w‘;>
1<i<j<n & =

Demostracién. Comprobaremos que la expresién del inciso 1) es igual a la del inciso
2). Recordando la definicién de los wjs y (w})'s tenemos

AB AB
(wi —wj, w; —wj) = <—7(2i —z) + A(Z; — Zj), _T(Zi —2j) + A(Z] — Z§)>
A’BB’ A’B A2’
= T”Zi — 7l - o (20— 25, Z; — Z}) — T@z‘ — 25, Zi — Zj)
+ANZ, — Z;, 2] — 7).
Mostremos que la expresion:
1 A’BB’ A’B
mym; | — “Zi_Z'HQ_ (2 — 25, Z} = Z})
2o (g ) (e Il = S 27
A2B’
e (2i — 24,24 Z])>
Evaluando en (Z%!, Z%) es igual a 0. Notemos
P 1 AzB')
m;m; | — + — <ZZ'—Z‘,Z¢—Z‘>
Z J(m ||qi—qj||3)( c T
2 R/ . 2 N/
lgi — a5 ’ ’ ¢ m ’
< la: — g, s
A’B" PB A?B
= T — m; ) (mi(zi — 21), Zi)
C (343 C o
A2B A?B'P
= PB — 8 Emm](zi - (1)
A’B’ A2B’
= PB— PB =0.
C C
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De la misma forma se puede deducir que

| A2B>
m;m; | — — 2i— 2z, 2 — 78 =0,
2 ( ||qz—q]||3)( c )bl

1<J
en (Z%, Zo1).
Luego
1 AQBB/ 2 m;m; PBB’

S e Il = St =

1<j 1<J
y
> mimgz - ) = Zm,m]sz %l? = sz mj([|zll — 2(zi, z) + [I1])

1<j i,j=1 i=1 j=1
= _ (mZml EAlS —|—mZmJ||zj||2 QZZ (m;zi,m;z; )
i=1 j=1
(QmZmZHzZH2 — ZZZ m;zi, mC) )
=1 j=1

_mZmZHZzH — (m¢,m() = (ZmszzH <m<>)

Por otro lado tenemos que

n

C=Y mills =P = (millzll® = 2(mizi, ) + mali¢|°) ZWHZJP 2(m¢, ¢) +ml|C]I*
i=1

i=1
n

=D miflz]® = mli¢|*.
i=1

Sustituyendo las igualdades anteriores tenemos

P A2BB’ PBB’ PBB’ _ PBB’
> mimi— = lla = P = Y mimglz =z = T

1<j 1<j

Por lo tanto

Z 1 A2BB’” Tt PBB’ N PBB’ 0

m;m; | — 2 — 2 =— = 0.

— a—glP c? ! c? c?

Por lo tanto las dos formas bilineales son iguales en los puntos criticos. U

A partir del resultado anterior se puede ver que en un punto critico real D?P se descom-
pone como suma directa de una forma definida negativa

P 2
=S "y (= — —=—— ) (U, - U) (U - U
2 (o~ o) G- o=
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donde X, X’ U,U’ son las partes reales de Z, Z’, w's, (w')'s respectivamente y de una
forma

mej( sz—lzjus) (¥; =¥y (Y7 = ¥j)

1<J
donde Y, Y’ son las partes imaginarias de Z, Z’.

Proposicion 6. En un punto critico real se tiene

D*P(Z,Z")=F(X,X"YoG(Y,Y’)

Demostracién. Para demostrar lo anterior, notemos w; = U; + iV}, w, = U} + iV},
Zi =X, +1Y, y Z! = X[ +1Y/
Sustituyendo en D?P tenemos que

P 1
D*p Z7Z, = mim‘(_+—) wi—w',wg—w/-
220= 2 e g ) e

m;m;
-3 ) —]”5< — g5, wi — w;)(g; — gy, w; — W)

1<i<j<n qu — 4%

P 1

1<i<j<n g — g¢;?
mim; / o ,
—3 Z m< QJaU U + (V V>>< qj’Ui_Uj—l—l(‘/i_‘/j»-
1§Z<]§n ? J

Recordemos que ¢; — ¢; € R, entonces

1
= % (1 —)<Ui—Uj,U;—U;>+<w—vj,W'—vj'>

1<i<j<n ||Ql - qJ||3
m;m,;
—3 =0 — a5, U = U@ — 4, U] = U3).
2 T gF e 0=

Como
AB
(Ui=Uj)+i(Vi=V;) = wimw; = A(Zi=Zj) ==~ (
De lo anterior se puede concluir que V; — V; =Y; — Y}, de igual forma V/ — V) =Y/ - Y

. B
2i—zj) = AX—X4i(Yi-Y))) - = (6i—g))-

1
D*P(X +iY, X’ + Z m;m; (— W) (U — U)(U! = U})
1<i<j<n a4 q]
mim;
=3 Z g — j”5 — ;) (Ui = Uj)(ai — ;) (U} — UJ')
1<i<j<n 4 4
b 30 (o e ) 0= V)
1<i<j<n m g — g
P 2
= >, mm, (_ - —3) (Ui = Uj)(U; = Uj)
1<i<j<n m g — gl
+ Z mim; (E + ;3) (Y; — Y)Y — Y’)
1<i<j<n m g — gl
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CAPITULO 2. EQUILIBRIOS RELATIVOS

Por lo tanto el Hessiano se puede escribir como la suma de las formas bilineales F' y G.
O

Si un punto critico real es no degenerado, por lo anterior este tendra un indice entre n — 2
y 2n — 5 (el indice no puede ser 2n — 4 segin la proposicién .

Parece razonable conjeturar que en un punto critico que no sea real el indice debe ser
siempre mayor o igual a n — 2. En este sentido solamente podemos mostrar lo siguiente.

Proposiciéon 7. Para todo punto critico z € M que no sea real, existe un 2-plano I' C
T,(M) tal que D*P(Z,Z) < 0 para todo Z € T'. Si z es no degenerado, éste debe ser de
indice mayor igual a 2.

Demostracién. Definamos

AP n 1
Qg5 = TN;MM;
’ TAmC |z = 4l

para i # j, y

Por otra parte

oP AP " omum; AP . omym,
A ——mi(zi—C)+Z%(zi—zj)=m—mim(zi—§)+zl—](zi—zj)

0z C a5 C ol ]I

AP = m;m

=m Y mylzi— ) + Y (2 — )
mC" " L 1 = 2l

g JF#i

i (AP 1 ) ( )

= ;M5 zZ. z
NG la—gF)

2": (AP 1 > 2”: (AP 1 )
= m;m; — 3 | % — m;m; — 3 ) %
MG T e =) T &M il T =]

n n n
= Zaijzi - Z%‘Zj =~ Z%’Zj-
Ji i i=1

Recordemos que estamos suponiendo que z, 1 = 1y 2z, = 0. Por lo tanto, si z es un
punto critico, entonces:
Como los a;; son reales, se tiene necesariamente que

det(aij)i<ij<n—2 =0
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2.6. RELACION CON LA HOMOLOGIA DE LOS ESPACIOS DE CONFIGURACIONES

en un punto critico complejo. Sea X = (X7,..., X, _2,0,0) una solucién no trivial real
de Zainj = 0. El plano I' buscado es el conjunto de vectores tX + sY con Y = iX.

J
En efecto, para todo Z € T', se tiene

YoalZi =25 2= Z5) = Y ail(Zi Zi) = Y (Zi Zy)

— - Z%’ Z%Zj> == (2,0)=0.

2

Por lo tanto la expresién para A-D*P(Z, Z) se reduce al segundo término de la proposicién
[ el cual es negativo. O

2.6. Relacién con la homologia de los espacios de
configuraciones

En esta tultima seccion y siempre bajo la hipotesis de que los puntos criticos de P son no
degenerados, la topologia del espacio de configuraciones M = F(C\ {0, 1},n —2) propor-
ciona cotas inferiores para el nimero de puntos criticos de un indice dado. Comenzamos
recordando el calculo de los grupos de homologia de M.

Proposicién 8. Sea W,, el “wedge” S*V StV ...V St de m circulos. Entonces para
n > 2, la homologia del espacio de configuraciones M = F(C\ {0,1},n — 2) esta dada
por

H.(F(C\{0,1},n—2)) =2 H. (W) @ H. (W3) ® ... ® H,(W,_1)
y por lo tanto H,(F(C\{0,1},n—2)) tiene rango S,(2,3,...,n—1), donde Sy(t1, ..., t,—2)
es la p—ésima funcion simétrica elemental en las variables ty, ... t, 9.
Demostracién. El célculo de la homologia de M = F(C\ {0,1},n — 2) es similar al de
la homologia de F'(C,I) el cual se presenta en el apéndice. Bosquejamos aqui el calculo
correspondiente a M por completez.
Denotemos por Mj; al espacio de configuraciones ordenadas de ! puntos distintos en C,
distintos de k puntos fijos. Asi por ejemplo M = My ,,_s.
Consideremos el haz localmente trivial

My 11 =— Myt
Lf
My,

dado por f(qi,...q+1) = (q1,-..,q). Notemos que la fibra My, tiene el tipo de homo-
topia de un wedge Wy, de k + [ circulos. Mas aun la proyeccion f admite una seccion.

Esto se sigue de que toda configuracién de puntos distintos py,...,p,. en C le podemos
asociar (de manera canénica) un (r + 1)—ésimo punto p,,; distinto de py,...,p, como
funcion continua de py, ..., p,.

Se sigue de aqui que la sucesién espectral de Serre asociados a f se colapsa y dado que
m1(My,) actia trivialmente sobre la homologia de la fibra H, (M} 1) entonces:

H,(Myy11) = Ho (M) @ Ho(Myqr1)
= H.(My;) @ H.(Wia).
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CAPITULO 2. EQUILIBRIOS RELATIVOS

Esto da el resultado por recursion sobre [. El calculo de los ntimeros de Betti se sigue del
hecho de que el polinomio de Poincaré de W, esta dado por 1 + mt. Il

Corolario 2.6.1. Supongamos que P tiene solo un nimero finito de puntos criticos, todos
no degenerados. Sea C,, el nuimero de puntos criticos de P de indice p. Entonces

Cp Z Sgn_4_p(2, 3, oo, = 1)

Demostracion. El corolario se obtiene aplicando las desigualdades de Morse a la funcién
— P teniendo en cuenta el hecho de que P tiende a —oo en la vecindad del conjunto de

colisiones. O
n—2 |

Observacién 2.6.1. Sea Z Sp(2,3,...,n—1) = % el nimero de Moulton-Smale. La
p=0

conjetura tradicional segin la cual hay “pocas” posiciones de equilibrios relativos no coli-
neales, sugiere que los indices de los puntos criticos deberian estar igualmente distribuidos
en el intervalo [n — 2,2n — 4]. Sin embargo, este no es el caso para n = 4.

Ejemplo. Supongamos que n = 4. En este caso los puntos criticos reales son no degene-
rados y sus indices son todos iguales a 2. En efecto, en un tal punto D?P esta dada por

F & G segun la notacion de la proposicién 11 de la seccién anterior, donde F' definida
negativa y G(Y,Y') = Z ai(Yi = Y3, Y] = Y)), v aij = mim; (;‘L—g + ﬁ) Podemos
i Ty
i<j
ordenar los 4 cuerpos de tal manera que x; > x5 > 1. Entonces es suficiente mostrar que

la matriz.
aip aig
a1 Q22

tiene determinante positivo D (Cf. Prop. |3| Seccién . Usando las féormulas de Cramer

D(x1 — x3) = aj3as4 — aj4a93. Este término, salvo un factor positivo ™IM2M3M4 " eg jouial a

mC'

1 1 1 1 1 1
AP (m TP E w1 _> me (m "1 (o 1)%%) |

Sustituimos en esta expresion la férmula explicita de AP y la igualdad

mC = Z m;m;(x; — x;)* obtenida en la seccién anterior. Notando que el coeficiente de
i<j
mC' en la expresion anterior es negativo, ésta se puede escribir como Zmimjcij con
i<j
¢ij > c14, para todo ¢ < j. Calculo sobre ci4 nos da
(27 — (21 — 1)°)(af — 23)

> 0.
3 (xy — 1)323

X1C14 =

Los 12 = 45! puntos criticos reales de P son por lo tanto no degenerados y de indice 2.
Por otra lado, los puntos criticos complejos, en el caso de que fuesen no degenerados, son

de indice de al menos 2. (Ver Proposicion [7)) .
Notemos que para n =4, M, ,,_o = F(C\ {0,1},2) y en este caso se tiene:

Z q=0
7Z° q=1
Hy = 78 q=2
0 en otro caso
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2.6. RELACION CON LA HOMOLOGIA DE LOS ESPACIOS DE CONFIGURACIONES

y dado que Hy = Z5, observamos que hay al menos 6 puntos criticos excedentes de indice
2.

Se sigue de aqui que si los puntos criticos complejos son no degenerados, éstos deben ser
al menos 14. En efecto:

» Existen al menos 2 maximos (Corolario [2.4.1)).
» Existen al menos 12 puntos criticos de indice 3 (indice 1 para la funcién —P) donde

1. 5 corresponden a que Hy(M) = Z° (desigualdad de Morse).

2. 6 estan presentes para compensar a los 6 puntos criticos excedentes de indice
2 (cancelaciéon de asas).

3. Al menos 1 extra ya que los puntos criticos complejos siempre son unnimero
par, por simetria con respecto al eje real.
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Capitulo 3

Equilibrios de particulas cargadas en
superficies

En este capitulo exponemos en detalle el trabajo de R. Brown y J. White [1] sobre la
homologia y teoria de Morse de los espacios de configuraciones F'(X, 3), ver apéndice. A
saber, se consideran encajes de una variedad suave y compacta X en R" y se muestra que
si el encaje satisface una cierta condicion natural, entonces las desigualdades de Morse
pueden usarse para obtener una cota inferior para el niimero de posiciones de equilibrio
de r particulas igualmente cargadas en la variedad encajada. Dicha cota inferior depende
solo de los nimeros de Betti de F(X,r).

Por su parte F'(X;2) es el complemento de la diagonal en X x X entonces, para un
espacio razonable X, la homologia de F(X,2) se deduce facilmente de la homologia de
X. En [4], F.Cohen calculé la cohomologia de F'(X,r) para X = R™. Cohen y Taylor
extienderon este resultado en [3] al calcular la cohomologia de F/(X,r) cuando X = S™
6 una variedad de la forma X’ x R'.

En este capitulo, mostramos que los nimeros Betti de F(X,3) pueden ser calculados,
para X una variedad sin frontera, orientable, triangulada y compacta, si el dlgebra de
cohomologia de X (con coeficientes reales) es conocida. En particular, calcularemos los
numero de Betti de F'(X, 3) para X una superficie orientable y usamos dicha informacién
para obtener una cota inferior para en niimero de posiciones de equilibrio de tres particulas
igualmente cargadas en una superficie.

3.1. Teoria de Morse en espacios de configuraciones

Sea f : X — R™ un encaje C* (k > 2), de una variedad suave de dimensién m, compacta
y conexa en R", con n > m > 1.

Definicién. El encaje f se dice ser V —genérico si la funcién Vy @ F(X;r) — R dada
por

1
Vf(371,---733r)_ Z Hf(a:z)—f(l’y)n

1<i<j<r
satisface que todos sus puntos criticos en F'(X,r) son no degenerados.

Definicién. Si (z1,...,2,) € F(X,r) es un punto critico de V4, diremos que la configu-
racién desordenada {xi,...,2,} es una posicién de equilibrio.
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3.1. TEORIA DE MORSE EN ESPACIOS DE CONFIGURACIONES

La funcién V; puede reconocerse como el potencial para r particulas igualmente cargadas
en X y por lo tanto sus puntos criticos corresponden a posiciones de equilibrio de dichas
configuraciones de particulas cargadas.
Estudiando directamente los ceros del gradiente de V7, es facil ver que existe un ntimero
N tal que si V¢(zq,...,2,) > N, entonces (xy,...,x,) no puede ser punto critico de V7.
Sea

Oy ={(z1,...,2,) € X" | Vi(21,...,2,) > N}.

Por escision, tenemos
H, (X" \int(Py),0Py) = H (X", Py)
donde int (®y) denota el interior de ® y 0Py denota su frontera. Sea
¢ = {(z1,...,7,) € X" | x; = x; para algunos 14, j, con i # j}.

Entonces @ es una vecindad tubular de ® y puede contraerse continuamente a ®. Por

lo tanto.
H. (X", oy) = H (X", D).

En todo este capitulo la homologia y la cohomologia se tomaran siempre con coeficientes
reales.

Definicién. El i—ésimo nimero de Betti de (X", ®y) es la dimensién de H; (X", Py).

Notemos que F(X,r) = X"\ ®. Por lo tanto, si X es orientable, el Teorema de Dualidad
de Lefschetz |18, pag 297] implica que

Hi(F(X,r)) = H™ (X", ),

para todo i. Esto es, los nimeros de Betti de la pareja (X", ®) determinan (y estdn
determinados por) los nimeros de Betti del espacio de configuraciones F(X,r).

Ahora a cada posicién de equilibrio le corresponden r! puntos criticos de Vy, pues si
(x1,...,2,) es un punto critico, entonces cualquier permutacién de dicha r—tupla también
lo es, ya que V; es invariante bajo permutacion de coordenadas. Esta observacion motiva
la siguiente definicién

Definicién. Definimos el indice de una posicién de equilibrio {z1, ..., x,} como el indice
de cualquiera de los correspondientes puntos criticos (z1, ..., z,).

Por lo tanto, si ¢; es el nimero de posiciones de equilibrio de indice 7, entonces V; tiene
rlc; puntos criticos de indice i. Finalmente, una aplicacién de la teoria de Morse para
variedades con frontera, en la cual la funcion es constante y no tiene puntos criticos, nos
da el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1. Sea b; el i-ésimo nimero de Betti de F(X,r) y sea ¢; el nimero de
posiciones de equilibrio de indice i, entonces

donde m es la dimension de la variedad X. Para i = rm, se tiene la igualdad.
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CAPITULO 3. EQUILIBRIOS DE PARTICULAS CARGADAS EN SUPERFICIES

Corolario 3.1.1. Sea f : X — R" un encaje V—genérico. Entonces una cota inferior
para el numero de posiciones de equilibrio es

(&) -5

=0 | 7=0 7=0

donde [k/r!] es el menor entero > k/r! y by el k—ésimo nimero de Betti de F(X,r) =

Demostracién (Del Corolario). Claramente el nimero minimo de puntos criticos de
indice cero ocurre cuando by estd lo mas cerca posible de rlcq. Por lo tanto ponemos

(CO)min = [bo/Tl—l .
El niimero minimo de posiciones de equlibrio de indice uno estd dado como sigue. Primero

co tiene que ser (co)min. De la desigualdad del teorema anterior para que ¢; sea minimo
rle; debe ser lo més cercano posible a 7!(co)min + b1 — bg. Por lo tanto

by —bo-‘

rl

(€1)min = (Co)min + [

Un analisis similar implica que

(C2)min = [

i Jbz - L (—1)bi;
o [ ]

J=0 J=0

bl—'bo—‘ . [bz_bl,—i_bo—‘
T r

y en general se tiene

Se puede mostrar directamente que si existe una sucesion cy, ..., c., que satisfaga la
desigualdad del teorema y para la cual ). ¢; es minima, entonces ¢; = (¢;)mm. Por lo
tanto nimero minimo de posiciones de equilibrio es:

[i—1 jbl 1 A 1 jbifj
T BEE )
24 .

(-1 Ibpm—1-j (-1 jbr;—l—j o (=1
* Z—( )« (£ ] £

J=0

] 1)« (] o) oo [ 2
j . ib.

rl
=0
rm T bl J rm ]brm ]
=23 | e |- (St o
i=0 | j=0 j=0
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3.2. DOS PARTICULAS CARGADAS EN UNA SUPERFICIES.

Observaciéon 3.1.1. Sea f : X — R” un encaje V —genérico. Entonces una cota inferior
para el nimero de posiciones de equilibrio es

(o3 [ ) - [

i=0 | j=0 Jj=0

donde [k/r!] es el menor entero > k/r! y b} el k—ésimo nimero de Betti de (X", ®)

3.2. Dos particulas cargadas en una superficies.

Para calcular el nimero minimo correspondiente a posiciones de equilibrio de dos particu-
las cargadas en una superficie de género g, X = S,, uno puede observar de entrada ob-
servemos que en F'(X,2) los puntos criticos de V; son los mismos que los de la funcién
Vf’Q, es decir, la funcién que asigna a (z1,22) el ndmero || f(z1) — f(x2)||*. Usando esta
observacion, en [19] se obtuvo el siguiente resultado.

Teorema 3.2.1. Sea f: X — R"™ un encaje V—genérico de una superficie de género g
en R™. Entonces la cota inferior del nimero de posiciones de equilibrio de dos particulas
igualmente cargadas en f(X) es 2g*> + 3g + 3.

En el resto de la seccién, probaremos el Teorema anterior usando directamente el Co-
rolario para lo cual necesitamos obtener los nimeros de Betti de F/(S5,;2). Con
este propdsito, calculamos la homologia racional de F'(Sy;2) por medio de la sucesién
espectral de Serre para la fibracién

Sg\ {x} — F(542) — S,

En este caso tenemos:

Es,q = H,(Sy; Hq(sq \ {*}))
= Hy(Sy) ® Hy(Sg\ {*})
Sabemos que
p=20
Q* p=1
Hy(S4;Q) = Q p=2
0 en otro caso

Q ¢=0
Hy (S, \ {x};Q) = Q¥ ¢=1
0

en otro caso

ya que Sy \ {x} = V/,, ST, Asi, el término E?, de la sucesién espectral de Serre tiene la
siguiente forma
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CAPITULO 3. EQUILIBRIOS DE PARTICULAS CARGADAS EN SUPERFICIES

q

QZg Q492 @29

Q Q% Q

°
T

en donde todos los diferenciales son triviales. Esto se sigue del hecho de que la fibracion
p: F(S,,2) = Sy, posee una seccién. Suponiendo por ejemplo que S, esta encajada en
R? de manera simétrica con respecto al origen, entonces una tal seccién esté dada por:

s:S, = F(S,,2)

x> (z,—x)
Asi EZ, = EX, y se tiene:
Q n=>0
QY n=1
Ho(F(S5,,2);Q) = Q¥+ n =2
Q¥ 0=
0 en otro caso

y los nimeros de Betti para F(Sy,2) son by = 1, by = 4g, by =4g* + 1, b3 =29 y b, = 0
paran >4y H(F(X,r)) = H™ (X", ®). Por el Corolario la cota inferior para el
nimero de posiciones de equilibrio, con r = 2 y m = 2, esta dada por:

i

i=0 | j=0 Jj=0

i b
En este caso, los sumandos B; = Z(—I)J Tj estan dados por:

j=0
1 1

By = - By =29 — =

0 5 1 g 9

By =2¢* —2g +1 By =3g—2¢*°—1

By=—(3g—2¢*—1).
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3.3. TRES PARTICULAS CARGADAS EN UNA SUPERFICIE.

de donde:

[Bo| = [Bi] =29
[By] =2¢* — 29 +1 [Bs] =39 —2¢° — 1

Por lo tanto:

2 [B/] — [Bi] =2¢° +3g+3

1=0

3.3. Tres particulas cargadas en una superficie.

Para calcular el nimero minimo de posiciones de equilibrio para tres particulas igualmente
cargadas en una superficie de género g, usaremos:

Teorema 3.3.1. Si X es una superficie orientable de género g # 1, entonces los nimeros
de Betti by, de (X3, ®) son:

k 0 1 2 3 4 5 6
by 0 0 29 + 3g 8¢ +29° +g+1 124> 6g 1

y by, = 0 en otro caso. Si X = St x S, es decir el toro, entonces los nimeros de Betti
no nulos son by =5, b3 =by =14, b5 =6 y bg = 1.

El teorema anterior es una consecuencia del material de las tres secciones siguientes.
Como consecuencia inmediata obtenemos lo siguiente.

Teorema 3.3.2. Sea f : X — R" un encaje V—genérico de una superficie de género
g. Entonces la cota inferior para el nimero de posiciones de equilibrio de tres particulas
igualmente cargadas en f(X) es

a) (49° +8¢* +5g9+12)/3 ¢g=0 mod 6.
b) (4¢° +8¢*> +5g9+13)/3 g=1mod 6, g¢g=25 mod 6.
c) (4g° +8¢g°>+59+16)/3 g=2mod 6, g =4 mod 6.
d) (4¢° +8¢* +59+15)/3 g =3 mod 6.
! Bl
Demostracién. Definimos B; := Z(—l)]”%;!lﬂ, donde by, ;. ; es el (rm—i+ j)—ési-

=0
mo nimero de Betti de (X3, ®) dados por el teorema anterior (g # 1):

1 -1 12¢% — 1
B)==> B =% py— 120 —bgt1
6 6 6

3 _ 1042 ~8¢° +12¢> — 4
Bg_Sg gg + 79 B, - B, — 8g +6g 9 p__p
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La prueba de (a),(b),(c),(d) son similares asi que aqui presentaremos la prueba de (d), es
decir el caso ¢ = 3 mod 6. En este caso

[Bol =1 [Bi] =g

Si g = 3 mod 6, entonces 12¢? y 6¢ es divisible por 6. Por lo tanto es suficiente afadir %
para alcanzar el siguiente entero

{12512 — 69+ 1—‘ _ 12¢> —69+6
. =

[Bs] = 5

Andélogamente se puede ver que

8g% — 10g*> + 79 + 3 —8¢% +12¢% — 4g

B3] = By =
[Bs] = i [ Ba] 5
8¢% —12¢% + 4 —8¢° + 129 — 4
B3] = — (B = —
6 6
Por lo tanto,
6
149 +3g+ 15\ | 8¢° —12¢° +4g 49> +8g° + 59+ 15
22(37;1—[361:2( g 69 )+ g 69 9 _ 4 93 g

=0

Esto completa la prueba de (d). En el caso especial del toro, by = 5, by = by = 14, b5 = 6,
be = 1. Por 10 que [Bo] = [Bi] =1, [B] =2, [B3] =1, (Bﬂ = (BEJ [Bs] = 0. Por

lotantoQZ[B — [Bg] = 10. O

3.4. Los ntimeros de Betti de (X?, )

Definicién. Sea X un poliedro finito. Definimos

O = (21,10, 73) € X? | 1y = 10}

O? := {(x1, 19, 73) € X* | 2y = 13}
(1)3 = {(.%1,372,3?3) c X3 | To — Zﬂg}

P = (I)l U q)z U (1)3
Notemos @ es el conjunto definido en la seccion en el caso r =3

Lema 3.4.1. Tenemos retracciones

el — 1N @2

@ s (01U D) N D,
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3.4. LOS NUMEROS DE BETTI DE (X3, ®)

Demostracion. Como
P NP = (P'UP*) NP = {(21, 20, 23) € X? | 11 = 15 = 23}
podemos definir 7(x1, xo, x3) = (1,21, 21) y sea 1’ de igual forma. O

Lema 3.4.2. Para todo k, existen sucesiones exactas, de la forma

0 Hy(®' N &) = Hy(®Y) ® Hy(9?) 2~ Hy (9! U 2) — 0

0—— Hy((®' U®2) N D%) — "= H, (9! U B2) & Hy(0%) > Hy(®) — >0

donde i’ j" i, j' estin dados como en las sucesiones de Mayer-Vietoris.

*

Demostracion. Recordando que la sucesion de Mayer-Vietoris se obtiene del siguiente
diagrama

1!

Hy(P N D) e H(BY) ———— Hy (D), 8 N D?) —— Hj_ (P N D) ——

Hk<q)2) Hk(q)l U(I)2)—>Hk<q)1 U(I)Q,(I)2) Hk,1(®2)

=11
J2,k

donde @} = (if, ®5,)A, y A es el mapeo diagonal sobre ®' N ®* Por el Lema
los homomorfismo (if). : H.(®') — H,(®' N ®?) y (i5). : H(P?) — H,.(P' N ®?) son
inyectivos, ademéas A, también es inyectivo, entonces i’ es inyectiva. De la misma forma
se puede deducir que i, es inyectiva. O

Usaremos la notacion by ( ) para el k-ésimo nimero de Betti de un espacio o de un par.

Lema 3.4.3. Para toda k, by(®) = 3bp(X?) — 2b(X).

Demostracién. Como los ®?, con p = 1,2,3 son homeomorfos a X? y &' N &2 =
(@'UP?)NP? es homeomorfo a X, la sucesién exacta de espacios vectoriales del lemam
implica que

b(®' U %) = by (') + b (%) — (' N ®?)
= 2bi(X?) — br(X)

b (D) = b (D' U D?) + by (D?) — by (@' U D) N D)
= (2bx(X?) — b(X)) + be(X?) — be(X).
= 3bp(X?) — 2b,(X) O
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Sea I : X — X el mapeo identidad, T : X2 — X? la transpocisién de entradas
T(x1,29) = (z2,71) vy A : X — X? la funcién diagonal A(x) = (x, ). Definamos
f?: X? — X3 para p=1,2,3 como

ff=AxI, fP=IxT)(AxI)y F=IxA.
Notemos que existen homeomorfismos h? : ® — X? definidos por
hl(l'l,i[fz,llfg) = (xl)xS) ) h2(33'1,x2,$3) = hg(xbx%x?)) = (xlaxZ)'

Sea i : ® — X3 la inclusién. Para todo k, existe un diagrama

Hy (DY) & Hy(P?) & Hy(P?) Hy(X?) & Hy(X?) & Hy(X?)

—_—
hl@h?ehl

Pk Ok

i*,k

Hi () Hp(X3)

donde pp = j.(j” @ I), para j” y j. como en el lema [3.4.2] y para 21, 2, 23 € Hyp(X?)
(21, 22, 23) = fi(21) + f2(2) + £l (23).

Lema 3.4.4. El diagrama anterior es conmutativo

Demostracién. Considere el diagrama.

hleh?2ehl
—_——

Hy (DY) & Hy(P?) & Hy(2°) Hy(X?) & Hy(X?) & Hy(X?)

leji2ej? flofiefs

Hi,(®) & Hy(P) ® Hi(P) Hy(XP) & Hi,(X°) & Hy(XP)

I
Tx DU Dix

Hy () H(X?)

Tx

donde j* : ®? — P son las inclusiones. Para wy, wy, w3 € Hi(P) definimos a(wy, we, w3) =
wi+wy+ws v o se define de manera correspondiente. El primer cuadrado es conmutativo
ya que
hP 2
Pr — X

jpt |

(P—Z>'X3
o7
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conmuta para todo p. El cuadrado de abajo del diagrama conmuta ya que 7, es un

homomorfismo. Por la definiciones de j/ y j. en el teorema de Mayer-Vietoris, p, =

a(jl @ 52 @ j3). Por definicién, o = 3(fL @ f2 @ f3) U

Lema 3.4.5. Para todo k, Im(i, ;) = Im(oy), donde Im denota la imagen.

Demostracién. Definamos C' = Hy(®') & Hy,(9?) & Hy(P?). Del Lema se sigue
que j” y j! son suprayectivas. y por lo tanto pj es suprayectivo. Como hl @ h? @ h? es un
isomorfismo se obtienen las siguientes igualdades

(i) = iek(pr(C)) = o3 (hy @ b @ h)(C) = Im(o).
OJ
Teorema 3.4.1. Denotemos por rg el rango de una transformacion lineal. Para toda k,

bk(Xg, (D) = bk(Xg) + bk_l(cb) —rg (O'k) —rg (O'k_l).

Demostracién. De la sucesién exacta del par (X3, ®):

j*,k 8* k i*,k—l

s Hy(®) — Hp(X?) % Hy (X3, ®) > Hy () 55 Hy 1 (XP) ——
tenemos la siguiente sucesiones exactas de espacios vectoriales

H(X3)
Ker(j.x)

Por lo tanto, si denotamos por Dim

0— — Hp(X?, ®) — Im(0. 1) — 0.

b(X?, ®) = Dim <H’“(X3)) + Dim(Im, )

€T ] k

= by (X?) — Dim(Kerj, ;) + Dim(Imd, z).

Por la exactitud y del Lema [3.4.5] tenemos que
Ker(j. ) = Im(isx) = Im(oy).
También por la exactitud, se tiene que. Im(0, ) = Ker(ixx—1) y como
Dim(Ker(iy z—1)) = by—1(P) — Dim(Im(4, 1))
entonces, usando de nuevo el Lema [3.4.5]

br(X?, @) = b,(X?) — Dim(Im(oy,)) + (by_1(®) — Dim(Im(is 1))
= b (X?) + by 1 () — 18 0f —1E Op_1.

o8
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Nota Si los niimero de Betti de X se conocen, entonces los ntimeros de Betti de X2 pueden
ser calculados por el Teorema de Kiinneth y los ntimeros de Betti de ® se obtienen del
Lema [3.4.3. Como el teorema de Kiinneth también nos permite calcular los niimeros de
Betti de X3, el teorema anterior reduce el cdlculo de los by (X3, @) a determinar los rangos
de los oy,.

Las propiedades del producto cruz 18, pag. 235] implican que el célculo de los rangos
de los o}, requiere solo conocer A, : H,(X) — H,(X?). Especificamente, la propiedad
(f X g)« = f« X g, implica, por la definicién de oy, que necesitamos solo conocer como
se comportan I, T, y A,. Obviamente I, es la identidad. Si z € H,(X), 2’ € H,(X),
entonces Ty (z x ') = (—=1)P(2' x 2).

El producto cup dado por el homomorfismo inducido en cohomologia A* : H*(X?) —
H*(X) por la funcién diagonal. Por el teorema de coeficientes universales, A* es la trans-
formacién lineal dual de A,. Consecuentemente, si conocemos la estructutra de H*(X)
como algebra graduada, entonces el teorema anterior reduce el calculo de los nimeros de
Betti by (X3, ®) a un problema de algebra lineal.

3.5. El caso de una superficie orientable

Supongamos ahora que X es una superficie orientable de género g. El dlgebra de cohomo-
logia H*(X) tiene identidad 1 € H°(X) y generadores @, f,,@, By, ..., a4y, f, € H'(X)
y 11 € H*(X) tales que los tinicos productos distinto de cero son:

aigi - _Biai =[

Vemos que bg(X) = by(X) =1y by(X) = 2¢g son ntmeros de Betti distintos de cero. Por
lo tanto

1=1,2,...,9.

k 0 1 2 3 4 5 6
b (X7) 1 dg 197 + 2 g 1 0 0
b (X3) 1 6g 1242 + 3 8g° + 12g 1247+ 3 6g 1

El lema [3.4.3| implica entonces que los nimeros de Betti de ® son:

k

1

2

3

4

129 + 4

12¢g

3

bi(®) 1 8¢

y bp(®) = 0 en otro caso. Las siguiente descripcién de A, : H,(X) — H.(X?) es
consecuencia de la estructura algebraica de H*(X) :

A1) =1x1
Au(y) = (0 x 1) 4+ (1 X o)
Au(Bi) = (Bi x 1) + (1 x 5;)

Ac(p) = (px 1)+ (Ux ) + Y (i x B = B x ;)

1=0

donde la base 1, aq, (1, aa, [, ..
H*(X).

Por las observaciones al final de la seccién anterior, para calcular los rangos rg (o%)
aplicaremos la descripcion anterior de A, y dlgebra lineal a la definicién de o. Presentamos
los resultados en el siguiente teorema. Los detalles del calculo se dardn en la seccién [3.6]

29

., 0, By, v para H,(X) es dual a la base anterior para
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Teorema 3.5.1. Si X es una superficie orientable de género g, entonces

rg (0g) =1
rg (o1) = 6g
rg (09) = 1Og2 —g+3

12g si g#1
rg (03) =
10 si g=1

rg (o4) =3

yrg (ox) =0 en otro caso.

El Teorema se prueba entonces sustituyendo los ntimeros de Betti de X? y ® de
arriba y los resultados del Teorema [3.5.1] en la formula del Teorema (3.4.1]

3.6. Demostraciéon del Teorema [3.5.1]

Sea X una superficie de género g y denotaremos Hy,(X?)® Hy(X?)® Hy,(X?) por 3H,(X?).
Deseamos calcular los rangos rg (o) para oy, : 3H,(X?) — Hy(X?) definidos como sigue:
para z = (z1, 29, 23) € 3H(X?),

o1(2) = (Ay x L)(21) + (I x T (A, x L)(22) + (I x A,)(23).

Las propiedades de I,,T,, y A, que requerimos se dieron en las secciones v B3 Ya
que Hyp(X?) =0 para k > 5, solo necesitamos calcular rg (o) para k = 0,1,2, 3, 4.

Caso k = 0. El siguiente diagrama es conmutativo

Hy(X?) —>3Hy(X?) -2~ Hy(X?)
\_/

Ay x Iy

donde ¢ es la inclusién en el primer sumando. Como A, x I, = (A X I), es inducido
por un mapeo de espacios conexos, es un isomorfismo de espacios vectoriales de
dimensién 1. Concluimos entonces que rg (og) = 1.

Caso k = 1. Fijemos iy sea A; el subespacio vectorial de H;(X?) con base {(a;x 1), (1 x
a;)}. Notemos que

(A x L)1 xao)=1x1xq
(LxT)(Acx L) (I x o) =1 xa; x1
(L x A (a; x 1) =a; x 1 x 1

y por lo tanto o; manda el subespacio 34; = A; & A; & A; de 3H,(X?) sobre el
subespacio vectorial de Hy(X?) con base {(1 X 1 x «a;), (1 x a; x 1), (a; x 1 x 1)}
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Caso

La correspondiente conclusién es cierta para 3; en vez de a;. Como H;(X?) es un
espacio vectorial de dimensién 6g con base {(1 x 1 x a;), (1 x a; x 1), (o X 1 X
1), x1x8),1xpx1,8x1x1)} parai=1,2,...,g vemos que la imagen
de oy es H1(X?) y por lo tanto rg (07) = 6g.

k = 2. Para i fijo, definimos el subespacio 34} := A, @ A, @ A, de 3Hy(X?), para i
fijo, donde A/ es el subespacio de Hy(X?) generado por a; X ;. Ahora supongamos
g > 2y consideremos los conjuntos {i,j} donde 1 < i < j < g. Sea 3A(;;) el
subespacio de 3H,(X?) tal que A(;;) C Ho(X?) tiene base {(o; X o), (o X a;)}.
Remplazando a’s por f’s, definimos 3B; y cuando g > 2, definimos 3B; ;) de la
manera correspondiente.

Denotemos por V el subespacio de Ha(X?) con base {(ux 1), (1x p), (i x 3;), (8 x
@;)}, para toda i, = 1,...,g (sin restricciones sobre g). Notemos que 3H,(X?)
admite una descomposiciéon como suma directa

P s4ie P 34py0 P 3Ble P 3Buy @3V

1<i<g 1<i<j<g 1<i<g 1<i<j<g

sig=>2,y

P 34;e P 3883V

1<i<yg 1<i<g
en otro caso. El calculo a partir de las definiciones muestra que la imagen de o
es la suma directa de imagenes de los sumandos en la descomposiciéon anterior de
3H,(X?). Més atin, calculamos que la restriccién de oy para algunos 3A, o 3B/ tiene
rango 2, para iy j se puede ver que la restriccién de oy a 3A(; ;) o 3B ), tiene
rango 5. Ya que hay ¢ subespacios 3A; y 927_9 subespacios A(; ;) y los mismo es
cierto para los B’s, la restriccién de o, a la suma directa de todos estos subespacios

tienen rango
2 2 _
2g—|—5<g 5 g) +29+5(g 5 g> = 59> — g.

Sig=0o0g=1 nohay A;; v B, pero los resultados siguen siendo vélidos ya

2
-9 _
que “5*= =

Queda calcular el rango de la restriccién de oy a 3V. Consideremos los siguiente
subespacio de Hy(X?) :

1. M con base {( x 1 x1),(1 x px1),(1x1xp)}
2. Para todo 7, W; con base

{laix Bix1), (a;x1x8;), (I1xa;xB;), (Bixa;x1), (Bix1xay), (1xBixa;)}.
3. Asumiendo que g > 2, para todo par ordenado (7,7) con i # j, Wy, ;3 con base

{(OéiX5j><1), (Oél'X1></8j), (1><CY7;><BJ'), (ﬂjXO{iX1), (ﬁlexai), (1><5J><OZZ)}

De un célculo directo a partir de las definiciones nos dice que o5 manda 3V a la
suma directa de M con los W;, y si g > 2, con los W; ;). También vemos que M
esta en la imagen de 05, para todo ¢ la imagen de o, en W; que es de dimensién 5 y
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para todo par (7, j) la imagen de o9 en W; tambien es de dimensién 5. Por lo tanto,
como M es de dimensién 3, hay g subespacios W;, y g* — g subespacios W, ;. El
rango de la restriccion de o9 a 3V es

3459 +5(g° — g) = 5g* + 3.

Concluimos que
rg (02) = (59° — g) + (5¢° + 3) = 10¢” — g + 3.

k = 3. Sig =0, entonces H3(X?) =0asirg (03) = 0. Si g = 1, entonces H3(X?) =
A® B donde una base para A es {(ux a), (axp)} y para Bes {(ux3),(Bxp)}y
por lo tanto 3H3(X?) = 3A®3B. De un célculo directo se demuestra que 3 manda
3A en el subespacio de Hs(X?) con base {(1 x u x a),(ppx 1 x ), (p x a x 1),
(Ixaxp),axlxu),(axpuxl),(axaxpf),axpfxa),(fxaxa)}yla
restriccién de o3 a 3A es de rango 5. Por simetria, o3 toma a 3B en un subespacio
de H3(X?) es complementario al subespacio que contiene a la imagen de 34 y la
restriccién de o3 a 3B es también de rango 5, asi que rg (03) = 10 si g = 1.

Ahora asumamos que g > 2, entonces H3(X?) es la suma directa de los subespacios
A;, con base {(pxa;), (a;xpu)} y By, con base {(ux ), (Bixp)}, parai = 1,2,...,g.
Un calculo muestra que o3 manda 3A4; en el subespacio W; de H 3(X3) definido como
Wi =W/ ® Wi @ ... Wy donde W/ con base {(1 x p X a5), (n x 1 X ay),
(e a; x 1), (I x o x ), (a; x 1 x p), (0 x px 1)} y para toda j, W, ;) tiene base
{(aixa;xB;), (axaix B;), (o x B x ), (i X B x 3), (B X o X a5), (B X 5 X )}
Encontramos que el rango de las restricciones de o3 a 3A; no cambia si consideramos
solo la imagen en W @ W/, ;) para algin j # i fijo. La composicién de la restriccién
de o3 en 34; y la proyeccion de W; en W] @ W, ;) para j se ve que es de rango 6.
Por simetria, el rango de la restriccién de o3 en cada 3B; es 6 también. Por lo tanto
cuando g > 2, concluimos que rg (o3) = 12g.

k = 4 Como p x p genera Hy(X?), entonces z € 3H,(X?) es de la forma
z = (ma(p x p), map X pr), ms(p x p))

para mq, ms, mg € R. Encontramos que los o4(m;(p X p)) son linealmente indepen-
dientes en H,(X?), para i = 1,2,3, asi que rg (04) = 3.



Apéndice A

Espacios de Configuraciones

A.1. Definiciones y resultados basicos

Definicién. Dado un espacio topolégico X, definimos el espacio de configuraciones or-
denadas de m puntos en X (en el sentido de Fadell and Neuwirth [6]) como

F(X,m):={(z1,...,2m) € X" | x; #£ x;, sii#j}.

Sea A = {(z1,...,2y) € X™ | Ji,j € {1,...,m},i # j tales que z; = z,;}. Entonces es
claro que FI(X,m) = X"\ A.

Notemos que el grupo simétrico en m elementos ¥,,, actia en F'(X,m) por permutacién

de coordenadas:

o (1, Tm) = (To1)s - - - To(m))
y que esta accion es libre. Definimos por
B(X,m) = FXXm)

al espacio de dérbitas bajo dicha accion, es decir, el espacio de m—tuplas desordenadas de
puntos distintos de X.

Ejemplo. Sies (G, e) un grupo topoldgico, entonces existe un homeomorfismo F (G, m) —

F(G—-e,m—1)xQG.

Demostracién. En efecto. Sea

v F(G,m)— Gx F(G—em—1)
(9,91, G2 Gm-1) 7> (9,910, 929", oo oL Gm1g™ 1) i

Ya que G es un grupo topoldgico, entonces ¢ es continua y tiene como inversa a la funcion

0:GXF(G—e,m—1)— F(G,m)
(9, (91,92, - - -+ Gm—1)) = (9,919, 929, - - - , Gm—19)
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Por ejemplo C y C \ {0} son grupos topolégicos bajo la suma y la multiplicaciéon de
numeros complejos respectivamente. Por lo tanto

F(C,3) = F(C\ {0},2) x C= F(C\ {0,1},1) x (C\ {0}) x C~ (S' v §") x S".
Para X = R" el siguiente resultado basico sobre los espacios de configuraciones.

Definicién. Sea Q; = {q1,...,¢} € R™ un subconjunto de cardinalidad [ y denotemos
FR" m,l) .= F(R™\ @, m).

Esta definicién no depende del conjunto @), es decir , ya que si se toma otro conjunto @,
entonces R™ \ @); es homeomorfo a R™ \ Q). Por lo tanto F(R™ \ @;,m) es homeomorfo

FR™\ @, m).

Teorema A.1.1. Sim > 1 y k < m, entonces la proyeccion en las primeras k coorde-
nadas pry : F(R",m,l) — F(R", k1), dada por (x1,za,...,2m) —> (T1,%a,...,2k) €S
un haz localmente trivial con fibra F(R™, m — k,l + k). Ademas pry admite una seccion
continua o : F(R™, k1) — F(R™,m,1).

Demostracion. Procederemos con el caso k = 1, los casos con k > 1 se demuestran con
técnicas similares. Se puede encontrar la demostracién explicita en [6]. Por definicién,

FR™ 1,1) :==R"\ Q. Sea x € R" \ @, entonces

prit() = {(y1, v, .- Ym) € FR™, m, 1) | y1 = pri(y1, Y2, - - -, Ym) = 2}
={(z,y2...,ym) € F(R",m,l)}
=FR"m—-1,1+1).

Sean z € R\ @, y U C R"\ @ una bola abierta centrada en z. En [15] pdg. 92 se
demuestra de la existencia de una funcién continua h: U x U — U tal que

1) Vz €U, h, : U — U es un homeomorfismo que deja fija a la frontera.
2) Vze U, h(z,z) =x.

El homeomorfismo h, mencionado en el inciso 1) se puede extender a un homeomorfismo
sobre todo R™ poniendo h,(w) = w, para toda w € R™\ U. Por lo que podemos extender
ahalUxR"— R"

Definamos la siguiente funcién.

¢:Ux F(R",m —1,14+1) — pr*(U)
(2791, s 7ym—1) = <Z7hz_l<y1)a o '7hz_1(ym—1))

Observemos que esta funcién esté bien definida ya que pri(z, h; (1), ., h. (Ym-1)) € U,
¢ es continua ya que cada entrada es continua y su inversa estd dada por

YopriH(U) = Ux F(R",m—1,1+1)
(Zayla cee 7ym71) = (Za hz(y1)7 c e 7hz(ymfl))'
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Esta funcion esta bien definida ya que la primera coordenada estd en U, luego como h,
es un homeomorfismo entonces (h,(y1),...,h,(Ym-1)) € F(R",m — 1,1+ 1) y como los
y; # z, entonces h,(y;) # x. Ademds 1) es continua ya que sus componentes son continuas.
Claramente ¢ = ¢~1. Mds atin, el siguiente diagrama es conmutativo

Ux F(R",m — 1,1+ 1) —2= pri} (V)

pri
U

Ahora mostraremos la existencia de una seccién. Supongamos que [ > 0. Sean U = B(0, 1)
y W = B(0, %) Anteriormente dijimos que F(R™ m, ) no depende de Q;, supongamos
que ¢; =0y que ¢; & U, para j > 1. Sean ys, ys, ..., ym € OW, m — 1 puntos distintos a
pares. Definamos f; : R \ ¢; — U\ Q; de la siguiente forma:

ooy flalyy siweD
y; sizgU
sij > 2, para j = 1, definimos f; = idrn\q,- Cada f; es continua ya que pega bien en

OU. Por ultimo definimos por o := (f1,..., fm) : F(R", k, 1) — F(R",m,l) la cual es una
seccion. Il

Este teorema se puede extender a variedades M conexas.

A.2. La cohomologia de F'(R" k)

Teorema A.2.1. El anillo de cohomologia de F(R™ k) con coeficientes en Z estd ge-

nerado por clases A;j, con 1 < j < i < k y |A;;| = n — 1, sujetas a las siguientes
relaciones
2
.Z. AZ,] — 0.

2. Ai,in,l - Al,j(Ai,l - AZJ)
3. Asociatividad y conmutatividad graduadas.

Demostracién. Por el teorema sabemos que para k > 2, la proyeccién en la
primera coordenada es un haz fibrado, por lo que tenemos la siguiente sucesion de haces
fibrados.

FR" k) ~—— F(R" k—1,1)~—...~<— F(R" 1,k — 1)

lprl lpn LPTl

R” R™\ @ R™\ Qi1
Nuevamente por el teorema sabemos que estos haces admiten secciones. Aplicando
la sucesion espectral de Serre en cohomologia tenemos que

H(F(R ) = @ H (R Q)

i

= ®H(\/ s,

j=1
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Por lo tanto, la cohomologia de F/(R™, k) esta concentrada en los grados que son multiplos
de n — 1. Si A;1,...,A;; 1 denotan a los generadores del factor H*(\/ S"™1) = Z"~,
entonces H" '(F(R", k)), estd generado aditivamente por los monomios de la siguiente
forma

Ay @ @A con 2<i<...<iy<k y 0<js<is.

Los generadores A;; pueden obtenerse “geométricamente’de la siguiente forma. Para
J < 1 consideremos la siguiente funcion:

pij: F(R" k) — S"*

ZEZ‘—IJ‘
(@ om) =

Sea A;; € H*(F(R", k)) la imagen de la clase fundamental A; ; = p; ,;(tn—1). Es claro que
estas clases no son nulas ya que existen funciones s;; : S"~' — F(R™, k)
Sij - Sn_l — F(Rn, ]{)
5 = (Qh s q5-1,4; +£aq]7 .- 'qk—l)

tales que la composicién

Pi,j
—_—

St —4 F(R", k) = 57

es la identidad. Como A, ; es imagen de una clase esférica, entonces A%’j = 0. Se pue-
de probar que los A, ; son linealmente independientes y son generadores de los grupos
H*(\/,_, S™ ') = Z'~*. Por otro lado, notemos que toda permutaciéon o € ¥, induce un
homeomorfismo:

o: F(R" k) — F(R,k)

(21, ... T) = (o), - -5 To(k))
Estos definen una accién derecha del grupo simétrico ¥ en F'(R" k). Por lo tanto, los
isomorfismos inducidos o* : H*(F(R™, k)) — H*(F(R™, k)) definen una accién izquierda
de ¥j en H*(F(R" k)).

Lema A.2.1. La accion de Xy, en las clases A; j estd dada por:

oA, = { Aoy st 0(i) > 0(j),
T D) Asgyo sioo(i) < o(h).
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Demostraciéon. Supongamos que ¢ > j y que o € Y es una permutaciéon tal que
o(i) > o(j). Entonces el siguiente diagrama es conmutativo

F(R", k) —Z> F(R", k)
po(i)d(]’)l
Sn—l

Pi,j

y por lo tanto en cohomologia se tiene que

0" (Aiy) = U*pzj<bn—1) = p:;(i),a(j)(bn—l) = Ao(i)o()

Supongamos ahora que o(i) < (7). Notemos que en este caso el siguiente diagrama
conmutativo.

F(R™, k) —2~ F(R", k)

Pa(i)a(a‘)L lpm‘

Snfl a Snfl

donde a : S"71 — S™7! es el mapeo antipodal, cuyo grado es (—1)". Se tiene que

0" (Aig) = 0P j(tn-1) = Pr(i).o() (@ (tn-1)) = (1) Ao (iy.0(5)-
Resta probar la relaciéon A; jA;; = A;;(A;; — A;;). Notemos que en el caso k = 3, la
cohomologia de F'(R",3) estd dada aditivamente por
H*(F<Rn, 3)) = <A271> X <A371, XA372>

y el producto cup de los generadores en distintos factores esta dado de la siguiente for-
ma As1 Az = Az ® Az y Az Ass = Asq ® Asy. Para determinar completamente la
estructura de multiplicativa de H*(F'(R",3)) basta expresar el producto As;Ass como
combinacioén lineal de As1 A3 y As1As2 . Sean o, B € Z tales que

Asg 1 Aso = Ay Agy + A1 A0,

Esta expresion debe ser compatible con la accién del grupo simétrico >3. Aplicando las
transposiciones (1,2) y (2,3) obtenemos que a = —1 y 8 = 1. Por lo tanto

Az 1Aso = Ag1Ago — Ag1 Az = Ag1(Aso — Asq).

Ahora notemos que el resultado en el caso general se tiene por la naturalidad de la
siguiente proyeccion.

piji: F(R", k) = F(R",3)

(1, ... x) = (2, 25, 24).

Asi, la estructura multiplicativa de la cohomologia de F'(R", k) se sigue de la correspon-
diente para F'(R",3), ya que se tienen diagramas conmutativos
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F(R", k) 224 P(R",3)
pi’jypi’hpj’ll M,LPQ,I

Snfl

los cuales inducen los siguientes diagramas conmutativos en cohomologia

N
Pi
-

H*(F(R", k) H*(F(R",3))

* * *
Pi,jvpiyppjle /*
P3,2:P3,1:P21

H*(5")

Del diagrama anterior obtenemos

Aij=pi=(A32), Auyu=pi;(A31) Aju=p;;(A21).

Con todo lo anterior, se tiene el inciso 2 del teorema. U
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