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1. Introducción.

1.1 Antecedentes.

El control automático ha desempeñado una función de vital importancia en el avance de la ingeniería

y la ciencia. Ademas de sus extrema importancia en los sistemas de vehículos espaciales, de guiado de

misiles, robóticos y similares, el control automático se ha vuelto una parte importante e integral de

los procesos industriales y de manufactura. Por ejemplo, el control automático es esencial en el control

numérico de las máquinas-herramienta de las industrias de manufactura, en el diseño de sistemas de

pilotos automáticos en la industria aeroespacial, y en el diseño de automóviles y camiones en la industria

automotriz. También es esencial en las operaciones industriales como el control de presión, temperatura,

humedad, viscosidad y flujo en las industrias de proceso.

En tanto que la teoría de control convencional se basa en la relación entrada-salida, o función de

transferencia, la teoría de control moderna se basa en la descripción de las ecuaciones de un sistema

en términos de n ecuaciones diferenciales de primer orden, que se combinan en una ecuación diferencial

matricial de primer orden. El uso de la notación matricial simplifica enormemente la representación

matemática de los sistemas de ecuaciones. El incremento en la cantidad de variables de estado, de entradas

o de salidas no aumenta la complejidad de las ecuaciones. De hecho, el análisis de los sistemas complicados
con entradas y salidas múltiples se realiza mediante procedimientos sólo ligeramente más complicados

que los requerimientos para el análisis de sistemas de ecuaciones diferenciales escalares de primer orden.

Para sistemas Uneales multivariables, representados en espacio de estado por ecuaciones diferenciales

matriciales de primer orden, existen algunas propiedades que se conocen como invariantes estructurales

del sistema. Básicamente, el concepto de invariantes estructurales comprende información o características

del sistema que no son modificadas bajo el efecto de grupos de transformación. Por ejemplo, cambios de

base en estado, entradas y salidas, así como algunas acciones de control como retroalimentación de estado

(regular), pueden de hecho considerarse como grupos de transformación. Así, tenemos por ejemplo, que
los polos y ceros finitos del sistema (así como la función de transferencia) son invariantes bajo cambios

de base en el estado; la controlabilidad del sistema es invariante bajo retroalimentación de estado, la

observabilidad es invariante bajo inyección de salida, etc..

Las propiedades del sistema bajo un grupo de transformación particular están determinadas por

los invariantes estructurales correspondientes, y esta información es fundamental en el análisis de las

características del sistema, así como en la existencia de la solución a algunos problemas de control.

La retroalimentación de estado u(t) = Fx(i) + Gv(t), donde v(t) es un vector de entradas, se dice

regular si G es una matriz cuadrada y no singular. En este caso, esta acción de control puede pertenecer
a un grupo de transformación, y definirse los invariantes estructurales correspondientes. Sin embargo, las

propiedades estructurales del sistema dejan de ser invariantes bajo retroalimentación de estado no regular,
es decir una retroalimentación del tipo u(t) = Fx(t) + Gv(t), donde G es una matriz no cuadrada o no

singular. Se puede utilizar retroalimentación no regular en una situación dada, debido a las características

propias del sistema, o debido a que se desea lograr una modificación particular en la estructura del sistema.
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El problema de modificación de estructura bajo retroalimentación no regular es un problema suma

mente complicado, y se ha requerido de un gran esfuerzo para obtener resultados significativos en esta

área. Dentro de estos resultados, se pueden mencionar por ejemplo: la modificación de los índices de

controlabilidad de un sistema [13], la modificación de la estructura al infinito [16] y la modificación

simultanea de los factores invariantes y los índices de controlabilidad del sistema [20] .

En este trabajo nos vamos a enfocar al problema de la modificación de la estructura al infinito de un

sistema mediante retroalimentación de estado no regular.

La estructura al infinito de un sistema multivariable, que comprende básicamente al conjunto de

los órdenes de los ceros al infinito del sistema, se puede definir utilizando diversas herramientas. Por

ejemplo, se puede definir a partir de la forma de Smith-McMillan al infinito de la función de transferencia

del sistema [17], de la matriz del sistema P(s) [23], utiüzando conceptos geométricos [5], y también

corresponde a la lista I4 de Morse [21]. La estructura al infinito de un sistema juega un papel muy

importante en la solución de varios problemas de control, tales como desacoplamiento [6], rechazo de

perturbaciones [2], teoría del lugar de las raíces [22], seguimiento de modelo [19] y control óptimo [8].

El problema de la modificación de la estructura al infinito de un sistema ha sido resuelto en [16]
utilizando un enfoque de control geométrico. Sin embargo, el procedimiento para lograr dicha modificación

es bastante complicado, además de que no es óptimo en ningún sentido, ya que no captura todas las

soluciones posibles, y no garantiza que la solución encontrada sea la más adecuada en el sentido de

proporcionar la mejor solución en cuanto a la modificación de otras propiedades estructurales del sistema.

1.2 Objetivos.

Los objetivos principales de esta tesis son: estudiar las condiciones necesarias y suficientes para la

modificación de la estructura al infinito de un sistema Uneal multivariable por retroaümentación estática

de estado no regular, analizar el procedimiento para la obtención de la retroaUmentación que resuelve el

problema, y tratar de simplificar de alguna forma dicho procedimiento.

Estos objetivos están relacionados con el hecho de que lamodificación de la estructura al infinito puede
verse como un paso intermedio para atacar algún problema de control, cuyas condiciones de solución

dependen precisamente de esta estructura. Teniendo esto en mente, se buscará también en este trabajo
de tesis aprovechar la modificación de la estructura al infinito para llevar la función de trasferencia del

sistema retroalimentado a una forma triangular inferior, y desacoplar el sistema, cuando eUo sea posible.

1.3 Metodología.

La estructura de un sistema multivariable puede definirse utiUzando diferentes tipos de herramien

tas matemáticas, siendo las más comunes herramientas algebraico-pohnomiales (factorizaciones, formas

canónicas, pencils de matrices, etc.) y conceptos geométricos (espacios invariantes, espacios cocientes,

mapeos inducidos, etc.). Se ha comprobado que un manejo adecuado simultáneo de los anteriores enfo

ques, puede proporcionar más información y elementos de análisis que ayuden a obtener la solución de pro
blemas complejos, como el que estamos considerando en este trabajo. Por lo tanto, como herramientas de

análisis, utilizaremos en este trabajo una combinación de enfoques geométricos y algebraico-polinomiales.

Para tratar de darle un "sentido más claro" a la información estructural del sistema, más allá de las

definiciones matemáticas, se hace énfasis en este trabajo en la interpretación dinámica de la estructura

del sistema, como son ceros y polos finitos y ceros al infinito.
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1.4 Contribuciones de la tesis.

Como contribuciones de este trabajo de tesis, tenemos lo siguiente:

• Se demuestra que la forma semicanónica de Morse cumple con cierta descomposición del mínimo

subespacio (A,C)-invariante condicionado que contiene la imagen de B y el máximo subespacio controlable

contenido en el Kernel de C. La descomposición de estos subespacios es el punto de partida para la

modificación de la estructura al infinito de un sistema.

• Una vez demostrado que la forma semicanónica de Morse cumple con esta descomposición, se presen

ta un procedimiento, con ciertas ventajas y relativamente sencillo, para la modificación de la estructura

al infinito a partir de la forma semicanónica de Morse.

• El procedimiento presentado para la modificación de la estructura al infinito, a partir de la forma

semicanónica de Morse, es restringido para cierto tipo de sistemas en los que, después de la modificación

de los ceros al infinito, obtendremos un sistema cuadrado en lazo cerrado. Aprovechando esto, veremos

como llevar la función de transferencia en lazo cerrado (cuadrada) a una forma particular. El objetivo de

Uevar la función de transferencia a una forma particular es tener más clara la interdependecia entre las

nuevas entradas y las salidas del sistema, y en caso extremo llegar a un sistema desacoplado.

• Otra contribución de este trabajo es, considerando una modificación de la estructura al infinito

particular, poner en evidencia algunos problemas que se pueden tener por el desconocimiento que la retrc-

alimentación no regular correspondiente produce en algunas otras propiedades estructurales del sistema,

por ejemplo la controlabiUdad y los ceros finitos del sistema.

1.5 Organización de la tesis.

A continuación se describe la forma en que este trabajo está organizado:

En el Capítulo 2 se presentan conceptos relacionados con estructura de sistemas Uneales multivariables.

En primer lugar, se introduce el tipo de sistemas a tratar en este trabajo y algunas propiedades de los

sistemas Uneales, como controlabilidad y observabilidad. Una vez introducidos estos conceptos, se definen

conceptos relacionados con la estructura de sistemas Uneales, tales como ceros finitos y ceros al infinito,

además se presenta la interpretación dinámica de los mismos. Después se presenta la forma canónica de

Morse, que define el grupo de invariantes estructurales del sistema bajo un grupo de transformación,

Uamado grupo de transformación de Morse. Por último, se introduce la forma semicanónica de Morse,

una forma canónica que solo está definida para sistemas que cumplen con ciertas condiciones, bajo un

grupo de transformación conocido como grupo de transformación feedback.

En el Capítulo 3 se definirán algunos conceptos básicos (como invariantes estructurales, observabilidad,

controlabilidad, retroaUmentaciones de estado, etc.) utilizando el enfoque geométrico. Primeramente, se

presentan algunas definiciones básicas y conceptos relacionados con el enfoque geométrico, como los

subespacios A-invariantes, subespacios (A,B)-invariantes y subespacios (A,C) invariantes condicionados.

Una vez introducidos estos conceptos básicos, se presenta la definición de algunos subespacios de particular
interés en el estudio de los sistemas lineales, como los son el máximo subespacio (A,B)-invariante contenido

en el Kernel de C, el mínimo subespacio (A,C)-invariante condicionado que contiene la imagen de B y

el máximo subespacio controlable contenido en el Kernel de C. Estos subespacios serán ampliamente
utilizados en capítulos posteriores.

En el Capítulo 4 se presentan los resultados conocidos sobre la modificación de la estructura al infinito

de un sistema por retroalimentación no regular, razón principal del estudio de este trabajo. En primer

lugar, se introduce cierta descomposición de algunos subespacios del enfoque geométrico, siendo este un

punto de partida, para la modificación de la estructura al infinito desde un enfoque geométrico. Enseguida,
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veremos las condiciones necesarias y suficientes para que, para un sistema (A, B,C) considerado, dada
una lista de enteros positivos, esta sea la lista de los órdenes de los ceros al infinito del sistema en lazo

cerrado (A + BF,BG,C), donde las matrices F y G representan una retroaUmentación de estado no

regular. Finalmente presentaremos la construcción de esta retroalimentación no regular (F,G), tal que

modifique la estructura al infinito de una manera deseada.

En el Capítulo 5 se presentan los resultados principales obtenidos en este trabajo. Se demuestra

primeramente que la forma semicanónica de Morse, introducida en el Capítulo 2, cumple con cierta

descomposición del mínimo subespacio (A,C)-invariante condicionado que contiene la imagen de B y

el máximo subespacio controlable contenido en el Kernel de C (Capítulo 3), esta descomposición es el

punto de partida para la modificación de la estructura al infinito. Una vez demostrada esta relación

entre la forma semicanónica de Morse y los subespacios mencionados, presentaremos un procedimien

to, relativamente sencillo, para la modificación de la estructura al infinito de un sistema, a partir de

la forma semicanónica de Morse, con la ventaja de que podemos identificar de una manera más sen

cilla la descomposición de la que parte esta modificación de estructura. Para este procedimiento de

modificación, a partir de la forma semicanónica de Morse, consideraremos solamente sistemas con p

salidas y p + 1 entradas, esto implica que el sistema en lazo cerrado (una vez modificada la estruc

tura al infinito) resulte cuadrado, es decir, tendrá el mismo número de entradas y saUdas, esto con

la finalidad de llevar la función de transferencia en lazo cerrado (cuadrada) a una forma particular.

Entonces, además de presentar la modificación de la estructura al infinito, a partir de la forma semi

canónica de Morse, veremos como obtener una retroaUmentación de estado regular, tal que el sistema

en lazo cerrado tenga la forma particular $-1(s), donde la matriz -$(s), llamado interactor del sistema,

es una matriz triangular inferior y que además, sus elementos, cumplen con ciertas condiciones de di

visibilidad. Cabe mencionar que, el objetivo de llevar la función de transferencia a esta forma parti

cular, es tener más clara la interdependencia en términos de nuevas entradas controlando las salidas del

sistema, y en el caso extremo llegar a un sistema desacoplado.

En el Capítulo 6 se consideran otros aspectos relacionados con las modificaciones estructurales. Por

medio de retroalimentación no regular, podemos modificar, en general, la estructura de un sistema, es

decir, podemos modificar los ceros al infinito, ceros finitos, índices de controlabiUdad, etc. Entonces, la

retroalimentación tal que modifique la estructura al infinito, puede modificar, a su vez, otros invariantes

estructurales del sistema. Este es el tema a tratar en este capítulo, cómo la retroalimentación de estado,
tal que modifique la estructura al infinito, puede modificar otros invariantes estructurales, en particular,
consideraremos controlabilidad, ceros finitos y desacoplamiento del sistema retroalimentado.

En el Capítulo 7 se presentan las conclusiones y trabajo futuro de este trabajo de tesis.

En el Apéndice A, se introducen la forma de Smith-McMillan y la forma de Smith-McMiUan al infinito

para una matriz racional estrictamente propia, como lo es la función de transferencia de un sistema

multivariable. Esto con la finalidad de definir los ceros de transmisión y los ceros al infinito, presentados
en el Capítulo 2. En el Apéndice B, se define el interactor de un sistema y se introducen algunos resultados

acerca de realizabiUdad de compensadores. Estos conceptos y definiciones son utilizados en el Capítulo 5.



2. Estructura de Sistemas Lineales.

En este capítulo se presentan conceptos relacionados con estructura de sistemas lineales. Se establecen

definiciones, propiedades y algunos resultados que son esenciales en el estudio de este trabajo. Prime

ramente se especifica el tipo de sistemas que estudiaremos, a saber, sistemas Uneales multivariables e

invariantes en el tiempo. Se presentan las descripciones correspondientes en espacio de estado y en función

de transferencia, así como algunas propiedades relevantes como controlabilidad y observabiüdad. Dentro

de la parte de estructura de sistemas lineales, se introducen primeramente los conceptos de polos y ceros

finitos, así como su interpretación dinámica en términos de entradas y salidas. La estructura al infinito

del sistema, principal objeto de estudio de este trabajo, se presenta posteriormente. Los órdenes de los

ceros al infinito del sistema se definen a partir de la forma de Smith-McMillan al infinito de la matriz de

transferencia del sistema, y se presentan varios métodos para obtener esta estructura al infinito, así como

una interpretación dinámica de los órdenes de los ceros al infinito del sistema.

Un aspecto fundamental en el estudio de modificaciones estructurales son los llamados "invariantes

estructurales1' Básicamente, este concepto comprende información estructural del sistema que no es

modificada bajo efecto de grupos de transformación. Por ejemplo, cambios de base y acciones de control

como retroalimentación de estado, pueden de hecho considerarse como grupos de transformación. En la

sección 2.4 se presenta la forma canónica de Morse, que define el conjunto de invariantes estructurales

bajo el llamado "grupo de transformación de Morse". Posteriormente se presenta la forma semicanónica

de Morse, la cual se define bajo la acción de un grupo de transformación que comprende cambios de base

en el estado, y en la entrada, retroalimentación de estado, y permutación en las salidas. Los invariantes

estructurales correspondientes a estas formas canónicas es la información que utilizaremos en el estudio

de la modificación de la estructura al infinito de un sistema multivariable.

2.1 Introducción.

En esta sección se especifica el tipo de sistemas que estudiaremos en este trabajo, a saber, sistemas

Uneales multivariable, e invariantes en el tiempo. Se presentan tanto la descripción en espacio de estado

de este tipo de sistemas, así como la descripción en función de transferencia, conocidas respectivamente
como descripciones interna y externa. También se introducen las propiedades de controlabilidad y de

observabilidad.

El tipo de sistemas que estudiaremos en este trabajo son aquellos descritos en espacio de estado por

medio de ecuaciones diferenciales lineales de la forma

x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y{t) = Cx(t) t > 0
( '

donde x G Rn, u G Rm y y G Rp son respectivamente, los vectores de estados, entradas y saUdas del

sistema, y donde las matrices A, B y C son matrices reales de dimensiones nxn, nxm y pxn respectiva
mente. Es decir, trataremos con sistemas lineales, multivariables, invariantes en el tiempo, de orden n,

con m entradas y p saUdas. Por simplicidad referiremos al sistema descrito por (2.1) como (A, B, C).

5
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Sin perdida de generalidad, y por simplicidad, supondremos que la matriz B es de rango pleno, esto

es, las entradas del sistema son linealmente independientes y como consecuencia ninguna de ellas puede

ser representada como combinación lineal de las otras. De una manera similar, consideraremos que la

matriz C es de rango pleno, esto es, las salidas del sistema son linealmente independientes.

Tomando la transformada de Laplace de (2.1) y suponiendo condiciones iniciales iguales a cero, pode
mos llegar a

y(a) = H(s)u(s) (2.2)

donde

H(a) = C(al
- A)~lB (2.3)

es una matriz racional estrictamente propia de dimensiones pxm, conocida como la función de

transferencia de (.4, B, C).

La ecuación (2.1) es llamada descripción interna del sistema, mientras que (2.2) y (2.3) describen el

comportamiento entrada-salida del sistema (A, B, C).

La función de transferencia del sistema H(s) se puede representar en términos de matrices polinomiales
de la manera siguiente

H(a) = NR(a)D]J-(a)

donde ATr(s) y D¡t(a) son matrices polinomiales, de dimensiones pxm y mxm respectivamente, con

Dü(a) no singular. Se dice entonces que N¡i(a) y D¡i(a) forman una factorización polinomial derecha

(Right Matrix Fraction Description) de H(s).

De una manera análoga, la función de transferencia del sistema H(a) se puede representar como

H(s) = D-LlNL(a)

donde N_(a) y Dl{s) son matrices polinomiales, de dimensiones pxm y pxp respectivamente, con Z?l(s)
no singular, y se dice que 7V¿(s) y D_(s) forman una factorización polinomial izquierda (Left Matrix

Fraction Description) de H(a).

Si Nfi(a) y Dr(s) son matrices coprimas derechas1 se dice que Nn(a) y Djn(a) forman una factorización

coprima derecha de H(a). De una manera similar, si Nl(b) y D_(a) son matrices coprimas izquierdas se

dice que N_(s) y D_(a) forman una factorización coprima izquierda de H(a).

Dos propiedades que son básicas en el estudio de los sistemas lineales son la controlabilidad y la

observabilidad. A continuación se presentan las definiciones correspondientes.

Se dice que (A,B,C) es controlable al tiempo ío si se puede llevar a cualquier estado inicial x(to) a

cualquier otro estado x, mediante un vector de control u(t), en un intervalo de tiempo finito.

Se dice que (A,B,C) es obaervable al tiempo ío si es posible determinar el estado x(to) a partir del

conocimiento de u(t) y y(í) en un intervalo finito de tiempo.

La matriz de controlabilidad de un sistema se define como

C(A,B)= [B AB ■■■ An~1B\,

-Los conceptos de matrices polinomiales coprimas pueden verse, por ejemplo, en [14] y [3].
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mientras que la matriz de obaervabilidad se define como

C

CA

CAn~x

Dos resultados ampliamente conocidos en el estudio de los sistemas lineales son los siguientes.

Teorema 2.1 Un sistema (A,B,C) es controlable si y sólo si la matriz de controlabilidad del sistema es

de rango pleno, esto es, si y sólo si rank C =n.

Teorema 2.2 Un sistema (A,B,C) es observable si y sólo si la matriz de observabiUdad del sistema es

de rango pleno, esto es, si y sólo si rank O =n.

Se dice que una representación (o realización) en espacio de estado (A, B,C) de un sistema es mínima

si no existe otra representación de orden menor para la misma función de transferencia H(a) del sistema.

Una realización mínima puede ser relacionada con la controlabiUdad y observabiUdad de un sistema de

la siguiente manera

Teorema 2.3 Una realización (A,B,C) es mínima si y sólo si el sistema (A, B,C) es controlable y

observable.

Demostración. Véase [14]. ■

2.2 Polos y Ceros Finitos.

Los polos y ceros finitos de un sistema multivariable pueden ser definidos de varias maneras. A

continuación introduciremos estos conceptos a partir de la forma de Smith-McMillan (ver Apéndice A)
de la función de transferencia del sistema.

Sea M(a) la forma de Smith-McMillan de la función de transferencia del sistema (A, B,C), es decir,
existen matrices unimodulares Ui(a) y Uzia) tales que

H(a) = U^MisMa)

donde la matriz M(s) está dada por

diag^iia)/^^)}^ 0
'

0 0

donde

r = rango normal de H(a)

y {et(s)>i/'i(s)} son polinomios mónicos coprimos, i = 1, ...,r, que satisfacen las siguientes condiciones de
divisibilidad

0(A,C) =

M{a) =
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<5<(«) I Ei+lW

i= l,...,r-l

Se definen los ceros finitos (ceros de transmisión) como las raíces de los poUnomios numeradores ej(s)
de la forma de Smith-McMillan M(a) de la función de transferencia H(a) del sistema.

Se definen los polos de un sistema (A, B,C) como las raíces de los polinomios denominadores tpi(s)

de la forma de Smith-McMiUan M(a) de la función de transferencia H(s) del sistema.

En el caso de los ceros finitos, además de estos ceros de transmisión definidos anteriormente, existe

una clasificación más amplia de ceros finitos, como se muestra a continuación. Estos conceptos de ceros

finitos y sus propiedades pueden verse en [18].

Definición 2.1 Ceroa invariantea, de deaacoplamiento y de tranamiaión.

Los ceros de la llamada matriz sistema

P(8) =
al -A B

-C 0

es decir, las raíces de los poUnomios invariantes de esta matriz (determinados por su forma de Smith

correspondiente), son conocidos como ceroa invariantes del sistema. Los ceros de transmisión (determi
nados por la forma de Smith-McMillan de H(s)) son un subconjunto de los ceros invariantes del sistema

y ambos conjuntos son iguales si el sistema es controlable y observable. Los ceros invariantes que no son

ceros de transmisión pertenecen a un conjunto conocido como ceros de desacoplamiento.

Los ceros de deaacoplamiento de salida son las frecuencias a las cuales la matriz

sí -A

C

pierde rango.

Observe que un sistema tiene ceros de desacoplamiento de salida si y sólo si es no observable. El

número de ceros de desacoplamiento de salida es igual al orden del sistema menos el rango de la matriz

de observabilidad del sistema.

Los ceros de desacoplamiento de entrada son las frecuencias a las cuales la matriz

[sí-A B ]

pierde rango.

Nótese que un sistema tiene ceros de desacoplamiento de entrada si y sólo si es no controlable. El

número de ceros de desacoplamiento de entrada es igual al orden del sistema menos el rango de la matriz

de controlabilidad.

Si ambas matrices [ sí
— A B ] y

desacoplamiento de entrada-salida.

al- A

C
pierden rango para s = X, entonces A es un cero de
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Definición 2.2 Ceros de un sistema.

Los ceros de un sistema se definen en [18] de la siguiente manera

Ceros del sistema = ceros de desacoplamiento de entrada -t- ceros de desacoplamiento de saUda +

ceros de transmisión - ceros de desacoplamiento de entrada-salida.

Ejemplo 2.1 Clasificación de ceros para un sistema multivariable.

Sea el sistema (A, B, C) dado por

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 -4 0 0

0 0 0 0 -1 0

0 0 0 0 0 3

A =

cuya función de transferencia es

,
B =

,
c =

10 0 10 0

0 10 10 1

0 0 10 0 1

Para este sistema tenemos:

P(,) =
sí -A B

-C 0

0
1 -1

s-1

H(s) =
2 .-2) 1

a-3

0
2

i-3 -1

s — 1 0 0 0 0 0 0 1

0 a-l 0 0 0 0 1 0

0 0 a- 3 0 0 0 -1 1

0 0 0 s-4 0 0 0 0

0 0 0 0 a + 1 0 0 -]

0 0 0 0 0 a-3 1 1

1 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0

Obteniendo la forma de Smith de P(s), tenemos:

Smith P(s)

10 0 0 0 0 0 0

0 10 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0

0 0 0 10 0 0

0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 10

o

o

o

o

o

0 0 0 0 0 0 1 o

0 0 0 0 0 0 0 (a + l)(s - 2)
0000000 o

de donde podemos ver que el sistema tiene dos ceros invariantes, ena=— 1 y s
= 2.

Para obtener los ceros de transmisión, obtenemos la forma de Smith-McMillan de H(s) (Apéndice A).

En este caso el mínimo común múltiplo mónico de los denominadores de todas las entradas de H(s)
es d(s) = (a

—

l)(a
— 3), por lo que
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N{s) = d(s)H{s)

0 a-3

2a - 4 a-l

0 2a -2

Obteniendo la forma de Smith de N(s), tenemos

Smith N(s) =
1 0

0 a-2

0 0

Finalmente obtenemos la forma de Smith-McMillan de H(s) de la siguiente manera

M(s) = 3ff
=N__

0-1)0-3)

0

0

o

a-2

(•■-1)0-3)

0

De M(s) podemos ver que
Ceros de transmisión = {2} y polos = {1, 1,3,3}.

Como las matrices de controlabilidad y observabilidad son de rango 5 y el sistema es de orden 6,
entonces existen un cero de desacoplamiento de entrada y un cero de desacoplamiento de saUda.

Se puede ver que las matrices [ sí
— A B ] y

sí- A

C
pierden rango en a =

—4 y en a =
— 1

respectivamente, por lo tanto tenemos

Ceros de desacoplamiento de entrada = {—4} y Ceros de desacoplamiento de saUda = {—1}.

Finalmente por la Definición 2.2 tenemos:

Ceros del sistema = {—1, —2, —4}.

Una vez vista la definición de los polos y ceros finitos de un sistema multivariable, veremos a

continuación la interpretación dinámica de los mismos.

Teorema 2.4 Interpretación dinámica de polos finitos.

Sistemas escalares: El número A es un polo de h(s) (función de transferencia de un sistema escalar,
es decir, una entrada, una salida) si y sólo si existe un estado inicial xq tal que la respuesta a entrada

cero del sistema está dada por y(í) = rext,t > 0 donde 0 -^ r G R.

Sistemas multivariables: Sea (A, B,C) una realización mínima de H(s), entonces el escalar A es un

polo de H(s) si y sólo si existe un estado inicial xo tal que la respuesta del sistema a entrada cero es

y(t)
— rext donde r es un vector diferente de cero.

Demostración. Véase [3]. ■

En otra palabras, si A es un polo de un sistema, existe una salida de la forma reM debida a ciertas

condiciones iniciales y entrada cero.
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Teorema 2.5 Interpretación dinámica de ceros finitos.

Sea un sistema con función de transferencia H(s) y sea (A, B, C) una realización mínima (controlable

y observable) de dicho sistema. Si u(t) es de la forma kext, donde A no es un polo, entonces la saUda debida

a la condición inicial x0 = -(A - XI)~lBk y a la entrada u(t) = kext está dada por y(í) = H(X)kext

Demostración. Véase [3]. ■

Del resultado anterior se puede ver que, si A es un cero (y no es polo) del sistema, existe una entrada

de la forma u(t) = kext y una condición inicial x0 = -{A
— XI)-1Bk, donde k es un vector constante

diferente de cero, tales que la salida del sistema es idénticamente cero.

Ejemplo 2.2 Interpretación dinámica de polos y ceros.

Sea un sistema controlable y observable (A, B, C) donde

A =

4 -3 0 0
"

1 0

1

0

0 0

0 4

0

-3
B =

0 0

0 1

0 0 1 0 0 0

y c =

0 0 1-3

2-4 1-1

0 0 2-2

cuya función de transferencia es

H(s) =

0 ¿T
2Q-2) 1

0-1)0-3) s-3

0 -2-
u

s-3

Como vimos en el Ejemplo anterior, de la forma de Smith-McMillan de H(s), los polos de este sistema

son {1,1,3,3}.

Sus ceros de transmisión, y ceros invariantes en este caso, por ser una realización mínima, son a = 2.

Para el caso de la interpretación dinámica de los polos, se considerarán los polos {1, 3}.
Para el polo {A = 1}, si tomamos como condición inicial un vector propio asociado a dicho polo y

entrada cero, es decir,

-1/V2
-1/72
0

0

y w = 0

tenemos como salida y(t) = Cvext =

0

V2
0

el, como se presenta en la siguiente figura:
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O 1

Figura 2.1 Respuesta del sistema para el polo A = 1.

Para el polo {A = 3}, si tomamos como condición inicial un vector propio asociado a dicho polo y

entrada cero, es decir, v =

0

0

0,9487

0,3162

y u
= 0, tenemos como salida y(t) = Cvext =

0

0,635

1,2649

„3í

Para el caso del cero {2}, por la forma de la matriz H(2) =
\ ° 1

"

0 -1

0 -2

, podemos ver que para el

vector 0 ^ k = se cumple que y(i) = H(X)kext = 0 con una entrada u(t) = ke2t Por lo tanto

para una entrada u(t) e2t y condiciones iniciales xq
= —(A — XI) 1Bk =

,
tenemos

r »i(*) i
'

0

»{*) = 0

L »w 1 0

como se muestra en la siguiente figura
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Figura 2.2 Respuesta del sistema para el cero A = 2.

2.3 Ceros al infinito.

Los ceros al infinito del sistema (A, B,C), han sido trabajo de investigación de varios autores a partir
del trabajo de McMillan [17]. Hoy en día, existe una gran cantidad de resultados de varios autores rela

cionados con el tema. Los ceros al infinito juegan un papel importante en la solución de varios problemas,
tales como desacoplamiento de sistemas [6], rechazo de perturbaciones [2], teoría del lugar de las raíces

[22], seguimiento de modelo [19] y control óptimo [8]. La estructura al infinito ha sido caracterizada uti
lizando varios enfoques, tales como: poUnomial, geométrico, "penciles"de matrices, formas canónicas de

sistemas (como veremos en este capítulo) y combinaciones de eUos.

La estructura al infinito de un sistema multivariable se puede definir a partir de la forma de Smith-

McMillan al infinito de la función de transferencia H(s) (ver Apéndice A), la cual se presenta a con

tinuación

Sea H(s) G R^m(s) la función de transferencia del sistema. Existen matrices bipropias B\(s) y B2(s)
tales que:

S!(a)ií(a)B2(a) = Moo(a) =
dia9

Í^K=i
°

donde r = rank H(a) y los enteros positivos n- para i = 1,. . . ,r, son los órdenes de los ceros al infinito

de H(s) que satisfacen ni+1 > n-. La matriz M^s) es conocida como la forma de Smith-McMillan al

infinito de H(s).

Las matrices bipropias B\(s) y B2(a) pueden interpretarse como un conjunto de operaciones elemen

tales por filas y por columnas sobre H(s) en el anillo de las funciones racionales propias. Entonces, una

manera de obtener la forma de Smith-McMillan al infinito de H(s), y consecuentemente la estructura al
infinito del sistema, es por medio de dichas operaciones elementales (ver Apéndice A).

Además de éste, existen otros métodos alternativos para obtener la estructura al infinito de sistemas

multivariables, como se muestra a continuación.
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Un método consiste en hacer un cambio de variable en H(s). Para este método, podemos proceder de

la siguiente manera:

Hacer un cambio de variable a —*■ A-1 y obtener la forma de Smith-McMillan de ií(A-1), entonces la
estructura de H(X~1) en A = 0 proporcionará la información de la estructura de H(s) cuando a

—» oo. La

justificación de este procedimiento es el siguiente: Como las matrices unimodulares pueden introducir o

eüminar ceros al infinito (pero no puntos finitos), la forma de Smith-McMillan de dicha transformación solo

reflejará el comportamiento de toda a finita de H(s) pero no de a = oo. Para determinar correctamente la

estructura en a = oo, podemos hacer una transformación de la forma a = *££§, donde c *-¿ 0 y ad— be *-¿ 0,

esta transformación, en particular, moverá el punto a = oo a el punto A = —d/c. Una de las posibles

elecciones de {a,b,c,d} es a — 0 = d, b = c = 1, la cual nos llevará a a la transformación requerida

(a - A"1)

Otro método para obtener la estructura al infinito de un sistema es por medio de los divisores deter-

minantales. Primeramente presentaremos dos resultados preliminares.

Definamos los divisores determinantales de H(s) como:

A{(a) = máximo común divisor mónico de todos los menores ixi de H(s), para i = 1, ...,r

y r
= rank H(s).

Una función racional propia h(s) se dice mónica si es de la forma h(a) = l/a?, para q entero positivo.

Definamos los factorea invariantea de H(a) como *¡(a) = -jlj* donde i = 1, ...,r y% = órdenes de los

ceroa al infinito de H(a).

Lema 2.1 Sean 9i(a) los factores invariantes de H(s). Entonces

**(*) = 5^1*7- Para i = *> -r y A°(s) = L

Demostración. Véase [24]. ■

Sea Rp(a) el conjunto de funciones racionales propias de la forma h(s) = 44, donde a(s) y b(s) son

polinomios coprimos y deg a(s) > deg b(s).

El grado de la función racional propia h(a) = 44, denotado como degp h(s), se define de la siguiente
manera:

degp h(s)
= deg a(s) — deg b(s)

es decir, se define como el grado relativo de h(s).

Sean h(s) y /(a) funciones racionales propias. Se dice que h(s) divide a /(a) si existe una función

racional propia x(a) tal que /(a) = h(a)x(a).

Lema 2.2 Divisibilidad de funciones racionales propias.

Sean h(s) y f(s) funciones racionales propias. Entonces h(s) divide /(a) si y sólo si

degp h(s) < degp /(a).

Demostración. Véase [24]. ■
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Del resultado anterior, podemos ver que el máximo común divisor mónico A(a) de un conjunto de

funciones racionales propias /i(a),/2(a),...,/r(a), está dado por A(a) = l/afc, donde A;=mín{degp /i(a),
i = l,...,r}.

Basándonos en esta caracterización del máximo común divisor mónico de un conjunto de funciones

racionales propias y en el Lema 2.2, los órdenes de los ceros al infinito de H(s) los podemos obtener de

la siguiente manera [24]:

Definamos los enteros 2< = mín{degp/i,(a), j = 1, .,.}, donde hj(s) representa el conjunto de todos

los menores ixi de H (a) diferentes de cero. Entonces los órdenes de los ceros al infinito de H(s) están

dados por:

n¿ = Zi — z¿ _i para i = 1, ..,r donde zq = 0.

Ejemplo 2.3 Sea el sistema (A, B, C) dado por

0 0 0 0 0

0-5-6 0 0

0 10 0 0

0 0 0-7 -12

0 0 0 10

,B =

10 0]
0 1 0 r

0 0 0 yc =

0 0 1 L

0 0 0

114 13

113 14

cuya función de transferencia es

tf(a) =

1 s+4 1

s (s+3)(s+2) s+4

1

L s

1

TS+2J
1

3+ 3

Veamos como, mediante operaciones elementales sobre H(a) en el anillo de las funciones racionales

propias, podemos obtener la forma de Smith-McMillan al infinito de la función de transferencia H(s).
Primero debemos Uevar uno de los elementos de menor grado relativo a la posición (1, 1), por medio
de intercambio de filas y columnas (fi <-> f¡ y c¿ <-> Cj) y después proceder con las demás operaciones
elementales. En este caso dicho elemento de menor grado relativo ya se encuentra en la posición (1, 1).

Por medio de las operaciones c2
—> oi

— (
0+3)0+2) ) ci y c3

~ * c3
—

( s+4 ) Cl resiuta Ia matriz

¿ -1

s (s+2)(s+3) 0+3)0+4)

Ahora aplicando /2 —» f\ — /2 a la matriz anterior, llegamos a
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"¿ 0 0

[ 0
7¡ s2(s+4) J

ios Moo(a) =

•

i

s

0

0 0

Si utiüzamos /2 —> í (a+3)(-*+2) j y2j resulta la matriz

Finalmente por medio de C3
—> C3 + ( j£| 1 c2 obtenemos Moo(a) =

Moo(a) es la forma de Smith-McMillan al infinito de H(s), de donde se puede observar que los órdenes

de los ceros al infinito del sistema son (1,2).

Como vimos anteriormente, existen métodos alternativos para obtener la estructura al infinito de

H(s). Veamos el método de cambio de variable para la misma función de transferencia. Si aplicamos la

transformación a
—* X~ a la función de transferencia tenemos

HiX-1) =
*. A(4A+1) A
A

6(A+l/2)(A+l/3) 4(A+l/4)

A
A

2(A+l/2)

A

3(A+l/3)

ahora, por medio de operaciones que se omitirán, podemos ver que la forma de Smith-McMillan de H(X )

M(A_1) =

24A

(2A+1)(3A+1)(4A+1)

6A2(100A**+75A+12) n
25(2A+1)(3A+1)(4A+1)

U

Si se utiliza la transformación a —*• A-1 en H(s), la información de la forma de Smith-McMiUan de

H(X~1) en A = 0, nos proporcionará la información de H(s) cuando a
—» 00. Como M(A_1) tiene ceros

en A = 0 de órdenes 1 y 2, entonces, los órdenes de los ceros al infinito de H(s) son (1, 2).

Otra manera de obtener los órdenes de los ceros al infinito de H(s) es por medio de los divisores

determinantales. Para la misma función de transferencia H(s) tenemos que

Z\ = ni = 1

z2 = min {degp ,0+3)0+2) > deSP s(s+3)0+4) » d%> 0+3)20+2)0+4) } = 3>

Por lo tanto n2 = z2
—

z\ = 3 — 1 = 2

de donde podemos ver que los órdenes de los ceros al infinito son 1 y 2 como se esperaba.

Interpretación dinámica de los ceros al infinito.

A continuación se tratará de dar una interpretación dinámica de los órdenes de los ceros al infinito

de un sistema.

El concepto de ceros al infinito aparece en control clásico, en relación al diagrama del lugar de las

raíces de un sistema escalar. En este diagrama, los polos del sistema en lazo cerrado al variar una ganancia

a partir de cero, inician en los polos del sistema en lazo abierto, y a medida que aumenta el valor de la

ganancia, algunos polos en lazo cerrado tienden a los ceros finitos del sistema en lazo abierto y se dice

que los demás se van al infinito. El número de polos que se van al infinito (o que tienden a los ceros al

infinito), es de hecho igual a la diferencia de polos finitos menos ceros finitos.
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A partir de la función de transferencia de un sistema escalar

Ma) = *M

se pueden definir los ceros del sistema como aquellos valores de frecuencia que evaluados en

cero h(s). Claramente, los ceros finitos de la función de transferencia h(a) son las raíces del numerador de

h(s), esto es, las raíces del poUnomio 6(a), además h(s) tiene también ceros al infinito si líms-.-» h(a) = 0-

La extensión de estos conceptos a sistemas multivariables se puede hacer a través de la forma de Smith-

McMiUan para ceros finitos, y de la forma de Smith-McMillan al infinito para ceros al infinito, como se

ha presentado anteriormente.

Esta propiedad de tener que la función de transferencia del sistema sea igual a cero para los valores de

los ceros del sistema, está relacionada con la existencia de condiciones iniciales en las variables de estado

y de entradas particulares asociadas a los valores de los ceros, tal que la salida del sistema sea igual a

cero. En la sección anterior se presentó dicha interpretación para el caso de los ceros finitos, donde se

vio que entradas de tipo exponencial asociadas a los ceros finitos son "bloqueadas" por el sistema, en el

sentido de que la salida del sistema siempre es igual a cero.

En [5] se presenta la generalización de esta interpretación (salida igual a cero para entradas diferentes

de cero) para el caso de los ceros al infinito, utilizando un enfoque geométrico y conceptos de subespacios
"casi (A,B)-invariantes" y "casi de controlabilidad" (almost (A,B)-invariant and almost controllabiüty

subspaces). Básicamente, se tiene que la salida del sistema es igual a cero a partir de t = 0+ utiUzando

entradas que son una combinación de funciones impulsionales (deltas de Dirac) y sus derivadas, arriba del

orden ¿ —

1, donde el valor de i está relacionado con el orden del cero al infinito del sistema. Esto puede
considerarse como la extensión natural de la interpretación dinámica de los ceros finitos. Por ejemplo,
si tenemos la función de transferencia h(s) = Y(s)/U(s) = 1/a, por medio de la entrada u(t) = 6'(t)
(primera derivada de la función delta de Dirac), tenemos que U(s) = a, y por lo tanto Y(s) = 1. Ahora

bien, si Y(s) = 1, entonces tenemos que y(í) = 5(t), esto es y(í) = 0 a partir de t = 0+

Otra interpretación interesante de los ceros al infinito, y diferente de lo anterior, es aqueUa relacionada

con el número de veces que se tienen que derivar las salidas del sistema para que aparezca explícitamente
un componente del vector de entrada, como se explica a continuación.

Consideremos la función de transferencia de un sistema escalar (una entrada, una salida) de la forma

El orden del cero al infinito del sistema corresponde al número de veces que se tiene que derivar la

saUda para que aparezca explícitamente la entrada, es decir, n —

m. De una manera similar, para sistemas

multivariables, donde la función de transferencia H(s) es de rango pleno por filas, los órdenes de los ceros

al infinito (n*), corresponden al número de veces que se tienen que derivar las diferentes salidas hasta

que aparezca una o varias de las entradas como vectores linealmente independientes. Esto se ejemplifica
a continuación.

Ejemplo 2.4 Consideremos la realización (A,B,C) de la función de transferencia H(s) del Ejemplo 2.3.

x(t) = Ax(t) + Bu(t) =

0 0 0 0 0
' "

1 0 0

0 -5 -6 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 x(t) + 0 0 0

0 0 0 -7 -12 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 0

u(t)
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y(t) = Cx(t) =
114 13

113 14
x(t)

Para la interpretación dinámica de los ceros al infinito tenemos, que las salidas del sistema están dadas

por:

Vi

V2

xi+x2 + 4a-3 + x4+ 3x5

X1+X2+ 3x3 -+ x4 +■ 4x5

Obteniendo la primera derivada de las saUdas del sistema tenemos

2/1

m

¿1 + ¿2 + 4x3 + x4 + 3x5

X\+Xi + 3¿3 + X4 + 4X5

U1+U2+U3—X2— 6X3 — 4X4 — 122-5

U1+U2+U3
— 2x2 — 6x3

— 3X4 — 12X5

En esta primera derivada, podemos ver que aparecen componentes de la

'

1
' '

1
'

1 y w2
= 1

1 1

entrada u*i
=

órdenes de los ceros al infinito es 1.

para las saUdas y\ y y2 respectivamente, por lo tanto uno de los

Se tiene que continuar derivando hasta que aparezcan componentes de las entradas ünealmente inde

pendientes.

Obtengamos la segunda derivada de las saUdas del sistema

Vi

-u2
- 4u3 + 5x2 + 6x3 -

4(-7x4
-

12x5)

-2u2 - 3u3
-

2(-5x2
- 6x3)

-

3(-7x4
- 12x5)

Si tomamos la segunda derivada de y2, es decir, y2 =
—2u2 — 3tt3 —

2(—5x2 —

6x3)
— 3(—7x4 — 12x5),

podemos ver que tenemos como componente de entrada 103 =

0

-2

-3

que es ünealmente independiente a los componentes de entrada W\ y w2 de la primera derivada de las

saUdas del sistema. Por lo tanto, otro de los órdenes de los ceros al infinito es 2, es decir, los órdenes de

los ceros al infinito del sistema resultaron ser (1,2) como se esperaba.

2.4 Forma canónica de Morse.

Las características o propiedades de un sistema que no son modificadas bajo la acción de un grupo

de transformación, es lo que se conoce básicamente como invariantes estructurales de un sistema. Esta

información juega un papel fundamental en el estudio de las características del sistema y, dependiendo

del grupo de transformación que se considere, la solución de algunos problemas de control pueden ser

expresadas en términos de estos invariantes estructurales. En esta sección se presenta la forma canónica

de Morse, que despliega un conjunto de invariantes estructurales del sistema bajo la acción de un grupo

de transformación que comprende cambios de base en el estado, entradas y salidas, así como retroali

mentación de estado e inyección de saUda.

Sea H un grupo de transformación, cada elemento de este grupo de transformación
será definido como

H -

(H, T, F, K, G) donde H,TyG son cambios de base en la saüda, estados y entradas respectivamente,

F representa retroalimentación de estado y K es inyección de salida. La inyección de salida consiste en
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retroalimentar la salida y(t) tú vector x(t ), como se muestra en la figura 2.3. Como en los sistemas reales

generalmente no se tiene acceso a este punto de retroaUmentación, se considera que la inyección de salida

es físicamente no realizable.

<t)
B

K

t
<t) <t)

->y0>

Figura 2.3 Inyección de salida

El efecto que tiene el grupo H, conocido como grupo de transformación de Morse, sobre la tripleta

(A, B,C) es como sigue:

H(A,B,C) -» (T~1(A + BF + KC)T,T~XBG,HCT)

es decir, si (A, B, C) son las matrices obtenidas al aplicar el grupo de transformación H = (H, T, F, K, G)
al sistema (A, B,C), entonces tendremos que

A = T~1(A + BF + KC)T, B = T~1BG y C = HCT.

El grupo H es un grupo de transformación, ya que cumple con las propiedades de identidad, inversa

y composición, como se muestra a continuación.

Para la propiedad de identidad, tenemos que: para un sistema (.4, B, C) siempre existe un elemento

de H, tal que A = A, B = B y C = C, es decir, A = T'^A + BF + KC)T = A,B = T^BG = B y

C = HCT = C, este elemento de H es (Ip, In, 0, 0, Im).

Para la propiedad de inversa, tenemos lo siguiente: Sea h-t = (H, T, F, K, G) tal que A = T_1 (A +

BF +KC)T = A,B = T-^BG = ByC = HCT = C. Entonces el elemento del grupo H que cumple la

propiedad de inversa está dado por h2 = (i/-1,T_1, -G~lFT-x. -TKH'1. -G_1).

Para la última propiedad, composición, tenemos lo siguiente: Sea hi = (Hi,T\,F\,Ki,Gi) tal que
Aj = T{l{A + BF1+KíC)T1, Bx = T^BGi y d = ÍÍ-.CT-.. Consideremos h2 = (ií2,T2,F2, K2,G2)
tal que A2 = T2~í(Al + B1F2 + K2Ci)T2, B2 = T2xBxG2 y C2 = H2CXT2. Es decir, el elemento

h^ transforma el sistema (A, B, C) en (Ai,Bi,Ci) y el elemento /i2, a su vez, transforma el sistema

(Ai,Bi,Ci) en (>12,.B2,C2). Entonces la composición de hi y /i2 está dada por

h = hioh_ = {H2Hi,TiT2,Fi + GiF2T2\Ki + TiK2Hi,GiG2).
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Basado en la idea de encontrar una forma canónica del sistema (A, B, C), Morse describió el conjunto

de todos los invariantes de (A, B, C) bajo el grupo de transformación Tí [21].

Veamos a continuación la forma canónica de Morse para un sistema (A, B, C).

Teorema 2.6 Forma canónica de Morse.

Sea (A, B,C) un sistema multivariable como en (2.1) y sean las listas lu I2, h e h, una Usta de

poUnomios y tres listas de enteros definidas de la siguiente manera: 7i = {ai(a)}¿j, I2 = {cí}^ ,

h = {tí)1?=i el4 = {rii}'^. Entonces existe un elemento U = (H,T, F, K, G) y matrices únicas AM, BM

y Cm, llamadas la forma canónica de Morse de (A, B, C), tales que:

T~1BG =

'

M 0 0 0

+ BF + KC)T =

0 A3 0 0

0 0 A2 0

0 0 0 Ai

B4 0

0 B2

0 0

0 0

y CM = HCT =

'

C4 0 0 0'

0 C3 0 0

donde

Ai = block diag <

0 1

0 0

0 0

0 1 ••• 0

0 0 •■* 1

0 0 ■■■ 0
J
n,txnit

A3 = block diag <

1 0
'

0

0

0

0

0 ■ • 1 0

«

1 ■ • 0 0

•

0 ■ • 0 0
T-jXT-j ,

A2 = block diag «

0 1

0 0

0 0

0 1 ■ ■ 0
'

'

0 0 • • 1

0 0 • • 0
ai2xai_ i

Ai = block diag {jai,...,Ja, }, siendo Jtti una matriz compañera con polinomio característico ati(s)

Bi = block diag
*

n-xl J ni.xl,

> ,
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B2 = block diag <

<**ixl J ai,xl ,

d = block diag {[1 O ••• O ]Un¡ ,...,[ 1 O ■■■ O ]lx„J

C3 = block diag {[ O ••• O 1 ]lsr, ,...,[ O ••• O l]^}
Las listas /■ para i = 1,..,4 definidas en el Teorema 2.6, son llamadas listas de Morse del sistema,

y están relacionadas con los invariantes de Kronecker de la matriz del sistema. Antes de mostrar esta

relación, veamos algunas definiciones previas sobre índices mínimos de matrices racionales.

Sea W(s) una matriz racional, de dimensiones pxm y rango r. El conjunto de todos los vectores

racionales /(a), de dimensión mxl tales que W(s)f(s) = 0 es llamado espacio nulo derecho de W(s), este

espacio es de dimensión a = m
—

r. Notemos que los vectores /(a) pueden ser restringidos a vectores

polinomiales, sólo multipliquemos por el mínimo común múltiplo de todos los denominadores de /(a) y

seguirá cumpliendo con W(s)f(s) = 0. Ahora, de entre todos los vectores polinomiales del espacio nulo,

seleccionemos uno, digamos /i(a), de menor grado posible ¿ij tal que W(a)/i(a) = 0 (nota: el grado de

un vector polinomial se define como el grado mayor de todas las entradas de dicho vector). Después,
de las soluciones ünealmente independientes de /- (s), eüjamos /2(a), de menor grado posible fj.2, donde

¿¿2 > fi1, tal que W(s)/2(a) = 0. Continuando de una manera similar, podemos llegar a

/(s) = [fi (*) /2M • • • fa(s)] donde ^ < fi2 <
■ ■ ■ < na.

Entonces /(a), de esta forma, es llamado base mínima del kernel derecho deW(s) y fa para i = 1,. . . ,a

son enteros positivos o cero, y son conocidos como índices mínimos por columnas de W(s).

Por supuesto que /(a) no es único [7], pero lo que siempre se cumple es que tiene los mismos índices

{¿Hl,lt2,...,¡J.a).

De una manera similar se puede definir una base mínima del kernel izquierdo de W(s), e índices

mínimos por filas de W(s).

Las listas de Morse representan el conjunto completo de invariantes estructurales del sistema (A, B, C)
bajo el grupo de transformación (H, T, F, K, G) . Estás Ustas pueden ser relacionadas con los invariantes

de Kronecker [9] de la matriz sistema

P{s) =
si- A

C

-B

de la siguiente manera [15]:

• La lista Ii = {Qi(a)} son los polinomios invariantes de la forma de Smith de P{s). Las raíces de

Q¿(a), que son los ceros finitos de P(s), son entonces los ceros invariantes del sistema (A, B,C).

• La lista 72 son los índices mínimos por columnas de P{a). Estos enteros corresponden a los índices

de controlabilidad de IZ*
,
el máximo subespacio de controlabilidad contenido en el kernel de la matriz C.

Estos conceptos del enfoque geométrico se verán en el siguiente capítulo.
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• La Usta I3 son los índices mínimos por renglones de P{s).

• La lista Ii son los órdenes de los ceros al infinito de P(s), los cuales también corresponden a los

órdenes de los ceros al infinito del sistema (A, B, C).

Las listas de Morse también pueden ser relacionadas con el enfoque geométrico por medio de dimen

siones de subespacios y espacios cocientes, como se verá en el siguiente capítulo.

Ejemplo 2.5 Sea el sistema (A, B, C) dado por

A =

Para obtener la forma de canónica de Morse de este sistema, en primer lugar, procederemos por

obtener las Ustas de Morse.

1 0 0 0 10 '010'

0 0 10 0 0 0 0 0

0

0

-10 0 0 0

0 0 0 10
B =

1 0 0

0 0 1
y C =

10 0 0 0 0

0 10 0 0 0

0 0 0 10 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

La Usta Ii la podemos obtener de la forma de Smith de P(s).

P(s) =
si -A -B

C 0

a-l

0

0

0

0

0

1

0

0 o

a -1

1 a

0

0 0

0 0

0

0

0

s

-1

0

0

o

-1

o

o

-1

a

0

0

0

0

0

0

0

0

a-l

0

0

0

0

-1

0

o

o

o

o

-1

o

o

o

o

o

o

o

donde tenemos, por medio de varias operaciones no presentadas en este caso, que

1000000 0 0

0100000 0 0

0010000 0 0

0001000 0 0

0000100 o o

0000010 o o

0000001 o o

0 0 0 0 0 0 0 a-l 0

Smith P(a) =

por lo tanto Ii = {a — 1}.

Para la lista J2, una base mínima del kernel derecho de P(a) está dada por
2

0

0

0

-s

-1

0

0

1

-a2 + l

cuyo grado es 2, por lo que tenemos que 72 = {2}.

2
Para este y otros cálculos se utilizaron rutinas de Matlab y del Polynomial Toolbox para

Matlab.
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Para la lista J3, el kernel izquierdo de P(s) resultó vacío, es decir, P(s) es de rango pleno por filas,

por lo que 73 *= {}. Para la lista Ii, necesitamos la estructura al infinito del sistema y la podemos obtener

por cualquiera de los métodos ya vistos en este capítulo. En este caso la función de transferencia H(s) y
la forma de Smith-McMillan al infinito de H(s) son las siguientes:

H(s)
L P+l

por lo tanto 74 = {1, 2}

n i i

0 0
y M00(s) =

1/s 0 0

0 1/a2 0

Ahora, a partir de las listas anteriores, tenemos que la forma canónica de Morse del sistema (A, B, C)
está dada por:

AM =

Ai

Ai

Cm =

d 0 0

0 C3 0

0

0 1

=

0 0

0 1

0 0

m\

"I
1 0 0 0

1 0 0 0 0

Bm =

B4 0

0 B2

0 0

'

1
-

0

1

0

1

11.

donde los elementos no indicados son cero.

Las üstas de Morse, consideradas en el Teorema 2.6, pueden ser también definidas a partir de conceptos

geométricos. Estas definiciones se verán en el siguiente capítulo.

2.5 Forma semicanónica de Morse.

Como vimos en la sección anterior, la forma canónica de Morse de un sistema, proporciona infor

mación acerca de los invariantes estructurales de (A, B, C). Del grupo de transformación de Morse

Ti = (H,T,F,K,G), como se mencionó anteriormente, la inyección de salida K, es físicamente no re

alizable. Además, para problemas relacionados con la modificación de la estructura al infinito, como el

desacoplamiento, no tiene mucho sentido considerar cambio de base en las salidas, pero en cambio, tiene

sentido considerar permutación en las salidas. Entonces caracterizaremos una forma canónica para sis

temas invertibles por la derecha, en los cuales 7c* = V*', llamada forma semicanónica de Morse, bajo
el grupo de transformación (T, F, G, II), donde (T, G) son cambios de base en los estados y entradas del

sistema, F es retroalimentación de estado y II representa una permutación en las saUdas. A este grupo

de transformación se le conoce generalmente en la literatura como grupo feedback.

Para introducir la forma semicanónica de Morse, consideraremos sistemas invertibles por la derecha,
es decir, sistemas cuya función de transferencia es de rango igual al número de salidas del sistema p, y

además que cumplan con Ii = {}, es decir, sistemas sin ceros invariantes, lo que implica a su vez que

IV = V*
,
donde 72.* es el máximo subespacio de controlabilidad contenido en ker C y V* es el máximo

subespacio (A,B)-invariante contenido en ker C.
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Teorema 2.7 Forma semicanónica de Morse.

Sea (4, B, C) un sistema invertible por la derecha, cuyas üstas de Morse I2 = {<7i}ÍLi e h = {™i}í=i
se consideran en orden no decreciente, y tal que TV = V* Entonces existe un elemento del grupo de

transformación (T, F, G, II) tal que el sistema (Aa,Bs, Cs), llamado forma semicanónica de Morse, tenga
la siguiente forma

At = T~1(A + BF)T =
Ai 0

H2 A2
Bs = T^BG =

B4 0

0 B2

y CS=IICT=[ C4 0 ],

donde

Aa =

Jn¡ 0

¿21 Jn2 0

Lpl Lp2
• ■■ Jn

Jni =

0 1

H2 =

OO--

0 0 ••

i

0

Hu

^ro—p,l

eRn-:

H,
ip

H,m—p,p

L(j —

i? 0

<-ni-i o

o o

o o

c ]DEíT-ixEn¿

€Rn':

donde

Hij =

0 ... 0

<-«,-! o
g R»iX»y y QÜ _ R

i?4 = block diag <

rc-xl Jn„xl

>
, B2 = Woc& diag <

cr-xl

0
'

0

1
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C4 =

1 0 ■ • 0

* 0 ■ ■ 0

1 0 • • 0

lxn-

1 O
lxna

* O 1 O
lxn,,

donde los elementos señalados como * son elementos posiblemente diferentes de cero.

La forma semicanónica de Morse, definida en el resultado anterior, será utilizada ampüamente en

capítulos posteriores, y en particular, veremos un procedimiento para la modificación de la estructura al

infinito, a partir de la forma semicanónica de Morse.
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3. Sistemas multivariables: enfoque

geométrico.

En este capítulo se presentan conceptos y herramientas del llamado "enfoque geométrico", y se estu

dian las propiedades estructurales del sistema desde el punto de vista de este enfoque. Se presentan los

subespacios A-invariantes, subespacios (A,B)-invariantes, subespacios de controlabilidad, así como las ca

racterísticas de estos espacios y la interpretación de algunas propiedades del sistema como controlabilidad,

observabiUdad, etc., en función de estos subespacios. Posteriormente se analizan los invariantes estruc

turales del sistema, presentados en el capítulo anterior, desde el punto de vista de control geométrico. Se

hace énfasis específicamente en la estructura al infinito de un sistema multivariable.

Estos conceptos y definiciones serán utilizados ampliamente a lo largo de los siguientes capítulos, ya

que los resultados principales relacionados con la modificación de la estructura al infinito de sistemas

multivariables se basan principalmente en conceptos geométricos.

El material de este capítulo es estándar en la literatura, ver por ejemplo [1] y [26]. Aún cuando todos

los resultados presentados en este capítulo son conocidos, se incluye también la demostración de algunos
de eUos, con objeto de ilustrar las técnicas de demostración utilizadas en el enfoque geométrico.

3.1 Subespacios A-invariantes.

Un tipo de subespacios de particular interés en el estudio de los sistemas lineales, son los subespacios
A-invariantes. En esta sección veremos la relación que existe entre dichos subespacios y algunas propiedades
de los sistemas Uneales, como controlabiUdad y observabiUdad. Iniciaremos primeramente con algunas
definiciones de espacios y operadores.

Definición 3.1 Sean TZ y S dos subespacios lineales del espacio lineal X, es decir TZ,S C X y sea

A una transformación Uneal A : X —*■ X con X=Rn Consideremos también, la transformación Uneal

C : X —> Y Definiremos los subespacios TZ + S C X (suma de espacios), TZ fl S C X (intersección
de espacios), TZ1- (aniquilador de un subespacio o complemento ortogonal), kerC (kernel de C), ImC

(imagen de C) y A~lTZ (imagen inversa de un subespacio) de la siguiente manera:

TZ + S = {r + s:reTZ,seS}

TZ(xS= {x:xeTZ&ix<=S}

TZL = {y € X' : yx
= 0 ,x € TZ}

ker C = {x : x € X&cCx = 0}

ImC = {y: y& YkBx eX,y = Cx} = {Cx

A~1TZ= {x e X, Ax £ TZ}

:xeX]

27
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donde X', conocido como el espacio dual de X, es el conjunto de todas las funcionales lineales definidas

por x' : X —> F, donde F es el campo sobre el que está definido el espacio Uneal X.

Existe un caso particular de la suma de subespacios, llamada suma directa de subespacios y denotada

como "©". Esta operación representa la suma de subespacios independientes, es decir, los vectores que

constituyen una base para cada subespacio en la suma directa, son independientes de los vectores que

constituyen las bases de los demás subespacios impücados en esta suma.

Si las columnas de R y S son una base de los subespacios TZ, S y la matriz RT es la transpuesta de

R, entonces los subespacios TZ + S, TZnS, TZ1 y A~XTZ se pueden calcular de la siguiente manera [26]

TZ + S=Im[RS]

T Rx 1
7en*S=ker ^_

ftx = (ker[iíT])T

A-1TZ=kei[R±A]

A continuación se presenta el concepto de espacio cociente, que será utilizado posteriormente en este

capítulo.

Sea 5 Cl. Los vectores x, y £ X se dicen mod equivalentes (o congruentes) si x —

y 6 5. Este

concepto de congruencia establece clases de equivalencia. Una clase de equivalencia, denotada como x,

es el conjunto de vectores congruentes con el vector x, es decir, x = {x,y £ X, y
—

x £ <S}. A una clase

de equivalencia, se le conoce también como variedad Uneal, y también puede ser denotada como [x\. Se

define el espacio cociente X/S como el conjunto de clases de equivalencia x = {x, y € X, y
—

x £ <S}.

Geométricamente, x es un hiperplano pasando a través de x, obtenido por una traslación paralela del

subespacio S. Un hecho importante, del cual se omitirá su demostración [9] , es el siguiente

dim (-§ ) = dim(X)
- dim(-S).

El mapeo dado por P : X —> X/S es llamado la proyección canónica de X sobre X/S.

Definición 3.2 Subespacios A-invariantes.

Consideremos una transformación lineal A : X —» X con X=Rn. Un subespacio £ C X, es llamado

A-invariante si A(, C £, es decir, el espacio f es A-invariante si al aplicar el operador A a cualquier vector

x £ £, se cumple que Ax £ £.

Se puede ver que los subespacios A-invariantes son cerrados bajo la suma y bajo la intersección de

subespacios, esto es, si £¡ y f2 son subespacios A-invariantes, entonces (£j + £2) y (^ fl£2) son también

subespacios A-invariantes.

Como se mencionaba, existe cierta relación entre la controlabilidad y la observabilidad de un sistema

con los subespacios A-invariantes. Por ejemplo, la imagen de la matriz de controlabilidad lmC(A,B),
llamada subespacio controlable de (A, B, C), puede ser relacionada con un subespacio A-invariante y tam

bién podemos relacionar el ker 0(A, C), llamado subespacio no observable de (A, B, C), con un subespacio

A-invariante. Veamos a continuación dichas relaciones.

Denotemos por Ü, el espacio lineal de entradas (u(t)) seccionalmente continuas para
t > 0, y llamemos

xp(t; x0,u) la solución de la ecuación (2.1) con x(0) = x0. La solución de esta ecuación diferencial es [3]:
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<p(t; x0, ú) = extx0 + f e{t—)ABu(s)ds. (3.1)
yo

Un estado x € X, es alcanzable desde xq si existe t y -u(í), con 0 < t < oo y u(í) £ ¿7, tales que

p(t; xo, ti) = x. Sea 72o el conjunto de estados alcanzables desde xo = 0. Por la solución de (2.1) fácilmente

podemos ver que 72o es un subespacio lineal de X. El subespacio TZo puede ser descrito directamente en

términos de las matrices A y B de un sistema (A, B,C) de la siguiente manera:

Teorema 3.1 Sea (A | Im B) = Im B + A Im B -\ h An~l Im B. Entonces TZo = (A | Im B) .

Demostración. Véase [26]. ■

Por las definiciones de controlabilidad y alcanzabilidad, podemos ver que para un sistema lineal como

el descrito en (2.1), la controlabilidad y alcanzabilidad de un estado x es equivalente, por lo que el

subespacio 72o = (A | ImB) C X, puede ser considerado como el conjunto de estados controlables del

sistema, también llamado subespacio controlable de (A,B,C).

De la ecuación (.4 | ImB) = Im B + A ImB H 1- An_1 Im B y por el Teorema de Cayley-Hamilton

podemos ver que ATZo C 72o, esto es, TZo es un subespacio A-invariante.

El subespacio controlable TZo, es de hecho el mínimo subespacio A-invariante que contiene la imagen
de B (ImB). La justificación de este hecho es la siguiente: supongamos que existe un subespacio A-

invariante conteniendo ImB más pequeño que 72o digamos VV, como ImB C VV, entonces AImBc VV,

.A2 ImB C VV, ••■ A"-1 ImB C VV, por lo que VV C TZo- Ahora por la definición de 72o, es decir,

TZo = ImB + AlmB H 1- An~l ImB, tenemos que 72o C VV, como VV C 72o y 72o C VV, entonces

72o = VV, por lo que 72o es el mínimo subespacio A-invariante conteniendo Im B.

Por la definición de suma de subespacios y por la definición de la matriz de controlabiüdad de un

sistema:

C(A,B)= [B AB •■•

An~1B]

podemos ver que 72o = ImC(.A,B), es decir, el subespacio de controlabilidad del sistema corresponde a

la imagen de la matriz de controlabilidad del sistema (A,B,C), entonces un sistema es completamente
controlable si 72o = X, esto es equivalente a que la matriz de controlabilidad tenga rango pleno.

El mínimo subespacio A-invariante que contiene la ImB, llamémoslomín£(j4, B), donde B es cualquier

subespacio de X, se puede obtener mediante el siguiente algoritmo.

Algoritmo 3.1 El mínimo subespacio A-Invariante que contiene ImB.

El subespacio mín£(A, B) coincide con el último término de la secuencia:

Z0=lmB (3.2)

Zi=ImB + AZi-i para i=l,...,k (3.3)

donde el valor k <n — 1 es determinado por la condición Zk+i = Zk.

Demostración. Primero, notemos que Zi D Z-_i para i = 1, . . .

,
k. En lugar de las ecuaciones (3.2) y

(3.3) podemos considerar la recursión siguiente: Z¡= Z¿_x -+ AZ[_X para i = 1, ..., it, donde Zq = ImB.
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Con esta secuencia definimos una secuencia tal que Z\ D Z[_x para i = l,...,k; por lo tanto, AZ¡ 2
AZ'i_x para i

= 1, ...,k. Notemos que si Z'á = Z{ para j = 1, ...,i
-

1, también Z¡ = ImB + AZ^2 +

AZi-i = Zi (dado que AZ¿_2 C AZi_i). Si Zk+i 2 Zk, entonces Z¿ = Zk para toda j > k + 1 y Zk
es un A-invariante que contiene ImB. De hecho Zk = ImB -+ AZk\ por lo tanto, ImB C Zk. Como dos

subespacios subsecuentes son iguales si y sólo si tienen la misma dimensión y la dimensión del primer
subespacio es por lo menos uno, un subespacio A-invariante es obtenido a lo más en n — 1 pasos. El

último subespacio de la secuencia es el mínimo subespacio A-invariante que contiene ImB, esto puede
ser probado por inducción. Sea f otro subespacio A-invariante que contiene ImB: si £ 2 Zi-i, entonces

(, DZt. De hecho, £DImB + A£ 3 ImB + A2<_i = Z¿. ■

A lo largo de este capítulo se utilizará el término dualidad. Por ejemplo, la observabiUdad, es dual
a la controlabilidad de un sistema, en el sentido que, si un sistema (A, B, C) es controlable entonces el
sistema (AT, CT, BT), conocido como sistema dual de (A, B, C), es observable y viceversa [14].

Como vimos en el capítulo anterior, un sistema es observable si podemos determinar los estados, a par
tir del conocimiento de las entradas y salidas del sistema. Por la definición de la matriz de observabilidad

de un sistema:

0(A,C) =

C

CA

CAn~

y por la definición de intersección de subespacios, podemos ver que un sistema es observable si

X 2 j\í = n Ker(CAl~x) = 0, esto es equivalente a que la matriz de observabiUdad del sistema ten

ga rango pleno. El subespacio M, es llamado el subespacio no-observable del sistema y corresponde al

conjunto de todos los estados no observables de (A,B,C).

Se puede ver que TV es un subespacio A-invariante, y de hecho, este es el máximo subespacio A-

invariante contenido en el kerC. Por la forma en que están definidas la matriz de observabiUdad de un

sistema y el subespacio TV, podemos ver que TV = ker 0(4, C). Como TV = kerO(A,C), entonces un
sistema es observable si N = 0.

El máximo subespacio A-invariante contenido en cualquier subespacio de X, digamos K (un caso

particular puede ser kerC), se puede obtener utiüzando el siguiente algoritmo. A manera de notación,
llamemos máx£(A,IC), al máximo subespacio A-invariante contenido en /C.

De las siguientes propiedades,

A$ C £ «— AT^ C Z1 (3.4)

IC 2 í <-—» Kx C £x (3.5)

podemos ver que

máx({A,JC) = (mín£(AT,£-L))X (3.6)

De la ecuación (3.6), podemos ver que el cálculo de máx£(A, K.) se reduce, de cierta manera, al cálculo
de mín£(A, B), es por esto que el algoritmo anteriormente visto se puede duaüzar de la siguiente manera:

Algoritmo 3.2 El máximo subespacio A-invariante contenido en /C.

El subespacio máx£(A,/C) coincide con el último término de la siguiente secuencia:
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Zo=K (3.7)

Zi=Kr\A-xZi-i para t= l,...,k (3.8)

donde el valor de k < n — 1 es determinado por la condición Zk+i = Zk.

Demostración. Las ecuaciones (3.6) y (3.7) son equivalentes a:

Z0 = IC

Zt = {Kr\A-lZ¡-i)L=)CL + ATZl-i

Dichas ecuaciones, por el Algoritmo 3.1, convergen al complemento ortogonal de mín|(i4T,/C-L), el
cual corresponde, por la ecuación (3.6), a máx£(A, K). ■

3.2 Subespacios (A,B)-invariantes.

Los subespacios (A,B)-invariante y (A,C)-invariante condicionado, serán definidos en esta sección.

Estas nuevas definiciones de invarianza, puede ser relacionadas con los invariantes estructurales y con

los ceros de transmisión de un sistema. Además, por medio de estos subespacios, se pueden obtener

retroalimentaciones de estado tales que el sistema en lazo cerrado sea máximamente no observable o, de

una manera similar, inyección de salida tal que el sistema en lazo cerrado sea máximamente no controlable.

Consideremos un sistema Uneal como en (2.1) para presentar la definición formal de dichas extensiones
de invarianza, así como algunas de sus propiedades.

Definición 3.3 Un subespacio V C X es un subespacio (A,B)-invariante si AV C V + ImB.

Veamos ahora el dual de esta definición:

Definición 3.4 Un subespacio S C X es un subespacio (A,C)-invariante condicionado si

A(SnkeiC)CS.

Cabe mencionar que los subespacios (A,B)-invariantes son llamados subespacios de controlabilidad

y los subespacios (A,C)-invariantes son llamados subespacios condicionados en algunas referencias, por

ejemplo en [1]. En este trabajo se utilizará la notación (A,B)-invariante y (A,C)-invariante condicionado

para dichos subespacios.

Lema 3.1 La suma de dos subespacios (A,B)-invariantes es un subespacio (A,B)-invariante.

Demostración. Por la Definición 3.3 es claro que si Vi y V2 son subespacios (A,B)-invariantes entonces

A(Vi + V2) = AVi + AV2 C Vi + V2 + Im B. Por lo tanto Vi + V2 es un subespacio (A,B)-invariante. ■

Lema 3.2 La intersección de dos subespacios (A,C)-invariantes condicionados es un subespacio

(A,C)-invariante condicionado.

Demostración. Si Si y <S2 son subespacios (A,C)-invariantes condicionados entonces, por la Definición

3.4, tenemos que A(Si n S2 n kerC) = ASi n AS2 H A ker C C -Si Cí *S2 . ■

Observe sin embargo que, en general la intersección de dos subespacios (A,B)-invariantes no es un

subespacio (A,B)-invariante y la suma de dos espacios (A,C)-invariantes condicionados no es un subespacio
(A,C)-invariante condicionado.

Una caracterización de los subespacios (A,B)-invariantes utilizando matrices es la siguiente:

Lema 3.3 Un subespacio V con matriz base V es un subespacio (A,B)-invariante si y sólo si existen

matrices X y U tales que



32

AV = VX + BU. (3.9)

Demostración. Sean Vi para i
= 1, ...,r las columnas de V. El subespacio V es un subespacio (A,B)-

invariante si y sólo si cada columna transformada es una combinación de las columnas de V y B, esto

es, si y sólo si existen vectores x¿,«¿ tales que Aví — Vx¿ -+ Bu* i = 1, ...,r, esto es, la ecuación (3.9) en

forma extendida. ■

Teorema 3.2 Un subespacio V es un subespacio (A,B)-invariante si y sólo si existe al menos una matriz

F tal que (A + BF)V CV.

Demostración. Sólo si. Consideremos la ecuación (3.9) del lema anterior y supongamos que

F= - t/(V7V)_1VT entonces tenemos que (A + BF)V = VX.

Utiüzando la propiedad de que un subespacio £ con matriz base V, es un subespacio A-invariante si

y sólo si existe una matriz X tal que AV = VX [1], tenemos entonces que V es un subespacio (A+BF)-
invariante.

Si. Supongamos que no se cumple que AV C V + ImB, entonces existe al menos un vector xo £ V tal

que Axo no puede ser expresado como la suma de dos vectores x0 £ V y Bito £ ImB, por lo tanto no

existe F tal que (A + BF)x0 £ V. ■

Existe cierta relación entre un subespacio (A,B)-invariante V y un sistema lineal como el descrito en

(2.1). Si un estado x £ V entonces existe al menos una entrada u tal que Ax + Bu £ V, esto es, el estado

x £ V puede ser mantenido en el subespacio V por medio de una elección apropiada de la entrada u.

Teorema 3.3 Un subespacio S C X es un subespacio (A,C)-invariante condicionado si y sólo si existe

al menos una matriz K tal que (A + KC)S C S.

Demostración. Este teorema puede ser demostrado usando la dualidad del teorema anterior. De hecho,

por el Lema 3.1, la ecuación de la definición 3.4 es equivalente a: AT5"L C S**- + (ker C)x = S1 +Im(CT).
Por el teorema anterior esta condición es necesaria y suficiente para la existencia de una matriz K tal

que (AT + CTKT)SL C -S**- y por la propiedad vista en la demostración del teorema anterior tenemos

que (A + KC)S C5.i

Dos o más subespacios (A,B)-invariantes pueden ser convertidos en simples subespacios invariantes,

por medio de una sola matriz de retroaUmentación, como se muestra a continuación:

Lema 3.4 Sean Vi y V2 subespacios (A,B)-invariantes. Existe una matriz F tal que (A + BF)Vi C Vi

para i
= 1, 2 si y sólo si V = Vi Pl V2 es un subespacio (A,B)-invariante.

Demostración. Si. Esta parte puede ser probada de una manera similar que el sólo si del Teorema

3.2. Sea Ví la matriz base de V, [VJ V2] la matriz base para Vi, [Vi V3] la matriz base de V2, entonces

[Vi V2 V3] es una matriz base de Vi + V2. Denotemos por Ui,U2, U3 las correspondientes matrices de la

ecuación (3.9). Es fácil de comprobar que la matriz F= - U{VTV)~lVT con U = [Ui U2 U3] y V = [Vi
V2 V3], es tal que (A + BF)Vi C Vi para i = 1,2 y {A + BF)V CV.

Sólo si. Si V no es un subespacio (A,B)-invariante, por el Teorema 3.2 no existe F tal que (A+BF)V C

V, por lo tanto (A + BF)Vi C V» para i = 1,2 condiciona que la intersección de dos invariantes es un

invariante. ■

Este lema puede ser dualizado de la siguiente manera:

Lema 3.5 Sean Si y S2 dos subespacios (A,C)-invariantes condicionados. Existe una matriz K tal que

(A + KC)Si S Si para i = 1, 2 si y sólo si S = Si + 52 es un subespacio (A,C)-invariante condicionado.

Demostración. Véase [1]. ■
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De unamanera similar a los Algoritmos 3.1 y 3.2, existen algoritmos para calcular el mínimo subespacio

(A,C)-invariante condicionado contenido en un subespacio cualquiera V QX, llamémoslo min S(A, K, V),
y para calcular el máximo subespacio (A,B)-invariante contenido en un subespacio cualquiera £ C.X,

llamémoslo máx V(A,B,t~). Dichos algoritmos se presentan a continuación:

Algoritmo 3.3 El mínimo subespacio (A,C)-invariante condicionado que contiene la imagen de D.

El subespacio mínS(A, IC, V) coincide con el último término de la secuencia

Zo=ImV (3.10)

Zi=ImV + A{Zi-i D IC) para i = l,...k (3.11)

donde el valor k < n — 1 está determinado por la condición Zk+i = Zk.

Demostración. Primero, notemos que Zi 2 -Z«-i para i = l,...,k. De hecho, en lugar de la ecuación

(3.11) podemos considerar la recursión siguiente: Z[= Z\_x + A(Z¡_1 f~l IC) para i = 1, ..., k, donde Z'0 =

ImZ>. Con esta secuencia definimos una secuencia tal que Z[ 2 ■£,'_! para i = 1, . . . ,k; por lo tanto,

A(Z¡ n/C) 2 A(Z'i_l n/C) para i = l,...,k. Esta secuencia es igual a la de (3.11): por inducción, notemos

que si Z'j = Zi para j = 1, ...,i
-

1, también Z[ = ImX> + A(.Zi_2 n/C) + A(Zi_i n IC) = Zi (dado
que A(Zj_2 n AC) C A(Zj_i ("I K.)). Si Zk+i D Zk, entonces Z¡ = Zk para toda j > k + 1 y Zk es

un (A,C)-invariante condicionado que contiene Iml>. De hecho, Zk = Iml? + A(Zk l~l IC); por lo tanto,
ImZ> C (Zfc fl IC). Como dos subespacios subsecuentes son iguales si y sólo si tienen la misma dimensión

y la dimensión del primer subespacio es por lo menos uno, un subespacio (A,C)-invariante condicionado
es obtenido a lo más enn-1 pasos. El último subespacio de la secuencia es el mínimo subespacio

(A,C)-invariante condicionado que contiene Im2?, esto puede ser probado por inducción. Sea S otro

subespacio (A,C)-invariante condicionado que contiene Iml>: si 5 2 Z%-\, entonces S 2 Zi. De hecho,
SOImV + A{SnlC)^ImV + A{Zi-iC\lC) = Zi. *

El subespacio mín«S(A, IC, ImB), es decir, el mínimo subespacio (A,C)-invariante condicionado que

contiene ImB (denotado como S*), es de particular interés en el estudio de los sistemas Uneales. La

relación entre este subespacio 5* y un sistema lineal se presenta posteriormente.

Por el Lema 3.1 y por la siguiente propiedad

fDV^^CV1 (3.12)

podemos ver que

máxV(A,B,£) = (mmS{Ár,B±,£±))-L (3.13)

De la ecuación (3.13) podemos determinar máxV(A, B,£) por medio de mín<S(A,AC,I>). La ecuación

(3.13) puede ser relacionada con el siguiente algoritmo, dual al Algoritmo 3.3.

Algoritmo 3.4 El máximo subespacio (A,B)-invariante contenido en £ C X.

El subespacio máxV(A, B, £) coincide con el último término de la siguiente secuencia

Z0=£ (3.14)

Zi=£[-\A-1{Zi-i+ImB) para i=l,...,Jfc (3.15)

donde el valor k < n — 1 está determinado por la condición Zk+i = Zk.
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Demostración. Las ecuaciones (3.14) y (3.15) son equivalentes a Zq— £
x

y a Z¡-=(£ (x A~1(Zí-i +

ImB)) = £±+A(Z±_1(x(hnB)±), las cuales, por el Algoritmo 3.3, convergen al complemento ortogonal

de mmS(AT,B±,£-L) que es, por la ecuación (3.13), el subespacio máxV(A, B,£). m

Sabemos, por el Lema 3.4, que dos o más subespacios (A,B)-invariantes pueden ser convertidos en sim

ples subespacios invariantes por medio de una sola matriz de retroalimentación. Llamaremos F(A, B; V),
o simplemente F(V), al conjunto de matrices F, tales que (A + BF)V C V. Para la notación F £ F(V),
se dice que "F es una de las amigas del subespacio V"

Por el Teorema 3.2, notemos que cualquier subespacio A-invariante es automáticamente un subespa

cio (A,B)-invariante, una manera senciUa de verlo es cuando F = 0. En general, el máximo subespacio

A-invariante contenido en un subespacio de X, es un subconjunto propio del máximo subespacio

(A,B)-invariante contenido en el mismo subespacio.

El subespacio máxV(A, B, £) es de particular interés para el estudio de los sistemas Uneales cuando se

tiene que £ = ker C. Veamos como este subespacio puede ser relacionado, por ejemplo, con el subespacio

no observable de un sistema:

Sea V*=máxV(A, B,kerC), es decir V* es el máximo subespacio (A,B)-invariante contenido en el

kerC, entonces V* es el conjunto de todos los estados iniciales para los cuales existe u(t) £ U tal que

y(t)
= 0. El subespacio V* es, de cierta manera, similar al subespacio no observable del sistema TV, por la

siguiente razón, si F € F(V*) entonces el sistema retroalimentado (A+BF, B, C) tendrá como subespacio
no observable V* Cabe mencionar que (A+BF, B, C), donde F £ F(V*), es máximamente no observable,

es decir, no existe otra realización (A + BFi,B,C), donde Fi es cualquier retroalimentación de estado,

tal que el rango de la matriz de observabilidad del par (A +BFi , C) sea menor que el rango que la matriz

de observabilidad del par (A + BF, C).

Una manera de encontrar F £ F(V*) es la siguiente

Sea {vi,... vn} una base de V* y B : U —» X, entonces por la definición de subespacio (A,B)-invariante,
es decir, AV C V+ImB, existen vectores u>i £ V* y vectores Ui £ lí para i = 1, ..,n, tales que Aví =

Wi —Buí para i = 1, .., n. Definamos Fo : V* —* U de la siguiente manera FqVí = Ui para i
= 1, .., n y F, no

única, como cualquier extensión de Fo a X. Entonces (A +BF)ví = Wi £ V*, esto es, (A+BF)V* C V*

3.3 Subespacios de controlabilidad.

Otro subespacio importante en el estudio de los sistemas lineales es el subespacio de controlabilidad

contenido en un subespacio £ C X. Dado un sistema (A, B, C), consideremos todos los pares (A+BF, BG)
donde las matrices (F,G) representan cualquier retroalimentación de estado. Entonces el subespacio
controlable de (A +BF,BG) (determinado, por ejemplo, del Algoritmo 3.1), es llamado un subespacio de

controlabilidad del sistema original (A, B, C). El conjunto de subespacios de controlabilidad de (A, B, C)
es un subconjunto, en general propio, del conjunto de subespacios (A,B)-invariantes del sistema.

Consideremos un sistema como en (2.1). Un subespacio 72 C X es un subespacio de controlabilidad

del par (A, B) si existen matrices F y G tales que

72 = (A + BF | Im(BG))

donde

(A + BF | Im(BG)) = Im(BG) + (A + BF) Im(BG) + • ■ • + (A + BF)"'1 Im(BG).
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Por el Teorema 3.1, podemos ver que 72 es precisamente el subespacio controlable de (A + BF, BG).
A manera de notación, llamemos U(A, B; X) al conjunto de todos los subespacio de controlabilidad del

par (A, B). La relación que existe entre un subespacio de controlabilidad 72 C X y los estados x de un

sistema lineal, es la siguiente: Para cada x £ 72 existe u(t) € Ü para (0 < t < 1), tal que, si x(0) = 0

entonces x(t) £ 72 para (0 < t < 1) y x(l) = x. Es decir, cada estado x £ 72 es alcanzable desde cero a

lo largo de una trayectoria (conjunto de valores que toman todos los estados en un intervalo de tiempo)
controlada que no salga del subespacio 72.

Lema 3.6 Si 72i , 722 € Ü(A, B; X), entonces 72i + 722 £ U(A, B; X). Esto es, la suma de dos subespacios
de controlabilidad del par (A, B), es también un subespacio de controlabilidad del par (A, B).

Demostración. Véase [26]. ■

El lema anterior nos sugiere, de una manera similar al Lema 3.1, que existe un máximo subespacio de

controlabiUdad contenido en un subespacio de X. Denotemos como máx U(A, B; £ ) el máximo subespacio
de controlabilidad contenido en £ C X y como 72* el máximo subespacio de controlabiUdad contenido en

kerC, es decir, 72* = máxü(A,B;kerC). Veamos el siguiente resultado.

Teorema 3.4 Sea V*=máxV(A,B,kerC) y 72* = máxü(A,B;kerC). Si F £ W(V*) entonces

72* = (A + BF | ImB nV) (3.16)

Demostración. Véase [26]. ■

Existe un método alternativo para calcular 72*, que no requiere la construcción de F £ F(V*) y está
dado por el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3.5 Definamos la secuencia Z** de acuerdo con

Z° = 0 (3.17)

Z" = VTx{AZ'í-1 +ImB) para n
= l,...,n (3.18)

Entonces, Z» = TV para ti > dim(V*).

Demostración. Véase [26]. ■

Para la interpretación dinámica del subespacio de controlabiUdad 72* tenemos que 72* es el conjunto
de todos los estados iniciales, tales que y(t) = 0 para cualquier t > 0, con dinámicas arbitrarias.

Una forma más compacta de representar los Algoritmos 3.3, 3.4 y 3.5, es la siguiente:

V = Vn dondeV° = XyVi = keTCnA-1(ImB + Vi-1) para i=l,...,n. (3.19)

72* = Rn donde R° = 0 y R* = V* n (Im B + ARi-i) para i = 1, ..., n. (3.20)

5* = Sn donde S° = 0y Si = ImB + A(Si~l n ker C) para i - 1, ..., n. (3.21)

Existe una relación entre ¥(V) y F(72*), que se puede ver en el siguiente resultado:

Corolario 3.1 Si V*=máxV(A,B,kerC) y 72* = máxü(A,B;kerC), entonces F(V) C F(72*). Es

decir, cualquier F amiga del subespacio V*, es una amiga del subespacio 72*

Demostración. La demostración es inmediata de la ecuación (3.16). ■
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Con respecto a los subespacios V*,S* y TZ* hay otro hecho importante que cabe mencionar:

Lema 3.7 72* = S* n V*

Demostración. Es suficiente demostrar que

Ri = V*nSi (3.22)

Como 51 = ImB y B1 = ImB n V* entonces (3.22) es cierto para i *= 1. Supongamos que se cumple

para i, entonces

Bi+1 = (ABi+ImB)nV*

= (A(V*n5i)+ImB)nV*

= (A(kerCn(A~1 (V* +ImB))DSi) + ImB)nV*

= ((A(kerCn 5¿)) n (V* + ImB) + ImB) n V*

= (A(kerCr\Si)+ImB)n(V*+ ImB) n V*

= v*nsi+1 ■

Otro hecho importante es el siguiente

X 2 V* + S* 2 V* 2 72* 2 0

A"2TV + 72o272o2 0.

En el siguiente ejemplo se muestra como aplicar los algoritmos 3.1 a 3.5 para obtener los subespacios

TV, 72o, TV, S* y V* para un sistema (A,B,C) dado.

Ejemplo 3.1 Sea el sistema (A, B,C) dado por

A =

1 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0

0 -1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

B =

0 10'

0 0 0

1 0 0

0 0 1
y c =

0 0 0

0 0 0

10 0 0 0 0

0 10 0 0 0

Para el subespacio controlable 72o, por el algoritmo 3.1, tenemos que:

72oo = ImB =

0 1 0
'

0 0 0

1 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

72oi =ImB + A(72oo) =

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

72o2 = ImB + A(72oi) =

10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0
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Como 72oi = 72o2, termina el algoritmo y entonces 72o = 72oi = 72o2.

Para el subespacio no observable TV del sistema, por el Algoritmo 3.2, podemos ver que:

TV0 = kerC =

0 0 0 0
'

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

TVi=kerCnA-1(TV0) =

"

0 0
"

0 0

0 0

1 0

0 0

0 1

TV2 = kerCnA-1(TVi) = y TV3 = kerCnA-1(TV2) =

como TV2 = TV3, entonces tenemos que TV = TV2 = TV3.

Por el Algoritmo 3.3, para el subespacio S*, obtenemos

55= ImB =

0 1 0
"

0 0 0

1 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

5* = Im B + A(S¡ n kerC) =

10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

SJ = ImB + A(S* n kerC) =

10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

como podemos ver, 5* = 52 = S*

Ahora, considerando el Algoritmo 3.4, resulta que:

V0* = keiC =

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

V{ = kerC n A"1 (V0* + ImB) =

0 0 0
'

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

V2* = ker C n A"1 (Vi* + Im B) =

0 0 0
'

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1
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y como V2* = V{, entonces V* = V2* = V{

Para el cálculo del subespacio 72* podemos, o bien, utilizar el Algoritmo 3.5 o el Lema 3.7. A partir
del Algoritmo 3.5:

725 = 0, 72* = V* n (A72*, + ImB) =

72*, = V*n(A72*+ImB) =

'

0 0
'

0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

= 725 = V*n(A72*,-|-ImB)

entonces 72* = 72*, = 72*.

Cabe mencionar que, estrictamente hablando, estos subespacios calculados son el span de los vectores

que los componen a cada uno de ellos, pero, a manera de notación, omitiremos la palabra span.

De las matrices de controlabilidad y observabilidad del sistema

C(A,B) =

0 10 0 10 0 11

000100 000

100000-100

0 0 10 0 0 0 0 1

000001 000

000000 000

0 110 12 0 12

-100000100

000100000

000001000

0 0 10 0 0 0 0 1

000000000

C(A,C)

o

1

o

o

o

-1

o

o

o

1

o

1

o

o

0 0 0 0
'

0 0 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 1 0

0 0 0 0

0 1 2 0

1 0 0 0

0 2 2 0

0 0 0 0

0 2 2 0

0 0 0 0

0 2 3 0

1 0 0 0

podemos ver que, efectivamente, 72o = Im C(A, B) y TV = ker 0(A, C).

Siguiendo el procedimiento indicado al final de la sección anterior para obtener una F amiga de V*
,

tenemos lo siguiente
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F =

* * * O O O

* * * O -1 o

* * * O -1 o

£ F(V)

donde los elementos señalados con * pueden tomar cualquier valor de los números reales. Por el Corolario

3.1, el mismo conjunto de retroaUmentaciones son amigas del subespacio 72*

3.4 Invariantes estructurales; enfoque geométrico.

En esta sección veremos como pueden ser relacionados los invariantes estructurales de un sistema con

los subespacios V*,72* y 5*. El estudio de dichos invariantes desde un enfoque geométrico es importante

para el desarrollo de este trabajo, ya que algunos trabajos relacionados con el tema son resultados

obtenidos a partir de invariantes vistos desde un enfoque geométrico [21] ,
de ahí la importancia del tema.

Las Ustas de Morse de un sistema (A,B,C), introducidas en la sección 2.4, pueden ser relacionados

con el enfoque geométrico de la siguiente manera:

Lema 3.8 Sean Ix = {Qi(a), ...,a(l(a)}, I2 = {<?i, ..--C/J , ^3 = {i"i, ...,t*3} e I4 = {ni,...,n¡4} las

Ustas de Morse del sistema (A,B,C) y V* = máxV(A,B,kerC), 72* = máxü(A,B;kerC) y S* =

min V(A, C; ImB) entonces

¿dego*i(a)=dim(l£)
t=i x '

¿ <7i = dim(72*)
i=l

E r< = dim (f4s0
<=i v '

En-* = dim(^).
<=i

Demostración. Véase [21]. ■

Ejemplo 3.2 Consideremos el sistema (A,B,C) del Ejemplo 3.1 y probemos el lema anterior.

Del Ejemplo 2.6 podemos ver que h = {s -

1}, I2 = {2}, I3 = {} e 74 = {2, 1}. Del Ejemplo 3.1

podemos ver que dim(72*) = 2, V* + S* = X, dim(V*) = 3. Por lo tanto

¿ degai(a) = dim fe) = dim(V) -

dim(72*) = 1

h

£ ai = dim(72*) = 2

i=l

¿ tí = dim (xt^sO = dim(X) - dim(V* + 5*) = 0
¿=i

^ '

¿ ni = dim(-^t^) = dim(V* + S*) -

dim(V*) = 3.
t=i

Una vez visto el ejemplo anterior, veamos otra relación que existe entre las listas de Morse y el enfoque
geométrico. Para las listas I2 e 74, a diferencia del Lema 3.8, se pueden encontrar todos y cada uno de
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h U
los elementos que conforman estas listas, en lugar de solo las sumatorias J2 "¡y £ nu como en el lema

i=l i=l

anterior. Antes de presentar el resultado relacionado con las listas I2 e J4 desde un enfoque geométrico,
veamos previamente una definición.

Definición 3.5 Sea {pi,p2,...} una lista de enteros positivos, entonces la lista dual de {pi,p2, •■■}
digamos {ni, n2, . . .}, se define de la siguiente manera

ríi = número de elementos de la liata {pi,P2, ■ • ■} mayorea o igualea a i para i = 1, 2...

A manera de notación, las listas {pi,p2, . . .} y {ni,n2, . . .} las relacionaremos por medio de ni = card{j |

Pj
> i} para i = 1, 2....

Lema 3.9 Si n¡ = card{j \ Pj > i} para i = 1, 2... entonces p¡ = card{j \ n¡ > i} para i = 1, 2....

Demostración. Véase [16]. ■

Teorema 3.5 Sean {<Tí} y {nt} las listas J2 e 74 de Morse del sistema (A,B,C) en orden no creciente.

Si pt = dim (s^i+W) Para * = 1-2... y a¡ = dim ( s^nv ) Para (* = 1* ••••••) entonces J4 = {n¡} =

card{j | pj > i} para (i = 1, 2, ...) e 72 = {<Tj} = card{j \ a¡ >i} para i
= 1,2, ..., donde S11 y 5l_1 están

dados por la ecuación (3.21).

Demostración. Véase [5] y [21]. ■

El resultado anterior se puede considerar como la caracterización geométrica de la estructura al infinito

del sistema (A, B, C) y de la estructura de 72*

Ejemplo 3.3 Sea el sistema (A,B,C) como en el Ejemplo 3.1. Compruebe el Teorema 3.5.

En este caso, por la ecuación (3.21), tenemos S° = 0

S1 = Im(B) =

0 1 0

0 0 0

1 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

y S2 = ImB + A(S1nkerC)=S'3 = S* =

10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

Para i = 1 tenemos V* + S1 =

10 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 10 0

0 0 0 10

0 0 0 0 1

0 10 0 0

y v*ns1

Para i = 2 tenemos V* + S2 = X y V* n S2 = TZ* =

Ahora por la ecuación p¿
= dim ( sflf+¿. ) para i = 1, 2..., podemos ver que

r o 0 1

0 0

0 0

i 0

0 1

0 0
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Pi = dim^1 + V) - dim(5° + V) = 2,

P2 = dim(52 + V) -

dim(S-* + V*) = 1.

Por la ecuación at = dim (5?-?n¿. ) para i = 1, 2, ..., podemos ver que

ai = dim(5J n V*) - dim(5'0 nV) = 1

a2 = dim(52 n V) - dimtS1 n V*) = 1.

Ahora bien, Pi = {2, 1} y Qi = {1, 1}.

Finalmente por I4 = {n<} = card{j | p¡ > i} e I2 = {(ti} = card{j | aj > i}, podemos ver que

h = {"i} = {2, 1} e I2 = {<Xi} = {2} como se esperaba (ver Ejemplo 2.6).
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4. Modificación de la estructura al

infinito: enfoque geométrico.

En este capítulo veremos las condiciones necesarias y suficientes para que una lista dada de enteros,

sea la lista de los órdenes de los ceros al infinito del sistema en lazo cerrado, es decir, de (A +BF, BG, C) ,

además consideraremos la construcción de (F, G) tales que modifiquen dicha estructura. En la sección 4.1

veremos una descomposición del subespacio de controlabilidad 72* y del subespacio S* de un sistema, esta

descomposición es necesaria en secciones posteriores para la construcción de (F, G) tal que modifiquen la

estructura al infinito. En la sección 4.2 presentaremos, de una manera formal, el resultado que impUca
las condiciones necesarias y suficientes para que una lista de enteros pueda ser asignada como nueva lista

Ii de un sistema retroaUmentado. Una vez vistas las condiciones necesarias y suficientes del problema
de modificación, en la sección 4.3, consideraremos en detaUe, la construcción de la retroaUmentación no

regular (F, G) tal que modifique esta estructura al infinito.

4.1 Descomposición de los subespacios IV y S*

En esta sección se presenta una descomposición particular de 72*. el máximo subespacio de contro

labiUdad contenido en kerC, y de S*, el mínimo subespacio (A,C)-invariante condicionado que contiene

Im B [16]. Esta descomposición será ampliamente utilizada a lo largo de este capítulo, ya que en el proce
dimiento para modificar la estructura al infinito desde un enfoque geométrico, se parte precisamente de es

ta descomposición. Para esta descomposición consideraremos las listas I2 = {<Tí} e 74 = {ríi} en orden no

creciente. Las listas duales de las listas I2 e 74, es decir, {an} = card{j \ aj > i} y {p¡} = card{j | n¡ > i}
serán también consideradas en orden no creciente.

Para los subespacios 72* y S*, definidos en el capítulo anterior, veamos la siguiente descomposición:

Para el sistema (A,B,C), existe Fo : X —» U y vectores bi,...,bai £ (ImB n72*), que nos permite
describir (con Ao = A + BFo) el máximo subespacio de controlabiUdad contenido en ker C, es decir 72*

de la siguiente manera

72*=72i©722©***©72ai (4.1)

donde

72i = apan{bi,Aoh, • • •

, A0r*_16i} para 1 < i < qi

A¿_16í£ ker C para l<j<cn y l<i<Qi

Aq'&í = 0 para !<¿<ai.

43
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Entonces, 72* se descompone en la suma directa de subespacios invariantes cíclicos 72», con vectores

generadores 6j, donde ai = dim72i para i — 1, ...,ai, y donde ai son los elementos de la lista I2 de Morse.

En [5] se propone una descomposición similar para el subespacio S*, es decir, existen vectores

61,63, ■ ■ ■

,SPl € ImB, tales que

S* = TZ*®Ci®C2®---®Cp, (4.2)

donde

d = span{6i, A06i, ■■■

, Aq*-1^} para 1 <i <pi

A0_1(Ji £ ker C para 1 < j < n¿
— 1 y 1 < ¿ < Pi

Aoi~16i $. kerC para l<í<pi.

Nótese que 5* se descompone en la suma directa de 72* y subespacios invariantes cícUcos Ci, con

vectores generadores 6i. Además, se puede ver que ni
= dim£¿ para i = l,...,pi, donde ni son los

órdenes de los ceros al infinito del sistema.

4.2 Condiciones necesarias y suficientes para la modificación de

la estructura al infinito de un sistema multivariable.

Considerando un sistema (A, B, C) diremos que una lista de enteros positivos {n¿} es asignable como

nueva lista 74 del sistema retroalimentado si existen F y G, tales que el sistema (A + BF, BG, C) tenga
como órdenes de los ceros al infinito la lista {n\}.

Las condiciones necesarias y suficientes para que en un sistema una Usta de enteros positivos {n¿}

pueda ser asignada como nueva lista J4 del sistema retroalimentado se presentan en el siguiente resultado.

Teorema 4.1 Sea un sistema (A,B,C) con listas I2 = {aJi e I4 = {n^ en orden no creciente y, consi

deremos las listas duales definidas por {oti} = card{j | <r¿ > i} para i > 1 y {pí} = card{j \ n¡ > i}

para i > 1 también en orden no creciente.

Sea {n'Jj una lista de enteros positivos y {p¡} = card{j \ n'j > i} para i > 1 su lista dual. A

la lista de enteros {p!¡
— pj} ordenada en orden no creciente la llamaremos {Ai}. Entonces existe una

retroalimentación no regular (F,G) tal que la lista {n¡} sea la lista 74 del sistema retroalimentado

(A + BF, BG, C) si y sólo si se cumplen las siguientes condiciones

Pi
-

Pi > PÍ -

Pi para i > 1 (4.3)

t i

Y,aj > J2Ai para *
-

l (4'4)

3=1 3=1
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Notemos que para las condiciones de este resultado, en lugar de considerar directamente las listas

{o*i}, {n,} y {n'i}, son consideradas sus listas duales {ai}, {pt} y {pj}, esto debido a que las listas {at}

y {pi } tienen una interpretación natural desde el enfoque geométrico a partir del subespacio V* y de la

construcción del subespacio 5* (ver Teorema 3.5). Entonces, por medio del algoritmo para la modificación

de la estructura al infinito que se presentará en la siguiente sección, se modificará en realidad la Usta {pi}
a {p!¡} por medio de ciertos subespacios y bases de X consideradas, lo que implicará que la lista {ni} se

modifique a {nj}.

La suficiencia de este resultado se probará más adelante con el procedimiento para obtener la retro

aUmentación (F,G) que asigna la lista {nj} como estructura al infinito del sistema retroalimentado. La

demostración de la necesidad puede verse en [16] .

En este trabajo supondremos que el número de ceros al infinito del sistema (A, B, C) y del sistema

retroalimentado es el mismo, esto es, pi = p\. Esto también significa que el rango de la función de

transferencia en lazo abierto y en lazo cerrado es el mismo.

Otra suposición que haremos es que el sistema (A, B, C) es invertible por la derecha, esto es, la función

de transferencia del sistema es de rango pleno por filas. Por lo tanto, el número de ceros al infinito de

(A, B, C) es igual al número de saUdas del sistema, esto es, pi = p. Bajo estas consideraciones, la condición

(4.3) se reduce apj > Pi, lo que implica que nj > rij, es decir, los órdenes de los ceros al infinito del sistema

pueden permanecer igual o incrementarse por retroalimentación, pero no disminuir, siendo esto algo que
intuitivamente era de esperarse, por ejemplo, a partir de la interpretación dinámica de los órdenes de los

ceros al infinito del sistema.

Teniendo pues en cuenta que la nueva Usta {n'¡} a proponer debe cumplir de entrada con nj > ni,

podemos considerar que la condición (4.3) siempre se cumple para sistemas invertibles por la derecha, y
donde pi = p'x .

Otro resultado importante relacionado con la modificación de los ceros al infinito de un sistema

multivariable es el siguiente

Proposición 4.1 Sea {n'J una lista no creciente y finita de enteros positivos, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes

i) Existe una retroaUmentación no regular (F, G), tal que {n'J} es la lista J4 del sistema retroalimentado

(A + BF,BG,C).

ii) Existe una retroaUmentación no regular (F, G) y un cambio de base en los estados T, tal que {nj}
es la Usta I4 del sistema en lazo cerrado (T_1(A + BF)T, T~XBG, CT).

iii) Existe una retroalimentación no regular (F,G), un cambio de base en los estados T, un cambio

de base en las salidas H e inyección de salida K, tales que {n¿} es la lista 74 del sistema en lazo cerrado

(HCT,T-x(A + BF + KC)T,T-lBG).

Demostración. Los tres sistemas (A -+ BF,BG,C), (T~X(A + BF^^^BG^T) y (HCT,T~1(A +

BF + KC)T,T~XBG), son equivalentes en el sentido de Morse, es decir, los tres sistemas tienen los

mismos invariantes estructurales, en particular, tienen la misma estructura al infinito, por lo que i), ii)
y iii) son equivalentes. ■

4.3 Obtención de la retroalimentación (F,G).

Antes de presentar el procedimiento para obtener la retroalimentación (F, G) que modifica la estruc
tura al infinito de un sistema multivariable, es necesario considerar un caso particular. En el siguiente
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teorema, a diferencia del Teorema 4.1, solo se utilizará el primer elemento de la Usta I2 para modificar

los órdenes de los ceros al infinito, es decir, veremos un caso particular del Teorema 4.1.

Teorema 4.2 [16] Consideremos un sistema (A,B,C), con listas I2 = {ai} e 74 = {n»}, y sean {ai}

y {pi} las listas duales de I2 e 74 respectivamente. Sea {n\} una Usta finita de enteros positivos en

orden no creciente, {p\} = card{j | n] > i} su lista dual y supongamos que p\ = Pi- Entonces existe

una retroalimentación no regular (F,G) tal que {n},*** ,npi} y {a2, ■ ■ -aai} sean la listas J4 e 72 de

(A + BF, BG, C) si y sólo si se cumplen las siguientes dos condiciones

0 < pj —

pi < 1 para i > 1

card{i \ p\ —

pi
= 1} < ai

La primera condición se puede relacionar con la condición dada por (4.4). Si consideramos un sólo

i t

elemento de la lista I2 para el Teorema 4.1, para que se cumpla la condición X) ay > SAi* es necesario

3=1 3=1

que Ai < 1, esto debido a que a¿ < 1. Ahora bien, Ai < 1 es equivalente a 0 < p\ —

Pi < 1.

Si se cumple la primera condición del Teorema 4.2, entonces la condición dada por card{i \p\ —pi
=

1} < °"i* es equivalente a £ (n\ —

n¿) < ai, es decir, la diferencia de las sumatorias de los órdenes de los

ceros al infinito del sistema n¡ y los nuevos órdenes de los ceros al infinito del sistema retroalimentado

nj debe ser compensada por a\, que es el elemento considerado para modificar la estructura.

Suponiendo que se cumplen las condiciones del Teorema 4.2, a continuación se mostrará el proce

dimiento para la construcción de las matrices (F,G) tal que modifiquen la estructura al infinito del

sistema en la forma especificada.

Primeramente es necesario considerar una base particular de X. De las ecuaciones (4.1) y (4.2), es

decir, de la descomposición de los subespacios 72* y S*, podemos ver que los vectores

{6i,A06i,***,Aj1-16i,***;6ai,***,Ao°I"V;ái.---,^I_1'5i;---;^1.--,-Ao,""1áPl}

son linealmente independientes.

Los vectores anteriores pueden completarse, en caso de ser necesario, para obtener una base para X,

es decir, existen vectores {x\, . . . ,x\} tal que

{6i,A06i,*** ,Ao,_16i,*-. ;&«!,*•• , AoQ1_16Ql;<5i,* ■•

, Ao11-1^;** ■

;<5Pl,*** , Ao"1_1-5Pl;xi,. ..,xx}

forman una base de X.

Definamos la familia de vectores xy, a partir de los vectores anteriores, de la siguiente manera

Xij
= A0-1<5í_i para 1 < i < pi y 1 < j < n\ —

ni (4.5)

Xíj, =A0-1*5-_i+Aoi"n!+:'"1<5i para 1 < i < pi y n¡-m<j<n¡ (4.6)

xqj
= Aj+,'_1¿o Para 1 < j < ai

- a (4.7)

donde

<5o = h
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pi

a = _^(ni
~ n<)

t=l

Por la forma en que están definidos estos vectores x<¿ ,
se puede ver que

span{xij} = span{bi,-- , AJ1_16i¡íi,-- •

, A¡l~l6ii ■ ■ ■ ;6Pl,--' ,Aqp1~ <5Pl}.

Entonces los vectores

{0*2,
* * ■

, A0 03,
• ■ •

', bai,
• • •

, Ag
•

ba¡ ; a:o* ,

■ ■ •

jXo^-c-rjXn,
• • •

,Xi„i ;
• • •

;xPl)i,
■ • ■

,xPítn^ ;x\,
■ ■ ■

,X\}

forman una base para X.

Esta nueva base de X se utilizará para obtener la retroaUmentación (F, G) que modifique la estructura

al infinito en la forma deseada. Primeramente, la matriz G se obtiene de la siguiente manera.

Sea 5'i = Xü para 1 < i < pi, entonces la matriz G debe ser tal que:

ImBG =
span {62, * • * ,&<*.; ¿í ,

* ■ •

, S'pi }

Observe que esta matriz G siempre existe, ya que

apan{&2, •* ,bai;6[,--- ,6'pi} £ ImB.

La matriz F la podemos obtener de la siguiente manera

F = F0 + F'

donde

{0
si j *j¿ n'i

-

nt

Si si j = n¡-íij j/ 1<¡<¡
-- >-< ,-,/_,, „ ,

,<pi
(4-8)

BF'x0j = 0 para \<j <ai~a (4.9)

BF'A0_16i = 0 para 2<i<ai y 1 < j < a{ (4.10)

BF'xj = 0 para 1 < j < X. (4.11)

Además, se cumple que [16]

xi¡j+i
= (Aq + BF')xíj = (A + BF)xíj para \<i<pi y \<j<n]-l

x0,j+i
= (A + BF)x0j para l<j<ai-a — l

xij
= (A + BF):>-16li&keTC para 1 < i < pi y l<j<n]-l

xin¡ £keiC para l<i<pi.
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En [16] se muestra que las matrices (F, G) obtenidas mediante este procedimiento logran la modifi

cación deseada de la estructura al infinito.

La construcción de las matrices (F, G) del Teorema 4.2, es decir, la obtención de la retroaUmentación

que modifique la estructura al infinito del sistema utiUzando un solo elemento de la lista I2, puede ser

usada para obtener la retroalimentación no regular (F, G) del Teorema 4.1 (retroalimentación general)
de una manera algorítmica. La idea de esta construcción es definir un conjunto de listas {p^ ,p2, • • • } que

cumplan con las siguientes 3 condiciones:

i) El conjunto de las listas {pf} es inicializado en {pi}, es decir

Pi
—

Pi para i > 1.

ii) Para p > 1, las condiciones del Teorema 4.2 son verificadas de la etapa /x
— 1 a la etapa p.:

0 < p% — Pi~l < 1 para i > 1

card{i | pf -pf-1 = 1} < o>

iii) El conjunto de las listas {pf} converge en {pj} para p, < ai, es decir

Pi
=

Pi Para i > 1.

Si las listas {pf} que satisfagan estas condiciones pueden ser definidas, entonces la construcción de

la retroaUmentación no regular (F,G) del Teorema 4.1 puede ser resuelta con la ayuda de los siguientes

tres puntos:

1) Inicialicemos el sistema (A, B, C), para p = 0, de la siguiente manera

(A0,B0,C) = (A,B,C).

2) Para p, > 1 podemos calcular, con ayuda de la construcción de (F, G) del Teorema 4.2, (FM, GM)
tales que las listas 74 e 72 del sistema retroalimentado

(A^jB^^) = (AM_i + Bp-iF^, B^-iG^^C)

sean respectivamente {raf } y {<rf }, donde

nf — card{j | pf > i} para i > 1

ff = -xf+i1 = cn+n para i > 1.

3) La lista {n¿}, será la lista 74 del sistema retroalimentado

(Aai,Bai,C) = (A + BF,BG,C)

donde
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F = Fi + G1F2 + ■ ■ ■ 4- G1G2 • • • Gai_iFa,

G = G1G2 • • ■ Gai

La construcción algorítmica de la retroalimentación no regular (F,G) para el Teorema 4.1 depende
del conjunto de listas {pf} que cumplan con las tres condiciones requeridas. A continuación se muestra

como obtener el conjunto de dichas listas que cumplan con esas condiciones.

Definamos para p.
= 0

p° = pi para i > 1.

Para p > 1, sea {Af-1} la lista de diferencias {p'{ — pf-1} ordenada en orden no creciente y sea

{kf~ } una única permutación de índices definida por

Af-^pJ^-p^ para i>l

si Af
_1
= Af"/ y Af-1 -¿ 0 entonces Jfcf-1 > kf~¿ para i > 1

si Af
_1
= Af,",1 = 0 entonces fcf

_1
< kf+¿ para i > 1.

Sean

Zr^cardjjIAr^A^-1}
Zr1 = card{j | A^1 > AS;1 y A?"1 > l}

y definamos Af de la siguiente manera

'

Af
_1

- 1 para 1 < i < Zf-1

a"-J Ar1 p318* ir1+i<i<ir1+i2~1-ffi-
'

| Af_1-1 para lf~l +l^~l -

a^ + 1 <i Kl^1
. Af-1 para í£_1 + 1 < i

Finalmente, se define {pf} y {nf}, de la siguiente manera

*-£■■-■ =P¡fe/-->- Af P31*1 í-^1.

nf = card{j \ pf > i} para t > 1.

Por medio del siguiente resultado podemos ver que el conjunto de listas {pf ,p^, ■•■} cumplen con las

condiciones requeridas.

Lema 4.1 Para p > 1, las siguientes propiedades se cumplen

i) {pf} es una lista no creciente de enteros positivos,

ii)pf=p\ =p1,
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iii) 0 <pf
— pf < 1 para i > 1,

iv) card{i | pf - pf-1 = 1} < aM,

i i

í-) H af > _2¿-f para * > 1.

3=1 3=1

Demostración. Véase [16]. ■

Una vez obtenidas las listas nf podemos calcular de una manera secuencial F = Fi + GiF2 + • ■ ■ +

GiG2 • • • Gai-iFai y G = GiG2 * * *

Ga, para el Teorema 4.1. Las matrices (F, G), por la forma en que

están definidas, serán una serie de ai cadenas de retroalimentaciones, donde ai es el número de elementos

de la lista 72.

A continuación, veremos un ejemplo de como puede ser modificada la estructura al infinito de un

sistema y como calcular la retroalimentación (F, G) correspondiente.

Ejemplo 4.1 Sea el sistema (A, B, C) dado por

A =

0 10 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

B =

0 0 0 0

10 0 0

0 0 0 0

0 10 0

0 0 10

0 0 0 1

y G =

0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 1

cuya función de transferencia es

B(a) =
0 0 1/a 0

0 0 0 1/a

Las Ustas de Morse de este sistema, obtenidas por ejemplo de los invariantes de Kronecker de la matriz

sistema P(s) (ver Ejemplo 2.5), son las siguientes:

Ii = h = {}

72 = {-tí} = {2,2}

74 = {ni} = {1,1}.

Para este sistema con órdenes de los ceros al infinito {1, 1}, las listas asignables como nuevos órdenes

de los ceros al infinito, es decir, el conjunto de todas las listas {n\} que cumplen con las condiciones del

Teorema 4.1, son las siguientes

{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,2}, {2,3}, {4,2}

es decir, existe una retroalimentación de estado (F, G) tal que los nuevos órdenes de los ceros al infinito

del sistema retroalimentado (A + BF, BG, C) puede ser cualquiera de estas listas {n!¿}.

Analicemos un caso en particular, digamos {n¿} = {4,2}, veamos como esta lista cumple con las

condiciones del teorema y calculemos la retroalimentación (F, G) tal que modifique dicha estructura.

Para este sistema, tenemos que las listas duales de {n^, {a^ y {n'J son, respectivamente,
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Pi
= card{j | nj >i} = {2},

ai = card{j | aj >i} = {2, 2},

y

p'i = card{j | n'j> i} = {2, 2, 1,1}.

La Usta Ai, definida en el Teorema 4.1, está dada por Ai = {p't -pi} = {2, 1, 1}.

Verifiquemos las condiciones, necesarias y suficientes, del Teorema 4.1.

Como pi = p'j (el número de ceros al infinito en lazo abierto y en lazo cerrado es el mismo), entonces
la condición dada por (4.3) se reduce a

P2 >P2

p!3>P3

Pi > Pi,

es decir,

2>0

1>0

1>0

por lo tanto, la primera condición del Teorema 4.1 se cumple. Como vimos anteriormente, esta condición

siempre se cumple para sistemas invertibles por la derecha, como en este caso. Esto se puede ver del hecho

que p^ > pi debido a que n\ > ni.

Para la segunda condición, dada por (4.4), si i = 1,2, 3 resulta

ai > Ai,

"i + a2 > Ai 4* A2,

ai + a2 + a3 > Ai + A2 + A3,

es decir,

2>2

4>3

4>4

por lo que la lista {n<} = {4, 2} es asignable.

Procedamos a calcular la retroalimentación no regular (F, G) tal que modifique los ceros al infinito.

Para este sistema, ^ = {2,2, 1, 1}, p? = {2,0,0,0} y A? = {2, 1, 1,0}

Considerando la lista Af- , para p — 1, tenemos lo siguiente:

De la ecuación A? = p'fc0
-

p°? para i > 1, resulta que
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■A? = Jfe -A

*2
~

Pk%
~

Pk°Ag = ;

*l = ti°-Pll

Ahora bien, para la ecuación A? = p'ko
— p°o, tal que cumpla con las siguientes condiciones

si A? = A?+1 y A? •** 0 entonces A;? > fc?+1 para ¿ > 1

si A? = Af+1 = 0 entonces Af < A;0+1 para ¿ > 1

tenemos que

por lo que resulta

{2, 1, 1,0} = {p2 -pIp'í -p°i,p'3 -p03,p'i -p\}

*? = {2,4,3,1}.

Las listas Zf
*

y Z2
1
están dadas, en este caso, por

J? = card{j | AP>A°1} = 1

1° = oordÜ I A? > A», y AJ > 1} = 3

Por la definición de Af tenemos que

Aj=i

'

A? - 1 para 1 < i < 1

A? para 2 < i < 2

Af-1 para 3<t<3

Af para ¿ > 4

por lo tanto Aj = {1, 1,0,0}.

Como p1-, = p'ko
- A¡ para í > 1, entonces p\ = {2, 1, 1} y como consecuencia n\ = {3, 1}.

Consideremos ahora p = 2. De la siguiente ecuación

Ai = Pk?
-

Pili P^8- i 2: 1

tenemos que

{1,0,0,0} = {p4 -p2,p'z -rf.pí -pí,p'3 -p°}

la cual cumple con las siguientes condiciones
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podemos ver que

si Aj = Aj+1 y A1 **¿ 0 entonces k} > k}+1 para i > 1

si A] = AJ+1 = 0 entonces fc? < fc?+1 para i > 1

A:? = {4,2,1,3}

Las listas l{ y M están dadas por

Z1=card{J|Aj>A1a}=0

l\ = card{j | Aj > A1, y A] > 1} = 2

por lo que

A? =

AJ - 1 para 1 < i < 0

A| para 1 < i < 0

Aj - 1 para 0 < i < 2

A1 para i > 3

esto es A2 = {0}.

Como p2i = p'kl
— A2 para i > 1, entonces p1 = {2, 1, 1} y por lo tanto n? = {n¿} = {4, 2}.

De estas listas {n1} y {n?} puede verse entonces que la modificación de estructura al infinito se

llevará a cabo en 2 etapas, primero con la retroalimentación (Fi, Gi) que lleve los órdenes de los ceros al

infinito de {1,1} a {nj} = {3,1}, y posteriormente con (F2,G2) que lleve {nj} = {3,1} a {n2} = {4,2}.

Entonces, la retroaUmentación global que modifique los órdenes de los ceros al infinito del sistema de

{1, 1} a {4, 2} estará dada por (Fi + GiF2, GiG2).

De los algoritmos dados por (3.19), (3.20) y (3.21), tenemos que3 los subespacios V*, TZ* y S* están

dados por

V* = 72* =

y además

ImB n 72*

1 0 0 0
'

"10 0 0 0 0

0 1 0 0 0 10 0 0 0

0 0 1

0 0 0

0

1
,
s* =

0 0 10 0 0

0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

'00

1 0

0 0

0 1

0 0

0 0

= R6

Los vectores bt £ ImBn72* que cumplen con la descomposición del subespacio 72*, ecuación 4.1, son

los siguientes

•■Estrictamente hablando, los subespacios V*,1i*, S* y BnTÍ* son el span de los vectores que componen cada subespacio,

pero a manera de notación, se omitirá la palabra span.
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61 = £(ImBn72*), 62 £ (ImB n 72*),

es decir, estos vectores cumplen con 72* = 72i ©722, donde 72i = span {61, A061} y 722 = apon {62, Ao¿>2}.
Nótese que si 72i = span {b^, Aob2} y 722 = span{bi, A0&1} también cumple con la descomposición, por
lo que, la forma de tomar los vectores bi para la descomposición no es única.

De una manera similar, podemos encontrar vectores Si £ ImB, tales que cumplan con la descomposi
ción del subespacio S*, ecuación (4.2). Si tomamos Si como sigue

61 = £ ImB y S2 = £lmB

tenemos que S* = 72*©£i©£2, donde £1 = apan{*5i} y £2 = span{52}. Obsérvese que, de una manera

similar a los vectores b,, la forma de tomar los vectores Si para la descomposición no es única.

En dicha descomposición, para Aq = A + BF¿ ,
tenemos que Fq =

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Para la familia de vectores Xíj, por las ecuaciones (4.5) y (4.6), tenemos que

2-11 = 80 = bi = , xi2 = A0&1 = y x2i = 81 + S2 =

De la ecuación, ImBGi = span {b2, S\, S'2}, donde S[ = xu y 5'2 = x2i, tenemos que

G1 =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

0 0 1

Para i = 1 de las ecuaciones

BF{xíj =0 si jj¿2

BF{xíj=Sí si j = 2 y ¿=1



tenemos que F{ =

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

, y como Fi = F¿ + F[, entonces Fi = F{.

Para el sistema retroalimentado (A + BFi,BGi,G), donde

A + BFi =

0 1 0 0 0 0
' "

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0

0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0
, BGi =

0

1

0

0

0

0

1 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1

y G =

0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 1

cuya función de transferencia es

Hi(s)
0 1/a3 1/a
0 0 1/a

tenemos las listas de Morse 7i = {}, 72 = {2}, 73 = {} e 74 = nj = {3, 1}.

Para el sistema (A + BFi,BGi,C), tenemos que 72* V* y S*, están dados por

V* = TZ* =

"

0 0
'

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0

s* =

10 0 0 0 0

0 10 0 0 0

0 0 10 0 0

0 0 0 10 0

0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 1

= R6

De una manera similar al procedimiento del cálculo de la retroalimentación (Fi,Gi), para el

(A + BFi,BGi,G), se obtiene, de la descomposición de los subespacios 72* y S*, lo siguiente

€(Im(BGi)n72*), <5i = £lm(BGi) y <52 = £lm(BGi).

De la ecuación (Ao = A + BFi + BGiF¡¡), y para esta descomposición, tenemos

F02 =
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Por otro lado, i„ = bi = S\ y x2J = Si = 6'2.

Ahora bien, de la ecuación BGiG2 = span{5\ , *52} resulta



56

G2 =

'

1 0

0 1

0 0

y de las ecuaciones

BGiF^Xij =0 si j ¿ 1

BGiF2,Xij=6i si j = l y i = 1,2

obtenemos

n=

0 0 0 0 0 0

0 0 0 10 0

0 1-10 0 0

Como Fq = 0, entonces F2
= F2.

Finahnente, las matrices F y G se obtienen como

F = Fi + GiF2 =

0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0

11-10 0 0

0 1-10 0 0

G = GiG2 =

'

0 1
'

1 0

0 0

0 0

La función de transferencia del sistema retroalimentado (A + BF, BG, C) está dada por

HF,G(s) =

1

F

0
1

y este sistema retroalimentado (A + BF,BG,C) tiene como listas de Morse h = {}. h = {}, h - {} e

í. = nt = {4 2} de donde podemos ver que los órdenes
de los ceros al infinito del sistema retroalimentado

son {4,2}, es'decir, la retroalimentación (F, G) produce la
modificación deseada de la estructura al infinito

del sistema.

En el ejemplo anterior, para la descomposición de los subespacios R* y S* ,
resultó que F¿ = 0

y Fn2 = 0 es decir, el sistema cumple de entrada con la descomposición de estos subespacios, por lo

que se simplifican de cierta manera los cálculos. Para sistemas en los que F0 # 0, es decir, que no

cumplan con la descomposición de los subespacios R* y S* se complica de una manera notable la

obtención de la retroalimentación (F, G) que modifique la estructura
al infinito, debido a que no son tan

evidentes las condiciones de la descomposición. Además, para
sistemas en los que es necesario

obtener la

retroalimentación que modifique la estructura al infinito
en varios pasos (como en el Ejemplo 4.1) y que

F0 + 0, son aún más compUcados los cálculos, debido a que es necesario repetir parte
del procedimiento

varias veces (a lo más «i veces), incluyendo la descomposición.



5. Resultados.

En este capítulo se presentan los resultados principales obtenidos en este trabajo de tesis. En la

sección 5.1 se demostrará que la forma semicanónica de Morse (introducida en la sección 2.5) cumple
con la descomposición de los subespacios 72* y S*, presentada en el Capítulo 4. A partir de la forma

semicanónica de Morse, en la sección 5.2 se presenta un procedimiento para obtener una estructura al

infinito deseada para sistemas con un solo elemento en la lista 72. Una vez lograda esta modificación de

la estructura al infinito, en la sección 5.3 se muestra como obtener una retroalimentación posterior que

produce una función de transferencia en lazo cerrado triangular inferior. Finalmente, en la sección 5.4 se

presentan ejemplos ilustrativos de los procedimientos anteriores.

5.1 Relación entre la forma semicanónica de Morse y la descom

posición de los subespacios TZ* y S*

En esta sección se demostrará que la forma semicanónica de Morse, vista en la sección 2.5, cumple
con la descomposición de los subespacios 72* y S* presentada en la sección 4.1, donde 72* es el máximo

subespacio de controlabiUdad contenido en kerG y S* es el mínimo subespacio (A,C)-invariante condi

cionado que contiene Im B. Es necesario recordar que, esta descomposición de los subespacios 72* y 5* es

utilizada en el Capítulo 4 en el procedimiento de modificación de la estructura al infinito desde un enfoque

geométrico. Veamos pues, como se relaciona la forma semicanónica de Morse y dicha descomposición, por
medio del siguiente resultado.

Teorema 5.1 Sea un sistema en la forma semicanónica de Morse (A3,B3,Ca), y defínanse los vectores

Si = {6p,6p_i, . . .

, ¿>i} y bi = {6m,6m_i, ...,6m_p}, donde bi son las columnas de Bs, es decir, Si son las

columnas correspondientes a la matriz B4 tomadas en orden de derecha a izquierda (contrario a la forma

semicanónica de Morse) y, de una manera similar, bi son las columnas correspondientes a la matriz B2

en orden de derecha a izquierda. Entonces se cumple que:

1) Los vectores CBA™'~l5i, 1 < i < p, son Ünealmente independientes

2) A-j-1^ £kerG para 1 < i < n*
— 1 yl<¿<p

3) A^-^Si i ker C para 1 < i < p

4) bi t% span{5i,...,Sp} para l<i<-*n —

p

5)A^*6i=0 para 1 < i < ax

6) A{~xbi € kerC para 1 < j < at y l<i<ai,

7) 72* = 72i © 722 © • • ■ © 72ai

donde

57
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72i = span{bi, AA, • ■ •

, AJ* 16i} para 1 < i < ai

8) S* = TZ* © £i © £2 © • ■ ■ © £P1

donde

d = span{5i, A3Si, ■ ■ *

, AJi_1ái} para 1 < i < px.

Demostración.

1) Si consideramos la lista {ni} en orden no creciente y que Si = {6p,6p_i, . . . ,&i}, podemos ver por

la forma de los bloques de Cs y A„, que los p vectores GsAJi_1*5i son linealmente independientes, y

corresponden a las columnas de la siguiente matriz, de dimensiones pxp

'

1 0 0 ••■ 0

* 1 o o

* * 1 o

* * * 1

donde los elementos * de la primera columna de la matriz son los elementos diferentes de cero de la

primera columna de Cs ,
los elementos * de la segunda columna de la matriz son los elementos diferentes

de cero de la primera columna del segundo bloque de C3 y así sucesivamente para las demás columnas.

Cabe mencionar que esta condición dada por 1), se cumple para cualquier sistema (A,B,C), no

necesariamente en su forma semicanónica de Morse, es decir, los vectores CAni~lSi son Ünealmente

independientes para cualquier sistema, si Si cumple con la descomposición de los subespacios 72* y S*

presentada en la sección 4.1.

2) y 3) Si tomamos Si y la lista {nj¡ como en el punto anterior de la demostración, tenemos que

i) A{~l5i € kerG para 1 < j < n»
- 1, y 1 < i < pi

ii) A^~lSi £ kerG para 1 <i <pi

iii) An*-5i = 0 para 1 < i < pi

por lo siguiente

i) Los valores diferentes de cero en el conjunto de vectores A{~x8i £ kerG para 1 < j < n¡
—

1,

corresponden a los ceros del bloque correspondiente a n¡ en la matriz C3, es decir, las posiciones de los

valores diferentes de cero de los vectores A*j-1<5i £ kerG para 1 < j < n<
— 1 corresponden a las posiciones

de los ceros de los bloques (lxni) en la matriz Cs, por lo que A*j-1¿¿ £ kerG para 1 < ¿ < n*¡
— 1.

ii) Podemos ver que, los valores diferentes de cero en los vectores A%i~18i corresponden, precisamente,
al 1 del bloque (lxnj) en la matriz C3, por lo que AJi_1<5i $ kerG.

iii) Nótese que A{~15i *-¿ 0 para 1 < j < m (esto, debido al bloque Jni correspondiente en la matriz

As). Ahora bien, AniSi = 0, porque la matriz Jn¡ es nilpotente de grado n¿, es decir, en la matriz An- el

bloque correspondiente Jni se convierte en cero y por lo tanto An*á¡ = 0.

4)Como*5i = {6p,6p_i,...,6i}y6i = {6m,6m_i, ...,bm-P} entonces h $ span{5u...,Sp}. Además, nótese

que GsA"*_1(5i son linealmente independientes (punto 1), mientras que CSA"' bi = 0.
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5) Si consideramos que bi = {6m,6m_i, ...,¿¡m_p} y la lista I2 — {(Ti} en orden no creciente, podemos ver

que:

AJ-16i •/ 0 para 1 < j < o"i (esto, debido al bloque Jai correspondiente en la matriz A,). Ahora

bien, Aaibi = 0, porque la matriz Jai es nilpotente de grado ai, es decir, en la matriz A"* el bloque

correspondiente Ja¡ se convierte en cero y por lo tanto A"-6¡ = 0.

6) Se puede ver que A*j-16j £ kerG para 1 < j < a¡, del siguiente hecho:
oí-

Las últimas 53<7i columnas de C, son cero y los elementos diferentes de cero de los vectores

i=l

A-J-16i € kerC para 1 < j < a¡, se encuentran en esas posiciones, por lo que A{~lbi £ kerG para

l<Í<-Ti.

7) y 8) Para la forma semicanónica de Morse, que está definida sólo para sistemas con listas I\ e 73

vacías, se cumple que 5* = X, y como 72* = V* n S*, entonces 72* = V*. El hecho de que S* = X para

la forma semicanónica de Morse, se justificará al final de esta demostración.

Apoyémonos en el siguiente lema.

Lema 5.1 Sea B cualquier subespacio tal que ImB = B © ImB n V* y 5* = Sn donde 5o = 0 y

Si = A(kerC n Si_i) + B. Entonces

S* = 5*"©V*n5*.

La demostración del resultado anterior se encuentra en [21].

Tomemos B = apan{¿i,...,(5p} y V* nlmB = apan{bi,...,6m_p}; entonces

ImB = B©ImBn V* = apon{6p,6p_i,. . . ,61} ffiapan{6m,bm_i,...,bm_p}.

Para el algoritmo de 5*, tomemos B = apon{ái}. Por otro lado, del punto 2) y 3) tenemos que:

a) A*j_1(5i £ kerG para 1 < j < «1
— 1.

b) A^'-Mi £kerG

c) An'<5i =0

Ahora bien, apUcando el algoritmo del subespacio S* a B = apan{<$i}, tenemos que

5o=0

Si = span{$i}

S2 = A(kerG n span{Si }) + apan{Si }

y debido al punto anterior a), tenemos que S„,-2 = apan{«5i, ..., An*_2<5i}, que son los vectores que

pertenecen al kernel de Cs y por lo tanto sobreviven a la intersección del algoritmo. Además, del punto

6), tenemos que

S^I¡ = apan{Su ...,A"'-1^},

y^-'íi £kerG.

Finalmente por c) tenemos que 5n,-i = Sn, = Sn = S*.

Como los vectores {¿1, • • •

, A"1-1¿i; • ■ •

; 5Pl ,

• • •

, A0P1 Sp, } son linealmente independientes para la

forma semicanónica de Morse, entonces si tomamos B = apan{6p,6p_i, ... ,61}, tenemos lo siguiente:
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0

apan{5p,6p_i,...,6i}

A(ker G n span{bp, bp_i, ... ,61}) -f- apan{6p,6p_i, • ■ • ,61}

Ahora, por i), ii) y iii) del punto 2) y 3), tenemos que

5ñ=5í=apan{<Ji,***,A^-1(5i;*52,***,Ar-152;***;<5p1,***,A>-1-5p1}

o bien

S* = Ci © £2 © • ■ ■ © £P1

donde

£i = span{Si, AqSí, ■•■ , Aqí_1Sí} para 1 <i <pi

y por el Lema 5.1, llegamos a

S* =72*©£i©£2©***©£Pl.

Como S* = X para el sistema considerado, entonces 72* debe ser tal que, una base de la suma de

subespacios 71* © £1 © £2 © • • • © £Pl forme una base de X, y como:

{bi,A3bi,--,A?-lbi,--- ;6Q1,*** ,A^-lbai;&u-.- , A?-%; ■ ■ ■

;SP„-
* ■ ,íO"-1íPi}

forman una base de X, entonces tenemos que:

72* = 72i © 722 © • • ■ © 72a,

donde

72i = apan{6j, Aobi, • • •

, Aq*-1^} para 1 < i < ai.

■

Observe que el resultado anterior se cumple independientemente de los valores diferentes de cero que

tengan las matrices B2 y 7/-j en la forma semicanónica de Morse.

El hecho de que S* = X para la forma semicanónica de Morse, se puede demostrar de una manera

similar a la demostración de que S* = £1 © £2 © • ■ ■ ffi £P, ,
la diferencia es que se toma el algoritmo de

construcción de S* y se toma ImB como primer paso, y por los puntos 2), 3), 5) y 6), considerados en

esta demostración llegamos a que:

5* = apan{6i,Aa6i,-*-,AJ|-16i,***;6ai,***,A:°1"16ai;-5i,**-,A?'-1(5i;*-*;áp1,...,A:'"~1(5p1} = X

S0 =

S~[ =

S2 =
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5.2 Modificación de estructura al infinito a partir de la forma

semicanónica de Morse.

En esta sección se presenta un procedimiento para la modificación de la estructura al infinito de un

sistema, suponiendo que el sistema se encuentra en su forma semicanónica de Morse. Como se demostró

en la sección anterior, para un sistema dado en esta forma, los subespacios 72* y S* ya se encuentran en

una descomposición adecuada, punto de partida para la modificación de la estructura al infinito. Además

de esta ventaja, la forma semicanónica de Morse permite apreciar de una manera más clara los límites

que se tienen en la modificación de la estructura al infinito, en función de los elementos de las listas 74
e 72, que de hecho corresponden al tamaño de los bloques diagonales en las submatrices A4 y A2 de A,.

También, como se muestra en el procedimiento, a partir de las columnas de las matrices (A„B„C,) se

pueden identificar y asignar fácilmente los vectores para encontrar la retroalimentación correspondiente

que modifique la estructura al infinito de una manera deseada.

Para la forma semicanónica de Morse, además de la condición de que las listas 7i e I3 son vacías,

nos restringiremos al caso de que la lista 72 tiene solamente un elemento, esto es ai = 1. Por lo tanto,

la función de transferencia del sistema retroalimentado Hf,g(s) será una matriz de dimensiones pxp, es

decir, el sistema en lazo cerrado tendrá el mismo número de entradas y de salidas. Este hecho se utiliza en

la siguiente sección, para encontrar una retroalimentación que, además de la modificación de la estructura

al infinito deseada, permita obtener una estructura particular para la función de transferencia del sistema

retroaUmentado.

En [12] se muestra como obtener la forma semicanónica de Morse de un sistema (A,B,C), utiüzando
el llamado "interactor extendido" del sistema. Este punto no será objeto de estudio del presente trabajo,

y para el procedimiento presentado a continuación, supondremos que el sistema ya se encuentra en su

forma semicanónica de Morse.

Procedimiento:

Sea el sistema en su forma semicanónica de Morse (A,, B3,C3), con listas I2 = ai e Ii = {n¡} y, sean

{ai}, {pi} las listas duales de I2 e Ii = {ni}, respectivamente.

Sea {n'i } una Usta de enteros positivos asignable, por retroaUmentación no regular, como nueva Usta

74 del sistema retroaUmentado (A, + B3F,BSG,C3), y {pj} su Usta dual. Entonces la retroaUmentación

(F, G) tal que modifique la estructura al infinito de la manera deseada, puede ser calculada de la siguiente
manera:

1.- Considerar las Ustas {ni}, {pi}, {nt},{pt}, y {ai} en orden no creciente.

2.- Defínanse los vectores Si como en el Teorema 5.1, es decir, Si = {Si, ... ,SP¡} = {bp, 6p_i, . . . ,¿¡i},
donde b, son las columnas de la matriz B,.

3.- Como mencionamos anteriormente, para este procedimiento ai = 1. Entonces, de bi = {bi, ..., 6a, }>
defínase el vector 6i = bm, donde bm es la última columna de B3.

4.- Definamos la familia de vectores xy de la siguiente manera

Xíj
= A*j-15i_i para 1 < i < pi y 1 < j < n'{ —

ni

Xíj
= A-j-1f5i_i + A?i_"í+''_ Si para l<i<pi y n¿

-

n¿ < j < n\

Xoj
= AJ+-'_1f5o para 1 < j < ai —

a

donde
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í °

í)BsFxíj = <

[ Oi

So = h

pi

<-■"= EK-n¡)
i=l

5.- Obtener G, de la siguiente manera:

Im B3G = span {<5'i ,

* * *

, S'pj }

donde ¿í = x¡i para 1 < i < pi-

6.- Finalmente, obtener la matriz de retroalimentación F de la siguiente manera:

si j / n'i
-

n¡

si 3
= n'i -ni y 1 < i < pi

ü)B3Fxqj = 0 para 1 < j < ai
-

a

Obsérvese que, a diferencia de la matriz F', definida por las ecuaciones (4.8) a (4.11) en la sección

4.3, en este caso la matriz F, está definida solamente por las condiciones dadas por (4.8) y (4.9) debido

a lo siguiente:

Los vectores {mi, . . .

, x\} son tales que

{6i,As6i,*** ,A°^bi,--- ;6Q1,*** , A^'X^Si,--- .A^-%;--- ;<5PI,**- , itíFl"1ípl;s1,-. .,«*}

formen una base de X.

Ahora bien, para la forma semicanónica de Morse el conjunto de vectores

{bi,A3bi,--,A^-lbi,---;bai,--,A"r-lba,;Si,--- ,A?-l5f,- ;**,-•• .A^-1^}

forman una base de X. Entonces los vectores {xi,...,xA} no existen para la forma semicanónica de

Morse, y por lo tanto, para este procedimiento, no aplica la condición
dada por (4.11). Además, para este

procedimiento, estamos considerando sistemas en los que aj = 1, entonces la condición dada por (4.10),

tampoco aplica para este procedimiento.

Más adelante, en la sección 5.4, se presentan algunos ejemplos de como aplicar este procedimiento

para la modificación de la estructura al infinito, desde
la forma semicanónica de Morse.

5.3 Triangularización de la función de transferencia en lazo ce

rrado.

En la sección anterior se estableció un procedimiento relativamente senciUo para modificar la estruc

tura al infinito de un sistema mediante retroalimentación no regular a partir de su representación en

forma semicanónica de Morse. Evidentemente, esta modificación de la estructura al infinito, importante

y complicada como puede ser, no resuelve por si mismo ningún problema fundamental de control, es

decir, es solamente una etapa intermedia para atacar algunos problemas cuyas condiciones de solución

dependen de la estructura al infinito del sistema.
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En esta sección se plantea, además de la modificación de la estructura al infinito mediante retroali

mentación de estado no regular considerada en la sección anterior, aplicar otra retroalimentación (regular)

posterior para llevar la función de transferencia del sistema retroalimentado a una forma triangular in

ferior. Esto con objeto de tener clara interdependencia en términos de nuevas entradas controlando las

saUdas del sistema, y en el caso extremo llegar a un sistema desacoplado, como se expUca más adelante.

Tomando en cuenta esto, en nuestro caso particular, buscaremos llegar entonces no solamente a una

función de transferencia triangular inferior cualquiera, sino a la inversa del interactor del sistema O-1 (a),
que de hecho es la forma de Hermite por columnas de la función de transferencia del sistema en el anillo de

las funciones racionales propias. Los conceptos de interactor del sistema y su inversa se encuentran en el

Apéndice B. Más adelante utilizaremos algunos resultados acerca de la realizabilidad de compensadores;
estos resultados se encuentran también en el Apéndice B.

Veamos como una función de transferencia H(s), asociada a un sistema cuadrado (A,B,C), puede
ser llevada a la forma particular y única $-1(a), por medio de retroalimentación de estado regular.

Lema 5.2 Realizabilidad de la matriz B(s) tal que H(a)B(s) = $-1(a).

Sea H(s) la función de transferencia de un sistema cuadrado (A, B, C), y sea B(s) la matriz bipropia

(única) tal que

Tf(a)B(a) = *-*(.)

donde $(a) es el interactor del sistema (y, $-1(a) es la forma de Hermite por columnas de H(s) sobre el
anillo de las funciones racionales propias). Entonces, la matriz B(s) es realizable por retroaUmentación
de estado.

Demostración. Sea N¡(s), D(s) una factorización coprima derecha del sistema (A, B,In). Entonces

tenemos que

H(s)B(s) = fc-^a) = CNi(a)D-1(a)B(a)

y por lo tanto

B-1(a)D(a)=$(a)GATi(a)

es una matriz polinomial, dado que $(a) es polinomial. Ahora bien, por el Teorema B.2 del Apéndice B,
la matriz B(s) es realizable por retroaUmentación regular (F, G). ■

El interactor <5(a) de un sistema es invariante bajo retroalimentación de estado regular (F, G). Esto

se puede justificar por el siguiente hecho, la retroalimentación de estado (F, G) es equivalente a la mul-

tipUcación por un precompensador sobre la función de transferencia, y $-1(a) ya está en la forma de

Hermite de 7í(a) sobre el anillo de las funciones racionales propias.

La retroaUmentación de estado que realiza B(s), es decir, la obtención de las matrices (F, G), tales

que B(s) = [lm
-

F(sln
-

A^B]- G, donde H(s)B(s) = $_1(a), está dada por lo siguiente:

Consideremos una factorización coprima derecha ./Vi (a), D(s) del sistema (A, B, I„), con D(s) reducida

por columnas. Entonces existen matrices X y Y constantes, de dimensiones mxm y mxn respectivamente,
con X no singular, tales que XD(s) + YNi(s) = B_1(s)D(s). Las matrices (F,G) están dadas por

F = -X~XY y G = X~\ Para detalles véase [11].

Otra forma de calcular la retroaUmentación (F, G) que realiza B(s) se obtiene a partir del siguiente
resultado, el cual de hecho aplica para cualquier compensador de rango pleno por columnas, no necesa

riamente cuadrado.
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Teorema 5.2 Realización de compensadorea.

Sea (A, B, C) un sistema Uneal y Q(a) una matriz propia de dimensiones mxr dada y de rango pleno

por columnas. La matriz Q(a) puede ser descompuesta como

Q(s) = Qo + Q(s)

donde

Qo = lím Q(s)
3—.OO

y Q(s) es una matriz estrictamente propia. Entonces existen matrices constantes (F, G) tales que

Q(s) = [lm
—

F(sln
— A)~^B^ G si y sólo si los índices mínimos por renglones (p^ de la matriz

(al
- A)~1BQ(a)

Q(s)
ñ(s) =

satisfacen las siguientes condiciones.

i) Para algún entero q, se cumple que

fh
= ■ ■ ■ =

Mm
=

/Wi
= * * * =

pm+q
= ° < Mm+,+1

< <
Mn+m-P. donde P

= rank Ü(s).

ii) Entre los renglones correspondientes a
Pi,...,pm+q en una base mínima del kernel izquierdo

constante de fi(a), existen m renglones que tienen la forma [ X' Em 1, donde Em es una matriz no

singular constante de dimensiones mxm.

Demostración. Véase [11]. ■

Para el resultado anterior, las matrices (F,G) tales que Q(s) = [lm —

F(sln
—

A)_1B] G están

dadas por G = Qo y F = -E^X'

La retroalimentación (F,G) tal que Q(s) = [lm
—

F(sln —

A)~lB\ G es única si el sistema es

controlable. Si el sistema no es controlable, entonces G es única, pero F no lo es.

Como mencionamos anteriormente, después de la modificación de la estructura al infinito se busca

llevar la función de transferencia en lazo cerrado Hf,g(s) a la forma $-1(a), con objeto de tener una

clara interpretación en términos de nuevas entradas controlando las salidas del sistema, y en caso extremo

llegar a un sistema desacoplado, en caso de ser posible.

Consideremos un sistema cuadrado (A,B,C), donde x £ Rn, u € Rp y y £ Rp. El sistema (A,B,C)
se dice desacoplable por retroalimentación, si existe u(t) = Fx(t) +Gv(t), tal que la entrada Vi(t) controla
la salida j/,(í), i = l,...,p, sin afectar las salidas restantes.

Existen condiciones necesarias y suficientes para el desacoplamiento de un sistema cuadrado mientras

que, la solución del problema de desacoplamiento de sistemas no cuadrados, permanece como un problema

abierto, existiendo solamente soluciones para casos particulares. Un sistema cuadrado es desacoplable por
p p

_

retroalimentación si y sólo si J2ni = 2ni* donde {n^ son los órdenes de los ceros al infinito del sistema,
¡=i t=i

y {ñi} son los órdenes de los ceros al infinito de los subsistemas (A, B,d), con Ci como el ¿-ésimo

renglón de la matriz C [6]. Esta condición, es de hecho equivalente a que el interactor del sistema <3>(a)
sea diagonal.
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Otra condición equivalente a la anterior para el desacoplamiento de un sistema cuadrado es j^71» =
<=i

p

53nie donde {ni„} (llamados órdenea esenciales del sistema) son los grados por columna del interactor
¿=i

asociado al sistema considerado. Información adicional sobre los órdenes esenciales se encuentra en [4].

En el caso particular de que el interactor del sistema sea diagonal, los polos de la matriz 4>_1(a) se

pueden ubicar en cualquier posición mediante retroaUmentación de estado. Esto puede verse del hecho

de que si $_1(a) es diagonal, entonces cualquier ubicación de polos en esta matriz dará como resultado

otra matriz, digamos <£ (a), tal que $(a) es también polinomial. Por consiguiente, la matriz B(s) en

H(s)B(s) = *-\s)

es claramente realizable por retroalimentación, ya que B (s)D(s) = $(a)GiV"i(a) es polinomial, donde

Ni(s), D(s) es una factorización coprima derecha de (A, B,7„).

Observe, sin embargo, que la ubicación de los polos de $_1(a) en el semiplano izquierdo complejo,
no impUca necesariamente que el sistema retroalimentado sea internamente estable. Esto debido a que

$-1(a) representa solamente la parte controlable y observable del sistema.

5.4 Ejemplos.

En esta sección analizaremos la modificación de la estructura al infinito de varios ejemplos, a partir de

la forma semicanónica de Morse. Además, se verá como la función de transferencia en lazo cerrado de un

sistema cuadrado se puede llevar a la forma particular $-1(a), por medio de retroalimentación regular.
Estos ejemplos serán relacionados con el desacoplamiento de sistemas multivariables y la asignación de

polos para sistemas desacoplables.

Ejemplo 5.1 Sea el sistema (A3, B3, C3), en su forma semicanónica de Morse, dado por

11

A3 =

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

, Bs =

rH
0

0

0

0

1

0

0

1

c3 =
m
1 10 0 0 0

cuya función de transferencia es

77(a) =
0 0

1

7» 0

Por el tamaño de los bloques de las matrices (A3,B3,C3), podemos ver que las listas de Morse para

este sistema son Ix = I3 = {}, I2 = {3} e 74 = {5, 1}. Para este sistema con órdenes de los ceros al

infinito {5, 1}, veamos si la lista {n'Jt = {6,3}, es asignable como nueva lista de los órdenes de los ceros
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al infinito para el sistema. Las
Ustas duales de {n{}, {a{} y {n<} son, respectivamente, p<

= {2, 1, 1, 1, 1},

ai
= {1, 1, 1} y P'i = {2, 2, 2, 1,1,1}.

La Usta A4, definida en el Teorema 4.1, está dada por Ai
= {pt -Pi} = {1,1,1}. Ahora bien, como

a ={111} y Ai = {1,1,1}, entonces se cumple la segunda condición del Teorema 4.1. La primera

condición se cumple para este sistema, ya que el sistema es invertible por la derecha. Por lo tanto la

nueva lista {n¿} es asignable.

Por los pasos 3) y 4) del procedimiento visto
en la sección 5.2, tenemos que:

0

0

0

0

S-, = 0 , S2 = 0 y h = 0

0

0

0

1

'

0
"

"

1
'

0 0

0 0

0 0

0
, ¿2 = 0

1 0

0 0

0 0

0 0

Ahora bien por el paso 5) del procedimiento, tenemos
lo siguiente:

Para i = 1:

zu
= bi =

xi4
= A33h + A^ái =

= A56i + Si =X12
=
/is , xn

= A^bi + As<5i =

sis
= A% + A335i = zi6

= A% + A43Si =

Para i = 2 resulta:

x2i
= Si = x22

= Asái =

"

0
'

1

0 0

0 0

0 1

1 , Z23
= A2Si +82 = 0

0 0

0 0

0 0

0 0



67

Del paso 6), tenemos que:

B,G =
span [xn x2i] =

por lo que

La matriz F, la podemos obtener de:

G =

r ° 0 1

0 1

i 0

"

0 0
'

0 0

0 0

0 0

0 0

0 1

0 0

0 0

1 0

BsFxí, =" 1 Si

si j ¿ n^ -

n{

si j = n'i -ni y l<i<pi

Las dos condiciones para j = n'i
—

ni son B3Fxu = ¿i y B3Fx22 = S2, por lo que resulta:

F =

000010-100

000000 0 01

000000 0 00

El sistema en lazo cerrado, resulta ser

A» + B3F =

0 0 0 0 1 0 -1 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

cs =
100000 0 00

110 0 0 0 0 0 0

cuya función de transferencia es

HFlG(s) =

B3G =

i

7S

'

0 0
"

0 0

0 0

0 0

0 0

0 1

0 0

0 0

1 0

^
,3+,2-X-28+l

Las listas de Morse para el sistema retroalimentado (A3 + B3F,B3G,C3) son 7i = 72 = 73 = {} e

74 = {n^} = {6,3}, notemos que 74 = {nj} como se esperaba.



68

Como vimos anteriormente, la función de transferencia en lazo cerrado Hf¡g(s) puede ser llevada a
una forma triangular inferior particular, $_1(a). Para el sistema en lazo cerrado (A3 + B3F, B3G, C3), el

interactor $(a), y su inversa $_1(a), están dados por4:

*(«)*=
aJ 0

-a6 - a5 - 2a4 a6
y 9-\a) =

S2+S+2 _1_

Ahora bien, como HFta(s)B(a) = $ 1(a), entonces

B(a) = 7f^(a)$-1(a) =
-1 1

1 0

Para diferenciar la retroalimentación (F, G) que modifica la estructura al infinito del sistema de la

retroalimentación que realiza el compensador B(a), tomemos como (Fi,Gi) la retroaUmentación que

realiza el compensador B(a) tal que Hf¡g(s)B(s) = <5-1(a). En este caso el compensador B(s) resultó

constante, entonces F* = 0 y Gi = B(s).

La función de transferencia del sistema (Ai + BiFi,BiGi,Gs), donde Ai = As + BSF y Bi = BSG,

está dada por

$-\s) =
i

s2+s+2

0

como se esperaba.

Notemos que el sistema resulta no desacoplable, ya que el interactor del sistema resultó no diagonal.

Ejemplo 5.2 Sea el sistema (A3,B3, Ca), en su forma semicanónica de Morse, dado por

A., =

0 1

0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 1

o o

Bs

0

1

0

0

1

0

0

1

0

1

G3 =

1 0

1 0 0

1 0 0

cuya función de transferencia es

4Para este cálculo se utilizó una rutina del Polynomial Toolbox para Matlab. Otra forma de obtener el interactor del

sistema sería por medio de operaciones elementales por columnas en el anillo de las funciones racionales, sobre la función

de transferencia Hp:a{s)-
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H =

i

1

73

O O

O o

o
1

Por el tamaño de los bloques en las matrices (A,,B,,C,), podemos ver que las listas de Morse para

este sistema son 7i = 73 = {}, 74 = {ni} = {3,3,2} e I2 = {a¡} = {2}. Para este sistema con órdenes

de los ceros al infinito {3,3,2}, veamos si la Usta {nj} = {4,3,3} es asignable como nueva lista de los

órdenes de los ceros al infinito. Las listas duales de {ni}, {ai} y {n¿} son, respectivamente, pi = {3,3,2},
a, = {1,1} y pj- {3,3,3,1}.

La lista Ai, definida en el Teorema 4.1, está dada por Ai = {p¿
— pi} = {1, 1}.

Para la segunda condición del Teorema 4.1, dada por (4.4), como Ai = {l,l}ya¿ = {l,l}, fácilmente
t i

podemos ver que J^a, > ]T}A¿ se cumple, por lo tanto la lista {n¿} = {4,3,3} es asignable por

3=1 j=l

retroaUmentación no regular.

Siguiendo el paso 3) y 4) del procedimiento visto en la sección 5.2, tenemos que:

Si =

"

0
" "

0
' "

0
'

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0

0
, 62 =

1

0
, ¿3 =

0

0

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 0 0

6i =

Ahora bien por el paso 5) del procedimiento, tenemos lo siguiente:

Para i = 1:

xn = bi+Si = xi2 = Ag&i + AsSi = , xi3
= A2bi + A28i =

Para i = 2 tenemos que:
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x2i
= Si + 82 = x22

= Aa8i + AaS2 = x23
= A238i+A2aS2 =

Para i = 3 resulta:

X31 =82 = x32
= A382 = £33

= A282 + S3 = X34
= AIS2 + Aa83 =

1

0

0

0

o

o

o

o

o

o

Siguiendo el procedimiento, del paso 6), tenemos que:

B3G = span [x3i x2J xn] =

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 0

0 0 0

0 0 0

0 1 1

0 0 0

0 0 1

por lo que

G =

0 0 0

1 1 0

1 0 1

0 0 1

La matriz F, la podemos obtener de:

BsFxíj =
si 3 7-* ní

-

n¿

si 3
= n'i -ni y \<i<Pi
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Como j = n\—ni = 0, para i = 2, entonces B,Fxíj = 0 para i = 2 y j -^ n¡
—

n¡. Para i = 3,

tenemos que BsFi3i = S3, y para i = 1, BaFxu = Si por lo que resulta:

F =

0 0 110 0-1010

000000 0 000

000000 0 000

000000 0 000

Para el sistema retroaUmentado (A, + BtF,B,G, Ca),

Aa + BaF =

0 1

0 0 1 1 0 0 -1 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0

0

0

1 0

0 1

0 0

Gs =

10 0 0 0 0

10 10 0 0

0 0 10 0 1

cuya función de transferencia es

0 1

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

B3G =

0 0 0
'

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 0

0 0 0

0 0 0

0 1 1

0 0 0

0 0 1

HF,G(s) =

s5 * o

S+l+í2
s5 '-¥- o

1

5*
2 1

7* TS

Las listas de Morse para el sistema retroalimentado (A3 + B3F,B3G,C3) son 7¡ = 72 = 73 = {} e

74 = {n'i} = {4,3,3}, observe que 74 = {n'{} como se esperaba.

Como vimos anteriormente, la función de transferencia en lazo cerrado HFjg(s) puede ser Uevada a la
forma triangular inferior $-1 (a). Para el sistema en lazo cerrado (A3 + B3F, B3G, C„), el interactor $(a)
está dado por:

<£>(a) =

Ahora bien, como HFig(s)B(s) = $-1(a), entonces

a4 0 0

0 a3 0

0 0 a3

B(s) = H^G(s)9-l(s) =
^ ^1

3
0

'

»2+s+l
a*

s±_
S

0

s-*

-(23+1)
s

1

Por notación, tomemos Q(s) = B(s). El compensador Q(s) se puede descomponer, de manera única,
como Q(s) = Qo + Q(s), en este caso tenemos
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Qo =

1 0 0

1 1 0

1 -2 1

y Q(a) =

1

T¡
-1

-(.+1) 1

a** s

2s+l -1

Tomemos como (Fi, Gi), la retroalimentación que realiza Q(a). Como vimos anteriormente Gi
— Qo*

Una base del kernel izquierdo constante de la matriz O(a) (Teorema 5.2) está dada por

[ X' Em] =
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 -1 0 1 0 1 0

0 0 0-2 -10 0 2 0 -2 0 0 1

X', entonces

0 0 0 0 -10 0 0 0 0
"

0 0 0-1 0 0 0 1 0 -1

0 0 0 2 1 0 0 -2 0 2

Fi =

Tomemos, por notación, Ai = A3 + B3F y Bi = B3G. Entonces el sistema en lazo cerrado para la

retroalimentación (Fi,Gi), está dado por

0

0

0

0

o

o

o

o

o

1

Ai + BiFi =

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 -1 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 -1 -1 0 0 1 0 -1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0 0 -1 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 2 1 0 0 -2 0 2

Bid =

0 0
'

0 0

0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

-1 1

0 0

-2 1

1000000000

1010000000

0010010000

cuya función de transferencia es

como se esperaba.

*~\a) =

£ 0 0

0 -J-* 0

0 0
1

Para este ejemplo, el interactor <£(a) asociado al sistema retroalimentado (Aa + BaF,B3G,Cs) es

diagonal. Entonces, como vimos en la sección anterior, existe u(t) = Fx(t) + Gv(t) regular, tal que

podamos asignar libremente los polos en la función de transferencia HF:g(s)-

En lo que resta del ejemplo, tomemos (Ai,Bi,Gi) = (A3 + B3F,B3G,C3) y Qi(s)

Hf2tG2(s) = HF,G(s)Qi(s), donde se propone una ubicación de polos
en lazo cerrado tal que

tal que
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HFi,G2(a) =

T7+W

O

O

O

1

JHW

o

o

o

J7+5F

Ahora bien, encontremos (F2,G2), tal que, Qi(a) = [lm - F2(aln
- Ai) JBi] G2

Como Hf2,Gi(s) = Hf,g(s)Qi(s), entonces

Qi(s) = H¿Us)Hf„g, (s) =

s2(>2+i) -a2 n

(¿+i>4 T^F
ü

-,-V-H+l) •*!l(»+l) n

-a2(2H-l)
T7+W (*»+2)-*

'

T*W

El compensador Qi(a), puede ser descompuesto, de manera única, como Qi(a) = Qio +Qi(a), donde

5a2+4-*3+4a+l

3»3+5a*l4-4j+l 5a2+12g+8
QlO =

1 0 0 1

-1 1 0

1 -2 1

y Qi(s)

+4j3+4_ .
.

2a-fl

1Í+2F

Ua2+24a+16 9(a2+3«+3)
(7+2)i*T (í+3)*»

Ahora bien G2 = Qio- Para la matriz Ft, tenemos una base constante del kernel izquierdo constante

de íl(s) (Teorema 5.2) lo siguiente

[X' Em] =
18 72 108 180 90 0

126 144 144 162 36 0

-15 -20 5-1 0 27

-108 -72 108 72

0 54 0 -54

33 7-6 2

Ahora bien, como F2 = —

E^X' , entonces

F2 =

-1 -4 -6 -10 -5 0 6 4-6-4

-7 -8 -8-9-2 0 0-303

15 20-5 10 -27 -33 -7 6 -2

Tenemos el sistema en lazo cerrado

A1+B1F2 =

0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 -1 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

-8 -12 -14 -19 -7 0 6 1 -6 -1

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

8 12 -13 -8 -2 -27 -33 -10 6 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

15 20 -5 1 0 -27 -33 -7 6 -2

18 0 0

0 18 0

0 0 1

B1G2 =

Gi =

1000000000

1010000000

0010010000

0 0 1

0 0

0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

-1 1

0 0

-2 1

cuya función de transferencia es



74

77F2,G2 (S) = O

O

como se esperaba.

0

i

J7+2Y

0

0

o

(5+5F

Observe que para este ejemplo el sistema retroaUmentado final resultó controlable y observable, por

lo que dicho sistema retroalimentado está desacoplado y es internamente estable.



6. Algunos aspectos relacionados con

la modificación de la estructura al

infinito.

6.1 Introducción.

En el Capítulo 4 se estudiaron las condiciones para la modificación de la estructura al infinito de un

sistema Uneal multivariable. Verificar dichas condiciones es relativamente sencillo, no así el procedimiento

para encontrar la retroalimentación que produce esta modificación. En este sentido, el procedimiento para
la modificación a partir de la forma semicanónica de Morse, vista en el Capítulo 5, permite encontrar

la retroaUmentación correspondiente de una manera relativamente sencilla, y se ve de una manera más

clara la relación que existe entre los límites en que se puede modificar la estructura al infinito en función

de los elementos de las Ustas 74 e 72.

Sin embargo, la modificación de la estructura al infinito no resuelve por si misma ningún problema
fundamental de control, y puede considerarse solamente como la primera etapa de un procedimiento más

general, en el que se busca atacar algunos problemas de control, cuyas condiciones de solución dependen
de la estructura al infinito del sistema. Un primer intento de un procedimiento de este tipo se presentó
en la sección 5.2, donde después de obtener una modificación particular de la estructura al infinito, se

Ueva a la matriz de transferencia en lazo cerrado a una forma triangular inferior. Esto con el objeto de

tener un sistema con una clara interdependencia entre entradas controlando salidas en forma triangular,

y en el caso extremo llegar a un sistema desacoplado.

Es claro entonces, que además de la modificación deseada de la estructura al infinito, las propiedades
estructurales del sistema después de esta modificación (controlabilidad, polos y ceros finitos, ceros al

infinito por líneas, etc.), juegan un papel importante en la existencia o no de una solución a un pro

blema particular de control. Desafortunadamente, no existen en la actualidad resultados en los cuales se

establezcan condiciones para la modificación simultánea de 2 ó más propiedades estructurales del sistema

bajo retroaUmentación no regular. Por ejemplo, se sabe como se modifican los índices de controlabiUdad

[13], y como se modifica la estructura al infinito [16], pero no se sabe como se modifican ambas estructuras
al mismo tiempo. Esta es un área de investigación actualmente en desarrollo, pero de la que no se tienen

todavía resultados significativos, debido a la complejidad de los problemas tratados. Una de las pocas

contribuciones que se conocen a este respecto, son las condiciones para la modificación simultánea de los

índices de controlabiUdad y los factores invariantes del sistema [20].

En este capítulo se consideran algunos aspectos relacionados con la modificación de la estructura

al infinito, y el objetivo es precisamente hacer evidente la "falta de conocimiento" que se tiene en la

modificación que puede darse en las propiedades estructurales del sistema cuando se tiene primeramente
como meta, lograr una estructura al infinito particular. Para eUo, se presentan en cada sección algunos

ejemplos que ilustran estos aspectos, y se consideran las propiedades estructurales de controlabilidad,
ceros finitos y el problema de desacoplamiento.

75
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6.2 Controlabilidad.

Como sabemos, la controlabilidad de un sistema es invariante bajo retroalimentación de estado regular,
es decir, si el par (A,B) es controlable, entonces (A + BF,BG) es también controlable, para cualquier
retroalimentación regular u(t) = Fx(t) + Gv(t), esto es, la matriz G es cuadrada y no singular. Sin

embargo, la controlabilidad del sistema no es invariante bajo retroalimentación no regular.

Como se mencionó anteriormente, aún cuando se conoce la forma en que se modifican los índices de

controlabiUdad [13], y la estructura al infinito de un sistema [16] bajo retroaUmentación no regular, el

problema de la modificación de ambas estructuras no está resuelto. Suponiendo que tenemos como primer

objetivo lograr una estructura al infinito deseada utilizando retroalimentación no regular, lo anterior

implica que no se pueden saber las características de controlabilidad que tendrá el sistema retroaUmentado,
lo cual puede ser un inconveniente serio, pensando en aplicar un objetivo de control posterior en el sistema

retroalimentado.

En esta sección se ilustra la situación anterior, y los problemas que podrían presentarse. En particular,
se muestra que pueden existir 2 retroalimentaciones que producen la misma modificación de la estructura

al infinito del sistema, con características diferentes de controlabilidad para el sistema retroalimentado.

Ejemplo 6.1 Modificación de la estructura al infinito y controlabilidad.

Sea el sistema (A3, B3,C3), en su forma semicanónica de Morse, dado por

m

As =

Cs =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0
0 10 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

B3 =

í0
■

0

0

0

1

0

0

1

cuya función de transferencia es

77(a) = i

En este caso, el sistema (Aa,B„,C3) es controlable, es decir, rank C(A3,B3)=8.

Para este sistema, las listas de Morse son 7X = 73 = {}, 72 = {3} e 74 = {1, 4}, y supongamos que se

desea asignar la lista n¿ = {5, 2}, como nueva lista de los órdenes de los ceros al infinito. Las listas duales
de {n^, {a^ y {n[} son, respectivamente, pi = {2,1,1,1}, a{ = {1,1,1} yp^ = {2,2,1,1,1}.

La lista Aj, definida en el Teorema 4.1, está dada por Aj = {p'{
— pj} = {1,1}- Como el sistema es

invertible por la derecha y además ai = {1,1,1} y Ai = {1,1}, entonces se cumplen las condiciones del

Teorema 4.1 y la lista {n'{} es asignable. Utilicemos el procedimiento visto en la sección 5.2 para modificar

la estructura al infinito de este sistema de {4, 1} a {5, 2}.

Por los pasos 3) y 4), tenemos que:
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<Si =

'

0
'

"

1
'

0 0

0 0

0

1
, ¿a =

0

0

0 0

0 0

0 0

bi =

Ahora bien por el paso 5) del procedimiento, tenemos lo siguiente:

Para i = 1:

xn
= bi = A.6i + Si =Xi2

= AaOi

xi4
= A3abi + A2Si =

, a¡i3
= A2h + A3Si =

«is
= A% + A3<5i =

0

0

0

1

0

1

0

o

Para i = 2:

x2i
= <5i x22

= A38i +82 =

Del paso 6), tenemos que:

BsGi = apan [x2i in] =

'

0 0
'

0 0

0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

0 1
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por lo que

La matriz Fi , la podemos obtener de:

B3FiXíj =

Gi =

"

0 0

1 0

0 1

Vij
-

| Si si j = n'i -ni y l<i<pi

Como j = n'i-ni = 1, para i = 1, 2, entonces BsFiXn = Si y BaFix2i = S2, por lo que resulta:

Fi =

0 0 0 0 10-10

0 0 0 0 0 0 0 1

000000 00

Obtenemos entonces el sistema retroaUmentado (A3 + BaFi,B3Gi,C3), donde

Aa + B3Fi =

C3 =

y cuya función de transferencia es

'

1 0 0 0 1 0 -1 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0

'

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

BsGi

"

0 0
'

0 0

0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

0 1

HFugAs) =
1

7¡

1

Para este sistema retroalimentado las listas de Morse son 7i = {a}, 72 = 73 = {}y

74 = {n-} = {5, 2} y, observemos que 74 = {n¡} como se esperaba. Notemos que rank C(A3+BFi,BsGi)=7
es decir, el sistema en lazo cerrado (A, + B3Fi,BsGi,C3) resulta no controlable.

Considere ahora la retroaUmentación (F2, G2) siguiente

F, =

10 0 0 10-10

0 0 0 0 0 0 0 1

000000 00

"

0 0
'

1 0

0 1

y observe que la función de transferencia asociada al sistema (A3 + B3F2, BSG2, C3) es

Bf2,g2(s) =
3(3-1)

1
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Las listas de Morse para el sistema (A3 + BaF2,BaG2,C,) son 7i = {a}, 72 = 73 = {} e 74 = {5,2},
notemos que 74 = {nj} como se esperaba. En este caso rank C(A, + BF2, B,G2)=8, es decir, el sistema

en lazo cerrado es controlable.

Como podemos ver, ambas retroalimentaciones producen la modificación deseada de estructura al

infinito, pero el sistema en lazo cerrado resulta no controlable para la retroalimentación (Fi,Gi) y con

trolable para la retroalimentación (F2, G2). Entonces no se puede saber como se modifica la controlabilidad

del sistema. Notemos que, el algoritmo para la modificación de la estructura al infinito sólo garantiza la

modificación de la lista 74, sin importar la controlabilidad del sistema.

Cabe mencionar que la retroaUmentación de estado (F2,G2), no pertenece al grupo de retroalimenta-

ciones que pueden ser obtenidas del procedimiento visto en el Capítulo 4, es decir, (F2, G2) no cumple con

las condiciones dadas por las ecuaciones (4.8) a (4.11). En el caso particular de este ejemplo, la retroali

mentación (F2, G2) se obtuvo por inspección, y gracias a la forma particular que tienen las matrices del

sistema en la forma semicanónica de Morse. De hecho, partiendo de la forma semicanónica de Morse,

en algunos casos senciUos es posible determinar prácticamente "a simple vista'' la retroalimentación que

produce una modificación deseada de la estructura al infinito.

6.3 Ceros finitos.

La retroaUmentación no regular también modifica los ceros finitos de un sistema. En el Ejemplo 6.1,

si observamos, en lazo abierto la lista 7* resultó vacía, sin embargo, para el sistema en lazo cerrado

(A3 + B3F, B3G, C3) teníamos que 7i = {a}, es decir, la retroalimentación (F, G) introdujo un cero finito

al sistema en lazo cerrado.

En el caso particular de que la lista 72 tenga un solo elemento, se puede de hecho determinar el número

de ceros finitos que introduce una retroalimentación no regular, como se muestra en el siguiente resultado.

Lema 6.1 Sea un sistema (A,B,C) con Ustas 74 = {n^ e I2 = Oj, es decir, con un sólo elemento en

la lista 72. Si tenemos un lista asignable {n¿} para (A,B,C), entonces la retroalimentación (F,G), tal

que el sistema retroalimentado (A + BF, BG, C) tenga como órdenes de los ceros al infinito la lista {n¿},
pi

introduce ai
—

5Z(ní
—

n«) ceros finitos al sistema.
i=l

Demostración. Una vez utilizado el elemento ai para modificar la estructura al infinito, el sistema

retroaUmentado (A + BF, BG, C) tiene Usta 72 vacía, por está razón la retroalimentación (F, G), tal que
pi

modifique los órdenes de los ceros al infinito a {n¿}, introduce <Ti
— 53 (ní ~ n¡) ceros finitos al sistema. ■
i=l

Para sistemas con más de un elemento en la lista 72, de una manera similar, se pueden introducir

ceros finitos en lazo cerrado cada vez que se utilice un elemento de la lista 72 para modificar la estructura

al infinito del sistema. En particular, en el algoritmo para la modificación de la estructura al infinito

presentado en el Capítulo 4, a cada paso se va tomando el elemento más grande de la lista 72 sin importar
cual sea la modificación (aumento) de la lista 74, y esto puede introducir ceros finitos.

Por ejemplo, si consideramos un sistema, con lista {n¿} asignable, donde 74 = {5, 1}, 72 = {at} = {3, 1}
y {n'Jf = {5, 2}, es decir modificaremos los ceros al infinito de {5, 1} a {5, 2}. Esta modificación se puede

lograr con el segundo elemento de la Usta 72, sin introducción de ceros finitos, sin embargo, por medio del

procedimiento del Capítulo 4 se tomará el primer elemento de la lista 72 e introducirá dos ceros finitos.

Lo anterior se ilustra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 6.2 Sea el sistema (A3,B3,Ca), en su forma semicanónica de Morse, dado por

A3 =

0

C3 =
m

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

10 0 0 0

0
0 1 0

0 0 1

0 0 0

m

m

cuya función de transferencia es

H(a) =
¿000

o -i o o

Las listas de Morse para este sistema son 7i = 73 = {}, 72 = {3, 1} e 74 = {5, 1}. Para este sistema

con órdenes de los ceros al infinito {5,1}, veamos si la lista {n'J} = {5,2} es asignable como nueva

lista de los órdenes de los ceros al infinito. Las listas duales de {ni}, {ai} y {n[} son, respectivamente,

Pi
= {2, 1, 1, 1, 1}, a{ = {2, 1, 1} y p\ = {2, 2, 1, 1, 1}.

La lista Ai, definida en el Teorema 4.1, está dada por Ai = {p'i
—

Pi} = {1}. Ahora bien, como

ai
= {2, 1, 1}, Ai = {1} y tenemos un sistema invertible por la derecha, entonces se cumplen las condi

ciones del Teorema 4.1 y la lista {n¿} es asignable.

En este caso, los vectores 8i y bi están dados por:

81 =

r °
" "

1
"

\ ° 1
0 0 0

0 0 0

0 0 0

0

1
, 62 =

0

0
, h =

0

0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 1

62 =

Ahora bien para la familia de vectores Xy*, tenemos lo siguiente:

Para i = 1:
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Xu = &1+Ó"l =

'

0
'

"

0

0 0

0 0

0 0

0

1
, X12 = A,6i + A,Si =

1

0

0 0

0 0

0 1

1 0

"

0
'

0

1

0

= A36i+A3<5i =
0

0
, Xi5 =

0

0

0

0

xiZ = A2M + A% =

O

O

O

1

O

o

o

1

o

o

A%+A% =

Para i = 2:

x2i
= <5i x22

= A3Si +82 =

Para la matriz Gi ,
tenemos que:

BsGi = apon[x2i in 62] =

0 0 0
'

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 1 0
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por lo que

Gi =

0 0 0

1 1 0

0 0 1

0 1 0

La matriz Fi , la podemos obtener de:

B3FiXa =~-í°
si 3± n^- ni

si 3= n\ -ni y 1 < i < pi

Como j = n^
—

ni, para i = 1,2, entonces B3Fix2i = Si, por lo que resulta:

000001000-1

000000000 0

000000000 0

Obtenemos entonces el sistema retroalimentado (A3 + BaFi,B3Gi,Ca), donde

As + B3Fi =

000001000-1

001000000 0

000100000 0

000010000 o

000001000 o

000000000 o

000000000 o

000000001 o

000000000 1

000000000 o

1000000000

0100000000

B3G1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 1 o

o o 1

0 0 0

0 0 0

o 1 o

y cuya función de transferencia es

Bf.,g.(s)

1

7¡

1 1

Las listas de Morse del sistema retroalimentado son 7i = {s2}, I2 = {1}, I3 = {} e Ii = {5, 2}, observe

que 74 = {n'j} como se esperaba. Nótese como se introdujeron dos ceros finitos al sistema retroaUmentado,
debido a que se utilizó el primer elemento de la lista 72 que era de magnitud tres. Además, el sistema en

lazo cerrado es no controlable (rank C(AS +B3Fi, B3Gi)=9), a diferencia del sistema en lazo abierto que
si es controlable.

Considere ahora la retroalimentación (F2,G2) siguiente

F2 =

0000000001

0000000000

0000000000

G2 =

0 0 0

1 1

0 o

o 1 o

La función de transferencia del sistema retroalimentado (Aa + B3F2,B3G2,C3) resulta
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HF3,G2(s) =

El sistema retroaUmentado (A, + B3F2, B,G2, C3) tiene como listas de Morse 7i = 73 = {}, 72 = {3}
e 74 = {5,2}. Notemos como con esta retroaUmentación, la lista 7i resulta vacía, es decir, la retro-

alimentación no introduce ceros finitos al sistema, debido a que se modifica la estructura al infini

to con el segundo elemento de la lista 72, en vez de considerar el primer elemento, como lo hace el

algoritmo. La retroalimentación (F2, G2) no introdujo ceros finitos al sistema, sin embargo, el sistema

(A3+BaF2, BaG2,C3) resulta no controlable, al igual que el sistema retroaUmentado (Aa+B3Fi ,B„Gi, Ca).

Consideremos ahora una tercera retroalimentación para este sistema, tomemos (F3, G3) de la siguiente

F3 =

0000001000

0000000000

0000000000

G3 =

0 0 0
'

1 1 0

0 0 1

0 1 0

La función de transferencia asociada al sistema retroalimentado (A„ + B3F3, B3G3, Ca) es

77,Fs,G3 (S) =
0 0

1

TS
1

TS

1

T¡

0

Las listas de Morse del sistema (Aa+B3F3,B3G3, C3) son 7i = 73 = {}, 72 = {3} e 74 = {5, 2}, es decir,

(F3, G3) no introduce ceros finitos al sistema al igual que (F2, G2), y además, rank C(A3+BF3, B3G3)=10,
esto es, el sistema en lazo cerrado resulta controlable.

Para el sistema retroalimentado (A3 + B3Fi,B3Gi,C3), con Ustas de Morse 7i = {a2}, 72 = {1},
73 = {} e 74 = {5,2}, la lista {5,4} no es asignable por retroalimentación no regular porque no cumple
con las condiciones del Teorema 4.1, sin embargo para el sistema retroaUmentado (A3 + B3F2, B3G2, C3),
con Ustas de Morse 7X = 73 = {}, 72 = {3} e 74 = {5,2}, la Usta {5,4} si es asignable. Entonces, si

modificamos la estructura al infinito de un sistema con el primer elemento de la Usta 72 (mayor magnitud),
y si hubiese otro elemento de la lista 72, menor que el primer elemento que logre la misma modificación,
reducimos el conjunto de las nuevas Ustas asignables {n¿} en lazo cerrado.

De manera similar a la retroalimentación (F2,G2) del Ejemplo 6.1, las retroalimentaciones de estado

(F2,G2) y (F3,G3), consideradas en el ejemplo anterior 6.2, se obtuvieron por inspección y gracias a la

forma particular que tienen las matrices del sistema en la forma semicanónica de Morse, como en este

caso.

6.4 Desacoplamiento.

Otro punto importante relacionado con la modificación de la estructura al infinito es el desacoplamien
to de sistemas. La modificación de la estructura al infinito, al igual que con la controlabilidad y con la

introducción de ceros finitos al sistema, no garantiza que el sistema retroalimentado, en el caso cuadrado,
sea desacoplable. Esto es, después de la modificación de la estructura al infinito, podemos llegar a un

sistema en lazo cerrado que no cumpla con las condiciones de desacoplamiento, vistas en la sección 5.3.

Por medio de los algoritmos para la modificación de la estructura al infinito, vistos en el Capítulo 4

y sección 5.2, podemos llegar a un sistema desacoplable (Ejemplo 5.1) ó, a un sistema no desacoplable

(Ejemplo 5.2). En el caso que, después de la modificación de la estructura al infinito deseada, por medio

de estos algoritmos, resulte un sistema no desacoplable, posiblemente exista otra retroalimentación, que
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no resulte de dichos algoritmos, que modifique de la misma manera la estructura al infinito y si sea

desacoplable el sistema retroaUmentado. Veamos un ejemplo relacionado con este tema.

Ejemplo 6.3 Sea el sistema (A3,Ba,C3), en su forma semicanónica de Morse, dado por

As =

0

0

0 1

0 0

1

0

0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

1 o

1 o 1 o o

0
11

B3 =

m
0

1

0

0

1

E
a

cuya función de transferencia es

77(a) =

0 0 0 0

-4000

i A is 0 0

Las listas de Morse para este sistema son 7i = 73 = {}, 72 = {1, 1} e 74 = {3, 2, 1}.

El interactor asociado al sistema (Aa,B3,C3) está dado por

$(a) = a

0 0

2
0

Del interactor <3>(a) podemos ver que los órdenes esenciales del sistema, introducidos en la sección 5.3,

son {nie} = {3,3,2}. Debido a que la mínima estructura al infinito para que un sistema pueda ser

desacoplable por retroaUmentación son los órdenes esenciales, entonces trataremos de incrementar la lista

{m} = {3,2, 1} a {nf} = {3,3,2}, que son los valores de los órdenes esenciales.

Veamos si la lista {nf} = {3, 3, 2} es asignable como nueva lista de los órdenes de los ceros al infinito.

Las listas duales de {nj¡, {aj} y {n¿} son, respectivamente, pi = {3,2,1}, a¡ = {2} y p\ = {3,3,2}. La

lista Aj, definida en el Teorema 4.1, está dada por Ai = {p¿
— p¡} = {1, 1}. Ahora bien, como Oí = {2},

Aj = {1} entonces la lista {n¿} es asignable.

Analicemos un par de retroalimentaciones (Fi, Gi) y (F2, G2), antes de presentar la retroalimentación

obtenida por el algoritmo del enfoque geométrico (Capítulo 4).

Existen dos posibilidades para llevar la lista {n¿} a {n!¡} = {3, 3, 2} = {nie}, una es incrementando el

elemento n3 de 1 a 3, o bien, incrementando n3 de 1 a 2 y n2 de 2 a 3.
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La retroalimentación que incrementa 113 de 1 a 3, digamos (Fi , Gi ) es

Fi =

0 0 0 0 0 0 10

oooooooo

oooooooo

0 0 0 0 0 0 0 1

oooooooo

Gi =

0 0 0
"

1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

La función de transferencia asociada al sistema retroalimentado (A, +BsFi, B,Gi, C3) y su interactor

-ffFi,Gi(a) =

1

Ts

0

1

1

T¡

1

7¡

0

0

1

TS

$(a) =
a3 0 0

0 a2 0

0 -a3 a3

Para el sistema retroaUmentado (A3+B3Fi,B3Gi,C3), podemos ver que los órdenes esenciales fueron
modificados de {3, 3, 2} a {3, 3, 3} por lo que sistema retroalimentado resulta no desacoplable.

La retroaUmentación que incrementa n3 de 1 a 2 y n2 de 2 a 3, digamos (F2, G2) es la siguiente:

F2 =

0 0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 0 0 1

oooooooo

OOOOOOOO

OOOOOOOO

G2 =

0 0 0
'

0 0 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

La función de transferencia asociada al sistema retroalimentado (A3+BaF2, BaG2, C3) y su interactor
son

hf2,g2(s) =

1

71
0 0 "

a2 0 0

0
1

Ts
0 ■3>(a) = 0 a3 0

1

Ts
1

Ts
1

TS
.

0 0 a3

Podemos ver que los órdenes esenciales, en este caso, no fueron modificados y se cumple que

{n^} = {3,3,2} = {nie}, por lo que el sistema es desacoplable por retroalimentación regular.

Para el enfoque geométrico, en este caso, por el número de elementos en la lista 72, la retroalimentación

se obtiene en dos pasos, primeramente se modifica las lista {n¡} = {3, 2, 1} a n1 = {3,3, 1} y de n\ a

n? = {n'i) = {3,3,2}. Siguiendo el procedimiento, del enfoque geométrico, para la modificación de la

estructura al infinito, podemos llegar a

F> =

0 0 0 0 0 1 -1 0

0 0 0 0 0 2 -1 -1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

G3 =

0 0 0
'

1 1 0

0 1 1

0 0 1

Obtenemos entonces el sistema retroalimentado (A, + BaF3, B3G3,Ca), donde
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A3 + B3F3 =

0 0 0 0 0 1

0 0 10 0 0

0 0 0 0 0 2

10 0 0 10

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

-1 0
"

0 0

-1 -1

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

B3G3 =

0 0 0
'

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 2 1

0 0 1

0 1 1

Gs =

10 0 0 0 0 0 0

0 10 0 0 0 0 0

0 10 10 0 0 0

77F3,G3 (S) =
2

TS

4

TS

2

73

cuya función de transferencia e interactor son

*(s) = 0

0

o o

Las listas de Morse para este sistema son 7-. = 72 = 73 = {} e 74 = {3, 3, 2} y, notemos que 74 = {nj},

como se esperaba. Observemos, del interactor, que {nj¡ = {3,3,2} = {nie}, por lo que el sistema resulta

desacoplable.

6.5 Conclusiones.

Como se ha mostrado en los ejemplos presentados en este capítulo, cuando se utiliza retroalimentación

no regular para modificar la estructura al infinito de un sistema, no se puede determinar la manera en

que son modificadas otras propiedades del sistema. Puede incluso suceder que existan retroalimentaciones

que produzcan la misma modificación de la estructura al infinito, pero con características completamente

diferentes para el sistema en lazo cerrado, por ejemplo, en cuanto a propiedades de controlabiUdad, ceros

finitos y desacoplamiento.

Los algoritmos para la modificación de la estructura al infinito desde el enfoque geométrico y a partir

de la forma semicanónica de Morse, garantizan la modificación de los órdenes de los ceros deseados, pero

no sabemos como se modificarán las demás propiedades estructurales del sistema. En el caso extremo,

puede también suceder que una retroalimentación que produzca una modificación de ceros al infinito dada,

y modifique otras propiedades estructurales del sistema de una manera "adecuada" en algún sentido, ni

siquiera pueda obtenerse a partir de los algoritmos (ver Ejemplo 6.1).

La solución de estos problemas no parece ser sencilla, y queda como trabajo futuro de investigación.



7. Conclusiones y trabajo futuro.

En este trabajo se estudió el problema de la modificación de la estructura al infinito de un sistema

multivariable mediante retroalimentación de estado no regular.

Como objetivos generales de este trabajo, se planteó el estudio de las condiciones necesarias y sufi

cientes para la modificación de la estructura al infinito de un sistema, analizar el procedimiento para la

obtención de la retroalimentación que resuelve el problema, y tratar de simplificar de alguna forma dicho

procedimiento.

El tratar de simplificar este procedimiento, resultó un tanto compUcado, debido a que el resultado

principal relacionado con el tema [16], está dado desde un enfoque geométrico y además parte de la

solución del problema está dado por ecuaciones algebraico-polinomiales, definidas a partir de bases de

subespacios relacionados con el enfoque geométrico, es decir, el procedimiento para la obtención de

la retroaUmentación que resuelva el problema es, de cierta manera, una combinación de los enfoques

geométrico y algebraico-poUnomial.

La simplificación de este procedimiento de modificación se trató de resolver de diferentes maneras. Por

ejemplo, se propuso cierta función de transferencia en lazo cerrado (con una forma triangular inferior y con

los órdenes de los ceros al infinito deseados sobre la diagonal) vista como el resultado de la multiplicación
de un compensador sobre la función de transferencia en lazo abierto, y tratando de relacionar de cierta

manera las condiciones de modificación de la estructura al infinito con las condiciones de realizabilidad

de compensadores, tal que llegáramos a esta forma propuesta. Sin embargo el problema se compUca
debido a la no unicidad tanto del compensador, como de la retroalimentación no regular que reaüce estos

compensadores, dificultando así la generalización de la solución del problema y sin llegar a resultados

satisfactorios por este medio.

Como otra posible alternativa para la simplificación de este procedimiento de modificación, se trató

de relacionar de alguna manera, la descomposición de los subespacios S* y TZ* vista en la sección 4.1, con

algunas formas canónicas de los sistemas multivariables, tales como la forma canónica de Brunovsky, la

forma canónica de Morse y la forma semicanónica de Morse. Recordemos que esta descomposición de los

subespacios S* y TZ* es el punto de partida para la modificación de la estructura al infinito, por lo que

relacionar alguna de estas formas semicanónicas con la descomposición reduciría este procedimiento.

Entonces, como resultado principal de este trabajo, se logró demostrar que la forma semicanónica

de Morse cumple con esta descomposición necesaria para la modificación de la estructura al infinito,
reduciendo así el procedimiento de ciertamanera (sección 5.2), y con la ventaja de que se pueden identificar

y asignar fácilmente los vectores para encontrar la retroalimentación correspondiente que modifique la

estructura al infinito de una manera deseada.

Aprovechando que para este procedimiento a partir de la forma semicanónica de Morse el sistema

retroalimentado (después de la modificación de los ceros al infinito) resulta cuadrado, vimos como una

función de transferencia para un sistema cuadrado, puede ser llevada a una forma triangular inferior y
con ciertas características, por medio de retroalimentación regular de estado.

87
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Otro punto importante relacionado con el estudio de la modificación de la estructura al infinito y que

observamos, es cómo la retroalimentación tal que modifique la estructura al infinito, puede modificar, a

su vez, otros invariantes estructurales del sistema, tales como controlabiUdad y ceros finitos del sistema.

Como trabajo futuro de este trabajo de tesis, podemos considerar la modificación de la estructura al

infinito garantizando otras modificaciones estructurales a la vez. Por ejemplo, un trabajo interesante sería

dar las condiciones para la modificación de la estructura al infinito de un sistema controlable, garantizando
controlabiUdad en lazo cerrado. También, como trabajo futuro de investigación, podemos considerar la

modificación de la estructura al infinito desde un enfoque puramente polinomial y, por último, resolver

la modificación de la estructura al infinito sin considerar las restricciones que se tomaron en cuenta para

la forma semicanónica de Morse.



Apéndice A.

Este apéndice consta de dos partes. En la primera parte se presenta la forma de Smith-McMillan de

una matriz racional H(s), la cual es utilizada en el Capítulo 1 para definir los ceros y polos finitos de un

sistema. En la segunda parte se verán algunas herramientas matemáticas para posteriormente introducir

la forma de Smith-McMillan al infinito de una matriz racional, que se utiliza para definir los ceros al

infinito de un sistema multivariable en la sección 2.3.

A.1 Forma de Smith-McMillan de una matriz racional.

En esta parte se presenta primeramente la forma de Smith de una matriz polinomial, y después se

define la forma de Smith-McMillan de una matriz racional.

Definición A.1 Una matriz polinomial cuadrada no singular U(s), cuya inversa es polinomial, es cono

cida como matriz unimodular. Notemos que una matriz polinomial i/(a) es unimodular si y sólo si el

determinante de Í7(a) es una constante diferente de cero.

Teorema A.1 Forma de Smith.

Sea Q(s) una matriz poUnomial de dimensiones pxm. Entonces existen matrices unimodulares U(s)
y V(s) y una matriz única A(a), tales que

U(s)Q(s)V(s) = A(a)

donde la matriz A(a), dada por

A(a)

r = rango normal de Q(s)

se conoce como la forma de Smith de Q(s).

Los polinomios {Aj(a)}, conocidos como los polinomios invariantes de Q(s), son polinomios mónicos

(coeficiente correspondiente al elemento de mayor grado del polinomio igual a 1) y únicos que satisfacen

la propiedad de divisibilidad

Ai(a) | Ai+i(a), (es decir, A¡(a) divide Ai+i(a)) i = 1, ■ • •

,r
- 1

Ai (a)

Xr(s)

89
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Demostración. Véase [14]. ■

Existe una relación entre las matrices unimodulares y las operaciones elementales sobre una matriz

polinomial. Definamos las operaciones elementales sobre una matriz polinomial para, posteriormente,
mostrar dicha relación.

Las operaciones elementales por columnas sobre una matriz poUnomial las podemos definir de la

siguiente manera

1.-Intercambiar de posición dos columnas i, j [q <—> c,*].

2.-Multiplicar columna i por un número real r/0 [q
—> rci, r € R]

3.-Sumar a la columna i la columna j multiplicada por un polinomio a(s) [q
—*■

c¡ + a(a)ej*].

Las operaciones elementales por renglones se definen de forma análoga.

Dada una matriz poUnomial A(s) cualquier conjunto de operaciones elementales por columnas sobre

A(s) es equivalente a multiplicar por la derecha a A(s) por una matriz unimodular, digamos U(s). De
una manera similar, cualquier conjunto de operaciones elementales por filas sobre A(s) es equivalente a

multiplicar por la izquierda a A(s) por una matriz unimodular, digamos V(s).

Dado lo anterior, notemos que la forma de Smith de una matriz polinomial Q(s), se puede obtener

por medio de operaciones elementales por filas y por columnas sobre Q(s).

Además si definimos

Ai(a) = el máximo común divisor mónico de todos los menores ixi de Q(s), i = 1, ...,r.

podemos identificar

Xi(s) = £l% para ¿=l,...,r

donde

A0(a) = 1

véase [14].

Ejemplo A.1 Forma de Smith.

Para la siguiente matriz polinomial Q(s), por medio de operaciones elementales, encontremos su forma
de Smith

Q(s) =

0 a-3

2a - 4 a-l

0 2a -2
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Primero, llevemos uno de los poUnomios de menor grado a la posición (1,1), lo podemos hacer, por

ejemplo, con c¡ «-» c2, de lo que resulta la matriz

a-3 0

a-l 2a - 4

2a -2 0

a-3 0

1 a-2

2a -2 0

1 a-2
'

a-3 0

2a -2 0

Ahora bien, por medio de la operación f2 —> /i -f2 a la matriz anterior obtenemos

Al intercambiar las filas, 1 y 2, queda la matriz

Si aplicamos las operaciones f2 -> /i(a - 3) - f2 y f3 —> /¡(2a -

2)
- f3 tenemos que

1 a-2

0 (a - 3)(a - 2)
0 (2a-2)(a-2)

Ahora con operaciones por columnas, si c2 —* ci (s
—

2) —

c2 entonces la matriz resultante es

1 0

0 -(a - 3)(a - 2)
0 -(2a-2)(a-2)

Siguiendo un procedimiento similar, si aplicamos las operaciones f3 —> —2/2 + f3, f2 —» (1/4) f2 y

h —* f2(s—3)+f3, llegamos a las matrices

1 0

0 4(a
-

2)
0 -(a-2)(a-3)

1 0

0 (a-2)
0 -(a-2)(a-3)

y finalmente

Smith Q(s) =
1 0

0 (a-2)
0 0

Forma de SmithMcMillan de H(s).

Dada una matriz racional 77(a), con entradas en la forma reducida (son factores primos, el numerador

y el denominador), la podemos re-escribir como:

donde

d(s) = mínimo común múltiplo mónico de los denominadores de todas las entradas de 77(a).

Entonces d(s)H(s) = N(s) es una matriz polinomial y podemos escribir
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d(a)H(a) = N(a) = Ui(a)A(s)U2(s)

donde {Ui(s)} son matrices unimodulares y A(a) es la forma de Smith de N(s).

Tenemos entonces que

Ur\s)H(s)U2-1 = ^=diag{^}

Si tomamos los elementos en su forma reducida de la matriz racional A(a)/d(a), podemos escribir

Ai (a) _ e<(a)

d{3)
~

T~(7j

donde

{ei(s),ipi(s)} son polinomios coprimos, i =!,■■■ ,r

Finalmente tenemos que

donde la matriz M(s), dada por

r = rango normal de 77(s).

77(a) = Ui(a)M(a)U2(a)

M(a) =
diag{ei(a)/i¡ji(a)} 0

0 0

se conoce como la forma de Smith-McMillan de 77(a).

Nótense las propiedades siguientes

V>i+i(s)|^i(a) i = l,...,r-l (Al)

€i(s) | £i+i(a) z = l,***,r-l (A.2)

d(s) = rp1(s) (A.3)

De la matriz racional A(s)/d(s) y de la ecuación -^-4^ = ^A podemos ver que las propiedades (A.1)
y (A.2) se cumplen. Para (A.3), veamos que si d(s) =-¿ Vi(s')- entonces, de la ecuación ei(s)/ip1(s) =

Xi(a)/d(a), se tiene que d(s) y Ai (a) deberían tener un factor común, y por lo tanto lo tendrían todos los

elementos de A^(a), con lo que se contradice la definición de d(s).
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Ejemplo A.2 Forma de Smith-McMillan.

Consideremos la matriz racional propia H(s) =

Smith-McMillan de H(s) tenemos lo siguiente:

0 ¿I
2(s-2) 1

(a-l)(»-3) a-3

o A,

. Para obtener la forma de

En este caso, el mínimo común múltiplo mónico de los denominadores de todas las entradas de 77(a)
es d(s) = (a — l)(a — 3), por lo que

N(s) = d(s)H(s) =
0 a-3

2a - 4 a-l

0 2a -2

Del ejemplo anterior, ejemplo A.1, tenemos que

Smith N(s)

1 0

0 a-2

0 0

Finalmente obtenemos la forma de Smith-McMillan de 7í(a) de la siguiente manera

"M = 5» -
(a-l)(a-3)

0

n s ¿
0

(s-l)(s-3)

0 0

A.2 Forma de Smith-McMillan al infinito de una matriz racional.

Antes de definir la forma de Smith-McMillan al infinito de 7í(a) es necesario introducir algunas
definiciones y propiedades de las funciones racionales.

Definición A.2 Funciones racionales propias.

Sea Rp(a) el conjunto de funciones racionales propias de la forma h(s) = 4-4, donde a(s) y b(s) son

polinomios y deg a(s) > deg b(s).

Con las operaciones de multiplicación y adición de funciones racionales, se puede ver que Mp(a) es un
anillo conmutativo.

El grado de la función racional propia h(s) = 44, denotado como degp h(s), se define de la siguiente
manera: degp h(s) = deg a(s)

—

deg b(s), es decir, se define como el "grado relativo" de h(s).

Con esta definición de grado, se tiene que Rp(a) es un anillo Euclidiano, es decir, para cualquier

h(s),g(s) € Rp(s)3q(s),r(s) € Rp(a) tal que h(s) = g(s)q(s) + r(s), donde r(s) = 0 ó

degp r(s) < degp g(s).
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Las unidades en el anillo Rp(a) son aquellas funciones racionales u(s) para las cuales 3v(s) € Rp(a)
tal que u(s)v(s) = 1. Estas unidades se conocen como funciones racionales bipropias.

Lema A.1 Unidades de Rp(a).

La función racional propia u(s) es una unidad de Rp(a) si y sólo si deg u(s) = 0, es decir, u(s) no

tiene ni ceros ni polos al infinito.

Consideremos ahora el conjunto de matrices racionales propias Rgxm(a). Si p = m entonces RPxp(a)
es un anillo no conmutativo.

Las unidades en R£xp(a), es decir, aquellas matrices racionales propias cuya inversa también es racional

propia, se conocen como matrices bipropias o matrices R (a)-unimodulares y no tienen ni polos ni ceros

al infinito.

De una manera similar a las matrices unimodulares, las matrices bipropias, corresponden a operaciones

elementales sobre el conjunto de las funciones racionales. Definamos las operaciones elementales por filas

(columnas) sobre Rp(a) aplicadas a una matriz 77(a) de la siguiente manera

L- Intercambiar 2 filas (columnas) de H(s).

2- Multiplicar una fila (columna) de 77 (a) por una función racional bipropia.

3.- Sumar a una fila (columna) otra fila (columna) multiplicada por una función racional propia.

Las matrices bipropias por la derecha sobre 77(a) corresponden a operaciones elementales por columnas

sobre 7í(a), de una manera análoga, las matrices bipropias por la izquierda sobre 7í(a) corresponden a

operaciones elementales por filas sobre 77(a).

Teorema A.2 Forma de Smith-McMillan al infinito.

Sea 77(a) € Rpim(a) la función de transferencia del sistema (A,B,C). Existen matrices bipropias

Bi(a) y B2(a) tales que:

Bi(a)7í(a)B2(a) = M00(a) = dia9{TkYi=i 0

0 0

donde n¡ son enteros positivos que corresponden a los órdenes de los ceros al infinito de 77(a), los cuales

satisfacen la propiedad

ni+i > ni para i = í,...,r — 1.

y r
= rank H(s). La matriz Moo(a) es conocida como la forma de Smith-McMillan al infinito de 77(a).

Demostración. Véase [Hj. ■

Ejemplo A.3 Forma de Smith-McMillan al infinito.

Consideremos la siguiente matriz

H(s) =

r 1 1 -i

(s+2)**

-6

(a+l)(a+2)

a-3

(a+2)-- JL (a+l)(s+2)2
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Veamos como, mediante operaciones elementales sobre H(s) en el anillo de las funciones racionales propias,

podemos obtener la forma de Smith-McMillan al infinito de H(a).

Primero debemos llevar uno de los elementos de menor grado relativo a la posición (1,1), por medio

de intercambio de filas y columnas (/\ <-*• fj y Cj «-*• c¡) y después proceder con las demás operaciones
elementales. En este caso por medio de las operaciones /i <-»■ /2 y posteriormente, a la matriz resultante,

ci *-* c2 resulta la matriz

{¿W (»+l)(a+2)*>

1 1

(a+l)(a+2) (a+2)a

Por medio de ci
—► ( fcjfh ) ci tenemos

(a+l)(a+2)2

a+2 1

(a+l)(a-3)s (a+2)2

Ahora aplicando c2
—» c2+ (

(3+1)(3+2\i ) ci a la matriz anterior, llegamos a

a+2 (a+l)2(a-3)+6(a+2)
(a+l)(a-3)a (a+2):í(a-(-l):'(a-3)

Si ut ilizamos f2 —» /2 — ( ^^ffe^ ) /i >
resulta la matriz

n (a+l)*i(a-3)+6(a+2)
0 \,+2)H3+iy>(3-3)' J

Finalmente por medio de /2 —* ( ,i([8+i|!i;,^3|+6(a+2)) ) f2 obtenemos que

Moo(a) =
0 i

es la forma de Smith-McMillan al infinito de 77(a).
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Apéndice B.

En este apéndice se introducen los conceptos de interactor de un sistema y algunos resultados sobre

la realizabilidad de compensadores dinámicos. Estos conceptos son utilizados en los Capítulos 5 y 6, para
estudiar el problema simultáneo de modificación de la estructura al infinito y obtener una función de

transferencia en lazo cerrado con una forma particular.

B.l Interactor de un sistema.

Para la función de transferencia H(s), de un sistema (A,B,C), existe una matriz poUnomial única

•5(a), llamada interactor del sistema. Esta matriz, introducida en [25] es invariante bajo retroaUmentación

regular de estado y juega un papel importante en algunos problemas de control, tales como desacoplamien
to de sistemas y seguimiento de salida.

Uno de los puntos importantes que cabe mencionar, es que el interactor de un sistema $(a) tiene una

forma particular (triangular inferior), y sus elementos cumplen con ciertas condiciones de divisibilidad,

como veremos a continuación.

Teorema B.l Interactor de un sistema.

Sea Tí (a) la función de transferencia del sistema (A,B,C), donde rank H(s) = p. Entonces existe

una matriz bipropia B(s), de dimensiones mxm, y una matriz poUnomial triangular inferior única $(a),
de dimensiones pxp, conocida como el interactor del sistema, tales que

77(a)B(a)=[$"1(a) 0],
donde <$(a) es de la forma

*(.) =

L Ms)
con /i, enteros positivos, y para i > j,

4>¡j(s)s~fi es un polinomio divisible por a, o bien 4>íj(s) = 0.

Demostración. Véase [25]. ■

La matriz •S_1(a) es de hecho la forma de Hermite por columnas de 77(a) en el anillo de las funciones

racionales propias [25]. Esta matriz está dada por

*-*(<) =

Vpiis)

97
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donde <fiij(s), i,j
= 1, ...,p, son funciones racionales estrictamente propias que satisfacen

(Pij(a) = 0 ó degp tpi;¡(a) < degp <ptí(a) = fu

y degp <fiij(s) es el grado relativo de fij(s) (ver Definición A.2).

Si 77(a) es una matriz racional cuadrada, entonces la matriz bipropia B(s), tal que

77(a)B(a)=-$-1(a),

es única.

B.2 Realización de compensadores.

Considere una retroalimentación de estado regular u(t) = Fx(t) + Gv(t) actuando sobre el sistema

(A, B,C). La función de transferencia del sistema en lazo cerrado está dada por

HF,G(s) = G(a7
- A - BF^BG.

Realizando algunas manipulaciones algebraicas en la ecuación anterior, se puede llegar a que

77F,G(a) = G(a7
- A)~lB [lm

-

F(sln
- A^B}'1 G

donde 77(a) = G(a7
- A)~XB es la función de transferencia del sistema y [lm

—

F(sln
—

A^B] G

es una matriz bipropia. Entonces, el efecto de la retroalimentación regular actuando sobre el sistema

(A, B, C) puede ser representado como una matriz bipropia (compensador dinámico) multiplicando por

la derecha a la función de transferencia del sistema 77(a).

El problema inverso, es decir, bajo qué condiciones una matriz propia multiplicando por la derecha a

7í(a) es equivalente a una retroaUmentación de estado, es conocido como realización de compensadores

por retroalimentación. Entonces, se dice que un compensador Q(s) es realizable por retroalimentación de

estado si existe (F, G) tal que

Q(a)=[7m-F(a7n-A)-1B]"1G.
A continuación se presentan las condiciones necesarias y suficientes para que un compensador no

singular dado pueda ser realizable.

Teorema B.2 Realización de compensadores.

Sean ./Vi (a) y D(s) una factorización coprima derecha del sistema (A, B,7„) con D(s) reducida por

columnas, y sea Q(a) un compensador no singular. Entonces Q(s) es realizable por retroalimentación de

estado si y sólo si

i) Q(s) es una matriz bipropia, y

ü) Q~1(s)D(s) es una matriz polinomial

Demostración. Véase [10]. ■

Estos conceptos, acerca de realizibilidad de compensadores, serán utilizados en los Capítulos 5 y 6 de

este trabajo.
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