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Resumen.

En esta tesis se presenta una modificacion del teorema de verificacién, el
cual es utilizado para la obtencién de controles 6ptimos. Esta modificacion
se basa en el engrosamiento de filtraciones. Se muestra su aplicacién en la
eleccién de portafolios éptimos.

Abstract.

In this thesis is presented a modification of the verification, wich is used
for obtaining optimal controls. This modification is based on enlargements
of filtrations. It shows an aplication of this theorem to calculate optimal
portfolios.
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Notacion y abreviaciones

R Conjunto de los niimeros reales.

R, Conjunto de los niimeros reales positivos.

R™ {(z1,...,x,|z; € R)}.

N Conjunto de los niimeros naturales.

B(R) o-dlgebra de Borel.

C(R) Conjunto de funciones continuas.

C™(R) Conjunto de funciones con n-ésima derivada continua.
A¢ Complemento del conjunto A.

0A Frontera del conjunto A.

A Cerradura del conjunto A.

14 Funcién caracteristica del conjunto A.

g—i Derivada parcial de f respecto a la variable x.
x Ay Minimo entre = y y.

x V y Maximo entre z y y.

inf A Infimo del conjunto A.

sup A Supremo del conjunto A.
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P Medida de probabilidad.
A x B {(a,b)|la € A,b € B}.
v.a. Variable aleatoria.
v.a.'s Variables aleatorias.
c.s. Casi seguramente.

c.p.1 Con probabilidad 1.

EDFE Ecuacion diferencial estocéstica.



Introduccion

La economia en general es uno de principales intereses de cualquier per-
sona, familia o empresa. Esta se basa en la administracién del capital con
el que se cuenta, la creacion de riqueza y la distribucién de ésta en bienes
y servicios. Por lo tanto es de gran importancia tener un estudio exhaus-
tivo sobre el tema. La rama de las matematicas que estudia este tema es la
de matematicas financieras, por medio de la teoria de la probabilidad. La
herramienta principal de esta teoria para este tema es el calculo estocastico.
Pues éste nos permite modelar fenémenos aleatorios, como son los cambios
de nuestro capital.

Uno de los principales objetivos en matemaéticas financieras, es el estudio
de precios de activos financieros (acciones, opciones, inversiones, etc). Este
estudio es por medio del cédlculo estocastico. Es decir, el calculo estocastico
nos permite obtener un modelo de las fluctuaciones en los cambios de los
precios de los activos. Con esto nos es posible elegir estrategias de inversion
adecuadas, de tal manera que podamos maximizar la riqueza de un inversio-
nista al tiempo final de un periodo [12].

El principal objetivo de esta tesis es mostrar una modificacién del teorema
de verificacién. Asi como, las aplicaciones de éste en mercados financieros
(eleccién de portafolios). Esta modificacién es motivada por el hecho de tener
informacién extra (engrosamiento de filtraciones). Esto es debido a que, la
informacion extra sobre un mercado financiero es modelada por medio de en-
grosamiento de filtraciones y con éste se obtienen terminos extra, lo cual nos
impide utilizar el teorema de verificacion usual. Ahora bien, con los terminos
extras obtenidos, nosotros podemos elegir portafolios 6ptimos (portafolios
que maximicen nuestra riqueza al tiempo final de un periodo y minimicen
nuestros gastos).

Esta tesis se compone de cuatro capitulos, los cuales estan colocados
para una lectura m&s amena, esto es, las herramientas que se utilizaran en
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el Capitulo 2 son dadas en el Capitulo 1 y asi consecutivamente. En nuestro
primer capitulo proporcionamos las herramientas basicas de la teoria de la
probabilidad que utilizaremos. Las cuales son: variables aleatorias, procesos
estocasticos, filtraciones, tiempos de paro y martingalas, asi como algunas de
sus propiedades. Esto nos servira para poder definir lo que es un movimiento
browniano (Capitulo 2) y poder trabajar con el calculo estocastico (Capitulo
3).

En el Capitulo 2 introduciremos al lector en lo que es el movimiento
browniano [3], el cual fue descrito por Louis Bachelier in 1900 y por Albert
Einstein en 1905. Este tipo de procesos estocasticos son fundamentales en
el calculo estocastico. Esto es debido a que la base del céalculo estocastico
(Capitulo 3) se fundamenta en el movimiento browniano [28].

A lo largo del Capitulo 3, damos las bases del calculo estocéstico. Estas
bases fueron propuestas por K. Itd [7], para la definicién de integrales de pro-
cesos estocasticos respecto a otros procesos estocasticos. También daremos
una breve introduccién al célculo anticipante, asi como las aplicaciones de
éste al engrosamiento de filtraciones.

Finalmente en el Capitulo 4 presentamos las aplicaciones del calculo es-
tocdstico al problema en la eleccién de estrategias de inversién (portafolios),
cuando un inversionista cuenta con informacion privilegiada sobre el desar-
rollo de un mercado financiero. En este capitulo también se presenta el
resultado principal de esta tesis. El cual es una ligera modificacién del teo-
rema de verificacién para el caso cuando se cuenta con engrosamiento de
filtraciones. Esto es motivado por el hecho de minimizar la funcién de costos
de un inversionista, al momento de la eleccién de una estrategia de inversion.



Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo nuestro propdsito es dar las herramientas basicas que se
nesecitan para definir lo que es un movimiento browniano (Capitulo 2), asi
como todas las bases que se nesecitaran a lo largo de esta tesis. El lector
interasado en méds detalles sobre los temas puede consultar por ejemplo [6]
para variables aleatorias, valor esperado, valor esperado condicional, procesos
estocasticos y filtraciones. Para mas detalles sobre tiempos de paro se puede
consultar [2]. Finalmente un libro muy apropiado para martingalas es el de
Doob [24].

1.1 Espacios de probabilidad.

En lo que resta de este escrito se supondra que €2 es un conjunto no vacio, al
que llamaremos espacio de muestreo.

Definicién. 1 Una familia F no vacia de subconjuntos de 2 se llama o-
algebra de €2 si cumple con las condiciones siguientes:

1) Es cerrada bajo complementos, es decir, para todo A € F se tiene que

A e F.

2) Es cerrada bajo uniones numerables, es decir, para toda familia {A,, €
Fln € N} se cumple que

UA.er

n=1
Notemos que si A € F por 1) A° € F esto implica que 2 € F por la
propiedad 2) pues 2 = AU A°. En lo consecutivo supondremos que F es una

o-algebra de 2. A los elementos de F se les llama eventos.
Con esto podemos definir un espacio medible como el par (€2, F).

10
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Definicién. 2 Sea (2, F) un espacio medible. Una medida P es una funcion
P:F —[0,00] que cumple con las siguientes condiciones:

1) P(®) = 0.

2) Para cualquier coleccion de subconjuntos {A;}2, de F disjuntos a pares
(i.e. A;NA; =0 para todo i # j), se cumple que

() - S

P es la que se encarga de medir la probabilidad de un evento, por ejemplo,
P(A) es la probabilidad de que el evento A ocurra o bien tenga éxito.

A la terna (2, F, P) se le llama espacio de medida, éste es finito si P(£2) < oo
y no finito en caso contrario. En este escrito solo se tratara el caso cuando
el espacio de medidad es finito con P(€2) = 1 Lo cual nos lleva a la siguiente
definicion.

Definicién. 3 Sea (2, F, P) un espacio de medida. Decimos que (2, F, P)
es un espacio de probabilidad si P(§2) = 1.

Notemos que si A es un evento con probabilidad 0 esto no implica que éste no
pueda ocurrir, solo significa que éste tiene menos oportunidades de ocurrir
a comparacién con otros eventos con probabilidad positiva. Esto se puede
observar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. 1 Supongamos que dejamos caer una moneda en un rectangulo,
éste estd dividido exactamente a la mitad por una linea de grosor despreciable.
En este caso nuestro espacio de muestreo €2, consiste de la posicion en donde
cae la moneda. Ahora bien, consideremos los siguientes eventos:

o A= {Mas del 50% del drea de la moneda cae dentro del lado derecho}
e B={Mids del 50% del drea de la moneda cae dentro del lado izquierdo}
e C' = {La moneda cae exactamente en el centro}

Tenemos que F = {0,A,B,C;AU B, AUC,BUC,Q} con P(A) =1/2 y
P(B) =1/2, entonces

Pero el evento C' puede ocurrir en algun determinado momento.
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Sean dos funciones f,g : @ — R. Decimos que f = g casi seguramente
(c.s.) si se cumple que f(z) = g(z) Vz € QN A¢, donde A es un conjunto
despreciable (P(A) = 0). También diremos que f = g con probabilidad 1
(c.p.1), si f = g c.s. en un espacio de probabilidad, es decir, si existe un
Qo C 2 tal que P(Qy) =1y f(w) = g(w) para todo w € Q.

Observacién. 1 Sean Q = {a,b,c¢} C R, F = {0,{a},{b,c},Q} y P una
medida de probabilidad sobre F, con P({a}) = 1. Definimos las siguientes
funciones del espacio de probabilidad (Q, F, P) sobre (2,292, P) (donde 2% es
el conjunto potencia de ) por

flz)=2 & gx)=a VreQ

Notemos que g es medible por ser constante y ademds f = g c.s. dado que
P{f(z) # g(x)|z € Q}) = P({b,c}) = 0, pero la funcion f no es medible
(ver Definicion 6) ya que f~*({c}) = {c} & F.

Para evitar este problema cuando definamos igualdades (desigualdades) c.s
debemos tener en cuenta lo siguiente.

Definicién. 4 Un espacio de medida (S0, F, P) es completo si para todo A €
F tal que P(A) = 0 y dado B C A se tiene que B € F y por lo tanto
P(B) =0.

Siempre que especifiquemos un espacio de medida (€2, F, P) se supondra que
éste es completo.

Definiciéon. 5 Se dice que dos eventos A, B € F son independientes si
P(ANB)= P(A)P(B)

Ejemplo. 2 Se tira un volado con una moneda balanceada y un dado equi-
librado. ;Cudl es la probabilidad de que el resultado sea un sol y un nimero
menor a 32. Dado que obviamente el resultado del primer volado no afecta
el resultado del dado, pues son objetos totalmente idenpendientes, entonces
podemos calcular esta probabilidad como

P(SN D) = P(S)P(D) = (%) (%) -3

Donde S es el evento donde el volado es sol y D = {1,2} es el evento el
numero es menor a 3. Notemos que esta probabilidad también se puede cal-
cular tomando en cuenta que hay 12 resultados posibles y solo tomaremos dos
S1,52 en nuestro experimento, por lo tanto la probabilidad es la de elegir 2
eventos entre 12 resultados posible, es decir, de 2/12 = 1/6.
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Definicién. 6 Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad y (A, A) espacio
medible. Una funcion X : Q — A se dice que es una variable aleatoria (v.a.)
si X es una funcion (F, A)-medibe o simplemente F-medible si A = B(R),
es decir, si X cumple con

X' (ByeF VBedA

Para nuestro propésito solo tomaremos el caso cuando nuestra variable aleato-
ria X es una funcién de variable real, es decir, X va de (©2,F) a (R, B(R)),
donde B(R) es la o- édlgebra de Borel de R.

Utilizaremos la notacion dada en la literatura para definir a las preimagenes
de los boreleanos como:

[X € B] = X_l(B) ={w e Q|X(w) € B} VB e B(R)
en particular, tenemos que
(X <2]=X"(~00,7]) = {w € QX (w) € (—00,2]} VreR

Definiciéon. 7 Sea X : Q@ — R una funcion. Definimos la o-dlgebra gene-
rada por X como

o(X)=(F

Fel

donde I es el congunto de todas las o-dlgebras sobre Q0 que contienen X ' (B(R)).
En particular si X es una v.a. tenemos que

o(X) = X1 (B(R))

Definicién. 8 a) Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y I C R. Di-
remos que las sub o-dlgebras {A;}icr de F son independientes si para todo
subconjunto finito J de I y todo A; € A; tenemos que

b) Diremos que las variables aleatorias {X;}ie; son independientes si sus
o-dlgebras generadas {o(X;)}ier son independientes.

Definiciéon. 9 Dada una v.a. X definimos su funcion de distribucion Fx
como:

Fx(z)=P(X <z]) VzeR
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Si ademds se tiene que F'x puede ser expresada como:

Fy(z) = /OO £(s)ds

Se dice que Fx es absolutamente continua y a f se le conoce como la funcion

de densidad de X .

Definicién. 10 Sea I C R. Una familia de variables aleatorias {X;|t € I}
se dice que son independientes e identicamente distribuidas (i.i.d.), si éstas
son independientes y todas tienen la misma funcion de distribucion, es decir,
para todo conjunto finito I C 1, el conjunto {X;i|i € 1:} es una familia de
v.a.’s independientes y

FXZ-:FXJ- VZ,]E[
1.1.1 Valor esperado.

Definicién. 11 Sea X una v.a., definimos su valor esperado por

B(X) = /Q XdpP

si X es integrable con respecto P, esto es, si tenemos que
E(|X]) :/ | X|dP < o
Q

De esta manera el valor esperado de una v.a. X es la integral de ésta sobre
todo el espacio €2 respecto a la medida de probabilidad P.

Ejemplo. 3 Sea X una v.a. tal que X () =J,— {z;} donde z; € R, para
todo1 € N yx; # x; sii # j, entonces su valor esperado estd dado por

E(X) = /QXdP = miP([X = x))

de donde X es integrable si la ultima serie es finita.

Definicién. 12 Sea p > 1. Definimos al conjunto de variables aleatorias
modulo 0 c.s. X : 2 — R tales que su valor absoluto elevado a la potencia p
es integrable como LP(SY), es decir,

LP(Q) = {X : Q — R|E(|X]?) < 0o}

Notemos que X es el representante de clase modulo 0 c.s.
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Definicién. 13 Sean k € N y una v.a. X, definimos su k-ésimo momento
(si éste existe) por

E(XF)
en particular es importante el primer momento conocido como media y de-
notado por . Ademds definimos su k-ésimo momento centrado por

E((X — E(X))")

el seqgundo momento centrado de X es llamado varianza y es denotado por

Var(X) o bien o2,

Dado que el valor esperado esta definido como una integral, entonces éste
es un operador funcional F : LP(Q2) — R que cumple con las propiedades
siguientes sobre la integral:

1) El valor esperado es lineal, es decir, dados X, Y € L'(Q) y a,b € R se
tiene que E(aX +bY) = aFE(X) +bE(Y).

2) Si0< X <Y c.p.1 Entonces E(X) < E(Y)

3) Teorema de convergencia monétona. Sea {X,}°°, una sucesién
de variables aleatorias positivas no decreciente, definidas en un espa-
cio de probabilidad (€, F, P) tales que para cada w € € se tiene que
lim,, o X, (w) = X (w), entonces

lim E(X,) = E(X)

(incluso si E(X) = 00).

4) Teorema de convergencia dominada. Sea {X,,}2° , una sucesion de
variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P)
que satisfacen: lim, ., X,(w) = X(w) para cada w € Q) y existe g €
L'(Q) tal que |X,| < g para todo n € N, entonces X € L'(Q) y se
tiene que

lim E(X,) = E(X)

5) Lema de Fatou. Sea {X,}>°, C L'(Q2) una sucesién de variables
aleatorias no negativas definidas en un espacio de probabilidad (€2, F, P).
Entonces

E <1im men> < lim inf B(X,)
n— oo n—oo
El lector interesado en las demostracion de estas propiedades las puede
consultar en el libro de Gut [6]. También en éste se pueden consultar la
siguiente proposicion.
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Proposicion. 1 Para toda variable aleatoria positiva X existe una sucesion
{X,}2, € LYQ) de variables aleatorias simples positivas no decreciente
tales que lim, ., X, = X.

Proposicién. 2 Sean X,Y € L'(Q) dos variables aleatorias independientes.
Entonces

E(XY) = E(X)E(Y)

Demostracion. Supongamos que X, Y son variables positivas independientes
simples, entonces éstas admiten las siguientes representaciones

X=Ywlpy Y=Y ulyy
i=1 =1

de donde
E(X)=) wP(X =] EY)=> uP(Y =y
luego

(sz (X= xl]zykl[Y yk])
= (szz (X =] ykl[Y yk]>

=1 k=1

ZE Tilix=a YLy =y.)
=1 k=1

=) Z%ykp i), [Y = yi))

=1 k=1

=33 wP (X = ) P([Y =)

i=1 k=1

=> aP( ZykP = usl)
=1

= E(X)E(Y)

donde la tercera y cuarta igualdad se cumplen por las propiedades del valor
esperado y la quinta por independencia de las variables aleatorias. Ahora
bien, supongamos que X, Y son v.a.’s positivas, entonces de la Proposicion 1
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existen { X, }°°,, {Y,}52, sucesiones de variables aleatorias simples positivas
crecientes que convergen a X, Y respectivamente y por lo tanto X,,Y,, es una
sucesion de variables aleatorias simples creciente que converge a XY, por la
Proposicién 2 se tiene que lim,, o, E(X,) = F(X), lim, ., E(Y,) = E(Y )y
lim, o E(X,Y,) = E(XY), entonces

E(XY) = lim E(X,Y,)

- Jim BOG)E(Y)
= n, Bl) i B(Y)
= B(X)B(Y)

donde la segunda igualdad se cumple por lo antes demostrado para variables
aleatorias simples. Ahora bien si X,Y € L!}(Q) basta tomar sus partes
positivas y negativas para concluir con la demostracion.

Definicién. 14 Sean X, Y € L*(Q) dos variables aleatorias. La covarianza
de X,Y estda dada por

Cou(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)))

1.1.2 Valor esperado condicional.

En el estudio de fenémenos aleatorios, es decir, fenémenos que tienen mul-
tiples resultados posibles, es importante tener en cuenta su comportamiento
debido a alguna informacion que lo afecta o bien si éste evoluciona con el
tiempo, entonces a un tiempo dado nosotros contamos con la informacién de
los eventos que ya han ocurrido hasta ese momento. En esta seccién vemos
como se comporta el valor esperado de una v.a. X respecto a la informacion
que poseemos.

Definicién. 15 Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad, X € L'(Q2) y G
una sub o-dlgebra de F. La esperanza condicional de X dado G es definida
como la unica variable aleatoria E(X|G) G-medible (ver Definicion 6) tal que

E(XY)=E(E(X|9)Y)
para toda v.a. Y G-medible y acotada.

E(X|G) esté bien definida por el teorema de Radom-Nikodym, el lector in-
teresado en esto puede consultar Kuo [14].
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Lema. 1 Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, G una sub o-dlgebra
de F y X una v.a. F-medible no negativa. Entonces existe una unica v.a.
E(X|G) no negativa y G-medible tal que

E(XY)=E(E(X|9)Y)

para toda v.a. no negativa Y G-medible y esta esperanza condicional con-
cuerda con la dada en la Definicion 15 cuando X € L*(f2).

Demostracién. Ver demostracion del Lema 23.1 en Protter [9].

La esperanza condicional cumple con las siguientes propiedades (se en-
tendera que todas las igualdades y desigualdades dadas son c.p.1): sean X,
Y € LY(Q) v.a.’s y G una sub-o-dlgebra de F, entonces

1) E(E(X|G)) = E(X) por lo tanto E(X|G) € LY(Q).

N}

Si X G-medible, entonces E(X|G) = X.

w

Si X es independiente de la o-dlgebra G, entonces F(X|G) = E(X).

o

SiY es G-medible y E(XY') < oo, entonces E(XY|G) =Y E(X|G).

S ot

Si X <Y, entonces E(X|G) < E(Y|G).

~J

[E(X]9)] < E(1X]|g).

oo

)
)
)
)
) Si H es una sub-o-dlgebra de G, entonces E(X|H) = E(E(X|G)|H).
)
)
) E(aX +bY|G) = aE(X|G) + bE(Y|G), Ya,b € R,

)

9) Teorema de convergencia mondétona. Sea {X,}>2; C L'(Q2) una
sucesion de variables aleatorias positivas no decreciente, definidas en
un espacio de probabilidad (2, F, P) tal que lim, ,,, X,, = X c.p.1.
Entonces

lim E(X,|G) = E(X|G) cp.l

n_, 00

En el sentido de que si F(X) = oo, entonces E(X|G) se define como
en el Lema 1.

10) Teorema de convergencia dominada. Sea {X,,}>° ; una sucesién de
variables aleatorias definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P)
que satisface lim,,_,o, X, = X c.p.1 y existe g € L'(Q) tal que | X,,| < g.
Entonces

lim F(X,|G) = E(X|G) cp.l.

[N
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Notemos que E(X|G) estd bien definida por el teorema de convergencia
dominada para v.a.’s.

11) Lema de Fatou. Sea {X,}2°, C L'(Q) una sucesién de variables
aleatorias no negativas definidas en un espacio de probabilidad (2, F, P).
Entonces

E ( lim iann]Q> < lim inf £(X,|G) cp.1
n—oo n—o0

En el sentido de que si E(lim,,_, inf X,,) = 0o, entonces se define

E(lim,,_, inf X,,|G) como en el Lema 1.

1.1.3 Procesos estocasticos y filtraciones.

Cuando estamos estudiando un experimento aleatorio que esta evolucionando
con el tiempo, por ejemplo el valor de las acciones en un mercado financiero,
la propagacion de un virus en una comunidad, etc. Es necesario tener en
cuenta que éste depende del tiempo, por lo tanto es natural considerar lo
siguiente.

Definicién. 16 Un proceso estocdstico es una funcion X : Q x [0,T] — R
tal que para cada t € [0,T] X;: Q@ — R es una v.a.

En la definicién anterior hacemos hincapié en que 7' € (0, c0), pero este puede
tomar el valor co y en este caso la definicién sera en [0,00). A las funciones
X (w) : [0,7] = R con w € Q se les llama las trayectorias del proceso X o
simplemente las trayectorias de X.

Observaciéon. 2 En la literatura hay muchas formas de definir un proceso
estocdstico, por ejemplo: un proceso estocdastico X es una familia de variables
aleatorias {X; : @ — R|t € [0,T]}. Todas éstas son equivalentes.

Ejemplo. 4 Un virus en una poblacion humana estd creciendo de manera
exponencial. Al tiempo ty se prueba una nueva vacuna creada por un labora-
torio. Este laboratorio tiene un 80% de éxito en las vacunas que fabrica. Si
la vacuna funciona, entonces no habrda mds casos, en otro caso, la poblacion
infectada sequira creciendo.

Aqui, T=o0, Q = {s, f} donde s := la vacuna tiene éxito y f:=la vacuna
fracasa. Sea X; el numero de personas infectadas al tiempo t, entonces

el sit <ty

e st >ty

Xi(n=¢ & xe={
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Definicién. 17 Decimos que una funcion f : [0,7] — R es de variacion
acotada en el intervalo [0,t] cont € [0,T) si

Slipz |f(ti) — f(ti-1)] < o0

donde el supremo se toma sobre todas las particiones m := {0 = to, t1, ..., t, =
t} del intervalo [0,t]. Denotaremos por Vi(f) al supremo anterior.

Definicién. 18 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Una familia de
o-dlgebras {F; |t € [0, T]} sobre Q2 se llama filtracion si ésta cumple con:

1) F; C F para todo t € [0,T]

2) Dados 0 < s <t <T, se tiene que Fs C JFy

Al hablar de una filtracién lo que se entiende es que al tiempo t tenemos
la informacién F;, es decir, F; esta conformado de todos los eventos que
han ocurrido hasta el tiempo ¢. Adema&s conforme el tiempo transcurre la
informacion que tenemos puede incrementar.

Definicién. 19 Sea X = {X;|t € [0, T|} un proceso estocdstico. Entonces:

a) Se dice que X es un proceso medible si éste es una funcion medible
respecto a la o-dlgebra producto F @ B([0,T1])), es decir,

XA e FeB(0,T]) VAcB(R)

b) Un proceso X se dice que es es Fy-adaptado si éste es adaptado a la
filtracion {F|t € [0,T]}, es decir, dado t € [0,T] se tiene que X; es
Fi-medible, esto es,

XA eF  vtel]o,T], A< B(R)

c¢) La filtracion definida por FX = o({X,|s < t}) se llama filtracién
generada por X. Donde o({X;|s < t}) es la o-dlgebra mds pequena
que contiene a la familia {X;7'(B)|s € [0,t], B € B(R)}

d) Decimos que un proceso estocdstico X es progresivamente medible si
para todo t € [0,T] la restriccion del proceso X a 2 x [0,t] es F; ®
B([0,t])-medible, en particular, todo proceso que es adaptado y continuo
a la izquierda (o bien a la derecha) es progresivamente medible.

e) Un proceso estocdstico es de tipo cadlag si tiene trayectorias continuas
a la derecha con limites a la izquierda.
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f) Se dice que un proceso es predecible si éste es medible con respecto a la
o-dlgebra generada por todos los procesos adaptados que tiene trayecto-
rias continuas a la izquierda. A esta o-dlgebra se suele denotar por P,
ast

P =0c(A)

donde A = {X : Q2 x [0,00) = R| X es adaptado y tiene trayectorias
continuas a la izquierda}

En este escrito en el caso de no especificar la filtracion con la que se esta tra-
bajando supondremos que, ésta es la filtracién generada por nuestro proceso
estocéstico.

Definicién. 20 Sean dos procesos estocdsticos X = {X;|t € [0,T]}, X =
{Xit € [0,T]}. Entonces:

e X es una modificacion (o version) de X si

P(X;=X)) =1 Vte[0,T]

o X es una realizacion (o es indistinguible) de X si existe un 2y C 2 tal
que P() =1y

X, =X, Vtel0,T], weQ

Definicién. 21 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad completo. Diremos
que una filtracion {F;|t € [0,T]} satisface las condiciones usuales, si ésta
cumple con lo siquiente:

i) Fo contiene a todos los conjuntos de medida cero de F.

i) La filtracion es continua por la derecha, esto es,

Fo=()F. Vte[0,T]

u>t

con la convencion de que F, = Fr si T < .

Cuando estamos estudiando un fenémeno aleatorio nos puede interesar solo
estudiarlo hasta cierto momento, es decir, cuando nuestro fenémeno cumpla
con algun requisito que necesitamos y podemos detenerlo en ese momento,
notemos que para este momento contamos con la informacién desde el prin-
cipio del estudio hasta el tiempo en que lo detenemos. Para modelar este
tiempo cuando debemos detener nuestro proceso recurrimos a los tiempos de
paro que son definidios a continuacién.
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Definicién. 22 Una funcion 7 : Q — [0,00] es llamada tiempo de paro con
respecto a la filtracion {Fi|t € [0,T]} si {w € Q|r(w) < t} € F; para toda
te0,7].

Proposicién. 3 Sea {F|T € [0,T]} una filtracion que cumple con las condi-
ciones usuales. FEntonces T es un tiempo de paro respecto a la filtracion

{F|T € [0,T]} siy solo si {w e Qr(w) <t} € F para todo t € [0,T].

Demostraciéon. Supongamos que 7 es un tiempo de paro. Entonces para
cualquier t € [0, 7] tenemos que

{weQlrw) <t} =J{welrw) <t-1/n} e F

n=1

y para t = 0, el evento {w € Q|7(w) < 0} = () estd en F,. Ahora bien,
supongamos que {w € Q|7(w) < t} € F; para todo ¢t € [0,T], dado que la
filtracion es continua a la derecha tenemos que

{we Qr(w) <t} = ﬁ{w €Qr(w) <t+1/n} € ﬁ}-ﬂri =F

de donde concluimos que 7 es tiempo de paro.

1.1.4 Martingalas y semimartingalas.

Un proceso estocastico de tipo martingala es una secuencia de variables
aleatorias en la que, en un tiempo dado, la esperanza condicional del siguiente
valor de la secuencia, dado todos los valores anteriores, es igual al valor pre-
sente. Estas son base fundamental en el cdlculo estocdstico, para un analisis
detallado sobre este tipo de procesos estocdsticos nos referimos al libro de
Revuz y Yor [24]

Definicién. 23 Un proceso estocdastico X = {X;|t € [0,T]} adaptado a la
filtracion {Fi|t € [0,T]} es llamado F;-martingala o bien martingala respecto
a la filtracion {F|t € [0,T]} si cumple con las siguientes condiciones:

i) E(|X¢|) < oo para todo t € [0,T].

ii) Dados s,t € [0,T] con s <t se cumple que E(X|Fs) = Xs.

Observacién. 3 Decimos que X es submartingala (respectivamente super-
martingala) si X cumple i) de la definicion anterior y ademds dados s,t €
[0,00) con s <t se cumple que E(X;|Fs) > X (resp. < X).
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Las martingalas tienen aplicaciones en diferentes campos, uno de ellos son
los juegos justos (decimos que un juego es justo si la probabilidad p de ganar
y q de perder son iguales), esto se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. 5 Suponga que estamos jugando a tirar volados con una moneda
con resultados sol y aguila, si cae sol, entonces ganamos un punto, si cae
aguila, entonces perdemos un punto. Sea X, la v.a. que modela el n-ésimo
volado tirado, entonces X,({sol}) = 1 y X,({aguila}) = —1. Es claro
que {X,|n € N} es una sucesion de variables aleatorias i.i.d. Considere la
sigutente variable aleatoria:

Sn:Xl—k...—i—Xn:zn:Xi

i=1
y la filtracion F, = FX. Entonces

n

E(Sp1|Fn) = E(Xni1|F) + Y E(X|F)
=1

= E(Xo41) + )X
=1

Por lo tanto S,, es una martingala si p = q, es decir, si es un juego justo.

Notemos que en el ejemplo anterior S,, es submartingala (respectivamente
supermartingala) si p > ¢ (p < q resp).

Definicién. 24 Un proceso X F;-adaptado de tipo cadlag es llamado mar-
tingala local si existe una sucesion creciente de tiempos de paro {T,}>2, con
lim,, o T, = 00 c.p.1 tales que Xiat,1{1,>0y €s una martingala para cada
n € N.

Definicién. 25 Un proceso estocdstico X = {X;|t € [0,T]} adaptado a la
filtracion {F:|t € [0,T]} se denomina semimartingala si éste puede descom-
ponerse en la forma:

Xt:Mt+At

donde M es una Fi-martingala local y A es un proceso cadlag Fi-adaptado
con trayectorias de variacion acotada en [0,t] para todo t € [0,T].
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1.1.5 Variables y vectores aleatorios gaussianos.

Las variables aleatorias gaussianas llevan este nombre pues el primero en
estudiarlas fue el famoso matemético Carl F. Gauss, una de las mas impor-
tantes propiedades esta dada por el Teorema del Limite Central. Para nuestro
interes las utilizaremos dado que los incrementos del movimiento Brwoniano
son variablles aleatorias gaussianas.

Definicién. 26 Decimos que una v.a. X € LY(Q) con funcién de densidad
f es una v.a. gaussiana (o normal) con valor esperado p y varianza o* si su
funcion de densidad estd dada por:

1 _(z-p)?
e 202

fz) =

oV 2

también se suele decir que X tiene distribucion N(u,c?).

Definicién. 27 Sea X un vector aleatorio (i.e. X = (Xy,...,X,) donde X;
es una v.a. para todo i € {1,...,n}). Definimos al vector esperado (o media)
de X por p=E(X)=(E(Xy),..., E(X,)) y a sumatriz de covarianza ® por

o =FE((X—p)X -
ast las entradas de la matriz ® estdn dadas por \; ; = Cov(X;, X;).

Definicién. 28 Un vector aletario X se dice que es gaussiano si y solo si,
para cada a € R la v.a. (X,a) =" a;X; es una v.a. gaussiana. Si X es
un vector aleatorio gaussiano con vector esperado j y matriz de covarianza
O, diremos que X tiene distribucion N(u, ®).

Teorema 1 Los componentes de un vector gaussiano X son independientes
sty solo si son no correlacionados, 1i.e.,

Cov(X;, X;) =0 parai#jconi,je{l, .. n}

Demostracién. Ver la demostracién del Teorema 16.4 en Jacod y Protrer [9]
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Movimiento Browniano.

Ahora estudiaremos uno de los procesos méas importantes en el calculo es-
tocdstico, éste es el movimiento browniano o también conocido como proceso
de Wiener. Este nombre es debido a Robert Brown [3] quien fue el primer
en observarlo al estudiar el comportamiento de los granos de polen en un
fluido y dado que N. Wiener fue el primero en darle las bases matematicas
a este proceso [28]. El movimiento browniano es utilizado en grandes ramas
de la ciencia (estadistica, fisica, biologia, etc), pues éste permite modelar y
analizar sistemas con perturbaciones aleatorias[4].

2.1 Construccion del movimiento browniano.

Definicién. 29 Un proceso estocdstico B = {B; : Q — R|t € [0,T]} es
llamado movimiento browniano si satisface las siguientes condiciones:

1) P([By=0]) = 1.

2) Para cualesquiera s,t € [0,T] con s < t, la v.a. By — By tiene dis-
tribucion gaussiana con media 0 y varianza t — s (ver Definicion 26).

3) B tiene incrementos independientes, es decir, dados
t1,to, oy ty_1,tn € [0, T] con t; < ty < ... < t,_1 < t, las variables
aleatorias By, , By, — By, ..., By, — By, | son independientes.

4) B tiene trayectorias continuas con probabilidad 1, es decir,

P({w € Q|B.(w) es continua}) = 1

25
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Si nosotros contamos con una filtracién {F;|t € [0,7]}, entonces podemos
definir nuestro movimiento browniano por medio de esta filtraciéon de la si-
guiente manera.

Definicién. 30 Un proceso estocdstico continuo B = {B|t € [0,T]} adap-
tado a la filtracion {Fi|t € [0,T]} es llamado movimiento browniano si sa-
tisface las siguientes condiciones:

1) P([By=0]) = 1.

2) Dados s,t € [0,T] con s <t se tiene que By — By es independiente de
Fs.

3) By — Bs es una v.a. gaussiana con media 0 y varianza |t — s|.

Notemos que un movimiento browniano en el sentido de la Definicién 29
es también un movimiento browniano en el sentido de la Definicién 30 con
respecto a la filtracion que genera el mismo proceso. Ahora bien, en caso
de no establecer la filtracién para la cual B es un movimiento browniano se
supondra que B es un movimiento browniano en el sentido de la Definicién
29, a su vez si especificamos la filtracién {F|t € [0,7]} para la cual B es
un movimiento browniano, entonces B es un movimiento browniano en el
sentido de la Definicién 30.

Observacion. 4 Notemos que si tenemos un proceso no necesariamente con-
tinuo que satisface las propiedades 1)-8) de la Definicion 30 o bien de la
Definicion 29, entonces por el teorema de continuidad de Kolmogorov [1]]
éste tiene una version con trayectorias continuas y asi éste tiene una version
que es un movimiento browniano.

Una pregunta que se podria hacer cualquiera es: ;Existe algin proceso que
cumpla con estas condiciones y por lo tanto sea un movimiento browniano?, la
respuesta claramente es “Si”, en la literatura hay distintas formas de contruir
ejemplos de tales procesos, daremos como ejemplo una de ellas, ésta es debida
N. Wiener.

Ejemplo. 6 (Espacio candnico de Wiener.)

Sea Q) = {w € C([0,00))|w(0) = 0}, es decir, 2 es el espacio de las funciones
continuas w : [0,00) — R tales que w(0) = 0. Vamos a considerar la o-dlgebra
F sobre Q generada por los cilindros medibles de la forma

Chy. 1,(B) ={w € Q(w(t1), ...,w(ts)) € B}
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donde ty,...,t, € [0,00) son todos dinstintos y B € B(R™). Ahora bien defi-
namos la medidad de probabilidad P en (Q,F) de la siguiente manera

P(C —00,Z1| X +++ X (—00,x,]))

/ / p(s1,0,91)p(s2 — $1,91, Y2) (2.1)

— Sp—1:Yn—1,Yn)dYn - - - dy1
donde (z1,...x,) € R™ y p es el kernel gaussiano dado por
1 (@—y)?

t,x, = e 2t
pt2,y) = ——

51,‘..,371

Por el teorema de extencion de Carathéodory y el hecho de que

/p(t, z,y)p(s,y, z)dy = p(s +t,x, 2)
R

nosotros podemos extender de manera unica la medida P sobre todo F.

El proceso Wi(w) = w(t) es un movimiento browniano. En efecto, de la
definicion de P tenemos que Wy, — Wy, es una variable gaussiana para todos
t1,ts € [0,00) asi cumple con la propiedad 2) de la Definicion 29. Dado que
Wh(w) = w(0) = 0 para todo w € ), entonces W cumple con la condicion 1)
y 4) del movimiento browniano. Dadost, < ty por la igualdad (2.1) tenemos
que

P([Wy, < x1),[Wh, — Wy, < 13))

1 [y1<zi.y2— y1<w2]p(t17 0 yl)p(tQ - tl; Y1, y?)ddeyl

2
T2yt o~ (y2—y1)%/2(t2—t1)

pt,O dysd
N 1 yl . 27r(t2—t1) Y20y

€2

p (t1,0,71 dy1/ p(ta — t1,0,v)dv

—00

I
\\%\

th < xl])P([Wtz - Wt1 < .%‘2])

procediendo de esta manera se puede verificar que W tiene incrementos in-
dependientes y asi W es un movimiento browniano.

2.2 Propiedades del movimiento browniano

El movimiento browniano es un proceso estocastico que cumple con propieda-
es suficientes para ser “bueno” en la modelacion de sistemas que tienen per-
d fi t “h ” | del d t t

turbaciones aleatorias. A continuacion enunciamos algunas de estas propieda-
des.
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En esta seccién se supondra que B = {Bi|t € [0,7]} es un movimiento
browniano en el sentido de la Definicién 29.

Proposicién. 4 Sean t,s € [0,00). Entonces B = {Bi|t € [0,T]} cumple
con lo siguiente: By tiene distribucion gaussiana con valor esperado pp =0 y
varianza o =t, ademds se tiene que

E(BsB;) = min(s,t)

Demostraciéon. De la propiedad 1) de la Definicién 29 se tiene que By =
B, — By c.p.1 por lo tanto el resultado se sigue de la propiedad 3) de la
Definicién 29. Ahora bien, supongamos que ¢t > s, asi min(s,t) = s

E(B,B,) = E((B, — B,)B,) + E(B?) = E(B?) = s

donde la segunda igualdad se cumple por la independencia de las v.a.’s B; —
B, Bs; y dado que éstas tienen valor esperado 0, la tercer igualdad se sigue
del hecho E(B?) = Var(B,) = s antes demostrado, por lo tanto E(B,B;) =

min(s, t).
Proposicién. 5 Sea B = {B;|t € [0,00)} un movimiento browniano. En-
tonces se cumplen lo siguiente:

i) (Invarianza bajo traslacion). Sea ty € [0,T) fijo. Entonces

B = {B; = Byyy, — Byt € [0,T]} es un movimiento browniano.

ii) (Simetria). El proceso B = {—By|t € [0,T]} es un movimeinto browni-
ano.

iii) (Invarianza bajo escala). Sea ¢ > 0. El proceso B = {cBye2|t € [0,T1}
es un movimiento browniano.

iv) (Inversion en el tiempo). El siguiente proceso es un movimiento brow-

niano
~ 0 s1t=0
Bt_{tBl/t sit>0

Demostracién. 1), ii), iii) son faciles de demostrar probando directamente
las condiciones de la Definicién 29. Vamos a demostrar iv) By = 0, entonces
cumple la Condicién 1) del movimiento browniano. De las propiedades de las
variables aleatorias gaussianas Et - ES = 1By, —sBy/s es una v.a. gaussiana
(ver Definicién 26), ahora bien, sean 0 < s < ¢, entonces

E (Et _ §s> — E(tBy) — sBy}s)

= tE(Bl/t> — SE(Bl/S)
=0
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ademas s
E(BtBS) = E(tBl/tSBl/s)

= tSE(Bl/tBl/S)
= tsmin(1/t,1/s)
=5

de donde obtenemos que

B (B = BF) = BBy = 51"
— t2E<B1/t) 2tSE<B1/tBl/S) —|_ S E(Bl/s)
=t—2min(t,s) + s
= |t — s

asi B, — B, tiene valor esperado 0 y varianza |t — s|. Luego

Cov(B,, B, — B,) = E((B,)(B, — B,))
= E((sBus)(tBijt — sBuys))
=tsE(B1)Biss) — s E(Bl/s)
=tsmin(1/t,1/s) — s

=0

dado que el vector (Bs, B; — Bs) es gaussiano, entonces por el Teorema 1 con-
cluimos que los incrementos son independientes. Para probar la continuidad
de las trayectorias, verificaremos que lim; ;0 B; = 0 c.p.1. En efecto, fi-
jemos 0 < t; < t < ty < T. Entonces B, es gaussiano con media 0 y
varianza t como se demostré anteriormente, por lo tanto tiene la misma dis-
tribucién que B;. De donde X; = sup{|Bs||t1 < s < t3} tiene la misma
distribucién que X; = sup{|Bs||t1 < s < t5}. Luego estds convergen c.p.l a
Xy = sup{|B,]|0 < s < to} y Xy = sup{|B,||0 < s < t5} cuando #; | 0 res-
pectivamente, dado que la convergencia c.p.1 implica la convergencia en dis-
tribucion, entonces éstas tienen la misma distribucion. Nuevamente tomando
el limite cuando ¢, | 0 tenemos que Xy, Xp convergen a X3 = lim;o|B(¢)| v
X; = lim, ¢0|§( t)| c.p.1 respectivamente y éstas tienen la misma distrubucion.
Por la continuidad del movimiento browniano B tenemos que X3 = 0 c.p.1,
dado que X3 tiene la misma distribucion que X3, entonces X3 = 0 c.p.1, es
decir, lim;_, Bt =0 c.p.l.
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Proposicién. 6 Sea A, = {s = tj,t7...,t7 = t} una particion del intervalo

[s,t] tal que ||A,|| = max; (¢}, —t7) = 0 cuando n — co. Entonces
S~ (B, Bo > t—s
1=0

cuando ||A,]] = 0 en L*(Q). Ademds si Y, ||A]] < oo. la convergencia es
c.p.1.

Demostracion. Usando la independencia de los incrementos del movimiento
browniano y el hecho de que E|B; — B,|* = 3|t — s|* tenemos que

E <2(<Bt?+1 - Bt?)Q — (t — t?)))

n—1

((Biy,, = Bp)* = (1 — t?)f]

=0
+28 | Y (B, — Bu)* = (tyy — ) (Bey,, — Bun)* = (£ — 1)
1<j
n—1
<2y (th — 1))
=0
< 2/|A,]|(t - )

lo que implica la convergencia en L*(€2). Ahora bien, si >, [|A;]|] < oo,
entonces

o0

n—1 2 %)
>F (Z B%—Bw—@?ﬂ—t?”) <2t=9) Y 1Al < o0
1=0 n=1

lo cual implica la convergencia c.p.1. En efecto, para cada n € N definimos
X,, por

X, = (i«% — Bu)? (- t?»)

i=0
notemos que estas v.a.’s son positivas para todo n € N y por lo anterior
convergen a 0 en L'(€2), ahora bien, sean Qy = {w € Q| X,,(w) no converge
a0}, e >0, entonces w € g si y solo si existe una infinidad de subindices
n € N tales que X, (w) > ¢, por lo tanto

ngﬁG[X > €

k=1k=n
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Por la desigualdad de Chebychev tenemos que

N | =

iP[Xn > < iE(Xn) < 00

por lo tanto del lema de Borel-Cantelli tenemos que P(£25) = 0 con lo que se
concluye el resultado.

Corolario. 1 Las trayectorias del movimiento browniano no son de variacion
acotada.

Demostracién. Sea A, = {s = t§, 7, ...,t} = t} una particién del intervalo
[s,t]. Entonces

n—1

n—1
Z(Bt?H o Bt?)z < <SUP |Bt?+1 B BZ’) Z |Bt?+1 - Bt?
=0

=1

Notemos que el lado izquierdo converge a t — s > 0 con probabilidad 1.
Por otro lado, dada la continuidad del movimiento browniano tenemos que
sup | By, ., — By, | converge a 0 con probabilidad 1. Asi las trayectorias del
movimiento browniano no son de variaciéon acotada.

Proposicion. 7 El movimiento browniano tiene trayectorias diferenciables
en ningun punto.

Demostracion. Ver la demostracion del Teorema 9.18. en Karatzas y Shreve
[11]

Proposicién. 8 Sea {F;|t € [0,T]} una filtracion para la cual B = {By|t €
[0,T]} es un movimiento browniano en el sentido de la Definicion 30. En-
tonces B es una Fi-martingala.

Demostracion. Sean 0 < s < t. De la definicién de movimiento browniano y
las propiedades del valor esperado condicional tenemos que
E<Bt|fs> - E(Bt - Bs + Bs|fs)
= E(B, — B,|F;) + E(B,|F;)
= E(B; — B;) + B,
- B,

por lo tanto el movimiento browniano es una martingala.
Un resultado que caracteriza al movimiento browniano, es que un movimiento

browniano se puede ver como una martingala cuadrado integrable “con el
tiempo movido”, esto se ve en la siguiente proposicion.
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Proposicién. 9 Sea M una martingala continua y cuadrado integrable (i.e.,
E(X}?) < oo para toda t € [0,T]). Entonces M es un movimiento browniano
si y solo si {(M? —t)|t > 0} es una martingala.

Demostracion. Solo demostraremos la necesidad, pues la suficiencia es una
concecuencia inmediata de la féormula de It6 (3.7) que daremos en el si-
guiente capitulo. Para la necesidad notemos que por las propiedades del
valor esperado condicional es lo mismo probar que E(M? — t|F,) = M? — s
que probar E(M? — M?|F,) =t — s. En efecto, sean s < t por lo tanto

E(M — MZ|F,) = E((M; — My)(M; + M;)|Fy)
= E((My — M) M| Fy) + E((My — M) My| F)
= M E((M; — M;)|Fs) + E((M, — M) M| F)
= E((Mt - Ms)Mt|~7:) M E((Mt s)|~7:s)
= E((Mt - Ms)Mt|f) ( (Mt s)|fs)
= E((Mt - Ms)Z‘Fs)

=t—s

donde la cuarta igualdad se sigue del hecho M E((M;—Mj)|Fs) = M E((M;—
My)) = 0 por ser movimiento browniano.



Capitulo 3

Calculo Estocastico.

El célculo estocastico consiste en gran parte por una teoria basada en la inte-
gracion de procesos estocdsticos, que generaliza la integracion de Lebesgue-
Stieltjes para la integracion de procesos estocédstico respecto a otros procesos
estocdsticos. Las bases de éste fueron propuestas por N. Wiener [28] para el
caso donde el integrando es una funcién determinista y fueron generalizadas
por K. Itd [7] para el caso cuando el integrando es un proceso estocastico.

En este capitulo presentamos 3 tipos de integrales estocdsticas (integral
de Ito, integral forward e integral de Skorohod), haremos un analisis detallado
sobre la primera pues es la que utilizaremos mas en este escrito.

Dado que las integrales forward y Skorohod son integrales anticipantes
(i.e., nos permiten integrar procesos no necesariamente adaptados a la fil-
tracién), daremos una pequena introduccién al cdlculo de Malliavin para
trabajar con éstas y por ultimo aplicaremos todas estas herramientas al en-
grosamiento de filtraciones.

Para este capitulo supondremos que, (€2, F, P) es un espacio de probabi-
lidad completo donde estd definido un movimiento browniano B = {B;|t €
[0,7]} y una filtracién {F|t € [0,T]} para la cual B es un movimiento
browniano en el sentido de la Definicién 30.

3.1 Construcciéon de la integral de It6.

En esta seccién estudiaremos la integral estocdstica en el sentido de It6 [7],
cuyo dominio esta incluido en la familia de los procesos adaptados a la fil-
tracion con repecto a la que el integrador es un movimiento browniano. El
lector interesado en detalles mas especificos sobre el tema puede consultar
por ejemplo Arnold [1] o bien Karatzas and Shreve [11].

33
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Por el momento nuestro objeto de estudio sera la siguiente integral

T
/0 9sdBs (3.1)

donde ¢ es un proceso estocastico con trayectorias continuas y esta integral
. s T
se hace trayectoria por trayectoria (i.e., para cada w tenemos que fo gsdBg =

fOT gs(w)dBs(w)), si a esta integral la tratamos de definir como una integral
de Riemman-Stieltjes llegamos a los siguientes inconvenientes.

Supongamos que la integral (3.1) es de Riemman-Stieltjes, entonces para
una particiéon A = {0 = to,t1,...,t, = T} del intervalo [0, 7] ésta se puede
calcular como el limite de las sumas de Riemman-Stieltjes, dadas por

Sp = Z gTi(Bti - Bti71> (32)
=1

cuando ||A,|| = max{t;—t;_1|i € {1,...,n}} = 0, donde 7, = (1 —a)t;_1 +at;
para algin 0 < a < 1. Uno de los inconvenientes al hacer esto se puede

observar en la siguiente proposicion, ésta se puede obtener como corolorario
del Teorema 52 en Protter [22].

Proposicién. 10 Sean a = 0 y w € Q. Si las sumas S, (w) en (3.2) con-
vergen para toda funcion continua g (w). Entonces B (w) es de variacion
acotada.

Observacién. 5 Notemos que por el Corolario 1 el movimiento browniano
tiene trayectorias de variacion no acotada. El problema aqui es que nuestra
funcion g; depende de eventos que ocurren después de t.

Otro problema con definir esta integral como el limite en (3.2) es que éste
depende de la eleccién de 7; en (3.2), como se puede ver en la siguiente
proposicién.

Proposicién. 11 Supongamos que g = B en (3.2). Entonces S, converge
en L*(Q) y por lo tanto en probabilidad a (B3 — B} + (2a — 1)T).

Demostracion. Se puede proceder como en la Proposicion 6 para obtener el
resultado deseado.

Observacion. 6 La proposicion anterior nos dice que nuestra integral de-
pende de la eleccion de ov. Ito considero el caso cuando o = 0 para definir la
integral estocdstica [7].
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Vamos a utilizar la notacién £2,([0, T'] x Q) para denotar al espacio de proce-
sos estocdsticos X : [0,7] x 2 — R medibles que satisfacen las condiciones:

(1) X es adaptado a la filtracién {F;|t € [0,T]}.

fo (| Xs|*)ds < oo.

Esta definicién la damos dado que definiremos la integral de It6 [7] para
los procesos en £2,([0,T] x ). La forma de construir la integral de Ito es
de la misma manera que en teoria de la medida al construir la integral de
Lebesgue [25], es decir, empezamos con procesos estocasticos escalonados en
£2,([0,T] x Q) y después utilizando estos como aproximacién de cualquier
otro proceso estocastico en £2,([0,T] x Q)

3.2 Integral de Ito6.

Como se hace en la teoria de integracion, primero vamos a definir la integral
estocdstica para procesos escalonados en £2,([0,T] x ), es decir, procesos
de la forma

ng 1[tkvtk+1 ( ) (33)

Donde 0 =t) < t; < --- < th = T. Note que en este caso para cada
ke {l,..,n} lav.a. & es F;,-medible y pertenece a L?(2).

Definicién. 31 La integral estocdstica de X en el sentido de Ito con respecto
al movimiento browniano B se define como

T n
— / X.dB, =Y & (B, — By,) (3.4)
0 k=0

Observacion. 7 Notemos que (3.4) es independiente de la representacion
de X como proceso escalonado ya que es dada trayectoria por trayectoria
(ver Arnold [1] para mds detalles) y & se pide F;, -medible pues se pretende
que nuestra integral estocdstica tenga la propiedad de martingala (Teorema

3).

Los siguientes resultados para procesos escalonados se pueden consultar en
Kuo [14].
Lema. 2 Sea X € L£2,([0,T] x Q). Entonces existe una sucesion {X™1}>
de procesos estocdsticos escalonados en L2,([0,T] x Q) tales que
T
lim [ E(|X,—X"?)ds=0

n—oo 0
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Proposicién. 12 (Isometria de Itd.) Sea X € L£2,([0,T] x Q) un proceso
estocdstico escalonado. Entonces E(I(X)) =0y

Sea X € £2,([0,T] x ). Por el Lema 2 existe una sucesién {X™}>  de
procesos escalonados tales que

T
B(ICC™) = 1)) = [ BIXE - X0 s
0
— 0, cuandon,m — oo

Donde la igualdad se cumple por la Proposicién 12. Asi {I(X™)} | es de
Cauchy en L?(2), por lo tanto, existe

I(X) = lim I(X™) enL*Q) (3.5)

n—oo
pues L?(£2) es un espacio de Hilbert completo.

Observacién. 8 Este limite estd bien definido. En efecto sean {X (™}

{y™1ee  dos sucesiones de procesos escalonados tales que convergen al pro-
ceso X como en el Lema 1, entonces

T T
B(I(X™) = I(Y®)) < 2 ( [ Bx, - xopyas + [ .- Y;">|2>ds)
0 0
— 0, cuandon — oo

Por lo tanto
lim I[(X™) = lim I(Y™) enL*Q)

n—oo n—o0

Definicién. 32 Sea X € £2,([0,T] x Q). Definimos la integral de Ité de X
como el limite en (3.5) y es denotado por

b
/ XsdB;

El Lema 2 y la Proposicién 12 se extienden a los procesos en £2,([0, 7] x )
al tomar limites de sucesiones de procesos escalonados en £2,(]0,7] x Q).

Teorema 2 (Isometria de Ité6 general.) Sea X € L2,([0,T] x Q). En-
tonces la integral de Ito 1(X) de X es una variable aleatoria con E(I1(X)) =0

Yy
PUXP) = [ B
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Corolario. 2 Sean X,Y € £2,([0,T] x Q). Entonces
T
BCOIY) = [ B(XY.)ds
0
Teorema 3 Sea f € L2,([0,T] % Q) una v.a., entonces el proceso estocdstico

t
Mt — / fsst t € [O,T]
0

es una martingala con respecto a las filtracion Fy = o ({Bs|s < t}).

3.2.1 Extension de la integral de Ito.

Utilizaremos la notacion L,4(2, L*([0,T])) (donde L?([0,T]) es el espacio de
Hilbert de funciones cuadro integrables sobre el intervalo [0, T7), para definir
el espacio de procesos estocésticos medibles X : [0,7] x © — R tales que:

1) X es adaptado a la filtracién {F;|t € [0, T]}.

2) fOT | X [2dt < o0 c.p.1

La condicién 2) nos dice que casi todas las trayectorias de X pertenecen a

L3([0,T7).

Observacién. 9 Sea X € £2,([0,T] x Q), entonces por el teorema de Fubini

fo | X [?)dt = fo (| X¢]*)dt < oo por lo tanto fT | X¢|2dt < oo c.p.1, asi el
nuevo espacio de procesos estocdsticos L2 ,(€, LZ([O, T))) contiene al conjunto
£2,([0,T] x Q), donde definimos la integral de Ito en la subseccién anterior,
es decir,

Equo?T] X Q) C ﬁad(Q,Lz([O,T]))

La diferencia entre los espacios es que en general si X € Lqq(Q, L*([0,T]))
la v.a. fOT | X¢|2dt carece de valor esperado finito.

Lema. 3 Sea X € L4(Q, L*([0,T])). Entonces existe una sucesion { X ™
de procesos en L2,([0,T] x Q) tales que

n= 1

T
lim [ | X™ = X,Pdt =0

n—oo 0

c.p.1 y por lo tanto en probabilidad.

Demostracién. Ver demostracion del Lema 5.3.1 en Kuo [14].
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Proposicién. 13 Sea X € L,4(Q, L*([0,T])) un proceso estocdstico escalo-
nado. Entonces se cumple que

T C T
P ( / X dB,;| > 6) < -+ P (/ |Xt]2dt > C’) (3.6)
0 € 0

para C e > 0.
Demostraciéon. Ver demostracion del Lema 5.2.1 en Kuo [14].

Sea X € L44(Q, L?[a,b]). Por el Lema 3 existe una sucesion {X ™},
procesos en £2,([0,T] x Q) que convergen a X en L?([0,71]) c.p.1. Utlhzando
la Proposicion 13 es facil ver que { fOT Xt(n) dBt} es una sucesion de Cauchy

n=1

en probabilidad y por lo tanto existe

T
lim X t(n)dBt en probabilidad

n—o0 0

de donde definimos la integral estocastica en el sentido de Ito como este
limite, es decir,

/ X,dB; = lim X( dB; en probabilidad

n—00

Para ver que este limite estd bien definido se puede proceder como en la
Observacion 8 y utilizando la Proposicién 13.

Observacién. 10 Notemos que con lo anterior la Proposicion 13 implica
que si fOT(Xt(n) — Xy)%dt — 0 c.p.1 y por lo tanto en probabilidad cuando

n — oo, entonces fOT Xt(n)dBt — fOT X:dB; en probabilidad cuando n — oo.

3.2.2 Formula de Ito.

Teorema 4 (Férmula de It6). Sea f una funcion en C*([0,T)]) (i.e., con
primera y sequnda derivada continuas en el intervalo [0,T]). Entonces para
cualquier t € [0,T] se tiene que

1By~ 180 = [ rBgas s [ rmaes e

donde la primera integral es la integral de It6 (definida anteriormente) y la
sequnda es una integral en el sentido de Lebesque para cada trayectoria.

Demostracién. Ver la demostracién del Teorema A.12. en Mishura [19]
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Observacion. 11 Notemos que el termino extra a comparacion de la cono-
cida regla de la cadena del calculo de Newton-Leibniz es debido a que la
variacion cuadratica del movimiento browniano es distinta de cero lo cual se
demostro en la Proposicion 6.

Ejemplo. 7 Tomemos la funcién f(x) = z* de la férmula de Ité tenemos
que

t
Bf—Bgzz/O BydBs + (t —0)

tomando t =T obtenemos

4 1
/ BtdBt - —<B% - T)
0 2

lo cual fue proporcionado en la Proposicion 11.

3.2.3 Formula ligeramente generalizada de Ito.

Sea f(x,t) cont € [0,T] y x € R, poniendo z = B, obtenemos el proceso
estocastico f(t, B;). Asi t aparece en dos lugares, una como variable de f
y otra en el movimiento browniano. Por lo tanto podemos derivar f con
respecto a t por el cdlculo de Newton-Leibniz y con respecto al célculo de Ito
para B;. Por lo tanto podemos generalizar la férmula de [t6 para este tipo
de funciones.

Teorema 5 Sea f € CY2([0,T] x R), es decir, f es una funcién continua

af of ., f
con deriwadas parciales continuas 5, 5 Y 523 Entonces

. 8) =10 Bo) + | G Ba.
+/ (g{(s B)+%%( B)> ds

Demostracién. Ver Subseccién 7.3 en Kuo [14].

Ejemplo. 8 C’onsideremos la funcién f(t,x) = tz*. FEntonces g—{ = 22,
af =2x vy 8 = 2t. Por lo tanto tomando de la formula de Ito ligeramente

genemlzzada tenemos que

t t 1
tB? = 2/ sBydB, + (/ BZds + 5#)
0 0
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3.2.4 Formula general de It6.

Definicion. 33 Un proceso de Ité es un proceso estocdstico de la forma
t t
X=X +/ o.dB; +/ bsds t € 10,7 (3.8)
0 0

donde Xy es Fo-medible, o € L4q(Q, L*([0,T])) y b es un proceso medible y
Fi-adaptado, con trayectorias integrables. A o se le suele llamar la volatilidad
(o termino de difusion) del proceso y a b el drift del proceso.

Observacion. 12 Notemos que la ecuacion anterior estd escrita en su forma
integral, asi ésta se puede escribir en su forma diferencial con condicion
micial Xo como

dX; = 0ydB; + bdt  t € (0,T]
dado que las trayectorias del movimiento browniano son derivables en ningin
punto, entonces dB; no tiene mucho sentido, asi que tenemos que recalcar
que la igualdad anterior solo es otra representacion de la igualdad (3.8).

El siguiente teorema nos proporciona la férmula general de 1to.

Teorema 6 (Férmula general de Itd.) Sea X; un proceso de It dado
por

¢ ¢
Xt:XO—i—/asst—l—/bsds—I— t €[0,7]
0

0
y 0(t,z) € CY*([0,T] x R). Entonces 0(t, X;) es un proceso de Ito y

t
8(t, X,) =0(0, Xo) + / 9 (. X)oudB,
0 ax

3.9)
‘T 06 1670 ) (
w [ [ Gre 0+ gt Xone+ 55 X007

Demostracién. Ver Subseccién 5.5 en Arnold [1].

Aplicaciones de la formula general de It6 se veran mas adelante para la
solucion de ecuaciones diferenciales estocasticas.

3.2.5 Foérmula de It6 multidimensional.
Sean Bfl), Bf@, e Bgm) m movimientos brownianos independientes. Conside-

remos n procesos de Ito Xt(l), Xt(Q), e Xt(") dados por

X0 = X0 1Y f9dBY) ¢ / o) ds (3.10)

j=1
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donde f9) € L£,4(2, L*([0,T])) y g son procesos medibles y adaptados a la
filtracién para la cual B®) es un movimiento browniano con trayectorias inte-
grables para todo i € {1,...,n} y j € {1,...,m}. Considerando las siguientes
matrices

Blgl) Xt(l)_

Bt - ) Xt =
5" X

1,1 1,m

PR (1)

f _ . . . o Gt
t — (: ) . ( . : gt = gign)
fe o -

podemos reescribir nuestra ecuacién (3.10) como
t t
X;=X,+ | f.dB; +/ gsds t€[0,T]

Presentamos a continuacion la férmula general de It6 (3.7) en su forma mul-
tidimensional.

Teorema 7 Sean X, ..., X™ procesos de Ité como en (3. ]0) y 0 una funcion
continua en [0, T] xR™ con derivadas parciales continuas gf, 5 Y 83801 para
todo i € {1,...,n} yj € {1,...,m}. Entonces 6(t, X;) es un proceso de Ito y

su forma diferencial estd dada por

df (t,X§”,...,X§">> % (t XM X§")> dt

ot
‘9 n 7
(t, XM X! >> dx
T

%)
D

- - (1) X(”)) dX(i)dX(j)
Z axlamj < T b

Z]—

donde el producto dX dX se calcula con la regla del producto de diferen-
. . N\ 2
ciales dada por dtdt = dtdBtl) = dBt(Z)dBt(]) =0 parai#jy <dBt(l)> = dt.

Esto es debido a la independencia de los movimientos brownianos.

Una aplicacion del teorema anterior es la siguiente férmula de integracion

por partes para procesos, conocida como formula de [to para el producto.
Ejemplo. 9 Consideremos la funcion 0(x,y) = zy. Tenemos que % =y,

00 _ 202 _ 00 _ 002 _ 00> _ : . A
oy = T 5on = ooy = 0y 9oy = Byds = 1. Aplicando la formula de Ito




CAPITULO 3. CALCULO ESTOCASTICO. 42
multidimensional para dos procesos de Ito X y'Y tenemos que

1 1
d(X:Y;) = Yid X, + XydY; + §dXtdY;5 + §dY;5dXt

Por lo tanto

t t t
XY = XoYo + / Y, dX + / XdY +/ dX.dY
0 0 0

3.2.6 Formula de It6 para campos aleatorios.

Al estudiar fenémenos aleatorios en la naturaleza podemos encontrarnos con
el hecho de que estos pueden depender de la posicién que se encuentre nuestro
fenémeno de estudio o bien, cuando estamos estudiando més de un objeto en
nuestro fenémeno, por lo tanto dependeremos de otro parametro, llamémosle
x, que nos proporcione la posicion o el candidato de estudio. Algunos ejem-
plos se pueden encontrar en finanzas al estudiar el incremento de los precios
de los activos, en este caso x representaria el candidato de nuestros activos a
estudiar, también en fisica al estudiar las trayectorias aleatorias de las par-
ticulas de un gas donde x representaria la posicién de la particular al tiempo
inicial de nuestro estudio. Para esto nosotros introducimos los campos aleato-
rios, estos no son mas que procesos estocasticos parametrizados por un valor
x.

Definiciéon. 34 Un campo aleatorio o es una familia de procesos estocdsticos
parametrizados por x € R, es decir,

o={o(z)|x € R} (3.11)
donde o(x) es un proceso estocdstico.

Observaciéon. 13 En la literatura hay varias formas de definir un campo
aleatorio, otra por ejemplo es: como una funcion o : [0,T] X R x Q@ — R,
tal que para cada x € R, o(x) es un proceso estocdstico o bien para cada
t€[0,7] yx € R, oy(x) es una variable aleatoria. Todas estas definiciones
son equivalentes.

Ahora presentamos un teorema que nos garantiza que la férmula de It6 (Teo-
rema 6) se sigue cumpliendo para un campo aleatorio adaptado con respecto
a un proceso de It6 de la forma (3.8).
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Teorema 8 Sean X un proceso de Ité de la forma (3.8) y f : [0, T]xRxQ —
R un campo aleatorio medible y Fi-adaptado (i.e., para cada v € R, f(x) es
un proceso adaptado a la filtracion {F|t € [0,T|}) tal que f € CH*([0, T]xR)
con probabilidad 1. Entonces f(t, X;) es un proceso de Ito y ademds

£t X)) :f(O,X0)+/O as%f(s,xs)d38+/o (%f@,)@) ds

2 52
o; 0

t 0
+/0 <bs%f(S,Xs) + 7@]”(5,){&) ds
para todo t € [0,T] c.p.1.

(3.12)

Para la demostracién de este teorema nos ayudaremos del siguiente lema.

Lema. 4 Sea ¢ € C*(R) una funcion par tal que supp p = [—1,1], p(R) =
[0,1], ¢(0) = 1 y consideremos la sucesion de funciones {1y, }>°_, definidas
por Y () = 1p(=%) para cada m € N, entonces [1hy,| < m y para cualquier
g€ C*(R)

li_r}n Um(x) =2
d

Jim = dn(g(2) = ¢'(x)
d2

Jim e (g(2)) = 9" (2)

para todo x € R. Ademds tenemos que

S tnlate)

< Cilg' ()]

d? 9
/! /

tnlala)] < Cold @)+ Ca |0
para todo x € R y algunas constantes positivas Cy, Cs.

Demostracién. Sea z € R Sea g € C%(R), por la regla de la cadena tenemos

que
gromaton =l (4F) + 25 (21
& balole)) = o) (ﬁ) w2y (gv(vf))
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Fijando z y tomando limite cuando m — oo se concluye los resultados para
los limites, esto es debido a que ¢(0) = 1 y sus derivadas son acotadas por ser
continuas y tener soporte compacto. Ahora bien, para las desigualdades, sean
x € Ry m € N fijjos, si % > 1, entonces p(42) = go’(%) = gp”(%) =0

y para @ < 1 por el resultado anterior tenemos que
d | g(@)\ | g9(z)g'(x) , (g(z)
S vnlata)] = | e (2] 4 o (2

donde el supremo anterior es finito pues ¢ es continua en [—1, 1] y nula fuera
de este conjunto. Luego

R R ) | EY A (Rl

m m

(@] (2500 0] + 5001 )] )

donde nuevamente los supremos anteriores son finitos dado que ¢, ¢” son
funciones continuas en [—1,1] y nulas fuera de este conjunto, de donde se
concluye el resultado.

Damos a continuacion la demostracion del Teorema 8.

Demostracion del Teorema 8. Sean ¢ como en el Lema 4y ¢ : R — R
un “mollifier” no negativo. Esto es, ¢ € C*°(R), ¢(x) > 0 para toda = € R,
¢ tiene soporte compacto en R y fR ¢(x)dx = 1. Para cada n,m € Ny

z € R, consideramos lo siguiente g,,(t, z) = f(t, z)¢ (£),

bult) = ng(nz) y fultyz) = / bul — 1) f (£, 9)dy

De las propiedades de ¢ como mollifier se sigue que f,(t,-) — f(¢,+) cuando
n — oo uniformemente en conjuntos compactos c.p.1. Ahora bien, aplicando
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la féormula de 1t6 a g, (t, y)dn(X; — y) tenemos que

t
0

I (t,Y)0n(Xi — y) =gm(0,9)n(Xo — y) + / (¢n(Xs - y)%gm(s, Y)

2

+bsgm (5, 9) 0 (Xs — y) + %gm(s, Y) o (X — y)> ds

t
+ / 0ugm(5,9)8. (X, —y)dB, t€[0,T], y R
0

Paso 1) Supongamos que o, f son acotadas.
Dado que ¢ tiene soporte compacto, entonces existe un M > 0 tal que el
soporte de ¢ estd contenido en (—M, M) y por lo tanto

supp ¢, C (=M, M) Vn €N

notemos que ¢/, es nula fuera de [-M, M| y es acotada por ser continua y
tener soporte compacto, ademas g, es nula fuera de [—m,m] por lo tanto
existe K, m, € Ry tal que si H = max(m, M) se tiene que

05Gm (5, 9) 00 (Xs — 9)| < Knmli—gm(y) V(s,y,w) € [0,T] xR x Q

entonces para cada t € [0, 7] existe una funcién B(R) ® F;-medible
Yi:RxQ— Ren L'Y(R) c.p.1 (ver Leén [15] Teorema 3.1) tal que

t
y! = /0 Osm(5,9)6(Xs — 9)dB, cp (3.13)

para casi today € Ry

t
/ /asgm(s,y)qS;L(Xs—y)dystz/Y;dy c.p.1 (3.14)
0o Jr R

por (3.13) intercambiamos nuestra integral estocéstica por Yyt, asi podemos
integrar g,, (¢, y)d,(X;—y) con respecto a y y la medibilidad de Y* nos permite
mantener la igualdad c.p.1, para obtener

/ gt 9)0n (X, — y)dy = / 9 (0,4)6(Xo — y)dy
R R
¢ 0
[ 6u =) (s pasay
bsgm (s, ;1 X, —vy)dsd
+// Gon(5,9) 81 (X — y)dsdy
t 2
+/R/O %gm(&y)dﬁ(){s—y)dsdy

t
+/RY;de c.p.1
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ahora bien por (3.14) y el teorema de Fubini podemos reescribir nuestra
igualdad como

AQAuwana—yMy:/@m@ywaxm—w@

/ /cbn s—Y gm(s y)dyds
+/ /bsgm(say)sz%(Xs—y)dyds
/ / 0; &' (X, — y)dyds
+ /0 /R Ts9m (5, Y) 9, (Xs — y)dydBs  cpl

De las propiedades de ¢, el hecho de que || < 1y lim, 00 ¢ (%) =1 pode-
mos utilizar el teorema de convergencia dominada tomando limite cuando
m — oo para obtener

Fult, X0) = (0, Xo) //(%s— 9 (s,
(5, ) (X — w+f@mqu®@@

[ [t~ con

Por integracion por partes tenemos que

Fult X0) =£2(0, Xo) //(%s—  (s9)

+b e f(S Y)on(Xs —y) + = Ts 882f(s Y)Pn (X y)) dyds

t
0
—i—/ /Usa—f(s,y)gbn(Xs—y)dyst c.p.1
0o JR x

Sea )y el conjunto donde se cumple la igualdad anterior, veamos que para
cada w € () existen constantes tales que acotan a las integrales sobre R en la
igualdad anterior. En efecto, consideremos al conjunto O = [0, T x [—M, M],
dado que las derivadas parciales de f son continuas en [0,7] X R y el hecho
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de que ¢ tiene soporte compacto, entonces para cada w € {2y tenemos que

F(5. 9)6n(Xs — y)dy' _

£ (s, yIno(n(X. - y))dy\

2f (8, X, — %) o(u)du

8
[~
su 2f(s X —h)‘
_(&mgo ot

Procediendo de manera analoga a lo anterior se obtiene

0 0
I =y < sup |2 (5.~ 1)
(s,h)e0 | IL

2 62
F(s.9)0n(X. — )y < sup |2 F (s X, —h)\
(s,h)€O 3$

De lo anterior tenemos que para cada w € )y se tiene que

2 92
o: 0

T@fn(saXs)

sup
(s, h)GO

0 0
‘afn(sa Xs) + bs%fn(sy Xs) +

gf(sX h)‘

0
i sup [ (=) o] s |2p (s, - 1)
(s;h)e0 | OF (s,hyeo | O
y
Ugf(sX) < |os| sup 3f(sX —h)‘
Sam n Y S — S (57h)eo ax Y S

para todo s € [0,¢]. Por la definicién de proceso de It6 (Definicién 33)
b,o,0? € L'([0,T]), de donde para cada w € € los terminos en el lado
derecho de las desigualdades anteriores pertenecen a L'([0,T]), por la Ob-
servacién 10 podemos utilizar el teorema de convergencia dominada para la
integral estocastica, por lo tanto de las propiedades de ¢ y el teorema de
convergencia dominada concluimos que

0.0 = 50.X0) + [ (576X + b5, %)

o2 52 t 9
+7m (SJXS)) d5+/0 O-sa_xf(saXs)dBS C‘p'l
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para todo t € [0, 7.

Paso 2) Sea 0 € L,4(Q, L*([0,7))) vy f € C**(R) c.p.1. Consideremos lo
siguiente. {o(™}%_ la sucesién de truncamientos de o, es decir, para todo
(w,t) € Q x [0,T] tenemos que

o siloy <m
o, = m sim <oy

-m sio; < —m

y @, ¥, como en el Lema 4. Entonces aplicando lo demostrado en el Paso
1) a ¥ (f) y o™ tenemos que

O 0,X0) = 0 FO.X0) + [ (G050 + b5, X))

O'g ) ’ 82 t a
+Q@wm<f<s,xs>> s+ [ o5, X)), e

Finalmente por el Lema 4 podemos aplicar el teorema de convergencia do-
minada para obtener

0.0 = 50.X0) + [ (76X + b5, %)

2 92

o’ Y
+?@f(saxs>) ds +/0 Usa_xf(57XS)dBS C'p'l

3.3 Variacién cuadratica de un proceso.

Definiciéon. 35 Sean X, Y dos procesos de Ito. FEl proceso de variacion
cuadrdtica de X denotado por [X, X] = {[X, X|;|t € [0,T]}, es definido por

t
(X, X = X} — 2/ X dX, Vtel0,T] (3.15)
0

La covarianza cuadrdatica de X, Y, también llamada proceso corchete de X,
Y es definido por

t t
[X,Y]t:Xth—/ Xdes—/ Y.dX, Vtel0,T]
0 0
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A continuacién damos algunas propiedades que usaremos de estos proce-
sos, asi como el teorema de caracterizacion de Lévy para caracterizar los
movimientos brownianos por medio de los procesos de variacion cuadratica.

Proposicién. 14 El proceso corchete [.,.] es bilineal, es decir, dados dos
procesos de It6 X, Y, se tiene que [X =Y, X —=Y| = [X, X|-2[X, Y]+ [X,Y].

Demostracién. Sea t € [0, 7], entonces de la definicién del proceso corchete

X =YX Y] = (-0 =2 [ (- i, - )

t t t t
:Xf—z/ Xsts—Q(Xth—/ XSdY;—/ YSdXs)JrYf—Q/ Y.dY,
0 0 0 0

:[X7 X]t - Q[Xv Y]t + D/a Y]t S [07T]

Proposicién. 15 Sea f: Q x [0,T] — R un proceso con trayectorias conti-
nuas y de variacion acotada. FEntonces el proceso de variacion cuadrdtica
de f es constante, para ser mds precisos, se tiene que [f, f]; = f& para toda
te0,7].

Demostracion. Dado que las trayectorias del proceso son continuas y de
variacion acotada podemos aplicar el teorema fundamental del célculo, para
obtener

t
1
| rar =5 - veep.
0
el resultado se sigue de la definicién de proceso de variacién cuadratica.

Proposicién. 16 Sean B = {B,|t € [0,T]} un movimiento browniano y f
un proceso de la forma

t
ftho—l—/gst vt € [0,7]
0

Entonces el proceso corchete de B y f es nulo.

Demostracion. De la definicién de proceso corchete de B y f se tiene que

[Rmz&ﬁifaﬁ—[ﬁws

= By fo
=0

para todo t en [0, 7], donde la segunda igualdad se cumple por la férmula de
[to6 para el producto.
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Teorema 9 (Teorema de caracterizacién de Lévy.)
Un proceso estocastico X = {X|t € [0,T]} es un movimiento browniano si
y solo si es una martinagala continua local con [ X, X]y =1t .

Demostracion. Ver demostracion del Teorema 39 en el Capitulo 2 de Protter
[22].

3.4 Ecuaciones diferenciales estocasticas en
el sentido de Ito6.

Definicién. 36 Una ecuacion diferencial estocdstica (EDE) con condicioon
inictal Xo es una ecuacion de la forma

dX, = b(t, X,)dt + o(t, X;)dB; te0,T] (3.16)
Xo=¢

donde B es adaptado a la filtracion {F|t € [0,T]} para la cual es un movimien-
to browniano, b y o son funciones B([0,T]) x B(R)-medibles y £ es una v.a.
Fo-medible.

Definicién. 37 Una solucion fuerte de la EDE (3.16) en el intervalo [0, T
es un proceso adaptado con trayectorias continuas tal que:

o« P(Xg=¢&)=1
o P(fy {[b(s, Xo)| + (a(s, X,))*}ds < 00) = 1
o P(X;=¢+ fOT b(s, Xs)ds + fOTJ(s,XS)dBS) =1 para cada t € [0,T].

Algunas soluciones se pueden encontrar por medio de la férmula de It6 como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. 10 Consideremos la siguiente EDE

dX; = X?dB; + X} dt
XU = 1

O bien en su forma integral

t t
Xt:1+/ deBer/ X2ds
0 0
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Aplicando la férmula de 1t6 a la funcion f(z) =1 (suponiendo que el inter-
valo de definicion para x no contiene al 0) obtenemos lo siguiente

1 1 12
d( ):‘—dxﬁ-—(dXt)?

X, X7 2 X,
= —Xif(deBt + XPdt) + X, dt
= —dBy
Por lo tanto X% = —B;+ C. La condicion inicial Xq = 1 tmplica que C' = 1.
Asi nuestra solucion es 1
X=105

Notemos que esta solucion explota cuando By sale del intervalo (—oo,1).

3.4.1 Existencia y unicidad.

Al estudiar las EDE’s nos encontramos con dos problemas como ocurre en
el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s) o en el de las
ecuaciones diferenciales parciales (EDP’s). El primero es el de existencia,
es decir, puede ser que nuestra solucion no esté bien definida en el intervalo
donde estamos trabajando como sucedio en el ejemplo anterior (Ejemplo 10)
y el otro es el de unicidad, es decir, siempre que obtengamos una solucién
de nuestra EDE esta solucion puede ser tnica o no, como se observa en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo. 11 Consideremos la siguiente EDE

dX, = 3X%aB,+3Xx*at
XO - 0

Fijemos un a > 0, asi definimos la funcion 0,(x) = (x—a)*1{z>q}, calculando
las derivadas de 6 con respecto a x obtenemos que

0! () = 30,(2)%3,  O,(x)" = 60,(x)"/?
Entonces, aplicando la formula de Ito llegamos a lo siguiente
d(04(By)) = 36,(By)*3dB, + 30,(B,)"/3dt

mdas ain, 0,(By) = 0. Por lo tanto 0,(B;) es una solucion de la EDE para
cualquier a > 0.
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Dado que a > 0 es arbitrario en el ejemplo anterior esto muestra que la EDE
tiene una infinidad de soluciones.

Para resolver estos conflictos proporcionamos los siguientes Teoremas que
nos daran las condiciones suficientes para que la solucion de nuestra EDE
exista y sea unica.

Teorema 10 Sean b,o como en la definicion de una EDE. Entonces, si
existe C' > 0 tal que para todo t € [0,T] y x,y € R se cumple que

H1) Crecimiento lineal: |o(t,x)| + |b(t,z)] < C(1 + |z]|)
H2) Condicion de Lipschitz: |o(t,z) —o(t,y)|+|b(t,z) —b(t,y)| < Clz —y]

Entonces la EDE tiene una solucion inica (en el sentido de que si X,Y son
ambas soluciones de la EDE, entonces éstas son indistinguibles).

Demostracién. Ver demostracién del Teorema A.13. en Mishura [19]

Otro teorema muy util es el Teorema de Doléans-Dade, Protter, éste es
mas general (se utiliza en la intregracién con respecto a semimartingalas),
nosotros solo proporcionamos un corolario de éste, el lector interesado en
el caso general asi como en su demostracion puede consultar por ejemplo
Bojdecki [2] Teorema 15.1 o en Protter [22] Capitulo V.

Teorema 11 (Teorema de Doléans-Dade, Protter.)

Sean Z',...,Z™ semimartingalas, Zi = 0 para todo i € {q,...,n}, H un
proceso continuo, adaptado y f1,..., f" funciones de Q x (0,00) x R en R
tales que para i = {1,...,n} se cumple que:

(i) fi(w,s,-) satisface la condicion de Lipschitz para una constante K que
no depende de w, ni de s.

(ii) fi(-,s,2) es Fs-medible para todo v € R y s > 0.
(iii) f'(w,-,x) es continuo para toda w € Q y x € R.

Entonces la ecuacion estocastica
n t
Xe=Ho+ Y [ (s Xz
i=1 70

tiene solucion unica.
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Las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas cumplen algunas
propiedades, nosotros solo introduciremos la de los momentos finitos para
ver més propiedades asi como la demostracion del siguiente resultado nos
referimos al libro de Arnold [1] en el Capitulo 7.

Teorema 12 Sea X una solucion de (3.16) que cumple con las condiciones
del Teorema 10 y se cumple que

E(]¢P") <
donde n es un entero positivo. Entonces
E(|x:") < (11 +E (|P))
con C' constante.

Demostracién. Ver demostracion del Teorema 7.1.2 en Arnold [1].

3.5 Preliminares del calculo de Malliavin.

En las siguientes secciones introduciremos las propiedades bésicas del ope-
rador derivada de Malliavin D las cuales nos llevan al estudio del llamado
calculo de Malliavin. Ademads introduciremos el concepto de 2 integrales
anticipantes, es decir, su dominio de definicién contendrd al conjunto de los
procesos L2,([0,T] x ), éstas seran la integral de Skorohod y la integral
forward, el lector interesado en mas detalles sobre éstas puede consultar
Nualart [20] Seccién 1.3 para la integral de Skorohod y el articulo de Russo
y Vallois [26] para la integral forward.

3.5.1 Integral de Skorohod.

Denotaremos por S al conjunto de todas las variables aleatorias suaves F' :
) — R de la forma

F=f (/OT hl(s)st,...,/OT hn(s)st) (3.17)

donde hy,...,h, € L*([0,T]) y f € Cr(R") (ie., fy todas sus derivadas
parciales tienen crecimiento polinomial).

Definicién. 38 La derivada de una variable aleatoria suave F' € S de la
forma (3.17) es un proceso estocdastico DF = {D,F|t € [0,T]} y estd dado

. pr=3%9 (/OT ha(s)dB,, /OT hn(s)st> ha(t)

I"
i=1 ?
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La siguiente proposiciéon nos proporciona de una férmula de integracion
por partes para este tipo de derivadas.

Proposicién. 17 Sean F € S y h € L*([0,T)]). Entonces

E /0 T(DSF)h(s)ds -5 (F /0 ' h(s)st) (3.18)

Demostracion. Si h = 0 no hay nada que probar. Supongamos h no es iden-
ticamente cero, entonces podemos normalizar la igualdad (3.18) al dividirla
por [|h||z2o.ry). Asi tomemos h tal que ||h]|r2or) = 1. Ademds, por el
proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt podemos suponer que

Fof (/OT e1(s)dB, .. ,/OT en(s)st)

donde e; = h y {ey,...,e,} es un sistema ortonormal en L?([0,T]). De-
notemos por ¢ a la densidad de la distribucién normal N(0,1) en R, esto
es,

1 —3 iy
Pe) = @m0
Entonces, tenemos que
T B 8]0
E/o (DsF)h(s)ds = - 6—3:1(:17)¢(m)dm
= f(z)p(x)x1dx
R

—E (F /0 ' h(s)dBS)

donde la primer igualdad se cumple por la ortonormalidad del sistema, la
segunda es debido a la integracién por partes y la tercera aplicando que el
vector de las integrales es un vector gaussiano en R".

Observaciéon. 14 Sean F,G € S dos variables aleatorias suaves y h €
L*([0,T]). Entonces aplicando la proposicién anterior al producto FG ob-
tenemos la igualdad

E /0 T(DS(FG))h(s)ds -5 (FG /O ' h(s)st>

Dado que el operador D es un operador derivada podemos escribir el lado
1zquierdo de la igualdad anterior como

E /0 (D.(FG))h(s)ds — E /0 F(Dy(G))h(s)ds + E /0 (D.(F))Gh(s)ds
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despejando y aplicando la proposicion anterior obtenemos una formula de
integracion por partes de la forma

E (F /O T(DSG)h(s)ds) —F (FG /0 ' h(s)dB, — (G /0 T(DSF)h(s)ds))

Lema. 5 FEl operador D es cerrable de L*(2) en L*(2 x [0,T]).

Demostracién. Sea {F,}°°; una sucesién en S tal que F,, — 0 en L*(Q) y
DF,, =Y en L*(2 x [0,T]). Tenemos que demostrar que Y = 0. En efecto,
sean h € L*([0,T]) y F € Sy (es decir, f es como en (3.17) y sus derivadas

parciales son acotadas), tal que F’ fOT h(s)dB;s es acotada (por ejemplo: F' =
Gexp (—a(fOT h(s)st)Q) donde G € S,y a > 0). Entonces de la Proposicién
17 y Observacion 14, tenemos que

E (F /O ' Ysh(s)ds) = lim E (F /0 T(Dan)h(s)ds>

~lim B (FnF /0 " h(s)dB. — F, /0 T(DSF)h(s)ds>

n—oo

=0

dado que F,, — 0 en L?*() y las variables aleatorias fOT<DSF)h(S)dS N

F fOT h(s)dBs son acotadas, podemos aplicar el teorema de convergencia do-
minada para obtener la primera igualdad, dado que F' y h son arbitrarias
esto implica que Y = 0.

Definicién. 39 Denotamos por DY? al dominio del operador D en L*(),
es decir, DY? es la cerradura del conjunto de variables aleatorias suaves S
con respecto a la norma

1Flh2 = |E(F]*) + E [/0T<DSF)2ds] 1 1/2

Observacién. 15 Para DY? se cumplen las siguientes propiedades.

i) DY? es un espacio de Hilbert con producto escalar

(F,G)1o = E (FG + /0 T(DSF)(DSG)ds>
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i) D: DY C L*(Q) — L*(Q x [0,T]) es un operador no acotado, cerrado
con dominio denso, es decir, para cualquier sucesion {G,}5, C DI?
que converge a G € L*(Q) cuando n — oo tal que DG, converge a
Y € L*(Q x [0,T]) cuando n — oo, entonces G € D y DG =Y,
y para todo F € L*(Q) existe una sucesion {G,}>2, C D2 tal que
G, — F en L*(Q).

iwi) F € DY siy solo si existe una sucesion {F,}5°, en S tal que F,, — F
en L*(Q) y DF, — Y en L*(2 x [0,T]). De lo anterior se entiende
que DF =Y.

FEstas propiedades asi como la generalizacion al caso D*P el cual es la
cerradura del conjunto de variables aleatorias suaves con respecto a la norma

k 1/p

1Fllkp = | EAFIP) + > BID'FIf 20 19

i=1
con k € N yp>1 se pueden consultar en Nualart [20] Seccion 1.2.

Definicién. 40 Denotaremos por d al operador adjunto de D. A § se le suele
llamar operador de divergencia o integral de Skorohod, éste es un operador
cerrado en L*(2 x [0,T]) con dominio denso y que toma valores en L*(Q) tal
que:

i) El dominio de d es denotado por Dom 0, éste es el conjunto de procesos

u € L*(Q x [0,T)) tales que

T
‘E / (DtF)utdt‘ < ol|Fll )
0

para toda F' € D2 y ¢ es una constante que depende tinicamente del
Proseso .

i) Siu €Dom &, entonces 6(u) es el inico elemento de L*(2) tal que se
cumple la siguiente 1gualdad

B(F5(w) = E /0 (D F)umdt VF € S (3.19)

Observaciéon. 16 Notemos queii) en la Definicion 40 implica que la integral
de Skorohod tiene valor esperado 0, en efecto. Sea w € Dom §. Dado que la
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relacion de dualidad (3.19) se cumple para cualquier variable aleatoria suave
F, en particular se cumple para F =1, asi D,F = 0, por lo tanto

E(5(u) =E / T(DtF)utdt
=0

Algunas veces al operador ¢ se le suele representar también como

T
5(u):/ usd By
0

Es bien sabido que ¢ es una integral anticipante, es decir, L?,([0, T]x€2) CDom
§ y 0 coincide con la integral de Tt6 en LZ,([0,7] x Q) (ver Nualart [20]
Proposicién 1.3.11), es decir, la integral de Skorohod nos permite integrar
procesos no necesariamente adaptados a la filtracién con la que el integrador
es un movimiento browniano.

Proposicién. 18 Sean F € DY? y u un proceso en Dom § tales que Fu €
L*(Q x [0,T]). Entonces Fu €Dom ¢ y se tiene que

T
0(Fu) = Fé(u) — / (D F)wdt
0
provisto de que el lado derecho de la igualdad es cuadrado integrable.

Demostracion. Ver la demostracion de la Proposicion 1.3.3 en Nualart [20].

Lema. 6 Sean ¢ € C'(R) una funcién con derivada continua y F € D2
Entonces ¢(F) € DY si y solo si ¢(F) € L*(Q) y ¢'(F)DF € L*(Q2 x [0,T]),

ademds bajo estas condiciones se tiene que
D[¢(F)] = ¢/'(F)DF (3.20)
Demostracion. Ver Nualart [20] Proposicién 1.2.3.

Definicién. 41 Un proceso ¢ = {¢:|t € [0,T]} es llamado proceso suave si
éste tiene la forma ¢, = Z;‘:l F;h;(t), donde F; € S y h; € L*([0,T]) para
toda j € {1,...n}. Denotaremos por L»*/ a la cerradura de los procesos
suaves con respecto a la norma

T
|ullf o, = E (/ ufdt+/AT(Dsut)2dsdt>
0 1

donde AT = {(s,t) € [0,T)?|s > t}.
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Sea B € B([0,T]) denotamos por D*?(B) a la cerradura de S con respecto a
la norma

1/2
|1Fll125 = (EIF + E|DF|[32z )

Observaciéon. 17 Notemos que de la Definicion 41 obtenemos lo siguiente.
Un proceso estocdstico u pertenece a LY*/ siy solo si para casi todat € [0,T),
u, € DY2([t,T]) y ademds

T
mmwz/nwmww<m (3.21)
0

Lema. 7 Sea u € L2/ y sea ¢ una funcion F @ B([0, T)?)-medible tal que
(L) (-)o(t, ) €Dom 6 para casi toda t € [0,T]. Entonces

(ut / o(t, 5) dB) / (Do) 6(L, 5)ds

para casi toda t € [0,T].

Demostracién. Ver Leén y Nualart [16]

Definicién. 42 Denotaremos por R a la familia de campos aleatorios de la
forma o = {oy(x)|t € [0,T],z € R}, cuyos elementos son PR B(R)-medibles.
Consideraremos los siguientes subconjuntos de R:

i) Re ={ 0 €R|o, € CY(R) para toda t € [0,T] }.

i) Ro={0€R| fOT 0¢(0)2dt < 00, 04(x) es diferenciable en x y
[ fo oy(z)*dtdr < oo para todan € N }.

iii) Ry = {a € R fo lo:(0)|dt < o0, 04(x) es diferenciable en x y
[ fo’t )|dt)*dz < oo para todan € N }.
Lema. 8 Sea L € D'? y 0 € R, tales que
i) o(L) € L*(Q2 x [0,T]).
i) E [ I au(L) ftT(DsL)st)dt] < .
Entonces o(L) € LY*7 y ademds
Dy(0¢(L)) = o7(L) D L (3.22)

c.s. en Q x AT,
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Demostracion. Por la Observacion 17 es suficiente probar que para casi toda
[0, 7] la v.a. o(L) pertenece a D?([¢,T]) de donde se seguira (3.22) del
Lema 6. En efecto, las condiciones de la Observacién 17 se cumplen debido
a (3.22) y las condiciones i) ii), ahora bien, la diferenciabilidad de o4(L) en
[t,T] es debido al Lema 6, el hecho de que o(-) € C*(R) y la independecia
de de oy(x) de la o-dlgebra generada por los incrementos del movimiento
browniano en [t, T].

3.5.2 Integral forward.

En esta subeseccién presentamos algunos de los elementos basicos de la in-
tegral forward con respecto a un movimiento browniano B.

Definicién. 43 Sea u un proceso estocdstico medible con trayectorias inte-
grables. Decimos que u € Dom 6~ si

1 T
E / ty(Biasron — By)ds (3.23)
0

€

converge en probabilidad cuando € tiende a 0 por la derecha. A este limite lo
denotaremos por fOT usdB; y es llamado integral forward de u con respecto
a B. Diremos que la integral forward existe en L?(Q) si la convergencia se
mantiene en L*(Q) y en este caso diremos que u € Domsy &~ .

Listamos algunas observaciones acerca de la integral forward:
1 Paracadat € [0, 7] usaremos la notaciéon fOT uslpq(s)dB; = [ousdB; .

2 La integral forward es también una integral anticipante, es decir,
L2,([0,T] x Q) C Doms §~ y la integral forward de procesos cuadrado
integrables, medibles y F;-adaptados respecto a B coincide con la in-
tegral de Ito respecto a B.

3 Sea {Gi|t € [0,T]} una filtracién tal que F; C G; para todo t € [0,7]
y B es una semimartingala con respecto a la filtracién {G:|t € [0,7T]}.
Entonces cualquier proceso X que sea G;-adaptado y acotado es for-
ward integrable y su integral forward con respecto a B coincide con las
integral de Ito de X con respecto a B.

4 La definicion de la integral forward implica que si F' es una variable
aleatoria y u € Dom ¢, entonces Fu € Dom 0~ y fOT FugdB; =

F [l udB;.



CAPITULO 3. CALCULO ESTOCASTICO. 60

La siguiente proposicién nos provee de condiciones suficientes para que o (L)
pertenezca a Domsg 0.

Proposicién. 19 Sean o € Ry. Entonces para cualquier variable aleatoria
L, o(L) pertenece a Domy 6~ y ademds

/O ' os(L)dB; = < /0 ' Us(x)st)z:L c.5. (3.24)

donde se entiende que el lado derecho de la 1qualdad esta dado como

(< /0 ' Us(:v>st) (w))“(w) = ( /0 ) as(L>st) (w)

Demostracion. Por la propiedad local de las integrales podemos suponer que
|L| < n para algin n € N. Para cada m > 1 consideramos al tiempo de paro
T Tespecto a la filtracion {F|t € [0, 7]} definido por

n t t
Ty = inf {t > 0|/ / ol (z)*dsdx > m 6 / 04(0)%ds > m} AT
—nJo 0

Reemplazando el campo aleatorio o;(x) por oy(z)li<,,, podemos asumir que
fOT 0,(0)%ds < my [" fOT o'(z)?dsdz < m. Aplicando el teorema funda-
mental del calculo tenemos que

I I
_/ US(L)(B(3+6)AT - Bs)ds = / 08(0)(B(S+6)/\T - Bs)ds
0 0

€ €

1 T L
+ E/ (/ U;(y)dy) (B(s+6)/\T — By)ds
0 0

— by + by

El primer sumando b; converge a la integral de Ito fOT 0s(0)dBs cuando €
tiende a 0 dado que la integral forward es una extension de la integral de Ito.
Utilizando el teorema de Fubini podemos escribir el segundo termino como

1 L T
by = E/ </ Ug(y)(B(H-E)/\T - BS)d8> dy
0 0

Ahora bien, sea b = fOL( OT ol (y)dBs)dy, entonces vamos a probar que by
converge b en L*(€)) a 0 cuando € tiende a 0. En efecto,

/oL /OT ( /;[";(y) - Ui(y)]ds) dBydy

<[5 [ [ i) - ottwasaiay

1 2
Elb, —b* < < E
€
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con la convencién de que o4(x) = 0 para todo s < 0. Dado que 0 € Ra,
entonces ¢’ es continua, por lo tanto el lado derecho de nuestra desigualdad
anterior converge a 0 cuando € tiende a 0. Finalmente notemos que utilizando
el teorema fundamental del calculo y el teorema de Fubini

/OT 0,(0)dB, + /OL (/OT a;(y)st) dy = (/OT Js(x)st>x_L (3.25)

Proposiciéon. 20 Sean 0 € Ry y L una variable aleatoria tales que:

i) E ( IS at(O)th> <

i) PP ) (B (1 oty ar) )demo.

Entonces (L) pertenece a Domsy 6~ y

/OT os(L)dB; = (/OT Js(x)st)x_L c.s. (3.26)

Demostra(non Es parecida la Proposcicion 19. La convergencia del termino
bs a b= fo o' (y)dBs)dy se sigue del hecho que

([ ( / o) — oty ﬂds) i) dy
< ¢ / (L) ( / / )= o)) 2dsdt)2] mdy

En el siguiente resultado se establece la relaciéon que hay entre la integral de
Skorohod y la integral forward para un proceso de la forma o(L).

1 2
Elb, —b]* < S E
€

Proposicién. 21 Sea L € D2 y 0 € R.NRy tales que

i) E ( I at(0)2dt> <
i) [2o B LP <o) (E( A )th)2)1/2 dx < 0.

i) B [fo o' (L)2(D L)2d3+< s(L)?ds) (fOT(DSL)stﬂ < .
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Entonces o(L) pertenece a Dom § N Domy 0~ y ademds

/0 Tas(L)dB; = /0 TUS(L)st—l- /0 Ta;(L)DsLds (3.27)

Demostracion. Consideremos los siguientes procesos estocdsticos

1 t
aie) = E/ os(L)ds
t—e

suponiendo que o4(z) = 0si s < 0 o bien s > T, donde estos convergen a
o¢(L) cuando € tiende a 0. Ahora bien, i), ii) y iii) nos garantizan que para

cada € > 0 se tiene que 0'156) €Dom d y

1 T t
5(0@):2 /O / o,(L)dsdB,
t—e
1 T

_ ‘/ 5(L)(B(stonr — Bs)ds — _/o

€ Jo €

' ( / S+€ Dt[aS(L)]dt> ds
e

1 /7 1
= —/ 0s(L)(Bsteynr — Bs)ds — —/ (/ a;(L)DtLdt) ds
€ Jo € .Jo s

=C — Cy

donde la segunda igualdad se cumple por la Proposicién 18 y la tercera debido
al Lema 8. El termino ¢, converge en L*(Q) a fOT 0l(L)DsLds cuando € tiende
a 0 debido a la suposicién i) de la Proposicién 21. Por otro lado ¢; converge
en L*(Q) a fOT os(L)dB; cuando ¢ tiende a 0 debido a la Proposicién 19.

Como consecuencia de esto §(o(©)) converge en L?(Q2) cuando € tiende a 0 a
T T
/ os(L)dB; — / o'(L)DsLds
0 0

3.6 Engrosamiento de filtraciones.

El significado de engrosar una filtracion es el de tomar una filtracién {F; }+>o
y con ella obtener una nueva filtracion {G; };>¢ “més grande” tal que la nueva
filtracion cumpla con las condiciones usuales y F; C G; para todo t > 0.

La idea de engrosar una filtracién fue propuesta por K. It6 en 1976 ([8)]),
quien demostré que dado un movimiento browniano B = {B|t > 0}, uno
puede extender la filtracion {F;|t > 0} = {o({Bs|s < t})|t € [0,T]} de B
agregando de una manera apropiada la o-algebra generada por B; a todos
los F; de la filtracion, incluyendo por supuesto a Fy, mas aun, Ito demostro
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que B sigue siendo una semimatingala con respecto a la nueva filtracion y
calculé su descomposicion explicita. Uno de nuestros propositos es encontrar
condiciones bajo las cuales podamos engrosar nuestra filtraciéon agregando la
o-algebra generada por una variable L.

Para esta seccién supondremos que, 7' > 0, B = {Bi|t € [0,T]} es un
movimiento browniano definido en un espacio de probabilidad completo
(Q,F,P) y {Fi|t €[0,T]} es la filtracién generada por el movimiento brow-
niano B = {By|t € [0,7T]} anadiendo los conjuntos de medida 0. Asi
{Fi|t € [0,T]} satisface las condiciones usuales.

Definicién. 44 Sea L una variable aleatoria. Denotaremos por {F;Vo(L)|t €
[0,T1} al engrosamiento de la filtracion {F|t € [0,T]} dada la variable L,
es decir, Fy V o(L) es la o-dlgebra mds pequena que contiene a todos los
conjuntos de la forma

[Le BjNA

donde A € F; y B € B([0,T)), B([0,T)) la o-dlgebra de Borel del conjunto
[0, 7).

Bajo ciertas condiciones (ver Yor y Masui [18] Teorema 1.6) existe una J; V
o(L)-martingala local B, tal que

__ t
a:&+/m@m;w6mﬂ (3.28)
0

donde p : Qx [0, T] xR — R es un campo aleatorio F; Vo (L)-adaptado y Bes
un movimiento browniano con respecto a la filtracién {F; vV o(L)|t € [0,T]}.

3.6.1 Aplicaciones del calculo de Malliavin al
engrosamiento de filtraciones.

A continuacién damos una forma de calcular p(L) en (3.28) utilizando he-
rramientas del calculo de Malliavin estudiado en la seccién anterior, asi como
condiciones sobre la variable aleatoria L de tal manera que lo antes men-
cionado sobre la descomposicion de B se cumpla. Consideremos lo siguiente:
Sea L una v.a. que pertenece a D'? tal que para casi toda s € [0,7] la
funcion

-1

I.(S’ L) = 1[S,T](')1[fST(DuL)2dU>O} </s (DuL)Qdu> (DsL)(DL) (329)
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pertenece a Dom § y existe un campo aleatorio p = {p;(z)|t € [0,T],z € R}
P ® B(R)-medible tal que para cada = € R, p(x) es un proceso F; V o(L)-
adaptado y

ps(L) = E [/OT Ii(s, L)dBy| F, v o(L)] (3.30)

Ejemplo. 12 Sea L = fOT msdBs, donde m € L*((0,T)) y ftT m2ds > 0 para
todo t € (0,T), entonces D,L = m,, por lo tanto
-1

1.8 = ) ([ omiae) * majim)

de donde obtenemos que

[ vty ([ i)

Mg T
= F U myd By |F, v U(L)}
[, m2du s

ms T s
=———F U mtdBt—/ mtdBt|]-“S\/a(L)}
[ m2du 0 0

—m L — fos mtdBt
) fST m2du

donde la ultima igualdad es debido a que fOT myd By es medible con respecto a
la o-dlgebra generada por L y fos mdB; es Fs-medible.

-1

ps(L) =E (ms)(mi)dBy| F v C’(L)]

Un ejemplo de lo anterior se puede ver al tomar m(t) = 1, como se muestra
a continuacion.

Ejemplo. 13 Sea T > 0 fijo. Consideremos a L = By, entonces L € D2,
D, L =1 para todo u € [0,T], por lo tanto

I(s,L) =1y (:)(T — )7
de donde

mﬂJ:E[ATmﬂ@ﬂT—sY%BAEVU@%ﬂ

__1 g l/T dB,|F. v J(BT)}

T—s
1
= T——SE[BT — BS‘./T'-S \/U(BT)]
LB,

T—s
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donde la ultima igualdad es debido a que Br es medible con respecto a la
o-algebra generada por L y By es Fg-medible.

Ahora vamos a verificar que si p estd dado como en (3.30), entonces el proceso
{B; — f(f ps(L)ds|t € [0,T]} es un movimiento browniano con respecto a la
filtracién {F; V o(L)|t € [0,T]}. En efecto, la siguiente proposiciéon nos
garantiza esto.

Proposicién. 22 Sea L una variable tal que cumple las hipotesis pedidas en
(3.30). Entonces {B; — fg ps(L)ds|t € [0,T]} es un movimiento browniano
con respecto a la filtracion {F, vV o(L)|t € [0,T]}.

Para probar esta proposicién nos ayudaremos de los siguientes lemas.

Lema. 9 EI proceso B definido en (3.28) es un proceso de Ité respecto a la
filtracion {F; vV o(L)|t € [0,T]} y se tiene que

{E,E]t:t vVt € [0,T]

Demostracién. B es una F, V o(L)-semimartingala [18] por lo tanto es un
proceso de It6 y tenemos que

[B’,E]t - {B—/ps(L)ds,B—/ps(L)ds]t

la demostracion se sigue de las propiedades vistas en la Subseccion 3.3 sobre
el proceso corchete.

Lema. 10 Sean L € D'? y o0 € R. N Ry un campo aleatorio tales que se
cumplen las hipotesis del Lema 8. Entonces se cumplen la siguientes igual-

dades
T

(02 (L)D,L = / Io(s, L) Dy(0(1))d6 (3.31)

E < /0 t(as)’(L)DsLds) —E < /0 t JS(L)pS(L)ds) (3.32)

y ademds



CAPITULO 3. CALCULO ESTOCASTICO. 66

Demostraciéon. Tenemos que

2
(05)'(L)DsL = /T 1[[3(D;L)2du>0}(D0L) (o ¥(E)D. L)
# fs (D, L)%du
’ 1[fsT(DuL)2du>0}(DeL)(DsL)
/S fT<DuL)2du
T 1[5,T](9)1U (D L)2du>o](D9L)(DSL)
/0 f (DyL)*du

((04)'(L)DyL)db

(Do(05(L)))dO

:A<M&mum%wmw

donde la primera igualdad se cumple dado que se estda multiplicando por la
unidad y la tercera igualdad es consecuencia del Lema 8. Ahora bien, de lo
anterior obtenemos que

B ( /0 t(as)’(L)DsLds> _E ( /0 t / L L)DQ(US(L))d0d3>
([ ([ e m)
E </Ot o (L)E {/T Io(s, L)dBy|F, v a(L)} ds)
E (/Ot ou(L)E UOT Io(s, L)dBy| F, v U(L)} ds)

:E(Alxm%@ﬂ

donde la primer igualdad se cumple por (3.31) y el hecho de que I (s, L) es
identicamente 0 en [0, s], la segunda igualdad es concecuencia del Lema 7, la
tercera igualdad es debido a que para cada s € [0, ] fijo, o5(L) es Fs V o(L)-
medible y las propiedades de la esperanza condicional, finalmente la tltima
igualdad es por la defininici6 de p.

Damos ahora la demostracion de la Proposicion 22.

Demostraciéon. Tomando el valor esperado en ambos lados de (3.27) ob-



CAPITULO 3. CALCULO ESTOCASTICO. 67

tenemos lo siquiente

E (/OT JS(L)dBS‘) _B (/OT a;(L)DsLds>
-&(/ ' DLy )

donde la primera igualdad se cumple dado que el valor esperado de la integral
de Skorohod tiene valor esperado 0, y la segunda por (3.32). Ahora bien,
sean a,b € [0, 7] fijos con a < by consideremos al campo aleatorio dado por
o(x) = Ff(x)ly(t) para todo (t,z,w) € [0,7] x R x €, donde F' es una
variable aleatoria F,-medible y f € C'(R) con soporte compacto. Asi F 1,y
cumple con las hipétesis de la Proposicion 21, entonces F f(L)1j,, € Dom
dNDomy 6, sustiyendo o¢(L) = F f(L)1}4(t) en la igualdad (3.33) tenemos

N E (/b Ff(L)dB;) _E (/b Ff(L)pS(L)ds> (3.34)

por la definicién de la integral forward y el hecho de que ésta coincide con
la integral de Ito cuando el integrando es 1 el lado izquierdo de la igualdad
(3.34) estd dado por

E (/b Ff(L)dBS) —E (Ff(L) /ab st>

— BE(Ff(L))(By, — B,))

(3.33)

notemos que el lado derecho de la igualda (3.34) se puede escribir como

B( b Frwpwis) = (rro ([ o L)ds [ sawpas))

de lo anterior podemos reescribir (3.34) como

pEr e - ) = £ (21w ([ pinis- [ nwas))

agrupamos los terminos que dependen de a en un lado de la igualdad, asi
como los que dependen de b en el otro, asi obtenemos que

B (rr (- o)) = e (Frw (5 [ oins))
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dado que esto se cumple para el espacio de v.a.’s F'f(L) con F', F,-medible y
este espacio es denso en el espacio de las v.a.’s F, Vo (L)-medibles y acotadas,
entonces de la Definicion 15 concluimos que

E {Bb—/obps(l;)dsu"a\/a(l;)} :Ba—/oaps(L)ds

es decir, {B; — fg ps(L)ds|t € [0,T]} es una F; V o(L)-martingala continua.
Hemos probado que B = { B;— fot ps(L)|t € [0,T]} es una martingala continua
con respecto a la filtracién {F; V o(L)|t € [0,T]} y del Lema 9 se tiene

que [E, E} = t. Por lo tanto del teorema de caracterizacion de Lévy se
t

concluye que B es un movimiento browniano con respecto a la filtracion

{Fiva(L)|t €0,T]}.

Observaciéon. 18 Notemos que tanto B como B son variables normales con
media 0, por lo tanto al tomar valor esperado en (3.28) tenemos que

B (/Ot pS(L)ds) _0 wel0,T) (3.35)

En la siguiente subseccion veremos que B es un movimiento browniano con
respecto a la filtracion mds pequena que contiene a {F; V o(L)|t € [0,T]} y
que satisface las condiciones usuales.

3.6.2 Engrosamiento de filtraciones con condicones
usuales.

Al trabajar con el engrosamiento de filtraciones dado como en la Definicion 44
puede ser que nos enfrentemos con un problema y es que esta nueva filtracion
puede no cumplir con las condiciones usuales, para ser mas precisos ésta
puede que no sea continua por la derecha, esto puede ser un inconveniente si
es que nosotros queremos utilizar tiempos de paro definidos como el primer
instante en el que un proceso pertence a cierto conjunto (ver [2]). Para
resolver este problema definimos el siguiente engrosamiento de filtraciones
que cumple con las condiciones usuales y para la cual se sigue cumpliendo
lo anterior mencionado para la descomposicion de nuestro movimiento brow-
niano.

Definicién. 45 Sea L una v.a. Definimos por {G|t € [0,T]} a la o-dlgebra
mdas pequena que contiene a {F; V o(L)|t € [0,T]} y cumple con las condi-
ciones usuales, mds precisamente tenemos que

G =()(FaVa(L) Vte[0,T] (3.36)

a>t
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con la convencion Fo, = Fr st o > T.

Notemos que B sigue siendo continuo, esto es debido a que por continuidad
de B y la continuidad de la integral, se tiene que

~ tn
Bt = tlir—{lt <Btn — /0 pS<L)dS)
t
_ B, / pa(L)ds
0

para cualquier sucesion {t,}°°, C [0,7] que converge a t. Ademés B es un
movimiento browniano respecto a la filtracién {G;|t € [0,T]}, para esto nos
ayudaremos de la siguiente proposicion

Proposicién. 23 Sean X € L'(Q) y {F,.}5°, una familia de sub-o-dlgebras
de F, tales que F1 D Fo D ... D F, D .... Entonces

X]| ﬁ ]-"k] c.s.
k=1

Demostracién. Ver demostracion de la Proposicién 2.24 en Tudor [27].

lim E[X|F,| =F

n—o0

Ahora bien, dado que el proceso de variacién cuadratica no cambia bajo

nuestro engrosamiento de filtraciones (Lema 9), entonces [B, B} =ty da-
t

dos s < t podemos tomar « € (s,t), de donde

E|BlG.| = B | B,

(s vO(L))]

a>s
= lim E[By|Fa V o(L)]
= lim Ea

als

- B,

donde la segunda igualdad se cumple por la Proposicién 23, la tercera es
debido a que B es F;Vo(L)-martingala y la cuarta por continuidad de B, por
lo tanto B es una Gi-martingala continua. Del teorema de caracterizacion de
Lévy concluimos que B es un movimiento browniano respecto a la filtracién

{G:|t € [0,T7}.



Capitulo 4

Control ()ptimo en Economia.

La matemaética financiera es una de las ramas de la matematica donde se
aplican las ecuaciones diferenciales estocasticas, una de estas aplicaciones es
en el estudio de modelos para mercados financieros, esto es debido a que
los modelos estudiados en esta rama de las mateméaticas son modelados por
medio de ecuaciones diferenciales estocésticas por lo tanto es de gran impor-
tancia el conocimiento del comportamiento de éstas. Un ejemplo de estos es
como un inversor debe invertir su capital (riqueza) en mercado financiero de
tal manera que pueda aprovechar su capital para obtener ganancias.

En este capitulo vamos a introducir al lector a lo antes mencionado sobre un
inversor y la forma en que éste puede invertir su capital en bonos (activos sin
riesgo) y en stock (activos con riesgo), asi como en la estrategia de inversién
(portafolio) de un inversor honesto (no posee de informacién privilegiada),
asi como es que puede cambiar la estrategia de inversion de éste en el caso
de contar con informacién privilegiada.

4.1 Mercados financieros.

Un mercado financiero es un espacio ya sea tanto fisico (bolsa de valores) o
virtual (paginas web de inversiones), en el cual se realizan la compra-venta
de activos financieros de algun tipo, en éste se determinan los precios de los
activos, asi como los cambios de estos.

Un activo financiero es un instrumento financiero que otorga a su comprador
el derecho de recibir ingresos por parte del vendedor en un futuro (no nece-
seriamente positivos), existen dos tipos de activos, estos son los activos sin
riesgo (los ingresos son fijos desde el momento de la compra del activo) y
los activos con riesgo (el ingreso final es desconocido). Para el uso de estos
introducimos los siguientes conceptos de activos.

70
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Definicién. 46 Un bono es un activo financiero para el cual al instante de
la compra se fija un precio P2 de venta a un tiempo final T > 0, es decir, el
precio final P2 del bono solo depende del tiempo de venta y por lo tanto no
es aleatorio.

Ejemplo. 14 Supongamos que pedimos un prestamo B a un banco con una
tasa de interés r por unidad de tiempo, por lo tanto al tiempo T nosotros
estaremos pagando al banco una cantidad de dinero dada por

P) =P} +rTP) = (1+rT)P)

ahora bien si los cobros del banco son a mitad del periodo T con tasa de
interés r/2 por unidad de tiempo, entonces debemos hacer dos pagos uno al
tiempo % y otro al tiempo T, pero el sequndo es mayor pues en el sequndo
pago se acumula el interés que se obtiene en la primer mitad del periodo, es

decir,
T T T T\?
12:(100+T2](?)+T2 (100+T2 Q)Z(HZ) Ey

asi en general si tenemos que hacer n pagos en el periodo T con tasa de
interés r/n por unidad de tiempo, entonces nuestro pago al final

T n
Po— (1 + %) P (4.1)

es bien sabido que la sucesion anterior converge a €"? P9 cuando n — oo, por
lo tanto si nosotros queremos obtener el precio a pagar a cualquier instante
t € [0, 7] del periodo con una tasa de interés cuyo periodo de capitalizacion es
ifinitamente pequena, entonces lo podemos obtener con la siguiente formula

0 _ _rtp0
P’ =e"F;

Definicién. 47 Un stock es un activo financiero para el cual al momento de
su compra no podemos predecir con exactitud su valor al tiempo final.

Ejemplo. 15 Una familia estd por vender su casa, la cual compraron a un
precio Py cuando comenzaron a vivir ahi, por lo tanto planean vender en
el mismo precio. Al momento de introducirla al mercado sale un reportaje
en una conocida revista de estadistica en donde se habla que los precios de
las casas en la zona donde vive la familia puden decaer en un porcentaje
a € [0,1] si una fabrica se construye cerca de la zona. Las posibilidades de
que la fabrica se construya son de la mitad pues el jurado que aprueba las
concesiones se divide a la mitad entre los que estan a favor y los que no. Asi
el precio de la casa al tiempo final estard dado por

1 1 o
pl_ Fy —aF, sise construye la fdbrica.
r— P! no se construye la fdbri

0 ye la fdbrica.
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4.1.1 Modelo clasico de mercado.

En esta subseccién consideraremos un modelo clasico de mercado el cual
consiste de un bono y un stock. Para éste proporcionaremos las herramientas
que usaremos para estudiar el comportamiento de los precios del bono, asi
como el de los precios del stock.

Para lo que resta de este capitulo supondremos que, B = {B|t € [0,T]} es
un movimiento browniano fijo, respecto a la filtracion {F;|t € [0,T]}, ésta
es la generada por el movimiento brwoniano B anadiendo los conjuntos de
medida cero.

En el Ejemplo 14 obtuvimos una férmula para el precio de un bono, por lo
tanto podemos modelar el cambio en el precio de éste por

dP) = r,P’ds
P) =1

para toda t € (0,7]. Y el precio del stock esta determinado por la siguiente
ecuacion diferencial estocastica

dPtl = Ptl [btdt + O'tdBt]
Pl=p>0

para toda t € (0,7]. Donde el movimiento browniano B modela las fluctua-
ciones aleatorias de los cambios de precio para el stock.

Para nuestro proposito consideraremos que los coeficientes b, o, y r son pro-
cesos medibles y adapatados a la filtracién {F;|t € [0, T]}.

Definicién. 48 Un portafolio m : Q x [0,T] — R es un proceso medible y
adaptado a la filtracion {F|t € [0,T]} que satisface

E [ /0 ' ya(t)w(t)ﬁdt] < 0 (4.2)

7 representa la estrategia de inversion de un inversor honesto, es decir, m;
representa el porcentaje de la riqueza del inversor invertido en stock, asi como
el resto 1 — m; es el porcentaje de la riqueza invertida en bonos al tiempo
te[0,7].

Ejemplo. 16 Un hombre quiere invertir una cantidad xo de su dinero en
bonos y stock, dado que el hombre no conoce mucho del tema de finanzas, su
plan es invertir en cualquier momento del periodo la misma cantidad de su
riqueza en bonos como en stock. Por lo tanto su estrategia de inversion de
este hombre queda determinado por

1
7Tt:§ tG(O,T]
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para que su estrategia sea un portafolio, la volatilidad (o) del precio del stock
debe ser cuadrado integrable.

El inconveniente en el ejemplo anterior no se presenta en el modelo de mer-
cado clasico pues para éste se supone lo siguiente:

i) 7y b son acotadas en € x [0, 7.

11

iii) o no es identicamente 0.

)
)
)
iv) o~ (b—7) € L3 x [0,T]).

Las condiciones i) — iv) ademds de evitar el inconveniente en el ejemplo
anterior nos proporcionan condiciones suficientes para existencia y unicidad
de soluciones de nuestras ecuaciones diferenciales, asi como condiciones para
la optimizacion de la utilidad.

Para una riqueza inicial zy > 0 de un inversor consideramos el proceso X7,
el cual representa la riqueza del inversor al tiempo ¢ € [0, 7] correspondiente
al portafolio m. Notemos que al tiempo inicial el inversor cuenta con su
riqueza inicial unicamente, asi XJ = x¢ y para un tiempo t € (0,7] el
inversionista invierte m X7 en el bono y (1 — m) X[ en stock, por lo tanto el
cambio en la riqueza del inversor a este tiempo esta dada por

dXT = ”t;t? dP} + (1—;}))@ dP?
= (1 — Wt)XZT’rtdt + 7TtXtTr [btdt + O'tdBt]

= (re + (b — r)m) XFdt + oym X[ d B, (4.3)
Esto es, la riqueza del inversionista X™ es determinada por la ecuacion (4.3)

Definicién. 49 (1) Una funcion U : (0,00) — R es llamada funcion de
utilidad si €sta es estrictamente concava, con primera derivada con-
tinua y satisface que

U'0)=lmU'(z) =400 & U'(o0) = lim U'(x) =0

z|0 T—00

(2) Una funcion U : [0,T] x (0,00) — tal que para toda t € [0,T] la
funcion U(t,.) es una funcion de utilidad en el sentido de (1) es también
llamada funcion de utilidad.

Algunos ejemplos de funciones de utilidad son:
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2) U(x) =z con a € (0,1).
3) U(t,z) = e 'U;(z) donde U; es una funcién de utilidad como en 1 o 2.

Notemos que bajo las supocisiones i)-iv) la Ecuacion (4.3) es lineal y por lo
tanto tiene solucién tnica debido a la férmula de It6 (Teorema 6) dada por

t 1 t
XT = zpexp {/ [rs + (bs — rg)ms — 50?7?} ds + / USWSdBS}
0 0
t 1 /b—r\" 1 by — 17 t
= xoexp {/ (rs + = ( ! ) — = |:O'S7TS — ! ] ds —|—/ 0,Tsd By
0 2 Os 2 Os 0

Asi utilizando la funcién de utilidad logaritmica tenemos que

t 1 o 2
IH(XZT) = ].H(I'O) + / (7‘8 + = (bs Ts)
0 2 O

1 —r,]? t
__ |:O‘S7TS _ bs rs:| ) ds —|—/ 0sTsd By
2 Os 0

tomando valor esperado al tiempo final en la igualdad anterior notando que
por la suposicién ii) la integral estocastica desaparece por tener valor espe-
rado cero, obtenemos que

E(n(X7F)) = In(xy) + E (/OT (7’3 +% (bsa—srs)g
st o)

Ahora bien, para obtener un portafolio que maximice nuestra riqueza pode-
mos proceder de la siguiente forma [5], al considerar el argumento en el drift
de la ecuacién anterior obtenemos un polinomio de grado 2 en la variable

7, calculando las primeras dos derivadas de este polinomio con respecto a 7
obtenemos que el portafolio

* by — 1y
= 3
0%

maximiza la experanza de la utilidad logaritmica de la riqueza final.
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4.2 Informacion privilegiada.

En esta seccién consideramos la llamada informacion privilegiada; esto es, el
inversor al tiempo inicial 0 posee informacién extra sobre el comportamiento
y desarrollo futuro del mercado financiero, es decir, éste posee informacion
que los inversores honestos no poseen sobre el cambio de los precios del
stock, ésta es representada por una variable aleatoria L. Con esto el inver-
sor puede utilizar esta informacién para disenar estrategias de inversion mas
apropiadas, es decir, el inversor puede elegir portafolios F; V o(L)-adaptados
para invertir en el stock de tal manera que maximice su utilidad.

Supongamos que un inversionista posee informacion privilegiada la cual esté
proporcionada por una variable L, Fri-medible (T' < T} < oo, es decir, la
informacion extra que posee el inversionista sobre el mercado abarca todo
el periodo o incluso un tiempo mayor pero finito) tal que se satisfacen las
hipétesis pedidas en (3.30), entonces éste puede aplicar el engrosamiento de
filtraciones dado en (3.36) a su proceso estocastico X™ que modela su riqueza
y en este caso el proceso queda determinado por

dXT = (ro+ (b — 70 + pu(L)or)m) X[ dt + oym X[ d B,y

donde p;(L) estda dado por (3.30), ahora bien, si este modelo cumple con
las suposiciones i)-iv) dadas para el modelo de mercado clésico, entonces
podemos proceder de la misma forma que en la Seccién 4.1.1 para obtener
un portafolio que maximice la utilidad logaritmica de la riqueza terminal,
pero en este caso nuestro portafolio cuenta con la informacion privilegiada,

es decir,
. bi—ri+op(L)
T, = 5
Oi

En la practica la eleccién de este tipo de portafolios puede generar algin
costo, por ejemplo: pagar a una agencia de estadistas para conocer el com-
portamiento en una comunidad de tal manera de tener una idea sobre el cam-
bio de los precios en esa comunidad. Asi, si los costos de nuestro portafolio
estan dados por una funcion ¢ que depende del tiempo, de nuestra riqueza a
ese tiempo y del portafolio al mismo tiempo, entonces nuestro proposito es
el de maximizar nuestra riqueza final X7 minimizando los costos iniciales ¢,
esto nos lleva a considerar el problema de minimizar la funcién

T
FE (/ (b(t, Xt, Wt)dt - GXT) a>0
0

o bien, si nuestro objetivo es el de maximizar la utilidad de nuestra riqueza
al tiempo final, minimizando los costos iniciales, entonces esto nos llevaria a
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tratar de minimizar la funcion

B (/OT (L, Xy, 7)) dt — U(XT)>

donde U es una funcién de utilidad. Por ejemplo, en el caso de que nues-
tra funcion de utilidad sea logaritmica y poseamos informacion privilegiada,
entonces esta funcion esta determinada por

T 1 bs—Ts+pt(L)Ut 2
E (/(; <¢(taXt77rt) —Ts — 5 ( o )

el problema de tratar de minimizar esta funcion nos lleva al estudio de la
siguiente subseccién, en donde estudiamos un algoritmo para minimizar dicha
funcion.

4.3 Control estocastico.

En este capitulo vamos a estudiar la aplicacién del engrosamiento de filtra-
ciones al teorema de Verificacion el cual es utilizado en la teoria del control
para encontrar controles 6ptimos para determinados modelos. Esto es debido
a que en algunos modelos se puede obtener informacién extra sobre su com-
portamiento por algiin medio externo, por lo tanto con ésta podemos disenar
de alguna manera controles mas apropiados para nuestros modelos.

Para nuestro propésito vamos a estar utilizando la filtracién {F|t €
[0,7]} que sea ha ocupado con anterioridad, es decir, ésta es la generada
por un movimiento browniano B agregando los conjuntos de medida cero.
Ademas, utilizaremos la siguiente notacién: U un conjunto cerrado de R, O
es un conjunto abierto en R, para un ¢y € [0,7) dado, definimos a los con-

juntos Q = [to, T) x O, Q := [to, T] x O, y 9*Q = ([to, T) x 00)U({T} x O).

El objetivo de nuestro estudio en este capitulo es la siguiente ecuacién diferen-
cial estocéastica

dXt = b(t,Xt,ut)dt—i— U(t,Xt,ut)dBt te [to,T] (44)

donde a u : 2 x [0,7] — U es un proceso estocastico adaptado a la filtracién
{Fi|t € [0,T]} conocido como control, X : Q x [0,7] — O es un proceso
de It6 adaptado a la filtracion {F;|t € [0,T]} y por tdltimo las funciones
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b,o : Q x U — R cumplen con lo siguiente: son funciones continuas con
b(.,.,u),0(.,.,u) € CYQ) para toda u € U. Ademds, para alguna constante
C > 0 se cumple que

% + @ 8_0' + 8_0 <
at| " |ox ot| " |ox| = (4.5)
b(t, z,u)| + [o(t, 2, u)| < C(1+ [z] + [u])

Sca

Definicion. 50 Decimos que X es un proceso controlado por u si éste es
solucion de la ecuacion (4.4) y ademds, a (4.4) se le llama ecuacion diferen-
cial estocdstica controlada.

En lo consecutivo denotaremos por F, a la esperanza de la soluciéon X de
(4.4) con condicién inicial z al tiempo t.

4.3.1 Control 6ptimo.

Puede que al trabajar con algtin control u la solucién asociada a éste no
esté bien definida después de cierto momento en el tiempo, por este motivo
definimos el primer instante de salida de X de nuestro conjunto () al momento
en que nuestra solucién ya no pertenece a este conjunto, es decir,

7 =inf{s € [to, T]|(s, Xs) € Q} AT

(con la convencién de que sup) = +o00). Nnotemos que {F|t € [0,T]}
cumple con las condiciones usuales por lo tanto 7 es un tiempo de paro con
respecto a la filtracién {F|t € [0,7]}, el lector interesado en esto puede
consultar por ejemplo Bojdecki [2].

Definicién. 51 Un proceso estocdstico u : 2 x [0,T] — U es llamado control
admisible, si es progresivamente medible y para todo x € R la ecuacion (4.4)
con condicon inicial Xy = x posee solucion unica X = {X,|s € [t, 7]} y si
n0sotros tenemos que

T
E (/ \us\kds) <oo VkeN (4.6)
t

Denotaremos por A(t, x), al conjunto de procesos admisibles u de la ecuacién
(4.4) con punto inicial (¢, z).

Definicién. 52 La funcion de costos estd dada por

Tt w5u) = s ( /t " L(s, Xuu)ds + (r. XT)) (4.7)
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donde
L:QxU—>R

Yv:Q—=R
son funciones deterministas medibles, éstas son llamadas costos iniciales y

costos finales respectivamente, ademds €éstas tienen crecimiento polinomaial,
es decir,

|L(t, 2, u)| < C(1+ |2f" + [ul*) (4.8)
[W(t, )] < C(1+|a]")

para algin k € N.

Observacion. 19 SiL=0 ¢y =0 en (4.7) la funcion de costo se dice que
es tipo Lagrange o Meyer, respectivamente.

El problema de optimizacién que nos interesa es el de encontrar un control
admisible u tal que minimice la funcién de costos (4.7), es decir, encontrar

inf t,x; 4.10
uE.lAn(t,x) j( 7$’U) ( )

La funcién dada por

Vita) = inf J(taw), (ha)€Q

es llamada la funcién de valor del problema de minimizacion. Esta describe
como evolucionan los costos en (4.10) con respecto al cambio en las condi-
ciones usuales (t, ).

Definicién. 53 Un control admisible u* € A(t,x) es llamado control éptimo
st se cumple que

J(t,z;u) < J(tx5u) (4.11)
para todo u € A(t, )

4.3.2 Teorema de verificacion

Teorema 13 (Teorema de Verificacion.)

Sea G € C12(Q) N C(Q) que cumple |G(t,z)| < K(1 + |z|*¥) para algunas
constantes K > 0 y k € N, tal que G cumple la ecuacion Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB):

Iitrellf}(A“G(t, z)+ L(t,z,u)) =0 (t,x) €Q (4.12)
G(t,z) =¢(t,x) (t,z) € 0"Q (4.13)
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donde A"G(t,z) = Gy(t,x) + 30%(t, ,u)Guy(t, x) + b(t, z,u)G,(t,x) con
(t,z) € Q, donde Gy, G, Gy Tepresentan las derivadas parciales de G res-
pectivamente. Entonces:

(1) G(t,x) < J(t,z;u) para toda (t,x) € Q yu. € A(t, ).
(2) Si para toda (t,x) € Q existe un control u* € A(t,x) tal que
ur € arg mei[r]l(A“G(s, X))+ L(s,X;,u)) (4.14)

para toda s € [t,T], donde argmin es el argumento minimo de nuestra
funcion sobre el conjunto U, es decir, el elemento donde nuestra funcion
alcanza su valor minimo y X7 es es el proceso controlado correspon-
diente a u* definido en (4.4), entonces

G(t,x) =V (t,x) = J(t,z;u") (4.15)
En particular, u* es un control optimo.

Demostracién. Ver la demostracién del Teorema 5.17. en Korn [12] o bien ésta
se puede deducir de la demostracion del teorema que se vera a continuacion.

4.3.3 Aplicaciones del engrosamiento de filtraciones en
control.

En la Secciéon 3.6 estudiamos el engrosamiento de filtraciones cuando se
cuenta con la informacion extra proporcionada por una variable aleatoria
L tal que se satisfacen las hipotesis de (3.30) con op(L) € L'([0,T]) c.p.1.,
con esto podemos aplicar el engrosamiento de filtraciones a lo estudiado al
principio de este capitulo para aprovechar la informacion extra al diseno de
nuevos controles que se acoplen a la nueva informacion de nuestro modelo,
es decir, estos controles seran adaptados a la filtraciéon mas grande.
Notemos que al aplicar el engrosamiento de filtraciones (3.36) nosotros obte-
nemos un termino extra en el drift de (4.4), es decir, nuestro proceso de Itd
dada la filtracion {G;|t € [0,T]} es solucién de la ecuacién

dX, = (b(t, Xy, u) + o (t, X, u)p(L))dt + o (t, Xy, ug)dB, (4.16)

donde p;(L) estd dada por (3.30), por lo tanto, para este caso el A* definido
en el teorema de verificacion queda determinado por

MGt 7) =Gyt 7) + %02(75, 2, 0) Gt )
+ (b(t,x,u) + pe(L)o(t, z,u))Gy(t, x)

(4.17)
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para todo (¢,z) € @, donde Gy, G, G,, representan las derivadas parciales
de G respectivamente, pues ésta se obtiene al considerar el drift en la formula
de Tt6 para campos aleatorios (3.12) para una campo aleatorio G € C12(Q)N
C(Q) respecto a un proceso de It6 de la forma (4.16). Notemos que en (4.16)
estamos considerando un proceso que es adaptado a la filtracién {G;|t €
[0, T]}, por lo tanto, es natural definir a A(t, z) como el conjunto de controles
admisibles u : [0,T] x Q — U progresivamente medibles con respecto a la
filtracion {G:|t € [0,7]}. Dado que nuestra filtracion {G;|t € [0,7]} cumple
con las condiciones usuales como se vio en la Subseccion 3.6.2, entonces
el primer tiempo de salida sigue siendo un tiempo de paro respecto a esta
filtracion, es decir,

T = inf{s € [tO,T”(SaXS) ¢ Q} NT

es un tiempo de paro respecto a la filtracién {G;|t € [0,T]}. Con todo esto
podemos dar a continuacién una modificacion del Teorema de verificacién
con estos cambios, es decir, éste se sigue cumpliendo para un proceso de Ito
respecto a la filtracién {G;|t € [0,7T]} bajo unos ligeros cambios.

Nota: En lo que resta de este escrito siempre que digamos que un pro-
ceso es adaptado (medible) se supondré que éste es {G;|t € [0, T]}-adaptado
(G-medible), salvo se especifique lo contrario.

Teorema 14 (Teorema de Verificacion bajo engrosamiento de filtraciones.)
Sean G : @ x @ — R un campo aleatorio adaptado y g C 2 un conjunto
de medida 1 tal que para toda w € Qqy se cumple que G € C*(Q) N C(Q),
G(t,z)] < K(1+ |z|™), |G.(t,x)] < J(1 4+ |z|™) para algunas v.a.’s K €
L*(Q), J € L*Q), m,n € N y G cumple la ecuacion Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB):

iIelg(AuG(t, )+ L(t,z,u) =0 (t,z) € Q (4.18)
Eo(G(1, X7)) = Era(d(7, X7)) - (1 2) € @ (4.19)

para toda solucion X de (4.16). Entonces si
Ei. (|IX %) := Ei ( 51[1p] \Xs|a> < 00 (4.20)

se|t,T

donde, o = max(2m, k) con k como en (4.8) para cualquier solucion X de
(4.16). Nosotros tenemos que

(1) Ei.(G(t,x)) < J(t,x;u) para toda (t,2) € Q yu € A(t, ).
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(2) Si para toda (t,z) € Q existe un control u* € A(t,r)) tal que
ur € arg mi(rjl(A“G(s, X3+ L(s, X7 u)) (4.21)
ue

para toda s € [t,T], donde X* es es el proceso controlado correspon-
diente a u* definido en (4.4), entonces

Ei.(G(t,z)) =V (t,x) = J(t, z;u") (4.22)
En particular, u* es un control optimo.

Demostracion. Sean (t,z) € @ fijos. Ahora bien, vamos a demostrar (1) en
dos pasos.
Paso 1) Supongamos que O es un conjunto acotado de R. Sea G una funcién
que cumple con las condiciones del teorema, por lo tanto para toda w € )
se cumple lo siguiente: G es solucion de la ecuacion HJB, por lo tanto de la
definicién de fnfimo tenemos que para cada u € A(t,z) y toda s € [t, 7], se
tiene que

0 < A“G(s, X;) + L(s, X5, us) (4.23)

Sea # € [t,7) un tiempo de paro con respecto a la filtracién {G;|t € [0,T]},
aplicando el Teorema 8 a G(6, Xy) con respecto a la filtraciéon {G;|t € [0,T]},
obtenemos lo siguiente

0 ~
G(0, Xy) :G(t,Xt)—i—/ G.(5.Xs)o(s, X, us)dBs
0 ' 01
+/ Gt(s,Xs)ds—l—/ §sz<S7Xs)o'2(S7Xs,us)dS
t t
)
n / (b(5, Xor ) + pu( L) (5, X 1))Gals, X)ds  (4.24)
t
0 o~
:G(t,Xt)+/ G.(s, Xs)o(s, Xs,us)dBs
. t
—i—/ A*G(s, Xg)ds
t

Tomando el valor esperado de la integral estocastica desaparece. En efecto,
dado que |G, (t,x)| < J(1 + |z|™), o cumple con (4.5) y u cumple con (4.6),
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entonces
0
o ([ ot Xor ) Guls X0 s
t

0
<R, ( [ 7 o |Xs|”>2ds)
t

< i) Da () (i ([ P00))

< 00

donde Di, Dy son constantes positivas adecuadas, y P es un polinomio de
grado 4, por lo tanto del Teorema 2 el valor de esperado de nuestra integral
estocdstica es 0, asi tomando valor esperado en (4.24) se tiene que

E,.(G(t,z)) = E;» (G(ev Xp) — /te AUSG(S’XS)CZS> (4.25)

0
<Ei, (G(@,Xg) +/ L(s,Xs,us)ds)
t

donde la desigualdad se cumple por (4.23) y el hecho de que la integral
respecto a la medida de Lebesgue y E;, son operadores mondtonos.

Paso 2) Sea O C R abierto. Vamos a aproximar O por conjuntos acotados
O,, es decir, sea H € N tal que % < T —t, entonces para todo p € N tal que
p > H definimos los siguientes conjuntos

0,:=0n {:c € R |z| < p, dist(z,00) > 1}
p

Qp = [t,T—%) x Oy

Notemos que de esta manera (), converge a ) y O, converge a O cuando
p — 00, esto es,

Q= U Qpa 0= U OP
p=H p=H
Sea 7, es el primer tiempo de salida de (¢, X;) del conjunto @),, es decir,

7 = nf{t € [0, T]|(t, Xi) & Qp}

dado que @, es acotado de (4.25) se tiene que para toda (t,z) € @, y
u € A(t, z) se cumple que

Eva(Gt 7)) < i ( /t " s, Xo us)ds + Glr,, XTp)> (4.26)
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Debido a que L cumple con (4.8) y u € A(t, ), entonces para todo p > H
se tiene que

/ |L(s, X5, us)|ds < C (/ (1+ |Xs|k + |us|k)ds>
¢ ¢

<o [ @i+ o)
t

dado que u € A(t,z) y X cumple con (4.20), entonces la variable aleatoria
del lado derecho en la desigualdad anterior pertenece a L'(2), como 7, — 7
cuando p — oo c¢.p.1., por el teorema de convergencia dominada

lim £, , (/ L(s,Xs,us)ds) =E, (/ L(S,Xs,us)ds>

ademas la continuidad de G implica que

lim G(7,, X;,) = G(1,X;) cpl

pP—00
Notemos que por hipdtesis y por hipdtesis se tiene que
|G (7, Xr,))| < K(1+ | X5, ™)
< KT+ [X]™)
luego
Epo(K(1+|[X|[") = Era(K) + Era (K[[X][™)
1/2 may 1/2
< Eve (K) + (B (K7)) 7 (B (IX]))
1/2
= Bl + (Ba(K) (E ( 4 'XS'm))
selt, T

< 00

donde la primer desigualdad se cumple aplicando la desigualdad de Hélder.
Aplicando el teorema de convergencia dominada a la sucesion {G(7,, X7, ) }52
tenemos que

lim By, (G(7, X;,)) = Eo(G(1, X7)) = Ey o ((1, X7))

p—0o0

por lo tanto tomando limite cuando p — oo en (4.26) concluimos que

BualGl1.0) < B ([ 206X + 06, X0))
= J(t,z;u)
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Ahora bien vamos a probar (2). En efecto, supongamos que se cumple la
desigualdad estricta, es decir, E, ,(G(t,x)) < J(t,z,u) para toda u € A(t, z)
y (t,x) € @, por definicién esto es

E,.(G(t,z)) < Ey, (/tT L(s, X;,us)ds + (T, XT))

Por la linealidad del valor esperado y dado que G cumple con (4.19), tenemos
que

0< FEyy (/j L(s, X5, us)ds + G(1, X,) — G(tﬂ?)))

podemos aproximar () por conjuntos acotados como en en el Paso 1) para
obtener que al aplicar la férmula de Ito6 para campos aleatorios para un
proceso de It de la forma (4.16), teniendo en cuenta (4.17), podemos llegar
a la desigualdad

0< By, (/ (L(s, Xs,us) + A“sG(s,XS))ds>
t

dado que esto se cumple para todo control u € A(t,z), en particular se
cumple para u* que satisface (4.21), es decir,

0< E;, (/ (L(s, X7, ul) + A“G(s, Xs))ds>
t

pero esto es una contradicciéon pues G cumple con (4.18). Por lo tanto se
tiene que
E,.(G(t,x)) =V(t,x) =T (t,z,u") Y(t,x) € Q

Observaciéon. 20 Durante la elaboracion de esta tesis fue publicado un arti-
culo [23] donde se proporciona una solucion adaptada del teorema de verifi-
cacion utilizando soluciones de viscosidad, pero en éste no se aborda el caso
cuando se cuenta con engrosamiento de filtraciones como se ha tratado en
este trabajo.

Ahora mostramos algunos ejemplos de la aplicaciéon de nuestro teorema de
verificacion para problemas de control lineales cuadraticos, con estos po-
dremos observar claramente la diferencia entre el teorema de verificacion
usual y la extensién de éste por medio del engrosamiento de filtraciones

Ejemplo. 17 Consideremos el proceso controlado dado por

t t
Xi=x+ / Usds + / usd By
0 0
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donde el control u produce costos iniciales de la forma au®. Si nuestro propo-
sito es encontrar la riqueza mdxima al tiempo final, es decir Xr, reduciendo
los costos del control u, podemos considerar el problema de minimizar la
funcion de costos

T
J(x, t;u) = By, (/ au’ds — bXT> , a,b >0,
t
de la teoria de control se puede confirmar que
Uy = — (4.27)

es un control optimo para este problema. Ahora bien, si contamos con in-
formacion extra representada por L (una v.a. de tal suerte que la repre-
sentacion (3.28) se mantiene), entonces podemos tomar la nueva filtracion
{Gi|t € [0,T]} dada por (3.36). Asi podemos reformular nuestro problema
para el caso cuando se cuenta con informacion extra como

t t
X, =x+ / us,dBgs + / us(1+ ps(L))ds (4.28)
0 0

Sea )y tal que para cada w € €y la ecuacion de HJB correspondiente a
nuestro proceso de Ito estd dada por

u€ER

inf {Gt(t, r)+ %UQGm(t, x) +u(l+ p(L)G.(t, x) + auz} =0
Et,x<G(T7 XT)) = _bEt,:E(XT)

donde (t,x) € [0,T) x R. Al tomar el argumento del infimo en la ecuacion
anterior nosotros obtenemos un polinomio de grado 2 en la variable u, de
donde, podemos calcular el minimo de este polinomio con las herramientas
del cdlculo elemental, con esto nosotros podemos proponer un control optimo
u*(L) € A(t,z) de la forma

t T
Ga;x(t, Xt) + 2a < [O’ ]

ui(L) = -

Notemos que para que en este caso el control u en la integral estocdastica es
el que nos permite aprevechar la informacion extra, pues en caso contrario
nuestro control estaria dado por

Gac(ta Xt)
G$$(t, Xt) + 2(1

wi (L) = — t e[0T
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con lo cual no podemos aprovechar nuestra informacion extra. Ademds de la
clara diferencia de que este control cuenta con la informacion proporcionada
por L, es decir, este control depende de la informacion extra, por lo tanto lo
hace mds apropiado que el control (4.27) si contamos con esta informacion
extra.

Ya que este control pertenece al argumento minimo del infimo, entonces susti-
tuyendo éste en la ecuacion HJB obtenemos lo siguiente

(L+ pe(L))*GE(t, @)
2(Grz(t, ) + 2a)
Et,ac<G(T7 XT)) = _bEt,z(XT)

Gy(t,x) —

=0, (t,z)e[0,T)xR

Para resolver esta ecuacion tomamos como candidato para G a la funcion
G(t,z) = —bx + h(t)

Notemos que con la eleccion de esta G en efecto u* es un minimo para el
polinomio en la variable u en el el argumento del infimo de la ecuacion HJB,
esto es debido que la seqgunda derivada de este polinomio es igual a a > 0.
Ahora bien, esto convierte nuestra ecuacion en deriwadas parciales en una
ecuacion diferencial ordinaria de la forma

4ah’(t) — (1 + ,z)t(L))2l)2 =0
Etx(h(T)) =0

la cual tiene por solucion

2

) = 3o [+ puD)ds = o

Donde «q esta determinada por

0= T ([ (4 )

notemos que g es constante pues en este caso By, = E dado que Fy, repre-
senta el valor esperado de la solucion X con condicion inicial X (t) = x, es
decir, si nuestra v.a. u no depende de t ni de x, entonces E; ,(u) = E(u), de
donde omitiremos en lo consecutivo el subindice en estos casos. Asi nosotros
obtenemos

2

Glt.a) = = /Otu + po(L))2ds — b — ap

4da
b(1 + pi(L))

ui(r) = 2L
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por lo tanto nuestra funcion de valor para este problema queda determinada
por

V(t,r) = —F, (g /tT(l + po(L))2ds + bXT>

Notemos que en efecto se cumple la igualdad
Vit,z)=J(t,x:u")

Ejemplo. 18 Sean r una constante positiva y o un proceso Fy-adaptado tal
que m < gy < M para todo (w,t) € Q x [0, T] y algunas constantes positivas
m, M. Consideremos el proceso controlado dado por

t t
X,=x+ / rX.ds + / U0 d By
0 0

con funcion de costos iniciales dada como en el ejemplo anterior, por lo tanto
la funcion de costos estd dada por

T
J(z,t;u) = By, (/ au’ds — bXT> , a,b>0
t

en este caso utilizando el procedimiento del ejemplo anterior para encontrar
un control optimo por medio de las herramientas del cdlculo elemental para
este problema con el teorema de verificacion usual nos lleva a que el minimo

de la ecuacion de HJB para este problema es nulo, en efecto, la ecuacion de
HJB estd dada por

u€eR

inf {Gt(t, x) + %OEUQGM(IS, z) +raG,(t,z) + au2} =0
Et,m<G(T7 XT)) = _bEt,az(XT)

ast el polinomio en la variable u generado por el argumento del infimo tiene
primera derivada con respecto u nula y su sequnda derivada con respecto a u,
a > 0 por lo tanto es un minimo y no podemos proceder como en el ejercicio
anterior. Ahora bien, si nosotros contamos con informacion extra, entonces
al utilizar el engrosamiento de filtraciones dado por {G|t € [0,T]} obtenemos
el proceso de Ito adaptado dado por

t t
Xi=z+ / (rXs + usps(L)os)ds + / Us0sd B,
0 0

y en este caso podemos utilizar las herramientas del cdalculo elemental para
encontrar un control optimo. En efecto, sea €y tal que para cada w € Qg la
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ecuacion de HJB correspondiente a nuestro proceso de Ito estd dada por

ue

1
inﬂg {Gt(t, x)+ §Ut2u2Gm(t, z) + (upi(L)oy + rx)G.(t, x) + au2} =0
Eio(G(T, X1)) = —bE; .(X7)

donde (t,x) € [0,T) x R. Al tomar el argumento del infimo en la ecuacion
anterior nosotros obtenemos un polinomio de grado 2 en la variable u, de
donde, podemos calcular el minimo de este polinomio con el criterio de la
sequnda derivada y con esto podemos proponer un control dptimo u*(L) €
A(t,z) de la forma

_ p(L)oGa(t, Xy)
J?wa(t, Xt) + 2a

u; (L) = te0,7T]
Como en el ejemplo anterior, éste pertenece al argumento infimo de la ecuacion,
ast que, sustituyendo u*(L) en la ecuacion HJB obtenemos lo siguiente

o3P (L)GL(t, )

(Ge(t,x) + reG.(t,x)) — 002G (1) + 4a) =0

donde (t,z) € [0,T) x R. Para resolver esta ecuacion tomamos como can-
didato para G a la funcion

G(t,x) = f(t)r + g

donde [ es una funcion B([0,T])-medible y g es un proceso adaptado. Note-
mos que con la eleccion de esta G en efecto u* es un minimo para el polinomio
en la variable u en el el argumento del infimo de la ecuacion HJB, esto es de-
bido que la sequnda derivada de este polinomio es igual a a > 0. Ahora bien,
calculando las derivadas parciales de G y sustiyendo, obtenemos lo siguiente

da(f'(t)x + g + raf(t) — o pf (L) f2(t) =0, (t,2) €[0,T) xR
Dado que esta igualdad se cumple para toda (w,t,x) € Qo x [0,T) x R, esto
implica que
daf'(t) +4arf(t) =0
dag, — o203 (L) (1) = 0

con condiciones f(T) = —b, E(gr) =0, éstas tienen por solucion
f(t) — _efr(th)b
b? ! 2 2 —2r(s=T)
g =— [ oipi(L)e ds — ag

:4a0
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donde oy nuevamente es constante y estd dado por

b2 T
ap = EE (/o afpz(L)e_gr(s_T)ds)

Por lo tanto la funcion G que deseamos tiene la forma

b2 t
G(t,z) = E/ o2p (L)e 7 Dds — oy — e~ Dy
0
* Pt(L)Ute_T(S_T)
L)=—
u; (L) %
y nuestra funcion de valor queda determinada por

b2 T
V(t,x) = —FE;, (5/ o2p}(L)e 21 gs + e_(t_T)bXT)
t

Ahora bien, en los ejemplos anteriores podemos observar que nuestros con-
troles quedan totalmente determinados por la informacion extra, por lo tanto
si nosotros consideramos por ejemplo la informacién extra proporcionada por
la v.a. L dada por L = fOTl m(t)dB; con Ty > T, asi por el Ejemplo 12 pode-
mos aplicar ésta a el Ejemplo 17, para obtener el control dado por

L— [y m(u)dBu>

b
uf (L) = — n
() J;m(s)?ds

2a

14+ m(t) (

Y en este caso nuestra funcion de valor estd dada como

2
v [T L— [7m(j)dB,
=B, | — 1 0 : X
V(t,z) b 4G/t ( + m(s) STI () ds + bXrp

Para concretar que u; es un control éptimo hay que ver las condiciones del
teorema de verificacién para engrosamiento de filtraciones se cumplen para
poder aplicarlo, en efecto, si m es una funcion acotada se tiene que

e Los coeficientes en (4.28) cumplen con las condiciones del Teorema de
Doleans-Dade (Teorema 11), entonces nuestra soluciéon X* es tnica.

e u* es progresivamente medible pues la integral de una funcién determi-
nista con respecto al movimiento browniano tiene trayectorias continuas
y es adaptado a la nueva filtracién {G;|t € [0,T]} pues éste es adap-
tado a {F|t € [0,7]}, mas aun, estas integrales tienen momentos de
cualquier orden, pues m es acotada

T
E (/ |u:|kd8) < 00
0
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G (t, )| < blx| + |ao| + %/0 <1+m(u) <L—fo m(s)st>)

fuTl m(s)ds

esta integral pertenece a L*(2) pues las integrales respecto al movimien-
to browniano de una funcién determinista tienen momentos de cualquier
orden por lo tanto G cumple con las hipétesis del problema.

e La solucion de nuestra ecuacién esta dada por

— b : m(s L— fos m(u)dB,
Xy = +2a ; 1+ ()( fSTlm(l)le )
b [* L— [ m(u)dB, ~
+ 35, i 14+ m(s) ( STI (1)l ) s

de donde ésta tiene momento de segundo orden por la integrabilidad
de p(L).

Por lo tanto se cumplen todas las hipétesis del Teorema 14.

4.4 Portafolios 6ptimos.

Un portafolio 6ptimo es aquel que nos proporciona una estrategia que ma-
ximiza nuestra riqueza al final de un periodo al momento de invertir nuestra
riqueza en un mercado financiero. En esta seccién nos enfocaremos en un
modelo de mercado clasico y un inversionista pequeno. Para esta seccion
nosotros suponemos que la volatidad (o) en nuestro modelo de mercado fi-
nanciero es acotada

4.4.1 Inversionista pequeno.

Un inversionista pequeno es un inversor tal que todas sus operaciones no
influyen en el mercado financiero, por ejemplo un comerciante minorista no
afecta los precios a comparacién de una empresa multimillonaria.

Consideremos un modelo de mercado financiero clasico (Subseccién 4.1.1)
con un bono y un stock, asi r es la tasa de interés del bono, b es la tasa de
apreciacion del stock y o es la volatilidad. Sean B un proceso adaptado a
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una filtracion {F;|t € [0,T]} para la cual es un movimiento browniano en el
espacio (2, F, P), el proceso § dado por § = o~ '(b — r) el cual es acotado,
medible y Fi-adaptado y la semimartingala dada por

t 1 t
Z(t) = exp {—/ 0sdBs — 5/ 936[3}
0 0

con esto podemos definir la medida P sobre (2, F)) como
P(A) = B(Z(T)14)

por lo tanto con estas suposiciénes por el teorema de Girsanov [14] el proceso

W dado por
t
W, = BH—/ Osds t€10,T]
0

es un movimiento browniano en el espacio de probabilidad (€2, F, ﬁ) (para
mas detalles al respecto el lector interesado puede consultar el articulo de
Karatzas [10]).

Entonces la ecuacién de la riqueza para un inversionista pequeno sin con-
sumos y con riqueza inicial Xy puede ser expresada por

dXt = T'tXtdt + ’/Tt(bt - Tt)dt + WtUtdBt (429)
= TtXtdt + Wtatth t - (0, T} (430)

donde (4.29) se puede obener procediendo de manera similar a (4.3) y (4.30)
es por la definicion de W, aqui 7 es un portafolio que representa en este caso
la cantidad de capital invertido en stock.

Supongamos que el inversionista cuenta con informacién privilegiada propor-
cionada por una variable L que satisface las condiciones tales que se cumple
(3.30). Entonces podemos aplicar el engrosamiento de filtraciones (3.36) en
(4.29) para obtener la ecuacién de la riqueza en el caso cuando se cuenta con
informacion privilegiada, dada por

dXt = (rtXt + pt(L)WtO't)dt + TtUtd/WVt t e (0, T] (431)

Diremos que 7 pertenece a la clase de portafolios admisibles A(L) si 7 es un
portafolio y un control admisible (Definicién 51) para la ecuacién (4.31) con
condicion inicial X (0) = X, tal que cumple con

E(AZ%&@W%)<%
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también diremos que 7 es portafolio 6ptimo si como control éste es éptimo.

Una forma de obtener portafolios éptimos para el caso cuando se cuenta con
informacion privilegiada utilizando el teorema de verificacién para el caso de
engrosamiento de filtraciones es procediendo como en el Ejemplo 18 en donde
se toma un interés constante r y una volatilidada o acotada.



Conclusiones.

El objetivo fundamental de esta tesis es presentar una modificacién del teo-
rema de verificacié. Con el cual abordar el problema de la eleccién de portafo-
lios 6ptimos de un inversionista cuando éste cuenta con informacion privile-
giada, asi como utilizar herramientas del control éptimo para minimizar la
funcién de costos para el portafolio elegido.

Asi pues, la aportacion principal de este trabajo consiste en la utilizacion
de herramientas basicas del calculo de Malliavin, asi como de la integral
forward para la construccién de la descomposicion de un movimiento brow-
niano como semimartingala para un engrosamiento de filtraciones propor-
cionado por la informacién privilegiada dada por una variable aleatoria, esto
es debido a que la integral forward coincide con la integral de It6 cuando el
integrador es una semimiartingala.

Utilizamos el engrosamiento de filtraciones cuando se cuenta con infor-
macién privilegiada de tal manera que el inversionista pueda hacer uso de
esta informacion para maximizar su riqueza al tiempo final con la eleccién de
portafolios mas adecuados al mercado financiero. Esto nos condujo al estudio
de las funciones de utilidad, asi como al problema de minimizar la funciéon
de costos en el caso de contar con informacion extra del desarrrollo del mer-
cado financiero, este problema nos motivo a llevar a cabo la demostracion de
una modificacion del teorema de verificaciéon usual cuando se cuenta con en-
grosamiento de filtraciones, para esta demostracion nosotros nos enfocamos
en el problema de obtener una soluciéon adaptada a este problema, nuestra
solucion fue la de utilizar una féormula de It6 para campos aleatorios, asi
como una pequena modificacion a las condiciones finales en la ecuacion HJB,
otra forma en la que se podria haber realizado este proceso es la de utilizar
la férmula generalizada de It6-Ventzell [21] la cual nos proporcionaria una
solucion a este problema maés general pero para esto se tendria que trabajar
con calculo de Malliavin mas avanzado del que se analiza en esta tesis.
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