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INTRODUCCION

Un hombre X se encuentra en su camino a otros dos, uno de los cuales viene de
un pais en el que todos dicen mentiras y el otro viene de uno en el que todos dicen la
verdad. ¢Coémo puede averiguar el hombre X, con una sola pregunta, cual es el

hombre que miente?

Esta fue la pregunta que planteé el especialista en l6gica matematica a Gaspar®.
Le interesaba conocer el funcionamiento del pensamiento l6égico de ese salvaje

rescatado hacia poco tiempo de una cueva donde pas6 gran parte de su vida.

Gaspar reflexiona un momento, se turba y no puede responder. El l6gico, sin
poder ocultar una expresion de triunfo, le da la respuesta: la solucion es preguntar a
alguno de los dos, ¢,qué me diria el otro si yo le preguntara si es mentiroso?, y expone
en seguida una doctoral explicacion que Gaspar no parece entender. Pero, un
momento después se iluminan los ojos de Gaspar y exclama que él ya tiene otra

respuesta. El especialista se inquieta.

Le preguntaria —dice Gaspar- que si €l es un sapo. El especialista tarda un
momento en reponerse... pero en seguida, refuta la respuesta porque ésta —dice- no

sigue las leyes de la logica.
1. Antecedentes

Este trabajo forma parte de un proyecto de investigacion mas amplio sobre el
proceso de ensefianza y aprendizaje de las mateméticas en la escuela primaria, que

se desarrolla en el Laboratorio de Psicomatematica del DIE.

Entre los multiples factores que inciden en este proceso, uno de los que nosotros
consideramos determinante y sobre el cual realizamos nuestra investigacion, es el de
la metodologia de ensefianza. En efecto, en los ultimos afios se ha destacado un
elemento que habia sido subestimado en el andlisis de los problemas de aprendizaje
en esta area: nos referimos al proceso a través del cual el nifio se apropia de su
conocimiento. Hasta hace poco tiempo este analisis se habia centrado, de manera
muy unilateral, en carencias individuales de los sujetos que fracasan o en los

contenidos matematicos propuestos en el programa.

Sin duda, la psicologia genética ha tenido una influencia considerable en el
replanteamiento del problema, al haber puesto de manifiesto, que existe un proceso

particular a través del cual los nifios construyen su conocimiento y que en éste, la

! Escenade la pelicula “El enigma de Gaspar Hauser” de W. Harzog.



interaccion del nifio con el medio juega un papel fundamental. En consecuencia, se
tiene ahora una mayor conciencia de que los fracasos de los nifios en su intento de
aprender matematicas son, en muchos casos, consecuencia de una mala adaptacion
de la metodologia que se implementa para ensefiar a la forma en que los nifios se
apropian del conocimiento. En los ultimos 10 6 15 afios se han multiplicado
notablemente los intentos de llevar al campo de la ensefianza algunas tesis
fundamentales de la psicologia genética. Sin embargo, en un gran nimero de casos,
estos intentos, o bien se han reducido a la formulacion de principios generales acerca
de la adquisicion del conocimiento, dejando sin resolver el problema de la adquisicion
de contenidos matematicos, o bien han desviado el problema, al pasar a segundo
plano la cuestién de estos contenidos, priorizando en su lugar objetivos relativos al

desarrollo cognitivo?.

Contribuir a superar esta laguna de los estudios abocados al proceso de
aprendizaje de las matematicas en la escuela fue el propésito con el cual el equipo del

Laboratorio de Psicomatematica inicié sus actividades.

Mas precisamente, se propuso construir una alternativa metodolégica basada en
la concepcion constructivista del proceso de adquisicion de conocimientos y estudiar
las condiciones de su implementacion en aula escolar. Para ello, se realiz6é un estudio
experimental con dos grupos de una escuela a lo largo de sus seis afios de educacion
primaria. Se disefiaron y se experimentaron situaciones didacticas relativas a la
mayoria de los contenidos del programa oficial de mateméticas de este nivel escolar. A
partir de esta experiencia pudieron conocerse, en algunos casos con mayor
profundidad que en otros, ciertos aspectos fundamentales del proceso didactico en
estudio, entre ellos: los procedimientos que movilizan los nifios de determinado grado
escolar en situaciones problematicas que involucran a ciertas nociones matematicas;
el grado de éxito o de fracaso de determinadas intervenciones didacticas destinadas a
propiciar la evolucion de dichos procedimientos; la existencia de dificultades
especificas para los nifios relativas a ciertos conceptos matematicos; ciertas

caracteristicas de los procesos de representacion simbdlica...

Paralelamente, en el curso de esta experiencia se fueron distinguiendo y
explicitando algunas de las mdltiples variables de distinto orden que intervienen en una
situacion didactica en el contexto escolar y cuya influencia en el proceso se considerd
necesario estudiar. De igual manera, se fue destacando la necesidad de enriquecer los

recursos metodol6gicos que permitiesen realizar estos estudios. La identificacion de

% Un andlisis bastante completo de las aplicaciones de la psicologia genética a la ensefianza puede verse
en la compilacion realizada por César Coll (1983).



estos problemas especificos del estudio del proceso de ensefanza-aprendizaje de las
matematicas, aunada a la interaccion constante con otros grupos de investigadores —
entre éstos, la relacién con el Instituto de Investigaciones en Ensefianza de las
Mateméticas (IREM) de la Universidad de Burdeos, Francia fue especialmente
valiosa— ha favorecido un importante enriquecimiento teérico y metodolégico de la
investigacion y la ha colocado frente a la necesidad de responder a un nuevo
problema: el de la construccion de una teoria que contribuya a explicar los fenébmenos

propios del campo de la didactica de las matematicas.

En consecuencia, las investigaciones experimentales que se desarrollan
actualmente en el Laboratorio (y en el campo de la didactica en general) tienden a
diferenciarse en dos tipos distintos aunque aln muy relacionados entre si y a veces
dificiles de distinguir: por un lado, estan aquéllos cuyo objetivo es continuar la
construccion y la experimentacion de situaciones didacticas para la ensefianza y el
aprendizaje de diversos temas de matematicas en el aula, implementando los aportes
tedricos y metodoldgicos, de la otra variante, cuyo objetivo es responder a preguntas
mas especificas formuladas en el seno de la teoria en didactica de la matematica que

se quiere desarrollar.
2) Proposito de la presente investigacion

La investigacion que reporto en el presente trabajo se ubica més en el primer tipo

de investigaciones (construccién y experimentacion de situaciones didacticas).

La introduccion al concepto de fraccion fue el tema elegido por ser uno de los
contenidos del programa de matematicas de la primaria que no pudieron abordarse en
el proyecto de seis afios mencionado antes, y por tratarse de un tema sumamente
conflictivo para los nifios y para los maestros, con grandes consecuencias para el

aprendizaje de matematicas en los niveles escolares siguientes.

Nos hemos propuesto, en primer término, construir una secuencia de situaciones
didacticas para propiciar el aprendizaje de ciertos aspectos de la nocién de ndmero
racional, en el nivel basico. El disefio de esta secuencia, intenta responder a nuestra
concepcion sobre la adquisicién del conocimiento matematico como construccion de
un instrumento ante la necesidad de resolver determinados problemas (ver capitulo I).
Por lo tanto, la primera fase de nuestra tarea consistié en analizar, en diversas familias
de problemas, la forma en la que comprometen a la nocién de namero racional.
Estudiamos algunas implicaciones matematicas y didacticas de las alternativas que

consideramos mas viables, en particular, la compatibilidad entre las interpretaciones



gue se desarrollarian y la nocion matematica de nimero racional, y la posibilidad de

pasar de una interpretacion a otra (ver capitulo II).

A partir de este analisis, optamos por una interpretacion y nos abocamos entonces
a estudiar el disefio de los problemas de la secuencia, atendiendo a otro aspecto
fundamental: el nivel escolar en el que trabajariamos. Los problemas debian satisfacer
dos condiciones: ser significativos para los nifios de dicho nivel en el sentido de poder
ser abordados por ellos a partir de sus conocimientos previos, y presentar las
dificultades que propicien la evolucion de sus procedimientos en la direccion que

esperamos.

En el curso de este andlisis, decidimos aplicar esta primera etapa de la secuencia
en 3° y 4° grados de primaria (nifios entre 8 y 10 afios de edad). Estimamos que, a
partir de estos niveles, los nifios tienen ya un dominio suficiente sobre las nociones
fundamentales que les permitirian abordar los problemas de la secuencia. En
particular: cierto manejo de los numeros naturales menores que cien (contar,
comparar, sumar, multiplicar), la coordinaciéon de las dos relaciones que subyacen al
acto de repartir en parte iguales (exhaustividad del reparto, igualdad de las partes y la
posibilidad de comparar longitudes). Con respecto a otras operaciones relativamente
complejas implicadas en la resolucion de los problemas, como la coordinacion de las
dos variables inversamente proporcionales que intervienen en un reparto (niumero de
enteros que se reparten, nUmero de personas entre quienes se reparte) para
determinar el tamafio del producto del reparto, la posibilidad de pensar en la accion
inversa a un reparto o anticipar el producto de una composicién de operaciones,
estimamos que los nifios de estos niveles podrian realizarlas progresivamente dentro
de un contexto significativo para ellos y con el apoyo de las representaciones

concretas proporcionadas por cada situacion.

Es preciso reconocer que la forma en la que valoramos la presencia de estas
condiciones (accesibilidad, posibilidad de hacer evolucionar...) relativas a la edad de
los niflos en las situaciones que disefiamos es, en cierta medida, intuitiva. Es posible
gue una investigacion sobre las nociones relativas al concepto de namero racional,
gque los nifilos de edades distintas movilizan espontdneamente frente a determinados
problemas, aportaria una informacién util para adecuar el disefio de las situaciones
didacticas a cada nivel escolar. No obstante, a partir de la experimentacion de estas
situaciones obtuvimos hasta cierto punto esa informacion, y fue posible realizar
adecuaciones posteriores en ese sentido. En el capitulo Il describimos la secuencia

de problemas.



Finalmente, a partir de la experimentacion de la secuencia nos propusimos
averiguar, fundamentalmente, en qué grado los problemas planteados propician la
implementacion por parte de los nifios de los procedimientos que hemos previsto.
Intentamos analizar al mismo tiempo si estos procedimientos manifiestan la

movilizacién de las relaciones matematicas que hipotéticamente estarian en juego.

Por otro lado, las desviaciones con respecto a nuestras hipotesis nos permitieron
identificar otros aspectos que son problematicos para los nifios y que no fueron
previstos o, simplemente, la existencia de otros recursos que los nifios ponen en
juego, de tal suerte que las restricciones propias a cada situacién no propician los
cambios esperados. En el capitulo IV reportamos el analisis de cada situacion de la

secuencia y en las conclusiones finales hacemos un analisis global.

Hagamos una udltima precision, volviendo a un punto que tocamos antes: en una
situacion didactica, ademas de la compleja relacibn entre los problemas que
planteamos, los procedimientos que implementan los nifios y las nociones que
subyacen a esos procedimientos, hay otras relaciones de orden didactico (y,
evidentemente, muchas otras de orden no-didactico) que intervienen en el proceso de
ensefianza-aprendizaje de las matematicas. Sin ir muy lejos, esta la relacion de la
interaccion entre los nifios y la interaccion con el maestro, con el proceso de
aprendizaje de cada nifio. Algunas de estas relaciones, forman parte ya del campo de
“fendmenos de la didactica” que son investigados sistematicamente en el afan de
conocer su influencia en el proceso de aprendizaje. Sin embargo, no nos propusimos
estudiarlas en forma especifica en este trabajo, aunque intentamos dar cuenta de
ellas, tanto a nivel teérico en el capitulo primero, como en la organizacion y analisis de

cada situacion didactica.



Capitulo 1. Didactica de las matematicas

CAPITULO |. DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

1. Ubicacion tedrica

Durante los dltimos veinticinco afios se han desarrollado en varios centros de investigacion
europeos, principalmente en los IREM® de Francia, investigaciones en didactica de las
matematicas que pueden ser identificadas como una corriente. Nos referimos a los trabajos del
equipo de G. Brousseau, de Y. Chevallard, de G. Vergnaud y de otros mas. Su primera
caracteristica comun es el propdsito de hacer del proceso de transmision y adquisicion de las
matematicas, un objeto de investigacion cientifica. Esto significa, en primer término, pasar de la
propuesta de medios didacticos, al estudio sistematico de las condiciones en las que se realizan
los aprendizajes. Asumen, por lo tanto, la tarea de discriminar los factores que intervienen en el

proceso didactico y de conocer la forma en que éstos intervienen.

El estudio de estas condiciones, en las investigaciones a las que hacemos referencia, pasa
por la produccion misma del proceso didactico en el aula. Con esto, la didactica adquiere la
importante posibilidad de acceder al terreno de la experimentacion, de someter a prueba

hipétesis controlando en mayor medida las variables que se logran destacar.

En este contexto, la experimentacién tiene la funcién de responder a preguntas especificas

gue se formulan a partir de diversas aproximaciones teéricas.

La unidad de estas aproximaciones radica no sélo en el objeto de estudio que comparten,
sino en la concepcién epistemoldgica que subyace a todas ellas. En ésta el conocimiento
matematico es visto como el resultado de una “adaptacién de la humanidad a un medio que
ofrece resistencias, contradicciones, desequilibrios" (Brousseau, 1984), como un instrumento
que se crea ante la necesidad de resolver determinados problemas para los cuales los
conocimientos anteriores resultan insuficientes. Un nuevo conocimiento nace, por lo tanto, bajo
la forma de instrumento que funciona en un contexto especifico. Su sentido estd dado por los
problemas que permite resolver. NoO es sino posteriormente que este conocimiento instrumento
se desliga de su origen, cobra una forma mas autbnoma, se relaciona con otros conocimientos

convirtiéndose asi en objeto cultural (Douady, 1983).

Consecuentemente con esto, se considera que la actividad principal en mateméticas es la

resolucion de problemas. Esta, -afirma Vergnaud- "es la fuente y el criterio del saber; ... la fuente

% Institut de Recherches sur 1’ Enseignement des Mathématiques.
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Capitulo 1. Didactica de las matematicas

porque en estas situaciones se elaboran las nociones y se abstraen las propiedades pertinentes;
el criterio porque también en estas situaciones se prueban los conocimientos operativos”
(Vergnaud, 1981).

En esta conceptualizacion de la relacion cognitiva entre el sujeto y el objeto de conocimiento
encontramos un estrecho vinculo entre la didactica y la psicologia genética: esta Ultima,
interesada en los procesos de formacion del conocimiento, ha creado una teoria en la que se
postula que el sujeto adquiere su conocimiento construyéndolo a través de una interaccién entre
él y el medio. Ha puesto de manifiesto la existencia de fases en la evolucién de la
conceptualizacion que el sujeto hace de determinados objetos del conocimiento, y ha estudiado,

a partir de la teoria de la equilibracién, mecanismos de transicidn de una fase a otra.

En varios sentidos los hallazgos de la psicologia genética son valiosos para la didactica,
especialmente en lo que se refiere a la explicacién que proporciona del proceso de evolucion de

un conocimiento (Teoria de la equilibracion).

Sin embargo, es importante recordar que la did4ctica se interesa por el proceso de formacion
de conocimientos matematicos especificos. Si bien a estos conocimientos subyacen operaciones
mentales que el sujeto construye a lo largo de su desarrollo, sin intervenciones didacticas
especificas, los conocimientos matematicos en tanto tales, no son un producto necesario de ese

desarrollo. A este respecto, son muy claras las siguientes citas de J. Piaget:

“Las estructuras operatorias de la inteligencia, aln siendo de naturaleza légico-matematica, no son
conscientes en tanto que estructuras en la mente de los nifios: Son estructuras de acciones o de
operaciones que dirigen, por supuesto, el razonamiento del nifio, pero no constituyen un objeto de
reflexion para él. La ensefianza de las matematicas, por el contrario, invita a los sujetos a una
reflexion sobre las estructuras". Y mas adelante afiade: "subsiste por completo el problema
pedagégico de encontrar los métodos mas adecuados para pasar de estas estructuras naturales
pero no reflexivas, a la reflexion sobre tales estructuras y a su teorizacion" (Piaget, citado por Brun,
1980).

Una tarea fundamental de la didactica es precisamente la organizacién del medio con el cual
el nifo ha de interactuar para construir determinados conocimientos matematicos. Para ello,
tendria que responder interrogantes que son especificas de su campo: ¢Qué conocimientos de
los que propone la escuela son susceptibles de ser reconstruidos por el nifio? ¢Qué tipos de
procedimientos movilizan los nifios frente a determinados problemas matematicos? ¢ Cuales son
los problemas que favorecen dicha reconstruccion? ¢Cémo influyen en el proceso las mdltiples

variables que estan en juego en una sesién de clase escolar?

La diversidad de aproximaciones tedricas en esta corriente de la didactica, responde a los

diferentes componentes del sistema didactico sobre los que se ha centrado la atencion. A

11



Capitulo 1. Didactica de las matematicas

grandes rasgos, puede decirse que estas investigaciones abordan dos vertientes: el estudio de la
evolucion de las concepciones del sujeto en relacion a conocimientos matematicos especificos
(G. Vergnaud, J. Brun, entre otros) y, por otro lado, el estudio teérico de las situaciones
didacticas destinadas a favorecer una génesis artificial del conocimiento (Brousseau, Rouchier,
Chevallard...). Estos avances tedricos tienden hacia la construccion de una teoria en didactica de
las matematicas, que permita interrogar los hechos, estructurar los hallazgos, validar las
respuestas que se generan, y, principalmente, proporcionar al maestro conocimientos que le
permitan tomar decisiones con un mayor control sobre el proceso de transmisién y adquisicion de

las matematicas.

A continuacién desarrollaré mas detalladamente algunos aspectos centrales de los trabajos
tedricos de Guy Brousseau quien es uno de los investigadores que estan a la cabeza de esta
corriente y en cuyos planteamientos tedricos se inscribe la investigacién que presentaré mas

adelante.

Brousseau ha centrado su trabajo de teorizacion en lo que denomina la situacion didactica,
esto es, "un conjunto de relaciones explicita o implicitamente establecidas entre un alumno o un
grupo de alumnos, cierto medio (que eventualmente comprende los instrumentos y los objetos) vy
un sistema educativo (el profesor) cuya finalidad es que estos alumnos se apropien de un saber
constituido o en via de constituirse" (Brousseau, 1982).

El estudio del funcionamiento de estas situaciones, lo mismo que su disefio, obedecen a
presupuestos epistemoldgicos definidos de los cuales ya hemos hablado. Estos pueden leerse
claramente en la siguiente descripcion de Pérez (1982), acerca del proceso de aprendizaje en

clase:

"El camino que hemos seguido, consiste primeramente en construir un proceso de aprendizaje en
el que el conocimiento no sea ensefiado directa o indirectamente por el maestro, sino que
aparezca progresivamente en el nifio a partir de confrontaciones con cierto tipo de obstaculos
hallados en el curso de su actividad. Son pues las miltiples acciones en el seno de la situacion las
gue deben provocar por si solas las modificaciones en el alumno y favorecer asi la aparicion de los
conceptos deseados (...) Si el conocimiento contemplado por el aprendizaje debe aparecer en la.-
medida en que se vuelve necesario para adaptarse a una situacion que se ha vuelto problematica
(las estrategias empleadas espontaneamente se revelan ineficaces), todos los esfuerzos del
didacta deben orientarse hacia esa situacion. El problema primordial consiste en primer lugar en
saber, en efecto, en qué es realmente problemética la situacién en el nifio".

A. La situacién-problema

Un elemento fundamental de la situacion didactica es, por lo tanto, la determinacién del
problema, o mas bien, de la situacion-problema relativa a un conocimiento especifico, que seré

objeto de la interaccion del alumno y que ha de propiciar una génesis de dicho conocimiento.
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De acuerdo con lo anterior, esta situacion problema debe satisfacer las siguientes

condiciones:

El primer problema de la secuencia que se plantea al alumno es significativo para é€l, es
decir, el alumno puede comprender de lo que se trata, y, por lo tanto, puede esbozar por
lo menos un procedimiento de resolucion (asi sea de ensayo y error), movilizando sus
conocimientos previos. Dispone por lo tanto, de una estrategia de base para abordar el

problema.

A través del manejo de variables determinadas de la situacion-problema (llamadas
variables didacticas de comando), se generan en ésta obstaculos cuya intencién es
invalidar las estrategias de base que el alumno ha movilizado hasta ahora, o bien,

volverlas demasiado costosa (en tiempo, en nimero de acciones elementales, etc.).

El problema planteado por la situacion entonces es tal, que el procedimiento de
resolucion (o estrategia) mas econémico compromete al conocimiento en cuestién. Es
esta pérdida momenténea del control sobre la situacion por parte del alumno, lo que da
sentido al conocimiento que esta por construirse. Este aparecera como el medio que

permite suplir esta carencia.

A este respecto es importante el concepto de salto informacional. Una vez establecidos
los rangos de valores de determinada variable en los que diferentes estrategias resultan
funcionales, se denomina salto informacional a la sustitucion, en la situaciéon-problema, de
un rango por otro mas elevado, con miras a propiciar la evolucion de dichas estrategias.
(El Bouazzaoi, 1982).

Por otro lado, una condicion indispensable para que las estrategias desplegadas por el
alumno sean susceptibles de evolucionar es que exista un dialogo entre el nifio y la
situacion; ésta ultima debe devolver al alumno informacion acerca de cada una de sus
acciones, informacion que le permitirhd evaluarlas y eventualmente reorganizarlas. La
exclusion de la mediaciéon de un tercero en este dialogo (del maestro, por ejemplo) es
importante en la medida en que se quiera que el alumno se responsabilice totalmente de

la organizacién de su actividad.

La elaboracion de estas situaciones-problema, para un conocimiento especifico, implica la

determinacion de los problemas cuya resolucién involucra de manera privilegiada a ese

conocimiento. En algunos casos, el estudio de la evolucién de ese conocimiento en la historia

puede ayudar a localizar situaciones clave que favorecieron su desarrollo. Este estudio aporta
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también informacion sobre formas distintas a la instituida actualmente bajo las cuales ese
conocimiento ha funcionado y que, en ciertos casos, pueden ser aproximadas a las que

implementan los nifios en determinadas etapas del proceso.

Por otro lado como lo sefiala J. Pérez en la cita anterior falta aun precisar en qué resulta
problematica la situacién para el nifio. La existencia de una estrategia de base, la posibilidad de
su evolucidn frente a los obstaculos que se crean son hipétesis que deben ser verificadas, y cuyo
planteamiento requiere de un conocimiento acerca de los procedimientos y de las
conceptualizaciones de los nifios frente a problemas especificos. En muchos casos se dispone

aun de poca informacién en este sentido.

Finalmente, sefialemos otro elemento a considerar en el disefio de las situaciones-problema:
diversos problemas pueden funcionalizar un concepto de manera sensiblemente diferente,
propiciando interpretaciones también diferentes. El pasar de un problema a otro puede generar
un enriguecimiento del concepto: se abordan otros aspectos del mismo, se le reconoce como un
instrumento que permite resolver situaciones distintas a aquélla en que fue generado, es decir, se
descontextualiza (Douady, 1982). Pero es necesario prever que las estrategias (y las
interpretaciones correspondientes del concepto) que se generan en la situacion inicial puedan
funcionar como estrategias de base en las demés situaciones. De lo contrario, se corre el riesgo

de provocar un disociamiento entre dichas interpretaciones.

B. Diferenciacién de relaciones cognitivas a lo largo del proceso del aprendizaje.

G. Brousseau (1972) distingue, en las relaciones que el alumno establece con el
conocimiento matematico en el seno de la situacion didactica, cuatro fases interrelacionadas que
tienen lugar a lo largo del proceso de adquisicion de ese conocimiento. Esta categorizacion
representa un paso importante en lo que se refiere al proyecto de construir una teoria que
permita disefiar situaciones didacticas y analizar el proceso de construccién de un conocimiento

matematico en relacion a éstas (proceso de matematizacion).
A continuacioén describimos estas cuatro fases.
a) Fase de accion

Corresponde al momento en el que el alumno actla sobre la situacion, guiado por un
objetivo preciso: la busqueda de un resultado determinado (ganar un juego, construir
algo... ). El alumno esta en condiciones (por experiencias y conocimientos anteriores) de
comprender claramente lo que plantea el problema, de ensayar algun procedimiento de

resolucion (que puede ser ensayo Y error 0 estar estructurado en una estrategia mas o
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menos consciente) y de estimar si se ha aproximado 0 no a su objetivo, es decir, de recibir
informaciones de la situacion; se utiliza el concepto de modelo* mental espontaneo o
modelo de base para dar cuenta del conjunto de conocimientos -implicitos o explicitos-

gue se manifiestan en esta interaccion con la situacion.

A lo largo de este didlogo el alumno enriquece, modifica o abandona dicho modelo. El
resultado hipotético de la fase de accidn es la construccion por parte del sujeto de una

estrategia, a lo cual subyace un modelo implicito, que lo aproxima al resultado buscado.
b) Fase de formulacién

El objetivo en esta fase es la explicaciébn a través de un lenguaje verbal, gréafico o
simbolico de los modelos implicitos que fueron movilizados en la fase de accién. Se
intenta que esta explicitacion no sea una exigencia artificial para el alumno. Para ello, se
disefian situaciones especiales en las que comunicar algo a alguien sea una necesidad
sine qua non para lograr determinado objetivo. Con esto se intenta por un lado que la
formulacion tenga un sentido para el alumno, y por otro lado, que el proceso de
formulacion se realice a través de una dialéctica entre emisores y receptores que

favorezca su evolucion.

Este proceso de formulacion, que implica una reconstruccion de las relaciones implicitas
en la accién sobre la situacion, da lugar a la construccién progresiva de un lenguaje. Las
insuficiencias del lenguaje: ambigliedades, falta de informacion, etc., se reflejan en la
mala interpretacion que el receptor hace de él. Como en la fase de accion, en ésta, la
misma situacion proporciona a los interlocutores los medios para verificar el éxito o
fracaso de una comunicacién. Asi, a través de un proceso de comunicaciones sucesivas
(y, eventualmente, con la introduccion de ciertas restricciones como: “no dibujar” o
“hacerlo lo mas breve posible”, el lenguaje se precisa, se abrevia, adopta convenciones

locales aproximandose de esta manera al lenguaje matematico. Por lo tanto, en estos

* En didactica solemos encontrar la utilizacién del término modelo para hacer referencia tanto a una descripcion

hipotética que hace el investigador de un sistema de conocimientos que tiene el alumno en un momento dado, como
para referirse a un modelo propiamente matematico. Esta Ultima interpretacién se utiliza también en dos sentidos: se
dice que determinado conocimiento matematico puede funcionar como modelo de una situacion no matematica (del
mundo fisico, por ejemplo). En este sentido el modelo es una descripcién particular (matematica) de dicha situacion
gue permite entender o manejar o prever determinados aspectos de la misma. Pero, en légica-matematica el
término modelo se usa en otro sentido: el modelo es una interpretacion particular de un sistema formal. El énfasis
esta puesto esta vez no en su papel de representacion de una situacion, sino de interpretacion de una teoria.
Para evitar confusiones utilizaremos en este trabajo el término modelo (matematico) para referirnos a una
descripcién en el lenguaje matematico de una situacion determinada. Para referirnos a la situacion en si utilizaremos
los términos situacion, o interpretacién. Cuando interese referirnos a un sistema de conocimientos del alumno cuya
existencia suponemos, o cuando explicitamente queramos hacer una descripcion hipotética de dicho sistema,
emplearemos también el término modelo, precisando siempre que nos referimos a los conocimientos del sujeto.
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mensajes se esta conformando un modelo matematico (0 cuasi-matematico) de la
situacion. Este proceso culmina cuando dichos modelos funcionan como un medio para
realizar anticipaciones sobre la situacion; un medio que serd preferible en virtud de la
economia importante que permite realizar (en tiempo, en esfuerzo ...). Este paso: convertir
al modelo en medio de anticipar, puede favorecerse, cuando es necesario, a través de
ciertas modificaciones sobre la situaciébn misma que vuelvan excesivamente costoso 0

incluso imposible el trabajo directo sobre ésta’.
c) Fase de validacién

Hemos visto ya que la situacidbn misma debe permitir la realizacion de una validacién
empirica de los ensayos de resolucion que se ponen en juego. Ahora se tratara de otro
tipo de validaciéon, ya no sobre informaciones, sino sobre declaraciones: procedimientos

formulados, generalizaciones, propiedades, etc.

La necesidad de argumentar por qué algo que se afirma es correcto (0 mejor que otras
alternativas) lleva al sujeto a elaborar demostraciones. El sentido de éstas est4 dado por
la necesidad de convencer a sus pares. Estas demostraciones pueden ser de indole muy
distinta dependiendo, entre otras cosas, del acervo de proposiciones ya validadas, del tipo
de razonamiento que los nifios estan en posibilidad de realizar (segun su edad), y de las

exigencias del interlocutor.

Las demostraciones pueden regresar al nivel mas elemental de la prueba empirica o
consistir en relaciones entre proposiciones ya validadas. Los instrumentos que los nifios
utilizan para demostrar varian vy, evidentemente no corresponden siempre,
necesariamente al modelo matematico de la deduccién légica. Este ultimo también
atraviesa un prolongado proceso de construccion; durante largos periodos los nifios
pueden acordarle un estatuto de prueba satisfactoria a razonamientos vecinos al de la
deduccién como, por ejemplo, la generalizacion de una proposicién a partir de constatar

gue para X casos particulares ésta funciona.

Por otro lado, a través de este proceso, tienden a explicitarse también reglas de

construcciéon de lenguaje que permanecieron implicitas en la fase de formulacién.

® Con respecto a esta fase de formulacién encontramos en los trabajos de G. Brousseau, aportaciones importantes en
lo que respecta a las condiciones que propician una formulacién matemética.
No hay, en cambio, un estudio mas profundo acerca de este proceso desde el punto de vista del sujeto: ¢Con qué
problemas especificos se enfrenta el nifio en la construccion de una representacion verbal, grafica o simbdlica?
Sobre éste punto pueden verse estudios mas particulares en (Brun, 1984; Brun et al., 1981; Piaget, 1976).
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Cabe sefialar, por ultimo, la importancia de que los interlocutores sean los nifios y no el
maestro. La validacion que pudiera proporcionar este ultimo corre el riesgo de estar
cargada de una autoridad suplementaria que la erija en sentencia incuestionable, en
verdad a priori. Es verdad que este problema puede darse también entre los mismos
nifios; puede ocurrir que acepten la validez de algo sélo por el hecho de que quién lo
propone tiene algun tipo de prestigio, pero, el efecto de estas autoridades infantiles no es
comparable del que tiene la de un adulto. Por otro lado, el tipo de razonamiento que el
maestro utilice para validar o invalidar una proposicion puede resultar ajeno, sin

significacion para los nifios.
d) Fase de institucionalizacion del conocimiento

En lo expuesto hasta aqui puede leerse claramente el propésito de asignar al maestro, en
la situacién didactica, un papel muy distinto al usual: no interviene ya como fuente del
saber, como proveedor de conocimientos. Organiza las situaciones que exigiran a sus

alumnos una adaptacién cuyo resultado sea la produccion de nuevos conocimientos.

Durante los primeros afios de las investigaciones de Brousseau, esta no intervencion del
maestro tendié a ser extremada. Se pretendid trabajar en situaciones llamadas cuasi-
aisladas en el sentido de reducir la participacion del maestro a la transmisién de las
consignas y a la organizacion de las tres fases del proceso de las que ya hemos hablado.
La intencién era analizar el proceso de construccion de un conocimiento, en las
condiciones mas puras que fuese posible. Sin embargo, a lo largo de las sesiones
experimentales aparecian reiteradamente momentos en que la situacion exigia del
maestro ciertas intervenciones no previstas sin las cuales no se podia continuar. Esta
producia una y otra vez fenbmenos que escapaban al andlisis del proceso. El objeto de
este tipo de intervenciones consistia generalmente en realizar especies de balances,
sintesis o conclusiones, de poner en claro para todo mundo aquello que ya se habia
logrado y que no era necesario volver a hacer... incluso, de identificar con un nombre un
conocimiento que ya se tiene. Estos fenbmenos aparentemente aislados y que en un
principio parecian acusar simplemente la dificultad para el maestro de cambiar ciertas
actitudes, fueron reinterpretados. Se vio en ellos la expresiéon de mudltiples paradojas
(Brousseau, 1984): el alumno construye un nuevo conocimiento mediante una adaptacién
a una situacién que le era conflictiva; el juego para él consistia en lograr algo para lo cual
no tenia previamente los medios necesarios. Una vez que ha logrado disponer de la

estrategia adecuada, resuelve la situacion. Para él, si la ha resuelto es porque podia

17



Capitulo 1. Didactica de las matematicas

resolverla, es decir, no necesitdé de un nuevo conocimiento. No tiene conciencia de que
en el proceso ha adquirido un nuevo conocimiento. No es lo mismo -dice Brousseau-, la
evolucién que el conocimiento de la evolucion. Este problema se origina desde el inicio
de la relacién entre alumno y maestro: el alumno va a aprender algo nuevo y su maestro
se lo va a ensefiar. Pero el maestro no puede decir al alumno qué es lo que éste debe
hacer... mas all4 de plantearle el problema. El alumno, a su vez, se verd muchas veces

desconcertado: ¢ por qué su maestro no le dice lo que espera?

A través del proceso (iniciado en la consigna) ha de lograr lo que Brousseau denomina la
devolucién del problema, es decir, el hecho de que el alumno rompa toda expectativa de
recibir conocimientos de su maestro y asuma la total responsabilidad de su investigacion.

Pero entonces, ¢en qué momento el alumno sabra que... ya sabe?

El proceso de institucionalizacion del saber tiende a responder a estas paradojas. Su
funcién es dar a los productos generados en el proceso de construccion que realizan los
alumnos el estatuto de conocimiento, de nuevo saber al que se puede hacer
legitimamente referencia. Incluye el hecho de nombrarlo de alguna manera e implica
también, en consecuencia, una progresiva descontextualizacion del mismo (se le
reconoce como saber cultural instituido) a través de la cual éste se hace mas negociable
en otros contextos (en los que apareceran sus limites, la necesidad de transformarlo o,

eventualmente, de desecharlo).

Cabe sefalar que, ademas de los momentos en los que el maestro interviene en la
situacion con el propdsito consciente de propiciar un proceso de institucionalizacion, éste
ocurre en forma sutil en muchos otros momentos. Por ejemplo, en las confrontaciones
colectivas sobre resultados determinados en cualquier fase del proceso, ocurre con
frecuencia que al maestro se escapan involuntariamente actitudes que acusan su
predileccién por aquellas propuestas que se aproximan mas a las instituidas socialmente
o bien, él mismo emplea inconscientemente el lenguaje instituido para referirse a
determinados productos del trabajo de los nifios, (Artigue et al., 1982). Digamos, por
ultimo, que tradicionalmente en las clases de matematicas se pone a los alumnos de
entrada en relacién con el conocimiento en su forma institucionalizada socialmente (o se
acude a ella después de muy breves momentos de informalidad). El contexto aparece
primero como ilustracion del conocimiento y, posteriormente, como campo en el que ese
conocimiento se aplica y adquiere sentido. Podriamos decir entonces que en la

perspectiva constructivista en la que nos ubicamos, el proceso intenta realizarse en
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sentido opuesto: con la institucionalizacion culmina un ciclo que se origind ante la

necesidad de resolver un problema.

Las cuatro fases. Estas cuatro fases constituyen un ciclo que se realiza en cada etapa del
proceso de matematizacion. Las estrategias y los modelos subyacentes que se instituyen en
cada etapa vuelven a ser comprometidos en la etapa siguiente, en la que funcionan nuevamente

como estrategias y modelos de base.

A lo largo del proceso, esta sucesion de fases no se da necesariamente en el estricto orden

en que fueron expuestos y tampoco ocurre siempre una diferenciacion tan nitida entre una y otra.

Por otro lado, cabe sefalar que cada una de estas fases tiene muchas veces efectos que
obstaculizan el desarrollo de las otras. Por ejemplo, ciertos momentos de formulacion,
programados o espontaneos, a lo largo de una fase de accidn, inciden en ésta de manera
determinante; la explicitacién por algunos nifilos de ciertos elementos del problema posiblemente
haré que otros centren su atencién en esos elementos, que quiza no son los mas importantes, en

detrimento de la riqueza del problema.

Otro ejemplo caracteristico es el efecto que puede tener una estrategia que se
institucionaliza (ya sea por el prolongado tiempo en que fue utilizada o bien por el gran dominio
que sobre ella tienen los nifios) sobre la accion: los nifios pueden llegar a resistirse
absolutamente a abandonarla. Intentaran mas bien adaptarla aun a costa de un trabajo excesivo
0 bien se desalentaran para seguir adelante. Esta estrategia se habra convertido en un obstaculo

para el desarrollo del proceso.

2. Metodologia de esta investigacion.

Me restringiré ahora a plantear las lineas generales de la metodologia que utilicé en la presente
investigacion. No abordaré por lo tanto la discusion mas general que libra actualmente la

didactica de las matematicas en torno a este punto®.

Nuestro trabajo de investigacion consiste, basicamente, en someter a prueba determinadas
hipétesis acerca del proceso de adquisicion de ciertos aspectos de la nocion de namero racional,
en el contexto escolar. Mas precisamente, nos interesa saber si ciertos problemas en
condiciones didacticas especificas, son susceptibles de propiciar la implementacion y la evolucion

de determinados procedimientos por parte de los nifios; la reflexion sobre determinadas

® Un resumen claro e interesante de esta discusion puede verse en el articulo “Reproductibilité et Modélisation en
Didactique de Mathématiques’, de M. Artigue (1984).
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propiedades de la nocidn de racional y la construccion de un lenguaje cuasi-matematico relativos

a esta nocion. Para tal fin, hemos seguido los siguientes pasos:

a) Analisis matematico del concepto de numero racional y de algunas de sus interpretaciones

mas importantes para el nivel basico.

b) Construccién de una secuencia de problemas relativos a una de las interpretaciones de
este concepto, con las caracteristicas que hemos detallado en el punto anterior de este

capitulo.

¢) Construcciébn de una secuencia de situaciones didacticas (incluyen a los problemas
mencionados en el capitulo Il y se especifican las condiciones de su realizacion:
materiales, tiempos, organizacion de diversos tipos de interaccion entre los nifios y con el

maestro).

d) Analisis previo a la experimentacién. En éste intentamos basicamente explicitar nuestras
hip6tesis acerca de los posibles procedimientos que implementaran los nifios, de su
relacion con los aspectos involucrados de la nociéon de racional, y de los cambios de

procedimiento que se espera propiciar a lo largo de los problemas de la secuencia.

En las situaciones disefiadas expresamente para propiciar un proceso de formulacion, el
analisis se centre en éste. (La etapa de la secuencia que abarcamos en este trabajo no

incluye situaciones especificas de validacion o de institucionalizacion).

Este analisis incluyé eventualmente, sesiones de pre-experimentacion con algunos nifios
de otros grupos. Por otro lado, en estos andlisis intentamos precisar aquello que

interesaba mas observar y registrar en cada situacion.

e) Experimentacion de la secuencia. El caracter del trabajo que realizamos (estudiar las
condiciones en las que se realiza el aprendizaje de las matematicas en el aula) nos hace
descartar la experimentacién en situacion de laboratorio. Sin embargo, tampoco optamos
por la experimentacion en condiciones absolutamente cualesquiera (en cualquier escuela,
bajo la conduccion de cualquier maestro) debido a que no estamos en el momento de
probar la validez de una propuesta didactica, sino de comprender mejor algunos aspectos
importantes del proceso de aprendizaje. Por lo tanto, la experimentacién se llevo a cabo
en dos grupos de una escuela relativamente pequefia’ cuya poblacién es de extraccion
social heterogénea. La conduccion de las sesiones estuvo a cargo de un maestro de esa

misma escuela, que se ha integrado al equipo de investigacion del Laboratorio de

" Centro Escolar Primaria del Sindicato de Trabajadores de la UNAM.
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Psicomatematica desde hace varios afios y que particip6 en todo el proceso de esta

investigacion.

Los grupos en los que trabajamos, uno de 3er. grado® y uno de 4o. grado, tienen cada
uno treinta alumnos (consideramos que éste numero de alumnos fue demasiado grande
en relaciéon a nuestras posibilidades para observar y registrar). Las edades de los nifios

son entre 8 y 9 afios en tercero y entre 9 y 10 afios en cuarto.

f) Observacién y registro. La informacién que nos interes6 obtener de la experimentacion se
recabd principalmente a través de la observacion directa de las sesiones, orientada a
partir, de los sefialamientos que hicimos en el andlisis previo. Cuando se consideré
necesario, el observador participé en las sesiones, ya fuera haciendo preguntas a todo el

grupo o a algun nifio en particular.

Otra parte importante de la informacién de cada sesién estuvo constituida por los trabajos

realizados por los alumnos.

g) Analisis dé la informacién. Al término de cada sesion se hizo un primer andlisis de lo
ocurrido, destinado principalmente a realizar las modificaciones que se consideraron
pertinentes en la parte siguiente de la secuencia. Se elabord un primer reporte de la
sesion que incluy6 las notas tomadas durante la sesion, otros elementos que no pudieron
ser registrados en el momento y las decisiones no previstas que se tomaron a partir de

esa sesion.

Al término de la experimentacion se realizé el analisis global del proceso, en relacién a las

hipotesis que planteamos en el analisis previo.

8 Cabe sefalar aqui que el grupo de 3er. grado resulté particularmente conflictivo. Con mucha facilidad se creé un
clima de desorden y, con frecuencia, de agresividad entre ellos mismos.
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CAPITULO Il. LOS NUMEROS RACIONALES

El concepto de nimero racional, como cualquier otro concepto matematico, puede
verse como un modelo abstracto, general, de mudltiples situaciones concretas (0

interpretaciones) que lo involucran, cada una de manera especifica y distinta.

En este capitulo, veremos primero algunas de estas interpretaciones; para ello
retomaremos las que destaca Kieren (1976) por considerar que son las mas relevantes

desde el punto de vista didactico.

Posteriormente, abordaremos el concepto de nimero racional en su acepcién mas

general, esto es, a partir de las propiedades de su estructura algebraica.

Finalmente, analizaremos algunos problemas, derivados de la complejidad especifica
de este concepto, relativos a la eleccidon de alternativas para su ensefianza en el nivel

basico.

1. Interpretaciones del NUmero Racional
A. Fraccionamiento de la Unidad

Si nos preguntamos ¢ para qué nos sirven, en la vida, diaria las fracciones?, acuden a
nuestra mente, entre otras, expresiones como medio litro de leche, tres cuartos de hora, 3
metros y medio, un octavo de pulgada, etc., expresiones que proceden del acto de medir.
Esta antigua actividad social: medir, esta, en efecto, en el origen de muchos conceptos
matematicos, y, en particular, de los nimeros racionales. Al medir, por ejemplo, una
longitud, lo que hacemos, finalmente, es contar el nUmero de unidades (que no son mas

gue otras longitudes) que caben en ésta.

L

| I —— > L mide 3 unidades

unidad | unidad lunidad

Pero, cuando la unidad no cabe un niumero entero de veces en lo que medimos, los
nameros naturales no nos permiten ya expresar con exactitud la medida, a no ser que

agreguemos unidades suplementarias mas pequefias:
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' ! . L mide 2 unidades (1) +

unidad 1 | unidad 1 Iunidad I2 1 unidad (2)

Sin embargo, esta salida llevaria a crear una cantidad inagotable de nuevas unidades
mas pequefias sin relacién entre ellas. No es dificil imaginar los problemas de
comunicacion que esto acarrearia. La solucién que ha acabado instituyéndose consiste en
fraccionar la unidad:

L

, L mide 2 unidades +

| | | | % de unidad
| 1
unidad unidad unidad

y, la expresién de la medida de estas fracciones de unidad genera precisamente a las
fracciones en su interpretacion mas utilizada comanmente: ¥ de unidad significa 3 partes
de unidad, obtenidas al dividir la unidad entre cuatro.

Otro problema muy antiguo que conduce a la necesidad de fraccionar la unidad es el
gue se genera en situaciones de reparto: si repartimos, por ejemplo, 5 pasteles entre 3
personas, a cada persona toca un pastel entero y sobran dos. Para repartirlos,

necesitamos dividirlos. Esta es una forma, entre otras:

A

A B c A |B c 2
c

1 2 3 2 5

A cada una le toca: 1 pastel + medio pastel + un sexto de pastel. Una vez mas, los
nameros naturales no permiten expresar la cantidad con precision y se vuelve necesario

utilizar nuevos ndmeros que cuantifiquen fracciones de unidad®.

° Cabe sefalar de paso, que de las situaciones de reparto tienden a generarse mas que fracciones comunes,
sumas de fracciones unitarias (de numerador uno). Volveremos mas adelante sobre esto.
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Ambos problemas, el de la medicion y el de reparto, se presentan igualmente cuando
la unidad es una magnitud discreta. Por ejemplo, con un abono de cine se puede entrar a
30 funciones. Si hemos entrado ya a 6 funciones, ¢qué parte del abono hemos utilizado?,

0 bien, si en un grupo hay 10 mujeres y 20 hombres, ¢qué parte del grupo son mujeres?

Echando un vistazo a algunos precursores de nuestros numeros racionales en la
historia, observamos dos cosas: una, que efectivamente la necesidad de cuantificar
fracciones de unidad en problemas de medicién y de reparto esta vinculada a la aparicion
de los racionales; y la otra, absolutamente previsible, que estos problemas no dieron lugar

a los racionales tal y como los conocemos hoy en dia. Veamos un conocido ejemplo®.

Los egipcios, hacia 1700 a.C., tenian desarrollado un sistema de fracciones que
consta, en primer lugar, de un nimero limitado de fracciones naturales: un medio, un
tercio, dos tercios y tres cuartos. Estas eran las mas utilizadas en la vida diaria y eran
designadas con nombres propios. Las demas fracciones se obtenian a partir de éstas e
incluian Unicamente fracciones unitarias. En virtud de esto, una caracteristica de estas
fracciones (y que hoy puede verse como una gran limitacion) es que se escribian con un
solo ndmero natural, precedido de un simbolo que significa parte. No existian las
fracciones formadas por dos enteros, numerador y denominador, tal y como los

conocemos hoy en dia.

Asi, cualquiera de nuestras fracciones no unitarias eran escritas por los egipcios
como sumas de fracciones unitarias: por ejemplo, 2/5 se escribia -traduciendo a nuestros

simbolos- asi:
T@®)+ (@5 (2/5=1/3 +1/15)

El no utilizar numeradores volvia, en muchos casos, muy dificiles los calculos. Por
ejemplo, para obtener el doble de una fraccibn, como 1/6, bastaba con reducir el

denominador a la mitad: 1/3.

Pero si el denominador era impar, como 1/5, para obtener el doble, a nosotros nos
basta con duplicar el numerador: 2/5. Ellos debian encontrar la suma de fracciones

unitarias que resultase igual a 2/5.

No obstante, toda fraccion puede expresarse bajo esta forma. De hecho, los egipcios

resolvieron calculos muy complejos con sus fracciones (algunos de los cuales constan en

1 Tomado de Algebra |, Maestria en Matemética Educativa, Seccién de Matematica Educativa SEP-CIEA,
México, 1981.
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el Papiro de Rhind y otros se han deducido de las construcciones piramidales que

realizaron).

Estos datos historicos se vuelven muy significativos cuando nos preguntamos por los
problemas que podrian propiciar —en clase— la construccibn de las fracciones.
Retengamos por ahora el hecho de que los problemas de medicién y, sobre todo, los
problemas de reparto son susceptibles de engendrar un sistema de fracciones unitarias
cuyo margen de funcionalidad es relativamente amplio, pero el paso a las fracciones no

unitarias, a partir de estos problemas puede ser dificil de propiciar.

Por otro lado, cabe sefalar que tradicionalmente y hasta la fecha, las fracciones se
introducen en la escuela primaria a partir de lo que se ha llamado ya el modelo egipcio, es
decir, se introducen primero las fracciones 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, etc., y no es sino después
que se ven fracciones no unitarias. Estas Ultimas se obtienen reduciendo sumas de
fracciones unitarias 1/5 + 1/5 + 1/5 = 3/5 (ver, por ejemplo, Matematicas 3* grado, México,
SEP, 1972). Estas fracciones representan siempre el estado final de una transformacion y

no a la transformacién misma (dividir, multiplicar).

En resumen, en esta interpretacion (fraccionamiento de la unidad) el nimero racional
describe la relacion cuantitativa entre un todo y sus partes. La fraccion a/b, donde ay b

son enteros y b es distinto de cero, referida a una unidad, significa: dividir la unidad en b

0000

partes iguales y tomar a de esas partes:

Hjw

B. El nUmero racional como decimal finito o periédico

En esta interpretacion el nUmero racional aparece —igual que en la anterior— como
respuesta a la necesidad de cuantificar fracciones de unidad. Lo que cambia es la forma
de expresar numéricamente estas fracciones. En este caso, la escritura se realiza
mediante una extension del sistema de numeracion decimal: un punto después de las
unidades de primer orden indicara que las cifras que siguen (a la derecha) representan

fracciones decimales de unidad:
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23.138 significa 2.10'+3.10° + 1 + iz + % 0 23+ 138
10 10° 10 1000

Sin embargo, sélo las fracciones decimales, esto es, aguéllas cuyo denominador es
divisor de una potencia de 10, pueden expresarse en esta notacion, con un nimero finito

de cifras después del punto:

Ezé:.25 §:ﬁ:,625 etc.
4 100 8 1000

Las demas fracciones (aquéllas cuyo denominador no es divisor de una potencia de
10), en su expresion decimal, tienen un nimero infinito de cifras después del punto que se

repiten periédicamente:

; =.33333... 3 =.2857142857 ....

Queda claro, por lo tanto, que las fracciones que pueden expresarse con exactitud en
la notacion decimal, es decir, las fracciones decimales, son un subconjunto de los
nimeros racionales'. Las deméas fracciones (las no decimales) sélo pueden ser
aproximadas mediante las fracciones decimales. Asi, .3; .33; .333, etc. son sélo

aproximaciones de la fraccion 1/3%2.

Una ventaja evidente de trabajar con el subconjunto de fracciones decimales,
expresadas en notacion decimal —y que facilmente puede convertirse en desventaja
desde el punto de vista de la ensefianza, como veremos mas adelante- es la facilidad que
ofrece para calcular. Los algoritmos que funcionan para los ndmeros enteros pueden
aplicarse -afladiendo unas cuantas reglas- al calculo con decimales, ahorrandose asi el

pesado trabajo con fracciones.

Esta expresién decimal permite también identificar a otro conjunto de nameros: los
irracionales. Estos aparecen expresados como decimales infinitos no periédicos. Por

ejemplo:

/2 =1.4142135....

1 Este subconjunto contiene también al conjunto de nimeros enteros.

12 Este recurso gue consiste en expresar o aproximar fracciones de unidad mediante divisiones de la unidad
en potencias sucesivas de la base del sistema de numeracién (en nuestro caso la base es 10), se remonta
también a épocas antiguas: en la matematica babil6nica, aproximadamente 2000 a.C., las fracciones se
expresaban en notacion sexagesimal (su sistema de numeracion era posicional, como el nuestro, de base
60, aunque la parte entera se expresaba en combinacién con la base 10).
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C. El nmero racional como razén

A diferencia de las dos interpretaciones anteriores en las que el nimero racional
expresa una medida, en ésta, aparece como expresion de algo mas abstracto: de la
relaciéon (multiplicativa) que hay entre dos nimeros enteros. Decimos por ejemplo que 1y
2 estan en la misma razén que 2 y 4 porque en ambos casos el segundo elemento es el
doble del primero, o bien, porque el numero por el que hay que multiplicar al primer

elemento para obtener el segundo, es el mismo en ambas parejas.

Hasta aqui, la nocién de razén no involucra explicitamente a la nocion de racional:
se limita a establecer relaciones entre numeros enteros. Ya en Euclides encontramos un
amplio estudio de las propiedades de esta relacion multiplicativa entre enteros,
propiedades que precisamente fueron analizadas y descritas en términos de numeros
enteros aunque hoy en dia estas mismas propiedades se expresan con numeros

racionales.
Veamos algunos ejemplos™®.

Definicién: “Dos pares de numeros son proporcionales cuando el primero es el
mismo multiplo, o la misma parte o las mismas partes del segundo que

el tercero es del cuarto”.

Hoy escribimos esta definicién asi: (a,b) y (c,d) son proporcionales si a/b = c/d. No
obstante, es perfectamente posible prescindir del concepto explicito de racional. Aunque
la razén de 2 a 3 no es expresable con un entero, puede determinarse facilmente qué otro
par de enteros estan en la misma razon. La definicion nos dice como hacerlo: 2 es parte

de 3 porque 3 veces 2 es igual a 2 veces 3.

Busquemos otro par de nimeros en el que el primero sea “las mismas partes” del

segundo. Por ejemplo: 4 y 6 (3 veces 4 es igual a 2 veces 6).

Otro ejemplo, proposicion 5: “Si un numero es parte de otro nimero, y otro nimero es
la misma parte de otro, la suma de los dos primeros es la misma parte que la suma de los

dos segundos”.

Esta proposicion hoy dia, es una propiedad entre otras de la equivalencia de

racionales:

Si a/b = c/d entonces a+c/b+d = a/b

3 Tomados del libro VII de los elementos de Euclides.

27



Capitulo 1. Los nimeros racionaleS

En esta interpretacion, el problema especifico que engendra a los nimeros racionales
es el siguiente: si, por ejemplo, 1 es a2 como 2 es a 4, como 3 es a 6, etc., ¢qué nimero
es a 1? Este numero no es un natural y, puesto que forma una razén con 1 igual a la
razon de 1 con 2, podria ser expresado asi: (1,2) o bien, asi, 1/2. Entonces, % es el

namero cuya razon con 1 es la misma que la de 1 con 2.

El problema consiste en principio en crear nuevos nimeros cuya razén con 1 es la

misma que la razon de un entero con otro.

D. El nUmero racional como operador multiplicativo (o aplicacion)

Toda situacién de proporcionalidad implica a la nocion de namero racional. Esta
puede verse en la igualdad de razones, por ejemplo: en dos figuras geométricas
semejantes, la razon entre dos lados cualesquiera de una es igual a la razon entre los
lados correspondientes de la otra, o bien, en el operador multiplicativo que asocia a cada

valor de una de las magnitudes, un valor de la otra magnitud:

b1

igualdad de razones a/b = a'/b’ o (a/a’ = b/b’)

» 14

operador multiplicativo: a/a’ ** puesto que: b’xa/a’=b y axa/a’'=a

Como operador multiplicativo, el nimero racional a/a’ se construye a partir de la

composicion de los operadores (+ @) (xa):

(=a") (xa)

a > 1 > a

(=a) (xa)
a—————————* a
En este mismo problema nos podemos también preguntar por el operador
multiplicativo que asocia a a b —es decir la medida de un lado de una figura a la medida

de otro lado de la misma figura— con el fin de encontrar b’, conociendo a'. En este caso,

40 bien b/b’. Todos los operadores formados de esta manera (el valor de una magnitud entre el valor
correspondiente de la otra, seran equivalentes).
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el operador seria E puesto que: a(=a)-(+b) = b, y, dado que la razén entre estos dos

a.l
lados debe ser la misma que la que existe entre sus homdlogos, tendremos que: a’ + b/a
=Db.
En general, toda situacion de proporcionalidad implica la necesidad de determinar a

un operador multiplicativo que a un valor x asocia un valor y. Este operador es el racional

y/x el cual, en este contexto, significa la composicion de los operadores (+x) - (y).

Esta interpretacion constituye un contexto idéneo en el que la multiplicacion de los
nameros racionales adquiere significado a partir de la composicion de dos o mas
operadores racionales y, asi mismo, permite destacar las propiedades estructurales de

esta operacion (elemento neutro, inverso multiplicativo, conmutatividad, asociatividad)*®

2. Definicion algebraica de numero racional: como cociente de dos
enteros

Desde el punto de vista algebraico, los ndimeros racionales aparecen como los
elementos que enriquecen las propiedades estructurales de los enteros. Veamos esto de

mas cerca:
La adicion de numeros enteros (Z, +) tiene las siguientes propiedades:

1) Escerrada: Va,beZ a+beZ

Es decir, a cualquier par de elementos de Z, la operacion + les asocia un

elemento de Z.
2) Es asociativa: Va,b,ceZ (a+b)+c=a+(b+c)
3) Existe un elemento neutro, el cero:
V(@)eZ,a+0=0+a=a
4) Todo elemento de Z tiene un inverso aditivo:

V(@)eZ, d(@')eZtalquea+a'=0

5 EI nimero racional aparece también como operador multiplicativo en otras interpretaciones. Por ejemplo, si
en la interpretacion que hemos llamado fraccionamiento de la unidad, nos interesamos no en el estado final:
¥% de pastel, sino en la transformacién que sufrié la unidad, nos encontramos nuevamente con la
composicién de los operadores (= 4) (x3), es decir, con el operador x3/4.
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5) Es conmutativa: Va,be Z, a+b=b+a

Estas propiedades dan al sistema (Z,+) una estructura de grupo conmutativo®®.
Ahora bien, la multiplicacién de enteros (Z, x) tiene las mismas propiedades que la
adicion -su elemento neutro es el 1- excepto la del inverso: no existe ningin numero

entero que multiplicado por otro entero distinto de 1, dé como resultado el 1.

En general, la ecuacion x-a=1, siendo a un entero cualquiera distinto de + 1, no
tiene solucién en el conjunto de nimeros enteros (y por lo tanto la division'’ no es una

operacion cerrada en este conjunto).

Los numeros racionales definidos como el cociente de dos enteros, (existen otras
formas de definirlos) son el conjunto en el que la ecuacion anterior tiene soluciéon. Con los
racionales, por lo tanto, la multiplicacion adquiere la propiedad del inverso multiplicativo (y
la division se vuelve una operacion cerrada): el nimero que multiplicado por a, da 1, es

precisamente 1/a.
En general: V(a) e Q —{0},3(a') tal que a-a':l(a':;)
El conjunto de racionales queda entonces definido asi:
Q= {XZZ’ aeZbez-{0}talque x-b=a }

Este conjunto contiene al conjunto de nimeros enteros (puesto que cualquier entero

. a .
puede expresarse como cociente de 2 enteros: V a € Z, a = I). Los sistemas (Q,+) y

(Q,x) tienen ambos estructuras de grupo conmutativo y, como ademas la multiplicacion es
distributiva con respecto a la adicion, el sistema (Q,+,X) adquiere una estructura de

campo.

Finalmente, la relacion de orden en los racionales adquiere una caracteristica que no

tenia en los enteros: la densidad. En ambos sistemas, la relacion de orden es total

( YV (x,y)eZ? x<y 0 x>y... ) Pero, en el conjunto de nimeros enteros, entre

% Notemos que el conjunto de los nimeros naturales, con la operaciéon +, tienen todas estas propiedades
excepto la del inverso aditivo (no existe ningan natural que, por ejemplo, sumado a 1 dé cero). Los enteros
aparecen también como los elementos que dan a la suma la propiedad del inverso aditivo, formandose asi
un grupo conmutativo (y por lo tanto la resta es una operacién cerrada en este conjunto).

' Resta y division son operaciones que se definen a partir de la suma y de la multiplicacion, respectivamente.
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un ndimero y su sucesor no existe ningun otro entero. En los racionales, en cambio, entre

cualquier par de numeros, existe siempre una infinidad de nimeros racionales.

3. Algunas consecuencias para el aprendizaje y la ensefianza de los
numeros racionales en la escuela primaria

En el apartado anterior hemos visto, por un lado, algunas familias de problemas que
engendran, cada una, una interpretacion especifica y distinta del nUmero racional, y, por
otro lado, hemos visto una definicion algebraica de este concepto. Esta Ultima constituye,
a final de cuentas, un modelo de todas aquellas interpretaciones, las cuales a su vez

implican, cada una, una realizacion parcial de la estructura del sistema (Q, +, X).

Por ello, la riqueza del concepto de nimero racional que los nifios adquieren esta en
relacibn a la diversidad de interpretaciones en que progresivamente pueden

funcionalizarlo (Kieren, 1976).

A continuacion, abordaremos algunos de los principales problemas que esto plantea a

nivel de la ensefianza y del aprendizaje escolar del concepto de numero racional.

A. Laeleccién de una primera interpretacién para introducir el concepto de
numero racional

La introduccion al concepto de racional en la escuela primaria pasa necesariamente
por la seleccién de una primera interpretacion del mismo, en aras de favorecer que este
concepto tenga un minimo de sentido para el alumno, esto es, que aparezca como un
lenguaje que describe, explica o permite hacer predicciones sobre un fragmento

significativo para él, de la realidad.

Haciendo a un lado la ensefianza que se limita a definir al racional como algo dotado
de un numerador y un denominador, y que inmediatamente después propone los
algoritmos para operar, en todas las demas propuestas a nivel basico, sea cual sea el
enfoque metodoldgico, encontramos este recorte: se busca una situacién concreta que

realice una parte de la estructura del sistema.

Los criterios para seleccionar esta primera interpretacion varian y muy pocas veces
son explicitados, pero es claro que entre los mas comunmente asumidos estan el de la
familiaridad (en el sentido de experiencia previa y uso social) que los educandos tengan
con la interpretacion y el de la posibilidad de aplicar en ésta, con la menor modificacion

posible, los conocimientos previos.
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Sin embargo, los conocimientos previos y las nociones intuitivas que se tienen acerca
de determinados conceptos mateméaticos no constituyen siempre —por si solos— el

mejor camino para aproximarse a ellos, y éste es el caso del concepto que nos ocupa.

H. Freudenthal (1973) destaca el hecho de que, en el campo de los numeros
racionales se verifican propiedades que lejos de ser accesibles intuitivamente, contradicen
la intuicién; estos son algunos ejemplos: el producto de dos numeros racionales puede
arrojar un resultado inferior a cualquiera de los factores e, inversamente, el resultado de

la division de dos numeros puede ser mayor que el dividendo.

Seflala, ademdas, que estas dos operaciones dificimente encuentran una
interpretacion que las vuelva intuitivas. Para él, el Unico problema que justifica y da
sentido a los racionales es, finalmente, el problema algebraico al cual deben su estatuto

matematico: convertir a la division en una operacién cerrada.

Esto implicaria una introduccién al concepto de racional a partir del analisis a nivel de
estructuras; todas las propiedades de las fracciones se deducen entonces de los axiomas
de la estructura de campo. Esto, evidentemente, no constituye una alternativa a nivel
basico®.

Sin extraer las mismas conclusiones, G. Brousseau (1981) va mas lejos en el analisis
de estas dificultades; a partir de un estudio sistematico acerca de los errores que produce
un muestreo de niflos de diversas edades en el manejo de los numeros racionales,
discrimina una categoria importante de errores cuya frecuencia es significativa y estable y
en los que Brousseau lee la extrapolacion de propiedades de los niUmeros naturales a los

numeros racionales.

Los ejemplos mas caracteristicos son los que ya mencionamos anteriormente: errores
en la multiplicacion de racionales que podrian provenir de una resistencia a aceptar
productos inferiores que los factores (ademas la multiplicaciéon esta fuertemente asociada
a la idea de una suma iterada -esta interpretacién no funciona en lo absoluto con los

nameros racionales-) y los relativos al manejo de la relacion de orden:

'8 a deduccion l6gica es una operacion del pensamiento que en general los nifios de 8 0 9 afios no pueden
ejercer aun en forma sistematica. Los nifios realizan deducciones en situaciones particulares sélo después
de un proceso mas o menos largo en el que la experiencia con la situacion particular le permite tomar
conciencia de aquello que da lugar, precisamente, a sustituir la experiencia por la deduccion.
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- Un namero con mas cifras que otro es mayor que éste;

- Entre 0.33 y 0.34 no existe ningun otro racional (y por lo tanto los racionales tienen

sucesores).

El trabajo que los nifios han desarrollado con los nimeros naturales ha propiciado la
generacién de propiedades —explicitas o implicitas— que funcionan sistematicamente en
ese dominio. Estas mismas propiedades tienden a ser aplicadas en nuevos conjuntos
numéricos, en este caso, en el conjunto de los racionales, en los cuales muchas veces ya

no son validas.

Para Brousseau (1976), estos conocimientos se han constituido en obstaculos
epistemolégicos para la adquisicion del conocimiento de los numeros racionales. La
adquisicién del concepto de racional debe pasar por lo tanto, por la toma de conciencia y

la explicitacion de estas contradicciones.

Por otro lado, este problema se acentlia cuando en la ensefanza de los nimeros
racionales se opta por una interpretacion que enfatiza las similitudes de estos nimeros y
los naturales. Este es el caso, por ejemplo, de la presentacion de los racionales como
enteros con punto decimal, a la que se acude con frecuencia debido a que ofrece el
atractivo de permitir la aplicacion de los algoritmos para operar con nimeros naturales a
las operaciones con racionales (con unas cuantas reglas adicionales). En esta
interpretacion, las diferencias estructurales entre ambos sistemas quedan definitivamente

soslayadas (méas adelante veremos otros problemas relativos a esta interpretacion).

Este caso incluye, finalmente, a todos los intentos didacticos de reducir a priori el
trabajo con nimeros racionales a un trabajo con enteros. Un indicio muy conocido de esta
tendencia puede verse en la socorrida metéafora que, a una suma como 2/5 + 1/5 asocia la
idea de 2 manzanas + 1 manzana y cuya moraleja es: asi como se suman manzanas con
manzanas, deben sumarse medios con medios, tercios con tercios, etc, VY,
reciprocamente, asi como no se suman peras con manzanas, no pueden sumarse medios

con tercios...

B. Tendencia a la particularizacion

La decision didactica acerca de como introducir la nocién de racional no se limita a la
eleccion de una primera interpretacion. Cualquier interpretacion es susceptible de ser
particularizada en mayor o menor medida, a través de una reduccion del tipo de casos

estudiados, del tipo de representaciones utilizadas, y, consecuentemente, del tipo de
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problemas abordados. De hecho, en la mayoria de las propuestas didacticas para la
ensefianza de las matematicas en el nivel elemental encontramos una tendencia a la

particularizacion extrema.

En algunos casos, este fenbmeno obedece a la necesidad de eludir determinados
aspectos del concepto de que se trate, por considerarlos no accesibles a los nifios de
determinada edad. Sin embargo, el grado de particularizacién que alcanza la mayoria de
las propuestas didacticas no se explica con esta consideracion, y, en cambio, implica, un

innecesario empobrecimiento del concepto™.

En los libros de texto gratuito de matematicas para la ensefianza basica en México,
por ejemplo (cf. Matemaéticas 3 grado, SEP, 1972), se introduce el concepto de racional a
partir de la interpretacibn que hemos denominado fraccionamiento de la unidad, pero
durante gran parte de esta introduccion (3° y 4°) se ven sélo fracciones menores que la
unidad (propias) y la mayor parte, de numerador uno; estas fracciones se refieren en un
alto porcentaje de casos Unicamente a unidades continuas. La representacion de las
fracciones se restringe a la presentacién de figuras geométricas planas, regulares,

divididas siempre de la misma manera y al uso de la recta numérica®.

En algunos casos la particularizacion de la interpretacion elegida, ademas de
empobrecer el concepto, genera propiedades particulares contradictorias con las
propiedades de los racionales, produciéndose con esto una deformacion del concepto
cuyas consecuencias siempre acaban por manifestarse. El ejemplo mas caracteristico de
esto es la ya citada presentacion de los racionales como enteros con punto, generados a

partir del uso del sistema métrico decimal.

El punto decimal aparece como un medio para cambiar de unidad: 29.31m significa
(y equivale a) 29m 3dm 1cm o 2931cm. En este contexto, todos los racionales que se
manejan pueden equipararse a nimeros enteros: 0.13m = 13cm; 5.2cm = 52mm, etc., y

tienen, por lo tanto, las mismas propiedades que los enteros.

¥ Ameritarfa investigar a qué necesidades responde este tipico fendmeno escolar. lves Chevallard (1980) ha
acufiado el término de transposicién didactica, para destacar y describir el proceso de transformaciones que
sufre un concepto al pasar de su origen en la ciencia a su modo de existir en la escuela. Por su parte Guy
Brousseau (1980) adelanta los posibles motivos de la reduccién de la ensefianza de los decimales al
manejo de algoritmos. Entre otros, menciona el siguiente: los algoritmos consisten en una serie de pasos
perfectamente definidos y la respuesta que se obtiene al aplicarlos es siempre Unica. Esto proporciona al
maestro un alto grado de control sobre el trabajo de sus alumnos.

20 Sobre este punto puede consultarse el trabajo de Lorenzo Gonzalez, (1985).
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A esto puede afadirse que, en este contexto, se esta trabajando con un subconjunto

de los numeros racionales: aquéllos que pueden expresarse como decimales finitos, y

dentro de éstos, se ven solo aquéllos que tienen hasta 3 cifras después del punto.

C. El paso de una interpretacién a otra

Se trata aqui de otro punto muy problematico y, una vez mas, aparentemente no

considerado en lo absoluto en la elaboracién de propuestas didacticas. Por lo general, la

primera interpretacibn que se elige, se mantiene mientras ésta permite abordar

determinados aspectos del sistema.

Cuando interesa abordar otros aspectos que ya no pueden ser realizados

naturalmente en esa interpretacion, sucede una de las siguientes cosas:

La interpretacion en cuestion desaparece y en su lugar aparecen nuevas

propiedades, reglas o algoritmos desprovistos de todo significado.

Cuando algunos elementos de la primera interpretacion pueden funcionar en tanto
casos muy particulares de los nuevos aspectos que interesa abordar, se
aprovechan para introducir estos aspectos y después, dado que esta interpretacion
no permite generalizarlos, simplemente se le abandona. La generalizacién queda,

en si misma, desprovista de significado.

Se hacen coexistir dos 0 mas interpretaciones sin que medie un trabajo previo o

posterior que permita vincularlas.

Veamos algunos ejemplos caracteristicos de estos problemas en la ensefianza de los

ndmeros racionales:

La interpretacion en la que se introducen los nimeros racionales como enteros con
puntos utilizando el sistema métrico decimal, los racionales aparecen al principio,
como expresiones de medidas, referidas siempre a una unidad. Mas adelante,
cuando interesa ver decimales con mas de cierto numero de cifras después del
punto, dado que no se suelen utilizar unidades convencionales menores que el

mm, ademas, éstas son ya dificiles de visualizar, se evapora la unidad.

En la interpretacion de fraccionamiento de la unidad como en la de decimales
generados a partir del sistema métrico decimal, no hay mayor dificultad en dar un
sentido a la adicion de racionales, dado que éste puede ser el mismo que tiene la

adicion de enteros (si a y b son las medidas de dos segmentos L; y L,, a+b es la
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medida del segmento L;UL,). Sin embargo, como ya vimos anteriormente, no
ocurre lo mismo con la multiplicacion: la interpretacion de ésta como suma iterada
no es aplicable al campo de los racionales, excepto en el caso restringido en el

gue uno de los factores es un nimero entero.
Ante la necesidad de introducir la multiplicacién de racionales suele suceder:
Que se defina fuera de toda interpretacion;

Que se le dé sentido a través de casos muy particulares, dentro de la primera
interpretacion. Por ejemplo, a/b x c/d es el nUmero que cuantifica el area de un
rectangulo cuyas dimensiones son a/b y c/d. Posteriormente se hace observar a
los nifilos que el area es igual a ac/bd. Después de constatar esta observacion en
algunos casos, se define la regla general: a/b x ¢/d = ac/bd, regla que se aplicaria

en lo sucesivo en cualquier otra interpretacion®.

Otro ejemplo caracteristico de coexistencia implicita de dos interpretaciones no
vinculadas entre si lo constituye la utilizacion, en la escuela primaria (y en los
libros de texto oficiales), de la nocidon de racional como fraccion de unidad y la
nocion, mas general, como cociente de dos enteros. La primera se utiliza para
introducir el concepto de racional. La segunda aparece, en algunos casos, hasta el
momento en que se quiere utilizar como un recurso para escribir una fraccion en

notacion decimal:

0.6 _
320 2/3 = 0.66

20

wlnN

y, en otros casos, en el momento de pasar a la multiplicacion de un entero por una
fraccion (Matematicas, 5° grado. SEP, 1982, pp. 166-171). En este caso, se intenta
compatibilizar ambas interpretaciones a través de un argumento cargado de

implicitos:

A partir de igualdades como ésta:

L En los libros de texto oficiales para la educacioén bésica, se recurre a una alternativa menos problematica: el
producto, por ejemplo, %2 x % esta asociado a la idea de ¥2 de % de unidad. Esta interpretacion se acerca a
la concepcion del racional como operador multiplicativo (o aplicacion lineal). En este contexto, la
multiplicacién de racionales se desprende de la composicion de operadores. Esta Ultima es posiblemente la
interpretacion mas propicia para estudiar las propiedades estructurales de la multiplicacion de racionales.
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Yo+t Yot Yot Yo=A4XY2=42=2

acompafados de un dibujo donde aparecen 4 mitades. Se le pide al nifio que se
concentre en dos igualdades intermedias: 4 x % = 2 y que concluya que al
multiplicar al 4 por ¥ se obtiene la mitad de 4. El 4 jugaba al principio el papel de
un operador (4 veces 1/2, como reduccién de ¥z + ¥ + ¥4 + %), y al querer sacar la
conclusion buscada, el 4 juega de pronto el papel de estado y ahora % es el
operador. El 4 aparecié concretado como 4 mitades de naranja (no como cuatro
naranjas) pero se concluye que... el 4 fue dividido entre 2. El hecho es que, para
los nifios, una fraccion como “3/4 de naranja” significaria, al mismo tiempo, lo que
se obtiene de partir una naranja entre 4 y tomar 3 pedazos, y lo que se obtiene de
tomar 3 naranjas y repartirlas entre 4, o, simplemente, el resultado de dividir 3
entre 4, sin que medie una forma de comprobar efectivamente que estas dos

interpretaciones son equivalentes.

Conclusiones

El andlisis anterior acerca de las caracteristicas conceptuales del niumero racional,
nos da por un lado, elementos para el estudio del recorte conceptual que se opera en una
propuesta didactica especifica, y, por otro lado, nos proporciona cierto tipo de
orientaciones para el disefio mismo de situaciones didacticas relativas al aprendizaje de
este concepto (es claro que los aspectos que se toman en cuenta para el disefio de estas
situaciones no pasan Unicamente por el analisis matematico del concepto en cuestién;

este punto fundamental ha sido discutido ya en el capitulo sobre didactica).

A continuacién enunciamos los principales factores que hemos intentado considerar a

este nivel:

- Deben evitarse interpretaciones para introducir el concepto de racional cuyas
caracteristicas particulares favorezcan la produccién de propiedades locales

incompatibles con las del sistema.

- La primera interpretacion que se elija debe implicar preferentemente un trabajo con
los nimeros racionales en calidad de nuevos nimeros (por oposicion a “ndmeros
enteros con caracteristicas especiales”), esto es: numeros que resuelvan un tipo
de problemas que los enteros no permiten resolver y, particularmente, niumeros

cuyas propiedades son distintas a las de los enteros.
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En consecuencia, es preferible una interpretacion que implique en una
conceptualizacion mas general (en la medida de lo posible) del niUmero racional,
para abordar posteriormente interpretaciones que constituyen casos particulares

de la primera, y en las que aparecen, eventualmente, propiedades particulares.

Finalmente, en la primera interpretacién que se elija debe analizarse la posibilidad

o las dificultades que presenta para extenderse a otras interpretaciones.
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CAPITULO III. SECUENCIA DE SITUACIONES-PROBLEMA22 PARA
INTRODUCIR LA NOCION DEL NUMERO RACIONAL. Descripcion
y Fundamento

1. El contexto: Medicién de longitudes

De acuerdo con los principios didacticos planteados en el capitulo I, la elaboracion de
una propuesta destinada a favorecer la construccién del concepto de namero racional
implicé la eleccién de un primer problema cuya resolucién lo comprometiese y que, a la
vez, fuese significativo para los nifios a quienes seria planteado. Hemos visto, en el
capitulo I, algunas situaciones con la primera de estas caracteristicas, las cuales, a
grandes rasgos, podrian agruparse en dos familias: aquéllas que implican al concepto de
racional como expresién de una medida y aquéllas en las que una situacion de
proporcionalidad lo moviliza como razén de enteros 0 como operador multiplicativo. En
esta investigacion hemos decidido explorar las posibilidades que ofrece la primera de
estas familias (problema de medicion) para introducir la nocién en los niveles de 3° y 4° de
primaria. Consideramos que las otras situaciones, las de proporcionalidad, tienen la
importante ventaja de destacar, desde un principio, propiedades generales (estructurales)
de la multiplicacion de racionales (como la del inverso multiplicativo), pero implican,
evidentemente, a la nocién misma de proporcionalidad. Es probable que el manejo que de
esta nocién exigiria un trabajo con racionales basado en ella, no haya sido aun alcanzado
en el nivel escolar en el que nos interesé trabajar®®. No obstante, esto habria que
verificarlo en situaciones didacticas especificas. Esta y otras alternativas quedan ain por

se exploradas.

En el terreno de la medicién nos enfrentamos también a otras interrogantes: la
medida de una cosa es, finalmente, una propiedad abstracta de ésta, a través de la cual
se le puede equiparar a otras cosas (que miden lo mismo) por encima de infinidad de
elementos en los que no son equiparables, como en el caso de dos segmentos que
pueden tener la misma longitud independiente de su direccion, o dos superficies que
pueden tener la misma area independientemente de su forma, etc., y es hoy en dia bien

sabido que esta deduccion es producto de una construccion progresiva por parte del

22 por situacion-problema nos referimos Unicamente al problema matematico que forma parte de la situacion
didactica. Esta Ultima contempla, ademas, la organizacion de otras multiples interacciones en el aula.

3 Sobre la construccién de la nocion de proporcionalidad en los nifios, puede consultarse el trabajo: The
Development of Proportional Reasoning and the Ratio Concept de G. Noelting (1980).
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sujeto. De hecho, en algunas sesiones informales -previas a la experimentacién- pudimos
constatar que varios nifios de un grupo de 3% grado y algunos pocos de 4° grado
consideraban de diferente tamafio a dos superficies cuando una se obtenia de la otra
recontandola y acomodando los pedazos de diferente manera. Esta apreciacion se volvia
aun mas sistemética -y esto era absolutamente previsible- cuando se les mostraban dos
mitades de hojas de papel iguales, pero una de ellas obtenida (frente a ellos) partiendo la
hoja a lo largo y la otra a lo ancho. En este ultimo caso no habia comparacion directa de
las superficies. Para afirmar que miden lo mismo era necesario tener en cuenta su
relacién con las unidades de origen y la relacion entre estas unidades. Consideramos que
esta no conservacion del area podria ser un obstaculo en el momento en que se quisiera
que los nifos clasificasen fracciones de superficies en funcion de su area para mas
adelante expresar su medida con un racional. Pero, una vez mas, era posible que en una
situacion didactica que les proporcionase los medios para verificar sus hipétesis, pudiesen
movilizar procedimientos locales que les permitieran constatar que dicha conservacién se
verifica. No obstante, preferimos iniciar el trabajo a partir de la equiparacién de longitudes,
tratando con esto de reducir el nimero de variables a manejar e interpretar.
Consideramos que la comparacion de la longitud de diversos objetos que sélo difieren en
ésta, asi como la construccién de un objeto con mayor, menor o igual longitud que otro
son problemas para los cuales los nifios de 3° de primaria ya disponen de estrategias

adecuadas, como por ejemplo, la superposicion.

2. La situacion-problema fundamental y la interpretacion subyacente
del numero racional

La situacién problema fundamental de la secuencia que hemos elaborado es la
siguiente: un equipo (A) de nifios dispone de una tira L y de una tira U, ambas de
cartoncillo. La medida de la longitud de L, m (L), no es ni multiplo ni divisor de la medida
de la longitud de U, m (U). Otro equipo (B), dispone también de la tira U, pero no de la tira
L. Tiene ademas una tira larga para recortar. Todas las tiras tienen el mismo ancho®. El
equipo A enviara un mensaje escrito, sin dibujos, al equipo B para que éste ultimo

construya una tira del mismo tamafio que la tira L:

4 El detalle del material empleado asi como de la organizacion de esta actividad se dan en la ficha 3.1 en el

capitulo siguiente.
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®

L tira para recortar
mensaje

v

U

La informacion que el equipo A enviard al equipo B serd, independientemente del
recurso utilizado, la medida de L. Dado que los nifios sélo disponen del material descrito -
y no tienen, por lo tanto, regla graduada- es fuertemente probable que utilicen la longitud
de U como unidad de medida. Finalmente, dado que m (L) no es ni multiplo ni divisor de m
(U) (si lo fuera, un nimero entero permitiria expresar la medida de L en funcion de la U o
la de U en funcion de la de L), dos recursos, en ultima instancia, permiten resolver el

problema?:

a) El fraccionamiento de L o de U:
Se divide, por ejemplo, la tira U en partes iguales y se ve cuantas de estas

partes yuxtapuestas coinciden con L. Ejemplo:

L mide 3 veces la mitad de U 6 m (L)= 3/2
U (Siendo U la unidad)

b) La conmensuracién de L y de U:

Se busca el nimero de tiras L y el nimero de tiras U que yuxtapuestas,
coinciden en longitud.

La medida de L se deduce de la ecuacion: p veces m(L) = q veces m(U).

Ejempilo:
L L 2L mide 3U 6 L mide 3 U entre 2,
U U U 0 m (L) = 3/2 (siendo U la unidad)

% Esto es cierto, evidentemente siempre y cuando dichas longitudes sean conmensurables. Esta condicién
debe tenerse en cuenta, para cualquiera de las dos opciones, al disefiar los materiales que seran objeto de
medicion. Cabe sefialar también que se mencionan aqui dos de los recursos mas factibles de ser
implementados en el aula. Hay otros recursos posibles, algunos de los cuales hemos visto ya en el capitulo
Il
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Cada uno de estos dos recursos genera una interpretacion distinta del numero

racional. A partir del primero (fraccionamiento) el racional b’ referido a una unidad U,

significara: a partes de la unidad dividida en b partes iguales: (U +b)xa.

En cambio, a partir del segundo (conmensuracion) el racional B significara A
unidades divididas entre b: (U xa)+b.

Si bien a nivel algebraico las ecuaciones (U +b)xa y (U xa)+b son equivalentes, a

nivel de las interpretaciones hay, de entrada, una significativa diferencia. llustrémosla para

el caso del racional 34:

En la recta numérica: E77

Fraccionamiento: s |

Y

Conmensuracion: | ; | ; | : l

¥ de pastel:

Fraccionamiento:

Conmensuracion: "ﬁ-\x ; --a.\ \
i S 3 B 26
A s <D T : |

(3 pasteles entre 4)

Esta diferencia es, finalmente, la que existe entre las interpretaciones del racional
como fraccién de unidad y como cociente de dos enteros. Ya hemos hablado de ella en

el capitulo II.

En esta propuesta hemos decidido propiciar el recurso a la conmensuracion a través
de las actividades previas y de las condiciones materiales en que se realiza esta

actividad.

% Esta es una nueva manera, entre muchas otras, de dividir 3 unidades entre 4.
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Esta eleccion responde, fundamentalmente, al motivo siguiente: la interpretacion del
numero racional, como cociente de enteros, que se desprende del recurso a la
conmensuracion, es mas general que la otra (fraccionamiento) y, no obstante, es factible
de ser movilizada por nifios de 8 6 9 afios en el contexto especifico proporcionado por la
situacion didactica antes descrita. Una de las consecuencias importante de esto, es que la
construccion de la interpretacion fraccionamiento de la unidad, a partir de la otra
(cociente) es muy probablemente mas factible de propiciar que la construccion del
racional como cociente a partir del racional como fraccion de unidad. Es decir, si el
racional % (de unidad) es interpretado como 3 unidades entre 4, para concebir que ese
resultado es equivalente a 3 veces un cuarto de unidad, bastaria con apoyarse en un
razonamiento como el que sigue: si se reparten 3 pasteles entre 4 personas (a cada una
toca 3 entre 4, es decir ¥) cada una recibe un pedazo 3 veces mas grande que si sélo se
hubiera repartido un pastel (en cuyo caso a cada una toca 1 entre 4, es decir, ¥4) por lo
tanto, ¥ = 3 X ¥4; 0 bien, lo mismo les toca si se reparten los tres pasteles de una vez (a
cada uno toca %) que si se reparten primero un pastel (a cada uno toca ¥4) luego otro y

luego otro.
Porlotanto % =%+ Y4+ Y4

Dado que el numerador es unitario (se divide una sola unidad), ambas
interpretaciones coinciden y el problema se reduce a expresar el racional a/b (a unidades

entre b) como suma de racionales de numerador unitario.

Una vez visto que % es equivalente a ¥4 + ¥4 + ¥4, la construccion de ¥ de unidad
podria realizarse segun cualquiera de las dos interpretaciones: dividiendo la unidad en 4 y

tomando 3 de esas partes, o bien, dividiendo tres unidades entre cuatro.

Este paso a la interpretacion del racional como fraccion de unidad puede propiciarse

mediante situaciones como éstas:

- Solo se tiene una unidad para construir la parte correspondiente a a/b de U.

, , 2 . :
- Se tiene por ejemplo, la parte que corresponde a g No se tiene la unidad, y es

. . 1
necesario construir la parte que corresponde a 3
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) : . . 2 . .
Habra dos soluciones posibles: a partir de la parteg, reconstruir la unidad y con
. . 1 : . 2 .
ésta construir la parte g o bien, descubrir que la parte g debe ser dos veces mas

1 . : . 2
grande que la parte X y entonces, bastara con partir a la mitad la parte r De esta

- . . .2 1
Ultima estrategia se desprende la equivalencia: 5 =2x "

El camino inverso: construir la interpretacion como cociente a partir de la
interpretacion como fraccion de unidad, es, probablemente, mucho mas dificil de propiciar,
aunque, como hemos visto en el capitulo anterior, este camino, es el més usual (se opta,
no por propiciar la construccion de las interpretaciones como cociente, sino por mostrar
gue ésta es equivalente a la otra). Los recursos mas socorridos son: conmutar los
operadores que forman al racional, (= a) (xb) > (xb) (= a), y constatar que en ambos
casos se obtienen partes de la unidad iguales; o bien, se echa mano de elaboradas

deducciones como la que describimos en el capitulo II.

Otro camino posible para pasar del fraccionamiento al cociente es el siguiente: una
vez que los alumnos conocen la interpretacion del racional como fraccién de unidad,
puede plantearse un problema en el que es necesario dividir a entre b, por ejemplo, 3
entre 4, en donde 3 enteros equivalen a 12 cuartos. Se divide entonces 12 cuartos entre
4, el resultado es 3 cuartos (3/4). En general: a+b = a;)+b :S, pero, nuevamente, la

transicion se apoya en una deduccion que dificilmente los nifios podrian llevar a cabo.

3. La secuencia de situaciones-problema

El problema fundamental que hemos visto en el punto anterior esta precedido por una
serie de problemas sobre reparto cuyo objeto es crear condiciones para que los nifios
destaquen y manejen progresivamente la relacion de conmensuraciéon entre dos valores
de una magnitud, en un contexto que les es conocido. Se espera que el conocimiento de
esta relacién sea movilizada posteriormente como estrategia privilegiada para abordar el

problema fundamental (de medicion).
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Los primeros problemas (1.1 a 1.4) consisten en repartir cierto nimero n de pasteles

(hoja de papel)®’ entre cierto namero m de nifios.

A partir de aqui, la relacibn de conmensuracién entre enteros y pedazos

(n-enteros = m- pedazos ) esta ya presente, aunque a un nivel totalmente implicito, es

decir, para realizar el reparto, no se le necesita tener en cuenta explicitamente, excepto
en el momento de verificar si el reparto fue correcto (la unién de todos los pedazos debe

coincidir con la union de todos los enteros).

En los problemas siguientes (2.1 a 2.5), generados a partir de los anteriores
convirtiendo en incognita lo que antes era un dato y en dato lo que era incognita, se buscé
gue su resolucion implicase la consideracion cada vez mas explicita de la relacion de

conmensuraciéon n -enteros = m- pedazos . Por ejemplo:

- Se conocen los datos del reparto -nimero de pasteles repartidos (n) y nimero de
nifos (M)-; se tiene el pedazo que tocé a cada nifio. Se trata de construir el pastel
entero. Una forma de resolver este problema es dividir la unién de todos los
pedazos entre el nimero de enteros. Esta estrategia pasa por la consideracion de

gue la union de todos los pedazos es igual a la unién de todos los enteros.

- Se tienen el pedazo que tocod a cada nifio y el entero. Se trata de determinar
cuantos enteros se repartieron entre cuantos nifios. En este caso seria necesario

buscar un problema en el que se verifique la igualdad n -enteros = m- pedazos . A

un nivel implicito, empieza a establecerse una correspondencia, para un entero

dado, entre cada tamafio de pedazo y un conjunto de pares (n, m) equivalente.

En este momento la relacién de conmensuracion entre enteros y pedazos se estara
manejando a un nivel explicito. Sin embargo, en este contexto (reparto) esta relaciéon no
es funcionalizada como instrumento de medicién, y, evidentemente, el par de nUmeros
enteros (n, m) que se genera no representa para los nifios una medida. Es decir, el par (n,
m) no es un par de enteros que da cuenta de la relaciobn de conmensuracion entre dos
pedazos cualesquiera. Dicho par significa, simplemente, que n enteros se repartieron

entre m nifos.

" En estas primeras actividades (1.1 a 1.4) se trabaj6 con superficies debido a que con éstas es mas factible
obtener, para un reparto dado, formas distintas de fraccionar las unidades que trabajando Unicamente con
longitudes. Esta diversidad de productos del reparto contribuye a hacer necesaria la verificacion.
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No es sino a partir del problema siguiente (3.1), que es el problema fundamental de la
secuencia del cual ya hablamos antes, que la relacién de conmensuracion -en caso de ser
movilizada por los nifios- empezaria a funcionar implicitamente como medio para
proporcionar una medida. En este problema un equipo de nifios tiene el entero y un
pedazo, supuestamente obtenido de un reparto. Otro equipo tiene sélo el entero. Los
primeros enviaran un mensaje a los segundos para que éstos construyan un pedazo del
mismo tamafio. Aunque momentaneamente se conserva el contexto de reparto, contexto
en el cual hipotéticamente los nifios desarrollaron la estrategia de base para este nuevo
problema, ahora la situacion es tipicamente de medicién?®. Asi, los emisores del mensaje,
apoyadndose en las actividades anteriores, pueden manejar un recurso basado
inicialmente en la siguiente consideracion: el pedazo proviene de un reparto de enteros. Si
se indica cuantos enteros se repartieron y entre cuantos nifios, los receptores podran

construir un pedazo del mismo tamano.

Los problemas siguientes (3.2 a 3.5), se generan a partir del problema fundamental

(3.1) mediante el manejo de determinadas variables. Sus objetivos son los siguientes:

- Abreviar los mensajes del tipo n pasteles entre m nifios hasta llegar a la escritura

minima (n, m).

- Concebir la relacion de conmensuracion -mas alla del contexto de reparto- como

un medio para proporcionar la medida de una longitud en funcion de otra longitud.

- Utilizar el lenguaje construido como modelo que permite realizar anticipaciones
sobre la comparacion de la longitud de determinados segmentos -anticipan a partir
de los pares (n, m) asociados a dos longitudes, si una es mayor, menor o igual que

la otra, o bien, si una es mayor, menor o igual que la unidad...-.

- Construir ciertas generalizaciones -a nivel del modelo- acerca de la relacién de
equivalencia entre pares (n, m), y acerca de algunos aspectos de la relacién de
orden. ¢Cuando dos pares representan medidas iguales (pares equivalentes)?
¢, Cémo reconocer a dos pares equivalentes? ¢COmo genera pares equivalente?
¢Cuando un par representa la medida de una longitud mayor que la que

representa otro par?, etc.

8 Este cambio de contexto -de reparto a medicién- tedricamente puede resultar problematico: se dan
condiciones a los nifios para que perfeccionen un instrumento que, -finalmente- estara destinado a funcionar
en otras condiciones, para otros fines. Volveremos sobre este problema en las conclusiones.
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Con estos problemas termina la parte de la secuencia que corresponde a la

introduccion de la nocion de numero racional y que fue abarcada en esta investigacion.

En las conclusiones finales de este trabajo sefialaremos las lineas generales de las

etapas siguientes.
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CAPITULO IV. ANALISIS DE LA EXPERIMENTACION DE LA
SECUENCIA DE SITUACIONES DIDACTICAS

En este capitulo presentamos el analisis de los resultados obtenidos en la
experimentacion de cada una de las situaciones didacticas de la secuencia. Los andlisis
incluyen una descripcion sucinta del desarrollo de cada sesién en ambos grupos (30 y
40), pero en el caso de cuarto grado, sélo comentamos aquello en que difiere

significativamente con respecto a tercero.

El andlisis de cada situacion termina con un apartado de conclusiones en el que
intentamos analizar (0 resumir, en caso de que ya hayamos analizado) los aspectos que

nos parecieron mas importantes (el analisis global viene en las conclusiones finales).

Para mayor facilidad de lectura, presentaremos al mismo tiempo que el andlisis de
cada situacién, la ficha en la que se describe la organizacion de la misma y el andlisis

previo.

Hemos incluido al principio un indice de las sesiones experimentales en el que se
indica el contenido de la sesidn, los objetivos didacticos, el grado en que se aplicé y la

fecha.
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indice de Actividades de la Secuencia

1. Reparto de x pasteles entre y nifios

No. DE
ACTIVIDAD / | FECHA CONTENIDO OBJETIVOS
GRADO
11/ 3°y4° |20-05-85 |Repartir 3 pasteles entre 2 nifios. e Obtener m pedazos iguales a partir de n
1.2 / 3°y4° |23-05-85 |Discriminar entre varios pedazos de un entero, cuales enteros.
son mitades. e Verificar que m pedazos = n enteros
1.3 / 3°y4° |24-05-85 |Repartir 2 pasteles entre 3 nifios. e Comparar diferentes formas de realizar la
1.4 /3°y4° |27-05-85 |Cada equipo hace un reparto diferente. Se realizan particion de enteros. Los pedazos que
algunas anticipaciones acerca del tamafio de los resultan tienen misma area aunque
pedazos. diferentes formas.
e Asocian progresivamente los datos (n, m)
del reparto con el tamafio del pedazo.

2. A partir del pedazo y de los datos del reparto construir el entero.
A partir del entero y del pedazo, determinar los datos del reparto.

21/ 3°y4° |29-05-85 |[Dado el pedazoy los datos del reparto (2 enteros, 5 e Tomar conciencia y utilizar la relaciéon n

nifos; 4 enteros, 3 nifios) construir el entero. enteros = m pedazos.
2.213°y4° 31-05-85 |Misma actividad (3 enteros, 2 nifios). * Asociar progr;asivamen(‘;ellosgatos (n, m) del
reparto con el tamafio del pedazo.
2.3/3° 03-06-85 |Dado el pedazo y los datos del reparto, escoger el P P
4° 31-05-85 |€entero entre tres posibles.
2413° 05-06-85 |Dado el entero y el pedazo, determinar los datos del
4° 03-06-85 |reparto (3 enteros, 5 nifios; 4 enteros, 3 nifos).
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3. Mensajes
No. DE FECHA CONTENIDO OBJETIVOS
ACTIVIDAD/GRADO
31/ 3%y 4° 10-05-85 Emisores tienen el entero y un pedazo Favorecer el recurso a la conmensuracién
(diferente en cada equipo). como un medio para medir una longitud
Receptores sdlo tienen el entero y una con una unidad determinada.
tira para recortar. Emisores envian
mensaje telefonico a receptores para Favorecer la creacion de un lenguaje que
que éstos construyan un pedazo del permita expresar una medida faccionaria.
mismo tamano.
3.1/3° 12-06-85 Misma actividad.
4° 14-06-85 Dar dicho lenguaje la funcion de medio
para realizar anticipaciones (modelo
3.2/3° 17-06-85 Se confrontan mensajes elaborados en matematico).
(no se aplica en 4°) la sesion anterior; construyen el pedazo
gque corresponde a alguno de esos
mensajes.
3.2/3° 19-06-85 Reduccion de los mensajes a la
escritura simbdlica (k, y).
25-06-86 Interpretacién de dichos mensajes
(construyen pedazos).
/ 4° 17-06-86
19-06-86
3.4/4° 25-06-86 Se establecen ciertas relaciones entre el

(no se aplica en 3°)

tamarfio de los pedazos a partir de la
expresion simbélica de su medida (X, y).
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Situacion didactica 1.1: Repartir 3 pasteles entre 2 nifios
Desarrollo

Primera Parte
1. Consigna 1: “En las clases que siguen vamos a estudiar como repartir pasteles. En
esta clase, cada equipo va a repartir 3 pasteles iguales a éste (muestra la hoja
entera) entre dos nifios. A cada equipo le debe tocar lo mismo de pastel y no debe
de sobrar nada de pastel. Cuando se hayan repartido los pasteles, marcan lo que

se le toca a cada uno con un color diferente”. (5 min.)
2. Trabajo en equipos: Realizan el reparto (15 min.)

3. Confrontacion: El maestro explica brevemente que cada equipo manda a un
representante a mostrar al grupo su reparto. El grupo dira si el reparto estuvo bien

hecho o no.

El maestro selecciona los equipos que deberan pasar, escogiendo particiones

diferentes, y en particular particiones erroneas.

Cuando pasa un representante, el maestro lo deja dar sus explicaciones y espera
(o solicita) las preguntas o comentarios del grupo. Si el grupo no hace las

siguientes preguntas, el maestro las hace:

a) ¢, Como podemos saber que los pedazos son iguales?

b) ¢ Como podemaos saber que nos sobré pastel?

El nimero de equipos que el maestro haga pasar variara segun la diversidad de

repartos, los errores encontrados y la motivacion del grupo (20 a 30 min.).
Segunda Parte

4. Los pedazos obtenidos en participaciones diferentes, ¢ son iguales o desiguales?

El maestro selecciona el resultado de 2 tipos de reparto, correctos ambos, como

éstos:

(Si alguno no aparecio, el maestro lo realiza, lo muestra al grupo y verifica frente a
éste que es correcto, utilizando alguno de los procedimientos movilizados por los

nifos). (5 min.)
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El maestro dice al grupo: A cada nifio del equipo x le tocé esto de pastel (sefiala
uno de los repartos) y a cada nifio del equipo y le toco esto (sefiala el otro reparto).

¢A cada nifio del equipo (x) le toc6 lo mismo de pastel que a cada nifio del equipo
v)?

Se propicia la discusion colectiva, se piden justificaciones (20 min.).

5. El maestro propone que cada equipo (ahora equipos de 4) averigie si los pedazos
son iguales o cudl es mas grande®. Entrega a cada equipo una mitad a lo largo y

una a lo ancho (15 min.).

6. Confrontacion: Pasa un representante por equipo a exponer su conclusién (20

min.).

Analisis previo de la S. D. 1.1: Repartir tres pasteles entre dos nifios

En la primera fase los nifios repartirdn los pasteles y verificaran si el reparto fue
correcto. El reparto les llevara a fraccionar en dos por lo menos un entero. Esto no
representa ningun problema para ellos. En la verificacién esperamos que se expliciten las
dos condiciones que debe satisfacer un buen reparto: igualdad de las partes (qQue pueden
comprobar superponiéndolas) y el hecho de que la union de las partes debe ser igual a la
union de los enteros. Es probable que esto ultimo lo consideren obvio y no lo expliciten (si
s6lo usaron las tres hojas para obtener las partes ¢ por qué no habrian de volverse a
obtener las tres hojas al unir los pedazos?), aunque el hecho de que aparezcan pedazos
con diferentes formas puede ser motivo de duda acerca de si ciertos repartos (de otros)

cumplen con esa condicion.

Pueden aparecer las siguientes formas de repartir:

2 0 bien pregunta: “¢ qué podemos hacer para estar seguros?” Después, propone que lo hagan.

52



Capitulo IV. Andlisis de la experimentacién de la secuencia de situaciones didacticas

a) A B A B -
A B A >
b) a ]
c) | A B A B A B _—
o 2 A - | | |
e) A B A B A B - / / /

f) No parten en pedazos iguales.

Para partir una hoja a la mitad pueden acudir al doblado, o, en el caso e), pueden

trazar la diagonal y cortar a lo largo de ésta.

La forma de repartir que mas probablemente sera utilizada es la a), en la que se
fracciona el menor nimero de enteros (tendencia a economizar) y el corte se realiza a lo
ancho de la hoja (hemos visto que asi tienden a cortar, ¢,por qué es mas facil?, ¢ por qué

se obtienen pedazos mas parecidos a un cuadrado?).

En la segunda fase tendrian que anticipar y verificar si lo que toca a cada nifio en un

reparto como el a) es lo mismo o no que en un reparto como el b):

2

(a) (b)
La discusion se concentrard obviamente en las dos mitades. El maestro propicia que

los nifios digan lo que piensan.

Es probable que un namero considerable de nifios piense que en uno de los dos
casos toca mas pastel. Afirmar lo contrario, que hay lo mismo de pastel en a) y en b),
implica relacionar las mitades a) y b) con los enteros de origen y relacionar también a los
enteros entre si (son iguales). Es poco probable que los nifios hagan este razonamiento.
Si algunos nifos lo llegan a hacer, podrian dar un argumento como éste: “la mitad a) y la

mitad b) son iguales porque son mitades de cosas iguales”.
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En la verificacion, descubriran o confirmaran que ambas mitades son iguales, siempre

y cuando encuentren un procedimiento para compararlas (lo que no es demasiado dificil).
Estos son los procedimientos mas factibles:

1. Buscando una manera de superponerlas: recortando la mitad a) a la mitad y

poniendo ambas partes sobre la mitad b):

< TN

7

a

2. Doblando ambas mitades y observando que contienen el mismo numero de
rectangulos iguales, (estas mitades de mitades tienen nuevamente la misma

forma):

C

b c
a

3. Cuadriculando ambas mitades y observando lo mismo que en (2):

c

b a

Estos son procedimientos de comparacion de area. Implican también el que se
acepte que el cambio de formas no altera el area. Si esto no es aun evidente para los
nifnos, posiblemente no implementaran estos procedimientos ni seran convencidos por

quienes los utilicen.

Por otro lado, aun los nifios que los implementen y se convenzan con ellos de que la

mitad a “es igual” a la mitad b, aceptaran esta igualdad sélo para el caso particular.

¢ Hasta qué punto estos problemas de conservacion de area afectan la adquisicion de
la nocién de fraccion? Si el trabajo de fracciones se basa en la medicion de areas, podria
no tener significado para el nifio la designacién, con un mismo namero (1/2, por ejemplo),

de la medida de dos superficies que para él no miden los mismo.
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Anadlisis de la experimentacién de la S. D. 1.1: Repartir tres pasteles entre
tres nifios

Fecha: 20-05-85
Duracion 3°: 1 h. 10 min.
4°: 1 h.

En 3* grado

Primera Parte. Repartir y verificar (15 equipos de 2 nifios)

Una vez explicada la consigna y entregada el material, practicamente todos los nifios
se dieron inmediatamente a la tarea de hacer sus repartos. La tarea les resulté totalmente
accesible. En un primer momento se escucharon comentarios como:

Al 1: “iEs facil! A todos un medio, tres mitades a cada quien”

Al 2: “Dos a cada quien (hojas enteras) y éste lo partimos a la mitad”

Al 1: “¢ Lo podemos partir en 4?”

Al 2: “iYa sé! Una a cada quien y ésta la partimos a la mitad”

Al 1: “jAh, pues claro!”

Al 1: (Partieron las tres hojas a la mitad) “también se hubiera podido (dar) una hoja
a cada unoy la otra en cuartos y 2 cuartos a cada uno”.

Varios alumnos utilizan espontdneamente la palabra mitad (sin que ésta fuera
pronunciada en la consigna). Posteriormente, se vera que para algunos de ellos, esta
palabra sélo significa “pedazo”. Uno o dos alumnos recuerdan algunas cosas que se les
han ensefiado sobre fracciones y parece gustarles aplicar esos conocimientos, como el

gque dice que hubiera podido dar dos cuartos a cada uno.

Las diferentes formas de reparto que aparecen son:
1) Una hoja y media hoja partida a lo ancho® a cada uno: 8 equipos.
2) 3 medias hojas partidas a lo ancho a cada uno: 5 equipos.

3) Una hoja y media hoja partida a lo largo a cada uno: 2 equipos (vecinos).

(1) ) 3)

Como habiamos previsto, (ver analisis previo) la forma de reparto mas socorrida es la

1): economizar lo mas posible el partir hojas y partir la hoja a lo ancho.

% posteriormente los nifios proponen mitad corta y mitad larga.
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Confrontacion colectiva y verificacion:

Con esta confrontacién esperamos que los nifios mostraran al equipo sus repartos y
probaran que eran correctos (es decir, que a cada quien le toco lo mismo y que no sobro
pastel). Esto ultimo resultdé un poco artificial, primero porque a simple vista podian
apreciar si les habia tocado o mismo o0 no y les resulta evidente que no habia sobrado
pastel, y segundo, porque no estaban muy motivados para discutir los resultados de sus

compaferos.

Fue el maestro quien los llevé a explicarse y justificarse mediante preguntas como:

¢, Como sabemos que les tocé lo mismo?, ¢cdmo sabemos que nos les sobré pastel?

Ante la primera pregunta, la respuesta de algunos nifios fue: midiendo. No quedo
muy claro qué querian decir con eso. Algunos nifilos entienden por medir, usar la regla,
otros, comparar superponiendo. Finalmente, se propuso superponer un pedazo sobre
otro. Las mitades largas producen mas desconfianza en los nifios y son objeto de otros
procedimientos de prueba: una alumna dobla una hoja a la mitad (mitad larga) y la
superpone sobre cada una de las mitades largas que estan en el pizarrén probando asi

que éstas eran iguales (aplicando implicitamente la transitividad de la igualdad).

Finalmente, un alumno implementa otro procedimiento que no es atendido por el
grupo y que en realidad no prueba la igualdad de las dos partes de la hoja sino otra cosa:
toma ambas mitades largas y las superpone sobre una hoja entera. Pareciera que este
nifio acepta a priori que ambas partes son iguales, y decide probar que son mitades de la
hoja. Esto es perfectamente justo ya que, en realidad, no basta con que 2 &reas sean

iguales entre si para afirmar que son mitades de determinada unidad.

Al hacer esto, las mitades yuxtapuestas quedaron ligeramente mas cortas (+1mm.)

gue la hoja entera. Esto seguramente se debio a cierta falta de destreza al acomodar las
hojas. Sin embargo, varios nifilos protestaron. Dijeron que no eran mitades porque
sobraba “un pedacito”. Es claro que consideraron como requisito para que las 2 partes

fueran mitades, que su union coincidiera con la unidad.

Dado que la forma de repartir dentro de cada equipo arrojé siempre pedazos con la
misma forma, el procedimiento de superponer funcioné bien. El problema de pedazos con

misma area pero distinta forma, se veria después.

Con respecto a la segunda pregunta: ¢,como podemos saber que no sobrd pastel? Lo

que en general hicieron fue relatar la forma en que se repartieron el pastel: “una hoja para
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cada quien, ya van dos hojas y la otra hoja la mitad para cada quien, ya estan las tres
hojas”. Diciendo la forma en que a partir de las 3 hojas obtuvieron las partes que ahora

muestran consideraban probado que no habia sobrado pastel.
Solo un equipo acudié al tipo de prueba que esperabamos: reconstruir los 3 pasteles

uniendo las partes.

Segunda Parte. Comparacion de una mitad corta con una misma larga (7 equipos de
4 nifios y uno de 2 nifos).

corta larga
Estan pegados en el pizarrén los pedazos que tocaron a cada nifio, correspondientes

a 2 repartos distintos:

A B, B,
Az
— ~— — - — _
esto toco a un esto toco a un
nifo de un eauino nifio de otro

El maestro toma los pedazos A, y B, y pregunta al grupo si les toco lo mismo a

ambos nifios.

Se escuchan simultdneamente algunos “si” y otros “no”. Un nifio agrega: “no estoy
seguro, habria que probarlo”. Algunos nifios se acercan al pizarron. El maestro les
pregunta “que si lo quieren averiguar” y reparte a cada equipo un pedazo A, y un pedazo

B, (por cierto, se sorprende al ver que “ya lo tenia todo preparado”).
Procedimientos de comparacion observados:

1) Recortar uno de los pedazos o los dos a la mitad y reacomodar las partes de tal

forma que coincidan.

B, — B, Ao
. —p :: _ .
5, Az H = Lo benend  (4equipos)
Bz BZ
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2) Doblar en 4 tanto A, como B,y observar que ambas mitades estan formadas por 4

rectangulos iguales:

A, B, (un equipo)
3) Yuxtaponer dos mitades A, y dos mitades B,, superponer las primeras sobre las
segundas.
As
B, : Bj
: A (Dos alumnos)
. 2

4) Argumentar (en la confrontacién) que A, y B, deben ser iguales por ser mitades de
pasteles iguales:
Al: “Esta igual porque ésta (sefiala A,) es la mitad del pastel entero y ésta

también (sefiala B,) pero en la horizontal (superpone cada mitad sobre el
pastel entero)”.

M: “Si las dos mitades, ¢tienen que ser iguales?”
Al “Si, pero siendo del mismo tamafio el pastel que vamos a partir’ (1
alumno).

Analisis de estos procedimientos

Antes de que se pusieran a verificar, muchos nifios dudaban que las partes fueran
iguales. (En una sesion de pre-experimentacion, la mayoria de los nifios a los que
aplicamos la prueba, afirmaron que el pedazo A, era mas grande, los demas, que el otro
era mas grande. En sus discusiones aparecian argumentos compensatorios: es mas
“gordo”, “si pero es mas largo”, etc.) Es muy probable que hayan sido estos nifios los que
aplicaron los procedimientos 1 0 2. Estos son procedimientos de comparacion directa de
areas que prescinden totalmente del hecho de que ambos pedazos son mitades de una

misma unidad.

Para que el procedimiento 1 funcione, es necesario que se acepte que al cambiar la
forma de una superficie (recortandola y reacomodando las partes) el area de ésta se
conserva. Mas generalmente, que los cambio de forma pueden no alterar el &rea. Por lo
menos en un equipo de 3° (implementé el procedimiento 1) no aceptan aun estos

supuestos: si la forma cambia, el area cambia. Incluso, teniendo sobre la mesa una mitad
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cortada a su vez en 2 y reacomodandola varias veces de diversas formas, una nifia de

este equipo afirmaba que “cambia” la cantidad de pastel que ella se comeria.

—>

Menos pastel

Mas pastel Mas pastel

En los demas equipos, al aplicar el procedimiento 1 (recortar, reacomodar) los nifios
observan y se convencen a veces con sorpresa que ambos pedazos (A; y By) son iguales,
pero solo se convencen, obviamente, para este caso particular. En ningin momento

relacionan este hallazgo con el hecho de que estos pedazos son mitades.

El procedimiento 2 implica la utilizacién de una unidad de medida de &rea. Supone,

como el 1, que el area es independiente de la forma.

El procedimiento 3 no fue previsto. En este no se acude a la comparacion directa de
las superficies A, y B,. Se prueba que: 2 veces A, coincide con 2 veces B, y, de ahi, se
deduce que A; es igual a B, (2A; = 2B, = A, = B,). Se esta aceptando, por lo tanto, que
mitades de enteros iguales son iguales entre si, sin que la diferencia de formas sea un

obstaculo.

¢Hay alguna diferencia entre el razonamiento A=B= ': :2

2A=2B = A=B? Quizas la haya y ésta se manifieste en el hecho de que dos nifios
que implementaron este procedimiento necesitaron comprobar que 2A, coincidia con
2B, pese a que sabian que A, y B, eran mitades de hojas iguales. O bien, ¢hicieron esa
comprobacion no para ellos sino para los demas?, o, por ultimo, ¢dejaron de tener en
cuenta la primera accion (obtener A, y B, partiendo hojas iguales a la mitad) y trataron a
las partes A, y B, como mitades de enteros cualesquiera, o, incluso, como pedazos

cualesquiera?

Estos nifios no participan en la confrontacion colectiva de resultados por lo cual no

tenemos mas elementos para interpretar mejor su procedimiento.

Notemos, por Udltimo, que este procedimiento puede ser un principio de
conmensuracion, si detrds de él esta la intencién de buscar la equiparacién de n pedazos

A con m pedazos B (en este caso n =2, m = 2) como medio para comparar Ay B.
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Finalmente, el procedimiento 4, atestigua que se tiene en cuenta la relacion de las
mitades con las unidades de origen y la relacion entre estas unidades. Este es un
razonamiento deductivo acabado, no necesita de verificacion empirica. Para estos nifios 2
mitades cualesquiera, procedentes de unidades iguales son siempre iguales. Resulta
interesante observar que este razonamiento lo establecen s6lo una minoria de nifios de
3% grado (4 de 30). En la confrontacion, los primeros en pasar a demostrar su conclusién
fueron estos nifios. Lo Unico que hicieron fue emitir su razonamiento: “Esta igual porque
ésta es la mitad de un pastel entero y ésta también pero en horizontal”. Otro alumno
parece considerar poco convincente este argumento y pasa a probarles a todos su

procedimiento: recortar y reacomodar.

Es claro que el razonamiento que deduce la relacion entre las mitades de la relacion
entre los enteros no es en lo absoluto inmediato para los nifios. Es un conocimiento cuya
construccion toma su tiempo. En esta sesién hemos podido apreciar en diferentes nifios

varias etapas previas a este conocimiento:
- negar la igualdad cuando las formas cambian
- aceptarla sélo mediante comprobacion empirica
- suponerla gracias a razonamientos compensatorios.

En todos estos razonamientos se prescinde de la relacion entre las unidades (los

enteros).

Al finalizar la sesién, el maestro quiso aprovechar unos minutos sobrantes y pidi6 a
los nifios -después de hacer énfasis en que habian aparecido “muchas maneras
diferentes de probar que los pedazos eran iguales”- que escribieran una de esas

maneras. Anexamos a continuacion algunos de estos escritos:

Recortar y superponer
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En 4°grado

Pensamos que en 4° grado esta actividad resultaria relativamente mono6tona. Sin

embargo, ocurrieron problemas inesperados que la volvieron interesante.
- Tendencia espontanea a nombrar las fracciones: ¢ tercios o cuartos?

Casi todos los equipos repartieron sus 3 pasteles dando uno a cada uno y
partiendo el otro a la mitad verticalmente. Sin embargo, varios se empefiaron en
seguirlos partiendo, formando pedazos cada vez mas pequefios y se noté un gusto
aun mas pronunciado que en 3° por dar el nombre de la fraccion correspondiente a

cada pedazo: “aqui tengo un medio o dos cuartos o cuatro octavos”.

En cierto momento estaba pegada en el pizarrén, entre otras, una hoja recortada

como sigue:
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Un alumno pregunta a las autoras de este reparto: ¢cOmo estan seguras de que es

una hoja?; una alumna toma una hoja y la superpone sobre uno de los rectadngulos
Al: “¢ Como se llaman las partes? ¢Medios? ¢ Tercios? ¢ Cuartos?”

En ese momento se arma el barullo. Unos dicen que son medios, otros que son
tercios y otros que son cuartos. Un nifio propone que el “pedazo largo” (a) se parta

en 2 para salir de la duda. Nadie afirma que (a) es un medio y (b) y (c) son cuartos.

Es claro que les estorba que el entero no esté dividido en partes iguales como lo

han visto siempre en sus clases sobre fracciones.

El pedacito (b) podia ser ¥ porque es la mitad de %2 y se nota que caben 4 en la

unidad, pero la unidad esta dividida en 3, entonces podria ser 1/3.

Esta duda se desprende l6gicamente de la conocida definicidn: “cuartos se llaman
los pedazos de una unidad partida en 4 pedazos iguales” aunado al hecho de que

la representacion de una fraccién siempre sea del mismo tipo.
Mas dificultades para repartir que en 3°

Varios nifios de 4° se empefaron en dividir sus hojas usando la regla graduada.
Se enfrentaron a varias dificultades: medir a partir del inicio de la regla en vez de a
partir del cero; la regla no alcanzaba y entonces tenian que unir 2 reglas; la
medida no era igual a un numero entero de centimetros; tenian que dividir
milimetros. Finalmente abandonaron la regla optando por el recurso de doblar

utilizado por sus compafieros.
La verificacion-colectiva tiene méas sentido que en 3°

Ademas de la actitud de mas concentracion e involucracion con el trabajo, otro
factor que influyé para que esta confrontacion de resultados tuviese mas sentido
fue el tipo de recorte que muchas veces no fue sencillo: por ejemplo, en un equipo

se repartieron los pasteles asi:

A B B
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A simple vista, se podia juzgar que a cada uno le tocé lo mismo. Pero surgio la
pregunta: ¢como saben que nos les sobré pastel? Para probarlo, reconstruyeron

los pasteles:

B B

varios equipos probaron de esta manera que no les sobré pastel. Otros

simplemente hicieron el relato de cobmo se los repartieron.
- La mayoria considera iguales a las mitades corta y larga
Nos llamo la atencién la notoria diferencia en este punto con respecto a 3°"grado.

A la pregunta del maestro, sefialando un reparto con mitad corta y otro con mitad
larga: ¢,a quién le toc6 mas? La mayoria de los nifios afirma inmediatamente que

les toca igual.

Uno solo nifio, Nicolas, afirma que le toca mas a Eloisa (quien tiene la mitad

vertical).

Otro afirma: “No porgue son iguales, son medios”. El maestro pide a Nicolas que
pase a defender su apuesta.
Nicolas: “Le toc6 mas a Eloisa porque éste (mitad corta) es un cuadrado y
obtiene mas pastel, es como si lo pintaramos...”
El maestro provoca a los demas: “Ya se van convenciendo de que tiene razén
sverdad?” Varios nifios quieren pasar, estan impacientes por demostrar el error de

Nicolas.

Pasa uno y dice: “Son iguales, éste es mas gordito pero éste es mas largo”. Otro
nifio toma dos pedacitos de ¥ de hoja, los superpone sobre la mitad corta y luego
sobre la mitad larga mostrando que hay coincidencia. Después intenta partir un
pedazo en dos para volver a demostrar sus afirmaciones. El maestro pide su
opinion a Nicolas: él, preocupado, dice: “Yo no aposté con ustedes, nada mas con
él... ahora si me convencieron al medir con éste (sefiala el pedacito de %), yo

pensaba que éste era mas grande por el largo”.

Resulta claro que la conservacion del &rea variando la forma no es evidente aun en

3% grado y ya lo es para la casi totalidad de nifios de 4° grado. El argumento que emiten
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al principio corresponde a un razonamiento deductivo muy claro: los dos pedazos son
mitades (subraya: de enteros iguales) entonces son iguales. No necesitan acudir a una
verificaciébn empirica. Sélo cuando quieren convencer a Nicolds, acuden a las pruebas
que intuyen lo convenceran: argumentos compensatorios (mas largo pero menos ancho) o

medicion de ambas areas con una unidad adecuada.

Conclusiones

Se pudo desarrollar toda la actividad. Resultdé accesible y motivante en ambos
grupos, excepto la confrontacion colectiva de la fase 1, en la cual los nifios de 3° grado no
mostraron necesidad de demostrar ni de inquirir sobre el trabajo de otros.

En términos generales los procedimientos reales de los nifios coinciden con los
previstos, excepto en los siguientes casos:

a) No hubo ningan caso de reparto en partes desiguales.

b) Hubo 3 nifios en 3* grado y la mayoria de 4° grado que utilizaron implicitamente
o0 emitieron explicitamente el razonamiento que deduce la igualdad de dos
partes del hecho de ser mitades de enteros iguales.

c) Entre los procedimientos para comparar las mitades larga y corta de la hoja,
aparecié uno no previsto: yuxtaponer 2A, y 2B, Yy superponer.

Por otro lado, cabe agregar que: 1) La mayoria de los nifios de 3° que dudaban
acerca de la igualdad de las dos mitades, se convencen de ella después de la verificaciéon
(todos menos un equipo de 4 nifios). 2) La condicidon que debe verificar un reparto: la
unién de los pedazos debe ser igual a la unién de los enteros, fue explicitada en ambos
grupos por muy pocos alumnos. La necesidad de que esta condicién se cumpla podria ser
tenida en cuenta en mayor medida si de entrada los nifios no tuvieran exactamente las

tres hojas que deben repartir.
- Comentario sobre la ensefianza del concepto de mitad:

Por lo general se considera que el concepto de mitad es sencillo y que por ello
puede ser el primer eslabén de la secuencia del tema “fracciones”, abordable

desde el primer grado de primaria.

Casi siempre en los libros de texto de 1° y 2° de primaria se introduce la nocién de
mitad mostrando diversos objetos partidos a la mitad o pidiendo al nifio que los
parta. Sin embargo, lo que hemos visto en esta sesion nos ha mostrado que,

cambiando ligeramente las situaciones didacticas relacionadas con la nocion de
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mitad, aparecen mdltiples problemas, muchas veces insospechados y que forman
parte sustancial de dicha nocion. Asi, por ejemplo, nos encontramos nifios de 3%
grado que pueden muy bien dividir una superficie en 2 partes iguales pero piensan
qgue dos mitades del mismo entero pueden ser desiguales, o nifios de 4° grado
gue, cuando un entero esta dividido en 3 partes desiguales no saben si éstos son

tercios o no.

El interés de esto no solo radica en poner a descubierto ciertos problemas que
suelen permanecer ocultos. El enfrentamiento del alumno con estos problemas (si
este enfrentamiento no es demasiado probleméatico) da lugar a un valioso trabajo
de investigacion, verificaciéon, correccion de hipétesis que lo llevara paso a paso a
las conclusiones adecuadas.

Situacién didactica 1.2: ¢Cuales son mitades?

Desarrollo

1.

Consigna: “Vamos a entregar a cada equipo un pastel entero y varios pedazos. Se

trata de que ustedes nos ayuden a escoger todos los que son mitades.” (5 min.)

. Trabajo en equipos. (15-20 min.)

. Confrontacién. El maestro irA mostrando cada una de las partes y se recibira la

opinion de cada equipo. Si todos los equipos coinciden pasaran uno o dos nifios a
explicar como hicieron para estar seguros de que es 0 no es mitad. Si hay
opiniones contrarias pasaran por lo menos dos nifios de opiniones contrarias. (20-
25 min.)

. Segunda consigna: “Lo que queremos ahora es que nos ayuden a escoger los

pedazos que tienen la misma cantidad de pastel.” (5 min.)

. Trabajo en equipos. (15 min.)

. Segunda confrontacién. Se pegaran en el pizarron los pedazos escogidos por un

equipo (de preferencia uno que no haya escogido correctamente) y se pedira al

resto de los nifios que busquen razones para contradecir.

Como resultado de la discusion se iran discriminando los que se demuestren que

no son iguales y agregando los que si lo son. (15 min.).
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Organizacion:
Equipos de 4 nifios
Material:

A cada equipo una hoja tamafio carta (+ 21 cm x 28 cm) y un juego de 8 partes de
hoja, algunas de las cuales son mitades de la hoja y otras no (el maestro tendra un

sobrante de cada una de estas partes por si los nifios las necesitan).

i

(hoia tamafio carta)

7 I

(Los pedazos a, b, c, d, e, son mitades de la unidad (U). Los pedazos g, h, i, no son

mitades).

Andlisis previo dela S. D. 1.2.: ¢Cudles son mitades?*!
Primera parte. Discriminar qué pedazos son mitades de U

Tener que repartir un pastel rectangular entre 2 moviliza una accién simple, familiar a
los nifios, que consiste en doblar y hacer que las partes coincidan (en el caso de que
tengan la nocién de mitad). Subyace Unicamente el que las 2 partes sean iguales. En
cambio, tener la unidad y varios pedazos de la que hay que discriminar mitades, implica

reflexiones mas complejas:

%1 Esta actividad no estaba programada originalmente en la secuencia. El andlisis de la relacion entre las

partes de un todo y el todo se propicia basicamente a partir de la segunda parte (Situacion 2.1 — 2.4). Sin
embargo, la posibilidad demostrada por los nifios en la situacion anterior de implementar recursos para
comparar dos superficies, aunada al hecho de que en esa situacion la verificacion de que las partes deben
coincidir con el todo, no se sinti6 necesaria, nos motivé a introducir esta actividad.

Sefialamos también que la utilizacion del término mitad se debe a que los nifios lo utilizaron en la sesion
anterior, y, a lo largo de ésta, parecid quedar claro su significado. Sin embargo, no es nuestro objetivo en
este momento designar las fracciones de unidad con un nombre, y menos ain con un nimero.

67



Capitulo IV. Andlisis de la experimentacién de la secuencia de situaciones didacticas

1) Hacer la accién inversa de reparto: construir otra parte igual a la dada y ver si
juntas reconstituyen el todo. Esto implica saber que las dos mitades deben ser
iguales (como en la accién de reparto) y las dos mitades deben formar el todo

(cosa no explicita en la accion del reparto).

2) Desprender del todo la parte complementaria a la supuesta mitad y ver si estas dos
coinciden. En este caso la relacion de igualdad entre el todo y la union de las
partes no es tan explicita aunque si implicita en el hecho de usar al todo como

referencia.

3) Hacer el reparto y verificar si una de las partes obtenidas coincide con la parte
dada. En cuyo caso sélo se esta retomando la accion directa como criterio: lo que

salga del reparto es la referencia para discriminar mitades de no mitades.

4) En los casos en que la parte (como “d”) no se desprende de un reparto comudn
(doblando la hoja) la reflexién que se exige es mas compleja aun: -se debe pensar
esta vez explicitamente que lo que debe ser “mitad” es el area,
independientemente de la forma (conservacion de area)-. Esta reflexiébn permite
pensar en recortar o cuadricular la parte y comprobar que sus “pedazos” son

efectivamente la mitad del area total.

En resumen:

Saber que las dos partes deben
ser iguales (no se reflexiona

l Sacar la mitad = explicitamente en que las dos

partes deben formar la unidad)

(- Saber que las 2 partes deben ser
iguales
- Saber que las 2 partes forman al
l Determinarsi ~ —> { todo _
es mitad - Saber que no importa que las dos
.......... partes tengan la misma forma
................ - Inventar recursos para comparar
"""""" \ areas
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Por ello pensamos que esta actividad exige en mayor medida que la anterior el tener
en cuenta la relacion entre el todo y sus partes, y nos permite a nosotros explorar mas

profundamente las concepciones de los nifios sobre la nocién de mitad.
Procedimientos posibles para cada caso:

En el caso de los pedazos a, b, ¢, g, h, i, el procedimiento mas econdémico es el 2 (ver
primera pagina de este analisis). Este puede aplicarse ya sea superponiendo el pedazo
sobre la hoja y apreciando a simple vista si lo que queda sin cubrir es igual al pedazo
(apreciacion visual facilitada por la simetria). O bien, recortando la parte que queda sin
cubrir y superponiéndola sobre el pedazo. Por ello, es poco probable que para estos

pedazos se utilice cualquiera de los otros procedimientos.

En el caso del pedazo (d), y posiblemente también en el caso de (e) es poco probable
que se apliquen los procedimientos 1, 2, 6 3. Si se superpone (d) al entero, la mitad

complementaria queda, fragmentada.

En este caso, el procedimiento mas factible es el 4: recortar (d) y darle la forma de
una mitad ya comprobada o cuadricular (d) y el entero (o d y otra mitad ya comprobada) y
observar que miden lo mismo. Es posible también que consideren a priori que (d) no es
mitad, ya sea porque a simple vista no lo parece, ya sea porque no acepten que la otra
mitad esté fragmentada y/o tenga una forma distinta a la primera. No se sabe qué es més
probable que suceda. So6lo se puede prever que si no consideran mitad a (d), podemos

concluir que solo reconocen por simetria.

Si por lo menos un equipo establece que (d) es mitad, serd interesante conocer los

argumentos que dé en la confrontacion, y su aceptacion o rechazo por los demas.
Segunda Parte. Agrupar los pedazos que tienen la misma cantidad de pastel

El objetivo de esta actividad es seguir propiciando casos en los que los alumnos
puedan comprobar que sus hipétesis acerca de “mitades que no son iguales” son falsas.
No esperamos con esto que ellos logren generalizar “mitades de la misma unidad son
iguales”, pero si que tengan experiencias concretas repetidas que favorezcan, a la postre,

dicho razonamiento.

En casos de que no consideren de entrada, que las mitades contienen lo mismo de

pastel, tendrdn que comparar directamente unos pedazos con otros, guiandose por
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aquéllos que intuitivamente les parezcan iguales. No debe esperarse, por lo tanto, que
logren terminar la clasificacion.

Para ello aplicaran algunos de los procedimientos de comparacion de area sefalados

en S.D. 1.1: recortar y reacomodar, compensacion visual, cuadricular, etc.

Andlisis de la experimentacion de la S. D. 1.2: ¢ Cuéles son mitades?

Fecha: 25-05-85
Duracion: 3*' grado: 1 hr. 10 min.
4° grado: 1 hr.

Primera Parte: Discriminar qué pedazos son mitades de U

En 3* grado.

Consigna: “Les voy a entregar a cada equipo, asi como estan acomodados (grupos
de 4), varios pedazos de pastel de diferentes sabores y un pastel entero. Quiero que
ustedes me digan cudles de estos pedazos son mitades (muestra el pastel entero y
las mitades).”

En general los equipos encontraron rapidamente algin procedimiento para
discriminar las mitades. No les parece dificil la tarea y aciertan en casi todos los casos,

excepto con el pedazo (d) que la mayoria considera a priori “no-mitad”.

Procedimientos observados®?

1) Superponen un pedazo sobre la hoja entera, y aprecian a simple vista si lo que

sobra (parte no cubierta) es igual al pedazo:

C i)
compara

Este procedimiento, muy utilizado, se aplicé a todos los pedazos.

En el caso del pedazo (d), este procedimiento dio lugar a los razonamientos
siguientes:

7 3
1))

%2 A los 15 minutos de iniciado el trabajo, el maestro dijo al grupo que se valia recortar. S6lo un equipo decidié
hacerlo. Recort6 el pedazo (d) en dos partes.
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Al: “No es (mitad), no puede haber 3 mitades” (se refiere a las 3 secciones
en que queda dividida la hoja entera).

2) Superponen el pedazo sobre la hoja entera, marcan el contorno del pedazo sobre

la hoja y luego ven si el pedazo coincide con la otra parte.

3) En el caso de la figura (e): un alumno afirma a otro que es mitad porque, “si la

cortamos queda igual” (se refiere a la parte de la hoja que queda sin cubrir)

4) Después de la aclaracion del maestro acerca de la posibilidad de cortar, en un
equipo deciden recortar el pedazo (d). Antes de que esto ocurriera, estos nifios ya

tenian la hip6tesis de que ese pedazo si era mitad.

Después de recortarlo, superponen ambas partes sobre la unidad:

— hoja entera

corte

Analizaremos estos procedimientos mas adelante, junto con los que fueron

explicitados en la confrontacion.
Confrontacion colectiva de resultados:

El maestro pega un pedazo en el pizarrén. Hace una lista de las apuestas de cada
equipo (acerca de si ese pedazo es mitad o no lo es). Posteriormente, en caso de que
aparezcan divergencias, pasa un equipo a defender un punto de vista y otro equipo a

defender el otro.

Pedazo h

Varios nifios gritan “no es”. Uno mas afiade: “No es porque si partimos otra mitad asi
(sefala el pedazo h) no da igual” (tal vez quiso decir que entre los dos pedazos (h) no
forman uno igual al entero, o bien que el complemento del pedazo h no es igual a éste).

Toma el pedazo h y lo superpone sobre la hoja entera. Muestra los pedazos desiguales.
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Pasa otro nifio al pizarrén y coloca el pedazo asi:

s b

Y dice: “No es mitad porque se forman 3 pedazos, una mitad es de dos partes

iguales y ahi son 3". Entonces una nifia le dice: “Pero lo podriamos poner asi” (endereza
el pedazo en tal forma que no queden huecos). El primero agrega: “Pero no serian

iguales”. Todos estan de acuerdo.

Pedazo (d)
Equipos 1 2 3 4 5 6 7 8
Respuestas (es mitad) si si no no no no no X

Pasa un alumno del equipo 2 con 2 pedazos en la mano (d partido en dos), los

superpone sobre U y muestra asi que (d) es mitad.

Los alumnos se sorprenden mucho. Algunos estan perplejos, otros protestan, un nifio

exclama: “Pero no es la misma figura”.

El maestro les pregunta si se ve donde salieron los dos pedazos, los alumnos ya no

atienden. Estan excitados, se arremolinan alrededor del nifio que hizo la prueba.

Un nifio se acerca al observador y le dice que ese pedazo no puede ser mitad
porque “se forman tres mitades” (nuevamente se refiere a las secciones en que queda

dividida la hoja entera cuando se superpone el pedazo d).

Una nifia insiste varias veces que recortando el pedazo “no es lo mismo”, después
agrega que recortando todo seria mitad. Es claro que estad pensando que al recortar el

pedazo se le quita una parte.

Una nifia dice: “Esta mal recortado, pero bien recortado si seria mitad”. EI maestro
toma un pedazo (d) y lo parte a la mitad frente a todo el grupo para mostrarle la

procedencia de las 2 partes que se usaron en la prueba.

No se ve muy claro si los nifios ya estdn convencidos. El maestro decide pasar al

pedazo siguiente (piensa que algunas de sus dudas se aclarardn con los demas
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pedazos). Fue lamentable que esta discusion tuviese que interrumpirse. Hubiese sido muy
interesante que los nifios que estaban convencidos de que (d) era mitad, se defendieran
de los argumentos pronunciados por los demas, como: “Recortandola ya no es la misma

figura 0 no es mitad porque... se forman 3 mitades”.

Sin embargo, al principio de la sesién siguiente, retomamos el caso de esta figura. El
maestro pregunto a los nifios si recordaban lo que se habia decidido con respecto a ella.
Todos dijeron que era una mitad. El maestro insisti6 recordando algunos de sus

argumentos en contra:

M: “¢Como este pedazo va a ser mitad, si al acomodarlo quedan 3
pedazos?”

Al: “Pero si los juntamos ...” 3

M: “Creo que OM no estaba de acuerdo”

OM: “Estaba para la hoja”

M: “Cambia a:”

v

1

OM:“Pasa y sefiala compensaciones: ‘1+ 3 forman 2"

M. “¢Entonces no importa que queden separados y de todos modos es
mitad?”

Al: “Si, no importa”

Al: “Sefiala otra compensacion”

Al: “Yo digo que tiene otra forma, pero tiene la misma extensién que la mitad
del pastel”

Parece que los nifios quedaron bien convencidos.

Pedazo (g)
Equipo 1 2 3 4 5 6 7 8
Respuesta (es mitad) no | si | no| si | no| no| no| no

En este momento pasa algo curioso. Mientras el maestro va llenando el cuadro de
respuestas, varios alumnos estan recortando su pedazo (g). Parece que el caso anterior

los dej6 con la idea de que se trataba de quitar lo que sobra.

Al responder si es mitad 0 no, se nota que titubean, lo que antes no habian ocurrido.
Es claro que el que se haya desmentido, con el pedazo (d), una conviccién de casi todo el

grupo, los ha dejado inseguros.
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Pasa un nifio que afirmo6 que (g) es mitad. Lo que hizo fue quitarle un pedacito. Pasa
OM, superpone (g) sobre la hoja entera y dice: “Seria mitad de otro pastel méas largo”.
Todos estan de acuerdo.

Con los demas pedazos no ocurren problemas. Todos estan de acuerdo. El maestro
no se detiene para pedir explicaciones (que los nifios no sienten necesarias), sélo una
que otra vez él mismo finge dudar de la respuesta. Rapidamente “lo convencen” tomando

2 pedazos iguales del tipo en cuestion, y mostrando que coinciden con la hoja entera.

- Inventario de los diferentes procedimientos implementados por los nifios del 3%
grado en la discriminacién de mitades y en la confrontacion. (Llamaremos A al

pedazo y U a la hoja entera).

1) Ponen A sobre U y estiman el resto.

2) Dibujan el contorno de A sobre U y superponen A sobre la otra parte de U.

3) Modifican (recortando y reacomodando) la forma de Ay aplican el
procedimiento (1).

Estos tres procedimientos se basan en el razonamiento siguiente:

A es mitad si U-A = A

Los dos primeros procedimientos se utilizaron con mucha frecuencia cuando las dos
mitades que componen un entero tienen la misma forma. Es el caso de todos los pedazos
con los que trabajamos excepto el (d) y el (h) si es colocado de manera que la hoja entera
quede seccionada en 3.

En el caso del pedazo (d) hemos visto que la mayoria lo considero no mitad. Los
alumnos que si lo consideraron mitad aplicaron el procedimiento (3). Esta accidn supone
la aceptacion de que el area de una superficie puede ser independiente de su forma. Ya
vimos que para muchos alumnos de 3° esto aln no es evidente y a veces no lo aceptan.
Recordemos que varios se opusieron al procedimiento (3): “Ya no es la misma figura”;

“Recortando el pedazo no es lo mismo”.

4) Hacen compensaciones dando imaginariamente a un pedazo A una forma que

permita aplicar el procedimiento (1):

A

4
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5) Superponen dos pedazos iguales a A sobre U:

| AesmitadsiA+A=U

Este procedimiento se uso también para casi todos los casos. Nos parecié que se
utilizé6 mas frecuentemente cuando la forma del pedazo A no era regular, por ejemplo,
pedazo (e) o (h), y por lo tanto les quedaban dudas. También se utilizé para probar en la

confrontacion que A no era mitad (A no es mitad si 2A > U):

“Si es mitad, si tuviéramos otro de éstos
formariamos otro pastel”

“No es, porque si tuviéramos otro, formariamos
un pastel mas grande”

6) Para que A sea mitad, la hoja entera tiene que quedar divida en 2 partes y no
mas. Esto fue una sorpresa para nosotros. Es el caso de los dos o tres nifios que

afirmaron que (d) o (h) no podian ser mitades porque “No puede haber tres

K 1

1

mitades”.

En verdad esta suposicion es bastante comprensible: las mitades que vemos en la
vida diaria y en los libros de texto son casi siempre iguales entre si en todo. Hay que

reconocer también que un pastel nunca se parte a la mitad de esta manera.

No obstante, fue el pedazo (d) el Unico que propicid interesantes discusiones entre
los nifios y los llevd a reflexiones importantes sobre el concepto de area y de mitad.
Quedaron al descubierto simultAineamente algunas ideas que los nifios se hacen sobre

estas nociones.

En cuarto grado. En 4° grado aparecieron, ademas de los procedimientos de 3°

(excepto el 6) los siguientes:

7) Fabricar una unidad de medida y medir los pedazos: un alumno dobla el pedazo
(e) en 4 y dobla la hoja entera en 8, obteniendo divisiones rectangulares del mismo

tamafio en ambos, “Ya lo vi, aqui tiene cuatro cuartos y aqui ocho”.
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Con el pedazo (h) hace lo mismo y afirma: “Es una mitad y un octavo”. Intenta
aplicar este procedimiento al pedazo (d) y no lo logra (no puede doblar d).

Concluye que no es mitad.

8) Comparar los pedazos con una mitad ya comprobada, haciendo compensaciones.

Concluyen que el pedazo (d) es una mitad comparandola con el pedazo a:

s ¥

Este procedimiento fue bastante validado por el maestro. Quiza esto explique que

a

lo siguieran utilizando audn en casos en los que no resulta tan practico:

b

B

Estos procedimientos se apoyan en el hecho de que los pedazos que son mitades de

una misma superficie tienen la misma area entre si. Quiza esto expligue que en tercer

grado no lo hayan implementado.

Segunda Parte. Reunir los pedazos que tienen la misma cantidad de pastel. (Esta

parte se realiz6 en la sesion siguiente: dos dias después).
3% grado: 20 min

Sélo la aplicamos en 3* grado porque consideramos que en 4° era ya evidente que
las mitades de una misma superficie miden lo mismo (esta evidencia se desprende tanto
de sus afirmaciones: “Son figuras diferentes pero abarcan lo mismo, son la mitad”, como
de los procedimientos que utilizaron para discriminar mitades: usar unidades de medida y

utilizar una mitad para seleccionar las otras).

También para algunos nifios de 3° resulté esta vez evidente; un nifio exclamé: jOtra
vez lo mismo! El maestro le aclaré la consigna y el nifio reunié inmediatamente todos los

pedazos que si eran mitades y dijo que ésos tenian lo mismo de pastel.

Estos son otros argumentos registrados: “Si son iguales porque estan partidos en

mitades del mismo pastel”, “aunque se ve mas grande, tiene lo mismo de pastel”.

76



Capitulo IV. Andlisis de la experimentacién de la secuencia de situaciones didacticas

Sin embargo, la mayoria hizo nuevamente caso omiso de cuéles eran mitades y se
dieron a la tarea de comparar directamente las areas superponiendo y recontéandolas o

estimando compensaciones.

En dos casos ocurrié que habian agrupado las mitades (por ser mitades) y cuando el
experimentador les pregunta: “¢Y las mitades, tienen lo mismo de pastel?” Dudan y

deciden verificar.

No consideramos que un objetivo previo al aprendizaje de las fracciones sea que los
nifios establezcan el razonamiento en cuestion (A y B son mitades de U = Ay B miden lo
mismo). Consideramos que con el tiempo y, sobre todo, enfrentdndose una y otra vez a

diversas situaciones que involucran esa relacion, los nifios la irAn construyendo.

Conclusiones

Los procedimientos previstos de los nifios coinciden en general con los reales. En
realidad esto se debe en parte a que no anticipamos en el anadlisis previo cuales

procedimientos serian mas probables (solo sefialamos la gama de posibilidades).

Asi, por ejemplo, sabiamos que el pedazo (d) podia generar problemas. No
sabiamos, sin embargo, que en 3% grado la mayoria los tendria y en 4° grado
practicamente nadie. Con respecto a este mismo pedazo, no nos imaginamos que los
nifios lo rechazaran por concebir a la mitad como divisién de un entero en 2 partes

necesariamente.

Uno de los procedimientos previstos nunca fue implementado: decidir si un pedazo A
es mitad volviendo a repartir el entero y comparando A con esas partes. Nos parece muy
explicable que este procedimiento no haya aparecido. Si el pedazo tiene una forma
complicada es muy dificil imaginarse como se hizo el reparto. Si tiene una forma sencilla,

es mucho mas facil usar cualquiera de los otros procedimientos.
Comentarios sobre el disefio de la situacion:

- Estaba previsto realizar las dos partes de la ficha en una sola sesion (1.
discriminar mitades y confrontacion; 2. agrupar pedazos con igual éarea y
confrontacién). Con la primera sesion sé6lo se pudo realizar la primera parte (3°, 1
h. 10 min; y 4° 1 h.).

En la segunda sesion se aplicd so6lo la segunda parte sin la confrontacion (+

20mm) y sélo en 3 grado.
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Deben preverse por lo tanto 2 sesiones para esta ficha.

- No hay devolucién de informacion. La actividad de discriminar cuéles pedazos son
mitades tal y como esta disefiada, no permite que la situacién devuelva al alumno
informacion acerca de sus resultados. Si un nifio considera que un pedazo no es
mitad cuando si lo es, o viceversa, lo afirma y no hay medios evidentes dentro de

la situacion misma que lo desmientan.

El Gnico momento de verificacién y validacion de resultados se dio en la fase de
confrontacion. Afortunadamente siempre hubo alumnos que encontraron una
respuesta correcta y la pudieron probar ante los demas. Pero, si en algin caso
todos los alumnos se hubiesen contentado con una apreciacion falda (por ejemplo,
gue el pedazo d no era mitad), esta apreciacion habria quedado validada, al

menos por el momento.

- Demasiado pedazos no problematicos. El trabajo que los nifios tuvieron que realizar
en el caso de todos los pedazos excepto el (d), es decir, 7 pedazos, fue
practicamente el mismo. El pedazo (d), en cambio, exigia reflexiones vy
procedimientos distintos e interesantes. Es posible que sea conveniente reducir el
namero de pedazos sencillos y agregar uno o dos mas que pongan en juego y

enfrenten algunas concepciones que los nifios tienen sobre la nocién de mitad.

No obstante, esta actividad resulté ser una de las mas motivantes para el grupo de 3%
grado. Enfrent6 a los nifios a situaciones que son problemas para ellos y que estaban en
condiciones de abordar, es decir, de emitir hipotesis, de discutir, de probar y de juzgar los

resultados de sus pruebas.
Destagquemos aqui algunos de estos problemas:
a) Dos mitades de una misma superficie, ¢tienen necesariamente la misma area?
b) Si modificamos la forma de un pedazo, ¢ sigue teniendo la misma area?
¢) Dos superficies miden lo mismo cuando:
- superponiéndolas coinciden
- cuando las partes que no coinciden se compensan
- cuando coinciden después de modificar su forma

- cuando son mitades de la misma superficie
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d) Una superficie A es mitad de otra B
- ¢s0lo cuando B esta dividida en dos partes?
- cuando B = 2A?
- ¢cuando A = B-A?

- cuando, sabiendo que A’ es mitad, comprobamos que A=A'.

Situacién didactica 1.3: Repartir 2 pasteles entre 3 nifios
Desarrollo

1. Consigna: “Se trata de que en cada equipo de 3 nifios se repartan 2 pasteles. A

cada nifio debe tocarle la misma cantidad y no debe sobrar pastel.”. (5 min.)
2. Trabajo en equipos: Realizan el reparto. (15-20 min.)

3. Verificacidn: Se pide a los nifios que intercambien los pedazos para que el equipo

A verifique si el equipo B repartié bien y viceversa. (5-10 min.)

4. Confrontacion: Se enumeran en el pizarron los equipos y delante de cada nimero
se va anotando si 0 no, segln haya estado bien o mal el reparto. Se revisan

primero los casos erréneos.

Un representante del equipo que verificO explicard por qué consideran que el
reparto estuvo mal. El equipo implicado argumentara si reconoce el error o0 no.

Registrar cuidadosamente los procedimientos utilizados para verificar.

Después de esta etapa se fijan en el pizarron algunos pedazos de igual &rea pero
de distinta forma y se pregunta a toda la clase: ¢A quién le toc6 més pastel? Se
abre otra discusion entre los que consideran que los pedazos son iguales y los que

piensan que no. (15 a 20 min.)

Organizacion:
- Equipos de 3 nifios

Material:
- A cada equipo 2 hojas tamafio oficio (£ 33 cm x 21 cm)

- Tijeras
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Analisis previo de la S. D. 1.3: Repartir 2 pasteles entre 3 nifios
El reparto

En esta situacion es factible que aparezca una variedad mayor de maneras de
repartir que en las anteriores. Las diferencias de forma entre los productos de cada tipo
de reparto pueden llegar a ser considerables. Esto propiciara que los dos problemas
involucrados en el reparto: unién de enteros igual a unién de pedazos y, pedazos de
distinta forma, procedentes de maneras de repartir distintas, tienen la misma area, cobren

mayor relevancia.

Las formas de repartir que pueden aparecer son:

- Correctas
A A
a) A|B |[C Al B| C o B B
C C
A A
b) A | B c LB o =
C B A B| C
- Sobra pastel
B
c
) A B c ¢
d) A | B c
- Partes desiguales
e) A
A B C sl c
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Hemos visto que la particion en tres no es implementada espontdneamente por los
nifios®: tienden mas bien a partir en dos, en cuatro, en ocho, etc. (doblando o
graficamente). Por ello, las formas de reparto mas probables son c, d o e: después de
partir entre 2 6 4 u 8 ... la parte que queda sin repartir puede ser considerada
insignificante y no ser repartida, o bien, puede repartirse en partes desiguales (la

diferencia es ya muy pequefia).

- . I : 1
Este procedimiento que da lugar a una suma de fracciones unitarias del tipo —-

permite aproximarse tanto como se quiera a cualquier fraccién de unidad dada. Esta

basado en el mismo principio que el de nuestras fracciones decimales (que se expresan

. . a
como suma de fracciones del tipo 0 conaeZ).

Por otro lado, en caso de que se recurra a la division de una parte entre 3, el tipo de
reparto mas probable es el (b): ya sea porque se observa la necesidad de partir en 3
después de haber intentado partir en 2, o simplemente por una tendencia a economizar
particiones. Este tipo de reparto da lugar también a sumas de fracciones de unidad, pero

no exclusivamente con denominador 2.

Hay que considerar, ademas, que aquéllos que de entrada no piensen en partir entre
3, adoptarian pronto ese recurso si lo llegan a ver implementar por alguno de sus

compafieros (finalmente sélo ese recurso permite que no sobre pastel).
La verificacion

Debe pedirse de antemano que la verificacion consista en: a) a cada uno le toca lo

mismo; b) se repartieron exactamente 2 pasteles.

La verificacion de que a cada uno le toca lo mismo, se llevara a cabo por
superposicion o yuxtaposicion. Aqui es donde pueden aparecer sefialamientos de errores
en procedimientos como e (si asi ocurre, basta con que estos errores sean sefialados; es

muy probable que los nifios acaben por implementar la particion en 3 partes iguales).

Con respecto a los procedimientos a o b, quizd sélo aparezcan problemas de

recortado impreciso.

% cf. Balbuena, H., C, Espinosa, H. Espinosa, D. Fregona, |. Saiz, (1984) Descubriendo las fracciones.
México, DIE, Laboratorio de Psicomatematica No. 5.
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La verificacion de que se repartieron dos pasteles exactamente -si no es obviada- se

realizaré reconstruyendo el todo a partir de las partes. Por ejemplo:

Producto de reparto Verificacion
: 1 A
A LA /> A 1 B C B
: : : :°C

©
N

Es aqui donde se enfrentaran los errores de los repartos tipo ¢ o d.
Los nifios tendran entonces que seguir repartiendo sus sobrantes.

NOTA: Si en la verificacidn no se destacan los problemas citados de los repartos tipo ¢, d
0 e (esto puede ocurrir si ninglin alumnos hace un reparto tipo a o b) el maestro
insistira, al término de la confrontacién, en la consigna “ a cada uno debe tocar lo
mismo y no debe sobrar pastel”, e invita a los alumnos a que busquen otro

procedimiento.
La confrontacién
Los puntos mas importantes a manejar en la confrontacion son:

— dar a conocer diferentes formas de repartir, en particular aquélla en la que se

divide entre tres (sélo incluir repartos hechos por los nifios).

— explicitar y acordar colectivamente las dos condiciones que deben satisfacer los

productos del reparto, asi como la manera de verificarlos.

— propiciar una discusion entre los nifios acerca de si lo que toca a un nifio en un tipo
de reparto es igual 0 no a lo que le tocaria en otro tipo de reparto. Nuevamente
aqui esta en juego la posibilidad de utilizar como criterio de igualdad del area de
las diferentes partes (A, B, C...) el hecho de que: 3A = 2U; 3C = 2U; etc. Parece
evidente que los nifios que no hicieron este razonamiento para el caso de las
mitades, tampoco lo hardn ahora. Queda la duda de si los demas si lo haran en

este caso que es bastante mas complejo.

Nétese que ahora, visualmente, la igualdad del area no es nada evidente:
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1+

@

Este ultimo punto de la confrontacién debe ser visto s6lo como exploratorio.

No nos interesa en este momento desarrollar un trabajo especifico sobre fracciones

de area.

Anadlisis de la experimentacién de la S. D. 1.3: Repartir 2 pasteles entre 3
ninos

Fecha: 24-05-85
Duracion: 3% grado: + 1h 10’
4° grado:+1h

En 3* grado
Consigna: “Wamos a hacer un nuevo trabajo, vamos a repartir dos pasteles entre...”

Al: “iDos nifios! jTres nifios!”
M: “Va a ser entre tres nifios. Que les toque lo mismo y que no sobre pastel”

El reparto (trabajo en equipos)

Efectivamente, el reparto en tercios resulté dificil para los nifios. Fueron pocos los
equipos (3 de 8) que encontraron inmediatamente alguna forma de repartir. Sélo dos

equipos hicieron el reparto clasico que consiste en dividir cada hoja en 3 partes.

La mayoria empieza doblando una hoja, o las dos, en 2 partes. A veces, buscando
que aparezcan 3 divisiones, siguen doblando en dos y se sorprenden al no ver aparecer

sus 3 divisiones (jaunque doblen 3 veces en 2!).

Equipo 4: Parten a la mitad los 2 pasteles. Asignan a cada uno de los tres nifios una

mitad y se dan cuenta de que les sobra una mitad ...

se quedan pensativos.
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Una nifia dice: “Lo voy a hacer en dibujo”, dibuja 2 hojas partidas en 4:

“Dos para cada quien y sobran 1” (sobr6 un par)

A B C
A B C

Agrega: “Ese lo partimos en 2”

C AiB
C C

“Y otra vez uno para cada uno y queda 1, ése lo partimos en 3”

C A|C
C B

No saben cdmo partir ese Ultimo pedacito en 3. Intentan con la regla, midiendo, la

abandonan y trazan las tres rayitas calculando a simple vista.

Obtienen un reparto del tipo: 2/4 + 1/8 + 1/24. Esto mismo sucedio en 3 equipos mas:
dividen sisteméticamente en medios. Solo al llegar a la tercera division deciden dividir el

pedacito restante en 3.

Tal vez piensan que dividiendo varias veces en medio podian llegar a repartir entre 3
Yy no es sino hasta la tercera division que dudan de su procedimiento (observan que

siempre les sobra un pedacito) y deciden dividirlo entre 3.

Otra forma de reparto que aparecio en 3 equipos, consistio en dividir ambas hojas en

mitades y dividir la cuarta mitad en tres partes.

A C

B AB

)

Aqui se observa otra tendencia que nos parece caracteristica: dividir cada hoja en el

menor nimero de partes posible (economizar divisiones).
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Finalmente, solo 2 equipos dividieron cada hoja en 3 partes, uno de ellos a lo ancho y
el otro a lo largo:

A A
A lo ancho B B ABC| [ABC Alo largo
C C

Para partir en 3 los pasteles a lo ancho, miden el largo de la hoja (34 cm) y dividen
esto entre 3: obtienen 11 cm. Recortan y les sobra una tirita de 1 cm. Deciden repartirla
entre 3. Nosotros pensabamos que doblaria la hoja en 3 para obtener las 3 partes. Mas
adelante confirmamos esta notoria preferencia por medir con regla en lugar de doblar.
Notemos, sin embargo, que no es facil doblar una hoja en 3 partes iguales y es casi
imposible hacerlo con toda exactitud.

Los que dividieron a lo largo, también midieron con regla y dividieron entre 3, (los
nifos se las arreglan para hacer sus divisiones: buscan el factor que por 3 da 33 o utilizan

su tabla).

En resumen, aparecieron las siguientes formas de partir:

A A
A C A c
ABC ||IABEC B B
A| B
B Ciabr B A|B|C C ¢
(3 equipos) (3 equipos) (1 equipo) (1 equipo)

La confrontacién de resultados (¢ les toco lo mismo?, ¢no sobrd pastel?) fue dificil: el
grupo estaba muy inquieto. Las comprobaciones de los alumnos resultaron largas sobre
todo por lo impréctico de acomodar y pegar sus pedacitos en el pizarrén (los pedacitos se
perdian o se revolvian con otros). S6lo se logré que el grupo pudiera observar que se
dieron formas muy distintas de repartir los 3 pasteles. Las condiciones de un buen reparto

guedaron implicitas.
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En 4° grado

Una vez mas, y contrariamente a lo que pensdbamos, esta actividad resulté muy

motivante para los alumnos de 4° grado. La division en tercios presenta las mismas

dificultades que en tercero.

Reproducimos aqui algunas de las discusiones entre los nifios, registradas durante la

1% fase (repartir los pasteles) y que expresan bastante claramente los diversos problemas

que enfrentaron.

- Problemas para dividir un nimero entre 3, que culminan con la opcion de otra

forma de repartir: mitades.

En el equipo 1, empiezan por medir el largo de la hoja: 34 cm, luego hacen la

division:

11

3/ 34
04
1

y van marcando sobre la hoja cada 11 cm. Les sobra 1 cm.

Observador: “Pero ¢,no importa que sobre ese cachito?”

Al 1:
Al 2:
Al 1:

Al 3:
Al 1:

Al 1:

Al 3:

“Si, y ademas sobra una hoja, ésta que es el otro pastel

”

“Ah, entonces tocaria de a 11 cm y medio ¢no?”
(No haciendo caso de la observacion de Al 2) “Si, pero de todos modos

sobra una hoja”

“Aver...” (escribe 11 x 3 = 33, se queda pensativo)
“Yo tengo otra idea” (dobla en mitades las 2 hojas y luego dice que en
cuartos. Traza divisiones que arrojan unos ‘cuartos’ bastante desiguales):

C

A

P

Agrega: “Ah, no, no se puede, porque te sobrarian dos pedazos y no los
pueden repartir a 3 nifios”
“Ah, pero puede darles asi”:

A

C

B

y luego, el que te sobra lo partes en 3y ya.
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Finalmente optan por este procedimiento. No supimos como hicieron la division

entre 3. Ellos dijeron que “con la regla”.

Nuevamente parece haber algunas dudas acerca de la igualdad de &rea de dos
mitades de diferente forma:

Al 1:  “Primero hay que partir a la mitad (él se queda con una hoja y la otra la
toma Al 2)”
Al 2:  Yala parti a la mitad

Al l: (Parti6 la suya asi ) iAy! No, ya lo hiciste mal, no lo hiciste como
yO"
A
Al 2:  “Pero da lo mismo. Les damos asi ..(. C )
B

y lo que queda lo partimos en tres, son mitades de todos modos”

Al 1.  “No, mejor tomamos otro hoja y hacemos todas las mitades iguales” (trae
la hoja).

Al 2: “Te digo que da lo mismo, pero bueno ...”

Finalmente reparten de 2 maneras:

— g — g
~— ~—

(no se registré cdmo hicieron la division en tercios)
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En resumen, éstas fueron las diferentes formas de repartir que aparecieron en 4°

grado:
( (b) (c)
A B
A A B C
ABC ||ABC B:B AB
C
ABC
B |C [¢
(1 equipo) (1 equipo) (1 equipo)
(d) (e) ® 9)
A
A = A | B A B
AlB||C|B
L Al B 5
B ABC C .. C c - c
C [
(2 equipos) (1 equipo) (1 equipo) (1 equipo)

Como podemos ver, relativamente pocos recurren a la forma clasica de repartir:
dividir entre 3 cada hoja (a y b), a pesar de que estos alumnos han recibido clases sobre
fracciones desde hace un afio (fracciones como designacion de las partes de un entero

dividido en partes iguales).

Como en 3° vemos aqui aparecer tanto la tendencia a dividir sisteméaticamente en

mitades (e y g) como a economizar divisiones (c, d, f).

En general, todos los equipos tuvieron dificultad para dividir entre 3. Los recursos que
se registraron fueron: medir con la regla e intentar dividir esa medida entre 3,
encontrandose con problemas como no saber qué hacer con el residuo:

11
3/34
04
1
y trazar las divisiones a simple vista.

La diversidad de formas de repartir y lo complicado de algunos repartos si propiciaron
en este grupo la necesidad de comprobar, durante la confrontacion, la exactitud del
reparto. Varios alumnos tuvieron que reconstruir los pasteles y superponer sobre ellos
hojas enteras para probar a los demas que efectivamente no habian utilizado ni mas, ni
menos de 2 hojas.
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Representacion de graficas de los repartos

Al término de esta sesién con 4° grado, quedaban adn 15 minutos de clase. El
maestro decidié aprovecharlos e improvis6 una actividad mas de reparto: 3 pasteles entre
4 nifios, pero dijo a los nifios que ya no teniamos mas pasteles y agrego: “Entonces, a ver

como le hacen”.

Al principio, algunos nifios se agenciaron pedazos de papel y construyeron sus 3
pasteles para repartir, pero, finalmente, todos acabaron representando graficamente el

reparto, con dibujos o por escrito. Veamaos algunos ejemplos:

a - s
) Equipo: =
b) Counpeest
TSwes | | e (e ES
|_Elowae | \‘:jcm,_g,_;m:? \C,ELQ | Carls

e
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= 3 - o vmm RiEAE A
) fooda, WO o
f) \.c' wu—txmﬂﬂ E'ﬁl- :'.‘_.'. coda Weim cove J‘ . H
nos Losaron %—, worat  Yinge twne 9 4 LQ-; & f-%_:%
wu ]

2T 4s B, .

Vemos aparecer las mismas formas de repartir registradas anteriormente. Los
recursos para representar los repartos son variados. Algunos describen el proceso de

reparto (d, e, f), otros sélo describen el estado final (a, b, c).

Algunos expresan, sin dibujar y usando fracciones lo que toca a cada uno (e y f),

otros lo expresan dibujando o dibujando y escribiendo.

La mayoria de los nifios que escriben fracciones, utilizan formas aditivas (1/2 + 1/4)
correspondientes a la forma en que repartieron. Unicamente un nifio (f) escribe 3/4.
Notemos que no desprende este resultado directamente del hecho de ser 3 pasteles entre
4, sino de dividir 12 cuartos entre 4**. Este nifio, desde la primera sesién, ha mostrado
habilidad en el manejo de los hombres de las fracciones para designar las partes iguales
en que se divide un entero, y es tal su gusto por hacerlo cada vez que puede, que se ha

ganado entre sus comparieros el seudénimo de “el matematico”.

Sin embargo, este mismo nifio se tropieza en lugares inesperados; como preguntarse

si cada parte de este entero: se llama tercio o cuarto.

Conclusiones

- Se omitieron dos fases: la verificacion de los repartos y la comparacién de los

diversos pedazos obtenidos en cada tipo de reparto. La primera omisiéon se debié a

% Este es un posible camino para pasar de la interpretacién del racional como fraccién de unidad a la
interpretacion como cociente
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un olvido del observador y del maestro. La verificacion no se realiz6 entonces
como estaba prevista, sino en la fase de confrontacion colectiva. La segunda
omision se debid -explica el maestro- a la poca claridad en el analisis previo de lo
gue se pretendia con esta fase y a la ausencia de previsiones acerca de lo que
podrian hacer los nifios y lo que debiamos hacer nosotros en consecuencia.
Acordamos volver sobre este punto en la segunda etapa de la secuencia, cuando

se trate de un trabajo de fracciones especificamente en el contexto de areas.

- Los procedimientos implementados en 3° y en 4° corresponden en general a lo
previsto. No obstante, no tuvimos en cuenta dos elementos importantes: 1) la
dificultad técnica para dividir una hoja o una parte de hoja entre 3. El doblado en 3
(como carta) no es facil de concebir y no permite una divisién precisa. El uso de la
regla graduada trae consigo el problema del residuo. Se vio la posibilidad de en
adelante, proporcionar a los nifios un instrumento como el de la hoja rayada® para
gue efectlen sus divisiones. Sin embargo, en este momento no tuvimos claro si las
dificultades que subyacen a este problema eran exclusivamente de orden técnico
(no parece serlo, por ejemplo, el hecho de doblar una hoja varias veces en dos,
esperando que se obtenga una division en tres). Decidimos por ahora no proponer
ningun recurso. 2) En cuarto grado fue evidente que la dificultad de dividir entre 3

fue la que propicio en algunos casos que los nifios empezaran a dividir en mitades.

- En tercer grado la fase colectiva fracaso. El grupo demostré motivacion y entrega
en la fase de reparto (accion). Al llegar a la confrontacién estaban ya muy
inquietos y no se interesaron. Esto se agravo por la dificultad de mostrar al grupo
los productos de cada reparto (muchos pedazos que habia que pegar en el
pizarron). Sin embargo, en cuarto grado, la confrontacion funcioné bien. Se exigio
a cada reparto que cumpliese las condiciones -ya explicitadas- de un reparto
correcto. Una vez mas, la gran diversidad de formas de repartir contribuyé a dar

sentido a esta verificacion.

Posiblemente la verificacion tendria mas sentido si se entregan a los equipos mas
de 2 pasteles. Asi serd necesario verificar que la union de los pedazos da

exactamente 2 pasteles.

% Hoja con rayas paralelas, equidistantes entre si. Permite dividir un segmento en cualquier nimero de partes
iguales.
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Situacion didactica 1.4: Repartir “ X" pasteles entre “Y” nifios
Desarrollo

Escribir los datos del siguiente cuadro en el pizarrén

Equipos No. Pasteles No. Nifios A clu le toca
Equipo 1 2 3
Equipo 2 2 4
Equipo 3 1 3
Equipo 4 3 2
Equipo 5 1 5
Equipo 6 3 6
Equipo 7 2 6
Equipo 8 6 4

1. Consigna: “En la actividad de hoy se trata de que cada equipo haga un reparto
diferente. El reparto que hara cada equipo es el siguiente: (se muestra el cuadro).
So6lo que antes de hacer los repartos haremos algunas apuestas. (Se lee la
primera apuesta para explicar en qué consiste y se entrega la hojita donde vienen

anotadas 4 apuestas).”. (5 min.)

2. Trabajo en equipos: En cada equipo discuten para ponerse de acuerdo sobre lo

que van a contestar. (20 min.)

3. Realizacion de los repartos: A cada equipo se entregan las hojas necesarias para
gue hagan el reparto que les corresponde, mismo que esta escrito en el pizarrén.
(15 min.)

4. Confrontacion: Conforme los equipos van terminando de hacer el reparto, se va
pegando en el pizarron la parte que le tocé al nifio. Cuando todos han terminado
pasa un nifio de cada equipo a verificar el reparto que hicieron. Finalmente, se van
leyendo las apuestas de una en una para ver qué equipos acertaron. Se propicia la
explicitacion de los razonamientos seguidos. (30 min)

Organizacion:

Equipos de 3 0 4 nifios.
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Material:

A cada equipo:

Hoja tamafio oficio (+ 33 cm x 21 cm), segun numero de pasteles que repartira.

Tijeras.

Una hoja para escribir las apuestas.

Hoja con las siguientes preguntas:

APUESTA 1. ¢ A los nifios de qué equipos les tocard, a cada uno, mas de un pastel?

APUESTA 2. ¢ A los nifios de qué equipos les tocard, la misma cantidad de pastel?

APUESTA 3. ¢ A los nifios de qué equipos les tocard mas pastel que a los del equipo 1?

APUESTA 4. Di por lo menos un equipo del que estés seguro que les toca lo mismo de
pastel que a los del equipo 5.

Analisis previo de la S. D. 1.4: Repartir “X” pasteles entre “Y” nifios

En esta situacion se pretende dar condiciones para que los nifios reflexionen acerca
de la relacion que existe entre el par numero de pasteles (n) — numero de nifios (m) y el
tamafno del pedazo que toca a cada nifio. Si el pastel entero es el mismo en todos los

Casos entonces ocurre que:

- Si hay mas pasteles que nifios, el pedazo que toca a cada uno es mayor que el

entero.

- Si hay igual numero de nifios (en dos repartos), entre mas pasteles, mas toca a

cada uno.
- Si hay igual nUmero de pasteles, entre mas nifios, menos toca a cada uno.

- Si el nimero de nifios y el nUmero de pasteles aumentan en la misma proporcion,

sigue tocando lo mismo a cada nifio.

Debe quedar claro que no interesa por ahora que lleguen a establecer explicitamente
esas implicaciones. Simplemente esperamos que las utilicen en casos particulares con el
objeto de iniciar una reflexiébn acerca de la relacion entre el par (n, m) y el tamafio del

pedazo. En situaciones subsecuentes se volvera sobre este punto.
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Una dificultad presente en todas las anticipaciones que se piden es la necesidad de
coordinar dos variables (n° de pasteles y n° de nifios) para finalmente pensar en lo que
toca a cada nifio, independientemente de la cantidad total de pasteles. Nos encontramos
aqui -inevitablemente- con la nocién de proporcionalidad (constancia de la razén de dos

magnitudes). Suponemos que el contexto de reparto la posibilitara.

No obstante, la tarea no sélo consiste en encontrar estas equivalencias sino en
desechar las que no lo son, y esto no es nada facil. Para ello, teéricamente podran
realizar alguno de los razonamientos indicados en la apuesta 2. Debe esperarse que

aparezcan casos en los que:

- Seleccionen pares en los que aumentan o disminuyen ambos datos sin que
guarden la proporcionalidad, por ejemplo: (1 pastel, 3 nifios) y (2 pasteles, 4

nifos). Este caso tal vez indicaria que ya se consideran las dos variables.

- Sdlo consideren una sola de las variables, por ejemplo, aquéllas en las que el

namero total de pasteles es el mismo.
- No aborden el problema.

APUESTA 3: (A los nifios de qué equipos les tocara mas pastel que a los del equipo 1?

- equipo 1: 2 pasteles, 3 nifios: (menos de un pastel a cada uno)

- equipo 2: 2 pasteles, 4 nifios: igual n° de pasteles, mas nifios = reciben menos

- equipo 3: 1 pastel, 3 nifios: igual n° de nifios, menos pasteles = reciben menos

- equipo 4: 3 pasteles, 2 nifios: mas n° de pasteles, menos nifios = reciben mas

- equipo 5: 1 pastel, 2 nifios: no se puede saber (excepto si se ve la equivalencia con
equipo 2 6 se hace representacion grafica precisa)

- equipo 6: 3 pasteles, 6 nifios: mismo caso que equipo 5

- equipo 7: 2 pasteles, 6 nifios: mismo caso que equipo 2

- equipo 8: 6 pasteles, 4 nifios: mismo caso que equipo 4

Estas reflexiones se realizaran progresivamente®

% ¢ Constituye esta reflexion una parte intrinseca de la nocion de equivalencia de nimeros racionales en esta
interpretacion? Pensamos que si: para generar una fraccién (nz, mz) equivalente a otra dada (n1, m;), habra
que aumentar (o disminuir) en la misma proporcién, el nimero de enteros y de pedazos:

[

L
4

N‘w—
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APUESTA 1: ¢ A los nifios de qué equipos les tocara, a cada uno, mas de un pastel?

Esta anticipacion exige so6lo que se tenga en cuenta que, en un reparto, si hay mas

pasteles que nifios, a cada uno le toca méas de un pastel, y a la inversa.
APUESTA 2: (A los nifios de qué equipos les tocaria la misma cantidad de pastel?
Las respuestas correctas posibles son:
- equipo 2 (2 pasteles-4 nifios); equipo 5 (1 pastel-2 nifios) y equipo 6 (3 pasteles-6
ninos)
- equipo 3 (1 pastel-3 nifios) y equipo 7 (2 pasteles-6 nifios)
- equipo 4 (3 pasteles-2 nifios) y equipo 8 (6 pasteles-4 nifios)

Un recurso posible para buscar estas equivalencias consiste en reducir (kn, km) a (n,
m), al representarse la realizacion del reparto (kn, km). Por ejemplo: si hay dos pasteles
para cuatro nifios habria que dar 1 pastel para 2 nifios ... lo mismo les toca que si sélo

hubiera un pastel para dos nifios.

En todos los casos, excepto uno, los datos de un reparto son el doble (o la mitad) de

los datos del reparto equivalente.

Para identificar equipos en los que cada uno recibe mas pastel que el equipo 1,
bastara en este caso con localizar aquéllos en los que cada uno recibe mas de un pastel.
Para desechar a los que reciben menos pastel, serd necesario hacer comparaciones
manteniendo constante una de las variables. Restan aun dos casos (equipo 5y 6) en los

que no tienen recursos seguros para poder anticipar.

Nuevamente, es posible que sélo tengan en cuenta la cantidad total de pastel,
independientemente del numero de nifios 6 bien, que no puedan abordar el problema (y
den respuestas, por ejemplo, basadas en la magnitud de los nimeros considerados

aisladamente).
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APUESTA 4: Di por lo menos un equipo del que estés seguro que les toca lo mismo de

pastel que a los del equipo 5 (1 pastel, 2 nifios).

Esta pregunta es y una reducciéon de la 2. Se da de entrada un caso, el mas facil de

visualizar; se debe estimar cudl de los otros es equivalente.
La confrontacion

Puede haber dificultades para verificar las apuestas en el caso de que algunos
repartos equivalentes arrojen pedazos de distinta forma. En este caso, si la equivalencia
no fue anticipada, el cotejo con material no ayudara a ver que hay equivalencia. Si ésta si
fue anticipada, serd interesante ver si intentan probar que los pedazos de distinta forma
en cuestién tienen la misma area. Interesa que se difundan las estrategias empleadas por

los nifos.

Analisis de la experimentacion de la S. D. 1.4: Repartir “X” pasteles entre “Y”
nifos

Fecha: 27-05-85
Duracion: 3% grado: 1 h 15’
4° grado: 1 h

En 3% grado.

Esta actividad result6 dificil de llevar a cabo en 3° grado y los resultados fueron poco
satisfactorios. Esto se debhié muy probablemente al hecho de que, a los problemas propios
de este grupo, se sumd una organizacion deficiente de la actividad: se dejo a los nifios
resolver las cuatro apuestas, en vez de irlas resolviendo una por una. Esto dio un tiempo
excesivo para este grupo con un trabajo no ligado directamente a la accion. Al poco rato
habia ya mucho desorden en clase. Ademas, como veremos enseguida, las apuestas no
estaban redactadas con suficiente claridad. Tuvimos que irlas re-explicando de equipo en

equipo.

Durante la confrontacion colectiva no hubo tiempo ni condiciones para que los nifios
dieran a conocer los razonamientos que les permitieron realizar sus anticipaciones.
Deduciremos algunos de estos razonamientos de algunos dialogos y procedimientos que

pudimos observar.

Estas fueron las respuestas proporcionadas por los nifios a las 4 apuestas, al inicio

de la confrontacién colectiva:
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ipos de trabajo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Total®”

Apuestas - 1 2 3 4 5 6 7 8
1. ¢Alos nifios de qué | Si 6,4 6,4 [@B,2 (@32 6.4) |32 [B2 |78
equipos les tocara mas X (3,2) (6,4) 6,4 |69

de un pastel?

2. ¢ Alos nifios de qué |No (6,4) 6,4) (2,4 (2,4) (2,3) |Todos [(3,2) [4/8

equipos les tocarala | 32 |32 1,2) 3,2 (6,4)
misma cantidad de (2,4)
pastel ’

(1.2)

(3.6)
3. ¢ Alos nifiosdequé [(3,2) [(6,4) |@B.6) |64 (B2 |64 |32 (32 |7/8
equipos les tocara mas (3,2) (6,4) (6,4)

pastel que a los del
equipo 1 (2,3)?

4. Diporlomenosun [(3,6) |(3,6) (3,6) (2,4 1,3) 1(3,6) (2,4) (3,6) 7/8
equipo del que estés (2,4) 3.6) |29
seguro que les toca lo
mismo de pastel que a
los del equipo 5 (1, 2)

TOTALES 214 4/4 3/4 3/4 3/4 3/4 Ya 3/4 3/4

Estos datos no corresponden estrictamente a lo que encontraron los nifios. En un
equipo (7) pudimos observar que cambiaban su respuesta por alguna de las que ya

habian sido anotadas en el pizarron.

En general, practicamente todos los equipos, recurrieron a representaciones graficas
para realizar una u otra de las anticipaciones pedidas. Esto dio lugar a que en ciertos
casos consideraran del mismo tamafio a % y 1/3 de unidad 6 % y 2/3. Al realizar las
representaciones, era notoria la necesidad de nombrar los pedazos obtenidos en cada
reparto. Asi, ocurrio que llamaran “un medio” a un tercio o “un pedacito” a un sexto. Esta
dificultad para nombrar con precisién la fraccién de unidad contribuy6 a que no pudieran

identificar equivalencias.
APUESTA 1: (A los nifios de qué equipos les tocard, a cada uno, mas de un pastel?

En dos equipos (1 y 7) esta pregunta se interpreté como: ¢en qué equipos se reparte
mas de un pastel? Obviamente les parecié muy facil: en el equipo 1 (2 pasteles), en el

equipo 2 (2 pasteles), etc.

%7 . para obtener los totales se considerd correcta una respuesta cuando incluye por lo menos un caso con las
condiciones que se piden y si no incluye ningun incorrecto.
- Los nifios no utilizan la notacion (n,m) que empleamos aqui.
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Cuatro equipos dibujan el reparto correspondiente a cada caso y estiman cuando toca
a cada uno méas de un pastel. Uno de ellos, divide sistematicamente los pasteles en

mitades:

A
A B C B A B A B A B
C

(2 pasteles, 3 nifios) (3 pasteles, 2 nifios)

De esta manera les cuesta mas trabajo identificar los casos en que a cada uno toca
mas de un pastel. No obstante, en los cuatro equipos encontraron por |o menos un caso

(y a veces no encontraron mas, simplemente porque se contentaron con uno).
APUESTA 2: ¢ A los nifios de qué equipos les tocara la misma cantidad de pastel?

Esta pregunta resultd ser la mas dificil para los nifios (ver analisis previo). La
redaccién confusa llevé a algunos a contestar: “a todos” (a todos los nifios de cada equipo
les toca lo mismo). En algunos equipos re-explicamos la pregunta y, en los que pudimos
observar, recurrieron a los dibujos. Sin embargo éstos eran imprecisos, dificiimente
podian encontrar en ellos las equivalencias. En el caso del equipo 5, al representar el
reparto 2 pasteles, 4 nifios, uno de ellos dijo: “Aqui es una mitad para cada quien”. A

partir de esto, se dedicaron a buscar otro caso en el que también tocara una mitad.

Esperdbamos que la familiaridad con la mitad y la posibilidad de visualizar el tamafio
del pedazo les haria encontrar las equivalencia (2, 4) = (1,2) = (3, 6). Sin embargo,
como puede verse en el cuadro, éstas sélo fueron identificadas por 2 equipos. La otra,
aparentemente mas compleja: (6, 4) = (3, 2) fue identificada por lo menos por 2 equipo
también. Notemos finalmente que s6lo un equipo responde buscando nameros iguales. (2,
3) = (3, 2).

APUESTA 4: Di por lo menos un equipo del que estés seguro que les toca lo mismo de

pastel que a los del equipo 5 (1, 2).

Vemos que en este caso, practicamente todos, encontraron por lo menos una
equivalencia, lo que se explica por un lado, por la mayor facilidad de visualizar este
pedazo y por el hecho de que ahora s6lo deben buscar aquellos repartos que arrojan un

pedazo equivalente a otro ya dado.
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Extrafiamente el equipo 5 que encontrd la equivalencia (2, 4) = (1, 2) en la pregunta
2, escribe para esta pregunta (1, 3). Esto puede deberse a la imprecision de sus

representaciones graficas:

(1,2) (1,3)

APUESTA 3: (A los nifios de qué equipos les tocara mas pastel que a los del equipo 1
(2, 3)?

Efectivamente la mayoria de los equipos selecciona los repartos en los que a cada
nifio toca mas de un pastel. No pudimos conocer los procedimientos que emplearon, pero
es muy probable -por lo que observamos en las otras preguntas- que se hayan dedicado a
discriminar, a partir de sus representaciones, los casos donde tocaba mas de un pastel

por nifio, sin analizar lo que sucedia con los otros casos.
Realizacion de los repartos

No hubo problemas en esta tarea. Todos hicieron su reparto con bastante precision
aun en los casos dificiles de tercios y sextos. Fue éste el momento en que el grupo se

concentrdé mejor en su trabajo.
Confrontacion colectiva

Se pegob en el cuadro del pizarron el pedazo correspondiente a cada reparto (ver
pagina siguiente). Se pudieron verificar rapidamente las apuestas 1, 3 y 4. A simple vista
pudieron constatar las relaciones en cuestion. El maestro hizo algunos intentos para que
los nifios explicaran como habian logrado anticipar. Como los pedazos ya estaban a la
vista, los nifios no entendian qué pretendia el maestro. Uno dijo enfaticamente: “Pero, ahi

esta, ahi se ve”. No se pudo ir mas lejos.
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Equipo NN%' ((jje; ?}?ﬁ;l A cada uno toca:
1 5.3 V2222 (% +1/6)
2 2-4 (%)
3 1-3 % Z (1/3)
4 3-2 (1%)
5 1-2 (*2)
6 3.6 (%)
, - 7 (¥ + 1/12)
N
(1%)
8 6-4

Hubo un solo caso interesante, para la pregunta 2: los pedazos correspondientes a (1
pastel - 3 nifios) y a (2 pasteles - 6 nifios) no tenian la misma forma y, por lo tanto, no era
evidente que fueran del mismo tamafio. Un alumno que habia previsto esta equivalencia
(ésta no fue anotada en hoja de apuestas) se levanta y dice, refiriéndose al reparto (2, 6):
“Pero, se hubiera podido repartir asi, un pastel para tres nifios y un pastel para tres nifios,
les toca lo mismo”. Es claro que hizo una anticipacion correcta. Al no funcionar la prueba

empirica, se vuelve necesario explicitar el razonamiento seguido.
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En 4° grado

En este grado la actividad se desarroll6 mas ordenadamente. Esto nos permitio

registrar mejor los procedimientos de resolucion asi como algunos argumentos emitidos

en la confrontacion colectiva.

Se observé una tendencia significativamente mayor que en 3° a realizar las

anticipaciones sin acudir a la representacion grafica. Asi mismo, los razonamientos

seguidos para anticipar fueron casi siempre explicitados.

Estas son las respuestas proporcionadas por los nifios al inicio de la confrontacion:

_W Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Equipo | Total
Apuestas 1 2 3 4 5 6 7 8
1. ¢ A los nifios de qué equipos | (6,4) | 6,4) | 6,4) | 6,4 | 3.2 | 3,2 | (3,2) | (6, 4) 8/8
les tocara, a cada uno, mas de (3, 2) 3,2 | 6,4 | 6 9 (3, 2)
un pastel?
2. ¢Alos nifios de qué 2,3)]124)] 23 1B,2y]| 1,2 B2 ] @2 |24y]| 4/8
equipos les tocaré;a misma L2aleslea| el @3] @6 a2
cantidad de pastel~ (3, 6) 3, 2)y| @ 4 6, 4)y

2,3) 3 2)

3. ¢Allos nifios de qué equipos | (6,4) | 6,4) | 6,4) | 6,4 | 6,4 | 3.2 | 3,2 | (6,4) 8/8
les tocard mas pastel que a los (3,6) | (6,4) (3,2
del equipo 1?
4. Di por lo menos un equipo B6)|l2H|B6 |24 12|36 B6)]| 24| 78
del que estés seguro que les 1,2 | @ 4
toca lo mismo de pastel que a 6, 8)
los del equipo 5. '
TOTAL 3/4 4/4 3/4 3/4 3/4 3/4 4/4 4/4

Como en 3° la apuesta 2 resulté ser la mas dificil para los nifios.

APUESTA 1: ¢ A los nifios de qué equipos les tocara, a cada uno, mas de un pastel?

Casi todos los equipos encuentran por lo menos un caso. Tres equipos dibujaron el

reparto y los otros no. En la confrontacién (con los pedazos ya puestos en el pizarrén) un

equipo justificara asi su respuesta: “Porque son mas pasteles que nifios”

APUESTA 2: (A los nifios de qué equipos les tocara la misma cantidad de pastel?

Curiosamente en este grupo sélo un equipo encontrd la equivalencia entre (6, 4) y (3,

2) y ninguno encontro la equivalencia entre (1, 3) y (2, 6). La tendencia a identificar solo
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los casos que arrojan un medio es mas marcada que en 3% grado. Esto puede deberse a
que en 3° recurrieron mas a la representacion grafica. De los 4 equipos que encontraron
equivalencia, dos de ellos no acudieron a la representacion gréfica. En la confrontacion
colectiva, un nifio de uno de estos equipos, al ser interrogado por el maestro acerca de
como encontro las equivalencias (1, 2) = (2, 4) = (3, 6) dice:

Al: “Por ldgica, pensando”

M: “¢Pero como es eso, como lo supieron?”

Al: “Lo dividimos, al equipo 5[1, 2] le toca un medio y a nosotros [3, 6] un medio y a
los del equipo 2 [2, 4] un medio y entonces por légica nos toca lo mismo.

Nuevamente, parece que la representacion mental de la division es factible sélo para
el caso de un medio. Es claro también que aun no manejan la relacion (n, m) = (kn, km).
Aparecen también en este grupo ciertos errores caracteristicos: pensar solo en el total de
pasteles, como (2, 3) y (2, 4), o seleccionar pares que contienen numeros iguales como
(3, 2) y (2, 3). Algunos de estos errores pudieron deberse también a estimaciones

basadas en representaciones graficas poco precisas.
APUESTA 3: ¢ A los nifios de qué equipos les tocard mas pastel que a los del equipo 1?

No sabemos cuantos equipos acudieron a la representacién grafica, pero en la
confrontacion colectiva, una alumna justificé diciendo: “Ahi (2, 3) les toca menos de un

pastel y a éstos (3, 2) y (6, 4) les toca mas”

APUESTA 4: Di por lo menos un equipo del que estés seguro que le toca lo mismo de

pastel que a los del equipo 5 (1, 2)

Vemos nuevamente que esta pregunta sobre equivalencias para el caso especifico

de % es mucho mas accesible que la pregunta 2.
Otros problemas que surgieron en la confrontacién colectiva

- Pedazos de misma area pero diferente forma. Una vez puestos los pedazos
arrojados por cada reparto en el pizarrén, pudieron verificarse casi todas las
apuestas sin problemas. En el caso de los 3 pedazos iguales a un medio del
entero, dos de ellos tenian diferente forma:

P

No obstante, todos los alumnos estuvieron de acuerdo en que eran del mismo

tamafio, sin necesidad de verificarlo (mantienen su anticipacion).
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En el caso de los repartos (1, 3) y (2, 6) en los que nadie anticipé que podian ser
equivalentes, los pedazos que se obtienen también son de diferente forma y por lo

tanto no ven la equivalencia:

.....................................................................

(1/6 + 1/6) (% +1112)

El maestro insiste un poco: ¢No hay ningun pedazo del mismo tamafio que el de 2
pasteles 6 nifios? En ese momento un nifio despega los pedazos correspondientes
al reparto (1 pastel 3 nifios), los intenta sobreponer en los del reparto (2, 6), no lo
logra y vuelve a su lugar. Nadie mas ve la equivalencia. Este nifios tal vez
sospech6 que podia haber equivalencia al ver la relacién numérica entre (1, 3) y
(2, 6).

- Verificacion de los repartos. Varios nifios se mostraron escépticos en cuanto a
que los repartos estuvieran bien realizados. Pidieron que se verificaran. La

verificacién consistié en reconstruir los enteros a partir de los pedazos.

Conclusiones

Practicamente todos los nifios de 3° y 4° grado logran abordar el problema, en el
sentido de coordinar las dos variables en juego (No. de nifios - No. de pasteles) para
establecer comparaciones sobre el tamafio de lo que toca a cada uno. En cambio, una
notoria diferencia entre los nifios de 3° y 4° es que por lo menos la mitad de los nifios de
4° pueden representarse mentalmente el reparto y, en un caso pudieron formular un
criterio general de comparacion: si hay mas pasteles que nifios, a cada uno toca mas de
un pastel. En 3% grado en cambio acuden en general a la representacion grafica para
poder anticipar. El que lo hagan es, por supuesto, un paso importante. Sus
representaciones son ya un buen modelo de la situacién: el tamafio y la forma de los
pasteles no se respeta, en cambio, los pasteles son entre si del mismo tamafio, se dividen

exhaustivamente y en partes iguales, etc.

La apuesta 2 obtuvo en ambos grupos la mitad de aciertos que los demas, en
particular, la mitad de ciertos que la apuesta 4, siendo que la 2 se podia contestar con lo
mismo que la 4. Es muy posible que esto se deba al hecho de que en la apuesta 4 se da

de entrada un reparto dado (1 pastel - 2 nifios) cuyo producto, ademas, es facil de
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visualizar. Los nifios tienen que estimar cudles de los repartos siguientes arrojan un
medio. No es dificil que pronto se den cuenta que tiene que haber dos veces mas nifios
que pasteles. En la otra apuesta, en cambio, tienen que discriminar las equivalencias sin
un punto de partida: comparan el primer reparto con el segundo, ¢y luego?, el segundo
con el tercero, o el primero con todos los demas, pero el primero no es facil de visualizar
(2, 3)... Afladamos a esto el hecho de que no pueden nombrar aun las fracciones que
resultan de cada reparto (excepto un medio o0 quizas un tercio y un cuarto). De cualquier
manera es claro que la posibilidad de realizar anticipaciones acerca de la equivalencia,
depende en este momento de la posibilidad de representarse la fraccién del entero en
cuestién. La relacion (n, m) = (kn, km), en este contexto, no es manejada por los nifios. En
situaciones posteriores, ante un problema distinto, veremos a los niflos manejar con

soltura esa relacion.

En la verificacién de las apuestas mediante su cotejo con los productos reales del
reparto no sucedié siempre -como pensdbamos- que la evidencia de los hechos (la
comparacion de los pedazos ya pegados en el pizarrén) fuera el criterio para validar o
invalidar las respuestas. Recordemos un ejemplo: los pedazos correspondientes a los
repartos (1, 3) y (2, 6) resultaron con formas muy distintas tanto en 3° como en 4°. Sin
embargo, en 3°, un alumno habia anticipado esa equivalencia, y, no conforme con las
apariencias, sefala que el reparto (2, 6) podria haberse realizado de otro modo (explica
cudl) de tal forma que el pedazo resultante fuera igual al pedazo del reparto (1, 3). En
cambio, en 4° donde nadie anticip6 esa equivalencia, los esfuerzos del maestro para que

la encontraran fueron inttiles.

Este es un ejemplo en el que la verificacibn empirica no es contundente, mas aun,

esté afectada por las hipotesis previas de los nifios.
Comentarios sobre el disefio de la situacion:

La fase dedicada a hacer anticipaciones resulté demasiado larga para el grupo de 3°.
Por otro lado, las apuestas estan redactadas de una manera poco precisa. La apuesta 2
requiere de un tiempo de realizacion mucho mayor que las otras tres. Cabe sefialar que
esta apuesta ya habia sido suprimida antes del dia en que se realizaria la
experimentacién de esta situacion. En su lugar se proponia otra (Di por lo menos dos
equipos de los que estés seguro que les toca, a cada niflo, menos pastel que a los del

equipo 1). Sin embargo, debido a un error, se fotocopio la hoja original.
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Situacion didactica 2.1: Construir el entero

Desarrollo

1.

5.

6.

Consigna: Cinco nifios fueron al cine y en el intermedio decidieron comprar
caramelos. El dinero que llevaba sélo les alcanzé para comprar 2 caramelos, de
manera que se los repartieron en partes iguales. Sabemos que a cada nifio le tocé
un pedazo de este tamafio (pedazo de 4 cm). Averigiien de qué tamafio eran los

caramelos que compraron los nifios. (5 min.)

. Trabajo en equipos: Construyen al caramelo entero; para ello se entregan a cada

equipo 5 pedazos de 4 cm. (15 a 20 min.)

. Confrontacion: Se coloca el “caramelo” entero de cada equipo en el piso, anotando

el numero del equipo que lo construyd. En base a las diferencias de tamafo entre
unos y otros el maestro preguntara: ¢Cémo podemos saber cual es el correcto?
En caso de que fueran todos iguales, el maestro apostara a un tamafio diferente

para provocar la confrontacion. (10 min.)

. Segunda consigna: Esta vez 3 nifios se repartieron 4 caramelos. Este es el pedazo

gue tocé a cada nifio (pedazo de 8 cm). Averiglen cudl era el tamafio del caramelo

entero. (5 min.)
Trabajo en equipos: Se entregan a cada equipo 3 pedazos de 8 cm. (10 min.)

Confrontacion: Similar a la anterior.

Organizacion:

- Equipos de 4 nifios

Material:

A cada equipo:

- 5 pedazos de popote de 4 cm c/u
- 3 pedazos de popote de 8 cm c/u
- Algunos popotes para recortar (= 20 cm c/u)

- Tijeras
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Anélisis previo de la S. D. 2.1: Construir el entero>®

Conaciendo los datos del reparto (5 nifios, 2 enteros) y teniendo el pedazo que tocé a

cada nifio, se pueden movilizar los siguientes procedimientos para construir el entero:

1) Unir los 5 pedazos para obtener los dos enteros y después dividir entre dos:

C | | | | | |
. pedazo . H . .
E P | —> : !

- )
—~

entero

Subyace el tomar en cuenta que la unién de las partes es igual a la uniéon de los

enteros.

2) Unir dos pedazos y medio para formar un caramelo entero:

pedazo
I_H

T
DA
entero
Subyacen la misma reflexion que en 1), pero se realiza mentalmente el calculo: si los

dos enteros estdn formados por cinco pedazos, un entero esta formado por 5 + 2
pedazos, es decir, por 2 %2 pedazos (puede pensarse también como si se tratara de un

reparto: de estos 5 pedazos tengo que obtener 2, o repartirlos entre 2).

3) Cortar pedazos a la mitad y unir 5 de esas mitades:

1 pedazo

Esto ocurrira si se representa el reparto para saber como se formaron los pedazos: (el
tamafo de los enteros no es real, lo que interesa es ver como estan formados los

pedazos).

ABCDEl |ABCDE

B A partir de esta situacion trabajaremos con longitudes (Ver Capitulo 3).
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Una manera de repartir puede consistir en dividir cada entero entre cinco. A cada uno
tocarian dos de esos quintos. Entonces, el pedazo que se les dio esta formado por dos de
esos quintos: [T ] .Para reconstruir el entero (deshaciendo el reparto) se necesita
cortar en dos (V(l)/I?/e?/Z tener 1/5) y unir 5 veces. Este procedimiento es largo, exige tener
muy claro que en el pedazo que se les entregd esta contenido todo lo que tocd a un nifio,

pero, en cambio, no exige la reflexion de los procedimientos 1 6 2.
4. Aproximar al tanteo el tamario del entero.

Si deciden verificar sus aproximaciones, tendran que comparar sus dos enteros con
los cinco pedazos (y estamos practicamente en el caso 1), o bien, repartir sus dos enteros

entre cinco, lo cual es demasiado largo.

En resumen, los procedimientos que implican la movilizacion de la relacién n entero =
m pedazos son los mas econdémicos. Por ello tienen mayores probabilidades de ser
adoptados, si no de entrada, si después de la confrontacion de resultados. Por otro lado,
para llevar a cabo la verificacion (¢,cémo saber cudl entero es el correcto?) la
comparacion de n enteros con m pedazos vuelve a ser la manera mas econdmica,
aungque no sera convincente para quienes no sea claro que tal igualdad debe darse.
Podria suceder que para quienes implementen la estrategia 3, la Unica prueba

satisfactoria fuera el relato de como construyeron el entero.

En el segundo problema (4 caramelos, 3 nifios) el pedazo que toca a cada nifio es
mas grande que el entero y esto queda un poco escondido por el hecho de que les
entregamos un pedazo homogéneo en vez de un entero y un pedacito (si se reparten 4
caramelos entre 3 nifios, a cada uno toca un entero y un pedacito). Ademas es mas dificil
visualizar tercios que medios. No obstante, este problema puede resolverse con los
mismos procedimientos que el anterior, aunque, en el caso del procedimiento 3 (a partir
de una representacion del reparto, averiguar como esta formado cada pedazo) hay un
peligro: al representar como fue el reparto (4 caramelos entre 3 nifios) descubrirdn que

cada pedazo esta formado por un caramelo entero y un tercio de caramelo:

(caramelo entero)

| A | | B || C | [A I B [Cc |
a cada uno toca: | A [A ] (1 1/3 de caramelo)
pedazo
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Entonces, como lo que ellos tienen es el pedazo y desean obtener el entero, querran
quitar al pedazo ese tercio que les sobra. Pero, ¢tercio de qué? del caramelo y no del

pedazo. Ese tercio del caramelo es un cuarto del pedazo:

| ———— 1/3 del entero o ¥ del pedazo
| |

~—

entero

—~—

pedazo

y esto es lo que muy posiblemente los nifios no veran: Quitaran entonces un tercio
de pedazo:

~—

pedazo

Si quitan ese tercio a sus tres pedazos para formar los cuatro enteros caeran en la
cuenta de que estos enteros no les quedan del mismo tamario:

1 [

2 [ i

3 | I
\'4 \¥4 \'4

4 | |

En este caso, sdlo la constatacion de su error podria hacerlos reflexionar acerca del

famoso tercio, o bien, cambiar de estrategia.

En este caso la estrategia 1 es la mas econdémica.

Andlisis de la experimentacion de la S. D. 2.1: Construir el entero

Fecha: 29 - 05 - 85
Duracién: 3°: 1 h 05 min.
4°: 1 h 07 min.

En 3* grado:

Primera parte.

Al escuchar la consigna (5 nifios, 2 caramelos) hubo desconcierto en varios alumnos. No
entendian de lo que se trataba. Preguntaban que si los caramelos enteros eran los

popotes largos que les dimos para recortar o que si los caramelos enteros eran los cinco
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pedacitos que les dimos. Re-explicamos en varios equipos la consigna, pero en algunos

persistieron esas interpretaciones.

Esto no es de extrafiar. La consigna original es muy larga y, sobre todo, plantea un
problema bastante insélito. Finalmente, el problema se puede resolver como un simple
reparto: repartir 5 entre 2, cosa que ellos saben hacer. Pero concebir ese procedimiento
pasa por el hecho de poder hacer alguna representaciéon (mental o gréfica), de la accion
directa: el reparto (ésta podria consistir por lo menos en estimar el tamafio de los
enteros). En la dificultad que muestran los nifios para entender la consigna podemos ver
que esa reflexiéon no es inmediata, y mientras no lo hagan, no pueden realizar ninguna

accion sobre su material.

De los 8 equipos:
- 3 equipos lograron construir el entero correctamente.
- 1 equipo construy6 un entero del tamafo e los 5 pedazos.
- 4 equipos no construyeron el entero.

En los equipos que resolvieron bien este problema, se utilizaron los siguientes

procedimientos:

1) Alinean los 5 pedazos, cortan el de en medio a la mitad y forman el entero uniendo

2 pedazos y la mitad de uno:

Q ) Q ) Q ) Q ) Q )

~—

—~—

un entero

Es claro que se parte de que los 5 caramelos forman los dos enteros (Procedimiento

2 en analisis previo). Este procedimiento fue utilizado por 2 equipos.

2) Miden la longitud de un pedazo: 4 cm. Multiplican esto por 5 (porque son 5
pedazos): 5 x 4 = 20 cm. Dividen esto entre dos: 20 + 2 = 10 cm. Construyen el

entero de 10 cm.

Al multiplicar por 5 obtienen la longitud de los 5 caramelos. Consideran que ésta es
igual a la de los 2 enteros, por lo tanto, dividen entre dos (Procedimiento 1 en el analisis

previo). Este procedimiento fue utilizado por 1 equipo.
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En el equipo en el que rednen los 5 pedacitos para formar el entero posiblemente
consideran que, en efecto, la union de todo lo que se repartié debe dar el todo que fue
repartido. Lo que construyen por lo tanto es el todo. Hay entonces un paso que parecen
no poder dar aun: concebir que ese todo esta formado también por partes. En la
confrontacion colectiva, cuando estos nifios explicaron su procedimiento, un alumno les

pregunto: “¢... entonces donde esta el otro caramelo?”. No pudieron contestar.

La confrontacidon colectiva. Estamos sentados haciendo rueda en el piso y cada
equipo ha puesto su caramelo, de manera que se puedan apreciar las diferencias de
tamafo entre uno y otro (esta disposicion resultd impractica: los nifios de atras no podian
ver, acabaron desinteresdndose). Por otro lado, sélo participaron los que habian podido
construir un caramelo. Los que no lo hicieron, al menos la mayoria, tampoco se enteraron

de las estrategias de sus compafieros.

Para justificar el tamafio del caramelo entero no acudieron, como pensabamos, a la
comparacion de cinco pedazos con dos enteros. Un alumno propone “medir cada popote
con dos pedacitos y medio”. Nadie pregunta por qué ni propone otro recurso. Queda por
lo tanto implicito el motivo por el cual el anterior mide dos pedacitos y medio.
Posiblemente, si se les hubiera pedido que trajeran los dos enteros, se les hubiera

ocurrido comparar 2 enteros con 5 pedazos.
Segunda parte. 4 caramelos, 3 nifios

Unicamente los tres equipos que lograron construir el entero en la actividad anterior

logran construirlo en ésta. Con respecto a los demas equipos:

Construyen el entero uniendo los tres pedazos (el equipo que hizo lo mismo en el

problema anterior)

- Consideran que los pedazos que les entregamos son los enteros y que por lo tanto

les falté un entero para poder repartirlos (un equipo)

- No construyen el entero (2 equipos). En uno de estos equipos, una nifia parece
gue empezaba a comprender el problema porque dijo “jpero los enteros no pueden
ser mas chicos que los pedazos!”. Debié imaginar que si de 4 enteros se sacaron 3

pedazos, las partes debian ser mayores que un entero, y €so, no lo aceptaba.

- Otra nifia (pertenece a uno de los equipos que si pudo construir el entero, aunque
ella no participé) afirma: “Si fueran 5 pedazos, tocaria uno a cada uno y un

pedazo”
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Parece que ha logrado reducir el problema a un reparto: obtener 4 de 3, pero a ella
también le estorba que haya menos pedazos que enteros (3 pedazos, 4 enteros).
Le es mas facil pensar en un caso mas comun: hay mas pedazos que enteros.

Entonces cada entero se forma aumentando el tamafio del pedazo.

Los procedimientos movilizados por los equipos que construyen los enteros, son los

siguientes (un procedimiento por equipo):

1) Juntar los tres pedazos (cada uno representa 1 1/3 de caramelo) y recortar un
popote del tamafio de esos tres pedazos juntos; lo miden y observan que son 24
cm, luego, con ayuda de su tabla de multiplicar, buscan un numero que

multiplicado por 4 dé 24. Construyen el entero de 6 cm.

24 cm

| » 6x4=24 —» entero: 6cm

?
Este procedimiento corresponde al numero 1 del analisis previo, un poco

modificado.

2) Intentan obtener 4 partes iguales a partir de los 3 pedazos. Miden cada pedazo (8
cm), descubren que quitandole 2 cm a cada pedazo obtienen 3 pedazos de 6 cm,

mas uno que se forma con los tres de 2 cm:

8cm 6cm
| % | |
| 7 | |
| 7 | |
21 77770777
&oms 20 gom,

Este procedimiento es similar al numero 2 del analisis previo. Subyace igualmente la

idea de que del total de pedazos debe obtenerse el total de enteros.
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3) Una nifia de un equipo representa graficamente el reparto. Con ayuda del
observador, concluye que el pedazo que se le entreg6 contiene todo lo que toca a

un nifio, es decir, un entero y un tercio:

G A
pedazo
—> %
| C | ~ ~— A —
entero 1/3 ...
V7] B ¢ C |
entero

Decide quitar al pedazo ese tercio para obtener el entero, pero...

V//A’/A

quita el pedazo 1/3 del pedazo en vez de % (ver analisis previos)

Al querer obtener los 3 enteros, ella (y los demas de su equipo) observan que no les

guedan del mismo tamafio, pero, se acaba el tiempo y no pueden ya corregir.

En la confrontacién colectiva se ponen nuevamente los pedazos entregados por 4
equipos, uno al lado del otro. Dos de ellos coinciden (procedimientos 1 y 2), otro es un
poco mas largo (procedimiento 3) y uno mas es mucho mas largo (el equipo que unio los
tres pedazos). El maestro pregunta “¢,como podemos saber cudl es el correcto?” Un solo
equipo intenta explicarse (procedimiento 2). Nuevamente relatan cédmo construyeron su
pedazo (no cotejan total de enteros con total de pedazos): “A cada pedazo que mide 8
cm, le quitamos 2 cm de manera que nos quedaran de 6 cm. Con los 3 pedacitos de 2 cm

formamos el otro de 6 cm.”.

Nuevamente pocos alumnos se interesaron en la confrontacion. Es posible que
precisamente aquéllos que no lograron construir el entero, no hayan participado en esta

fase...
En 4° grado

Suceden los mismos problemas que en 3 grado: se les hace dificil entender la
consigna. En el primer problema (5 nifios, 2 caramelos) algunos nifios insisten en pensar
que los caramelos enteros son los pedacitos que les entregamos, o bien, el popote largo

para recortar. En un equipo, una nifia pregunta al observador: “... entonces, los cinco
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pedacitos ¢son los dos caramelos?” Se percibe un entusiasmo creciente en los equipos

conforme sienten descubrir de lo que se trata.

Finalmente, sélo 4 equipos de los 8 construyen un entero, En los 4 casos éste es del
tamano correcto y en los cuatro aplican el mismo procedimiento: unir 2 pedazos y medio
pedazo (procedimiento 2 en andlisis previo). Suponemos que en los otros 4 equipos no

llegaron a entender la consigna.

En la confrontacién, verifican yuxtaponiendo el entero construido con dos pedazos y

[ ——
pedazo : :
entero
al hacer esto, un alumno dice: “Son 5 nifios, compraron 2, uno tuvieron que compartirlo”.

medio: |

Es claro que confunde la accion de reparto, 5 entre 2, en la que se tuvieron que compartir
los dos caramelos, con la accién inversa que él ha desarrollado, reconvertir a los 5
pedazos en dos, en la que si es necesario compartir un pedacito. Su argumento tiende a

justificar como obtener 2 pedazos de 5.

En el segundo problema, al dar la consigna (3 nifios, 4 caramelos) el maestro les
pregunta ¢,como creen que se los repartieron? Un alumno dice “en tercios”. Esta pregunta
del maestro puede haber propiciado que algunos nifios optaran por el procedimiento que

consiste en partir de una representacion del reparto.

Nuevamente hay mas dificultades que en el problema anterior: en un equipo
argumentan que el pedazo no puede ser mayor que el entero. (Lo que prueba que ya
lograron estimar que asi tendria que ser). El observador les pregunta: “Si se reparten
entre ustedes tres, 4 caramelos, ¢a cada uno toca mas o menos de un caramelo?”.
Concluyen que el “pedazo” si puede ser mayor. Hacen una representacién grafica del
reparto, deducen que cada nifio se comeria un entero y un tercio y, después de pensar un
momento, deciden cortar uno de los pedazos en 3 partes iguales. Después, no saben
cdmo segquir; parece inclusive que olvidan lo que querian construir. Parece que la
dificultad esta en distinguir la accion de reparto que representaron (en la que se divide un
entero entre tres) de la accidn inversa que ahora tienen realizar (el tercio anterior ya esta

incluido en el pedazo; hay que quitarlo).

114



Capitulo IV. Andlisis de la experimentacién de la secuencia de situaciones didacticas

En otro equipo que pudimos observar construyen correctamente el entero con un
procedimiento que no aparecié en 3% grado: dividir cada uno de los tres pedazos en
cuatro partes. Formar entonces los 4 enteros, cada uno de los tres pedazos en cuatro

partes. Formar entonces los 4 enteros, cada uno con tres cuartos:

v

pedazos enteros
Este procedimiento se parece a aquél de 3% grado en el que quitan 2 cm a cada
pedazo para obtener 4 enteros de 6 cm, pero en éste subyace un razonamiento distinto:
se trata de una estrategia tipica de reparto como si se propusieran repartir 3 cosas entre
4. Evidentemente, concebir esa estrategia implica tener claro de lo que se trata (en este
procedimiento es notoria la ausencia de una representacion del reparto original, de ahi
que no piensen en dividir los pedazos en tercios) y considerar que el total de pedazos es

igual al total de enteros.

Tres equipos mas lograron construir el entero, dos correctamente y uno
incorrectamente. Este Ultimo construye un entero quitando 1/3 al pedazo (nuevamente la
confusion ya sefalada). Los otros dos no supimos qué procedimientos utilizaron. Por lo

tanto, 4 de 8 equipos construyeron el entero.

En la confrontacién colectiva sélo dio tiempo para que el equipo que construyl los
enteros con ¥ de los pedazos justificara su procedimiento. Su explicacion fue muy

confusa y larga. Nadie logré entender.
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Conclusiones
Resumen de procedimientos implementados:

2 caramelos, 5 nifios

Procedimiento En 3° En 4° Resultado
e Unir dos pedazos y medio 2 equipos 4 equipos Correcto
e Dividir la longitud total formada por los _
5 pedazos, entre 2 1 equipo Correcto
Comprenden el problema: (Totales) 3 equipos ""A'éd'u'i'bas”'
e Unir los cinco pedazos 1 equipo Incorrecto
e No construyen el entero 4 equipos 4 equipos

4 caramelos, 3 nifios

Procedimiento En 3° En 4° Resultado

¢ Dividir la longitud total formada por los 3
pedazos, entre 4 1 equipo ? Correcto

e Quitar 2 cm a cada pedazo para formar
4 pedazos de 6 cm. 1 equipo ? Correcto

e Dividir los pedazos en cuartos; cada
entero = ¥ 1 equipo Correcto

e A partir de una representacion del
reparto, quitar al pedazo lo que le sobra.

1 equipo 1 equipo Incorrecto (quitan
1/3 del entero)
Comprenden el problema: (Totales) 3 equipos 4 equipos
e Unir los tres pedazos 1 equipo 1 equipo
e Consideran que los pedazos son los
enteros 1 equipo incorrecto
 No construyen el entero 2 equipos 3 equipos

Una primera dificultad para los dos grupos fue entender lo que se plantea en esto
problemas: concebir que lo que se tiene no son cosas para repartir, sino productos de
reparto. Hemos visto que esta reflexion exige poder representar, mental o graficamente, la
accion directa de repartir, o bien tener presente que el total de pedazos constituye
también el total de enteros. Pero aun en este Ultimo caso, es necesario pensar en la
acciéon de reparto, ya que es ésta la que indica, que los enteros que se construyen
arrojaran los pedazos que se tienen. Se trata por lo tanto de realizar una accién inversa y
la condicion es tener una representacion de la accién directa. Podemos decir que por lo
menos la mitad de los nifios de ambos grupos tuvieron problemas a este nivel. Esto se
refleja en las interpretaciones que se hicieron de la consigna: los enteros son los pedazos,
0 el popote para recortar, y en la imposibilidad de realizar cualquier accion (podrian, por

ejemplo, haber construido un entero por simple estimacién). En cambio, en los casos en
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gue se llegé a comprender el problema, se encontré siempre alguna estrategia, aunque a
veces hubiera tropiezos en el camino. A pesar de que nuestros registros son muy
parciales, podemos identificar un nivel intermedio entre los que no pudieron hacer nada (o
identificaron los enteros con los pedazos) y los que si construyen un entero aproximado:
estaria formado por aquéllos que construyen un entero uniendo todos los pedazos. Esta
accion supone ya que la union de los pedazos debe volver a dar el todo que fue repartido.

El obstaculo esta tal vez en no concebir que ese todo esté formado también por partes.

En el segundo problema aparece una dificultad suplementaria: aceptar que el pedazo
puede ser mayor que el entero. En este caso, el popote que representa el pedazo y la
forma de nombrarlo (“pedazo”) contribuyen a que haya confusiéon (el pedazo normalmente
seria nombrado como un entero y un pedazo y su constitucion material seria también la
de un entero junto a un pedazo). No obstante, esta contradiccion al sentido comun
propicid la movilizaciéon de procedimientos mas variados. Fue mas necesario en este caso

partir de la relacion: n pedazos = m enteros.

El hecho de que los mismos equipos que resolvieron el primer problema son los que
resolvieron el segundo, es una consecuencia de que, la confrontacion colectiva no sirvio
de canal para difundir las estrategias. Esto puede deberse a que no se presté atencion vy,
sobre todo, a que el relato hecho por los pocos que expusieron su procedimiento no toco
aquello que para los otros es aun un obstéaculo. En todo caso, es claro que no hemos

logrado organizar satisfactoriamente las confrontaciones colectivas.

Hemos decidido volver a aplicar esta situacién en S. D. 2.2.

Situacion didéactica 2.2: Construir el entero (3 chocolates, 2 nifios)
Desarrollo

1. Consigna: “Dos nifios fueron al cine y con el dinero que les sobré compraron 3
barritas de chocolate que se repartieron en partes iguales. Juntando todo lo que le
toco a un nifio, se obtuvo un pedazo de este tamafio (muestra la tira de cartoncito
de 6 cm de largo). Averiguar de qué tamafo eran los chocolates que compraron”.
(5 min.)

2. Trabajo en equipos: (20 a 25 min.)
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3. Confrontacion: El chocolate construido por cada equipo se pega en el pizarrén.
Cuando todos han terminado (o0 a los 20 minutos) se abre la discusion para que
cada equipo defienda su produccién. Si hay procedimientos distintos, tratar de que

todos sean explicitados. (20min).

Organizacion:
Equipo de 4 nifios.
Material:
Para cada equipo:
- 2 tiras de cartén de 6 cm x 3 cm.
- 1 tira de cartulina de 40 cm x 3 x cm.

- L4piz, tijeras, una hoja de papel por si la necesitan.

Andlisis previo de la S. D. 2. 2: Construir el entero (3 chocolates, 2 nifios)

Los nifios conocen los datos del reparto (3 chocolates entre 2 nifios), tienen el pedazo
que toco a cada uno y deben construir el chocolate entero. Este problema se ha planteado
ya dos veces a los nifios (con otros datos). Decidimos proponerlo una tercera vez porque,
en la ultima sesion aun muy pocos nifos (la mitad, a lo mas, de los dos grupos) lograron
abordarlo. Varios empezaban apenas a comprender lo que plantea el problema, y otros ni
siquiera eso. Vimos en este momento la posibilidad de proponer una situacion semejante
a ésta pero relativamente mas accesible (seleccionar el entero entre varios posibles en
vez de construirlo). No obstante, el hecho de que varios nifios mostraran indicios, en el
segundo problema, de empezar a comprender, nos inclind por repetir la misma situacion.
En la siguiente sesion (S. D.2.3) se presentara la variante simplificada si adn se considera

necesario.

En este problema, nuevamente aparecera la dificultad de aceptar un pedazo mayor
que el entero, pero las fracciones en juego (medios y tercios) son quizd mas faciles de

visualizar.

Por otro lado, dedicaremos toda la sesion (x 1 h.) a la resolucién de un solo problema,
con el objeto de dar mas tiempo para la construccién del entero y para la confrontacion

colectiva.

Con respecto al material, cambiaremos los popotes por tiras rectangulares de carton,
Unicamente con el propoésito de facilitar la manipulacion. Los popotes se ruedan sobre las

mesas inclinadas de los nifios y es dificil ponerlos uno después de otro sin que se
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muevan. Hicimos las tiras suficientemente angostas (3 cm) para propiciar que centren su
atencion en la longitud. Ademas, la tira larga que se les da para recortar el entero, tiene

también 3 cm de ancho. De aqui en adelante usaremos este material.
Andlisis de la experimentacion de la S. D. 2.2: Construir el entero
Fecha: 31-05-85

Duracion: 3% grado: + 55 min.
4° grado: + 40 min.

En 3% grado:
Al escuchar la consigna el grupo, en general, se muestra entusiasmado. Varios

alumnos exclaman “jQué facil!”, otro pregunta: “Pero, ¢,se puede hacer?”
Estos fueron los resultados:

Equipo 8: Representan graficamente el reparto (3 chocolates entre dos nifios):

[ A | [ B | LA [ B |

Nuevamente piensan que los pedazos que les dimos son los enteros y parecen
quererlos repartir. El observador les vuelve a explicar la consigna; entonces dicen: “En
cada pedazo hay uno y medio... con dos de esos medios hacen un chocolate” y
concluyen, “Cada pedazo hay que partirlo a la mitad y luego sacar la mitad de la mitad”.
Parece que si tienen la idea de que al pedazo se le tiene que quitar la mitad del entero y
gque ésta no es la mitad del pedazo:

| l |
- G

entero % del entero o 1/3 del pedazo

~— g
~—

pedazo

No logran ver que lo que sobra es 1/3 del pedazo pero, lo aproximan con ¥z del %
(1/4). Descubrir que se trata de 1/3 implica destacar que el entero tiene dos medios y que

por lo tanto en total hay 3 medios en el pedazo... jno es facil!

El equipo construye finalmente un pedazo del tamafio de la mitad de un entero. En la
confrontacion, relatan su procedimiento: “... cada pedazo tiene un chocolate y un medio”.
El maestro les sugiere que lo comprueben con su entero y, en efecto, observan que el

pedazo no contiene 1y ¥ de sus enteros:
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pedazo

enteros construidos
Vuelven a su lugar y reconstruyen el entero, esta vez correctamente. No supimos

como lo hicieron. Posiblemente mediante aproximaciones sucesivas hasta lograr que 1

entero + % entero coincidiera con un pedazo.

En el equipo 5 también consideraron inicialmente que el entero era el pedazo.
Después de volver a explicar varias veces la consigna llegan también a la conclusion de
que el pedazo contiene un entero y medio. Dibujan los 2 pedazos y los parten a la mitad.
Obtienen 4 mitades (jy no 3!) y afirman que “asi no se puede”.

Finalmente construyen un entero del tamafio de 1/3 de un pedazo:

pedazo

A
— ~

| (efectivamente 3 de estos enteros forman
[ —
entero construido

un pedazo, pero no dos pedazos)

En la confrontacién, un nifio (que resolvié el problema) les dice que lo que tienen es
la mitad del chocolate, que debian haber hecho lo mismo con el otro pedazo. Una nifia de
este equipo vuelve a su lugar, y después de un rato, muestra al observador la tira que se
les dio para recortar, marcada de la siguiente manera:

pedazos

— —~ —~

| : : |
|
entero

y dice: “Al partirlo en tres (se refiere al pedazo), lo parti en mitades (el entero que obtuvo

resulto igual a la mitad del que tenia que obtener). Ha podido resolver el problema.

En el equipo 4, traen (en la confrontacion) un entero formado por dos mitades del
pedazo (es decir, su entero es del mismo tamafio que el pedazo). Sin embargo, al pegar
en el pizarrén su entero junto al pedazo, se sorprenden de ver que son del mismo tamafo.
¢, Qué pueden haber pensado? Tal vez, a partir de una representacién como esta:

. a b :
| | |
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estimaron que los pedacitos a y b -que son tercios del pedazo- eran medios del pedazo.
Los nifios no supieron explicarse y volvieron a su lugar. Cabe sefialar que éste fue uno de

los equipos que puede resolver los dos problemas anteriores.

En equipo 6, repartieron 5 chocolates entre 2 nifios. Presentan dos chocolates y
medio y dicen que eso tocO a cada nifio. Varios alumnos les dicen que no se trataba de

repartir. No entendimos que fue lo que interpretaron.

Finalmente, 2 equipos mas no hicieron nada y otros dos construyeron correctamente
el pedazo (los mismos que lo lograron en los dos problemas anteriores). En uno de ellos,
igual que la vez anterior, quitan 2 cm a cada pedazo (de 6 cm) formando asi los 3 enteros
de 4 cm. En la confrontacién relatan su procedimiento sin poder explicar como supieron
que habia que quitar precisamente 2 cm. El otro equipo corté una tira del tamafio de los
dos pedazos y lo dividié entre 3. En la confrontacion muestra que los dos pedazos y sus

tres enteros miden lo mismo:

pedazo
~— — —~
|
entero

En resumen:

De los tres equipos que ya habian resuelto los problemas anteriores, 2 lo vuelven a
resolver y uno no, muy posiblemente debido a una estimaciéon que le hace confundir un
medio con un tercio. De los 5 equipos que no pudieron resolver los problemas anteriores,
2 lo lograron esta vez, aunque soOlo después de verificar que en su primer intento es
erroneo. En ambos casos optaron por el camino mas dificil: partir de la representacion del
reparto (en vez de partir de la reflexion que permite equiparar el total de enteros con el
total de pedazos), lo que los llevé a la compleja tarea de averiguar qué fraccion del
pedazo debe ser quitada. Tres equipos siguen sin poder (¢0 querer?) resolver el

problema.
En 4° grado:

De los 8 equipos, 5 equipos construyen el entero correctamente y 3 no lo logran. De

los 5 que lo construyen:

121



Capitulo IV. Andlisis de la experimentacién de la secuencia de situaciones didacticas

- 3 obtienen la longitud de los 2 pedazos alineados (6x2 = 12 cm) y dividen entre 3

para obtener la longitud del entero (4cm)

- En un equipo quitan 1/3 a cada pedazo para obtener 3 enteros (de 2/3 de pedazo

cada no):

|| | — | || ||

- En un equipo dividen cada uno de los dos pedazos en tres partes iguales. Forman

los 3 enteros, cada uno con dos de esos tercios:

|| | — | || ||

En la confrontacion se ve que los pedazos construidos por estos 5 equipos son todos
del mismo tamafio. Varios equipos explican su procedimiento relatando lo que hicieron:
“Vimos que todo esto eran los 3 chocolates entonces dividimos entre 3...”. Un equipo se

limita a mostrar que sus 3 enteros coinciden con los dos pedazos.

De los equipos gque no construyeron el entero, sélo pudimos observar a uno. En éste,
empezaron por considerar que los enteros eran del tamafo de los pedazos. Después
afirmaron que cada pedazo contiene dos enteros. El observador les pregunta que,
entonces, cuantos enteros habia: “jCuatro!”. Por fin corrigen: “En los dos pedazos hay 3

enteros”, pero no intentan construir el entero.

Conclusiones

En esta tercera ocasion en que los alumnos se enfrentan al problema de construir un
entero notamos un pequefio avance: 2 equipos mas en 3% grado y uno en 4° grado logran
resolver el problema. Podriamos preguntarnos: si una buena parte del grupo pudo
conocer los procedimientos de resolucion de algunos de sus comparfieros en la
confrontacion colectiva, ¢por qué entonces no pueden resolver de entrada el tercer
problema que es, finalmente, similar al anterior? En el caso de 3° podriamos explicarlo por
el hecho de que la mayoria de los nifios no se interesé en la confrontacion, pero en 4° no
fue asi. Nos inclinamos entonces por pensar que los procedimientos de resolucion
mostrados al grupo no pueden ser apropiados por los nifios mientras no logren concebir,
una de las dos relaciones que subyacen a estos procedimientos: el total de pedazos
contiene (y es igual) al total de enteros, o bien, a partir de una representacion del reparto,

asignar al pedazo lo que tocara a cada nifio. Ambas suponen, reconocer que los pedazos
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son el producto de un reparto, y hemos visto que esto tampoco es inmediato para varios
nifios (la dificultad aqui estd en concernir que se trata de un recorrido inverso a otro que

no fue experimentado, y que por lo tanto debe ser aceptado como hipoétesis).

Es claro entonces que el trabajo intelectual mayor esta en comprender la consigna
(ésta implica a las reflexiones sefialadas). So6lo a partir de esto puede movilizarse alguna
estrategia, y puede recibirse la retroalimentacién que proporciona la situacion y que hara

evolucionar la estrategia.

Por otro lado, observamos que los equipos a los cuales mas trabajo costo resolver el
problema, optaron preferentemente por la estrategia mas elaborada: representar el
reparto. ¢Se debe a que en las multiples explicaciones que hicimos de la consigna,
enfatizamos que un reparto ya habia sido realizado y esto centr6 su atencién en el
reparto? O bien, la opcion por esa estrategia refleja la necesidad de realizar la accion
directa de repartir para poder concebir la accion inversa, o bien, por Ultimo, para estos
nifios, la reunién de los pedazos no necesariamente vuelve a dar el total que fue repartido
(no conservacion de la longitud). La otra estrategia (dividir el total de pedazos entre el
namero de enteros), finalmente mucho mas sencilla, no se apoya en una representacion
del reparto. Se basa directamente en la relacién n pedazos = m enteros. Parece, entonces
gue esta segunda estrategia refleja una posibilidad mayor de reflexionar sobre una accion
no realizada (el reparto), abstrayendo el hecho de que no importa cémo se haya hecho el
reparto, el total de los pedazos da el total de los enteros.

Situacion didactica 2.3: Seleccionar el entero
Desarrollo

1. Consigna: “Esta vez tenemos un problema similar al de la sesion anterior, sélo que
ahora tenemos més informacién: sabemos que eran 4 nifios que se repartieron 3
chocolates. El pedazo de chocolate que toc6 a cada nifio es de este tamafio
(muestra la tira café -6 cm-) y en la tienda so6lo vendian chocolates de 3 tamafio
(muestra las tiras roja, azul y amarilla). Se trata de averiguar de cual compraron los
ninos”.

2. Trabajo en equipos: Se entrega a cada equipo un pedazo (tira café) y un entero de

cada color. Se avisa que si necesitan mas, pueden tomarlos (15 min.).
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3. Confrontacion. Se registran en el pizarron los resultados de cada equipo, se
discuten las diferencias (si las hay) y se explican los procedimientos distintos para

resolver el problema (15 min.).

Organizacion:
Equipos de 4 nifios.
Material:
Para cada equipo:
- 4 tiras de carton de 6 cm x 3 cm, color café
- 3 tiras de cartén de 8 cm x 3 cm, color rojo
- 3 tiras de carton de 5 cm x 3 cm, color azul
- 3 tiras de carton de 10 cm x 3 cm, color amarillo

(de cada tira, disponen de un sobrante por si los nifios lo necesitan).

Analisis previo de la S. D. 2.3: Seleccionar el entero

Como en las situaciones anteriores, en ésta se conocen los datos del reparto (nimero
de enteros, numero de nifios), se tiene el pedazo que tocd a cada nifio, y es necesario
determinar el tamafio de los enteros que se repartieron, sélo que esta vez, en vez de
tener que construirlo, Unicamente se tiene que seleccionar uno entre tres posibles.
Suponemos que la presencia fisica de los enteros junto a la de los pedazos ayudara a los
nifios que aun tuvieron dificultades en el problema anterior; a distinguir los dos momentos
de la accidn, de repartir: el entero ain no repartido y el pedazo, producto del reparto y
propiciara que consideren el hecho de que el total de enteros debe ser igual al total de

pedazos.
En esta situacion sigue habiendo, a grandes rasgos, dos estrategias posibles:

1. Realizar la accion de reparto con cada uno de los 3 enteros y ver en qué caso el

pedazo resultante es igual al pedazo dado.

2. Buscar con cual de los enteros (A, B o C) se verifica una igualdad entre 3 enteros y

4 pedazos:
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4 pedazos

1 2 3 4

3 enteros

1 2 3

Esta vez, sin embargo, la estrategia 2 resulta mucho méas econdémica que la 1 (la
diferencia en nimero de acciones entre ambas es mayor que en la situacién anterior) y
ésta puede privilegiarla sobre la otra. La Unica reflexién requerida es la necesidad de que
haya coincidencia entre los totales de enteros y de pedazos. Es posible también que los
argumentos emitidos en la confrontacion sean mas accesibles para quienes aun no logren
resolver el problema... aunque, también es mas probable que la técnica de resolucion

(sumamente simple) sea copiada sin que medie una comprension.

Sélo se entregara a cada equipo un entero de cada tipo y un pedazo, aclarandoles
que si necesitan mas los pueden tomar. Con esto, ¢inducimos menos la preferencia por la

estrategia 27?

Anadlisis de la experimentacién de la S. D. 2.3: Seleccionar el entero

Fecha: 3* grado: 03-06-85

4° grado: 31-05-85
Duracién: 3% grado: 55 min.
4° grado: 30 min.

En 3% grado:

Los 6 equipos que resolvieron el problema anterior resuelven éste. Los otros dos
equipos no lo lograron resolver, pero, en ambos casos, se ven intentos de hacerlo, cosa

gue no habia ocurrido en el anterior.

Entre los equipos que si lo resolvieron aparecieron los siguientes procedimientos:
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Alinean los 4 pedazos y comparan la longitud total obtenida con la de los 3 enteros

de cada tipo (4 equipos):

4 pedazos:

3 enteros A:

3 enteros B:

3 enteros C:

En tres equipos solicitaron mas pedazos y enteros para hacer las comparaciones.
En el otro equipo, hicieron marcas sobre una hoja de papel, los pedazos y los

enteros.

En uno de estos equipos, después de encontrar que el entero es el A, buscan otra

forma de superponer los 4 pedazos sobre los 3 enteros A:

pedazos
Dudan si la parte que queda sin cubrir es igual a la parte que sobresale. Parece
que la coincidencia encontrada al comparar la longitud de los enteros alineados
con la de los pedazos alineados no fue para ellos una prueba satisfactoria.
Necesitan comprobar que las superficies miden lo mismo. Sin embargo, podrian
simplemente haber encimado los pedazos alineados sobre los enteros alineados...
¢,0 simplemente tienen curiosidad por ver si de otras maneras se les puede hacer

coincidir?

Los otros dos equipos que resolvieron el problema, acudieron a la mediciéon con
regla (uno de estos equipos ha utilizado este procedimiento desde el primer
problema de este tipo): los cuatro pedazos alineados miden 24 cm. Dividen 24
entre 3, obtienen 8 cm (en uno de estos equipos buscan en su tabla de multiplicar

el nimero que por 3 da 24). Después, buscan cuél de los 3 enteros mide 8 cm....

Durante la confrontacion colectiva, un alumno propone otro procedimiento mas:
“Uno de esos (se refiere a uno de los 3 enteros) es de 3 pedacitos de a 2 cm,

entonces 6y 2,8;6y2, 8,6y 2, 8 (va sefialando los enteros)”. Este procedimiento
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aparecio ya en los problemas anteriores: se tienen 4 pedazos de 6 cm y con ellos

se quieren construir 3 enteros:

N N lej—)/)

3

entonces, como si se tratara de un reparto, a cada entero “toca” un pedazo y como
sobra un pedazo, éste se divide en tres partes (6 cm + 3 =2 cm), y cada tercio (de

2 cm) se da a cada entero.

Por lo tanto cada entero mide: 6 cm + 2 cm = 8 cm Notemos que a este
procedimiento -que consiste simplemente en repartir- subyace un buen dominio de
las relaciones en juego, es decir, si se reduce el problema a obtener 3 partes de 4,
es porque se ha logrado destacar lo fundamental: del total de pedazos se obtiene
el total de enteros. Es el procedimiento mas independiente de la accién de ida (el

reparto de los enteros).

Veamos ahora lo que sucedi6 en los dos equipos que no lograron identificar el entro.

En uno de ellos empiezan por comparar el pedazo con cada uno de los enteros.
Después se proponen ver si el pedazo cabe 2 veces en los enteros que son
mayores que el pedazo. Ahi se detienen. Dicen al observador que “van a

pensarlo”.

Pareciera que consideran que cada uno de los posibles enteros constituye todo lo
gue se repartio (es decir, como si s6lo se hubiera repartido un entero): Entonces
buscan un entero en el que el pedazo quepa un nimero entero de veces, dejando

de lado lo que se plantea en la consigna: eran 3 enteros y 4 nifios...

Al no encontrar ningun resultado, abandonan el problema. También es posible que
consideren que en el reparto, de cada entero salieron los pedazos para dos o tres
nifos (a veces asi sucede) y que entonces juntando dos o tres (0 mas) pedazos

deberia poderse reconstruir el entero, por ejemplo: 3 pasteles, 6 nifios.

[ 1 2 |13 4 || 5 6 |
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Juntando lo que toco a los nifios 1y 2 se obtiene el entero. Este es el caso de todo

- o 1 .
reparto cuyo producto es una fraccion unitaria del entero (—). En las actividades
n

sobre reparto (1.1 a 1.4) estos casos particulares fueron, sin embargo, la minoria.
No obstante, ¢serd necesario retomar algunas de estas actividades con este

equipo?

En otro equipo (6) los nifios no estan en el problema cuando el observador se
acerca. Les pregunta que si saben de lo que se trata. Uno de ellos explica el
problema (correctamente) pero parece que no se les ocurre ninguna forma de
abordarlo. Consiguen mas pedazos y mas enteros, superponen unos sobre otros
al azar. Uno de ellos lo mide y dice que es el amarillo (el de 10 cm) porque mide
10 cm y el café (el pedazo mide 6 ¥2 cm). No logra explicarse més. Tal vez escoge
el de 10 cm por ser el mas grande.

Otro nifio acomoda dos enteros de 10 cm y 3 pedazos asi:

enteros de 10 cm
pedazos

y dice que “de esos dos (enteros) se sacan tres (pedazos)”. En ese momento, otro
nifo de este equipo que miraba lo que hacian en otros equipos, vuelve y afirma ya

saber: toma 4 pedazos y 3 enteros de 8 cm y los pone asi:

enteros de 8 cm
pedazos

El observador le pregunta que por qué hizo eso y él afirma que son los rojos
porgue son los que coinciden. Parece que han podido copiar el procedimiento sin

comprender aun el problema.

Al empezar la confrontacion colectiva todos afirman que el entero es el rojo (8 cm).

Varios equipos explican claramente su procedimiento:
“Fuimos probando, con tres amarillo sobraba, con tres azules faltaba...”

“Como éstos miden 6 cm (los pedazos) y éstos 8 cm (enteros) entonces

buscamos 8x3... esto nos da 24 y estos 4 (los pedazos) nos dan 24...”
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Teniamos la duda acerca de si algunos equipos solo habian copiado el
procedimiento. El observador dice entonces que, segun él, los enteros eran los
amarillos. El maestro advierte que si eso es cierto, todos pierden sus puntos.
Pasa el observador al pizarrén para probar su afirmacion y muestra que también

hay coincidencia con 5 pedazos y tres enteros amarillos (de 10 cm):

5 pedazos

3 enteros amarillos

Varios nifios rien. Algunos dicen: “iSi, nos gand!”. Pronto, otros protestan: “No, ahi
hay més... hay 5 y tenian que ser 4”. Otro nifio agrega: “Y si le quitas el que le

pusiste de mas, sobre y el que si da bien es el rojo”.

Es probable entonces que por lo menos un equipo sélo haya copiado el

procedimiento.
En 4° grado:

Muy rapidamente todos los equipos encontraron el entero adecuado. No hubo
dificultad en entender la consigna. Pudimos observar 5 equipos de los 8 y en éstos todos
recurrieron al procedimiento de comparar la longitud de 4 pedazos con la de 3 enteros de
cada tipo (nadie usé la medicion con regla), aunque no siempre lo hicieron
inmediatamente: por ejemplo, en un equipo unan nifia compara el tamafio del pedazo con
el del entero azul. Al ver que el entero es més chico que el pedazo lo desecha (si 3
enteros deben coincidir con 4 pedazos, entonces los enteros deben ser mas grandes que
los pedazos). Sin embargo, una compafiera suya no ve por qué desecharlo: “Si puede ser

(el azul) porque eran 3”. Finalmente, prueban el caso de cada entero.

Conclusiones

La presencia de los enteros posibles ayudoé, en efecto, a los equipos que no pudieron
abordar los problemas anteriores, a comprender lo que plantea el problema, por lo menos
en cuanto a distinguir los pedazos de los enteros. En 3% grado, sin embargo, los dos
equipos que estan en este caso, no han podido concebir adn una estrategia. Uno de ellos
logra abordar el problema reduciéndolo al caso de un solo entero (buscan el entero en el
gue cierto nimero de pedazos quepan exactamente). En el otro logran concebir que de
los enteros deben sacarse los pedazos, pero no tienen en cuenta los datos del reparto, ni

exigen que el total de enteros coincida con el total de pedazos.
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Resumimos a continuacion las reflexiones subyacentes a las estrategias
implementadas por los nifios en la resolucion de estos problemas (construir el entero):
comprender la consigna implica concebir que la accién que se ejecutara es la inversa del

reparto:

reparto

TN

enteros pedazo

N~

construir el entero

En este punto algunos nifios tuvieron dificultades, consideraron que los pedazos eran
enteros por repartir. La apariencia fisica de los pedazos (no estan formados por los

pedacitos que reflejarian fielmente el reparto) contribuye a esta confusion.

A partir de aqui, hay a grandes rasgos dos estrategias posibles: 1) a partir de la
representacion del reparto o, 2) partir de la necesaria igualdad entre el total de enteros y
el total de pedazos. Esta igualdad no es evidente para todos los nifios. Constituye una
deduccién que deja de lado la forma en la que realizé el reparto. Es probable que algunos
nifios necesiten para comprender el problema, realizar el reparto (representandolo

graficamente) y que esto los conduzca naturalmente a la primera estrategia.

Al partir de una representacion del reparto, se centra la atencidén en la construccion
de un entero. La dificultad esta en distinguir la fraccion de entero que toca a cada uno de

la fraccion del pedazo que hay que quitar o agregar a éste para obtener el entero.

En la otra estrategia se consideran todos los enteros (y no uno solo). Se construye
primero el todo y después cada entero. Esta segunda accidon puede ser omitida, por

distraccion o por cierta dificultad para concebir un todo formado por partes.

Asi, las diversas estrategias movilizadas por los nifios podrian jerarquizarse de la mas
apegada a la representacion del reparto, a la mas independiente de éste, apoyada s6lo en

la relacion: n enteros = m pedazos
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Situacién didactica 2.4: ¢ Cuantos enteros entre cuantos nifios?

Desarrollo

1. Consigna: “Sabemos que algunos nifios compraron chocolates del mismo tamarfio y
se los repartieron en partes iguales sin que haya sobrado chocolate. Los
chocolates era de este tamafio (muestra el entero de 10 cm) y el pedazo que toco
a cada nifio era de este tamafo (muestra el pedazo de 6 cm). Se trata de

averiguar cuantos nifios eran y cuantos chocolates compraron”. (2 min.)

2. Trabajo en equipos: Se entrega a cada equipo un entero y un pedazo aclarando

que si necesitan méas pueden tomarlos. (15 a 20 min.)

3. Confrontacién. Se registran en el pizarrén las respuestas de cada equipo vy, a partir
de las diferencias que existan, los equipos defenderan su respuesta. En caso de
surgir pares equivalentes se provoca la reflexion acerca de si s6lo uno es correcto,

por qué, etc. (15 min.)
4. Consigna 2: Mismo problema con entero de 6 cm y pedazo de 8 cm. (2 min.)
5. Trabajo en equipos: (10 min.)
6. Confrontacion: (10 min.)
Organizacion:
Equipos de 4 nifios.
Material:
Para cada equipo:
- 5tiras de carton de 10 cm x 3 cm, 8 tiras de 6 cm x 3 cm, 5 tiras de 8 cm x 3 cm.
En el primer problema se utilizan las tiras de 10 cm (enteros) y las de 6 cm (pedazos).
En el segundo problema se utilizan las de 6 cm (enteros) y las de 8 cm (pedazos).
Analisis previo de la S. D. 2.4: ;Cuantos enteros entre cuantos nifios?

Se tiene ahora el entero y el pedazo que tocé a cada nifio de un reparto:

entero (10 cm)

pedazo (6 cm)
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Hay que averiguar cuantos enteros se repartieron y entre cuantos nifios.
Teodricamente hay dos procedimientos de resolucion que podrian implementar los nifios
de 3°y de 4°:

1) Realizar los repartos, aproximandose por ensayo y error: repartir un entero entre
dos niflos y comparar el pedazo que arroja ese reparto con el pedazo dado. A
partir de aqui, repetir otro reparto variando los datos del reparto, en funcion de
ciertas estimaciones. Por ejemplo, para 1 entero 2 nifios, el pedazo sali6 mas

chico. Probar para dos enteros 3 nifios o0 para 3 enteros 4 nifios etc.

2) Si se considera que el total de enteros repartidos desee ser “igual” al total de
pedazos obtenidos, se buscard la coincidencia entre cierto nUmero de enteros y

cierto nimero de pedazos:

3 enteros,

v

5 pedazos

por lo tanto se repartieron 3 enteros entre 5 nifios.

La segunda estrategia es claramente mas econdémica y segura (garantiza llegar a un
resultado) que la primera. Suponemos que todos los nifios que ya han utilizado
implicitamente la relacion n enteros = m pedazos, recurriran a esta estrategia. El material
que se les entrega, ademas, desfavorece la primera estrategia: las tiras de carton no son

faciles de recortar, no tienen tijeras, etc.

Es también muy probable que la presencia fisica de los enteros y los pedazos
favorezca (a diferencia de las situaciones anteriores en las que el entero no estaba

presente) que los nifios tengan en cuenta la relacion: Total entero = Total pedazos.

Si asi sucede, la relacion entre enteros y pedazos estara ahora en primer plano: se
convierte en el recurso explicito para resolver el problema. Por otro lado, en esta
situacion, a nivel implicito, se estan ya relacionando dos magnitudes a través de la
conmensuracion. El par (3, 5) que se obtiene esta destinado a funcionar, en situaciones
posteriores, como la medida del pedazo en funcion del entero. Esto, por supuesto, no

tiene aun nada que ver con lo que este par significara para los nifios en este momento.

NOTAS: 1) En la aplicacién de la estrategia 2, puede suceder que los nifios encuentren
otras soluciones (distintas a 3 enteros, 5 nifios), si contindan agregando

enteros y pedazos después de haber obtenido una primera coincidencia:
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6 enteros, 10 pedazos

En este caso, serd interesante que se discuta acerca de si s6lo una

solucion es correcto o varias pueden serlo.

¢, Cuéntas respuestas podria haber? ¢Como obtener otras ademas de

las que aparezcan?
2) El segundo problema (4 enteros 3 nifios) se diferencia del primero sélo
en que los pedazos son mas grandes que los enteros.
Anadlisis de la experimentacién de la S. D. 2.4: ;Cuantos enteros ...?
Fecha: 3* grado: 05-06-85;
4° grado: 03-06-85

Duracion: 3% + 1h 05 min.
4°: + 1h 10 min.

En 3* grado:

Algunos alumnos tienen un poco de dificultad al principio para diferenciar lo que se
plantea en este problema de lo que se planteaba en los anteriores, pero poco después

practicamente todos han comprendido la consigna.
De los 8 equipos, 7 llegaron a un resultado correcto (3 chocolates, 5 nifios).
El otro equipo (4) encuentran: (2 chocolates, 3 nifios).

Veamos esto con mas detalles.

En el equipo 3:
1) Yuxtaponen un entero 2) Traen otro enteroy
y un pedazo: otro pedazo:
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3) al ver que no coinciden de esta manera, buscan otras formas de acomodarlos

(sobre la marcha, agregan otro pedazo):

pedazos

V <—sobra ...
enteros
Llama la atencidbn nuevamente que, a pesar de que no coincidieron a lo largo,
piensan que acomodandolos de otra manera, podrian coincidir. No deducen de la primera
manera de acomodarlos que las superficies son desiguales. ¢No consideran que el ancho
de las tiras es el mismo?, o bien, ¢ detras de esto esta nuevamente la no conservacion del

area (cambiando las formas de ambas superficies podrian llegar a coincidir)?

4) Reacomodan los pedazos a lo largo (como en el paso 2) y agregan enteros y

pedazos, uno a uno, hasta encontrar la coincidencia:

Posiblemente, el haber visto sobre otras mesas las tiras acomodadas asi, les sugirié

que era mejor volver a esa disposicion.

En el equipo 6 (éste es uno de los equipos en donde no pudieron resolver los

problemas anteriores) tienen dos enteros yuxtapuestos con dos pedazos a lo largo:

Un nifio dice al observador: “Yo pensaba que eran 3 nifios y 2 chocolates, pero no,
me equivoqué... Si ponemos otro (pedazo) no completaria, sobraria un espacio”.

Y entonces, también él decide reacomodar de otra manera, agregando ese pedazo:

o

y dice: “Sobra y esto que sobr6 no lo podemos quitar porque esto (el pedazo) ya es lo

gue toco a cada uno”.
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Sin agregar ni pedazos ni enteros, busca otras formas de acomodar. Finalmente se
decide a buscar mas piezas. Después de un reto encuentra la coincidencia (3 enteros 'y 5

pedazos a lo largo). Esta verdaderamente entusiasmado.

Nos encontramos aqui también la necesidad de reacomodar las piezas para ver si asi
coinciden, aunque en este caso es claro que tiene influencia la hipotesis que este nifio
tuvo desde el principio, de que eran 2 chocolates y 3 pedazos. Esta hipétesis se explica
bastante bien si pensamos que esos datos, (2, 3) arrojan un pedazo bastante cercano al
que tienen y que posiblemente los nifios, al querer anticipar, escogen entre datos que les
son relativamente familiares (1, 2; 1, 4; 2, 3; 3, 2; ...). En este caso volvemos a constatar
codmo estas pequefias evidencias empiricas (las superficies no coinciden) se subsumen a

las hipotesis previas de los nifios (busca otras maneras de hacerlos coincidir).

De los otros cinco equipos que llegaron a un resultado correcto (3, 5), tres de ellos
buscaron sistematicamente la coincidencia, a lo largo, entre enteros y pedazos,
agregando uno a uno. No pudimos observar a los dos restantes, ni al equipo que encontré
el resultado (2, 3).

En la confrontacion colectiva, los equipos dictan al maestro sus resultados.

Se apuntan en el pizarrén. Sélo uno difiere (2 pasteles, 3 nifios). El maestro pide a
este equipo (4) que pase primero, Yuxtaponen a lo largo 2 enteros y 3 pedazos:

y dicen: “Son 2 chocolates y tres nifios y el pedacito que sobr6 lo repartimos entre 3", otro
nifio (el del equipo 6, aun sigue muy entusiasmado) pasa al pizarrén y le dice: “No debe

sobrar porque ya esta dado lo que le toc6 a cada nifio”.

En el segundo problema (4 chocolates, 3 nifios) todos los equipos encontraron un
resultado rapidamente. Cuatro equipos encuentran 4 chocolates - 3 nifios y los otros
cuatro encuentran: 3 chocolates - 4 nifios. La resistencia a aceptar que el pedazo sea mas
grande que el entero, les hizo invertir el papel de cada pieza. Pero esto, por otro lado, nos
asegura a nosotros que estan pensando en el problema y no limitAndose a copiar un

procedimiento que por lo demas, se presta para ello.

Solo en uno de los equipos, al ver que varios de sus compafieros dan como resultado
4 chocolates, 3 nifios, caen en la cuenta de su error: “jConfundimos los pedazos con los

chocolates!”.
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En 4° grado:

Primer problema (3 chocolates, 5 nifios). Como en 3°, todos los equipos, excepto uno
llegan a un resultado correcto. En todos los casos, el procedimiento consisti6 en
yuxtaponer a lo largo un entero y un pedazo, y en ir agregando uno a uno enteros y
pedazos hasta obtener la coincidencia. En uno de estos equipos cuando tienen ya 3
enteros y 5 pedazos, sigue habiendo una muy pequefia diferencia entre las longitudes
totales (-~ 2 mm), seguramente debida a imprecisiones en el acabado del material.
Entonces, siguen agregando enteros y pedazos. Llegan a 6 enteros, 10 pedazos. Esto dio
lugar a interesantes reflexiones acerca de la relacién proporcional implicita en estas
equivalencias en la confrontacidén colectiva (en ésta, se aclara también el error cometido
por el equipo que no llegd a un resultado correcto). Reproducimos aqui una parte de la

discusion.

En el pizarrén esta un cuadro con los resultados de cada equipo:

Equipo No. de chocolates No. de nifios
1 3 5
3 6 10
2 3 5
4 2 3
5 6 10
6 3 5
7 3 5
8 3 5

M:  “Hay tres respuestas, ¢ cual estara bien?”
Alos: “Hay dos que estan bien”
M: “¢;Cémo es eso de que hay dos?”

Alos.:“jSi Hugo!”
Un alumno dice que la respuesta del equipo 4 esta mal. Pasa a probarlo al
pizarréon: yuxtapone 2 enteros y 3 pedazos y muestra que no coinciden. Entonces,
una de las integrantes de este equipo defiende su respuesta:

Al:  “Pero el pedacito que sobro lo repartimos asi” (sefiala con el dedo una
division del pedacito entre tres)
Otra Al: “No, pero lo que le tocé a cada quien ya esta ahi, no le puede tocar
mas”
El maestro repite la consigna y enfatiza que el pedazo que se entrega es todo lo
gue tocé a cada nifio.

Al:  “Estaria bien si se tratara de repartir”
M:  “Y de las otras, ¢ cudl estara bien?”

Varios alumnos sostienen que las dos estan bien. Uno de ellos quiere pasar a
probarlo. Yuxtapone 3 enteros y 5 pedazos y muestra que coinciden. Agrega otros
3 enteros y 5 pedazos y muestra que nuevamente coinciden.
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M:  “¢Esta claro para todos?”
Alos: “Si”

Se escuchan comentarios de algunos nifios que dicen que “es la mitad”, y otros
que dicen que “es el doble”. Discuten entre ellos si es mitad o doble. Finalmente
interviene una alumna.

Al:  “Pero no necesariamente tiene que aumentar 3 chocolates y 5 nifios,
sino, por ejemplo, otra cantidad”

M:  “¢Cdmo qué cantidad?”

Al: “No Sé, nueve o algo”

M:  “¢,Como podriamos encontrar otros que si valgan?”

Otro AI “Multiplicando toda la tabla del 3 y sumando de 5 en 5: 25, 30, 35 ..

El maestro escribe en el pizarron:

3 ch., 5 nifios
6 ch., 10 nifios

y los nifios empiezan a dictarle:

9 ch, 15 nifos

12 ch, 20 nifios
15 ch, 25 nifios
18 ch, 30 nifios
21 ch, 35 nifios

Al:  “Si, cada vez que aumento 3 chocolates se aumenta 5 nifios.”

Al:  “Pero no la mitad”

M:  “Aver, ¢qué pasa si lo partimos a la mitad?, ¢ qué pasa?”

Als: “Uno y un medio y dos y un medio (mitad de 3 chocolates, 5 nifios)”
Al:  “A un nifio lo partimos a la mitad”

El segundo problema (4 chocolates, 3 nifios) fue resuelto muy rapidamente por todos
equipos. No sucedi6 como en 3 grado que invirtieran los datos. En cambio, varios

equipos se complacieron buscando equivalencias:

WO (W[

Equipo Chocolates N
4
8
12
4
16
4
4
4

=
N

[N [W|IN|[F-

wiwlw

El maestro les propone que vuelvan a hacer la tabla para ver cudles estan bien.

Todos resultan estar bien.
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Conclusiones

Practicamente todos los alumnos de 3° y de 4° logran resolver el problema, lo cual
implica que consideran la igualdad entre el total de enteros que se reparten y el total de
pedazos arrojados por el supuesto reparto. Sélo en un equipo de 3°. Y en uno de 4° hubo
dificultad para interpretar la consigna (vuelven nuevamente a la accién de repartir). En
todos los casos llegan a la solucion buscando en forma sistematica la igualdad en longitud
de cierto numero de pedazos con cierto nimero de enteros, aunque, como hemos visto,
este recurso no fue inmediato para varios alumnos de 3° quienes insistian en hacer
coincidir la superficie de 2 enteros con la de 3 pedazos (en el primer problema). Es
posible que hayan estimado desde el principio que debian ser 2 y 3. Resulta interesante
que la disposicion de las piezas a lo largo, unas sobre las otras, en la que se muestra la
desigualdad de las superficies, no fue para ellos ninguna evidencia y sostuvieron su
hipdtesis un rato mas, buscando otras maneras de hacer coincidir los dos enteros con los

tres pedazos.

En 4° grado la actividad dio lugar a una reflexién sobre la relacién proporcional entre
el nimero de chocolates que se reparten y el nUmero de nifios a quienes se reparte.
Llegaron incluso a formular ciertas generalizaciones: “Multiplicando toda la tabla del 3 y
sumando de 5 en 57, mismos que aplican en el problema siguiente y que utilizan (por
sugerencias del maestro) como medio para verificar si las soluciones encontradas son
correctas 0 no. Hay una notoria diferencia entre estos resultados y los que se obtuvieron
en la situacion didactica 1.4 en las apuestas que se referian a este mismo punto:
encontrar pares (No de pasteles - No de nifios) que arrojasen pedazos de pastel iguales.
Recordemos que en estas apuestas tuvieron bastante dificultad en encontrar una o dos
equivalencias, no se hable ya de generalizaciones. Esta diferencia es, sin embargo, muy
explicable: en la situacién 1.4 se trataba de anticipar. Tenian que imaginar (o0, a lo mas,
representar graficamente) el producto de un reparto del cual sélo conocian los datos. Esta
vez, en cambio, tienen en la mano los pedazos y los enteros. Constatan visualmente que,
por ejemplo, 3 enteros coinciden con 5 pedazos y que si agregan otro tanto de enteros y
pedazos, necesariamente vuelven a coincidir. A partir de esto, no es dificil que repitan
mentalmente esta accién: otros 3 enteros con otros 5 pedazos volveran a coincidir, y que
hagan la generalizaciéon. Dicho de otro modo: en lo que se concreta la equivalencia es en
la invarianza del tamafio del pedazo (variando los datos del reparto). En la situacion 1.4

tenian que representarse ese tamafo, y en ésta tienen el pedazo en la mano.
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Por otro lado, hemos visto que esta actividad (encontrar los datos del reparto) parecio
mas accesible en ambos grupos que las tres anteriores (construir el entero). La relacion
entre enteros y pedazos que resultd dificil de ser considerada en las anteriores, es
asumida de entrada en ésta. Bien es cierto que ésta la realizaron después de las otras, y
por lo tanto, el conocimiento de las relaciones en juego en el reparto adquirido en aquéllas
(especialmente la relacibn n enteros m pedazos) constituye el punto de partida para
resolver ésta. Sin embargo, considerandolos aisladamente, la construccion del entero
exige un trabajo intelectual posiblemente mas complejo; si sélo se tiene el pedazo y es
necesario pensar que el total de pedazos da el total de enteros y aun resta un trabajo por
hacer: unir los pedazos y dividirlos entre el numero de enteros (aunque hay otras
estrategias posibles). En el caso de la otra actividad se tienen los enteros y los pedazos:
el trabajo fuerte consiste Gnicamente en considerar la necesaria igualdad entre los totales
de enteros y pedazos (ésta es practicamente la Unica estrategia) y la presencia fisica de

enteros y pedazos puede apoyar dichas reflexiones.

Por lo tanto el problema de construir el entero (S.D. 2.1, 2.2, 2.3) deberia ser

posterior al de encontrar los datos del reparto correspondiente a esta situacion.

Situacién didactica 2.5: ¢ Cuantos enteros entre cuantos nifios?
Desarrollo

1. Consigna: “lgual que en la pasada, conocemos el pedazo que toco a cada nifio y el
tamafo de los chocolates que se repartieron. Cada equipo tratara de resolver tres
situaciones diferentes. Se trata de saber, en cada caso, cuantos nifios eran y

cuantos chocolates se repartieron”. (5 minutos)

2. Trabajo en equipos: Se entrega un entero (tira de 12 cm) a cada equipo, y 3
pedazos de diferente tamafio (como so6lo hay 8 pedazos distintos, cada pedazo
serd trabajado por tres equipos). Se les indica que pueden tomar mas enteros o
pedazos de los que les toco.
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Los pedazos se reparten de la siguiente manera:

edazos
a b c d e f g h
equipos
1 X X X
2 X X X
3 X X X
4 X X X
5 X X X
6 X X X
7 X X X (20 minutos)
8 X X X

3. Confrontacion: En un cuadro como el anterior (dibujado en el pizarrén) el maestro
pega cada pedazo sobre la letra que le corresponde y, mas arriba, el entero. Se
vacian los resultados de cada equipo en el cuadro. Se propicia la discusién -

pedazo por pedazo- sobre todo cuando aparecen distintos resultados. (25 min.)

Organizacion:
Equipos de 4 nifios
Material:
Para 8 equipos:
- mas o menos 40 enteros (tiras de 12 cm x 3 cm)

- 8 pedazos de distinto tamafio (ancho: 3 cm):

a: 6 cm (1/2 del entero) + 6 piezas

b: 5 cm (5/12 del entero) + 40 piezas
c: 9 cm (3/4 del entero) + 15 piezas
d: 8 cm (2/3 del entero) + 12 piezas
e: 16 cm (4/3 del entero) + 10 piezas
f: 10 cm (5/6 del entero) + 20 piezas
g: 18 cm (3/2 del entero) + 8 piezas

h: 24 cm (2 enteros) + 5 piezas.
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Analisis previo de la S. D. 2.5: ¢ Cuantos enteros entre cuantos nifios?

En esta situacion, como en la anterior, los nifios tendran el entero y el pedazo y
deberan encontrar los datos del reparto (No de enteros, No. De nifios). Esta vez se
repartiran a los diferentes equipos pedazos de distintos tamafios pero los enteros seran
los mismos para todos. De esta manera, en la confrontacioén colectiva, se podra observar

que, para un entero dado,

- A cada pedazo esta asociado un par (No de enteros, No de nifios), o varios pares

de la misma familia. (Equivalentes entre si).

- Los pares asociados a pedazos de diferente tamafio son distintos entre si o de
distinta familia (asi como los pares asociados a pedazos del mismo tamafio

deberan ser de la misma familia).

Esta actividad es el antecedente inmediato de la siguiente (3.1) en la que se espera

que los nifios utilicen estos pares como medidas del pedazo en funcion de la unidad.

NOTA: Se trabajara con 8 pedazos de distintos tamafios de los cuales cada equipo
recibira tres. De esta manera, en cada equipo tendran la posibilidad de trabajar
3 casos y a su vez cada caso sera visto por 3 equipos con lo cual habra
mayores posibilidades de obtener resultados distintos (equivalencias) y de

detectar errores.

Analisis de la experimentacion de la S. D. 2.5: ¢ Cuantos enteros entre
cuantos nifos?

Fecha: 05-06-85
Duracion: 3% grado: 1 h 15 min.
4° grado: 1 h 05 min.

En 3% grado:

Este fue otro dia especialmente dificil con el grupo de 3°. Cuando llegamos al salén
los nifios estaban ya en un estado de mucha agitacion; el salon en completo desorden,
dos nifios peleaban, ... pero las vacaciones estaban en puertas, no podiamos aplazar la
sesion. No obstante, todos los equipos realizaron el trabajo, aunque practicamente no se
pudo registrar como lo hicieron (tanto el maestro como el observador se dedicaron a re
explicar la consigna y a intentar mantener un poco de orden). También ocurrié que en el
curso de la actividad algunos equipos tomaron pedazos que no les correspondian. Debido

a esto, no todos los pedazos fueron tratados por tres equipos.
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Estos fueron los resultados que dieron los nifios al inicio de la confrontacion:

Equipos Pedazos

a(l/2) | b(5/12) | c(3/4) d (2/3) e (4/3) f (5/6) g (3/2) h (2)
1 5ch 12 n 2ch 3n 3ch 2n
2 1ch 2n | 5ch 12n 3ch 2n
3 5ch 12n 5ch 6n 2ch 1n
4 1ch 2n 5ch 6n 1ch
5 3ch 4n 2ch 3n 2ch 1n
6 5ch 12n | 3ch4n 4ch 3n
7 1ch 2n 4ch 3n 2ch 1n
8 1ch 2n 1ch 1n 1ch 1n

En el cuadro del pizarrén, arriba de las letras (a, b, ¢ ...) se pegaron los pedazos
correspondientes. Mas arriba se peg6 el entero. Los datos obtenidos se prestaron poco
para suscitar discusiones. El equipo 5 confundié en dos casos (e y g) a los pedazos con
los enteros -nuevamente cuando los pedazos eran mayores que el entero- pero aclaré su
confusién antes de que se iniciara la discusion. Al equipo 8 que dio el resultado 1ch 1n
para los pedazos d y f, le contra argumenta un nifio: “4,COmo va a ser uno y uno si el
chocolate es mas grande? Notamos que el tamafio de estos pedazos es bastante proximo

al de un entero. Posiblemente estos nifios estimaron.
En 4° grado:

La actividad pudo llevarse a cabo mucho mas ordenadamente que en 3°. Durante el
trabajo en equipos, la mayoria de los nifios toman mas piezas (pedazos y enteros) para
buscar la igualdad en longitud de pedazos y enteros. Otros equipos simplemente iteran
ambas piezas. En un equipo mas, al terminarseles las piezas estiman las que faltan para

obtener la igualdad (... y se equivocan).
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Estos son los resultados proporcionados al empezar la confrontacion:

Equipos Pedazos

a2 | bEn2) | c@ma | deEa) | e@s) | teml) | g@R) | h©E

1 3ch6n | 5ch 15n | 3ch4n

2 2ch 3n 6ch 10n

3 3ch 5n 4ch 6n 2ch 1n
4 8ch 20n 4ch 6n

5 2ch 4n 3ch 4n

6 2ch 3n 4ch 3n 5ch 6n

7 3ch 4n 3ch 2n 2ch 1n
8 4ch 8n 1ch 3n 2ch 1n

En la confrontacion, se revisa columna por columna. La discusion se centré en los

casos en que aparecen distintos resultados. Veamos algunos:
Pedazo a: (3ch, 6n) (2ch, 4n) (4ch, 8n)

Ningun equipo dio la respuesta mas simple: 1ch, 2n. En uno de los equipos que
observamos obtienen la coincidencia de dos pedazos con un entero, un alumno dice:
“Caben dos”. Su compafiero agrega: “Si, pero ¢cuantos chocolates compraron?, ¢y
cuantos nifios?, es lo que tenemos que ver”. Entonces se van por mas piezas; llegan a 4

chocolates - 8 nifios.

Parece que no consideran que 1 chocolate - 2 nifios sea una respuestas posible,
quizé porque en casi todos los casos que se han trabajado, el todo que se reparte esta
formado por mas de un entero, o bien, sencillamente no aceptan que un conjunto esté
formado por un solo elemento, maxime cuando se pregunta: “Cuantos chocolates...”. Esto
mismo pudo haber sucedido en los otros dos equipos, aunque -si vemos las demas
respuestas- podemos también suponer que intentan aplicar su regla sobre equivalencia
recién descubierta. Volviendo a la confrontacion, el maestro pregunta que si (3ch, 6n) y
(2ch, 4n) estan los dos bien. Casi todos los nifios dicen inmediatamente que no. Notemos
gque ninguna de los dos pares se obtiene del otro aplicando su regla de equivalencia. Los
nifios aclaran entonces que, o bien (2ch, 4n) y (4ch, 8n) son correctos, o bien (3ch, 6n) es

correcto.
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Pasa al pizarron un miembro del equipo que propuso (3ch, 6n) y explica con cierta

inseguridad: “Si esto (1ch, 2n) lo ponemos tres veces tocan (3ch, 6n)”.

“iEl triple!” Exclaman algunos alumnos. “iSi, los 3 estan bien, todos coinciden!” Otro

nifio agrega: “(los chocolates) suben de 1 en 1y los nifios de 2 en 2.

Pedazo d: (2ch, 3n) (4ch, 6n) (2ch, 3n)
El maestro dice que hay un resultado distinto. Varios le dicen que todos estan bien,

que estan aumentando al doble.

Pedazo b: (5ch, 15n) (8ch, 20n)

Pasa un nifio del equipo que propuso (5ch, 15n), pega las piezas en el pizarrén y
dice: “Nosotros empezamos a medir los chocolates con los pedazos que le tocé a cada
nifo. Llegamos hasta 5 (chocolates). Agarramos mas pedacitos y empezamos a
calcularte...”. Cuenta los pedacitos que ha puesto. Son 12. Entonces dice que le fallé.
Este fue el equipo que, a falta de mas pedazos, estimo los que le faltaban. Corrigen a
(5¢h, 12n).

El maestro pregunta que si la otra respuesta esta bien (8ch, 20n). Un alumno dice
que esta mal porgque tendria que ser “el doble o el triple o la mitad... En vez de 8 deberia

ser 10 y en vez de 20, deberia ser 24",

De esta manera se siguieron revisando todas las respuestas.

Conclusiones

Practicamente todos los nifios de los dos grupos pudieron resolver el problema: dado
un entero U, asocian a un pedazo A cualquiera, un par de nimeros n, mtalesque n U =m
A, apoyandose en el contexto de reparto (No de pasteles y No de nifios). En 4° grado
empiezan a manejar sistematicamente la relacién de equivalencia entre pares: n U =m A

< knU = kmA, aunque con algunos tropiezos (3ch, 6n y 4ch, 8n ... no son equivalentes).

La uniformidad de resultados en 3% grado asi como la escasez de errores en ambos
grupos impidié reflexiones mas interesantes en la confrontacion (esperdbamos, por
ejemplo, que un mismo par fuese asignado a dos pedazos de distinto tamafio). Es posible
que a un nivel implicito los nifios ya reconozcan que existe una relacién biunivoca entre
cada tamafio y cada par (o familia de pares equivalentes). Esto se ha de manifestar en la
sesidn siguiente en la que se espera que utilicen ese par como la informacién suficiente

para construir el pedazo.
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Situacion didactica 3.1: Mensajes (Situacion Fundamental)
Desarrollo

1. Consigna: (Dividir previamente a los 8 equipos en dos bandos de 4 equipos cada
uno y entregarles el material que se indica mas adelante). “Van a jugar en parejas
de equipos: un equipo de este bando con un equipo de este otro bando (asigna a
cada equipo su pareja, ver organizacion mas adelante). Todos los equipos tienen
un chocolate entero como éste (lo muestra). Los equipos de este bando tienen un
pedazo de chocolate y los equipos del otro bando también tienen un pedazo, pero
de diferente tamafio (no los muestra). Se trata de que cada equipo envie un
mensaje a su pareja —que se pueda decir por teléfono- para que ésta pueda

construir un pedazo del mismo tamafio. No se vale ensefiar el pedazo.”.

Ejemplificar con dos equipos:

Mensaje para que B
construya el pedazo de A

Equipo A Equipo B

entero entero

Mensaje para que A

pedazo A construya el pedazo de B pedazo B

Afadir que cada equipo tendra una tira larga (se muestra) para que de ahi recorte

el pedazo. La tira tiene el mismo ancho que los enteros y que los pedazos. (15min)
2. Trabajo en equipos, 1° parte: elaborar el mensaje (15 a 20 minutos).

3. Intercambio de Mensajes: El maestro recoge los mensajes (pedir antes que se
escriba de qué equipo es y para qué equipo es) y los entrega a los destinatarios (2

minutos).

4. Trabajo en equipos, 22 parte: Interpretan los mensajes, construir el pedazo (10

minutos).

5. Confrontacion Colectiva: El maestro hara pasar a cada pareja de equipos por turno

(pasar a solo un representante de cada equipo).
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Se verifica primero el pedazo construido por uno de los equipos de la pareja,
después el otro. La verificacion se realiza simplemente comparando el pedazo
original con el pedazo construido. Se lee el mensaje (y, si es posible se escribe en
el pizarrén). Si los pedazos no coinciden, se propicia que el grupo juzgue de dénde

viene el error: si del mensaje o de su interpretacion.

Propiciar también la opinion del grupo en cuanto a la claridad del mensaje y el

grado de dificultad para construir el pedazo.

Posiblemente resulte demasiado largo revisar los 8 mensajes. El maestro podria

escoger uno de cada tipo de los que aparezcan. (20 minutos)

Organizacion:

Parejas de equipos de 4 nifios. Intentar que los equipos de una misma pareja (de

equipos) queden alejados...

1 2 3 4
+ * o =4 i
Parejas: 1y 7; 2
y8;3y5;4y6.
5 6e $7 $8

Material:

El entero para todos los equipos: Tira de carton de 12cm x 3cm (£ 3 por equipo).
Pedazos de distintos tamafios, un tamafio por equipo:

5 tiras de carton de 8cm x 3 cm. (2/3 del entero)

4 tiras de carton de 6cm x 3 cm. (1/2 del entero)

6 tiras de cartén de 9cm x 3cm (3/4 del entero)

15 tiras de cartén de 5cm x 3cm (5/12 del entero)

5 tiras de carton de 16cm x 3cm (4/3 del entero)

2 tiras de carton de 24cm x 3cm (2 enteros)

8 tiras de cartén de 10cm x 3cm (5/6 del entero)

3 tiras de cartén de 18cm x 3cm (3/2 del entero)
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- Una tira por equipo para recortar, de papel o cartulina, de 50cm x 3cm.
- Hoja de papel para escribir el mensaje, lapiz, tijeras (1 por equipo).

NOTA: Al inicio de la sesion se entrega a cada equipo Unicamente un entero y un

pedazo. Se les dice que pueden tomar mas si los necesitan.

Andlisis previo de la S. D. 3.1: Mensajes

1. La relacion de conmensuracién entre dos longitudes (materializadas en los enteros
y los pedazos) ha sido funcionalizada como un medio mas o menos implicito en la
resolucion de los problemas anteriores: completamente implicita en la actividad de
repartir; condicion implicita para encontrar una estrategia que permitiera construir
el entero; buscada explicitamente para determinar cuantos pasteles se repartieron
entre cuantos nifios, dados el entero y el pedazo. Nos falta un paso importante:
descubrir que la relacion de conmensuracion nos proporciona la medida del
pedazo en funcion del entero, es decir, cuantificar el tamafio del pedazo (la
longitud en este caso) siendo el entero la unidad de medida, mediante el par de
nameros que se desprenden de la conmensuracion. Queremos, finalmente que los

nifios lleguen en cierto momento a expresar una medida L, en funcion de una

. . . . n
unidad U asi: L mide n U entre m, o L mide (— ) U.
m

La manera como intentaremos propiciar que se dé ese papel a la relacion de
conmensuracion es, simplemente, dando condiciones para que sirva para €so: un
equipo A de nifios necesita conocer el tamafio de un pedazo, para construirlo. Otro
equipo B tiene el pedazo. Ambos tienen los mismos enteros (unidades). B daré la
informacion que considere necesaria y suficiente para que A realice su tarea. Se
trata de una situacién béasicamente de comunicaciéon. Esta vez la relacién de
conmensuracion, si es elegida como estrategia, serd explicitada en el mensaje.
Con esto continuard, esta vez en forma sistematica, la construccion de un lenguaje

gue exprese dicha relacion.

Por otro lado, la informacion contenida en estos posibles mensajes (por ejemplo: 4
enteros, 3 pedazos), ¢se refiere a la accidn que es necesario ejecutar?, ¢0 es
considerada ya como la descripcion (cuantificacion) del pedazo? En el primer
caso, el contenido del mensaje estaria jugando el papel de un operador: multiplica

por 4, divide entre 3; en el segundo caso jugaria el papel de estado final de la
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operacion: el pedazo mide 4 entre 3. Ambos significados se integran, finalmente,
en la nocion de numero (numero como operador, numero como medida). En
nuestro caso, dadas las caracteristicas de la situacion (“te voy a decir lo que tienes
gue hacer”) es muy probable que el sentido inicial del mensaje sea el de operador.
Sin embargo, en las situaciones sucesivas, se propicia la identificaciéon del
contenido del mensaje con el tamafio del pedazo (ver, por ejemplo, situacion 3.4).
Es por lo tanto posible que al finalizar esta primera etapa, ambos significados
estén presentes en una afirmacion como: L mide % de U. No sera sino hasta la
tercera etapa que se propiciard expresamente la movilizacion del racional como

operador (ésta ya no forma parte de este trabajo).

. En esta actividad, el sentido que tendra para los nifios el contenido de sus
mensajes estard aln circunscrito al contexto de reparto. La relacion de
conmensuracion entre la unidad y determinada longitud es, para ellos, la relacién
entre los enteros que se repartieron y los pedazos arrojados por ese reparto. A
partir de aqui, suponemos que un trabajo sistematico con longitudes favorecera
que progresivamente el contexto reparto pase a segundo plano, es decir, que se
destaque de éste la relacion entre dos longitudes. Este proceso de
descontextualizacién se propiciara especialmente en una etapa posterior a ésta en
la que se abordaran problemas que implican igualmente la conmensuracion de dos

magnitudes (longitudes, areas, capacidad...).

. En esta primera aplicacion, las unicas restricciones que se pondran a los
jugadores son: el receptor no debe tomar, ni ver el pedazo del emisor. El emisor no
debe enviar en su mensaje una copia dibujada del pedazo. Es muy probable, por
lo tanto, que varios emisores soliciten una regla graduada para medir con ella el
pedazo y envien esa medida (es el recurso mas econdmico si ya estan
familiarizados con la regla). Esto tiene, no obstante, la ventaja de permitir que
emisores y receptores lleguen al objetivo y comprendan bien en qué consiste el
juego. Si asi ocurre, en la segunda aplicacion no permitira el uso de la regla.
Pueden aparecer otras estrategias mas, alternativas a la de la conmensuracion;
gue se agencien unidades extras de medida mas pequefias que el entero. Este
recurso tendra pocas posibilidades de éxito ya que seria necesario que los
receptores tuvieran también esas unidades. O bien, que acudan al fraccionamiento

de la unidad. Esto es un poco mas probable que suceda en 4° grado, en vista de

148



Capitulo IV. Andlisis de la experimentacion de la secuencia de situaciones didacticas

los conocimientos que ya tiene sobre fracciones. Sin embargo, este recurso es
mas complejo y menos sisteméatico que el de la conmensuracién: tendran que ir
haciendo aproximaciones sucesivas, tales como dividir la unidad en dos y probar;

en tres y probar, etc.

Es un poco mas factible que se implemente este recurso en el caso en que la

. -, L. 1 .
medida del pedazo es una fraccion unitaria (—) del entero, es decir, cuando el
n

pedazo cabe un nimero entero de veces en el entero:

entero

p p p , Pedazo = 1/3 del
entero

—

pedazo

No obstante, en las confrontaciones colectivas, es muy probable que la

conmensuracion acabe prevaleciendo por su claridad y sencillez.
4. Acerca de la consigna:

Esta es la primera vez que los nifios de los grupos experimentales realizaran una
actividad de mensajes. Es importante por ello aclarar muy bien la consigna, en
particular, en lo que consisten los mensajes “telefénicos” (no deben contener
dibujos). Debe aclararse también que, si el mensaje tiene éxito, es decir, si el
pedazo construido coincide con el pedazo del emisor, ambos equipos (emisor y

receptor) ganan. Si el mensaje no funciona, ambos pierden.
5. Aplicacion de esta situacion en dos grupos control

Esta misma situacion se aplicara en dos grupos, uno de 3° y uno de 4°, que no han
participado en la experimentacion de las situaciones anteriores. Si hay diferencias
significativas entre las estrategias movilizadas por los grupos control y los grupos
experimentales, tenderemos mas elementos para valorar la influencia del trabajo

en las actividades anteriores sobre la manera de abordar esta situacion.
Analisis de la experimentaciéon de la S. D. 3.1: Mensajes
Fecha: 10-06-85

Duracién: 3% grado: 1h 15 minutos
4° grado: 1h 15 minutos

En 3 grado

Antes de iniciar el trabajo, se dio una discusién entre alumnos y maestro acerca de
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los problemas de indisciplina en el grupo. Transcurrieron 20 minutos.

Posteriormente, platican acerca de lo que son los mensajes, para qué sirven, etc. El

maestro da la consigna. Todo mundo parece entenderla.
Primera parte. Elaboracion de los mensajes:

Para nuestra gran sorpresa, un poco después de iniciada la actividad, varios nifios
van al escritorio del maestro en busca de mas pedazos y mas enteros y empiezan, como
en las actividades anteriores, a yuxtaponer la serie de pedazos con la serie de enteros,

buscando la coincidencia:

Algunos empezaron iterando el entero y el pedazo y marcando con lapiz:

Al ver que otros nifilos se agencian mas pedazos, ellos abandonan este procedimiento
y van por mas pedazos. Finalmente 5 equipos de los 8 aplicaron este procedimiento que

lamamos “conmensuracion”.

Una vez que encontraron la coincidencia, en ciertos casos, no sabian como escribir el

mensaje.

La palabra mensaje sugirio a varios nifios algo “secreto”. Un nifio se puso a buscar en
un libro de espafiol palabras “clave”. El observador le dijo: “Acuérdate que el equipo que
reciba tu mensaje le debe entender”, y este nifio agreg6: “Asi qué chiste”. Aunque el
maestro explicd que una pareja de equipos ganaba cuando el pedazo construido coincidia
con el original, esto no quedd muy claro para todos los nifios. Recordemos, ademas, que

nunca antes estos nifios han tenido una actividad con mensajes.

Solo dos equipos utilizaron la regla graduada y midieron el pedazo (uno de ellos,

después de haber aplicado el procedimiento de conmensuracion).

Finalmente, dos equipos mas, envian mensajes que no aportan informacioén. Uno de

ellos pretendia mandar el pedazo envuelto en el mensaje.

El hecho de que cuatro equipos utilizaran sélo la conmensuracion y Unicamente dos

midieran con regla graduada nos parecié extrafio. Nosotros pensabamos que dado que el
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recurso mas sencillo, econémico y seguro es el de la medicién con regla, la mayoria lo

utilizaria. Teniamos previsto no permitir el uso de la regla hasta la sesion siguiente.

Nos parece ahora evidente que esta adopcidn casi inmediata de la conmensuracion
esta estrechamente ligada al hecho de que las actividades anteriores (construir el entero,
averiguar cuantos nifios y cuantos pasteles) este recurso se utilizé sistematicamente. Los
nifios vuelven a tener en la mano un pedazo y un entero, y, a pesar de que el problema es

distinto a los anteriores, transfieren el procedimiento.

Nos preguntamos si estaban bien conscientes de que ese procedimiento les iba a
servir para los fines de este problema (o si lo aplican sélo porque fue lo que hicieron las

dltimas veces).

Por lo que sucedi6 después, en la fase de construccion del pedazo y en la
confrontacion confirmamos que si recurrieron a este procedimiento con la intencién de

resolver este problema. Pero ¢ por qué no recurrieron todos a la medicién con regla?

Varios nifios de los que recurrieron a la conmensuracién supusieron desde el
principio que los receptores del mensaje tendrian a su disposicién varios pedazos para
escoger entre ellos el indicado. Como también tenian los enteros, el trabajo de los
receptores se limitaria a checar qué pedazo, iterado x veces coincide con y enteros (y en
efecto, asi ocurrié)**. Podemos pensar entonces que, al identificar el problema con el de
la situacion didactica 2.3 (seleccionar el entero entre varios posibles), transfieren el
procedimiento de resolucion que implementaron en aquél. O bien, de manera menos
particular, ocurre que el contexto de reparto estd muy presente (incluso es retomado en la
consigna de este problema), y la tarea de construir un pedazo de chocolate se orienta a

partir de las relaciones propias del reparto: repartir pasteles entre nifios.

Notemos, antes de continuar, que el tamafio de los pedazos no constituye una
variable que explique la adopcion de la conmensuracion en detrimento de la medicion con
regla, pues todos los pedazos son faciles de medir: todos miden un namero entero de
centimetros, el mas pequefio mide 5cm, el mas grande 24 cm. Hemos visto ademas que
la mayoria de los nifios de 3° estan ya familiarizados con el uso de la regla graduada.

Queda auln otra explicacion: si bien el maestro nunca dijo que no se pudiera usar la regla,

% No tenfamos previsto que utilizaran los pedazos para elegir uno. Sin embargo, habiamos acordado dejarlos
utilizar cualquier procedimiento, excepto el de enviar o dibujar el pedazo. Los pedazos estaban sobre el
escritorio del maestro, asi que... los nifios los utilizaron.
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tampoco dijo que si, y en cambio, enfatizd que los receptores sélo tenian el entero y la tira
para recortar ¢Tendrian entonces en cuenta que los receptores no tendrian regla

graduada?
Veamos por ahora los mensajes producidos (8 mensajes, uno por equipo):
- Utilizan la conmensuracion (4 equipos):
1. “Dos enteros y tres pedazos” (pedazo de 8 cm, 2/3 del entero).

2. “Tres pedazos amarillos y cuatro pedazos anaranjados” (pedazo de 16 cm, 4/3

del entero).
3. “Dos azules entre cuatro chocolates enteros” (pedazo de 24 cm, 2 enteros).
4. “Tres enteros y cuatro mitades” (pedazo de 9 cm, % del entero).

Este mensaje viene con el siguiente dibujo:
I | | | ent
I | [ I[ | [ | ped.

- Utilizan medicién con regla graduada (2 equipos):

5. “Lo pueden hacer de diferentes formas, junten 3 pedazos de pasteles enteros o

de la cinta que nos dieron recorten 18 cm” (pedazo de 18 cm, 3/2 del entero).

6. “De la tira larga recorten 12 cm y de ésas corten 2 cm” (pedazo de 10 cm, 5/6

del entero).
- No envian informacion necesaria (2 equipos):

7. "Queremos que nos hagan con esta tira un pedazo exactamente del mismo

tamafo que este chico” (pedazo de 5 cm, 5/12 del entero).
8. “Aqui tiene lo que nos pidieron” (pedazo de 6 cm, % del entero).

Los cuatro mensajes que se basan en la conmensuraciéon no describen la accion que
debe ejecutar el receptor (por ejemplo: “dos enteros y tres pedazos” en vez de “divide dos
enteros entre tres”). Esta redaccidon es la de las respuestas que se dieron en las dos
situaciones anteriores (¢,cuantos pasteles, cuantos nifios?), lo que posiblemente refleja la
influencia de aquéllas sobre la manera de abordar ésta. Notemos, sin embargo, que la
palabra nifios no aparece (la veremos aparecer en 4° grado). Se referirdn directamente al
pedazo que llaman también por su color o usando la palabra mitad (con ésta se refieren a

un pedazo cualquiera, no a una mitad). En el mensaje 2, ni siquiera se menciona la
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palabra entero. Es posible que estén centrados en la tarea de averiguar cuantos enteros
coinciden con cuantos pedazos y que el supuesto origen de ambos (el reparto) pierda

relevancia, pero, es demasiado pronto para asegurarlo.

De los dos mensajes que proponen medicion con regla graduada, el 5 anuncia dos
formas posibles, la primera —inconclusa- basada también en la conmensuracion (faltd

indicar la division entre 2).

El mensaje 6 refleja fielmente lo que hicieron sus autores: compararon el entero con

el pedazo. La diferencia era de 2 cm. Entonces, habia que quitar 2 cm al entero...

Finalmente, los autores de los dos ultimos mensajes (7 y 8) pensaban enviar dentro
de su mensaje, el pedazo.

de la i Jrar‘az.\ recaten 12 em
Ydf‘@:nx :ilcm corfes EM

ff;lrres enteros v g

B F | CU&\ro mu*‘c\éeﬁ.
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Segunda parte. Construccion de los pedazos:

Para construir los pedazos, algunos de los nifios (y después, todos) que recibieron
mensajes del tipo conmensuracion pidieron pedazos de todos los tamafios (éstos estaban
en la mesa del maestro). Se les permitiéo tomarlos. No estaba previsto que los pidieran y
por otro lado, habiamos quedado en dejarlos utilizar todos los recursos que se les
ocurrieran (excepto el de ir a ver el pedazo en cuestion). Nos parecio que el sentido de la
actividad no se desvirtuaba mayormente por el hecho de que, en vez de construir el
pedazo, lo seleccionaran entre un conjunto de 8 pedazos (habia 2 de cada color). Se
pierde un poco el caracter de generalidad que pude atribuirse a esos mensajes como
medio de transmitir una medida. Por ello decidimos, en la sesion siguiente, no facilitar los

diferentes pedazos a los receptores.

Una vez con los 8 pedazos, la unidad y el mensaje, se pusieron a probar pedazo por
pedazo hasta dar con el deseado. Los dos equipos que observamos (autores de los
mensajes 1 y 2) alinearon el nimero de enteros indicados y, a un lado o encima, el

namero de pedazos indicados. No habiendo coincidencia desechaban ese pedazo y
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probaban con otro:

entero entero

Los equipos que recibieron los mensajes 5 y 6 midieron y recortaron.
Confrontacion colectiva

Debido a la discusién suscitada el inicio de la sesion, sélo alcanz6 el tiempo para

revisar el trabajo de una pareja de equipos (dos mensajes):
Mensaje 6: “De latira larga, recorten 12 cm y de esos recorten 2 cm”

Los representantes de los equipos emisor y receptor juntan los pedazos
(el original y el construido). No coinciden. El receptor se defiende
diciendo que “la regla del equipo 2 esta mal y que su mensaje no explica
nada”. El emisor no se defiende. El maestro les dice que perdieron y los

manda a su lugar.
Mensaje 1: “Dos enteros y tres pedazos”

Los pedazos coinciden. Leen el mensaje y el maestro comenta,
admirativamente: “Es un mensaje muy corto el que le llegé al equipo 5”.

Algunos alumnos preguntan ¢,de quién es?

El receptor explica: “Los dos enteros luego supimos que eran éstos (los
sefala) y los pedazos no sabiamos, entonces tomamos 3 de cada uno

de los pedazos y vimos con cuales tres se hacian dos enteros”.

Un alumno protesta: “Pero lo pusieron para que adivinaran, no les dice
cual era, el mensaje no decia cual’. (Este alumno es el autor del
mensaje 5. Tal vez piensa que es indispensable mandar la medida en

cm.)

Fue clara esta vez, la involuntaria validacién que hace el maestro a favor del mensaje
1. Con respecto al mensaje 6, permite que se evidencie que no funciondé y no pide
explicaciones (¢ por qué no funciond?), jsiendo que el mensaje era bueno! El otro mensaje
recibe, en cambio, un comentario positivo. No es de extrafar: abrighbamos serias dudas

acerca de si los nifios verian en la conmensuracién un recurso posible, y nos preocupaba
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por otro lado, que se aferrasen al uso de la regla graduada. Sin embargo, inevitablemente,
estas validaciones introducen al juego elementos que tedricamente quisiéramos evitar (la
eleccion de una estrategia en vez de otra se ve influida por la opiniébn de un adulto con

una autoridad especial para los nifios).
En 4° grado

Como en 3°, sélo dos equipos recurrieron a la medicion con regla graduada, 5

equipos aplican la conmensuracion y uno mas no hace el mensaje.

En este grupo, el maestro afadio a la consigna una restriccion (que olvido plantear en
3°): el mensaje debe ser telefénico, esto significa que debe poder ser dicho por teléfono,

no debe dibujarse.
El equipo que no hizo el mensaje, intentd otro procedimiento:

1) Superponen el pedazo sobre el entero:

pedazo (9cm) entero (12cm)

—

Al: “Me sobra un pedacito”

2) Ponen el pedazo a lo ancho y ven que cabe 4 veces a lo largo del entero (lo cual
se debi6 a una simple coincidencia, las tiras miden 3cm de ancho y el entero mide

12 cm.):
entero

Al: “iEs un cuarto! Le tienen que quitar un cuarto pero ¢como se los explicamos?”

Han fraccionado la unidad, y a partir de esto, practicamente encontraron la medida
del pedazo: “Le tienen que quitar ¥4 de donde podria desprender que el pedazo mide ¥
de U.

Finalmente, los nifios de este equipo se enfrascan en una discusion acerca de a

quién le toca trabajar con el material, se les agota el tiempo y no producen el mensaje.
Estos son los mensajes que se produjeron:
- Utilizan la conmensuracion (5 equipos)

1. “3 chocolates (y un seis mas abajo)” (pedazo de 6cm, ¥z del entero).
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2. “El entero entra dos veces en el pastel” (pedazo de 24 cm, 2 enteros).

3. “Tres enteros y seis de los que nos dieron para medir los pedazos que les toco

a cada nifio” (pedazo 18 cm, 3/2 del entero).
4. “5 enteros y 6 cachitos” (pedazo 10 cm, 5/6 del entero).
5. “Unimos 3 caramelos y 4 nifios” (pedazo 9cm, % del entero).
- Conmensuracion y medicion con la regla graduada (1 equipo).

6. “Nuestros fueros 3 y fueron 4 enteros, mide de esta manera si mide 15.30
nuestro pedazo, recorta lo que tiene que ser. Mandanos tu medida, nuestra tira
es de color amarilla. Y ustedes mandenos cuantos son sus pedazos y cuantas
veces en una tira amarilla. Mandenos el color de su tira. Esta es nuestra mitad

de la tira esta dibujada” (no hay nada dibujado) (pedazo 16 cm, 4/3 del entero).
- Medicion con regla graduada (1 equipo)

7. “La medida de nuestro pedazo es de 5 cm. de largo y de ancho 2 cm. y medio

(con 3 rayitas) con 3mm milimetros” (pedazo 5 cm, 5/12 del entero).

La redaccion de los mensajes basados en la conmensuracién es muy similar a la de
los mensajes de 3* grado (no describen la accién que debe ejecutar el receptor). En 4°
aparecen referencias explicitas al contexto de reparto (ver mensaje 3 y 5). Hay cierta
confusion en los términos utilizados para referirse al entero (chocolate, caramelo, entero)
y al pedazo (pastel, pedazo, lo que le toc6 a cada nifio, cachito, nifio), aunque esta

confusion no causoé problemas en la interpretacion.

Los dos mensajes basados en medicién con regla reflejan errores cometidos al medir.
Las diferencias (15.30 en vez de 16, y 2 y medio con 3 mm en vez de 3) seguramente se

deben a que miden a partir del inicio de la regla en vez de a partir del cero.
Construccion de los pedazos:

Igual que en 3° los equipos que reciben mensajes basados en la conmensuracion
seleccionan el pedazo entre los que hay en vez de construirlo. Todos lo encuentran
excepto el equipo que recibié el mensaje 1. Los equipos que reciben los mensajes
basados en medicidn con regla también seleccionan el pedazo entre los disponibles. Los
errores de medicion son suficientemente pequefios y esto les permite encontrar la tira que

MAas se aproxima.
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Confrontacion colectiva:

Todos los pedazos construidos coinciden con los originales excepto los
correspondientes al mensaje 3 (en efecto, el mensaje elaborado corresponde al pedazo %2

de la unidad en vez de 3/2, los emisores han de haber cambiado el pedazo).

Durante la confrontacion se suscitaron dos discusiones interesantes: ante el mensaje
“unimos 3 caramelos y 4 nifios” un alumno propone que basta con poner “3 caramelos”.
Los demas protestan, dicen que asi no se puede, pero no explican por qué. Finalmente
pasa otro alumno y muestra que 3 enteros coinciden, ademas de con 4 pedazos, con 2
pedazos (de los que miden 3/2 del entero), y concluye: “No se puede saber cual’. El
hecho de que seleccionaran el pedazo entre los 8 disponibles en vez de construirlo vuelve
factible que lo que propuso este alumno funcione (si no hubiera habido dos pedazos
distintos que coincidieran con 3 enteros, jhabria funcionado!). Por ello es importante en

adelante, no facilitarles los pedazos.

La otra discusion gir6 en torno al mensaje 1: “3 chocolates (6)". Los receptores
argumentaron que no construyeron el pedazo porgue “podia ser que el paréntesis era que
no valia y no sabes si son 6 6 3 0 si son pedazos o qué”. Los autores del mensaje
responden diciendo que no importa (si el 6 se refiere a pedazos o a enteros), que de
todas maneras se entiende que es la mitad. Las opiniones del grupo se dividen. El
maestro les pide que lo prueben, que construyan un pedazo correspondiente a 6 enteros,
3 pedazos y otro para 3 enteros, 6 pedazos. Al escribir esto en el pizarrén, la mayoria del

grupo exclama que no son iguales y afirman que no hace falta construir el pedazo.

Finalmente el mensaje 6 fue criticado por largo y porque repite. EI maestro sugiere

que le quiten lo que no le hace falta. Queda asi: “Nuestros fueron 3 y fueron 4 enteros”.

Se ha llegado por lo tanto a precisar cual debe ser el contenido minimo de un
mensaje: contener tanto el numero de enteros como el nimero de pedazos, indicando

cudles son los enteros y cuales los pedazos. O bien... enviar la medida del pedazo.
Resultados obtenidos en los grupos control
En 3* grado control

El grupo se dividié en 2 partes, cuatro equipos se fueron a otro salon de clase con el

maestro y cuatro equipos se quedaron con uno de los observadores.

En cada salén se hablé con los nifios acerca de lo que es un mensaje y después se
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planted la consigna:

“Cada equipo va a recibir un chocolate entero y un pedazo de chocolate (se muestra)
y va a escribir un mensaje para que un equipo del otro salon construya un pedazo del
mismo tamafo. El equipo que reciba el mensaje Unicamente tiene chocolates enteros y
una tira como esta (se muestra) para construir el pedazo. No se vale usar regla

graduada”.

Se explica ademas que el mensaje tiene que ser “telefénico” (por lo tanto, no se vale
dibujar). Se organizaron las parejas de equipos (emisor-receptor) y se entregd el material
(del mismo que se usé anteriormente con 3° y 4°). En uno de los salones se dijo a los
nifos que si necesitaban mas pedazos o enteros podian pedirlos. En el otro, se les
entregaron de una vez varios pedazos y varios enteros (esto Ultimo no deseabamos que

ocurriera por temor a inducir algin procedimiento).

Al principio, practicamente ninglin nifio entendia la consigna. Fue necesario
reexplicarla varias veces a cada equipo por separado, simplificandola: “Ellos (los
receptores) al recibir tu mensaje tiene que poder construir un pedazo como éste. Sélo

disponen de enteros, como éste, y de la tira”.
Procedimientos que aparecieron

1. Intentos de medir con regla graduada (2 equipos). Varios equipos insistieron en
gue necesitaban una regla graduada. Al no tenerla, algunos desistieron y dos no;

en un equipo estimaron la medida: “Recorta tu entero en un decimetro”.

Otro equipo marcé una graduacién parecida a la de la regla: I,,,,1,,,,1,,,,I alo

largo del pedazo.

2. Uso de una unidad de medida extra, mas pequefia: el ancho del entero. En un
equipo buscan la manera de hacer coincidir los enteros sobre el pedazo y

finalmente la encuentran:

pedazo

entero

0Jalus
0Jalus
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Redactan el siguiente mensaje: “Una acostada y dos paradas arriba de la

acostada” (este equipo fue de los que recibid varios pedazos y varios enteros).

3 Intento de fraccionamiento del pedazo. En un equipo observan que el pedazo

(8cm) cabe una vez y media en el entero:

pedazo
f_%

|
entero

Dicen: “Con una rebanada y una mitad de rebanada hacen un entero” y escriben:

“recorta tu pastel en ¥ (lee: uno y medio)”.

El observador les pregunta si ahi dice uno y medio. Un nifio dice que si, el otro
propone 2/1. Finalmente desisten porque “¢,COmo van a saber de qué tamafio es

la mitad?” Entonces piden la regla, como no hay, deciden estimar la medida.

4. Dibujan el pedazo (marcando el contorno). En un equipo, después de buscar un
rato y no ocurrirseles “ninguna idea”, deciden infringir la regla y mandan el

contorno del pedazo.

5. Los dos equipos que recibieron, uno, el pedazo igual a la mitad del entero y el otro,
el pedazo igual a dos enteros, encontraron rapidamente esas relaciones y

escribieron:
a) “una mitad”

b) “recorta tu tira de 2 pedazos de chocolate juntos y forma un pastel y si lo hacen

igual ganamos”.
6 No encuentran ningun recurso: 1 equipo.
En 4° grado

1. Intentos de medir con regla (un equipo). También aqui varios nifios piden regla
graduada. Al no obtenerla, un equipo estima la medida: “Tienen que construir una
parte de un chocolate de largo 8cm y de ancho 2cm (casi acertado; el pedazo que
tienen estos nifios es de 8cm x 3cm) no usen regla porque es trampa. Calculen

sus lados”.
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2. Utilizar otras unidades de medida (3 equipos).

a) A algunos equipos se entreg6 (accidentalmente) una hoja cuadriculada para
que escribieran sus mensajes (cuadro de 0.5cm). Uno de ellos utiliz6 estos
cuadros para medir sus pedazos: “Tienes que escribir 36 cuadros de largo y 6
de ancho” (pedazo de 18 cm.). El observador les recuerda que el mensaje es
telefénico y que los receptores no tiene la hoja cuadriculada.

Al.1 “Si se puede por teléfono porque pueden ir a buscar una hoja de
cuadros chicos y ya lo hacen.

Al 2. “Ya sabemos que dos (cuadros) son un centimetro y aungque no tengan
regla, les decimos asi.”

b) Un equipo elabora su mensaje utilizando tres unidades de medida, las tres
obtenidas del entero (largo, ancho y grueso): “Necesitan hacer un rectangulo y
uno abajo formado como una pistola y poniendo de lado o parado los

chocolates, 5 chocolatitos” (pedazo de 16 cm.). Afiaden el siguiente dibujo:

Lo que hicieron fue lo siguiente:

(enteros)

(pedazo)

¢) Un equipo intenta ver cuantas veces cabe su pedazo en la tira que se les dio
para recortar. El observador le hace ver que el receptor de su mensaje no tiene
una tira larga del mismo tamafio que la suya. Después de esto, no busca otro

procedimiento.

3. Utilizan la conmensuracion. Dos equipos aplicaron este recurso, uno de ellos con

toda claridad:
a) “Haz un chocolate que sea 3 veces mas chico que 2 enteros”.

b) “Con 4 chocolates enteros medio pedazo del chocolate entero caben 9 pedazos
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de medio chocolate y sobra medio pedazo del chocolate”. Estos nifios tenian el
pedazo de 5 cm (entero de 12 cm). No lograron hacer coincidir los enteros con
los pedazos (se necesitaba iterar el pedazo 12 veces y el entero 5 veces). Sin

embargo, parece que concebian este método como un recurso posible.
4) Con los pedazos de la mitad y del doble del entero aparecieron inmediatamente
mensajes del tipo: pedazo = 2 enteros y P = % entero.
Conclusiones

Resumen de los procedimientos implementados en 3° y 4° (excluimos los casos
P=2U y P=%,U").

L Grupos experimentales Grupos control
Procedimientos
30 40 30 40
- Intentar medir con regla graduada 2 equipos 2 equipos 2 equipos 1 equipo
- Intentar fraccionar la unidad 1 equipo 1 equipo

- Utilizar unidades de medida extras

independientes de la unidad 1 equipo 3 equipos

- No abordan el problema (o dibujan el

pedazo) 1 equipo 2 equipos

-Subtotal (procedimientos distintos a la

conmensuracion) (3 equipos) | (3 equipos) | (6 equipos) | (4 equipos)

- Aplican la conmensuracién 4 equipos 4 equipos 2 equipos

Total 6 equipos ’ 6 equipos | 6 equipos ‘ 6 equipos

(Los equipos que propusieron dos procedimientos fueron contados dos veces)

Lo primero que evidencian estos resultados es que, en efecto, en los grupos
experimentales se da una preferencia notoria por la conmensuracion, a diferencia de los
grupos control. En cambio, en los grupos control aparece una diversidad de
procedimientos mayor que en los otros grupos. Afiadamos a esto el hecho de que en los
grupos experimentales, a pesar de que no se prohibi6 el uso de la regla, sélo dos equipos
de cada grupo la utilizan. En los grupos control la mayoria de los equipos solicité la regla.

Fue so6lo porque ésta no se les facilitd que varios de ellos optaron por otros recursos.

Esto nos confirma que en principio, el recurso por el que naturalmente optan los nifios
frente a esta situacidon es el uso de la regla, que, evidentemente, es el mas econémico.

Una vez prohibida la regla, la mayoria de los nifios del grupo control encuentran una

40 Excluimos estos dos casos porque ninguno de los dos refleja la preferencia por un procedimiento en
particular: en el caso de P=1/2U, fraccién conocida y facil de determinar, es evidente que hay preferencia
por el fraccionamiento. En el caso de P=2U, un nimero natural permite expresar la relacion.
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manera de poder medir: adoptan unidades de medida suplementarias.

Retomemos ahora la pregunta ¢por qué esta preferencia marcada por la
conmensuracion en los grupos experimentales? Es evidente que hay una influencia de las
actividades anteriores, pero, ¢qué tipo de influencia? Desechamos la posibilidad de que
simplemente hayan transferido el procedimiento de la situacion anterior a ésta sin tener
conciencia de que ese procedimiento servia para resolverla: en el momento de interpretar
el mensaje, todos los equipos encontraron el entero. Ademas, en sus argumentos puede
leerse claramente que sabian que sus mensajes servian para el objetivo en juego. Hemos
visto que varios alumnos supusieron desde el principio que los receptores de su mensaje
podian escoger el pedazo entre varios posibles (en vez de construirlo). Esta reduccién del
problema favorece la conmensuracion (pero no la implica), sobre todo si pensamos que
resolvieron ya un problema similar (seleccionar el entero entre varios posibles, S. D. 2.3)

aplicando la conmensuracion.

Por otro lado, la gama de recursos movilizados por los grupos control, la
conmensuraciéon y el fraccionamiento, son los Unicos recursos que permiten resolver
sistematicamente la situacién (una vez excluida la regla), pero es muy posible que la
conmensuracién sea el recurso mas econdmico: implica iterar enteros y pedazos y
“esperar” a que coincidan. El fraccionamiento -como recurso sistematico- implica dividir la
unidad sucesivamente en 2, en 3, en 4 etc., cotejandola cada vez con el pedazo hasta
obtener coincidencia entre éste y una de las subdivisiones de la unidad (y, si el pedazo es
mayor que el entero, aplicar estos pasos solo a la parte del pedazo que exceda el entero).
Los dos equipos que aplicaron (o lo intentaron) el fraccionamiento lo hicieron para casos
en que fue especialmente facil determinar la fraccion: pedazo = un entero y medio, y
pedazo = un entero menos un cuarto... y este cuarto fue descubierto gracias a que era
igual al ancho de la tira. (Esto no significa que no sea posible disefiar situaciones tales

gue el fraccionamiento sea la estrategia mas favorecida).

Haremos por lo tanto las siguiente suposiciones: 1) la contigiiidad en el tiempo entre
las actividades previas a ésta y ésta, hace que los nifios de los grupos experimentales
tiendan a usar el recurso que han venido aplicando en las anteriores, en detrimento del
uso de la regla que es el procedimiento mas econémico. Ademas, esta contigtidad lleva a
algunos nifios a reducir el problema a uno previamente resuelto. 2) A largo de las
actividades anteriores, los nifios han perfeccionado un recurso: la conmensuracion, que

es el mas eficaz (sistematico y sencillo) —exceptuando el uso de la regla- para resolver

162



Capitulo IV. Andlisis de la experimentacion de la secuencia de situaciones didacticas

esta situacion. Esto contribuye a explicar el que no necesiten buscar otros recursos, como

los que vemos aparecer en el grupo control.

Ahora nos planteamos la pregunta inversa: ¢por qué la mayoria de los alumnos de
los grupos control no recurrieron a la conmensuracion, una vez que supieron que no se
podia usar la regla? En el grupo de 4° grado control el observador sugiri6 este recurso a
dos equipos (eso no estaba planeado): uno habia estimado la medida y el otro no
encontraba ningun recurso. El observador les dijo practicamente todo lo que habia que
hacer: obtener la coincidencia de enteros y pedazos, asi los receptores podrian unir los
enteros indicados y dividir entre el nimero de pedazos... ninguno de los dos equipos
acept6 el procedimiento. Simplemente, no veian cémo, a partir de todo eso, los receptores
sabrian cual es el tamafio de los pedazos. Podemos suponer dos cosas: 1) Tienden a
implementar recursos mas proximos a su experiencia: igualar la longitud de un pedazo
mediante el uso de unidades mas pequefias (el cuadro de la hoja, el ancho y el grueso de
la tira de cartén). En la medida en que éstos les funcionan, no tienen ninguna necesidad
de buscar otro procedimiento, y 2) el recurso a la conmensuracién no proporciona una
respuesta inmediata a la pregunta ¢de qué tamafio es el entero? Pasa por el hecho de
realizar mental y anticipadamente la operacion: el tamafio de un pedazo se obtiene
dividiendo el tamafio de x enteros —que es igual al de y pedazos- entre y. Esto, a su vez,
implica el que se prevea que cierto niumero de enteros coincida con cierto nimero de
pedazos. Estas reflexiones fueron favorecidas en los grupos experimentales precisamente
en las situaciones previas a ésta: en el contexto de reparto, el pedazo es resultado de una
division de cierto nimero de enteros entre cierto nimero de nifios. A lo largo de las
actividades, los nifios tuvieron varias ocasiones de manejar la relacion que existe entre los
datos del reparto y el tamafio del pedazo. La coincidencia entre cierto nUmero de pedazos
con cierto numero de enteros era un hecho necesario (en el contexto del reparto) y fue

implementada para construir el entero y para determinar los datos del reparto.

Parece confirmarse entonces el hecho de que a lo largo de las situaciones previas los
nifios toman conciencia de las relaciones entre enteros, pedazos y datos del reparto que
subyacen a la implementacion de la conmensuracién como medio para medir. Pero no
pedemos afirmar que esas actividades sean un requisito. De hecho, hemos visto a dos
equipos de 4° grado control implementar la conmensuracién. Si se dieran mas ocasiones
a este grupo de enfrentarse al problema, posiblemente este recurso ganaria partidarios

entre los demas nifios. Si asi fuera, habria que cuestionar la pertinencia de las actividades
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previas (en tanto previas). Hasta ahora, los pocos datos empiricos que tenemos a la mano
nos inclinan a pensar que es poco probable que aquello suceda: cuatro meses después
de la aplicacion de esta situacion (incluyendo dos meses de vacaciones) se volvio a
aplicar esta misma situacion en el grupo experimental de 4° grado (para entonces ya era

5° grado).

Sucedio lo siguiente: sélo tres equipos aplican la conmensuracion. Los otros cinco
equipos implementan procedimientos distintos, similares a los que aparecieron en los
grupos control. Pero en la sesion siguiente (se repite la actividad) 5 equipos implementan

la conmensuracion y tres no.

Por otro lado, el otro grupo de 5° grado (el que fue grupo control el afio escolar
anterior) fue asignado al maestro que ha participado en esta investigacion. El maestro
decidié aplicar esta secuencia de situaciones didacticas también en ese grupo. Le
sugerimos que intentara empezar a partir de esta situacibn (mensajes), dejando
provisionalmente de lado las situaciones anteriores. El maestro lo intenté durante mas o
Menos cuatro sesiones; ni la conmensuracion ni el fraccionamiento pudieron establecerse.

El grupo empez6 a desinteresarse y el maestro retomé la secuencia desde el principio.

Analisis previo de la S. D. 3.1: Mensajes (22. Aplicacion).

Esta vez se indicara que los receptores del mensaje no dispondran de los diferentes

pedazos para elegir uno que no se podra utilizar regla graduada.

Para dar un poco de mas sentido a la comunicacién -y para evitar que los receptores
cedan a la tentacion de ir a ver el pedazo del emisor- separaremos a los equipos de cada

pareja emisor-receptor: unos en un salén, los otros en otro o en el patio de la escuela.

Se trabajara con el mismo material que en la situacién anterior, cuidando que a cada

equipo le togue ahora un pedazo distinto al que le tocé en la anterior.

Esperamos que la ausencia de regla graduada propicie en mas equipos el recurso a
la conmensuracion, aunque, el hecho de que los receptores ya no dispongan de pedazos

para elegir puede ser un impedimento para que consideren Gtil ese recurso.
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Analisis de la experimentacién de la S. D. 3.1: Mensajes (22 aplicacion)

Fecha: en 3°, 12-06-85
en 4°, 14-06-85
Duracion: en 3°: 1h 25 min.
en4°:1h.
En 3* grado
Elaboracion de los mensajes:
Resumidos en el siguiente cuadro los procedimientos implementados por cada equipo

en la situacion anterior y en ésta, asi como los cambios de procedimientos entre una y

otra.
S.D.3.1
12 aplicacion 22 aplicacion
(no hay regla; no hay pedazos para elegir)
Utilizan la conmensuracion: 4 equipos. Utilizan la conmensuracion: 3 equipos.
Eq.(D-3-4L8) e b Eq(D)-3-4
Miden: 2 equipos - ol B ~ Intentan medir y estiman o abandonan: 3

£q. 5 (D equipos_Eq. 5X2){)

No envian la informacion necesaria: 2€q. | No envian la informacion necesaria: 1 eq.
| .-

Eq. 1 o

Utilizan fraccionamiento de la unidad (para

p =% U) 1 equipo.

qu@

Al excluirse el recurso a la regla graduada, so6lo un equipo mas (equipo 7), recurre a
la conmensuracion. En cambio, el que los receptores ya no dispongan del juego de
pedazos para elegir, provoca que dos equipos que habian recurrido a la conmensuracion,
dejen de hacerlo y soliciten regla graduada (equipos 2 y 6). Al no obtenerla, uno de ellos
desiste y el otro descubre que su pedazo es la mitad del entero, y escribe su mensaje en

esos términos (fraccionamiento).

En los demés equipos, las nuevas restricciones no producen cambios significativos
de procedimiento:

- Dos equipos (3 y 4) siguen aplicando la conmensuracion.

- Uno de los equipos (5) que midi6, lo vuelve a intentar, esta vez estimando la
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medida (jy acierta!).

- De los dos equipos (1 y 8) que la vez pasada intentaron enviar el pedazo, uno de
ellos ahora pide regla graduada y al no obtenerla, abandona. El otro escribe un
mensaje que no contiene la informacion necesaria.

Por lo tanto, en este momento, sélo tres equipos ven en la conmensuracion un
recurso Util para resolver este problema. Los demas, fuera de la medicion con regla, no
tienen otro recurso y quedan bloqueados, excepto en el caso en que la fraccién implicada
es muy facil de determinar (un medio). Para dos equipos (2 y 6) aparentemente la
conmensuracion permite resolver el problema de seleccionar el entero, mas no el de

construirlo.
Interpretaciéon de los mensajes, construccion de los enteros

Con respecto a los tres mensajes basados en la conmensuracion, dos de ellos los
reciben equipos que también utilizaron la conmensuracion en esta situacion o en la
anterior (equipo 2 y equipo 7) y los interpretan correctamente. Los mensajes son:
“poniéndole 12 pedazos chicos azules y 5 enteros y el azul es el pedazo que nos toc6” (1)
y “2 nifios entre 4 chocolates” (2). Con respecto al primero, la divisién de la tira en doce

partes fue dificil y el pedazo obtenido no coincidio con el original.

El otro mensaje de conmensuracion fue recibido por un equipo que en esta situacion
no recurrio a la conmensuracion al elaborar su propio mensaje (equipo 6). El mensaje es:
“dos enteros y tres pedazos” (3). Al recibirlo, lo interpretan de la siguiente manera: ven si
los dos enteros coinciden con tres de sus propios pedazos y, obviamente, no coinciden.
Después no saben qué hacer. Parece claro que intentan hacer lo mismo que la vez
pasada (seleccionar el pedazo) pero no tienen mas que su pedazo, se limitan a ver si éste
satisface la condicion. Este mismo equipo fue uno de los que habiendo utilizado la
conmensuracion la vez pasada, no lo hace ahora. El hecho de que no pueda interpretar el
mensaje nos confirma que no vieron en la conmensuracion un recurso util para este

problema.

Un poco después, la Unica nifia que siguié intentando resolver el problema, pide
ayuda a un nifilo de otro equipo (equipo 7); éste entiende el mensaje, mas no lo explica.
Se pone a construir el pedazo pero... tiene problemas para dividir la tira en tres partes. La

nifia que pidio la ayuda, toma la tira y lo intenta:
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- Dobla latira en dos y la desdobla.

- Ladobla asi: W y la desdobla.
- Finalmente, la dobla como carta. é

El observador le pregunta: “¢Y cudl es el pedazo?”. Ella sefiala uno de los tercios.

¢ Ha comprendido?

En otro equipo que no ha implementado la conmensuracién en ninguna de las dos
situaciones reciben este mensaje: “5 chocolates entre un nifio” (4). EI mensaje no tiene
nada que ver con el pedazo correspondiente (éste era 3/2 del entero). El autor parece
haberse basado en el hecho de que, casualmente, tenia 5 enteros sobre su mesa, y da a
su mensaje una redaccion como la de los mensajes que se reprodujeron en la situacién
anterior. Los receptores piden pedazos para “ir probando”. Al no obtenerlos, una nifia del

equipo exclama “jya se!” y construye un pedazo del tamafio de 5 enteros...

Con respecto a los dos mensajes restantes, no hay problemas: en uno envian la
medida en centimetros y los receptores, al no disponer de regla, construyen el pedazo
estimado. En el otro envian la fraccién (un medio) y los receptores construyen el pedazo

correctamente.

En resumen: 5 equipos de los 8 no implementan la conmensuracion para resolver
este problema. De éstos, uno de ellos tampoco puede interpretar un mensaje basado en

la conmensuracion. Nos preguntamos cuantos mas estan en este caso.

La confrontacidn colectiva tenia asignado un importante papel en el proceso que no
se cumplio, una vez mas, debido a un ambiente poco favorable al trabajo. Era el momento
en que podian manifestarse las limitaciones de aquellos mensajes que proporcionan
medidas estimadas, o que simplemente no son claros. De igual modo, debia funcionar
como canal para difundir la posibilidad de recurrir a la conmensuracién (y la manera de
hacerlo), como un recurso sencillo y sistematico. Sélo hubo tiempo para revisar tres

mensajes con la mayoria del grupo ya muy disperso.
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En 4° grado:
Elaboracion de los mensajes (se prohibe la regla; no se dan pedazos para escoger).

Todos los equipos recurren a la conmensuracion, es decir, los cinco que ya lo habian
hecho la vez anterior, los dos que habian utilizado regla graduada y el que no habia

elaborado ningin mensaje. En 10 minutos todos los mensajes estaban listos:

1) “Cabe 1 vez en 2 pedazos” (pedazo = % del entero)
2) “10 chocolates” (pedazo = 5/6 del entero)
©)
12 nifios
(6)
3) “4 enteros y 3 pedazos” (pedazo = 4/3 del entero)

4) “Con 3 enteros pueden formar dos chocolates, |(pedazo = 3/2 del entero)
el chocolate es rojo”

5) “En 3 chocolates enteros, entran 4 pedazos” (pedazo = 3/4 del entero)

6) “4en2" (pedazo = 2 enteros)

7) “[C_1] mitad de nuestro pedazo largo y tocan | (pedazo = 5/12 del entero)
12 pedazos a cada nifio y 5 enteros”

8) “3 pedazos caben en 2 enteros” (pedazo = 2/3 del entero)

Dos de los mensajes (4 y 7), ademas de la relacion de conmensuracion entre enteros
y pedazos, proponen otro recurso (tal vez piensan que la conmensuracién no sera bien
interpretada): el color del pedazo, recurso que no sera util puesto que hay varios pedazos
de ese color y, ademas, los receptores no dispondran de los pedazos, y dibujan la mitad

de su pedazo. Este ultimo recurso no estaba permitido (el mensaje debia se telefénico).

El mensaje 2 propone dos pares equivalentes 10 - 12 y 5 - 6. En el mensaje 7
reencontramos de manera confusa una referencia al reparto: ... “Tocan 12 pedazos a
cada nifio” ¢quisieron decir, “tocan pedazos a 12 nifios”? Extrafiamente, en la redaccién
de todos los mensajes sigue estando ausente la explicitacién de la accién que debe
realizar el receptor. La redaccion sigue pareciendo una respuesta a la pregunta ¢ cuantos

enteros, cuantos pedazos?
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Interpretaciéon de los mensajes, construccion de los pedazos

Todos los equipos logran construir mas o menos rapidamente el pedazo.
Nuevamente, las divisiones de una tira entre 3, 6 y 12 presentan problemas técnicos. En

los casos que pudimos observar se implementaron los siguientes recursos:

- para 4 enteros - 3 pedazos: doblan la tira (de 4 enteros) en tres, como carta
- para 2 enteros - 3 pedazos: miden la tira (de 2 enteros: 24cm), buscan el factor
que multiplicado por 3, dé 24.

- para5 enteros - 12 pedazos: hacen aproximaciones sucesivas.
Confrontacion colectiva:

Todos los pedazos construidos coinciden con el original, excepto el pedazo
correspondiente al mensaje 2. Los emisores argumentan que ese mensaje no se entiende
(pero no dicen como lo interpretaron). El grupo esta de acuerdo: “Hay muchos nimeros”.
Los emisores argumentan que “es o mismo” (se refiere a las parejas 5-6 y 10-12), pero
algunos nifios entienden que se refiere a las parejas 10-6 y 5-12 y protestan diciendo que
“seria la mitad”. Finalmente acuerdan que el mensaje era malo, que podrian haber puesto

nada mas 5 chocolates, 6 nifos.

Conclusiones:

La ausencia de regla graduada ha propiciado que ahora todos los quipos de 4° grado
recurran a la conmensuraciéon como un medio para proporcionar la medida de una
longitud en funcion de determinada unidad, apoyandose en el contexto de reparto (las
unidades juegan el papel de enteros que fueron repartidos y la longitud en cuestion esta

materializada por el pedazo que arroja ese reparto).

En cambio, en 3% grado sélo tres equipos movilizan la conmensuracién para resolver
este problema. Dos equipos mas la consideran util sélo si se trata de seleccionar el

pedazo. Detengamonos un poco en el caso de estos dos equipos.

Cuando se trata de seleccionar el pedazo, la relacion de conmensuracion x enteros =
y pedazos expresa de una manera bastante directa lo que he hecho se hace para resolver
el problema: unir x enteros y buscar los pedazos que iterados y veces coincidan con esos
X enteros. Subyace el hecho de que sélo un pedazo satisface dicha relacion. En cambio,
cuando se trata de construir el pedazo, el mensaje x enteros = y pedazos ya no expresa

directamente lo que tiene que hacer el receptor, puesto que éste no tiene ya en sus
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manos uno de los términos de la ecuacion: el pedazo. Esta vez, emisor y receptor deben
saber que de esa ecuacion, teniendo el entero, es posible determinar el tamafio del
pedazo, es decir, deben leer en esa ecuacion la composicion de las dos operaciones en
juego (unir, dividir) que se aplican al entero para obtener el pedazo. Esto implica también,
por supuesto, el poder concebir que el producto de esas dos operaciones es unico.
Suponemos que en esta diferencia entre las dos situaciones (seleccionar, construir) esta
la explicacion de por qué aplican la conmensuracion para resolver la primera y no para la
segunda. Mas precisamente, suponemos que la dificultad que encierra la segunda
(construir el pedazo) es la necesidad de concebir (no de ejecutar) la composicién de las

dos operaciones en juego.

En el caso de los 3 equipos que no han implementado la conmensuracién en ninguna
de las dos situaciones, posiblemente la dificultad estd mas lejos: no se establece una
relacién entre los datos de un reparto y el tamafio del pedazo que resulta, o dicho en otros
términos, no se considera que al a relacién x enteros =y pedazos corresponda un pedazo
determinado. La transformacién (. x) (+ y) no es vista como operacion en el sentido de que

a un entero dado asocie un Unico pedazo.

Dado que las confrontaciones colectivas no han funcionado, hemos decidido disefiar
una situacion mas para 3° grado, cuyo objetivo sea propiciar el andlisis colectivo de
algunos de los mensajes que ya han elaborado en las dos situaciones anteriores. Nos
interesa, por un lado, favorecer que se pongan de acuerdo, colectivamente, acerca de los
mensajes que no permitan construir el pedazo. Por otro lado, la informacién que pueden
proporcionar los alumnos que han podido resolver el problema aplicando la
conmensuracion, posiblemente ya pueda ser aprovechada por algunos de los que aun no
lo logran. Interesa, en particular, que vean cdmo puede ser interpretado un mensaje
basado en la conmensuracion (esta interpretacion es la concretizacion de las dos

operaciones en juego).

Situacion didactica 3.2: Andlisis colectiva de los mensajes (3% grado)
Desarrollo

1. Consigna: Explicar que se retoman algunos mensajes para los que no hubo tiempo
de ver si estaban bien o no. Si el grupo no se pone de acuerdo, 0 no pueden

justificar por qué sirve o no sirve, todos intentardn construir el pedazo
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correspondiente. El pedazo original se escondera en un sobre, y al final, se hara la

comparacion. (5 min)
Para cada mensaje:

2. Discusion colectiva sobre el mensaje: Escribir el mensaje en el pizarron. (5 a 10
min)
3. Construccion del pedazo correspondiente al mensaje: (Solo si es necesario). El

pedazo original correspondiente se mete en un sobre. Se entrega a cada equipo

una tira para recortar y un entero (pueden tomar mas si lo desean). (10 min)

4. Verificacion y discusion colectiva: Se comparan los pedazos construidos entre si y
después con el original. Intentar que se expliciten los procedimientos seguidos y

los errores cometidos o las insuficiencias del mensaje. (10 min)
Organizacion:
Colectiva y en equipos en la parte 3.
Mensajes que se analizaran:
1) “Dos enteros y 3 pedazos” (pedazo de 8cm, 2/3 del entero).

2) “Queremos gue nos hagan con la tira un pedazo exactamente del mismo tamafo

que este chico” (pedazo de 10cm, 5/6 del entero).

3) “Poniéndole 12 pedazos chicos y 5 enteros y el azul es el que nos toco” (pedazo
de 5cm, 5/12 del entero).

4) “Lo pueden hacer de diferentes formas. Junten 3 pedazos de pastel enteros o de

la cinta recorten 18cm” (pedazo de 18cm, 3/2 del entero).
Material  (So6lo en caso de que se decida construir algun pedazo):

- 5 enteros (tira de carton de 12cm x 3cm)
- dos o tres tiras de cartulina o papel para recortar (40cm x 3cm)

Ademaés el pedazo correspondiente a cada mensaje.

Andlisis previo de la S. D. 3.2: Analisis colectivo de los mensajes

Debido a que las confrontaciones de las dos situaciones anteriores no han podido
realizarse con éxito en 3% grado, y que es en éstas en las que el grupo puede conocer los

diferentes recursos implementados para resolver el problema y discriminar los que
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funcionan de los que no, retomaremos ahora varios mensajes, de distintos tipos, vy
propiciaremos la discusion colectiva acerca de cada uno. Si la mayoria del grupo no
puede juzgar a priori si alguno de los mensajes funciona o no, se les pedira que lo
prueben, es decir, que intenten construir el pedazo a partir del mensaje. Posteriormente
se cotejaran pedazos construidos con pedazos originales intentando destacar el motivo de

los posibles errores.

Dado que todos los equipos trabajaran cada vez con el mismo mensaje, habra
mayores posibilidades de discusion en torno a cada mensaje: algunos no lo podran
interpretar, pero otros si, 0 bien, apareceran distintas interpretaciones ya sea porque el
mensaje es ambiguo, o porque no se interpreta correctamente... La verificacion se
realizara primero comprando los pedazos producidos por cada equipo y ademas

comparando éstos con el original.

Es importante que la sesién sea agil: No dar mas de 10 minutos para la construccion

de los pedazos. Aquéllos que no puedan terminar una vez, lo intentaran en la siguiente.

De esta manera esperamos: 1) que se destaque que la medicion estimada no permite
construir el pedazo con precisién, y 2) que aquellos alumnos que ain no ven en la
conmensuracién un recurso posible, tengan una ocasién mas de probarlo, o de conocer

como lo utilizan sus compafieros.

Analisis de la experimentacién de la S. D. 3.2: Analisis colectivo de los
mensajes (3% grado)

Fecha: 17-06-85
Duracion: 1 hora.
Mensaje 1: “Dos enteros 3 pedazos”

El maestro modifica la situacion involuntariamente: pide a los nifios que intenten
construir el pedazo correspondiente al mensaje, antes de haber propiciado la discusién
acerca de si funciona o no funciona. Aunque antes habia dicho que se dedicarian a ver
qué mensajes sirven y cudles no, el que de entrada se pida que se construya el pedazo

implica una sutil validacién de este mensaje.

Cinco equipos de los 8 logran interpretar el mensaje, una vez mas, aquéllos que ya
habian aplicado la conmensuracion en una de las dos situaciones anteriores (equipos 2-3-
4-6-7). Por lo tanto, los tres equipos que no la han aplicado, siguen sin poder interpretar el

mensaje (equipos 1y 8; y equipo 5 que recurrié a la conmensuracién sélo cuando dispuso
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de pedazos para elegir). Es necesario decir que en los equipos 1 y 8 no vimos intentos de
abordar el problema. Pareciera que cada vez estan mas ajenos, o0 mas aun, que
aprovechan la posibilidad de rebelarse que les ofrecen las clases experimentales (su
maestra no esta presente). En todo caso, no es posible ya pretender derivar conclusiones
sobre la secuencia de problemas a partir del trabajo de estos nifios, o s6lo una: no

logramos motivarlos.

Solo pudimos observar a un nifio de uno de los equipos que interpreto el mensaje:
unié dos enteros y pidié una regla graduada (queria medir la longitud de los dos enteros
pero dividirla entre tres). Al no obtenerla, pide los diferentes pedazos para probar.

Tampoco los obtuvo; entonces dice que podria partir los enteros a la mitad

agrega “no, asi saldrian 4 pedazos, es como por aqui (sefiala con el dedo un pedazo

como de % del entero)”. Ayudandose con una hoja de papel, itera ese pedazo:

le sobra... dice que eso lo podria repartir entre los tres (el procedimiento es tipico de
reparto). Finalmente logra ajustar la medida y obtiene el pedazo correcto.

En la confrontacion colectiva se comparan los 4 pedazos producidos entre si (un
equipo mas no logra terminar). Tres coinciden, otro es un poco mas corto. EI maestro
saca entonces el pedazo original del sobre. Los alumnos parecen emocionados. Se coteja
el original con los pedazos... el que estaba un poco mas corto era el incorrecto. El
maestro pide a uno de los equipos que lo hizo bien que explique. La explicacién es clara:

uni6é dos enteros, recorto la tira de ese tamafo, dividid entre tres:

M: “¢,Por qué dos enteros?”

Al “Porque el mensaje lo dice”

M: “¢Y no podrias doblar en 4 0 en 5?”
Al “No, porque dice 3 pedazos”
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Mensaje 2: “Queremos que nos hagan con la tira un pedazo exactamente del mismo

tamafio que este chico”.

Varios alumnos gritan en coro que estd mal. Un alumno argumenta: “Dice con esta
tira, pero cual tira? y luego dice del mismo tamafio que este chico, pero cual chico, el azul,
o el amarillo o cual, no se sabe”. Otro alumno: “Puede ser de este tamafio (sefiala con las

manos como 30cm) y ellos lo ven chico”.

Mensaje 3: “Poniéndole 12 pedazos chicos azules y 5 enteros y el azul es el que
nos toco”.

El equipo que elabordé el mensaje protesta que se ponga a prueba su mensaje,

porque ya se habia aceptado que era bueno. El maestro insiste y los alumnos no ceden.

Los deméas alumnos se unen a éstos, tal vez porque quisieran ahorrarse el trabajo de

ponerlo a prueba. Finalmente el maestro cede.

Mensaje 4: “Lo pueden hacer de diferentes formas. Junten 3 pedazos de pasteles
enteros o de la cinta recorten 18 centimetros”.

El pedazo correspondiente a este mensaje media efectivamente 18cm (3/2 del

entero). Parece que la primera manera que proponen es la conmensuracion, pero olvidan

indicar que se divida entre dos.

Varios alumnos rechazan el mensaje y nadie lo defiende (ni sus autores).
Argumentan que no dice “cudles son los tres pedazos de pasteles enteros” (los autores
se referian a los enteros), que 3 enteros miden 36cm y no 18cm, y que, ademas, no

llevaban regla (lo cual no es exacto, porque en la situacion si se les permitié usar regla).

El maestro da por terminada la sesién, poniendo énfasis en qué mensajes si fueron

aceptados (... los dos que implican la conmensuracion).

Conclusiones

Esta vez la confrontacion colectiva de mensajes ha dado aparentemente mejores
resultados ya que se explicitaron algunos elementos importantes que hacen que un
mensaje no funcione: ambigtiedad (mensajes 2 y 4), uso de la regla graduada (mensaje

4), imprecision de los términos (mensaje 4).

Por otro lado, el mensaje que moviliza la conmensuracion fue interpretado
correctamente por 5 equipos y explicado claramente a todo el grupo. Este mensaje resultd

validado de varias maneras: porque fue el Unico que se puso a prueba sin discusion
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previa, fue al que méas tiempo se le dedic6 y, ademas, pudo ser interpretado por varios
equipos. Es muy probable que ante una nueva situacion estos cinco equipos recurran a la
conmensuracion. Sin embargo, con respecto a los otros tres, precisamente aquéllos que
no han recurrido a la conmensuracion en las otras situaciones, tenemos serias dudas de

gque lo hagan en lo sucesivo.

Situacion didactica 3.3: Reduccion de mensajes
Desarrollo
Primera parte. Elaboracion del mensaje

1. Consigna: “Nuevamente se trata de escribir un mensaje para que el otro equipo
pueda construir un pedazo, pero ahora ganara un solo equipo: el que escriba el

mensaje mas corto (con el menor nimero de palabras) y que funcione”. (2 min)

2. Trabajo en equipos: Se entrega a cada equipo un pedazo y el entero. Se les indica

gue pueden pedir mas si los necesitan. Elaboran el mensaje. (15 min.)

3. Confrontacion colectiva: Se registran en el pizarrén todos los mensajes. Se
propicia la discusion: ¢Cuél es el mas corto? ¢Funciona?. Una vez elegido el
mensaje que satisface las condiciones pedidas, el maestro solicita al grupo que

intenten reducirlo ain mas. (30 min.)
Segunda parte. Interpretacién del mensaje.

4. Consigna: “Ahora se trata de construir un pedazo del tamafio que indica el
mensaje. A cada equipo se entregaran todos los enteros que necesite”. Se escribe
en el pizarrén el mensaje para cada equipo. La redaccion del mensaje debe ser

la acordada en la primera parte. (2 min.)

Equipo: 1 2 3 4 5 6 7 8
Mensaje:  (1,2) (1) (34) (43 24 (36) (32 (13)

(el primer elemento del par indica el numero de enteros y el segundo, el nUmero de

pedazos).

5. Trabajo en equipos: Se les entrega un entero y una tira para recortar. Construyen

el pedazo (10 min.)
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6. Confrontacién colectiva: Analizar colectivamente si los mensajes acordados
funcionan o no. En caso de que aun no se haya reducido a su minima expresion:

(x, y), propiciar que se realicen mayores reducciones.

Organizacion: Equipos de 4 nifios.
Material
Primera parte. EI mismo que en la S. D. 3.1 (1 entero y 8 pedazos, uno para cada

equipo, mas excedente de pedazos y enteros, por si los solicitan).
Segunda parte. Para cada equipo:
-+ 5enteros: tira de carton de 9cm x 3 cm.

- Unatira para recortar de 50cm x 3 cm.

Analisis previo de la S. D. 3.3: Reduccion de mensajes

El objetivo de esta situacion didactica es propiciar la construccién progresiva de un
lenguaje simbolico mediante la reduccion de los mensajes elaborados que se basan en la
conmensuracion. Esta reduccion consiste primero en la eliminacion de la informacion
superflua o redundante, lo que requiere de poder discriminar la informacion pertinente de
la que no lo es. Por ejemplo, en el mensaje “Con 3 enteros puedes formar dos chocolates,
el chocolate es rojo”, el dltimo dato puede eliminarse. Esta primera reduccién no sera
dificil de realizar dado que en la mayoria de los mensajes de 3° y 4° que se basan en la
conmensuracién vemos ya expresada esta tendencia a abreviar (casi todos son del estilo:

“X enteros, y pedazos”).

La reduccion de los mensajes pasa ademas por la adopcion de acuerdos que
permitan simbolizar aquellos datos que son constantes en la situacién pero que necesitan
ser identificados, y también acuerdos que permitan eliminar la expresion de informacién
que puede permanecer implicita. Por ejemplo, en los mensajes realizados hasta ahora
que son del estilo “x enteros, y pedazos” ya se ha dejado implicita cierta informacién: no
se dice por ejemplo que los x enteros tienen juntos la misma longitud, o son del mismo
tamafio que los y pedazos juntos. Esta es una constante fundamental en la situacion que -
dentro del grupo- no ha sido necesario expresar. Por otro lado, los datos que informan
cuales son los enteros y cudles son los pedazos si son necesarios (esto, en 4° grado, ya
fue explicitado), puesto que el pedazo correspondiente a, por ejemplo, 3 enteros, 4
pedazos no es el mismo que el correspondiente a 4 pedazos, 3 enteros. Sin embargo,

estos datos son constantes (en la situacion, siempre hay enteros y pedazos). Por lo tanto,
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pueden simbolizarse facilmente, sin pérdida de eficiencia. Esperamos que lleguen
después de varias reducciones sucesivas, y posiblemente con una sugerencia del
maestro, a una escritura simbdlica como éstas: x,y o x/y etc., en las que los datos que
informan cuéles son los enteros y cuales son los pedazos estarian simbolizados por la
posicién de los nimeros o por algun simbolo adicional. Evidentemente, si en la situacion
se hacen jugar varios enteros de distintos tamafos, sera necesaria una informacion mas
que indique a qué entero se hace referencia. Pero, por ahora, los enteros son siempre los
mismos para todos y esa informacion puede quedar implicita. Se trata de llegar por lo
tanto a la conclusion de que hay dos datos indispensables (el nimero de enteros y el
namero de pedazos) y de que es necesario indicar de alguna forma breve y sencilla

cudles son los enteros y cuales los pedazos.

Preguntamos ahora: ¢,Qué significara para los nifios la escritura abreviada “x, y"? En
principio, esta escritura describe una accion, aquélla que debe ejecutar el receptor para
construir un pedazo del mismo tamafio que el del emisor: une x enteros, dividelos entre y.
Se trata pues de una composicion de dos operadores naturales, aunque ésta puede estar
implicita si el mensaje se interpreta como: x partes, y pedazos coinciden. Pero, por otro
lado, haciendo abstraccién de las acciones implicadas, este par de numeros esta
permitiendo determinar la longitud de una tira (longitud que no podria ser determinada
mediante el uso de un nimero natural). El hecho de que conociendo el par (y la unidad o
entero) pueda conocerse el tamafio de la tira -y viceversa- conduce a relacionar
progresivamente el par a un tamafio (longitud) determinado. En este sentido, el par x, y se
empieza a comportar como un numero-medida. Esto implicara también que en el par x, y
se lea el resultado de las operaciones involucradas: la tira mide x entre y; entendida x
entre y ya no como la operacion que hay que hacer, sino como el resultado de la

operacién (resultado que no puede expresarse mediante un nimero natural).

Lo que esta en juego aqui, finalmente, es la posibilidad de que se otorgue
progresivamente el estatuto de nimero al par x, y (esto es, que no se le considere como
dos numeros naturales aislados). Esto -evidentemente- no es nada facil que suceda, v,
aln mas es casi imposible que suceda a corto plazo. Nuestro par de nimeros X,y empieza
a funcionar ahora como medio para comunicar una media y en tanto composicion de
operadores naturales. En la situacién final de esta etapa, funcionard como modelo que
permite realizar anticipaciones sobre algunas relaciones entre las longitudes (en

particular, relaciones de orden). Posteriormente, estos pares serdn sumados entre si para
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anticipar la longitud total de la union de dos tiras... serdn, pues, sometidos
progresivamente a un manejo en tanto objetos que permiten cuantificar magnitudes, que
se relacionan y se operan entre si, que guardan ciertas propiedades que los distinguen de

los numeros naturales, pero que a la vez, los relacionan con ellos.

Suponemos que a lo largo de estas experiencias (y de otras también fundamentales
como el cambio de contexto conservando la misma interpretacion del racional y el
enfrentamiento a situaciones que, esta vez, involucran una interpretacion distinta) se ira

otorgando el estatuto de numero al par de naturales en juego.

Por ultimo, hagamos una precision con respecto a las condiciones de nuestros grupos
de 3° y 4° grados para abordar esta situacion: en el grupo de 4° practicamente todos los
alumnos recurren ya a la relacion de conmensuracion para resolver la situacién
fundamental (comunicar la medida de una longitud con una unidad dada). Han inclusive
llegado a identificar (y a generar) mensajes equivalentes. No sera dificil, por lo tanto, que
realicen ahora la tarea de reducir los mensajes destacando la informacién pertinente,
adoptando acuerdos, etc. En 3°, en cambio, aunque la mayoria del grupo puede ya
interpretar un mensaje en el que se emplea la conmensuracién (y algunos siguen
necesitando, para interpretar el mensaje, de los pedazos posibles para elegir uno...) por
lo menos la mitad del grupo no recurre ain a este medio para elaborar su mensaje.
Dificilmente podrian entonces abordar la tarea de reduccion de los mismos. Por eso, en
3% grado no se enfatizara el propésito de reducir los mensajes. La situacién consistira

para ellos basicamente en una repeticion de la situacion fundamental (S. D. 3.1).

NOTA: En la fase de interpretar mensajes basados en la conmensuracion se dejara a los
nifios disponer de regla graduada -si la solicitan- para facilitar la tarea de dividir la

tira en partes iguales.

Andlisis de la experimentacién de la S. D. 3.3: Reduccion de mensajes. (3%
grado)

Fecha;: 19-06-85 y 25-06-85
Duracion: 2h 20’ (1h 30'+ 50)

Primera parte. Elaboracién de mensajes.

Aunque el maestro indicé en la consigna que se intentara abreviar los mensajes lo

mas posible, en pocos equipos se asumid ese propdsito. El interés de esta situacion esta,
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por lo tanto, en la forma en que los nifios de 3° grado abordan -nuevamente- la situacion

fundamental.

Al inicio de la actividad en la mayoria de los equipos solicitan regla graduada para
elaborar los mensajes. En particular, uno de los equipos que en las sesiones anteriores
habia recurrido sisteméticamente a la conmensuracion, esta vez solicita la regla. Al no
obtenerla, dicen que van a hacer entonces un dibujo a escala utilizando la cuadricula de
las hojas de su cuaderno. Se les recuerda que tampoco se puede dibujar. Entonces dice
uno de ellos: “... bueno, pero si los otros (los receptores) no lo hacen bien, es su culpa”.
Pareciera que la retroalimentacion que proporciona la situacion empieza a actuar en el
sentido opuesto al que esperamos: la conmensuracion se descubre ante algunos alumnos

gue la han utilizado como un recurso que no permite llegar a la meta.

Finalmente, al no disponer de la regla y al no poder dibujar, esto fue lo que ocurrié:
- 3 equipos que ya habian implementado la conmensuracién anteriormente, vuelven

a recurrir a ésta (equipos 3,4y 7)

- 2 equipos que también ya han recurrido a la conmensuracion®', reciben
respectivamente los pedazos iguales a un medio y a dos enteros y elaboran sus
mensajes en esos términos. Podemos pensar que si hubiesen recibido pedazos
iguales a una fraccibn menos sencilla del entero, hubieran recurrido a la

conmensuracion (equipos 2 y 6).
- SOlo un equipo recurre por primera vez a la conmensuracién (equipo 5).
- Los equipos 1y 8 siguen sin movilizar ningtn procedimiento.
Estos fueron los mensajes elaborados:

Equipo 5: “4 enteros y 3 pedazos” (pedazo = 3/4 del entero; confundieron al pedazo

con el entero).

Equipo 4: “Es 4 enteros y 3 pedazos”. (pedazo = 4/3 del entero)
Equipo 3: “2 enteros y 3 rojos medianos” (pedazo = 2/3 del entero)
Equipo 7: “5 enteros y 12 pedazos” (pedazo = 5/12 del entero)
Equipo 6. “Con 2 enteros” (pedazo = 2 enteros)

Equipo 2: “Que hagan la mitad del entero” (pedazo = 1/2 del entero).

“! Elaboraron un mensaje basado en la conmensuracion sélo en la situacién 3.1, cuando los receptores tenian
pedazos para elegir, pero, posteriormente, ambos equipos pudieron construir un pedazo a partir de un
mensaje basado en la conmensuracion.
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Por lo tanto, aparentemente, 6 equipos de los ocho, estan en condiciones de resolver
la situacion fundamental recurriendo a la conmensuracion. Sin embargo, en la fase
siguiente: analisis de los mensajes y puesta a prueba, veremos que el que escriban un
mensaje de este tipo no necesariamente significa que estdn seguros de que se puede

interpretar.

Segunda parte. Analisis colectivo de los mensajes y puesta a prueba

El maestro escribe los seis mensajes en el pizarron e invita a los alumnos a opinar
acerca de cada uno. El mensaje del equipo 5 es criticado por algunos alumnos, uno de
ellos dice: “no sirve porque ¢cOmo se va a construir si no se conocen los pedazos?” Es
claro que para él la relacién de conmensuraciéon no da la informacién necesaria. Pero,
veamos como se defienden los autores del mensaje (se trata del equipo que por primera
vez acude a la conmensuracion): toman varios pedazos y varios enteros, los iteran a lo
largo hasta que 3 enteros y 4 pedazos coinciden. Observan que se habian equivocado y
lo dicen (habian escrito 4 enteros, 3 pedazos). Pero, al explicar por qué su mensaje si
sirve dicen que lo Unico que el receptor tendria que hacer era elegir el pedazo que
coincidiera... Ningan alumno protesta. El observador les pregunta que qué pasaria si no
hubiera pedazo para escoger. Uno de ellos dice: “no habria juego”. Sélo un alumno

intenta explicar como se podria construir el pedazo.

Los deméas mensajes que implican la conmensuracion producen también dudas entre
los alumnos. “Habria que probar”, dicen. Estan de acuerdo en que probando uno de ellos,
los demas quedan probados. Parece entonces que la mayoria no esta -en este momento-
muy convencida de que sus mensajes funcionen. Se procedié a probar el mensaje del
equipo 4: “es 4 enteros y 3 pedazos”, para ello se entregan a cada equipo varios enteros,
una tira para recortar y se les retiran los pedazos que tenian. El pedazo original

correspondiente al mensaje se guarda en un sobre que sera abierto al final, para verificar.

Sucedio lo siguiente: los seis equipos que elaboraron un mensaje construyen ahora

un pedazo. Es decir, sélo los equipos 1y 8 no lo hacen.

Sin embargo, de los 6 pedazos construidos, s6lo uno -justamente el del equipo que
hizo el mensaje- coincide con el original. Lo que pudimos observar en dos equipos nos
hace suponer que el problema no estuvo en la interpretacion del mensaje, sino en su
realizacion técnica: en uno de ellos miden la longitud de 4 enteros, 48 cm. Preguntan al
observador que cudl es el numero que multiplicado por 3 da 48. El observador no les da la

respuesta, y, al ver que se les acababa el tiempo deciden cortar un pedazo a ojo.
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En otro equipo, uno de sus integrantes (el Unico que trabajod) hizo lo siguiente:

- Marca en su tira para recortar, la longitud de 4 enteros:

5

/

- Marca, sobre uno de los enteros, la longitud que él estima que tendran los

pedazos:

- ltera|” sobre | 4 veces (¢ por qué 4 veces? quiza confunde los nimeros)

/ / / /
s s V"

S

<

- Observa que no logré llegar al extremo. Decide dividir eso que sobro entre cuatro,

pero usando el mismo procedimiento: estimar la longitud del cuarto, iterarla cuatro

veces... Y le vuelve a faltar un pedacito:

/ / / /
Y 1

S

<

- Ese pedacito que sobra, lo piensa volver a dividir entre 4, cuando exclama: “jEl

pedazo es mas grande que el entero!”

Este alumno implementé ya una vez este procedimiento: sabe que quiere obtener 3

partes de los 4 enteros (s6lo que esta vez se confunde y se propone sacar 4 partes, sin

notar que eso le daria exactamente un entero). Entonces, estima el tamafio de una de las

partes. Supone que es menor que el entero. Como no llega a abarcar toda la longitud (de

los 4 enteros), decide dividir el resto entre 4 (en vez de 3, por la confusion ya sefalada).

Exactamente como si se tratara de repartir 4 cosas entre 3. El procedimiento es

perfectamente correcto, aunque técnicamente muy complicado. Es, por cierto un

procedimiento entre otros para dividir: si quisiéramos, por ejemplo dividir (o repartir) 48

entre 3, estimamos un primer cociente, digamos 10. Multiplicamos 10 por 3, 30. Nos falta

por dividir 48-30 = 18. Ahora queremos dividir 18 entre 3. Volvamos a estimar: 5. 5x3=15.
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Nos falta por dividir 18-15 = 3. Ya no hace falta estimar, sabemos que 3+3=1. Entonces, el

cociente buscado es: 10+5+1=16.

Asi, de los 6 equipos que construyen el pedazo, sabemos que uno lo hace
correctamente y que dos mas se atoran en la realizacion. Con los otros tres no supimos
gué sucedié pero suponemos que también tuvieron problemas en ese nivel. Parece
entonces que los alumnos pueden interpretar el mensaje, pero no es sino hasta que lo
hacen que se convencen de que estos mensajes funcionan. Por ahora, nuevamente, la
conmensuracion aparece a los ojos de los alumnos como un recurso con pocas
probabilidades de éxito. Sin embargo, por lo menos parece que ha quedado claro que es

el Unico recurso del que se dispone.

Decidimos poner a prueba otros dos mensajes que implican la conmensuracion, esta
vez no son mensajes elaborados por el grupo*?. El maestro dice a los nifios que esos
mensajes fueron elaborados por nifios de otro grupo y que se tratara de ver si los pueden
interpretar. Nuevamente, los pedazos originales correspondientes se guardan en un
sobre. Los enteros que se les entregan son ahora de 11 cm (en las situaciones anteriores

eran de 12 cm).
Mensaje: “ 3 enteros, 2 pedazos”

Esta vez 7 equipos construyen un pedazo. Por primera vez el equipo 8 lo ha

intentado. El equipo 1 es el Gnico que aun no lo hace.

De los 7 pedazos construidos, sélo uno refleja una mala interpretacion del mensaje
(el del equipo 8): yuxtaponen 3 enteros... intentan medirlos juntos, después intentan medir
so6lo uno. No usan correctamente la regla, las medidas no caen exactas... por fin, deciden
recortar la tira (de tres enteros) en... tres! El observador les pide explicaciones. Tienen
claro que de tres enteros deben sacar 2 pedazos, pero afirman que los pedazos deben
ser del mismo tamafio que los enteros. No entendemos qué esta pensando. Finalmente el
pedazo que recortan es del tamafio de dos enteros. En la confrontacion colectiva varios
nifios opinan sobre este caso: uno afirma “pensaron que el mensaje era 2 enteros y 1

pedazo”, otro les dice que obtuvieron dos pedazos, pero desiguales:

21 a interpretacion de estos mensajes se llevo a cabo en la sesion siguiente, 5 dias después.
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e e e
S R S
~— A ~ J
un pedazo el otro nedazo

finalmente, otros les dicen que “no les importd nada, que lo hicieron del tamafio que
quisieron”.

Los otros seis pedazos fueron construidos a partir de una buena interpretacion del
mensaje, aunque tres de ellos resultaron medio centimetro mas cortos que el original.
Esto se debi6 a que utilizaron la regla graduada para dividir en dos: en dos casos miden la
longitud de los tres enteros alineados, 33 cm. Para dividir entre dos, buscan el factor que
multiplicado por 2 dé 33. Encuentran el nUmero entero mas aproximado, 16. En el otro
caso supieron que el pedazo estaba formado por un entero y medio. Para obtener esa

mitad, miden el entero, 11 cm. Mitad... 5 cm.

Los tres equipos cuyos pedazos coinciden exactamente con el original acudieron al

doblado para obtener las mitades.
Mensaje: “2 enteros, 3 pedazos”

Nuevamente 7 equipos logran construir un pedazo. Esta vez es el equipo 8 el que no
lo hace. En cambio el equipo 1 si lo construye y... jcorrectamente! (recordemos que los
equipos 1 y 8 no han participado en lo absoluto desde la situacion 3.1, y muy poco en las
anteriores). No observamos lo que se hizo en el equipo 1, cabe la posibilidad de que

hayan tomado la medida del pedazo de otro equipo.

De estos siete pedazos construidos, 4 son exactos y 3 difieren un poco del original.
Evidentemente, hubo dificultad en la realizacién técnica, en particular, para dividir entre

tres. Los procedimientos que pudimos observar fueron:
- Doblar la tira en 3, como carta, haciendo ajustes sucesivos.

- Un nifio mide con su regla la longitud de 2 unidades. El observador le ayuda
indicAndole que empiece a medir a partir del cero y no del inicio de la regla. El
nifio no se fija en el nUmero que coincide con el otro extremo de la tira (22).
Estima que “caben tres ochos” y, para verificarlo, se pone a contar, pero, dice
“uno” al senalar el cero, “dos” al sefalar el uno, etc. Llega a ocho y continua

nuevamente con uno... el ltimo tramo le sale de 7:
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dice: uno, dos, tres ... ocho; uno, dos, res,.. ocho; uno, dos, tres, . siete

Y

012 3 45 8 7 8910111213 14 15 16 17 18 19 20 2122

entero entero

Entonces dice que va a probar de 7 2 en 7 %2, pero lo hace de 7 en 7, cometiendo el
mismo error. Termina con sus tres sietes y le faltan aun 2 cm. Dice que los va a “repartir”,

uno a cada pedazo, pero se le acaba el tiempo, corta el pedazo a ojo y... jle atina!

Dejando a un lado los serios problemas que se manifiestan en el uso de la regla
graduada (y, ¢por qué les gusta tanto usarla?), nos encontramos otra vez con un
procedimiento original para dividir un nimero x entre n: estimar un cociente g1; multiplicar
d: por n. Dividir ahora el residuo (x-q;n) entre n y asi sucesivamente. Al final, sumar los

cocientes obtenidos. (Cocientes parciales)

El dltimo procedimiento observado consistente en dar como resultado del cociente
22+3 el nimero entero inferior mas préximo, 7. Vemos entonces que por lo menos seis

equipos de los ocho pueden ya interpretar correctamente los mensajes.

Conclusiones

La mayoria de los alumnos de 3% grado no estaban aun en condiciones de realizar la
tarea de reduccidén de mensajes basados en la relacidon de conmensuracion. Esto era de
esperarse: para ellos la conmensuracion no constituia ain un medio claro y seguro para
resolver la situacién, esto es, para ellos ésta no proporcionaba la informacién que

permitiria determinar el tamafio del pedazo.

En este momento, por lo menos seis equipos de los ocho recurren a la
conmensuracién para elaborar el mensaje e interpretan correctamente los mensajes,
aungue no siempre logran construir el pedazo exacto, debido a problemas técnicos (sobre
los que volveremos mas adelante). Veamos mas de cerca las condiciones en las que
ocurrieron estos cambios de procedimiento. Resumimos primero en el siguiente cuadro el

recorrido de cada equipo.
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Situacion Recurren a la Implementan otro No abordan el
conmensuracién recurso problema.
S. D. 3.1 No hay restricciones. 2-3-4-6 5-7 1-8

Elaboran e interpretan mensajes los

receptores seleccionan el pedazo,

no lo construyen.

S. D. 3.1, segunda aplicacion. 3-4-7 6 *— 5+ (estimanla 1-2-8
Restricciones: no usar regla medida)

graduada, los receptores no

disponen de pedazos para elegir,

necesitaran construirlo elaborar e

interpretar mensajes.

S.D. 3.2 2-3-4-6-7 1-5-8
Interpretar un mensaje basado en la

conmensuracién (no hay pedazo

para elegir).

S.D. 3.3 3-4-5%x-7 2-6 1-8
Mismas restricciones elaborar (Pedazo: %2 del

mensajes. entero y 2 enteros)
S.D.3.3 2-3-4-5-6-7 1-8
Interpretar mensajes basados en (los equipos 1y 8

conmensuracion. intentan por primera

vez abordar el
problema. El equipo
1 aparentemente
logra interpretar uno
de los tres mensajes)

Comparemos lo que sucedié en la situacion 3.1, segunda aplicacién (con
restricciones) y en la situacion 3.3: los equipos 3, 4 y 7 movilizan de entrada la
conmensuracion para resolver el problema. Los equipos que cambian de procedimiento a
favor de la conmensuracién son el 2, 5y 6 (el 2 y el 6 no elaboran, en la S. D. 3.3, un
mensaje basado en la conmensuracion, pero esto se debe muy probablemente al hecho
de que recibieron pedazos cuya longitud puede expresarse facilmente con otros medios).
Recordemos que los seis equipos que acaban recurriendo a la conmensuracién, excepto
el 7, partieron de una interpretacion particular de la situacién: no se trataba para ellos de
construir el pedazo, sino de seleccionarlo (S. D. 3.1). El mensaje x enteros, y pedazos no
expresaba para ellos, por lo tanto, la composicién de las dos operaciones que habia que
realizar sobre el entero, para obtener el pedazo, sino la ecuacion que equipara x enteros y
pedazos. Subyace, por supuesto, la consideracion de que sélo un pedazo satisface dicha

ecuacion.

* No pueden interpretar mensajes basados en la conmensuracion.
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Volver a recurrir a la conmensuracion cuando ya no se trata de seleccionar el pedazo,
sino construirlo, implica desprender de dicha ecuacion la composicion de las dos
operaciones. Esto es lo que hacen los equipos 3y 4 y lo que no pueden hacer los equipos
2, 5y 6. Sin embargo, estos ultimos pudieron observar en varias ocasiones como se
interpretd un mensaje basado en la conmensuracidén para construir el pedazo, mas aun,
en la situacion 3.2, se les da de entrada un mensaje de este tipo para que lo interpreten -
lo cual lleva implicito que se puede interpretar- y, de hecho, los equipos 2 y 6 logran
realizar la tarea. Por lo tanto, podemos suponer que en el caso de estos tres equipos (2, 5
y 6) la informacion que reciben del grupo y la informacién nuestra en la S. D. 3.2., tuvieron
influencia para que optaran por el procedimiento de la conmensuracién, esto es, no llegan
a éste Unicamente a través de la interaccion con la situacion problema fundamental. Esta
influencia consisti6 en mostrar, en la accién, como interpretar el mensaje x enteros y

pedazos en términos de la composicién de dos operadores.

Por otro lado, la retroalimentacién que podia proporcionar la situacion al hacer
fracasar mensajes basados en otros recursos y al mostrar que la conmensuracién permite
lograr el objetivo de manera sistematica, no actué en ese sentido: muchas veces los
fracasos no fueron claramente constatados debido al desorden en que se realizaron las
confrontaciones y, por otro lado, la dificultad técnica de construir el pedazo a partir de la
conmensuracion -o simplemente el hecho de que algunos receptores no pudieron
interpretar esos mensajes- tendi6 a provocar dudas en varios alumnos acerca de la

eficiencia de este recurso.

Notemos, por ultimo, que lo que hemos llamado dificultades técnicas para construir el
pedazo consistieron en dividir la tira en cierto nimero de partes iguales, sobre todo entre
nameros que no son potencias de 2. Muchas veces los alumnos midieron con regla y su
problema consistio en dividir un numero (y no la longitud). Al no disponer de un algoritmo
para dividir, implementaron recursos originales -correctos- que nos muestran que sabian
bien a dénde querian llegar: construir un pedazo que es igual a x enteros entre y, (sélo
cuando se sabe a dénde se quiere llegar se puede prescindir de los algoritmos

institucionalizados).

Seis equipos de los ocho parecen estar ahora en condiciones de abordar la situacion
recurriendo a la conmensuracién. Pensamos que requieren de mas experiencias aun para
dominar dicho procedimiento, antes de abordar la tarea de reduccion de mensajes vy,

sobre todo, antes de intentar que utilicen estos mensajes como modelo para hacer
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anticipaciones. Sin embargo, este afio escolar se ha terminado y no nos seria posible
incluir en este trabajo el analisis de la experimentacion de las Ultimas situaciones
didacticas de la secuencia en este grupo (las tres sesiones destinadas a ello se

dedicaron, como hemos visto, a la reaplicacion de la situacion fundamental).

Andlisis de la experimentacién de la S. D. 3.3: Reduccién de mensajes. (4°
grado)

Fecha: 17-06-85 y 19-06-85
Duracion: 1h 50’ (50’ + 1 h)

Poco antes de aplicar esta situacién en 4° grado, decidimos afadir a la segunda parte
(interpretacion de mensajes abreviados) una actividad breve de anticipaciones.
Consideramos que el trabajo de interpretar mensajes no representa ya mucho interés
para este grupo que ha realizado con éxito en varias ocasiones esta tarea. La
construccion efectiva de los pedazos funcionara entonces como medio para verificar las
anticipaciones, dando asi una ocasién mas a los alumnos de elaborar y confrontar

hipdtesis acerca de algunas relaciones entre los pares X, y.
Primera parte. Elaboracion de los mensajes.

El maestro enfatiza en la consigna que esta vez “ganara un solo equipo: aquél que
logre hacer el mensaje mas corto y que funcione”. Les dice también que si lo desean,

emisores y receptores pueden ponerse previamente de acuerdo en lo que quieran.

Los seis equipos que elaboraron mensajes basados en la conmensuracion en la
situacion anterior, vuelven a producir rapidamente mensajes basados en este recurso. En
los dos casos que observamos, antes de trabajar con el material para buscar la relacion
entre enteros y pedazos, acuerdan, al interior de cada equipo (es decir, no consultan,

como esperdbamos a los receptores), la forma de redactar el mensaje.
Estos fueron los mensajes producidos:
1) “4 3" (el 4 esta escrito en amarillo, color de los enteros y el 3 en

rojo, color de los pedazos de este equipo)
2) “2 en 17

3) “3n 2ch”
4) “12 en 107
5) “3e 2n”
6) “4 chocolates

mitad 2

2 nifos

mitad 1”
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Han reducido ya el contenido de los mensajes a la informacién indispensable: numero
de enteros, numero de pedazos y, excepto en dos casos, sefialan de alguna manera
cuales son los enteros y cuales los pedazos. Pasemos al analisis colectivo de estos
mensajes. Los mensajes mas breves son: “2 enl” y “12 en 10”. Varios nifios los critican.
Dicen que no pueden saberse cuales son los enteros y cuales los pedazos. El maestro
propone entonces que se tome un acuerdo acerca del lugar que ocuparan los pedazos y
del que ocuparan los enteros. Esta intervencion del maestro fue prematura. Seguramente
los nifios habrian llegado a proponer algo semejante mas adelante. En este momento se
trataba de ver cudl era el mensaje mas breve y que funcionara. Una consecuencia de esto
es que varios nifios rechazan al principio las modificaciones que se proponen porque...
ino quieren perder sus puntos! Finalmente, acuerdan que el nimero de pedazos se
escribird a la izquierda y el de enteros a la derecha. Transcriben los demas mensajes en
esos términos (3 en 2; 4 en 2, etc). Se confunden varias veces. Llegan al mensaje “4

chocolates 2 nifios” y una alumna dice: “los nifios seran los pedazos”.

Posteriormente el maestro pregunta a los nifios que si se podria quitar el “en” de “3
en 2" (el maestro parece inusitadamente impaciente). Un alumno dice que no porque se
leeria “treinta y dos”. El maestro pregunta entonces que como se puede hacer para que
no se lea asi. Los nifios sugieren un guion, un punto, pero otros protesta: 2.4 se lee “2

punto 4, 2-4 se lee “2 menos 4”. Acuerdan poner una coma: 2,4.

El maestro les pregunta entonces que si aceptan cambiar el orden: enteros a la
izquierda. Justifica esto diciendo que en la mayoria de los otros grupos ese es el orden. El

acuerdo definitivo es, pues: “numero de enteros, numero de pedazos”.

Estas intervenciones del maestro, dirigidas a acercar la escritura propuesta por los
nifos a la escritura convencional (a/b) estaban previstas, pero habian de realizarse
después de dejar a los nifios la iniciativa de reducir al maximo los mensajes. No obstante,
entre los mensajes originalmente propuestos por los niflos y el mensaje finalmente

acordado, no hay diferencias de importancia.

Antes de pasar a la segunda parte, detengamonos un poco en los dos equipos que
no llegaron a elaborar su mensaje. En uno de ellos, primero yuxtaponen enteros y
pedazos y observan que 3 enteros coinciden con 4 pedazos; parece que esto no les dice
nada porgue uno de los nifios dice: “vamos a calcular la mitad del pedazo y les decimos
que es la mitad lo que tienen que hacer”. El observador, suponiendo que piensan dibujar

esa mitad, les recuerda que el mensaje debe ser telefénico. Dicen entonces que van a
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calcular la medida (es decir, que van a estimar la media en centimetros). Finalmente, no

elaboran el mensaje.

Parece, por lo tanto, que no consideran aun que la relacion de conmensuracion
proporciona la informacion necesaria. ¢Por qué, entonces, buscaron la coincidencia de
enteros y pedazos? Posiblemente se limitan a reproducir una accién que han visto realizar
en varias ocasiones, pero sin la intencién de desprender de ella la informacion que se

necesita.

El procedimiento de conmensuracion es, finalmente, sumamente sencillo de realizar:
iterar enteros y pedazos hasta que coincidan y es, por lo tanto, facilmente copiable sin
que medie una comprensién de su posible aplicacién. Pero esta explicacién no es muy
satisfactoria (aunque no encontramos otra) sobre todo si pensamos que 1) sabian bien en
qué consistia el problema, puesto que pensaron enviar la medida del pedazo y 2) ya han

interpretado mensajes basados en la conmensuracion (y lo volveran a hacer ahora).

Al otro equipo que no elabora el mensaje le tocé el pedazo que es igual a 5/12 del
entero. Empezaron iterando un pedazo y un entero, haciendo marcas sobre su mesa.
Después traen mas piezas: 3 enteros y 5 pedazos. Prueban, llegan a 4 enteros y 6
pedazos: no hay coincidencia. Uno de ellos dice: “No se puede...”, otro pregunta al
observador que si puede traer mas material... lo traen y llegan a 4 eneros y 9 pedazos,
otra vez no hay coincidencia, “siempre nos sobra o nos falta un pedacito” El observador
los anima a que sigan buscando. Finalmente llegan a 5 enteros, 12 pedazos, pero... resta
aun una diferencia como de 3mm, debido al acabado impreciso de las piezas. Por lo

tanto, continlan agregando enteros y pedazos, y el tiempo se les acaba.

Aqui estamos frente a un problema dificil: ¢por qué los nifios habrian de estar
seguros de que en algun momento enteros y pedazos coincidirdn? Notemos que cuando
los nifios proceden como los de este equipo, agregando un entero cada vez y después
aproximando la longitud de los enteros yuxtapuestos con pedazos, las diferencias que se
van obteniendo (entre la longitud del total de enteros y la del total de pedazos), no
decrecen siempre (y tampoco crecen siempre). Veamos el caso del pedazo que tocé a
estos nifios. El entero mide 12 cm y el pedazo 5 cm. Escribamos las medias de las
longitudes totales que se van obteniendo, sefialando las diferencias entre las medidas

mas préximas (que son las que seguramente consideran los nifios):
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enteros:
pedazos: 5 - 15 - 20 - - 30 - - 40 - 45 -\b(/ - 55 0
diferencias: 2cm 1cm 1cm 2cm Ocm

Asi por ejemplo, al tener 3 enteros y 7 pedazos la diferencia es ya sélo de 1cm, pero,
al llegar a 4 enteros con 10 pedazos, la diferencia aument6: 2cm. No es extrafio que
algunos nifios piensen que no van a llegar nunca a una coincidencia (y por cierto,
sabemos que no con cualquier par de segmentos se obtiene la coincidencia buscada,

estan, precisamente, los inconmensurables...)

Originalmente, de esta coincidencia se podria estar seguro, puesto que el origen
hipotético de los pedazos eran los enteros, antes de ser repartidos. La unién de todos los
pedazos debia ser igual a la uniéon de todos los enteros (los nUmeros buscados n y m,
eran los datos del reparto: n pasteles entre m nifios). Sin embargo, en la medida en que
ese origen deja de estar presente, la seguridad de que habra coincidencia pierde también
su razon de ser. ¢ Es necesario, por lo tanto, recordar en la consigna, que el origen de los
pedazos es un reparto? Pensamos gue no. Si los nifios han visto que la conmensuracion
constituye un medio para conocer el tamafio del pedazo en funcidon de determinada
unidad (ya sea que lo vean s6lo como una ecuacién, o bien como una composicion de
operaciones), insistir en el contexto de reparto implicaria impedir que se generalizara el

recurso a la conmensuracion al trabajo con dos longitudes cualesquiera.

En la medida en que se trabaja con pares X, y cuyos elementos sean relativamente
pequefios (mas o0 menos menores que 20) pensamos que lo que se debe hacer es poner
en juego, desde la primera situacién, nUmeros mayores que los que hemos utilizado, con
el objetivo de dar oportunidad a los nifios de trabajar con nimeros que les son un poco
menos familiares, aun con el apoyo del material. Ademas, a partir del momento en que el
significado de un mensaje del tipo x, y sea claro para los nifios, el trabajo que consiste en
elaborar el mensaje pierde importancia. Durante un tiempo so6lo sera necesario interpretar
mensajes como medio de verificar ciertas anticipaciones (aunque, en la interpretacion
también hay limitaciones: dividir una tira en 23 partes iguales, por ejemplo, es ya
técnicamente muy dificil). En resumen, el material estad destinado a desaparecer
progresivamente. Esto nos lleva entonces a otro problema que no hemos explicitado (jy

debimos haberlo hecho!): el de la magnitud de los niUmeros en juego.
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El proceso de construccién de la interpretacion de fraccion que esta secuencia
pretende propiciar, se ha apoyado exclusivamente en casos en los que los numeros
enteros en juego son menores que doce y el material mismo es adecuado sélo para
trabajar mas o menos en ese rango. Se espera que progresivamente los nifios
establezcan relaciones entre los niumeros con independencia del referente concreto, y a
partir de ello construyan ciertas generalizaciones. Sin embargo, estas generalizaciones
estaran seguramente circunscritas en un rango un poco mayor al que se ha trabajado. Es
decir, el que los nifios logren realizar razonamientos sobre determinadas fracciones como
3/4, 1/2, 5/6, 7/8, etc., no implica que lo puedan hacer con fracciones como 183/215. Entre
unas y otras media una diferencia muy significativa desde el punto de vista de los nifios:
las primeras pueden representarse mas o menos bien, mental o graficamente, y las otras
no. Estas Ultimas requieren por lo tanto una posibilidad mayor de reflexionar sobre las
relaciones construidas con independencia de toda representacién. Esto nos plantea
preguntas mas precisas que deberemos intentar aproximar: ¢,cual es el rango numérico
dentro del cual los nifios con los que trabajamos pueden aplicar sus generalizaciones?, y
mas alld de ese rango, ¢debemos disefiar situaciones que involucren esos nimeros
mayores?, ¢ debemos esperar a que los nifios tengan un desarrollo cognitivo mayor y por
lo tanto tengan mejores posibilidades de reflexionar sobre relaciones entre nimeros que

no pueden ser facilmente concretizados?
Segunda parte. Anticipaciones e interpretacion de los mensajes reducidos®

Consigna: “Voy a escribir un mensaje para cada equipo, ustedes van a construir el
pedazo. Los enteros van a ser de este tamafio (pega el entero* en el

pizarron).

El maestro escribe los datos en el pizarron:
Equipo Mensaje

1,2
2,1
- 34
- 4,3
2,4
- 3,6
e 3,2
- 1,3

coO~NOUTh, WN P

“3 Esta parte se llevo a cabo dos dias después.
4 Los enteros son esta vez de 9cm de largo.
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Mientras el maestro escribe esto, se escuchan algunos alumnos decir: “jAhh! esta
facil”, “jya lo entendi!”, “jyo también!”
M: “Antes van a hacer apuestas. Cada equipo responde a lo que voy a escribir en el
pizarrén (se reparten hojas blancas)”.

Apuestal. (Qué pedazos saldran mas grandes que el entero?

Un buen nimero de nifios tuvieron problemas al principio con la nueva notacion a, b.
Olvidaron el dltimo acuerdo que se tomd en la sesidén pasada. Nos llamo la atencién que
varios nifios lo interpretaban asi: a pedazos, b enteros. Esta interpretacion corresponde al
acuerdo que ellos tomaron. Posteriormente, el maestro les sugiri6 cambiar el orden
(argumentando que en general se usa de esa manera). Ellos aceptaron, pero jlo olvidaron

rapidamente! y mas bien recuerdan su propio acuerdo.

Estas fueron las respuestas.

Equipos 1 2 3 4 5 6 7 8
Respuestas a la 2,1 Todos Todos 4,3 2,1 2,1 1,2
apuesta uno 3,2 excepto 4,3 3,2
1,2
3,2 24
3,6
1,3

En general sucedi6 lo siguiente:

- 3 equipos (2, 3y 8) dan respuestas incorrectas. A los equipos 3y 8 se les recordd
el significado de la nueva notaciébn a, b pero parece que ahi no estaba el
problema. En el equipo 3, escriben, después de un rato, “todos”. Les preguntamos
gue por qué todos y afirman: “todos los equipos reciben mas de un pastel”. En la
verificacion de las apuestas, con los pedazos ya construidos a la vista, un nifio de
este equipo defiende sus respuestas diciendo, para el caso (3,6): “les toca mas
de un entero porque si juntamos 6 veces éste (el pedazo) saldria mas grande que
el entero”. Esta claro que interpretaron la pregunta en el sentido de a qué equipos
les toca, en total, mas de un pastel. En el equipo 8 empiezan a hacer

representaciones graficas un poco confusas, como éstas:

(2, 4) (3, 2)
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(4, 3)?
Uno de los integrantes del equipo esté viendo los dibujos que hace su compaiiero,
y afirma de pronto, que en (4, 3) el pedazo es mas grande; su compafiero no
presta atencion. Finalmente no escriben ningln caso. No pudimos saber mas.
Tampoco pudimos explicarnos lo que propone el equipo 2: afirma que en todos los
casos -excepto el (1,2)- el pedazo es mayor que el entero. Tal vez sélo descartan
el par (1,2) por ser el Unico en el que pueden visualizar el tamafio del pedazo (un

medio).
De los cinco equipos que logran dar por lo menos una respuesta correcta:

- Tres de ellos (1, 4 y 6) recurrieron a representaciones graficas como ésta:

En la verificacion, uno de ellos explica una de sus anticipaciones asi: (para el par
3,2), “3 enteros los pusimos en hilera, pusimos abajo la tira, vi que tenian que salir

mas grandes que el entero”.

- Los otros dos (5 y 7) no recurrieron a la representacion gréafica. Esta es una de las
explicaciones que dieron (para el par 3, 2): “Son tres enteros y dos pedazos, un

entero para cada quién y sobra todavia un pedazo”.

Suponemos que quiso decir: sobra un entero”. Notemos que realizé su
anticipacion a partir de una representacion de un reparto. En cambio, en las
representaciones graficas de aquéllos que recurrieron a ellas, no hay retrasos
visibles de la idea de reparto. Se basan directamente en la relacion de

conmensuracion.

Al terminar la verificacién de esta apuesta, el maestro pregunta que si existian otros
mensajes que no estuvieran ya escritos y con los que se obtuvieran pedazos mas grandes
que el entero. Inmediatamente varios nifios dan algunos pares: (3,2); (3,1); (4,2); (5,4);
(12,6); (7,1); (8,1); (6,2).

El maestro pregunta entonces que “en qué estan pensando”. Una nifia dice: “Que si

los enteros, mientras mas sean, mas grande va a ser el pedazo”. La formulaciéon no es
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aun muy precisa, pero, aunada a los ejemplos, nos deja ver que manejan la relacion
namero de enteros > numero de pedazos = pedazo > entero. Notemos que, por ahora, en
sus ejemplos, todos los pares estan formados por nimeros relativamente chicos (menores
que 13).

Apuesta 2: ¢Los pedazos de qué equipo saldran iguales entre si?

Estas fueron las respuestas:

Equipo 1 2 3 4 5 6 7 8
(1,2) 12)y | - Ninguno 2,4) | --—- Ninguno (1,2)
Respuestas a la (4,3) (2,1) (3,6) (2,1)
apuesta dos (3,2 B4y
(4.3)

Y bien... sélo un equipo propone una equivalencia correcta. Dos equipos, el 2y el 8
proponen pares con numeros iguales. Un integrante del equipo 8 dice al observador: “a
(1,2) y (2,1) les toca lo mismo porque aqui hay dos y aqui también y uno también”.
¢ Consideran que en los dos casos hay dos enteros y un pedazo pero escritos en distinto
orden?, o bien, ¢consideran que los pedazos correspondientes a “un entero, dos
pedazos” y a “dos enteros, un pedazo” son iguales?, o, por ultimo, ¢han desprovisto a los

pares de su significado y los tratan como a un conjunto de dos numeros aislados?

Hay un dato mas: todos los equipos, incluyendo a estos dos, interpretaran
correctamente los mensajes cuando se trate de construir los pedazos. ¢ Entonces...? Nos
inclinamos por la ultima explicacion. Esta actividad, a diferencia de la construccién del
pedazo, no exige explicitamente tener en cuenta el contexto. Para relacionar estos pares
entre si pueden intervenir entonces conocimientos previos muy firmes (identificar
conjuntos iguales cuyos elementos son nimeros naturales), en detrimento de un trabajo
posiblemente muy complejo ain para algunos nifios, que consistiria en interpretar esos
pares como enteros y pedazos que coinciden (0o como enteros repartidos entre cierto
namero de nifios). En otras palabras: si para los niflos es auln dificil hacer una
representacion mental del significado del par X, y, es muy factible que lo despojen de ese

significado cuando los objetos que lo concretizan no estan presentes.

Los equipos 3, 4, 6 y 7 no encuentran ninguna equivalencia (sélo dos de ellos afirman
gue no hay ninguna). Puesto que no proponen pares con numeros iguales como los
equipos anteriores, podemos suponer que en este caso, 0 bien no entendieron la

consigna, o bien, consideraron que pedazos iguales deben corresponder a pares
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estrictamente iguales, dejando de lado la regla de equivalencia ya manejada en otras
ocasiones. Si asi fuera, no tenian por qué intentar interpretar los pares. Excepto en un
caso, no pudimos observar lo que hicieron estos equipos y no tenemos por lo tanto mas
elementos para interpretar sus respuestas. En el equipo 3 -que no da ninguna respuesta-
interpretaron originalmente la pregunta en el sentido de: al interior de cada equipo, qué
nifos reciben lo mismo de pastel. Su respuesta original fue, todos. El observador les
explicd nuevamente la pregunta; parecieron entenderla, pero no llegaron a dar ninguna

respuesta. Tampoco pudimos entender la respuesta del equipo 1.

En el momento de la verificacion, con los pedazos construidos a la vista, observaron
que habia tres pedazos del mismo tamafo: (1,2), (2,4) y (3,6). El maestro les pregunt6
que como se hubiera podido saber, antes de ver los pedazos. Estas son algunas de las

respuestas de nifios que no pudieron anticipar las equivalencias.

- (en 1,2) “Es un entero y dos pedazos, a cada uno toca un medio, en los otros
también, un entero entre dos”
- “Es lo mismo, pero el doble” y, después de un momento otro nifio agrega:

- “También 4,8 les toca un medio”

En la primera explicacion hay una representacion del reparto, a partir de la cual se
observa que en los tres casos a cada uno toca una mitad (nuevamente, este recurso
aparece cuando la fraccion es facil de visualizar). En el segundo caso, se hace referencia
a la regla de equivalencia que ya han esbozado antes. Notemos que, con los pedazos ya
a la vista, los nifios empiezan a encontrar nuevamente razones que explican la
equivalencia. Algo parecido ha sucedido ya anteriormente: en la situacion 1.4, cuando
pedimos a los nifios que antes de realizar varios repartos anticiparan en qué equipos los
pedazos saldrian iguales, menos de la mitad del grupo pudo hacerlo. Posteriormente, en
la situacion 2.4 (y 2.5), cuando tenian el pedazo y el entero en la mano, y debian
encontrar cuantos enteros se repartieron entre cuantos nifios, con mucha facilidad
encontraron equivalencias y formularon principios de reglas generales. En este Ultimo
caso, sus reflexiones se apoyaron también en el hecho de tener en la mano el pedazo, es

decir, el elemento que concretiza lo que es invariante en las equivalencias.

Lo que es entonces realmente dificil para los nifios, alin ahora, no es ya explicarse
una equivalencia dada ni generar un par equivalente a otro dado, sino discriminar entre
varios pares aquéllos que son equivalentes: esto requiere de poder hacer

representaciones precisas del tamafio del pedazo asociado a cada par, o bien, de
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discriminar los pares en funcion de las relaciones numéricas que mantienen entre si, lo

cual a su vez implica un buen dominio de alguna regla de equivalencia.
Interpretacién de los mensajes reducidos (construccion de los pedazos).

Hemos dicho ya que en esta parte no hubo dificultades importantes. Todos los
equipos lograron construir su pedazo con mas o0 menos precision. Sefialaremos solo

algunos detalles que nos parecieron interesantes.

Los equipos que tenian que construir los pedazos correspondientes a los pares (2,4) -
equipo 5- y (3,6) -equipo 6- no proceden, como lo han hecho habitualmente, uniendo los
enteros y dividiendo entre el nimero de pedazos. Simplemente, cortan un entero a la
mitad, es decir, prevén que el pedazo es igual a un medio del entero. La construccién de
los pedazos se llevo a cabo después de hacer las apuestas, pero antes de verificarlas. El
equipo 5 habia previsto la equivalencia (2,4) = (3,6) pero no la equivalencia (2,4) = (1,2),
y el equipo 6 no pudo prever ninguna equivalencia. En cambio, ahora, en el momento de
construir el pedazo, jambos equipos aplican implicitamente las equivalencias (3,6) = (1,2)
y (2,4) = (1,2)! Las condiciones son ahora menos abstractas: para construir el pedazo es
posible que intenten imaginar cémo hacerlo -esto puede consistir en hacer una
representacion mental de la conmensuracion- y, a partir de esto, logran visualizar el
resultado. En todo caso, la equivalencia ahora es aplicada implicitamente en calidad de
medio para llegar a un resultado (y quizds este hecho podria ser aprovechado:
aumentando la cantidad de trabajo manual necesario para interpretar un mensaje -por
ejemplo (12,18)- posiblemente se verian mas motivados para hacer uso de la

equivalencia...).

En otro orden de cosas, aun estan presentes las dificultades para dividir una longitud
determinada en un nimero de partes que no sean 2". En esta sesion volvimos a encontrar
a un nifio sorprendido al ver que al doblar su tira en 2, dos veces, tres veces y cuatro

veces, jno obtiene 3 partes iguales!

Conclusiones

Pese a las intervenciones del maestro que indujeron y precipitaron un poco la
reduccion de los mensajes a la expresion x, y, la mayoria de los equipos ya los habian
reducido practicamente a la informacion indispensable: numero de enteros, nimero de
pedazos, faltando Unicamente la adopcion de ciertas convenciones locales que permitirian

reducirlos aun mas. Podemos suponer entonces que para la mayoria del grupo la
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ecuacion n enteros = m pedazos proporciona la informacién necesaria y suficiente para
conocer el tamafo del pedazo, conociendo el del entero, por lo menos en los casos en
gue n y m son menores que 15 (que es el rango numérico en el que hemos trabajado

hasta ahora).

Los tropiezos de un alumno al intentar conmensurar su pedazo con el entero (penso
que nunca iban a coincidir) nos hacen considera dos factores que debimos haber tenido
en cuenta desde el principio: en la medida en que el contexto de reparto queda atras, los
nifos no tienen por qué estar seguros de que un pedazo cualquiera y una unidad
cualquiera coincidan al ser iterados. Esta inseguridad puede verse reforzada por el hecho
de que, con el material con el que hemos trabajado, en casi todos los casos las piezas
acaban coincidiendo al ser iteradas unas cinco veces en promedio. Este problema no es
determinante si tenemos en cuenta que la tarea que consiste en elaborar el mensaje a
partir del material concreto es sélo transitoria. Una posible solucién -evidentemente local-
consistiria en aumentar, desde el principio, el tamafio de los nimeros enteros en juego,
sin exceder los limites que impone el mismo uso del material (+20)*. Si los nifios logran
resolver el problema elaborando un mensaje en el caso de numeros relativamente
pequefios, tendrdn muy posiblemente elementos para interpretar un mensaje que
involucra numeros mayores (en el caso de la interpretacion, la coincidencia entre enteros

y pedazos esta dada).

Por otro lado, este problema nos remitié a otro mas general, que deberemos abordar
mas adelante: ¢En qué rango numeérico pueden aplicar los nifios sus generalizaciones?,
,es necesario disefiar situaciones que proporcionen alguna concretizacién para

fracciones formadas por nimeros enteros relativamente mayores?“...

Con respecto a la breve actividad de anticipaciones, destaquemos lo siguiente: una
vez mas, anticipar equivalencias resulté mucho mas dificil para los nifios que prever
cuando un par arroja un pedazo mayor que el entero. En este segundo caso varios
alumnos pudieron realizar la anticipacion apoyandose en representaciones graficas o
mentales. Estas anticipaciones se basaron en algunos casos en la relacion de

conmensuracién entre enteros y pedazos, dejando aparentemente de lado el contexto de

5 Este limite podria ser franqueado planteado colectivamente la posibilidad de trabajar con aproximaciones,
es decir, determinando un rango de error permisible; esta necesidad de aceptar aproximaciones es ain mas
patente cuando se trabaja en la interpretacion de fraccionamiento de la unidad. Pensemos en lo dificil que
seria la tarea de encontrar una subdivision de la unidad que nos permitiera medir con ella una longitud de,
por ejemplo, 5/11 de la unidad.
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reparto (sobre todo las anticipaciones de aquéllos que recurren a la representacion

grafica) y, en otros casos, hacen referencia a ese contexto.

En el caso de la equivalencia en cambio, s6lo en un equipo logran hacer la
anticipacion. Esta diferencia se debe, seguramente, a que, para poder anticipar una
equivalencia, es necesario hacer una representacion mental o grafica muy precisa del
pedazo correspondiente a cada par, lo cual es muy dificil, o bien, aplicar alguna regla de
equivalencia. Varios nifios de este grupo han formulado ya antes un principio de regla
para generar pares equivalentes a uno dado, pero, por lo vito, no pueden utilizar aun esa
regla para discriminar pares equivalentes (esta segunda tarea es claramente mas dificil
que la primera). Asi, al enfrentarse a esta pregunta, varios nifios no la contestan, otros
afirman que no hay equivalencias y otros mas relacionan los pares que tienen nimeros
iguales aunque en distinto orden (1,2 y 2,1, por ejemplo), manifestando con esto que

dejan de considerar el significado de los pares.

Sin embargo, esta imposibilidad de realizar la anticipacion en esta ocasion, no
significa que no manejen la nocidon de equivalencia. Una vez que los pedazos
correspondientes a cada par estaban a la vista, algunos nifios pudieron explicar por qué
varios pedazos resultaron del mismo tamafio. Mas auln, al construir el pedazo, pudimos

observar a dos equipos utilizar implicitamente la equivalencia para simplificar su trabajo.

Situacion didactica 3.4: Anticipaciones
Desarrollo

1. Consigna: “Voy a entregar a cada quien una ficha escrita para que traten de
resolver, por equipos, lo que en ellas se pide. Si necesitan material pueden

tomarlo”. (2mm)

2. Trabajo en equipos y confrontacién colectiva: Las confrontaciones se realizardn en
la medida en que los niflos vayan contestando cada pregunta. Para cada pregunta
se escribira en el pizarrdn la respuesta de cada equipo. A partir de las diferencias
que surjan se proporcionard la discusion colectiva. En los casos en que sea

necesario y posible, se procedera a construir los pedazos (1 hora).

“ Sj asf fuera, uno de los medios que podria resultar de inapreciable utilidad —precisamente como medio- es
la microcomputadora.
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Organizacion:
Equipos de 4 nifios.
Material:

- Disponer, por si es necesario, de unos 40 enteros (tiras de carton de 3cm de
ancho, el largo esta vez puede ser cualquiera) y dos tiras para recortar por

equipo (3cm x £+ 40 cm).
- Unaficha con las siguientes preguntas para cada nifio:
Escribe un mensaje para construir:

Un pedazo mas grande que el entero.
Un pedazo mas chico que el entero.

Un pedazo del mismo tamafio que el entero.

P w DN PRE

Escribe dos mensajes diferentes de tal forma que el pedazo que se

construya con uno sea igual al pedazo que se construya con el otro.

5. Este es un mensaje: 4,3. Escribe otro mensaje con el que se construya
otro pedazo més grande.

6. Este es un mensaje: 4,3. Escribe otro mensaje con el que se construya
otro pedazo més chico.

7. ¢Con cudl de estos dos mensajes: 3,2 6 3,4 se construye un pedazo

mas grande? Explica por qué.

Andlisis previo de la S. D. 3.4: Anticipaciones

El par ordenado (X, y) es la primera palabra de un lenguaje simbdlico que esta por
construirse. Expresa la medida de una longitud en funcion de determinada unidad. Lo que
interesa ahora es hacer funcionar a este lenguaje como un modelo matematico: hacer que
nos sea (til como medio para conocer determinadas relaciones entre los elementos del
referente concreto (que es finalmente, el sistema cuyos elementos son longitudes, dotado
de una relacion de orden, de una operacion interna -suma-, de una operacion escalar,
etc.). Esto implicara entonces ampliar nuestro lenguaje, dotarlo de relaciones y
operaciones y determinar como funcionan... lo cual habra de realizarse a lo largo de un

lento proceso.

Por ahora, empezaremos a multiplicar las experiencias en las que los nifios se vean

en condiciones de reflexionar acerca de determinadas relaciones del referente concreto a

199



Capitulo IV. Andlisis de la experimentacion de la secuencia de situaciones didacticas

partir del lenguaje simbodlico que se ha elaborado. Esto los llevard a movilizar
implicitamente primero, y a establecer explicitamente después, relaciones entre los
elementos del lenguaje simbdlico, es decir, entre los pares (o fracciones) (x, y). En esta
situacion nos ocuparemos en particular de la relacion de orden y de equivalencia: escribir
un par (X, y) al que corresponda un pedazo mayor, menor o igual que el entero o que otro
pedazo del que soOlo se conoce su medida (x, y). No serd sino mas adelante que
abordemos el problema de la explicitacion de las condiciones que deben satisfacer los
pares (X, y) para que se verifiguen determinadas relaciones entre los elementos del

referente. Estaremos entonces en una fase de elaboracién de teoremas.

La posibilidad de realizar estas anticipaciones depende del grado en que los nifios
puedan hacer representaciones mentales o gréficas del significado del par (x, y).
Suponemos que aun no disponen de reglas que les permitan anticipar. Debemos esperar,
por lo tanto, a que la mayoria de los nifios acuda a la representacion grafica.
Posiblemente para algunos ciertas preguntas resulten ain demasiado abstractas y no
reestablezcan la relacion semantica del par con el contexto, limitandose entonces -como
ya ha ocurrido- a manejar los nimeros del par como dos nimeros naturales aislados, sin
relacion entre si. Por ejemplo, ante la solicitud de un mensaje al que corresponda un
pedazo mayor a (2, 3), proponen (5, 8), aumentando indiscriminadamente ambos

ndmeros.

En este proceso juega un papel aun muy importante el referente concreto: cada vez
gue los niflos no se convenzan de algo a partir de los argumentos que se emitan, deben
interpretar los mensajes (construir los pedazos) para verificar sus hipotesis. Es en este ir y
venir de la anticipacion a la realizacién concreta que podrian modificarse hipétesis aun
incorrectas. Al mismo tiempo, es muy probable que algunos nifios sigan intentando
elaborar reglas generales que formularan en la confrontacion colectiva para defender su
anticipacion, o para explicar como supieron que x cosa iba a ocurrir. Esta es una
informacién que se difunde en el grupo y pasa a formar parte del acervo de conocimientos

con el cual los nifios se enfrentaran, nuevamente, al problema.

Seflalemos, por ultimo, que en esta situacion, el referente concreto pude verse
limitado para verificar las anticipaciones. Podria ocurrir, por un lado, que los nifios
propongan pares con nimeros enteros demasiado grandes, en cuyo caso seria imposible
interpretarlos con el material. Si los argumentos que se den no son convincentes para los

nifios, sera necesario acudir a una representacion grafica aproximada... y si ésta tampoco
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resulta convincente, por ahora esos casos quedaran sin probar (ésta es, sin duda, una
limitacion de la situacion didéctica). Por otro lado, algunas anticipaciones de los nifios
fundadas en razonamientos incorrectos pueden ser acertadas, por ejemplo, pueden
proponer un par que arroje un pedazo mayor al correspondiente a (2, 3), aumentando
ambas cifras, pensando en que, porque se aumentan las cifras, el pedazo sera mas
grande. Si proponen entonces (5, 6), por ejemplo, habran acertado. Posiblemente estas
anticipaciones no puedan ser invalidadas por ahora. Lo seran mas adelante, cuando se

trate expresamente de formular pequefos teoremas.

Andlisis de la experimentacion de la S. D. 3.4: Anticipaciones (4° grado)
Fecha: 25-06-85
Duracién: 1h: 15’

En la sesion de clase solo pudieron realizarse tres confrontaciones colectivas: una
para revisar las respuestas a las dos primeras preguntas, otra para la tercera y otra para
la cuarta pregunta. Las 4 preguntas restantes no pudieron ser revisadas. No obstante, a
pesar del poco tiempo del que dispusieron para contestar estas Ultimas, siete de los ocho

equipos lo intentaron.

Analizaremos las respuestas proporcionadas a cada pregunta. En los casos en que
las respuestas fueron confrontadas, incluiremos en el analisis los argumentos emitidos por
los nifios. En el siguiente cuadro presentamos todas las respuestas, de tal suerte que,

para entender la respuesta de un equipo o0 una pregunta determinada, podemos
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Cuadro de respuestas a las 7 preguntas

regunta 1 2 3 4 5 6 7
EqUIpO (Xv y) > (111) (Xa y) < (111) (X1 y) = (111) (X1 y) E (X,ay,) (X1 y) > (413) (X, y) < (473) (3’2) ’) (3’4)
B.1) (2,4) (1,1) (2,4) = (3,6)
4,1) 1,2) (2,4) = (4,8) (8,6) 2,2) (6,8): “porque si
aumentamos otra vez (3,4)
saldria este resultado: 6,8”
3 (2,1) (1,2) (3,3) 1,2) =(2,4) (5,1) (4,4) (3,2): “porque los pedazos
(6,2)* (1,3)* (100,100)* (3,5)*; (6,10)* (5'3)* son Yoy los de (3?,4) son mas
chicos y %2 es mas grande”
(9,3)* (1,1)* (4,2)* = (8,4)*
(12,1)* (22,22)* (8,4)* = (6,3)*
(3,3)* (6,3)* = (12,6)*

4 (6,1) (1,2) (1,4) (1,2) =(2,4) (4,2) (4,6) (3,2): “porque son 3 enteros
y 2 pedazos y en (3,4) son 3
enteros y 4 pedazos”

5 (3,2) (1,3) (1,2) (3,6) = (2,4) (5,4) (3,6) (3,2): “porque son 3 enteros
y 2 pedazos y cabe 1 entero
para cada pedazo y sobre un
entero, como son dos
pedazos lo repartimos en
medios”

6 (3,2) (1,5) (2,2) (4,3) =(2,3) (8,1) (1,3) (3,2): “porque el numero es
mas chico que el entero”

7 (7,1) (1,6) (3,3) % 1/6 (1,6) (3,3) (3,3) (3,4): “porque los 4 pedazos

(1,2) (5,3)* son més que 2 pedazos”
8 (3,2) (8,9) (3,3) (8,4) = (4,2) (8,6) (2,2) (3,4): “porque son 4 pedazos
(2,1) (1,5)* (8,9)* y 3 nifios y forman el mismo

entero”
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apoyarnos en lo que contesté en las demas preguntas. Con respecto al conjunto de
respuestas que aparecen en el cuadro, hagamos una precision: por lo general los
integrantes de cada equipo proporcionaron una sola respuesta colectiva, pero hubo casos
en los que uno o dos nifios del equipo, responden por su cuenta. Para identificar estas
respuestas individuales las hemos sefialado con un asterisco (*) (evidentemente, en el

caso de respuesta Unica para un equipo, ésta puede ser también individual...).

El maestro dio la consigna e incluyé la aclaracion de que no entregaria material, pero
que si algun equipo lo necesitaba, podria pedirlo. Ningun equipo lo pidié, tal vez porque
sintieron que no seria bien visto por sus comparieros el que lo pidieran. El maestro, por

cierto, no valorizé -al dar la consigna- el hecho de que no se usara el material.

En cambio, en cuanto leyeron la primera pregunta, varios nifios preguntaron ¢ cual es
el entero? El maestro pegd entonces un entero en el pizarrén. Las tres primeras
preguntas se refieren, en efecto, a comparaciones entre un pedazo de un entero
cualquiera y ese entero. Las preguntas implican de entrada una generalizaciéon (no se
trata del caso de un entero en particular) que los nifios en este momento, no tenian por
qué asumir, aunque no sera dificil que lo hagan mas adelante. Con el entero a la vista,

tienen un punto de apoyo para realizar sus reflexiones.

Sefialemos por udltimo, que esta actividad result6 mucho més motivadora para los
nifios de lo que esperabamos. En las confrontaciones colectivas que pudieron llevarse a
cabo, la mayoria de los nifios intervino y en algunos casos, se entablaron polémicas muy

apasionadas...
Preguntas 1y 2. (x,y) > (1, 1); (x,y) < (1, 1)

Veamos primero el conjunto de respuestas proporcionadas por los nifios a estas
preguntas. Todos los equipos encuentran por lo menos un par que satisface las
condiciones pedidas (ver cuadro de respuestas). Recordemos que en la situacién
didactica anterior (S. D. 3.3) realizaron una anticipacion similar a éstas, con la Unica
diferencia de que en aquélla los pares estaban ya dados y debian seleccionar los que
arrojaban un pedazo mayor que el entero. En aquella situacién, 3 equipos no lograron
hacer la anticipacién, mismos que ahora si lo logran. Es posible que algunos nifios de
estos equipos hayan podido comprender las explicaciones y los ejemplos que

proporcionaron sus compafieros en la confrontacién colectiva de la situacién anterior.
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Pasemos ahora a las respuestas que proponen en esta ocasion: la mayoria de los
pares contienen al numero 1. Asi, para dar un par al que corresponda un pedazo mayor
gue el entero, tienden a optar por pares del tipo (x, 1) en los que el pedazo es igual a la
unién de todos los enteros, union que por lo tanto no sera dividida. Este es el caso, en
efecto, en el que es mas facil visualizar que el pedazo resulta mayor que el entero. Lo
mismo ocurre, y de manera mas acentuada, en la segunda pregunta: para obtener un

pedazo menor que el entero, reducen el numero de enteros a 1: (1, x).

Para la primera pregunta, sélo un nifio*’ propone sistematicamente pares distintos a
los anteriores. Tiende, inclusive, a manejar nimeros relativamente mas grandes (en la
pregunta 3 manejard nimeros muchos mas grandes aln; veremos que ésta es su manera

de intentar generalizar).

En la segunda pregunta s6lo un equipo propone un par con humeros mayores que 1:
(2,4), y un nifio del equipo 8 propone también un par de este tipo, pero con nimeros
relativamente mas grandes y ademas, con minima diferencia entre los dos nameros: (8,9).

Este par dard lugar a una interesante polémica entre los nifios.

Sefialemos por ultimo que casi todos los pares propuestos son nuevos, en el sentido
de que no pertenecen al pequefio acerco de pares que se han venido manejando hasta

ahora.

De cinco equipos que observamos al contestar alguna de estas preguntas, solo dos
de ellos recurrieron a representaciones graficas. En el equipo 2, estan atorados en la
primera pregunta (x, y) > (1,1). El observador les pide que digan un mensaje, el que sea.
Proponen (4,2). Les pregunta entonces que si el pedazo correspondiente a ese mensaje

es mayor o menor que el entero.

Un nifio hace el siguiente dibujo:

A (cuatro enteros)

pedazo

" Este nifio se destacara a lo largo de esta sesion por su intensa participacion en las confrontaciones. Es el
Unico que intentara establecer ciertas generalizaciones. Lo identificaremos con las iniciales de su nombre:
J.A.
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Encierra en una rueda dos enteros y dice “este es el pedazo, es mas grande”. En
seguida proponen otros pares: (4,1), (4,3). En este mismo equipo, para la pregunta 2, (X,
y) < (1,1) proponen un medio. Hacen el siguiente dibujo: y después escriben: (2,1).
Un compaiiero rectifica: (1,2). Notemos que, en la primera pregunta, sélo a partir de la
representacion descubren que el par corresponde a un pedazo mayor que el entero. En la
segunda pregunta recurren a un conocimiento previo en fracciones: un medio.
Apoyandose en una representacion grafica traducen la fraccion ¥z al lenguaje que ahora
utilizan: (1,2). En el caso de fracciones unitarias, ambas interpretaciones (fraccionamiento
y conmensuracion) coinciden, esto es, representan lo mismo: (1,5) significa 1 entero, 5

pedazos, por lo tanto, el pedazo es la quinta parte del entero y esto mismo es lo que
expresa 5 en la interpretacion de fraccionamiento. A lo largo de esta sesion veremos en

varias ocasiones a los nifios relacionar lo que ya conocen de las fracciones con los pares
que ahora manejan.
En otro equipo (equipo 1), para contestar a la segunda pregunta [(X, y¥) < (1,1)] hacen

la siguiente representacion:

Proponen: (2,4). Establecen un numero cualquiera de enteros (2); el segundo
segmento que trazan debajo de los enteros representa a estos mismos dos enteros que
van a ser divididos, o bien, al total de pedazos que deben coincidir con el total de enteros.
Finalmente, se determina el nimero de pedazos de tal forma que resulten menores que el

entero (o, el divisor de tal forma que el cociente sea menor que 1).

Esta representacion es posiblemente la que mas destaca lo esencial de la relacion de
conmensuracion entre dos longitudes (la encontramos con frecuencia en los margenes de

la hoja de preguntas que se entregé a los alumnos).

Los otros 3 equipos que observamos (equipos 3, 4 y 5) no recurrieron a
representaciones graficas, ¢responde a partir de una representacion mental de la
conmensuracién o del reparto, o bien, aplican relaciones que ya han descubierto [x >y =
(x, y) > entero...]? En los casos en que el par contiene el numero 1 [(6,1): equipo 4; (3,1) y

(2,1): equipo 8] es probable que hayan contestado a partir de una representaciéon mental
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de la conmensuracion, pero en el caso de los pares (6,2); (9,3) y (8,9) esto es menos

probable. Veamos los argumentos que dan en la confrontacion colectiva:

- Para la pregunta 1 [(X, y) > 1 entero]. Pasaron s6lo dos alumnos a defender su
resultado. Uno de ellos es el nifio del equipo 3 que propuso tres pares, pero frente
al grupo sélo da uno: (2,1). Yuxtapone 2 enteros y dice: “Aqui estan dos enteros, el
pedazo sale del doble”. El otro nifio hace algo similar para el par (3,1): “Aqui serian
los tres enteros, el pedazo es todo esto”. No hay mas preguntas ni mas

explicaciones.

- Parala pregunta 2, (x, y) < (1,1). Esta vez el maestro pide a todos los alumnos que
den su resultado y escribe los ocho pares en el pizarrén: (1,3); (1,2); (1,3); (2,4);
(1,2); (1,5); (1,6); (8,9). En seguida les dice que dara dos puntos al equipo que
logre demostrar que algin mensaje es incorrecto. Los nifios se quedan pensativos
un momento. Se escuchan cuchicheos en algunos equipos. Pronto en un equipo
(equipo 2) gritan que el par (8,9) estd mal. Dos equipos mas se unen después.
Uno de los integrantes del equipo que propuso ese par quiere retractarse: dice que
se equivocaron, que van a proponer otro mensaje. El maestro les dice que ya no
se puede quitar y anima a los nifios a que apuesten. Finalmente, dos apuestan en
contra y dos a favor. Pasa uno de los nifios que aposté a favor. Yuxtapone ocho

enteros.

Este alumno dice: “De ahi saldran los nueve pedazos, por lo tanto, tiene que ser mas
chico”. Los opositores siguen inconformes, insisten en que es mas grande; no logramos
entender por qué. Otro nifio (J.A.) que al principio dijo que él no sabia, que habia que ver,
les dice ahora: “Siempre, para que te dé uno mas grande que el entero, éste (sefala el
namero de enteros) tiene que ser mas grande... para sacar nueve de aqui (se refiere a los
ocho pedazos que estan pegados) tendriamos que cortar uno... a ver... ¢cémo?”. Otra
nifa dice: “Como son 8 enteros y 9, no alcanza a un entero”. Los opositores siguen sin
aceptarlo, aunque no dan argumentos. Uno de ellos dice: “Se puede partir en novenos y
sale mas de un entero”. El maestro decide dibujar abajo de los enteros los nueve
pedazos. Un nifio le sugiere que mida, pero él no hace al tanteo. Al terminar, varios nifios

exclaman: jganamos!

Hasta entonces entendimos a qué se referia uno de los equipos opositores. Un nifio
de ese equipo dice: “Nos dijeron que uno, los pedazos son mas grandes que uno”. No

pensaron en el tamafio de un pedazo, sino en el de los nueve juntos: los nueve pedazos
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juntos son mas grandes que un entero. Esto nos da otra explicacion de por qué ellos
proponen pares del tipo (1, x): el total de pedazos no es méas grande que un solo entero,
puesto que sélo hay uno. Afadiendo un entero mas (2, x), el total de pedazos ya es mas
grande que un entero (es igual a dos enteros). Segun esta explicacion se estarian fijando
solo en la cantidad de enteros. Sin embargo, esto no explica por qué, en la pregunta
anterior (dar un par al que corresponda un pedazo mayor que el entero), proponen pares
con varios enteros pero con un solo pedazo. Si para ellos sélo contaran los enteros,

podrian haber puesto cualquier nimero de pedazos.

Por otro lado, notemos que mientras que en el caso de todos los pares que se
proporcionaron, excepto el (8,9), la mayoria de los nifios se mostré6 convencida de que
eran correctos, para el caso del par (8,9) sélo dos equipos siguen sosteniendo que son
correctos. Es claro que lo que diferencia significativamente a este par de los otros -
ademas de contener mas de un entero [habia otro par con mas de un entero: (2,4)] - es el
tamafio de los nimeros y la poca diferencia entre ellos. En este caso [(8,9)], es mucho
mas dificil visualizar la relacién de conmensuracion con la precision requerida (o imaginar
el producto de un reparto) que en los otros. Para determinar si le corresponde un pedazo
mayor o menor que el entero es ahora mas necesario realizar mentalmente alguna
operacion que permita concluir, con independencia de la pequefia diferencia que habra
entre las longitudes. Esto es de hecho, lo que hacen los defensores del mensaje en
cuestion. Aluden a la accion que permite obtener 9 pedazos de 8 enteros: “Saldran mas
chicos”; “tendriamos que cortar uno”; “no alcanz6”. Parece que piensan en términos de
repartir 8 cosas entre 9. Si se entrega una cosa a cada uno, harian falta 9 cosas. No

alcanza.

Finalmente, nuestro nifio del equipo 3 (J.A.) que al principio dudo, formula una
primera generalizacion destacando la relacion entre el nimero de enteros y el de pedazos
que determina cuando los enteros son mayores que los pedazos: “Siempre, para que te

dé uno mas grande que el entero, éste (el nimero de enteros) tiene que ser mas grande”.
Pregunta 3 (x, y) = (1,1).

Del conjunto de respuestas que dan los equipos (ver cuadro de respuestas)
observamos lo siguiente: el nimero de respuestas correctas bajé con respecto a las dos
anteriores preguntas y los nimeros con los que forman los pares son también menores (3,
2 y 1) excepto en el caso de un nifio del equipo 3 (J.A.) que veremos mas adelante. Por

ello pensamos que esta pregunta resulté mas dificil para los nifios, a pesar de que la
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relacion en juego [x =y = (X, ¥) = (1,1)] fue implicitamente manejada en las dos
preguntas anteriores. Probablemente la dificultad tenga que ver con el hecho de que
ahora se trata de pensar explicitamente en una transformacion... que no transforma. El
par (X, y) ha descrito en todos los casos a un pedazo mayor o menor que el entero. El que
el pedazo sea igual que el entero tal vez pone en entredicho, para algunos nifios, que

haya una transformacién de por medio, y por lo tanto, que exista un par que lo describa.

En uno de los equipos que observamos (equipo 4) proponen los pares (1,2), (1,3) y
(1,4) a los que, por cierto, llaman “un medio, un tercio y un cuarto”. El observador les
pregunta que por qué proponen esos pares. Explican que los pedazos son iguales a un
entero... jtodos los pedazos juntos! Es claro que tienen una idea del tamafio de los
pedazos que corresponden a esos pares, pero, nuevamente, interpretan la consigna de
una manera particular; establecen la comparacién entre los totales (de enteros y de
pedazos) y no entre un entero y el pedazo que es producto de las operaciones implicitas

en el par.

Intentamos ver esto de mas cerca: en el trabajo que tienen que realizar los nifios hay
por lo general dos momentos en los que tienen que comparar enteros y pedazos. Est3,
por un lado la comparacion (1) sefialada por la pregunta entre un entero y un pedazo (en
este caso, se pide que sean iguales). Por otro lado, el tamafio del pedazo se determina a
partir de otra comparacion (2) con el entero: lo que equipara X enteros con y pedazos en
la relacion de conmensuracion. A partir de la primera comparacion (1 entero con 1
pedazo) los nifios deben establecer la otra (x enteros = y pedazos) con la idea clara de

que lo que deben obtener de ésta es un pedazo de determinado tamafo.

Sucede que los nifios de este equipo (asi como los opositores al mensaje (8,9) en la
pregunta anterior) no consideran la comparacién (1). Igualan a un entero no el pedazo
sino el numero de enteros de la ecuacion x enteros =y pedazos (y el nimero de pedazos

ya no interesa).

Posiblemente esta manera de interpretar la pregunta no se deba a una simple
confusién, sino a la dificultad para coordinar las dos variables del par pensando en el
producto que se desea obtener. Los nimeros X, y del par son entonces manejados sin
relacién entre si. Se considera so6lo la variable nimero de enteros (se iguala a 1), el
namero de pedazos puede ser cualquiera, el tamafio de un pedazo no interesa, sélo se

busca que x pedazos sean iguales a un entero.
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Veamos ahora las respuestas que da J.A. del equipo 3: [(100,100); (1,1); (22,22);...].
Es claro que este alumno ha descubierto ya la relacion entre las variables (x, y) que
determina que el pedazo sea igual al entero. Con los nimeros grandes que propone

parece querer decir “no importa qué namero sea”.

En la confrontacion colectiva, cada equipo propuso un par: (1,1); (1,4); (100, 100);
(1,1); (1,4); (2,2); (3,3); (3,3).

Rapidamente dos nifios apuestan a que el par (1,4) esta mal: pasa uno de ellos, pone
un entero en el pizarrén y dice que abajo irian 4 pedazos; “Estd mal” -agrega- “porque no
estd igual el pedazo que el entero”. En seguida, J.A. intenta formular su descubrimiento:
“todo nimero que no sea similar que dos nimeros no es igual y se los puedo demostrar, 1
entero y pedazos ¢sale igual?, 100 enteros y 100 pedazos, un pedazo de ésos es un
entero”. No hay mas discusién. Notemos que J.A. llama namero al par (x, y). Esto, y cierta
tendencia a relacionar los pares (X, y) con las fracciones que conocen, empieza a suceder
de cuando en cuando. Por otro lado, en esta misma formulacién aparece un primer intento
de demostracién: consta de un ejemplo -con nimeros grandes que constituyen un primer
medio para generalizar- y un contra ejemplo que los nifios del grupo ya pudieron
comprobar. Mas adelante estas demostraciones se constituirdn -progresivamente- en un

objeto explicito de reflexion.
Pregunta 4: (X,y) = (X2 Y2)

Esta pregunta fue planteada también en la situacion didactica anterior, aunque en
aquélla debian seleccionar pares equivalentes entre un conjunto de 8 pares (los Unicos
pares equivalentes que habia eran equivalentes a ¥2). En aquella ocasion so6lo un equipo
encontrd una equivalencia. Cuatro equipos nho encontraron ninguna y dos mas

propusieron pares con nameros iguales: (a,b) = (b,a).

Esta vez cinco equipos proponen una equivalencia correcta, cuatro de los cuales
proponen pares que son equivalentes a un medio del entero o a dos enteros. Aungque
hemos visto ya que seleccionar pares equivalentes es mas dificil para los nifios que
generarlos, pensamos que la confrontacidén colectiva de la sesién anterior proporcion6 a
varios nifios elementos que les sirvieron para comprender la pregunta. Por otro lado, en
dicha confrontacién, con los pedazos ya a la vista, constataron que (1,2), (2,4), y (3,6)
eran pares equivalentes. Esta vez, de las ocho respuestas correctas, cuatro de ellas
retoman estos mismos pares. Existe también la posibilidad de que hayan memorizado los

pares y la pregunta... pero esto nos parece poco probable.
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En las ocho respuestas correctas, individuales o de grupo, se distinguen dos tipos:

- Parejas como (2,4) y (4,8); (1,2) y (2,4); (3,5) y (6,10)... en las que un par puede
obtenerse del otro aplicando una regla que ya se ha esbozado antes: duplicar,

triplicar, etc., ambos elementos del par (en todos los casos duplican).

- Y parejas como (2,4) y (3,6); (8,4) y (6,3) -son menos frecuentes- que no
provienen de la aplicacion directa de aquella regla. En estos casos, una
posibilidad es que un par se haya obtenido con independencia del otro, a partir
de una representacion mental o grafica del pedazo que resulta (un medio) de
distintos repartos, o bien, y esto es mucho menos probable, a partir de mantener

constante la razén entre los dos elementos de cada par:

doble doble
N N
2, 4 3, 6

En el primer caso los nifios haria mas o menos lo siguiente: a partir de, por
ejemplo, dos enteros, buscar la divisibn necesaria para que queden medios.
Hacer lo mismo a partir de cualquier otro nimero de enteros:

| |

| |

2,4 corresponde a ¥2 3,6 corresponde a %2

Notemos que este procedimiento deja de ser tan sencillo en el caso de fracciones en
las que uno de los elementos no es multiplo del otro, como (3,5), 0, mas aun, en los casos
en que la fraccion no es tan facil de visualizar. El segundo caso (mantener la razén
constante) nos parece mucho menos probable, aun para el caso de esta fraccion sencilla
(un medio), en primer lugar porque en la mayoria de los pares con los que se ha trabajado
esa razon no es igual a un nimero entero -por ejemplo en el caso de (3,5)- y por lo tanto,
no han tenido ocasiones para destacar esa constante, y en segundo lugar, porque la
forma en que, hasta ahora, ellos han identificado o generado equivalencias deja
completamente de lado la existencia de esa razon, y destaca, en su lugar, la otra que ya

hemos mencionado.
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doble
Y
1,2 2,4
N
doble

Hay otro procedimiento mas que es probable que hayan aplicado en todos los casos:
consiste en ir “agregando” un entero y dos pedazos o dos enteros y cuatro pedazos y

registrando cada vez el par que se obtiene:

(1,2) (2, 4) (3,6)

Este es el procedimiento mas apegado a lo que de hecho ellos hacen con el material.
En el Gnico equipo que pudimos observar, un nifio implementd un procedimiento muy
similar a éste, aunque menos sistematico: empez6 representando graficamente el par
(3,2):

Después hizo otra representacion en la que puso un solo entero. Se quedd pensativo
y dijo: “No se puede”. El observador le pregunta, “;,qué es lo que no se puede?” y dice

“hacer un pedazo igual”.

En seguida dice “con 4,2, en 4 enteros caben dos seria como... no... no... en 8 enteros...

no... seria el doble”. Hace la siguiente representacion:

-

Y dice sefialando la mitad, “aqui seria esto”. Escribe: (4,2) y (2,1).

Los errores. Esta vez no nos fue posible entender a qué se debieron: el equipo 5

propone la equivalencia (4,3) = (2,3). Podriamos pensar que -como en otros casos- no
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pensaron en el tamafio del pedazo y se limitaron a igualar el nimero de pedazos en
ambos pares. Sin embargo, en este equipo han resuelto correctamente todas las demas
preguntas. Pueden tratarse entonces de una simple equivocacidbn como, por ejemplo,
haber escrito (4,3) en vez de (4,6) por distraccion. Las otras dos respuestas erroneas vz,

1/6 y (8,9) no parecen tener ninguna relacion con la pregunta.

La confrontacion colectiva no dio lugar, esta vez, a que los nifios explicitaran el
camino que siguieron para determinar las equivalencias, pero si se identificaron los

errores. Se apuntaron seis parejas de pares en el pizarron (una por equipo):

36 y 26
63 y 12,6
24 y 36
1,2 y 24
23 y 43
84 y 472

Réapidamente, un nifio del equipo 3 (otra vez J.A.) se propone para probar que la
pareja 3,6 y 2,4 esta mal. Notese que en esta pareja un par no puede obtenerse del otro
duplicado, triplicando, etc. Parece que esto es lo que hace suponer a J.A. que hay error.
Varios nifilos quieren unirse a la apuesta de J.A., pero €l no acepta. Esta adhesion a la
apuesta de J.A. no se debe a que los demas nifios piensen también que hay error -parece
gue no se han preocupado por ver si lo hay o no- se debe més bien al prestigio que este
nifio se ha ganado frente a algunos de sus compafieros. Confian en él y quieren ganar
puntos. Finalmente, después de algunos alegatos, cinco equipos (j!) apuestan a que hay
error. Una nifia del equipo que propuso ese par pasa a defender su respuesta. Pone en el
pizarron tres enteros. Marca con gis tres rayas, dividiéndolos asi en seis partes. Abajo
pone dos enteros y los divide de la misma manera en 4 partes:

entero entero

I_H f_h
_ > 3
— Y

pedazo pedazo

—»>24

Muestra que los dos pedazos son iguales. Los nifios se quedan perplejos. J.A. dice:
“Sabia que los dos eran mitades, pero pensé que una era mas chica que la otra”. No es
que J.A. piense que dos mitades de una misma unidad puedan tener distinta medida. Se

refiere —esto se aclara mas adelante— a casos como (5,2) y (6,2): en ambas parejas el
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total de enteros se parte “a la mitad” para obtener el pedazo, una “mitad” de ésas es mas
grande que la otra. La representacion que utilizd6 la nifia que demuestra que la
equivalencia es correcta nos parecio interesante: evidencia de qué manera los pedazos
se obtienen de los enteros. Las operaciones en juego quedan mas manifiestas que en la

representacion que yuxtapone enteros y pedazos.

El maestro invita a los alumnos a que hagan mas apuestas. Esta vez, los nifios se
ven mas reservados. J.A. estd concentrado en su lugar haciendo algo y finalmente se
anima a hacer otra apuesta: la pareja (2,3) y (4,3) estd mal. De nuevo varios mas lo
siguen. Esta vez se acuerda que “ya no se vale”. Pone dos enteros en el pizarrén y dibuja

abajo 3 pedazos, hace lo mismo con (4,3):

N\ A\

Y dice: “Aqui te da tercios, aqui también pero de una manera mas grande, mas

exagerada”. Los intentos de relacionar lo que saben de fracciones con estos pares
ordenados de nimeros son cada vez mas frecuentes... por cierto, hasta ahora, el maestro

no ha dicho que el propdsito de todo este trabajo es conocer las fracciones...

No hubo tiempo para confrontar las respuestas a las 3 preguntas restantes. Nos
limitamos a revisar someramente el conjunto de respuestas. Notemos que en estas
preguntas es mas factible que en las anteriores —en las que no se dio de entrada un par
de numeros— que aparezcan errores debido a que se consideren los elementos del par
como numeros naturales aislados, sin relacion entre si. Esto ocurre, en efecto en tres
equipos: proponen pares con ndameros mayores para (x, y) > (4,3) y con numeros
menores para (X, y) < (4,3). En la comparacién entre (3,2) y (3,4) dos de ellos afirman que
a (3,4) corresponde un pedazo mayor, seguramente porque uno de los niameros del par
(3,4) es mayor que uno del par (3,2). Uno de estos equipos dice explicitamente: “Porque
los 4 pedazos son mas que dos pedazos”. En la explicacion que da el equipo 8
encontramos problemas a nivel del significado del par: "Porque son 4 pedazos y tres nifios

y forman el mismo entero”.

Los otros cuatro equipos que responden a estas preguntas lo hacen correctamente.

Pueden identificarse los siguientes recursos:
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Para (x,y) >(4,3)

- aumentan el nimero de enteros, dejando fijo el nimero de pedazos: (5,3)

- dejan fijo el nimero de enteros, y disminuyen el nUmero de pedazos: (4,2)

- aumentan el nimero de enteros y disminuyen el numero de pedazos: (5,1), (8,1).
Para (x, y) <(4,3)

En este caso se aplican los mismos recursos, esta vez para generar pedazos

menores.
Para la pregunta 7

Tres equipos de los cuatro, explicitan claramente en la justificacion a su respuesta

(3,2) > (3,4) el razonamiento que sugirieron:

“Porque en (3,2) los pedazos son medios y los de (3,4) son mas chicos y un medio
es mas grande” (a lo que ellos llaman “un medio” es un medio de tres enteros, es

decir, 3/2 del entero).

- “Porque son 3 enteros y cabe un entero para cada pedazo y sobra un entero y

como son dos pedazos, repartimos en medios”.

- “(3,2) porque el numero es mas chico que el entero”. Suponemos que al decir “el

namero” se refieren al otro par: (3,4).

Tres explicaciones correctas, distintas entre si: en la primera describen el producto de
las transformaciones x3 + 2 y x3 + 4. En la segunda describen la transformacion misma (al
estilo de un reparto) y observan que en (3,2) al pedazo le toca mas de un entero, y en la
tercera, comparan ambos pares con el entero: (3,4) < (1,1) < (3,2). La cuarta justificacién,
en cambio, se limita a mencionar la ecuacién correspondiente a cada par, como si éstas
hablaran por si mismas: “Porque son 3 enteros y 2 pedazos y en 3,4 son 3 enteros y 4

pedazos”.
Conclusiones

Acerca de las preguntas y de los errores cometidos.

De los ocho equipos, cuatro responden correctamente a por lo menos seis de las
siete preguntas. Los otros cuatro equipos responden bien a las dos primeras y fallan mas

0 menos sistematicamente a partir de la tercera o de la cuarta pregunta. Hemos visto ya
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gue el mayor numero de respuestas correctas en las dos primeras: [(X,y) >1—-(x,y) <1]y
en la cuarta: (xq, Y1) = (X2 ¥2) puede explicarse en parte por el hecho de que las intentaron
resolver ya una vez en la sesién anterior, pudieron confrontar sus respuestas con los
pedazos construidos y conocieron lo que hicieron sus comparieros. Otro factor que debe
ayudar a explicar esta diferencia de aciertos entres las tres primeras preguntas y las

siguientes es su grado de dificultad. Veamos esto con mas detalle.

Una dificultad inherente a todas las preguntas esta en la necesidad de pensar en el
tamafo de un pedazo a partir de la ecuacién x enteros = y pedazos implicita en el par (x,
y). Esto lo han hecho sistematicamente los nifios en las actividades anteriores al elaborar
un mensaje o al interpretarlo. Pero ahora no estan esas acciones de por medio, ni los
pedazos, ni los enteros. Necesitan por lo tanto disponer de algun recurso que les permita
reconstruir el puente entre la escritura simbodlica (x, y) y la situacién concreta (el
significado), a partir del cual puedan pensar en el tamafio resultante de un pedazo. Este
recurso puede ser una representacion mental o grafica de la conmensuracion, o bien,
pensar en términos de un reparto (entre mas nifios, menos toca a cada uno...). Lo que
hemos visto es que a varios nifios aun no les es posible reflexionar a partir de estas
representaciones mas o menos abstractas. Dejan de pensar en el tamafio de un pedazo
(producto de las transformaciones del entero) o, mas aun, dejan de considerar el
significado original del par (X, y), y lo manejan como un conjunto con dos numeros
naturales sin relacion entre si. ¢Por qué entonces, hubo un namero significativamente
mayor de aciertos en las dos o tres primeras preguntas? Una primera diferencia
importante entre estas preguntas y las que siguen es que en las primeras, las
comparaciones que se plantean son entre un pedazo y el entero. Esta comparacion puede
desprenderse directamente de la relacion de conmensuracion entre enteros y pedazos
que se expresara en el par (X, y). En los otros casos, las comparaciones son entre dos
pedazos. El tamafio de éstos, a su vez, se determina en relaciéon a los enteros. Habra
entonces dos relaciones de conmensuracién en juego de las que hay que destacar el

tamafio de cada pedazo:

Primeras 3 preguntas Preguntas siguientes
(pedazo ~ entero) (pedazo ~ entero)
(x,y) xy) X, y)

t } t

N e |
Ny [0y N N [T
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No obstante, ya en la tercera pregunta, unos pocos nifios no se centraron en el

tamafo del pedazo, e igualaron el total de pedazos al entero.

Otra diferencia entre ambos grupos de preguntas la encontramos en la manera en
que la mayoria de los equipos respondié a las primeras: redujeron el nUmero de pedazos
o de enteros a uno. De esta manera el tamafio del pedazo se determina a partir de una
sola operacion (unir enteros o dividir un entero) y no a partir de la composicion de dos
operaciones. Esto facilita mucho la posibilidad de hacer una representacion mental del

tamafo del pedazo en relacion al del entero.

1,2 (2,1)
Acerca de los recursos implementados: distintos niveles de abstraccion.

Hemos visto que la gran mayoria de los nifios propone pares cuyos elementos son
casi siempre nimeros menores que cinco. Aunque la eleccién de este rango puede estar
influida en algunos casos por el hecho de que los elementos de la mayoria de los pares
que se han venido manejando pertenecen a ese rango, pensamos que en general esta
eleccion esta determinada también por la necesidad de hacer una representacion —mental
o grafica— de la situacion planteada en cada pregunta. Esto manifiesta que los nifios, en
su mayoria, no han elaborado aun generalizaciones que les permitan contestar con

independencia de los casos particulares.

En la confrontacién colectiva, por lo menos en un caso, fue notoria la diferencia en
cuanto a la posibilidad de los nifios de juzgar si una respuesta era correcta o no cuando el
tamafio de los numeros varié significativamente: fue el caso de las respuestas a la
pregunta 2, en el que el par (8, 9) propicié una acalorada discusion —no sélo con quienes
interpretaron mal la pregunta— cosa que no sucedié con los demés pares: (2,4); (1,2);
(1,2) etc.

Por otro lado, aln dentro de este rango numérico, los procedimientos de los nifios
fueron diversos. Frente a cada pregunta, hubo quienes, para dar una respuesta acuden a
una representacion grafica y hubo quienes no lo hicieron. No pudimos detectar si hubo
una relacion entre las preguntas y la tendencia a acudir a representaciones gréficas (en el

sentido de si ante ciertas preguntas esa tendencia era mayor). Los nifios que no acuden a
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la representacion grafica pudieron establecer la relacion entre pedazos y enteros
requerida a partir de una representacion mental de la situacion. Es muy probable que —por
lo menos en este rango de ndmeros chicos- la determinacion de la respuesta se realiz6 a
partir de una abstraccion de ciertas propiedades (relaciones entre las variables x, y y el
tamano del pedazo), como, por ejemplo entre mas pedazos, mas chico es el pedazo. No
podemos, sin embargo, saberlo con precision porque, por ahora, estos razonamientos

supuestos no fueron explicitados.

Los otros procedimientos —los que incluyen una representacion grafica— también
guardan entre si, algunas diferencias importantes. En algunos casos, la representacion
grafica jugdé el papel de traducir, confirmar o aclarar una respuesta que se obtuvo
mentalmente. Recordemos algunos ejemplos: ante la pregunta 2 que pide un par al que

corresponda un pedazo menor que el entero, un nifio dice: “Un medio”, después dibuja:

y finalmente escribe (1,2). Ante la pregunta 4 (dar dos pares equivalentes) un nifio

empieza buscando la equivalencia directamente a partir de la representacion gréfica
(pone 3 enteros 2 pedazos y parece intentar encontrar un par equivalente con un solo
entero) y no llega a un resultado. Opta por otro camino: empieza a pensar (hablando) en
un par (x, y) en el que pueda reducir x para obtener un nuevo par (X', y') equivalente. La
reflexion es dificil y vuelve a la representacion, esta vez, con la idea de lo que quiere
obtener: dibuja 4 enteros y 2 pedazos y observa que dos enteros 1 pedazo es
equivalente. Esta manera de utilizar la representacién reduce la diferencia entre este

procedimiento y el de los que no hacen representacion.

En cambio, en otros casos, la representacion grafica parece ser utilizada mas
directamente para obtener la respuesta. Por ejemplo, para la pregunta 1 (dar un par al
que corresponda un pedazo mas grande que el entero), en un equipo tiene dificultad para
entender la pregunta. Después piensan en un par: (4,2). Dibujan los cuatro enteros,
observan que el pedazo esta formado por dos enteros y hasta entonces concluyen:... “Es

mas grande”.

La representacion gréfica se presta en ciertos casos para obtener de manera
sistematica respuestas cuando no se ha abstraido la relacién en juego y cuando hacer

una representacion mental de la situacion es aun dificil.

En el Unico caso en el que los nimeros de los pares que se propusieron fueron de
una manera bastante sistematica mas grandes —el caso de J.A.— la representacion gréfica

estuvo siempre ausente. No hay ninguna duda de que J.A. proporciond sus respuestas a
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partir de propiedades que logré abstraer (y que llegé a formular en algunas ocasiones).
Estas propiedades le permitieron romper el limite en cuanto a rango numérico impuesto
por las representaciones graficas (o por la necesidad de pensar en ellas). Curiosamente
en la Unica pregunta ante la cual J.A. ho manejéo niameros grandes (la segunda), tuvo

dudas acerca del par (8,9) proporcionado por otro comparfiero.

Vayamos ahora a otra caracteristica de los procedimientos implementados por los
nifos, observamos, tanto en sus representaciones graficas como en los argumentos que
pudimos registrar, una tendencia a combinar dos interpretaciones del par (x, y), de hecho,
muy relacionadas entre si: el reparto y la conmensuracion. Parece que para pensar en el
tamafo del pedazo que corresponde a un par (X, y), en algunos casos es mas facil pensar
en términos de reparto, ya sea de pasteles entre nifio o de enteros entre pedazos, porque
en el reparto se destaca mas la accién que transforma a los enteros en pedazos. Es una
representacion mas dinamica que la conmensuracidon en la que aparecen estaticos
pedazos y enteros. Por ejemplo, los argumentos que dan varios nifilos para justificar que
el pedazo que corresponde al par (8,9) es menor que el entero se refieren a la accion que
permite obtener 9 pedazos de 8 enteros. Utilizan, en este caso como otros, palabras como
le toca, no alcanza, etc. De hecho, en otras situaciones hemos visto a nifios que para
construir el pedazo, esto es, para dividir n enteros entre m, recurren a los mismos
procedimientos que utilizaban para repartir: dividir entre un ndmero bastante mas

pequefio que el cociente, y seguir repartiendo los residuos.

Frente a otras preguntas, en cambio, la idea de repartir se desvanece y en su lugar
se destaca mas la idea de coincidencia entre enteros y pedazos (conmensuracion). Esto
ocurre, por ejemplo, cuando buscan, cuando justifican o cuando intentan generalizar
casos en gue hay equivalencia. En estos casos es seguramente mas facil imaginar (o
dibujar) la nueva coincidencia que se obtiene cuando se agregan a dos segmentos de
enteros y pedazos, mas segmentos iguales, que pensar en términos de reparto (si hay
tres veces mas nifios y tres veces mas pedazos, el pedazo que toca a cada uno sigue
siendo del mismo tamafo). En el caso de la equivalencia puede partirse de un pedazo ya
determinado (no es necesario pensar en cdmo se obtuvo a partir de los enteros). Lo que
interesa es qué otros pares arrojan ese mismo pedazo y esto se traduce en cédmo agregar

0 quitar enteros y pedazos a la ecuacion n enteros = m pedazos.
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A nivel de las representaciones gréficas encontramos también rastros que acusan la
preponderancia de una de las dos interpretaciones, a veces con respecto a la misma

pregunta. Veamos algunos ejemplos:
Para las preguntas 1 y 2 (un pedazo mayor o menor que el entero) aparecen, entre

otras, estas dos representaciones:

1) (4, 2) 2)

La primera parece reflejar mas la idea de repartir 4 cosas entre dos, idea que no destaca
la segunda representacion. En esta Gltima se manifiesta mas bien la idea de coincidencia

entre totales de enteros y de pedazos.

Otra representacién grafica que vimos utilizar en dos ocasiones es ésta:

3) (para obtener el pedazo correspondiente al par (3,6)).

Parece una simplificacion de la representacion tipica de la conmensuracién, pero a
nuestro juicio destaca mas que aquélla la transformacién de los enteros en pedazos. En

este sentido es mas parecida a la primera.

Asi, ante preguntas que exigen una reflexibn sobre medidas fraccionarias de
longitudes, expresadas en el lenguaje simbdlico (X, y), los nifios manifiestan que disponen
de una interpretacion (reparto-conmensuracion) que da sentido a ese lenguaje y que les

permite realizar dicha reflexion.

Hemos visto que el grado en que se dispone de esa interpretacion para realizar
anticipaciones varia: hay nifios que no reestablecen la relacibn semantica entre el par (x,
y) y el contexto y responden a las preguntas en funcién de las propiedades de los

nameros naturales, propiedades que manejan ya muy bien.

Hay quienes pueden establecer la relacion en juego sé6lo a partir de una
representacion grafica (que ellos mismos elaboran). Hay quienes necesitan la
representacion Unicamente como apoyo o confirmacion de las relaciones que establecen
mentalmente. Finalmente, algunos pueden prescindir ya de dichas representaciones. La
mayoria realiza sus reflexiones en un rango de nimeros muy chicos, mas alla del cual no

tienen la misma seguridad ni la posibilidad de aplicar los criterios que han elaborado. Casi
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todos tienden a reducir la complejidad de las preguntas, en algunos casos eliminando una
de las dos operaciones implicitas en el par (x,.y), en otras, optando por fracciones de la

unidad que les son muy conocidas (un medio).
Comentarios acerca de las confrontaciones colectivas.

Una vez mas, a los errores y a los casos dificiles como la aparicion de un par con
nameros relativamente grandes, o de pares en los que la equivalencia no podia ser leida
facilmente, se debieron las discusiones mas interesantes que libraron los nifios. Fue
siempre ante la necesidad de probar algo a los otros que se generaron las formulaciones
de razonamientos implicitos o, incluso, de generalizaciones. Es cierto también que la
intervencion del maestro en el sentido de ofrecer puntos a los equipos que probaran que
alguna respuesta era incorrecta, tuvo un efecto visible en la motivacion de los nifios por

intervenir.

Por otro lado, con respecto a las pruebas proporcionadas por los nifios, en todos los
casos consistieron en mostrar, con respecto al pedazo en particular, la veracidad o
falsedad de alguna respuesta. Sélo J.A. intentd ir mas alla, demostrando, mediante algun
contra ejemplo, la falsedad de algunas proposiciones, aunque, para probar sus propias

proposiciones también él permanecié en el nivel del ejemplo.

220



Conclusiones finales

CONCLUSIONES FINALES

1. Acerca de los procedimientos movilizados por los nifios en relacién
ala secuencia de situaciones didacticas.

Hemos partido del siguiente supuesto: los problemas de reparto propician que los
nifios movilicen determinados procedimientos de resoluciéon a los cuales subyacen la
relaciéon de igualdad entre enteros por repartir y pedazos repartidos. El recurso a estos
procedimientos, asi como el descubrimiento de la relacién de igualdad mencionada que
implican, favorecerian el que los nifios movilicen al procedimiento de conmensuracion

como un medio para determinar una medida fraccionaria (ver capitulo Il).

Ya hemos intentado analizar este proceso a lo largo de cada una de las situaciones
didacticas que intervinieron en él. Nos proponemos ahora destacar aquellos elementos
que nos permitan formarnos una idea mas global del proceso y evaluar con mayor
precision nuestro supuesto de partida. Centraremos esta vez nuestra atencion en los
procedimientos implementados por los nifios en relacion a las diferentes formas en que
los problemas exigieron la movilizacion de la relacion entre enteros y pedazos, relacion

que de hecho, articula la secuencia de situaciones.

En las primeras situaciones -1.1 a 1.4- los nifios realizan los repartos sin dificultad.
Las condiciones de un buen reparto, si bien no fueron siempre explicitadas, fueron
cumplidas: exhaustividad del reparto, igualdad de las partes. La relacién de igualdad entre
enteros y pedazos fue casi siempre obviada. Repartieron enteros, obtuvieron pedazos. En
dicha transformacién no quitaron ni agregaron pastel. Ante la pregunta: ¢cémo sabemos
que se repartieron x pasteles exactamente? relataron su procedimiento (aclarando con
esto que no quitaron ni agregaron). En algunos casos aislados reunieron las partes
mostrando que coincidian con el todo. Cuando en tercer grado sucedié que
aparentemente las partes reunidas y el todo no coincidian, inmediatamente determinaron

que ese reparto estaba mal hecho.

Es claro que la presencia del material, la posibilidad de separar y reunir las partes
constatando que la cantidad no cambia, constituy6 un apoyo para asegurar la verificacion

de dicha relacion (hubo una sola excepcion, ver S. D. 1.2. tercer grado).
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En la S. D.1.2. (¢,Cuéles son mitades?) nuevamente dicha relacion fue movilizada
implicitamente para determinar si un pedazo era mitad o no, la compararon (de diversas

maneras) con el entero.

Las dificultades aparecen a partir de la situacion 2.1. De aqui en adelante los
procedimientos de los nifios empiezan a diferenciarse, manifestando con esto los distintos

grados en que manejan la relacion en cuestion.

En las situaciones 2.1 y 2.2 (Construir el entero), la relacion total enteros=total
pedazos subyace al procedimiento de resolucion mas econdémico: unir los pedazos y
dividir lo que resulta entre el nUmero de enteros. Esta vez no se trata de constatar que
los pedazos reunidos vuelven a dar el total de enteros. Los pedazos no estan presentes.
Por lo tanto, esa relacion deber ser pensada, utilizada como un medio para construir los

enteros. Al reunir los pedazos los nifios deben ver en ellos el total de enteros.

Hemos visto que esta vez, pocos equipos en ambos grupos movilizaron de entrada
esa relacion: para la mayoria en ambos grupos, una primera dificultad consistié en
entender que esta vez se trataba de realizar la operacion inversa de un reparto hipotético.
Mas o menos dos equipos en ambos grupos no pudieron superar esta dificultad a lo largo
de los tres problemas planteados (insistian en considerar a los pedazos como enteros y
pretendian repartirlos). En el segundo problema y en algunos casos hasta el tercero,
varios equipos de 3* grado logran comprenderlo, pero aplican un procedimiento de
resolucién que deja de lado la relacion entre los totales. Este procedimiento es, por cierto,
mucho mas complicado que el que se basa en dicha relacion: realizan una representacion
hipotética del reparto y a partir de ésta tratan de averiguar lo que tienen que hacer al
pedazo para obtener al entero. Un equipo de 3° y uno de 4° logran movilizar la relacion en
cuestion hasta el tercer problema. Finalmente, tres equipos de tercero y cuatro de cuarto
recurrieron a la igualdad entre los totales desde el primer problema y entre estos equipos,
en algunos casos fue notorio que dicha relacion constituyd un descubrimiento (asi, un
nifio de tercero exclama: “Entonces, ¢los cinco pedacitos, son los dos caramelos?”. Otro
nifio de 3° explica: “Vimos que todo esto -la union de los pedazos- eran los tres

chocolates, entonces, dividimos entres tres”).

Resulta bastante claro que si bien los nifios de tercero y cuarto aplican implicitamente
la relaciéon entre totales cuando reparten, cuando verifican repartos o cuando intentan
determinar qué pedazos son mitades, no sucede lo mismo cuando dicha relacién tiene

que ser anticipada (los enteros estan ausentes) como un medio para resolver un
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problema, vemos entonces que no todos los nifios de estos niveles han tomado
conciencia de dicha relacion. Los problemas planteados en estas dos situaciones -2.1 y

2.2- han favorecido en algunos casos -y en otros no- el que los nifios la adquieran.

En las tres situaciones siguientes -2.3, 2.4 y 2.5- el nUmero de nifios que recurren a la
relacibn entre totales aumenta considerablemente. En la situacion 2.3 se trata
nuevamente de determinar cual es el entero que se repartid, (dado el pedazo y los datos
del reparto) pero esta vez sélo hay que seleccionarlo entre varios posibles (en vez de
construirlo). Seis equipos de tercero y los ocho de cuarto recurren a la relacién entre
totales para determinar cudl es el entero (yuxtaponen el nimero indicado de pedazos con

el nimero indicado de enteros de cada tipo, buscando la coincidencia).

En las situaciones 2.4 y 2.5, se da el entero y el pedazo y se trata de determinar los
datos del reparto. Todos los equipos de 3° y 4° acaban yuxtaponiendo enteros y pedazos
y buscando la coincidencia. Aunque esta eleccion puede deberse en parte a que,
precisamente en las dos situaciones anteriores varios nifios descubrieron y movilizaron
ese procedimiento, pensamos que hay otro factor importante que la determiné: esta vez
los enteros y los pedazos estan materialmente presentes. Por un lado esta presencia
fisica ayudé a algunos nifilos en la situacion 2.3 a distinguir enteros de pedazos
(recordemos que insistian en considerar a los pedazos como enteros por repartir) y, por
otro lado, fue claro que constituy6é un apoyo significativo para que recurrieran a la relacion
de igualdad entre los totales en las tres situaciones. No obstante, un equipo de 3° y uno
de 4°, en las situaciones 2.3 y 2.4 (con enteros y pedazos presentes) tienen aun dificultad
en concebir que hubo un reparto (hipotético) que ya se realizo: asi, por ejemplo, en la
situacion 2.3 (seleccionar el entero) un nifio escoge el entero mas grande, yuxtapone 2 de

es0s enteros con tres pedazos. Los enteros juntos resultan mas largos que los pedazos:

| | enteros

| | | pedazos

Y dicen: “Esto que sobra se reparte”.

Por otro lado, en la S. D. 2.1 y 2.2 (Construir el entero), algunos nifios de 3°
construyeron un entero reuniendo todos los pedazos, es decir, no dividen el total de
pedazos entre el nimero de enteros para obtener un entero. En este caso, si consideran
la igualdad de los totales. La dificultad esta en concebir al total original, antes de ser
repartido, formado también por partes. Este comportamiento se repite en la situacion

2.3, en la que tienen varios pedazos para elegir: hace caso omiso de que en la consigha
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se dice que se repartieron 3 enteros y se dedican a buscar en cual de los enteros
disponibles, su pedazo cabe un numero exacto de veces. Parece que logran comprender
el problema (el hecho de que ya no se trata de repartir sino de realizar la operacion
inversa) reduciendo el reparto hipotético a uno mas facil de visualizar (y mas familiar):
aquél en el que se reparte una sola cosa (y en el que hay, por lo tanto, sélo una

operacion en juego: dividir).

Asi, antes de abordar la situacion fundamental 3.1, la mayoria de los nifios ha
movilizado la relaciébn entre los totales, pero el grado en que lo han logrado varia

significativamente:
- Todos la aplican implicitamente en los problemas que consisten en repartir.

- Relativamente pocos equipos (tres de tercero, cinco de cuarto) pueden concebirla

como un medio para resolver un problema sin la presencia de los enteros.

- Los demas equipos manifiestan que pueden movilizar dicha relacién y utilizarla
como medio para determinar el tamafio del entero (dado el pedazo) siempre y
cuando dispongan de enteros y pedazos (3 equipos de tercero y 2 de cuarto) o
bien, conciben dicha relacién reduciendo el dato hipotético (aquello que se
repartié) a una unidad (un equipo de tercero); finalmente, por lo menos en un
equipo de tercero, subsiste la dificultad, aun disponiendo de enteros y pedazos, de
tomar como dato el resultado de un reparto hipotético (tenderén una y otra vez a
repartir).

Estos resultados no son estaticos. En el caso de varios equipos se dieron cambios de
procedimiento que manifestaron un dominio creciente de la relacion en cuestion. No
obstante, aquello que resulté problematico para los nifios en esas situaciones, vuelve a
aparecer en la forma en que abordaron la situacion fundamental (S. D. 3.1): la mayoria de
los equipos de ambos grados recurren, en efecto, a la conmensuracion para resolver el
problema, pero todos ellos dan por hecho que los receptores dispondran de varios
pedazos para elegir el indicado. Vuelven entonces a recurrir a la igualdad entre totales (de
enteros y pedazos), con los enteros y los pedazos fisicamente presentes. Es posible
también que, en este caso, no se hayan apoyado en la idea de repartir. Habiendo
movilizado la relacion de conmensuracion en las situaciones anteriores, pudieron ahora
haber pensado directamente en conmensurar enteros y pedazos para obtener la ecuacion
X enteros = y pedazos. El tipo de mensajes que escribieron nos hace pensar que asi fue:

hay pocas referencia a la idea de repartir (ausencia de términos como: repartir, nifios,
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entre...). Tienden a expresar Unicamente el nimero de enteros y el nUmero de pedazos

que coinciden.

El que hayan recurrido a este procedimiento implica, en primer lugar, que aceptan
gue el pedazo ya esta dado. Esto fue favorecido por el problema mismo: el receptor debe
construir un pedazo del mismo tamafio que el del emisor. En segundo lugar, implica que
se reconoce que la ecuacion x enteros = y pedazos es necesaria y suficiente para
determinar, dado el entero, el tamafio del pedazo. Esto tampoco fue evidente de entrada
para todos los nifios. Recordemos que en la situacion 3.1 un nifio de 4° grado argumento
que bastaba con dar el nUmero de enteros para identificar al pedazo. Supuso que sélo
existia un pedazo que, iterado, coincidiria con ese niumero de enteros. Fue necesario que
un compafiero le mostrara que habia por lo menos otro pedazo que satisfacia esa
condicion, para que este nifio reconociera la necesidad de los dos datos. Y en tercer lugar
implica, en caso de que hayan considerado al pedazo como producto de un reparto, que
independientemente de como se realiz6 ese reparto hipotético, el total de pedazos es

igual al total de enteros.

El procedimiento de conmensuracién movilizado en la situacion 3.1 (seleccionar el
entero) constituy6 por lo tanto el punto de partida para abordar la situacion 3.1 segunda
aplicacion, en la que los receptores ya no dispusieron de pedazos para elegir. Esta vez
era necesario construir el pedazo. Del hecho de que x enteros coinciden con y pedazos,
los nifios tenian ahora que inferir que el pedazo podia obtenerse a partir del entero,
uniendo x enteros y dividiendo entre y. Nuevamente esta inferencia, similar a la que
requerian las situaciones 2.1 y 2.2, no pudo ser realizada por algunos equipos de tercer
grado. De hecho, fue a partir de esta situacion -3.1 segunda parte- que las trayectorias de
ambos grupos se diferencian claramente. Mientras que todos los equipos de cuarto grado
pudieron realizar la inferencia en cuestion, sélo tres equipos de tercero lo logran,
(justamente los mismos tres equipos que pudieron movilizar la relacion x enteros =y
pedazos para construir el entero en las situaciones 2.1 y 2.2) y otros tres equipos
abandonan el procedimiento de conmensuracion. Mas aln, varios equipos de tercero que
reciben mensajes basados en este procedimiento (X enteros — y pedazos) no pueden
interpretarlos y en algunos casos afirman explicitamente que el pedazo no puede
construirse porque el mensaje “no dice cual es el pedazo”, o bien, intentan ver si su
pedazo satisface la ecuacién. Esto es todavia mas desconcertante si pensamos que

dichos mensajes indican, finalmente (aunque no explicitamente), que debe hacerse un
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reparto de x enteros entre y, y esto los nifios de tercero lo han hecho con éxito varias
veces. El principal problema no estuvo por lo tanto en la realizacion técnica, sino en la

interpretacion misma de los mensajes.

Es claro que existe una significativa diferencia entre saber repartir y prever que dado
un pedazo, existe un reparto que lo determina. Recordemos, sin embargo, que los nifios
de ambos grupos pudieron movilizar -aunque en otro nivel- esta relacién entre datos de un
reparto y tamafo del pedazo resultante, en la situacion 1.4. Pudieron realizar algunas
previsiones sobre el tamafio de los pedazos (mayor, menor o igual que un entero, por
ejemplo) a partir de los datos correspondientes a diversos repartos. La diferencia ahora es
que el punto de partida no es un reparto, sino un pedazo. El que los nifios no puedan
interpretar los mensajes en cuestion explica por si mismo que no hayan recurrido a la
conmensuracién para elaborar sus mensajes. Esta dificultad para interpretarlos, para
realizar la inferencia de la que hablamos antes, podria radicar en una dificultad para
pensar en el pedazo como producto de dos operaciones: lo que hay que hacer a los
enteros para obtener los pedazos no es una accion simple como agregarles algo, o
quitarles algo, o incluso, iterarlos o dividirlos. Es necesario iterarlos y realizar una divisién
sobre el producto de esa interaccion. En las situaciones 2.1 y 2.2 en las que el entero
también se obtenia del pedazo mediante la aplicacion de dos operaciones, hemos visto
que algunos nifios de 3° tendieron a aplicar una sola de las operaciones: el entero es igual
al total de pedazos (no dividieron) o solo consideran un entero y lo dividen en pedazos (no

multiplicaron).

Decidimos insistir con tercer grado en la interpretacion de los mensajes. Retomamos
los mensajes de conmensuracién elaborados por algunos de ellos (y otros no elaborados
por ellos) y les pedimos que los interpretaran (S. D. 3.2 y 3.3). La forma en que poco a
poco empezaron a poderlos interpretar nos parecié significativa: una vez unidos los
enteros indicados, no proceden a dividir esa unién doblando en partes iguales o
dividiendo la medida en centimetros; tienden a estimar el tamafio del pedazo y lo iteran
buscando la coincidencia con los enteros. Este es, por supuesto, un procedimiento entre
otros para dividir y podrian haber recurrido a €l por desconocer los otros. Sin embargo,
pensamos que es muy probable que su origen esté en que tienden a buscar la
coincidencia de los pedazos con los enteros mas que a pensar en la transformacion (unir-

dividir) que convierte a los enteros en pedazos.
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Por otro lado, el hecho de que empezaran por estimar el tamafio del pedazo
constituyd, en algunos casos, un obstéculo. Esta el ejemplo den nifio que recibe el
mensaje “4 enteros y 3 pedazos”. Uni6 los enteros y estim6é que el pedazo seria mas
chico que el entero. Después de varios intentos fallidos de hacerlos coincidir, exclama “jel
pedazo es mas grande!” (S. D. 3.3). Es muy probable también que la dificultad que
manifiestan con frecuencia para dividir una longitud en cierto nimero de partes iguales
(que no sea 2 6 4) sea otro factor que explique el que no puedan prever que de la
composicion de las operaciones unir-dividir resulta un pedazo de tamafio bien especifico.
Por ejemplo, algunos nifios estiman el tamafio y lo iteran, y cuando no se cubre la longitud
total de los enteros, deciden repartir el resto, es decir, vuelven a aplicar el mismo
procedimiento: estimar e iterar. El pedazo que resulta se forma uniendo los pedazos
obtenidos en estas divisiones parciales. Es probablemente dificil prever que ese pedazo

es del mismo tamafo que el emisor iteré para hacerlo coincidir con los enteros.

Por dltimo, los dos equipos de tercer que no movilizaron la relacion de
conmensuracion siquiera en el caso en que habia pedazos para elegir, fueron los mismos
que no pudieron abordar las situaciones 2.1y 2.2 y que en la situacién 2.3 (Seleccionar el
entero) o bien buscaron un entero en el que su pedazo cupiera un nimero entero de
veces, 0 bien seleccionaron el entero mas grande y argumentaron que lo que sobrara lo
repartirian. Una primera dificultad que se manifiesta, y que posiblemente sea el origen de
las demas, es partir del resultado de un reparto hipotético y por lo tanto, establecer
relaciones entre los enteros y los productos de ese reparto. No sabemos, sin embargo, si
en efecto esta dificultad (u otra) fue el motivo de que los demas problemas hayan
resultado inaccesibles, dando esto lugar a una actitud de desinterés y de rechazo, o si
mas bien fue por esa actitud que nos se comprometieron en una blsqueda frente a cada

problema.

Con respecto a 4° grado, ningun equipo tuvo problemas para interpretar los mensajes
aun sin disponer de pedazos para escoger. Sin mucha dificultad y con algunos
intervenciones del maestro, los nifios precisaron y redujeron el lenguaje utilizado en los

mensajes a su minima expresién: a, b. (S. D. 3.3). Desde el punto de vista de la sintaxis,
. . L : a o
solo faltd adoptar la notacion convencional: B Este par ordenado expresa la relacion de

conmensuracion entre enteros y pedazos que determina, dado el entero, el tamafio del
pedazo. El que haya sido utilizado como informacién para construir el pedazo, nos

asegura que éste es el sentido implicito que tiene para los nifios. Esta relacion de
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conmensuracion puede ser interpretada en este momento por los nifios, ya sea
simplemente como la coincidencia de enteros y pedazos, o como la transformacion que
consiste en “repartir enteros”, esto es, en unirlos y dividirlos para obtener los pedazos.
Aunque relacionan ya cada par ordenado con un pedazo bien especifico, es poco
probable que interpreten por ahora al par como el producto de dicha transformacion

(estado versus operador).

En la situacidon 3.4 (anticipaciones), ante preguntas acerca de diversas relaciones
entre longitudes expresadas mediante los pares (a, b) —esto es, relaciones entre medidas
fraccionarias— la mayoria de los nifios pudo movilizar en diferente grado la interpretaciéon
de dichos pares como relacion de conmensuracibn o como reparto (ver S. D. 3.4).
Algunos nifios empezaron a establecer ciertas relaciones entre los pares para anticipar las
relaciones correspondientes entre las longitudes. En uno o dos casos, se dieron intentos
de elaborar generalizaciones, ya fuera mediante la eleccibn de nimeros relativamente
grandes, ya sea mediante la formulacién explicita de algin teorema. La mayoria de los
nifios, sin embargo, eligi6 nimeros pequefios (MAs 0 Menos menores que cinco);
tendieron a simplificar la composicion de operaciones reduciendo el nimero de enteros en
juego a uno y se apoyaron de una u otra forma en representaciones gréafica para
contestar. En el otro extremo, algunos nifios no pudieron reestablecer la relaciéon entre
este lenguaje y el contexto. Nuevamente —aunque en otro nivel— la dificultad consisti6 en
pensar en el tamafio de un pedazo a partir de las dos operaciones implicadas en el par (a,
b). Tendieron a reflexionar no sobre un pedazo, sino sobre el total de pedazos, o bien,
interpretaron los pares ordenados (a, b) como simples conjuntos de dos numeros sin

relacion entre si.

En resumen: las situaciones de reparto (1.1 a 2.5) favorecieron, en efecto, que los
nifos de ambos grupos movilizaran la relacion de igualdad entre enteros y pedazos como
un medio para resolver los problemas planteados. Excepto dos equipos de tercero, los
demas pudieron tomar como dato el tamafio de un pedazo —producto de un reparto
hipotético— y buscaron la coincidencia de dichos pedazos con los enteros, ya fuera para
determinar los datos del reparto (dados el entero y el pedazo), ya se para seleccionar el
entero. En la situacion 3.1 este recurso fue nuevamente implementado como medio para
seleccionar el pedazo entre varios posibles a partir de su relacién de conmensuracion con
el entero. Es decir, reconocen que, independientemente de como se hizo el reparto

hipotético, el total de pedazos es igual al total de enteros (o bien piensan ya directamente
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en poner en relacion enteros y pedazos), y que dicha relacion (x enteros = y pedazos)
permite determinar (seleccionar) uno de los valores en juego (tamafo del pedazo o del
entero) dado el otro valor. Sin embargo, Unicamente los equipos de 4° grado y algunos
equipos de 3° lograron movilizar la relacion en cuestién sin la presencia fisica de alguno
de los dos valores que intervienen en ella (pedazos o enteros), para inferir de ésta la
transformacion que permite obtener el otro valor. Es decir, pudieron ver, en el total de
enteros, el total de pedazos (y viceversa) y deducir que un pedazo se obtiene dividiendo

ese total de enteros entre el nUmero de pedazos.

Por lo menos tres equipos de tercero manifestaron sistematicamente la necesidad de
disponer del material concreto para poder realizar dichas reflexiones. Cuando no
dispusieron del material, o no pudieron abordar el problema, o movilizaron un recurso que
deja de lado la relacién entre totales (S. D. 2.1), o tendieron a considera sélo una de las
dos operaciones de la transformacion que convierte a los enteros en pedazos (y

viceversa).

Vemos ahora con mas claridad que la presencia o ausencia del material concreto
(pedazos, enteros) en esta situacién constituyé una variable significativa en los niveles en
que trabajamos: la relacién entre totales que dio origen a la relacién de conmensuracion y
la posibilidad de determinar a partir de ésta el valor de una de las magnitudes en juego
constituye deducciones que los nifios establecen progresivamente. Iterar pedazos y
enteros buscando la coincidencia manifiesta ya que se ha realizado una deduccion (los
totales deben coincidir). Ver en los enteros el conjunto de pedazos (los pedazos no estan
concretizados aparte) y prever, por lo tanto, que de esa reunion pueden recortarse los
pedazos implica otra deduccién mas compleja cuya posibilidad de realizacion depende sin

duda del grado en gque se han apropiado de la primera.

De esto podemos adelantar ya una posible modificacion a la secuencia: a los
problemas que consisten en construir el entero o el pedazo podrian anteponerse
problemas que consisten en seleccionarlos. Nosotros no habiamos previsto incluir en la
secuencia estos problemas. La situacién 2.3 (Seleccionar el entero) la incluimos al
constatar que varios alumnos no pudieron abordar la anterior (construir el entero). En el
caso de la situacion 3.1, fueron los mismos nifios quienes supusieron que habria pedazos
para elegir. Notemos que los mensajes destinados a que el receptor seleccione el pedazo
entre varios posibles son igualmente susceptibles de ser reducidos a la expresion

“namero de enteros, nimeros de pedazos”. Desde el punto de vista del significado,
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guedaria implicito el hecho de que el tamafio del pedazo se obtiene aplicando una
composicion de dos operaciones al tamafio del entero, pero sigue estando en juego el
hecho de que la relacién de conmensuracion entre enteros y pedazos determina el valor
de uno de ellos a partir del otro. Habria que cuidar que la cantidad de pedazos entre los
que se elija el adecuado sea suficientemente grande para evitar, por un lado, el que haya
un solo pedazo que al ser iterado coincida con x enteros (0 un solo entero que coincida
con y pedazos), ya que esto tendria el efecto de crear una situacion particular en la que
bastaria un nimero natural para resolver el problema. Por otro lado, un nimero reducido
de pedazos para escoger tenderia a dar al procedimiento de conmensuracién como medio

de medicién una validez excesivamente local.

Una modificacién que debe evitarse (jy es tentadora!) es la siguiente: trabajar en un
principio Unicamente con fracciones unitarias (un solo entero en juego). En efecto, con
esto se elimina una dificultad que resultd determinante: poder pensar en la composicién
de dos operaciones. Sin embargo no vemos en qué medida ese trabajo previo constituiria
un apoyo para poder concebir —mas adelante— la composicién de dos operaciones.
Ademas, y esto es aln mas contundente, si s6lo hay un entero en juego, la situacion

puede resolverse utilizando un solo nimero natural.

Existen otras modificaciones posibles que consideramos deben evitarse: los nifios,
todos, pudieron realizar sin mayores problemas las actividades que consisten en repartir.
Sin embargo, en la interpretacion de los mensajes basados en la conmensuracion
tuvieron, en tercero, grandes dificultades, a pesar de que, finalmente, era un reparto lo
que tenian que hacer. Podriamos pensar entonces en ahorrarnos ese largo proceso de
los mensajes y proponer, una vez que los nifilos han constatado que existe cierta relacion
entre los datos del reparto y el tamafio del pedazo resultante, que dichos pedazos sean
identificados con los datos del reparto. Asi por ejemplo, a los pedazos que se obtienen de
repartir 3 pasteles entre 5 nifios, los identificamos con la pareja “3 pasteles, 5 nifios”, que

podria reducirse después a (3, 5).

Esta opcion presenta, sin embargo, grandes inconvenientes: dado que la
cuantificaciébn del pedazo no resulta necesaria, se la impone; nos quedard la duda,
ademas, de si los nifios estan convencidos de que a ese par de nimeros corresponde un
tamafio Unico y determinado. La pérdida mas grande, desde el punto de vista del
significado de la fraccion, seria la siguiente: no se parte de la comparacién de un pedazo

ya dado con un entero (o unidad), es decir, no se parte del propésito de medir una
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longitud con otra, proposito que da lugar a la creacion de una medida fraccionaria. La
fraccion unicamente describiria el proceso a través del cual los enteros dan lugar a los
pedazos sin que quede explicito que ésta describe una relacién cuantitativa entre pedazos

(o partes) y enteros.

En cambio, sera necesario explorar —como se hizo con los grupos control en la
situacion 3.1- las posibilidades que tienen los nifios de 3° y de 4° para iniciar la secuencia
con esa situacion (3.1), esta vez disponiendo de pedazos para elegir. Esto permitira

valorar nuevamente la pertinencia de las situaciones previas.

2. Otros aspectos de las situaciones didacticas previas (1.1 a 2.5) que
resultaron problematicos para los nifios.

En el inciso anterior, con el objetivo de destacar ciertas relaciones entre los
procedimientos implementados por los nifios y la secuencia de situaciones didacticas
hemos dejado de lado algunos problemas que no estan directamente vinculados con el

eje de la secuencia. Retomamos aqui aquéllos que nos parecen mas relevantes.

En los problemas que requieren la realizacion de un reparto (S. D. 1.1; 1.3; 1.4)
ninguno de los niflos de tercero ni cuarto tuvieron dificultades para comprender las
consignas y para tener en cuenta las condiciones de un buen reparto. En ambos grupos,
la Unica dificultad residié en dividir una superficie o una longitud entre un namero distinto
de 2 o de una potencia de 2. Estas Ultimas divisiones se pueden realizar, en Ultima
instancia, doblando sucesivamente la hoja a la mitad. En los otros casos el doblado se
vuelve dificil de realizar. Los nifios tienden a realizar las primeras divisiones entre dos vy,
algunos de ellos tienen la hipotesis de que doblando sucesivamente entre 2 (2, 4, 8...) en
algin momento obtendran el cociente de una division entre 3. Por otro lado, ya hemos
dicho que posiblemente esta dificultad para prever la forma de dividir entre nidmeros
distintos de 2" tenga relacion con la dificultad para pensar en un pedazo como producto
de dos operaciones, una de las cuales es una divisién. Por ello consideramos que estas
actividades de reparto ameritan un trabajo un poco mas prolongado. Este podria
realizarse inclusive a partir del segundo grado de primaria, nivel en el cual las condiciones
de un buen reparto (exhaustividad, igualdad de las partes) podrian constituir dificultades

interesantes para los nifios.

En estas situaciones se manifestaron otras dificultades relativas a la comparacion de

superficies y de fracciones de superficies. Si bien en este trabajo decidimos dejar de lado
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esta magnitud, es claro que tendra que ser retomada y, ademas, que cierto trabajo con
superficies puede iniciarse en estos niveles sin pretender llegar al mismo punto al cual
llegamos con longitudes. Asi, en la situacion 1.1 se planteé el problema de comparar dos
mitades de superficie de distinta forma, obtenidas de unidades iguales. El problema fue
comprendido por todos los nifios. En 4° grado la gran mayoria afirmo inmediatamente que
dichas superficies eran iguales argumentando que eran mitades de hojas iguales. En
tercer grado, en cambio, pocos nifios hicieron esta deduccion. O manifestaron no saber
cudl era mas grande, o se inclinaron por alguna de las dos. Sin embargo, excepto dos o
tres nifios, todos los demas encontraron algin recurso de medicion y pudieron verificar su
hipétesis inicial. En el caso de los otros nifios, la verificacion no procedié en virtud de que

consideraron que el area de la superficie cambié al cambiar la forma.

En la situacién 1.2 (¢,Cuales son mitades?) la mayoria de los nifios de tercero y
algunos de cuarto, utilizaron como criterio para discriminar mitades la igualdad en tamafio
y forma entre la superficie en cuestién y su parte complementaria con respecto a la hoja
entera. Rechazaron de entrada, por lo tanto, superficies que si eran mitades pero que no
verificaban esa condicién. Nuevamente, pudieron implementar recursos de diversos de

medicion que los llevaron a constatar su error para cada caso particular.

Estos problemas ponen en juego dos propiedades relacionadas entre si: la
conservacion de la superficie y la relacion entre fracciones de superficie derivada de la
relacion entre las unidades de origen. Aunque, como hemos visto, la mayoria de los nifios
de 3° (y algunos de 4°) no pudieron movilizar aun dichas propiedades frente a estos
problemas, si pudieron abordarlos y constatar sus errores. Consideramos, por lo tanto,
que estos problemas (entre otros) proporcionan experiencias valiosas en el nivel de 3° y
aun de 4°, experiencias que pueden apoyar la construccion progresiva de las relaciones

antes dichas.

En la situacion 1.4 se plantearon a los nifios preguntas que exigian anticipar ciertas
relaciones entre pedazos obtenidos de determinados repartos, a partir de los datos de
dichos repartos. Casi todos los equipos pudieron realizarlas cuando se traté de
comparaciones con el entero. Por lo tanto, por lo menos con respecto a estas preguntas,
los nifios pudieron ya coordinar las dos variables en juego (niUmero de pasteles — nimero
de nifios) para pensar, en el tamafo del producto del reparto: el pedazo. En cambio, por lo
menos, la mitad de los nifios en ambos grupos no pudieron anticipar qué repartos

arrojarian pedazos del mismo tamafio (equivalencias), excepto en el caso de repartos que
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arrojan mitades. Frente a esta pregunta, dejaron de considerar la relacion entre los datos
del reparto reduciéndolos a un simple conjunto de nifios aislados o bien simplemente no
contestaron. Hemos visto ya que esta pregunta tenia una probabilidad muy baja de poder
ser abordada. Al no disponer aun de una regla sobre la relacion entre los datos de los
repartos que permita identificar aquéllos que son equivalentes, los nifios necesitan partir
de una representacion de los pedazos correspondientes a cada reparto, o bien, de la
forma en que se realizan los repartos. Esta tarea es sumamente dificil de realizar cuando
se trata de discriminar equivalencias entre varios repartos ya dados (ademas,
nuevamente implica al problema de la conservacién de la superficie). En cambio, una vez
gque los nifios tuvieron a la vista los pedazos, varios de ellos fueron capaces de explicar
por qué se daba la equivalencia, e incluso, en 4° grado, describieron, a partir de la
constatacion de ciertas equivalencias, una relacidn proporcional simple y a partir de ella

generaron otras mas sin necesidad de apoyarse en las representaciones antes dichas.

Por lo tanto, el problema de la equivalencia puede abordarse ya en estos niveles
desde el contexto de reparto, adecuando la forma en la que éste se plantea, en particular,
multiplicando las experiencias en las que los nifios constaten y expliquen equivalencias y

generen repartos equivalentes a uno ya dado.

Estos problemas, junto con los de la comparacién con el entero —los cuales pudieron
ser resueltos por los nifios con mucho menos dificultad y que podrian también
diversificarse méas— tienen un interés particular debido a que constituyen las primeras
experiencias que propician hacer explicita la relacion entre los datos del reparto y el

tamano del pedazo resultante.

Con respecto a las situaciones 2 (2.1, 2.2...) ya hemos analizado en el primer punto
de estas conclusiones los problemas mas importantes que se manifestaron. Destaquemos
aqui Unicamente que esta familia de problemas derivados del reparto nos parecié
adecuada e interesante para los niveles en los que trabajamos, por las nuevas relaciones
entre todo y parte que ponen en juego sin haber dejado por ello de constituir problemas
accesibles para los nifios. Sélo unos pocos de 3° no pudieron abordarlos, posiblemente
debido a que aun no pudieron tomar como dato el producto de un reparto hipotético. Para
los demas esto ya no constituyé un obstaculo, y, si bien no siempre lograron desarrollar
un procedimiento sistematico de resolucion, en todos los casos pudieron aproximarse a la

solucioén y verificar sus respuestas, a partir de caminos diversos.
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3. En relacion a los procesos de formulacién, validacion e
institucionalizacion.

El analisis que hemos hecho de los resultados de la implementacion de esta
secuencia de situaciones se ha centrado en la relacion entre los procedimientos de los
nifios y los problemas planteados, es decir, en ciertas caracteristicas de la accidn
movilizada por los nifios frente a cada problema. Hemos dejado inevitablemente de lado al
analisis, previo y posterior, de otros momentos fundamentales del proceso —destacados
en el primer capitulo—, en particular, el de las formulaciones de los nifios. Estas fueron
consideradas siempre en el analisis, ya realizado, mas no fueron objeto de un estudio
particular. Los procesos de validacion (no empirica) y de institucionalizacién, constituyen —
en tanto procesos— fases posteriores al trabajo realizado hasta ahora, aunque en varias
situaciones podemos identificar momentos aislados de ambos tipos. No es nuestro
proposito realizar ahora estos analisis —no podriamos hacerlo con los datos que
disponemos—, nos limitamos Unicamente a sefialar algunas caracteristicas generales

observadas en el curso de la experimentacion.

Todas las situaciones de la secuencia se disefiaron a partir de un esquema que
consiste, en general, en una fase de trabajo en equipos sobre un problema seguido de
una confrontacién colectiva de los resultados. Con esta organizacion pretendimos
propiciar, en dos niveles distintos, una interaccion entre los nifios que hiciesen posible,
por un lado, cierta colaboracion en el trabajo de resolucion de problemas vy, por otro lado
la formulacién, el cuestionamiento, la comparacion y la difusiéon de sus distintos saberes.
Mas adelante sefialaremos algunos problemas relacionados con esta organizacién, por
ahora destaquemos que estas dos instancias, trabajo en equipos y confrontaciones
colectivas, constituyeron los momentos mas importantes del proceso de formulaciéon®. A
continuacion nos referimos Unicamente a las confrontaciones colectivas, debido a que no
disponemos de registros completos de las formulaciones de los nifios en las fases de

trabajo en equipo®.

8 E| caso de las situaciones (3.1, 3.2...) es, en este sentido particular, por tratarse de situaciones de
comunicacion: la formulacion escrita de un procedimiento para medir es el medio a través del cual se
resuelve el problema.

“9 También tendremos que dejar de lado, por la misma razon, las breves sesiones de recordatorio con las que
el maestro inicié varias de las clases. En éstas los nifios explicaban a alguien que no habia estado presente
la vez anterior, lo que se habia hecho en esa ocasion. Estos fueron otros momentos interesantes de
formulacion.
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El hecho de que las confrontaciones colectivas funcionaron casi siempre como el
medio de validacion colectiva de resultados, hace que las formulaciones a que éstas
dieron lugar, tengan casi siempre el caracter de validaciones (o invalidaciones) de dichos
resultados. No se trata de procesos de validacion de nuevas proporciones, sino de su
formulacion con vistas a validar determinados resultados. Esto nos lleva a considerar otro
elemento que resultarda muy relacionado con estos momentos de formulacién: el de la
validacion empirica. En efecto, a lo largo de las confrontaciones colectivas de la
secuencia constatamos que la formulacion de ciertas relaciones implicitas tiende a ocurrir
en mayor medida por un lado, cuando aparecen divergencias claras entre los nifios —
muchas veces debido a errores cometidos—y, por otro lado, cuando la validacién empirica
no resulta contundente para todos. Esta Ultima relacién es menos clara; hay ocasiones en
que precisamente la posibilidad de identificar los errores a partir de la prueba empirica

esta en el origen de la explicitacion de ciertas relaciones...

Veamos primero algunos ejemplos representativos relativos a estas caracteristicas de
la formulacion y posteriormente veremos con mas detalle algunos puntos relacionados

con la validacion empirica.

- En la verificacion de los repartos realizados en las situaciones 1.1 y 1.3 se
esperaba que los nifios explicitaran las dos condiciones que éstos debian
cumplir: 1) la unién de las partes debe volver a dar el todo y 2) las partes deben
ser iguales entre si. Estas explicitaciones se realizaron con mucha mas
frecuencia en cuarto, en donde los repartos se hicieron de manera tan sofisticada
gue no resultaba evidente la verificacion de una o de la otra condicién. En tercer
grado fue el maestro quien, a través de preguntas, intenté obtener estas
explicitaciones. En respuesta, los nifios relataban como habian hecho el reparto
obviando asi las condiciones en juego. Sélo en el caso de un reparto que parecié
no cumplir la primera condicion, algunos nifios argumentaron que éste era

incorrecto porque sobraba “un pedacito”.

- En este ejemplo es claro que la no evidencia de que se cumplan las relaciones
en juego o el que no se cumpla alguna de ellas, constituyen el motivo que los
lleva a explicitarlas y someterlas a prueba. De la misma manera cuando estas

relaciones les parecen evidentes, tienden a no explicitarlas.

- En la situacioén 1.1, el maestro pide a los nifilos que emitan un juicio acerca de la

comparacion de dos mitades de hojas iguales pero de distinta forma. En tercer
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grado la mayoria de los nifios titubea y optan por averiguarlo empiricamente. En
cuarto grado, en cambio, las opiniones se dividen: la mayoria afirma la igualdad

de dichas mitades y un solo nifio se opone.

Este enfrentamiento claro de opiniones suscité una acalorada discusion en la que las
diferentes partes acudieron a diversos argumentos para defender su posicion. Estos son
algunos de ellos: “Una mitad es mas grande que la otra porque si la pintaran se usaria
mas pintura”; “Son iguales, una es mas ancha pero la otra es mas larga”; “Son iguales
porque son mitades de hojas iguales...”. Esta vez, la prueba empirica fue,
afortunadamente, el dltimo argumento (si hubiera sido el primero, no habria habido

necesidad de discutir).

Otros ejemplos notables de la relacion entre la necesidad de explicitar, la aparicién de
errores, contradicciones, y la ausencia de una prueba empirica contundente (o
aplazamiento de la prueba) pueden verse en las situaciones 1.2, 1.4 y 3.4. A continuacién
retomaremos algunos de ellos, pero esta vez centraremos nuestra atencién en ciertas

caracteristicas de la prueba empirica.

En la mayoria de las situaciones de la secuencia hemos intentado que la situacion
misma devuelva a los nifios la informacion necesaria (retroalimentacion) para que ellos
estimen si han logrado o no resolver el problema, o qué tanto se han aproximado, es
decir, hemos intentado que las situaciones proporcionen los medios para validar
empiricamente los resultados. Sin embargo, durante la experimentacion hemos observado
gue las caracteristicas de las pruebas empiricas varian significativamente de una

situacion a otra. Destaquemos estas diferencias a partir de algunos ejemplos:

- Enlas situaciones 2.1y 2.2, los nifios construyeron el entero a partir del pedazo y
de los datos del reparto. ¢ Como saber si el entero es del tamafio correcto? Los
nifos que movilizan la relacion entre totales para resolver el problema (unir el
namero adecuado de pedazos y dividir entre el nimero adecuado de enteros)
consideran como prueba de validez el que sus pedazos reunidos coinciden con
sus enteros. Esto no constituyé una prueba, para aquellos nifios que adn no
vieron la necesidad de que dicha relacion se verificase. Para quienes partieron de
una representacion del reparto, la prueba satisfactoria consisti6 en mostrar que
un entero mas (0o menos) determinada fraccion de ese entero coincide, con un
pedazo, y posiblemente, ninguna de estas pruebas resulté significativa para

quienes no pudieron comprender la consigna. Este es un caso en el que la
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situacion si proporciona los medios para verificar los resultados, pero los nifios
realizan la verificacion a partir de las mismas relaciones que movilizaron para
resolver el problema y éstas difieren de unos a otros. Habia, sin embargo, otra
prueba relativamente independiente de los procedimientos movilizados: repartir
los enteros construidos y ver si los pedazos arrojados por este reparto resultan
del mismo tamafo que los pedazos dados. Posiblemente, cierta insistencia del
maestro acerca de cOmo estar seguros que sus enteros satisfacen lo que se

plantea en la consigna los habria llevado a esta prueba.

En la situacion 1.2 (¢ Cuéales son mitades?), no hubo prueba empirica posible
independiente de las relaciones particulares movilizadas por los nifios. Algunos
de ellos parten de la hipétesis (implicita) de que una parte del todo es mitad si y
s6lo si es igual en forma y tamafio a su complemento con respecto al todo. Este
criterio determina a la vez la accidn y la verificacion. En esta situacion la consigna
contiene un concepto (mitad) cuyo grado de elaboracion por los nifios es variable
y esto hace que el problema pueda ser interpretado de distintas maneras, y, en
consecuencia, los resultados pueden ser sometidos a verificaciones distintas. Sin
embargo, éste es un ejemplo del caso mencionado mas arriba, en el que los
resultados contradictorios arrojados por el grupo en conjunto (en 3°) dieron lugar,
en la confrontacion colectiva, a una explicitacion de criterios, a la identificacion de
ciertos errores en algunos de ellos y a la aceptacion por casi todos los nifios de
una prueba empirica basada, esta vez, en un criterio correcto desde el punto de
vista matematico (un pedazo es mitad de un todo si, independientemente de la
forma, del numero de partes en el que resulte dividido el todo, del hecho de que

se recorte... mide lo mismo que su complemento).

En contraste con los dos ejemplos anteriores, en la situacién 3.1 (Mensajes), la
validacion empirica de resultados fue contundente para todos,
independientemente de los procedimientos movilizados. Los nifios de estos
niveles comparten ya un procedimiento adecuado para comparar dos longitudes
(la superposicion, haciendo coincidir uno de los enteros). Asi, comparan la
longitud del pedazo construido por el receptor con la del pedazo del emisor y, a
partir de esto, saben si han logrado o no resolver el problema, si sus mensajes
funcionaron o no. La posibilidad de identificar inequivocamente los fracasos fue,

en este caso, el principal estimulo para cuestionar, modificar o cambiar los
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procedimientos movilizados™.

Estos ejemplos ponen de manifiesto la necesidad de precisar, en mucho mayor
medida de lo que lo hemos hecho, las relaciones implicadas en los procesos posibles de
verificacién, asi como el grado (o grados) en el que los nifios de un grupo las manejan.
Debemos estudiar en qué casos las diferencias de criterios con las cuales los nifios
validan sus resultados enriquecen la situacion al propiciar la aparicion de ciertas
contradicciones y en cuéles es preferible contar, en dltima instancia, con un criterio bien
definido en relacién a los conocimientos de los nifios como condicién para que se
establezca un dialogo entre la situacion y los nifios, que favorezca la evolucién de sus
procedimientos. Finalmente, se trata de propiciar que tanto la aparicidn de contradicciones
entre los nifios como la identificacion de fracasos, sean conflictos que favorezcan la

generacién de nuevos conocimientos.

Las situaciones de validacion disefiadas expresamente para propiciar la formulacion
de nuevas proposiciones (teoremas) y su validacion a partir de otras proposiciones (ya
validadas), corresponden a una etapa posterior que se inicia en la situacién 3.4. En ésta
los nifios han empezado ya a formular ciertas proposiciones sobre la comparacion de los

pares ordenados (a, b) para justificar sus anticipaciones.

En las situaciones siguientes, —similares a la 3.4— se intenta propiciar
especificamente la formulacién de determinadas proposiciones, acerca del orden y la

equivalencia para realizar después un trabajo de validacion.

En esta segunda etapa se inicia también un proceso de institucionalizacion a través
del cual se propiciard que los nifios pongan en relacién los pares ordenados recién
construidos con los numeros naturales: los primeros permiten resolver ciertos problemas
de medicion frente a los cuales los segundos resultan insuficientes. Mas adn, estos pares
permiten expresar una medida en casos en que los numeros naturales no lo permiten. Se

identificara a los pares ordenados (a, b) como fracciones y se adoptard la escritura
_ a L -
convencional B De hecho, este proceso se ha iniciado ya desde la ultima parte de esta

primera etapa, por lo menos en 4° grado, aunque no haya sido propiciado concientemente

* E| efecto de esta validacion no es siempre el que se espera. Recordemos que en tercer grado el
procedimiento de conmensuracion fue mal interpretado, o no interpretado en lo absoluto, varias veces. Al no
poderse aclarar cual era la dificultad, tendié a ser invalidado. En este mismo grado, seguramente como
consecuencia de lo anterior, se tendié a validar este procedimiento frente al grupo a través de ciertas
intervenciones involuntarias del maestro (S. D. 3.1- segunda aplicacion; S. D. 3.2).
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por nosotros: el mensaje (a, b), en el contexto de medicion de longitudes, es reconocido
ya por la mayoria de los nifios como un objeto que sirve para ciertas cosas y tiene ciertas
propiedades. En algunos casos aislados lo nombran espontdneamente con la palabra

fraccion, o bien: medio, tercio, tercio exageradamente grande...

4. Las técnicas de observacién y registro y la organizacién del trabajo
colectivo

Algunas de las dificultades con las que nos hemos encontrado al realizar el analisis
de los resultados de la experimentacion, se deben a ciertas insuficiencias en las técnicas
de registro que implementamos. A continuacién precisamos aquéllas que hemos

identificado.

El haber contado con un solo observado para registrar los sucesos relevantes en
cada sesion experimental (procedimientos de los nifios en cada equipo, didlogos,
interaccion con el maestro, discusiones en las confrontaciones colectivas), sumando al
hecho de que no precisamos lo suficiente, en los andlisis previos, aquello que era
prioritario registrar, tuvo como consecuencia la produccion de registros muy parciales.
Esta falta fue mas dificil de superar en los casos en que el trabajo de los nifios no dejo
testimonios escritos o de alguna otra clase. Por otro lado, si bien para cada situacion
disponemos de un registro mas o menos completo de por o menos un equipo, no
tenemos, en cambio, un registro completo de un mismo equipo a lo largo de las trece

situaciones didacticas.

La escasa separacion entre una sesion y otra (en general se realizaron seis sesiones
semanales, tres con cada grupo); nos dio poco tiempo para revisar los resultados
obtenidos en una sesion antes de aplicar la siguiente. Esto nos impidié detectar a tiempo
ciertas lagunas de informacion que podrian haber sido suplidas mediante la realizacion de
entrevistas individuales con algunos nifios entre una sesiéon y otra. Lamentablemente no
hicimos uso de este excelente recurso que habria sido de gran valor para interpretar
ciertos errores que quedaron sin explicacién, inclusive, para intentar conocer mejor no
s6lo en casos de error, las hipétesis que subyacen a los procedimientos de los nifios
frente a determinados problemas.

Por otro lado, en la organizacion del trabajo de los nifios en cada situacion didactica
encontramos problemas de otro orden. En todas las situaciones los nifios trabajaron en

equipos de cuatro integrantes, excepto en los momentos de confrontacién colectiva. Sin
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embargo, la interaccién entre los nifios en el seno de cada equipo varié de unos equipos a
otros. En algunos equipos los cuatro miembros participaron siempre, aunque la forma de
esta participacion también fue variable y amerita un estudio particular. En ciertos casos,
por ejemplo, fue notoria una especie de divisidn espontanea del trabajo: algun nifio tiende
a tomar la iniciativa, los otros lo siguen, le ayudan, o bien dos nifios la toman con las
consecuentes discusiones entre ellos, etc., pero con cierta frecuencia observamos que

uno, dos o a veces hasta tres nifios de un equipo se mantuvieron al margen.

Es probable que cuatro integrantes por equipo compartiendo la misma tarea sea un
namero excesivo, por lo menos como forma permanente de trabajo. La posibilidad de que
solamente uno o dos nifios asuman la responsabilidad —inclusive excluyendo a los otros—

es alta.

Debemos por lo tanto estudiar para cada situacion diversas formas de organizacion
que favorezcan la participacion de cada nifio. Entre otras alternativas, pensamos que es
fundamental rescatar el trabajo individual mas alla de los momentos de evaluacion. En
ciertos casos el trabajo en equipo puede enriquecerse si previamente cada integrante
tiene oportunidad de enfrentarse solo al problema; a su vez el trabajo en equipo puede
constituir una valiosa ayuda por reorientar el trabajo individual. Por otro lado, la
participacion individual en el seno de los equipos puede mejorarse en ciertos casos
implementando ciertas técnicas como, por ejemplo, la eleccion al azar u organizada de
algun miembro del equipo para el desempefio de ciertas tareas (jugar contra otro
representante, validar los resultados del equipo frente al grupo, etc.).

5. Etapas siguientes de la secuencia.

Describiremos brevemente a continuacién algunas extensiones posibles de la

secuencia que hemos presentado en este trabajo.

La segunda etapa se inicia con un proceso de formulacion y validacién de algunos
teoremas sobre la relacion de orden y de equivalencia entre los pares (a, b). Se
contempla propiciar el recurso a la recta numérica como modelo grafico de dichas
relaciones y como un apoyo para destacar ciertas relaciones entre los nimeros naturales
y los pares (a, b), tales como: existen medidas que pueden expresar con numeros
naturales y otras que solo se pueden expresar con los pares (a, b); a todo nimero natural
corresponde un par (a, b) que permite expresar la misma medida, mas no a la inversa;

entre dos pares (a, b), siempre hay otro par; etc.
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Con estas actividades se espera propiciar —simultdneamente— la identificacion de los
pares (a, b) en calidad de un nuevo instrumento que ha permitido resolver un problema

ante el cual los nUmeros naturales resultaron insuficientes.

Este proceso (que hemos llamado de institucionalizacion) incluye la adopcion del

nombre que designa a este instrumento y de la representacion simbélica convencional.

En seguida se explorara, a través de actividades de reaplicacion, el rango numérico
dentro del cual los nifios manejan las relaciones entre fracciones antes dichas, siempre en

el contexto.

Posteriormente se contemplan las siguientes fases, no necesariamente

secuenciadas:

- Situaciones—problema que implican la realizacion de una suma entre fracciones
(incluye multiplicacion de un entero por una fraccion), formulacién y validacién de

ciertas propiedades; construccién progresiva de algoritmos>'.

- Paso a la interpretacion del nimero racional que hemos llamado fraccionamiento

de la unidad (ver capitulos Il y 1lI).

- Cambios de contexto. Se abordan problemas fundamentales (como el planteado
en la situacién didactica 3.1), haciendo intervenir otras magnitudes continuas como

la superficie y posible el peso, y, por otro lado, magnitudes discretas.
La tercera etapa incluye:
- Fracciones decimales y escritura decimal.

- Multiplicacién de fracciones, a partir de la composicion de operadores fraccionarios

en problemas de proporcionalidad.

Sefialamos por ultimo, que esta secuencia no pretende ser representativa de un
recorrido de principio a fin que se realiza en el proceso de aprendizaje de la nocion de
namero racional en la primaria. Por un lado, varios de los eslabones que ocupan un lugar
especifico en esta secuencia, contienen temas que pueden ser abordados por los nifios,
hasta determinados niveles de complejidad, mucho antes de los que aqui se plantea. Por
ejemplo, hemos visto ya el interés por explorar las posibilidades de los nifios del segundo

grado para abordar problemas de reparto; las situaciones de proporcionalidad, ubicadas

* Este contenido forma parte de una investigacion que continta a la presente y que realizan actualmente Ma.
del Carmen Alvarez y Hugo Balbuena en el Laboratorio de Piscomatematica del DIE.
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en el extremo final de esta secuencia (6° grado) pueden ser abordadas mas
informalmente desde grados anteriores, quizds desde 4° grado. Por otro lado, los
problemas que implican la movilizacion del concepto de nimero racional, implican a la vez
a otros contenidos matematicos relacionados con éste, como por ejemplo: medicion de
diversas magnitudes, divisidn y multiplicacion de enteros, divisibilidad, composicion de
operaciones, etc. Es necesario estudiar con cuidado las relaciones que se establecen
entre estos contenidos y el nivel hasta el cual los nifios pueden movilizarlos, dependiendo

del grado escolar en el que se encuentran.
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