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RESUMEN

La investigacion que se reporta en esta tesis es referente a los procesos de construccion de
figuras presentados durante la solucion de tareas con geometria dinamica. El trabajo se llevd
a cabo con seis estudiantes de maestria del departamento de Matematica Educativa en el
Cinvestav-IPN. El acopio de la informacion se establecié en dos etapas: en la primera, tres
estudiantes resolvieron cinco tareas cuya caracteristica principal fue la construccion de
figuras a partir de ciertas unidades que las conforman (lados, vértices, angulos, etc.); mientras
que, en la segunda, se plantearon tres nuevas tareas a tres nuevos resolutores, donde la
actividad principal fue la reproduccion de figuras a partir de una imagen inicial y justificar

una relacion entre los elementos de cada construccion.

Para el andlisis de los datos, se consideraron los primeros acercamientos de los
estudiantes con las figuras que pretendian construir, a través de la visualizacion que hacian
sobre ellas. Después, se caracterizaron los elementos tedricos y practicos que utilizaron para
la resolucion de las tareas propuestas, mediante el tipo de deconstruccién que hacian sobre
una figura inicial; y se mencionan cuales fueron los tipos de razonamientos observados

durante el trabajo de los estudiantes.

Los resultados sefialan que mas all del nivel académico de un individuo, los argumentos
que presenta para justificar un protocolo de construccién estan relacionados de manera
directa con la herramienta que utiliza. Al respecto, la geometria dindmica jugo un papel
heuristico como apoyo a las ideas de los estudiantes, en el sentido de que exploraron y
modificaron diferentes figuras, para reactivar conocimientos previamente adquiridos o para

validar propiedades dentro de sus construcciones.

Como aporte a la disciplina, en esta investigacion se puede encontrar un estado del arte
en el que se enmarcan los principales estudios referentes a la figura geométrica; el analisis
de diferentes casos donde las figuras construidas jugaron un papel importante antes y durante
la resolucidn de tareas en geometria euclidiana; y se muestra como con el uso de softwares
como GeoGebra, se amplia la gama de figuras y soluciones que se pueden presentar, ya que,
con herramientas como el lugar geométrico, por ejemplo, se desarrollaron protocolos de

construccion distintos y mas precisos que los que se podrian establecer con papel y lapiz.
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ABSTRACT

The research that is reported in this thesis refers to the processes of construction of figures
presented during the solution of tasks with dynamic geometry. The work was carried out with
six master's students from the Department of Educational Mathematics at Cinvestav-I1PN.
The collection of information was established in two stages: in the first, three students solved
five tasks whose main characteristic was the construction of figures from certain units that
make them up (sides, vertices, angles, etc.); while, in the second, three new tasks were posed
to three new solvers, where the main activity was the reproduction of figures from an initial

image and justifying a relationship between the elements of each construction.

For the analysis of the data, the first approaches of the students with the figures they
intended to build were considered, through the visualization they made of them. Afterwards,
the theoretical and practical elements that they used to solve the proposed tasks were
characterized, through the type of deconstruction that they did on an initial figure; and the

types of reasoning observed during the student's work are mentioned.

The results indicate that beyond the academic level of an individual, the arguments that
he presents to justify a construction protocol are directly related to the tool he uses. In this
regard, dynamic geometry played a heuristic role in supporting the ideas of the students, in
the sense that they explored and modified different figures, to reactivate previously acquired

knowledge or to validate properties within their constructions.

As a contribution to the discipline, in this research you can find a state of the art in which
the main studies referring to the geometric figure are framed; the analysis of different cases
where the constructed figures played an important role before and during the resolution of
tasks in Euclidean geometry; and it shows how with the use of software such as GeoGebra,
the range of figures and solutions that can be presented is expanded, since, with tools such
as the locus, for example, different and more precise construction protocols were developed

than those that could be laid out with pen and paper.
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PRESENTACION

A partir de una investigacion previa donde se caracterizd el papel de las figuras que
acompafan a la proposicion de una tarea (Mayorga-Sanchez, 2017), se propuso un nuevo
estudio en el que se analizaran aquellas figuras que se construyen antes y durante la
resolucion de una tarea. El trabajo se desarrollé en dos etapas con estudiantes de maestria,

quienes utilizaron GeoGebra como herramienta de exploracion, construccion y validacion.

En la primera etapa, se propuso a tres estudiantes la resolucion de cinco tareas en las
cuales se solicitd la construccién de figuras a partir del conocimiento de ciertas unidades que
las componian (lados, vértices, angulos, etc.). La informacién se obtuvo a través de
videoconferencias, registrando los protocolos de construccion en GeoGebra y las expresiones
verbales de los estudiantes. Los resultados principales se presentaron para una evaluacion
predoctoral, donde investigadores especializados en las areas de geometria y tecnologia

sugirieron acciones para enriquecer la investigacion.

En la segunda etapa, tres nuevos resolutores trabajaron con tres tareas diferentes sobre
construcciones geomeétricas. Esta vez se buscd que los estudiantes pudieran reproducir
diferentes figuras no solo a partir de una proposicion, sino también de una representacion.
Ademas del trabajo realizado en GeoGebra, se registraron los argumentos que presentaron

los estudiantes para justificar propiedades especificas de las figuras que construyeron.

Con la informacion obtenida en ambas etapas, se estructurd el presente documento en

cinco capitulos, cuyo contenido se describe a continuacion:

En el primer capitulo se presenta una revision bibliogréafica que expone como ha sido
estudiada la figura geométrica a través de los afios por diferentes investigadores. Se describen
algunas de las definiciones y caracterizaciones que se han hecho sobre la figura geométrica
y su representacion grafica. Después, se mencionan algunos estudios referentes al tipo de
razonamiento involucrado durante la interaccion con figuras geométricas y la funcién de
estas figuras durante la resolucion de una tarea. Finalmente, con base en los antecedentes
sefialados, se presentan el problema y objetivo general de la investigacion, asi como las

preguntas planteadas para responder al finalizar el proyecto.
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En el segundo capitulo se muestra el marco tedrico de referencia para el analisis de la
informacion obtenida, asi como los elementos conceptuales que sirvieron para comprender
el entorno de la investigacion. En primer lugar, se describe el trabajo de Duval (2005)
referente a las formas de visualizar y deconstruir una figura geométrica. Después, se sefialan
los posibles razonamientos presentes durante el trabajo geométrico de los estudiantes
(Samper, Leguizam6n y Camargo, 2001) y la relacién entre los registros grafico y verbal
durante este proceso. Finalmente, se subraya el papel de los instrumentos involucrados en la
construccién de figuras (Gémez-Chacon y Kuzniak, 2015; y Artigue, 2002), particularmente,
el de la geometria dinamica con herramientas como el lugar geométrico (Gomez-Chacon,

Botana, Escribano y Abanades, 2016).

En el tercer capitulo se exponen los elementos metodoldgicos de la investigacion.
Primero, se menciona el tipo de estudio que se desarrollé con base en la poblacién vy el
entorno en el que se trabajo. Después, se describen los antecedentes académicos y
profesionales de los participantes del proyecto, asi como la forma en que se trabajé con ellos
durante la aplicacion de las tareas. Finalmente, se muestran las tareas aplicadas en ambas

etapas, sefialando su propdsito y una posible solucion para cada una.

En el cuarto capitulo se analiza y discute la informacion obtenida, tomando en cuenta
las acciones, conductas y protocolos de construccién de los estudiantes. Se consideran las
formas de visualizacion hacia las figuras que se propusieron construir; asi como la
deconstruccion que hicieron sobre una figura inicial, para reconstruirla a partir de los
elementos que identificaron en ella (Duval, 2005). Ademas, en el analisis se incluyen los
tipos de razonamientos identificados durante el trabajo de los estudiantes con las tareas

propuestas (Samper, Leguizamén y Camargo, 2001).

Por ultimo, en el quinto capitulo se presenta un resumen de los resultados obtenidos con
base en el analisis de la informacion. También, se explica cémo ha sido alcanzado el objetivo
general y se responden las preguntas de investigacion. Finalmente, se exponen las reflexiones
finales del trabajo teniendo en cuanta los aportes a la matematica educativa y una proyeccion

hacia investigaciones futuras.
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CAPITULO 1. ANTECEDENTES Y PROBLEMA
DE INVESTIGACION

La figura geométrica ha sido estudiada a lo largo de los afios por diversos investigadores en
educacion matematica. Existen estudios enfocados en la definicion y caracteristicas de una
figura geomeétrica, su representacion grafica, el razonamiento geométrico de los individuos
al interactuar con ella y aquellos que describen las funciones de la figura durante la resolucién
de una tarea. Considerando la revision bibliografica realizada en revistas de matematica
educativa, libros y memorias de diferentes congresos dentro de la disciplina, en este capitulo
se presentan los principales aportes de estudios referentes a la figura geométrica y con base

en ello, el planteamiento del problema de la presente investigacion.

1.1 Investigaciones referentes a la figura geométrica

Para conocer los antecedentes de investigacion relacionados con la figura geométrica y sus
principales caracteristicas, se hizo una revision bibliogréafica de las revistas con mayor indice
de aceptacion dentro de la matematica educativa, segun la clasificacion presentada por
Williams y Leatham (2017). En esta clasificacion se consideran la frecuencia con la que se
citan diferentes revistas de la disciplina y las opiniones de expertos respecto a la calidad de
las publicaciones que en ellas se presentan. Tomando en cuenta estos dos factores, los autores
presentan un listado de las 20 revistas con mayor indice de aceptacion, cuyos trabajos han
sido citados a nivel mundial y considerados referentes para el desarrollo de mdaltiples

investigaciones sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Particularmente, parte de la revisién bibliografica de esta investigacion se basa en las
primeras 10 revistas de la clasificacion de Williams y Leatham (2017), donde se analizaron
las publicaciones de las ultimas tres décadas y se rescataron aquellas que hacian referencia a

la figura geométrica y alguna de sus caracteristicas (Tabla 1).




Tabla 1. Clasificacion de Williams y Leatham considerada en esta investigacion.

Clasificacion Revista

1 Educational Studies in Mathematics (ESM)

2 Journal for Research in Mathematics Education
(JRME)

3 Journal of Mathematical Behavior (JMB)

4 For the Learning of Mathematics (FLM)

5 Mathematical Thinking and Learning (MTL)

6 Journal of Mathematics Teacher Education
(JMTE)

7 Zentralblatt fir Didaktik der Mathematik
(ZDM; The International Journal on
Mathematics Education)

8 Mathematics Education Research Journal
(MERJ)

9 International Journal of Math Education in
Science and Technology (IJMEST)

10 International Journal of Science and
Mathematics Education (IJSME)

Cabe sefalar que la clasificacion anterior es de publicaciones escritas en inglés, dada la

importancia de este idioma a nivel mundial. Sin embargo, para esta investigacion también se

consideraron publicaciones escritas en espafiol, libros de matematica educativa y trabajos

presentados en congresos referentes al estudio de la figura geométrica. En la tabla 2 se

presenta un resumen de los aportes referentes a la figura geométrica que se encontraron en

cada una de las publicaciones que se revisaron.

Tabla 2. Principales aportes de la bibliografia revisada.

Revista Autor (s) Afio Aporte

ESM Parzysz 1988 | Niveles de representacion de una
figura.

ESM Gagatsis y Patronis 1990 | Uso de modelos geométricos para
estimular un pensamiento reflexivo.

ESM Fischbein 1993 | Definicion y propiedades conceptuales
y figurales.
Interaccion entre los gestos, el discurso

ESM Chen y Herbst 2013 | y los diagramas en el razonamiento
geométrico de los estudiantes.
Actividades en entornos de geometria

ESM Mithalal, Balacheff 2019 | dinamica en 3D para reducir la brecha
entre las deconstrucciones instrumental
y dimensional.




JRME

JMB

Estructura semidtica de los diagramas
geomeétricos.

Obstaculos conceptuales vinculados a
la representacion externa en geometria

FLM

FLM

Funcién heuristica de los diagramas en
resolucion de problemas.

JMTE

Problemas de prueba con diagramas.

Concepciones de los docentes sobre la
representacion en matematicas.

ZDM

ZDM

Interacciones con diagramas.

IJMEST

Visualizacion de la figura en geometria.

IJSME

Interrelaciones del rendimiento
cognitivo en geometria y las creencias
de autoeficacia sobre el uso de
representaciones.

IJSME

Efecto de un entorno dindmico en las
relaciones entre los génesis figural,
instrumental y discursivo.

EDUCACION
MATEMATICA

Movimientos oculares en la integracién
de texto y figuras geométricas.

RELIME

Lectura y construccion de figuras
geométricas realizadas por profesores.

RELIME

Funciones figurales y epistémicas de
los dibujos.

CERME2

Formas de ver las figuras geométricas.

CERME2

Dibujos en el proceso de resolucion de
problemas.

CERMES

Verbalizacion como mediador entre
aspectos teoricos y figurales.

CERMEG6

Sobre el planteamiento de problemas,
distinguiendo el significante del
referente de una figura.

CERME7

Comprension de la figura geométrica
por estudiantes de secundaria.

PME14

Comprension de la figura geométrica
por estudiantes de bachillerato.

PME-NA25

Interacciones entre figura y estrategia
en resolucion de problemas.

Entendimiento de las  formas
geométricas por nifios pequefios.

La visualizacién como

forma de ver en
matematicas; un
acercamiento a la
investigacion

Revision bibliogréfica de
investigaciones  referentes a la
visualizacién de representaciones en
matematica educativa.

Meaning in
Mathematics
Education

Relaciones entre el dominio de los
diagramas en entornos de papel y lapiz
o software y el dominio de los objetos
teoricos de la geometria.




Exploiting Mental

Imagery with Tipos de aprehension de una figura
Computers in Duval 1995 | geométrica.

Methematics

Education

Recherches en Distincién entre dibujo y figura
Didactique des Laborde y Copponi 1994 | geométrica.

Mathématiques

Con base en esta revision bibliografica se destacaron cuatro subtemas que enmarcan las
caracteristicas principales de la figura geométrica: definicion de una figura geométrica,
representacion grafica de una figura, razonamiento geométrico y funcion de una figura
geométrica. En los siguientes apartados se describiran estos subtemas, destacando los

trabajos referentes a cada uno y la relacion de estos trabajos con la presente investigacion.

1.2 Definicidn del término figura geométrica

Dentro de las investigaciones referentes a la ensefianza y aprendizaje de la geometria es
comun que se adopte una postura sobre lo que se entiende por el término figura geométrica.
En este apartado se muestran tres de las principales definiciones que se han introducido sobre
este término, las relaciones entre estas definiciones y lo que en adelante se entendera por

figura geométrica cuando se mencione en este trabajo.

1.2.1 Figura como representacion mental

Fischbein (1993) distingue tres tipos de representaciones mentales: conceptos, imagenes
mentales y conceptos figurales. Los conceptos son aquellas ideas abstractas que representan
a un conjunto de objetos o eventos con propiedades como idealidad y exactitud; por otro
lado, las imagenes mentales son representaciones sensoriales de un objeto o evento con
propiedades espaciales como extension, forma, ubicacion y magnitud. El autor ejemplifica
estas representaciones considerando la idea de un metal: como concepto, un metal nos evoca
a un grupo de materiales con propiedades en comudn (dureza, conductividad térmica o
eléctrica, etc.); pero como imagen, un metal nos evoca a un objeto particular con propiedades

espaciales y visuales especificas (forma, color, tamafio, etc.).

El tercer tipo de representaciones mentales son los conceptos figurales. En estas
representaciones se integran tanto las propiedades de un concepto como las de una imagen.

El autor afirma que los conceptos figurales son lo que cominmente se conoce como figuras




geomeétricas. Por ejemplo, objetos geométricos como un punto, un circulo o una linea recta
poseen propiedades conceptuales como generalidad, abstraccion y perfeccion absoluta. Sin
embargo, también tienen propiedades espaciales como forma, ubicacion y magnitud, de aqui
la afirmacién de que una figura geométrica trabaja de manera conjunta con propiedades de

un concepto y de una imagen.

Evidentemente, acceder de manera independiente a las propiedades conceptuales y
espaciales de un concepto figural no es una tarea sencilla. Se debe realizar un esfuerzo
didactico para conducir a los estudiantes hacia una interpretacion de la figura como un
constructo teodrico-espacial, por lo que la participacién de los profesores es indispensable en
la busqueda y disefio de actividades que permitan distinguir las propiedades de una figura 'y

sus diferentes tratamientos.

1.2.2 Figura como organizacién de trazos

Duval (1995) considera que una figura es una organizacién de contrastes de brillo, los cuales
son percibidos por la presencia de trazos y manchas regidas por las leyes Gestalt! y sefiales
perceptivas. Para hacer una distincion entre la percepcion visual de una imagen y la de una
figura, el autor menciona que, “la imagen retinal resulta de estimulos y la figura percibida
resulta de su organizacion” (p. 142). Particularmente, la organizaciéon de una figura
geométrica esta vinculada a restricciones internas determinadas por las condiciones iniciales
de una definicién o de un problema. Estas restricciones pueden dar la pauta para resolver el
problema o encontrar la idea principal para probar un resultado.

El objetivo principal de Duval (1995) es mostrar el papel heuristico de una figura
geométrica durante la resolucién de una tarea. Para alcanzar este objetivo, el autor introduce
la definicién de cuatro aprehensiones cognitivas: perceptual, secuencial, discursiva y
operativa. Las caracteristicas de estas aprehensiones y su relacion con la figura geometrica

seran descritas en el apartado 1.5, correspondiente a las funciones de una figura.

! Principios que caracterizan las formas de percibir una representacion grafica: figura-fondo, semejanza,
proximidad, cerradura, continuidad y simetria, (Acufia, 2012).




1.2.3 Figura como el conjunto referente-dibujo

Uno de los principales aspectos que se han discutido en torno a la figura geomeétrica es la
distincion entre un dibujo y el objeto geométrico al que representa. Laborde y Capponi (1994)
sefialan que un dibujo es una identidad material sobre un soporte (papel o computadora, por
ejemplo), la cual actta como un significante de un referente. En estos términos, el referente
es un objeto geométrico determinado tedricamente a través de axiomas y definiciones;
mientras que el significante es la representacion material de dicho referente. Con base en lo
anterior, los autores definen a la figura geométrica como un conjunto de pares, cuyos

componentes son un referente geométrico y uno de los posibles dibujos que lo representan.

Las relaciones entre el dibujo y su referente son construidas e interpretadas por quien
produce o lee el dibujo, asi, el significado de una figura geométrica es determinado por quien
interacttia con ella. Por ejemplo, si se habla de una circunferencia como dibujo, basta con
considerar el trazo de una forma circular; pero si se quiere considerar a la circunferencia

como figura geométrica, se deben tener en cuenta sus propiedades matematicas.

1.2.4 ;Como se relacionan estas definiciones?

Las definiciones descritas anteriormente comparten una dualidad en comuan. Por un lado, en
ellas se involucra un aspecto teorico, el cual vincula a las propiedades conceptuales descritas
por Fischbein (1993), las restricciones de organizacion mencionadas por Duval (1995) y el
referente descrito por Laborde y Capponi (1994). Este aspecto tedrico se establece mediante
axiomas, teoremas y definiciones de la teoria geométrica con la que se trabaje. Al respecto,
tanto en las investigaciones anteriores como en la que aqui se presenta, los elementos

geométricos con los que se trabaja pertenecen a la geometria euclidiana.

El otro aspecto que caracteriza a las definiciones de la figura geométrica tiene que ver
con su representacion grafica. La forma en que se plasman las propiedades de un objeto o
una situacion geométrica sobre un soporte material estd vinculada con las propiedades
espaciales descritas por Fischbein (1993). Estas propiedades son representadas a través de
los trazos organizados mencionados por Duval (1995) o la definicidn de dibujo establecida
por Laborde y Capponi (1994).




El objeto de estudio de la presente investigacion son las construcciones geométricas
elaboradas por estudiantes de maestria dentro del entorno de la geometria dinamica. Por lo
tanto, en adelante, cuando se utilice el término figura geométrica, se estard haciendo
referencia a las construcciones hechas por los estudiantes con base en las condiciones

establecidas en las tareas que se les propusieron.

1.3 Representacion grafica en geometria

Acuna (2010) menciona que, “las representaciones, en el aprendizaje de la geometria, tienen
un papel destacado debido a que, es a través de ellas que podemaos tener acceso a los llamados
objetos geométricos” (p. 117). En este sentido, las representaciones de objetos y situaciones
geométricas tienen la finalidad de que algunas de sus caracteristicas y propiedades sean
percibidas visualmente. Se entiende el término “representar” en su sentido clasico, donde
algo ocupa el lugar de otro algo (Duval, 1995). En este caso, el algo es una figura
representada graficamente; mientras que el otro algo son los objetos geométricos que
representan las figuras. En los parrafos siguientes se analizarén las diferentes formas en que
se han considerado las representaciones en geometria dentro de algunas investigaciones

especializadas en el tema.

1.3.1 Representacion externa e iconica de una figura

Mesquita (1998) utiliza el término figura como sindnimo de representacion en geometria.
La autora distingue dos tipos de representaciones: externa e iconica o figurativa. La
representacion externa es aquella que se materializa en un papel u otro soporte; mientras que
la representacion figurativa esta determinada por una imagen visual que se evoca al conocer

el nombre o definicion del objeto que se representa.

La representacion figurativa puede apoyar la intuicién de las personas, es decir, ayuda a
visualizar las relaciones entre los elementos de los objetos geométricos que se representan.
Sin embargo, con esta representacion no es posible distinguir los elementos o condiciones
iniciales que se proponen en una tarea (lo que se da), de los elementos que se desean mostrar
al finalizar dicha tarea (la conclusién). Ademas, es importante considerar que, el apoyo visual

que brinda una representacion figurativa a la intuiciéon puede resultar contraproducente, ya




que las relaciones geomeétricas pueden resultar "evidentes™ para los estudiantes, evitando que

desarrollen un razonamiento geométrico?.

Por otro lado, aunque una representacion externa, por si misma, no permite acceder a la
solucion de un problema, puede contribuir en la definicion de su estructura y facilitar sus
tratamientos. Ademas, existe un grado de ambigtiedad a la hora de identificar los objetos de
una representacion externa. Por ejemplo, el dibujo de una linea recta puede considerarse,
dependiendo de la situacion, como la representacion de una recta infinita, una semirrecta o
un segmento de recta. Por lo tanto, resulta necesario hacer explicitas las caracteristicas y
propiedades de los objetos representados a través de otros registros, especificamente, el

verbal o el escrito.

1.3.2 Niveles de representacion

Parzysz (1988) propuso que, “la figura es el objeto geométrico que se describe en el texto
que lo define” (p. 80). Con esta definicion se sugiere que una figura es un objeto dentro de la
teoria de la Geometria, cuyas caracteristicas son conocidas a través de una definicidn escrita.
Lo anterior sefiala una necesidad de exteriorizar lo que se sabe de un objeto geométrico

(propiedades, relaciones con otros objetos, etc.) a traves de un proceso de representacion.

El autor desarrolla su estudio con base en la distincion de dos tipos de representaciones
gréficas: dibujos y modelos. Los primeros se refieren a las representaciones de figuras
bidimensionales que pertenecen a la geometria plana; mientras que los segundos, son las
representaciones de objetos geomeétricos tridimensionales estudiados en la geometria
espacial. La relacion que existe entre una figura y su representacion es descrita mediante los

siguientes niveles:

- Nivel 1 (representacion cercana): donde la representacion se asemeja a la figura
representada en el sentido de que ambas son de igual dimensién. Lo anterior permite un

movimiento de lo abstracto a lo concreto.

- Nivel 2 (representacion distante): donde la dimensién de la representacién es

estrictamente inferior a la del objeto que representa, por lo que se requiere una interpretacion

2 En el apartado 1.4 se profundiza en la descripcion de este término.




y andlisis adicional a la percepcion visual, para caracterizar las propiedades geométricas de

dicho objeto.

En toda representacion de un objeto geométrico existe, necesariamente, una pérdida de
informacidn cuando se avanza de un nivel a otro (ilustracion 1). Por ejemplo, en el nivel 1
no se pueden mostrar todas las propiedades de una figura en su representacion, aunque ésta
sea de la misma dimensidn que el objeto geométrico representado. Lo anterior se debe a que
algunas propiedades de la figura son sobreentendidas por quien lee la representacion, gracias

a una cultura geométrica comun con quien la crea.

Geometria
2D | 3D
nivel 0 figura
Representacion | nivel 1 | dibujo | modelo Perdida
cercana de
Representacion | nivel 2 dibujo : .,
distante informacién
\J

llustracion 1. Niveles de representacion (Parzysz, 1988, p.80).

Las figuras geométricas con las que se trabajé en el presente estudio son parte de las
representaciones que Parzysz (1988) define como dibujos, ya que todas las configuraciones
que se propusieron eran correspondientes a objetos geométricos bidimensionales. Por lo
tanto, las construcciones que realizaron los estudiantes corresponden al nivel de
representacion 1 (representaciones cercanas), ya que tenian la misma dimensién que los

objetos geométricos que se representaron.

1.3.3 Estructura de las figuras geométricas

Dimmel y Herbst (2015) sefialan la necesidad de establecer una alfabetizacion visual para
apoyar la lectura de lo que una figura geométrica pretende comunicar. El término
alfabetizacion visual se refiere a la conceptualizacion de las unidades y sefialamientos
inmersos en las figuras geométricas. Con el propdsito de promover dicha alfabetizacion, los
autores introducen un catalogo semiético donde caracterizan la estructura de las figuras

geométricas y los recursos visuales que contienen para transmitir informacion.




El catalogo semidtico se realizd considerando a las figuras geomeétricas como textos
esquematicos y en este sentido, se analizaron de manera anéloga a la forma en que se analizan
los constructos linguisticos. La linguistica funcional sistémica vincula una expresion
linglistica con los significados interpretados en contextos de uso, analogamente, dentro de
una figura geométrica se pueden distinguir diferentes sistemas semioticos que transmiten
significados dependiendo de los elementos que la compongan. En particular, los autores

describen cuatro sistemas semioéticos:

El sistema tipo. En este sistema se toman en cuenta las partes visibles que componen
una figura. Se consideran los trazos que la conforman (rectos o curvos), las regiones
delimitadas por la figura, los puntos sefialados (aislados o como parte de un elemento) y los

simbolos que expresan nombres, medidas o relaciones entre los elementos.

El sistema de posicion. En este sistema se describen las relaciones espaciales entre los
componentes de una figura. Es decir, se considera la forma en que se colocan las partes de

una figura en relacién con las otras; y en relacion con el marco de referencia que se utilice.

El sistema de prominencia. En este sistema se considera el grado de énfasis que se pone
en los elementos de una figura dependiendo de lo que se desee transmitir. El sistema cuenta
con dos subsistemas: énfasis y diferencia. El énfasis sefiala las partes resaltadas en una figura,
mediante opciones de peso (para trazos), tamafio (para puntos) y transparencia (para
regiones); por otro lado, el subsistema de diferencia sefiala la pertenencia a diferentes
categorias a través de variaciones de color, patron de los trazos, relleno de puntos y efectos

de fuente para los simbolos.

Sistema de atributos. Es una coleccion de simbolos con los cuales la figura transmite,
explicita y directamente, las propiedades del objeto que representa. Los atributos pueden ser
relacionales, existenciales u operativos. Los relacionales son las marcas o etiquetas que
transmiten alguna relacion entre los elementos de la figura (marcas de congruencia por
ejemplo); los existenciales se refieren a los fendmenos que son reconocidos simplemente por
el hecho de “estar”, por ejemplo, al colocar una flecha al final de un trazo recto, se le

atribuiran las propiedades de una semirrecta (0 recta si se utilizan dos flechas); y por ultimo,
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los atributos operativos son propios del discursos matematicos que transmiten un proceso,

generalmente algebraico, que se debe desarrollar para conocer una propiedad de la figura.

En las figuras que fueron construidas para el presente trabajo se pueden observar la
mayoria de los componentes considerados en los sistemas semioticos descritos por Dimmel
y Herbst (2015). Aungue el objetivo de la investigacion no es distinguir cada uno de estos
componentes, el catdlogo semiotico resulta Gtil para considerar los recursos que utilizaron
los estudiantes al construir sus figuras y lo que pretendian transmitir al presentar sus

resultados.

1.4 Razonamiento geométrico

Samper, Leguizamoén y Camargo (2001) mencionan que, “probablemente no hay mejor lugar
que la geometria para dilucidar y discutir el concepto y el papel del razonamiento [...] en
matematicas” (p. 147). Al respecto, Mariotti (1995), con base en la definicion de conceptos
figurales de Fischbein (1993), menciona que, “el razonamiento geométrico se puede
interpretar en términos de un proceso dialéctico entre lo figurativo y lo conceptual” (p.94).
Por su parte, Hjelte, Schindler y Nilsson (2020) mencionan que el razonamiento geométrico
sirve para comprender y explicar lo que sucede cuando se trabaja con tareas geomeétricas,
relacionando diferentes entidades como objetos geométricos y diagramas. En este sentido, se
puede interpretar el razonamiento geométrico como la capacidad de los individuos para
relacionar los aspectos tedricos y representacionales que se involucran en la proposicion de

una tarea o un problema en geometria.

Para Mariotti (1995), la interaccion entre elementos tedricos y representacionales de una
figura geométrica puede representar un reto desde la perspectiva de los estudiantes, por lo
gue es importante contar con herramientas para rastrear y describir el desarrollo de este tipo
de razonamiento. Al respecto, Duval (1998) propone tener en cuenta tres procesos cognitivos
involucrados en el desarrollo del razonamiento geométrico: visualizacion, donde tiene lugar
la representacion visual de una proposicion geométrica; construccion, a traves del uso de
herramientas; y razonamiento, donde entran en juego acciones discursivas para la

comunicacion del conocimiento, la explicacién y la prueba.
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Como lo menciona Jones (1998), es importante tener claro qué se entiende por
razonamiento geométrico y como se describe su desarrollo. En la presente investigacion se
adopta la postura de Samper, Leguizamon y Camargo (2001), quienes consideran a los
procesos de razonamiento como ‘“todas las acciones que las personas realizan, para
comunicar y explicar a otros y a ellos mismos lo que ven, lo que piensan y lo que concluyen”
(p. 148). Particularmente, los autores describen el razonamiento en geometria con las

siguientes caracteristicas:

e establecer relaciones entre conceptos o informacién geomeétrica conocida;

e argumentar con razones fundadas acerca de una propiedad, relacion o situacion
geomeétrica;

e comprender los distintos elementos que conforman una teoria geométrica;

e dar significado a los conceptos y procedimientos geométricos;

e comunicar, en forma convincente los resultados de indagaciones en geometria.

En el capitulo 2 se describiran los posibles razonamientos presentes durante el trabajo
geométrico de los individuos (Samper, Leguizamon y Camargo, 2001). Particularmente, el
razonamiento geomeétrico de los participantes de esta investigacion se caracteriz6 tomando
en cuenta las construcciones geométricas que realizaron, asi como las expresiones verbales

y escritas que manifestaron al interactuar con las figuras que se les propuso construir.

1.5 Funciones de la figura geométrica

La figura, pensada como un sistema de signos graficos, siempre ha acompafiado al
pensamiento, estableciendo una estrecha relacion con los objetos geométricos (Mariotti,
1996). El papel que juega la figura geométrica para apoyar el razonamiento geométrico de
un individuo ha sido analizado en diferentes investigaciones (Gagatsis y Patronis, 1990;
Nunokawa, 1994; Chen y Herbst, 2013). La mayoria de ellas coincide en que una de las
funciones basicas de la figura tiene que ver con su capacidad de ilustrar objetos o situaciones
geomeétricas y sus relaciones, es decir, la figura traduce a un registro grafico la proposicion

verbal o escrita de una tarea (funcion descriptiva).

Por otro lado, las investigaciones referentes al papel de la figura también tienen como

uno de sus objetivos principales estudiar su funcién heuristica. EI propdsito de esta funcion
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es fomentar un pensamiento reflexivo® en los estudiantes durante la resolucion de una tarea
geométrica. En los siguientes parrafos se describirdn con méas detalle estas funciones y se

mencionara cudles de ellas pueden observarse en los resultados de esta investigacion.

1.5.1 Funcién heuristica de la figura geométrica

Duval (1995) sugiere que la figura geométrica puede jugar un papel heuristico durante la
resolucion de una tarea. Desde este punto de vista, la figura geométrica puede ayudar a
encontrar la idea principal de una prueba o apoyar la solucion de un problema, dependiendo
de los cambios o acciones que se realicen sobre ella. Para describir el papel heuristico de la
figura geométrica, el autor considera su tratamiento como una aprehensién cognitiva, y

define cuatro formas en las que esta aprehension se presenta:

Aprehensidon perceptual. Es la manera en que un individuo reconoce una figura a primera
vista. Se puede identificar con un nombre (linea, punto, circulo, etc.), e incluso identificar

subfiguras que no necesariamente dependan de su construccion.

Aprehension secuencial. Es requerida siempre que se deba construir una figura o
describir su construccion. La organizacion de los trazos no depende de una aprehension
perceptual, sino de restricciones técnicas que cambian dependiendo de la herramienta de

construccion, y las propiedades matematicas involucradas en la figura.

Aprehension discursiva. Las propiedades matematicas de una figura son dadas en
primera instancia por un discurso (proposicion, denominacion o hipétesis) y otras se derivan
de las relaciones entre las propiedades dadas. En este sentido, lo que una figura muestra
(aprehension perceptiva) es lo que se ve sin un andlisis a conciencia; mientras que lo que una

figura representa esta determinado por actos discursivos.

Aprehensidn operatoria. La aprehensién operatoria surge a través de la modificacién de
una figura, la cual ayuda a generar ideas para la solucién de un problema. Se destacan tres

formas en las que una figura puede ser modificada: mereologica, optica y de lugar. La

3 Proceso en el que un sujeto observa un procedimiento (mental, mecénico o natural) e intenta entenderlo y/o
explicarlo a otros. Por lo tanto, el pensamiento reflexivo no solo indica el progreso en la solucion de un
problema, sino también el grado de conciencia que se adquiere sobre el proceso de solucién (Gagatsis y Patronis,
1990).
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primera se refiere a la division de una figura en partes que pueden ser analizadas por separado
para la generacién de nuevas figuras o subfiguras. La segunda se refiere a las modificaciones
visuales que se pueden realizar sobre la figura (alargar, ensanchar, reducir, etc.). Por Gltimo,

la modificacion de lugar se refiere al cambio de posicion u orientacion de una figura.

Las modificaciones de una aprehensién operatoria se pueden presentar fisica o
mentalmente, y constituyen el proceso en el que una figura tiene una funcién heuristica. Por
lo tanto, se requiere de una interaccién activa de los estudiantes con las figuras para que esta
funcién heuristica se pueda presentar. Particularmente, los participantes de la presente
investigacion tuvieron aprehensiones secuenciales al establecer los protocolos de
construccion de las figuras que se les solicitaron; aprehensiones discursivas para comunicar
las relaciones geométricas que identificaron en las figuras; y aprehensiones operatorias
cuando modificaron la forma (tipo Optica) y la posicion (tipo de lugar) de las figuras

utilizando geometria dinamica.

1.5.2 Interacciones con diagramas

Con el objetivo de fomentar el trabajo de conjeturar y probar proposiciones al resolver tareas
geométricas, Herbst y Arbor (2004) describen los modos de interaccion que puede tener un
individuo con un diagrama y el objeto geométrico que representa. Cabe sefialar, que los
autores se refieren al término diagrama de igual forma que en este trabajo nos referimos al
término figura geométrica, por lo que en este escrito ambos términos pueden ser
considerados como equivalentes. Los modos de interaccion descritos por los autores son los

siguientes:

Empirico: es aquella interaccion donde un sujeto realiza operaciones fisicas sobre un
diagrama (por ejemplo, medir, observar o incorporar nuevos elementos). Los argumentos que
se presentan sobre estas acciones son restringidos por las caracteristicas del diagrama vy las
propiedades de los instrumentos que se utilizan (regla, compas, etcétera). En este sentido, el
sujeto considera al diagrama como un equivalente del objeto geométrico que representa, lo

que le permite comunicar sus resultados con base en las operaciones que realiza.

Representacional: en este modo de interaccion el sujeto interpreta al objeto geométrico

a través del diagrama, limitandose a considerar unicamente las caracteristicas de dicho objeto
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establecidas en una proposicion. Con esta interaccion el diagrama no aporta un conocimiento
adicional sobre el objeto geométrico, sino que actla Unicamente como un signo de este. A
diferencia de la interaccidén empirica, las caracteristicas del diagrama no estan restringidas
por operaciones fisicas, sino por el conocimiento geométrico del sujeto para interpretar y

representar lo establecido en una proposicion.

Descriptivo: en este modo de interaccion se consideran dos sistemas superpuestos dentro
del diagrama: un sistema de referentes, el cual consta de las propiedades y caracteristicas
establecidas en una proposicion; y un sistema de signos, los cuales transmiten relaciones
entre los componentes del diagrama. Ambos sistemas deben ser considerados por el individuo
para su discurso de una tarea, ya que en la medida en que el diagrama sea aceptado como
preciso, por la presencia del sistema de signos, estara actualizando al objeto que representa.

Generativo: es el modo de interaccion mediante el cual se proporcionan condiciones y
restricciones, de tal forma que un sujeto pueda identificar, de manera anticipada, posibles
operaciones sobre un diagrama y sus resultados. Estas operaciones restringen la
interpretacion de los resultados al atribuir propiedades al objeto, es decir, implica la creacion

de referentes (como trazos que no pertenecen al diagrama original).

Si bien dentro de los objetivos que se persiguen en este estudio no esta la produccion de
pruebas por parte de los estudiantes, en los resultados es posible observar comportamientos
que estan vinculados con las cuatro interacciones descritas por Herbst y Arbor (2004). La
interaccidon empirica se observa en aguellas construcciones que se justificaron a partir de una
posicién particular de la figura; la interaccion representacional se observa cuando los
participantes Unicamente consideraron los elementos descritos en las tareas para establecer
sus configuraciones; la interaccion descriptiva se presenta cuando los participantes
comunicaron el proceso de construccidn de sus configuraciones; y la generativa se manifiesta
cuando los participantes incorporaron nuevos elementos en las figuras para satisfacer las

condiciones dadas en las tareas.

1.6 Planteamiento del problema

La mayoria de los estudios que se describieron en los antecedentes enfocan el analisis de sus

resultados en las figuras que son construidas previo a la resolucién de una tarea, por el
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profesor o investigador; o en las figuras presentadas en los libros de texto. Sin embargo, en
nuestra investigacion el analisis esta enfocado en las figuras geométricas que son construidas
por los estudiantes, durante y para la resolucién de una tarea. Al respecto, Dimmel y Herbst
(2015) afirman que los estudiantes no solo deben desarrollar la capacidad de interpretar sino

también de crear textos esquematicos (figuras geométricas).

Ademas, es importante considerar que durante el proceso de construccion de figuras no
solo se ve involucrado un registro gréafico, sino también otros registros como el verbal o el
escrito, para la presentacion de argumentos y conclusiones. Al respecto, Nunokawa (1994)
sugiere que el contenido de una figura s6lo se puede comprender cuando se tienen en cuenta

tanto el protocolo de construccién como el contexto del individuo que lo construye.

Con base en las consideraciones anteriores, o que en este trabajo se plantea como
problema de investigacion es el estudio del papel que juegan las figuras construidas con
geometria dindmica durante la resolucién de una tarea; considerando desde la visualizacién
que se hace sobre una figura por construir, hasta los elementos y estrategias seleccionadas
para su construccion. Ademas, se busca indagar la relacion de estas figuras con el
razonamiento geométrico de un estudiante y describir si los procesos de construccion de

figuras apoyan u obstaculizan este razonamiento.
1.6.1 Objetivo general de la investigacion
Tomando en cuenta la problematica que se planteo, con el analisis de los resultados obtenidos

en esta investigacion se busca alcanzar el siguiente objetivo:

Caracterizar el proceso de solucién en tareas sobre construcciones geométricas que
estudiantes de maestria desarrollan utilizando geometria dinamica. Para alcanzar este

objetivo se tendran en cuenta las siguientes acciones de los estudiantes:

a) Su primer acercamiento hacia una figura por construir segun el tipo de visualizacién

que manifiestan (Duval, 2005).
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b) Los elementos y relaciones que consideran necesarios para la construccion de una
figura, teniendo en cuenta el tipo de deconstruccion que hacen sobre una figura inicial
(Duval, 2005).

c) Las ideas y justificaciones que presentan durante la resolucién de una tarea,
describiendo el tipo de razonamiento que desarrollan durante este proceso (Samper,
Leguizamon y Camargo, 2001).

1.6.2 Preguntas de investigacion
Considerando el objetivo planteado, con la presente investigacion se espera responder a las
siguientes preguntas

1.- ;Como es el primer acercamiento de un estudiante con una tarea sobre construcciones

geomeétricas que tiene que resolver utilizando geometria dindmica?

2.- ¢Cudles son los métodos y estrategias que un estudiante desarrolla durante la

resolucion de una tarea sobre construcciones geométricas utilizando geometria dinamica?

3.- ¢Qué tipo de razonamiento exhibe un estudiante durante la construccion de figuras
para la resolucion de una tarea y durante la justificacion de alguna de las propiedades de las

figuras construidas?
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Para analizar y describir los resultados de esta investigacion, nos apoyamos en elementos
teoricos Utiles para caracterizar el proceso de construccion de figuras durante la resolucion
de una tarea. Dichos elementos tedricos abarcan la visualizacion de una figura geométrica,
las unidades figurales consideradas para su construccion y el tipo de razonamiento
involucrado durante el trabajo de los estudiantes. Ademas, como referentes conceptuales se
describe el papel de las herramientas que se utilizan para la construccion de una figura,
particularmente, el papel de la geometria dinamica para la resolucion de una tarea.
Finalmente, se describe la incidencia del registro verbal para complementar o argumentar lo

establecido en un registro gréfico.

2.1 Visualizacién de una figura

Duval (2005) define a la visualizacién en mateméticas como el reconocimiento, mas o menos
espontaneo y rapido, de lo que es matematicamente relevante en cualquier representacion
visual (una figura geométrica, por ejemplo). Evidentemente, la visualizacion de un profesor
0 un matematico es diferente a la de un estudiante. Es decir, los estudiantes no siempre ven

lo que el maestro ve o cree que veran.

Para definir aquellos componentes que un individuo identifica durante la visualizacion
de una figura, el autor introduce la nocion de unidad figurativa. Las unidades figurativas son
los elementos que se reconocen rapidamente y que son matematicamente relevantes en una
representacion visual. En este sentido, la visualizacion puede cumplir un papel significativo
para la comprension de conceptos y relaciones matematicas, cuando un individuo es capaz

de distinguir todas las unidades figurativas relevantes en una representacion visual dada.

En geometria, las representaciones visuales son las figuras que acompafian a una

proposicion o gque se construyen durante y para la resolucion de una tarea. La caracterizacion
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y clasificacion de estas representaciones se realizan con base en el tipo de visualizacion que
se haga sobre ellas. Duval (2005) define dos tipos de visualizacion: la iconicay la no iconica.
La visualizacién icdnica se trata de la percepcion y reconocimiento espontaneo de una figura
a través de imagenes mentales disponibles. Por ejemplo, si se habla de un cuadrado,
comunmente se evoca la imagen de una forma con un par de lados horizontales y otro par

verticales, sin tener en cuenta las relaciones entre estos lados.

Por otro lado, en la visualizacidén no iconica se toman en cuenta los elementos que
componen una figura y sus relaciones para su construccion, de tal forma que se cumplan
ciertas propiedades geomeétricas especificas. Asi, mientras que para la visualizacion iconica
la operacidn principal es el reconocimiento discriminativo de formas; para la visualizacion

no iconica es la identificacion de objetos correspondientes a las formas reconocidas.

Un ejemplo que ilustra la diferencia entre la visualizacion iconica y la no-iconica son
algunas de las pinturas del artista neerlandés Maurits Cornelis Escher (ilustracién 2). En
dichas pinturas se reta la percepcion del mundo como lo conocemos (visualizacion iconica),
a traveés de figuras cuyas caracteristicas se perciben mediante una mirada profunda y analitica

de su estructura (visualizacion no icénica).

llustracion 2. Pintura en la que se rata la forma de ver la estructura de una escalera.
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2.2 Deconstruccion en geometria

La visualizacion no-iconica en geometria esta estrechamente vinculada con el proceso de
descomposicion de figuras denominado por Duval (2005) como deconstruccién. El autor
caracteriza dos formas de descomponer una figura: deconstruccion instrumental y
deconstruccion dimensional. En el primer caso, las unidades figurativas se identifican
mediante los instrumentos utilizados para la construccion de una figura; mientras que, en el
segundo caso, las unidades deben ser percibidas mentalmente por el individuo con base en
las propiedades y relaciones geométricas que conozca sobre la figura. A continuacion, una

descripcion mas amplia de ambos procesos.

2.2.1 Deconstruccién instrumental

Con la deconstruccion instrumental se busca entender como ha sido construida una
figura a partir de los trazos que la componen. El término instrumental es referente a la
herramienta de construccién utilizada, ya que como lo sefialan Mithalal y Balacheff (2019),
la produccidn de trazos corresponde tanto a la movilizacion de instrumentos (como la regla

y el compas), como a la ejecucidon automatica dentro del entorno de la geometria dinamica.

En este tipo de deconstruccion, la figura es considerada como un constructo asociado a
un objeto geomeétrico, cuyos componentes son generados siguiendo un orden especifico de
acciones e instrucciones (protocolo de construccion). La actividad central de la
deconstruccidn instrumental es la reconstruccién de una figura inicial, la cual frecuentemente
acomparia al enunciado de un problema, pero también puede ser construida a partir de este
enunciado. Este proceso conduce a la produccion de trazos que no necesariamente pertenecen

a la figura, sino que son utilizados como rutas auxiliares para su construccion.

2.2.2 Deconstruccién dimensional

La deconstruccién dimensional sirve para identificar y entender las relaciones
geométricas entre los componentes de una figura. Duval (2005) considera a estos
componentes como unidades figurativas que se relacionan incrementando dimensionalmente.
Es decir, se reconocen los elementos de mas baja dimensién dentro de una figura y a partir

de sus relaciones geométricas se identifican los elementos de dimensiones mas grandes.
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En este caso, se considera a la figura como un conjunto de unidades relacionadas por
ciertas propiedades geométricas. Por ejemplo, si se desea analizar un poliedro bajo el enfoque
de la deconstruccién dimensional, se deberan considerar en primer lugar la relacion entre sus
veértices (unidades adimensionales) para identificar sus lados (unidades unidimensionales);
después, la relacién entre los lados para identificar sus caras (unidades bidimensionales); y

finalmente la relacidn entre sus caras para conocer el poliedro (figura tridimensional).

En este sentido, se puede decir que la deconstruccion dimensional ayuda a conectar a las
figuras con los objetos geométricos que representan, por lo que permite establecer un vinculo
con la geometria deductiva. Duval (2005) sefiala que esta deconstruccion se realiza de manera
conjunta con una actividad discursiva, ya que las relaciones entre las unidades figurativas

identificadas deben ser expresadas a través de un registro verbal o escrito.

Los tipos de visualizacion y deconstruccion descritos anteriormente son herramientas
conceptuales que se utilizaron para describir los resultados obtenidos en esta investigacion.
Los primeros se utilizaron para describir la manera en que los estudiantes percibieron las
figuras que construyeron y la relacion de esta percepcion con los argumentos que
mencionaron para justificar sus construcciones. Por otro lado, las deconstrucciones sirvieron
para analizar los protocolos de construccion de los estudiantes e identificar las unidades

figurativas que consideraron para realizar sus construcciones.

2.3 Tipos de razonamiento en geometria

Como se menciono en el capitulo anterior, durante el trabajo geométrico de un individuo es
posible que se presenten distintos razonamientos. Samper, Leguizamoén y Camargo (2001)
caracterizan estos razonamientos como: razonamiento visual, razonamiento intuitivo o
informal y razonamiento inferencial. Estos razonamientos no se presentan de manera aislada
y dependiendo de la complejidad de la tarea que se realice, se complementan los unos a los
otros. A continuacion, se muestra una descripcion de estos razonamientos y su posible

presencia dentro de los resultados de eta investigacion.

Razonamiento visual: son a aquellos procesos en los que se presentan conclusiones sobre
representaciones mentales de objetos geométricos. Tales representaciones se manifiestan a

partir de observar la construccion o transformacién de una figura. Por ejemplo, en esta tesis
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se muestran resultados donde los participantes justifican el cumplimiento de diferentes
condiciones geométricas a partir de una posicion particular de la figura que construyeron; o

al cambiar dicha posicion y observar que una propiedad de la figura se mantiene.

Razonamiento intuitivo o informal: se refiere a aquellas ideas expresadas en lenguaje
natural, donde se pretende describir, explicar o argumentar el trabajo dentro de una tarea
geométrica. Este razonamiento se presenta a partir de una exploracién de configuraciones,
cuyas transformaciones conducen a un individuo, dada su experiencia, a comunicar y explicar
a otros una idea geométrica. En la presente investigacion, el razonamiento intuitivo o
informal se presentd cuando los participantes, a partir de la exploracion de una figura inicial,
reconocieron o intuyeron las ideas principales para desarrollar sus respectivos protocolos de
construccion; y al expresar los argumentos por los cuales ellos creian que las figuras

cumplieran con las condiciones solicitadas.

Razonamiento inferencial: se presenta a través de procesos inductivos, abductivos y
deductivos, donde el individuo demuestra la validez de una afirmacion utilizando un lenguaje
matematico formal. En el presente trabajo se presentaron pocos casos de razonamiento
inferencial. Sin embargo, hubo manifestaciones de interés por parte de algunos estudiantes
de desarrollar justificaciones formales a partir de procesos deductivos, para validar el

cumplimiento de ciertas condiciones dentro de las figuras que construyeron.

Se busca una integracion de los diferentes tipos de razonamiento por parte de los
estudiantes, para alcanzar un mayor dominio del campo geométrico en el que se trabaje
(Samper, Leguizamén y Camargo, 2001). Particularmente, en tareas sobre construcciones
geométricas, el razonamiento visual esta estimulado por el razonamiento intuitivo e informal,
al explorar las propiedades y entender las diferentes relaciones y propiedades que debe tener
una figura. Ademas, el razonamiento inferencial se presenta en este tipo de tareas al explicar
el protocolo de construccion seguido para la construccién de una figura. Este tipo de acciones
comunicativas vincula al registro grafico con el lenguaje, cuya relacion se describe en el

siguiente apartado.
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2.4 Relacion entre el registro verbal y el grafico

La geometria requiere la union cognitiva de dos registros de representacion: el registro
grafico para la representacién de objetos geométricos; y el lenguaje para enunciar las
propiedades y relaciones de dichos objetos. Por lo tanto, para un anélisis efectivo del
razonamiento geométrico de los estudiantes durante la resolucion de una tarea, se deben
tomar en cuenta todos los sistemas semidticos involucrados (Chen y Herbst, 2013).
Particularmente, los sistemas semioticos que juegan un papel durante la interaccion con
figuras son los dibujos y el lenguaje oral o escrito. Al respecto, Nufies (2004) menciona que
las expresiones verbales sirven no solo como formas de comunicar ideas, sino también de
generarlas. Cuando los estudiantes presentan sus resultados, estas expresiones les ayudan a
comunicar sus acciones sin la necesidad de usar un lenguaje matematico formal,

involucrandolos en procesos de argumentacion sobre objetos o situaciones geométricas.

Duval (2005) afirma que la articulacion cognitiva entre el registro grafico y el del
lenguaje se produce a través de proposiciones. En este sentido, se puede construir una figura
para ilustrar un enunciado, pero también se puede producir un enunciado para describir o
explicar una figura. Estas dos situaciones son cognitivamente diferentes y no conducen
necesariamente a los mismos resultados. Por lo tanto, el autor sefiala la necesidad de
distinguir los estados de representacion de los dos registros involucrados durante la

resolucion de tareas geométricas.

Un estado de representacion se entiende como la funcion que tiene el registro grafico en
relacién con el lenguaje o viceversa. Si una figura sirve Unicamente para ilustrar lo que se
menciona en una proposicion o como soporte intuitivo de esta, se dird entonces que la figura
es una representacion auxiliar, mientras que la proposicion es una representacion
autosuficiente. Por el contrario, si se utiliza una proposicién para describir un estado
particular de la figura o una operacion sobre ella, la proposicion sera la representacion
auxiliar mientras que la figura seré la representacion autosuficiente. Duval (2005) afirma que
lo anterior es util para identificar en cual de los dos registros esta anclado el razonamiento

geométrico de un estudiante.
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En el analisis de los resultados presentados en este documento, no solo se consideran las
construcciones geométricas elaboradas por los participantes (registro grafico), sino también
los comentarios que expresaron durante la descripcion de sus construcciones y los
argumentos que mencionaron (lenguaje) para justificar algunas de sus acciones. El proposito
de lo anterior es conocer y describir de manera mas amplia el razonamiento geométrico de
los participantes y verificar si este razonamiento esta anclado en sus construcciones o en sus

proposiciones.

2.5 Instrumentos para la construccion de figuras

Una de las principales caracteristicas de las figuras geométricas, al menos de las que
corresponden a la teoria euclidiana, es que son construibles con la ayuda de instrumentos.
Debido a la regularidad que un instrumento impone al movimiento del trazo, es posible
producir formas visuales que representan objetos y situaciones geométricas. Mediante el uso
de un instrumento los estudiantes pueden darse cuenta de que las propiedades geométricas
no son solo caracteristicas perceptivas, sino que también son construibles (Duval, 2005).

Gbomez-Chacon y Kuzniak (2015) describen el concepto de génesis instrumental como
la transformacion de artefactos a herramientas durante un proceso de construccion. Al
respecto, Artigue (2002) distingue una direccion ascendente y una descendente durante la
génesis instrumental. La direccion ascendente es denominada instrumentacion, la cual
describe el dominio y la manipulacion de herramientas de dibujo por parte de los individuos;
y la direccion descendente denominada instrumentalizacion, con la que se describe la
eleccion y el uso de un instrumento para la construccién de una figura, tomando en cuenta el

conocimiento geométrico de los individuos.

Los instrumentos considerados para el desarrollo de esta investigacion son los utilizados
en el entorno de la geometria dindmica. En un principio, se pretendia describir el trabajo de
los estudiantes también dentro del entorno tradicional del lapiz y papel, sin embargo, debido
a la situacion pandémica que aquejo a la poblacion mundial en los afios recientes, la
informacidn que se muestra en esta tesis se obtuvo Unicamente con trabajos elaborados con

geometria dindmica.
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2.6 Geometria dinamica para la construccion de figuras

Uno de los principales factores que influyeron para que la geometria tuviera un mayor interés
en educacion matematica fue la introduccion de la tecnologia (Mariotti, 2006). Con los
softwares de geometria dindmica (Cabri, GeoGebra, etc.) se introdujo una nueva forma de
plantear, explorar y resolver actividades geométricas. El uso de estos softwares para la
ensefianza y el aprendizaje de la geometria ha sido objeto de estudio en diversas
investigaciones debido a las oportunidades que brindan para la exploracion de propiedades
de figuras geomeétricas; la posibilidad de identificar patrones e invariantes en ellas; y el
soporte para plantear conjeturas a través de acciones como el arrastre o herramientas como
el lugar geométrico?, cuyas funciones permiten observar una dependencia relacional durante

el movimiento de una figura.

Las computadoras han revolucionado por completo el papel de los instrumentos para la
construccién de figuras, ya que facilitan su uso y ofrecen la posibilidad de hacer
exploraciones dindmicas. Su ventaja, ademas de la ejecucion automatica, es la precision de
los trazos que con ellas se realizan, ya que se eliminan las imprecisiones correspondientes a
la mano en el uso de los instrumentos (Gomez-Chacon y Kuzniak, 2015). Ademas, los
softwares de geometria dinamica proporcionan diversas herramientas para personalizar la
apariencia visual de una figura, lo cual es til para resaltar las unidades que la componen o

alguna de sus propiedades.

Sandoval (2009) destaca la influencia de la geometria dindmica para apoyar el proceso
de aprendizaje de los estudiantes, mencionando que, en las clases tradicionales de geometria
(en pizarrén) se pretendia que los alumnos movilizaran sus ideas geométricas a traves de una
representacion estatica, mientras que, con la geometria dindmica, dicha movilizacion podia
ser observada. En este sentido, una de las caracteristicas mas significativas de la geometria
dindmica es que actlla como herramienta mediadora entre el conocimiento perceptivo y el
geométrico, es decir, ayuda a que los argumentos presentados por los estudiantes pasen de

un estado visual hacia uno deductivo.

4 Como ejemplo, en la seccion 2.6.1 se profundizara en la caracterizacion del concepto de lugar geométrico y
su utilidad como herramienta de la geometria dindmica.
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2.6.1 El lugar geométrico

Para ilustrar el impacto de las herramientas de la geometria dindmica en los procesos de
construccion de figuras, consideremos el concepto del lugar geométrico. Como lo sefialan
Gomez-Chacon, Botana, Escribano y Abé&nades (2016), el concepto de lugar geométrico es
tan antiguo como la geometria misma, ya que fueron los griegos los primeros interesados en
el analisis de la trayectoria de puntos que formaban distintas curvas como el circulo o las
conicas. A través de los afos, la utilidad de este concepto ha evolucionado para analizar la

trayectoria de curvas cada vez mas complejas o de diferentes mecanismos.

Particularmente, en GeoGebra la herramienta lugar geométrico solicita la seleccion del
punto que definira al lugar geométrico y un punto movil al que estd vinculado. Una vez
seleccionados estos puntos, el software realiza una aproximacion numérica pera definir y
mostrar la construccién del lugar geométrico. Sin embargo, esta construccién es un objeto
auxiliar del cual se ignora cualquier informacion algebraica, es decir, solo ilustra la

trayectoria de un punto dependiente de la movilidad de otro.

GeoGebra cuanta con otras herramientas con las que es posible determinar o aproximar
la expresidon algebraica de algunos lugares geométricos. Por ejemplo, si se sabe que un lugar
geométrico debe ser una recta, esta se puede construir colocando dos puntos sobre él y
uniéndolos con la herramienta recta. Existen también lugares geométricos que determinan
diferentes curvas, las cuales se pueden determinar o aproximar con la herramienta conica por

cinco puntos.

Consideremos como ejemplo una de las soluciones adjudicada a Arquimedes para el
problema de la triseccién de un angulo (ilustracion 3). En la solucién se propone que, si AB
es una cuerda de un circulo con centro en O y al prolongar esta cuerda se produce el segmento
BC de tal forma que este sea igual al radio del circulo; y al unir CO con una recta, de tal
forma que corte al circulo en los puntos D y E; entonces el arco AE seré igual a tres veces el
arco BD (Heath, 1897).
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lHustracion 3. Construccion de Arquimedes utilizada para la triseccion de un angulo

La clave para establecer esta solucion es determinar aquel punto D sobre la
circunferencia, cuya union con el centro O determine la igualdad de los segmentos BO y BC.
Con regla'y compas esto se puede determinar a traves de un método de neusis, donde se ajusta
manualmente la posicion de la regla para que un segmento de longitud dada pase por un
punto en particular. Sin embargo, con geometria dinamica es posible utilizar lugares

geométricos para determinar la posicion del punto D.

lustracion 4. Arco de circunferencia FH con el punto mévil D
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La construccion dinamica de esta solucion se determina partiendo de una circunferencia
con dos radios que forman el angulo que se desea trisecar. Al prolongar uno de los radios que
determinan este angulo, se obtiene el punto F sobre la circunferencia; después, se puede trazar
una recta paralela a la prolongacion anterior, de tal manera que pase por el otro extremo del
angulo sobre la circunferencia y determine el punto H. De esta manera se obtiene el arco de

circunferencia FH donde se coloca un punto movil D (ilustracion 4).

Una vez determinado el punto D, se debe unir con A de tal manera que corte a la
prolongacion del angulo en el punto J; después, se traza una circunferencia con centro D y
radio igual al de la primera circunferencia, la cual también intersecara a la prolongacion del
angulo en el punto K. Asi entonces, lo que se busca es aquella posicion del punto D para la

cual los puntos J y K sean el mismo (ilustracion 5).

llustracion 5. Construccion dindmica donde se busca que J y K sean iguales

Para encontrar la posicion buscada del punto D lo que se propone es determinar los
lugares geométricos de un par de puntos, definidos a partir de las caracteristicas de la figura
construida. El primer punto que se propone definir tiene como abscisa la longitud de arco
DH, cuyo valor depende de la posicion del punto D; mientras que la ordenada del punto que

se define es el segmento DK. Una vez definido el punto R con las caracteristicas anteriores,
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se define su lugar geométrico (con el icono correspondiente en GeoGebra) a partir del

movimiento del punto D (ilustracion 6).

lustracion 6. Lugar geométrico del punto R.

Dado que la ordenada del punto R es el segmento DK y la longitud de este, por
construccién, es constante, el lugar geométrico trazado serd un segmento formado por
aquellos puntos con ordenada constante y abscisa igual al valor de la longitud del arco DH.
Para poder acceder a los valores particulares de los puntos que forman este lugar geométrico,

es posible definir una recta que lo contenga uniendo dos puntos sobre él.

El segundo punto que se propone definir también tiene como abscisa la longitud de arco
DH; mientras que su ordenada es el segmento DJ. El lugar geométrico de este nuevo punto
P también se define a partir del movimiento del punto D. Sin embargo, tanto la abscisa como
la ordenada de este punto son variables que dependen de la posicion del punto D, por lo tanto,

se espera gue el lugar geométrico definido por P no sea un segmento como en el caso de R.

Analizando la construccion original, la longitud del segmento DJ parte desde cero
(cuando J es igual a D), e incrementa gradualmente hasta un valor muy grande a medida que

el arco DH se hace mas pequefio. Tomando en cuenta este analisis, se espera que el lugar
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geométrico definido por P sea una curva que crece rapidamente en el eje de las ordenadas al
mover el punto D (ilustracion 7). Los valores de esta curva pueden ser conocidos al

aproximarla con la herramienta cénica por cinco puntos.

lustracion 7. Lugar geométrico del punto P.

Los lugares geométricos de los puntos R y P tienen un punto de interseccion, ya que
para una posicion particular del punto D, los segmentos DJ y DK son iguales.

llustracion 8. Interseccion de los lugares geométricos producidos por Py R
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Las coordenadas de la interseccion V se pueden conocer una vez que se determine el
valor de los puntos que forman los lugares geométricos, con las herramientas de GeoGebra
recta y conica por cinco puntos (ilustracion 8).

Asi entonces, para resolver el problema de la triseccion de un angulo basta recordar que
la abscisa del punto de interseccion V de los lugares geométricos es la longitud de arco DH
donde se garantiza la igualdad de los segmentos DK y DJ; y por lo tanto, donde DJ es igual
al radio de la circunferencia. En este punto se cumplen las condiciones de construccion
requeridas para determinar el &ngulo 4DOF de medida igual a un tercio del angulo original
4AO0B (ilustracion 9).

llustracion 9. Construccion dindmica para la triseccion de un angulo.

En este sentido, podemos decir que la geometria dindmica juega un papel relevante para
la definicion y analisis de un lugar geométrico. Lo anterior conlleva la posibilidad de observar
y conocer las propiedades de construcciones cuya definicion es gracias al dinamismo de un

punto, ademas esto brinda y facilita posibles tratamientos para la resolucion de una tarea.
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CAPITULO 3. METODO

En este capitulo se describe y justifica el tipo de investigacion desarrollada, considerando el
contexto y entorno en el que se implementé el estudio. También, se mencionan los
antecedentes académicos de los participantes del estudio y la forma en que trabajaron durante
la resolucion de las tareas que se les propuso. Por ultimo, se exponen las fuentes de donde
fueron elegidas las tareas propuestas, la justificacion de su eleccion, la estructura de como

fueron presentadas a los estudiantes y una posible solucion para cada una de ellas.

3.1 Tipo de investigacién

La presente investigacion muestra un estudio de caso de tipo exploratorio y descriptivo
(Simons, 2009). Debido a lo anterior, tanto el entorno en el que se desarroll6 el trabajo como
el andlisis de la informacion obtenida es especifico de un grupo de estudiantes de maestria
con condiciones académicas particulares. En este sentido, las conclusiones que se establezcan
sobre los resultados del estudio son referentes Unicamente a este grupo de estudiantes. Sin
embargo, como lo sefialan Cohen, Manion y Morrison (2007), los resultados de un estudio

de caso pueden ayudar a comprender otros casos en condiciones similares.

El estudio de caso es de tipo exploratorio debido que se busca conocer cudles son los
acercamientos de los estudiantes con las figuras geométricas que construyen, a través de la
visualizacion que tienen sobre ellas (Duval, 2005). Por otro lado, el estudio también es de
tipo descriptivo en el sentido de que se caracterizan los elementos que los estudiantes
consideran necesarios para la construccion de una figura y como desarrollan su razonamiento

geométrico para llevar a cabo esta construccion.
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3.2 Participantes del estudio

El estudio se desarroll6 con la participacion de seis estudiantes de maestria, tres en la primera

etapa (Javier, Karla y Araceli) y tres mas en la segunda etapa (Fernanda, Alan y Monica)®.

Estos estudiantes pertenecen a las areas de tecnologia y medio superior en el departamento

de Matematica Educativa del Cinvestav. Enseguida se presenta una descripcion de los

antecedentes académicos de cada uno de estos estudiantes.

3.2.1 Participantes de la primera etapa

Javier: Estudio la licenciatura en Matematicas en la Facultad de Ciencias de la
Universidad Auténoma de México (UNAM). Durante ese periodo, tomd cuatro
cursos de geometria, dos de geometria euclidiana y dos de geometria analitica.

En cuanto a su experiencia como docente, Javier es ayudante en la Facultad de
Ciencias, donde desde hace tres afios imparte cursos de matematicas (actualmente, el
de Geometria Analitica 1). Ademas, cuenta con diez afios de experiencia como
docente en primaria.

Karla: Estudio la licenciatura en Ensefianza de las Matematicas en la Universidad
Pedagogica Nacional de Colombia. En este periodo curso cinco materias de
geometria: Elementos de Geometria, Geometria Plana, Geometria del Espacio,
Geometria Analitica y Geometria no Euclidiana.

Como docente, tiene un afio de experiencia a nivel primaria y un afio y medio a nivel
secundaria, en este Ultimo nivel impartio el curso de Geometria Plana.

Araceli: Estudio la licenciatura en Matematica Educativa en la Facultad de Ciencias
de la Universidad Auténoma de San Luis Potosi. EI Unico curso de geometria que
tomo durante su licenciatura fue el de Geometria Euclidiana del primer semestre. Este
curso tuvo que ser interrumpido a la mitad debido a problemas personales de su
profesora, por lo que no pudo impartir todo su contenido.

En cuanto a su experiencia como docente, Araceli ha impartido cuatro cursos a nivel
bachillerato: Algebra para primer semestre; Geometria Analitica para tercer semestre
(en dos ocasiones); Precalculo para cuarto semestre; y Calculo Diferencial e Integral

para sexto semestre. Ademas, durante un periodo de ocho meses impartio todas las

> Se utilizaron seudonimos para hacer referencia a los participantes del estudio.
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materias del area de fisicomatematicas de Preparatoria Abierta. También, a nivel
licenciatura ha impartido el curso de Calculo Diferencial e Integral para estudiantes

de primer semestre en la carrea de Ingeniero Agronomo Zootecnista.
3.2.2 Participantes de la segunda etapa

e Fernanda: Estudio la licenciatura en Matematicas Aplicadas en la Universidad
Auténoma del Estado de México. Durante su bachillerato, Fernanda tomo6 un curso
de Geometria Euclidiana, en el cual, segiin menciona, se tocaron los temas de manera
superficial sin utilizar algin software de geometria dindmica. Durante su licenciatura,
la estudiante solo tomd un curso de Geometria Analitica.

Como docente, Fernanda ha impartido clases particulares y durante su licenciatura,
como parte de sus practicas profesionales, dio asesorias de las materias de Célculo y
Ecuaciones Diferenciales.

e Alan: Estudié la licenciatura en Fisica y Matematicas en el Instituto Politécnico
Nacional. Durante este periodo, tomo los cursos de Geometria Plana, Geometria
Analitica, Geometria Proyectiva y Geometrias no Euclidianas, esta Gltima desde un
enfoque histérico, segun lo mencionado por el estudiante.

Alan ha impartido los cursos de Algebra, Geometria Analitica, Geometria Euclidiana
y Célculo a nivel bachillerato; mientras que a nivel licenciatura ha impartido el curso
de Optimizacion Lineal.

e Mobnica: Estudio la licenciatura en Matematicas en la Universidad Auténoma de
Tabasco. En el primer semestre de este periodo, tomé el curso de Geometria
Elemental; mientras que en el segundo semestre tomd el de Geometria Analitica.
Como experiencia docente, Mdnica Unicamente ha dado asesorias a nivel secundaria

sobre temas de Algebra.

El ultimo curso de geometria que los seis estudiantes tomaron antes de participar en este
estudio fue el de Algebra y Geometria durante el segundo semestre de la maestria en

Matematica Educativa del Cinvestav.
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3.3 Recoleccion de datos y forma de trabajo

Como se menciond en la presentacion de este documento, la investigacion que aqui se
presenta se desarrollé en dos etapas, la primera con el objetivo de conocer y caracterizar la
forma en que los estudiantes abordan y resuelven una tarea sobre construcciones geomeétricas;
y la segunda con el objetivo de ampliar los resultados a través de tareas con caracteristicas
diferentes a las de la primera etapa. En seguida se describe la forma en que se trabajo con los
estudiantes en cada una de estas etapas.

3.3.1 Primera etapa

El registro del trabajo de los estudiantes se obtuvo mediante videoconferencias a través de la
plataforma Zoom. Se les propusieron cinco tareas sobre construcciones geométricas que
debian resolver con el apoyo del software de geometria dindmica GeoGebra. La informacion
recolectada se obtuvo mediante dos registros: el primero fueron los archivos de las
construcciones que se realizaron, las cuales se solicitd que se enviaran por correo; y el
segundo fueron las expresiones verbales que los estudiantes expresaban durante la resolucién

de las tareas, las cuales se obtuvieron a través de la grabacién de las videoconferencias.

Los estudiantes trabajaron por separado alrededor de dos horas cada uno. En primer
lugar, a cada uno se les solicitod que leyeran las cinco tareas y que comenzaran a resolverlas
en el orden que prefirieran (los tres estudiantes resolvieron las tareas en el orden en el que se
les presentaron). Conforme iban resolviendo cada una de las tareas se les cuestiono sobre el
proceso de construccion que siguieron y sobre acciones especificas que el investigador
observo en su trabajo. Por Gltimo, se les solicitd guardar y compartir las construcciones de

cada tarea para posteriormente poder analizar sus respectivos protocolos de construccion.

En esta etapa, el investigador monitored el trabajo de los estudiantes durante la
resolucion de las tareas propuestas. Su atencion se centrd en el protocolo de construccion
desarrollado, las dificultades enfrentadas y las dudas que podrian surgir respecto a lo
solicitado en cada tarea. La incidencia del investigador se presentd cundo los estudiantes
manifestaban un bloqueo en su razonamiento que les impedia continuar con su trabajo,
cuestionando acciones especificas que les permitieran observar o recordar propiedades Utiles

para concluir o justificar la construccion de las figuras propuestas.
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3.3.2 Segunda etapa

Para la segunda etapa, la informacion obtenida se obtuvo en dos partes. En la primera parte,
se aplicaron tres tareas a los participantes de manera presencial en el departamento de
Matematica Educativa del Cinvestav. En dichas tareas se solicitd a los estudiantes que
reprodujeran una figura dada y que justificaran alguna de sus propiedades a partir de su
construccion. Al igual que en la primera etapa, los estudiantes trabajaron con GeoGebra para
la construccidn de las figuras propuestas y presentaron de manera escrita la justificacion que
se solicitd en cada tarea. Los estudiantes trabajaron alrededor de dos horas con las tareas
propuestas y al finalizar entregaron tanto sus construcciones via correero electrénico, como

las hojas en las que desarrollaron sus justificaciones.

La segunda parte de esta etapa se desarrolld a través de videoconferencias en la
plataforma Zoom, donde se le cuestiond a los estudiantes sobre partes especificas de sus
protocolos de construccion y sus justificaciones. Cada videoconferencia dur6 alrededor de
una horay sirvio para que los estudiantes profundizaran en sus respuestas o identificaran en

ellas aspectos que podrian corregir o modificar.

De esta manera, la informacién de esta etapa de la investigacion se obtuvo de los
archivos de GeoGebra enviados por los estudiantes, el trabajo escrito de sus justificaciones
y las expresiones verbales que manifestaron durante las reuniones en Zoom. Los datos de
ambas etapas de la investigacién se analizaron bajo las mismas herramientas tedricas con la

finalidad de ampliar el alcancé de los resultados y sus respectivas conclusiones.

En la primera parte de esta etapa, el investigador se limit6 a facilitar el material de
trabajo para los estudiantes® y a resolver dudas respecto a los enunciados de cada tarea. Para
la segunda parte, la incidencia del investigador se presentd al cuestionar a los estudiantes
sobre acciones especificas de su trabajo, impulsandolos a profundizar en su analisis o

reconocer errores 0 ambigledades en sus respuestas.

® Asignando una computadora a cada estudiante y dando las respectivas hojas de trabajo.
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3.4 Seleccion y objetivo de las tareas propuestas

Las tareas implementadas en cada etapa de la investigacion tuvieron un objetivo especifico.
En la primera etapa se esperaba conocer la forma en que los estudiantes enfrentaban una tarea
sobre construcciones geométricas; mientras que en la segunda se busco describir la capacidad
de los estudiantes para reproducir una figura a partir de ciertas condiciones. A continuacion,

se muestran las tareas implementadas en cada etapa, asi como una posible solucién de estas.

3.4.1 Tareas de la primera etapa

Con base en los objetivos que se persiguen, las primeras dos tareas que se implementaron
fueron seleccionadas de los problemas planteados por Wernick (1982). En ellos, se
identifican dieciséis puntos de un triangulo (vértices, pies de las alturas, pies de las
bisectrices, puntos medios, ortocentro, baricentro, incentro y circuncentro), de los cuales, se
proporcionan tres y se solicita la construccion del triangulo que cumple con las relaciones

entre los puntos dados.

Los problemas de Wernick (1982) que se seleccionaron para esta investigacion fueron
tomados de una lista proporcionada por Nirode (2014), la cual se destaca por identificar
aquellos problemas cuya solucion pueda ser obtenida utilizando un software de geometria
dindmica. Se eligieron estas tareas para que los estudiantes pudieran familiarizarse con el
tipo construcciones que se les iban a presentar, a través del uso de las herramientas

disponibles en GeoGebra. Las dos tareas mencionadas son las siguientes:

1.- De un tridngulo ABC se conocen el vértice A, el punto medio del lado AC (punto M)
y el baricentro G (punto de interseccion de las medianas del triangulo). A partir de la

relacion entre estos tres puntos, construye el triangulo ABC.
Posible protocolo de construccion:
e Una vez que se hayan trazado los tres puntos mencionados en la tarea se puede

reflejar el vertice A respecto al punto medio My para obtener el vértice C
(ilustracion 10a).
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llustracion 10. Posible construccion para la tarea 1

e Para determinar el vértice B se debe tener en cuenta la proporcionalidad de la
distancia del baricentro al punto medio y del baricentro al vértice (la segunda
tiene el doble de longitud que la primera). Asi, se pueden hacer un par de
reflexiones con el comando simetria central: primero reflejar My respecto al
baricentro; y después, el baricentro respecto al primer punto reflejado My’

(ilustracion 10b).

2.- De un triangulo ABC se conocen el vértice A, el punto medio del lado BC (punto Ma)
y el circuncentro O (punto de interseccion de las mediatrices del tridngulo). A partir de la
relacion entre estos tres puntos, construye el tridngulo ABC. ¢ Los puntos descritos pueden

ser cualesquiera? Explica tu respuesta.
Posible protocolo de construccion:

e Se puede unir el circuncentro O y el punto medio M, con una recta y trazar su
perpendicular por M,, de tal forma que los vértices restantes se encontraran en
dicha perpendicular (ilustracion 11a).

e Para encontrar los vértices B y C se debe recordar que el circuncentro de un

triangulo es equidistante a los vértices de este, por lo que las intersecciones de la
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circunferencia con centro en O y radio OA y la reca perpendicular mencionada
en el punto anterior, serén los veértices buscados (ilustracion 11b).
e Para que esta construccion sea valida se debe considerar que la distancia entre el

circuncentro y el vértice A debe ser mayor a la distancia entre el circuncentro y

el punto medio M.

lustracion 11. Posible construccion para la tarea 2

Las siguientes dos tareas que se implementaron fueron seleccionadas del libro The
secrets of triangles de Posamentier y Lehmann (2012), donde se propone que un triangulo
sea construido a partir de ciertos elementos dados (lados, alturas, angulos, etc.). El propdsito
de la eleccion de este tipo de tareas es que los estudiantes no solo identifiquen las relaciones
entre las unidades adimensionales de una figura (puntos), sino también las relaciones entre
unidades unidimensionales (lados, alturas, etc.) con medidas especificas. Con esto, se espera
caracterizar de mejor manera las deconstrucciones que hacen los estudiantes sobre las figuras

que se les propusieron (Duval, 2005). Las dos tareas mencionadas son las siguientes:

3.- En la siguiente imagen (ilustracién 12) se muestran los lados BC y AC de un
triangulo, cuyas longitudes son 7 y 4 respectivamente. También, se presenta el angulo o,
opuesto a alguno de los lados mencionados, cuya medida es de 30 grados. Construye el
triangulo al que pertenecen estos tres componentes. ¢ Cuantas construcciones cumplen con

las condiciones dadas?
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llustracion 12. Imagen presentada en la tarea 3

Posible protocolo de construccion:

llustracion 13. Posible construccion para la tarea 3

Utilizando el comando rotacién se puede determinar el angulo de 30 grados a
partir de alguno de los lados que se dan en la tarea.

Si el angulo se traza rotando el lado BC tomando a B como centro de rotacion,
se puede trazar una circunferencia con centro en C y radio 4. De esta manera, al
prolongar con una recta el lado BC rotado (BC’), se encontraran dos
intersecciones con la circunferencia anterior. Dichas intersecciones representan
dos soluciones diferentes para la tarea (ilustracion 13a).

Si al angulo se traza rotando el lado AC tomando al vértice A como centro de
rotacion, se deberd trazar entonces una circunferencia con centro en C y radio 7.

Prolongando el lado rotado (A"C’), se encontraran dos intersecciones con la
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circunferencia anterior, pero solo una cumplira con las condiciones establecidas
en la tarea (ilustracion 13b).
Por lo tanto, con el protocolo de construccion anterior se pueden hallar al menos tres
soluciones diferentes para la tarea propuesta.
4.- En la siguiente imagen (ilustracion 14) se muestran los lados BC y AC de un
triangulo, cuyas longitudes son 7 y 5 respectivamente. También, se muestra la altura
correspondiente al vértice A de este tridngulo (ha), cuya longitud es de 4.5. Construye el

triangulo al que pertenecen estos tres componentes. ¢ Cuantas construcciones cumplen con

las condiciones dadas?

B c
o &
A C
o &
o @

h

=]

llustracion 14. Imagen presentada en la tarea 4

Posible protocolo de construccion:

e Se puede partir de la construccion de la altura propuesta y una recta
perpendicular a esta. Asi, los vértices B y C deberan encontrarse sobre la
perpendicular trazada.

e Para encontrar el vértice C, se debe trazar una circunferencia con centro en A
(extremo del segmento que representa la altura) y radio 5. Con lo anterior se
obtendran dos posibles puntos para ubicar al vértice C, estos son las
intersecciones C1 y C> de la circunferencia con la perpendicular trazada en el
punto anterior (ilustracion 15a).

e A partir de cualquiera de los puntos en los que se decida ubicar a C, se debe
trazar una circunferencia de radio 7. Con esto se obtendran dos posibles puntos
para determinar el vértice B, estas son las intersecciones B:1 y B> de esta ultima

circunferencia con la perpendicular trazada en el primer punto (ilustracion 15b).
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e Por lo tanto, con cada uno de los posibles puntos que pueden representar al

vértice C, se pueden encontrar dos soluciones.

llustracion 15. Posible construccion para la tarea 4

Cabe mencionar que, para las dos tareas anteriores, se sefiald6 que las unidades de

longitud de los segmentos mostrados eran las determinadas por GeoGebra.

Para la quinta tarea se tomaron en cuenta las categorias sefialadas por Guirette y Zubieta
(2010), sobre la estructura entrada-salida que tienen las tareas de construccion geométrica.
En dicha estructura participan dos registros: la figura y el texto. Debido a que las primeras
cuatro tareas tienen las estructura texto-figura, la quinta se pens6 con una estructura figura-
figura con la intencion de identificar, si es que existen, formas diferentes de deconstruccion

de figuras por parte de los estudiantes. La tarea referida es la siguiente:

5.- En la siguiente imagen (ilustracion 16) se muestra un tridngulo con cuatro circulos
inscritos. Los circulos son tangentes entre si y a los lados del triangulo. Reconstruye la

configuracion conservando sus propiedades y describe el proceso de construccion.

45




lHustracion 16. Imagen presentada en la tarea 5

Posible protocolo de construccion:

llustracion 17. Posible construccion para la tarea 5

e La construccion debe iniciar con el trazo de un tridngulo cualquiera. Después, se
debe trazar un par de bisectrices del triangulo, cuya interseccion seré el incentro.

e Con una recta perpendicular a uno de los lados del triangulo que pase por el
incentro, se determinara el punto de tangencia para la circunferencia de mayor
tamario inscrita en el tridngulo (ilustracion 17a).

e Lainterseccidn de una bisectriz del triangulo con la circunferencia inscrita hasta
este punto determinara el punto de tangencia entre esta circunferencia y una
segunda.

e Para encontrar el centro de la segunda circunferencia se debe trazar una recta

perpendicular a la bisectriz elegida que pase por el punto de tangencia entre
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ambas circunferencias. Con esta Ultima perpendicular se formard un nuevo
triangulo dentro del original, por lo que se puede seguir el procedimiento del
primer punto para determinar su circunferencia inscrita (ilustracion 17b).

e Las dos circunferencias restantes se pueden obtener siguiendo el procedimiento

descrito en los dos puntos anteriores.

3.4.2 Tareas de la segunda etapa

Para la segunda etapa, se eligieron tareas del libro Geometria Euclidiana, del Programa
Nacional de Formacion y Actualizacion de Profesores de Matemaéticas (Lopez, 1984). Se
eligieron estas tareas con el objetivo de que los estudiantes reprodujeran ciertas figuras a
partir de su visualizacion y el conocimiento de algunas de sus condiciones. Ademas, las tareas
de esta etapa involucran temas diferentes a las de la primera, como las propiedades del circulo
y las paralelas, con la finalidad de ampliar el alcance del contenido matematico y con ello

conocer otros tipos de razonamientos geométricos.

1.- En la siguiente figura (ilustracion 18) se cumple que: los angulos 1y 2 son iguales;
los segmentos NM y CA son paralelos; y el segmento CB es tangente a la circunferencia con
centro en O, en el punto C. Reproduce la figura con las herramientas de GeoGebra que
consideres necesarias. A partir de tu construccion ¢como justificas que el angulo del vértice

B es un angulo recto?

%]

= .

C E

llustracion 18. Figura presentada en la tarea 1
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Posible protocolo de construccién

e Se puede iniciar trazando una circunferencia con la cuerda NM y el didmetro DC
dentro de ella. El angulo que forman la cuerda y el radio sera el &ngulo 1.

e Por el punto C se debe trazar una paralela a NM y sobre ella colocar un punto A. De
esta forma se cumple la condicion de NM paralelo a CA.

e Para formar el angulo 2 igual a el &ngulo 1, se debe trazar una paralela al didmetro
DC que pase por el punto A (ilustracion 19).

e Por altimo, para determinar el punto B se debe trazar la tangente a la circunferencia

por el punto C y marcar la interseccion de esta recta con la trazada en el punto anterior.

llustracién 19. Posible construccion de la tarea 1

Para justificar que el angulo en el vértice B es recto a partir de la construccion, basta
considerar el paralelismo entre el didmetro con el lado AB. Ambos segmentos estan cortados
por la tangente, por lo que el angulo en C formado entre el didametro y la tangente (angulo

recto) es igual al angulo en el vértice B.

2.-En la siguiente figura (ilustracion 20) se cumple que: AB es diametro de la
circunferencia con centro en O; AC es secante de la circunferencia en el punto N; y los
segmento BM y NM son tangentes de la circunferencia, en By N respectivamente. Reproduce
la figura con las herramientas de GeoGebra que consideres necesarias. A partir de tu

construccion ¢como justificas que el punto M es punto medio del segmento BC?
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lustracion 20. Figura presentada en la tarea 2

Posible protocolo de construccion

e Se puede iniciar con la construccion de la circunferencia con centro en O y el didmetro
AB dentro de ella. Ademas, sobre la circunferencia se debe colocar el punto N cuya
unién con el punto A determinara una secante a la circunferencia.

e Después, se deben trazar las tangentes a la circunferencia por el punto N y B. La
interseccion entre estas tangentes determinard el punto M; mientras que la
interseccion de la tangente por B con la secante determinara el punto C.

e Por Gltimo, con un par de segmentos unir los puntos ON y OM para cumplir con todas
las condiciones que se proponen en la tarea (ilustracion 21).

\

llustracion 21. Posible construccion de la tarea 2
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Para justificar que el punto M es punto medio del lado BC, una posible alternativa es
justificar que el triangulo NMC es isdsceles. Con lo anterior se justificaria que MC es igual
MN y como MN es igual a MB, por ser M punto en comun de dos tangentes, entonces MB

sera igual a MC por transitividad; y por lo tanto M punto medio de BC.

llustracion 22. Congruencia de angulos sefialada por colores dentro de la figura

La justificacion anterior se puede presentar considerando los angulos dentro de la figura
(ilustracion 22). En la Tabla 3 se muestran los angulos a considerar y la respectiva
justificacion de su igualdad.

Tabla 3. Protocolo de la justificacion

Angulos Justificacion

ANMC = 4BON Ambos son suplementarios del &ngulo ZANMB

4ZNMB = ANOA Ambos son suplementarios de angulos
congruentes

40AN = ONA Dos pares de &ngulos iguales en un par de

4MBN = AMNB triangulos isésceles con angulos desiguales
congruentes.

Z0NB = AMNC Ambos son complementaros del angulo ZBNM

ZMNC = 4MCN Por semejanza entre los triangulos BON y CMN
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3.- En la siguiente figura (ilustracion 23) se cumple que: los angulos 1y 2 son iguales;
los &ngulos en los vértices B y G son angulos rectos; y los segmentos AG y BC son iguales.
Reproduce la figura con las herramientas de GeoGebra que consideres necesarias. A partir

de tu construccién ¢cémo justificas que los segmentos BF y GD son iguales?

llustracion 23. Figura presentada en la tarea 3

Posible protocolo de construccion

llustracion 24. Construccion de angulos 1y 2 iguales
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e Se propone iniciar la construccion con los &ngulos 1 y 2 mencionados en la tarea.
Para asegurar la igualdad de estos angulos, se debe usar la herramienta rotacion de
GeoGebra, donde se puede reproducir la medida de un angulo dado, el angulo 1 en
este caso (ilustracion 24).

e Las intersecciones de los lados de estos &ngulos determinaran los puntos F y D. Por
el punto F se debera pasar una perpendicular a uno de los lados del angulo 1.

e Las intersecciones de la perpendicular anterior con uno lado de los angulos 1y 2
determinard los puntos A'y G; y con ello el triangulo rectangulo AGD.

e Hasta este punto se cumple que el triangulo AGD tiene un &ngulo recto en G y que
los &ngulos 1 y 2 son iguales. Para determinar el punto B, se propone colocar un punto

movil en un lado del angulo 1, el cual cera el centro de una circunferencia con radio

igual a el segmento AG (ilustracion 25).

llustraciéon 25. Construccion del vértice B movil

e Por el centro de la circunferencia movil se debera trazar un perpendicular al lado

posterior del angulo 1, de tal forma que se determine el angulo recto que debe tener
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el vértice B. La interseccion de esta perpendicular con la circunferencia sera un punto
movil del cual se puede obtener su lugar geométrico.
e La interseccion del lugar geométrico (linea punteada azul) con el lado del angulo 2

determinard el punto C, con €l se podrd encontrar el punto B mediante una

perpendicular al lado del angulo 1 (ilustracion 26).

llustracién 26. Posible construccion de la tarea 3.

Para justificar que los segmentos BF y GD son iguales se debe probar que los triangulos FBC
y DGA son congruentes. Consideremos a los vertices de los angulos 1 y 2 como los puntos
P y R respectivamente. Tomando en cuenta lo anterior, se puede justificar que los triangulos
FPE y DRE son semejantes por tener sus angulos correspondientes iguales. Entonces, dado
que los angulos £RDE y APFE son iguales, los &ngulos 4DAG y £FCB también son iguales
por la suma de los angulos internos de los triangulos FBC y DGA; por lo tanto, estos

triangulos son congruentes por el criterio angulo-lado-angulo.
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CAPITULO 4. ANALISIS Y DISCUSION DE
RESULTADOS

En este capitulo serdn mostradas las respuestas de los estudiantes a las tareas aplicadas en las
dos etapas de la investigacion. Las figuras que se construyeron en cada una de estas etapas
seran analizadas tomando en cuenta las unidades figurativas que los estudiantes identificaron,
es decir, los tipos de visualizacion y deconstruccion observados y manifestados en sus
respuestas (Duval, 2005). Ademas, se mencionara el tipo de razonamiento identificado en

estas respuestas segun lo establecido por Samper, Leguizamdn y Camargo (2001).

4.1 Primera etapa
4.1.1Tareal

De un triangulo ABC se conocen el vértice A, el punto medio del lado AC (punto M) v el
baricentro G (punto de interseccion de las medianas del triangulo). A partir de la relacion

entre estos tres puntos, construye el triangulo ABC.

¢

llustracion 27. Construccion inicial de Javier para explorar las propiedades del baricentro.
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Protocolo de construccion del estudiante 1 (Javier): la primera accién que realizo el
estudiante fue la construccion de un triangulo arbitrario, con la intencion de explorar la
relacion entre el baricentro, vértice y el punto medio del lado opuesto al vértice (ilustracion
27). Javier menciond que sabia que existia una relacion de proporcionalidad entre estos

puntos, pero no recordaba el orden en que se cumplia.

Una vez que reconocio que la distancia del vértice al baricentro es el doble que la del
baricentro al punto medio correspondiente, Javier coloco los tres puntos propuestos para
iniciar la construccion solicitada (ilustracion 28a). Después, con el icono simetria central de
GeoGebra, reflejo el vértice A respecto al punto medio My para obtener el vértice C; y coloco
el punto medio entre el vértice A y el baricentro G para reflejarlo respecto este ultimo y
obtener el punto medio Ma (punto J’ en su construccion). Por ultimo, para determinar el
vértice B (punto C’ en su construccion), reflejo el vértice C respecto al punto J’ (ilustracion
28b). Una vez hallados los tres vértices, inicamente los unié con segmentos y finalizé su

construccion (ilustracion 28c).
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llustracién 28. Proceso de construccion de Javier.

El estudiante considero las relaciones geomeétricas entre los puntos dados en la tarea. En
este sentido, la visualizacion que tuvo sobre la figura es del tipo no-iconica, ya que tomo en

cuenta los elementos que la componen para su construccion. Ademas, la deconstruccion que

56




hizo sobre su figura inicial es de tipo dimensional porque a partir de la identificacion de
unidades figurativas adimensionales (puntos dados y determinados) y sus relaciones, obtuvo

la figura bidimensional propuesta.

Sobre el razonamiento del estudiante, se observa una transicion del razonamiento visual
hacia el razonamiento intuitivo. Lo anterior se sefiala debido a que, al inicio de su respuesta,
intent6 recordar una propiedad del baricentro a través de explorar y observar el dinamismo
de un tridngulo arbitrario. Una vez reconocida esta propiedad, Javier explico y justificé el

protocolo de construccion de su figura final.

Protocolo de construccion de la estudiante 2 (Karla): el primer trazo de la estudiante
fue la recta que une al vértice y al punto medio dados. Después, traz6 una circunferencia con
centro en My y radio igual a la distancia entre A'y My, para que su interseccién con la recta
determinara el vértice C (ilustracion 29).

llustracion 29. Construccion del vértice C a partir de los puntos dados.

La estudiante menciond que sabia que existia una relacién entre el vértice, el baricentro
y el punto medio del lado opuesto al vértice, sin embargo, no la recordaba. El investigador le
propuso trazar un tridngulo cualquiera (figura inicial) y explorar la relacion mencionada. Una

vez reconocida la propiedad entre estos puntos, Karla regresé a su construccién original.
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Los siguientes trazos fueron la recta que une al vértice C con el baricentro, y el punto
medio entre estos dos. Mediante una circunferencia con centro en G y radio igual a la
distancia entre G y B, determin0 el punto D, el cual represent6 el punto medio M. del
triangulo buscado (ilustracion 30a). Por ultimo, para encontrar el vértice B (punto E en su
construccidn), la estudiante realizé el mismo procedimiento con el que obtuvo el vértice C
(ilustracién 30b).

lustracién 30. Proceso final en la construccion de Karla.

Aunque la estudiante también considerd las relaciones entre los puntos dados para
construir la figura (visualizacion no icénica), el proceso de construccion que desarroll6 fue
distinto al de Javier. Los trazos que realiz6 Karla no eran elementos propios del triangulo
solicitado, sino trazos auxiliares que fueron necesarios para construirlo. Por lo tanto, la
deconstruccion que realizd sobre la figura inicial fue de tipo instrumental, ya que la
reconstruccion de esta figura se obtuvo a través de un conjunto de trazos externos

determinados por los instrumentos utilizados (Duval, 2005).

Respecto al razonamiento observado, hubo manifestaciones de razonamiento visual
cuando la estudiante evoco propiedades del baricentro mediante la exploracion dinamica de
un triangulo arbitrario. Sin embargo, esta exploracion, y por lo tanto este razonamiento, no
fueron propiciados por ella, sino sugeridos por el investigador. Este procedimiento concluy6
con un razonamiento intuitivo cuando Karla explico con lenguaje natural el protocolo de

construccion de su figura.
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Protocolo de construccion de la estudiante 3 (Araceli): al igual que los primeros dos
participantes, esta estudiante construy6 una figura inicial para explorar las propiedades del
baricentro. No obstante, su proceso de construccion refleja una diferencia respecto al de sus
compafieros. La figura inicial de la estudiante fue un triangulo rectangulo, dentro del cual

resaltd con un color diferente los puntos dados en la tarea (ilustracion 31).

llustracion 31. Figura inicial que exploré Araceli.

lustracion 32. Construccion final de Araceli (tridngulo ORU).
Después de explorar brevemente su construccion inicial, Araceli se dio cuenta de que la
distancia de un vértice al baricentro es el doble de la distancia del baricentro al punto medio

correspondiente. Sin embargo, la estudiante no toma esto en cuanta, ya que intento reproducir
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su figura inicial, a partir de los puntos dados, fijindose en que la posicion de estos fuera

visiblemente similar en ambas configuraciones (ilustracion 32).

Para su construccion final, Araceli desarrollo un protocolo similar al de Karla (rectas y
circunferencias), por lo que la deconstruccion de la figura inicial también es considerada de
tipo instrumental. Por otra parte, no se puede afirmar que la visualizacion de la estudiante
sobre la figura fue cien por ciento icénica o no-iconica, ya que, por un lado, la construccion
se realizo tomando en cuenta la percepcion visual de una figura inicial (iconica); y por otro,
los trazos de la construccion final se realizaron tomando en cuenta las propiedades

geométricas de la figura propuesta (no-icénica).

En cuanto al razonamiento de la estudiante, se observa una marcada tendencia hacia un
razonamiento visual. Esto se manifestdé desde la exploracion de la figura inicial, ya que
intentd reproducir esta figura tal y como la observd, sin mencionar que sus propiedades se
pueden cumplir para cualquier otro triangulo. El razonamiento intuitivo también estuvo
presente, pero de una forma menos marcada, cuando Araceli describié el protocolo de

construccion de su figura final.

4.1.2 Tarea 2

De un triangulo ABC se conocen el vértice A, el punto medio del lado BC (punto Ma) y el
circuncentro O (punto de interseccion de las mediatrices del triangulo). A partir de la
relacion entre estos tres puntos, construye el tridngulo ABC. ¢Los puntos descritos pueden

ser cualesquiera? Explica tu respuesta.

Protocolo de construccidon del estudiante 1 (Javier): al igual que en la tarea anterior, el
estudiante inici6 con la construccién de un tridngulo cualquiera para explorar sus
propiedades. Esta exploracion le sirvid para recordar que el circuncentro de un tridngulo es

equidistante a sus vértices.

Después de recordar la propiedad del circuncentro, el estudiante coloco los tres puntos
dados en una posicion arbitraria y trazé una circunferencia con centro en O y radio OA
(ilustracion 33a). Ademas, unio el circuncentro y el punto medio dados con un segmento y

traz6 la perpendicular a este, pasando por el punto medio Ma. Por ultimo, determind los
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vertices B y C mediante las intersecciones de la circunferencia y la recta perpendicular antes

mencionada (ilustracion 33b).

llustracién 33. Proceso de construccion de Javier.

Sobre la pregunta que se plantea al final de la tarea, Javier no tuvo inconveniente en
percatarse de que, para que su construccion mantuviera las condiciones establecidas, la
distancia del circuncentro al punto medio M. debia ser menor que la distancia del
circuncentro al vértice A. Si lo anterior no se cumpliera, la propiedad de equidistancia del

circuncentro a los vertices de un triangulo tampoco se cumpliria.

Nuevamente el estudiante realiz6 una deconstruccién dimensional sobre su figura
inicial, ya que, si bien utilizé trazos auxiliares para realizar su construccion, estos trazos
pueden considerarse como unidades figurativas que componen a la misma figura
(circunferencia que circunscribe al triangulo y recta que contiene uno de sus lados). Ademas,
la visualizacion gque tuvo sobre la figura fue no-iconica, ya que para su construccion se apoyé

en las relaciones geométricas de las unidades que la componian.

Javier exhibié un razonamiento visual al explorar su construccion inicial y observar la
propiedad de equidistancia del circuncentro de un tridngulo hacia sus vértices. Después, este
razonamiento paso a ser intuitivo cuando el estudiante explico el protocolo de construccion
de su figura final. Esta explicacion la comunico a través de un lenguaje informal, tomando

en cuenta las condiciones geométricas que se cumplian en la figura.
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Protocolo de construccidon de la estudiante 2 (Karla): el proceso de construccion de esta
estudiante fue practicamente el mismo que el de Javier. La Unica diferencia entre ambos
estudiantes es que Karla comenzo con el trazo de la perpendicular a la recta que pasa por Ma
y O (ilustracion 34a), para posteriormente trazar la circunferencia con la que determiné los

vertices B y C (ilustracion 34b).

llustracién 34. Proceso de construccion de Karla.

Dada la similitud en los protocolos de construccién de los estudiantes 1y 2, se considera
que el tipo de visualizacidn para sus respectivas figuras fue el mismo. Es decir, en ambos
casos se observé una visualizacion no-iconica. En cuanto a la desconstruccion, Karla no
construyé una figura inicial de la cual pudiera considerar sus unidades figurativas, sino que
estas unidades fueron identificadas directamente del enunciado de la tarea y, por lo tanto, no

hubo una figura inicial que deconstruir.

Respecto a la pregunta que se planted en la tarea, la estudiante no logr6 identificar ni
deducir la condicidn necesaria para que su construccion no se perdiera por el movimiento de
alguno de los puntos que la componian. Por lo tanto, el investigador tuvo una interaccién con
ella, de tal manera que, con preguntas e instrucciones particulares, la dirigié hacia la
percepcion de la condicion buscada. A continuacion, se muestra un fragmento de esta

interaccion:
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Karla: - (después de explorar su construccion) ... no, la verdad no se me ocurre qué

condicion se debe cumplir.

Investigador: - Para que se forme el tridngulo, fijate que se tiene que intersecar la

circunferencia con la recta.

Karla: - Si.

Investigador: - Entonces, si quieres, ve alejando un poquito el circuncentro.
Karla: - ¢De tal manera que no haya interseccion?

Investigador: - De tal manera que haya interseccion.

Karla: - Si.

Investigador: - Entonces, fijate, en ese punto (sefiala punto M. cuando este es punto de
tangencia), ¢como es la distancia del circuncentro al punto medio con relacion a la

distancia del circuncentro al vértice?

Karla: - Pues esta es mayor, en este caso OMa es mayor...

Investigador: - Cuando es tangente seria la misma ¢no?

Karla: - Si, cuando es tangente seria igual.

Investigador: - Ok, ¢y cuando es mayor?

Karla: - Cuando es mayor no se da la interseccion.

Investigador: Entonces, ¢ahi se podria concluir alguna condicién? ¢con ese segmento?

Karla: - Que la distancia del circuncentro al punto medio no puede ser mayor a la

distancia del circuncentro al vértice.

En la primera parte de la respuesta se observa un razonamiento intuitivo, ya que, con
ideas geometricas expresadas en un lenguaje natural, la estudiante explicé el protocolo de
construccion de su figura. Sin embargo, la segunda parte de la respuesta se ancla en un

razonamiento visual, dado que al determinar la condicion necesaria para que su figura se

63




mantuviera valida, Karla observd su construccién en distintas posiciones a través de una

exploracion dinamica.

Protocolo de construccién de la estudiante 3 (Araceli): la estudiante construy6 dos
figuras iniciales antes de la que se propuso en la tarea. En la primera observd como se
comportaba el circuncentro de un triangulo; mientras que en la segunda resalto los puntos

dados con un color diferente (ilustracion 35a).

lustracion 35. Construccion inicial y construccion final de Araceli.

Con un procedimiento similar al de Karla, Araceli reprodujo su segunda construccion
tomando en cuenta las relaciones entre las unidades figurales que identificd. Debido a que
esta construccion la obtuvo sin involucrar trazos que no fueran propios del triangulo buscado,
se considera que la deconstruccion que hizo la estudiante sobre la figura inicial fue de tipo

dimensional (ilustracion 35b).

Respecto a la pregunta que se plante6 en la tarea, Araceli tampoco logré identificar o
deducir la condicién necesaria para que la figura mantuviera sus propiedades. De hecho, su
exploracion la orillé a plantear conjeturas erroneas como que los puntos dados deberian ser
colineales. Despues de observar este comportamiento, el investigador intervino con una serie
de preguntas e instrucciones, con el objetivo de apoyar a la estudiante a reconocer las
condiciones bajo las cuales la configuracion era valida. A continuacién, un fragmento de la

interaccion entre el investigador y la estudiante:
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Investigador: - ¢En qué punto se empieza a formar el triangulo que construiste?

Araceli: - Cuando esta circunferencia, la circunferencia e, toca también a | (punto

medio). Y si no la toca, pues no se forma el triangulo.

Investigador: - Por ejemplo, ahi, cuando pareciera que es tangente, ;como es la
distancia del punto medio al circuncentro en relacion con la distancia del circuncentro

al vértice?
Araceli: - Iguales.

Investigador: - A partir de esa idea, ¢alguna condicidn que propongas para que la tarea

tenga solucion?

Araceli: Que sea méas grande la distancia del circuncentro al punto medio que del

circuncentro al vértice.
Investigador: - ;Mas grande del circuncentro...

Araceli: - No, méas pequefia, mas pequefia, aja, si, mas pequefia. Esta distanciade G a |

quede GaF.
Investigador: - Ok, para que tenga solucién el ejercicio ¢no?
Araceli: - Si, porque si no, no da, se pierde el triangulito.

Como en la tarea 1, la visualizacion de la estudiante sobre la figura fue parte iconica y
parte no-iconica. Esto se debe a que al inicio intentd reproducir una figura por su aspecto
visual (iconica), pero después de la interaccidn con el investigador, recurrio a las propiedades

geomeétricas de la figura para su construccion (no-iconica).

El razonamiento de la estudiante se considera de tipo visual debido a la intencion de
reproducir su figura inicial, con base mas en la posicion de sus elementos que en sus
propiedades geométricas. Este razonamiento se mantuvo durante la busqueda de una
condicion que validara su construccion, ya que fue durante la exploracion dinamica de la

figura que Araceli reconocio esta condicion y la pudo comunicar.
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4,1.3 Tarea 3

En la siguiente imagen (ilustracion 36) se muestran los lados BC y AC de un triangulo, cuyas
longitudes son 7 y 4 respectivamente. También, se presenta el angulo a, opuesto a alguno de
los lados mencionados, cuya medida es de 30 grados. Construye el triangulo al que

pertenecen estos tres componentes. ¢Cuantas construcciones cumplen con las condiciones
dadas?

[ Qo)
[ Fel

Pl

llustracion 36. Elementos del triangulo presentados en la tarea 3.

Protocolo de construccién del estudiante 1 (Javier): el primer trazo del estudiante fue el
lado BC; y con centro B traz6 una circunferencia de radio 4 (ilustracion 37a). Después,
mediante el icono rotacion de GeoGebra, roté 30 grados al lado BC en sentido antihorario,
tomando como centro de rotacion al vértice C (ilustracion 37b). Por Gltimo, unié los puntos
C y B’ con una recta, de tal forma que esta intersecara a la circunferencia de radio 4 en dos

puntos, los cuales representarian dos posibles soluciones para la tarea (ilustracion 37c).

lustracion 37. Proceso de la primera construccion de Javier.
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Para su segunda construccion, Javier nuevamente comenzo trazando el lado de longitud
7 (segmento 1J) y la circunferencia de radio 4 con centro en uno de sus extremos. Después,
sobre la circunferencia coloc6 un punto movil (punto K), el cual usé como centro de rotacion
para rotar el centro de la circunferencia (punto J) 30 grados en sentido antihorario (ilustracion
38a). Por tltimo, el estudiante unié con una recta al punto rotado J’ y al punto moévil sobre la
circunferencia, el cual colocé de tal forma que la recta pasara por uno de los extremos del
lado 1J (ilustracion 38b).

lustracion 38. Proceso de la segunda construccion de Javier.

llustracion 39. Solucién no valida al mover el punto K.

67




A diferencia de su primera construccién, Javier no justifico las propiedades de la
segunda figura que presento con relaciones geométricas, sino por lo observado en ella en una
posicion particular (ilustracion 39). Por lo tanto, la solucién era vélida Unicamente de manera

visual en dicha posicion particular del punto mévil K.

A continuacidn, se muestra parte de la interaccion entre el investigador y Javier, quien
acepta, de manera coloquial, que parte las acciones que realizo para su segunda construccién

no eran matematicamente validas.

Investigador: - ... de esta segunda construccion, la de acé abajo, ¢ me podrias describir

el procedimiento de como la hiciste?

Estudiante: - Igual, este...agarré de base digamos, entre comillas, como horizontal el
lado largo, el de siete, e hice una circunferencia de radio cuatro y fijé un angulo de 30

grados aqui (sefiala punto movil K).
Investigador: - Ok

Estudiante: - en este punto en la circunferencia. Entonces, ahora si dije, tramposamente,
ah, pues lo muevo para que empate con este (sefiala interseccion en el punto I). Ahi
esta.

En las dos construcciones descritas se puede observar una marcada diferencia entre una
visualizacion iconica y una no-iconica. Por un lado, la primera construccién fue realizada
con base en las relaciones geométricas que el estudiante conocia, por lo que se puede hablar
de una visualizacion no-icénica. Sin embargo, la segunda construccién fue justificada por su
apariencia visual, por la posicion y forma que Javier observo en la figura, manifestando de

esta manera una visualizacion iconica.

En cuanto a la deconstruccion de las figuras, el estudiante identificd sus respectivas
unidades figurativas a partir del enunciado de la tarea, por lo que no hubo una figura inicial
que deconstruir. No obstante, la geometria dinamica como herramienta para la construccion
de la figura jugo un papel importante. En el primer caso, la figura se construyo a partir de un
conjunto de trazos auxiliares y elementos colocados con comandos particulares de
GeoGebra; mientras que, en el segundo caso, la construccion se justificd gracias al

dinamismo brindado por el software. Es decir, la herramienta le permitio al estudiante, al
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arrastrar un punto sobre la circunferencia, colocar los elementos de la figura en una posicién

visualmente correcta, pero sin considerar las relaciones geométricas entre estos elementos.

El razonamiento geometrico de Javier transito de lo intuitivo a lo visual. Lo anterior se
menciona debido a que, en sus primeras dos soluciones, el estudiante comunicé ideas
geométricas en un lenguaje natural (razonamiento intuitivo); mientras que, para su tercera
solucion, unicamente se apoyo en lo percibido en una posicion particular de la figura, aun
sabiendo que esta solucion solo se cumplia cuando el punto K aparentemente era colineal

con los puntos I y J’ (razonamiento visual).

Protocolo de construccion de la estudiante 2 (Karla): la estudiante comenz6 con el trazo
de un par de circunferencias, una de radio 7 y otra de radio 4; esta Ultima con centro en un

punto sobre la primera (ilustracion 40a).

llustracion 40. Proceso de la primera construccion de Karla.

Karla unié con un segmento los centros de las circunferencias para determinar el lado
BC. Después, rotd al vértice C 30 grados en sentido horario, tomando como centro de
rotacion al vértice B (ilustracion 40b). Por Gltimo, unié con una recta el punto rotado C’ y el
vertice B, de tal forma que esta recta intersecara en dos puntos a la circunferencia de radio 4

(ilustracion 40c). Dichos puntos representaron dos soluciones para la tarea propuesta.

Para su segunda construccion la estudiante también comenzo con el trazo de dos
circunferencias, pero esta vez en un orden inverso. Primero colocd la de radio 4 y con centro
en un punto sobre ella trazé la de radio 7 (ilustracién 41a). Después, unié los centros de las

circunferencias con una recta y roté uno de ellos (vértice B) 30 grados en sentido antihorario,
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tomando como centro de rotacion al vértice A (ilustracion 41b). Por Gltimo, trazé la recta que
une al punto rotado B’ con el vértice A, de tal forma que intersecara a la circunferencia de
radio 7 en dos puntos (ilustracion 41c). Sélo uno de estos puntos representd otra solucion

para la tarea (punto C).

llustracion 41. Proceso de la segunda construccién de Karla.

En las tres soluciones que present6 Karla, considero las relaciones geométricas entre los
elementos de la figura para su construccion. Por lo tanto, se puede considerar que la
visualizacion que tuvo sobre la figura fue de tipo no-icénica. Por otra parte, a pesar de que
las soluciones se desarrollaron a través de trazos auxiliares que no pertenecian a la figura
solicitada, la estudiante no present6 una figura inicial para realizarlas, por lo que no se puede

hablar de alguna deconstruccion en este caso.

El razonamiento que se puede observar en esta tarea es de tipo intuitivo, ya que las tres
soluciones que se presentaron fueron desarrolladas a partir de ideas geométricas que la
estudiante conocia sobre la figura propuesta. Después, dichas ideas fueron comunicadas en
un leguaje informal para explicar el protocolo de construccién de las figuras y justificar por

qué eran validas segun las condiciones solicitadas.

Protocolo de construccidn de la estudiante 3 (Araceli): como en las tareas anteriores, la
estudiante comenzo6 trazando un triangulo arbitrario para explorarlo e intentar reproducirlo

segun la posicion de sus elementos.
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La base de la primera construccion que presento fue el angulo dado en la tarea, el cual
traz6 con el comando angulo dada su amplitud. Después, con centro en el vértice de este
angulo, trazé una circunferencia de radio 4 que lo intersecé en dos puntos (ilustracion 42a).

lustracion 42. Primera solucion presentada por Araceli.

Enseguida dibujé una nueva circunferencia de radio 7 con centro en una de las
intersecciones antes mencionadas. Después de explorar el comportamiento de un punto movil
sobre esta Gltima circunferencia, prolongé uno de los lados del angulo con una semirrecta de
tal manera que la intersecara en un punto (ilustracion 42b). Este punto represento la primera

solucién encontrada por la estudiante.

lHustracion 43. Exploracion dinamica y segunda solucion presentada por Araceli.
Con un proceso de construccion diferente, Araceli encontré la misma solucion que se
describi6 en el parrafo anterior. Basicamente, este proceso es el mismo que el que desarrollo

Karla en su segunda construccion, la unica diferencia es que en este caso se explord
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dindmicamente la posicion en la que debia ser colocado el angulo de 30 grados, opuesto al
lado de longitud 7 (ilustracion 43a). Finalmente, Araceli hall6 dicha posicién y con ella, una
solucion a la tarea donde su construccion no se alterara con el movimiento de algun punto
(ilustracion 43b).

En ambas construcciones, la visualizacion que hizo la estudiante sobre la figura es
mayormente iconica, porque si bien sus soluciones respetan las condiciones geométricas
establecidas en la tarea, estas fueron encontradas por la exploracion dinamica que se realizo
y fue esta exploracion la que visualmente mostr6 donde debian ser colocados los puntos
solucion de la tarea. Por otro lado, la deconstruccidn que se observa sobre la figura inicial es
de tipo instrumental, ya que, ademas de utilizar un conjunto de trazos auxiliares para obtener
las construcciones finales, las relaciones entre los elementos de estas fueron reveladas gracias

al dinamismo brindado por GeoGebra.

El razonamiento exhibido por la estudiante en esta tarea es un hibrido entre el
razonamiento visual y el razonamiento intuitivo. Esto se debe a que, durante todo el
desarrollo de la respuesta, Araceli considerd tanto la posicién de los elementos de su figura
inicial, para reproducirla posteriormente; como las relaciones geométricas entre estos

elementos para explicar su protocolo de construccion.

414 Tarea 4

En la siguiente imagen (ilustracion 44) se muestran los lados BC y AC de un triangulo, cuyas
longitudes son 7 y 5 respectivamente. También, se muestra la altura correspondiente al
vértice A de este triangulo (ha), cuya longitud es de 4.5. Construye el triangulo al que
pertenecen estos tres componentes. ¢ Cuantas construcciones cumplen con las condiciones
dadas?

[ Qenl
L X

9=
[ Nl
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llustracion 44. Elementos del triangulo presentados en la tarea 4.
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Protocolo de construccion del estudiante 1 (Javier): el estudiante comenzo con el trazo
de un segmento de longitud 5 considerando que se trataba del lado BC (BC: en su
construccion) y no el AC como se solicita en la tarea. Sobre este segmento coloc6 un punto
movil y una perpendicular por dicho punto. Después, tomando como centro al punto movil
D, trazé una circunferencia de radio 4.5; y otra circunferencia de radio 7 con centro en C;

(ilustracién 45a).

NN 4
.

(<]

lustracion 45. Construccion de Javier donde no observa una solucion a la tarea.

Después de explorar dindmicamente su primera construccion, Javier afirmé que no habia
solucion para la tarea propuesta, ya que no habia un punto en el que ambas circunferencias y
la recta perpendicular se intersecaran (ilustracion 45b). Sin embargo, después de interactuar
con el investigador y de una nueva exploracion, el estudiante cambid de opinién. A
continuacidn, se muestra la parte de la interaccion entre el investigador y estudiante en la que

se presenta esta situacion.
Investigador: - ¢ Ahi qué estds buscando?, en esa configuracion.
Javier: - Pues estoy buscando el triangulo, segun yo, no existe.
Investigador: - Ok

Javier: - Aca tenemos... espera (marca la interseccion entre la perpendicular y la
circunferencia de radio 4.5). Este punto nos marcaria el vértice, cuya altura serian los

4.5y el circulo grande nos marca los lados de 7, pero ningn punto puede tocar este
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punto (sefiala punto E) a la circunferencia grande. Entonces, segun yo, no existe un

triangulo que tenga esas cualidades.

Investigador: - ¢Y no habra otro procedimiento de construccion donde se pueda llegar
a la solucion? o con esa configuracion ya determinas que no existe la solucion del

triangulo.

Javier: - Pues es que mira, vdmonos a casos extremos (coloca el punto movil en el

extremo B del segmento) ... no, no, espérame, ah, no, si existe, perdon.

Una vez que el estudiante se dio cuenta que si habia solucién para la tarea, modifico su
configuracién. Primero, prolongé con una recta el lado BCy, de tal manera que ahora el punto
movil D se desplazaba a través de esta recta, junto con la perpendicular y la circunferencia
de radio 4.5 (ilustracion 46a). Después, dibuj6 una recta paralela al lado AC que pasara por
el punto E, de tal manera que intersecara la circunferencia de radio 7 en dos puntos
(ilustracion 46b). Estos dos puntos representaron las dos soluciones encontradas por el

estudiante.

g
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b

llustracién 46. Construccion final de Javier.

A pesar de considerar la longitud de los lados de manera distinta a lo solicitado en la
tarea, Javier presentd dos soluciones en las que el protocolo de construccién y la exploracion
dinamica lo condujeron a reconocer que debia hacer una modificacion en su construccion

inicial. Tomando esto en cuenta, se considera que la visualizacion que el estudiante tuvo
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sobre la figura fue de tipo no-icénica, ya que para su construccion se valio de las relaciones

geométricas que €l consideraba necesarias para cumplir con las condiciones de la tarea.

En este caso no se presentd ninguna deconstruccion ya que no hubo una figura inicial
que sirviera como punto de partida para obtener las soluciones. Sin embargo, estas soluciones
se encuentran dentro de un conjunto de trazos auxiliares que no son propios de la figura
buscada (como las circunferencias o las rectas perpendicular y paralela), por lo que la

herramienta utilizada jugd un papel importante para obtenerlas.

El razonamiento del estudiante en esta tarea tuvo una transicion de lo intuitivo a lo visual
y viceversa. En primer lugar, Javier comunicé sus ideas con base en los conocimientos con
los que contaba para construir la figura propuesta (razonamiento intuitivo). Después, su
razonamiento estuvo anclado en la percepcion de su primera construccion, ya que esta
percepcion lo hizo afirmar que no habia solucion para la tarea (razonamiento visual).
Finalmente, volvid a recurrir a sus conocimientos para modificar y explicar el protocolo de

su construccion final (razonamiento intuitivo).

Protocolo de construccién de la estudiante 2 (Karla): la estudiante comenz6 trazando
un par de circunferencias, una de radio 7 y una de radio 5, donde el centro de la segunda fue
un punto moévil sobre la primera. Con una recta unio los centros de estas circunferencias para
determinar el lado BC (ilustracion 47a). Ademas, colocé un punto movil sobre la
circunferencia de radio 5 y por €l pas6 una perpendicular a la recta anterior. Por Gltimo, traz6
una tercera circunferencia de radio 4.5 con centro en la interseccion de las rectas

perpendiculares (ilustracion 47b).

bt

[
1

llustracién 47. Proceso de construccion de Karla.
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Después de explorar su configuracion, la estudiante mencion6 que sélo podia observar
un par de soluciones, pero que estas dependian de la posicion del punto maévil A (ilustracion
48a). Es decir, su construccion no cumplia con lo solicitado cuando no habia una interseccion

entre las circunferencias de radio 5 y 4.5 (ilustracion 48b).

llustracion 48. Posiciones del punto A donde se cumplen y no se cumplen las condiciones de la tarea.

A continuacion, se muestran las expresiones verbales de la estudiante cuando se

encontré en esta situacion.

Karla: - Es que no sé si (explora su construccion) ... porque es que no en todos los
casos esta como esa interseccion de esta circunferencia (se refiere a la de radio 4.5 con
la de radio 5).

Karla: - Entonces, por ejemplo, en este caso esta esta interseccion y esta interseccion
(sefalas las intersecciones entre las circunferencias). Entonces, estos puntos, si no

estoy mal, son triangulos que cumplirian con esa condicion.

Karla: - Pero no en todos los casos se cumple como esa interseccion, ademas de que

depende de este punto que yo le puse (sefiala al punto movil A).

A pesar de que en la mayor parte de su respuesta Karla considerd las relaciones
geométricas necesarias para que las condiciones de la tarea se cumplieran, la visualizacion
que tuvo sobre la figura fue de tipo iconica. Esto se debe a que su conclusion fue determinada
por la apariencia visual de la figura en una posicion particular. Por otro lado, la figura

construida esta vinculada a un conjunto de trazos auxiliares, pero estos no se ejecutaron por
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la identificacion de unidades de una figura inicial, sino por el enunciado de la tarea, por lo

que en este caso no hubo algun tipo de deconstruccion.

En esta tarea, el razonamiento que sostiene la respuesta de Karla es el razonamiento
visual. Lo anterior se debe a que desarroll6 su justificacion con base en una posicion
particular que percibid en su figura. Después de explorar esta figura, la estudiante mantuvo
su posicion respecto lo que hacia valida su construccion, siendo esto su percepcion visual y

no un argumento matematico.

llustracion 49. Construccion para observar el comportamiento del punto J.

Protocolo de construccion de la estudiante 3 (Araceli): al igual que en el caso de Karla,
la construccion de Araceli inicio con el trazo de las circunferencias de radio 7 y 5. Sin
embargo, en este caso, el centro de la de radio 7 fue un punto movil sobre la de radio 5.
Ademas, colocd un punto movil sobre la circunferencia mas grande y mediante un segmento
trazé su radio. Después, la estudiante trazé la recta perpendicular al segmento mencionado
de tal manera que pasara por el centro de la circunferencia de radio 5, sefialando el pie de

esta perpendicular como el punto J (ilustracion 49).

Después de una exploracion dinamica para observar el comportamiento del punto J, la

estudiante decidié trazar su lugar geométrico y concluyé que se debia tratar de una
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circunferencia cuyo centro es el punto medio del lado GH (ilustracion 50a)’. Después, trazo
otra circunferencia de radio 4.5, concéntrica con la de radio 5, y sefialé su interseccién con
la circunferencia que obtuvo a partir del lugar geométrico. Por Gltimo, con un par de
semirrectas unio el punto H con los puntos de interseccién sefialados (puntos L y M), de tal
forma que intersecaran, en un punto respectivamente, a la circunferencia de radio 7
(ilustracion 50b). Estas Ultimas intersecciones representaron la unica solucion que Araceli

encontrd para la tarea.

lustracion 50. Solucién de Araceli a partir de un lugar geométrico.

Este procedimiento muestra una tendencia hacia el uso de las herramientas dindmicas
brindadas por GeoGebra, como el lugar geométrico. Por la utilidad que la estudiante dio a
esta herramienta, se puede reconocer una deconstruccion de tipo instrumental; y ya que
también tomé en cuenta las relaciones geométricas que debia cumplir la configuracion,

también se reconoce una visualizacion de tipo no-iconica.

En este caso, Araceli logra ir mas alla del razonamiento visual que habia predominado
en sus respuestas anteriores. Se afirma lo anterior debido a que la estudiante no solo se apoyo

en la apariencia visual de su construccién inicial, sino que también recurri6 a sus

7 Esta condicién se cumple por la propiedad que indica que un tridangulo rectangulo inscrito en una
circunferencia tendra como hipotenusa al diametro de dicha circunferencia.
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conocimientos para comunicar las ideas de su respuesta y explicar esta respuesta con un

lenguaje natural (razonamiento intuitivo).
4.1.5 Tarea 5

En la siguiente imagen (ilustracion 51) se muestra un triangulo con cuatro circulos inscritos.
Los circulos son tangentes entre si y a los lados del triangulo. Reconstruye la configuracion

conservando sus propiedades y describe el proceso de construccion.

llustracion 51. Tridngulo presentado en la tarea 5.

Protocolo de construccion del estudiante 1 (Javier): el estudiante comenzo con el trazo
de un triangulo arbitrario, cuyo incentro hallé con un par de bisectrices. Después, trazé la
perpendicular a uno de los lados del triangulo de tal manera que pasara por el incentro para
determinar un punto de tangencia. Finalmente, dibujé la primera circunferencia inscrita en el
triangulo, con centro en el punto D (incentro) y radio igual a la distancia del incentro al punto

de tangencia sefialado (ilustracién 52).

llustracion 52. Circunferencia inscrita en el triangulo ABC construida por Javier.

79




Para obtener las otras tres circunferencias, el estudiante desarroll6 el mismo
procedimiento. Traz0 una recta tangente a la primera circunferencia, cuyo punto de tangencia
es la interseccion de la circunferencia con una bisectriz. De esta manera, el estudiante
reconocio que dentro de su configuracion se formaba un nuevo triangulo, el cual comparte
una de sus bisectrices con el triangulo original. Por lo tanto, para determinar la circunferencia
inscrita dentro de este nuevo triangulo, Javier siguié el mismo procedimiento descrito en el

parrafo anterior (ilustracion 53).

llustracion 53. Circunferencia tangente a otra circunferencia y a un par de lados del tridngulo.

Las acciones del estudiante en esta tarea exhiben un conocimiento sobre las relaciones
geométricas de un triangulo y su incentro (unidad adimensional), asi como sobre las
propiedades de una recta tangente a una circunferencia (unidades unidimensionales). Por lo
tanto, se concedera que la visualizacion del estudiante sobre la figura es de tipo no-iconica.
Ademas, también se puede hablar de una deconstruccion instrumental, ya que la figura
propuesta se obtuvo a través de un conjunto de trazos auxiliares (bisectrices, perpendiculares

y tangentes.)

Javier recurri6 a sus conocimientos para comunicar el protocolo de construccién de su
figura y justificar sus acciones a través de un lenguaje cotidiano. Lo anterior muestra un
razonamiento intuitivo que podria avanzar hacia un razonamiento inferencial si se ocupara

un método y un lenguaje matematico formal.
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Protocolo de construccion de la estudiante 2 (Karla): el procedimiento que desarrollo
Karla es préacticamente el mismo que desarroll6 Javier, ya que solo existe una accion en la

que se diferencian.

llustracion 54. Circunferencia inscrita en el triangulo ABC construida por Karla.

llustracion 55. Circunferencia tangente a otra circunferencia y a un par de lados del triangulo.
La primera circunferencia inscrita que construyd la estudiante fue determinada de la
misma manera, con bisectrices para el incentro y una recta perpendicular para el punto de

tangencia (ilustracion 54). Para las otras tres circunferencias, la estudiante no trazé una

81




perpendicular a los lados del triangulo para hallar el punto de tangencia, ya que se dio cuenta
que la perpendicularidad se cumple entre la tangente a la circunferencia principal y la
bisectriz del tridngulo (porque pasa por su centro). Por lo tanto, los puntos de tangencia
determinados para las tres circunferencias de menor tamafio fueron compartidos con la

circunferencia principal (ilustracion 55).

La diferencia entre los protocolos de construccion de los estudiantes uno y dos no influye
en los tipos de visualizacion y deconstruccion que realizaron sobre sus respectivas figuras.
Ambos consideraron las relaciones geomeétricas entre las unidades figurativas que
identificaron para sus construcciones (visualizacion no-iconica); y ambos utilizaron trazos
auxiliares por medio de las herramientas del software para establecer sus configuraciones

(deconstruccion instrumental).

También se puede hablar de un mismo razonamiento exhibido por parte de Karla'y Javier
(razonamiento intuitivo), ya que ambos estudiantes recurrieron a sus conocimientos para

comunicar sus ideas durante el protocolo de sus construcciones.

Protocolo de construccion de la estudiante 3 (Araceli): como en todas las tareas
anteriores, Araceli recurrio a la exploracion dindmica de una figura inicial antes de establecer
su construccion final. Sobre la bisectriz de un triangulo arbitrario coloc6 un punto movil, por
el cual traz6 una perpendicular a uno de los lados del tridngulo. De esta manera, obtuvo una

circunferencia movil, tangente a los lados del triangulo que determinaban la bisectriz.

Después de construir y explorar una segunda circunferencia mavil y tangente a los
mismos lados (ilustracion 56), la estudiante, a sugerencia del investigador, trazé una segunda
bisectriz y sefialo el incentro del tridngulo. A continuacién, mostramos parte de la interaccion

entre la estudiante y el investigador.
Araceli: - Ay, no me acuerdo coOmo hacer que sea tangente a otra circunferencia.

Investigador: - Hace un momento mencionaste que los centros deben estar en la misma

bisectriz, ¢{no?
Araceli: - Aja

Investigador: - que seria la bisectriz del vértice A
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Araceli: - Si.

Investigador: -Ahora, ¢qué otra condicion debe cumplir para que también sea tangente

al lado que falta.

Araceli; - mmm ...

llustracion 56. Circunferencias mdviles construidas por Araceli.

Después de esta interaccion, la estudiante desarroll6 el siguiente procedimiento: por la
posicion en la que se encontraba el triangulo, supuso que el punto de tangencia del lado que
le faltaba era la interseccion de la bisectriz con el lado opuesto al vértice de donde partia
(ilustracion 57a). Es decir, no tomo en cuenta la propiedad de perpendicularidad que debe
cumplir la tangente a un circulo, aungue en sus exploraciones anteriores si lo habia hecho
(ilustracién 57b).

llustracion 57. Circunferencia con punto de tangencia erroneo.
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La construccion de las otras tres circunferencias fue con el mismo procedimiento que el
desarrollado por la estudiante 2, esto es, trazando una nueva bisectriz y compartiendo el punto
de tangencia con la circunferencia principal (ilustracién 58). Por lo tanto, la configuracién
final de la estudiante esta compuesta por una circunferencia que no esta inscrita en el
triangulo (ya que no es tangente a sus lados) y tres circunferencias tangentes a la

circunferencia anterior y a un par de lados del triangulo.

llustracion 58. Construccion de los triangulos pequefios desarrollada por Araceli.

La visualizacion de Araceli sobre esta figura vuelve a tener una tendencia hacia el tipo
iconica, ya que la apariencia visual que en un determinado momento tiene la figura se impuso
a las relaciones geométricas que se debian cumplir, a pesar de que la estudiante mostro

conocer estas relaciones es sus exploraciones previas.

Sin duda esta estudiante fue quien mas se apoyé en los recursos brindados por la
geometria dindmica, ya que en todas sus construcciones intentd conocer el comportamiento
de elementos particulares al ser movilizados. Con base en lo anterior y en los trazos
plasmados en su construccion, se puede decir que nuevamente existié una deconstruccion

instrumental por parte de Araceli sobre la figura.

En esta tarea, el razonamiento visual de la estudiante la condujo a suponer una condicion

erronea sobre su figura inicial. Esto se debe a que la apariencia visual de esta figura, en una
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posicién particular, hizo suponer a Araceli que la primera circunferencia era tangente a los
tres lados del tridngulo. A pesar de que el resto de la respuesta fue mediante un razonamiento

intuitivo, el error mencionado no pudo ser corregido.

4.2 Segunda etapa

Con base en los resultados obtenidos en la primera etapa de la investigacion, se desarrollé
una segunda etapa donde se aplicaron tres nuevas tareas, con conceptos diferentes, a tres
nuevos resolutores. La razén de implementar esta nueva etapa fue para identificar, si es que
los habia, nuevos procesos, estrategias y formas de razonamiento por parte de los estudiantes.
Las tareas que se aplicaron en esta segunda etapa son similares a la tltima tarea que se aplico
en la primera, debido a que se buscé enriquecer los resultados de aquellas tareas donde los
estudiantes tuvieran que reproducir una figura a partir de su imagen y el conocimiento de
algunas de sus propiedades. Ademas, para que los resultados obtenidos en ambas etapas
pudieran ser contrastados, se eligieron estudiantes del mismo nivel académico que los de la

etapa anterior (maestria en matematica educativa).

42.1 Tareal

En la siguiente figura (ilustracion 59) se cumple que: los angulos 1 y 2 son iguales; los
segmentos NM y CA son paralelos; y el segmento CB es tangente a la circunferencia con
centro en O, en el punto C. Reproduce la figura con las herramientas de GeoGebra que
consideres necesarias. A partir de tu construccion ¢como justificas que el angulo del vértice

B es un angulo recto?

lHustracion 59. Figura presentada en la tarea 1.
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Protocolo de construccién de la estudiante 1 (Fernanda): la estudiante inicié con el
trazo de la circunferencia con los segmentos DC y NM. Después, con una recta perpendicular
al diametro, trazé la tangente a la circunferencia en el punto C. Por ultimo, Fernanda trazo6
un par de rectas: la primera paralela a la cuerda NM por el punto C y sobre ella colocé un
punto movil A; y la segunda, paralela al diametro DC por el punto A (ilustracion 60).

a=7621°

llustracion 60. Construccion presentada por Fernanda.

La visualizacion de la estudiante sobre a figura inicial fue de tipo no-iconica, debido a
las relaciones geométricas que reconocio entre las unidades que la componen. Ademas,
también se reconoce una deconstruccion instrumental sobre esta figura, debido a los trazos

auxiliares y las herramientas particulares de GeoGebra que Fernanda utilizo.

llustracion 61. Justificaciéon presentada por Fernanda.
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En cuanto a la justificacion que se plantea en la tarea, la estudiante utilizO como
argumento inicial la igualdad de los angulos 1 y £PCA por ser alternos internos. Después,
Fernanda concluyo que los angulos PCA 'y 42 deben ser iguales (por transitividad) y, por
lo tanto, los segmentos DC y AB tendrian que ser paralelos. Finalmente, Fernanda mencioné
que, dado que DC es perpendicular a CB por ser tangente a la circunferencia, entonces AB

debe ser perpendicular a CB, ya que DC y AB son paralelos (ilustracion 61).

Nota: La estudiante menciona en su respuesta que AC y CB deben ser perpendiculares,
lo cual corrige en la entrevista mencionando que confundi6 el segmento AC con el segmento

AB. A continuacion, el fragmento de la entrevista donde ocurre este hecho:
Investigador: ¢ Cuales eran los segmentos que querias sefialar perpendiculares?
Fernanda: Era el segmento AB perpendicular al segmento CB
Investigador: Que era lo que se pedia justificar

Fernanda: Si, ahi era AB (refiriéndose a la parte de su justificacion donde escribio
ACLCB)

Dada su justificacion, se puede reconocer una transicién del razonamiento intuitivo
hacia el razonamiento inferencial por parte de la estudiante. Lo anterior se debe a la forma
en que Fernanda estructurd su respuesta, explicando cada paso del procedimiento con

argumentos deductivos en un lenguaje semiformal.

Protocolo de construccion del estudiante 2 (Alan): el estudiante construyd la figura
siguiendo el mismo protocolo que Fernanda: traz6 una circunferencia con los segmentos DC

y NM, la tangente a la circunferencia y un par de rectas paralelas.

Al final de su construccion, Alan agreg6 un par de trazos auxiliares, un radio D’O, donde
D’ es movil sobre la circunferencia y una recta paralela a este radio que pasa por el punto A
(ilustracion 62). Dichos trazos fueron colocados por el estudiante para hacer explicito el
hecho de que, la construccién Unicamente seria valida si DC es un diametro de la

circunferencia dada (ilustracion 63).
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llustracion 62. Construccion de Alan con un par de segmentos auxiliares.

llustracion 63. Explicacion del estudiante sobre el uso de trazos auxiliares.

Alan justificd la funcion de los trazos auxiliares que utilizé durante la entrevista con el

investigador:

Investigador: Estos dos ultimos trazos, este punto mévil D’ y esta recta ;como las

utilizaste o para qué te sirvieron?

Alan: Ah, es que no se dice en el enunciado, me acuerdo, que el punto D sea
diametralmente opuesto al C. Entonces, si no es asi, solo pongo a muestra de que el

enunciado que se esta dando pues no se podria cumplir, que B sea recto.

Dado el analisis que realiz6 sobre la figura inicial, se puede hablar de una visualizacion
no-iconica y una deconstruccion instrumental por parte del estudiante. Lo anterior se afirma
debido a que Alan reconocio las relaciones geométricas necesarias para construir la figura; y
utilizé diferentes trazos auxiliares para lograr esta construccion, ademas de apoyarse en el
software para validar su procedimiento.

Respecto a la justificacion que se pide, Alan utilizo la propiedad de las paralelas cortadas
por una secante. Mencion6 que los segmentos paralelos DC y AB podrian considerarse
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cortados por el segmento CB, y dado que el &ngulo £BCD es recto por ser C un punto de

tangencia, entonces el angulo del vértice B también debe ser recto.

En este caso, el razonamiento percibido en el estudiante es de tipo intuitivo. La razon de
este hecho es que Alan comunicé y explico el protocolo de construccion de su figura de
manera adecuada, pero sin utilizar mas alld de un lenguaje natural para lograrlo. Ademas,
también se observa un razonamiento visual al mostrar, mediante trazos auxiliares dindmicos,

la razén por la cual su construccion era valida.

Protocolo de construccion de la estudiante 3 (Mdnica): al igual que sus compafieros, la
estudiante trazo la circunferencia con los segmentos DC y NM. Después, trazo la tangente a
la circunferencia por el punto C y la paralela a NM por el mismo punto. Sin embargo, trazé
el segmento AB con una perpendicular a la tangente de tal forma que pasara por el punto A.
Es decir, la estudiante tomd en cuenta la propiedad que se pedia justificar para hacer su

construccion (ilustracion 64).

lHustracion 64. Construccion presentada por Ménica.

En el protocolo de construccion de la estudiante se exhibe una visualizacion icénica de
la figura inicial. Esto se debe a que la perpendicularidad que se pidi6 justificar, Monica la
reprodujo tomando en cuenta lo observado en la figura y no las relaciones geometricas que
se debian cumplir. Ademas, la deconstruccidn que se observa sobre la figura inicial es de tipo

instrumental, dados los trazos auxiliares utilizados para construirla.

La justificacién de Ménica fue similar a la de Alan, pero ella no mencioné por que los

segmentos DC y AB debian ser paralelos, sino que lo dio por hecho dada la igualdad de los
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angulos 51y £2. Después, mencion6 que los angulos sobre paralelas deben ser iguales y
como el angulo en C es recto por ser un punto de tangencia, entonces el angulo en B también

debe ser recto (ilustracion 65).

lustracion 65. Justificacion presentada por Monica.

El razonamiento de la estudiante durante la resolucion de esta tarea esta mas anclado en
lo visual que en lo intuitivo. Si bien explicé sus ideas para construir la figura con un lenguaje
informal, estas ideas estan basadas en una propiedad que observo en la figura inicial y no en

las relaciones geométricas que se debian cumplir.

4.2.2 Tarea 2

En la siguiente figura (ilustracién 66) se cumple que: AB es diametro de la circunferencia
con centro en O; AC es secante de la circunferencia en el punto N; y los segmento BM y NM
son tangentes de la circunferencia, en B y N respectivamente. Reproduce la figura con las
herramientas de GeoGebra que consideres necesarias. A partir de tu construccion ¢cémo

justificas que el punto M es punto medio del segmento BC?
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B 1] C
llustracion 66. Figura presentada en la tarea 2.

Protocolo de construccion de la estudiante 1 (Fernanda): la estudiante comenzo
colocando la circunferencia y el didmetro AB sefialados en la tarea. Después, sobre la
circunferencia colocé el punto mévil N y con una semirrecta prolongoé el segmento AN.
Ademas, con una recta perpendicular al didmetro determino la tangente a la circunferencia
por el punto B y con la interseccion de esta tangente a la semirrecta anterior obtuvo el punto
C. Finalmente, trazo la otra tangente por el punto N para determinar el punto M, el cual unio

con el centro de la circunferencia (ilustracion 67).

llustracion 67. Construccidn presentada por Fernanda.

La visualizacién y deconstruccién que la estudiante realizd sobre la figura son de tipo
no-iconica e instrumental respectivamente. Esto se debe a las relaciones geomeétricas que ella
considerd necesarias para construir su figura; y los diferentes trazos auxiliares que utilizo

para determinar dicha construccion.

91




llustracion 68. Justificacion propuesta por Fernanda.

Para justificar que M es punto medio del segmento BC, la estudiante demostré la
semejanza de los triangulos ABC y OBM, considerando las propiedades de un cuadrilatero
y de una bisectriz. Concluy6 que al ser semejantes estos triangulos, se debia cumplir una
razén de proporcionalidad 2:1 entre sus lados; y como el lado AB tiene el doble de longitud
que el lado OB (por ser didmetro y radio de una misma circunferencia), se demuestra que M

es punto medio del lado BC (ilustracion 68).

llustracion 69. Conclusion de la justificacion de Fernanda.

En esta tarea, la estudiante exhibié un razonamiento inferencial. Esto se debe a que
presentd su justificacion desarrollando un proceso deductivo en donde argumentd sus

afirmaciones con un lenguaje matematico correcto (ilustracion 69).
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Protocolo de construccién del estudiante 2 (Alan): al igual que en el caso anterior, Alan
inicid su construccion con el trazo de la circunferencia, el didmetro AB, el punto mévil N y
la cuerda NA. Después, trazd las tangentes a la circunferencia por los puntos B y N, de tal
forma que se intersecaran en el punto M. Finalmente, marco la interseccion de la recta que
contiene a AN, con la tangente de la circunferencia por el punto B, para determinar el punto
C (ilustracién 70).

lHustracion 70. Construccion presentada por Alan.

Dado que el protocolo de construccidn de los estudiantes uno y dos son practicamente
los mismos, se puede considerar que tanto la visualizacion como la deconstruccién que
hicieron sobre la figura presentada también son las mismas. Es decir, se puede hablar de una

visualizacion no-iconica y una deconstruccion instrumental en ambos casos.

Después de construir la figura propuesta, Alan agregé un trazo auxiliar para desarrollar
su justificacion. Trazo una paralela a la recta que contiene al lado BC de tal forma que pasara
por el centro O de la circunferencia y marco la interseccién de esta paralela con la recta que
contiene al lado AC (punto P). Después, traz6 una paralela al diametro AB que pasa por el

punto P, de tal forma que esta paralela interseca al lado BC en un punto que llamo6 M.

El estudiante menciono que para justificar que M es punto medio del lado BC se tenia
que demostrar que M y M’ eran el mismo punto. Para lograr lo anterior, propuso probar de
manera analitica que las tangentes y la paralela que pasa por P eran concurrentes en un mismo

punto. Sin embargo, su justificacion quedo solo en esta propuesta ya que no la desarrollo.
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Debido a los trazos auxiliares que utilizo para desarrollar su justificacion y el analisis
que realizé con estos trazos, se puede hablar de un razonamiento visual por parte del
estudiante. Esto se afirma debido a que, a partir de la posicion observada de los puntos M y
M’, Alan propuso demostrar que se trataba del mismo punto. Si esta proposicion se hubiera
desarrollado, se podria hablar de un razonamiento intuitivo o inferencial, segun la formalidad

con las que se presentaran los argumentos.

Protocolo de construccion de la estudiante 3 (Mdnica): la estudiante comenzo trazando
una circunferencia con un punto mévil B sobre ella, por el cual hizo pasar una tangente.
Después, con una perpendicular a la tangente determind el didmetro AB de la circunferencia.
Sobre la tangente colocé un punto moévil C y lo unié con un segmento al punto A para
intersecar a la circunferencia en el punto N. Finalmente, trazé una segunda tangente a la

circunferencia por N para determinar el punto M y los segmentos ON y OM (ilustracion 71).

lHustracion 71. Construccion presentada por Ménica.

La visualizacion de la estudiante sobre la figura que presentd es de tipo no-icénica,
debido a que tomé en cuenta las relaciones entre las unidades de la figura para su
construccién. Por otra parte, la deconstruccion que hizo sobre la figura fue de tipo

instrumental, debido a los trazos auxiliares que utilizé para determinar su construccion.

La justificaciébn de Ménica se basdé en un argumento visual, ya que mediante una
circunferencia auxiliar con centro en N y radio AN, menciond que AN tenia un tercio de la

longitud del lado AC. Es decir, la estudiante sabia que existia una relacion de
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proporcionalidad que se cumplia en las medianas de un triangulo y desde su punto de vista,

esta relacion era valida en su construccion (ilustracion 72).

llustracién 72. Trazo auxiliar en la construccién de Monica.

Después de aclarar con el investigador que los conceptos que intentd utilizar no se
cumplian en su figura, la estudiante propuso una nueva justificacion. Mencion6 que al trazar
una paralela al lado AC que pase por el centro O, esta va a intersecar al lado BC en M aunque
el punto moévil C cambie de posicidn. Si bien lo anterior se cumple, Monica no propuso
ningn argumento matematico para que suceda, sino que fue la observacion de la figura la

que provocé esta conclusion.

Durante el proceso de construccion de la figura solicitada, la estudiante mostré un
razonamiento intuitivo. Esto se debe a que explico sus acciones durante dicho proceso con
ideas geomeétricas expresadas en un lenguaje informal. Sin embargo, el razonamiento paso a
ser visual cuando la estudiante hizo una exploracion dindmica para mostrar que M era punto
medio del lado BC y sus argumentos se fundamentaron en lo observado durante este hecho
(ilustracion 73).

lustracion 73. Justificacion presentada por Monica.
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4.2.3 Tarea 3

En la siguiente figura (ilustracion 74) se cumple que: los angulos 1 y 2 son iguales; los
angulos en los vértices B y G son angulos rectos; y los segmentos AG y BC son iguales.
Reproduce la figura con las herramientas de GeoGebra que consideres necesarias. A partir

de tu construccién ¢cémo justificas que los segmentos BF y GD son iguales?

llustracion 74. Figura presentada en la tarea 3.
Protocolo de construccion de la estudiante 1 (Fernanda): después de hacer varias
exploraciones, la estudiante no encontré una manera de realizar la construccion sin utilizar

lo que se pedia justificar, es decir, que los segmentos BF y GD son iguales.

llustracién 75. Primeros trazos de la construccién de Fernanda.

Tomando esto en cuenta, Fernanda inicié colocando el segmento BC y su perpendicular

por el punto B. Después, con centro en un punto A trazo una circunferencia con radio igual
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al segmento BC y prolongd este radio con una semirrecta, de tal manera que intersecara a la
perpendicular de BC en el punto F (ilustracidn 75). Ademas, traz6 una segunda perpendicular
al radio de la circunferencia por G1 y uni6 el segmento CF para obtener los puntos G y E.
Finalmente, con una circunferencia con centro en G y radio BF obtuvo el punto D, formando

asi los dos triangulos congruentes propuestos (ilustracion 76).

llustracién 76. Construccion final de Fernanda.

En esta repuesta no se puede hablar de una visualizacién cien por ciento no-icénica por
parte de la estudiante. Esto se debe a que, si bien Fernanda recurrié a las relaciones
geométricas necesarias para construir su figura, esta construccion la produjo después de
observar y utilizar la propiedad que se pedia justificar (visualizacion icénica). También, se
pudo percibir una deconstruccion instrumental por parte de la estudiante, dados los trazos

auxiliares a los que recurrié para construir su figura.

Respecto a la justificacion que se solicitd, la estudiante probo6 que los angulos internos
de los cuadrilateros AGHI y BCGI eran congruentes tomando en cuenta que: un par eran
opuestos por el veértice; un par eran angulos rectos; y otro par eran suplementarios de los
angulos iguales 1 y 2; por lo que los angulos en los puntos A y C también debian ser
congruentes. Por lo tanto, en los triangulos AGD y CBF se cumple el criterio de congruencia

angulo-lado-angulo y con ello, la igualdad de los segmentos BF y GD (ilustracion 77).
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llustracion 77. Justificacién presentada por Fernanda.

En este caso particularmente, se pudo observar una transicion por los tres tipos de
razonamiento descritos por Samper, Leguizamon y Camargo (2001). El razonamiento visual
se presentd cuando Fernanda analizé la figura inicial y con base en lo observado en ella,
desarroll6 su construccion. Después, el razonamiento intuitivo se exhibié cuando la
estudiante comunico las ideas geométricas a las que recurri6 para desarrollar su construccion.
Finalmente, el razonamiento inferencial se presentd de manera parcial en la justificacion
solicitada en la tarea, cuando la estudiante presentd sus argumentos a traves de un método

deductivo con un lenguaje matematico adecuado.

Protocolo de construccién del estudiante 2 (Alan): la construccion del estudiante no
cumplio con las condiciones de la figura propuesta, ya que esta sujeta a puntos moviles cuyo

cambio de posicion provoca que las propiedades solicitadas en la tarea no se mantengan.

Alan tenia claro que no podia suponer que los segmentos BF y GD eran iguales, ya que
era lo que tenia que justificar. Durante la entrevista, menciond que después de varias
exploraciones solo logro que su construccién se aproximara a la figura solicitada, pero no
cumplia con todas las condiciones propuestas (ilustracién 78).
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No termino la construccion por falta de tiempo

: : pd

=7\

llustracion 78. Construccién presentada por Alan.

\ |

El andlisis que el estudiante hizo sobre la figura se quedo en una visualizacion iconica,
ya que su construccion solo era valida visualmente en una posicion particular. También, Alan
intentd hacer una deconstruccion instrumental de la figura presentada en la tarea, ya que
recurrio a diferentes herramientas del software y trazos auxiliares para poder reproducirla.

lHustracion 79. Justificacion presentada por Alan.
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Sobre la justificacion solicitada, el estudiante considero a los triangulos P’FD y PDE y
probd su semejanza por la suma de sus angulos internos®. Despueés, concluy6 que al ser
iguales los &ngulos de los puntos F y D, los triangulos AGD y CBF deberian ser congruentes

y, por lo tanto, los lados BF y GD iguales (ilustracion 79).

Después del razonamiento visual exhibido durante la construccion de su figura, el
estudiante manifestd un razonamiento intuitivo e indicios de razonamiento inferencial al
presentar su justificacion. Lo anterior se afirma debido al lenguaje que utilizé para comunicar

y explicar el procedimiento de dicha justificacion.

Protocolo de construccién de la estudiante 3 (Modnica): en este caso la estudiante
construyé una figura que aparentemente cumplia con las condiciones de la tarea. Sin
embargo, esta construccion estaba condicionada por la posicién de los puntos que la
componian, ya que al mover cualquiera de estos puntos y en particular el punto D, la

condicion de que los angulos 1y 2 sean iguales no se cumplia (ilustracion 80).

lHustracion 80. Construccion presentada por Ménica.

Aunque los protocolos de construccion no son los mismos, las condiciones de
visualizacion y deconstruccion establecidas por Monica y Alan fueron las mismas. Esto se
debe a que ambos estudiantes validaron su construccion por lo observado en ella en una

posicién particular (visualizacién iconica); y desarrollaron esta construccién con

8 Los puntos P y P’ fueron puntos que Alan determiné dentro de la figura que se le presento.
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herramientas particulares de GeoGebra a través de diferentes trazos auxiliares

(deconstruccion instrumental).

Monica justifico la semejanza de los triangulos FIJ y DHJ por tener sus respectivos
angulos iguales®. A partir de este hecho, la estudiante menciond que como los angulos en F
y D eran iguales, se cumplia que los triangulos ADG y CFB eran congruentes por el criterio
angulo-lado-angulo y, por lo tanto, los lados BF y GD deberian ser iguales (ilustracion 81).

llustracion 81. Justificacion presentada por Moénica.

En este caso, también se puede hablar de un razonamiento visual por parte de la
estudiante, dada la construccion de su figura y debido a la validacion visual que realizé sobre
ella; y un hibrido entre el razonamiento intuitivo y el inferencial durante su justificacion, por
la forma de comunicar y explicar los argumentos que presento.

% Los puntos H, I y J fueron puntos que Mdnica determiné dentro de la figura que construya.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES Y
REFLEXIONES FINALES

El capitulo final de este documento esta dividido en tres apartados: en el primero se hace un
resumen de los resultados obtenidos, analizados bajo el marco tedrico del capitulo 2; en el
segundo se menciona como ha sido alcanzado el objetivo general de la investigacion y se
responden las preguntas planteadas en el capitulo 1. Finalmente, en el tercer apartado se
exponen las reflexiones finales del trabajo, sefialando los aportes y las proyecciones a futuro

tomando en cuenta sus resultados.

5.1 Resumen de resultados

En las siguientes tablas se muestra un resumen de las conductas de visualizacion y
deconstruccion (Duval, 2005), percibidas en las respuestas de los participantes de las dos
etapas de la investigacion. También, se muestran los tipos de razonamiento (Samper,

Leguizamén y Camargo, 2001) que se observaron en ambas etapas.

5.1.1 Primera etapa

Tabla 4. Resumen de resultados en las tareas 1y 2.

Tareal
Analisis Visualizacién Deconstruccion Razonamiento
Javier no-iconica dimensional visual-intuitivo
Karla no-icénica instrumental visual-intuitivo
Araceli iconica instrumental visual-intuitivo
no-icénica
Tarea 2
Javier no-icénica dimensional visual-intuitivo
Karla no-icénica - intuitivo-visual
Araceli no-icénica dimensional visual
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Con las tareas 1 y 2 (Tabla 4) se buscd la construccion de triangulos a partir de unidades
adimensionales que los componia (vértices, puntos medios o puntos notables). Por otra parte,
en la Tabla 5 se resumen los resultados de las tareas 3 y 4, donde se busco la construccion de

triangulos proporcionando otro tipo de unidades como lados, alturas o angulos.

Tabla 5. Resumen de resultados en las tareas 3y 4.

Tarea 3
Anélisis Visualizacion Deconstruccion Razonamiento
Javier no-icénica - intuitivo-visual
iconica
Karla no-icénica - intuitivo
Araceli iconica instrumental visual-intuitivo
Tarea4
Javier no-iconica - intuitivo-visual
Karla icOnica - visual
Araceli no-iconica instrumental intuitivo

En la Tabla 6 se resumen los resultados de la tarea 5, donde se solicitd reproducir un
triangulo cuya propiedad principal era la tangencia de circunferencias inscritas, tanto a los

lados del triangulo como entre las mismas circunferencias.

Tabla 6. Resumen de resultados de la tarea 5.

Tarea 5
Analisis Visualizacién Deconstruccion Razonamiento
Javier no-iconica instrumental intuitivo
Karla no-iconica instrumental intuitivo
Araceli iconica instrumental visual

5.1.2 Segunda etapa

En la segunda etapa se propusieron tres tareas referentes a la reproduccion de figuras a partir
de una imagen y una proposicion que describia sus condiciones geométricas. Ademas, se
solicitd a los estudiantes que justificaran el cumplimiento de una propiedad de las figuras

propuestas, a partir de su construccion. Los resultados obtenidos se resumen en la Tabla 7.
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Tabla 7. Resumen de resultados en la etapa 2.

Tareal
Andlisis  Visualizacién Deconstruccion Razonamiento
Fernanda no-icénica instrumental intuitivo-inferencial
Alan no-icénica instrumental intuitivo-visual
Moénica iconica instrumental visual
Tarea 2
Fernanda no-icénica instrumental inferencial
Alan no-icénica instrumental visual
Ménica no-icénica instrumental intuitivo-visual
Tarea 3
Fernanda no-iconica instrumental visual-intuitivo-inferencial
iconica
Alan icOnica instrumental visual-intuitivo-inferencial
Moénica iconica instrumental visual-intuitivo-inferencial

Cabe sefialar que parte de los resultados obtenidos, en ambas etapas, fueron observados
parcialmente. Esto se presentd en los casos donde se evidenci6 méas de un tipo de
visualizacion; donde no hubo una figura inicial que deconstruir; y donde se manifesté una
transicion a través de mas de un tipo de razonamiento por parte de los estudiantes. La postura

y conclusiones respecto a estos casos se presentara en el siguiente apartado.

5.2 Respuesta a las preguntas de investigacion

El objetivo general que se planteo para la presente investigacion fue el siguiente:

Caracterizar el proceso de solucién en tareas sobre construcciones geométricas que
estudiantes de maestria desarrollan utilizando geometria dindmica, teniendo en cuenta las

siguientes acciones de los estudiantes:

a) Su primer acercamiento hacia una figura por construir segun el tipo de visualizacién

gue manifiestan (Duval, 2005).

b) Los elementos y relaciones que consideran necesarios para la construccion de una
figura, teniendo en cuenta el tipo de deconstruccion que hacen sobre una figura inicial
(Duval, 2005).
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c) Las ideas y justificaciones que presentan durante la resolucién de una tarea,
describiendo el tipo de razonamiento que desarrollan durante este proceso (Samper,
Leguizamon y Camargo, 2001).

Para alcanzar el objetivo anterior se consideraron los resultados presentados por seis
estudiantes de maestria en tareas propuestas para resolverse utilizando el software de
geometria dinamica GeoGebra. Los resultados se obtuvieron en dos etapas compuestas por
cinco y tres tareas respectivamente, en las que se proponia la construccién de figuras a partir
de diferentes condiciones geométricas. En el trabajo de los estudiantes se observo un
acercamiento y revisién constante de las propiedades y definiciones involucradas en la
proposicion de cada tarea; ademas, de manera recurrente hicieron exploraciones dinamicas

como método de evaluacién y validacion de sus construcciones.

La caracterizacion del trabajo de los estudiantes se estructurd de manera que se pudieran

responder las preguntas de investigacion planteadas en el capitulo 1.

¢ Como es el primer acercamiento de un estudiante con una tarea sobre construcciones

geomeétricas que tiene que resolver utilizando geometria dindmica?

Se utilizaron las definiciones de visualizacion iconica y no-iconica (Duval, 2005) como
herramienta tedrica para el andlisis del primer acercamiento de los estudiantes hacia las
figuras que se les propuso construir. En la mayoria de las tareas se manifestaron casos de
visualizacion no-iconica, ya que previo a construir una figura, los estudiantes identificaron
las unidades que la componian y sus respectivas relaciones geométricas. Sin embargo, aun
en el nivel académico de maestria, existen casos donde la forma de una figura, en una
posicion particular, es el factor mas influyente en la decisién de como desarrollar su

construccion (visualizacién iconica).

Los casos donde se observo una visualizacion totalmente iconica fueron los de Javier en
la tarea 3, Karla en la tarea 4 y Araceli en la tarea 5 de la primera etapa de la investigacion.
En estos tres casos, la posicion de las respectivas figuras dio pie a que los estudiantes
afirmaran que se trataba de una solucion a las tareas propuestas, a pesar de que eran

conscientes de que la construccidn era valida solo bajo determinadas condiciones.
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En la segunda etapa, la visualizacion iconica se percibié con Monica en latarea 1, donde
construyé una figura a partir de lo observado en la imagen que se le presenté y no en las
relaciones y condiciones descritas en la proposicion. En la tarea 3 también se observé este
tipo de visualizacion por parte de los estudiantes, debido a que ninguno logré reproducir la
figura propuesta, sino que modificaron sus figuras para que tuvieran una estructura

visualmente cercana a la solicitada.

¢ Cudles son los métodos y estrategias que un estudiante desarrolla durante la resolucion

de una tarea sobre construcciones geomeétricas utilizando geometria dindmica?

Se utilizaron los conceptos de deconstruccion instrumental y deconstruccion
dimensional (Duval, 2005), para describir las acciones que realizaron los estudiantes durante
la resolucion de las tareas propuestas. En los casos donde se identificaron las unidades de las
figuras directamente de los enunciados de las tareas, se concluyd que no habia algun tipo de
deconstruccion, ya que no existia una figura inicial que reconstruir. Sin embargo, aun en
estos casos, la geometria dindmica jugé un papel determinante para construir las figuras y
que estas cumplieran con las condiciones establecidas en cada tarea.

El hecho de que los estudiantes trabajaran con GeoGebra propicid que se presentara una
deconstruccion instrumental sobre las figuras en la mayoria de las tareas propuestas. Esto se
interpretd en los casos donde se construyo6 una figura inicial para identificar las unidades que
la componian y explorar el comportamiento dindmico de sus propiedades. La reconstruccion
de las figuras iniciales se produjo mediante trazos o rutas auxiliares determinados por
comandos particulares del software (angulo dada su amplitud, lugar geométrico, rotacion,
etc.). Si bien estos trazos y rutas no pertenecian a las figuras que se solicitaron, fueron

necesarias durante el proceso de su construccion.

En la primera etapa Gnicamente se observaron tres casos de deconstruccion dimensional,
Javier en las tareas 1y 2 y Araceli en la tarea 2. Javier no mostré dificultad para construir las
figuras que se le propusieron, por lo que se limitd a considerar las relaciones entre las
unidades que las componian, desde las adimensionales (puntos) hasta las unidimensionales
(segmentos). Por otro lado, Araceli no tuvo necesidad de utilizar trazos auxiliares para

establecer su construccidn, sino que la determind a partir de las unidades que se dieron.
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En la segunda etapa, las figuras iniciales acompafiaban a la proposicién de cada tarea,
con la intencion de que los estudiantes las reprodujeran a partir de las condiciones que se
daban. Este hecho propicio que sélo se presentaran deconstrucciones instrumentales donde
se utilizaron diferentes herramientas de GeoGebra, como el lugar geométrico, y diferentes

trazos auxiliares para construir las figuras propuestas.

¢ Qué tipo de razonamiento exhibe un estudiante durante la construccion de figuras para
laresolucion de unatarea y durante la justificacion de alguna de las propiedades de las figuras

construidas?

A través de los tipos de razonamientos definidos por Samper, Leguizamén y Camargo
(2001), se caracterizo el trabajo geométrico desarrollado por los estudiantes en ambas etapas
de la investigacion. Las ideas, conocimientos y heuristicas expresadas, tanto en las reuniones
por zoom como en el material grafico y digital, fueron interpretadas como razonamiento
visual, razonamiento intuitivo o razonamiento inferencial, segun las acciones observadas en
cada tarea. Como se menciono en el marco teorico, estos razonamientos no se presentaron de

manera aislada y en la mayoria de los casos se complementaron.

En las tareas donde se dieron elementos adimensionales de una figura para su
construccién (tareas 1 y 2 de la primera etapa), el razonamiento observado transito
mayormente de lo visual a lo intuitivo. Antes de construir la figura propuesta, los estudiantes
construyen otras figuras y las exploran dinamicamente para observar sus propiedades. Esto
los condujo a recordar conocimientos previamente adquiridos y aplicarlos a las

construcciones propuestas en las tareas.

Solo Karla y Araceli manifestaron un razonamiento diferente en la segunda tarea: Karla
pasd de lo intuitivo a lo visual al desarrollar su construccién tomando en cuenta sus
conocimientos, pero validandola mediante una exploracion dinamica; mientras que Araceli
mostré un razonamiento visual al intentar reproducir su construccion inicial considerando

unicamente la posicion de sus componentes.

El razonamiento de los estudiantes en tareas donde se solicitd presentar mas de una

solucion (3 y 4 de la primera etapa) no alcanz6 a ser de tipo inferencial. Se observd un
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contraste entre el razonamiento visual y el intuitivo, segun el tipo de soluciones presentadas,
ya que unas se desarrollaron con base en la ideas y conocimientos de los estudiantes; mientras

que otras se presentaron por lo observado en una posicion particular de la figura construida.

Por ejemplo, en la respuesta de Javier de la tarea 3 se presentaron tres soluciones, las
primeras dos las desarroll6 considerando las relaciones que se debian cumplir entre las
unidades de la figura; mientras que la tercera era valida Unicamente en una posicion

particular, dependiendo de un punto movil.

Los procesos de solucion en la tarea 5 de la primera etapa reflejaron razonamientos
mayormente intuitivos, ya que los estudiantes tomaron en cuenta las propiedades necesarias
para que se cumpliera la tangencia a las circunferencias y al triangulo descrito. Sin embargo,
Araceli manifestd un razonamiento visual cuando consider6 que la tangencia entre una
circunferencia y un lado del triangulo se cumplia por lo observado en su construccién, y no

por las condiciones geométricas que se debian cumplir.

Con la intencion de enriquecer la informacion referente a las tareas sobre reproduccion
de figuras a partir de una imagen inicial, se aplicaron tres tareas mas de este estilo, a tres
nuevos resolutores en una segunda etapa. El razonamiento percibido en esta etapa transitd
por tres tipos de razonamiento (Samper, Leguizamon y Camargo, 2001), conforme el nivel

de dificultad de las tareas aumento.

En las primeras dos tareas, los estudiantes mostraron un razonamiento mayormente
intuitivo e incluso Fernanda alcanz6 a manifestar un razonamiento inferencial. Por ejemplo,
en la tarea 2, la estudiante realiz6 la construccion solicitada con base en las ideas y
conocimientos que considerd pertinentes y, ademas, comunicé estas ideas con un lenguaje

matematico adecuado para validar su construccion y justificar la propiedad que se le propuso.

El hecho de que se observara un razonamiento inferencial en las primeras dos tareas
puede estar relacionado con su nivel de dificultad, ya que tanto las construcciones como las
justificaciones solicitadas fueron mas sencillas que en la tarea 3. Sin embargo, aun con un
nivel de dificultad bajo, siguen existiendo casos donde el razonamiento visual predomina en

las respuestas de los estudiantes, particularmente para validar el cumplimento de una
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propiedad dentro de sus construcciones, como en los casos de Alan y Monica en las tareas 1

y 2 respectivamente.

Debido a que el nivel de dificultad de la ultima tarea fue mayor al de las dos anteriores,
los estudiantes no lograron reproducir la figura que se les propuso. Sus construcciones no
cumplian las condiciones descritas, eran validas solo en una posicion particular o se
realizaban considerando lo que se pedia justificar. Por lo tanto, el razonamiento reportado en
esta tarea se interpretd segun el trabajo de los estudiantes, para intentar reproducir la figura

y para desarrollar la justificacion solicitada.

Referente a las construcciones presentadas en esta Gltima tarea, el razonamiento de los
estudiantes no fue mas alla de lo visual, ya que intentaron validar las propiedades de sus
figuras por lo observado en ellas, y no por las condiciones geométricas que debian de cumplir.
En lo que respecta a sus justificaciones, se reconoce un razonamiento intuitivo e indicios de

razonamiento inferencial, debido a la forma de comunicar sus ideas y argumentos.

5.3 Reflexiones finales

La figura es considerada como un constructo asociado a un objeto geométrico (Mithalal y
Balacheff, 2019). En este sentido, las tareas en las que los estudiantes construyen figuras, a
partir de diferentes condiciones geométricas, permiten un acercamiento y revision constante
de las propiedades, axiomas y definiciones involucradas en sus proposiciones. En la
investigacion presentada en este documento se caracterizd el proceso de resolucion de tareas
referentes a construcciones geométricas, desarrollado por estudiantes de maestria en
Matemaética Educativa. Los resultados arrojaron informacion relevante respecto al primer
acercamiento de los estudiantes hacia las figuras que pretenden construir utilizando
geometria dindmica; los elementos que identificaron en ellas para su construccion; y su

razonamiento durante la resolucion de las tareas propuestas.

Los estudiantes pudieron ejecutar diferentes protocolos de construccion para cumplir
con las condiciones de una misma tarea, lo cual propicié el desarrollo de diferentes tipos de
razonamiento. En particular, pudimos observar como el razonamiento geométrico de un

estudiante puede transitar desde lo visual hasta lo inferencial (Samper, Leguizamon y
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Camargo, 2001) dependiendo de las acciones que realiza, partiendo de la visualizacion de

una figura inicial y culminando con la construccion de otra.

El hecho de que la investigacion se desarrollara dentro del entorno de la geometria
dindmica proporcion6 una mirada particular hacia el trabajo geométrico de los estudiantes,
la cual contrasta con las condiciones impuestas dentro del entorno tradicional del lapiz y
papel. Por ejemplo, la exploracion dindmica y herramientas particulares que brinda
GeoGebra (como el lugar geométrico), ayudo a que los estudiantes tuvieran acceso a nuevas
formas de producir y validar las condiciones de diferentes figuras que dificilmente se podrian

alcanzar con lapiz y papel.

En este sentido, el papel de las figuras no solo fue descriptivo al representar las
situaciones geométricas que se propusieron, sino que también tuvieron un papel heuristico a
través de la exploracion dinamica de sus propiedades. Los estudiantes utilizaron esta
exploracién para validar los argumentos en sus respuestas o para buscar patrones e

invariantes que los ayudaran a justificar alguna propiedad.

Lo anterior podria esperarse dado el nivel académico de los participantes, sin embargo,
aun en maestria existen respuestas ancladas en la percepcion visual y en la posicion particular
de una figura. Por lo tanto, consideramos importante seguir indagando aquellas ideas y
conocimientos que emergen durante el trabajo geométrico necesario para la construccién de
una figura, principalmente, si dichos conocimientos han sido adquiridos y olvidados por

estudiantes de grados académicos avanzados.

5.3.1 Aportes principales y proyeccion hacia el futuro

El estado del arte descrito en el capitulo 1 de este documento, enmarca las principales
investigaciones referentes a la figura geométrica desde hace mas de tres décadas. La revision
bibliografica esta basada en la seleccion de publicaciones con mayor impacto dentro de la
matematica educativa (Williams y Leatham, 2017); asi como investigaciones presentadas en
congresos Y literatura relacionada. Por lo tanto, esta tesis puede servir como fuente referencial
para futuras investigaciones en las que se estudie a la figura geométrica, considerando su

definicion, representacion y funcién durante el razonamiento de un individuo.
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Respecto al trabajo en los salones de clase, se espera que los casos descritos en esta
investigacion sean tiles en la busqueda de actividades referentes a la construccion de figuras
con geometria dindmica. También, intentamos promover un monitoreo constante por parte
de los profesores hacia los protocolos de construccion realizados por sus alumnos, ya que en
ellos es posible observar y evaluar las acciones y decisiones tomadas durante la resolucién
de una tarea. Ademas, el uso de la geometria dindmica en el aula puede impulsar la busqueda
y reconocimiento de resultados geométricos que han sido estudiados con anterioridad en el

entorno tradicional del papel y lapiz.

Creemos que involucrar a los estudiantes en actividades sobre construccion de figuras
con geometria dinamica, permite que conecten diferentes conocimientos y refuercen otros
que han sido adquiridos en el pasado. Como lo mencionan Conway, Cohen y Stanhope
(1992), en la medida en que un dominio del conocimiento se preste a una representacion
esquematica, puede ser un factor importante en la retencion a muy largo plazo. Asi que, como
un aporte adicional, se desarrollé un trabajo con parte de los resultados de esta investigacion
en el que se muestra como la geometria dindmica puede ser el instrumento mediante el cual
los estudiantes recuperen algunos de los conocimientos adquiridos en su formacion previa
(Mayorga-Sanchez y Zubieta, 2023).
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