ESTUDIOS AVANZADOS DEL

CENTRO DE INVESTIGACION Y
@ INSTITUTO POLITECNICO NACIONAL

UNIDAD ZACATENCO
DEPARTAMENTO DE CONTROL AUTOMATICO

Control del péndulo invertido rotativo
por aprendizaje reforzado

Tesis que presenta

Eduardo Yudho Montes de Oca

Para obtener el grado de

Maestro en Ciencias

En la especialidad de

Control Automatico

Director
Dr. Wen Yu Liu

Ciudad de México Agosto 2023



Agradecimientos

Agradezco a mis padres, Hipdlito y Maria, por creer en mi y apoyarme para alcanzar mis metas
y objetivos. Con su ejemplo me han ensenado lo que significa la disciplina, la determinacién y
la perseverancia. También, agradezco a mis hermanos, Marfa, Victor y Gustavo, por su apoyo
y carino, que han sido indispensables para lograr cada objetivo. Los amo.

Agradezco a mi amada esposa, Adilai, por su infinita paciencia, apoyo y amor incondicional.
Sin su constante motivacién nada de esto serfa posible. Tu ejemplo me ha ensenado de
paciencia, amor y bondad. Te amo.

Agradezco de manera espacial al Dr. Wen Yu por compartir su consejo y experiencia para la
realizacién de este trabajo. Su ejemplo me ha enseniado lo que representa ser un buen
investigador y un gran ser humano.

Agradezo a los amigos que me han acompanado en cada proyecto y que han creido en mi y
mis capacidades para siempre buscar alcanzar un objetivo mas grande. Los llevo en el corazoén.
Agradezco al Centro de Investigacion y Estudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional
y al departamento de Control Automético por brindarme los medios necesarios para mi
formacion como investigador. Asi mismo, agradezco a mis companeros y profesores con los que
me crucé en el camino por su invaluable apoyo.

Agradezco al Consejo Nacional de Humanidades, Ciencia y Tecnologia que a través de la beca
de manutencién de maestria que me fue otorgada me permitié aprovechar y dedicarme de

tiempo completo a mi formacién académica y mi trabajo de tesis.

Eduardo Yudho Montes de Oca



Dedicado a mis padres:
Hipdlito y Maria

A mi esposa:

Adilai

A mis hermanos:

Marfa, Victor y Gustavo
Y a mis amados:

Hank y Halley

Dedicatorias



Resumen

En la actualidad, el uso de estrategias de control basadas en aprendizaje reforzado han resultado
especialmente atractivas, debido a que no requieren de conocimiento de la dindmica del sistema.
Se describe a los algoritmo de aprendizaje reforzado como un marco de referencia libre de modelo
para resolver problemas de control 6ptimo, descritos como procesos de decisién de Markov. Por
lo que, los algoritmo de aprendizaje reforzado comparten caracteristicas tedricas con el control
optimo y el control adaptable.

En este trabajo de tesis, se presenta el uso de técnicas de aprendizaje reforzado para controlar
al péndulo invertido rotativo sobre su equilibrio inestable, un sistema mecénico subactuado de
dos grados de libertad. Se desarrollaron controladores basados en aprendizaje reforzado, por
solucién tabular y mediante aproximaciéon por redes neuronales. Se obtuvo un compensador
para controladores PD, en serie y en paralelo, basado en el modelo no lineal. Se realizé la
comparaciéon del compensador no lineal contra el uso de algoritmos de parendizaje reforzado
como compensacion para los controladores PD, ante una perturbacién desconocida. Asi mismo,
se implementé un algoritmo, libre de modelo, basado en aprendizaje reforzado para sintonizar
en linea a un regulador cuadrético lineal, cuando existe variacién paramétrica.

De los resultados obtenidos se concluyé que el uso de redes neuronales como aproximacién de
la tabla Q permite reducir el tiempo de entrenamiento y evitar el problema de sobreestimacion.
Sin embargo, al combinar los algoritmo de aprendizaje reforzado con los controladores PD se
identificé que las estrategias basadas en aprendizaje reforzado son suficientemente robustaz,
al lidiar con perturbaciones desconocidas. Asi mismo, al realizar la sintonizacién en linea del
regulador cuadratico lineal se obtuvieron soluciones cercanas a los valores esperados en cada

caso de variaciéon paramétrica.



Abstract

Currently, the use of control strategies based on reinforcement learning have been specially
attractive, since they do not require knowledge of the dynamics of the system. Reinforcement
learning algorithms are described as a model-free frame of reference for solving optimal control
problems, described as Markov decision processes. Therefore, reinforcement learning algorithms
share theoretical characteristics with optimal control and adaptive control.

In this thesis, the use of reinforcement learning techniques is presented to control the rotary
inverted pendulum over its unstable equilibrium, an underactuated mechanical system of two
degrees of freedom. Control algorithms based on reinforcement learning, by tabular solution
and by neural network approximation were developed. A compensator was obtained for PD
controllers, serial and parallel, based on the nonlinear model. Comparison of the nonlinear
compensator was performed against the use of reinforcement learning algorithms as compens-
ation for PD controllers, for an unknown disturbance. Likewise, a model-free algorithm based
on reinforcement learning was implemented to tune in line to a linear quadratic regulator, when
there is parametric variation.

From the results obtained, it was concluded that the use of neural networks as an approximation
of table Q allows reducing training time and avoiding the problem of overestimation. However,
by combining reinforcement learning algorithms with PD controllers, it was identified that
strategies based on reinforcement learning are robust enough to deal with unknown disturbances.
Likewise, when performing the on-line tuning of the linear quadratic regulator, solutions close

to the expected values were obtained in each case of parametric variation.
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CAPITULO 1

Introduccion

La teorfa del control por retroalimentacion es el estudio de los medios para desarrollar algorit-
mos de control para sistemas de ingenierfa humana que garanticen criterios de rendimiento y
seguridad [1]. Los controladores por retroalimentacién funcionan bajo el principio de observar
la salida de un sistema, comparandola contra la trayctoria deseada y calculando la senal de
control necesaria para modificar el desempeno del sistema a partir del error [2]. Sin embargo,
comunmente el uso de controladores clédsicos requiere del conocimiento parcial o total de la
dindmica de un sistema.

Cuando se conoce el modelo de un sistema dindmico es posible linealizarlo al rededor de un punto
de operacién y disenar controladores lineales basados en el modelo. Uno de los controladores
lineales mas famosos es el regulador lineal cuadratico (LQR). Este controlador se disena fuera
de linea al resolver la ecuacién algebrdica de Ricatti, para minimizar una funcién de costo
preescrita. Sin embargo, los cambios en los pardmetros del sistema comprometen la optimalidad
del controlador y es necesario resintonizarlo.

Ademas, es posible usar técnicas de compensacion que cancelen las dindmicas no lineales de la
planta y se establezca un comportamiento més simple. Un esquema muy comiin es el control
de robots manipuladores mediante el control PD con compensacién de pares gravitacionales, el
cual reduce el error en estado estacionario causado por los términos no lineales [3].

Por otro lado, cuando no se conoce un modelo exacto del sistema se recurre a controladores

libres de modelo, entre los cuales destacan el control Proporcional-Integral-Derivativo (PID), el

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION

control por modos deslizantes (SMC) y el control por redes neuronales. Aunque proporcionan
un buen desempeno ante diferentes tareas y son relativamente faciles de sintonizar, no presentan

un desempeno 6ptimo y deben ser resintonizados ante perturbaciones e incertidumbre.

Recientemente, se han implementado técnicas de aprendizaje reforzado (RL) en problemas de
control 6ptimo y control robusto, mediante el uso de la teorfa de progrmacién dindmica (DP) [3].
Resultando especialmente atractivos debido a que no requieren conocimiento de la dindmica del
sistema y mediante el correcto diseno de las senales de recompensa es posible adaptarse a
cambios en el sistema y posibles errores o perturbaciones [2].

El aprendizaje reforzado describe una familia de sistemas del aprendizaje automatico que operan
bajo los principios usados por animales, grupos sociales y sistemas naturales [2]. De acuerdo con
Sutton [4], el aprendizaje reforzado se centra mucho més en el aprendizaje dirigido a objetivos
desde la interaccién que cualquier otro enfoque del aprendizaje automéatico. En pocas palabras, el
aprendizaje reforzado consiste en aprender a relacionar situaciones con acciones para optimizar

una recompensa numeérica.

Los algoritmos de RL comparten caracteristicas con el control éptimo y el control adaptable
debido a que es un marco de referencia libre de modelo para resolver problemas de control
6ptimo, establecidos como procesos de decisiéon de Markov (MDPs) discretos. Muchos de los
métodos de RL permiten el disenio de controladores adaptables que aprenden en tiempo real las
soluciones a problemas de optimizacién preescritos por diseno [2]. Por lo tanto, el RL es una
herramienta muy valiosa para hallar controladores 6ptimos, o casi 6ptimos, en casos donde la

dindmica de un sistema es desconocida o se ve afectada por una incertidumbre significativa.

No obstante, los sistemas mecénicos subactuados son aquellos que poseen més grados de libertad
que actuadores a controlar. Esta restriccién implica que algunas de las configuraciones del
sistema no pueden ser comandadas directamente, lo cual hace mucho més complicado el diseno
de controladores. Por lo que se han convertido en un interesante caso de estudio en el control
automatico, y algunos son considerados como un punto de referencia, siendo utilizados para
probar diferentes algoritmos de control [5].

Este tipo de sistemas son comunes en diferentes dreas y aplicaciones, tales como robética movil,
sistemas flexibles, sistemas aeroespaciales y robots submarinos, entre otros [6]. Muchos de estos

sistemas poseen la condicién de subactuaciéon por la naturaleza de su dindmica, como los aviones,

2



CAPITULO 1. INTRODUCCION

helicopteros, grias y cohetes espaciales. Por otro lado, esta condicién también puede aparecer
en los sistemas cuando en su diseno se busca reducir costos o por fines précticos, como los
satélites con dos turbinas o los robots con eslabones flexibles. Sin embargo, también puede
surgir ante fallas en los actuadores o imponerse artificialmente para crear sistemas no lineales
complejos de bajo orden para adquirir informacién ttil al controlar sistemas subactuados de
orden superior [5].

Un ejemplo de sistema mecédnico con la condicién de subactuaciéon impuesta artificialmente es el
péndulo invertido rotativo, también conocido como péndulo Furuta en honor a su inventor [7-9],
un sistema subactuado de dos grados de libertad. El sistema cuenta con un brazo actuado
que rota sobre el plano horizontal y un péndulo que rota libremente sobre el plano vertical,
el cual estd sujeto al extremo del brazo mediante un pivote. Por lo tanto, se debe controlar
indirectamente a la posicién angular del péndulo mediante la posicién del brazo, lo cual provoca
dindmicas no lineales m&s pronunciadas. El motivo de su disenio proviene del sistema clésico de
un péndulo montado sobre un carro, ya que la base rotativa elimina la limitacién de movimiento

y reduce las dindmicas no modeladas debidas al mecanismo de transmisién de potencia [7].

1.1 Programacién Dinamica y Aprendizaje Reforzado

La programacién dindmica (DP) y el aprendizaje reforzado (RL) son métodos algoritmicos
para resolver problemas en donde las acciones son aplicadas a un sistema durante un periodo
de tiempo extenso, para alcanzar un objetivo determinado. Usualmente se trata de problemas
secuenciales de toma de decisiones, ya que son en tiempo discreto y se toman acciones en cada
paso de tiempo. Las acciones se toman a partir de los resultados de las acciones anteriores y
mediante una recompensa se evalua cada paso de la toma de decisiones, buscando optimizar a
largo plazo el total de las recompensas acumuladas [10].

De acuerdo con Busoinu [10], en DP y RL un agente interactua con un entorno por medio de una
senal de estado, la cual describe al estado del entorno, una senal de accién, la cual permite al
agente influir sobre el entorno y una senal de recompensa, la cual evalua el desemepiio inmediato.
La dindmica del entorno, la funcién de recompensa, el conjunto de posibles estados y el conjunto

de posibles acciones constituyen un proceso de decisién de Markov (MDP).
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1.1.1 Procesos de decisién de Marcov (MDP)

De acuerdo con Sutton [4], los procesos de decisién de Markov representan un marco directo
del problema de aprendizaje a partir de la interaccién para lograr un objetivo. Un MDP estd
dado por la interaccion entre un agente y el entorno. El agente es aquel que aprende y toma las
decisiones. El entorno comprende todo lo que esta fuera del agente.

Un MDP determinista estd definido por un espacio de estados del entorno, X, y el espacio de
acciones del agente, U. De forma concreta, el agente y el entorno interactuan en una secuencia
de pasos de tiempo discreto, £ = 0,1,2,3,.... En cada paso k, el agente recibe algunas repre-
sentaciones del estado del entorno, x;, € X', y con base a éstas elige una accién u; € U. Como
consecuencia de esta accién, el agente recibe una recompensa numérica, 1,11 € R C R, y se

actualiza al estado x5 [4]. Generando una trayectoria:

Zo, U, T1, X1, UL, T2, T2, U2,T3, ...

En un MDP finito, los conjuntos de estados, acciones y recompensas tienen un nimero finito de
elementos. Por lo que, para valores particulares de las variables aleatorias, x5 € X y rp11 € R,
existe una probabilidad de que esos valores ocurran en un tiempo k, segin el estado y la accién

precedentes:

D (Thgr, Tt [T, ug) = Pr{@psr, Ty [T, ug} (1.1)

para toda zy, 1,7, € X, k1 € Ry up € U. Lafuncién p : X x R X X xU +— |0, 1] es una funcién
deterministica ordinaria de 4 argumentos, que describe la dindmica del MDP. Al tratarse de una

distribucién de probabilidad para cada estado xy, y accién uy, se tiene:

ZZp(x’,ﬂm,u):l, Vee X,uel (1.2)

r’'eX reR

En un MDP, la propiedad de Markov senala que el estado contiene suficiente informacién sobre
el pasado de la interaccién agente-entorno, tal que la evolucién del proceso de Markov depende
sélo del estado actual y no de sus valores anteriores [4]. Por lo tanto, mediante un ligero abuso

de notacién, es posible reescribir a p como una funcién de 3 argumentos p : X x X x U +— |0, 1]:

P (@ra|wr, ur) = Pr{zp|og, e} = ZP (Ths1, |z, ur) (1.3)
reR
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a la cual se conoce como probabilidad de transiciéon de estado. Mientras que la recompensa

esperada es una funcién de 2 argumentos que depende del par estado-accién:

r(ek,up) 2 B [rpp|og, uk) = ZT Z p (' |y, ur) (1.4)

reR z’'eX

Retornos

En el marco del aprendizaje reforzado, el objetivo del agente estd formalizado en términos de
la recompensa. Por lo que, es fundamental establecer una recompensa que realmente indique
lo que se pretende lograr, es decir, la recompensa deberd comunicar al agente qué es lo que se
desea alcanzar y no cémo se espera lograrlo [4].

Para una secuencia de recompensas recibidas después del paso k, rgi1, Tki2, "kt3, - - -, s€ define
al retorno, Gy, (xy), como alguna funcién especifica de la secuencia de recompensas. Representa
la recompensa obtenida por el agente a largo plazo. En DP y RL, el objetivo es optimizar el
desempeno a largo plazo, utilizando sélo como retroalimentacién el rendimiento inmediato. Esto
se conoce formalmente como el reto de las recompensas retrasadas [4].

Existen diferentes tipos de retornos, dependiendo de la forma en que se acumule la recompensa

[11,12]. En el caso mds simple se tiene a la funcién de retorno como la suma de las recompensas:

Gh (I‘k) é Tk+1 + Tk+2 + Tk+3 + - (15)

Para tareas en donde la interaccién agente-entorno se rompe de manera natural, surgen los con-
ceptos de episodios y tiempo final, T'. Cada episodio termina en estados especiales, denominados
estados terminales, lo cual limita a la suma de recompensas hasta el paso T, que normalmente
varfa de episodio a episodio. Este tipo de teareas se conococen como episédicas, en donde suele
ser necesario distinguir entre los estados terminales, X*, y no terminales, X.

No obstante, en muchos casos la interaccién agente-entorno no se rompe naturalmente en episo-
dios identificables y continua sin limite. Este tipo de problemas se conocen como tareas con-
tinuas, en donde T" = oo y el retorno facilmente se puede volver infinito. Por lo que se utiliza
una definicién de retorno que es ligeramente més compleja conceptualmente, pero mas simple

matemaéticamente.
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Para esto, se introduce el factor de descuento, v, que da lugar al retorno descontado de horizonte

infinito:
A = i - i
G (zk) = 27 Thtitl = ZV 7 (Thoi, Uk+i) (1.6)
i=0 i=0

donde v € [0,1). En [10] se menciona que el factor de descuento puede ser interpretado in-
tuitivamente como una medida de que tan “claro de visiéon” es el agente con respecto a las
recompensas. Desde un punto de vista matemaético, el descuento garantiza que el retorno siem-
pre estard acotado si la recompensa estd acotada.

Sutton [4], destaca que el factor de descuento determina el valor actual de las recompensas
futuras. Si v < 1, la suma infinita convergerd, siempre y cuando, la secuencia de recompensas
esté acotada. Cuando v = 0, se produce un fenémeno de miopia en el agente, debido a que sélo
buscara optimizar la recompensa inmediata. Conforme ~ tiende a 1, el agente toma en cuenta
mayormente a las recompensas futuras, haciendo que sea hipermétrope.

En la préactica, es necesario elegir un valor adecuado de . Sin embargo, no hay un procedimiento
general para elegir a 7. Por ejemplo, en un problema de cldsico de estabilizaciéon en control
automaético, donde se requiere alcanzar un estado estacionario y mantenerse ahi, v debera ser
suficientemente grande tal que las recompensas obtenidas al alcanzar el estado estacionario y
permanecer ahi tengan una influencia significativa en cada estado inicial [10].

De igual forma, es posible aplicar el retorno descontado a problemas episédicos de horizonte

finito:

T

T
Gu(xx) =D V7hrivr = O 7' (@hyis b (w41) (1.7)
=0

i=0
Una propiedad que resulta importante para los algoritmos de aprendizaje reforzado es que las

recompensas sucesivas estan relacionadas de forma recursiva:

Gr(®r) = Ths1 +VThao + Vs + 7V Thga +
= Thir + Y (Tha2 +VThe3 + Y Thaa + )

= Tit1 +YGh (Tpt1) (1.8)

Lo cual se cumple en tareas episédicas para todo k < T [4].




CAPITULO 1. INTRODUCCION

Politicas y Funciones de Valor

La mayorfa de los algoritmos de RL involucran la estimacion de las funciones de valor, las cuales
son funciones que dependen de los estados o los pares estado-accién y estiman que tan bueno
es para el agente estar un cierto estado o realizar una cierta accién en un estado determinado,
todo en funcién del retorno esperado. Debido a que las recompensas dependen de las acciones
que el agente tome, las funciones de valor se definen con respecto a las politicas [4].

Una politica es un mapeo de los estados a las probabilidades de seleccionar cada posible accién
[10]. Si el agente sigue una politica h en el tiempo k, entonces h (x) representa la probabilidad
de que se tome la accién u a partir del estado x.

La funcién de valor de un estado x; bajo la politica h, se denota por vy, (xy), es el retorno
esperado cuando se inicia en x;, y se sigue la politica h. Para un MDP se define formalmente a

la funcién de valor como:

vn (z1) 2 B [Gh (21) [24] = Ba

Z’Yirk+z‘+1|5€k] , Vo € X (1.9)

i=0
donde Ey, [-] denota el valor esperado de una variable aleatoria que sigue una politica h.

De manera similar, se define al valor de tomar una accién u; en un estado x; bajo una politica
h, por gy, (zx,ux) y es conocida como funcién de accién-valor:

o

Z’yirk+i+1|xk,uk] ,Vaope X, upeld (1.10)

1=0

qn (iUk, Uk) = En [Gh (iUk) \xk, Uk] = [,

Por lo tanto, se tienen dos tipos de funciones de valor, de estado-accién, gy, (x,u), y de estado,
vp, (x). De acuerdo con [10], comunmente en la literatura se utiliza el nombre funcién de valor
para referirse a vy, (). Sin embargo, propone utilizar los nombre funciones Q y funciones V para
hacer una clara distincién entre ambas.

La funcién Q de una politica h, ¢, : X x U — R, proporciona el retorno obtenido cuando se

aplica una determinada accién ante un estado especifico, siguiendo la politica h:

qn (Tr, ur) = 7 (g, ug) + YGh (Tp41) (1.11)

Esta formula concisa puede ser obtenida al escribir g, (zx,u) explicitamente como la suma

descontada de las recompensas obtenidas al tomar u; en z y seguir a h:
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qn (xk,uk) = Z’Yir ($k+i,uk+i) (1-12)
i=0

Una propiedad fundamental de las funciones de valor usadas en DP y RL es que satisfacen
relaciones recursivas. Es decir, para cualquier politica h y cualquier estado xy, se cumple la

siguiente condicién de consistencia entre el valor de x y el valor de su posible estado sucesor [4]:

an (T, ug) = 7 (Tp, up) +ZWiT (Thetis Ub+i)

i=1

= 7 (TR, up) +7 Z Wi_lr (Thoir Upti)
i=1

= 7 (v, up) +7Gh (Tpy1) (1.13)

donde se us6 la definicién de G}, (zx41) para el tltima paso. Ademds, al analizar el segundo paso

de la ecuacién anterior, se tiene:

g (iug) = (@) + 7>V Sk Uk
=1

= 7 (TR ur) + |7 (Trrr, uks1) + Z V7 (Thoyis Wetd)
i=2
= 7 (@ uk) + Yan (Trs1, veta) (1.14)

Se conoce a la ecuacién anterior como ecuacién de Bellman para ¢;,. Esta ecuacién describe una
relacién entre el valor del par estado-accién actual y el valor de los posibles pares sucesivos [4].
La ecuacién de Bellman para ¢ establece que el valor de tomar una accién uy en el estado xy,

bajo la politica h es igual a la suma de la recompensa inmediata y el valor en el siguiente estado:

qn (g, ug) = 7 (@, ur) + Yqn (Tps1, k1) (1.15)

Resolver un problema de aprendizaje reforzado implica encontrar una politica que alcance una
gran recompensa a largo plazo. Una forma conveniente de carcaterizar a las politicas es usando
sus funciones de valor. Para MDPs finitos, las funciones de valor establecen un orden parcial
sobre las politicas. Una politica h es mejor o igual que otra politica h', h > k', si y sélo si

vp () > v () para todo xp € X [4].
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Ademds, siempre existe al menos una politica que es mejor o igual que las demds y se conoce
como politica optima. Aunque exista mds de una politica optima, se denotada a todas ellas
como h*. Todas las politicas 6ptimas comparten la misma funcién V, llamada funcién de valor

de estado 6ptima, denotada como v*, y definida como:

v* (z) = mhl'nvh (x) (1.16)

Ademis, las politicas optimas también comparten la misma funciéon Q, denotada por ¢*, y

definida como:

¢ (v,u) = mhl'nqh (x,u) (1.17)

Cualquier politica h* que elija en cada estado a la accién con el valor 6ptimo ¢ mas pequeno es

optima, es decir:

h* (z) € argming* (z,u) (1.18)

En general, para una funcién Q dada, una politica h que satisface:

h(z) € argminq (z, u) (1.19)

se dice que es codiciosa en Q. Por lo que, para hallar una politica 6ptima es posible hallar

primero la funcién 6ptima ¢* y usar la expresién (1.18) para calcular una politica codiciosa en

*

q*.
Como g, es la funcién de valor para una politica, deberd satisfacer la condicién de consistencia
dada por la ecuacién de Bellman para valores de estado-accién. Sin embargo, como se trata de
la funcién @Q 6ptima, la condicién de consistencia puede escribirse sin hacer referencia a alguna
politica en especifico. A esta ecuacién se le conoce como ecuacién de Bellman para ¢*, o ecuacién
de optimalidad de Bellman [4].

La ecuaciéonde optimalidad de Bellman caracteriza a ¢* y establece que el valor éptimo de la
accién u tomada en el estado x es igual a la suma de la recompensa inmediata y el valor 6ptimo

de la mejor accién en el siguiente estado:

q" (wp, up) = 7 (Th, ug) + yming, (zx11,u) (1.20)

9
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Cuando se tiene a v*, es relativamente sencillo determinar la politica 6ptima. Para cada estado
x, existirdn una o mas acciones para las que se obtenga el minimo en la ecuacién de optimalidad
de Bellman. Por lo que se requiere una busqueda de un paso adelante. Cuando se conoce a ¢*
es mas facil determinar las acciones 6ptimas. En este caso, el agente no requiere realizar una
busqueda de un paso adelante, simplemente puede encontrar la accién que minimice a ¢* (s, a).
Es mas sencillo utilizar una politica codiciosa en ¢* debido a que incluye informacién sobre la
calidad de las transiciones; mientras que una funcién V sélo describe la calidad de los estados [10].
Ademsds, la funcién Q 6ptima permite seleccionar acciones 6ptimas sin tener que saber nada
sobre los posibles estados sucesores y sus valores, es decir, sin tener que saber nada acerca de

la dindmica del entorno [4].

1.1.2 Programacion dindmica

El término programacion didmica se refiere a una colecciéon de algoritmos que pueden usarse
para calcular politicas optimas a partir de un modelo perfecto del entorno, como un MDP.
Los algoritmos clasicos de DP son de limitada utilidad en el aprendizaje reforzado debido a su
suposicién de un modelo perfecto y su gran costo computacional, pero siguen siendo importantes
teoricamente [4].

La idea principal de la programacién dindmica, y del aprendizaje reforzado en general, es el uso

de funciones de valor para organizar y estructurar la busqueda de politicas adecuadas.

Iteracién de la funcién de valor

Las técnicas de iteracién de la funcién de valor usan la ecuacién de optimalidad de Bellman
para calcular una funcién de valor 6ptima de forma iterativa, a partir de la cual se deriva una
politica 6ptima [10].

Sea el conjunto de todas las funciones de valor Q denotado por Q. Entonces, el mapeo de
iteracion T : Q +— Q, calcula el lado derecho de la ecuacién de optimalidad de Bellman para

cualquier funciéon Q. En el caso determinista este mapeo estd dado como:

[T ()] (xp, ) = 7 (2x, ug) + yming (2441, u) (1.21)

10
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El algoritmo de iteracién inicia en una funcién arbitaria, gy, y en cada paso k actualiza la funcién

q usando:

@1 =T (qx) (1.22)

Es posible mostrar que 7" es una contraccién con factor v < 1 en la norma infinito, es decir,

para cualquier par de funciones ¢ y ¢/, es cierto que:

17 (9) =T (@lloe <7 lle = ¢'ll (1.23)

Debido a que T' es una contraccién y tiene un tnico punto de equilibrio [10]. Al reescribir la
ecuacion de optimalidad de Bellman usando el mapeo de iteracién, se establece que ¢* es un

punto de equilibrio de 7" [10]:

¢ =T(q) (1.24)

Entonces, el dnico punto de equilibrio de T es en realidad ¢* y la iteracién de ¢ converge
asintticamente a ¢* conforme k — oco. Ademds, la iteracién de g converge a ¢* con una razon
de v, en el sentido de ||gr41 — ¢«llo < Vl@k — ¢l Con lo cual, una politica 6ptima puede ser

calculada de ¢* como:

h* (s) € argmin ¢* (x, u) (1.25)

En el Algoritmo 1 se muestra el proceso de iteracién de la funcién q.

Algoritmo 1 Iteracién de la funcién de valor para un MDP

Entrada: Modelo MDP, funcién de recompensa r, factor de descuento

1: Inicializar a la funcién ¢, por ejemplo, gg < 0

2: repetir {en cada iteracién k =0,1,2,...}

3:  para cada par (z,u) hacer

4: Qo1 (T, ur) — 7(Tp, Up) + Y MAXy, @ (Tpgr, u)
5. fin para

6: hasta que q;1 = ¢

Salida: ¢* = ¢,

El resultado anterior s6lo garantiza la convergencia asintética de la iteracién de g, entonces el cri-
terio para detener el Algoritmo 1 sélo se satisface asintéticamente. En la préctica es importante

garantizar el desempeno del algoritmo cuando se detiene después de un nimero finito de itera-

11
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ciones. Es posible detener la iteracién de ¢ cuando la dierencia entre dos funciones ¢ consecutivas

sea igual o menor que una cota determinada, eg; > 0, es decir, cuando ||gr+1 — @l < €01

1.1.3 Aprendiaje reforzado

El aprendizaje reforzado implica aprender qué hacer, es decir, como mapear situaciones a ac-
ciones, para optimizar una sefial de recompensa numérica. En RL no se indica al .*prendiz" (agente)
que acciones tomar, sino que debe descubir que acciones producen la mayor recompensa por
prueba y error. En los casos mds interesantes y complejos, las acciones no sélo afectan la rec-

ompensa inmediata, sino también a las situaciones futuras y sus recompensas [4].

En el aprendizaje reforzado la idea principal es capturar los aspectos mds importantes del
problema real para alcanzar un objetivo. El agente deberd ser capaz de medir, hasta cierto

punto, los estados del entorno y tomar acciones que influyan en ellos.

Sutton y Barto [4], establecen que a diferencia del aprendizaje supervisado, en RL no se aprende
de un conjunto de datos provistos por un supervisor externo con conocimiento de la tarea a
resolver. En el aprendizaje supervisado, el objetivo es que el sistema generalice su respuesta
para que actie correctamente en situaciones no presentes en el conjunto de entrenamiento. Sin
embargo, este método no es adecuado para aprender de la interaccién. En problemas interactivos
es comunmente impréctico obtener ejemplos del comportamiento deseado que sean correctos y
representativos para todas las posibles situaciones. El objetivo en RL es que en un terreno

desconocido, el agente sea capaz de aprender apartir de su propia experiencia.

Asi mismo, el aprendizaje reforzado busca optimizar una senal de recompensa en lugar de
tratar de encontrar una estructura oculta en colecciones de datos, provenientes de ejemplos de
comportamientos concretos, como se hace generalmente en el aprendizaje no supervisado. Por
esto, se considera al aprendizaje reforzado como un tercer paradigma del aprendizaje automatico,
junto al aprendizaje supervisado y el aprendizaje no supervisado [4].

Uno de los retos més grandes que se enfrentan en RL, y no en otros tipos deaprendizaje, es el
equilirbio entre exploraciéon y explotacién. Para obtener una mejor recompensa, un agente de
RL debe elegir las acciones que ha probado en el pasado y han resultado efectivas. Sin embargo,

para descubrir esas acciones, tuvo que probar acciones que no habia elegido antes.

12
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1.2 Estado del arte

Las técnicas de control desarrolladas para robots completamente actuados no aplican direcat-
mente en el caso de sistemas mecdnicos subactuados. Por lo que se han desarrollado algoritmos
estabilizantes para sistemas subactuados, debido al interés de estabilizar sistemas como barcos,
vehiculos submarinos, helicépteros, aviones, satelites y robots mdéviles, los cuales son subac-
tuados por diseno. Ademads, ante fallas en los actuadores es necesario implementar soluciones
mediante software ya que son mds econémicas que el uso de actuadores redundantes [6].

El desarrollo de estos métodos estd centrado en obtener técnicas de control generales para
sistemas subactuados no lineales. Sin embargo, este objetivo es dificil de alcanzar y en su lugar
se busca estabilizar ciertas clases de sistemas mecdnicos. Para esto los investigadores se han
enfocado en sistemas mecédnicos simples, entre los cuales destacan como puntos de referencia
en laboratorios de control automédtico el péndulo invertido, el péndulo invertido rotativo, el
pendubot, el manipuldor planar con resortes en los eslabones, el péndulo dirigido por una
rueda giratoria, el sistema barra esfera, entre otros. Aunque son ejemplos de sistemas mecanicos

simples, representan un reto para el diseno de esquemas de control [5].

1.2.1 Control del péndulo invertido rotativo

Debido a que el péndulo invertido rotativo es un sistema altamente no lineal, de fase no minima,
de estructura simple, multivariable e inestable es comumente utilizado para validar la eficacia
y el desempeno de muiltiples algoritmos de control [5].

De acuerdo con Hamza [13], en la literatura se han abordado 4 objetivos de control del péndulo

Furuta, los cuales son:

1. El balanceo del péndulo, el cual consiste en llevar al péndulo del equilibrio estable hasta

el equilibrio inestable.

2. La estabilizacién del péndulo, es decir, regular la posicién del péndulo para mantenerlo

en el equilibrio inestable.

3. El diseno de un control por conmutaciéon que permita la accién del control de balanceo y

la estabilizacion del péndulo.

13
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4. Seguimiento de trayectoria, en donde se busca que el brazo siga una trayectoria variante

en el tiempo, mientras que el péndulo permanece en el equilibrio inestable.

La motivacion inicial del estudio del péndulo invertido proviene de la necesidad de controladores
para equilibrar a los cohetes durante su despegue. Los cohetes son altamente inestables durante
el lanzamiento, por lo cual se requiere de estrategias que mantegan al sistema en la posicién

vertical [14].

Control lineal

Algunas de las estrategias que han demostrado un buen desempeno al controlar al péndulo
Furuta, son los esquemas de control en cascada, debido a que permiten atenuar el efecto de las
perturbaciones y mejoran la dindmica en lazo cerrado [15]. Los esquemas de control PID son
extensamente utilizados en aplicaciones industriales debido a la simplicidad de su estructura y
a que existen métodos de sintonizacién que no requieren conocimiento del modelo del sistema.
Sin embargo, en sistemas altamente no lineales, sujetos a incertidumbre, es dificil obtener un
buen desempeno.

Chawaphan, Aung y Maneetham [16], analizaron la robustez y capacidad del controlador PID
para balancear al péndulo hasta una regién cercana a la posiciéon vertical. Propusieron un
controlador para la parte actuada y otro para el péndulo, tal que sumaron las respuestas para
obtener la senal de control. Realizaron simulaciones del péndulo rotativo y el péndulo montado
sobre un carro y sintonizaron los controladores mediante prueba y error. Observaron que, aunque
el controlador es capaz de balancear al péndulo bajo condiciones nominales, carece de robustez
ante perturbaciones externas.

Adharsh et. al. [17], desarrollaron un modelo no lineal del péndulo Furuta. Mediante anélisis
determinaron que no es posible estabilizarlo con un sélo controlador y utilizaron dos PID en
paralelo, debido a que el comportamiento del brazo y el péndulo son completamente diferentes.
Establecieron como criterios de diseno un sobretiro méximo de 10 %, un tiempo de subida
menor a 1 s y tiempo de asentamiento menor a 5 s. Concluyeron que el esquema propuesto fue
suficientemente robusto para estabilizar al péndulo y al brazo en 0°.

Nath y Mitra [18], disenaron un control por retroalimentacién de estados mediante asignacién

de polos y anadieron un integrador para eliminar el error en estado estacionario, debido a que en
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la retroalimentacion sélo intervienen las acciones proporcional y derivativa. Al implementar el
controlador en el sistema fisico el error en estado estacionario se mantuvo dentro de una banda

del 0.5 %.

En [19], propusieron un controlador PD basado en energia para invertir al péndulo Furuta y
para estabilizarlo implementaron un LQR. Mediante simulaciones observaron que el controlador
PD logré aproximar al péndulo al equilibrio inestable con 5 balanceos. Mientras que en el equipo
fisico el control PD requirié m&s balanceos para invertir el péndulo debido a que no consider-
aron a la friccién en el diseno. Con respecto a la estabilizacién destacaron que se produjeron

oscilaciones sostenidas en el estado estacionario.

Sainzaya et. al. [20], utilizaron un controlador basado en energia para balancear al péndulo
rotativo y un LQR para estabilizarlo. Propusieron implementar un controlador PID dependiente
de la velocidad del péndulo para mejorar la respuesta del LQR. Destacaron que esta modificacién
proporcioné una mayor robustez ante perturbaciones; sin embargo, el LQR sigue dependiendo

de una region lineal para garantizar la estabilizacién del péndulo.

Furuta, Yamakita y Kobayashi [7,8], consideraron el problema de balanceo y estabilizacion del
péndulo invertido rotativo mediante algoritmos basados en el espacio de estados. Para el bal-
anceo del péndulo compararron un controlador por prealimentacion con una secuencia de control
bang-bang contra una retroalimentaciéon de estado tipo bang-bang. Para la estabilizacion usaron
un LQR. Asumieron que los pardmetros del sistema se mantuvieron constantes y anadieron una
masa de 15 ¢ en el extremo final del péndulo, como incertidumbre paramétrica. Sin la variacién
paramétrica ambos controladores tuvieron un buen desempeno y el balanceo fue exitoso en am-
bos casos. Al anadir la masa de 15 g el controlador feedforward no logré realizar el balanceo y

la variante por retroalimentacién tuvo un desempeno satisfactorio.

Xu, Iwase y Furuta [21], abordaron el problema de balanceo del péndulo en tiempo 6ptimo.
Destacaron que muchas de las soluciones de optimizacién en tiempo son dificiles de calcular en
una implementacion fisica, como el Principio del Méximo de Pontryagin. Destacaron el uso de
técnicas de optimizacién no lineal para resolver el problema planteado. Mediante simulaciones
compararon al método propuesto contra un controlador basado en energfa y concluyeron que el
control 6ptimo produjo una respuesta mas rapida. Ademds, implementaron el método diseniado

en el sistema fisico con un LQR, para estabilizar al péndulo. Al anadir una masa al extremo
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del péndulo el controlador mantuvo un buen desempeno Concluyeron que el diseno no sélo
demostré un buen seguimiento de trayectoria, si no que volvié al sistema menos sensible a la

incertidumbre paramétrica.

Paredes, et. al. [22], propusieron combinar la optimalidad del LQR con la robustez de un contro-
lador de estructura variable (VSC), tal que se obtenga una respuesta estable y menos suceptible
a perturbaciones externas e incertidumbres. Disenaron un LQR y el VSC para sumar ambas
seniales de control. Para el VSC optaron por un control por modos deslizantes (SMC) que uti-
liz6 al vector de error y la ganancia de retroalimentaciéon 6ptima del LQR como superficie de
deslizamiento. Reemplazaron a la funcién signo por la funcién sigmoide para reducir el castaneo.
Compararon al esquema propuesto contra un LQR, en donde el VSC-LQR produjo la respuesta
méas rapida y con menor sobre tiro. Simularon un caso de variacién de pardmetros en donde
comprobaron que el SMC mejoré la robustes del LQR. Al implementar ambos controladores en
el sistema fisico llevaron manualmente al péndulo a la posicién vertical superior y los contro-
ladores lo estabilizaron. Al aplicar una perturbacién tipo escalén comprobaron que el LQR no
logré estabilizar el péndulo, mientras que el VSC-LQR produjo menores sobretiros y mantuvo
al péndulo cercano al equilibrio. Al anadir una masa al extremo del péndulo el LQR produjo

mayores sobretiros. Por lo que el esquema VSC-LQR demostré mayor robustez.

Pandey y Adhyaru [23], disenaron un controlador robusto para el péndulo invertido rotativo,
considerando el objetivo de control de mejorar la robustez ante incertidumbre paramétrica por
el enfoque de control éptimo. Plantearon un problema de optimizacién con restricciones y lo
transformaron en un problema de control robusto al modificar el término no cuadritico de
la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman, junto con la incertidumbre del sistema. Validaron
el controlador mediante simulaciones con pardmetros constantes y ante variaciones de +30 %
al coeficiente de amortiguamiento del brazo actuado. El LQR robusto mantuvo al péndulo
equilibrado con pardmetros constantes y distintas condiciones iniciales. Ante la incertidumbre el
controlador mantuvo al péndulo cerca del equilibrio inestable, aunque se incrementé el sobretiro
maximo.

Los controladores H,, y Hs son una alternativa robusta a los controladores éptimos. El disenio
de este tipo de controladores requiere de diferentes funciones de costo que hacen al sistema de

control menos sensible a perturbaciones, incertidumbre y errores de modelacién [24]. En [25] im-
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plementaron un controlador basado en energia para balancear al péndulo Furuta y compararon
un LQR, con un control por retroalimentacién de estados y una combinacién de controladores
H, y H,. Durante los experimentos la retroalimentacion de estados produjo la respuesta maés
rapida, la combinacién Hs-H,, generd el menor sobretiro y las menores oscilaciones al rededor
del equilibrio. Sin embargo, la magnitud de la senal de control superé el limite del motor de cor-
riente de directa del sistema, por lo que requirieron saturar la senal. El LQR demandé la menor
senal de control, debido a que se puede penalizar mediante diseno la demanda de energfa del
controlador. Concluyeron que el LQR produjo el mejor desempeno al comparar los resultados y

el consumo de energfa.

Yu, Wang y Lu [26], disenaron un controlador robusto H,, para invertir y estabilizar al pén-
dulo Furuta. Realizaron el disenio mediante la funcién de transferencia del sistema e implemen-
taron técnicas de control robusto de orden fijo para simplificar la estructura del controlador.
Plantearon un problema de optimizacién para un controlador de primer orden y lo desarrollaron
mediante el toolbox de Matlab HIFOO (H-Infinity Fixed-Order Optimization). Compararon el
controlador obtenido contra un esquema H., estdndar, de tercer orden. Ambos controladores
cumplieron con el objetivo de control; sin embargo, comprobaron que el esquema propuesto fue
mads robusto que el controlador H,, estdndar después de anadir un accesorio rotativo al extremo

del péndulo, para introducir incertidumbre paramétrica y una perturbacién aleatoria.

Ling et. al. [27], disefiaron un controlador basado en energia para invertir el péndulo Furuta
y consideraron un modelo lineal de pardmetros variables para desarrollar un controlador que
estabilice al péndulo en el equilibrio inestable, mediante técnicas robustas de control predictivo.
Mediante anélisis determinaron la regioén en el espacio de estados en la cual el control era efectivo
para la estabilizacién y definieron la condicién de conmutacién. Validaron el esquema propuesto
mediante simulaciones. Concluyeron que durante la estabilizacién el controlador mostré no ser

sensible al comportamiento de balanceo.

Asi mismo, se ha abordado el problema del péndulo doble con la estructura del péndulo Fu-
ruta como en [28], donde propusieron un controlador H,,, disenado a través del problema de
sensibilidad combinada, para estabilizar al péndulo doble. Buscaron asegurar la estabilidad y
el desempeno robustos del sistema ante incertidumbres y perturbaciones. Validaron mediante

simulaciones y experimentos en el equipo fisico al esquema desarrollado contra un LQR. En la
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primera simulacién con pardmetros constantes el LQR demostré un mejor desempeno. Al anadir
una variaciéon de 10 % al momento de inercia del brazo y el péndulo el control robusto redujo el
tiempo de asentamiento y no presenté sobretiros. Ante una perturbacién de 0.0349 rad a ambos
péndulos después de 10 segundos en posicién vertical, ambos controladores equilibraron los pén-
dulos corectamente. Aunque, el control robusto redujo el sobretiro y el tiempo de asentamiento
posterior a la perturbacién. Finalmente, en el equipo fisico sin perturbaciones ambos métodos
mantuvieron al sistema con oscilaciones de +0.01 rad al rededor del equilibrio. Al aplicar una
perturbacién al péndulo interno, el LQR no logré estabilizar al sistema y el control robusto
generd logré estabilizar el sistema en poco tiempo.

Zhang y Dixon [29], disefiaron un controlador por retroalimentacién de estados no minimos,
también conocido como control Proporcional-Integral-Mas (PIP), junto con un integrador anti
windup para estabilizar al péndulo Furuta. Disenaron el algoritmo en el dominio s y realizaron
un proceso de optimizacién iterativo con una funcién de costo, que consideré la suma de los
valores propios normalizados en lazo cerrado. De esta forma hallaron los valores propios de una
regién seleccionada y determinaron el control globalmente 6ptimo. Destacaron que una cualidad
del control PIP es la robustez. Sin embargo, no es posible omitir el esquema anti windup debido
a que el controlador posee un integrador y el error de posicion del péndulo es grande ante la

condicion inicial en la posicién vertical inferior.

Control no lineal

El control por modos deslizantes (SMC) es una estrategia comunmente utilizada debido a que
su proveé la robustez necesaria al controlar sistemas no lineales ante la presencia de pertur-
baciones e incertidumbre [30]. En [31], analizaron el desempeno del sistema en las tareas de
balanceo y estabilizacién utilizando tinicamente el control por modos deslizantes. Disenaron dos
controladores, el primero para balancear el péndulo y el segundo para mantenerlo en el equilib-
rio inestable. Compararon los controladores propuestos contra un esquema PD-LQR, donde el
controlador PD se utiliz6 para balancear al péndulo y el LQR para estabilizarlo. Los resultados
mostraron que el SMC produjo una respuesta méds rapida en el balanceo y mayor robustez ante
perturbaciones, durante la estabilizacién. Sin embargo, reemplazaron a la funcién signo por una

funcién sigmoide para reducir el efecto de castaneo.
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Wadi, Lee y Romdhane [32], disenaron un controlador no lineal basado en modos deslizantes
para el péndulo Furuta ante perturbaciones externas. El algoritmo fue diseniado a partir de
las ecuaciones de movimiento del sistema. Realizaron simulaciones en las cuales introdujeron
perturbaciones e incertidumbre asociada al modelo y los instrumentos de medicién. Compararon
al controlador contra una retroalimentaciéon de estados. Concluyeron que el SMC produjo un
menor sobretiro y tiempo de asentamiento, asi como una reduccién en la senal de control. Sin
embargo, reemplazaron a la funcién signo por la funcién tangente hiperbdlica para reducir el

castaneo.

Mientras que en [33], disefiaron un controlador basado en energia para el balanceo del péndulo
Furuta y compararon a un SMC contra un LQR en la estabilizacién. Por simulaciones observaron
que la senal de control mds suave se produjo con el LQR, en donde la respuesta del sistema fue
mds rapida y con un menor sobretiro. Mientras que el control por modos deslizantes proporcioné
mayor robustez ante la incertidumbre paramétrica y perturbaciones; sin embargo, se utilizé una

regla de aproximacién de orden fraccional para atenuar el castaneo.

Srivastava et. al. [34], presentaron el diseno de un controlador por modos deslizantes de segundo
orden para el péndulo invertido rotativo. Utilizaron el algoritmo super-twisting para disenar el
controlador. Compararon mediante simulaciones al control propuesto contra un SMC de primer
orden y un LQR. Anadieron una perturbacién sobre el canal de la senal de control, con el objetivo
de comparar la robustez de los tres métodos. El LQR fue incapaz de compensar la perturbacion
y produjo oscilaciones sostenidas en la posicién del péndulo. Los métodos basados en modos
deslizantes rechazaron la perturbacién y mantuvieron al péndulo en la posicién vertical. Aunque,
el algoritmo super-twisting produjo un menor sobretiro y tiempo de asentamiento; ademsds, la
senal de control asociada al método de segundo orden presenté un menor castaneo que el SMC

de primer orden ain con la funcién signo.

Park y Chwa [35], presentaron un controlador por modos deslizantes acoplados para el péndulo
invertido sobre un carro y un péndulo Furuta. El esquema consiste en tomar una superficie de
deslizamiento para el subsistema actuado y otra para el subsistema no actuado, para forzar
su acoplamiento y asf generar una dindmica cero. Disenaron controladores para dos casos, en
el primero se abordé la estabilizacion asintética del péndulo y en el segundo se propuso un

control de balanceo agresivo. Simularon el modelo del péndulo sobre un carro y al aplicar el
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control de balanceo el péndulo se invirtié sin completar un balanceo y se mantuvo la estabilidad
asintética al equilibrarlo. Posteriormente, implementaron el controlador disenado en el péndulo
Furuta fisico y el control de balanceo invirtié al péndulo en un sélo movimiento, a pesar de
la incertidumbre, errores de modelacién, ruido de medicién y fricciones no lineales, por men-
cionar algunos factores. Ademds, ante una perturbacién tipo impulso se mantuvo la estabilidad

asintotica del sistema.

Aguilar y Moreno [36], abordaron el problema de seguimiento de trayectoria del péndulo Furuta.
Propusieron un controlador basado en la técnica de linealizacién por retroalimentacién, con el
objetivo de mantener al error de seguimiento uniformemente acotado. Reescribieron al sistema
en funcién de la dindmica del error, para hallar a la senal de control adecuada. Mediante andlisis
matemdtico determinaron que el controlador disenado satisface las cualidades requeridas en el
sistema de control. Implementaron el controlador en el sistema fisico y concluyeron que el

controlador cumplié con las caracteristicas de estabilidad y robustez esperadas.

Aguilar, Gutierrez y Sossa [37], propusieron un controlador basado en energia, por el méto-
do de Lyapunov, para la estabilizacién del péndulo. Implementaron un controlador basado en
linealizacién parcial por retroalimentacién, con el cual se linealizé al subsistema actuado y pos-
teriormente hallaron una funcién candidata de Lyapunov, con la cual disenaron un controlador
estabilizante. Los resultados mostraron que el sistema en lazo cerrado es local y asintética-
mente estable al rededor del equilibrio inestable con un dominio de atraccién computable por
el Teorema de invarianza de LaSalle. Concluyeron que el dominio de estabilidad depende de los
pardmetros fisicos, por lo que no es recomendable incrementar el dominio cuando el largo del

brazo es pequeno en comparacién con el péndulo.

Furuta, et. al. [9], propusieron un controlador adaptable de estructura variable basado en el
modelo no lineal del péndulo rotativo para el control de posicién. Combinaron el concepto de
sistema de estructura variable (VSS), identificacién adaptable y control no lineal. Compararon al
controlador propuesto contra un LQR ante diferentes condiciones iniciales. El esquema adaptable
garantizo la estabilidad en una regién méds amplia que el control 6ptimo, al no estar basado en
un modelo linealizado. Introdujeron una modificacién en la regla de adaptacién para mejorar la
robustez del controlador ante perturbaciones, ya que al implementar el controlador en el sistema

fisico detectaron que el sistema se vuelve inestable cuando se aplica una perturbacién en los
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pardmetros y no se estiman.

Yamakita et. al. [38], consideraron el problema de balancear al péndulo Furuta doble. Para
esto disenaron un controlador basado en la energia y un algoritmo basado en un ciclo limite, el
cual demostré ser méas robusto ante incertidumbres. Mencionaron, que al ser un péndulo doble
posee 5 estados de equilibrio. Por lo que, mediante los experimentos realizados concluyeron que
al llevar al péndulo hasta la posicién vertical superior mediante los equilibrios intermedios se

obtiene una respuesta maés robusta que al realizar el cambio de forma directa.

Mientras que en [39], propusieron un controlador a partir del problema del regulador por retroal-
imentacién de estado (SFRP), para el cual hallaron una solucién aproximada mediante el méto-
do de modos deslizantes. Validaron el controlador mediante experimentos en donde variaron
los valores nominales de la longitud del brazo y el péndulo, asi como de la masa del péndulo.
Compararon la respuesta del esquema propuesto contra un regulador no lineal y no robusto.
Destacaron que una de las ventajas de utilizar los modos deslizantes es que se mantiene acotado
al error de seguimiento; ademds, el controlador proporcioné un buen desempeno al balancear al

péndulo, a pesar de la incertidumbre, errores de modelacién y perturbaciones externas.

Ordaz y Poznyak [40], abordaron el problema de estabilizacién robusta y adaptable del péndulo
Furuta al rededor del equilibrio inestable. Consideraron como desconocido al modelo dindmico
del sistema, asi como a las perturbaciones externas. El andlisis de estabilizacién se realizé a
partir del método de elipsoides atractivas (AEM), con una modificacién para utilizar informacién
obtenida en lfnea. Implementaron el controlador en simulaciones computacionales y observaron
que si se satisface la condicién de excitacién persistente regularizada, el método propuesto
mantendria a las trayectorias del sistema dentro de la elipsoide de tamano minimo. Al comparar
el desempeno contra el AEM tradicional determinaron que la mejoria en el desempeno fue

sustancial.

Pujol, Mobayen y Acho [41], destacaron que la implementacién en tiempo real de sistemas de
control implica tomar en cuenta problemas como la incertidumbre, variacién de pardmetros, per-
turbaciones externas y la presencia de retardos en la retroalimentacién. Por lo que abordaron un
retardo aleatorio en la medicién de la posicién del péndulo Furuta y diseniaron un controlador
robusto dependiente del retardo, basado en la teoria H,, y las desigualdades lineales matriciales

(LMI). Implementaron una perturbacién sobre la base en la que se encuentra el sistema y bus-
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caron compensarla. Lo resultados mostraron que el controlador fue capaz de atenuar dindamicas

aleatorias y perturbaciones externas, diferentes a las evaluadas en otros trabajos.

Control inteligente

Los controladores basados en 1égica difusa son comunmente utilizados en sistemas no lineales,
debido a que es facil incorporar el conocimiento experto sobre el sistema en el control, tienen
una menor dependencia del modelo del sistema, son robustos y es ficil modelar las reglas que
requieren. Sin embargo, es dificil garantizar la estabilidad general de un controlador difuso [13].
Atn asi, diferentes tipos de controladores han sido desarrollados para el péndulo Furuta.
Oltean [42], abordé los problemas de balanceo y estabilizacién del péndulo rotativo. Para el
balanceo propuso un esquema PD en cascada, en donde el lazo interno realiza el control de
posicién del brazo; mientras que el lazo externo especifica la trayectoria deseada en el brazo para
balancear el péndulo. Para la estabilizacién utilizaron un regulador PD difuso. Tomaron como
entradas para el sistema difuso al error de posicién del péndulo y la derivada del error. La salida
fue la senal de control. Utilizaron como sistema de inferencia al método Min-Max. Simularon
el controlador y requirié 4.5 s para invertir al péndulo, donde el esquema PD difuso fue capaz
de estabilizarlo. Aplicaron una perturbacién tipo impulso, de amplitud 10° y periodo de 4 s.
El controlador propuesto fue suficientemente robusto para mantener al péndulo equilibrado en
presencia de incertidumbre y perturbaciones.

En [43], propusieron un esquema de control no lineal, basado en la metodologia Backstepping,
combinado con un sistema difuso fuera de linea para equilibrar al péndulo invertido rotativo.
Implementaron un sistema neuro-difuso para estimar la salida del controlador Backstepping,
utilizando los estados como entradas. La senal de control consté de la suma del par estimado
més la respuesta del controlador no lineal. Mencionaron que el bloque Backstepping se utilizé
para recolectar pares de datos de entrada y de salida, tal que el sistema neuro-difuso se utiliz6
como un Sistema de Inferencia Neuro Difuso Adaptable con tres funciones de membresia de tipo
campana para cada entrada y 81 reglas disenadas. Al simular el sistema observaron que logré
invertir al péndulo en 2.5 s con una senal de control muy grande. Al acotarla en £6 V notaron
que el controlador sélo era efectivo en la regién de +35.2° del equilibrio inestable. Sin embargo,

la combinacién propuesta mejoré el desempeno del controlador.
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Ghorbani, Aliyari y Teshnehlab [44], desarrollaron un controlador tolerante a fallas para el pén-
dulo rotativo con sincronizacién de caos, usando una senal cadtica como referencia. El esquema
consté de un LQR y un PID difuso. El LQR estabilizé al sistema cerca del punto de operacién
y el PID difuso realizé el seguimiento de la senal cadtica. Las ganancias del controlador PID se
sintonizaron con el método del centroide para la defuzzificaciéon. Mediante simulaciones y la im-
plementacién en el sistema fisico comprobaron que el esquema propuesto mejoré el desempeno

del sistema.

Li [45], propuso implementar un controlador difuso compuesto (CFC), del tipo Mamdani, para
lidiar con la tarea de estabilizacién del péndulo Furuta. El método desarrollado consta de 2
controladores PD difusos con dos entradas y una salida, en donde uno de los controladores estd
enfocado al brazo y el otro al péndulo. Un tercer controlador difuso realiza la composicién de las
respuestas de los controladores PD para generar la senal de control. En los experimentos llevaron
al péndulo a una posicién cercana al equilibrio de forma manual para que el CFC interviniera
directamente. Concluyeron que el método propuesto es en esencia una retroalimentaciéon de

estados, por lo que el controlador garantiza la estabilidad del sistema.

Nguyen et. al. [46], consideraron el problema de estabilizacién y desarrollaron un controlador
super-twisting continuo basado en ldgica difusa. Propusieron una superficie de deslizamiento
que considerd a la posicién y velocidad del brazo y el péndulo. Las ganancias del algoritmo
super-twisting se calcularon mediante légica difusa. Utilizaron la metodologia Min-Max para el
sistema de inferencia y el método del centroide para la defuzzificacion. Compararon al método
propuesto contra un SMC y un SMC desacoplado. El esquema disenado presenté una respues-
ta mds rdpida y el menor castaneo en senal de control. Ademds, evaluaron su robustez ante
incertidumbre y perturbaciones, donde el algoritmo respondié rapidamente para mantener al

péndulo equilibrado.

Diferentes algoritmos evolucionarios han sido propuestos para optimizar el proceso de sin-
tonizacién de controladores tales como el PID, entre los cuales destacan los algoritmos genéticos
(GA) y la optimizacién por enjambre de particulas (PSO), entre otros [47].

Hamza, Yap y Choudhury [13], desarrollaron un controlador PD difuso de tipo 2 en cascada

para el péndulo Furuta. Utilizaron algoritmos genéticos (GA) y optimizacién por enjambre

de particulas (PSO) para optimizar los pardmetros del controlador. Como caracteristicas de
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diseno utilizaron al error en estado estacionario, tiempo de asentamiento, tiempo de subida,
sobretiro méximo y senal de control. Simularon el sistema y realizaron pruebas en el sistema
fisico ante perturbaciones en la senal de control, variaciéon de pardmetros y ruido de medicién.
Los resultados mostraron que al usar GA se redujo el error en estado estacionario; mientras que
con PSO se redujo el sobretiro, tiempo de asentamiento y senal de control. Concluyeron que es

un esquema prometedor para otros sistemas no lineales e inestables.

Alarcén y Munoz [48], disenaron un esquema de control capaz de invertir al péndulo Furuta
con una cantidad minima de balanceos y de minimizar la tensiéon suministrada en la etapa de
estabilizacién. El control del balanceo fue un conjunto de reglas que consideran a la posicién
y el signo de la velocidad del péndulo, asi como al esfuerzo de control méaximo y asignan una
senal de control. Propusieron 5 regiones dentro del movimiento del péndulo, 4 corresponden
al balanceo y 1 a la estabilizacién. Contemplaron 8 posibles valores de tensién. Utilizaron un
algoritmo genético para definir los valores de la senal de control y plantearon un problema de
optimizacién. Obtuvieron un conjunto de reglas que invertieron al péndulo con un balanceo.
Al reducir el esfuerzo de control méximo se incrementé el mimero de balanceos para invertir el

péndulo. Sin embargo, concluyeron que el algoritmo permite simplificar la tarea de estabilizacion.

Hassan y Mobayen [47], disefiaron controladores para equilibrar el péndulo Furuta a partir de
algoritmos genéticos, optimizaciéon por enjambre de particulas y optimizacién por colonia de
hormigas (ACO). Disenaron una funcién de costo a minimizar, considerando al sobretiro, el
tiempo de subida, el tiempo de asentamiento, el error en estado estacionario y la energia de
control. Propusieron esquemas PID que serian sintonizados a través de los algoritmos evolu-
cionarios. Realizaron simulaciones y experimentos en el sistema fisico. Evaluaron la robustez
y eficacia de los controladores ante variaciones de pardmetros, ruido de medicién y perturba-
ciones en la carga. El controlador ACO-PID produjo una respuesta mé&s fina y robusta ante

perturbaciones, indicando que el algoritmo ACO tiene una convergencia mas répida.

De igual forma, las redes neuronales resultan atractivas en el control de diferentes sistemas
dindmicos, debido a sus propiedades de aproximacién y robustez que han demostrado en simu-
laciones y aplicaciones en tiempo real [49]. En [49], disenaron un controlador adaptable basado
en redes neuronales para el péndulo Furuta. Lo disenaron para controlar al péndulo en estado

estacionario y ante la presencia de perturbaciones externas. Implementaron 2 redes neuronales,
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usando el error de seguimiento filtrado en el lazo de control. La primera red se us6 para aprox-
imar el control equivalente en linea. La segunda red se usé para minimizar las oscilaciones y el
tiempo de respuesta al encontrar la senal de control 6ptima. Mediante el método directo de Lya-
punov hallaron las reglas de aprendizaje de ambas redes. Compararon mediante simulaciones al
control propuesto contra dos esquemas basados redes neuronales. El esquema propuesto produjo

un desempeno robusto y libre de fluctuaciones ante incertidumbre paramétrica y perturbaciones.

Moreno, Aguilar, Puga y Santibdnez [50], mostraron un esquema de control adaptable basado
en una red neuronal. El objetivo fue garantizar que el brazo actuado puede seguir una senal de
referencia mientras equilibra al péndulo en la posicién vertical. Propusieron una estructura sim-
ilar a la de una linealizacién por retroalimentacion, usando a la red neuronal como compensador
del modelo desconocido del sistema. La senal de control estd compuesta por la salida de la red
neuronal, una compensacién por SMC y un controlador PD. Compararon al control diseniado
contra un PID lineal, controladores PD y PID compensados por una red neuronal. Plantearon 3
experimentos, con el primero evaluaron la capacidad de cada método para el seguimiento de una
trayectoria sinusoidal del brazo en presencia de una perturbacién en el par aplicado. En el se-
gundo utilizaron una trayectoria compleja y en el tercero retomaron la trayectoria sinusoidal con
ruido Gaussiano en el par y las senales medidas. El esquema propuesto produjo una respuesta
satisfactoria, capaz de rechazar perturbaciones externas y ruido de medicién. Demostré desem-
peno en aplicaciones en tiempo real, ademds de contar con reglas de actualizacién calculadas

mediante andlisis riguroso.

En [51], presentaron un controlador por modelo de referencia, basado en redes neuronales para-
consistente recurrente (RPNN). El controlador consté de 3 RPNN, donde 2 de ellas modelaron
al brazo y el péndulo; mientras que la tercera red se enfocé en controlar al sistema durante el
seguimiento de una trayectoria. Destacaron que el tipo de funciones de activacién que utilizan
las redes neuronales paraconsistentes permiten compensar incertidumbres e informacién contra-
dictoria, lo cual las convierte en una opcién mas robusta para su implementacién en tareas de
control. Compararon al controlador disenado contra una asignacién de polos, tal que los resul-
tados mostraron mayor robustez, estabilidad y menor esfuerzo de control al utilizar las RPNN

que el método clésico.

En [52], implementaron un regulador cuadratico lineal en combinacién con una red neuronal
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de base radial como compensador en linea. El LQR gener6 la senal de control necesaria para
balancear y estabilizar al péndulo, mientras que la red neuronal abordaba la desviacién en el
sistema cuando se alejaba del punto de equilibrio sobre el cual se linealiz6 al modelo para disenar
el LQR. Propusieron una ley de aprendizaje por segmentos de amortiguamiento para activar la
operacion de la red. Por lo tanto, con hiperpardmetros adecuados fue posible mejorar el desem-
peno del LQR cuando el sistema se alejé del punto de equilibrio. Algunas de las ventajas que
destacaron fue la rdapida reaccién del controlador ante perturbaciones externas e incertidumbre

paramétrica.

Mientras que en [53], propusieron un control basado en planeacién de trayectoria y efecto de
inercia para balancear el péndulo y estabilizarlo mediante un controlador adaptable no lineal
basado en redes neuronales. El algoritmo para el balanceo del péndulo estuvo conformado por
el seguimiento de una trayectoria tipo sinusoidal cuya amplitud incrementaba mientras que su
periodo disminufa. Mediante una condicién de balanceo, se produce la conmutacién con el con-
trol por inercia que lleva al péndulo a la posicion vertical y lo detiene inmediatamente. Para la
estabilizacién usaron una retroalimentacién de estados y una red neuronal de base radial que
actia cuando el sistema se aleja de la regién lineal. Implementaron el diseno propuesto en el
sistema fisico y lo compararon contra un esquema bang-bang con un LQR. El balanceo por iner-
cia produjo una respuesta mas rapida que el método bang-bang, el cual produjo conmutaciones
que pueden danar al motor. La red neuronal anadié robustez al sistema en comparacién con el

LQR, debido a que el control no estaba limitado a una regién lineal.

Algunas de las principales aplicaciones del RL se encuentran en los vehiculos auténomos, inge-
nierfa del control y robética, en el control de sistemas mecdnicos con dindmicas no lineales [54].
Allotta, Pugi y Bartolini [55], implementaron un controlador basado en energfa para balancear al
péndulo y un controlador basado en redes neuronales y aprendizaje reforzado para estabilizarlo.
Realizaron el entrenamiento del controlador por aprendizaje reforzado mediante simulaciones
con el modelo matematico en un maximo de 10,000 pruebas. En el sistema fisico compro-
baron que el controlador es estabilizé al péndulo en una regién de +45° del equilibrio inestable.
Ademis, disenaron un LQR capaz de estabilizar al péndulo en la misma regién. El control
inteligente presenté un mejor desempeno al estabilizar el péndulo, aunque el LQR provocé os-

cilaciones de menor amplitud en el brazo actuado. Asociaron estos resultados al modelo dindmico
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utilizado durante el entrenamiento.

Guida, Manrique, Camilo y Pappalardo [54], desarrollaron un controlador no lineal mediante el
enfoque de aprendizaje reforzado, para el problema de balancear el péndulo Furuta en presencia
de friccién seca como funcién de las fuerzas de reaccién instanténea. La funcién de recompensa
en el proceso de optmizacion presenté senales continuas y dispersas. Ademds, el aprendizaje
se realiz6 mediante el algoritmo de gradiente profundo de politica determinista (DDPG). Al
realizar simulaciones computacionales con el esquema propuesto, observaron que el algoritmo
demostré ser suficientemente general como para trabajar con un sistema con un modelo de
friccién preciso.

Mientras que en [56], propusieron un sistema de control Hardware-in-the-loop (HIL) en tiempo
real que permitié entrenar y probar el algoritmo de aprendizaje reforzado profundo mediante
simulaciones y posteriormente implementarlo en un sistema fisico. Utilizaron un esquema de
doble red-Q profunda (DDQN) con un algoritmo de aprendizaje reforzado que prioriza la repro-
duccién de experiencias, para implementar al agente. Definieron 21 acciones para balancear y
equilibrar al péndulo de forma suave durante los experimentos en el péndulo fisico. Realizaron
una comparacién del DDQN contra una red-Q profunda (DQN) y observaron que el algoritmo
que prioriza la reproduccién de experiencia eliminé la sobreestimacién de Q y redujo el tiempo
de entrenamiento. Validaron al método propuesto contra esquemas de control cldsico y difer-
entes algoritmos de aprendizaje refozado. Los resultados mostraron que al usar el DDQN con

el algoritmo propuesto, el péndulo puede ser mds rapido que con los métodos clasicos.

1.2.2 Control de sistemas mecanicos subactuados

Asi mismo, se tienen ejemplos notables del control de otros sistemas mecédnicos subactuados
como en [57|, donde disenaron un controlador PID en cascada mediante asignacién de polos,
para el problema de un péndulo invertido montado sobre un carro. El primer lazo corresponde al
control del desplazamiento del carro y el segundo al control de posicién del péndulo. Destacaron
que los polos en lazo cerrado se asignaron mediante el diseno de un LQR. Para analizar el diseno
propuesto implementaron en el sistema fisico al PID propuesto y lo compararon contra el LQR
disenado en la asignacién de polos. Invirtieron el péndulo de forma manual y observaron que el

LQR tuvo un desempenio deficiente, en comparacién con el esquema PID. Concluyeron que el
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controlador cumplié con los requerimientos de robustez esperados.

Astrom y Furuta [58], analizaron el problema de balanceo de un péndulo mediante estrategias
de control basadas en la energia. Abordaron el problema del péndulo simple y dos péndulos
montados sobre un carro. Destacaron que la aceleraciéon médxima del pivote o anclaje es el
pardametro mdas importante en esta tarea, debido a que se requiere que ésta sea al menos dos
veces mas grande que la aceleracion de la gravedad para llevar al péndulo hasta la posicién
vertical en un sélo balanceo y con dos conmutaciones en la senal de control. Por otro lado,
cuando la aceleracién méxima estd en el intervalo abierto de (% g,2g), en donde g representa
a la aceleracién de la gravedad, el objetivo se cumple en un sélo balanceo pero ahora con 3
conmutaciones de la senal de control. Concluyeron que cuando la aceleracién méxima del pivote

es menor que % g el péndulo se debera balancear varias veces.

Pueril, Yu y Sossa [59], propusieron un algoritmo de control para un péndulo invertido basado
en aprendizaje reforzado . El controlador utilizé el método de Q-Learning en un esquema PD,
tal que el sistema fuera capaz de mejorar su desempeno en linea y adaptarse a cambios en
los pardmetros. Usaron el método Q-Learning para balancear al péndulo. Ademé&s, combinaron
técnicas hibridas de Q-Learning y controladores PD. Mediante simulaciones comprobaron que el
control por RL no es capaz de invertir al péndulo en presencia de perturbaciones; mientras que
el método combinado con el controlador PD mostré una mayor robustez bajo estas condiciones.
Comprobaron que el controlador PD utilizado, tampoco fue capaz de invertir al péndulo sin el

algoritmo de RL.

En [60], se abordé el andlisis de controladores PD con modelos no lineales. Plantearon esquemas
de controladores PD en serie y paralelo, con el objetivo de controlar el sistema barra y esfera.
Incluyeron términos de compensacién no lineal en ambas arquitecturas. En el esquema serial se
anadio la compensacion a la salida del lazo interno. En el esquema paralelo sumaron la respuesta
de los controladores PD con los términos de compensaciéon no lineal. Realizaron andlisis de
estabilidad de los controladores con el modelo no lineal completo, a través del método directo
de Lyapunov. Concluyeron que la esfera se mantiene en cualquier posicién de la barra ante un
conjunto bien definido de condiciones iniciales. Los resultados experimentales comprobaron la

estabilidad y desempeno de los controladores en problemas practicos.

Galvan, Moreno, Yu y Ortiz [61], retomaron la compensacién no lineal de controladores PD,

28



CAPITULO 1. INTRODUCCION

considerando al sistema plato y esfera. El objetivo de control es regular a los servomotores que
mueven al plato para mantener a la bola en una posicién. El esquema propuesto considera dos
controladores PD, uno para el eje x y otro para el eje y. En ambos casos se agregan términos de
compensacion no lineal para generar la senal de control. Probaron el controlador propuesto me-
diante simulaciones para probar su efectividad. Posteriormente lo implementaron en el sistema
fisico y lo compararon contra el esquema sin compensacién. Concluyeron que el controlador
propuesto tuvo un mejor desempeno debido a la compensacién no lineal.

Li y Yu [62], propusieron una compensacién no lineal de controladores PD para el sistema
barra y esfera mediante redes neuronales. Consideraron un controlador PD con compensacién
no lineal exacta y aproximaron al compensador mediante una red neuronal de base radial.
Implementaron el esquema propuesto en dos sistemas barra y esfera fisicos. Sincronizaron ambos
sistemas mediante la compensacién neuronal. Mostraron que los controladores PD no lograron
sincronizar a los sistemas y llevar a las esferas a la posicién deseada; mientras que al agregar la
compensacion neuronal se produjo una mejorfa en la respuesta con un error de sincronizacién
acotado.

Hendzel, Burghardt y Szuster [63], presentaron un controlador neuronal discreto para el sistema
barra y esfera, en donde implementaron el método de aprendizaje reforzado para la actualizacién
en lfnea de una red neuronal. El controlador cont6 con un esquema PD y un término supervisor,
derivado del teorema de estabilidad de Lyapunov, para garantizar la estabilidad del sistema en
lazo cerrado. Comprobaron la eficacia del controlador mediante simulaciones computacionales.
Los resultados mostraron que el RL mejor6 y aceleré el proceso de aprendizaje, previniendo
el gasto de tiempo bajo prueba y error y eliminando la necesidad de entrenamiento previo del
sistema. Plantearon un experimento con el peor escenario, donde los pesos sindpticos comenzaran

todos con valor de 0 y atin asf el controlador mantuvo al sistema estable y a los pesos acotados.
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1.3 Objetivos

Disenar estrategias de control para equilibrar al péndulo invertido rotativo sobre el equilibrio
inestable, a partir de algoritmos de aprendizaje reforzado, para evaluar su capacidad de adap-
tarse a perturbaciones desconocidas o variaciones paramétricas, sin conocimiento de la dindmica
del sistema.

El objetivo principal se divide en objetivos particulares para facilitar su cumplimiento. Los

objetivos particulares a realizar son:

1. Investigar el estado del arte en el control lineal, no lineal e inteligente del péndulo invertido
rotativo y otros sistemas mecédnicos subactuados, para identificar problemas especificos en

donde se puede implementar el aprendizaje reforzado.

2. Desarrollar el modelo no lineal del péndulo invertido rotativo y disenar un compensador

no lineal para esquemas de controladores PD en serie y paralelo.

3. Disenar controladores basados en aprendizaje reforzado para equilibrar al péndulo inver-
tido sobre el equilibrio inestable, mediante el algoritmo Q-Learning por solucién tabular

y aproximacién con redes neuronales.

4. Disenar compensadores basados en aprendizaje reforzado para los esquemas PD en serie
y en paralelo, mediante el algoritmo Q-Learning por solucién tabular y aproximacién con

redes neuronales.

5. Comparar el desempeno de los esquemas de control PD en serie y en paralelo sin com-
pensacién, con compensacién no lineal y con los compensadores inteligentes ante una

perturbaciéon desconocida.

6. Implementar un algoritmo basado en aprendizaje reforzado para hallar en linea la solucién
de un LQR en tiempo discreto y comparar la respuesta del péndulo invertido rotativo con

la solucién aproximada contra la solucion exacta ante variacién paramétrica.
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1.4 Estructura de la tesis

Esta tesis se divide en 5 capitulos. En este capitulo se presenté un panorama general de progra-
macién dindmica, aprendizaje reforzado y su planteamiento formal, desde el punto de vista de
aprendizaje automatico. Ademads, se presenté el estado del arte correspondiente al control del
péndulo invertido rotativo y otros sistemas mecédnicos subactuados, por estrategias de control
lineal, no lineal e inteligente. En donde se incluye el uso de redes neuronales, control difuso,
algoritmos genéticos y aprendizaje reforzado.

Los capitulos posteriores se dividen como:

e Capitulo 2. Modelado y control del péndulo invertido rotativo. En este capitulo
se presenta el desarrollo del modelo no lineal del péndulo invertido rotativo, incluyendo
el modelo electromecdnico del actuador y finalmente se obtiene un modelo linealizado al
rededor del equilibrio inestable. Posteriormente se presentan los esquemas de controladores
PD en serie y paralelo. Se realiza el diseno de un compensador basado en el modelo no

lineal del sistema, mediante andlisis de estabilidad.

e Capitulo 3. Control PD compensado por aprendizaje reforzado. En este capitulo
se introduce al aprendizaje reforzado desde el punto de vista del control automaético. Se
abordan los métodos de aprendizaje por diferencia temporal y el algoritmo Q-Learning.
Ademais, se incluye la aproximacién del aprendizaje reforzado mediante arquitecturas lin-
eales y no lineales. Se presenta el algoritmo Q-Learning basado en la aproximacién por
redes neuronales. Posteriormente se realiza el diseno de controladores inteligentes basados
en la solucién tabular y por aproximacion, para el control del péndulo Furuta. Asf mismo,
se disenan compensadores inteligentes para los esquemas PD en serie y paralelo. Final-
mente, se compara su desempeno contra el compensador basado en el modelo no lineal

ante una perturbacién desconocida.

e Capitulo 4. Control 6ptimo libre de modelo por aprendizaje reforzado. Se pre-
senta el planteamiento de un problema de control éptimo y se extiende su solucién a un
marco de referencia del aprendizaje reforzado. Se presenta un algoritmo que determina en

linea la solucién de un regulador cuadrético lineal, sin conocimiento de la dindmica del
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sistema. Posteriormente, se propone evaluar al algoritmo de ante variacién paramétrica.
Se compara la respuesta obtenida por la solucién aproximada contra la solucién real del

controlador éptimo.

e Capitulo 5. Conclusiones. En este capitulo se brindan las conclusiones finales del traba-
jo realizado en esta tesis, resaltando aspectos del disenio y la validacién de los controladores

inteligentes. Asi mismo, se plantean posibles dreas de oportunidad para trabajos a futuro.
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Modelado y control del péndulo invertido rotativo

El péndulo invertido rotativo, también conocido como péndulo Furuta, es un mecanismo confor-
mado por un brazo que rota en el plano horizontal y un péndulo que rota sobre el plano vertical,
tal como se muestra en la Figura 2-1. El sistema sélo cuenta con un actuador que aplica un
par al brazo y controla indirectamente a la posicién del péndulo. Por lo tanto, es un sistema

mecdanico subactuado de dos grados de libertad.

Figura 2-1: Péndulo Furuta

El péndulo Furuta requiere menos espacio que el clasico péndulo invertido montado sobre un car-
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ro; ademads, se tienen menos dinamicas no modeladas a casusa de un mecanismo de transmision
de energia, ya que el eje sobre el que gira el brazo horizontal estd directamente unido al eje del
motor [7]. Sin embargo, este sistema es altamente no lineal debido a las fuerzas gravitacionales
y al acoplamiento entre las fuerzas centripetas y de Coriolis [64].

La posiciéon angular del brazo estd dada por € y la posiciéon del péndulo por «, ambas se
incrementa de forma positiva al rotar en el sentido de las manecillas del reloj. Ademads, « es
cero cuando el péndulo se encuentra en la posicién vertical superior. El brazo tiene longitud Ly,
masa m;y, distancia al centro de masa [; y un momento de inercia .J;. Asi mismo, el péndulo
tiene longitud Ly, masa mo, distancia al centro de masa [ y un momento de inercia Js.

Cada junta rotacional estd viscosamente amortiguada con factores de amortiguamiento by y b,
en donde by estd asociado a los rodamientos del motor y by a la uniéon de ambos eslabones.
De igual forma, se propone considerar una versién continua y diferenciable de la friccién de
Coulomb, debido a que permite evitar problemas en las simulaciones numéricas que comunmente

aparecen con los modelos discontinuos [5].

2.1 Modelado

Para el desarrollo del modelo dindmico del sistema se consideran las siguientes suposiciones [64]:

1. Se asume que el motor y el brazo horizontal estan rigidamente unidos y son infinitamente

rigidos.
2. El péndulo se asume infinitamente rigido.
3. Se asume despreciable a la inercia del rotor del motor.

4. Se tomard en cuenta al amortiguamiento viscoso y la friccién de Coulomb.

2.1.1 Cinematica

El analisis cinemético permite describir el movimiento de sistemas mecénicos sin considerar las
fuerzas y pares que lo provocan, es decir, se trata de una descripcién geométrica. La cinemaética

directa proporciona la posicién y orientacién del efector o el extremo final de un manipulador
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a partir de las variables articulares del robot, las cuales corresponden a los dngulos para juntas
rotacionales y las extensiones para juntas prismaticas [65].

Por lo que, se realiz6 el andlisis geométrico de las juntas rotacionales que se muestra en la
Figura 2-2. El lado izquierdo coresponde al plano horizontal y contiene el anélisis del brazo y la
proyeccion del péndulo sobre este plano; mientras que a la derecha se muestra al péndulo sobre

el plano vertical.

R

| i
I 1 I .
' . B “ h 6% Y
! Lisin : \ i I3 cos : \
:" RS | .
: ' T > — + ’
' i i ' P ;
\ ! T \ — K
i lysinfsina i/ 5 lysin o H
\‘\‘ Licos6 '/’ \‘\‘ ',"
Figura 2-2: Planos horizontal y vertical
Se propone considerar al vector de coordenadas generalizadas q(t) = [q1 (t), ¢2 (t)] = [0 (t), «a(t)].
Tal que la posicién del centro de masa del brazo estd dada por:
T
Tl = [-Tcla Yel, ch] (21)

con T = lycosq, Yy = l1sing; y 2z = 0. Mientras que para la posicién del centro de masa

del péndulo se tiene:

Tea = [-Tc% Ye2, Zc2]T (22)

donde x.o = Licosq — lasinq sinqo, yeo = Ly sing; + Il cos gy sings y zeo = o cos go. Al derivar

con respecto al tiempo a (2.1) se obtiene la expresién de la velocidad del centro de masa del

brazo:
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. . . T
Ve1 = [xcla Yel, ch] (23)
con Ze; = —ly 8in g1y, Ye1 = l1cos @iy ¥ 21 = 0. Al calcular v1jv., se tiene:
VeV = L1 (2.4)

Mientras que para la velocidad del centro de masa del péndulo se calcula la derivada temporal

de (2.5):

. . . T
Ve2 = [2302, Ye2, 262] (25)
con T = —Lysingiqy — la cos g1 8in gaq1 — l28in g1 €OS Gaga, Yeo = L1 cOS q1G1 — [28in g1 sin g2y +
I3 cos g1 COS q2Ga Y Ze2 = —la sin gags. Asi mismo, de vgvcg se obtiene:
ViaVea = (L + 15 8in® g2) ¢F + 2Lals cos gaddo + 153 (2.6)

2.1.2 Energia del sistema

Es posible obtener las expresiones de energia cinética y potencial de un sistema mecdnico en
términos de las coordenadas generalizadas q(t). La energfa cinética de un cuerpo rigido es la
suma de dos términos, la energfa cinética traslacional derivada por la concentracién de la masa
de un objeto en su centro de masa y la energfa cinética rotacional del cuerpo sobre el centro de

masa [65]. La energia cinética total del sistema estd dada como:

K(Q7Q):K1+KQ

Donde las expresiones que describen a la energfa cinética del brazo y el péndulo son:

1 1.

Kl == §mlchlvd+§J1q1 (27)
1 1.

Ky = §m2@£UC2+§J2Q2 (2.8)

Al sustituir a (2.4) en (2.7) y (2.6) en (2.8), se tiene a la energia cinética total como:

. : | :
(mal? + Ji + ma LT + myl5 sin® g) 47 + maLaly cos gadaga + 3 (mal + J2) G5 (2.9)

N

K (q,q) =
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Por otro lado, del marco de referencia inercial propuesto para el analisis del sistema se tiene que
la acciéon de la gravedad se produce en el eje z. Debido a que el brazo se mueve sobre el plano
horizontal, su energfa potencial es constante y se asume como P; = 0. Por lo que, s6lo depende

de la energia potencial del péndulo:

P (q) = gmals cos gy (2.10)

2.1.3 Modelo dinamico

La ecuaciones dindmicas de un sistema mecdnico describen explicitamente la relacién entre el
movimiento y las fuerzas que lo provocan. Para esto se considera a las ecuaciones de movimiento
de Euler-Lagrange, las cuales permiten describir la evolucién de un sistema mecénico [65]. Para
derivar las ecuaciones dindmicas del sistema es necesario construir su Lagrangiano, el cual estd

dado por la diferencia entre las energfas cinética y potencial:

L(q,q) = K(q,9) — P(q) (2.11)
Debido a que la energfa cinética de un sistema mecdnico es una funcién cuadratica del vector

de velocidad q [65], es posible reesribir a (2.9) como:

K(q,q) = %QTM (@)q (2.12)

donde M (q) € R**? es conocida como Matriz de inercia y deberd ser una matriz simétrica y

definida positiva para todo q € R", dada como:

M(q) = (2.13)

Jl + mll% + TTLQL% + mglg Sil’l2 (9p) mnglg COS (2
m2L1l2 COS @2 J2 + mglg

Se observa que la matriz de inercia es simétrica; ademas, determinar si es una matriz definida

positiva se deberda comprobar que todos sus menores principales son positivos, es decir:

det (ml) = Jl + mll% + mgL? + 777@[5 Sin2 q2 > J1 + mll% + mgL% >0 (214)

det (mg) = det

Jl + mllf + mgL% + m2l§ SiIl2 q2 mnglg COS @2
m2L1l2 COS (2 J2 + m2l§

= (J1 + mllf + mgLf) (Jg + mglg) + (Jg + mglg) m2l§ sin? q2 — m%L?l% cos? G2
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De donde es posible obtener:

det (M(q)) = (Jl + mllf) (JQ + mgl;) + JngL% + mglg (mgL% + Jg + mﬂg) Sin2 q(22.15)

> (L +mly) (J2+mal3) + JamyLi > 0 (2.16)

Por lo tanto, M (q) es una matriz simétrica y positiva definida para toda ¢ € R™.
Por otro lado, se sabe que las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange estdn dadas por la

expresion:
d 0 0
£ — — L(q.q) = 2.17
Tal que al considerar un sistema mecénico se tiene que:
d (0 om
i (g eted) = S+ S5 i

0 ) 8mZ _ 0P(q)
— L (q, - = 14
900 (q,q) Z e

De tal forma que se reescribe a (2.17) como:

omy;  10my; oP(q)
Zm’”‘-’ﬁz< 3 g = 219

Al intercambiar el orden de la suma y aprovechar la simetria se obtiene [65]:

Oomy;  10my;\ . . 1 (Omy;  Omy;  Omy;
_ = =3 = i ; 2.19
ZM ( o 2 0y )qqﬂ 25 ( o0, " 0q)  og. )" (219)

Donde los términos c;;;, son como los stmbolos de Christoffel y estdn definidos como:

aq@ 3%‘ gy,

Los sfmbolos de Christoffel satisfacen que para una k fija se tiene c¢;;, = cji, es decir, se tiene

Cijk =

Cia2k, = C21f €I

__10mnn __ _ _10mnn _ _ 1
Cl11 = 575¢ = Cl12 = =554, — 2h1
_ _10mi1 1 _ _
C121 = C211 = 5 aqél = §h1 C12 = C212 =0 (2.21)
om 10m
Co21 = G2 = ho Cozr = 5522 =0
con hy = myl2sin (2q3) y ha = —moLilysin (g2).
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A partir de 2.18 se observa que se tienen términos relacionados con la segunda derivada temporal
de las coordenadas generalizadas, términos cuadraticos de la primera derivada temporal de q,
en donde los coeficientes dependen de q y términos que dependen sélo de q que corresponden
a la derivada parcial de la energia potencial. Con respecto a los términos cuadraticos de la
primera derivada temporal de q se sabe que para los productos del tipo ¢;¢; con i = j son
llamados términos centrifugos y para i # j se denominan términos de Coriolis [65]. Al agrupar
los términos se obtiene la siguiente expresion:

Cla,4)q = [ ] 4 (2.22)

Co1 (22

con C (q,q) € R**? cuyas entradas estdn dadas como:

ci1 = cang +cige = %mzli Sin 24242

12 = C12141 + C221G2 = %mgli sin 2gaq1 — maL1l2 Sin gago
Co1 = C112q1 + C212G2 = —%mﬂg sin 2ga ¢y

C2 = Ci22q1 + C222q2 = 0

Por lo que la matriz de Coriolis sera:

%mzlg sin 2¢24s %mﬂg sin 2g2G1 — ma Ll sin g2qo

C(q,q) = [ (2.23)

—2myl} sin 2g2¢y 0

Propiedad 1 (Propiedad de antisimetria) Sea M (q) la matriz de inercia de un robot, con
C(q,q) definida en términos de las entradas de M (q). Entonces la matriz M (@) —2C (q,q)

serd una matriz antisimétrica, es decir, que satisface:
ZT(M(q)—2C(q,<'1))z:OVZE]R”

Demostraciéon. Al derivar con respecto al tiempo a la matriz de inercia:

M (q) _ mzlg sin 2g2qo —maLyls sin gaqo
—mnglg sin QQQ2 0

Tal que de M (q) y C'(q,q) se tiene:

: . . . . . 0 -1
M (Q) —2C (q, q) = (mglg sSin 2(]2ql — m2L112 Sin QQQQ) [ 1 0 ]
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Sea el vector z = [z, Zz]T, con 21, 2o € R, tal que:
ZT <M (q) —2C (q, C])) VAR (mglg sin 2(]qu - mnglg sin QQQQ) [2122 - 2122] =0

Por lo tanto, se concluye que M (q) — 2C (q,q) es una matriz antisimétrica. m
De igual forma, al derivar a la energia potencial con respecto al vector de coordenadas general-

izadas se obtiene al vector de pares gravitacionales:

—gmaly sin ga

G (q) = [ ! ] (2.24)

De tal forma que el modelo dindmico del robot sera:

M(@)§+C(q,9)q+G(q) =T

con T = [r1, 0] el vector de fuerzas generalizadas en donde 71 corresponde al par aplicado con
el motor de corriente directa al brazo horizontal. Ademds, se propone considerar a la friccion
como F (q) = [b1d1, bgq'Q]T, donde b, y by corresponden a los coeficientes de friccion viscosa del
motor y el péndulo, respectivamente. Por lo tanto, se reescribe al modelo dindmico del sistema

COmao:

M(q)4+C(q,4)q+G(q) =7 -F(9) (2.25)

2.1.4 Modelo electromecanico

Debido a que el péndulo Furuta utiliza un motor de corriente directa se considera el acoplamiento
entre el sitema eléctrico y el sistema mecdnico. El modelado de un motor de corritente directa
se puede dividr en subsitemas electrico y mecdnico. El subsistema eléctrico se obtiene a partir

de la ley de tensién de Kirchhoff, tal que:

L 4 R + Kpy = Vi (2.26)

donde V,, es la tensién aplicada al servomotor, i,, la corriente de armadura, K, la constante
electromotriz, R,, y L,, la resistencia e inductancia de armadura, respectivamente. Se sabe
que Ly,i,, es mucho menor en magnitud en comparacién con R,,i y K1, tal que se propone
despreciar al término L,,i,, para simplificar el modelo y considerar a la corriente de armadura

COomao:
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i = % (2.27)
La relacién entre el par y la corriente de armadura estd dada por 7y = K,,i,,, donde K,, es
la constante de par del motor. Ademads, se propone considerar a la eficiencia del motor, 7,,, la
relacién de transmicién de los engranes del servo, K, y la eficiencia de los engranes, 7,. Por lo

que el par aplicado al brazo actuado estarda dado por:

B g Ko

7 (Vo= Keloq1) (2.28)

T1

Por lo que, al reescribir el modelo dindmico del sistema en funcién de la tensién aplicada al

servomotor, se tiene:

M(q)g+C(q,q9)q+G(q) =U—-F,(q) (2.29)

donde se agrupa a los términos disipativos en el vector F,, (q) con:

b K, Ky) q
F, (@ =| 1 IntSelo) (2.30)
bago
con la tensién aplicada al motor como u = V,,, en el vector:
T
U= [ B u 0 ] (2.31)
donde:
K, K,
g = lgtellmAm gm (2.32)

2.1.5 Linealizacién del modelo

El proceso de linealizacion resulta un método eficaz para aproximar el comportamiento de un
sistema no lineal y consiste en describir su dindmica al rededor de un punto de equilibrio,
considerando que esta aproximaciéon sélo es vilida en una pequena vecindad del mismo. De
acuerdo con Khalil [66], se dice que un punto x* en el espacio de estados es un punto de
equilibrio de un sistema x = f(x), si tiene la propiedad de que siempre que el estado inicie en

el punto x* se mantendrd en el mismo punto por el resto del tiempo, es decir f(x*) = 0.
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Por lo tanto, para linealizar al modelo dindmico del péndulo Furuta 2.25 se propone considerar

al vector de aceleracion:

4=M"(a)[U~C(a,a)d— G(q) — Fy (4)] (2.33)

Con M1 (q) dada como:

M~ (q) = 2.34
V= Ger (M (a) (254
donde:
J: 12 —mo Ll
adj (M) = | 2" e (2.35)
—m2L1l2 COS (2 Jl + m1l1 + mng + m2l2 SIn” go

Con lo que se reescribe al vector de aceleracién:

_ fa1 + galu
Jaz + Gasut
Con:
fa1 _ 1 Mosey — Mizes
fas det (M(q)) | —Mayieq + Myjes
Gar | _ B Jo + myl3
Gas det (M(q)) | —maLqls cos gy
y:
€1 = _Cl1q1 - 012q.2 - (bl + BngKb) QI
ea = —C, ¢+ gmalasings — bago
Se introduce al vector de estados x = [z, x9, w3, x4]T = @1, ¢1, q2, q’Q]T para reescribir al
sistema como:
x =f(x,u) (2.36)
con:
T2
£(x,u) = | Jo T It (2.37)
Tyq
fa2 + gazu
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Se busca la representacién lineal del sistema en el espacio de estados, dada por:

of
Axt ——
X+ ou

. of
X—_

= o uw = AAx + Bu (2.38)

x* x*

Donde x* corresponde al punto de equilibrio sobre el cual se va a linealizar al sistema y con
Ax := x — x*. Se propone hallar lo puntos de equilibrio al considerar x = 0 con 0 € Ry v = 0.
De f1 y f3 en 2.37 se obtiene 23 = 0 y 2 = 0, con lo cual se reduce a f5 y fi:

—gm3L413 cos zh sin x%

0= 2.39
(Jl + mll%) (JQ + mglg) + JQmQL% + mgl% (mgL% -+ J2 + mgl%) Sirl2 q2 ( )

(1 + mal? + maL? 4+ mol} sin® a3) (gmols sin )
(Jl + mll%) (JQ + mgl%) + JQmQL% + mgl% (mgL% + J2 + mgl%) sin2 q2

0— (2.40)

Como f3 =0y f4 = 0 s6lo se satisfacen con sin 23 = 0, se tiene a x5 = n7 con n € Z. Por otro
lado, debido a que el equilibrio del sistema no depende de x4, se asume x] = nm, conn € Z. Por lo
tanto, se propone considerar como puntos de equilibrio a x* = [0, 0, 0, 0]" yx* = [0, 7, 0, 0]",
que corresponden a las posiciones vertical superior e inferior, respectivamente.

Para la linealizacién del sistema se considera al punto de equilibrio x* = [0, 0, 0, O]T en 2.38,

tal que se tiene:

0 1 0 0 0
A — 0 ax azs agu : B— by (2.41)
0 O 0 1 0
0 a2 Qa3 Gua by
con las entradas:
a _ <J2 + mglg) (bl + BngKb)
= (Jy +mal2) (Jy + mal2) + Jomy L2
o gmaLyl3
23 (Jl -+ mﬂ%) (JQ + mgl%) + nggL%
mnglng
a =
2 (J1 4+ ml2) (Jo + mal2) + Jomy L2
L — maLily (b + B, K Kp)
2 (J1 + mal2) (Jo + mal2) + JymoL?
gm2l2 (Jl + mll% -+ mgL%)
Q43 =

(Jl + mll%) (JQ + mgl%) + JngL%
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b2 (Jl + mll% -+ mgL%)

g = = (Jl + mll%) (Jz + mﬂ%) + ngzL%
by B (J2 + mal3)
(Jl + mll%) (J2 + mgl%) -+ nggL%
by = — BrmaLily

(Jl + mll%) (J2 + mglg) + nggL%

2.2 Control PD con compensacién no lineal

Un sistema no lineal es aquel cuya dindmica de entrada-salida no satisface los dos principios
de linealidad, superposicién y homogeneidad. En ingenierfa, es posible identificar dindmicas no
lineales en circuitos eléctricos, electrénicos, sistemas de potencia, sistemas mecdanicos, reacciones
quimicas, entre otros; y la forma de entender estos sistemas, en un primer acercamiento, fue a
través de modelos lineales [5].

Si bien la linealizacién permite aprender mé&s sobre el comportamiento de sistemas no lineales,

presenta dos limitaciones bdsicas [5]:

1. Al tratarse de una aproximacién en una vecindad al rededor de un punto de operacion,

s6lo puede predecir el comportamiento local del sistema no lineal.

2. Existen fenémenos no lineales que no se pueden aproximar mediante la linealizacion, co-
mo escapes en tiempo finito, miltiples puntos de equilibrio, ciclos limite, por mencionar

algunos.

Por otro lado, los controladores no lineales han tenido buenos resultados en la teorfa; sin em-
bargo, muchos de ellos son complejos y dificiles de implementar en los sistemas reales, ya que
requieren de mayor conocimiento del sistema o presentan fenémenos como el castaneo [60].
Ademais, el diseno de algoritmos de control para sistemas mecdnicos subactuados es una tarea
complicada, debido a que son altamente no lineales por el acoplamiento entre juntas y las re-
stricciones presentes que impiden comandar directamente algunas de las configuraciones del
robot [5].

No obstante, los esquemas de control PID y sus variantes han sido unos de los métodos més

utilizados a nivel industrial, debido a su estructura simple y su robustez ante condiciones de
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operacién nominales. Sin embargo, los esquemas de control PID convencionales presentan defi-
ciencias en su desempeno ante sistemas no lineales. Por lo que, se propone disenar y analizar la

estabilidad del controlador PD basado en el modelo no lineal del péndulo invertido rotativo.

2.2.1 Esquemas de control PD

El problema de control es disenar un algoritmo que compute la tensién u que se aplica al motor
del brazo actuado. Por lo que se propone introducir terminos de compensacién no lineal en un
controlador PD tradicional, que garanticen la estabilidad asintética del sistema en lazo cerrado.
Se presentan dos controladores tipo PD para el péndulo invertido rotativo, tal como se presentan

en la Figura 2-3, en donde se denota al compensador no lineal mediante 7.

Vs
+
%
Control PD C2 M) 0 Control PD C1 u Servo 4 Péndulo @
N\

Lazo externo + T Lazo interno + motor

a) Control en serie

]

]

Control PD C1
Lazo interno

u «
Servo 4 Péndulo

motor

5
<t
)

Control PD C2
Lazo externo

]

b) Control en paralelo

Figura 2-3: Esquemas de control PD

El primero se muestra en la Figura 2-3 (a) y es un controlador PD en serie, en donde el lazo
interno regula la posicién angular del brazo, dada por #, mediante el controlador C'. El lazo
externo controla la posicién angular del péndulo, dada por «, mediante el controlador Cs, para

equilibrar al péndulo en la posicién inestable a* = 0. Por lo tanto, el controlador PD en serie
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tiene la forma:

u = ky (0" —0)+ kg, (9*—9>—|—7T

9* = —kPQOé—ded

donde k,, y kq, son constantes positivas, que corresponden a los coeficientes proporcional y
derivativo para el control del motor;k,, y kg, son constantes positivas, que corresponden a los

coeficientes proporcional y derivativo para el control del péndulo. Ademds, se tiene:

° ok

0" = —kp,ée — kgyéi

Por lo que, se puede reescribir al algoritmo en serie como:

U= —kp 0 — kg0 — kp kpya — (kp kay + a kpy) & — kg kayéi 4 (2.42)

Por otro lado, el segundo controlador corresponde a un esquema PD en paralelo y se muestra en
la Figura 2-3 (b). Como se aborda el problema de regulacién, el objetivo de control es estabilizar
al péndulo sobre el equilibrio inestable, [0*, a*] = [0, 0], de tal forma que [0*, d*] = [0, 0], con
lo cual se define al algoritmo de control en paralelo como:

u=—ky0 — kg0 — kp,a — kgyoe + 7 (2.43)

Al observar a (2.42) y (2.43), es facil observar que se puede reescribir a ambos esquemas de

control como una representacién tnica, dada por:

u=—a16 — ash — aza — ascv — aséiv + (2.44)

Donde para el control PD en serie se tiene a1 = ky,, a2 = kq,, az = kp, kp,, as = kp, kg, + ka, Fp,
y as = kg, kq,. Mientras que para el control en paralelo se considera a; = ky,, a2 = kq,, a3 = ky,,

ay = kg, y a5 = 0. En ambos casos se tiene a; >0 coni=1,...,5.

2.2.2 Compensacion basada en el modelo no lineal

Se retoma al vector de coordenadas generalizadas g = [0, a]T, tal que el error de regulacién sea:

§=q —q
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donde ¢* es el vector de valores objetivo, ¢* = [0", a*]T = |0, O]T.

Es bien sabido que es posible demostrar la estabilidad de robots con controladores PD a través
del método directo de Lyapunov. Por lo que, se sustituye a la ley de control (2.44) en el modelo
completo del péndulo invertido rotativo con el servo motor, mostrado en (2.29), para obtener

la expresién en lazo cerrado:

M,(q9)d+C(q,4)4d+G(q)=Bq+D-F,(q) (2.45)
con:

M = [ 01 + 0ysin’ gy O3cosqy + 3,05

o 03 cos g2 — B,,as 04
po— | Ot B KKy + B,,02) i+ Bryaade

h I bago

B — 5ma1 5ma3 D= ) ﬁmﬂ

| Bpas 1 —Bnasi + Brazq + Go

De donde es posible determinar si M, (z) es una matriz positiva definida a través de:

det (my) = det (91 + 05 sin? q2)
= Jy +mul} + maL? 4+ myl3 sin? ¢

Z Jl +m1lf—|—m2L% >0

01 + 0ysin® gy B5cos g + f3,,a5
03 cosqa — f3,,a5 0,4

= 9104 —+ 02‘94 Sin2 G2 — (03 COS @2 + ﬁma@) (63 COS @2 — Bma5)

det (my) = det

= 0104 + 050,sin® ¢ — 03 cos® gy + (2 a2
= (i +mal}) 04+ Jama LT + 05 + 020, sin® g5 + 52 a2

De igual forma, de los menores principales de la matriz B se tiene:

det (mq) = det (8,,a1) = B,,a1 >0

con 3, >0ya >0
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det (my) = det [ B Fruts = B,a1 — 2,03

Bmas 1

Por lo que, se deberd satisfacer la condicién a; > 3,,a3 para garantizar que det (mgy) > 0 y por

consecuencia que B sea una matriz positiva definida.

Theorem 2 FEl control PD en serie o en paralelo como en (2.44) con el término de compen-

sacion dado como:

1 ) ) )
= g (b1G1 + B Ko Koy + ,,0462)

q2
By

puede garantizar la estabilidad del del péndulo Furuta (2.29), si se satisface la condicion:

(Bnasqr + g2 + gmals sin g — bage — B,,a5G1)

aq > Bmag

Demostracién. Como M,(x) y B son matrices positivas definidas, se propone la siguiente
expresion cuadrédtica como funcién candidata de Lyapunov:

) 1. R P
V(z,i) = §qTMu (9) 4+ §qTBq

Al derivarla con respecto al tiempo, se obtiene:

. ) U o
VZQTMU(Q)q+§qTMu(q)q—qTBq

Con:
M, (q)§=Bi+D—-F(q)—C(q.9)¢—G(q) (2.46)

Entonces:
y .T ~ . N 1-T' . T >~
Vi o= [Bq+D—Fu(Q)—C(q,q)q—G(Q)]+§q M, (q)¢—q" Bq
) _ ) U . N
= CIT[BQ+D—Fu<C])_G<Q)_BQ]+§C]T M, (q) —C(q,49)| ¢

= i [V @) - Clad]d+d'D — iR ) - G ()

Como M(q) y C(q, ) satisfacen la propiedad de simetria y M, (¢) = M (q), entonces:

1

50" [V (@) = Cla)| 4 =0 (247)
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Ademsis:

("D = B, — Buasiide + B,,030142 + G2
("Fu(q) = (bi+ B, KgKy + B,,02) 47 + Bnaaida + bago
¢'G(q) = —gmalysinqago
Por lo tanto, se tiene:
V' = B — Brasiide + Bmasqide + G2da
— (b1 + B KKy + B,,02) ¢ — Bn@aGida — bads + gmala sin gado
= —Bpna2di + Bmir — ¢ (bigy + B, KgKpGr + Byaado)

+Ga (8,,a3q1 + q2 + gmaly sin gz — bago — 3,,a5G1) (2.48)

Por lo que se propone a m como:

1

T = 5 (big1 + B Ky K1 + ,,04G0)
- ﬁ‘”q. (B3¢0 + G2 + gmala sin gy — bads — B,,a561) (2.49)
mY1
Con lo cual:
V < —B,,a2d; (2.50)

donde f3,,a2 > 0 permite que V sea una funcién semidefinida negativa . Por lo que, por el

método directo de Lyapunov se puede concluir que [0, a] = [0, 0] es un equilibrio estable. m

Theorem 3 FEl término de compensacion no lineal:

7 (b + B Ky Koy + B,n462)
= — =2 (B,,a3q1 + G2 + gmalasin go — bago — B,,a541)

Bmd1
a4qo sig1 =0

st g1 # 0

garantiza la estabilidad asintdtica del péndulo Furuta (2.29), si se satisface la condicion:
a; > ﬂmag

Demostracién. Para probar la estabilidad asintética se acude al teorema de invarianza de

LaSalle y se busca la regioén:

m:{ﬂﬂzvzo} (2.51)
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El conjunto invariante se obtiene del sistema en lazo cerrado cuando se asume ¢; = 0, tal que

G1 = 0y ™ = a4qo, con lo que se tiene:

(03 cos qa + B,,a5) Ga — maLilasingads + B,a1q1 + Bazqe = 0

04G2 — gmalasings + B,,a3q1 + g2 +bage = 0

Si go # 0 entonces el péndulo estarfa en movimiento y ¢s no seria constante. Por lo que se reduce

la expresién anterior:

Bmorqi + B,,a3g2 = 0

—gmalysingy + B,,a3q1 +q2 = 0

Para ¢y = 0, se tiene:

Bnarqn = 0

Bnasq = 0
Siendo facil identificar que esto sélo se satisface para [g1, g2] = [0, 0]. Por lo tanto, por el teorema
de LaSalle se puede asegurar que [q1, 2] = [0, 0] es asint6ticamente estable, es decir, se garantiza
que:

lim (t) = 0 (2.52)

Por lo que, para el péndulo Furuta con o* =0y 6* = 0, se tiene que:

lmo () = 0
th'ma(t) =0

50



CAPITULO 3

Control PD compensado por aprendizaje reforzado

En este capitulo se presenta a los sistema de control como un problema formal de los procesos de
decisién de Markov (MDP) con transiciones deterministas en tiempo discreto. Dichos conceptos
se emplean en el diseno de los algoritmos de aprendizaje reforzado para el control del péndulo
Furuta. Se aborda el problema de equilibrar la exploracién y explotacién en un espacio de estado-
accién continuo, en donde resulta imposible visitar multiples veces todos los pares en tiempo
finito. Se estudia la eficacia de los controladores inteligentes con arquitecturas tabulares y por
aproximacion mediante redes neuronales. Para esto, se presentan los métodos de aproximacion

parametrica de las funciones de valor.

3.1 Sistemas de control

El marco de los MDP es abstracto y flexible, tal que puede ser aplicado a multiples problemas en
diferentes formas. El limite entre el agente y el entorno estda dado por todo aquello que no puede
ser cambiado arbitrariamente por el agente, es decir, representa el limite del control absoluto
del agente y no de su conocimiento sobre el entorno.

Por lo tanto, es posible establecer una analogia conceptual entre un sistema de control y un
MDP, como se muestra en la Figura 3-1. Recordando que en un sistema de control, el controlador
es aquel que interactua con un sistema dindmico. El controlador recibe mediciones de los estados

del sistema y con ello determina la senal de control a aplicar.
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Tk+1 | Funcion de

|-t
recompensa
\
(o
—
Controlador Sistema
T

Figura 3-1: Sistema de control en la forma de un proceso de decisién de Markov

La dindmica del sistema, f(:), reemplaza a la funcién de transicién, p, ya que describe el
resultado de aplicar la accién uy en el estado z, en el paso de tiempo k, tal que el estado cambia

a Try1, de acuerdo con la funcién f: X xU — X

Tpy1 = f(op, up) (3.1)

Ademsds, se reescribe a la senal de recompensa, 7,1, la cual evalua el desempeno inmediato de

la accién de control de acuerdo con la funcién p: X xU — R:

Thk41 =T (xk, Uk) (3-2)

donde se asume que ||7|| ., = sup,.,, | (z,u)| es finito [10]. Recordando que la recompensa evalua
el efecto inmediato de uy en la transicién de xp a z;1 y no sus efectos a largo plazo.
Como el controlador toma las acciones a partir de mediciones de los estados, se representa a la

politica h : X — U, como:

up = h () (3.3)

Es importante senialar que dados f (-) y r (+), basta con concer el estado actual z, y la accién uy
para determinar el siguiente estado z,., y la recompensa 7 ;. Esta es la propiedad de Markov,

la cual es esencial al proveer garantias tedricas en los algoritmos de DP y RL [10].
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3.2 Aprendizaje por diferencia temporal

De acuerdo con [4], el aprendizaje por diferencia temporal (TD learning) es una idea central
y novedosa en el aprendizaje reforzado. El TD learning es una combinacién de ideas de los
métodos Montecarlo y de DP. Los métodos de TD learning pueden aprender directamente
de la experiencia, sin modelos del entorno, como los métodos de Monte Carlo. Ademads, los
métodos TD actualizan sus estimaciones basadas en otras estimaciones aprendidas, sin esperar
un resultado final, como en DP.

El aprendizaje por diferencia temporal es una forma de aprendizaje reorzado en linea, debido a
que las acciones se mejoran en tiempo real en funcién de la estimacion de sus funciones de valor
mediante la observacién de datos medidos a lo largo de las trayectorias del sistema [67].

En el paso de tiempo k + 1, los métodos de TD forman inmediantamente un objetivo y realizan
una actualizacién 1til con la recompensa observada, 7,1, y la estimacién de la funcién de

valor [4]. El método TD mads simple realiza la actualizacién como:

Vi(zg) «— V(xg) + areer + 7V (2pe1) = V (21)] (3.4)

En donde V' (1) representa a la estimacién de la funcién de valor v (zy). Es importante destacar
que la operacién dentro de los corchetes representa un tipo de error, el cual mide la dierencia
entre el valor estimado en xy y la estimacion 1 +~V (x41). Se conoce a esta operacién como

error TD, dy, y se presenta en diferentes maneras dentro del RL [4].

3.3 Q-Learning

Uno de los primeros avances en el aprendizaje por refuerzo fue el desarrollo de un algoritmo
de control por TD fuera de la politica conocido como Q-learning [68]. Q-learning es un método
libre de modelo para la iteracién de la funcién Q y es el algoritmo mas ampliamente utilizado en
el aprendizaje reforzado [10]. La funcién @) aproxima directamente a la funcién de valor éptima
q*, independientemente de la politica que se estd siguiendo. Lo cual simplificé drédsticamente su
andlisis y permiti6 las primeras pruebas de convergencia [4].

El algoritmo Q-learning inicia desde una funcién () arbitraria, )y, y se actualiza sin requerir
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un modelo, usando en su lugar la transiciéon de estados observada y la recompensa, es decir,
depende de (zg, ug, Tri1,7k11) [68,69]. Despties de cada transicién, la funcién @) se actualiza

usando la siguiente regla:

Qit1 (T, up) = Qp (T, ug) + o |71 + ijn Qr (Tpy1,u) — Qr (wr, up) (3.5)

donde «y, € (0,1}, es la constante de aprendizaje. Dentro de los corchetes se muestra el error
de diferencia temporal, d;, del algoritmo Q-learning. Es facil observar que la politica atin tiene
efecto al determinar los pares estado-accién que se visitan y actualizan. Sin embargo, todo lo
que se requiere para una correcta convergencia es que todos los pares se visiten infinitamente [4].
Conforme el nimero de transiciones k tiende a infitino, el algoritmo converge asintéticamente a
q*, si los espacio de estados y de acciones son discretos y finitos, y bajo las siguientes condiciones

69, 70]:

o0 o0
1. La suma Y a? debe producir un valor finito, mientras que la suma Y a; debe producir
k=0 k=0
un valor infinito.

2. Todos los pares estado-accién son visitados infinitamente.

La primera condicién es facil de satisfacer, por ejemplo al seleccionar [12]:

1
o = m (3.6)

con w € (1/2,1]. De donde se puede distinguir a un factor de aprendizaje lineal, con w =
1, y un factor de aprendizaje polinomial, con w € (1/2,1). De acuerdo con [10], el factor
de aprendizaje requiere ser sintonizado en la prictica, debido a que influye en el nimero de
transiciones requeridas por el algoritmo para obtener una buena solucién.

Por otro lado, la segunda condicién se puede satisfacer, entre otras formas, si el controlador
tiene probabilidad no cero de elegir cualquier accién en cada estado, lo cual se conoce como
exploracion [4]. Ademds, el controlador debe explotar su conocimiento actual para obtener un
mejor desempeno, por ejemplo, al elegir acciones codiciosas en la actual funcién de valor. Esto
representa un problema de compensacién exploracién-explotacién tipico en RL [10].

Un método clésico para equilibrar la exploracién y la explotacién en Q-learning es aplicando la

exploracién e-codiciosa (e-greedy) que elige una accién como [4]:
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e { u € argming Qy, (, ) Con probabilidad 1 — ¢, (3.7)

Accién uniformemente aleatoria en U~ Con probabilidad &,
En donde ¢, € (0,1) es la probabilidad de exploracién en el paso k. Usualmente, la exploracién
se desvanece en el tiempo, tal que la politica utilizada se convierte asintéticamente en codiciosa
y por lo tanto en 6ptima. Esto se logra haciendo que ¢; tienda a 0 conforme k crece.
Es posible definir a la probabilidad de exploracién de forma similar que al factor de aprendiza-
je, para satisfacer la segunda condicién de convergencia [4]. En el Algoritmo 2 se presenta el

algoritmo Q-learning con la exploracién e-greedy.

Algoritmo 2 Q-Learning con exploracion e-greedy

Entrada: Factor de descuento v, probabilidad de exploracién {e;},-,, factor de aprendizaje
{antiso
1: Inicializar la funcién @), por ejemplo, Qg < 0
2: Medir el estado incial xg
3: para cada paso de tiempo k£ =0,1,2,... hacer
4:  Elegir una accion, uy, usando la politica e-codiciosa (3.7)
5 Aplicar uy, medir el siguiente estado xy,1 y la recompensa 74
6:  Quy1 (Tr, ur) — Qp (T, u) + o [rp1 +yming Qi (Tpy1, u) — Qi (Tr, uk)]
7. fin para

Cabe senalar que se considera una configuracién idealizada, de tiempo infinito y no se especifica
ninguna salida de forma explicita. En su lugar, el resultado del algoritmo es la mejora del
desempeno del controlador alcanzado a través de iteractuar con el proceso. Sin emabrgo, en la
préctica, el algoritmo se dentendra después de un nimero finito de pasos. Cuando se detiene el
algoritmo QQ-learning, la funcién de valor resultante y la correspondiente politica ambiciosa se

pueden interpretar como salidas y reutilizarlas [10].

3.4 Aproximacion del aprendizaje reforzado

El aprendizaje reforzado es fruto de décadas de esfuerzo dentro de la inteligencia artificial y
el aprendizaje automédtico hacia una mayor integraciéon con la estadistica, la optimizacién y
otras dreas; entre ellas la teorfa del control, en donde, por ejemplo, algunos métodos de RL
abordan el cldsico problema de "la maldicién de la dimensionalidad", mediante aproximadores

paramétricos [10].
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Los algoritmos cldsicos de DP y RL requieren representaciones exactas de la funcién de valor y
las politicas. Sin embargo, una representacién exacta sélo se alcanza al guardar las estimaciones
del retorno para cada par estado-accién [10]. Muchos problemas en los que se busca implementar
el RL tienen espacios de estados y acciones grandes o continuos. Por lo que, no es posible hallar
una politica 6ptima o la funcién de valor 6ptima, ain en el limite infinito de tiempo y de los
datos. Por lo tanto, el objetivo cambia a encontrar una solucién aproximada en su lugar, usando
recursos computacionales limitados [4].

El problema con los espacios grandes y continuos no es sélo la memoria necesaria para las
soluciones tabulares, sino el tiempo e informacién necesaria para llenarlas apropiadamente. En
muchos de los casos, los estados visitados dificilmente serdn medidos nuevamente. Por lo que,
para tomar decisiones sensibles en dichos estados es necesario generalizar a partir de encuentros
previos con diferentes estados, que en cierto modo sean similares [4].

Por lo que, para resolver este problema de generalizacién es necesario combinar al aprendizaje
reforzado con métodos de aproximacién de funciones, los cuales toman ejemplos de una funcién
deseada e intentan construir una aproximacién de la funcién completa [10]. La aproximacién
de funciones va de la mano con el aprendizaje supervisado, el tema principal en el estudio
de aprendizaje automadtico, redes neuronales artificiales, reconocimiento de patrones y ajuste
estadistico de curvas [4].

Los aproximadores se dividen en dos categrorfas principales: paramétricos y no paramétricos.
Los aproximadores paramétricos son mapeos desde el espacio de estados al espacio de funciones
que pretenden representar [4]. El nimero de pardmetros y la forma del mapeo se asignan desde
el inicio, mientras que los pardmetros se ajustan utilizando la informacién sobre la funcién
objetivo. Por otro lado, la estructura de los aproximadores no paramétricos se deriva de la
informacién. Contrario a su nombre, los aproximadores no paramétricos comunmente tienen

pardmetros pero el nimero de pardmetros y sus valores se determinan de la informacién [10].

3.4.1 Aproximaciéon paramétrica

Considere un aproximador de la funcién de valor (), parametrizado por un vector n-dimensional,
6. El aproximador se denota por el mapeo de aproximacién F' : R” — Q, donde R" es el espacio

de pardmetros y Q es el espacio de funciones de valor @ [10]. Cada vector de parametros, 6,
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provee una representacién compacta de una funcién ) aproximada:

~

Q (z,u) = [F(0)] (x,u) (3.8)

donde [F' (0)] (z,u) denota a la funcién de valor, F' (6), evaluada en el par estado-accién (z,u).
Cabe senalar que cuando se trabaja con espacios de estados discretos, n es usualmente mucho
menor que | X|-|U|, donde la notacién |-| hace referencia a la cardinalidad de un conjunto [10].
Sin embargo, el conjunto de funciones de valor () que se pueden representar mediante I’ es
un subconjunto de Q, sélo se puede representar una funcién () arbitraria con algin error de
aproximacion, el cual debe tomarse en cuenta [12].

En general, el mapeo F' puede ser no lineal en los pardmetros. Un ejemplo tipico de un aproxi-
mador paramétrico no lineal es una red neuronal tipo feed-forward [12]. Sin embargo, un aprox-
imador paramétrico lineal de la funcién de valor @) utiliza n funciones base (BFs, por sus siglas
en inglés) ¢y,...,¢, : X x U — R y un vector de pardmetros, . Las funciones de valor @

aproximadas se calculan con:

[F(0)] (#,u) = Y _ by (2,u) O = ¢" (w,u) 0 (3.9)
k=1
donde ¢ (x,u) = [¢y, ... ,gbn]T es el vector de BFs, a las cuales también se les conoce como

carcateristicas [12].

3.4.2 Iteracién de la funcién Q

Existen métodos de RL para aproximar la funcién de valor que operan en linea o fuera de linea
o por lotes. De los algoritmos en linea para la aproximacion de funciones de valor, las versiones
aproximadas del algoritmo Q-learning son ampliamente estudiadas y utilizadas desde inicios de
la década de 1990 [10].

De acuerdo con [10], una forma simple de implementar la aproximacién en el Q-learning es me-
diante el uso del descenso de gradiente. Por lo que es necesario que el mapeo F' sea diferenciable
en los pardmetros [4].

Para simplificar la notacién se denotard a la aproximacién de la funcién () en el paso k al retomar
la expresion (3.8) con @ (x,u), dejando la dependencia del vector de pardmetros implicita. Para

derivar el Q-learning basado en gradiente descendente, se asume que despies de tomar una
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accion uy, en el estado zy, el algoritmo es provisto con la verdadera funcién de valor 6ptima del
par estado-accién, ¢* (xy, uy), ademds del siguiente estado .1 y la recompensa ry; [10]. Bajo
estas circunstancias, el algoritmo podria minimzar el error cuadrético entre el valor 6ptimo y el

el valor del par estado accién actual:

9k+1 = ek - %akaiek [q* (xlmuk) - Q\ (I7 u)i|2
= O+ ag [q* (wk, ug) — @ (@, Uk)] %@ (wx, uk) (3.10)

Evidentemente ¢* (xy,u;) no estd disponible, pero se puede reemplazar por una estimacién

derivada del mapeo de la iteracién de @, tal como en Q-learning:

¢ (Tp, up) = 1 + ’YmgnQ (Tpg1, 1) (3.11)
Esta sustitucién lleva a la actualizacién de la aproximacién de la funcién Q):

o ~

Opr1 = O0p + oy |71 + ’Ymgn@ (Tpy1,u) — Q (m, Uk)]

Cabe senalar que al igual que en el algoritmo cldsico de Q-learning, la aproximacién requiere
de exploracién. En el Algoritmo 3 se presenta al algoritmo Q-learning basado en el descenso del

gradiente con la exploracién e-greedy.

Algoritmo 3 Q-Learning con aproximacion lineal y exploracién € — greedy

Entrada: Factor de descuento 7, Funciones base ¢,,...,¢, : X x U — R, probabilidad de
exploracién {ex},, factor de aprendizaje {ay}re,

. Inicializar el vector de pardmetros 6, por ejemplo, 6y < 0

: Medir el estado incial xg

: para cada paso de tiempo £ =0,1,2,... hacer

Elegir una accién, ug, usando la politica e-codiciosa (3.7)

Aplicar uy, medir el siguiente estado xp,1 y la recompensa 41

Ors1 — Op + ap, [reer +yming (¢ (21, @) 0k) — ¢" (24, wr) 0] & (zk, ur,)

: fin para

=N BN U C e

En la literatura se han utilizado diferentes aproximadores al trabajar con el algoritmo Q-learning
[10], como aproximadores lineales, con codificaciéon de mosaicos y funciones de base radial (RBF),
reglas difusas, las cuales también pueden ser lineales en los pardmetros. Y aproximadores no

lineales basados en redes neuronales.
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3.4.3 Aproximacion por redes neuronales

Una arquitectura no lineal muy commin es la del perceptron multicapa o red neuronal tipo
feedforward con una capa oculta. Bajo esta arquitectura, el estado x; € R" es transformado a

través de una capa lineal, por la matriz de pesos V' € R™"*™:

n

Vg, = Zvﬁxi, j=1,....m (3.13)

i=1
Cada uno de estos escalares se convierte en la entrada a una funcién o (-), llamada funcién

sigmoide, la cudl es diferenciable, monotonamente creciente y con la propiedad [12]:

—o00< lim o(§) < lim o (§) < o0 (3.14)

£——o0 g0

Algunas elecciones comunes son la funcién tangente hiperbdlica y la funcién logistica [71]:

ef —e ¢ 1
“dvee “O =

También es bastante comun el uso de unidades lineales rectificadas o funciones ReLU [71]:

o (§) = tanh (§) (3.15)

o () =méx{0,£} =1n (1 +¢) (3.16)

Como salida de las funciones de activacién, se tiene a los escalares:
n
o(Viz) =0 (Z vjixi> L j=1,...,m (3.17)
i=1
Estos escalares son combinados lienalmente usando a la matriz W € R™*° para producir la

salida final:

@ (zp,up) = Who (VTxk) = Zwkja (Z vjixi) ,k=1,...,0 (3.18)
k=1 i=1

Se ha identificado que es una préactica comin proveer la constante 1 como una entrada adicional
a la capa lineal, esto provee un compensaciéon constante ajustable para cada una de las entradas
de las unidades no lineales, y expande el rango de mapeos que esta arquitectura puede aproximar
de forma efectiva [10].

Ademis, existen generalizaciones de la arquitectura del perceptron con una capa oculta que
involucran la alternancia de multiples capas de funciones lineales y sigmoides. Los perceptrones

multicapa puede ser representados de forma compacta al introducir ciertos mapeos para describir
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las capas lineales y no lineales [71]. En particular, Ly, ..., L, denotan a las matrices de pesos
de las capas lineales. Asi mismo, X1, ..., >, denotan a los mapeos que representan a las capas

no lineales. Con lo cual, la salida del perceptron multicapa es:

F (Ll, ey Lm+1, Z’) = Lm+12mLm s ElLllL’k (319)

Entrenamiento de una red neuronal

Los problemas de entrenamiento de una red neuronal son problemas de optimizacién donde se
busca un conjunto de pardmetros o pesos de una arquitectura de aproximacién que provean el
mejor ajuste entre el mapeo realizado y un conjunto de pares de datos entrada-salida. Tipica-

mente, estos problemas son de la forma de minimos cuadrados:

> el (3.20)
=1

min
1A%

N

donde e; es el vector de error:

e =q" (zr, up) — Q (w1, up) (3.21)

Por lo que es posible aplicar el método de gradiente descendiente estcodstico (SGD). Los métodos
de SGD ajustan ligeramente los pesos de la red neuronal después de cada paso k, en la direccién

que reduzca el error [4]. La actualizacién de pesos mediante SGD estd dada por:

Wiy = Wi — %Oév [q* (T, ug) — @(ﬂﬁk,uk)]?
= Wita g (@ u) = Q (an,ue) | VQ (or, w) (3.22)
donde « es una constante positiva y V@ (2, uy) corresponde al gradiente de la red neuronal
con respecto a las matrices de pesos. El gradiente V@ (g, ug) puede ser calculado eficazmente
usando un procedimiento especial conocido como backpropagation.
La naturaleza especial de un red neuronal tipo MLP tiene una importante consecuencia com-
putacional en el gradiente del error cuadrédtico con respecto a los pesos:

E(Ly,. . Lpit) = % (@ o) — (xk,uk)>2 (3.23)
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puede ser eficientemente calculado usando un procedimiento especial conocido como backprop-
agation [12]. En particular, la derivada parcial de la funcién de costo E (Lq,...,Ly41) con
respecto al ij-ésimo componente de la matriz Ly, Ly (¢, ), estd dado por:

OE (L1, ..., Lims1)

= —GTLm+12mLm tee Lk—l—lik[ijzk—l s 21[/113 (324)

donde ¥,,, n = 1, ..., m, es una matriz diagonal cuyas entradas son las derivadas de las funciones
de activacién de la n-ésima capa oculta, I;; es la matriz obtenida al establecer todos los valores
de Ly iguales a 0, excepto al ¢j-ésimo componente, el cual se establece como 1.

Existe un resultado importante relacionado con la capacidad de aproximacién de un perceptron
multicapa. Es posible mostrar que esta red, con una buena seleccién de pesos, puede aproximar
arbitrariamente cerca cualquier funcién J : S — R que sea continua sobre un conjunto cerrado
y acotado S, con una cantidad suficientemente grande de funciones de activacién en la capa
oculta [71]. Para esto, una sola capa oculta es suficiente. En la préctica, el nimero de capas

ocultas es usualmente 1 o 2, y casi nunca mayor a 3 [12].

3.4.4 Q-learning con redes neuronales

Al aproximar a la funcién Q mediante redes neuronales es posible implementar el algoritmo de
Q-Learning. Para esto se propone implementar una red neuronal que tome como entradas a los
estados y cuyas salidas correspondan al valor de la funciéon Q de cada una de las acciones.

Sin embargo, en las arquitecturas no lineales el aprendizaje tiende a ser inestable; por lo que, en
la literatura se han desarrollado alternativas para mejorar el desempeno de las redes neuronales
en la aproximacién de funciones de valor en RL.

Una de estas alternativas es el uso de una segunda red conocida como red objetivo [72], la cual
mejora la estabilidad del aprendizaje. Esta segunda red genera el valor objetivo en el error TD,
0. La principal caracteristica de la red objetivo es que sélo actualiza los valores de sus matrices
de pesos cada N pasos de tiempo discreto. Al actualizar sus pesos sindpticos toma los valores
actuales de la red neruonal principal, es decir, W~ = W. Con esta modificacién, la actualizacién

del algoritmo Q-Learning esta dada por:

Opir = Ok + | 7p +yminQ (ks 07) — Q (i, up; O1) | Vo@Q (, u; O) (3.25)
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en donde () (:Ek, Up; 97) corresponde a la red neuronal objetivo y @ (z, ux; 0) a la red neuronal
principal.

La segunda alternativa se conoce como repeticién de la experiencia. Lin [73,74], propuso al-
macenar las muestras (g, ug, Tk11, Tr11) €n cada paso de tiempo. De tal forma que duarnte el
entrenamiento el agente pueda tomar muestras de forma aleatoria del conjunto de datos almace-
nados, para actualizar a la funcién Q. Tal que la repeticiéon de experiencias suaviza los cambios
en la distribucién de los datos, lo cual estabiliza el aprendizaje [75].

En el Algoritmo 4, se presenta el uso de redes neuronales para aproximar la funcién Q y utilizar el
algoritmo Q-learning basado en el gradiente descendiente estocdstico, con red neuronal objetivo

y repeticién de experiencia para mejorar la estabilidad del aprendizaje:

Algoritmo 4 Q-Learning con aproximacién por redes neuronales

Entrada: Factor de descuento +y, probabilidad de exploracién {e;} ;- ,, constante de aprendizaje
{ar}rso
1: Inicializar los pesos sindpticos de la red neuronal con valores aleatorios en el intervalo [0, 1].
2: Medir el estado incial zg
3: para episodio e = 1,..., M hacer
4:  para cada paso de tiempo k =0,1,...,7 hacer
5 Elegir una accién, ug, usando la politica e-codiciosa (3.7)
6 Aplicar uy, medir el siguiente estado x,.1 y la recompensa 71
7: Almacenar las muestras (xy, uy, g1, Tr11) en el conjunto D
8 Tomar un subconjutno (x;, u;, 741, z;4+1) aleatorio de D
9 Calcular la aproximacién @ (z;,u;;60) y el objetivo 7,41 + ymin, Q) ($]~, uj; 97)

10: Aplicar el método de gradiente descendiente estocastico <q* (xj,uj) — @ (xj, uj)>2 con
respecto a 0.

11: Cada N pasos actualizar 6~ = 0,

12:  fin para

13: fin para

3.5 Simulaciones para el aprendizaje reforzado

La implementacién de los controladores basados en aprendizaje reforzado se realizé mediante
modelos de Simulink, como el que se muestra en la Figura 3-2. Se propuso utilizar el tiempo de
muestreo de 2 ms que indica el fabricante Quanser [76].

Se incluye un subsistema que contiene a la politica c-greedy, que depende de la probabilidad de
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exploracion ¢, el espacio de acciones, la tabla ) o las matrices de pesos V' y W, asi como el
estado actual z,. El bloque identificado como entorno, consta del modelo no lineal del péndulo

Furuta y el cdlculo del indice de los vectores de estado x; v x4 1, para la tabla Q.

—Pxk_ldx  uk_ldx uk_ldx
= xkm1_ldx xkm1_Idx
[ = T,
L1 > U . [xK ldx xk_ldx @k
7—'# x_km1 - Recompensa R
—» Qk uk Entorno Terminal Terminal
Recompensa Q-Learning
Politica

Figura 3-2: Modelo de Simulink para el control del péndulo Furuta por RL

Asi mismo, se incluye un subsistema que realiza el cédlculo de la recompensa y envia una senal
para detener la simulaciéon cuando la respuesta del sistema ha excedido las condiciones estable-
cidas en cada controlador.

Debido a que el objetivo de control es estabilizar al péndulo Furuta sobre el equilibrio inestable,

T c . (o
x =[0,0,0,0]", se propone a la funcién de recompensa como una funcién de costo cuadratica:

(v, u) = 71 Quy, + Ru (3.26)

donde Q € R y R € R, con Q = diag (50, 0.5,50,0.5), para penalizar a las posiciones m4s
lejanas al equilibrio inestable y reducir la influencia de las velocidades en la recompensa. Con
R = 0.1 se busca evitar que el controlador priorice reducir la senal de control antes de llevar al
equilibrio al péndulo Furuta.

Finalmente, en el subsistema identificado como Q-Learning se implementa el algoritmo de apren-

dizaje, ya sea por solucién tabular o mediante la aproximaciéon por redes neuronales.
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3.5.1 Solucion por tabla

Para realizar el control del péndulo Furuta por aprendizaje reforzado mediante la solucién
tabular del algoritmo Q-learning, es necesario discretizar el espacio de estados continuo. El
vector de estados del péndulo invertido rotativo, z, estd compuesto por la posicién y velocidad
angular del brazo y el péndulo, z = [9, 9, a, 0'4] T. La senal de control para el motor del brazo se
establecio como u € {—V},,0,V,,} V.

Para realizar la discretizacion se tomé en cuenta un rango de movimiento para el brazo de
+45° y de £25° para el péndulo. Por lo tanto, se establecieron los rangos 0 € [—7 /4, 7/4] rad,
o € [—0.4363,0.4363] rad y 0, € [—n, 7] rad/s.

La discretizacién del espacio de estados continuo se realizé para 19 divisiones en las posiciones
y 11 para las velocidades. La posicién del brazo tuvo una resoluciéon de 0.0873 rad y el péndulo
de 0.0485 rad. Las velocidades tuvieron una resolucién de 0.6283 rad/s. Se realizaron todas las
posibles combinaciones con los valores discretos de posicién y velocidad del brazo y el péndulo,
tal que, se generé un espacio de estados discreto con 192 x 112 = 43, 681 elementos. Finalmente,
la tabla Q del algoritmo Q-Learning se determiné como @) € R43:681x3,

Ademis, se establecié una senal de bonificacién que premia a las condiciones cercanas al equi-
librio y penaliza cuando superan los rangos establecidos en la discretizacion. La senal de bonifi-
cacién tiene la forma:

100 si |0 > 45°y |af > 25°
—10 si 0] <5°y Jof <3°
—50 sif=0"ya=0°

0  de cualquier otra forma

Por lo tanto, la senal de recompensa real depende de la funcién cuadrética (3.26) y la bonificacién

(3.27), tal que:

Tyt = 7 (T, ur) + b(Tp, ug) (3.28)

La senal para detener la simulacion estuvo sujeta a los rangos establecidos en la discretizacion.
La implementacién del Algoritmo 2 se realizé con la funcién de Matlab que se muestra en la
Figura 3-3. Dicha funcién depende de los indices de uy, xp y xpi1 con respecto a los espacios

discretos de acciones y estados para actualizar la tabla Q de forma correcta.
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@D P uk_idx outQ_table

xkm1_ldx
ka1_|dX ,‘ Q_table . »( 1)
- »{ xk_1x Q_Leaming Qk

.—b rkm1

rkm1

Terminal

Terminal
Qk
Solucién Tabular

Figura 3-3: Algoritmo Q-Learning basado en tabla

Asf mismo, se tomé en cuenta a la recompensa 71,1 y a la condicién para detener la simulacién

para realizar la actualizacién de la tabla Q, debido a que:

0 = { i+t +yming Qg (Tey1,u) si Terminal =0 (3.29)

Tkl si Terminal = 1
Mediante el uso de bloques de retardos se elimina el problema de lazos algebrdicos en la simu-
lacién al tomar valores previos en algunas variables, como la tabla (). Por otro lado, se alamcené
a la tabla Q.1 a través de un bloque To Workspace, para posteriormente utilizarla durante la

validacion del controlador.

3.5.2 Aproximacién por redes neuronales

Para el Algoritmo 4 se utilizo el espacio de estados continuos, de tal forma que la red neuronal
tomé como entrada al vector x = [9, 9, a, o'z] T. Se conservo a la recompensa (3.28), al espacio de
acciones discreto u € {—V,,0,V,,} V y alos rangos 0 € [—7 /4,7 /4] rad, o € [—0.4363,0.4363]
rad y 0, ¢ € [—m, 7] rad/s como condiciones para detener la simulacién. El espacio de acciones
discreto estuvo dado como u € {-V,,,,0,V,,,} V.

Se propuso una red neuronal tipo perceptron multicapa con 400 nodos en la capa oculta. Por

lo tanto, la red neuronal tuvo una estructura 4-400-3 con V € R¥4% v W ¢ R*%*3 Como
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funciones de activacién se utilizaron funciones Rel.u en la capa oculta y una funcién lineal en

la capa de salida. En la Figura 3-4 se muestra un esquema representativo de la red neuronal de

una capa oculta que se utilizé en la aproximacion.

Figura 3-4: Aproximacién de la funciéon Q por redes neuronales

En la Figura 3-5 se muestra la funciéon de Matlab utilizada para implementar el Algoritmo 4,
con la aproximacién por redes neuronales. La funciéon depende del espacio de acciones, de los
estados xy, Txi1 v el conjunto de datos para la repeticién de experiencia D. Ademds, necesita

de las matrices de pesos sindpticos de la red neuronal principal y de la red objetivo.

VT
D
Solucidn por RN

Figura 3-5: Algoritmo Q-Learning basado en redes neuronales
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La funcién () Learning también depende de la recompensa ;.1 y de la senal para detener la

simulacién debido a que el error de diferencia temporal estd dado como:

(3.30)

5 — Trpr1 + yming Q (Ik+1,u; 0_) si Terminal = 0
g Tht1 si Terminal =1

Para este algoritmo se almacené mediante un bloque To Workspace a las matrices de pesos

sindpticos W y V, para utilizarlas durante la validacién del controlador.

3.6 Control por aprendizaje reforzado

A continuacién se presentan los resultados obtenidos al implementar controladores basados en
aprendizaje reforzado para equilibrar al péndulo Furuta en el equilibrio inestable. Se realizaron
simulaciones para comparar a la solucién Tabular del algoritmo Q-Learning contra el aproxi-

mador paramétrico no lineal basado en redes neuronales.

3.6.1 Resultados

Se implementaron los controladores basados en aprendizaje reforzado para el control del péndulo
Furuta sobre el equilibrio inestable, = = [0, 0,0, O]T. Para la simulacién del modelo no lineal del
péndulo Furuta se utilizaron los pardmetros que se muestran en la Tabla 3.1, los cuales fueron

obtenidos del fabricante Quanser [76,77].

Tabla 3.1: Pardametros del péndulo Furuta

Parametro Valor Parametro Valor
my 0.2570 Kg by 2.4 %1072 N-s/m
ma 0.0970 Kg ba 2.4 %1072 N-s/m
Ly 0.2159 m R, 2.6 Q)
Iy 0.0619 m K,, 7.68 x 1072 V-s/rad
Lo 0.20 m K, 7.68 x 1073 N-m/A
lo 0.1635 m K, 70
7 9.9829 x 104 Kg-m? . 0.69
o 3.2341 x 104 Kg-m? m, 0.9
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Resultados con solucién tabular

El entrenamiento del algoritmo Q-Learning, basado en la tabla Q, se realizé mediante 10,000
episodios, con un méximo de 2,000 pasos de tiempo discreto. Se propuso a la constante de
aprendizaje a = 0.35, debido a que es posible obtener un buen desempeno con un valor constante
que no sea muy pequeiio [78]. Con el factor de descuento v = 0.98, se busca que las recompensas
obtenidas en el estado estacionario tengan mayor influencia sobre cualquier condicién inicial [10].

Para la probabilidad de exploracién se propuso una modificacién para cada episodio:

Eetrl = Emm + Acexp (—7.€) (3.31)

donde e representa al episodio actual, e, es el valor minimo de exploracion, Ae = €n4x — Emm
y 7. es la constante de decaimiento. Durante el entrenamiento se propuso a €max = 1, €mm = 0
v, =1x1073.

En cada episodio se generaron condiciones iniciales aletorias para las posiciones. Con la posicién
del brazo en 0y, € [—30°,30°] y la del péndulo en oy € [—15°,15°]. Por lo tanto, el vector de
estado inicial fue z¢ = [0y, 0, ayp, O]T. Se propuso al espacio de acciones como u € {—5,0,5} V.
La validacién se realizé con 20 experimentos de maximo 10 s con el vector de estado inicial
zo = [6o, 0, g, O]T. En la Figura 3-6 se muestra la respuesta de la posicién angular del brazo,
0, y el péndulo, «, durante los experimentos realizados. Aunque, la mayoria de experimentos
duraron menos de 1 s, se resalta que el controlador mostré indicios de poder mantener al
péndulo Furuta al rededor del equilibrio inestable, como en el experimento de mayor duracién,
aproximadamente 1.6 s.

Asf mismo, se observé que la decisién de incluir una senal de penalizacion por fallar en la tarea
de control influy6 en el comportamiento del brazo actuado, al no superar el limite de +45°. Es
facil observar que la posicién del péndulo superé en repetidas ocasiones el rango de +25°. Esto
implica que la mayorfa de los experimentos de validacién se detuvieron a causa del péndulo y
s6lo en dos ocasiones la posicién del brazo superé los limites establecidos.

Por lo tanto, bajo el entrenamiento propuesto el controlador inteligente no fue capaz controlar
al sistema sobre el equilibrio inestable. Considerando la mejor respuesta obtenida, se asocia el

resultado de la validacién al tiempo de entrenamiento.
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Figura 3-6: Control por Q-Learning con tabla

Resultados con la soluciéon por redes neuronales

Para el entrenamiento del algoritmo Q-Learning, con en el aproximador no lineal basado en redes

neuronales, se realizaron 500 episodios, con un méximo de 2,000 pasos de tiempo discreto. Se

uso al factor de descuento v = 0.98 y la constante de aprendizaje o = 0.001.

Se conservé a la expresion (3.31) para implementar una politica e-greedy. Se propuso a gy = 1,

Emax = 1, Emm = 0y 7. = 1 X 1073, Asf mismo, se conservé al vector de condiciones iniciales

2o = [0o,0, v, 0]" con By € [—30°,30°] y ag € [—15°,15°]. Se propuso almacenar 250 muestras

de experiencia. Con el espacio de acciones como u € {—5,0,5} V.
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La validacién del entrenamiento se realizé con 20 experimentos, de méaximo 10 s, con condiciones
iniciales aleatorias, dadas por el vector z, = [GO,O,aO,O]T. En la Figura 3-7 se presenta el
comportamiento del brazo y el péndulo durante los primeros 3 s debio a que se alcanzé el

estado estacionario.

15 | | I | | J
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Tiempo [s]

Figura 3-7: Control por Q-Learning con redes neuronales

El aproximador no lineal produjo un tiempo de asentamiento méximo cercano a 1 s. Aunque
el sistema presenté oscilaciones sostenidas en el estado estacionario, se mantuvo cercano al
equilibrio inestable. El brazo presenté oscilaciones sostenidas de 4+2° y el péndulo se mantuvo
entre +1.5°. Sin embargo, en algunos experimentos la posiciéon del brazo presenté un error en

estado estacionario de aproximadamente —3.5°.
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La respuesta transitoria del péndulo se mantuvo acotada en aproximadamente £15° para las
condiciones iniciales méas alejadas del equilibrio. En el caso del brazo actuado se destaca que
las restricciones impuestas en la simulaciéon y penalizacién de la recompensa mantuvieron la
respuesta dentro de un rango de £40°.

En la Figura 3-8 se muestra el comportamiento de la senial de control que produjo el controlador
inteligente durante los 20 experimentos durante los primeros 3 s. Resulta evidente que las
oscilaciones sostenidas en el estado estacionario se deben al comportamiento de la senal wy

durante los experimentos.

0 05 1 15 2 25 3
Tiempo [s]

Figura 3-8: Senal de control: Control por Q-Learning con redes neuronales

Por lo tanto, el controlador basado en el aproximador no lineal demostré una mejor capacidad
para controlar del péndulo Furuta al rededor del equilibrio inestable. Ademés, requirié de menos

tiempo de entrenamiento que la solucién tabular, gracias a las estrategias utilizadas.

3.7 Compensacién con aprendizaje reforzado

Ahora se busca evaluar la capacidad del aprendizaje reforzado para compensar a los esquemas
de control PD en serie y paralelo vistos previamente. Se realiz6 el entrenamiento para ambos
esquemas de control PD sin considerar ningin tipo de perturbacién, con el objetivo de analizar

la capacidad del aprendizaje reforzado de compensar perturbaciones desconocidas.
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A través de simulaciones, se realiz6 la comparacién de la solucién tabular contra la aproximacion
por redes neuronales al compensar esquemas de control PD. El objetivo de control es establizar al
péndulo al rededor del equilibrio inestable, x = [0, 0, 0, O}T. Para esto se conservé una estructura
similar a la mostrada en la Figura 3-2 con un tiempo de muestreo de 2 ms.

Asi mismo, se retomé a la funcién de recompensa (3.28), la discretizacion realizada para la
solucién tabular, con ) € R*3681X3 v ] estructura propuesta para la red neuronal, con V €

R4><400 y w c R400X3.

Por otro lado, los esquemas de control PD en serie y paralelo estan dados por la expresion:

u=—a0 — agé — a3 — au&x — aste + T+ d (3.32)

en donde 7 estard dada por la compensacién no lineal calculada previamente o por la senal
de control obtenida mediante aprendizaje reforzado, segin corresponda. Asi mismo, se propone
considerar una perturbacion, d, para evaluar la robustez de los controladores durante la vali-

dacién. En la Figura 3-9 se muestra la implementacién de la ley de control (3.32) en Simulink.

9—»—
xk y_}_
y—f— u
alpha_dd

Perturbacion

Figura 3-9: Modelo de Simulink para los esquemas de control PD

Cabe remarcar que durante el entrenamiento no se utiliz6 ninguna perturbacién y sélo durante
la validacién se aplic6 una senal sinusoidal de amplitud 1 y frecuencia de 0.5 rad/s. Se opt6 por
esta senal debido a que afecté el desempeno de los esquemas PD con la compensacion disenada

con el modelo no lineal.
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3.7.1 Resultados PD en paralelo

A continuacion se presentan los resultados obtenidos al entrenar controladores basados en apren-
dizaje reforzado para realizar la compensacion de controladores PD en paralelo, para equilibrar al
péndulo invertido rotativo. Para el esquema de control con compensacion (3.32), donde a; = k, ,
ay = kg, az = kp,, ay = ka, y a5 = 0, se utilizé a k,, = 2.1754, k,, = 2.0342, k,, = 2.8483,
k4, = 1. Mientras que para el caso sin compensacién y compensado por RL se utilizé a las
ganancias k,, =1, kg, = 2, kp, = 22, kg, = 2.

Se propuso al espacio de acciones discreto como u € {—1,0, 1} V para implementar la compen-
sacién por aprendizaje reforzado mediante el algoritmo Q-Learning basado en la tabla Q y en
redes neuronales. En ambos casos se retomaron las restricciones 6 € [—45°,45°] y a € [—25°, 25°]

para detener las simulaciones.

Para la solucién tabular se realizaron 1, 500 episodios, con un méximo de 2, 000 pasos de tiempo
discreto. Con la constante de aprendizaje o = 0.3 y el factor de descuento v = 0.98. Para la
probabilidad de exploracién (3.31), se tomé a engx = 1, Emm = 0.01 y 7. =5 x 1073,

En la aproximacién por redes neuronales se realizaron 250 episodios, con un maximo de 2,000
pasos de tiempo discreto. Con el factor de de descuento v = 0.98 y la constante de aprendizaje

a = 0.001. Para la exploracién (3.31), se conservé a epmsx = 1, € = 0.01 y 7. = 5 X 1073.

Al inicio de cada episodio se utilizé al vector de estado zq = [0y, 0, ag, O]T, con valores aleatorios
para la posicién del brazo en 0 € [—30°,30°] y la del péndulo en ag € [—15°,15°].

Para validar y comparar a las diferentes estrategias de control se realizaron 2 experimentos
con una duracién méaxima de 30 s y condiciones iniciales o = [0y, 0, v, O]T. Para el primer
experimento se propuso a fy = 20° y oy = —1°. En el segundo experimento se tomé a 0y = —2°y
ap = 10°. Se comparé al control PD sin compensacién contra la compensacién no lineal (PD+7),

la compensacién con la tabla Q (PD+Q) y la compensacién con el aproximador basado en redes
neuronales (PD+NN).

En la Figura 3-10 se presentan los primeros 15 s de la respuesta del brazo con todos los esquema
PD en paralelo, debido a que se alcanzé el estado estacionario. Es fécil distinguir que el con-
trolador PD mantuvo oscilando al brazo actuado entre £50°, demostrando que el controlador

tradicional es incapaz de compensar la perturbacion elegida.
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0 5 10 15
Tiempo s

Figura 3-10: Brazo: Controladores PD en paralelo

Por otro lado, destaca el comportamiento de la compensacién basada en el modelo no lineal
(PD+7), que presenta un tiempo de asentamiento de aproximadamente 1 s. Durante el estado
estacionario mantuvo al brazo en un rango de +5°. Demostrando que el esquema PD-+7 es
suficientemente robusto como para atenuar el efecto de la perturbacién propuesta sobre la

respuesta del brazo actuado.

En el caso de la compensacién por aprendizaje reforzado (PD+Q), utilizando la tabla Q, se
observé que el controlador mostré un desempeno similar al obtenido con el controlador PD+,
con un tiempo de asentamiento de aproximadamente 1.5 s. Mantuvo acotada a la respuesta del
brazo en una banda de +15°. Ademas, se relacioné a las oscilaciones presentadas en el estado

estacionario con el espacio de acciones discreto que se utilizé en el aprendizaje reforzado.

Mientras que el controlador compensado con la aproximacién por redes neuronales (PD+NN)
presento respuestas con mayores diferencias. Durante los primeros 6 s de las simulaciones, el es-
quema PD-+NN llevé al brazo a un posicién cercana a los —40° para compensar la perturbacion.
En el primer experimento, con 6y = 20° y ap = —1°, mantuvo al brazo en una posicién cercana
a 0° durante el estado estacionario. Sin embargo, para el segundo experimento, con y = —2° y
ag = 10°, presenté oscilaciones entre +20°. Al igual que en el compensador basado en table, se

relacioné a las oscilaciones en la respuesta al espacio de acciones discreto.
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De igual forma, en la Figura 3-11 se presentan los primeros 15 s de la respuesta del péndulo con
todos los esquema PD en paralelo. Se destaca el hecho de que el controlador PD produjo una
respuesta transitoria suave para equilibrar al péndulo. Durante el estado estacionario mantuvo

a la respuesta acotada entre +0.3°.

Tiempo [s]

Figura 3-11: Péndulo: Controladores PD en paralelo

Mientras que al implementar el compensador 7 se produjo una respuesta transitoria que no
super6 un rango de +15°. Durante el estado estacionario se mantuvo a la posicién del péndulo
dentro de una banda de +0.05°, aproximadamente. Proporcionando el menor error en estado
estacionario de los 4 esquemas analizados.

En el caso de la compensacién por aprendizaje reforzado (PD+Q), con tabla Q, se obtuvo
un comportamiento similar en ambos experimentos. En ambos experimentos, se mantuvo a la
posicién del péndulo en un rango de +2.5°, durante el estado estacionario. Las oscilaciones se
deben al comportamiento del brazo en el estado estacionario.

Por otro lado, con el esquema PD+NN se presentaron mayores variaciones en la posicion del
péndulo. En los primeros 6 s, el péndulo se mantuvo entre +5°. Posteriormente, se redujo la
magnitud de las oscilaciones al mantener al brazo en una posicién cercana a 0°. Sin emabrgo, en
el segundo experimento, con #y = —2° y o = 10°, las variaciones en el péndulo fueron de hasta
+3.5°. El comportamiento registrado con el esquema PD+NN mostré se ve particularmente

afectado por los valores pico de la senal de perturbacién, durante los 30 s de los experimentos.
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En la Figura 3-12 se presenta la comparacién de las senales de control obtenidas con cada
método. La senal de control corresponde a la tension aplicada al motor de brazo actuado. De
tal forma que es resultado de la senal calculada por el controlador PD, mas la perturbacién y

la senal del compensador, segin sea el caso.

—PD+Q
—PD+Q
---PD-+NN
---PD+NN

_.PD
3r —PD4n

Tiempo s

Figura 3-12: Senal de control: Controladores PD en paralelo

Con el controlador PD se mantuvo a la senal de control entre £0.25 V' en el estado estacionario.
Con el controlador PD+7 se redujo a la senal de control hasta +0.025 V| en el estado esta-
cionario. Caso contrario a lo observado con los compensadores basados en aprendizaje reforzado
que mantuvieron a la senal de control con oscilaciones de +2 V', en los valores pico de la senal
sinusoidal. Cabe senalar que existen intervalos en donde la senal de control fue cercana a 0 V,

en donde se mantuvo al péndulo Furuta cerca del equilibrio inestable.

3.7.2 Resultados PD en serie

A continuacién se presentan los resultados obtenidos con los controladores PD en serie al equi-
librar al péndulo Furuta. Para el esquema de control con compensacién (3.32), donde ay = k,,
ag = kq,, a3 = kp kpy, ag = kp kagy + ka kp, y a5 = kg, ka,, se utilizé a las ganancias k,, = 2.823,
kq, = 0.0342, k,,, = 1.56, k4, = 0.658. Mientras que para el caso sin compensacién y compensado

por RL se utilizé a las ganancias k,, = —4.85, kq, = 3.8, kp, = —10, kg, = —1.5.
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Se propuso al espacio de acciones discreto como u € {—1,0,1} V' para implementar la compen-
sacién por aprendizaje reforzado mediante el algoritmo Q-Learning basado en la tabla Q y en
redes neuronales. Se conservaron las restricciones 6 € [—45°,45°] y a € [—25°,25°].

Para la solucién tabular se realizaron 2, 000 episodios, con un méximo de 2,000 pasos de tiempo
discreto. Se consideré a a = 0.25 y a v = 0.98. Para la probabilidad de exploracién (3.31), se
tomo a epax = 1, Emm = 0.01 y 7. = 3 x 1073.

Para la aproximacién por redes neuronales se realizaron 1,000 episodios, con un méximo de
2,000 pasos de tiempo discreto. Usando a v = 0.98 y o« = 0.001. Con €p4¢ = 1, e = 0.01 y
7. = 5 x 1073 para la probabilidad de exploracién (3.31). Al inicio de cada episodio se utiliz6
al vector de estado g = [QO,O,QO,O]T, con valores aleatorios para la posiciéon del brazo en
0o € [—30°,30°] y la del péndulo en o € [—15°,15°).

Se realizaron 2 experimentos con una duracién méxima de 30 s y condiciones iniciales dadas
por xo = [0o, 0, ap, O]T. Retomando para el primer experimento a 6y = 20° y ag = —1° y para el
segundo experimento a #y = —2° y ap = 10°. Se comparé al control PD sin compensacién contra
la compensacién no lineal (PD+), la compensacién por tabla Q (PD+Q) y la compensacién
con el aproximador basado en redes neuronales (PD+NN).

En la Figura 3-13 se muestra la comparaciéon de los controladores PD en serie, durante los

primeros 15 s de simulacién.

50

Tiempo [s]

Figura 3-13: Brazo: Controladores PD en serie
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Aunque, se presenté una respuesta transitoria con més oscilaciones, en el estado estacionario
se mantuvo acotada a la posicién entre +45°. Lo cual representé una mejorfa con respecto al
esquema en paralelo. Cabe senalar que la sintonizacién de los controladores PD en serie resulté
mds complicada que para el esquema en paralelo.

Por otro lado, al implementar al controlador PD-+7 se observé una evidente mejoria con respecto
al caso anterior, al mantener al brazo dentro de un rango de +10° en el estado estacionario.
Sin embargo, presenté un tiempo de asentamiento de aproximadamente 6 s y una respuesta
transitoria con oscilaciones més evidentes.

Con respecto a la compensacién por aprendizaje reforzado, PD+Q), se observé que la posicién
del brazo presenté una tendencia similar a la obtenida con el compensador 7. Sin embargo, el
copensador basado en la tabla Q mantuvo acotada a la respuesta entre +15°, aproximadamente.
Mientras que el compensador basado en la aproximacién por redes neuronales (PD+NN), se
destaco por haber presentado las mayores oscilaciones durante la compensacién, manteniendo a
la respuesta dentro del rango de +30°. Ademds, ambos compensadores presentaron oscilaciones
relacionadas con el espacio de acciones discreto.

Asf mismo, en la Figura 3-14 se presenta la comparacién del desempeno de los esquemas PD
en serie en la posicién del péndulo. Se resalta la presencia de sobretiros significativos con los

controladores PD y PD+.
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Figura 3-14: Péndulo: Controladores PD en serie
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La magnitud de los sobretiros en el péndulo durante la respuesta transitoria, con el esquema PD
sin compensacion, alcanzé valores de 9° y —12° durante el segundo experimento, con 6y = —2°
y a9 = 10°. Una vez alcanzado el estado estacionario, se mantuvo al péndulo en el rango
de +0.25°. Por su parte, el controlador PD+m presenté menores sobretiros en la respuesta
transitoria y mantuvo al péndulo en una banda de 4+0.03°, aproximadamente.

Por otro lado, el controlador PD+(Q mostré ser capaz de mantener al péndulo en un rango
cercano a 0°. Mantuvo al péndulo oscilando en una rango de +2.5°, con puntos especificos en
donde se alcanzaron valores de £5°. Mientras que la proximacién por redes neuronales (PD+NN)
presenté sobretiros de 6.5° y 7.5° con la posicién del péndulo dentro del rango de +4°. En ambos
casos los compensadores basados en aprendizaje reforzado eliminaron las oscilaciones observadas
con los controladores PD y PD+.

Asf mismo, en la Figura 3-15 se compara a la senal de control obtenida con cada método. Con
el controlador PD se obtuvo una senal de control de +0.2 V' en el estado estacionario. Con el

controlador PD-+7 se observé que esta senal se redujo a £0.06 V.

10

Tiempo [s]

Figura 3-15: Senal de control: Controladores PD en serie

Sin embargo, en el caso de los compensadores basados en aprendizaje reforzado se observé que
el espacio de acciones discreto provoco que la senal de control se mantuviera en entre +£2 V. Con
regiones en donde se redujo la frecuencia de las conmutaciones del compensador o la magnitud

de la tension hasta valores cercanos a 0 V.
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3.8 Discusiéon de resultados

Se realizaron simulaciones en Matlab Simulink para evaluar la capacidad del aprendizaje re-
forzado para equilibrar al péndulo Furuta al rededor del punto de equilibrio inestable. Se utiliz6
al algoritmo Q-Learning y se comparé a la solucién basada en la tabla Q contra el uso de la
aproximacién de la funcién @ por redes neuronales.

Los resultados obtenidos mostraron que el entrenamiento realizado para la solucién tabular no
proporcion¢ el resultado esperado, debido a que durante la validacién el péndulo siempre cafa
antes de alcanzar los 2 s de simulacién. Ademds, la solucién basada en redes neuronales requirié
de mucho menos tiempo de entrenamiento para alcanzar una respuesta satisfactoria.

Se asocia el fallo de la solucién tabular al tiempo de entrenamiento, el rango decondiciones
iniciales sobre el cual se pedia que el controlador fuera efectivo o a la sefial de recompensa.
Recordando que en el aprendizaje reforzado la senal de recompensa es primordial.

Asi mismo, se realizaron simulaciones en Matlab Simulink para evaluar la capacidad del apren-
dizaje reforzado al implementarlo como compensacién de esquemas de control PD en serie y
paralelo, en el control del péndulo Furuta sobre el equilibrio inestable. Nuevamente se comparé
a la solucién tabular contra la aproximacién por redes neuronales.

Ademis, se comparé a los compensadores basados en aprendizaje reforzado contra el compen-
sador 7, disenado con el conocimiento del modelo no lineal del péndulo invertido rotativo.
Con el objetivo de comparar los resultados obtenidos durante las simulaciones se opté por
implementar un indice de desempeno que tome en cuenta al error de posicién en el péndulo y el
brazo, asi como a la magnitud de la senal de control aplicada al motor del brazo actuado. Por lo
que se propuso al indice de desempeno como una funcién cuadritica que penalice a los errores
més grandes y considere en menor medida a la senal de control. Como el objetivo de control es

llevar al brazo y al péndulo a 0° se formulé a la funcién de costo como:

T
J(zg, ) = Y07+ of +0.1u; (3.33)
k

donde T representa el tiempo terminal de cada episodio. Al aplicar el indice de desempeno en
cada experimento para cada uno de los esquemas de control se obtuvieron las valores que se

muestran a continuacion.
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La Tabla 4.1 contiene los resultados obtenidos con los esquemas de control PD en paralelo. Se
observa que el controlador PD obtuvo valores alto en ambos experimentos debido a que presenté
un error significativo en la posicién del brazo. Por otro lado, el buen desempeno del compensador

no lineal, 7, produjo los valores mas pequenos de todos los experimentos.

Tabla 3.2: Indices de desempetio de los controladores PD en paralelo

Controlador | Experimento 1 | Experimento 2
PD 5,558.2 5,554.3
PD+n 124.43 149.13
PD+Q 484.2 506.47
PD+NN 681.5 767.9

En el caso de los compensadores por aprendizaje reforzado se observa que el mejor desempeno
se obtuvo con la solucién tabular, debido a que la aproximacién por redes neuronales provoco
sobretiros de mayor magnitud en la respuesta del sistema, en ambos experimentos.

Mientras que en la Tabla 3.3 se muestran los resultados correspondientes a los esquemas de
control PD en serie. Debido a que la sintonizaciéon propuesta, para el esquema PD en serie,
redujo la magnitud del error en estado estacionario se obtuvieron valores mds pequenos con
el indice de desempeno que en el caso del controlador PD en paralelo sin compensacién. Asi

mismo, el esquema PD+7 presento el mejor desempeno de los 4 controladores implementados.

Tabla 3.3: Indices de desempeiio de los controladores PD en serie

Controlador | Experimento 1 | Experimento 2
PD 4,873.7 4,926.6
PD-+m 611.89 555.84
PD+Q 1,095.7 1,277.7
PD+NN 1,880.4 2,178.4

Con respecto a los controladores compensados por aprendizaje reforzado se observé que el mejor
desempeno se obtuvo al implementar la solucién tabular. Nuevamente, se asocia la diferencia
en el desempeno a los sobretiros provocados por la aproximacién mediante redes neuronales.

Finalmente, se resalta que mediante la solucién tabular esposible obtener un desempeno cercano
al obtenido con el compensador no lineal, 7. Sin embargo, mediante la aproximacién por redes

neuronales se reduce el costo computacional de una tabla Q de gran dimensién.
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CAPITULO 4

Control éptimo libre de modelo por aprendizaje reforzado

De acuerdo con Lewis [1,2,67], el control adaptable y el control éptimo representan dos filosofias
diferentes del diseno de controladores por retroalimentacién. Normalmente, el cdlculo de contro-
ladores 6ptimos para sistemas lineales implica un diseno fuera de linea al resolver las ecuaciones
de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), por ejemplo, la ecuacién de Riccati, usando el conocimiento
completo del sistema dindmico.

Mientras que los controladores adaptables aprenden en linea a controlar sistemas desconocidos
a partir de informacién medida en tiempo real a lo largo de las trayectorias del sistema. Usual-
mente, los controladores adaptables no se disenian para ser éptimos en el sentido de minimizar
funciones de desempeno preestablecidas por el usuario, pero deben satisfacer ciertas condiciones
de optimalidad inversa.

Por otro lado, el aprendizaje reforzado implica una relacién de causa y efecto entre las acciones
y las recompensas o los castigos [1,67]. Para esto, los algoritmos de aprendizaje reforzado
se construyen a partir de la idea de que las decisiones de control efectivas deben recordarse,
mediante la senal de refuerzo, de tal forma que sea mds probable volver a usarlas. Ademés, el
aprendizaje reforzado estd basado en informacién del entorno que se evalua en tiempo real y
puede considerarse como un aprendizaje basado en las acciones [2]. Por lo que, desde un punto
de vista tedrico, el aprendizaje reforzado estd relacionado con métodos de control adaptable y
control 6ptimo. De esta forma es posible utilizar al aprendizaje reforzado para resolver problemas

de control 6ptimo.
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A continuacién se presenta el uso del aprendizaje reforzado para disenar un controlador éptimo

adaptable que aprenda la solucién de control éptima al resolver la ecuacién algebraica de Riccati

en linea, sin resolver especificamente la ecuacién de Riccati y sin conocer la dindmica del sistema.

4.1 Regulador Cuadritico Lineal (LQR)

Una gran variedad de sistemas en tiempo discreto pueden ser descritos en la forma de espacio

de estado lineal e invariante en el tiempo:

Tpp1 = Axy + Buy (4.1)

donde £ es el indice de tiempo discreto, x;, € R™ es el vector de estados, u; € R™ el vector
de entradas de control, A € R™" y B € R™™. Ademds, la ecuacién de transicién de estado
corresponden con un MDP determinista [2]. Las politicas de interés en este tipo de sistemas son

las retroalimentaciones de estados de la forma:

con la politica de control K € R™*", una matriz de ganancia de retroalimentacién constante.
Se debe elegir a K de tal forma que la matriz del sistema en lazo cerrado, A;. = A — BK, tenga
todos sus valores propios estrictamente dentro del circulo unitario [2].

Asi mismo, es posible asignar un costo por paso o utilidad, que representa una medicién del

costo del control en cada paso. Una forma estdndar es la funcién cuadratica:

(2, up) = T3 Qry + uj Ruy (4.3)

donde Q € R™" y R€ R™™ con Q = Q7 > 0y R = R" > 0 para que la funcién de costo
estd bien definida. Se asume que el par (A, B) es estabilizable, es decir, que existe una ganancia
de retroalimentacién K que haga al sistema en lazo cerrado asintéticamente estable.

Por otro lado, el costo total de un estado z; bajo la politica de control h (zx), Vi (zx), estd
definido como la suma de la utilidad en cad paso donde la politica h (zx) ha incurrido, desde el

paso k en adelante, tal que [2]:

DN | —
DN | —

Vh (ZL’k) =

Z’f‘ (l’i, U,Z) =

i=k i

(2] Qz; + u] Ru;) (4.4)
—k
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Esta definicién implica la siguiente relacién por recurrencia:
Lo 7 T 1 < T T
Vi () = 5 (xk Qxy, + u, Ruk) + 3 Z (mZ Qx; + u; Rui)
i=k+1
1
= 57 (x, ug) + Vi (Tr41) (4.5)

El resultado anterior corresponde con la ecuacién de Bellman para un LQR [2]. Ademds, al

retomar la definicién del control (4.2), la utilidad (4.3) y la funcién de costo total (4.4), se tiene:

1 oo
Vi () = 3 Z (ngxk + ugRuk)
=k

1= up=—Kuzy

= % > 2 (Q+ K"RK)
i=k

Por lo tanto, V}, es una funcién cuadrética en el estado y puede ser expresada como:

1

donde P € R™ " es la matriz de costo para la politica K. De esta forma, se expresa a la ecuaién

de Bellman como:

2Vi, (vx) = af Pay, = o Qui + uj Rug + 241 Popiq (4.7)

Al sustituir a la dindmica del sistema (4.1) y la ganancia de retoralimentacién (4.2), asumiendo
una politica por retroalimentacién de estado constante, h (xy), que sea estacionaria para alguna

ganancia estabilizante K, se tiene:

2, (24) = 2¥ Py, = ol (Q + KTRK + (A~ BK) P (A~ BK)) T (4.8)

Como esto se debe cumplir para todos los estados x;, se considera:

(A-BK)"P(A—BK)—P+Q+K'RK =0 (4.9)

Esta ecuacién matricial es lineal en P y se le conoce como la ecuacién de Lyapunov cuando K
es fija [1]. Con lo cual se observa que la ecuacién de Bellman para un LQR en tiempo discreto
es equivalente a una ecuacién de Lyapunov [2]. Resolviendo esta ecuacién con una ganancia K

prestablecida se obtiene que P = PT > 0.
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Asi mismo, se tiene a la funcién Hamiltoniana para un LQR en tiempo discreto como:

H (wp,up) = 2} Qo + uf Rug + (Azy, + Buk)T P (Azy + Buy) — xi Py, (4.10)
De acuerdo con Lewis [2], la funcién Hamiltoniana es equivalente al error de diferencia temporal
en un MDP. Una condicién necesaria para la optimalidad es la condicién de valor estacionario,
dada por:

8H (.I'k, Uk)

= 411
T 0 (4.11)

Por lo tanto, al derivar la funcién Hamiltoniana (4.10) con respecto de uy, e igualar a 0, se tiene:

Ruy, + BT P (Axy, + Buy) =0 (4.12)

de donde se despeja al controlador:

up = —Kay = — (R+ B"PB) " BTPAg, (4.13)

Entonces, la politica sera:

K = (R+B"PB)” B"PA (4.14)
Al sustituir a la politica de control en la ecuacién de Bellman (4.7) y simplificar el resultado se

obtiene a la ecuacién de Hamilton-Jacobi—Bellman en tiempo discreto:

ATPA—P+Q—A"PB(R+BTPB) ' BTPA=0 (4.15)

Esta ecuacién es cuadritica en P y se conoce como la ecuacién algebrdica de Riccati y es
equivalente a la ecuacién de optimalidad de Bellman para un LQR [2]. De acuerdo con Bradtke
[79], esta es una forma simple pero computacionalmente costosa de obtener a K*, si se conocen
modelo precisos del sistema y la funcién de costo.

Existen diferentes métodos fuera de linea para resolver la ecuacién algebraica de Riccati como
el algoritmo de Hewer y la recursién de Lyapunov [2]. Sin embargo, es necesario el completo
conocimiento de la dindmica de la planta, (A, B), para su implementacion.

Por otro lado, es posible implementar en linea un algoritmo basado en la funcién de accién
y valor Q, sin conocer la dindmica del sistema, s6lo midiendo informacién a lo largo de las
trayectorias del sistema. Esto produce algoritmos de control éptimo adaptable que convergen

en linea a soluciones de control éptimas.
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4.1.1 Funcion de accién y valor Q

La funcién de accién y valor Q para un LQR en tiempo discreto, siguiendo la politica K, se

deriva de la funcién de valor como [1]:

7 (Th, uk) + Vi (Thy1) (4.16)

(l‘%@l’k + ufRuk) + Vy <$k+1) (417)

N~ DN

Donde la senial de control wuy es arbitraria y la politica uy = h (x)) se sigue para k + 1 y los

subsecuentes pasos. Escribiendo a la funcién QQ como:

1
Q (ka, Uk) = (ZE%QI}C + U%Ruk) + 5 (A:Ek + Buk)T P (Al’k + Buk) (418)

| —

con la solucién de la ecuacién algebraica de Riccati, P, se tiene a la funcién Q para el LQR en

Ty
Uk

T
Q@’““’“)zzksz’“z[wc] [SM Sw]

tiempo discreto:

T
ATPA+Q  ATPB

BTPA  BYPB+R

N | —

Q (T, up) =

Uk

T ] (4.19)

Se define:

ok ] (4.20)

Uk

Con z;, = [z, uk]T y la matriz S = ST > 0 de la forma:

S11 S12 -0 Su
ATPA+Q ATPB | Sex Sew | | S S22 Su
B'PA  BTPB4+R | | Sux Swu | | 1 i -
Sit Si2 o Su
con S € R* S, € R S, =ST e Rvm S, € Rmm,
Por otro lado, para la actualizacién de la politica se considera:
aQ(m ug) =0 (4.21)
au ky Wk) — .
De la representacion (4.19) se obtiene:
0= B"PAzj, + (B"PB + R) w (4.22)
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Con lo cual, es posible expresar a la senal de control éptima como una funcién que depende del

vector de estado xy:

u, = —(BYPB + R)"'BTPAg, (4.23)

Sinembargo, al considerar a la derivada parcial de la expresién (4.20) con respecto a la sefial de

control, se tiene:

T T (4.24)

La expresion (4.23) requiere conocimiento de la dindmica del sistema (A, B) para realizar la
mejora de la politica de control. mientras que (4.24) sélo requiere de conocimiento sobre la

matriz S de la funcién Q [79].

4.2 Control 6ptimo adaptable por Q-learning

Ahora se presenta un algoritmo de control adaptable basado en Q-Learning que converge en
linea a la solucién de un LQR en tiempo discreto para sistemas completamente desconocidos.
Para esto se resuelve la ecuacién algebrdica de Riccati en tiempo real, s6lo usando la informacion
medida a lo largo de las trayectorias del sistema [2].

De acuerdo con [2], la matriz S de la funcién Q (4.20) se puede estimar en linea, sin conocer la
dindmica del sistema, a través de técnicas de identificacién. Para esto, se escribe a la funcién Q

(4.20) en forma paramétrica:

Qr,u)=Q(2) =WT (2@ 2) =WT'¢(2) (4.25)

con W el vector formado por los elementos de S y ® como el producto de Kronecker. La funcién
¢ (z) = z® z es la base polinomial cuadratica en términos de los elementos de los z. Al eliminar
las entradas redundantes de ¢ (z) se garantiza que W sé6lo contendrd los (n +m) (n +m +1) /2

elementos de la mitad superior de .S, teniendo la forma:

T
W = [s11,2S12, -+ , 2811, S92, -+ , 2521, S33,* =+ , 2831, 5" , Sils (4.26)

Mientras que el vector de funciones cuadraticas tiene la forma:

T
P(2)=2Rz= [zf,zlzg,--- I N R Y IREE ,zﬂ (4.27)
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Ahora, se define al error de diferencia temporal:

ex = —Q (wx, ur) + 1 (2x, ur) + Q (T2, h (T41)) (4.28)

Sustituyendo la aproximacién de la funcién @) en el error de diferencia temporal:

er = —W5ho (z) + 1 (z, up) + W (2541) (4.29)

El paso de evaluacién de la funcién ) de un algoritmo de iteracién de la politica estd dado

COImMo:

1
W (6 (zk) — ¢ (241)) = 5 (24 Qi + uy Ruy,) (4.30)
con el paso de mejora de la politica:
hj+1 (z)) = argmin (I/Vﬁlgb (zh,u)), Vo e X (4.31)

Cabe senalar que en (4.30) se tienen (n + m) (n + m + 1) /2 incognitas, las cuales conforman al
vector W, lo cual representa perfectamente el tipo de ecuaciones utilizadas en la identificacién de
sistemas. Por lo tanto, para su implementacién en linea se recurrié al uso de Minimos Cuadrados

Recursivos (RLS) para el vector de pardmetros W, con el vector de regresién [79]:

i = 6 (1) — 6 (2011) (4.32)

Los datos que se deben medir en cada paso son (x, ug, 7 (g, ur) , Tea1, Uks1), donde ugyq se
calcula como h; (xj41), con h; (-) como la politica actual. Es necesario afadir ruido de prueba
a la senal de control, uy, para garantizar la excitacién persistente. Las relaciones de recurrencia

del algoritmo RLS estan dadas por [79]:

chq)k (7" ($k7uk) - VV]'Tq)k>

Wi = W,
o i 1+ o P, @
P, &,07P,
P, = B, — a2l 433
- T 1+ 9TP, a (4.33)

Cabe senalar que este algoritmo requiere que la ganancia inicial de retroalimentacion deberd ser
establizante. Dicha ganancia es facil de encontrar mediante pruebas iniciales en la planta [79].
A continuacién, se presenta el algoritmo basado en iteracién de la politica mediante Q-learning

para hallar la solucién en linea de un LQR en tiempo discreto.
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Algoritmo 5 Q-Learning en linea para LQR discreto
1: Inicializar la politica de retroalimentacion u, = —Kyz, para j = 0, la cual debera ser
estabilizante.
2: Inicializar el vector de pardametros, Wy <« 0
3: Medir el estado incial x
4: para cada paso de tiempo £ =0,1,2,... hacer
5. Inicializar la matriz de covarianza, F,, « 0
6: para: = 1 hasta N hacer
T Deterimine la senal de control, uy = —Kjz; + e, donde K es el controlador actual y
er la componente de exploracion de la senal de control.
8: Aplicar ug, medir la transiciéon de estado xp,1, la recompensa r,1 y calcular uy; =
—K;ZTpy1-
9: Calcular los conjuntos de bases cuadréticas ¢ (2x) y & (2k+1)
10: Actualizar la estimacién de los pardmetros de las funcién @), W}, usando el algoritmo
de RLS.
11: k=k+1

12:  fin para

13:  Determinar la matriz simétrica S con el vector de pardmetros W;.
14:  Realizar la mejora de la politica con K1 = S} Sus

15:  Inicializar el vector de pardmetros W, = W;

16: j7=7+1

17: fin para

La actualizacién del vector de pardmetros, W, se realiza hasta que el algoritmo RLS converja,
para esto se utiliza como pardmetro a la norma Euclidiana de la variacién existente entre cada
actualizacion, |W;41 — W;|| < ew, para ey una constante pequena. De acuerdo con Bradtke
[79], considerar un nimero méximo de actualizaciones en W antes de actualizar K permite

mejorar la convergencia y garantizar la condicién de excitaciéon persistente:

N
1
col < 5D O b < Eol (4.34)
=1

donde Ny, €9 < &g son niimero positivos.

De igual forma, se utiliza a la norma Euclidiana de la variacién en la estimacién || K1 — K| <
£k, para €x una constante pequena. De esta forma, se determina la convergencia del algoritmo

y se detiene la estimacion.
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4.3 Simulaciones

Se implementé al Algoritmo 5 a través del modelo de Matlab Simulink que se muestra en la
Figura 4-1. Consté de dos subsistemas, el primero se utiliz6 para implementar el algoritmo de
aprendizaje reforzado, identificado como LQR por RL. Mientras que en el segundo subsistema
se realiz6 la simulacién del modelo no lineal del péndulo Furuta, se aplicé al controlador por
retroalimentacién de estados y se anadié al ruido de prueba con un bloque de ruido blanco de

banda limitada, con potencia de ruido de 0.5 y un tiempo de muestreo de 0.13 s.

— P xk | x_k
P uk KI——®»K : - uik
xlﬁ x_km1

LQR por RL Péndulo Furuta

Figura 4-1: Modelo de Simulink para un LQR por aprendizaje reforzado

El interior del subsistema LQR por RL se muestra en la Figura 4-2. Se utilizé una funcién de
Matlab que depende de las matrices @ y R de la funcién de utilidad (4.3), de la sefial de control
ug v de los estados xy v z11. Ademads es necesario utilizar bloques de retardo para actualizar a
K, W y P.. Asi mismo, se establecieron contadores para conocer el nimero de actualizaciones
realizadas al vector K y el nimero de pasos de tiempo discreto que han transcurrido desde la
iltima actualizacién, que una vez superado el limite establecido se realizaba la actualizacion del
algoritmo de aprendizaje reforzado.

Asi mismo, se utilizaron bloques To Workspace para almacenar a los valores del vector de
ganancias K, la senal de control aplicada, u, y el comportamiento de la posicién del brazo, 6,

y el péndulo, a.
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Figura 4-2: Funcién de Matlab para un LQR por aprendizaje reforzado

4.3.1 Resultados

Se propuso evaluar la capacidad del algoritmo para hallar la solucén en linea de un LQR en

tiempo discreto ante incertidumbre paramétrica. Se retomaron los valores mostrados en la Tabla

3.1, con un tiempo de muestreo de 2 ms. Se propuso comenzar los experimentos con el péndulo

mediano, de longitud Ly = 0.3365 m, [ = 0.1556 m y masa my = 0.127 Kg, para posteriormente

reemplazarlo por el péndulo corto cuyos valores de longitud y masa se presentan en Tabla 3.1.

Se realiz6 la discretizacion del modelo lineal del péndulo Furuta mediante Matlab con el método

de retenedor de orden cero (zoh). Al considerar el péndulo mediano se obtuvo:

1 0.0020 —0.0001
A _ |0 09616 —0.1041
" lo 0 1.002

0 0.0383 0.1945

Mientras que para el péndulo corto, se tiene:

1 0.0019 —0.0001
A |0 09442 —0.1426
{0 0.0001 1.0003
0 0.0655 0.2739

0 0.0001
0.0012 0.0691
, B, = (4.35)
0.0020 —0.0001
0.9978 —0.0689
0 0.0001
0.0021 0.1003
, B. = (4.36)
0.0020 —0.0001
0.9961 —0.1177
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Posteriormente se realiz6 el diseno de un LQR para cada sistema, considerando a la funcién

de costo cuadratica planteada para el algoritmo de aprendizaje reforzado. Se propuso a las

matrices, ) y R, como (Q = 20/ y R = 1. De tal forma que los vectores de ganancias fueron:

T

Kn = | 36148 —5.4437 —69.5539 —10.3393 | (4.37)
T

K, = [—3.2097 —4.8446 —58.4409 —8.0511} (4.38)

donde K. corresponde a la solucién del LQR para los valores nominales y K, a la solucién con
los cambios en el péndulo.

En la simulacién del algoritmo basado en aprendizaje reforzado se conservé a @) = 20[ y
R =1 para la funcién de utilidad. Se establecié al valor inicial de la matriz de covarianza como
P., =901I. Con respecto al vector de pardmetros W se observé un mejor desempeno cuando se
establecid como Wy = 0.

Para determinar un vector de ganancias iniciales se realizaron pruebas con el sistema en lazo
cerrado y se opté por el vector Ky = [—1,—1,—-10, —1]T. Por otro lado, para determinar la
convergencia del algoritmo se propuso a ey yex como € = 1 x 1072, Con lo cual, se actualizé
al vector K cuando ||W;;; — W;|| < € o cuando los pasos de tiempo discreto k desde la tltima
actualizacién superaron un méximo de 150,000. Asi mismo, el algoritmo se detiene cuando
1K — Kl < e

Para implementar el experimento propuesto se establecié que al detenerse el algoritmo de apren-
dizaje reforzado se realizaria una prueba ante un punto de referencia dado. Después se realizaria
el cambio en los pardmetros del péndulo para iniciar nuevamente al algoritmo. Al obtener la
solucion se repetird la prueba ante el punto de referencia propuesto.

En la Figura 4-3 se muestra el comportamiento del péndulo brazo y el péndulo durante la
sintonizacién. Se observé que el brazo mantuvo su rango de movimiento entre £250° al inicio de
cada sintonizacién, con Ky = [—1, —1, —10, —1}T. Se tom¢ esta decision al observar que mejoraba
el desempeno en la segunda etapa con el vector de ganancias iniciales Ky en comparacién con
el vector hallado durante la primer sintonizaciéon. Asi mismo, el péndulo mostré una respuesta
oscilatoria que se mantuvo acotada entre £80°, durante el inicio de ambas etapas. Sin embargo,
durante la mayor parte del experimento se mantuvo a la respuesta del brazo y el péndulo en

rangos de £30° y £6°, respectivamente.
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Figura 4-3: Comportamiento del sistema durante la sintonizacién

En la Figura 4-4 se muestra la sintonizacién del vector de ganancias, K, para el LQR del péndulo
furuta con los péndulos mediano y corto. En la parte superior se presenta a las 3 componentes
de menor magnitud, para facilitar su visualizacién. Mientras que en la parte inferior aparece
la componente que alcanza valores méas grandes y esté relacionada con la posicién del péndulo.

Los vectores obtenidos en cada caso fueron:

N T
K, = [—4.2965 —5.2935 —68.2348 —9.6118} (4.39)

T
K, = [—3.5859 —4.7077 —56.9293 —7.9692} (4.40)
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De la primera sintonizacién se resalta que el error entre los valores deseados y los estimados es

mayor en las componentes K; y K4, en comparaciéon con los resultados obtenidos para Ky y K.
Sin embargo, en la segunda sintonizacién se redujo el error en K; y Ky.

Asi mismo, se identificé que en la gran mayoria de actualizaciones se supero el limite de 150, 000
pasos de tiempo discreto, debido a que se establecié a ey = 1 x 107°. No obstante, se obtuvo un
buen desempeno durante la sintonizacién al haber obtenido valores muy cercanos a los calculados

previamente.

! |
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.........

----------------

! ! I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
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Figura 4-4: Sintonizacién de ganancias de un LQR

Posteriormente se propuso un experimento para comparar la respuesta del sistema con los
diferentes vectores K. Se propuso al vector de condiciones iniciales zy = [HO,O,QO,O]T, con
Oy = —15° y ag = 10°. Se realizaron simulaciones, con los péndulos corto y mediano, en donde
se comparé a los vector K, (4.37) y K. (4.38) contra los obtenidos por aprendizaje reforzado,
K., (4.39) y K. (4.40), respectivamente.

En la Figura 4-5 se presenta la comparacién de los 4 controladores, en donde las etiquetas LQR;
indican el uso de los vectores calculados analiticamente y las etiquetas RL; el uso de los vectores
obtenidos por aprendizaje reforzado.

Al analizar el comportamiento del brazo se observé que los controladores obtenidos por RL
presentaron comportamientos muy similares. Ademds, produjeron una respuesta mas rapida, lo

cual puede indicar una senal de control ligeramente mayor que la de los controladores éptimos.
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Figura 4-5: Comparacion de respuestas con LQR

Por otro lado, la respuesta del péndulo mostré un comportamiento similar con los 4 contro-
ladores. Se observé que los controladores 6ptimos mantuvieron un sobretiro muy cercano. Sin
embargo, los controladores sintonizados mediante aprendizaje reforzado mostraron una diferen-
cia mayor entre las magnitudes obtenidas de sobretiro méaximo.

En la Figura 4-6 se muestra la comparaciéon de la senal de control obtenida con cada vector
K. Al realizar un acercamiento sobre los primero 50 ms se observa que el vector K, (4.39)
produjo una senal ligeramente mayor que el controlador 6ptimo, provocando un menor tiempo
de asentamiento y un menor sobretiro en el péndulo. Mientras que el vector K, (4.40) produjo

una senal de control muy parecida a la obtenida con el vector K. (4.38).

95



CAPITULO 4. CONTROL OPTIMO LIBRE DE MODELO POR APRENDIZAJE

REFORZADO
12
—LQR,
---RL,
10 —LQR:»
, -RL;
8t 6
5
—. 61 4
=, 3
= b )
! 003 0.04 0.05
2 K
0 -
2 | | 1 | | J
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo [s]

Figura 4-6: Senal de control: Comparacién de respuestas con LQR

4.4 Discusion de resultados

Se realizaron simulaciones en Matlab Simulink para implementar un algoritmo basado en apren-
dizaje reforzado que permite hallar en linea la solucién de un LQR en tiempo discreto, para
controlar al péndulo Furuta sobre el equilibrié inestable. Se propuso considerar a dos péndulo

con longitud y masa diferentes, identificados como péndulo mediano y péndulo chico.

Se discretizé al sistema con un tiempo de muestreo de 2 ms y se realiz6 el diseno de un regulador
cuadratico lineal para cada péndulo. De tal forma que fuera posible realizar una comparacién

de los resultados obtenidos de forma analitica contra la respuesta del algoritmo inteligente.

Los resultados obtenidos durante la sintonizacién mostraron que al implementar el algoritmo
basado en aprendizaje reforzado es posible hallar soluciones cercanas a los valores calculados.
Sin embargo, con ambos péndulos se obtuvo al menos una componente del vector K més lejana

del controlador éptimo.

Con el objetivo de comparar el desempeno de los controladores obtenidos se realizé un exper-
. . . “ e . T

imento con el vector de condiciones iniciales g = [0, 0, g, 0], con Oy = —15° y g = 10°.
Los resultados mostraron respuestas muy parecidas con los 4 controladores, con respecto a su

capacidad de llevar al péndulo Furuta al equilibrio inestable con el menor esfuerzo de control
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posible.
Con el objetivo de realizar una comparacién del desempeno de cada controlador se recurre a la

funcién de costo del regulador cuadratico lineal:

N-1
J (zg,up) = Z r7 Qry + ui Ruy, (4.41)

k=0
con las matrices () = 207 y R = 1. Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente tabla:

Tabla 4.1: Indices de desempefio de LQR

Controlador | Costo total
LQR; 8,114.9
RL; 8,151.2
LQR, 7,121.1
RL, 7,134.8

Las etiquetas LQR; y RL; corresponden a los experimentos con el péndulo mediano. Mien-
tras que LQRy y RLy corresponden al uso del péndulo corto. Se destaca que los controladores
obtenidos por aprendizaje reforzado proporcionaron un desempeno muy cercano al obtenido con
los controladores 6ptimos. En ambos casos, el incremento registrado por la funcién de costo es
muy pequeno, con un incremento del 0.45 % con el péndulo mediano y del 0.19 % con el péndulo
corto.

De tal forma que el algoritmo basado en aprendizaje reforzado representa una alternativa que
no requiere de conocimiento sobre la dindmica del sistema para hallar soluciones cercanas a los

controladores éptimos.
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En los tltimos anos el aprendizaje reforzado se ha convertido en un tema de gran interés y
utilidad en el control automaético. Esto se debe a que representa un marco libre de modelo para
resolver problemas de control 6ptimo, planteados como procesos de decision de Markov. En
donde el agente recibe informacién del sistema en forma de estados y a partir de llos toma una
accion. Por lo que es posible compararlo con un control por retroalimentacion de estados.

En este trabajo se disenaron controladores basados en aprendizaje reforzado para controlar
al péndulo invertido rotativo sobre su equilibrio inestable. Se propuso evaluar al aprendizaje
reforzado en tres tareas diferentes. El control del péndulo Furuta mediante el algoritmo Q-
Learning, basado en la tabla Q y en la aproximacién de la funcién ) por redes neuronales. En
la compensacién de arquitecturas PD en serie y paralelo, por Q-Learning, ante perturbaciones
desconocidas. Y en la sintonizacién en linea de un regulador cuadrético lineal cuando existe
variaciéon paramétrica. En los tres casos se plantearon algoritmos basados en Q-Learning, lo
cual permite describir una solucién libre de modelo.

Los resultados obtenidos en el control por aprendizaje reforzado mostraron que el uso de una
tabla Q requierié de un mayor de tiempo de entrenamiento y no se cumplié el objetivo de
equilibrar al péndulo invertido. Por otro lado, el uso de la aproximacién de la funcién Q, por
redes neuronales, requirié de menos tiempo de entrenamiento y se obtuvo un controlador capaz
de mantener al sistema cerca del equilibrio inestable una vez que se realizé la validacién. Ademés,

se destaca el uso de estrategias pensadas para mejorar la estabilidad del aproximador no lineal,
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como lo es la red objetivo y la repeticién de experiencia.

Al abordar el uso del aprendizaje reforzado en la compensacién de esquemas de controladores
PD en serie y paralelo se observé que el entrenamiento de la solucién tabular se redujo. Ademas,
el uso de la tabla Q produjo un compensador titil para lidiar con una perturbacién descono-
cida, duarnte la validacién. Se resalta la similitud en la respuesta obtenida con la tabla Q y
el compensador disefiado con el modelo no lineal del sistema. Asi mismo, al implementar la
compensacion mediante el aproximador no lineal de la funcién Q se obtuvo un desempeno satis-
factorio, con un menor costo computacional que al utilizar una tabla Q de grandes dimensiones.
Se resalta el hecho de no haber utilizado a la perturbaciéon durante el entrenamiento de los com-
pensadores inteligentes. Esto debido a que se busco evaluar la eficacia de la politica e-greedy en
el entrenamiento, al facilitar la exploracién del espacio de estados y acciones.

Posteriormente, se implementé un algoritmo basado en aprendizaje reforzado que permite hal-
lar en linea la solucién de un LQR en tiempo discreto. Se propuso considerar dos péndulos,
de longitud y masa diferentes, para evaluar la capacidad del algoritmo para hallar vectores de
ganancias, K , cercanos a los valores 6ptimos. Los resultados obtenidos mostraron que las solu-
ciones halladas por aprendizaje reforzado proporcionan un desempeno similar al obtenido con
los controladores 6ptimos, sin requerir conocimiento del modelo linealizado del sistema.

Por lo tanto, se concluye que los algoritmos implementados en este trabajo permitieron com-
probar que el aprendizaje reforzado es una solucién viable en problemas de control donde se
desconoce el modelo. Asi mismo, se destaca la importancia de la correcta seleccién de una senal

de recompensa, para mejorar el entrenamiento y obtener un controlador funcional.

5.1 Trabajo a futuro

El trabajo realizado en la presente tesis permitié identificar diversas dreas de oportunidad.

Algunos de los problemas que se pueden abordar en un futuro, son:

e Explorar el uso de espacios de acciones continuos, para resolver el problema de una senal
de control con comutaciones de alta frecuencia y oscilaciones en la respuesta del sistema,

que estuvieron presentes en el control y la compensacién de los esquemas PD.
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e Abordar un modificacién del algoritmo de aprendizaje reforzado utilizado para hallar la
solucién de un LQR, que permita reducir el tiempo que tarda en converger. De tal forma,
que sea posible utilizarlo en linea para porblemas reales en donde las perturbaciones y la

incertidumbre perjudican el desempeno de los controladores 6ptimos.
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