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Resumen

En la actualidad, el uso de estrategias de control basadas en aprendizaje reforzado han resultado

especialmente atractivas, debido a que no requieren de conocimiento de la dinámica del sistema.

Se describe a los algoritmo de aprendizaje reforzado como un marco de referencia libre de modelo

para resolver problemas de control óptimo, descritos como procesos de decisión de Markov. Por

lo que, los algoritmo de aprendizaje reforzado comparten características teóricas con el control

óptimo y el control adaptable.

En este trabajo de tesis, se presenta el uso de técnicas de aprendizaje reforzado para controlar

al péndulo invertido rotativo sobre su equilibrio inestable, un sistema mecánico subactuado de

dos grados de libertad. Se desarrollaron controladores basados en aprendizaje reforzado, por

solución tabular y mediante aproximación por redes neuronales. Se obtuvo un compensador

para controladores PD, en serie y en paralelo, basado en el modelo no lineal. Se realizó la

comparación del compensador no lineal contra el uso de algoritmos de parendizaje reforzado

como compensación para los controladores PD, ante una perturbación desconocida. Así mismo,

se implementó un algoritmo, libre de modelo, basado en aprendizaje reforzado para sintonizar

en línea a un regulador cuadrático lineal, cuando existe variación paramétrica.

De los resultados obtenidos se concluyó que el uso de redes neuronales como aproximación de

la tabla Q permite reducir el tiempo de entrenamiento y evitar el problema de sobreestimación.

Sin embargo, al combinar los algoritmo de aprendizaje reforzado con los controladores PD se

identi�có que las estrategias basadas en aprendizaje reforzado son su�cientemente robustaz,

al lidiar con perturbaciones desconocidas. Así mismo, al realizar la sintonización en línea del

regulador cuadrático lineal se obtuvieron soluciones cercanas a los valores esperados en cada

caso de variación paramétrica.



Abstract

Currently, the use of control strategies based on reinforcement learning have been specially

attractive, since they do not require knowledge of the dynamics of the system. Reinforcement

learning algorithms are described as a model-free frame of reference for solving optimal control

problems, described as Markov decision processes. Therefore, reinforcement learning algorithms

share theoretical characteristics with optimal control and adaptive control.

In this thesis, the use of reinforcement learning techniques is presented to control the rotary

inverted pendulum over its unstable equilibrium, an underactuated mechanical system of two

degrees of freedom. Control algorithms based on reinforcement learning, by tabular solution

and by neural network approximation were developed. A compensator was obtained for PD

controllers, serial and parallel, based on the nonlinear model. Comparison of the nonlinear

compensator was performed against the use of reinforcement learning algorithms as compens-

ation for PD controllers, for an unknown disturbance. Likewise, a model-free algorithm based

on reinforcement learning was implemented to tune in line to a linear quadratic regulator, when

there is parametric variation.

From the results obtained, it was concluded that the use of neural networks as an approximation

of table Q allows reducing training time and avoiding the problem of overestimation. However,

by combining reinforcement learning algorithms with PD controllers, it was identi�ed that

strategies based on reinforcement learning are robust enough to deal with unknown disturbances.

Likewise, when performing the on-line tuning of the linear quadratic regulator, solutions close

to the expected values were obtained in each case of parametric variation.
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CAPÍTULO 1

Introducción

La teoría del control por retroalimentación es el estudio de los medios para desarrollar algorit-

mos de control para sistemas de ingeniería humana que garanticen criterios de rendimiento y

seguridad [1]. Los controladores por retroalimentación funcionan bajo el principio de observar

la salida de un sistema, comparandola contra la trayctoria deseada y calculando la señal de

control necesaria para modi�car el desempeño del sistema a partir del error [2]. Sin embargo,

comunmente el uso de controladores clásicos requiere del conocimiento parcial o total de la

dinámica de un sistema.

Cuando se conoce el modelo de un sistema dinámico es posible linealizarlo al rededor de un punto

de operación y diseñar controladores lineales basados en el modelo. Uno de los controladores

lineales más famosos es el regulador lineal cuadrático (LQR). Este controlador se diseña fuera

de línea al resolver la ecuación algebráica de Ricatti, para mínimizar una función de costo

preescrita. Sin embargo, los cambios en los parámetros del sistema comprometen la optimalidad

del controlador y es necesario resintonizarlo.

Además, es posible usar técnicas de compensación que cancelen las dinámicas no lineales de la

planta y se establezca un comportamiento más simple. Un esquema muy común es el control

de robots manipuladores mediante el control PD con compensación de pares gravitacionales, el

cual reduce el error en estado estacionario causado por los términos no lineales [3].

Por otro lado, cuando no se conoce un modelo exacto del sistema se recurre a controladores

libres de modelo, entre los cuales destacan el control Proporcional-Integral-Derivativo (PID), el

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

control por modos deslizantes (SMC) y el control por redes neuronales. Aunque proporcionan

un buen desempeño ante diferentes tareas y son relativamente fáciles de sintonizar, no presentan

un desempeño óptimo y deben ser resintonizados ante perturbaciones e incertidumbre.

Recientemente, se han implementado técnicas de aprendizaje reforzado (RL) en problemas de

control óptimo y control robusto, mediante el uso de la teoría de progrmación dinámica (DP) [3].

Resultando especialmente atractivos debido a que no requieren conocimiento de la dinámica del

sistema y mediante el correcto diseño de las señales de recompensa es posible adaptarse a

cambios en el sistema y posibles errores o perturbaciones [2].

El aprendizaje reforzado describe una familia de sistemas del aprendizaje automático que operan

bajo los principios usados por animales, grupos sociales y sistemas naturales [2]. De acuerdo con

Sutton [4], el aprendizaje reforzado se centra mucho más en el aprendizaje dirigido a objetivos

desde la interacción que cualquier otro enfoque del aprendizaje automático. En pocas palabras, el

aprendizaje reforzado consiste en aprender a relacionar situaciones con acciones para optimizar

una recompensa numérica.

Los algoritmos de RL comparten características con el control óptimo y el control adaptable

debido a que es un marco de referencia libre de modelo para resolver problemas de control

óptimo, establecidos como procesos de decisión de Markov (MDPs) discretos. Muchos de los

métodos de RL permiten el diseño de controladores adaptables que aprenden en tiempo real las

soluciones a problemas de optimización preescritos por diseño [2]. Por lo tanto, el RL es una

herramienta muy valiosa para hallar controladores óptimos, o casi óptimos, en casos donde la

dinámica de un sistema es desconocida o se ve afectada por una incertidumbre signi�cativa.

No obstante, los sistemas mecánicos subactuados son aquellos que poseen más grados de libertad

que actuadores a controlar. Esta restricción implica que algunas de las con�guraciones del

sistema no pueden ser comandadas directamente, lo cual hace mucho más complicado el diseño

de controladores. Por lo que se han convertido en un interesante caso de estudio en el control

automático, y algunos son considerados como un punto de referencia, siendo utilizados para

probar diferentes algoritmos de control [5].

Este tipo de sistemas son comunes en diferentes áreas y aplicaciones, tales como robótica móvil,

sistemas �exibles, sistemas aeroespaciales y robots submarinos, entre otros [6]. Muchos de estos

sistemas poseen la condición de subactuación por la naturaleza de su dinámica, como los aviones,

2
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helicópteros, grúas y cohetes espaciales. Por otro lado, esta condición también puede aparecer

en los sistemas cuando en su diseño se busca reducir costos o por �nes prácticos, como los

satélites con dos turbinas o los robots con eslabones �exibles. Sin embargo, también puede

surgir ante fallas en los actuadores o imponerse arti�cialmente para crear sistemas no lineales

complejos de bajo orden para adquirir información útil al controlar sistemas subactuados de

orden superior [5].

Un ejemplo de sistema mecánico con la condición de subactuación impuesta arti�cialmente es el

péndulo invertido rotativo, también conocido como péndulo Furuta en honor a su inventor [7�9],

un sistema subactuado de dos grados de libertad. El sistema cuenta con un brazo actuado

que rota sobre el plano horizontal y un péndulo que rota libremente sobre el plano vertical,

el cual está sujeto al extremo del brazo mediante un pivote. Por lo tanto, se debe controlar

indirectamente a la posición angular del péndulo mediante la posición del brazo, lo cual provoca

dinámicas no lineales más pronunciadas. El motivo de su diseño proviene del sistema clásico de

un péndulo montado sobre un carro, ya que la base rotativa elimina la limitación de movimiento

y reduce las dinámicas no modeladas debidas al mecanismo de transmisión de potencia [7].

1.1 Programación Dinámica y Aprendizaje Reforzado

La programación dinámica (DP) y el aprendizaje reforzado (RL) son métodos algorítmicos

para resolver problemas en donde las acciones son aplicadas a un sistema durante un periodo

de tiempo extenso, para alcanzar un objetivo determinado. Usualmente se trata de problemas

secuenciales de toma de decisiones, ya que son en tiempo discreto y se toman acciones en cada

paso de tiempo. Las acciones se toman a partir de los resultados de las acciones anteriores y

mediante una recompensa se evalua cada paso de la toma de decisiones, buscando optimizar a

largo plazo el total de las recompensas acumuladas [10].

De acuerdo con Busoinu [10], en DP y RL un agente interactua con un entorno por medio de una

señal de estado, la cual describe al estado del entorno, una señal de acción, la cual permite al

agente in�uir sobre el entorno y una señal de recompensa, la cual evalua el desemepño inmediato.

La dinámica del entorno, la función de recompensa, el conjunto de posibles estados y el conjunto

de posibles acciones constituyen un proceso de decisión de Markov (MDP).

3
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1.1.1 Procesos de decisión de Marcov (MDP)

De acuerdo con Sutton [4], los procesos de decisión de Markov representan un marco directo

del problema de aprendizaje a partir de la interacción para lograr un objetivo. Un MDP está

dado por la interacción entre un agente y el entorno. El agente es aquel que aprende y toma las

decisiones. El entorno comprende todo lo que está fuera del agente.

Un MDP determinista está de�nido por un espacio de estados del entorno, X , y el espacio de

acciones del agente, U . De forma concreta, el agente y el entorno interactuan en una secuencia

de pasos de tiempo discreto, k = 0; 1; 2; 3; : : : . En cada paso k, el agente recibe algunas repre-

sentaciones del estado del entorno, xk 2 X , y con base a éstas elige una acción uk 2 U . Como

consecuencia de esta acción, el agente recibe una recompensa numérica, rk+1 2 R � R, y se

actualiza al estado xk+1 [4]. Generando una trayectoria:

x0; u0; r1; x1; u1; r2; x2; u2; r3; : : :

En un MDP �nito, los conjuntos de estados, acciones y recompensas tienen un número �nito de

elementos. Por lo que, para valores particulares de las variables aleatorias, xk+1 2 X y rk+1 2 R,

existe una probabilidad de que esos valores ocurran en un tiempo k, según el estado y la acción

precedentes:

p (xk+1; rk+1jxk; uk) , Pr fxk+1; rk+1jxk; ukg (1.1)

para toda xk+1; xk 2 X , rk+1 2 R y uk 2 U . La función p : X �R�X �U 7! [0; 1] es una función

determinística ordinaria de 4 argumentos, que describe la dinámica del MDP. Al tratarse de una

distribución de probabilidad para cada estado xk, y acción uk, se tiene:X
x02X

X
r2R

p (x0; rjx; u) = 1; 8x 2 X ; u 2 U (1.2)

En un MDP, la propiedad de Markov señala que el estado contiene su�ciente información sobre

el pasado de la interacción agente-entorno, tal que la evolución del proceso de Markov depende

sólo del estado actual y no de sus valores anteriores [4]. Por lo tanto, mediante un ligero abuso

de notación, es posible reescribir a p como una función de 3 argumentos p : X �X �U 7! [0; 1]:

p (xk+1jxk; uk) , Pr fxk+1jxk; ukg =
X
r2R

p (xk+1; rjxk; uk) (1.3)

4



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

a la cual se conoce como probabilidad de transición de estado. Mientras que la recompensa

esperada es una función de 2 argumentos que depende del par estado-acción:

r (xk; uk) , E [rk+1jxk; uk] =
X
r2R

r
X
x02X

p (x0; rjxk; uk) (1.4)

Retornos

En el marco del aprendizaje reforzado, el objetivo del agente está formalizado en términos de

la recompensa. Por lo que, es fundamental establecer una recompensa que realmente indique

lo que se pretende lograr, es decir, la recompensa deberá comunicar al agente qué es lo que se

desea alcanzar y no cómo se espera lograrlo [4].

Para una secuencia de recompensas recibidas después del paso k, rk+1; rk+2; rk+3; : : : , se de�ne

al retorno, Gh (xk), como alguna función especí�ca de la secuencia de recompensas. Representa

la recompensa obtenida por el agente a largo plazo. En DP y RL, el objetivo es optimizar el

desempeño a largo plazo, utilizando sólo como retroalimentación el rendimiento inmediato. Esto

se conoce formalmente como el reto de las recompensas retrasadas [4].

Existen diferentes tipos de retornos, dependiendo de la forma en que se acumule la recompensa

[11,12]. En el caso más simple se tiene a la función de retorno como la suma de las recompensas:

Gh (xk)
�
= rk+1 + rk+2 + rk+3 + � � � (1.5)

Para tareas en donde la interacción agente-entorno se rompe de manera natural, surgen los con-

ceptos de episodios y tiempo �nal, T . Cada episodio termina en estados especiales, denominados

estados terminales, lo cual limita a la suma de recompensas hasta el paso T , que normalmente

varía de episodio a episodio. Este tipo de teareas se conococen como episódicas, en donde suele

ser necesario distinguir entre los estados terminales, X+, y no terminales, X .

No obstante, en muchos casos la interacción agente-entorno no se rompe naturalmente en episo-

dios identi�cables y continua sin límite. Este tipo de problemas se conocen como tareas con-

tinuas, en donde T = 1 y el retorno facilmente se puede volver in�nito. Por lo que se utiliza

una de�nición de retorno que es ligeramente más compleja conceptualmente, pero más simple

matemáticamente.
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Para esto, se introduce el factor de descuento, 
, que da lugar al retorno descontado de horizonte

in�nito:

Gh (xk)
�
=

1X
i=0


irk+i+1 =

1X
i=0


ir (xk+i; uk+i) (1.6)

donde 
 2 [0; 1). En [10] se menciona que el factor de descuento puede ser interpretado in-

tuitivamente como una medida de que tan �claro de visión� es el agente con respecto a las

recompensas. Desde un punto de vista matemático, el descuento garantiza que el retorno siem-

pre estará acotado si la recompensa está acotada.

Sutton [4], destaca que el factor de descuento determina el valor actual de las recompensas

futuras. Si 
 < 1, la suma in�nita convergerá, siempre y cuando, la secuencia de recompensas

esté acotada. Cuando 
 = 0, se produce un fenómeno de miopía en el agente, debido a que sólo

buscará optimizar la recompensa inmediata. Conforme 
 tiende a 1, el agente toma en cuenta

mayormente a las recompensas futuras, haciendo que sea hipermétrope.

En la práctica, es necesario elegir un valor adecuado de 
. Sin embargo, no hay un procedimiento

general para elegir a 
. Por ejemplo, en un problema de clásico de estabilización en control

automático, donde se requiere alcanzar un estado estacionario y mantenerse ahí, 
 deberá ser

su�cientemente grande tal que las recompensas obtenidas al alcanzar el estado estacionario y

permanecer ahí tengan una in�uencia signi�cativa en cada estado inicial [10].

De igual forma, es posible aplicar el retorno descontado a problemas episódicos de horizonte

�nito:

Gh (xk) =
TX
i=0


irk+i+1 =

TX
i=0


i� (xk+i; h (xk+i)) (1.7)

Una propiedad que resulta importante para los algoritmos de aprendizaje reforzado es que las

recompensas sucesivas están relacionadas de forma recursiva:

Gh (xk) = rk+1 + 
rk+2 + 

2rk+3 + 


3rk+4 + � � �

= rk+1 + 

�
rk+2 + 
rk+3 + 


2rk+4 + � � �
�

= rk+1 + 
Gh (xk+1) (1.8)

Lo cual se cumple en tareas episódicas para todo k < T [4].
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Políticas y Funciones de Valor

La mayoría de los algoritmos de RL involucran la estimación de las funciones de valor, las cuales

son funciones que dependen de los estados o los pares estado-acción y estiman que tan bueno

es para el agente estar un cierto estado o realizar una cierta acción en un estado determinado,

todo en función del retorno esperado. Debido a que las recompensas dependen de las acciones

que el agente tome, las funciones de valor se de�nen con respecto a las políticas [4].

Una política es un mapeo de los estados a las probabilidades de seleccionar cada posible acción

[10]. Si el agente sigue una política h en el tiempo k, entonces h (x) representa la probabilidad

de que se tome la acción u a partir del estado x.

La función de valor de un estado xk bajo la política h, se denota por vh (xk), es el retorno

esperado cuando se inicia en xk y se sigue la política h. Para un MDP se de�ne formalmente a

la función de valor como:

vh (xk) , Eh [Gh (xk) jxk] = Eh

" 1X
i=0


irk+i+1jxk

#
; 8xk 2 X (1.9)

donde Eh [�] denota el valor esperado de una variable aleatoria que sigue una política h.

De manera similar, se de�ne al valor de tomar una acción uk en un estado xk bajo una política

h, por qh (xk; uk) y es conocida como función de acción-valor:

qh (xk; uk) , Eh [Gh (xk) jxk; uk] = Eh

" 1X
i=0


irk+i+1jxk; uk

#
; 8xk 2 X ; uk 2 U (1.10)

Por lo tanto, se tienen dos tipos de funciones de valor, de estado-acción, qh (x; u), y de estado,

vh (x). De acuerdo con [10], comunmente en la literatura se utiliza el nombre función de valor

para referirse a vh (x). Sin embargo, propone utilizar los nombre funciones Q y funciones V para

hacer una clara distinción entre ambas.

La función Q de una política h, qh : X � U ! R, proporciona el retorno obtenido cuando se

aplica una determinada acción ante un estado especí�co, siguiendo la política h:

qh (xk; uk) = r (xk; uk) + 
Gh (xk+1) (1.11)

Esta formula concisa puede ser obtenida al escribir qh (xk; uk) explícitamente como la suma

descontada de las recompensas obtenidas al tomar uk en xk y seguir a h:

7
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qh (xk; uk) =
1X
i=0


ir (xk+i; uk+i) (1.12)

Una propiedad fundamental de las funciones de valor usadas en DP y RL es que satisfacen

relaciones recursivas. Es decir, para cualquier política h y cualquier estado xk, se cumple la

siguiente condición de consistencia entre el valor de xk y el valor de su posible estado sucesor [4]:

qh (xk; uk) = r (xk; uk) +

1X
i=1


ir (xk+i; uk+i)

= r (xk; uk) + 


1X
i=1


i�1r (xk+i; uk+i)

= r (xk; uk) + 
Gh (xk+1) (1.13)

donde se usó la de�nición de Gh (xk+1) para el última paso. Además, al analizar el segundo paso

de la ecuación anterior, se tiene:

qh (xk; uk) = r (xk; uk) + 

1X
i=1


i�1r (xk+i; uk+i)

= r (xk; uk) + 


"
r (xk+1; uk+1) + 


1X
i=2


i�2r (xk+i; uk+i)

#
= r (xk; uk) + 
qh (xk+1; uk+1) (1.14)

Se conoce a la ecuación anterior como ecuación de Bellman para qh. Esta ecuación describe una

relación entre el valor del par estado-acción actual y el valor de los posibles pares sucesivos [4].

La ecuación de Bellman para qh establece que el valor de tomar una acción uk en el estado xk

bajo la política h es igual a la suma de la recompensa inmediata y el valor en el siguiente estado:

qh (xk; uk) = r (xk; uk) + 
qh (xk+1; uk+1) (1.15)

Resolver un problema de aprendizaje reforzado implica encontrar una política que alcance una

gran recompensa a largo plazo. Una forma conveniente de carcaterizar a las políticas es usando

sus funciones de valor. Para MDPs �nitos, las funciones de valor establecen un orden parcial

sobre las políticas. Una política h es mejor o igual que otra política h0, h � h0, si y sólo si

vh (xk) � vh0 (xk) para todo xk 2 X [4].
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Además, siempre existe al menos una política que es mejor o igual que las demás y se conoce

como política optima. Aunque exista más de una política optima, se denotada a todas ellas

como h�. Todas las políticas óptimas comparten la misma función V, llamada función de valor

de estado óptima, denotada como v�, y de�nida como:

v� (x) , m��n
h
vh (x) (1.16)

Además, las políticas optimas también comparten la misma función Q, denotada por q�, y

de�nida como:

q� (x; u) , m��n
h
qh (x; u) (1.17)

Cualquier política h� que elija en cada estado a la acción con el valor óptimo q más pequeño es

óptima, es decir:

h� (x) 2 argm��n
u
q� (x; u) (1.18)

En general, para una función Q dada, una política h que satisface:

h (x) 2 argm��n
u
q (x; u) (1.19)

se dice que es codiciosa en Q. Por lo que, para hallar una política óptima es posible hallar

primero la función óptima q� y usar la expresión (1.18) para calcular una política codiciosa en

q�.

Como q� es la función de valor para una política, deberá satisfacer la condición de consistencia

dada por la ecuación de Bellman para valores de estado-acción. Sin embargo, como se trata de

la función Q óptima, la condición de consistencia puede escribirse sin hacer referencia a alguna

política en especí�co. A esta ecuación se le conoce como ecuación de Bellman para q�, o ecuación

de optimalidad de Bellman [4].

La ecuaciónde optimalidad de Bellman caracteriza a q� y establece que el valor óptimo de la

acción u tomada en el estado x es igual a la suma de la recompensa inmediata y el valor óptimo

de la mejor acción en el siguiente estado:

q� (xk; uk) = r (xk; uk) + 
m��n
u
qh (xk+1; u) (1.20)

9
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Cuando se tiene a v�, es relativamente sencillo determinar la política óptima. Para cada estado

x, existirán una o más acciones para las que se obtenga el mínimo en la ecuación de optimalidad

de Bellman. Por lo que se requiere una busqueda de un paso adelante. Cuando se conoce a q�

es más fácil determinar las acciones óptimas. En este caso, el agente no requiere realizar una

busqueda de un paso adelante, simplemente puede encontrar la acción que minimice a q� (s; a).

Es más sencillo utilizar una política codiciosa en q� debido a que incluye información sobre la

calidad de las transiciones; mientras que una función V sólo describe la calidad de los estados [10].

Además, la función Q óptima permite seleccionar acciones óptimas sin tener que saber nada

sobre los posibles estados sucesores y sus valores, es decir, sin tener que saber nada acerca de

la dinámica del entorno [4].

1.1.2 Programación dinámica

El término programación diámica se re�ere a una colección de algoritmos que pueden usarse

para calcular políticas optimas a partir de un modelo perfecto del entorno, como un MDP.

Los algoritmos clásicos de DP son de limitada utilidad en el aprendizaje reforzado debido a su

suposición de un modelo perfecto y su gran costo computacional, pero siguen siendo importantes

teoricamente [4].

La idea principal de la programación dinámica, y del aprendizaje reforzado en general, es el uso

de funciones de valor para organizar y estructurar la busqueda de políticas adecuadas.

Iteración de la función de valor

Las técnicas de iteración de la función de valor usan la ecuación de optimalidad de Bellman

para calcular una función de valor óptima de forma iterativa, a partir de la cual se deriva una

política óptima [10].

Sea el conjunto de todas las funciones de valor Q denotado por Q. Entonces, el mapeo de

iteración T : Q 7! Q, calcula el lado derecho de la ecuación de optimalidad de Bellman para

cualquier función Q. En el caso determinista este mapeo está dado como:

[T (q)] (xk; uk) = r (xk; uk) + 
m��n
u
q (xk+1; u) (1.21)

10
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El algoritmo de iteración inicia en una función arbitaria, q0, y en cada paso k actualiza la función

q usando:

qk+1 = T (qk) (1.22)

Es posible mostrar que T es una contracción con factor 
 < 1 en la norma in�nito, es decir,

para cualquier par de funciones q y q0, es cierto que:

kT (q)� T (q0)k1 � 
 kq � q0k1 (1.23)

Debido a que T es una contracción y tiene un único punto de equilibrio [10]. Al reescribir la

ecuación de optimalidad de Bellman usando el mapeo de iteración, se establece que q� es un

punto de equilibrio de T [10]:

q� = T (q�) (1.24)

Entonces, el único punto de equilibrio de T es en realidad q� y la iteración de q converge

asintóticamente a q� conforme k ! 1. Además, la iteración de q converge a q� con una razón

de 
, en el sentido de kqk+1 � q�k1 � 
 kqk � q�k1. Con lo cual, una política óptima puede ser

calculada de q� como:

h� (s) 2 argm��n
u
q� (x; u) (1.25)

En el Algoritmo 1 se muestra el proceso de iteración de la función q.

Algoritmo 1 Iteración de la función de valor para un MDP
Entrada: Modelo MDP, función de recompensa r, factor de descuento 

1: Inicializar a la función q, por ejemplo, q0  0
2: repetir {en cada iteración k = 0; 1; 2; : : : }
3: para cada par (x; u) hacer
4: qk+1(xk; uk) r(xk; uk) + 
m�axu qk (xk+1; u)
5: �n para
6: hasta que qk+1 = qk
Salida: q� = qk

El resultado anterior sólo garantiza la convergencia asintótica de la iteración de q, entonces el cri-

terio para detener el Algoritmo 1 sólo se satisface asintóticamente. En la práctica es importante

garantizar el desempeño del algoritmo cuando se detiene después de un número �nito de itera-
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ciones. Es posible detener la iteración de q cuando la dierencia entre dos funciones q consecutivas

sea igual o menor que una cota determinada, "QI > 0, es decir, cuando kqk+1 � qkk1 � "QI .

1.1.3 Aprendiaje reforzado

El aprendizaje reforzado implica aprender qué hacer, es decir, cómo mapear situaciones a ac-

ciones, para optimizar una señal de recompensa numérica. En RL no se indica al .aprendiz"(agente)

que acciones tomar, sino que debe descubir que acciones producen la mayor recompensa por

prueba y error. En los casos más interesantes y complejos, las acciones no sólo afectan la rec-

ompensa inmediata, sino también a las situaciones futuras y sus recompensas [4].

En el aprendizaje reforzado la idea principal es capturar los aspectos más importantes del

problema real para alcanzar un objetivo. El agente deberá ser capaz de medir, hasta cierto

punto, los estados del entorno y tomar acciones que in�uyan en ellos.

Sutton y Barto [4], establecen que a diferencia del aprendizaje supervisado, en RL no se aprende

de un conjunto de datos provistos por un supervisor externo con conocimiento de la tarea a

resolver. En el aprendizaje supervisado, el objetivo es que el sistema generalice su respuesta

para que actúe correctamente en situaciones no presentes en el conjunto de entrenamiento. Sin

embargo, este método no es adecuado para aprender de la interacción. En problemas interactivos

es comunmente impráctico obtener ejemplos del comportamiento deseado que sean correctos y

representativos para todas las posibles situaciones. El objetivo en RL es que en un terreno

desconocido, el agente sea capaz de aprender apartir de su propia experiencia.

Así mismo, el aprendizaje reforzado busca optimizar una señal de recompensa en lugar de

tratar de encontrar una estructura oculta en colecciones de datos, provenientes de ejemplos de

comportamientos concretos, como se hace generalmente en el aprendizaje no supervisado. Por

esto, se considera al aprendizaje reforzado como un tercer paradigma del aprendizaje automático,

junto al aprendizaje supervisado y el aprendizaje no supervisado [4].

Uno de los retos más grandes que se enfrentan en RL, y no en otros tipos deaprendizaje, es el

equilirbio entre exploración y explotación. Para obtener una mejor recompensa, un agente de

RL debe elegir las acciones que ha probado en el pasado y han resultado efectivas. Sin embargo,

para descubrir esas acciones, tuvo que probar acciones que no había elegido antes.
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1.2 Estado del arte

Las técnicas de control desarrolladas para robots completamente actuados no aplican direcat-

mente en el caso de sistemas mecánicos subactuados. Por lo que se han desarrollado algoritmos

estabilizantes para sistemas subactuados, debido al interés de estabilizar sistemas como barcos,

vehículos submarinos, helicópteros, aviones, satelites y robots móviles, los cuales son subac-

tuados por diseño. Además, ante fallas en los actuadores es necesario implementar soluciones

mediante software ya que son más económicas que el uso de actuadores redundantes [6].

El desarrollo de estos métodos está centrado en obtener técnicas de control generales para

sistemas subactuados no lineales. Sin embargo, este objetivo es di�cil de alcanzar y en su lugar

se busca estabilizar ciertas clases de sistemas mecánicos. Para esto los investigadores se han

enfocado en sistemas mecánicos simples, entre los cuales destacan como puntos de referencia

en laboratorios de control automático el péndulo invertido, el péndulo invertido rotativo, el

pendubot, el manipuldor planar con resortes en los eslabones, el péndulo dirigido por una

rueda giratoria, el sistema barra esfera, entre otros. Aunque son ejemplos de sistemas mecánicos

simples, representan un reto para el diseño de esquemas de control [5].

1.2.1 Control del péndulo invertido rotativo

Debido a que el péndulo invertido rotativo es un sistema altamente no lineal, de fase no mínima,

de estructura simple, multivariable e inestable es comumente utilizado para validar la e�cacia

y el desempeño de múltiples algoritmos de control [5].

De acuerdo con Hamza [13], en la literatura se han abordado 4 objetivos de control del péndulo

Furuta, los cuales son:

1. El balanceo del péndulo, el cual consiste en llevar al péndulo del equilibrio estable hasta

el equilibrio inestable.

2. La estabilización del péndulo, es decir, regular la posición del péndulo para mantenerlo

en el equilibrio inestable.

3. El diseño de un control por conmutación que permita la acción del control de balanceo y

la estabilización del péndulo.
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4. Seguimiento de trayectoria, en donde se busca que el brazo siga una trayectoria variante

en el tiempo, mientras que el péndulo permanece en el equilibrio inestable.

La motivación inicial del estudio del péndulo invertido proviene de la necesidad de controladores

para equilibrar a los cohetes durante su despegue. Los cohetes son altamente inestables durante

el lanzamiento, por lo cual se requiere de estrategías que mantegan al sistema en la posición

vertical [14].

Control lineal

Algunas de las estrategias que han demostrado un buen desempeño al controlar al péndulo

Furuta, son los esquemas de control en cascada, debido a que permiten atenuar el efecto de las

perturbaciones y mejoran la dinámica en lazo cerrado [15]. Los esquemas de control PID son

extensamente utilizados en aplicaciones industriales debido a la simplicidad de su estructura y

a que existen métodos de sintonización que no requieren conocimiento del modelo del sistema.

Sin embargo, en sistemas altamente no lineales, sujetos a incertidumbre, es difícil obtener un

buen desempeño.

Chawaphan, Aung y Maneetham [16], analizaron la robustez y capacidad del controlador PID

para balancear al péndulo hasta una región cercana a la posición vertical. Propusieron un

controlador para la parte actuada y otro para el péndulo, tal que sumaron las respuestas para

obtener la señal de control. Realizaron simulaciones del péndulo rotativo y el péndulo montado

sobre un carro y sintonizaron los controladores mediante prueba y error. Observaron que, aunque

el controlador es capaz de balancear al péndulo bajo condiciones nominales, carece de robustez

ante perturbaciones externas.

Adharsh et. al. [17], desarrollaron un modelo no lineal del péndulo Furuta. Mediante análisis

determinaron que no es posible estabilizarlo con un sólo controlador y utilizaron dos PID en

paralelo, debido a que el comportamiento del brazo y el péndulo son completamente diferentes.

Establecieron como criterios de diseño un sobretiro máximo de 10%, un tiempo de subida

menor a 1 s y tiempo de asentamiento menor a 5 s. Concluyeron que el esquema propuesto fue

su�cientemente robusto para estabilizar al péndulo y al brazo en 0�.

Nath y Mitra [18], diseñaron un control por retroalimentación de estados mediante asignación

de polos y añadieron un integrador para eliminar el error en estado estacionario, debido a que en
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la retroalimentación sólo intervienen las acciones proporcional y derivativa. Al implementar el

controlador en el sistema físico el error en estado estacionario se mantuvo dentro de una banda

del 0:5%.

En [19], propusieron un controlador PD basado en energía para invertir al péndulo Furuta y

para estabilizarlo implementaron un LQR. Mediante simulaciones observaron que el controlador

PD logró aproximar al péndulo al equilibrio inestable con 5 balanceos. Mientras que en el equipo

físico el control PD requirió más balanceos para invertir el péndulo debido a que no consider-

aron a la fricción en el diseño. Con respecto a la estabilización destacaron que se produjeron

oscilaciones sostenidas en el estado estacionario.

Sainzaya et. al. [20], utilizaron un controlador basado en energía para balancear al péndulo

rotativo y un LQR para estabilizarlo. Propusieron implementar un controlador PID dependiente

de la velocidad del péndulo para mejorar la respuesta del LQR. Destacaron que esta modi�cación

proporcionó una mayor robustez ante perturbaciones; sin embargo, el LQR sigue dependiendo

de una región lineal para garantizar la estabilización del péndulo.

Furuta, Yamakita y Kobayashi [7,8], consideraron el problema de balanceo y estabilización del

péndulo invertido rotativo mediante algoritmos basados en el espacio de estados. Para el bal-

anceo del péndulo compararron un controlador por prealimentación con una secuencia de control

bang-bang contra una retroalimentación de estado tipo bang-bang. Para la estabilización usaron

un LQR. Asumieron que los parámetros del sistema se mantuvieron constantes y añadieron una

masa de 15 g en el extremo �nal del péndulo, como incertidumbre paramétrica. Sin la variación

paramétrica ambos controladores tuvieron un buen desempeño y el balanceo fue exitoso en am-

bos casos. Al añadir la masa de 15 g el controlador feedforward no logró realizar el balanceo y

la variante por retroalimentación tuvo un desempeño satisfactorio.

Xu, Iwase y Furuta [21], abordaron el problema de balanceo del péndulo en tiempo óptimo.

Destacaron que muchas de las soluciones de optimización en tiempo son difíciles de calcular en

una implementación física, como el Principio del Máximo de Pontryagin. Destacaron el uso de

técnicas de optimización no lineal para resolver el problema planteado. Mediante simulaciones

compararon al método propuesto contra un controlador basado en energía y concluyeron que el

control óptimo produjo una respuesta más rápida. Además, implementaron el método diseñado

en el sistema físico con un LQR, para estabilizar al péndulo. Al añadir una masa al extremo
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del péndulo el controlador mantuvo un buen desempeño Concluyeron que el diseño no sólo

demostró un buen seguimiento de trayectoria, si no que volvió al sistema menos sensible a la

incertidumbre paramétrica.

Paredes, et. al. [22], propusieron combinar la optimalidad del LQR con la robustez de un contro-

lador de estructura variable (VSC), tal que se obtenga una respuesta estable y menos suceptible

a perturbaciones externas e incertidumbres. Diseñaron un LQR y el VSC para sumar ambas

señales de control. Para el VSC optaron por un control por modos deslizantes (SMC) que uti-

lizó al vector de error y la ganancia de retroalimentación óptima del LQR como super�cie de

deslizamiento. Reemplazaron a la función signo por la función sigmoide para reducir el castañeo.

Compararon al esquema propuesto contra un LQR, en donde el VSC-LQR produjo la respuesta

más rápida y con menor sobre tiro. Simularon un caso de variación de parámetros en donde

comprobaron que el SMC mejoró la robustes del LQR. Al implementar ambos controladores en

el sistema físico llevaron manualmente al péndulo a la posición vertical superior y los contro-

ladores lo estabilizaron. Al aplicar una perturbación tipo escalón comprobaron que el LQR no

logró estabilizar el péndulo, mientras que el VSC-LQR produjo menores sobretiros y mantuvo

al péndulo cercano al equilibrio. Al añadir una masa al extremo del péndulo el LQR produjo

mayores sobretiros. Por lo que el esquema VSC-LQR demostró mayor robustez.

Pandey y Adhyaru [23], diseñaron un controlador robusto para el péndulo invertido rotativo,

considerando el objetivo de control de mejorar la robustez ante incertidumbre paramétrica por

el enfoque de control óptimo. Plantearon un problema de optimización con restricciones y lo

transformaron en un problema de control robusto al modi�car el término no cuadrático de

la ecuación de Hamilton-Jacobi-Bellman, junto con la incertidumbre del sistema. Validaron

el controlador mediante simulaciones con parámetros constantes y ante variaciones de �30%

al coe�ciente de amortiguamiento del brazo actuado. El LQR robusto mantuvo al péndulo

equilibrado con parámetros constantes y distintas condiciones iniciales. Ante la incertidumbre el

controlador mantuvo al péndulo cerca del equilibrio inestable, aunque se incrementó el sobretiro

máximo.

Los controladores H1 y H2 son una alternativa robusta a los controladores óptimos. El diseño

de este tipo de controladores requiere de diferentes funciones de costo que hacen al sistema de

control menos sensible a perturbaciones, incertidumbre y errores de modelación [24]. En [25] im-
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plementaron un controlador basado en energía para balancear al péndulo Furuta y compararon

un LQR, con un control por retroalimentación de estados y una combinación de controladores

H1 y H2. Durante los experimentos la retroalimentación de estados produjo la respuesta más

rápida, la combinación H2-H1 generó el menor sobretiro y las menores oscilaciones al rededor

del equilibrio. Sin embargo, la magnitud de la señal de control superó el límite del motor de cor-

riente de directa del sistema, por lo que requirieron saturar la señal. El LQR demandó la menor

señal de control, debido a que se puede penalizar mediante diseño la demanda de energía del

controlador. Concluyeron que el LQR produjo el mejor desempeño al comparar los resultados y

el consumo de energía.

Yu, Wang y Lu [26], diseñaron un controlador robusto H1 para invertir y estabilizar al pén-

dulo Furuta. Realizaron el diseño mediante la función de transferencia del sistema e implemen-

taron técnicas de control robusto de orden �jo para simpli�car la estructura del controlador.

Plantearon un problema de optimización para un controlador de primer orden y lo desarrollaron

mediante el toolbox de Matlab HIFOO (H-In�nity Fixed-Order Optimization). Compararon el

controlador obtenido contra un esquema H1 estándar, de tercer orden. Ambos controladores

cumplieron con el objetivo de control; sin embargo, comprobaron que el esquema propuesto fue

más robusto que el controlador H1 estándar después de añadir un accesorio rotativo al extremo

del péndulo, para introducir incertidumbre paramétrica y una perturbación aleatoria.

Ling et. al. [27], diseñaron un controlador basado en energía para invertir el péndulo Furuta

y consideraron un modelo lineal de parámetros variables para desarrollar un controlador que

estabilice al péndulo en el equilibrio inestable, mediante técnicas robustas de control predictivo.

Mediante análisis determinaron la región en el espacio de estados en la cual el control era efectivo

para la estabilización y de�nieron la condición de conmutación. Validaron el esquema propuesto

mediante simulaciones. Concluyeron que durante la estabilización el controlador mostró no ser

sensible al comportamiento de balanceo.

Así mismo, se ha abordado el problema del péndulo doble con la estructura del péndulo Fu-

ruta como en [28], donde propusieron un controlador H1, diseñado a través del problema de

sensibilidad combinada, para estabilizar al péndulo doble. Buscaron asegurar la estabilidad y

el desempeño robustos del sistema ante incertidumbres y perturbaciones. Validaron mediante

simulaciones y experimentos en el equipo físico al esquema desarrollado contra un LQR. En la
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primera simulación con parámetros constantes el LQR demostró un mejor desempeño. Al añadir

una variación de �10% al momento de inercia del brazo y el péndulo el control robusto redujo el

tiempo de asentamiento y no presentó sobretiros. Ante una perturbación de 0.0349 rad a ambos

péndulos después de 10 segundos en posición vertical, ambos controladores equilibraron los pén-

dulos corectamente. Aunque, el control robusto redujo el sobretiro y el tiempo de asentamiento

posterior a la perturbación. Finalmente, en el equipo físico sin perturbaciones ambos métodos

mantuvieron al sistema con oscilaciones de �0:01 rad al rededor del equilibrio. Al aplicar una

perturbación al péndulo interno, el LQR no logró estabilizar al sistema y el control robusto

generó logró estabilizar el sistema en poco tiempo.

Zhang y Dixon [29], diseñaron un controlador por retroalimentación de estados no mínimos,

también conocido como control Proporcional-Integral-Más (PIP), junto con un integrador anti

windup para estabilizar al péndulo Furuta. Diseñaron el algoritmo en el dominio s y realizaron

un proceso de optimización iterativo con una función de costo, que consideró la suma de los

valores propios normalizados en lazo cerrado. De esta forma hallaron los valores propios de una

región seleccionada y determinaron el control globalmente óptimo. Destacaron que una cualidad

del control PIP es la robustez. Sin embargo, no es posible omitir el esquema anti windup debido

a que el controlador posee un integrador y el error de posición del péndulo es grande ante la

condición inicial en la posición vertical inferior.

Control no lineal

El control por modos deslizantes (SMC) es una estrategia comunmente utilizada debido a que

su proveé la robustez necesaria al controlar sistemas no lineales ante la presencia de pertur-

baciones e incertidumbre [30]. En [31], analizaron el desempeño del sistema en las tareas de

balanceo y estabilización utilizando únicamente el control por modos deslizantes. Diseñaron dos

controladores, el primero para balancear el péndulo y el segundo para mantenerlo en el equilib-

rio inestable. Compararon los controladores propuestos contra un esquema PD-LQR, donde el

controlador PD se utilizó para balancear al péndulo y el LQR para estabilizarlo. Los resultados

mostraron que el SMC produjo una respuesta más rápida en el balanceo y mayor robustez ante

perturbaciones, durante la estabilización. Sin embargo, reemplazaron a la función signo por una

función sigmoide para reducir el efecto de castañeo.
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Wadi, Lee y Romdhane [32], diseñaron un controlador no lineal basado en modos deslizantes

para el péndulo Furuta ante perturbaciones externas. El algoritmo fue diseñado a partir de

las ecuaciones de movimiento del sistema. Realizaron simulaciones en las cuales introdujeron

perturbaciones e incertidumbre asociada al modelo y los instrumentos de medición. Compararon

al controlador contra una retroalimentación de estados. Concluyeron que el SMC produjo un

menor sobretiro y tiempo de asentamiento, así como una reducción en la señal de control. Sin

embargo, reemplazaron a la función signo por la función tangente hiperbólica para reducir el

castañeo.

Mientras que en [33], diseñaron un controlador basado en energía para el balanceo del péndulo

Furuta y compararon a un SMC contra un LQR en la estabilización. Por simulaciones observaron

que la señal de control más suave se produjo con el LQR, en donde la respuesta del sistema fue

más rápida y con un menor sobretiro. Mientras que el control por modos deslizantes proporcionó

mayor robustez ante la incertidumbre paramétrica y perturbaciones; sin embargo, se utilizó una

regla de aproximación de orden fraccional para atenuar el castañeo.

Srivastava et. al. [34], presentaron el diseño de un controlador por modos deslizantes de segundo

orden para el péndulo invertido rotativo. Utilizaron el algoritmo super-twisting para diseñar el

controlador. Compararon mediante simulaciones al control propuesto contra un SMC de primer

orden y un LQR. Añadieron una perturbación sobre el canal de la señal de control, con el objetivo

de comparar la robustez de los tres métodos. El LQR fue incapaz de compensar la perturbación

y produjo oscilaciones sostenidas en la posición del péndulo. Los métodos basados en modos

deslizantes rechazaron la perturbación y mantuvieron al péndulo en la posición vertical. Aunque,

el algoritmo super-twisting produjo un menor sobretiro y tiempo de asentamiento; además, la

señal de control asociada al método de segundo orden presentó un menor castañeo que el SMC

de primer orden aún con la función signo.

Park y Chwa [35], presentaron un controlador por modos deslizantes acoplados para el péndulo

invertido sobre un carro y un péndulo Furuta. El esquema consiste en tomar una super�cie de

deslizamiento para el subsistema actuado y otra para el subsistema no actuado, para forzar

su acoplamiento y así generar una dinámica cero. Diseñaron controladores para dos casos, en

el primero se abordó la estabilización asintótica del péndulo y en el segundo se propuso un

control de balanceo agresivo. Simularon el modelo del péndulo sobre un carro y al aplicar el
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control de balanceo el péndulo se invirtió sin completar un balanceo y se mantuvo la estabilidad

asintótica al equilibrarlo. Posteriormente, implementaron el controlador diseñado en el péndulo

Furuta físico y el control de balanceo invirtió al péndulo en un sólo movimiento, a pesar de

la incertidumbre, errores de modelación, ruido de medición y fricciones no lineales, por men-

cionar algunos factores. Además, ante una perturbación tipo impulso se mantuvo la estabilidad

asintótica del sistema.

Aguilar y Moreno [36], abordaron el problema de seguimiento de trayectoria del péndulo Furuta.

Propusieron un controlador basado en la técnica de linealización por retroalimentación, con el

objetivo de mantener al error de seguimiento uniformemente acotado. Reescribieron al sistema

en función de la dinámica del error, para hallar a la señal de control adecuada. Mediante análisis

matemático determinaron que el controlador diseñado satisface las cualidades requeridas en el

sistema de control. Implementaron el controlador en el sistema físico y concluyeron que el

controlador cumplió con las características de estabilidad y robustez esperadas.

Aguilar, Gutierrez y Sossa [37], propusieron un controlador basado en energía, por el méto-

do de Lyapunov, para la estabilización del péndulo. Implementaron un controlador basado en

linealización parcial por retroalimentación, con el cual se linealizó al subsistema actuado y pos-

teriormente hallaron una función candidata de Lyapunov, con la cual diseñaron un controlador

estabilizante. Los resultados mostraron que el sistema en lazo cerrado es local y asintótica-

mente estable al rededor del equilibrio inestable con un dominio de atracción computable por

el Teorema de invarianza de LaSalle. Concluyeron que el dominio de estabilidad depende de los

parámetros físicos, por lo que no es recomendable incrementar el dominio cuando el largo del

brazo es pequeño en comparación con el péndulo.

Furuta, et. al. [9], propusieron un controlador adaptable de estructura variable basado en el

modelo no lineal del péndulo rotativo para el control de posición. Combinaron el concepto de

sistema de estructura variable (VSS), identi�cación adaptable y control no lineal. Compararon al

controlador propuesto contra un LQR ante diferentes condiciones iniciales. El esquema adaptable

garantizó la estabilidad en una región más amplia que el control óptimo, al no estar basado en

un modelo linealizado. Introdujeron una modi�cación en la regla de adaptación para mejorar la

robustez del controlador ante perturbaciones, ya que al implementar el controlador en el sistema

físico detectaron que el sistema se vuelve inestable cuando se aplica una perturbación en los
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parámetros y no se estiman.

Yamakita et. al. [38], consideraron el problema de balancear al péndulo Furuta doble. Para

esto diseñaron un controlador basado en la energía y un algoritmo basado en un ciclo límite, el

cual demostró ser más robusto ante incertidumbres. Mencionaron, que al ser un péndulo doble

posee 5 estados de equilibrio. Por lo que, mediante los experimentos realizados concluyeron que

al llevar al péndulo hasta la posición vertical superior mediante los equilibrios intermedios se

obtiene una respuesta más robusta que al realizar el cambio de forma directa.

Mientras que en [39], propusieron un controlador a partir del problema del regulador por retroal-

imentación de estado (SFRP), para el cual hallaron una solución aproximada mediante el méto-

do de modos deslizantes. Validaron el controlador mediante experimentos en donde variaron

los valores nominales de la longitud del brazo y el péndulo, así como de la masa del péndulo.

Compararon la respuesta del esquema propuesto contra un regulador no lineal y no robusto.

Destacaron que una de las ventajas de utilizar los modos deslizantes es que se mantiene acotado

al error de seguimiento; además, el controlador proporcionó un buen desempeño al balancear al

péndulo, a pesar de la incertidumbre, errores de modelación y perturbaciones externas.

Ordaz y Poznyak [40], abordaron el problema de estabilización robusta y adaptable del péndulo

Furuta al rededor del equilibrio inestable. Consideraron como desconocido al modelo dinámico

del sistema, así como a las perturbaciones externas. El análisis de estabilización se realizó a

partir del método de elipsoides atractivas (AEM), con una modi�cación para utilizar información

obtenida en línea. Implementaron el controlador en simulaciones computacionales y observaron

que si se satisface la condición de excitación persistente regularizada, el método propuesto

mantendría a las trayectorias del sistema dentro de la elipsoide de tamaño mínimo. Al comparar

el desempeño contra el AEM tradicional determinaron que la mejoría en el desempeño fue

sustancial.

Pujol, Mobayen y Acho [41], destacaron que la implementación en tiempo real de sistemas de

control implica tomar en cuenta problemas como la incertidumbre, variación de parámetros, per-

turbaciones externas y la presencia de retardos en la retroalimentación. Por lo que abordaron un

retardo aleatorio en la medición de la posición del péndulo Furuta y diseñaron un controlador

robusto dependiente del retardo, basado en la teoría H1 y las desigualdades lineales matriciales

(LMI). Implementaron una perturbación sobre la base en la que se encuentra el sistema y bus-
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caron compensarla. Lo resultados mostraron que el controlador fue capaz de atenuar dinámicas

aleatorias y perturbaciones externas, diferentes a las evaluadas en otros trabajos.

Control inteligente

Los controladores basados en lógica difusa son comunmente utilizados en sistemas no lineales,

debido a que es fácil incorporar el conocimiento experto sobre el sistema en el control, tienen

una menor dependencia del modelo del sistema, son robustos y es fácil modelar las reglas que

requieren. Sin embargo, es dí�cil garantizar la estabilidad general de un controlador difuso [13].

Aún así, diferentes tipos de controladores han sido desarrollados para el péndulo Furuta.

Oltean [42], abordó los problemas de balanceo y estabilización del péndulo rotativo. Para el

balanceo propuso un esquema PD en cascada, en donde el lazo interno realiza el control de

posición del brazo; mientras que el lazo externo especi�ca la trayectoria deseada en el brazo para

balancear el péndulo. Para la estabilización utilizaron un regulador PD difuso. Tomaron como

entradas para el sistema difuso al error de posición del péndulo y la derivada del error. La salida

fue la señal de control. Utilizaron como sistema de inferencia al método Min-Max. Simularon

el controlador y requirió 4.5 s para invertir al péndulo, donde el esquema PD difuso fue capaz

de estabilizarlo. Aplicaron una perturbación tipo impulso, de amplitud 10� y periodo de 4 s.

El controlador propuesto fue su�cientemente robusto para mantener al péndulo equilibrado en

presencia de incertidumbre y perturbaciones.

En [43], propusieron un esquema de control no lineal, basado en la metodología Backstepping,

combinado con un sistema difuso fuera de línea para equilibrar al péndulo invertido rotativo.

Implementaron un sistema neuro-difuso para estimar la salida del controlador Backstepping,

utilizando los estados como entradas. La señal de control constó de la suma del par estimado

más la respuesta del controlador no lineal. Mencionaron que el bloque Backstepping se utilizó

para recolectar pares de datos de entrada y de salida, tal que el sistema neuro-difuso se utilizó

como un Sistema de Inferencia Neuro Difuso Adaptable con tres funciones de membresía de tipo

campana para cada entrada y 81 reglas diseñadas. Al simular el sistema observaron que logró

invertir al péndulo en 2.5 s con una señal de control muy grande. Al acotarla en �6 V notaron

que el controlador sólo era efectivo en la región de �35:2� del equilibrio inestable. Sin embargo,

la combinación propuesta mejoró el desempeño del controlador.
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Ghorbani, Aliyari y Teshnehlab [44], desarrollaron un controlador tolerante a fallas para el pén-

dulo rotativo con sincronización de caos, usando una señal caótica como referencia. El esquema

constó de un LQR y un PID difuso. El LQR estabilizó al sistema cerca del punto de operación

y el PID difuso realizó el seguimiento de la señal caótica. Las ganancias del controlador PID se

sintonizaron con el método del centroide para la defuzzi�cación. Mediante simulaciones y la im-

plementación en el sistema físico comprobaron que el esquema propuesto mejoró el desempeño

del sistema.

Li [45], propuso implementar un controlador difuso compuesto (CFC), del tipo Mamdani, para

lidiar con la tarea de estabilización del péndulo Furuta. El método desarrollado consta de 2

controladores PD difusos con dos entradas y una salida, en donde uno de los controladores está

enfocado al brazo y el otro al péndulo. Un tercer controlador difuso realiza la composición de las

respuestas de los controladores PD para generar la señal de control. En los experimentos llevaron

al péndulo a una posición cercana al equilibrio de forma manual para que el CFC interviniera

directamente. Concluyeron que el método propuesto es en esencia una retroalimentación de

estados, por lo que el controlador garantiza la estabilidad del sistema.

Nguyen et. al. [46], consideraron el problema de estabilización y desarrollaron un controlador

super-twisting continuo basado en lógica difusa. Propusieron una super�cie de deslizamiento

que consideró a la posición y velocidad del brazo y el péndulo. Las ganancias del algoritmo

super-twisting se calcularon mediante lógica difusa. Utilizaron la metodología Min-Max para el

sistema de inferencia y el método del centroide para la defuzzi�cación. Compararon al método

propuesto contra un SMC y un SMC desacoplado. El esquema diseñado presentó una respues-

ta más rápida y el menor castañeo en señal de control. Además, evaluaron su robustez ante

incertidumbre y perturbaciones, donde el algoritmo respondió rápidamente para mantener al

péndulo equilibrado.

Diferentes algoritmos evolucionarios han sido propuestos para optimizar el proceso de sin-

tonización de controladores tales como el PID, entre los cuales destacan los algoritmos genéticos

(GA) y la optimización por enjambre de partículas (PSO), entre otros [47].

Hamza, Yap y Choudhury [13], desarrollaron un controlador PD difuso de tipo 2 en cascada

para el péndulo Furuta. Utilizaron algoritmos genéticos (GA) y optimización por enjambre

de partículas (PSO) para optimizar los parámetros del controlador. Como características de
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diseño utilizaron al error en estado estacionario, tiempo de asentamiento, tiempo de subida,

sobretiro máximo y señal de control. Simularon el sistema y realizaron pruebas en el sistema

físico ante perturbaciones en la señal de control, variación de parámetros y ruido de medición.

Los resultados mostraron que al usar GA se redujo el error en estado estacionario; mientras que

con PSO se redujo el sobretiro, tiempo de asentamiento y señal de control. Concluyeron que es

un esquema prometedor para otros sistemas no lineales e inestables.

Alarcón y Muñoz [48], diseñaron un esquema de control capaz de invertir al péndulo Furuta

con una cantidad mínima de balanceos y de minimizar la tensión suministrada en la etapa de

estabilización. El control del balanceo fue un conjunto de reglas que consideran a la posición

y el signo de la velocidad del péndulo, así como al esfuerzo de control máximo y asignan una

señal de control. Propusieron 5 regiones dentro del movimiento del péndulo, 4 corresponden

al balanceo y 1 a la estabilización. Contemplaron 8 posibles valores de tensión. Utilizaron un

algoritmo genético para de�nir los valores de la señal de control y plantearon un problema de

optimización. Obtuvieron un conjunto de reglas que invertieron al péndulo con un balanceo.

Al reducir el esfuerzo de control máximo se incrementó el número de balanceos para invertir el

péndulo. Sin embargo, concluyeron que el algoritmo permite simpli�car la tarea de estabilización.

Hassan y Mobayen [47], diseñaron controladores para equilibrar el péndulo Furuta a partir de

algoritmos genéticos, optimización por enjambre de partículas y optimización por colonia de

hormigas (ACO). Diseñaron una función de costo a minimizar, considerando al sobretiro, el

tiempo de subida, el tiempo de asentamiento, el error en estado estacionario y la energía de

control. Propusieron esquemas PID que serían sintonizados a través de los algoritmos evolu-

cionarios. Realizaron simulaciones y experimentos en el sistema físico. Evaluaron la robustez

y e�cacia de los controladores ante variaciones de parámetros, ruido de medición y perturba-

ciones en la carga. El controlador ACO-PID produjo una respuesta más �na y robusta ante

perturbaciones, indicando que el algoritmo ACO tiene una convergencia más rápida.

De igual forma, las redes neuronales resultan atractivas en el control de diferentes sistemas

dinámicos, debido a sus propiedades de aproximación y robustez que han demostrado en simu-

laciones y aplicaciones en tiempo real [49]. En [49], diseñaron un controlador adaptable basado

en redes neuronales para el péndulo Furuta. Lo diseñaron para controlar al péndulo en estado

estacionario y ante la presencia de perturbaciones externas. Implementaron 2 redes neuronales,
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usando el error de seguimiento �ltrado en el lazo de control. La primera red se usó para aprox-

imar el control equivalente en línea. La segunda red se usó para minimizar las oscilaciones y el

tiempo de respuesta al encontrar la señal de control óptima. Mediante el método directo de Lya-

punov hallaron las reglas de aprendizaje de ambas redes. Compararon mediante simulaciones al

control propuesto contra dos esquemas basados redes neuronales. El esquema propuesto produjo

un desempeño robusto y libre de �uctuaciones ante incertidumbre paramétrica y perturbaciones.

Moreno, Aguilar, Puga y Santibáñez [50], mostraron un esquema de control adaptable basado

en una red neuronal. El objetivo fue garantizar que el brazo actuado puede seguir una señal de

referencia mientras equilibra al péndulo en la posición vertical. Propusieron una estructura sim-

ilar a la de una linealización por retroalimentación, usando a la red neuronal como compensador

del modelo desconocido del sistema. La señal de control está compuesta por la salida de la red

neuronal, una compensación por SMC y un controlador PD. Compararon al control diseñado

contra un PID lineal, controladores PD y PID compensados por una red neuronal. Plantearon 3

experimentos, con el primero evaluaron la capacidad de cada método para el seguimiento de una

trayectoria sinusoidal del brazo en presencia de una perturbación en el par aplicado. En el se-

gundo utilizaron una trayectoria compleja y en el tercero retomaron la trayectoria sinusoidal con

ruido Gaussiano en el par y las señales medidas. El esquema propuesto produjo una respuesta

satisfactoria, capaz de rechazar perturbaciones externas y ruido de medición. Demostró desem-

peño en aplicaciones en tiempo real, además de contar con reglas de actualización calculadas

mediante análisis riguroso.

En [51], presentaron un controlador por modelo de referencia, basado en redes neuronales para-

consistente recurrente (RPNN). El controlador constó de 3 RPNN, donde 2 de ellas modelaron

al brazo y el péndulo; mientras que la tercera red se enfocó en controlar al sistema durante el

seguimiento de una trayectoria. Destacaron que el tipo de funciones de activación que utilizan

las redes neuronales paraconsistentes permiten compensar incertidumbres e información contra-

dictoria, lo cual las convierte en una opción más robusta para su implementación en tareas de

control. Compararon al controlador diseñado contra una asignación de polos, tal que los resul-

tados mostraron mayor robustez, estabilidad y menor esfuerzo de control al utilizar las RPNN

que el método clásico.

En [52], implementaron un regulador cuadrático lineal en combinación con una red neuronal
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de base radial como compensador en línea. El LQR generó la señal de control necesaria para

balancear y estabilizar al péndulo, mientras que la red neuronal abordaba la desviación en el

sistema cuando se alejaba del punto de equilibrio sobre el cual se linealizó al modelo para diseñar

el LQR. Propusieron una ley de aprendizaje por segmentos de amortiguamiento para activar la

operación de la red. Por lo tanto, con hiperparámetros adecuados fue posible mejorar el desem-

peño del LQR cuando el sistema se alejó del punto de equilibrio. Algunas de las ventajas que

destacaron fue la rápida reacción del controlador ante perturbaciones externas e incertidumbre

paramétrica.

Mientras que en [53], propusieron un control basado en planeación de trayectoria y efecto de

inercia para balancear el péndulo y estabilizarlo mediante un controlador adaptable no lineal

basado en redes neuronales. El algoritmo para el balanceo del péndulo estuvo conformado por

el seguimiento de una trayectoria tipo sinusoidal cuya amplitud incrementaba mientras que su

periodo disminuía. Mediante una condición de balanceo, se produce la conmutación con el con-

trol por inercia que lleva al péndulo a la posición vertical y lo detiene inmediatamente. Para la

estabilización usaron una retroalimentación de estados y una red neuronal de base radial que

actúa cuando el sistema se aleja de la región lineal. Implementaron el diseño propuesto en el

sistema físico y lo compararon contra un esquema bang-bang con un LQR. El balanceo por iner-

cia produjo una respuesta más rápida que el método bang-bang, el cual produjo conmutaciones

que pueden dañar al motor. La red neuronal añadió robustez al sistema en comparación con el

LQR, debido a que el control no estaba limitado a una región lineal.

Algunas de las principales aplicaciones del RL se encuentran en los vehículos autónomos, inge-

niería del control y robótica, en el control de sistemas mecánicos con dinámicas no lineales [54].

Allotta, Pugi y Bartolini [55], implementaron un controlador basado en energía para balancear al

péndulo y un controlador basado en redes neuronales y aprendizaje reforzado para estabilizarlo.

Realizaron el entrenamiento del controlador por aprendizaje reforzado mediante simulaciones

con el modelo matemático en un máximo de 10,000 pruebas. En el sistema físico compro-

baron que el controlador es estabilizó al péndulo en una región de �45� del equilibrio inestable.

Además, diseñaron un LQR capaz de estabilizar al péndulo en la misma región. El control

inteligente presentó un mejor desempeño al estabilizar el péndulo, aunque el LQR provocó os-

cilaciones de menor amplitud en el brazo actuado. Asociaron estos resultados al modelo dinámico
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utilizado durante el entrenamiento.

Guida, Manrique, Camilo y Pappalardo [54], desarrollaron un controlador no lineal mediante el

enfoque de aprendizaje reforzado, para el problema de balancear el péndulo Furuta en presencia

de fricción seca como función de las fuerzas de reacción instantánea. La función de recompensa

en el proceso de optmización presentó señales continuas y dispersas. Además, el aprendizaje

se realizó mediante el algoritmo de gradiente profundo de política determinista (DDPG). Al

realizar simulaciones computacionales con el esquema propuesto, observaron que el algoritmo

demostró ser su�cientemente general como para trabajar con un sistema con un modelo de

fricción preciso.

Mientras que en [56], propusieron un sistema de control Hardware-in-the-loop (HIL) en tiempo

real que permitió entrenar y probar el algoritmo de aprendizaje reforzado profundo mediante

simulaciones y posteriormente implementarlo en un sistema físico. Utilizaron un esquema de

doble red-Q profunda (DDQN) con un algoritmo de aprendizaje reforzado que prioriza la repro-

ducción de experiencias, para implementar al agente. De�nieron 21 acciones para balancear y

equilibrar al péndulo de forma suave durante los experimentos en el péndulo físico. Realizaron

una comparación del DDQN contra una red-Q profunda (DQN) y observaron que el algoritmo

que prioriza la reproducción de experiencia eliminó la sobreestimación de Q y redujo el tiempo

de entrenamiento. Validaron al método propuesto contra esquemas de control clásico y difer-

entes algoritmos de aprendizaje refozado. Los resultados mostraron que al usar el DDQN con

el algoritmo propuesto, el péndulo puede ser más rápido que con los métodos clásicos.

1.2.2 Control de sistemas mecánicos subactuados

Así mismo, se tienen ejemplos notables del control de otros sistemas mecánicos subactuados

como en [57], donde diseñaron un controlador PID en cascada mediante asignación de polos,

para el problema de un péndulo invertido montado sobre un carro. El primer lazo corresponde al

control del desplazamiento del carro y el segundo al control de posición del péndulo. Destacaron

que los polos en lazo cerrado se asignaron mediante el diseño de un LQR. Para analizar el diseño

propuesto implementaron en el sistema físico al PID propuesto y lo compararon contra el LQR

diseñado en la asignación de polos. Invirtieron el péndulo de forma manual y observaron que el

LQR tuvo un desempeño de�ciente, en comparación con el esquema PID. Concluyeron que el
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controlador cumplió con los requerimientos de robustez esperados.

Åström y Furuta [58], analizaron el problema de balanceo de un péndulo mediante estrategias

de control basadas en la energía. Abordaron el problema del péndulo simple y dos péndulos

montados sobre un carro. Destacaron que la aceleración máxima del pivote o anclaje es el

parámetro más importante en esta tarea, debido a que se requiere que ésta sea al menos dos

veces más grande que la aceleración de la gravedad para llevar al péndulo hasta la posición

vertical en un sólo balanceo y con dos conmutaciones en la señal de control. Por otro lado,

cuando la aceleración máxima está en el intervalo abierto de (4
3
g; 2g), en donde g representa

a la aceleración de la gravedad, el objetivo se cumple en un sólo balanceo pero ahora con 3

conmutaciones de la señal de control. Concluyeron que cuando la aceleración máxima del pivote

es menor que 4
3
g el péndulo se deberá balancear varias veces.

Pueril, Yu y Sossa [59], propusieron un algoritmo de control para un péndulo invertido basado

en aprendizaje reforzado . El controlador utilizó el método de Q-Learning en un esquema PD,

tal que el sistema fuera capaz de mejorar su desempeño en línea y adaptarse a cambios en

los parámetros. Usaron el método Q-Learning para balancear al péndulo. Además, combinaron

técnicas híbridas de Q-Learning y controladores PD. Mediante simulaciones comprobaron que el

control por RL no es capaz de invertir al péndulo en presencia de perturbaciones; mientras que

el método combinado con el controlador PD mostró una mayor robustez bajo estas condiciones.

Comprobaron que el controlador PD utilizado, tampoco fue capaz de invertir al péndulo sin el

algoritmo de RL.

En [60], se abordó el análisis de controladores PD con modelos no lineales. Plantearon esquemas

de controladores PD en serie y paralelo, con el objetivo de controlar el sistema barra y esfera.

Incluyeron términos de compensación no lineal en ambas arquitecturas. En el esquema serial se

añadió la compensación a la salida del lazo interno. En el esquema paralelo sumaron la respuesta

de los controladores PD con los términos de compensación no lineal. Realizaron análisis de

estabilidad de los controladores con el modelo no lineal completo, a través del método directo

de Lyapunov. Concluyeron que la esfera se mantiene en cualquier posición de la barra ante un

conjunto bien de�nido de condiciones iniciales. Los resultados experimentales comprobaron la

estabilidad y desempeño de los controladores en problemas prácticos.

Galvan, Moreno, Yu y Ortíz [61], retomaron la compensación no lineal de controladores PD,
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considerando al sistema plato y esfera. El objetivo de control es regular a los servomotores que

mueven al plato para mantener a la bola en una posición. El esquema propuesto considera dos

controladores PD, uno para el eje x y otro para el eje y. En ambos casos se agregan términos de

compensación no lineal para generar la señal de control. Probaron el controlador propuesto me-

diante simulaciones para probar su efectividad. Posteriormente lo implementaron en el sistema

físico y lo compararon contra el esquema sin compensación. Concluyeron que el controlador

propuesto tuvo un mejor desempeño debido a la compensación no lineal.

Li y Yu [62], propusieron una compensación no lineal de controladores PD para el sistema

barra y esfera mediante redes neuronales. Consideraron un controlador PD con compensación

no lineal exacta y aproximaron al compensador mediante una red neuronal de base radial.

Implementaron el esquema propuesto en dos sistemas barra y esfera físicos. Sincronizaron ambos

sistemas mediante la compensación neuronal. Mostraron que los controladores PD no lograron

sincronizar a los sistemas y llevar a las esferas a la posición deseada; mientras que al agregar la

compensación neuronal se produjo una mejoría en la respuesta con un error de sincronización

acotado.

Hendzel, Burghardt y Szuster [63], presentaron un controlador neuronal discreto para el sistema

barra y esfera, en donde implementaron el método de aprendizaje reforzado para la actualización

en línea de una red neuronal. El controlador contó con un esquema PD y un término supervisor,

derivado del teorema de estabilidad de Lyapunov, para garantizar la estabilidad del sistema en

lazo cerrado. Comprobaron la e�cacia del controlador mediante simulaciones computacionales.

Los resultados mostraron que el RL mejoró y aceleró el proceso de aprendizaje, previniendo

el gasto de tiempo bajo prueba y error y eliminando la necesidad de entrenamiento previo del

sistema. Plantearon un experimento con el peor escenario, donde los pesos sinápticos comenzaran

todos con valor de 0 y aún así el controlador mantuvo al sistema estable y a los pesos acotados.
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1.3 Objetivos

Diseñar estrategias de control para equilibrar al péndulo invertido rotativo sobre el equilibrio

inestable, a partir de algoritmos de aprendizaje reforzado, para evaluar su capacidad de adap-

tarse a perturbaciones desconocidas o variaciones paramétricas, sin conocimiento de la dinámica

del sistema.

El objetivo principal se divide en objetivos particulares para facilitar su cumplimiento. Los

objetivos particulares a realizar son:

1. Investigar el estado del arte en el control lineal, no lineal e inteligente del péndulo invertido

rotativo y otros sistemas mecánicos subactuados, para identi�car problemas especí�cos en

donde se puede implementar el aprendizaje reforzado.

2. Desarrollar el modelo no lineal del péndulo invertido rotativo y diseñar un compensador

no lineal para esquemas de controladores PD en serie y paralelo.

3. Diseñar controladores basados en aprendizaje reforzado para equilibrar al péndulo inver-

tido sobre el equilibrio inestable, mediante el algoritmo Q-Learning por solución tabular

y aproximación con redes neuronales.

4. Diseñar compensadores basados en aprendizaje reforzado para los esquemas PD en serie

y en paralelo, mediante el algoritmo Q-Learning por solución tabular y aproximación con

redes neuronales.

5. Comparar el desempeño de los esquemas de control PD en serie y en paralelo sin com-

pensación, con compensación no lineal y con los compensadores inteligentes ante una

perturbación desconocida.

6. Implementar un algoritmo basado en aprendizaje reforzado para hallar en línea la solución

de un LQR en tiempo discreto y comparar la respuesta del péndulo invertido rotativo con

la solución aproximada contra la solución exacta ante variación paramétrica.
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1.4 Estructura de la tesis

Esta tesis se divide en 5 capítulos. En este capítulo se presentó un panorama general de progra-

mación dinámica, aprendizaje reforzado y su planteamiento formal, desde el punto de vista de

aprendizaje automático. Además, se presentó el estado del arte correspondiente al control del

péndulo invertido rotativo y otros sistemas mecánicos subactuados, por estrategias de control

lineal, no lineal e inteligente. En donde se incluye el uso de redes neuronales, control difuso,

algoritmos genéticos y aprendizaje reforzado.

Los capitulos posteriores se dividen como:

� Capítulo 2. Modelado y control del péndulo invertido rotativo. En este capítulo

se presenta el desarrollo del modelo no lineal del péndulo invertido rotativo, incluyendo

el modelo electromecánico del actuador y �nalmente se obtiene un modelo linealizado al

rededor del equilibrio inestable. Posteriormente se presentan los esquemas de controladores

PD en serie y paralelo. Se realiza el diseño de un compensador basado en el modelo no

lineal del sistema, mediante análisis de estabilidad.

� Capítulo 3. Control PD compensado por aprendizaje reforzado. En este capítulo

se introduce al aprendizaje reforzado desde el punto de vista del control automático. Se

abordan los métodos de aprendizaje por diferencia temporal y el algoritmo Q-Learning.

Además, se incluye la aproximación del aprendizaje reforzado mediante arquitecturas lin-

eales y no lineales. Se presenta el algoritmo Q-Learning basado en la aproximación por

redes neuronales. Posteriormente se realiza el diseño de controladores inteligentes basados

en la solución tabular y por aproximación, para el control del péndulo Furuta. Así mismo,

se diseñan compensadores inteligentes para los esquemas PD en serie y paralelo. Final-

mente, se compara su desempeño contra el compensador basado en el modelo no lineal

ante una perturbación desconocida.

� Capítulo 4. Control óptimo libre de modelo por aprendizaje reforzado. Se pre-

senta el planteamiento de un problema de control óptimo y se extiende su solución a un

marco de referencia del aprendizaje reforzado. Se presenta un algoritmo que determina en

línea la solución de un regulador cuadrático lineal, sin conocimiento de la dinámica del
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sistema. Posteriormente, se propone evaluar al algoritmo de ante variación paramétrica.

Se compara la respuesta obtenida por la solución aproximada contra la solución real del

controlador óptimo.

� Capítulo 5. Conclusiones. En este capítulo se brindan las conclusiones �nales del traba-

jo realizado en esta tesis, resaltando aspectos del diseño y la validación de los controladores

inteligentes. Así mismo, se plantean posibles áreas de oportunidad para trabajos a futuro.
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Modelado y control del péndulo invertido rotativo

El péndulo invertido rotativo, también conocido como péndulo Furuta, es un mecanismo confor-

mado por un brazo que rota en el plano horizontal y un péndulo que rota sobre el plano vertical,

tal como se muestra en la Figura 2-1. El sistema sólo cuenta con un actuador que aplica un

par al brazo y controla indirectamente a la posición del péndulo. Por lo tanto, es un sistema

mecánico subactuado de dos grados de libertad.

Figura 2-1: Péndulo Furuta

El péndulo Furuta requiere menos espacio que el clásico péndulo invertido montado sobre un car-
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ro; además, se tienen menos dinamicas no modeladas a casusa de un mecanismo de transmisión

de energía, ya que el eje sobre el que gira el brazo horizontal está directamente unido al eje del

motor [7]. Sin embargo, este sistema es altamente no lineal debido a las fuerzas gravitacionales

y al acoplamiento entre las fuerzas centripetas y de Coriolis [64].

La posición angular del brazo está dada por � y la posición del péndulo por �, ambas se

incrementa de forma positiva al rotar en el sentido de las manecillas del reloj. Además, � es

cero cuando el péndulo se encuentra en la posición vertical superior. El brazo tiene longitud L1,

masa m1, distancia al centro de masa l1 y un momento de inercia J1. Así mismo, el péndulo

tiene longitud L2, masa m2, distancia al centro de masa l2 y un momento de inercia J2.

Cada junta rotacional está viscosamente amortiguada con factores de amortiguamiento b1 y b2,

en donde b1 está asociado a los rodamientos del motor y b2 a la unión de ambos eslabones.

De igual forma, se propone considerar una versión continua y diferenciable de la fricción de

Coulomb, debido a que permite evitar problemas en las simulaciones numéricas que comunmente

aparecen con los modelos discontinuos [5].

2.1 Modelado

Para el desarrollo del modelo dinámico del sistema se consideran las siguientes suposiciones [64]:

1. Se asume que el motor y el brazo horizontal están rigidamente unidos y son in�nitamente

rigidos.

2. El péndulo se asume in�nitamente rigido.

3. Se asume despreciable a la inercia del rotor del motor.

4. Se tomará en cuenta al amortiguamiento viscoso y la fricción de Coulomb.

2.1.1 Cinemática

El análisis cinemático permite describir el movimiento de sistemas mecánicos sin considerar las

fuerzas y pares que lo provocan, es decir, se trata de una descripción geométrica. La cinemática

directa proporciona la posición y orientación del efector o el extremo �nal de un manipulador
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a partir de las variables articulares del robot, las cuales corresponden a los ángulos para juntas

rotacionales y las extensiones para juntas prismaticas [65].

Por lo que, se realizó el análisis geométrico de las juntas rotacionales que se muestra en la

Figura 2-2. El lado izquierdo coresponde al plano horizontal y contiene el análisis del brazo y la

proyección del péndulo sobre este plano; mientras que a la derecha se muestra al péndulo sobre

el plano vertical.

Figura 2-2: Planos horizontal y vertical

Se propone considerar al vector de coordenadas generalizadas q(t) = [q1 (t) ; q2 (t)] = [� (t) ; � (t)].

Tal que la posición del centro de masa del brazo está dada por:

rc1 = [xc1; yc1; zc1]
T (2.1)

con xc1 = l1 cos q1, yc1 = l1 sin q1 y zc1 = 0. Mientras que para la posición del centro de masa

del péndulo se tiene:

rc2 = [xc2; yc2; zc2]
T (2.2)

donde xc2 = L1 cos q1 � l2 sin q1 sin q2, yc2 = L1 sin q1 + l2 cos q1 sin q2 y zc2 = l2 cos q2. Al derivar

con respecto al tiempo a (2.1) se obtiene la expresión de la velocidad del centro de masa del

brazo:
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vc1 = [ _xc1; _yc1; _zc1]
T (2.3)

con _xc1 = �l1 sin q1 _q1, _yc1 = l1 cos q1 _q1 y _zc1 = 0. Al calcular vTc1vc1 se tiene:

vTc1vc1 = l
2
1 _q
2
1 (2.4)

Mientras que para la velocidad del centro de masa del péndulo se calcula la derivada temporal

de (2.5):

vc2 = [ _xc2; _yc2; _zc2]
T (2.5)

con _xc2 = �L1 sin q1 _q1 � l2 cos q1 sin q2 _q1 � l2 sin q1 cos q2 _q2, _yc2 = L1 cos q1 _q1 � l2 sin q1 sin q2 _q1 +

l2 cos q1 cos q2 _q2 y _zc2 = �l2 sin q2 _q2. Así mismo, de vTc2vc2 se obtiene:

vTc2vc2 =
�
L21 + l

2
2 sin

2 q2
�
_q21 + 2L1l2 cos q2 _q1 _q2 + l

2
2 _q
2
2 (2.6)

2.1.2 Energía del sistema

Es posible obtener las expresiones de energía cinética y potencial de un sistema mecánico en

términos de las coordenadas generalizadas q(t). La energía cinética de un cuerpo rígido es la

suma de dos términos, la energía cinética traslacional derivada por la concentración de la masa

de un objeto en su centro de masa y la energía cinética rotacional del cuerpo sobre el centro de

masa [65]. La energía cinética total del sistema está dada como:

K (q; _q) = K1 +K2

Donde las expresiones que describen a la energía cinética del brazo y el péndulo son:

K1 =
1

2
m1v

T
c1vc1 +

1

2
J1 _q1 (2.7)

K2 =
1

2
m2v

T
c2vc2 +

1

2
J2 _q2 (2.8)

Al sustituir a (2.4) en (2.7) y (2.6) en (2.8), se tiene a la energía cinética total como:

K (q; _q) =
1

2

�
m1l

2
1 + J1 +m2L

2
1 +m2l

2
2 sin

2 q2
�
_q21 +m2L1l2 cos q2 _q1 _q2 +

1

2

�
m2l

2
2 + J2

�
_q22 (2.9)
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Por otro lado, del marco de referencia inercial propuesto para el análisis del sistema se tiene que

la acción de la gravedad se produce en el eje z. Debido a que el brazo se mueve sobre el plano

horizontal, su energía potencial es constante y se asume como P1 = 0. Por lo que, sólo depende

de la energía potencial del péndulo:

P (q) = gm2l2 cos q2 (2.10)

2.1.3 Modelo dinámico

La ecuaciones dinámicas de un sistema mecánico describen explicitamente la relación entre el

movimiento y las fuerzas que lo provocan. Para esto se considera a las ecuaciones de movimiento

de Euler-Lagrange, las cuales permiten describir la evolución de un sistema mecánico [65]. Para

derivar las ecuaciones dinámicas del sistema es necesario construir su Lagrangiano, el cual está

dado por la diferencia entre las energías cinética y potencial:

L (q; _q) = K (q; _q)� P (q) (2.11)

Debido a que la energía cinética de un sistema mecánico es una función cuadrática del vector

de velocidad _q [65], es posible reesribir a (2.9) como:

K (q; _q) =
1

2
_qTM (q) _q (2.12)

donde M (q) 2 R2�2 es conocida como Matriz de inercia y deberá ser una matriz simétrica y

de�nida positiva para todo q 2 Rn, dada como:

M (q) =

"
J1 +m1l

2
1 +m2L

2
1 +m2l

2
2 sin

2 q2 m2L1l2 cos q2

m2L1l2 cos q2 J2 +m2l
2
2

#
(2.13)

Se observa que la matriz de inercia es simétrica; además, determinar si es una matriz de�nida

positiva se deberá comprobar que todos sus menores principales son positivos, es decir:

det (m1) = J1 +m1l
2
1 +m2L

2
1 +m2l

2
2 sin

2 q2 � J1 +m1l
2
1 +m2L

2
1 > 0 (2.14)

det (m2) = det

"
J1 +m1l

2
1 +m2L

2
1 +m2l

2
2 sin

2 q2 m2L1l2 cos q2

m2L1l2 cos q2 J2 +m2l
2
2

#
=

�
J1 +m1l

2
1 +m2L

2
1

� �
J2 +m2l

2
2

�
+
�
J2 +m2l

2
2

�
m2l

2
2 sin

2 q2 �m2
2L

2
1l
2
2 cos

2 q2
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De donde es posible obtener:

det (M(q)) =
�
J1 +m1l

2
1

� �
J2 +m2l

2
2

�
+ J2m2L

2
1 +m2l

2
2

�
m2L

2
1 + J2 +m2l

2
2

�
sin2 q2(2.15)

�
�
J1 +m1l

2
1

� �
J2 +m2l

2
2

�
+ J2m2L

2
1 > 0 (2.16)

Por lo tanto, M (q) es una matriz simétrica y positiva de�nida para toda q 2 Rn.

Por otro lado, se sabe que las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange están dadas por la

expresión:

d

dt

�
@

@ _qk
L (q; _q)

�
� @

@qk
L (q; _q) = � k (2.17)

Tal que al considerar un sistema mecánico se tiene que:

d

dt

�
@

@ _qk
L (q; _q)

�
=

X
j

mkj �qj +
X
i; j

@mkj

@qi
_qi _qj

@

@qk
L (q; _q) =

1

2

X
i; j

@mij

@qk
_qi _qj �

@P (q)

@qk

De tal forma que se reescribe a (2.17) como:X
j

mkj �qj +
X
i; j

�
@mkj

@qi
� 1
2

@mij

@qk

�
_qi _qj +

@P (q)

@qk
= � k (2.18)

Al intercambiar el orden de la suma y aprovechar la simetría se obtiene [65]:

X
i; j

�
@mkj

@qi
� 1
2

@mij

@qk

�
_qi _qj =

X
i; j

1

2

�
@mkj

@qi
+
@mki

@qj
� @mij

@qk

�
_qi _qj (2.19)

Donde los términos cijk son como los símbolos de Christo¤el y están de�nidos como:

cijk :=
1

2

�
@mkj

@qi
+
@mki

@qj
� @mij

@qk

�
(2.20)

Los símbolos de Christo¤el satisfacen que para una k �ja se tiene cijk = cjik, es decir, se tiene

c12k = c21k en:

c111 =
1
2
@m11

@q1
= 0 c112 = �1

2
@m11

@q2
= �1

2
h1

c121 = c211 =
1
2
@m11

@q2
= 1

2
h1 c122 = c212 = 0

c221 =
@m12

@q2
= h2 c222 =

1
2
@m22

@q2
= 0

(2.21)

con h1 = m2l
2
2 sin (2q2) y h2 = �m2L1l2 sin (q2).
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A partir de 2.18 se observa que se tienen términos relacionados con la segunda derivada temporal

de las coordenadas generalizadas, términos cuadraticos de la primera derivada temporal de q,

en donde los coe�cientes dependen de q y términos que dependen sólo de q que corresponden

a la derivada parcial de la energía potencial. Con respecto a los términos cuadraticos de la

primera derivada temporal de q se sabe que para los productos del tipo _qi _qj con i = j son

llamados términos centrífugos y para i 6= j se denominan términos de Coriolis [65]. Al agrupar

los términos se obtiene la siguiente expresión:

C (q; _q) _q =

"
c11 c12

c21 c22

#
_q (2.22)

con C (q; _q) 2 R2�2, cuyas entradas están dadas como:

c11 = c111 _q1 + c211 _q2 =
1

2
m2l

2
2 sin 2q2 _q2

c12 = c121 _q1 + c221 _q2 =
1

2
m2l

2
2 sin 2q2 _q1 �m2L1l2 sin q2 _q2

c21 = c112 _q1 + c212 _q2 = �
1

2
m2l

2
2 sin 2q2 _q1

c22 = c122 _q1 + c222 _q2 = 0

Por lo que la matriz de Coriolis será:

C (q; _q) =

"
1
2
m2l

2
2 sin 2q2 _q2

1
2
m2l

2
2 sin 2q2 _q1 �m2L1l2 sin q2 _q2

�1
2
m2l

2
2 sin 2q2 _q1 0

#
(2.23)

Propiedad 1 (Propiedad de antisimetría) Sea M (q) la matriz de inercia de un robot, con

C (q; _q) de�nida en términos de las entradas de M (q). Entonces la matriz _M (q) � 2C (q; _q)

será una matriz antisimétrica, es decir, que satisface:

zT
�
_M (q)� 2C (q; _q)

�
z = 0 8 z 2 Rn

Demostración. Al derivar con respecto al tiempo a la matriz de inercia:

_M (q) =

"
m2l

2
2 sin 2q2 _q2 �m2L1l2 sin q2 _q2

�m2L1l2 sin q2 _q2 0

#

Tal que de _M (q) y C (q; _q) se tiene:

_M (q)� 2C (q; _q) =
�
m2l

2
2 sin 2q2 _q1 �m2L1l2 sin q2 _q2

� " 0 �1
1 0

#
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Sea el vector z = [z1; z2]
T , con z1; z2 2 R, tal que:

zT
�
_M (q)� 2C (q; _q)

�
z =

�
m2l

2
2 sin 2q2 _q1 �m2L1l2 sin q2 _q2

�
[z1z2 � z1z2] = 0

Por lo tanto, se concluye que _M (q)� 2C (q; _q) es una matriz antisimétrica.

De igual forma, al derivar a la energía potencial con respecto al vector de coordenadas general-

izadas se obtiene al vector de pares gravitacionales:

G (q) =

"
0

�gm2l2 sin q2

#
(2.24)

De tal forma que el modelo dinámico del robot será:

M (q) �q+ C (q; _q) _q+G (q) = �

con � = [� 1; 0] el vector de fuerzas generalizadas en donde � 1 corresponde al par aplicado con

el motor de corriente directa al brazo horizontal. Además, se propone considerar a la fricción

como F ( _q) = [b1 _q1; b2 _q2]
T , donde b1 y b2 corresponden a los coe�cientes de fricción viscosa del

motor y el péndulo, respectivamente. Por lo tanto, se reescribe al modelo dinámico del sistema

como:

M (q) �q+ C (q; _q) _q+G (q) = � � F ( _q) (2.25)

2.1.4 Modelo electromecánico

Debido a que el péndulo Furuta utiliza un motor de corriente directa se considera el acoplamiento

entre el sitema eléctrico y el sistema mecánico. El modelado de un motor de corritente directa

se puede dividr en subsitemas electrico y mecánico. El subsistema eléctrico se obtiene a partir

de la ley de tensión de Kirchho¤, tal que:

Lm_im +Rmim +Kb _q1 = Vm (2.26)

donde Vm es la tensión aplicada al servomotor, im la corriente de armadura, Kb la constante

electromotriz, Rm y Lm la resistencia e inductancia de armadura, respectivamente. Se sabe

que Lm_im es mucho menor en magnitud en comparación con Rmi y Km _q1, tal que se propone

despreciar al término Lm_im para simpli�car el modelo y considerar a la corriente de armadura

como:
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im =
Vm �Kb _q1

Rm
(2.27)

La relación entre el par y la corriente de armadura está dada por � 1 = Kmim, donde Km es

la constante de par del motor. Además, se propone considerar a la e�ciencia del motor, �m, la

relación de transmición de los engranes del servo, Kg, y la e�ciencia de los engranes, �g. Por lo

que el par aplicado al brazo actuado estará dado por:

� 1 =
�gKg�mKm

Rm
(Vm �KgKb _q1) (2.28)

Por lo que, al reescribir el modelo dinámico del sistema en función de la tensión aplicada al

servomotor, se tiene:

M (q) �q+ C (q; _q) _q+G (q) = U� Fm ( _q) (2.29)

donde se agrupa a los términos disipativos en el vector Fm ( _q) con:

Fm ( _q) =

"
(b1 + �mKgKb) _q1

b2 _q2

#
(2.30)

con la tensión aplicada al motor como u = Vm en el vector:

U =
h
�mu 0

iT
(2.31)

donde:

�m =
�gKg�mKm

Rm
(2.32)

2.1.5 Linealización del modelo

El proceso de linealización resulta un método e�caz para aproximar el comportamiento de un

sistema no lineal y consiste en describir su dinámica al rededor de un punto de equilibrio,

considerando que esta aproximación sólo es válida en una pequeña vecindad del mismo. De

acuerdo con Khalil [66], se dice que un punto x� en el espacio de estados es un punto de

equilibrio de un sistema x = f(x), si tiene la propiedad de que siempre que el estado inicie en

el punto x� se mantendrá en el mismo punto por el resto del tiempo, es decir f(x�) = 0.
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Por lo tanto, para linealizar al modelo dinámico del péndulo Furuta 2.25 se propone considerar

al vector de aceleración:

�q =M�1 (q) [U� C(q; _q) _q�G(q)� Fm ( _q)] (2.33)

Con M�1 (q) dada como:

M�1(q) =
adj (M(q))

det (M(q))
(2.34)

donde:

adj (M(q)) =

"
J2 +m2l

2
2 �m2L1l2 cos q2

�m2L1l2 cos q2 J1 +m1l
2
1 +m2L

2
1 +m2l

2
2 sin

2 q2

#
(2.35)

Con lo que se reescribe al vector de aceleración:

�q =

"
fa1 + ga1u

fa2 + ga2u

#
Con: "

fa1
fa2

#
=

1

det (M(q))

"
M22e1 �M12e2

�M21e1 +M11e2

#
"
ga1
ga2

#
=

�m
det (M(q))

"
J2 +m2l

2
2

�m2L1l2 cos q2

#
y:

e1 = �C11 _q1 � C12 _q2 � (b1 + �mKgKb) _q1

e2 = �C21 _q1 + gm2l2 sin q2 � b2 _q2

Se introduce al vector de estados x = [x1; x2; x3; x4]
T = [q1; _q1; q2; _q2]

T para reescribir al

sistema como:

_x = f (x; u) (2.36)

con:

f (x; u) =

26664
x2

fa1 + ga1u

x4

fa2 + ga2u

37775 (2.37)

42



CAPÍTULO 2. MODELADO Y CONTROL DEL PÉNDULO INVERTIDO ROTATIVO

Se busca la representación lineal del sistema en el espacio de estados, dada por:

_x =
@f

@x

����
x�
�x+

@f

@u

����
x�
u = A�x+Bu (2.38)

Donde x� corresponde al punto de equilibrio sobre el cual se va a linealizar al sistema y con

�x := x� x�. Se propone hallar lo puntos de equilibrio al considerar _x = 0 con 0 2 R4y u = 0.

De f1 y f3 en 2.37 se obtiene x�2 = 0 y x
�
4 = 0, con lo cual se reduce a f2 y f4:

0 =
�gm2

2L1l
2
2 cosx

�
2 sin x

�
2

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21 +m2l22 (m2L21 + J2 +m2l22) sin
2 q2

(2.39)

0 =

�
J1 +m1l

2
1 +m2L

2
1 +m2l

2
2 sin

2 x�2
�
(gm2l2 sin x

�
2)

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21 +m2l22 (m2L21 + J2 +m2l22) sin
2 q2

(2.40)

Como f3 = 0 y f4 = 0 sólo se satisfacen con sin x�2 = 0, se tiene a x
�
2 = n� con n 2 Z. Por otro

lado, debido a que el equilibrio del sistema no depende de x1, se asume x�1 = n�, con n 2 Z. Por lo

tanto, se propone considerar como puntos de equilibrio a x� = [0; 0; 0; 0]T y x� = [0; �; 0; 0]T ,

que corresponden a las posiciones vertical superior e inferior, respectivamente.

Para la linealización del sistema se considera al punto de equilibrio x� = [0; 0; 0; 0]T en 2.38,

tal que se tiene:

A =

26664
0 1 0 0

0 a22 a23 a24

0 0 0 1

0 a42 a43 a44

37775 ; B =
26664
0

b2

0

b4

37775 (2.41)

con las entradas:

a22 = � (J2 +m2l
2
2) (b1 + �mKgKb)

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21

a23 = � gm2
2L1l

2
2

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21

a24 =
m2L1l2b2

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21

a42 =
m2L1l2 (b1 + �mKgKb)

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21

a43 =
gm2l2 (J1 +m1l

2
1 +m2L

2
1)

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21
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a44 = � b2 (J1 +m1l
2
1 +m2L

2
1)

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21

b2 =
�m (J2 +m2l

2
2)

(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21

b4 = � �mm2L1l2
(J1 +m1l21) (J2 +m2l22) + J2m2L21

2.2 Control PD con compensación no lineal

Un sistema no lineal es aquel cuya dinámica de entrada-salida no satisface los dos principios

de linealidad, superposición y homogeneidad. En ingeniería, es posible identi�car dinámicas no

lineales en circuitos eléctricos, electrónicos, sistemas de potencia, sistemas mecánicos, reacciones

químicas, entre otros; y la forma de entender estos sistemas, en un primer acercamiento, fue a

través de modelos lineales [5].

Si bien la linealización permite aprender más sobre el comportamiento de sistemas no lineales,

presenta dos limitaciones básicas [5]:

1. Al tratarse de una aproximación en una vecindad al rededor de un punto de operación,

sólo puede predecir el comportamiento local del sistema no lineal.

2. Existen fenómenos no lineales que no se pueden aproximar mediante la linealización, co-

mo escapes en tiempo �nito, múltiples puntos de equilibrio, ciclos límite, por mencionar

algunos.

Por otro lado, los controladores no lineales han tenido buenos resultados en la teoría; sin em-

bargo, muchos de ellos son complejos y di�ciles de implementar en los sistemas reales, ya que

requieren de mayor conocimiento del sistema o presentan fenómenos como el castañeo [60].

Además, el diseño de algoritmos de control para sistemas mecánicos subactuados es una tarea

complicada, debido a que son altamente no lineales por el acoplamiento entre juntas y las re-

stricciones presentes que impiden comandar directamente algunas de las con�guraciones del

robot [5].

No obstante, los esquemas de control PID y sus variantes han sido unos de los métodos más

utilizados a nivel industrial, debido a su estructura simple y su robustez ante condiciones de
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operación nominales. Sin embargo, los esquemas de control PID convencionales presentan de�-

ciencias en su desempeño ante sistemas no lineales. Por lo que, se propone diseñar y analizar la

estabilidad del controlador PD basado en el modelo no lineal del péndulo invertido rotativo.

2.2.1 Esquemas de control PD

El problema de control es diseñar un algoritmo que compute la tensión u que se aplica al motor

del brazo actuado. Por lo que se propone introducir terminos de compensación no lineal en un

controlador PD tradicional, que garanticen la estabilidad asintótica del sistema en lazo cerrado.

Se presentan dos controladores tipo PD para el péndulo invertido rotativo, tal como se presentan

en la Figura 2-3, en donde se denota al compensador no lineal mediante �.

Figura 2-3: Esquemas de control PD

El primero se muestra en la Figura 2-3 (a) y es un controlador PD en serie, en donde el lazo

interno regula la posición angular del brazo, dada por �, mediante el controlador C1. El lazo

externo controla la posición angular del péndulo, dada por �, mediante el controlador C2, para

equilibrar al péndulo en la posición inestable �� = 0. Por lo tanto, el controlador PD en serie
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tiene la forma:

u = kp1 (�
� � �) + kd1

�
_�
� � _�

�
+ �

�� = �kp2�� kd2 _�

donde kp1 y kd1 son constantes positivas, que corresponden a los coe�cientes proporcional y

derivativo para el control del motor;kp2 y kd2 son constantes positivas, que corresponden a los

coe�cientes proporcional y derivativo para el control del péndulo. Además, se tiene:

_�
�
= �kp2 _�� kd2 ��

Por lo que, se puede reescribir al algoritmo en serie como:

u = �kp1� � kd1 _� � kp1kp2�� (kp1kd2 + kd1kp2) _�� kd1kd2 ��+ � (2.42)

Por otro lado, el segundo controlador corresponde a un esquema PD en paralelo y se muestra en

la Figura 2-3 (b). Como se aborda el problema de regulación, el objetivo de control es estabilizar

al péndulo sobre el equilibrio inestable, [��; ��] = [0; 0], de tal forma que
h
_�
�
; _��
i
= [0; 0], con

lo cual se de�ne al algoritmo de control en paralelo como:

u = �kp1� � kd1 _� � kp2�� kd2 _�+ � (2.43)

Al observar a (2.42) y (2.43), es fácil observar que se puede reescribir a ambos esquemas de

control como una representación única, dada por:

u = �a1� � a2 _� � a3�� a4 _�� a5��+ � (2.44)

Donde para el control PD en serie se tiene a1 = kp1, a2 = kd1 , a3 = kp1kp2 , a4 = kp1kd2 + kd1kp2

y a5 = kd1kd2. Mientras que para el control en paralelo se considera a1 = kp1, a2 = kd1, a3 = kp2,

a4 = kd2 y a5 = 0. En ambos casos se tiene ai > 0 con i = 1; : : : ; 5.

2.2.2 Compensación basada en el modelo no lineal

Se retoma al vector de coordenadas generalizadas q = [�; �]T , tal que el error de regulación sea:

~q = q� � q
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donde q� es el vector de valores objetivo, q� = [��; ��]T = [0; 0]T .

Es bien sabido que es posible demostrar la estabilidad de robots con controladores PD a través

del método directo de Lyapunov. Por lo que, se sustituye a la ley de control (2.44) en el modelo

completo del péndulo invertido rotativo con el servo motor, mostrado en (2.29), para obtener

la expresión en lazo cerrado:

Mu (q) �q+ C (q; _q) _q+G (q) = B~q+D� Fu ( _q) (2.45)

con:

Mu =

"
�1 + �2 sin

2 q2 �3 cos q2 + �ma5

�3 cos q2 � �ma5 �4

#

Fu =

"
(b1 + �mKgKb + �ma2) _q1 + �ma4 _q2

b2 _q2

#

B =

"
�ma1 �ma3

�ma3 1

#
; D =

"
�m�

��ma5�q1 + �ma3q1 + q2

#
De donde es posible determinar si Mu(x) es una matriz positiva de�nida a través de:

det (m1) = det
�
�1 + �2 sin

2 q2
�

= J1 +m1l
2
1 +m2L

2
1 +m2l

2
2 sin

2 q2

� J1 +m1l
2
1 +m2L

2
1 > 0

det (m2) = det

"
�1 + �2 sin

2 q2 �3 cos q2 + �ma5

�3 cos q2 � �ma5 �4

#
= �1�4 + �2�4 sin

2 q2 � (�3 cos q2 + �ma5) (�3 cos q2 � �ma5)

= �1�4 + �2�4 sin
2 q2 � �23 cos2 q2 + �2ma25

=
�
J1 +m1l

2
1

�
�4 + J2m2L

2
1 + �

2
3 + �2�4 sin

2 q2 + �
2
ma

2
5

�
�
J1 +m1l

2
1

�
�4 + J2m2L

2
1 + �

2
3 + �

2
ma

2
5 > 0

De igual forma, de los menores principales de la matriz B se tiene:

det (m1) = det (�ma1) = �ma1 > 0

con �m > 0 y a1 > 0
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det (m2) = det

"
�ma1 �ma3

�ma3 1

#
= �ma1 � �2ma23

Por lo que, se deberá satisfacer la condición a1 > �ma
2
3 para garantizar que det (m2) > 0 y por

consecuencia que B sea una matriz positiva de�nida.

Theorem 2 El control PD en serie o en paralelo como en (2.44) con el término de compen-

sación dado como:

� =
1

�m
(b1 _q1 + �mKgKb _q1 + �ma4 _q2)

� _q2
�m _q1

(�ma3q1 + q2 + gm2l2 sin q2 � b2 _q2 � �ma5�q1)

puede garantizar la estabilidad del del péndulo Furuta (2.29), si se satisface la condición:

a1 > �ma
2
3

Demostración. Como Mu(x) y B son matrices positivas de�nidas, se propone la siguiente

expresión cuadrática como función candidata de Lyapunov:

V (x; _x) =
1

2
_qTMu (q) _q +

1

2
~qTB~q

Al derivarla con respecto al tiempo, se obtiene:

_V = _qTMu (q) �q +
1

2
_qT _Mu (q) _q � _qTB~q

Con:

Mu (q) �q = B~q +D � F ( _q)� C (q; _q) _q �G (q) (2.46)

Entonces:

_V = _xT [B~q +D � Fu ( _q)� C (q; _q) _q �G (q)] +
1

2
_qT _Mu (q) _q � _qTB~q

= _qT [B~q +D � Fu ( _q)�G (q)�B~q] +
1

2
_qT
h
_Mu (q)� C (q; _q)

i
_q

=
1

2
_qT
h
_Mu (q)� C (q; _q)

i
_q + _qTD � _qTFu ( _q)� _qTG (q)

Como M(q) y C(q; _q) satisfacen la propiedad de simetria y _Mu (q) = _M (q), entonces:

1

2
_qT
h
_Mu (q)� C (q; _q)

i
_q = 0 (2.47)
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Además:

_qTD = �m� _q1 � �ma5�q1 _q2 + �ma3q1 _q2 + q2 _q2

_qTFu ( _q) = (b1 + �mKgKb + �ma2) _q
2
1 + �ma4 _q1 _q2 + b2 _q2

_qTG (q) = �gm2l2 sin q2 _q2

Por lo tanto, se tiene:

_V = �m� _q1 � �ma5�q1 _q2 + �ma3q1 _q2 + q2 _q2

� (b1 + �mKgKb + �ma2) _q
2
1 � �ma4 _q1 _q2 � b2 _q22 + gm2l2 sin q2 _q2

= ��ma2 _q21 + �m� _q1 � _q1 (b1 _q1 + �mKgKb _q1 + �ma4 _q2)

+ _q2 (�ma3q1 + q2 + gm2l2 sin q2 � b2 _q2 � �ma5�q1) (2.48)

Por lo que se propone a � como:

� =
1

�m
(b1 _q1 + �mKgKb _q1 + �ma4 _q2)

� _q2
�m _q1

(�ma3q1 + q2 + gm2l2 sin q2 � b2 _q2 � �ma5�q1) (2.49)

Con lo cual:

_V � ��ma2 _q21 (2.50)

donde �ma2 > 0 permite que _V sea una función semide�nida negativa . Por lo que, por el

método directo de Lyapunov se puede concluir que [�; �] = [0; 0] es un equilibrio estable.

Theorem 3 El término de compensación no lineal:

� =

8><>:
1
�m
(b1 _q1 + �mKgKb _q1 + �ma4 _q2)

� _q2
�m _q1

(�ma3q1 + q2 + gm2l2 sin q2 � b2 _q2 � �ma5�q1)
si _q1 6= 0

a4 _q2 si _q1 = 0

garantiza la estabilidad asintótica del péndulo Furuta (2.29), si se satisface la condición:

a1 > �ma
2
3

Demostración. Para probar la estabilidad asintótica se acude al teorema de invarianza de

LaSalle y se busca la región:

	 =
n
[�; �] : _V = 0

o
(2.51)
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El conjunto invariante se obtiene del sistema en lazo cerrado cuando se asume _q1 = 0, tal que

�q1 = 0 y � = a4 _q2, con lo que se tiene:

(�3 cos q2 + �ma5) �q2 �m2L1l2 sin q2 _q
2
2 + �ma1q1 + �ma3q2 = 0

�4�q2 � gm2l2 sin q2 + �ma3q1 + q2 + b2 _q2 = 0

Si _q2 6= 0 entonces el péndulo estaría en movimiento y q2 no sería constante. Por lo que se reduce

la expresión anterior:

�ma1q1 + �ma3q2 = 0

�gm2l2 sin q2 + �ma3q1 + q2 = 0

Para q2 = 0, se tiene:

�ma1q1 = 0

�ma3q1 = 0

Siendo fácil identi�car que esto sólo se satisface para [q1; q2] = [0; 0]. Por lo tanto, por el teorema

de LaSalle se puede asegurar que [q1; q2] = [0; 0] es asintóticamente estable, es decir, se garantiza

que:

l��m
t!1

~q (t) = 0 (2.52)

Por lo que, para el péndulo Furuta con �� = 0 y �� = 0, se tiene que:

l��m
t!1

� (t) = 0

l��m
t!1

� (t) = 0
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CAPÍTULO 3

Control PD compensado por aprendizaje reforzado

En este capítulo se presenta a los sistema de control como un problema formal de los procesos de

decisión de Markov (MDP) con transiciones deterministas en tiempo discreto. Dichos conceptos

se emplean en el diseño de los algoritmos de aprendizaje reforzado para el control del péndulo

Furuta. Se aborda el problema de equilibrar la exploración y explotación en un espacio de estado-

acción continuo, en donde resulta imposible visitar múltiples veces todos los pares en tiempo

�nito. Se estudia la e�cacia de los controladores inteligentes con arquitecturas tabulares y por

aproximación mediante redes neuronales. Para esto, se presentan los métodos de aproximación

parametrica de las funciones de valor.

3.1 Sistemas de control

El marco de los MDP es abstracto y �exible, tal que puede ser aplicado a multiples problemas en

diferentes formas. El límite entre el agente y el entorno está dado por todo aquello que no puede

ser cambiado arbitrariamente por el agente, es decir, representa el límite del control absoluto

del agente y no de su conocimiento sobre el entorno.

Por lo tanto, es posible establecer una analogía conceptual entre un sistema de control y un

MDP, como se muestra en la Figura 3-1. Recordando que en un sistema de control, el controlador

es aquel que interactua con un sistema dinámico. El controlador recibe mediciones de los estados

del sistema y con ello determina la señal de control a aplicar.
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Figura 3-1: Sistema de control en la forma de un proceso de decisión de Markov

La dinámica del sistema, f (�), reemplaza a la función de transición, p, ya que describe el

resultado de aplicar la acción uk en el estado xk en el paso de tiempo k, tal que el estado cambia

a xk+1, de acuerdo con la función f : X � U ! X :

xk+1 = f (xk; uk) (3.1)

Además, se reescribe a la señal de recompensa, rk+1, la cual evalua el desempeño inmediato de

la acción de control de acuerdo con la función � : X � U ! R:

rk+1 = r (xk; uk) (3.2)

donde se asume que krk1 = supx;u jr (x; u)j es �nito [10]. Recordando que la recompensa evalua

el efecto inmediato de uk en la transición de xk a xk+1 y no sus efectos a largo plazo.

Como el controlador toma las acciones a partir de mediciones de los estados, se representa a la

política h : X ! U , como:

uk = h (xk) (3.3)

Es importante señalar que dados f (�) y r (�), basta con concer el estado actual xk y la acción uk
para determinar el siguiente estado xk+1 y la recompensa rk+1. Esta es la propiedad de Markov,

la cual es esencial al proveer garantías teóricas en los algoritmos de DP y RL [10].
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3.2 Aprendizaje por diferencia temporal

De acuerdo con [4], el aprendizaje por diferencia temporal (TD learning) es una idea central

y novedosa en el aprendizaje reforzado. El TD learning es una combinación de ideas de los

métodos Montecarlo y de DP. Los métodos de TD learning pueden aprender directamente

de la experiencia, sin modelos del entorno, como los métodos de Monte Carlo. Además, los

métodos TD actualizan sus estimaciones basadas en otras estimaciones aprendidas, sin esperar

un resultado �nal, como en DP.

El aprendizaje por diferencia temporal es una forma de aprendizaje reorzado en línea, debido a

que las acciones se mejoran en tiempo real en función de la estimación de sus funciones de valor

mediante la observación de datos medidos a lo largo de las trayectorias del sistema [67].

En el paso de tiempo k+1, los métodos de TD forman inmediantamente un objetivo y realizan

una actualización útil con la recompensa observada, rk+1, y la estimación de la función de

valor [4]. El método TD más simple realiza la actualización como:

V (xk) V (xk) + � [rk+1 + 
V (xk+1)� V (xk)] (3.4)

En donde V (xk) representa a la estimación de la función de valor v (xk). Es importante destacar

que la operación dentro de los corchetes representa un tipo de error, el cual mide la dierencia

entre el valor estimado en xk y la estimación rk+1+
V (xk+1). Se conoce a esta operación como

error TD, �k, y se presenta en diferentes maneras dentro del RL [4].

3.3 Q-Learning

Uno de los primeros avances en el aprendizaje por refuerzo fue el desarrollo de un algoritmo

de control por TD fuera de la política conocido como Q-learning [68]. Q-learning es un método

libre de modelo para la iteración de la función Q y es el algoritmo más ampliamente utilizado en

el aprendizaje reforzado [10]. La función Q aproxima directamente a la función de valor óptima

q�, independientemente de la política que se está siguiendo. Lo cual simpli�có drásticamente su

análisis y permitió las primeras pruebas de convergencia [4].

El algoritmo Q-learning inicia desde una función Q arbitraria, Q0, y se actualiza sin requerir
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un modelo, usando en su lugar la transición de estados observada y la recompensa, es decir,

depende de (xk; uk; xk+1; rk+1) [68, 69]. Despúes de cada transición, la función Q se actualiza

usando la siguiente regla:

Qk+1 (xk; uk) = Qk (xk; uk) + �k

h
rk+1 + 
m��n

u
Qk (xk+1; u)�Qk (xk; uk)

i
(3.5)

donde �k 2 (0; 1], es la constante de aprendizaje. Dentro de los corchetes se muestra el error

de diferencia temporal, �k, del algoritmo Q-learning. Es fácil observar que la política aún tiene

efecto al determinar los pares estado-acción que se visitan y actualizan. Sin embargo, todo lo

que se requiere para una correcta convergencia es que todos los pares se visiten in�nitamente [4].

Conforme el número de transiciones k tiende a in�tino, el algoritmo converge asintóticamente a

q�, si los espacio de estados y de acciones son discretos y �nitos, y bajo las siguientes condiciones

[69,70]:

1. La suma
1P
k=0

a2k debe producir un valor �nito, mientras que la suma
1P
k=0

ak debe producir

un valor in�nito.

2. Todos los pares estado-acción son visitados in�nitamente.

La primera condición es fácil de satisfacer, por ejemplo al seleccionar [12]:

�k =
1

(k + 1)!
(3.6)

con ! 2 (1=2; 1]. De donde se puede distinguir a un factor de aprendizaje lineal, con ! =

1, y un factor de aprendizaje polinomial, con ! 2 (1=2; 1). De acuerdo con [10], el factor

de aprendizaje requiere ser sintonizado en la práctica, debido a que in�uye en el número de

transiciones requeridas por el algoritmo para obtener una buena solución.

Por otro lado, la segunda condición se puede satisfacer, entre otras formas, si el controlador

tiene probabilidad no cero de elegir cualquier acción en cada estado, lo cual se conoce como

exploración [4]. Además, el controlador debe explotar su conocimiento actual para obtener un

mejor desempeño, por ejemplo, al elegir acciones codiciosas en la actual función de valor. Esto

representa un problema de compensación exploración-explotación típico en RL [10].

Un método clásico para equilibrar la exploración y la explotación en Q-learning es aplicando la

exploración "-codiciosa ("-greedy) que elige una acción como [4]:
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uk =

(
u 2 argm��n�uQk (xk; �u) Con probabilidad 1� "k

Acción uniformemente aleatoria en U Con probabilidad "k
(3.7)

En donde "k 2 (0; 1) es la probabilidad de exploración en el paso k. Usualmente, la exploración

se desvanece en el tiempo, tal que la política utilizada se convierte asintóticamente en codiciosa

y por lo tanto en óptima. Esto se logra haciendo que "k tienda a 0 conforme k crece.

Es posible de�nir a la probabilidad de exploración de forma similar que al factor de aprendiza-

je, para satisfacer la segunda condición de convergencia [4]. En el Algoritmo 2 se presenta el

algoritmo Q-learning con la exploración "-greedy.

Algoritmo 2 Q-Learning con exploración "-greedy

Entrada: Factor de descuento 
, probabilidad de exploración f"kg1k=0, factor de aprendizaje
f�kg1k=0

1: Inicializar la función Q, por ejemplo, Q0  0
2: Medir el estado incial x0
3: para cada paso de tiempo k = 0; 1; 2; : : : hacer
4: Elegir una acción, uk, usando la política "-codiciosa (3.7)
5: Aplicar uk, medir el siguiente estado xk+1 y la recompensa rk+1
6: Qk+1 (xk; uk) Qk (xk; uk) + �k [rk+1 + 
m��nuQk (xk+1; u)�Qk (xk; uk)]
7: �n para

Cabe señalar que se considera una con�guración idealizada, de tiempo in�nito y no se especifíca

ninguna salida de forma explícita. En su lugar, el resultado del algoritmo es la mejora del

desempeño del controlador alcanzado a través de iteractuar con el proceso. Sin emabrgo, en la

práctica, el algoritmo se dentendrá después de un número �nito de pasos. Cuando se detiene el

algoritmo Q-learning, la función de valor resultante y la correspondiente política ambiciosa se

pueden interpretar como salidas y reutilizarlas [10].

3.4 Aproximación del aprendizaje reforzado

El aprendizaje reforzado es fruto de décadas de esfuerzo dentro de la inteligencia arti�cial y

el aprendizaje automático hacia una mayor integración con la estadística, la optimización y

otras áreas; entre ellas la teoría del control, en donde, por ejemplo, algunos métodos de RL

abordan el clásico problema de "la maldición de la dimensionalidad", mediante aproximadores

paramétricos [10].
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Los algoritmos clásicos de DP y RL requieren representaciones exactas de la función de valor y

las políticas. Sin embargo, una representación exacta sólo se alcanza al guardar las estimaciones

del retorno para cada par estado-acción [10]. Muchos problemas en los que se busca implementar

el RL tienen espacios de estados y acciones grandes o continuos. Por lo que, no es posible hallar

una política óptima o la función de valor óptima, aún en el límite ín�nito de tiempo y de los

datos. Por lo tanto, el objetivo cambia a encontrar una solución aproximada en su lugar, usando

recursos computacionales limitados [4].

El problema con los espacios grandes y continuos no es sólo la memoria necesaria para las

soluciones tabulares, sino el tiempo e información necesaria para llenarlas apropiadamente. En

muchos de los casos, los estados visitados di�cilmente serán medidos nuevamente. Por lo que,

para tomar decisiones sensibles en dichos estados es necesario generalizar a partir de encuentros

previos con diferentes estados, que en cierto modo sean similares [4].

Por lo que, para resolver este problema de generalización es necesario combinar al aprendizaje

reforzado con métodos de aproximación de funciones, los cuales toman ejemplos de una función

deseada e intentan construir una aproximación de la función completa [10]. La aproximación

de funciones va de la mano con el aprendizaje supervisado, el tema principal en el estudio

de aprendizaje automático, redes neuronales arti�ciales, reconocimiento de patrones y ajuste

estadístico de curvas [4].

Los aproximadores se dividen en dos categrorías principales: paramétricos y no paramétricos.

Los aproximadores paramétricos son mapeos desde el espacio de estados al espacio de funciones

que pretenden representar [4]. El número de parámetros y la forma del mapeo se asignan desde

el inicio, mientras que los parámetros se ajustan utilizando la información sobre la función

objetivo. Por otro lado, la estructura de los aproximadores no paramétricos se deriva de la

información. Contrario a su nombre, los aproximadores no paramétricos comunmente tienen

parámetros pero el número de parámetros y sus valores se determinan de la información [10].

3.4.1 Aproximación paramétrica

Considere un aproximador de la función de valor Q, parametrizado por un vector n-dimensional,

�. El aproximador se denota por el mapeo de aproximación F : Rn ! Q, donde Rn es el espacio

de parámetros y Q es el espacio de funciones de valor Q [10]. Cada vector de parámetros, �,

56



CAPÍTULO 3. CONTROL PD COMPENSADO POR APRENDIZAJE REFORZADO

provee una representación compacta de una función Q aproximada:

bQ (x; u) = [F (�)] (x; u) (3.8)

donde [F (�)] (x; u) denota a la función de valor, F (�), evaluada en el par estado-acción (x; u).

Cabe señalar que cuando se trabaja con espacios de estados discretos, n es usualmente mucho

menor que jXj � jU j, donde la notación j�j hace referencia a la cardinalidad de un conjunto [10].

Sin embargo, el conjunto de funciones de valor Q que se pueden representar mediante F es

un subconjunto de Q, sólo se puede representar una función Q arbitraria con algún error de

aproximación, el cual debe tomarse en cuenta [12].

En general, el mapeo F puede ser no lineal en los parámetros. Un ejemplo típico de un aproxi-

mador paramétrico no lineal es una red neuronal tipo feed-forward [12]. Sin embargo, un aprox-

imador paramétrico lineal de la función de valor Q utiliza n funciones base (BFs, por sus siglas

en inglés) �1; : : : ; �n : X � U ! R y un vector de parámetros, �. Las funciones de valor Q

aproximadas se calculan con:

[F (�)] (x; u) =
nX
k=1

�k (x; u) �k = �
T (x; u) � (3.9)

donde � (x; u) = [�1; : : : ; �n]
T es el vector de BFs, a las cuales también se les conoce como

carcaterísticas [12].

3.4.2 Iteración de la función Q

Existen métodos de RL para aproximar la función de valor que operan en línea o fuera de línea

o por lotes. De los algoritmos en línea para la aproximación de funciones de valor, las versiones

aproximadas del algoritmo Q-learning son ampliamente estudiadas y utilizadas desde inicios de

la década de 1990 [10].

De acuerdo con [10], una forma simple de implementar la aproximación en el Q-learning es me-

diante el uso del descenso de gradiente. Por lo que es necesario que el mapeo F sea diferenciable

en los parámetros [4].

Para simpli�car la notación se denotará a la aproximación de la funciónQ en el paso k al retomar

la expresión (3.8) con bQ (x; u), dejando la dependencia del vector de parámetros implícita. Para
derivar el Q-learning basado en gradiente descendente, se asume que despúes de tomar una
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acción uk en el estado xk, el algoritmo es provisto con la verdadera función de valor óptima del

par estado-acción, q� (xk; uk), además del siguiente estado xk+1 y la recompensa rk+1 [10]. Bajo

estas circunstancias, el algoritmo podría minimzar el error cuadrático entre el valor óptimo y el

el valor del par estado acción actual:

�k+1 = �k �
1

2
�k

@

@�k

h
q� (xk; uk)� bQ (x; u)i2

= �k + �k

h
q� (xk; uk)� bQ (xk; uk)i @

@�k
bQ (xk; uk) (3.10)

Evidentemente q� (xk; uk) no está disponible, pero se puede reemplazar por una estimación

derivada del mapeo de la iteración de Q, tal como en Q-learning:

q� (xk; uk) = rk+1 + 
m��n
u

bQ (xk+1; u) (3.11)

Esta sustitución lleva a la actualización de la aproximación de la función Q:

�k+1 = �k + �k

h
rk+1 + 
m��n

u

bQ (xk+1; u)� bQ (xk; uk)i @

@�k
bQ (xk; uk) (3.12)

Cabe señalar que al igual que en el algoritmo clásico de Q-learning, la aproximación requiere

de exploración. En el Algoritmo 3 se presenta al algoritmo Q-learning basado en el descenso del

gradiente con la exploración "-greedy.

Algoritmo 3 Q-Learning con aproximación lineal y exploración "� greedy
Entrada: Factor de descuento 
, Funciones base �1; : : : ; �n : X � U ! R, probabilidad de

exploración f"kg1k=0, factor de aprendizaje f�kg
1
k=0

1: Inicializar el vector de parámetros �, por ejemplo, �0  0
2: Medir el estado incial x0
3: para cada paso de tiempo k = 0; 1; 2; : : : hacer
4: Elegir una acción, uk, usando la política "-codiciosa (3.7)
5: Aplicar uk, medir el siguiente estado xk+1 y la recompensa rk+1
6: �k+1  �k + �k

�
rk+1 + 
m��nu0

�
�T (xk+1; u

0) �k
�
� �T (xk; uk) �k

�
� (xk; uk)

7: �n para

En la literatura se han utilizado diferentes aproximadores al trabajar con el algoritmo Q-learning

[10], como aproximadores lineales, con codi�cación de mosaicos y funciones de base radial (RBF),

reglas difusas, las cuales también pueden ser lineales en los parámetros. Y aproximadores no

lineales basados en redes neuronales.
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3.4.3 Aproximación por redes neuronales

Una arquitectura no lineal muy común es la del perceptron multicapa o red neuronal tipo

feedforward con una capa oculta. Bajo esta arquitectura, el estado xk 2 Rn es transformado a

través de una capa lineal, por la matriz de pesos V 2 Rn�m:

V Txk =

nX
i=1

vjixi; j = 1; : : : ;m (3.13)

Cada uno de estos escalares se convierte en la entrada a una función � (�), llamada función

sigmoide, la cuál es diferenciable, monotonamente creciente y con la propiedad [12]:

�1 < l��m
�!�1

� (�) < l��m
�!1

� (�) <1 (3.14)

Algunas elecciones comunes son la función tangente hiperbólica y la función logística [71]:

� (�) = tanh (�) =
e� � e��
e� + e��

; � (�) =
1

e� + e��
(3.15)

También es bastante común el uso de unidades lineales recti�cadas o funciones ReLU [71]:

� (�) = m�ax f0; �g = ln
�
1 + e�

�
(3.16)

Como salida de las funciones de activación, se tiene a los escalares:

�
�
V Txk

�
= �

 
nX
i=1

vjixi

!
; j = 1; : : : ;m (3.17)

Estos escalares son combinados lienalmente usando a la matriz W 2 Rm�o para producir la

salida �nal:

bQ (xk; uk) =W T�
�
V Txk

�
=

mX
k=1

wkj�

 
nX
i=1

vjixi

!
; k = 1; : : : ; o (3.18)

Se ha identi�cado que es una práctica común proveer la constante 1 como una entrada adicional

a la capa lineal, esto provee un compensación constante ajustable para cada una de las entradas

de las unidades no lineales, y expande el rango de mapeos que esta arquitectura puede aproximar

de forma efectiva [10].

Además, existen generalizaciones de la arquitectura del perceptron con una capa oculta que

involucran la alternancia de múltiples capas de funciones lineales y sigmoides. Los perceptrones

multicapa puede ser representados de forma compacta al introducir ciertos mapeos para describir
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las capas lineales y no lineales [71]. En particular, L1; : : : ; Lm+1 denotan a las matrices de pesos

de las capas lineales. Así mismo, �1; : : : ;�m denotan a los mapeos que representan a las capas

no lineales. Con lo cual, la salida del perceptron multicapa es:

F (L1; : : : ; Lm+1; x) = Lm+1�mLm � � ��1L1xk (3.19)

Entrenamiento de una red neuronal

Los problemas de entrenamiento de una red neuronal son problemas de optimización donde se

busca un conjunto de parámetros o pesos de una arquitectura de aproximación que provean el

mejor ajuste entre el mapeo realizado y un conjunto de pares de datos entrada-salida. Típica-

mente, estos problemas son de la forma de mínimos cuadrados:

m��n
W;V

1

2

mX
i=1

e2j (3.20)

donde ej es el vector de error:

e = q� (xk; uk)� bQ (xk; uk) (3.21)

Por lo que es posible aplicar el método de gradiente descendiente estcoástico (SGD). Los métodos

de SGD ajustan ligeramente los pesos de la red neuronal después de cada paso k, en la dirección

que reduzca el error [4]. La actualización de pesos mediante SGD está dada por:

Wk+1 = Wk �
1

2
�r

h
q� (xk; uk)� bQ (xk; uk)i2

= Wk + �
h
q� (xk; uk)� bQ (xk; uk)ir bQ (xk; uk) (3.22)

donde � es una constante positiva y r bQ (xk; uk) corresponde al gradiente de la red neuronal
con respecto a las matrices de pesos. El gradiente r bQ (xk; uk) puede ser calculado e�cazmente
usando un procedimiento especial conocido como backpropagation.

La naturaleza especial de un red neuronal tipo MLP tiene una importante consecuencia com-

putacional en el gradiente del error cuadrático con respecto a los pesos:

E (L1; : : : ; Lm+1) =
1

2

� bQ (xk; uk)� q� (xk; uk)�2 (3.23)
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puede ser e�cientemente calculado usando un procedimiento especial conocido como backprop-

agation [12]. En particular, la derivada parcial de la función de costo E (L1; : : : ; Lm+1) con

respecto al ij-ésimo componente de la matriz Lk, Lk (i; j), está dado por:

@E (L1; : : : ; Lm+1)

@Lk (i; j)
= �eTLm+1 ��mLm � � �Lk+1 ��kIij�k�1 � � ��1L1x (3.24)

donde �n, n = 1; : : : ;m, es una matriz diagonal cuyas entradas son las derivadas de las funciones

de activación de la n-ésima capa oculta, Iij es la matriz obtenida al establecer todos los valores

de Lk iguales a 0, excepto al ij-ésimo componente, el cual se establece como 1.

Existe un resultado importante relacionado con la capacidad de aproximación de un perceptron

multicapa. Es posible mostrar que esta red, con una buena selección de pesos, puede aproximar

arbitrariamente cerca cualquier función J : S ! R que sea continua sobre un conjunto cerrado

y acotado S, con una cantidad su�cientemente grande de funciones de activación en la capa

oculta [71]. Para esto, una sola capa oculta es su�ciente. En la práctica, el número de capas

ocultas es usualmente 1 o 2, y casi nunca mayor a 3 [12].

3.4.4 Q-learning con redes neuronales

Al aproximar a la función Q mediante redes neuronales es posible implementar el algoritmo de

Q-Learning. Para esto se propone implementar una red neuronal que tome como entradas a los

estados y cuyas salidas correspondan al valor de la función Q de cada una de las acciones.

Sin embargo, en las arquitecturas no lineales el aprendizaje tiende a ser inestable; por lo que, en

la literatura se han desarrollado alternativas para mejorar el desempeño de las redes neuronales

en la aproximación de funciones de valor en RL.

Una de estas alternativas es el uso de una segunda red conocida como red objetivo [72], la cual

mejora la estabilidad del aprendizaje. Esta segunda red genera el valor objetivo en el error TD,

�k. La principal característica de la red objetivo es que sólo actualiza los valores de sus matrices

de pesos cada N pasos de tiempo discreto. Al actualizar sus pesos sinápticos toma los valores

actuales de la red neruonal principal, es decir,W� = W . Con esta modi�cación, la actualización

del algoritmo Q-Learning está dada por:

�k+1 = �k + �
h
rk+1 + 
m��n

u
Q
�
xk; uk; �

���Q (xk; uk; �k)ir�Q (xk; uk; �k) (3.25)
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en donde Q
�
xk; uk; �

�� corresponde a la red neuronal objetivo y Q (xk; uk; �) a la red neuronal
principal.

La segunda alternativa se conoce como repetición de la experiencia. Lin [73, 74], propuso al-

macenar las muestras (xk; uk; rk+1; xk+1) en cada paso de tiempo. De tal forma que duarnte el

entrenamiento el agente pueda tomar muestras de forma aleatoria del conjunto de datos almace-

nados, para actualizar a la función Q. Tal que la repetición de experiencias suaviza los cambios

en la distribución de los datos, lo cual estabiliza el aprendizaje [75].

En el Algoritmo 4, se presenta el uso de redes neuronales para aproximar la función Q y utilizar el

algoritmo Q-learning basado en el gradiente descendiente estocástico, con red neuronal objetivo

y repetición de experiencia para mejorar la estabilidad del aprendizaje:

Algoritmo 4 Q-Learning con aproximación por redes neuronales

Entrada: Factor de descuento 
, probabilidad de exploración f"kg1k=0, constante de aprendizaje
f�kg1k=0

1: Inicializar los pesos sinápticos de la red neuronal con valores aleatorios en el intervalo [0; 1].
2: Medir el estado incial x0
3: para episodio e = 1; : : : ;M hacer
4: para cada paso de tiempo k = 0; 1; : : : ; T hacer
5: Elegir una acción, uk, usando la política "-codiciosa (3.7)
6: Aplicar uk, medir el siguiente estado xk+1 y la recompensa rk+1
7: Almacenar las muestras (xk; uk; rk+1; xk+1) en el conjunto D
8: Tomar un subconjutno (xj; uj; rj+1; xj+1) aleatorio de D
9: Calcular la aproximación Q (xj; uj; �) y el objetivo rj+1 + 
m��nuQ

�
xj; uj; �

��
10: Aplicar el método de gradiente descendiente estocástico

�
q� (xj; uj)� bQ (xj; uj)�2 con

respecto a �.
11: Cada N pasos actualizar �� = �k
12: �n para
13: �n para

3.5 Simulaciones para el aprendizaje reforzado

La implementación de los controladores basados en aprendizaje reforzado se realizó mediante

modelos de Simulink, como el que se muestra en la Figura 3-2. Se propuso utilizar el tiempo de

muestreo de 2 ms que indica el fabricante Quanser [76].

Se incluye un subsistema que contiene a la política "-greedy, que depende de la probabilidad de
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exploración ", el espacio de acciones, la tabla Qk o las matrices de pesos V y W , así como el

estado actual xk. El bloque identi�cado como entorno, consta del modelo no lineal del péndulo

Furuta y el cálculo del índice de los vectores de estado xk y xk+1, para la tabla Q.

Figura 3-2: Modelo de Simulink para el control del péndulo Furuta por RL

Así mismo, se incluye un subsistema que realiza el cálculo de la recompensa y envía una señal

para detener la simulación cuando la respuesta del sistema ha excedido las condiciones estable-

cidas en cada controlador.

Debido a que el objetivo de control es estabilizar al péndulo Furuta sobre el equilibrio inestable,

x = [0; 0; 0; 0]T , se propone a la función de recompensa como una función de costo cuadrática:

r (xk; uk) = x
T
kQxk +Ru

2
k (3.26)

donde Q 2 R4�4 y R 2 R, con Q = diag (50; 0:5; 50; 0:5), para penalizar a las posiciones más

lejanas al equilibrio inestable y reducir la in�uencia de las velocidades en la recompensa. Con

R = 0:1 se busca evitar que el controlador priorice reducir la señal de control antes de llevar al

equilibrio al péndulo Furuta.

Finalmente, en el subsistema identi�cado comoQ-Learning se implementa el algoritmo de apren-

dizaje, ya sea por solución tabular o mediante la aproximación por redes neuronales.
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3.5.1 Solución por tabla

Para realizar el control del péndulo Furuta por aprendizaje reforzado mediante la solución

tabular del algoritmo Q-learning, es necesario discretizar el espacio de estados continuo. El

vector de estados del péndulo invertido rotativo, x, está compuesto por la posición y velocidad

angular del brazo y el péndulo, x =
h
�; _�; �; _�

iT
. La señal de control para el motor del brazo se

establecio como u 2 f�Vm; 0; Vmg V .

Para realizar la discretización se tomó en cuenta un rango de movimiento para el brazo de

�45� y de �25� para el péndulo. Por lo tanto, se establecieron los rangos � 2 [��=4; �=4] rad,

� 2 [�0:4363; 0:4363] rad y _�; _� 2 [��; �] rad/s.

La discretización del espacio de estados continuo se realizó para 19 divisiones en las posiciones

y 11 para las velocidades. La posición del brazo tuvo una resolución de 0:0873 rad y el péndulo

de 0:0485 rad. Las velocidades tuvieron una resolución de 0:6283 rad/s. Se realizaron todas las

posibles combinaciones con los valores discretos de posición y velocidad del brazo y el péndulo,

tal que, se generó un espacio de estados discreto con 192�112 = 43; 681 elementos. Finalmente,

la tabla Q del algoritmo Q-Learning se determinó como Q 2 R43;681�3.

Además, se estableció una señal de boni�cación que premia a las condiciones cercanas al equi-

librio y penaliza cuando superan los rangos establecidos en la discretización. La señal de boni�-

cación tiene la forma:

b(xk; uk) =

8>>><>>>:
100 si j�j > 45� y j�j > 25�

�10 si j�j � 5� y j�j � 3�

�50 si � = 0� y � = 0�

0 de cualquier otra forma

(3.27)

Por lo tanto, la señal de recompensa real depende de la función cuadrática (3.26) y la boni�cación

(3.27), tal que:

rk+1 = r (xk; uk) + b(xk; uk) (3.28)

La señal para detener la simulación estuvo sujeta a los rangos establecidos en la discretización.

La implementación del Algoritmo 2 se realizó con la función de Matlab que se muestra en la

Figura 3-3. Dicha función depende de los índices de uk, xk y xk+1 con respecto a los espacios

discretos de acciones y estados para actualizar la tabla Q de forma correcta.
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Figura 3-3: Algoritmo Q-Learning basado en tabla

Así mismo, se tomó en cuenta a la recompensa rk+1 y a la condición para detener la simulación

para realizar la actualización de la tabla Q, debido a que:

�k =

(
rk+1 + 
m��nuQk (xk+1; u) si Terminal = 0

rk+1 si Terminal = 1
(3.29)

Mediante el uso de bloques de retardos se elimina el problema de lazos algebráicos en la simu-

lación al tomar valores previos en algunas variables, como la tablaQk. Por otro lado, se alamcenó

a la tabla Qk+1 a través de un bloque To Workspace, para posteriormente utilizarla durante la

validación del controlador.

3.5.2 Aproximación por redes neuronales

Para el Algoritmo 4 se utilizó el espacio de estados continuos, de tal forma que la red neuronal

tomó como entrada al vector x =
h
�; _�; �; _�

iT
. Se conservó a la recompensa (3.28), al espacio de

acciones discreto u 2 f�Vm; 0; Vmg V y a los rangos � 2 [��=4; �=4] rad, � 2 [�0:4363; 0:4363]

rad y _�; _� 2 [��; �] rad/s como condiciones para detener la simulación. El espacio de acciones

discreto estuvo dado como u 2 f�Vm; 0; Vmg V .

Se propuso una red neuronal tipo perceptron multicapa con 400 nodos en la capa oculta. Por

lo tanto, la red neuronal tuvo una estructura 4-400-3 con V 2 R4�400 y W 2 R400�3. Como
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funciones de activación se utilizaron funciones ReLu en la capa oculta y una función lineal en

la capa de salida. En la Figura 3-4 se muestra un esquema representativo de la red neuronal de

una capa oculta que se utilizó en la aproximación.

Figura 3-4: Aproximación de la función Q por redes neuronales

En la Figura 3-5 se muestra la función de Matlab utilizada para implementar el Algoritmo 4,

con la aproximación por redes neuronales. La función depende del espacio de acciones, de los

estados xk, xk+1 y el conjunto de datos para la repetición de experiencia D. Además, necesita

de las matrices de pesos sinápticos de la red neuronal principal y de la red objetivo.

Figura 3-5: Algoritmo Q-Learning basado en redes neuronales
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La función Q_Learning también depende de la recompensa rk+1 y de la señal para detener la

simulación debido a que el error de diferencia temporal está dado como:

�k =

(
rk+1 + 
m��nuQk

�
xk+1; u; �

�� si Terminal = 0

rk+1 si Terminal = 1
(3.30)

Para este algoritmo se almacenó mediante un bloque To Workspace a las matrices de pesos

sinápticos W y V , para utilizarlas durante la validación del controlador.

3.6 Control por aprendizaje reforzado

A continuación se presentan los resultados obtenidos al implementar controladores basados en

aprendizaje reforzado para equilibrar al péndulo Furuta en el equilibrio inestable. Se realizaron

simulaciones para comparar a la solución Tabular del algoritmo Q-Learning contra el aproxi-

mador paramétrico no lineal basado en redes neuronales.

3.6.1 Resultados

Se implementaron los controladores basados en aprendizaje reforzado para el control del péndulo

Furuta sobre el equilibrio inestable, x = [0; 0; 0; 0]T . Para la simulación del modelo no lineal del

péndulo Furuta se utilizaron los parámetros que se muestran en la Tabla 3.1, los cuales fueron

obtenidos del fabricante Quanser [76,77].

Tabla 3.1: Parámetros del péndulo Furuta
Parámetro Valor Parámetro Valor

m1 0:2570 Kg b1 2:4� 10�3 N �s/m
m2 0:0970 Kg b2 2:4� 10�3 N �s/m
L1 0:2159 m Rm 2:6 


l1 0:0619 m Km 7:68� 10�3 V �s/rad
L2 0:20 m Kb 7:68� 10�3 N �m/A
l2 0:1635 m Kg 70

J1 9:9829� 10�4 Kg�m2 �m 0:69

J2 3:2341� 10�4 Kg�m2 �g 0:9
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Resultados con solución tabular

El entrenamiento del algoritmo Q-Learning, basado en la tabla Q, se realizó mediante 10,000

episodios, con un máximo de 2,000 pasos de tiempo discreto. Se propuso a la constante de

aprendizaje � = 0:35, debido a que es posible obtener un buen desempeño con un valor constante

que no sea muy pequeño [78]. Con el factor de descuento 
 = 0:98, se busca que las recompensas

obtenidas en el estado estacionario tengan mayor in�uencia sobre cualquier condición inicial [10].

Para la probabilidad de exploración se propuso una modi�cación para cada episodio:

"e+1 = "m��n +�" exp (�
"e) (3.31)

donde e representa al episodio actual, "m��n es el valor mínimo de exploración, �" = "m�ax � "m��n
y 
" es la constante de decaimiento. Durante el entrenamiento se propuso a "m�ax = 1, "m��n = 0

y 
" = 1� 10�3.

En cada episodio se generaron condiciones iniciales aletorias para las posiciones. Con la posición

del brazo en �0 2 [�30�; 30�] y la del péndulo en �0 2 [�15�; 15�]. Por lo tanto, el vector de

estado inicial fue x0 = [�0; 0; �0; 0]
T . Se propuso al espacio de acciones como u 2 f�5; 0; 5g V .

La validación se realizó con 20 experimentos de máximo 10 s con el vector de estado inicial

x0 = [�0; 0; �0; 0]
T . En la Figura 3-6 se muestra la respuesta de la posición angular del brazo,

�, y el péndulo, �, durante los experimentos realizados. Aunque, la mayoría de experimentos

duraron menos de 1 s, se resalta que el controlador mostró indicios de poder mantener al

péndulo Furuta al rededor del equilibrio inestable, como en el experimento de mayor duración,

aproximadamente 1:6 s.

Así mismo, se observó que la decisión de incluir una señal de penalización por fallar en la tarea

de control in�uyó en el comportamiento del brazo actuado, al no superar el límite de �45�. Es

fácil observar que la posición del péndulo superó en repetidas ocasiones el rango de �25�. Esto

implica que la mayoría de los experimentos de validación se detuvieron a causa del péndulo y

sólo en dos ocasiones la posición del brazo superó los límites establecidos.

Por lo tanto, bajo el entrenamiento propuesto el controlador inteligente no fue capaz controlar

al sistema sobre el equilibrio inestable. Considerando la mejor respuesta obtenida, se asocia el

resultado de la validación al tiempo de entrenamiento.
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Figura 3-6: Control por Q-Learning con tabla

Resultados con la solución por redes neuronales

Para el entrenamiento del algoritmo Q-Learning, con en el aproximador no lineal basado en redes

neuronales, se realizaron 500 episodios, con un máximo de 2; 000 pasos de tiempo discreto. Se

usó al factor de descuento 
 = 0:98 y la constante de aprendizaje � = 0:001.

Se conservó a la expresión (3.31) para implementar una política "-greedy. Se propuso a "0 = 1,

"m�ax = 1, "m��n = 0 y 
" = 1 � 10�3. Así mismo, se conservó al vector de condiciones iniciales

x0 = [�0; 0; �0; 0]
T con �0 2 [�30�; 30�] y �0 2 [�15�; 15�]. Se propuso almacenar 250 muestras

de experiencia. Con el espacio de acciones como u 2 f�5; 0; 5g V .
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La validación del entrenamiento se realizó con 20 experimentos, de máximo 10 s, con condiciones

iniciales aleatorias, dadas por el vector x0 = [�0; 0; �0; 0]
T . En la Figura 3-7 se presenta el

comportamiento del brazo y el péndulo durante los primeros 3 s debio a que se alcanzó el

estado estacionario.

Figura 3-7: Control por Q-Learning con redes neuronales

El aproximador no lineal produjo un tiempo de asentamiento máximo cercano a 1 s. Aunque

el sistema presentó oscilaciones sostenidas en el estado estacionario, se mantuvo cercano al

equilibrio inestable. El brazo presentó oscilaciones sostenidas de �2� y el péndulo se mantuvo

entre �1:5�. Sin embargo, en algunos experimentos la posición del brazo presentó un error en

estado estacionario de aproximadamente �3:5�.
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La respuesta transitoria del péndulo se mantuvo acotada en aproximadamente �15� para las

condiciones iniciales más alejadas del equilibrio. En el caso del brazo actuado se destaca que

las restricciones impuestas en la simulación y penalización de la recompensa mantuvieron la

respuesta dentro de un rango de �40�.

En la Figura 3-8 se muestra el comportamiento de la señal de control que produjo el controlador

inteligente durante los 20 experimentos durante los primeros 3 s. Resulta evidente que las

oscilaciones sostenidas en el estado estacionario se deben al comportamiento de la señal uk

durante los experimentos.

Figura 3-8: Señal de control: Control por Q-Learning con redes neuronales

Por lo tanto, el controlador basado en el aproximador no lineal demostró una mejor capacidad

para controlar del péndulo Furuta al rededor del equilibrio inestable. Además, requirió de menos

tiempo de entrenamiento que la solución tabular, gracias a las estrategias utilizadas.

3.7 Compensación con aprendizaje reforzado

Ahora se busca evaluar la capacidad del aprendizaje reforzado para compensar a los esquemas

de control PD en serie y paralelo vistos previamente. Se realizó el entrenamiento para ambos

esquemas de control PD sin considerar ningún tipo de perturbación, con el objetivo de analizar

la capacidad del aprendizaje reforzado de compensar perturbaciones desconocidas.
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A través de simulaciones, se realizó la comparación de la solución tabular contra la aproximación

por redes neuronales al compensar esquemas de control PD. El objetivo de control es establizar al

péndulo al rededor del equilibrio inestable, x = [0; 0; 0; 0]T . Para esto se conservó una estructura

similar a la mostrada en la Figura 3-2 con un tiempo de muestreo de 2 ms.

Así mismo, se retomó a la función de recompensa (3.28), la discretización realizada para la

solución tabular, con Q 2 R43;681�3, y la estructura propuesta para la red neuronal, con V 2

R4�400 y W 2 R400�3.

Por otro lado, los esquemas de control PD en serie y paralelo están dados por la expresión:

u = �a1� � a2 _� � a3�� a4 _�� a5��+ � + d (3.32)

en donde � estará dada por la compensación no lineal calculada previamente o por la señal

de control obtenida mediante aprendizaje reforzado, según corresponda. Así mismo, se propone

considerar una perturbación, d, para evaluar la robustez de los controladores durante la vali-

dación. En la Figura 3-9 se muestra la implementación de la ley de control (3.32) en Simulink.

Figura 3-9: Modelo de Simulink para los esquemas de control PD

Cabe remarcar que durante el entrenamiento no se utilizó ninguna perturbación y sólo durante

la validación se aplicó una señal sinusoidal de amplitud 1 y frecuencia de 0:5 rad/s. Se optó por

esta señal debido a que afectó el desempeño de los esquemas PD con la compensación diseñada

con el modelo no lineal.
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3.7.1 Resultados PD en paralelo

A continuación se presentan los resultados obtenidos al entrenar controladores basados en apren-

dizaje reforzado para realizar la compensación de controladores PD en paralelo, para equilibrar al

péndulo invertido rotativo. Para el esquema de control con compensación (3.32), donde a1 = kp1,

a2 = kd1, a3 = kp2, a4 = kd2 y a5 = 0, se utilizó a kp1 = 2:1754, kd1 = 2:0342, kp2 = 2:8483,

kd2 = 1. Mientras que para el caso sin compensación y compensado por RL se utilizó a las

ganancias kp1 = 1, kd1 = 2, kp2 = 22, kd2 = 2.

Se propuso al espacio de acciones discreto como u 2 f�1; 0; 1g V para implementar la compen-

sación por aprendizaje reforzado mediante el algoritmo Q-Learning basado en la tabla Q y en

redes neuronales. En ambos casos se retomaron las restricciones � 2 [�45�; 45�] y � 2 [�25�; 25�]

para detener las simulaciones.

Para la solución tabular se realizaron 1; 500 episodios, con un máximo de 2; 000 pasos de tiempo

discreto. Con la constante de aprendizaje � = 0:3 y el factor de descuento 
 = 0:98. Para la

probabilidad de exploración (3.31), se tomó a "m�ax = 1, "m��n = 0:01 y 
" = 5� 10�3.

En la aproximación por redes neuronales se realizaron 250 episodios, con un máximo de 2; 000

pasos de tiempo discreto. Con el factor de de descuento 
 = 0:98 y la constante de aprendizaje

� = 0:001. Para la exploración (3.31), se conservó a "m�ax = 1, "m��n = 0:01 y 
" = 5� 10�3.

Al inicio de cada episodio se utilizó al vector de estado x0 = [�0; 0; �0; 0]
T , con valores aleatorios

para la posición del brazo en �0 2 [�30�; 30�] y la del péndulo en �0 2 [�15�; 15�].

Para validar y comparar a las diferentes estrategias de control se realizaron 2 experimentos

con una duración máxima de 30 s y condiciones iniciales x0 = [�0; 0; �0; 0]
T . Para el primer

experimento se propuso a �0 = 20� y �0 = �1�. En el segundo experimento se tomó a �0 = �2� y

�0 = 10
�. Se comparó al control PD sin compensación contra la compensación no lineal (PD+�),

la compensación con la tabla Q (PD+Q) y la compensación con el aproximador basado en redes

neuronales (PD+NN).

En la Figura 3-10 se presentan los primeros 15 s de la respuesta del brazo con todos los esquema

PD en paralelo, debido a que se alcanzó el estado estacionario. Es fácil distinguir que el con-

trolador PD mantuvo oscilando al brazo actuado entre �50�, demostrando que el controlador

tradicional es incapaz de compensar la perturbación elegida.
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Figura 3-10: Brazo: Controladores PD en paralelo

Por otro lado, destaca el comportamiento de la compensación basada en el modelo no lineal

(PD+�), que presenta un tiempo de asentamiento de aproximadamente 1 s. Durante el estado

estacionario mantuvo al brazo en un rango de �5�. Demostrando que el esquema PD+� es

su�cientemente robusto como para atenuar el efecto de la perturbación propuesta sobre la

respuesta del brazo actuado.

En el caso de la compensación por aprendizaje reforzado (PD+Q), utilizando la tabla Q, se

observó que el controlador mostró un desempeño similar al obtenido con el controlador PD+�,

con un tiempo de asentamiento de aproximadamente 1:5 s. Mantuvo acotada a la respuesta del

brazo en una banda de �15�. Además, se relacionó a las oscilaciones presentadas en el estado

estacionario con el espacio de acciones discreto que se utilizó en el aprendizaje reforzado.

Mientras que el controlador compensado con la aproximación por redes neuronales (PD+NN)

presentó respuestas con mayores diferencias. Durante los primeros 6 s de las simulaciones, el es-

quema PD+NN llevó al brazo a un posición cercana a los �40� para compensar la perturbación.

En el primer experimento, con �0 = 20� y �0 = �1�, mantuvo al brazo en una posición cercana

a 0� durante el estado estacionario. Sin embargo, para el segundo experimento, con �0 = �2� y

�0 = 10
�, presentó oscilaciones entre �20�. Al igual que en el compensador basado en table, se

relacionó a las oscilaciones en la respuesta al espacio de acciones discreto.
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De igual forma, en la Figura 3-11 se presentan los primeros 15 s de la respuesta del péndulo con

todos los esquema PD en paralelo. Se destaca el hecho de que el controlador PD produjo una

respuesta transitoria suave para equilibrar al péndulo. Durante el estado estacionario mantuvo

a la respuesta acotada entre �0:3�.

Figura 3-11: Péndulo: Controladores PD en paralelo

Mientras que al implementar el compensador � se produjo una respuesta transitoria que no

superó un rango de �15�. Durante el estado estacionario se mantuvo a la posición del péndulo

dentro de una banda de �0:05�, aproximadamente. Proporcionando el menor error en estado

estacionario de los 4 esquemas analizados.

En el caso de la compensación por aprendizaje reforzado (PD+Q), con tabla Q, se obtuvo

un comportamiento similar en ambos experimentos. En ambos experimentos, se mantuvo a la

posición del péndulo en un rango de �2:5�, durante el estado estacionario. Las oscilaciones se

deben al comportamiento del brazo en el estado estacionario.

Por otro lado, con el esquema PD+NN se presentaron mayores variaciones en la posición del

péndulo. En los primeros 6 s, el péndulo se mantuvo entre �5�. Posteriormente, se redujo la

magnitud de las oscilaciones al mantener al brazo en una posición cercana a 0�. Sin emabrgo, en

el segundo experimento, con �0 = �2� y �0 = 10�, las variaciones en el péndulo fueron de hasta

�3:5�. El comportamiento registrado con el esquema PD+NN mostró se ve particularmente

afectado por los valores pico de la señal de perturbación, durante los 30 s de los experimentos.
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En la Figura 3-12 se presenta la comparación de las señales de control obtenidas con cada

método. La señal de control corresponde a la tensión aplicada al motor de brazo actuado. De

tal forma que es resultado de la señal calculada por el controlador PD, más la perturbación y

la señal del compensador, según sea el caso.

Figura 3-12: Señal de control: Controladores PD en paralelo

Con el controlador PD se mantuvo a la señal de control entre �0:25 V en el estado estacionario.

Con el controlador PD+� se redujo a la señal de control hasta �0:025 V , en el estado esta-

cionario. Caso contrario a lo observado con los compensadores basados en aprendizaje reforzado

que mantuvieron a la señal de control con oscilaciones de �2 V , en los valores pico de la señal

sinusoidal. Cabe señalar que existen intervalos en donde la señal de control fue cercana a 0 V ,

en donde se mantuvo al péndulo Furuta cerca del equilibrio inestable.

3.7.2 Resultados PD en serie

A continuación se presentan los resultados obtenidos con los controladores PD en serie al equi-

librar al péndulo Furuta. Para el esquema de control con compensación (3.32), donde a1 = kp1,

a2 = kd1, a3 = kp1kp2, a4 = kp1kd2 + kd1kp2 y a5 = kd1kd2 , se utilizó a las ganancias kp1 = 2:823,

kd1 = 0:0342, kp2 = 1:56, kd2 = 0:658. Mientras que para el caso sin compensación y compensado

por RL se utilizó a las ganancias kp1 = �4:85, kd1 = 3:8, kp2 = �10, kd2 = �1:5.
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Se propuso al espacio de acciones discreto como u 2 f�1; 0; 1g V para implementar la compen-

sación por aprendizaje reforzado mediante el algoritmo Q-Learning basado en la tabla Q y en

redes neuronales. Se conservaron las restricciones � 2 [�45�; 45�] y � 2 [�25�; 25�].

Para la solución tabular se realizaron 2; 000 episodios, con un máximo de 2; 000 pasos de tiempo

discreto. Se consideró a � = 0:25 y a 
 = 0:98. Para la probabilidad de exploración (3.31), se

tomó a "m�ax = 1, "m��n = 0:01 y 
" = 3� 10�3.

Para la aproximación por redes neuronales se realizaron 1; 000 episodios, con un máximo de

2; 000 pasos de tiempo discreto. Usando a 
 = 0:98 y � = 0:001. Con "m�ax = 1, "m��n = 0:01 y


" = 5 � 10�3 para la probabilidad de exploración (3.31). Al inicio de cada episodio se utilizó

al vector de estado x0 = [�0; 0; �0; 0]
T , con valores aleatorios para la posición del brazo en

�0 2 [�30�; 30�] y la del péndulo en �0 2 [�15�; 15�].

Se realizaron 2 experimentos con una duración máxima de 30 s y condiciones iniciales dadas

por x0 = [�0; 0; �0; 0]
T . Retomando para el primer experimento a �0 = 20� y �0 = �1� y para el

segundo experimento a �0 = �2� y �0 = 10�. Se comparó al control PD sin compensación contra

la compensación no lineal (PD+�), la compensación por tabla Q (PD+Q) y la compensación

con el aproximador basado en redes neuronales (PD+NN).

En la Figura 3-13 se muestra la comparación de los controladores PD en serie, durante los

primeros 15 s de simulación.

Figura 3-13: Brazo: Controladores PD en serie
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Aunque, se presentó una respuesta transitoria con más oscilaciones, en el estado estacionario

se mantuvo acotada a la posición entre �45�. Lo cual representó una mejoría con respecto al

esquema en paralelo. Cabe señalar que la sintonización de los controladores PD en serie resultó

más complicada que para el esquema en paralelo.

Por otro lado, al implementar al controlador PD+� se observó una evidente mejoría con respecto

al caso anterior, al mantener al brazo dentro de un rango de �10� en el estado estacionario.

Sin embargo, presentó un tiempo de asentamiento de aproximadamente 6 s y una respuesta

transitoria con oscilaciones más evidentes.

Con respecto a la compensación por aprendizaje reforzado, PD+Q, se observó que la posición

del brazo presentó una tendencia similar a la obtenida con el compensador �. Sin embargo, el

copensador basado en la tabla Q mantuvo acotada a la respuesta entre �15�, aproximadamente.

Mientras que el compensador basado en la aproximación por redes neuronales (PD+NN), se

destacó por haber presentado las mayores oscilaciones durante la compensación, manteniendo a

la respuesta dentro del rango de �30�. Además, ambos compensadores presentaron oscilaciones

relacionadas con el espacio de acciones discreto.

Así mismo, en la Figura 3-14 se presenta la comparación del desempeño de los esquemas PD

en serie en la posición del péndulo. Se resalta la presencia de sobretiros signi�cativos con los

controladores PD y PD+�.

Figura 3-14: Péndulo: Controladores PD en serie
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La magnitud de los sobretiros en el péndulo durante la respuesta transitoria, con el esquema PD

sin compensación, alcanzó valores de 9� y �12� durante el segundo experimento, con �0 = �2�

y �0 = 10�. Una vez alcanzado el estado estacionario, se mantuvo al péndulo en el rango

de �0:25�. Por su parte, el controlador PD+� presentó menores sobretiros en la respuesta

transitoria y mantuvo al péndulo en una banda de �0:03�, aproximadamente.

Por otro lado, el controlador PD+Q mostró ser capaz de mantener al péndulo en un rango

cercano a 0�. Mantuvo al péndulo oscilando en una rango de �2:5�, con puntos especí�cos en

donde se alcanzaron valores de�5�. Mientras que la proximación por redes neuronales (PD+NN)

presentó sobretiros de 6:5� y 7:5� con la posición del péndulo dentro del rango de �4�. En ambos

casos los compensadores basados en aprendizaje reforzado eliminaron las oscilaciones observadas

con los controladores PD y PD+�.

Así mismo, en la Figura 3-15 se compara a la señal de control obtenida con cada método. Con

el controlador PD se obtuvo una señal de control de �0:2 V en el estado estacionario. Con el

controlador PD+� se observó que esta señal se redujo a �0:06 V .

Figura 3-15: Señal de control: Controladores PD en serie

Sin embargo, en el caso de los compensadores basados en aprendizaje reforzado se observó que

el espacio de acciones discreto provocó que la señal de control se mantuviera en entre �2 V . Con

regiones en donde se redujo la frecuencia de las conmutaciones del compensador o la magnitud

de la tensión hasta valores cercanos a 0 V .
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3.8 Discusión de resultados

Se realizaron simulaciones en Matlab Simulink para evaluar la capacidad del aprendizaje re-

forzado para equilibrar al péndulo Furuta al rededor del punto de equilibrio inestable. Se utilizó

al algoritmo Q-Learning y se comparó a la solución basada en la tabla Q contra el uso de la

aproximación de la función Q por redes neuronales.

Los resultados obtenidos mostraron que el entrenamiento realizado para la solución tabular no

proporcionó el resultado esperado, debido a que durante la validación el péndulo siempre caía

antes de alcanzar los 2 s de simulación. Además, la solución basada en redes neuronales requirió

de mucho menos tiempo de entrenamiento para alcanzar una respuesta satisfactoria.

Se asocia el fallo de la solución tabular al tiempo de entrenamiento, el rango decondiciones

iniciales sobre el cual se pedía que el controlador fuera efectivo o a la señal de recompensa.

Recordando que en el aprendizaje reforzado la señal de recompensa es primordial.

Así mismo, se realizaron simulaciones en Matlab Simulink para evaluar la capacidad del apren-

dizaje reforzado al implementarlo como compensación de esquemas de control PD en serie y

paralelo, en el control del péndulo Furuta sobre el equilibrio inestable. Nuevamente se comparó

a la solución tabular contra la aproximación por redes neuronales.

Además, se comparó a los compensadores basados en aprendizaje reforzado contra el compen-

sador �, diseñado con el conocimiento del modelo no lineal del péndulo invertido rotativo.

Con el objetivo de comparar los resultados obtenidos durante las simulaciones se optó por

implementar un índice de desempeño que tome en cuenta al error de posición en el péndulo y el

brazo, así como a la magnitud de la señal de control aplicada al motor del brazo actuado. Por lo

que se propuso al índice de desempeño como una función cuadrática que penalice a los errores

más grandes y considere en menor medida a la señal de control. Como el objetivo de control es

llevar al brazo y al péndulo a 0� se formuló a la función de costo como:

J (xk; uk) =

TX
k

�2k + �
2
k + 0:1u

2
k (3.33)

donde T representa el tiempo terminal de cada episodio. Al aplicar el índice de desempeño en

cada experimento para cada uno de los esquemas de control se obtuvieron las valores que se

muestran a continuación.
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La Tabla 4.1 contiene los resultados obtenidos con los esquemas de control PD en paralelo. Se

observa que el controlador PD obtuvo valores alto en ambos experimentos debido a que presentó

un error signi�cativo en la posición del brazo. Por otro lado, el buen desempeño del compensador

no lineal, �, produjo los valores mas pequeños de todos los experimentos.

Tabla 3.2: Índices de desempeño de los controladores PD en paralelo
Controlador Experimento 1 Experimento 2

PD 5; 558:2 5; 554:3

PD+� 124:43 149:13

PD+Q 484:2 506:47

PD+NN 681:5 767:9

En el caso de los compensadores por aprendizaje reforzado se observa que el mejor desempeño

se obtuvo con la solución tabular, debido a que la aproximación por redes neuronales provocó

sobretiros de mayor magnitud en la respuesta del sistema, en ambos experimentos.

Mientras que en la Tabla 3.3 se muestran los resultados correspondientes a los esquemas de

control PD en serie. Debido a que la sintonización propuesta, para el esquema PD en serie,

redujo la magnitud del error en estado estacionario se obtuvieron valores más pequeños con

el índice de desempeño que en el caso del controlador PD en paralelo sin compensación. Así

mismo, el esquema PD+� presento el mejor desempeño de los 4 controladores implementados.

Tabla 3.3: Índices de desempeño de los controladores PD en serie
Controlador Experimento 1 Experimento 2

PD 4; 873:7 4; 926:6

PD+� 611:89 555:84

PD+Q 1; 095:7 1; 277:7

PD+NN 1; 880:4 2; 178:4

Con respecto a los controladores compensados por aprendizaje reforzado se observó que el mejor

desempeño se obtuvo al implementar la solución tabular. Nuevamente, se asocia la diferencia

en el desempeño a los sobretiros provocados por la aproximación mediante redes neuronales.

Finalmente, se resalta que mediante la solución tabular esposible obtener un desempeño cercano

al obtenido con el compensador no lineal, �. Sin embargo, mediante la aproximación por redes

neuronales se reduce el costo computacional de una tabla Q de gran dimensión.
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Control óptimo libre de modelo por aprendizaje reforzado

De acuerdo con Lewis [1,2,67], el control adaptable y el control óptimo representan dos �losofías

diferentes del diseño de controladores por retroalimentación. Normalmente, el cálculo de contro-

ladores óptimos para sistemas lineales implica un diseño fuera de línea al resolver las ecuaciones

de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), por ejemplo, la ecuación de Riccati, usando el conocimiento

completo del sistema dinámico.

Mientras que los controladores adaptables aprenden en línea a controlar sistemas desconocidos

a partir de información medida en tiempo real a lo largo de las trayectorías del sistema. Usual-

mente, los controladores adaptables no se diseñan para ser óptimos en el sentido de minimizar

funciones de desempeño preestablecidas por el usuario, pero deben satisfacer ciertas condiciones

de optimalidad inversa.

Por otro lado, el aprendizaje reforzado implica una relación de causa y efecto entre las acciones

y las recompensas o los castigos [1, 67]. Para esto, los algoritmos de aprendizaje reforzado

se construyen a partir de la idea de que las decisiones de control efectivas deben recordarse,

mediante la señal de refuerzo, de tal forma que sea más probable volver a usarlas. Además, el

aprendizaje reforzado está basado en información del entorno que se evalua en tiempo real y

puede considerarse como un aprendizaje basado en las acciones [2]. Por lo que, desde un punto

de vista teórico, el aprendizaje reforzado está relacionado con métodos de control adaptable y

control óptimo. De esta forma es posible utilizar al aprendizaje reforzado para resolver problemas

de control óptimo.
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A continuación se presenta el uso del aprendizaje reforzado para diseñar un controlador óptimo

adaptable que aprenda la solución de control óptima al resolver la ecuación algebraica de Riccati

en línea, sin resolver especí�camente la ecuación de Riccati y sin conocer la dinámica del sistema.

4.1 Regulador Cuadrático Lineal (LQR)

Una gran variedad de sistemas en tiempo discreto pueden ser descritos en la forma de espacio

de estado lineal e invariante en el tiempo:

xk+1 = Axk +Buk (4.1)

donde k es el índice de tiempo discreto, xk 2 Rn es el vector de estados, uk 2 Rm el vector

de entradas de control, A 2 Rn�n y B 2 Rn�m. Además, la ecuación de transición de estado

corresponden con un MDP determinista [2]. Las políticas de interés en este tipo de sistemas son

las retroalimentaciones de estados de la forma:

uk = h (xk) = �Kxk (4.2)

con la política de control K 2 Rm�n, una matriz de ganancia de retroalimentación constante.

Se debe elegir a K de tal forma que la matriz del sistema en lazo cerrado, Alc = A�BK, tenga

todos sus valores propios estríctamente dentro del círculo unitario [2].

Así mismo, es posible asignar un costo por paso o utilidad, que representa una medición del

costo del control en cada paso. Una forma estándar es la función cuadrática:

r (xk; uk) = x
T
kQxk + u

T
kRuk (4.3)

donde Q 2 Rn�n y R 2 Rm�m, con Q = QT � 0 y R = RT > 0 para que la función de costo

está bien de�nida. Se asume que el par (A;B) es estabilizable, es decir, que existe una ganancia

de retroalimentación K que haga al sistema en lazo cerrado asintóticamente estable.

Por otro lado, el costo total de un estado xk bajo la política de control h (xk), Vh (xk), está

de�nido como la suma de la utilidad en cad paso donde la política h (xk) ha incurrido, desde el

paso k en adelante, tal que [2]:

Vh (xk) =
1

2

1X
i=k

r (xi; ui) =
1

2

1X
i=k

�
xTi Qxi + u

T
i Rui

�
(4.4)
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Esta de�nición implica la siguiente relación por recurrencia:

Vh (xk) =
1

2

�
xTkQxk + u

T
kRuk

�
+
1

2

1X
i=k+1

�
xTi Qxi + u

T
i Rui

�
=

1

2
r (xk; uk) + Vh (xk+1) (4.5)

El resultado anterior corresponde con la ecuación de Bellman para un LQR [2]. Además, al

retomar la de�nición del control (4.2), la utilidad (4.3) y la función de costo total (4.4), se tiene:

Vh (xk) =
1

2

1X
i=k

�
xTkQxk + u

T
kRuk

������
uk=�Kxk

=
1

2

1X
i=k

xTk
�
Q+KTRK

�
xk

Por lo tanto, Vh es una función cuadrática en el estado y puede ser expresada como:

Vh (xk) =
1

2
xTkPxk (4.6)

donde P 2 Rn�n es la matriz de costo para la política K. De esta forma, se expresa a la ecuaión

de Bellman como:

2Vh (xk) = x
T
kPxk = x

T
kQxk + u

T
kRuk + x

T
k+1Pxk+1 (4.7)

Al sustituir a la dinámica del sistema (4.1) y la ganancia de retoralimentación (4.2), asumiendo

una política por retroalimentación de estado constante, h (xk), que sea estacionaria para alguna

ganancia estabilizante K, se tiene:

2Vh (xk) = x
T
kPxk = x

T
k

�
Q+KTRK + (A�BK)T P (A�BK)

�
xk (4.8)

Como esto se debe cumplir para todos los estados xk se considera:

(A�BK)T P (A�BK)� P +Q+KTRK = 0 (4.9)

Esta ecuación matricial es lineal en P y se le conoce como la ecuación de Lyapunov cuando K

es �ja [1]. Con lo cual se observa que la ecuación de Bellman para un LQR en tiempo discreto

es equivalente a una ecuación de Lyapunov [2]. Resolviendo esta ecuación con una ganancia K

prestablecida se obtiene que P = P T > 0.
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Así mismo, se tiene a la función Hamiltoniana para un LQR en tiempo discreto como:

H (xk; uk) = x
T
kQxk + u

T
kRuk + (Axk +Buk)

T P (Axk +Buk)� xTkPxk (4.10)

De acuerdo con Lewis [2], la función Hamiltoniana es equivalente al error de diferencia temporal

en un MDP. Una condición necesaria para la optimalidad es la condición de valor estacionario,

dada por:

@H (xk; uk)

@uk
= 0 (4.11)

Por lo tanto, al derivar la función Hamiltoniana (4.10) con respecto de uk e igualar a 0, se tiene:

Ruk +B
TP (Axk +Buk) = 0 (4.12)

de donde se despeja al controlador:

uk = �Kxk = �
�
R +BTPB

��1
BTPAxk (4.13)

Entonces, la política será:

K =
�
R +BTPB

��1
BTPA (4.14)

Al sustituir a la política de control en la ecuación de Bellman (4.7) y simpli�car el resultado se

obtiene a la ecuación de Hamilton-Jacobi�Bellman en tiempo discreto:

ATPA� P +Q� ATPB
�
R +BTPB

��1
BTPA = 0 (4.15)

Esta ecuación es cuadrática en P y se conoce como la ecuación algebráica de Riccati y es

equivalente a la ecuación de optimalidad de Bellman para un LQR [2]. De acuerdo con Bradtke

[79], esta es una forma simple pero computacionalmente costosa de obtener a K�, sí se conocen

modelo precisos del sistema y la función de costo.

Existen diferentes métodos fuera de línea para resolver la ecuación algebraica de Riccati como

el algoritmo de Hewer y la recursión de Lyapunov [2]. Sin embargo, es necesario el completo

conocimiento de la dinámica de la planta, (A;B), para su implementación.

Por otro lado, es posible implementar en línea un algoritmo basado en la función de acción

y valor Q, sin conocer la dinámica del sistema, sólo midiendo información a lo largo de las

trayectorias del sistema. Esto produce algoritmos de control óptimo adaptable que convergen

en línea a soluciones de control óptimas.
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4.1.1 Función de acción y valor Q

La función de acción y valor Q para un LQR en tiempo discreto, siguiendo la política K, se

deriva de la función de valor como [1]:

Q (xk; uk) =
1

2
r (xk; uk) + Vh (xk+1) (4.16)

=
1

2

�
xTkQxk + u

T
kRuk

�
+ Vh (xk+1) (4.17)

Donde la señal de control uk es arbitraria y la política uk = h (xk) se sigue para k + 1 y los

subsecuentes pasos. Escribiendo a la función Q como:

Q (xk; uk) =
1

2

�
xTkQxk + u

T
kRuk

�
+
1

2
(Axk +Buk)

T P (Axk +Buk) (4.18)

con la solución de la ecuación algebráica de Riccati, P , se tiene a la función Q para el LQR en

tiempo discreto:

Q (xk; uk) =
1

2

"
xk

uk

#T "
ATPA+Q ATPB

BTPA BTPB +R

#"
xk

uk

#
(4.19)

Se de�ne:

Q (xk; uk) =
1

2
zTk Szk =

1

2

"
xk

uk

#T "
Sxx Sxu

Sux Suu

#"
xk

uk

#
(4.20)

Con zk , [xk; uk]T y la matriz S = ST > 0 de la forma:

"
ATPA+Q ATPB

BTPA BTPB +R

#
=

"
Sxx Sxu

Sux Suu

#
=

266664
s11 s12 � � � s1l
s21 s22 � � � s2l
...

...
. . .

...

sl1 sl2 � � � sll

377775
con S 2 Rl�l, Sxx 2 Rn�n, Sxu = STux 2 Rn�m, Suu 2 Rm�m.

Por otro lado, para la actualización de la política se considera:

@

@u
Q (xk; uk) = 0 (4.21)

De la representación (4.19) se obtiene:

0 = BTPAxk +
�
BTPB +R

�
uk (4.22)
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Con lo cual, es posible expresar a la señal de control óptima como una función que depende del

vector de estado xk:

uk = �(BTPB +R)�1BTPAxk (4.23)

Sinembargo, al considerar a la derivada parcial de la expresión (4.20) con respecto a la señal de

control, se tiene:

uk = �S�1uu Suxxk (4.24)

La expresión (4.23) requiere conocimiento de la dinámica del sistema (A;B) para realizar la

mejora de la política de control. mientras que (4.24) sólo requiere de conocimiento sobre la

matriz S de la función Q [79].

4.2 Control óptimo adaptable por Q-learning

Ahora se presenta un algoritmo de control adaptable basado en Q-Learning que converge en

línea a la solución de un LQR en tiempo discreto para sistemas completamente desconocidos.

Para esto se resuelve la ecuación algebráica de Riccati en tiempo real, sólo usando la información

medida a lo largo de las trayectorias del sistema [2].

De acuerdo con [2], la matriz S de la función Q (4.20) se puede estimar en línea, sin conocer la

dinámica del sistema, a través de técnicas de identi�cación. Para esto, se escribe a la función Q

(4.20) en forma paramétrica:

Q (x; u) = Q (z) =W T (z 
 z) =W T� (z) (4.25)

conW el vector formado por los elementos de S y 
 como el producto de Kronecker. La función

� (z) = z
 z es la base polinomial cuadrática en términos de los elementos de los z. Al eliminar

las entradas redundantes de � (z) se garantiza queW sólo contendrá los (n+m) (n+m+ 1) =2

elementos de la mitad superior de S, teniendo la forma:

W = [s11; 2s12; � � � ; 2s1l; s22; � � � ; 2s2l; s33; � � � ; 2s3l; ; � � � ; sll; ]T (4.26)

Mientras que el vector de funciones cuadráticas tiene la forma:

� (z) = z 
 z =
�
z21 ; z1z2; � � � ; z1zl; z22 ; z2z3; � � � ; z2zl; � � � ; z2l

�T
(4.27)
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Ahora, se de�ne al error de diferencia temporal:

ek = �Q (xk; uk) + r (xk; uk) +Q (xk+1; h (xk+1)) (4.28)

Sustituyendo la aproximación de la función Q en el error de diferencia temporal:

ek = �W T� (zk) + r (xk; uk) +W
T� (zk+1) (4.29)

El paso de evaluación de la función Q de un algoritmo de iteración de la política está dado

como:

W T
j+1 (� (zk)� � (zk+1)) =

1

2

�
xTkQxk + u

T
kRuk

�
(4.30)

con el paso de mejora de la política:

hj+1 (xk) = argm��n
u

�
W T
j+1� (xk; u)

�
; 8x 2 X (4.31)

Cabe señalar que en (4.30) se tienen (n+m) (n+m+ 1) =2 incognitas, las cuales conforman al

vectorW , lo cual representa perfectamente el tipo de ecuaciones utilizadas en la identi�cación de

sistemas. Por lo tanto, para su implementación en línea se recurrió al uso de Mínimos Cuadrados

Recursivos (RLS) para el vector de parámetros Wj+1 con el vector de regresión [79]:

�k = � (zk)� � (zk+1) (4.32)

Los datos que se deben medir en cada paso son (xk; uk; r (xk; uk) ; xk+1; uk+1), donde uk+1 se

calcula como hj (xk+1), con hj (�) como la política actual. Es necesario añadir ruido de prueba

a la señal de control, uk, para garantizar la excitación persistente. Las relaciones de recurrencia

del algoritmo RLS están dadas por [79]:

Wj+1 = Wj +
Pcj�k

�
r (xk; uk)�W T

j �k
�

1 + �TkPcj�k

Pcj+1 = Pcj �
Pcj�k�

T
kPcj

1 + �TkPcj�k
(4.33)

Cabe señalar que este algoritmo requiere que la ganancia inicial de retroalimentación deberá ser

establizante. Dicha ganancia es fácil de encontrar mediante pruebas iniciales en la planta [79].

A continuación, se presenta el algoritmo basado en iteración de la política mediante Q-learning

para hallar la solución en línea de un LQR en tiempo discreto.
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Algoritmo 5 Q-Learning en línea para LQR discreto
1: Inicializar la política de retroalimentación uk = �K0xk para j = 0, la cual deberá ser
estabilizante.

2: Inicializar el vector de parámetros, W0  0
3: Medir el estado incial x0
4: para cada paso de tiempo k = 0; 1; 2; : : : hacer
5: Inicializar la matriz de covarianza, Pc0  0
6: para i = 1 hasta N hacer
7: Deterimine la señal de control, uk = �Kjxk + ek, donde Kj es el controlador actual y

ek la componente de exploración de la señal de control.
8: Aplicar uk, medir la transición de estado xk+1, la recompensa rk+1 y calcular uk+1 =

�Kjxk+1.
9: Calcular los conjuntos de bases cuadráticas � (zk) y � (zk+1)
10: Actualizar la estimación de los parámetros de las función Q, Wj, usando el algoritmo

de RLS.
11: k = k + 1
12: �n para
13: Determinar la matriz simétrica S con el vector de parámetros Wj.
14: Realizar la mejora de la política con Kj+1 = S

�1
uu Sux

15: Inicializar el vector de parámetros Wj+1 = Wj

16: j = j + 1
17: �n para

La actualización del vector de parámetros, W , se realiza hasta que el algoritmo RLS converja,

para esto se utiliza como parámetro a la norma Euclidiana de la variación existente entre cada

actualización, kWj+1 �Wjk � "W , para "W una constante pequeña. De acuerdo con Bradtke

[79], considerar un número máximo de actualizaciones en W antes de actualizar K permite

mejorar la convergencia y garantizar la condición de excitación persistente:

"0I �
1

N

NX
i=1

�k�i�
T
k�i � �"0I (4.34)

donde N0, "0 � �"0 son número positivos.

De igual forma, se utiliza a la norma Euclidiana de la variación en la estimación kKj+1 �Kjk �

"K , para "K una constante pequeña. De esta forma, se determina la convergencia del algoritmo

y se detiene la estimación.
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4.3 Simulaciones

Se implementó al Algoritmo 5 a través del modelo de Matlab Simulink que se muestra en la

Figura 4-1. Constó de dos subsistemas, el primero se utilizó para implementar el algoritmo de

aprendizaje reforzado, identi�cado como LQR por RL. Mientras que en el segundo subsistema

se realizó la simulación del modelo no lineal del péndulo Furuta, se aplicó al controlador por

retroalimentación de estados y se añadió al ruido de prueba con un bloque de ruido blanco de

banda limitada, con potencia de ruido de 0:5 y un tiempo de muestreo de 0:13 s.

Figura 4-1: Modelo de Simulink para un LQR por aprendizaje reforzado

El interior del subsistema LQR por RL se muestra en la Figura 4-2. Se utilizó una función de

Matlab que depende de las matrices Q y R de la función de utilidad (4.3), de la señal de control

uk y de los estados xk y xk+1. Además es necesario utilizar bloques de retardo para actualizar a

K, W y Pc. Así mismo, se establecieron contadores para conocer el número de actualizaciones

realizadas al vector K y el número de pasos de tiempo discreto que han transcurrido desde la

última actualización, que una vez superado el límite establecido se realizaba la actualización del

algoritmo de aprendizaje reforzado.

Así mismo, se utilizaron bloques To Workspace para almacenar a los valores del vector de

ganancias K, la señal de control aplicada, uk, y el comportamiento de la posición del brazo, �,

y el péndulo, �.
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Figura 4-2: Función de Matlab para un LQR por aprendizaje reforzado

4.3.1 Resultados

Se propuso evaluar la capacidad del algoritmo para hallar la solucón en línea de un LQR en

tiempo discreto ante incertidumbre paramétrica. Se retomaron los valores mostrados en la Tabla

3.1, con un tiempo de muestreo de 2 ms. Se propuso comenzar los experimentos con el péndulo

mediano, de longitud L2 = 0:3365 m, l2 = 0:1556 m y masam2 = 0:127 Kg, para posteriormente

reemplazarlo por el péndulo corto cuyos valores de longitud y masa se presentan en Tabla 3.1.

Se realizó la discretización del modelo lineal del péndulo Furuta mediante Matlab con el método

de retenedor de orden cero (zoh). Al considerar el péndulo mediano se obtuvo:

Am =

26664
1 0:0020 �0:0001 0

0 0:9616 �0:1041 0:0012

0 0 1:002 0:0020

0 0:0383 0:1945 0:9978

37775 ; Bm =
26664
0:0001

0:0691

�0:0001
�0:0689

37775 (4.35)

Mientras que para el péndulo corto, se tiene:

Ac =

26664
1 0:0019 �0:0001 0

0 0:9442 �0:1426 0:0021

0 0:0001 1:0003 0:0020

0 0:0655 0:2739 0:9961

37775 ; Bc =
26664
0:0001

0:1003

�0:0001
�0:1177

37775 (4.36)
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Posteriormente se realizó el diseño de un LQR para cada sistema, considerando a la función

de costo cuadrática planteada para el algoritmo de aprendizaje reforzado. Se propuso a las

matrices, Q y R, como Q = 20I y R = 1. De tal forma que los vectores de ganancias fueron:

Km =
h
�3:6148 �5:4437 �69:5539 �10:3393

iT
(4.37)

Kc =
h
�3:2097 �4:8446 �58:4409 �8:0511

iT
(4.38)

donde Kc corresponde a la solución del LQR para los valores nominales y Km a la solución con

los cambios en el péndulo.

En la simulación del algoritmo basado en aprendizaje reforzado se conservó a Q = 20I y

R = 1 para la función de utilidad. Se estableció al valor inicial de la matriz de covarianza como

Pc0 = 90I. Con respecto al vector de parámetros W se observó un mejor desempeño cuando se

estableciá como W0 = 0.

Para determinar un vector de ganancias iniciales se realizaron pruebas con el sistema en lazo

cerrado y se optó por el vector K0 = [�1;�1;�10;�1]T . Por otro lado, para determinar la

convergencia del algoritmo se propuso a "W y"K como " = 1 � 10�9. Con lo cual, se actualizó

al vector K cuando kWj+1 �Wjk � " o cuando los pasos de tiempo discreto k desde la última

actualización superaron un máximo de 150; 000. Así mismo, el algoritmo se detiene cuando

kKj+1 �Kjk � ".

Para implementar el experimento propuesto se estableció que al detenerse el algoritmo de apren-

dizaje reforzado se realizaría una prueba ante un punto de referencia dado. Después se realizaría

el cambio en los parámetros del péndulo para iniciar nuevamente al algoritmo. Al obtener la

solución se repetirá la prueba ante el punto de referencia propuesto.

En la Figura 4-3 se muestra el comportamiento del péndulo brazo y el péndulo durante la

sintonización. Se observó que el brazo mantuvo su rango de movimiento entre �250� al inicio de

cada sintonización, conK0 = [�1;�1;�10;�1]T . Se tomó esta decisión al observar que mejoraba

el desempeño en la segunda etapa con el vector de ganancias iniciales K0 en comparación con

el vector hallado durante la primer sintonización. Así mismo, el péndulo mostró una respuesta

oscilatoria que se mantuvo acotada entre �80�, durante el inicio de ambas etapas. Sin embargo,

durante la mayor parte del experimento se mantuvo a la respuesta del brazo y el péndulo en

rangos de �30� y �6�, respectivamente.
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Figura 4-3: Comportamiento del sistema durante la sintonización

En la Figura 4-4 se muestra la sintonización del vector de ganancias,K, para el LQR del péndulo

furuta con los péndulos mediano y corto. En la parte superior se presenta a las 3 componentes

de menor magnitud, para facilitar su visualización. Mientras que en la parte inferior aparece

la componente que alcanza valores más grandes y está relacionada con la posición del péndulo.

Los vectores obtenidos en cada caso fueron:

K̂m =
h
�4:2965 �5:2935 �68:2348 �9:6118

iT
(4.39)

K̂c =
h
�3:5859 �4:7077 �56:9293 �7:9692

iT
(4.40)
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De la primera sintonización se resalta que el error entre los valores deseados y los estimados es

mayor en las componentes K1 y K4, en comparación con los resultados obtenidos para K2 y K3.

Sin embargo, en la segunda sintonización se redujo el error en K1 y K4.

Así mismo, se identi�có que en la gran mayoría de actualizaciones se supero el límite de 150; 000

pasos de tiempo discreto, debido a que se estableció a "W = 1�10�9. No obstante, se obtuvo un

buen desempeño durante la sintonización al haber obtenido valores muy cercanos a los calculados

previamente.

Figura 4-4: Sintonización de ganancias de un LQR

Posteriormente se propuso un experimento para comparar la respuesta del sistema con los

diferentes vectores K. Se propuso al vector de condiciones iniciales x0 = [�0; 0; �0; 0]
T , con

�0 = �15� y �0 = 10�. Se realizaron simulaciones, con los péndulos corto y mediano, en donde

se comparó a los vector Km (4.37) y Kc (4.38) contra los obtenidos por aprendizaje reforzado,

K̂m (4.39) y K̂c (4.40), respectivamente.

En la Figura 4-5 se presenta la comparación de los 4 controladores, en donde las etiquetas LQRi

indican el uso de los vectores calculados analíticamente y las etiquetas RLi el uso de los vectores

obtenidos por aprendizaje reforzado.

Al analizar el comportamiento del brazo se observó que los controladores obtenidos por RL

presentaron comportamientos muy similares. Además, produjeron una respuesta más rápida, lo

cual puede indicar una señal de control ligeramente mayor que la de los controladores óptimos.
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Figura 4-5: Comparación de respuestas con LQR

Por otro lado, la respuesta del péndulo mostró un comportamiento similar con los 4 contro-

ladores. Se observó que los controladores óptimos mantuvieron un sobretiro muy cercano. Sin

embargo, los controladores sintonizados mediante aprendizaje reforzado mostraron una diferen-

cia mayor entre las magnitudes obtenidas de sobretiro máximo.

En la Figura 4-6 se muestra la comparación de la señal de control obtenida con cada vector

K. Al realizar un acercamiento sobre los primero 50 ms se observa que el vector K̂m (4.39)

produjo una señal ligeramente mayor que el controlador óptimo, provocando un menor tiempo

de asentamiento y un menor sobretiro en el péndulo. Mientras que el vector K̂c (4.40) produjo

una señal de control muy parecida a la obtenida con el vector Kc (4.38).
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Figura 4-6: Señal de control: Comparación de respuestas con LQR

4.4 Discusión de resultados

Se realizaron simulaciones en Matlab Simulink para implementar un algoritmo basado en apren-

dizaje reforzado que permite hallar en línea la solución de un LQR en tiempo discreto, para

controlar al péndulo Furuta sobre el equilibrió inestable. Se propuso considerar a dos péndulo

con longitud y masa diferentes, identi�cados como péndulo mediano y péndulo chico.

Se discretizó al sistema con un tiempo de muestreo de 2 ms y se realizó el diseño de un regulador

cuadrático lineal para cada péndulo. De tal forma que fuera posible realizar una comparación

de los resultados obtenidos de forma analítica contra la respuesta del algoritmo inteligente.

Los resultados obtenidos durante la sintonización mostraron que al implementar el algoritmo

basado en aprendizaje reforzado es posible hallar soluciones cercanas a los valores calculados.

Sin embargo, con ambos péndulos se obtuvo al menos una componente del vector K más lejana

del controlador óptimo.

Con el objetivo de comparar el desempeño de los controladores obtenidos se realizó un exper-

imento con el vector de condiciones iniciales x0 = [�0; 0; �0; 0]
T , con �0 = �15� y �0 = 10�.

Los resultados mostraron respuestas muy parecidas con los 4 controladores, con respecto a su

capacidad de llevar al péndulo Furuta al equilibrio inestable con el menor esfuerzo de control
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posible.

Con el objetivo de realizar una comparación del desempeño de cada controlador se recurre a la

función de costo del regulador cuadrático lineal:

J (xk; uk) =

N�1X
k=0

xTkQxk + u
T
kRuk (4.41)

con las matrices Q = 20I y R = 1. Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente tabla:

Tabla 4.1: Índices de desempeño de LQR
Controlador Costo total

LQR1 8; 114:9

RL1 8; 151:2

LQR2 7; 121:1

RL2 7; 134:8

Las etiquetas LQR1 y RL1 corresponden a los experimentos con el péndulo mediano. Mien-

tras que LQR2 y RL2 corresponden al uso del péndulo corto. Se destaca que los controladores

obtenidos por aprendizaje reforzado proporcionaron un desempeño muy cercano al obtenido con

los controladores óptimos. En ambos casos, el incremento registrado por la función de costo es

muy pequeño, con un incremento del 0:45% con el péndulo mediano y del 0:19% con el péndulo

corto.

De tal forma que el algoritmo basado en aprendizaje reforzado representa una alternativa que

no requiere de conocimiento sobre la dinámica del sistema para hallar soluciones cercanas a los

controladores óptimos.
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En los últimos años el aprendizaje reforzado se ha convertido en un tema de gran interés y

utilidad en el control automático. Esto se debe a que representa un marco libre de modelo para

resolver problemas de control óptimo, planteados como procesos de decisión de Markov. En

donde el agente recibe información del sistema en forma de estados y a partir de llos toma una

acción. Por lo que es posible compararlo con un control por retroalimentación de estados.

En este trabajo se diseñaron controladores basados en aprendizaje reforzado para controlar

al péndulo invertido rotativo sobre su equilibrio inestable. Se propuso evaluar al aprendizaje

reforzado en tres tareas diferentes. El control del péndulo Furuta mediante el algoritmo Q-

Learning, basado en la tabla Q y en la aproximación de la función Q por redes neuronales. En

la compensación de arquitecturas PD en serie y paralelo, por Q-Learning, ante perturbaciones

desconocidas. Y en la sintonización en línea de un regulador cuadrático lineal cuando existe

variación paramétrica. En los tres casos se plantearon algoritmos basados en Q-Learning, lo

cual permite describir una solución libre de modelo.

Los resultados obtenidos en el control por aprendizaje reforzado mostraron que el uso de una

tabla Q requierió de un mayor de tiempo de entrenamiento y no se cumplió el objetivo de

equilibrar al péndulo invertido. Por otro lado, el uso de la aproximación de la función Q, por

redes neuronales, requirió de menos tiempo de entrenamiento y se obtuvo un controlador capaz

de mantener al sistema cerca del equilibrio inestable una vez que se realizó la validación. Además,

se destaca el uso de estrategias pensadas para mejorar la estabilidad del aproximador no lineal,
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como lo es la red objetivo y la repetición de experiencia.

Al abordar el uso del aprendizaje reforzado en la compensación de esquemas de controladores

PD en serie y paralelo se observó que el entrenamiento de la solución tabular se redujo. Además,

el uso de la tabla Q produjo un compensador útil para lidiar con una perturbación descono-

cida, duarnte la validación. Se resalta la similitud en la respuesta obtenida con la tabla Q y

el compensador diseñado con el modelo no lineal del sistema. Así mismo, al implementar la

compensación mediante el aproximador no lineal de la función Q se obtuvo un desempeño satis-

factorio, con un menor costo computacional que al utilizar una tabla Q de grandes dimensiones.

Se resalta el hecho de no haber utilizado a la perturbación durante el entrenamiento de los com-

pensadores inteligentes. Esto debido a que se busco evaluar la e�cacia de la política "-greedy en

el entrenamiento, al facilitar la exploración del espacio de estados y acciones.

Posteriormente, se implementó un algoritmo basado en aprendizaje reforzado que permite hal-

lar en línea la solución de un LQR en tiempo discreto. Se propuso considerar dos péndulos,

de longitud y masa diferentes, para evaluar la capacidad del algoritmo para hallar vectores de

ganancias, K̂, cercanos a los valores óptimos. Los resultados obtenidos mostraron que las solu-

ciones halladas por aprendizaje reforzado proporcionan un desempeño similar al obtenido con

los controladores óptimos, sin requerir conocimiento del modelo linealizado del sistema.

Por lo tanto, se concluye que los algoritmos implementados en este trabajo permitieron com-

probar que el aprendizaje reforzado es una solución viable en problemas de control donde se

desconoce el modelo. Así mismo, se destaca la importancia de la correcta selección de una señal

de recompensa, para mejorar el entrenamiento y obtener un controlador funcional.

5.1 Trabajo a futuro

El trabajo realizado en la presente tesis permitió identi�car diversas áreas de oportunidad.

Algunos de los problemas que se pueden abordar en un futuro, son:

� Explorar el uso de espacios de acciones continuos, para resolver el problema de una señal

de control con comutaciones de alta frecuencia y oscilaciones en la respuesta del sistema,

que estuvieron presentes en el control y la compensación de los esquemas PD.
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� Abordar un modi�cación del algoritmo de aprendizaje reforzado utilizado para hallar la

solución de un LQR, que permita reducir el tiempo que tarda en converger. De tal forma,

que sea posible utilizarlo en línea para porblemas reales en donde las perturbaciones y la

incertidumbre perjudican el desempeño de los controladores óptimos.
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