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Resumen.

Desde una perspectiva de Teoria de Control, la pregunta de cémo evitar un colapso
climéatico puede reformularse como si es posible “controlar” nuestras emisiones de carbén
para evitar cruzar un punto de inflexiéon (“tipping point”) en el sistema climético del pla-
neta. Se presenta un primer paso en direccién a responder esta pregunta al construir y
analizar un modelo matemaético simplificado del clima del planeta tierra. En particular,
presentamos una descripcién detallada de los principios fisicos y suposiciones usadas

que usa el modelo.

Este modelo es obtenido de otro modelo previamente publicado incorporando el efec-
to del carbén emitido por humanos. Después, usando un argumento de perturbaciones
singulares, se muestra que se puede derivar un modelo de orden reducido de dos varia-
bles que solo considera el carbono total y el carbén presente en la vegetaciéon. Usamos este
modelo reducido para estudiar el efecto del control por retroalimentaciéon cuando las emi-
siones son reguladas a ser proporcionales a la desviacién en temperatura de una tempera-
tura deseada. Finalmente usamos un analisis de bifurcaciones para estudiar los puntos de
inflexién en modelo original, el modelo reducido, y el modelo reducido con control por
retroalimentacion. Terminamos presentando algunas conclusiones y discutiendo algunas

ideas de trabajo futuro.
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Abstract.

From a control-theoretic perspective, the question of how to avoid a climatic collapse
can be reformulated as if we can ¢ontrol.ur carbon emissions to prevent crossing a tipping
point in Earth’s climate system. In this thesis, we take a first step towards answering this
question by building and analyzing a simplified mathematical model of Earth’s climate.
In particular, we present a detailed description of the physical principles and assumptions

of the model.

This model was obtained by modifying a previously published model to include human-
caused carbon emissions. Then, using a singular-perturbation argument, we derive a reduced-
order model consisting of only the total carbon and the carbon stored in the vegetation.
We use this reduced order system to study the effect of feedback control regulating carbon
emissions proportionally to the deviations in temperature from a desired temperature,
comparing its behavior to an ideal scenario in which we stop entirely carbon emissions.
Finally, we use a bifurcation analysis to study the tipping points in the original, reduced,
and reduced-and-controlled models. We end by presenting some conclusions and discus-

sing ideas for future work.
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Capitulo 1

Introduccion.

1.1. Motivacion.

A partir de mediados del siglo XIX y durante todo el siglo XX la sociedad humana
a nivel global ha experimentado un rapido e importante crecimiento en las actividades
econdmicas en comparacion al crecimiento presentado durante periodos anteriores. Este
crecimiento fue generado en gran parte por el desarrollo de herramientas tecnolégicas y
de produccién relacionadas con la utilizacién de combustibles fésiles que generan emisio-
nes de gases de efecto invernadero. A su vez dichas emisiones han ocasionado un cambio
en la dindmica del sistema climéatico del planeta, generando un rdpido incremento en los
registros anuales de temperatura promedio para el planeta. Este incremento en la tem-
peratura del planeta es la fuente tanto de preocupacién como curiosidad en importantes
sectores de la sociedad, debido a que se ha buscado entender a fondo las interacciones
entre las variables del modelo para analizar caracteristicas como la irreversibilidad de los
cambios que ocurren en estas variables. En particular en los tltimos afios la preocupacién
de que ciertos Tipping Points (cuya traduccién al espafiol es puntos de inflexion) relaciona-
dos con el sistema climético se alcancen ha ido en aumento. En este contexto un punto
de inflexién se define como un umbral critico que, cuando se cruza, conduce a cambios
grandes y, a menudo, irreversibles en el sistema climatico [1]. Hasta septiembre de 2022
se han localizado 9 puntos de inflexién del sistema climatico de la tierra [2], entre los que
destacan el colapso de la capa de hielo de Groenlandia, el colapso de la capa de hielo del
oeste de la Antartica 6 la muerte regresiva de la selva amazonica [3] entre otros. Entre
todas las soluciones propuestas la mas importante es quiza el desarrollo de tecnologias

de generacion de energia alternas a los combustibles fésiles que permitan disminuir las

1
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emisiones generadas minimizando las consecuencias econémicas. Aunque en las tltimas
décadas el uso de tales energias alternativas propuestas se ha incrementado considerable-
mente, este desarrollo posiblemente no se ha manifestado con la velocidad esperada por
lo que la generacién de energia por medio de combustibles fésiles no ha manifestado una

disminucién considerable.

Ademads, dada la alta dependencia de estos combustibles en la mayoria de las activida-
des econémicas es factible suponer que su consumo no disminuird completamente dentro
de un periodo de tiempo significativo, por lo que puede resultar conveniente plantear
estrategias de emision enfocadas a mitigar los efectos de estas emisiones en el modelo
climdtico. Aunque constantemente se han desarrollado herramientas de caracter analiti-
co para determinar los efectos de estas emisiones en el sistema climdtico global, la ma-
yoria de estas técnicas se basan en modelos de caracter estadistico generadas a través de
herramientas de andlisis de datos. Aunque esta perspectiva es ttil y se han presentado
importantes planteamientos, también es posible utilizar herramientas de andlisis basados
en el modelo geométrico generado por la dindmica del sistema climéatico. El objetivo de
esta tesis es plantear un modelo dindmico basico a través de un esquema basado en la
retroalimentacion, que se encuentre conformado por la biota del planeta, la temperatura
promedio anual y donde las emisiones de carbono generadas por el hombre sean modela-
das a través de funciones basicas basadas en la retroalimentacién, para analizar desde una
perspectiva geométrica que pueda resultar intuitiva las trayectorias del sistema. En el de-
sarrollo de varias secciones de esta tesis se presentardn y utilizardn herramientas analiticas
y algoritmos relacionados a la teoria de control automético a un nivel basico como soporte
para analizar un modelo climatico simplificado en donde una de las ecuaciones diferen-
ciales que describen la dindmica del sistema es una ecuacién de transferencia de calor
entre un sistema y su entorno. Los modelos climaticos basados en intercambio de energia
radiante son importantes herramientas para describir la evolucién de la temperatura de
un planeta con su entorno y su relacién con otras variables de interés del sistema, como el
nivel de vegetacion, la cantidad de agua o de hielo, el nivel de humedad o la presencia y

la cantidad de uno o varios componentes en la atmosfera del planeta.
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Por la naturaleza de las ecuaciones que describen la dindmica del sistema, estos mode-
los se consideran casi en su totalidad como no lineales. Ademads, para modelar esta evolu-
cién y observar sus efectos en un periodo prolongado de tiempo, generalmente la dindmi-
ca de estas variables se estudia en una escala temporal de afios, por lo que las lecturas
de la temperatura se considera como la obtenida en el promedio anual. esta perspectiva
coincide con el planteamiento de los modelos estadisticos generados y por los plantea-
mientos utilizados comtinmente por las principales instituciones enfocadas en el estudio
del cambio climético. Un modelo climético que describa con cierta robustez la dindmica
de la interaccién de la temperatura del sistema con el resto de las variables climaticas de
manera conjunta puede resultar complicado y presentaria el inconveniente principal de
que el andlisis de la informacién obtenida en el modelo, resultaria también demasiado
complejo y dificil de estudiar. Por lo tanto, desarrollar sistemas simplificados que descri-
ban la dindmica de la temperatura con un ntimero reducido de variables del sistema es
una practica comun en los trabajos de modelado climatico, mitigando o incorporando de
manera aproximada el efecto de las variables que no se describen de manera explicita.
Estos modelos permiten obtener un perspectiva general del comportamiento del sistema,
por ejemplo, en [4] se plantea un modelo de dos ecuaciones diferenciales que estudia la
interaccion entre la temperatura promedio del planeta y el drea cubierta por la vegetacion
en el planeta y en [5] el enfoque que se utiliza es incorporar tres ecuaciones diferenciales
para capturar la dindmica entre los cuerpos de hielo continentales, los cuerpos de hielo
maritimos y la temperatura promedio del planeta. Ademds de todas las variables que se
plantearon anteriormente, debido a los efectos significativos generados por la sociedad en
la evolucién de los ecosistemas, en multiples modelos se incorpora el efecto de las acti-
vidades humanas en la evolucién del sistema en particular la emisién de gases de efecto
invernadero. Como se hizo énfasis en el planteamiento inicial, las actividades humanas
principalmente a través de las emisiones de gases de efecto invernadero, han causado
inequivocamente un calentamiento global, con una temperatura promedio superficial glo-
bal que alcanz6 1,1 °C por encima del periodo comprendido entre los afios 1850-1900 en
el periodo comprendido entre los afios 2011-2020 [6]. Las emisiones globales de gases de
efecto invernadero han seguido aumentando durante el periodo 2010-2019 [6]. Desde lue-

go tal incremento en la temperatura promedio del planeta presenta efectos adversos en
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otras variables del sistema climatico, como el nivel del mar, los ciclos reproductivos de
multiples especies de plantas y animales o las condiciones 6ptimas de sobrevivencia de la
biota en un ecosistema. Por lo tanto, para obtener una perspectiva analitica mas amplia,
resulta conveniente incorporar la emisiéon humana de gases de efecto invernadero a los
modelos climéticos utilizados. En términos relacionados al planteamiento de esta tesis se
tiene que incluso aplicando un modelo bésico en el que el cambio en las emisiones antro-
pogénicas sea proporcional a la diferencia entre la temperatura actual y una temperatura
de referencia, es posible realizar un anélisis efectivo basado en encontrar las regiones de
atraccion de los puntos de equilibrio de un modelo climatico dado al definir distintas fun-
ciones de emisién y por consiguiente detectar posibles puntos de Inflexién del Sistema
Climético. En las siguientes secciones se presentan los objetivos especificos que se espe-

ran alcanzar durante el desarrollo del trabajo.

1.2. Objetivos.

En esta tesis se realiza una modificacién a un modelo climatico que captura de manera
simplificada la dindmica del ciclo del carbono, relacionandolo con la temperatura prome-
dio del planeta y el nivel de la biota (i.e., organismos vivos) representada en el modelo por
la vegetacion del planeta [7]. Aunque el modelo propuesto solo captura algunos aspectos
esenciales del clima del planeta Tierra, su simplicidad permite utilizar un modelo simpli-
ticado para realizar un anélisis de los puntos de equilibrio y las trayectorias del sistema.
Esto nos permite obtener conclusiones relacionadas al desarrollo de estrategias de emisiéon
de carbono que permitan alcanzar un punto de equilibrio estable que presente condicio-
nes adecuadas para el desarrollo de la biota del sistema. Se propone utilizar como base el
modelo climético minimo propuesto por Svirezhev en [7], para describir de una manera
simple la relacién que existe entre la vegetacion, la temperatura y el carbono dentro de un
modelo climatico planteado con restricciones especificas que permitan mitigar los efectos
de omitir algunas variables de estado que también intervienen en la dindmica del ciclo de
carbono. Bajo la premisa que las emisiones antropogénicas de carbono son despreciables
en comparacion al carbono total que existe en el sistema, en el desarrollo del trabajo origi-

nal se plantea que el carbono total del planeta se considera constante. Por lo tanto el ciclo
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del carbono se define como un sistema de dos ecuaciones diferenciales que describen la
interaccion entre la vegetacion y la temperatura del sistema, utilizando al carbono total
del sistema como un pardmetro fijo. Sin embargo en el desarrollo de este trabajo se opta
por desarrollar el sistema que se encuentra compuesto por tres ecuaciones diferenciales,
donde la primera representa un modelo de intercambio de energia que modela la tem-
peratura del planeta, la segunda representa la dinamica de la vegetacion del planeta por
medio del carbono alojado dentro esta y la tercera representa el carbono que existe en la

atmosfera.

Debido a que en el sistema de tres ecuaciones diferenciales, la ecuacién donde se mo-
dela la temperatura presenta propiedades relacionadas con una diferencia en la escala de
tiempo de las variables, serd posible realizar una reduccién de orden del sistema utilizan-
do la teoria de perturbaciones singulares. esta reduccién es distinta a la planteada en el
trabajo original, debido a que no resulta necesario considerar a ninguna variable como
un parametro fijo y el modelo obtenido describe la interaccién entre el carbono alojado
en el compartimento de la vegetacion y el carbono alojado en el compartimento de la
atmoésfera, mientras que la temperatura del sistema puede ser obtenida a través de las
trayectorias solucién de estas dos variables. Aunque en términos computacionales reali-
zar esta reduccién no resulta en una disminucién considerable en los cédlculos realizados,
por otro lado facilita considerablemente la interpretacioén y el andlisis del sistema, debi-
do a que las trayectorias solucién del sistema en un espacio fase de tres dimensiones se
pueden visualizar de manera mds directa en un plano fase. El enfoque principal consiste
en incorporar el concepto de la retroalimentacién en el modelo de emisiones dentro del
sistema propuesto para estudiar los efectos ocasionados por los gases de invernadero en
la biota del modelo. El planteamiento realizado considera una estrategia basada solo en la
disminucién de emisiones y por el momento no considera estrategias alternativas como
una politica de reforestacion ambiental. Los objetivos principales del trabajo realizado se

pueden resumir en los siguientes puntos:

= Plantear un modelo que aunque presente restricciones en su alcance genere datos
coherentes con el comportamiento del sistema climético. Ya que la humanidad forma

parte de la biota del sistema y ademds representa la fuente principal de emisiones,



CAPITULO 1. INTRODUCCION.

el modelo planteado puede considerarse inherentemente de lazo cerrado, sin em-
bargo, en un principio el planteamiento de este modelo puede considerarse de lazo
abierto al definir a la vegetacién como la tinica biota y formular a las emisiones de
carbono como un funcién dependiente del tiempo, pero independiente de los otros
estados. Este planteamiento resulta valido debido a que hasta hace unas décadas, en
el contexto econémico global, no se habia definido una politica de limitacién en las

emisiones de carbono.

Desarrollar este modelo en términos intuitivos para presentar resultados accesibles
en su formulacién y generar conclusiones que faciliten un planteamiento que incor-

pore otras variables para la formulacién de un modelo climético mas complejo.

Determinar las caracteristicas principales del modelo y utilizarlas como herramien-
tas para el desarrollo de la propuesta de distintas funciones que permitan generar

un modelo de emisiones que resulte en un sistema de “lazo cerrado”.

Analizar desde una perspectiva geométrica la evolucién del sistema dindmico climéti-
co para determinar el conjunto de condiciones iniciales del espacio fase que permita
estabilizar la temperatura y la biota en un punto de equilibrio que no implique que
la biota se extinga. Determinar el conjunto de condiciones iniciales para las cuales el
sistema climdtico ya no puede regresar a un equilibrio que permita el desarrollo de

la biota.

Uno de los objetivos principales consiste en encontrar los Tipping Points o puntos
del inflexién para el sistema climatico. Como se establecié anteriormente, debido
a que el modelo propuesto es bastante general en su planteamiento, la variable de
estado que representa la biota del sistema seréd la estudiada para definir los puntos

de inflexién del sistema.

Desarrollar un planteamiento que permita estudiar un pardmetro de bifurcacién que
refleje de manera adecuada las condiciones de irreversibilidad del sistema y realizar

los diagramas de bifurcacién del modelo.

Obtener conclusiones generales enfocadas al desarrollo de estrategias de modelado

de emisiones més robustas.
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1.3. Analisis de la literatura.

Resulta conveniente realizar un andlisis detallado de las publicaciones y los trabajos
realizados anteriormente para realizar una evaluacién de la utilidad que puede presen-
tar aplicar conceptos como la retroalimentacién en el anédlisis y el proceso del desarrollo
de soluciones en la toma de decisiones para un sistema climético. Los efectos climéaticos
adversos ocasionados por el calentamiento global representan riesgos en la sustentabili-
dad de los ecosistemas e incluso en el corto plazo también en el desarrollo econémico de
los sectores més vulnerables de la poblacién primero, y después, para toda la sociedad
en general. Por lo tanto, en los tltimos afios, el topico se ha convertido en un tema muy
importante para la comunidad y se ha generado una gran cantidad de literatura cientifica
centrada en analizar estos riesgos. En el reporte de sintesis [6] presentado en 2023 por el
Panel Intergubernamental para el Cambio Climatico de las Naciones Unidas (IPCC, por
sus siglas en inglés) se resume el estado del conocimiento del cambio climatico, sus im-
pactos y riesgos generalizados, y la mitigacién y adaptacién al cambio climético, con base
en la literatura cientifica, técnica y socio econémica revisada por pares desde la publica-
cién del dltimo reporte presentado en 2014 [8]. En este documento, el comité reporta de
manera detallada los efectos adversos ocasionados por el calentamiento global a través de
la presentacién de evidencia cientifica. En el documento, la formulacién de estos descu-
brimientos, son denominados como descubrimientos clave. Estos descubrimientos clave
son categorizados, ya sea como hechos demostrados o a través de un anélisis del nivel de
seguridad en su formulacién. Para mantener una actualizacién constante de estos datos,
este reporte se publica de manera peridédica. Debido a la importancia del tema, ademads de
los reportes del IPCC, se han presentado distintos trabajos o publicaciones relacionados
con este. En [3] y en [9] se presenta una definicién y un andlisis de los Tipping Points rela-
cionados con el fenémeno cambio climatico ocasionado por la emisién excesiva de gases
de invernadero. Estos trabajos estan enfocados en describir aquellos elementos en el siste-
ma climatico, cuyo cambio puede generar sustanciales e irreversibles alteraciones en todo
el sistema. Estos Tipping Points o puntos de inflexién son inducidos por una bifurcacién
en el sistema cuando un pardmetro particular, pasa un nivel critico. En ese momento se
produce una bifurcacién y lo que era un estado estable en el sistema pierde su estabilidad

o simplemente desaparece [10].
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En la biisqueda de soluciones sustentables, en distintos trabajos, por ejemplo en [11] se
han analizado los efectos econémicos relacionados a una reduccién de la emision de gases
de efecto invernadero y las implicaciones de no realizar ninguna accién para lograr esa
reduccién. El objetivo del trabajo presentado consiste en obtener una perspectiva simple
basada en el modelo DICE (modelo dindmico integrado econémico-climético) [12] para
realizar un andlisis costo-beneficio de las soluciones enfocadas en mitigar los efectos del
cambio climatico. Debido a sus fundamentos teéricos el modelo Dice precisamente a servi-
do como base en el anédlisis de muchas publicaciones entre las que se encuentran [13], [14]
en 6 en [15]. El modelo DICE adopta una perspectiva econémica para analizar el cam-
bio climatico desde la perspectiva de la teoria neoclésica del crecimiento econémico del
modelo Solow [16]]. En este enfoque, las economias invierten en capital y tecnologias, re-
duciendo asi el consumo hoy, para aumentar el consumo en el futuro. El modelo DICE
amplia este enfoque al incluir como “capital natural” del sistema econémico a la sus-
tentabilidad del modelo climatico [12]. Para otorgar una solucién a la crisis climadtica es
necesario fijar los objetivos y calendarios futuros de des carbonizacién y proporcionar al-
guna base cientifica para conciliar los objetivos climéaticos y los objetivos econémicos [17].
Precisamente en [17] se presenta un conjunto de trabajos enfocados a abordar el problema
del cambio climético desde una perspectiva de la teoria de sistemas, al proponer mode-
los que acoplen la dindmicas de los modelos climaticos y los modelos econémicos. Los
articulos incluidos se basan en planteamientos como la aplicacién de la teoria de viabili-
dad, cuyo objetivo es explicar la evolucion del estado de un sistema de control gobernado
por dindmicas no deterministas y sujetos a restricciones de viabilidad para encontrar las
retroalimentaciones ocultas que permiten realizar la regulacién de un sistema [18] o la
incertidumbre intrinseca relacionada a la no linealidad de los sistemas que describen el
impacto del cambio climético [19]. La comunidad de control automético ha mostrado su
interés en cooperar para mitigar los efectos adversos del calentamiento global. En el docu-
mento Control for Societal-Scale Challenges: Road-Map 2030 [20] desarrollado por la Control
Systems Society perteneciente a la IEEE, se propone una lista de los temas de interés para
la disciplina para el afio 2030, donde uno de los tépicos principales es la cooperacién de

la comunidad en la generacién de soluciones para la mitigacién de los efectos asociados
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al cambio climético y la adaptacién de la poblacién a las condiciones generadas a causa
de este. Aunque no se encontraron citas que relacionen de manera directa la aplicacién
de conceptos relacionados con la teoria de control con los modelos climéticos, las herra-
mientas analiticas derivadas de esta teoria han sido aplicadas en multiples ocasiones en el
desarrollo de estrategias orientadas a la conservacién de sistemas ecolégicos, econémicos
o bio-econémicos. Precisamente, existen numerosas fuentes que muestran las aplicacio-
nes de la teoria de control en el planteamiento de modelos econémicos, en particular la
aplicacion del control 6ptimo [21], para los cuales se utilizan planteamientos cldsicos co-
mo [22] hasta planteamientos mds avanzados como el encontrado en [23]. Con respecto
a los planteamientos enfocados al modelado y control de sistemas ecolégicos, desde hace
tiempo se han presentado trabajos como en el articulo presentado en [24] donde se utiliza-
ron descripciones dindmicas del comportamiento del sistema para encontrar mecanismos
de estabilizacion para ecosistemas conformados por ostras. Como en muchas aplicaciones
resulta de interés maximizar o minimizar un criterio representado por una funcién de cos-
te, existen muchos trabajos orientados en la aplicaciéon de modelos derivados de la teoria
de control 6ptimo en la ecologia como el encontrado en [25]. En este compendio se pre-
sentan distintas estrategias derivadas del control 6ptimo como la programacién dinamica
o la aplicacién de la teoria de juegos diferenciales y que se encuentran enfocadas en la
obtencion de estrategias de reproduccion 6ptimas para poblaciones de plantas o en el mo-
delado de la coevolucién entre dos poblaciones que interactiian como cazador y presa.
En [26] se presenta un anélisis de algunos planteamientos que se han realizado utilizando
conceptos relacionados con la retroalimentacion y la teoria de control para el manejo de
distintos ecosistemas y en el manejo de los recursos naturales dentro de estos. Ademds,
se realiza una comparativa entre los resultados esperados en la teoria y los resultados ob-
tenidos en los sistemas ecoldgicos reales en los que estos métodos han sido aplicados. En
este trabajo se concluye que los mejores resultados se obtienen cuando se consideran los
efectos causados por la incertidumbre y las fluctuaciones estocasticas. En trabajos més re-
cientes se han aplicado algoritmos derivados del control que resultan mas complejos en
su planteamiento. Por ejemplo en [27] se utiliza el control de sistemas con retardos pa-
ra estabilizar un ecosistema marino conformado solo por una especie. Aunque ninguna

de las aplicaciones de la teoria de control en la ecologia citadas anteriormente se relacio-
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na directamente con los modelos climaticos, sirven para ilustrar posibles planteamientos

de soluciones que resulta razonable tomar en cuenta para la problemaética relacionada al

cambio climatico.

1.4. Estructura de la tesis.

Se comparte la estructura general de la tesis para optimizar su lectura. El documento se

compone de 6 capitulos y una seccién final donde se exponen las conclusiones obtenidas

y algunas propuestas de conceptos para desarrollar en trabajos posteriores.

» Capitulo|l} Se presentan las motivaciones generales para la realizacién de la tesis, se

repasan los objetivos que se buscan cumplir, se presentan conceptos relevantes y se

realiza un andlisis de la literatura disponible del tema.

Capitulo [2l Se presentan los antecedentes y las herramientas andliticas utilizadas
en el desarrollo de la tesis. En la primera parte se ofrecen definiciones importantes
relacionadas con la teoria de control automético que fueron utilizadas en el desarro-
llo de la tesis como definiciones de conceptos como puntos de equilibrio, ceroclinas
y una introduccién a la teoria del modelo estandar de perturbaciones singulares y
se ofrece la definicién del concepto de variedad hiperbélica invariante en sistemas
dindmicos. Como se expreso anteriormente, ambos conceptos fueron utilizados am-
pliamente para simplificar el modelo propuesto y facilitar su andlisis. En la segunda
parte se presenta el planteamiento del modelo del ciclo minimo del carbono y se

desarrollan a detalle las ecuaciones diferenciales propuestas.

Capitulo 3| Se presenta un andlisis geométrico de las superficies que representan las
ceroclinas de las variables de estado que representan la biota y el clima en el plano
fase del modelo aumentado de tres variables publicado por [7]. Se presentan los pun-
tos de equilibrio del modelo de cero emisiones definido para A = 0, definido para
la temperatura promedio anual y el carbono alojado en la vegetacion del sistema. Se
definen las curvas generadas por los puntos de equilibrio estables e inestables en el

espacio fase al parametrizar al carbono total del sistema A. Se presentan simulacio-
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nes del modelo en lazo abierto del sistema de tres variables, utilizando como criterio

de emision los datos obtenidos en [29].

= Capitulo 4 Utilizando las propiedades relacionadas a las distintas escalas de tiem-
po de la ecuacién de la temperatura se utiliza el modelo estandar de perturbaciones
singulares para realizar una reduccién de un modelo de tres a dos ecuaciones dife-
renciales sin proponer que una de las variables sea definida como un pardmetro. Se
obtiene la curva que representa la ceroclina de la vegetacién N en el plano fase del
modelo reducido obtenido y se plantea la relaciéon de esta curva con las obtenidas en

el modelo completo.

= Capitulo 5 Se plantea un modelo de emisiones de carbono basado en un esquema
de retroalimentacién en la temperatura, que servird como base para el anélisis de
otros esquemas. Se localizan los puntos de equilibrio del modelo climético completo

y reducido y se realiza el anélisis de estabilidad de estos puntos.

= Capitulo[f] Se realizan las simulaciones niimericas del modelo planteado en el capitu-
lo anterior y se propone otro esquema de modelo de emisiones. Se realiza un anélisis
de los planos de fase del modelo proporcional, del modelo saturado y de un modelo
de cero emisiones. Utilizando como pardmetro a la temperatura deseada, se realiza
el diagrama de bifurcaciones del modelo proporcional de emisiones que sirve como

base para los otros dos modelos.
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Capitulo 2

Antecedentes.

2.1. Modelo de pertubaciones singulares.

A modo de introduccién se presentan definiciones que se utilizaran durante el desa-
rrollo de la tesis.
2.1.1. Puntos de equlibrio.

El punto £ € R" es un punto de equilibrio e de la ecuacién diferencial:

dx
= F(x(2), 2.1.1.1)

si f(%) =0, para todo ¢. [28]

2.1.2. Ceroclinas.

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales,

.Xi = f1 (xll X2, eees xn)

xé = fz(Xl, X2y eeey Xn) (2 1.2 1)

Xy = fu(X1,%2, ... Xn)

Donde x’ representa la derivada de x con respecto a otra variable, como el tiempo t. La
p p p

j-esima ceroclina es la forma geométrica para la que x; = 0. [54]

13
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2.1.3. Definicion de variedad.

Una variedad es un espacio topoldgico que localmente se parece al espacio euclidiano
cerca de cada punto. Una variedad n-dimensional, es un espacio topoldgico con la propie-
dad de que cada punto tiene una vecindad que es homeomorfa a un subconjunto abierto
de un espacio euclidiano n-dimensional [48]. Una variedad hiperbdlica es un espacio don-

de cada punto se ve localmente como un espacio hiperbdlico de alguna dimensién. [49]

2.1.4. El modelo estandar de perturbaciéon singular.

El modelo estandar de perturbaciones singulares se define utilizando el formalismo de
variable de estado en el que las derivadas de uno o mas de los estados se multiplican por

un escalar positivo € de magnitud pequefia, [46] es decir:

VRN — n
x=f(x,z¢€t), con x(t)) =x), x€R 2141)

ez =g(x,z,et), con z(ty) =z, ze€R"
donde las funciones f y ¢ son funciones suficientemente diferenciables. Aunque en la
expresion de se considera solo un pardmetro €, esto no representa una restric-
cién por que pueden definirse multiples constantes de tiempo. El objetivo principal de
los métodos de perturbaciones singulares aplicados a la teoria de control tienen como ob-
jetivo principal reducir el orden del modelo. El orden de la reduccién se genera a través
de una perturbacién de parametro, denominada singular. Cuando se establece el valor del

pardmetro € = 0, la dimensién del sistema se reduce de m +n a n debido a que la ecuaciéon

diferencial de z se degenera en una ecuacién algébraica o trascendental:

0=24(%20,t), (2.14.2)

donde el simbolo barra se utiliza para indicar que las variables pertenecen al sistema re-
ducido con € = 0. Se dice que el modelo (2.1.4.1) se encuentra en forma estandar si y solo
si se asume que existe una o varias soluciones para (2.1.4.2)). Es decir, para un dominio de

interés la ecuacion (2.1.4.2) tiene k > 1 distintas raices aisladas reales:

z=¢ixt), i=1,2,..,k (2.1.4.3)
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Si se cumple esta reduccion se garantiza que un modelo bien definido de orden 7 le

corresponde a cada raiz de (2.1.4.2). Para obtener los i-ésimos modelos reducidos se susti-
tuye (2.1.4.3) en la ecuacién diferencial de x en el sistema (2.1.4.1)).

¥ = f(x, ¢;(x,1),0,t), x(t)) = xo (2.1.4.4)

Se considera la misma condicién inicial para la variable de estado ¥ que para la variable

de estado x. La ecuacion (2.1.4.4) se puede expresar de manera mas compacta como:

X = f(f,t), %(tp) = xo (2.1.4.5)

Este modelo en ocasiones se denomina sistema quasi-estable por que z, cuya veloci-
dad Z = g/€ es muy grande cuando € es pequefia y converge rdpidamente a una raiz de la
ecuacion (2.1.4.2), el cual es un estado casi-estable de la ecuacion diferencial de x para el sis-
tema original (2.1.4.1). La desventaja principal asociada al método, consiste en que utilizar
un pardmetro para obtener una reduccién de orden implica que no siempre resulta claro
identificar si existe un pardmetro pequefio en una o varias ecuaciones diferenciales del
sistema y cual es este [47]. Sin embargo, para el sistema definido en el pardmetro
€ ya se encuentra expresado explicitamente y a través de un procedimiento directo es po-
sible identificar la variable mds rdpida del sistema. La propiedad de dos escalas de tiempo
del modelo estandar (2.1.4.1) se desarrollara mas extensamente en secciones posteriores,

a través del modelo climético planteado.

2.1.5. Teorema de Tikhonov.

Considerando el problema de perturbaciones singulares dado en (2.1.4.1) y sea z =
¢(t, x) una raiz aislada de (2.1.4.2)), asumiendo que las siguientes propiedades se cumplen

para todo:
[t,x,z — @(t,x),€] € [0,t;] x Dy x Dy x [0, €], (2.1.5.1)
para los dominios D, C R" y D, C R"™, con Dy convexo y Dy, contiene al origen:

» Las funciones f y g, sus primeras derivadas parciales con respecto a (x,z,€) y la

primera derivada parcial de g con respecto a t son continuas; las funciones ¢(f,x) y
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el jacobiano [0g(t, x,z,0) /0z], tiene derivadas parciales continuas con respecto a sus

argumentos.

= El problema reducido (2.1.4.5) tiene la solucién tnica X(t) € S, para todo t € [t 1]

donde S es subconjunto compacto de D,.

= Elorigen es un equilibrio exponencialmete estable; sea R C D, laregion de atraccién

del sistema de capa superficial y (), sea un subconjunto compacto de k.

Entonces, existe una constante positiva € tal que 1y — ¢(tp, P(0)) y 0 < € < €*, tal

que el problema de perturbaciones singulares tiene una solucion tnica x(t,€) y z(t, €) en

[tOI tl]/ y

x(t,e) —x(t) = O(e)

z(t,€) — g(t,€) —9(t/€) = Ofe),

se mantiene uniformemente para ¢ € [to, 1], donde §(7) se denomina el modelo de capa

(2.15.2)

limite. Incluso, dado cualquier t; > ty, existe un €** < €¥, tal que:

z(t,€) — @(t,%(t)) = O(e), (2.1.5.3)

se mantiene uniforme para t € [ty, t;] para e < e**.

Una demostracion del Teorema de Tikhonov se puede encontrar en [51]].

2.1.6. Variedades invariantes normalmente hiperbdélicas en sistemas dinami-
Cos.

En términos generales, una variedad invariante es una superficie contenida en el es-
pacio de un sistema dindmico que tiene la propiedad de que las 6rbitas o trayectorias que
comienzan en la superficie, permanecen en la superficie durante todo el curso de su evo-
lucién dindmica en uno o ambos sentidos del tiempo. Es decir, si la superficie tiene un
limite, entonces las trayectorias pueden dejar la superficie cruzando ese limite. Ademas,
bajo ciertas condiciones, el conjunto de 6rbitas que se acercan o se alejan de una variedad
invariante M asint6ticamente en el tiempo también son consideradas variedades invarian-

tes que se llaman variedades estables e inestables, respectivamente, de la variedad inva-
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riante. Ademads, las variedades estables y las variedades inestables pueden ser foliadas o
fibriladas por estructuras 6 subvariedades de menor dimensioén, que tienen la propiedad
de que las trayectorias que comienzan en estas fibras satisfacen algunas condiciones rela-

cionadas a la tasa de crecimiento asintético [53].

Considere una visualizacién geométrica del comportamiento en dos escalas de tiem-
po de las soluciones de como trayectorias de R"*™. Para utilizar el concepto de
variedad invariante se restringe la discusién a sistemas auténomos, por simplicidad en la
notacién se toman a f y a ¢ como independientes de €. Entonces se propone la forma mas

simple de sistema singularmente perturbado:

%= f(x,2)

ez =g(x,z)

(2.1.6.1)

Sea una z = ¢(x) unraiz aislada de 0 = g(x, z) y suponiendo que las proposiciones del
Teorema de Tikhonov de la subseccién se cumplen para esta raiz. Entonces la ecua-
cién z = ¢(x) describe una variedad n-dimensional en el espacio fase (n + m)-dimensional

del espacio de estados (x, z), entonces:

(2.1.6.2)

dado que una trayectoria de (2.1.6.2) que comience en la variedad z = ¢(x) permanecera

en la variedad para todo el tiempo futuro en que la solucién se encuentre definida.

2.2. Modelo simplificado del ciclo del carbono.
2.2.1. Consideraciones generales del sistema.

El modelo climatico minimo propuesto pretende representar las interacciones entre el
carbono C, la vegetacion v y la temperatura T de un sistema idealizado donde todos los
pardmetros dentro de las ecuaciones diferenciales que representan esas interacciones se
encuentran dados por los valores promedio obtenidos en el transcurso de un afio. Para

simplificar el modelo climéatico no se considera las dimensiones espaciales relacionadas
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al sistema, debido a que considerar estas variaciones espaciales implica utilizar ecuacio-
nes diferenciales parciales en el modelo, lo que genera un anélisis mds profundo que va
mas alla de los alcances de este trabajo. Para aproximar el comportamiento del modelo
climdtico en un periodo prolongado de tiempo (un periodo de afios) este enfoque no re-
sulta util, porque generalmente solo se utiliza cuando se busca representar variaciones
rapidas en el clima (un periodo de dias). El modelo se define asi ya que para los objeti-
vos de este trabajo (el observar la evolucién de la temperatura al incrementar el carbono
en la atmoésfera en un periodo de afios) no resulta necesario considerar la evolucién de
las variables del sistema en periodos cortos. Estas formulaciones generan modelos que
son denominadas como modelos climéaticos de intercambio de energia, por que estudian
la relacién que existe entre la energia radiante absorbida y reflejada por la tierra con las
otras variables climaticas. Desde el primer desarrollo de este tipo de modelos [30], estos se
han utilizado continuamente. Aunque estos modelos son simples en su formulacién, re-
sultan certeros para analizar fendmenos como la irreversibilidad asociada a efectos como
el aumento en la emision de gases de invernadero en la dindmica de un sistema climético.
Varios ejemplos de estos modelos se pueden encontrar en [31] y [32]. Se establecen restric-
ciones especificas para obtener un modelo mas compacto que represente de una manera
simple las interacciones entre el carbono, la temperatura y el desarrollo de la vegetacion

en el planeta. En principio se formulan estas restricciones por simplicidad.

Las restricciones asociadas a este modelo climatico son:

La vegetacion esta distribuida de manera uniforme en el planeta.

= Los cuerpos de agua que se encuentran en el planeta no se encuentran modelados

en el ciclo del carbono propuesto.

= Los fenémenos como la precipitaciéon, evaporacion u otros relacionados con la pre-

sencia de agua no se encuentran modelados en el ciclo del carbono propuesto.

= El tnico gas de efecto invernadero que se encuentra definido es el carbono. En un
modelo mds completo pueden considerarse otros gases de invernadero como el va-

por de agua o el metano.
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= El albedo del modelo solo se encuentra definido por la vegetacion del planeta. No se
modelan componentes del sistema que presentan un albedo alto, como los cuerpos

formados por nieve.

= El carbono total del sistema se encuentra tan solo alojado en la vegetacion y en la
atmosfera del planeta. El carbono que es producto de la descomposicion de la ve-
getacion pasa de inmediato a la atmosfera, por lo que en el modelo no se encuentra
definido un compartimento del carbono alojado en el producto de la descomposi-
cion. Existen otros modelos, donde se considera el carbono alojado en los desechos

de la materia orgénica y en el suelo [33].

2.2.2. Definiciones.

Para explicar de manera eficiente las interacciones entre las variables climaticas defini-
das para el modelo del ciclo minimo del carbono se propone primero definir los siguientes

conceptos bésicos [34]:

= Radiacién Térmica: Se denomina radiacién térmica a la radiacion emitida por un
cuerpo debido a su temperatura. Esta radiacion es energia electromagnética que se
genera por el movimiento térmico de las particulas cargadas que hay en la materia.
Todos los cuerpos (salvo un cuerpo cuya temperatura sea de cero absoluto) emiten
energia debido a este efecto de radiacion electromagnética, siendo su intensidad de-

pendiente de la temperatura y de la longitud de onda considerada.

= Cuerpo Negro: Es un cuerpo fisico ideal que absorbe toda la energia radiante in-
cidente, sin importar la frecuencia o el dngulo de incidencia. Esta absorcién da co-
mo resultado una agitacién térmica que provoca la emisién de radiacién térmica.
El cuerpo negro es un concepto ideal, pero hay objetos que por su comportamiento
pueden aproximarse a las caracteristicas a un cuerpo negro. Al elevar la temperatura
no solo aumenta la energia emitida sino que lo hace a longitudes de onda maés cortas.
Los cuerpos no emiten con igual intensidad a todas las frecuencias o longitudes de

onda, sino que lo hacen siguiendo la ley de Planck. [35].

= Ley de Stefan-Boltzmann: La ley de de Stefan-Boltzmann describe la radiacion térmi-

ca emitida por un cuerpo negro ideal, donde se establece que <La intensidad de
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radiacién térmica total irradiada por unidad de area sobre todas las longitudes de
onda se incrementa a medida que aumenta la temperatura de un cuerpo negro.> La
intensidad de radiacion térmica irradiada es proporcional a la cuarta potencia de la
temperatura [36]]. La radiacion térmica emitida por un cuerpo negro se denota por

la variable Ep y se encuentra dada por la expresion:

Eg=0T* (2.2.2.1)

Constante de Stefan-Boltzmann: Es una constante fisica simbolizada por la letra

griega o, es la constante de proporcionalidad en la ley de Stefan-Boltzmann [36].

Emisividad: La emisividad es la proporcién de radiacién térmica emitida por una
superficie de un objeto debido a su temperatura. La emisividad direccional espectral
se define como la razén entre la intensidad emitida por la superficie en una direccién
particular y la intensidad que seria emitida por un cuerpo negro a la misma tempe-
ratura y longitud de onda. La emisividad se encuentra definida en una rango entre

Oyl

Cuerpo Gris: Para un cuerpo negro, la emisividad espectral es 1. Si la emisividad de
un cuerpo es menor que 1, pero se mantiene constante para todas las longitudes de
onda y no depende de la temperatura del objeto, este se denomina cuerpo gris. La

radiacién térmica emitida por un cuerpo gris se encuentra dada por la ecuacion:

Eg = oeT* (2.2.2.2)

Albedo: El albedo es la proporcién de radiacién que cualquier superficie refleja res-
pecto a la radiacién que incide sobre ella. El albedo es una cantidad adimensional

que se encuentra entre 0 y 1.

Temperatura Promedio: La temperatura promedio del planeta se obtiene a través
de la medicién de la temperatura en distintos lugares de la superficie y en diferentes
instantes de tiempo durante el periodo en que se estudia la temperatura (en este
caso, un afo). Para obtener la temperatura promedio global, se recopilan datos de
temperaturas de diferentes lugares de la superficie y se realiza una media ponderada

de estos valores para obtener una temperatura global promedio . Detalles especificos
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sobre la determinacién de la temperatura promedio anual de la tierra y la manera en

que se determina puede obtenerse en [§].

= Calor Especifico: El calor especifico es la cantidad de calor que hay que aplicar a
una unidad de masa, para aumentar su temperatura en un grado. A este término

también se le puede llamar capacidad calorifica o capacidad térmica.

= Efecto Invernadero: Es un proceso en el que la radiacién térmica emitida por la su-
perficie planetaria es absorbida por los gases de efecto invernadero que se encuen-
tran en la atmosfera. esta radiacion térmica es irradiada en todas las direcciones, por
lo que parte de esta radiacion es devuelta hacia la superficie terrestre y la atmésfera
inferior. Este efecto resulta en un incremento de la temperatura superficial media

respecto a lo que habria en ausencia de estos gases.

2.2.3. Definicion de los bucles de retroalimentacion del ciclo del car-
bono.

En el modelo simplificado propuesto se enuncian dos bucles causales que representan
las retroalimentaciones dentro del ciclo de carbono entre la biosfera del planeta (solo re-
presentada en las ecuaciones por la vegetacion) y el clima del planeta (representado por

la temperatura y el carbono):

= 1. Vegetacién-albedo-temperatura-vegetacion:

Un albedo alto enfria el planeta por que la cantidad de energia que incide sobre la
superficie es baja (el efecto contrario se presenta con un albedo bajo, que calienta el
planeta). El albedo tipico de la vegetacion presenta niveles bajos, se encuentra entre
0.25-0.3 al contrario del albedo de la nieve que presenta valores entre 0.8-0.9. Los
valores bajos del albedo de la vegetacion incrementa la temperatura de la superficie,
lo que a su vez afecta la vegetaciéon. De manera mds especifica un incremento en la
temperatura estimula el crecimiento de la vegetacion, pero si la temperatura aumen-
ta demasiado esto tiene un efecto contrario al planteado anteriormente, la vegetacién

ya no puede desarrollarse. En otras palabras, existe un intervalo de temperatura en
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el que puede desarrollarse la vegetacion. El albedo de los cuerpos de agua es bajo,
por lo tanto la presencia de cuerpos de agua presenta un efecto contrario a la tempe-
ratura en el proceso de intercambio de energia del planeta. De acuerdo a lo supuesto
anteriormente para simplificar las interacciones entre el sistema dinamico de in-
tercambio de energia y reducir el nimero de ecuaciones diferenciales usadas, no
se modelan los cuerpos de agua y los cuerpos de hielo, ya que ambos afectan el
albedo del sistema, por lo tanto el albedo solo se ve afectado por la vegetacion del
planeta. En resumen, existen dos bucles de retroalimentacién, en el primero se des-
cribe como el aumento de la vegetacién v en el planeta genera un aumento en la
temperatura T del planeta. Por otro lado si el aumento de la temperatura se encuen-
tra en un intervalo AT donde puede desarrollarse la vegetacién entonces este cambio
en la temperatura puede generar un aumento o una disminucién en la vegetaciéon
del planeta (en un ambiente donde existe una temperatura muy alta es posible que
no se desarrolle la vegetacion). En la figura 2.1|se muestra un esquema simplificado

de esta relacion.

Temperatura

Estimulo para la Vegetacion Cambio en el albedo

»| Vegetacion

Figura 2.1: Diagrama simplificado de la interaccién entre la vegetacién y la temperatura.

= 2. Vegetacién < Carbono-temperatura-vegetacion:

Las hojas verdes de la vegetacion utilizan la energia de la luz solar a través de la
fotosintesis para combinar el diéxido de carbono (CO;) que absorben de la atmdsfe-
ra con el agua y los nutrientes del suelo y producir aztcares, su principal fuente de

alimento. Sin embargo en la respiracion celular de las plantas, se utiliza el oxigeno
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(O7) para oxidar compuestos orgénicos y producir energia para las funciones vitales
de la planta, y se produce CO, como subproducto. Por lo tanto, el gas que se expira
durante la respiracion de las plantas es principalmente diéxido de carbono (CO,).
Cabe destacar que aunque la cantidad de CO, que se emite por la respiracién de las
plantas puede ser menor que la cantidad de CO; que se absorbe por la fotosintesis,
la respiraciéon es un proceso constante en las plantas, mientras que la fotosintesis
solo ocurre durante el dia y depende de la disponibilidad de luz solar. En conse-
cuencia, en algunas condiciones, las plantas pueden ser una fuente neta de CO, al
ambiente. Por otra parte el efecto invernadero es el proceso por el cual la atmdsfe-
ra retiene parte de la radiacién infrarroja emitida por la tierra y asf la calienta. Esta
radiacién infrarroja proviene del calentamiento que se genera en la superficie del
planeta a través de la radiacion solar (la tierra como superficie opaca absorbe radia-
cién y emite calor). Este calor emitido no se escapa por completo al espacio, méas bien
es absorbido en parte por la atmésfera, calentando la tierra. El proceso por el cual se
produce el efecto invernadero tiene como principales elementos a la tierra, el sol y
la atmosfera, ya que esta se encuentra compuesta por gases de efecto invernadero,
el metano (CHy), el diéxido de carbono (CO») y el vapor de agua (H>O). Para este
modelo, el carbono es el tinico gas de efecto invernadero. La tierra refleja una parte
importante de la radiacién solar debido a su albedo. La atmdsfera permite que gran
parte de la radiacion de onda penetre a la tierra y al dejar pasar la radiacion solar
la tierra se calienta y emite radiacién infrarroja al espacio. Sin embargo la atmésfera

absorbe parte de ese calor y lo emite en todas direcciones.

Temperatura

Efecto Invernadero

A 4

Efecto No
lineal

A 4

Carbono en la Fotosintesi -

Atmosfera Vegetacion

| ~-p————Carbono Expirado————]

Figura 2.2: Interaccién parcial entre el carbono y la vegetacion.



24 CAPITULO 2. ANTECEDENTES.

Retomando los conceptos anteriores, este efecto de la retencién de la radiacién infra-
rroja por medio de la atmdsfera es lo que se conoce como efecto invernadero y es un
fenémeno fundamental para la existencia de vida en el planeta, ya que la atmésfera
acttia como un aislante térmico que retiene el calor en la tierra. Este bucle de retroali-
mentacion se puede resumir brevemente definiendo que el carbono de la atmésfera
genera un incremento de temperatura y a su vez la temperatura tiene un efecto de
crecimiento sobre la vegetacion del planeta, que al crecer consume parte del carbono
de la atmoéstera para realizar la fotosintesis y libera carbono por su proceso de res-
piracion. El aumento en la vegetaciéon disminuye el albedo del planeta que como
se plante6 anteriormente generando un aumento en la emisividad del planeta y en

consecuencia alteraciones en la temperatura.

En la figura [2.3|se pretende esquematizar de manera sencilla las principales fuentes y
cuencas de carbono en el planeta. De acuerdo a las restricciones planteadas en la seccion
anterior el modelo solo considera como fuentes de carbono las emisiones antropogénicas,
la expiracién de la vegetacion y los productos de desecho de la vegetacién y como cuenca

a la vegetacion del planeta.

@ CO, DE COMBUSTION

@ CO, DE DEFORESTAGION

@ CO_ DE FOTOSINTESIS @ CO, DE RESPIRACION ','r;,):: T e

DE PLANTAS ¥
ANIMALES

@ €O, DE CAMBIOS
EN LOS OCEANOS

Figura 2.3: Ciclo del carbono. Imagen obtenida en [52].

El diagrama de bloques presentado en la figura [2.4] sintetiza de una manera simpli-
ficada las interacciones que existen entre las variables de estado que fueron planteadas
para el modelo climatico formulado anteriormente. Este diagrama se encuentra parcial-

mente basado en el diagrama utilizado en [37] para esquematizar las interacciones en un
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modelo climatico que incorpora el ciclo del agua al modelo de vegetacion-temperatura-
carbono. Aunque como se mencioné anteriormente, el efecto invernadero es fundamental
para mantener la temperatura de la tierra en el rango adecuado para el desarrollo de la
vida, desde el surgimiento de la época industrial, de manera continua ha surgido un in-
cremento significativo en la emisiéon de gases de efecto invernadero. Este aumento en las
emisiones altera el equilibrio del efecto invernadero y genera un incremento continuo en

la temperatura de la tierra.

A

Temperatura
Efecto Invernadero , .
Estimulo para la Vegetacion
Cambio en el albedo
Emsiones Carbonoenla Fotosintesis——> .
antropogénicas —0/0——> Amosfera Vegetacion |«
et .
() L «——Carhono Expirado——

Figura 2.4: Interacciones para el modelo climético planteado.

2.2.4. Ecuaciones diferenciales asociadas al sistema.

Para realizar un analisis de la evolucién del sistema climatico planteado en la secciéon
anterior, se propone presentar un andlisis basado en un modelo de tres ecuaciones dife-

renciales que describen el comportamiento de las variables de interés:

1. La primera ecuacién representa el cambio en la biota del planeta. Para este sistema
la biota se encuentra representado solo por la vegetacion que existe en el planeta.
Para reducir el nimero de ecuaciones diferenciales y mantener un sistema reducido,
en el desarrollo del modelo no se contemplan otras especies para modelar la biota.
Ademas, la vegetacion afecta de manera directa la temperatura del planeta por me-
dio de la ecuacién de intercambio de energia y el carbono por medio de los procesos

de respiracién y de absorcién de alimento. Una ecuacién diferencial que describa de
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manera adecuada el cambio de la biomasa de la vegetacién considerando la interac-
cién que existe entre esta y el carbén atmosférico, implica formular una funcién que
describa la generacion de biomasa a causa del proceso de fotosintesis por unidad
de carbono atmosférico. Ademds una funcién que describa la cantidad de carbono
generado por la biota a través del proceso de respiracién en funcién de su bioma-
sa. Aunque este enfoque es adecuado, es posible definir funciones que describan
estas interacciones de manera més sencilla. Para simplificar estas interacciones es
posible utilizar una ecuacién logistica formulada para describir el crecimiento en
la biomasa de la vegetacion. En [7] se propone utilizar como variable de estado al
carbono alojado en la vegetaciéon denotado por N, utilizando como premisa que el
carbono compartimental alojado en la vegetacion es directamente proporcional a es-
ta, es decir N o v. Una ecuacién que exprese la variacién del carbono alojado en la
vegetacion puede ser planteada de manera sencilla como la diferencia entre la pro-
duccién del carbono que permanece alojado en la vegetacion (durante el proceso de
la fotosintesis) y el carbono expirado que la vegetacién pierde y que se traspasa a
la atmoésfera. Denote a P a la funcién que cuantifica la produccién de la vegetacion
expresada en términos del carbono que permanece dentro de la misma vegetacion.
Del andlisis realizado anteriormente se puede realizar la hip6tesis que esta funcién

P depende de las siguientes variables:

= Carbono en la vegetacion N. El crecimiento de la vegetacién depende del esta-
do actual de la vegetacion, expresada en términos del carbono que se encuentra

en la vegetacion.

» Temperatura T. La vegetacion depende también de la temperatura T del plane-
ta. Aunque un incremento en la temperatura genera un aumento en la tasa de
produccién de la vegetacion, si la temperatura se aleja demasiado de la tempe-
ratura 6ptima T para el crecimiento de la vegetacién entonces este aumento de

temperatura genera una disminucion en el crecimiento de la vegetacion.

= Carbono en la atmésfera C. Para realizar el proceso de fotosintesis, el creci-
miento de la vegetacion también depende del carbono que existe en la atmdsfe-
ra. Ademds durante el proceso de respiracion, la vegetacion expira CO; que se

incorpora el carbono alojado en la atmdsfera.
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La manera en que estas variables afectan a la produccién de la vegetacion se abor-
da en detalle en la proxima seccién. Definiendo el término mN, que representa el
carbono eliminado, donde m representa la tasa de eliminaciéon del carbono en la
vegetacion por unidad de tiempo (esta eliminacién puede deberse al proceso de ex-
piracion o al proceso de descomposicion de la vegetacion). Entonces se tiene que la

diferencia entre estos dos términos se puede expresar por la ecuacién diferencial:

dN
— = P(C,N,T) — mN (2.24.1)
dt ——— o~ .
Carbono alojado en la vegetacion Carbono expirado por la vegetacion
2. La segunda ecuacion representa de manera compacta la variaciéon de la temperatura
promedio del planeta. La variaciéon en la temperatura se puede representar como
un modelo simplificado de intercambio de energia. De manera similar a la ecuacién
diferencial anterior, este modelo describe la diferencia entre el calor absorbido por

la superficie del planeta y el calor emitido por esta. Escalando esta diferencia por el

reciproco del término k, que representa la capacidad térmica del planeta, se obtiene:

T

= S(1—a(N))— oe(C)T* (2.2.4.2)
dt ———— ~—

~—
Calor absorbido Calor irradiado

==

Inverso de la capacidad térmica

Las funciones a(N) y ¢(C) en la ecuacién (2.2.4.2) representan respectivamente el
albedo (dependiente de la vegetacion) y la emisividad (dependiente del carbono en
la atmosfera). Tanto estas funciones como el término k son definidas en detalle en las

secciones posteriores.

3. La tercera ecuacion diferencial describe el cambio en el carbono presentado en la
atmosfera C. Tal como se expresé en la seccion anterior, en ausencia de emisiones ex-
ternas (emisiones antropogénicas) la atmoésfera y la vegetacion continuamente estan

intercambiando el carbono que existe en el planeta:

dcC dN

dt ot (2.2.4.3)
— _P(C,N,T) +mN
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En términos de la ecuacién (2.2.4.3) el término mN representa el carbono eliminado
por la vegetacién (por expiracién o descomposicién), por lo tanto este carbono se
incorpora a la atmosfera y el término es positivo para esta ecuacién diferencial. Por
otra parte la funcion P(C, N, T) (funcién de produccién de vegetacién) representa
el carbono transferido por unidad de tiempo de la atmoésfera a la vegetacion (por
la fotosintesis) por lo tanto para esta ecuacién diferencial el término es negativo. Es

decir:

acC
—-— = mN - P(C,N,T) (2.2.4.4)
i RO PENT)

Carbono expirado hacia la atmésfera  Carpono absorbido desde la atmés fera

Considerando las emisiones antropogénicas carbono por unidad de tiempo como la

funcion de emision f(t) (fuel) se tiene que la ecuacién diferencial del carbono es:

ic

— = —P(C,N,T)+mN + f(t) (2.2.4.5)
dt ~~

Emisiones externas

La dindmica del sistema climético se encuentra dada por:

”;—Ij — P(C,N,T) — mN
T _ 51— w(NY) — og(C) T

;é (2.2.4.6)
o = —P(C,N,T) +mN + (1

Para describir el comportamiento de los fendmenos planteados en este sistema climéti-
co, las ecuaciones diferenciales asociadas al modelo contienen por funciones no lineales.
Por lo tanto para simplificar las ecuaciones que definen el carbono atmosférico C, resulta
conveniente definir la variable A(f) como el carbono total en el sistema, es decir A(t) =
C(t) + N(t), por lo que el carbono atmosférico se puede definir como C(t) = A(t) — N(#).

De la primera expresion se tiene que:

dA _dC _dN
. dt = dt’

de la ecuacién (2.2.4.7) es posible definir (2.2.4.5) como:

(2.2.4.7)
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dC dA dN
= (2.2.4.8)
En consecuencia se define como:
dA
2= 5 (2.2.4.9)

De (2.2.4.9), (2.2.4.2) y (2.2.4.1) se concluye que las ecuaciones del sistema (2.2.4.6) se

pueden expresar en términos de las variables A, N y T como:

i—T:P(A—N,N,T)—mN

4T

K22 — 51— — (A - N)T*

ar ~S—aN)) —op(A-N)T (2.2.4.10)
d_A— t)

Para estudiar el comportamiento de este sistema y proponer un esquema de anélisis
en las siguientes secciones se definirdn las funciones ¢(N),«(N), la funcién P(A,N,T) y
la funcién de generacién de carbono dependiente del tiempo f(t). Utilizando estos con-

ceptos se puede definir el carbono total del sistema como A(t) de manera explicita como:

A(f) = Ao + /t (1) dr (22.4.11)

Donde Ap = C(tg) + N(tp). Dado que las trayectorias solucion estan definidas en el
espacio fase {A, N, T} y la variable A(t) solo depende del tiempo, el sistema definido
en (2.2.4.10) no tiene puntos de equilibrio, por lo que primero se estudiard el caso casi
estacionario, donde se considera que las emisiones antropogénicas de carbono f(t) son
muy pequefias en comparacion a A(t), es decir:

”;_ft‘ _ () < A, (22.412)

esta suposicién se basa en que en comparacién al cambio que ocurre en T(t) o en N(t),
el cambio presentado por la variable A(f) es muy pequefio. Por lo tanto si el término
integral que aparece en (2.2.4.11) es muy pequefio puede aproximarse 0, esto implica que
A(t) = Ay. Bste sistema se basa en un esquema de cero emisiones, donde A =~ 0, es decir
las trayectorias solucién se pueden estudiar en el plano fase {N, T} y el sistema

se reduce a:
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dd_lj = P(N,T; Ag) — mN
"iz—f = 5(1—a(N)) —cp(N; A)T* (2.2.4.13)

Considerar que el carbono total en la atmodsfera se mantiene constante es el plantea-
miento del modelo propuesto en [7], articulo que sirve como base en esta tesis y para los
articulos [38] y [39]. Sin embargo, estd suposiciéon no es valida en el contexto actual, por
lo que en el presente trabajo se analizara el comportamiento del sistema en el espacio fase
{A,N, T}. Durante el desarrollo de la tesis las variables asociadas al carbono del siste-
ma A(t), N(t) y C(t) se expresaran en Gt (Giga toneladas), una de las unidades utilizadas
mas comunmente en el estudio de los modelos climaticos [6], [32]. Un Gt se define como
1 x 10” toneladas. Como resulta mds practico estudiar la evoluciéon del modelo climético
en una escala de afios, las derivadas de estas variables se expresaran en Gt yr~!, donde
yr representa un periodo de tiempo de un afio. Una motivaciéon adicional para expresar
la ecuacién (2.3.2.3) en una escala de afios, consiste en que la variaciéon de la temperatura
T en los sistemas climéaticos generalmente expresan el cambio en temperatura promedio

anual del planeta.

2.3. Funciones definidas para el modelo climatico.
2.3.1. Modelo simplificado del carbono en la vegetacién.

En la primera ecuacién diferencial del sistema (2.2.4.10), se define la tasa de cambio en
la concentracién del carbono en la vegetacién con respecto al tiempo como la diferencia
entre la funcién P(C,N, T) y el término mN. Tal como se defini6 en la secciéon anterior, la
funcién P es la produccién neta de vegetacion en el planeta y es una funcién que depende
de la temperatura T, el carbono en la atmésfera C y el mismo carbono N en la vegetacion.

En [7]] se asume que la funcién de produccién P es definida como el producto:

P(C,N,T) = Pugr(T)gc(C)gn(N), (231.1)

donde el parametro P, representa la maxima tasa de crecimiento de la vegetaciéon con

Py, € (0,00). Esta expresién muestra que la productividad de la vegetacion es el producto
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de tres funciones que dependen de la temperatura, el carbono en la vegetacion y el car-
bono en la atmésfera. El dominio y la imagen de las funciones ¢7(T), ¢n(N) y gc(C) estan

definidas como:
= ¢7(T) : R — [0,1].
= oN(N) Ry — [0,1].
» ¢c(C) : Ry — [0,1].

Por consecuencia g7(T)gc(C)gn(N) : R3 — [0,1] y P(C,N,T) : R — [0, P,,]. Esta
expresion resalta la importancia del parametro P, para la formulacién del modelo climéti-
co. De acuerdo a [7] la expresion (2.3.1.1)) se define un como producto de funciones para
modelar la escasez de un recurso en el modelo. Esta formulacién es consistente con la
llamada ley del minimo de Liebig [40], también conocida como el paradigma del factor
limitante de Liebig. La funcién P(C, N, T) se define como un producto del pardmetro Py,
y de tres funciones independientes del tiempo ¢7(T), gc(C) y gn(N). Cada una de estas
funciones describen la dependencia que tiene P con los recursos de los que depende su
crecimiento y que se encuentran definidos en el modelo: la temperatura T, el carbono en
la atmésfera C y el carbono dentro de la vegetacion N. De acuerdo a ley de Leibig el creci-
miento de la biota se encuentra limitado por el recurso mds escaso. Definir a esta funcién
como un producto permite modelar de manera general la dependencia que tiene P de to-

dos los recursos disponibles.

Retomando el concepto de dependencia de recursos, para un modelo de crecimiento
de vegetacion como P existen otras variables que afectan considerablemente este creci-
miento. Tales recursos pueden modelarse por medio de distintas variables de estado en el
sistema, como el agua W o el carbono alojado en la superficie de la tierra S. Aunque por
definicién estas variables no forman parte del sistema climatico propuesto, su efecto se
puede intentar compensar modificando el valor de Py,. Por otra parte en [41] se especifica
que algunas de las ventajas principales de esta formulacién radica fundamentalmente en
que el comportamiento del modelo es manejable desde el punto de vista matematico, ya
que resulta relativamente sencillo obtener informacién sobre el comportamiento del sis-

tema climético. Sin embargo al igual que sucede con el modelo de productividad vegetal
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de [42] la respiracién y la fotosintesis no son explicitamente modeladas, mds bien estos
fenémenos se incorporan de manera indirecta en las funciones gn(N) y gc(C). Debido a
esta importante caracteristica en [41] se denomina a este modelo como quasi-biogeoquimi-
co. Una vez que se defini6 el comportamiento de la funcién P(C, N, T), resulta pertinente
definir las funciones gr(T), gc(C) y gn(N). Para la funcién de crecimiento gr(T) que

depende de la temperatura T, se tienen las siguientes caracteristicas:
» o7(T):R>0—[0,1].

= La temperatura promedio de la tierra durante el siglo pasado en la tierra fue de
13.9°C [29] y la temperatura 6ptima para el crecimiento de la vegetacién puede va-
riar entre los 18°C y los 28°C (este valor depende del tipo de vegetacién). Si se cal-
cula la media aritmética de estos valores se obtiene que 23°C es una aproximaciéon
aceptable a la temperatura 6ptima de crecimiento. Por lo tanto se puede esperar que

gT(23) ~ 1.

= Es posible definir un rango de temperaturas [Ty, T] en que la vegetacion puede rea-

lizar el proceso de fotosintesis. Es decir para T ¢ (T, Tz), g7(T) = 0. Por lo tanto
gr(Th) = gr(T2) = 0.

Se concluye que un polinomio de segundo grado es una aproximacién adecuada para
g7(T), la funcién de crecimiento de la vegetacion con respecto a la temperatura:
arp (TP = (Ti+ )T+ ) si T € [T, T
gr(T) = (2.3.1.2)
0 si T¢ [T, Ty
donde AT es T, — Tj;.

De acuerdo a las consideraciones definidas en los puntos anteriores, T; y T, repre-
sentan el limite inferior y el limite superior del rango de temperatura donde sucede la
fotosintesis en la vegetacion, es decir el rango de temperatura donde puede nacer y de-

sarrollarse la vegetacion. Las unidades asociadas a los pardmetros T, y T; se encuentran

definidos en la tabla
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La ecuacion (2.3.1.2) también se puede expresar de manera mds compacta como:

g1(T) = max {0, ﬁ(T —T)(Tp — T)} (2.3.1.3)

El valor de los parametros T; y T se asignan de acuerdo con los valores utilizados

en [7], [39] y [38] y son:

T, =5°C, T,=40°C

Al comparar la ecuacién (2.3.1.3) con las suposiciones anteriores se pueden obtener

distintas conclusiones:

» Las raices de la ecuacién (2.3.1.3) se encuentran en T; y T, por lo tanto g7(T) # 0
para T ¢ (T, To).

= El valor maximo de la funcién gr(T) es 1. Este valor se obtiene cuando T es igual
al valor medio del intervalo [Ty, T;]. Al definir la temperatura éptima como Topt =
(T1 + T2) /2, para los valores propuestos Ty = 5°C y T, = 40°C, se obtiene que

Topt = 22.5°C. Este valor se acerca al primer valor propuesto T,,; = 23°C.

» El valor asignado a la temperatura promedio de la tierra es g7(13.9) ~ 0.76. El dis-

minuir el intervalo AT impactaria de manera significativa los resultados obtenidos.

En la figura [2.5/se muestra la representacion grafica de esta funcion.

Crecimiento de la vegetacion como funcion de la temperatura

|
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1
1
1
1
1
1
1
|
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|
1

L | | .
-10 (o] 10 20 30 40 50
T:Temperatura

Figura 2.5: Funcién g7 (T). T, =40°Cy T1 = 5°C
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Aunque existen otras funciones que pueden aproximar el comportamiento que se bus-
ca para g7(T), el polinomio de segundo orden resulta en una aproximacién razonable y

matematicamente sencilla.

Para el carbono en la vegetaciéon N y el carbono en la atmésfera C se definen las fun-

ciones moné6tonamente crecientes gn(N) y gc(C).

= oN(N) Ry — [0,1] con gn(N) — 1, cuando N — 0.

» ¢c(C): Ry — [0,1] con gc(C) — K, cuando C — o0, con K < 1.

La ecuacién (2.3.1.4) es una de las multiples funciones que cumplen con estas carac-
teristicas para N, modificando los valores de los pardmetros «, By y. Variando los parame-

tros también es posible utilizar (2.3.1.4) para definir la funcién que nos permita aproximar
8c(N).

_ocN
- BN+v

gn(N) (2.3.1.4)

Este enfoque resulta adecuado, sin embargo tal como se explic6 en la seccién anterior
utilizar la definicién del carbono total del planeta A = C 4 N puede resultar més sencillo
para analizar la interacciéon del carbono en la vegetacion N con la temperatura T. Esto
implica definir la funcién gc(A — N), para cada N asociada a un valor de A. Por lo tanto
resulta mas conveniente definir una nueva funcién G(A, N). Se espera que esta funcién
presente un comportamiento equivalente a obtener el producto gn(N)gc(N) en el inter-
valo [0, A]. Para definir esta nueva funcion se deben de tomar en cuenta las siguientes

consideraciones:

» Aligual que el producto ¢n(N)gc(N), la funcién G(A, N) se encuentra definida en
el intervalo G(A,N) : RZ — [0,1].

» El producto gn(N)gc(C) esiguala0siysolosi gn(N) =06 gc(C) = 0. Por lo tanto
como C se define como A — N el producto ¢n(N)g.(A — N) tiene un minimo igual

a0paraN=06 N = A.
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= El producto gn(N)gc(C) esiguala1siysolosi gn(N) =1y gc(C) = 1. De manera
similar a la conclusion que se obtuvo en el punto anterior el producto ¢n(N)g.(C)

tiene un méaximo igual a 1 para los valores 6ptimos Nypt, Copt = A — Nop tal que:

SN(Nopt) = 8c(A — Nopt) =1 (2.3.1.5)

= No puede existir mds carbono contenido en la vegetacién que el carbono total que
existe en el planeta. Es decir la variable N solo se encuentra definida para para valo-

res menores o iguales a A, por lo que N se encuentra definida en el intervalo [0, A].

Tomando en cuenta estas consideraciones y definiendo a Ap como un pardmetro es
razonable aproximar la funcién G(A, N) como una funcién con un valor maximo que se
obtiene para varios elementos (A, N) de su dominio. De los puntos anteriores se sabe que

G(Ao,0) = G(Ap, Ag) = 0 para todo Ap € A

Utilizando el modelo de una ecuacién logistica, G(A, N) se define como la funcién de
indice de crecimiento de la vegetacién expresada en términos del carbono alojado en la
vegetacion y el carbono total del sistema:

G(A,N)=N(A—N) (2.3.1.6)

Es necesario multiplicar esta funcién por el reciproco de A?/4 para cumplir con la

condicion:
maxG(A,N) =1 (2.3.1.7)
Obteniendo:
4
G(A,N) = EN(A —N) (2.3.1.8)

Se tiene que la funcién (2.3.1.8) no se encuentra definida para A = 0. Ademds como
se definié anteriormente A > N, por lo que la funcién G(A, N) no se encuentra definida

para (0,0). Definiendo G(0,0) = 0 se tiene:
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SN(A-N) si (A N) #(0,0)
G(A/N) = (2.3.1.9)
0 si (A,N)=(0,0)
Comparando la expresion obtenida en la ecuaciéon (2.3.1.8) con la condiciones que se

utilizaron para esbozar esta funcién se tiene que:

» La funcién de crecimiento G(A, N) tiene un valor maximo G(A, N) = 1 para todo

N=A/2.

= Como se defini6 A = C + N, el valor maximo de la funcién G(A, N) se obtiene
cuando el valor del carbono que existe en la atmésfera es igual al valor C = A/2.
Esto implica que de acuerdo a lo obtenido en el modelo, el crecimiento maximo de
la vegetacion (expresado solo en términos del carbono del sistema) sucede cuando
el carbono en la vegetacion es el mismo que el carbono en la atmoésfera. Aunque
en un modelo biolégico no es necesario que se presente esta condicién, para los
objetivos de este trabajo la funcién G(A, N) se aproxima de manera adecuada al

comportamiento esperado.

= En términos cualitativos la condicién G(Ap, 0) = G(Ap, Ag) = 0 para todo Ay € A,
se puede interpretar como una condicién de no crecimiento para la vegetacion N
independientemente de la temperatura T del planeta. Es decir no existe crecimiento
de vegetacion si todo el carbono esta alojado en la vegetacion o si no existe carbono

en la vegetacion (todo se encuentra en la atmosfera).

= La funcién G(A, N) solo se encuentra definida en el intervalo A > N, por que no

puede existir mdas carbono en la vegetacion que carbono total en el sistema.

La funcién G(A, N) se puede definir utilizando funciones mdas completas que capturen
el comportamiento planteado para la funcién de crecimiento. Sin embargo para mantener
un modelo compacto la funcién escogida resulta adecuada. En la figura 2.6 se observa la
grafica de la superficie G(A, N) descrita por la ecuaciéon (2.3.1.9). La ecuacion (2.3.1.10)
define la curva de crecimiento G(N) para un Ay que se considera como un parametro

constante. Este planteamiento puede resultar intuitivo para visualizar las caracteristicas
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de la superficie de la figura Para cada Ay se tiene que G(Ap, N) es una parébola que
abre hacia abajo y que se encuentra definida en el intervalo [0, Ag]. Este es el plantea-
miento utilizado en [7]. La superficie de la figura 2.6 esta definida para A en el intervalo
[0,4000].

Para todo Ag € [0, A] se tiene:

4
G(Ag,N) = —5N(A~N), con Ay #0 (2.3.1.10)
0

4000
2000

HBg 1000
A: Carbono Total 0 0
N: Carbono en la Vegetacion

Figura 2.6: Funcion G(A, N), para A € (0,4000]
2.3.2. Pardmetros asociados a la ecuacion del modelo de carbono en la
vegetacion.

Las funciones expresadas en las ecuaciones (2.3.1.1), 2.3.1.3) y (2.3.1.9) y los parédme-

tros Py, y m, definen el comportamiento de la ecuacién diferencial que describe el cambio

en el carbono alojado en la vegetaciéon N:

‘% = Pugr(T)G(A,N) —mN (2.3.2.1)

Los pardmetros m y Py, de la ecuacion diferencial del modelo simplificado del ciclo del

carbono, definen las caracteristicas bioldgicas del sistema:
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= m es el inverso del tiempo de residencia del carbén en la vegetacion definido como

TN-

* El pardmetro m se define en el intervalo (0, ).

¢ Las unidades del pardmetro T son yr (afio) por lo que las unidades de m son
yr‘l.
¢ Como se expreso anteriormente, en términos del ciclo del carbono, el pardmetro

m define la tasa de transferencia de carbono de la vegetacion a la atmosfera.

= P, representa la maxima produccién anual de la vegetacion en el planeta.

e El parametro Py, se define en el intervalo (0, o0).

e Las unidades utilizadas para el pardmetro P, son Gt yr—!.

Para obtener la ceroclina de la vegetacion N y realizar el andlisis de estabilidad resulta
conveniente expresar de manera explicita la funciéon G(A, N) en la ecuacién diferencial
(2.3.2.1) para obtener una expresidon que se encuentre en términos de N:

dN 4P,
- = A—?N(A —~N)gr(T)—mN con A>N (2.3.2.2)

Resulta conveniente probar los valores extremos en este intervalo para realizar un

analisis cualitativo:

= Para la ecuacién (2.3.2.2), se puede definir una condicién inicial Ny = 0 que corres-

ponde al caso en que no existe carbono en la vegetacion, obteniendo:

dN
T _0
dt
Para toda A, N = 0 es un punto de equilibrio de (2.3.2.2) y en términos cualitativos
todo el carbono se encuentra en la atmodsfera. Para el sistema definido en (2.2.4.13),

N = 0 es una ceroclina en el sistema definido en (2.2.4.10).

» Considerando a Ag como un parametro en la ecuaciéon diferencial (2.3.2.2) y defi-

niendo una condicién inicial Ny = Ay se tiene que todo el carbono esta contenido en
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la vegetacion y por lo tanto no existe el carbono en la atmésfera. De la relacién plan-
teada anteriormente C = A — N, se obtiene que C = 0 y de acuerdo a la ecuacién

(2.3.2.2), N decae hasta alcanzar un equilibrio asintético.

= El carbono que pierde el compartimento N de la vegetacion se traspasa al comparti-

mento del carbono C de la atmosfera.

Si se analiza la ecuacion (2.3.2.2) en términos de una ecuacién logistica el parametro m
puede considerarse la tasa de muerte de la vegetacion en el sistema N, mientras que en
términos del carbono en el sistema C, m describe la tasa en que se elimina el carbono de
la vegetacion. El valor del producto de las funciones g7(T) y G(A, N) es adimensional y
se encuentra definido en el intervalo [0, 1]. Como se puede esperar, debido a las unidades

en las que se encuentra expresado el pardmetro Py, la funcién P se esta dada en Gtyr 1.

— = Pn, G(AN)gr(T) - (2.3.2.3)

m N
dt —— /, NN

-

~~ -1 s -1 Gt
Gt r
Gtyr-1 yr—* Producto Adimensional€[01] Y

En la tabla[2.1{se resumen los pardmetros asociados a estas funciones con sus unidades
y su definicion. Aunque las unidades para los pardmetros T; y T, de la funcién g(T) fueron
definidos en grados celsius, puede resultar conveniente también expresar la temperatura
en grados kelvin. La utilidad de expresar estos pardmetros en grados kelvin, radica en que
el modelo de intercambio de energia que define la ecuacion diferencial de la temperatura

se encuentra expresado en grados kelvin.

Parametro Notacién | Unidad
Inverso del tiempo de residencia del carbon en la Biota. m yr—1
Tiempo de residencia del carbon en la Biota. ™ yr
Maxima produccién de Carbono de la Vegetacion. Py, Gt/yr
Limite superior de la temperatura para la fotosintesis Tz °C
Limite inferior de la temperatura para la fotosintesis T; °C

Cuadro 2.1: parametros relacionados con la primera ecuacién del sistema.

Para encontrar los valores numéricos para los pardmetros P, y m en [7] se propone

definir los puntos de equilibrio:
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N* = 750Gt

T* =14°C 6 287°K
(2.3.2.4)
A* = 1360Gt

Para estos valores se puede estimar la produccién de carbono en la vegetacion N como
P* = 60 Gt yr~! para los valores descritos en la ecuacién (2.3.2.4). De la ecuacién (2.3.2.3)
se tiene m = P*/N* ~ 0.08 yr—!, asi que el tiempo de residencia del carbono de la biota
en el sistema es aproximadamente 12.5 yr. De la definicion A* = N* + C* se deduce que
C* = 610 Gt. Anteriormente se defini6 Ty = 5 °Cy T, = 40 °C con Tyt =~ 23 °C. Con
T* =14 °C se tiene:

* 4 * *
gr(T") = (ygpa(T = T)(T" = Th) = 0.764 (2.3.2.5)
Ademas,
* * 4 (A K *

El valor del pardmetro Py, se obtiene a través de:

P*
~ ar(T)G(AYNY)
Los valores numéricos de los pardmetros se definen entonces como P, ~ 80Gty m ~

Py ~ 80Gt (2.3.2.7)

0.08 yr . Los pardmetros P, y m resultan importantes para determinar la dindmica del

sistema climético.

2.3.3. Modelo simplificado de intercambio de energia.

La segunda ecuacion diferencial se encuentra basada en un modelo sencillo pero am-
pliamente utilizado para el intercambio de energia térmica radiante entre un objeto o sis-
tema con su entorno. Este modelo térmico se utiliza en fuentes como [34], [30], [7] y [32],
entre muchos otros. esta ecuacién modela el intercambio y la conservacion de la energia

de una capa de aire (como modelo de la atmésfera) definido aproximadamente como:

dT
47TR2hch = tR*(1 — «)Sy — 47tR?ceT* (2.3.3.1)
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Donde « es el albedo, € la emisividad (ambos adimensionales), ¢ es la constante de
Stephan-Boltzman (W /m?K%), Sg es la constante solar (Wm~2) y R el radio de la tierra, h
es la extension vertical de una pequefia capa de aire, p es la densidad del aire y c es el
calor especifico del aire [34]. Este modelo puede clasificarse como un modelo de balance
de energia, donde a grandes rasgos el primer elemento del lado derecho de la ecuacién re-
presenta la energia térmica que recibe el objeto o sistema y el segundo termino representa
la energia térmica que el sistema emite. La energia térmica que la tierra absorbe proviene
del sol y se ha estimado que corresponde a una cuarta parte de la constante solar [34] y se
representa por la variable S. Este el flujo de energia (radiacién de onda corta) alcanza al
planeta a través de un disco circular y es reducido por la porcién de la radiacion que se re-
fleja. La energia térmica que la superficie del planeta emite es radiacién de onda larga. En
el modelo se asume que la radiacién de onda larga puede ser cuantificada por definicién
clasica de cuerpo gris con el pardmetro emisividad [34]. Se busca simplificar la expresién
de la ecuacion (2.3.3.1), por lo que se eliminan los elementos que aparecen en ambos lados
de la ecuacion:

hpccjl—{ = %(1 — ) — oeT4, (2.3.3.2)
el producto hpc es equivalente al termino k, la capacidad térmica del sistema, que se define
como la energia térmica que puede absorber un objeto antes de aumentar su temperatura
en un grado Kelvin. Ademéds el término Sp/4 se sustituye por S. Al considerar el albedo
a como una funcién a(N) del carbono en la vegetaciéon N y a la emisividad € como una
funcion ¢(C) del carbono en el atmésfera C, la ecuacion se puede expresar como:
aT

k= =S(1—a(N)) - ocp(C)T* (2.3.3.3)

Las funciones que aparecen en la ecuacién dependen tinicamente de las varia-
bles del sistema N, T y C. De manera més detallada se puede explicar que esta ecuacién
expresa que el calor contenido en la atmésfera del planeta puede ser alterada de acuerdo
con dos procesos, la absorcién y la irradiaciéon de energia. La fraccién de la radiacién solar
incidente que es reflejada por la superficie del objeto es Sa(N), por lo que la fraccion de
energia térmica que es absorbida es S(1 — a(N)). Este producto representa la absorcién

de energia expresada en términos del albedo en la primera funcién del lado derecho de la
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ecuacion (2.3.3.3). Por simplicidad resulta conveniente definir la funcién:

$(N) = S(1— a(N)) (2.3.3.4)

Al definir a la funcién ¢ (N), la ecuacién (2.3.3.3) puede ser expresada como:

k%p = ¢(N) —oe(C)T* (2.3.3.5)

De acuerdo a lo planteado anteriormente la funcién (N) representa la absorciéon de
energia y depende directamente del albedo del planeta. Al expresar el carbono en la
atmosfera como C = A — N, la funcién ¢(C) se puede enunciar como una funcién que
depende del carbono alojado en la vegetaciéon N y del carbono total del sistema A:

k”;—f = ¢(N) — (A, N)T* (2.3.3.6)

Debido a que un aumento del carbono N alojado en la vegetaciéon implica un aumento
en la biomasa de la vegetaciéon y por lo tanto una disminucién del albedo del planeta,
en [7] se propone utilizar un funcién asintéticamente decreciente para expresar la relacién
entre estas dos variables. La funcién «(N) seleccionada posee las siguientes propiedades

para esbozar el comportamiento del albedo:

= Definiendo dos pardmetros a1 € (0,1] y ap € (0,1] con a3 > ay. Se propone a(N) :

Ry = [ap, 1].

= Para el albedo de un sistema sin vegetacion se tiene que «(0) = a7. En el modelo
propuesto se especificé que toda la superficie del planeta se encuentra cubierta uni-
formemente de vegetacién, por lo tanto es razonable esperar que el valor méximo

de la funcién a(N) = a; se obtiene cuando no existe vegetacion, el estado N = 0.

» N = o : a(N) = ay. Se espera que para valores muy grandes de N el valor de la

funcion se sature, a(N) = &, para un planeta cubierto de vegetacion.

Dependiendo del tipo de vegetacion se sabe que el albedo puede variar entre 0.15 a
los 0.35 [34], por lo que se propone definir los valores de los pardmetros como a1 = 0.4y

Ny = 0.1.
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La funcién a(N) se define como:

kyoy + ap N
“WN) =N

La ecuacién (2.3.3.7) cumple con las caracteristicas planteadas anteriormente, la fun-

(2.3.3.7)

cién a(N) es una funcién monédtamente decreciente con a(0) = 1. De la ecuacion (2.3.3.7)

se obtiene que para un planeta saturado de vegetacion el albedo es igual a:

lim fet TN _
N—o0 ka + N -2

Conforme la vegetacién N crece, la cantidad de energia que refleja el planeta disminu-

ye y la cantidad de energia absorbida aumenta. De la ecuacién (2.3.3.4) se deduce que la

funcién de absorcién ¢(N) presenta las siguientes caracteristicas:

= La funcion (N) se encuentra definida en el intervalo ¢(N) : Ry — [, ¢].

= Para el albedo de un sistema sin vegetacion se tiene que ¢(0) = s1(1 — ay). Por lo
tanto se espera que el valor minimo de la funcién de absorcién se se obtiene cuando

no existe vegetacion es decir cuando N = 0.

» N — o : (N) = S(1 — ap). Se espera que para valores muy grandes de N el
valor de la funcion se sature, es decir y(N) = S(1 — ay) para un planeta cubierto de

vegetacion.

Es posible simplificar la expresion que define a la funcién ¢(N):

P(N) = 5(1—a(N))
kyo; + ap N
=SU=— N )
_g (kDC_I_N_ kyoy +D¢2N))
ky +N ky + N
S (k,x(l—()él)—l—(l—oéz)N)
ky +N
_ kaS(1—a1) +S(1—ap)N
N ky +N

(2.3.3.8)
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Definiendo s;1 = S(1 — a1) y s = S(1 — ) se tiene que la funcién ¢(N) es:

_ kus1 +s2N
P(N) = PN (2.3.3.9)

Expresado en términos cualitativos, la condicion de saturacion planteada anteriormente
implica que el planeta no puede absorber méas energia que s;. De la ecuacién se puede
(2.3.3.9) se puede verificar la condicién de saturacion:

lm kys1 + spN _s,

N—oo ky+ N
De la ecuacién se deduce que ¢(N,) > (N;) para cualquier N, > Nj por lo que
{(N) es una funcién monétonamente creciente, tal como se planteé anteriormente. Para
la funcién de absorcién de energia ((N) se tiene que conforme aumenta la vegetacion
del planeta también aumenta la energia absorbida por el sistema. Como el carbono en la
vegetacion N se defini6 en el intervalo N € [0, A|, puede resultar util analizar a la funcién

de absorcion de energia ((N) para los valores N = Ay N = 0.

= Todo el carbono en la atmésfera. Para N = 0 se tiene que ¢(0) = s1. Este caso ya se

analiz6 anteriormente.

= Todo el carbono en la vegetacién. Para N = A se tiene que:

_ kus1 +52A
P(A) = T (2.3.3.10)

Se puede analizar el comportamiento de la funcién de absorcién ¢(N) cuando el

carbono total en el sistema se continua acumulando en la vegetacion:

lim $(A) = s, (2.3.3.11)

A_ 00

De (2.3.3.11)) se deduce que para cantidades més grandes de carbono en la vegetacion
la potencia térmica absorbida por la tierra es aproximadamente el 90 % de S. En las figuras
2.7y 2.8 se muestran la funciones a(N) y ¥(N) en el intervalo [0, Ao], para Ag = 1360 Gt,

el valor propuesto para el carbono total en la atmosfera en el articulo [7].
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Figura 2.7: Funcién ay(N).
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Figura 2.8: Funcién ¥y (N).

El segundo término del lado derecho de la ecuacién representa la funcién de emision
de energia ¢ que depende directamente de la emisividad del planeta, como se definié
anteriormente en la ecuacion (2.2.2.2), es decir la ley de Stefan-Boltzmann aproxima la
potencia emisiva de un cuerpo gris. Debido a que la emisividad en la atmésfera disminu-
ye conforme aumenta el carbono (este fenémeno se conoce como el efecto invernadero),

es posible aproximar el comportamiento de este fenémeno a través de la funcién ¢(C),
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definida por la expresion:

. (1-9x)C
p(C) =1 ke +C
B ke +C

(2.3.3.12)

De la ecuacion (2.3.3.12) se obtienen las caracteristicas de la funcién ¢(C) :

El parametro ¢o se encuentra definido en el intervalo [0, 1].
= La funcion ¢(C) se encuentra definida en el intervalo ¢(C) : R4 — [¢oo, 1].
» La funcién ¢(C) es una estrictamente monétonamente decreciente.

= La funcién ¢(C) llega a un valor de saturacion, es decir para C — o0 : ¢(C) — @co.
El pardmetro ¢ representa el valor minimo de emisividad del planeta cuando el

carbono C crece sin limite [43].

= Cuando C = 0, se tiene que no existe carbono en la atmésfera y ¢(0) = 1. De acuerdo

al modelo para C = 0 se tiene que € ~ 1y el planeta absorbe la radiacién térmica.

Considerando el planteamiento original donde la variable A representa el carbono to-
tal del planeta, se puede expresar al carbono de la atmésfera como C = A — N. La ecuacién
(2.3.3.12) se expresa en términos del carbono en la vegetaciéon N y el carbono total A como:

(A N) = kc+(A—N) ’

con A>N (2.3.3.13)

Dentro de distintos contextos, en la literatura especializada existen multiples propues-
tas para definir la funcién de emisividad ¢ en funcién de la vegetacion N [44], como en
funcién del carbono que existe en la atmoésfera C [45]. Ambas funciones presentan simili-
tudes en su comportamiento con (2.3.3.13), sin embargo, esta expresion resulta compacta
en su planteamiento. Se puede esperar que las observaciones cualitativas obtenidas de

¢(C) coincidan con las obtenidas de la funcién de dos variables ¢(A, N). De la ecuacién

(2.3.3.13) se deduce que:

= Para un A constante ¢(N; Ap) es una funcién monétonamente creciente.
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= La funcién ¢(A, N) se encuentra definida en el intervalo: ¢(A,N) : RZ — [p4,1]

donde ¢ 4 se define como:

o kC + q)ooA
PA = ket A Con ¢ < @s <1 (2.3.3.14)
= ¢(0,A) = ¢4. Es el valor obtenido cuando todo el carbono C se encuentra en la

atmosfera y no existe carbono dentro de la vegetaciéon. Conforme aumenta la varia-

ble A se tiene que ¢4 — @oo. Es decir:

lim ¢4 = oo (2.3.3.15)

A—o00

Este resultado coincide con el obtenido anteriormente para la funcién ¢(C), que

describe el carbono C en el sistema. ¢(C) — ¢ cuando C — oo.

= p(A,A) = 1.Si N = A implica que C = 0y todo el carbono esta alojado en la

vegetacion. De acuerdo a este modelo para N = A se tiene que € = 1.

En la subfigura se muestra la superficie de la funcién (A, N), definida en el do-
minio A > N con A > 0, precisamente esta superficie presenta una discontinuidad en
la recta A = N. Puede resultar conveniente visualizar la grafica de la funcién ¢(N; Ap)
donde Ag € Ay Ay se considera un parametro, la subfigura se encuentra conformada

por cada uno de los cortes correspondientes al intervalo A € [0,4000].

La subfigura corresponde a uno de estos cortes para Ay = 1360 Gt, el valor utili-
zado para definir el pardmetro Ag en el articulo [7]. En la subfiguras y se observa
que para cada Ag = N, ¢(Ao, N) = 1. En la subfigura se visualiza la gréfica de la
funcién decreciente ¢(C) para un valor propuesto de Ay = 1360 Gt y una pardmetro de
saturacion ¢« = 0.6.

Para facilitar el calculo de las ceroclinas y los puntos de equilibrio del sistema resulta
conveniente definir la funcién:

$(A,N)

La ecuacion explicita de la funcién @(N) se encuentra dada por la ecuacién (2.3.3.17)

y su comportamiento se observa en la gréfica de la figura
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Figura 2.9: Funcién ¢(A, N).
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En la figura se muestra la superficie de la funcién ®(A, N), definida en el domi-

®(A,N) =

(2.3.3.17)

nio A > N con A > 0, definida para cada Ap € A. Puede resultar conveniente visualizar
la gréafica de la funcién @(N; Ap) donde Ay € A y se considera un pardmetro. La figura

corresponde a uno de estos cortes para Ay = 1360 Gt.
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2.3.4. Parametros asociados a la ecuacion del modelo simplificado de
energia.

Una vez definidas las funciones (N) y ¢(A, N) la ecuacién diferencial que representa
el modelo de intercambio de energia se puede expresar como:
dT _ kes1i+ 5N o(kc + ¢oo(A — N))T*

e Ry (2.3.4.1)

En la seccion se definieron explicitamente las funciones a(N), ¢(N) y ¢(C). Se

sabe que estas funciones mapean valores positivos que representan valores de carbono a
valores que pertenecen al intervalo (0, 1]. Considerando que representan dos valores fisi-
cos adimensionales (el albedo y la emisividad respectivamente) resulta que las funciones
a(N) y ¢(A, N) son adimensionales también. El parametro k, representa una medicién
de carbono y se mide en Gt (1 x 10° toneladas de carbono), mientras que los pardmetros
a1, @2 ¥ Qoo son adimensionales. Con respecto a las funcion ¥(N) = S(1 — a(N)) que re-
presenta la absorcion de energia y al producto c¢(N)T* que representa la energia emitida

por el planeta se tiene que:

= Se defini6 la funcién de absorcién de energia como ¥(N) = S(1 — a(N)), ademas
se sabe que Sp/4 = S ~ 340 Wm 2. Por lo tanto las unidades asociadas a la funcién

#(N) son las mismas que las unidades asociadas a S, es decir Wm 2.

= Las unidades asociadas al producto c¢(N)T* son las mismas que las asociadas a
Y (N), debido a que ¢(N) es adimensional y el producto ¢ T* representa la potencia

emisiva de un cuerpo negro expresado en Wm 2.

= La adicién de ambos términos es igual a la tasa cambio de intercambio de energia

entre el cuerpo y su ambiente es decir E por unidad de 4rea A.

Como se menciono anteriormente, la capacidad térmica de un cuerpo es la cantidad
de calor que se necesita para elevar la temperatura de un objeto o sistema en una unidad
de temperatura. La capacidad térmica se expresa en unidades de energia por unidad de
temperatura (joules/kelvin). La capacidad térmica por unidad de érea se define como k y
sus unidades son Jm2/°K. En la ecuacién (2.34.2), la tasa de cambio de la temperatura

se representa por la derivada de la temperatura con respecto al tiempo. El producto de T
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y la capacidad térmica k es igual a la cantidad de energia almacenada en el cuerpo que

esta siendo utilizada para cambiar la temperatura por unidad de &rea.

dE
5= »(N) —op(A—N)T* (2.3.4.2)
Ademés la capacidad térmica k se define también como el producto entre la masa del
cuerpo y su calor especifico ¢ por unidad de 4rea A es decir k = mc/ A. El calor especifico
de un cuerpo se define como como la cantidad de calor necesaria para aumentar la tem-
peratura de una unidad de masa de una sustancia en una unidad de temperatura y varia

dependiendo del material. Las unidades para c¢ se encuentran dadas en la tabla Por lo

tanto se tiene:

dE _ ,dT
dt — dt
_ mecdT (2343)
A di

El producto entre k y T representa la tasa de cambio de la energfa térmica del sistema.
La capacidad térmica por drea de la atmdsfera se puede aproximar como k = hpc, donde
h es la extension vertical de una pequefia capa de aire, p es la densidad del aire y c es el
calor especifico del aire [34]. En la ecuacion (2.3.4.4) se despliegan de manera detallada las

unidades asociadas al modelo de intercambio de energia:

T ]

= <‘I’(N) —a(p(N)T) (2.3.4.4)
Jm=2K-1 =~ g -

Ks—1 Wm—2

En la tabla se enumeran los pardmetros asociados a la ecuacién diferencial que
representa el modelo de intercambio de energia, su significado fisico, las unidades en las
que se definieron y algunos valores propuestos para las simulaciones. Las magnitudes
adimensionales se les asigna la abreviacién au en el campo correspondiente a la unidad
en la tabla Algunos valores asociados a los parametros de la tabla 2.2 corresponden
a constantes fisicas (0 y S) o a valores ya conocidos para la tierra(h, p, So, 1, &2, ¢ V k),
mientras que los pardmetros restantes corresponden a valores propuestos en la literatura

disponible. El valor propuesto para k. corresponde al asignado en [7]. Se tiene que para
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la ecuacién (2.3.4.4) que describe el modelo de intercambio de energia las unidades que

describen esta razén de cambio son:
dr  °K
dt — seg
La ecuacién diferencial (2.3.4.2) se expresa como el producto de k y T, por lo tanto

el pardmetro k tiene efectos en la escala de tiempo. El parametro k representa la energia
necesaria (en Joules) por unidad de 4rea (m?) para cambiar la temperatura de un objeto
o sistema por unidad de temperatura (grados kelvin). Por lo tanto el producto entre Ty k
afecta la tasa de cambio de la temperatura del objeto en funcién del tiempo. Para objetos
con una k alta, entonces se requiere mas energia para cambiar su temperatura en compa-
racion con un objeto con una k mas baja. Esto implica que T es mds lenta para un mismo
sistema para una k alta en comparacién con el objeto con una k baja. De los puntos de
equilibrio propuestos en[2.3.2.4se tiene que C* = A* — N* = 610 Gt y utilizando el valor

de ¢ = 0.6 se obtiene el valor de la funcién ¢(C) evaluado en C*, obteniendo:

o(T*)4e(C*) = kusy + 52N°
Ko N 23.45)
o NO(TVp(CY) ~ ) (234
T (1= (T)e(C))
El valor obtenido para la constante k, muestra en la tabla
Pardmetro Notacién | Valor/Intervalo Unidad
Capacidad térmica. k 3.1536 x 107 Jm=2/°K
Altura. h 8.3 x 10° m
Densidad del aire. 0 1.2 kgm =3
Calor especifico. c 1000 Jkg~1/°K
Albedo de la superficie sin vegetacion. a1 0.4 au
Albedo de la superficie con vegetacion. %) 0.1 au
Constante de emisién del sol. So 1362 Wm—2
Radiacién incidente en la tierra. S 342 Wm =2
Valor de Saturacién de la funcién ¢. Poo 0.6 au
Constante de saturacion para la funcién ¢(A, N). ke 750 Gt
Constante de saturacion para la funcién ¢(N). ke 600 Gt
Constante de Stephan Boltzman. o 5.67 x 108 W /m?(°K)*

Cuadro 2.2: Pardmetros relacionados con la segunda ecuacién del sistema.
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En el desarrollo de este capitulo se presentaron algunas herramientas matemadticas que
serdn utilizadas en los capitulos posteriores. Ademads se presento el modelo climético que
se utilizara en el desarrollo de la tesis. Este modelo basado en el articulo [7], aunque se
encuentra altamente idealizado, resulta de utilidad para plantear un modelo en que la
tasa de cambio de las emisiones A no tenga que considerarse como un pardmetro fijo. Este
cambio en el planteamiento del modelo, nos permite definir las funciones que conforman
las ecuaciones diferenciales para N y T como superficies, en lugar de definirlas como

curvas en el plano.



Capitulo 3

Andlisis de los puntos de equilibrio del
modelo.

3.1. [Equilibrios del Sistema.
3.1.1. Introduccidon.

Para el sistema de dimensién 3 definido en se tiene que el cambio en el car-
bono total del sistema es una funcién del tiempo f(t) que representa las emisiones an-
tropogénicas. Utilizando los datos obtenidos en [50] se puede modelar a las emisiones
antropogénicas como una funcién que dependa solo del tiempo. Para el andlisis del siste-
ma en lazo abierto, puede resultar conveniente definir a f(#) como un valor constante, en
particular, es posible utilizar el valor promedio de las emisiones, durante los tultimos 20
afnos. Desde un punto de vista practico, esto se puede justificar, por que el objetivo prin-
cipal de la tesis es estudiar el sistema en lazo cerrado, no en lazo abierto. Ademdas como
las emisiones antropogénicas se han incrementado, utilizar un valor de emisién menor al
real, como el valor promedio, permite compensar algunas de las variables que no se en-
cuentran modeladas. Tomando en cuenta este planteamiento el sistema se puede

expresar de manera simplificada como:

A= f(t)
N = ¢1(AN,T

il ) (3.1.1.1)
kT = gZ(A, N, T)

53
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Al definir a f(t) como una funcién que no depende de los otros dos estados del siste-
ma, se tiene que el sistema3.1.1.1|no tiene puntos de equilibrio. Sin embargo si es posible
definir a las ceroclinas para N y para T, es decir el conjunto de puntos que conforman las

superficies para los cuales:

g1(A,N,T) =0
(AN, T)=0 (3.1.1.2)

Por la definiciéon dada anteriormente de ceroclina en la subseccién la expresion

(3.1.1.2) contiene a los puntos del espacio fase donde g1(A,N,T) =06 g2(A,N, T) = 0.

3.1.2. Ceroclinas del sistema {A, N, T}.

Las expresiones g1(A,N,T) y g2(A, N, T) se definen utilizando las funciones que se
plantearon en las secciones y Para N se tiene que la funcién g; esta dada por:
4Py,

§1(AN,T) = =5 N(A = N)gr(T) —mN (3.1.2.1)

De la expresion (3.1.2.1) se sabe que g1(A, N, T) = 0 cuando N = 0 o cuando la expre-
sién (3.1.2.2) se iguala a 0:
4Py,

—7 (A= N)gr(T) —m =0 (3.1.2.2)

La expresion definida por (3.1.2.2) permite obtener una ecuacién explicita para definir
los valores que conforman la ceroclina de N al considerar a A y a T como parametros

variables. De manera explicita la ceroclina definida en (3.1.2.2) es:

mA 1
N=A <1 - EgT(T)) (3.1.2.3)

De acuerdo a las definiciones de las variables de estado del sistema se tiene que A > 0

y N > 0con A > N. La ecuacién (3.1.2.3) define la ceroclina para N, en la regién del

espacio fase donde se encuentran definidas las variables A, N y T, por lo tanto se puede
deducir que esta superficie solo se encuentra definida para para aquellos valoresde Ty A

tales que:
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A 1 A 1
MA_~ >0, 6utilizandola expresion equivalente e

_mA , <1 (3124
4Py g7(T) — ( :

4Py, g7(T) —

De la desigualdad (3.1.2.4), 1a ceroclina solo esta definida para aquellos valores de T'y

A para los cuales se cumple la desigualdad:

g(T) = P, (3.1.2.5)

Considerando el caso N = 0, se tiene que la ceroclina para N se puede expresar de

manera compacta como:

) mA 1

La figura muestra la ceroclina para el carbono en la vegetacion, de la ecuacién
(3.1.2.6) se tiene que la ceroclina para N también contiene al plano (A, T'). Para la ceroclina

de la temperatura se tiene que g2(A, N, T') se define de manera explicita como:

(3.1.2.7)

1 (kes1+ 5N o(kc + ¢oo(A — N))T*
gz(A’N'T)_k< ke + N kc+(A—N)

Igualando la expresion que define a g2(A, N, T) a 0 y despejando T se obtiene:

(3.1.2.8)

T—( (kus1 +5:N) (ke + A~ N) )”4
(ke + N)(kc + 9o A — 9eoN)
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Figura 3.1: Ceroclina de N.

La expresion racional dentro del paréntesis es igual al cociente entre la funcién (N, A)
definida en la seccién [2.3.3]y el pardmetro ¢ que se definié anteriormente como la cons-
tante de Stefan-Boltzmann. Tomando esto en consideracion, la expresién que define la su-

perficie de la ceroclina de la variable T es:

1/4
T = (@) (3.1.2.9)

La superficie que define la ceroclina de T se encuentra definida solo para valores de
T > 0, cuando T se encuentra expresada en grados kelvin. Como se estudio en la secciéon
las unidades que definen a T son kelvin/segundo por lo que de acuerdo a la ecua-
cion de Stefan-Boltzmann la temperatura obtenida en la ecuacion esta expresada
en grados kelvin. Si se utilizan como unidades los grados celsius para mostrar datos en
alguna grafica, es posible obtener algtn valor para la ecuacién tal que T < 0. Por
simplicidad en las figuras presentadas las unidades presentadas seran grados celsius, sin
embargo las unidades utilizadas para realizar las simulaciones numéricas serdan grados
kelvin. La figura muestra la superficie que define a la ceroclina para T en el espacio
fase {A, N, T}, al igual que para la funcién @(A, N), la ceroclina para T solo estd definida

solo para A > N. La figura muestra la interseccion de las superficies definidas por
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las expresiones [3.1.2.8| y 3.1.2.6, definiendo la configuracién tradicional para los ejes xyz

y colocar en el eje x al carbono en la vegetacién N, en el eje y al carbono total del siste-
ma A y en el eje z a la temperatura T. Ambas expresiones fueron calculadas utilizando
los parametros definidos en las tablas 2.1| y por lo que el realizar variaciones en los
valores asignados a estos pardmetros implica un cambio en las superficies y por lo tan-
to en el comportamiento cualitativo del sistema. Como se menciono anteriormente, para
un sistema en lazo abierto como el definido en la ecuacién (3.1.1.1), no existen puntos de

equilibrio.

Uno de los objetivos principales de la tesis consiste en formular un sistema de lazo
cerrado, en el que se modele que las emisiones antropogénicas de carbono A, como una
funcién que depende de los otros estados del sistema. Por lo tanto, cualquier punto de
equilibrio obtenido para este sistema en lazo cerrado, es una interseccién entre las su-
perficies de las ceroclinas de A, N y T en el espacio fase {A, N, T}. Desde un punto de
vista préctico, antes de plantear un modelo en lazo cerrado, resulta necesario conocer el

comportamiento de las ceroclinas.
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3.2. Plano fase {N, T}.
3.2.1. Puntos de equilibrio.

Para realizar objetivos posteriores planteados en este trabajo resulta conveniente uti-
lizar el planteamiento original de [7] y definir f(¢) = 0, para encontrar los puntos de

equilibrio del sistema:

N = g1(N, T; Ap)
kT = g2(N, T; Ap) (3.2.1.1)

Donde A se considera como un pardmetro fijo. Los puntos de equilibrio pueden ser
encontrados al obtener la intersecciéon entre las ceroclinas de N y T. En la figura |3.3| se
muestran las ceroclinas para N y para T para un valor constante de Ap = 1360 Gt. La
estructura cualitativa del plano de fase de un sistema puede cambiar si los pardmetros de
este cambian, estos cambios cualitativos son denominados bifurcaciones y los valores del
pardmetro en el que ocurre este cambio son denominados puntos de bifurcaciones [54].
Al variar al pardmetro Aj en las ecuaciones que definen el plano fase {N, T} es
posible generar o eliminar puntos de equilibrio. Para distintos valores de A en las figuras
y[3.5se observa que existen tres intersecciones entre las ceroclinas que corresponden a
tres puntos de equilibrio. Definiendo A = 0, los planos fase de ambas figuras correspon-

den al plano Ay = 1360 Gt y Ay = 2500 Gt del espacio fase {A, N, T}.

N:Vegetacion
@
<
3
T:Temperatura

0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 200 400 600 800 1000 1200
T:Temperatura N:Vegetacion

(a) Ceroclina de N. (b) Ceroclina de T.

Figura 3.3: Ceroclinas para el plano fase {N, T} para Ag = 1360 Gt.
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Figura 3.4: Interseccién de las ceroclinas de N y T, para un valor constante Ay = 1360.
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Figura 3.5: Puntos de equilibrio para A9 = 2500.

Es posible resumir el comportamiento de las ceroclinas N y T del plano fase {N, T}
conforme se varia el valor de Ap. En cada punto se presentan una o varias de referencias

de las figuras en las que se muestra el comportamiento descrito en el sistema:

= Subfigura En el intervalo [0, A, ), las ceroclinas de N y T se intersectan solo en

un punto del plano fase (0, T;) ubicado en el eje T.
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= Subfigura Para un valor de Ay ~ 965 denominado A, las ceroclinas se inter-
sectan ademds en otro punto de equilibrio, por lo que existen dos puntos de equili-

brio.

» Para valores de Ay > A, se tiene que el punto de equilibrio generado en A, se

divide en otros dos puntos de equilibrio.

» Subfigura y subfigura Definiendo A.r, como A ~ 3696, se tiene que en el
intervalo A¢; < Ap < Ay, existen tres puntos de equilibrio, el primero ubicado en

el punto (0, T) y los otros dos generados para Ay > Acr.

= Subfigura Conforme el valor de Ap aumenta se tiene que los dos puntos de
equilibrio generados en A, se acercan. Para un valor de Ay ~ 3696 denominado
Acr, se tiene que ambos puntos colapsan en un solo punto de equilibrio y solo existen

2 puntos de equilibrio.

= Subfigura Para A > A, se tiene que este punto de equilibrio fue eliminado y

solo existe el punto de equilibrio en (0, Ty ).

La figura [3.7|ilustra que en términos del sistema completo de 3 variables cada plano
fase {N, T} definido para una Ay constante, es una proyeccién en IR? de un espacio fase
{A,N, T} en R3 con Ay € A. Considerando a Ay como un pardmetro y variando este
se parametro en el plano fase {N, T} se tiene que este sistema presenta una bifurcacion
denominada como silla-nodo. Para cada plano fase se encuentran definidos hasta 3 puntos
de equilibrio distintos por lo que es posible definir tres curvas que corresponden a los
tres puntos de equilibrio definidos anteriormente. Cada conjunto de puntos de equilibrio
conforman una curva w;(Ag) parametrizada por Ag € A, coni = 1,2,3. Cada una de las

curvas se encuentra definida en los siguientes intervalos:

» La curva w; corresponde a la familia de puntos (Ao, 0, T§ ), parametrizada por Ag €

A conw(0) = (0,0, Ty).

= La curva w; corresponde a la familia de puntos (Ao, Nj, T ), parametrizada por

AO E (Acrl, ACTZ) con W(O) - (A+ N*, T*).

cri’

» La curva ws corresponde a la familia de puntos (Ao, Nj, T;), parametrizada por

AO E [ACT"]/ AC?Z] con ZU(O) — (ACT'lI N*, T*).
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Enla ﬁgurase observan las tres curvas w; i = 1,2, 3 definidas anteriormente. La es-

tabilidad de los puntos de equilibrio que conforman estas curvas se estudia en la siguiente

.2
seccion.
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Figura 3.6: Plano Fase para distintos valores de Ay.
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T: Temperatura
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Figura 3.7: Ceroclinas de N y T para un Ay constante.

Se definen de manera explicita las expresiones que definen las funciones|3.2.1.1 en el
plano fase {N, T'}. Las ceroclinas del sistema pueden expresarse como de manera explicita

como:

4P,

¢1(N,T; Ag) = A—?N(AO — N)gr(T) —mN
0
kasi + 52N o(kc + ¢oo(Ag — N))T? (3.2.12)
N, T;Ap) = - 2.1.
82! )= "IN ke + (Ag — N)

Claramente la primera ecuacién tiene como solucién trivial N* = 0. Sustituyendo este

valor en a segunda ecuacion se obtiene:

¥(0) —o@(0)T* =0 (3.2.1.3)

Por lo tanto:

7¢(0)
(0) 1/4 (3.2.14)
_ <T
Sustituyendo se obtiene:
o (kast) (ke + Ag) \/*
T = ((Tk,x(kc+ 2Ao) (3.2.1.5)
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De acuerdo a la ecuacién (3.2.1.5), para el primer equilibrio, se tiene que para cada
valor de Ay, corresponde un valor para la temperatura Tj definido para N* = 0. Entonces
T puede considerarse como un funcién del carbono total en la atmésfera Ag. Para Ag = 0
se tiene T = s1/0 lo que resulta en una temperatura T (0) ~ —16.05 °C. Dado que T (A)
es una funcién creciente de A se tiene que el valor de los otros dos equilibrios también se
incrementan. En la figura [3.8| se observa la variaciéon del valor de la temperatura T en
grados Celsius para el primer equilibrio del sistema. Esta grafica corresponde a la curva
parametrizada w1 (Ap) que se compone por el conjunto de puntos de equilibrio contenidos

en el plano (A, T).

0. Unidades: C°

-20

T;: Temperatura para equilibrio en N

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
A:Carbono en la Vegetacion. Unidades: Gt

Figura 3.8: Curva wj (Ay), para los puntos de equilibrio con N* = 0.

3.2.2. Andlisis de estabilidad en los puntos de equilibrio en el plano
Fase {N, T} .

De la subseccién anterior se sabe que en el intervalo A, < A < Ag, existen tres
puntos de equilibrio para el sistema climéatico. Para realizar el andlisis de estabilidad de
cada uno de estos puntos de equilibrio, se obtiene el jacobiano del sistema y se evaltan

los puntos de equilibrio obtenidos en la solucién del sistema algebraico (3.2.1.2).

oh oh
_[aT oN
J(N,T) = of o ,

0T oN
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donde las derivadas parciales del sistema estan dadas por:

oT &k (N)T?, ON  k \ (ky+ N)2 or (ke + Ag — N)2
of 6P of 4P (3.2.2.1)
2 ___Orm — — /2 _Fmoa —
y la constante ¢ se define como:
c=Ti+T
Se evalua en el punto (0, Tp):
ﬂ(P(O)Tos 1 ke(so —s1) — aT4M
J(0,Tg) =
0 A o (To) = m
Ay 8riio
Obteniendo los siguientes valores propios para la matriz (3.2.2):
—40 4P, .
A = T(p(O)T3, Ay = A—:gT(TO) —m (3.2.2.2)

Dado que el valor obtenido para ¢(C) siempre es positivo y a los valores asignados a
los pardmetros de las ecuaciones diferenciales, se tiene que A; siempre es negativo. Para

el valor propio A, se tiene que este valor es negativo cuando:

4P, A
—"or(T§) —m <0, 6demaneraexplicita gr(T7) < Mo
A 4P,

El punto (0, Tj) es un punto de equilibrio, por lo tanto pertenece a la ceroclina de N.

(3.2.2.3)

De la desigualdad (3.1.2.4) se sabe que el conjunto de puntos de equilibrio para los cuales

se cumple:

mA
>0

pertenecen al conjunto N > 0, como se tiene que se estudia el caso para N = 0y que N no

estd definida para valores menores a 0, entonces la desigualdad (3.2.2.3) se debe cumplir y
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se concluye que A, < 0, por lo tanto este punto de equilibrio siempre es estable. Se analiza
el sistema en el plano fase {N, T} de manera similar para los otros dos equilibrios. De

acuerdo a los criterios propuestos en [54] se obtienen las siguientes conclusiones:

= No existen valores propios para ningtin equilibrio con parte real igual a cero e ima-
ginario distinta a cero. Por lo tanto en el sistema no existen ciclos limite en el sistema,

solo puntos de equilibrio.

» El primer equilibrio es estable y corresponde al caso de un planeta desierto o sin

vida por que N = 0.
= El segundo equilibrio es inestable.

= El tercer equilibrio es estable y denomina planeta cdlido. Como se alcanza un punto
de equilibrio (Nj, T;) se concluye que este sistema representa condiciones adecua-

das para el crecimiento y existencia de la vida.

» Las caracteristicas del sistema enunciadas anteriormente se muestran en la figura
que esta conformada por planos fases para distintos valores de Ap, simulando las
trayectorias con multiples condiciones iniciales para (N, Tp). De los planos fase de la
tigura es facil observar que conforme el valor del pardmetro Ap aumenta, los valores
para Nj y Ty del punto de equilibrio se incrementan hasta que la temperatura es
demasiado elevada y estd presenta efectos adversos para la biota, representada por

la variable N.

Retomando la definicién que se dio anteriormente de las curvas w; parai = 1,2,3
parametrizadas por Ag y después de definir la estabilidad en cada uno de los puntos de
equilibrio en el plano fase {N, T} en la figura 3.9/ se muestra que estas curvas correspon-
den a las curvas generadas en la intersecciéon de las dos superficies que representan las
ceroclinas para T y para N en el espacio fase {A, N, T}. Utilizando la definicién de los

puntos de equilibrio que se obtuvo anteriormente se tiene:

» La curva w; se conforma por todos los puntos de equilibrio estables para los cudles

N =0.

= La curva w; se conforma por todos los puntos de equilibrio inestables.
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= La curva w3 se conforma por todos los puntos de equilibrio estables para los cudles

N > 0.

Por claridad en la figura 3.9 se muestran las curvas w y su interseccién en las super-
ficies que definen las ceroclinas de N y de T. Las curvas w; (en negro) y w3 (en azul)
conformadas por puntos de equilibrio estables, estan representadas con una linea sélida y

wy la conformada por puntos de equilibrio inestables por una linea punteada (en azul).

Temperatura
Temperatura

-20 ~— —

0 000 © 1000 o %
50 2000 20
1000 4000 % 4000 4000

Carbon Total: A Carbon Total: A

Carbon en la Vegetacion: N Carbon en la Vegetacion: N

(a) Curvas w;. wq en negro (s6lido), w, en azul (b) Interseccion de las curvas w; con ambas
(punteado) y w3 en azul (sé6lido). ceroclinas.

Figura 3.9: Plano Fase para distintos valores de A.

3.3. Simulaciones numéricas del sistema en lazo abierto.
3.3.1. Analisis de la escala de tiempo del sistema.

En las secciones y se repasaron y enumeraron los pardmetros y las unidades
asociadas al modelo simplificado de intercambio de carbono y al modelo simplificado de
intercambio de energia y se obtuvo que la tasa de cambio de cada una de las ecuaciones

diferenciales se encuentra dada por:

dT Kelvin d_N B g

dt — sequndo’ dt  yr 33.11)

Para el anélisis de modelos climéticos se trabaja con variables como la temperatura
anual promedio de un planeta o la emisiones anuales de carbono. Por lo tanto se busca
realizar un andlisis de los efectos que existen en un sistema climdtico en una escala de
afios. En esta seccién se busca expresar ambas ecuaciones diferenciales de en una

escala de afios. La ecuacién que describe N ya se encuentra expresada en una escala de
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afos. Ademads los datos de emisiones de carbono también consideran emisiones prome-
dio en una escala de anos, tomando en cuenta los datos obtenidos en [50]], la emisién de
carbono promedio de los tltimos 10 afios es de aproximadamente 30 Gt yr~!, por lo que

para la variable A se tiene que:

TS0, en f0 =

Sin embargo como T esta expresada en una escala de tiempo de segundos, es necesario

modificar su escala de tiempo. Si se define el lado derecho de la ecuacién 2.3.4.2|como una

(3.3.1.2)

funcion g(A, N, T) se tiene:

k‘;—f — (AN, T) (33.1.3)

Al definir una escala de tiempo t en segundos y una escala T en afios, se obtiene un
factor de escalamiento t = At [54]. Como T = t/ A, se define la derivada de T con respecto
at:

dr 1
—_— = — 3.14
a A (8314
Utilizando la regla de la cadena se tiene que la derivada de T con respecto a t se puede

expresar como:

4T _dTdv_ 14T
dt  drdt Adt’
por simplicidad se define el factor {2 como (2 = A~1. Como se sabe que 1 yr = 31,536,000

(3.3.1.5)

seg, los factores Ay (2 se definen como:

1

A= 31536000°

(2 = 31536000 (3.3.1.6)

Entonces la derivada de T con respecto al tiempo T es:

dT
0+ =g(AN,T), (3.3.1.7)

la ecuacioén (3.3.1.3) ya se encuentra escalada por k por lo que se define el factor de escala-

miento €:
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ek =0 (3.3.1.8)

Sustituyendo (3.3.1.8) en la ecuacion (3.3.1.7), se obtiene una expresién en la escala de

tiempo de T y un factor € de escalamiento de tiempo en afios:

ar

ek =g(AN,T) (3.3.1.9)

De manera explicita la ecuacién 2.3.3.6[se expresa en una escala de afios como:

e”;—f = ¢(N) —op(A—N)T* (3.3.1.10)

Por simplicidad en el articulo se de [7] se defini6 k = 1. Entonces para un valor de
kyr = 3.1536 x 107 se tiene € = 1y la ecuacién 3.3.1.10|es:

aT
- = W(N) —op(A- N)T* (3.3.1.11)
Por ejemplo para k; se tiene que €; ~ 1.05. Como se menciono anteriormente conforme
el pardmetro k es mds grande el sistema se vuelve més lento. En la tabla aparecen
distintos valores de k y su correspondiente valor de € para la escala de tiempo en afios.
En la figura se muestran las trayectorias solucién en una escala de tiempo de afios

con las condiciones iniciales (Ag, Ny, To)T = (1360,1000,20) en el espacio fase {A,N, T}
para todos los valores definidos para k en la tabla

Capacidad térmica k Valor € | Valor
kyr 3.1535 x 10”7 | ey | 1
k1 3 x 107 e; | 1.05
ko 996 x 10° | e, | 3.16
ks 63x107 | e3 | 05
ks 7 x 10° €, | 45

Cuadro 3.1: Capacidad térmica k.

Todas las trayectorias del sistema parecen converger a una sola trayectoria, las tra-
yectorias que corresponden a aquellos valores méas grandes de k son aquellas que toman
un tiempo mayor en converger a esta trayectoria. Esta caracteristica del sistema se pue-
de definir también para las trayectorias en el plano fase {N, T}. Definiendo A = 0 en la

tigura se observan las trayectorias solucién en una escala de tiempo de afios con
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las mismas condiciones iniciales en el plano fase {N, T} para los valores de k propuestos

anteriormente.
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Figura 3.10: Trayectorias con € variable.

Las trayectorias en el plano fase {N, T} convergen primero a la ceroclina de T, para
después converger a un punto de equilibrio, a diferencia de las trayectorias en el espacio
fase {A, N, T}, que convergen a la superficie que corresponde también a la ceroclina de la
variable T. Para definir la nueva escala de tiempo en afios para la ecuaciéon se uti-
lizo la variable €, sin embargo en el desarrollo posterior del trabajo se usara la variable k.
Ademas para realizar las simulaciones numéricas posteriores se utilizara el valor de 3.16
para k, ya en una escala de afios. Este valor propuesto para k, es igual al producto de los

pardmetros hpc, utilizando los valores propuestos en la tabla[2.2de la seccion [2.3.4]

3.3.2. Series de tiempo para el sistema {A, N, T}.

Considerando las condiciones iniciales (Ag, No, Tp)T = (1360,1000,14)T para el siste-
ma de 3 variables y definiendo como f(t) = 20 Gt yr~! se obtienen la series de tiempo
para las variables N(t), C(f) y A(t) que se muestran en la figura para un tiempo de

simulacién de 250 unidades de tiempo. Al definir a A = 30 se tiene que:

A(t) = Ao+30t, con A= 1360 (3.3.2.1)

Claramente cuando no existe una restriccién sobre las emisiones f(t), conforme N(t)

converge a 0, el carbono total A(f) converge al valor del carbono en la atmésfera C(t). La
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figura 3.11b|muestra la serie de tiempo para la temperatura T ().
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Figura 3.11: Series de tiempo.

En el desarrollo de este capitulo se analizaron las caracteristicas del modelo en lazo
abierto, en particular se estudio la geometria de las ceroclinas y sus intersecciones. En la
primera seccion ya se planteo la importancia del andlisis de las superficies que definen
las ceroclinas de la vegetacion N y la temperatura T. En particular en las simulaciones
numéricas de la subsecciéon se mostré que las 6rbitas del sistema parecen converger
a la superficie que define la temperatura T, independientemente del valor que se utilice
para k. Este comportamiento indica que en el sistema se encuentran definidas distintas

escalas de tiempo, por lo que en el siguiente capitulo se estudiaran estas propiedades con

detalle.



Capitulo 4

Reduccion del sistema.

4.1. Motivacion.
4.1.1. Introduccion.

En la seccién 3.1 se definié un sistema de tres ecuaciones diferenciales con el objetivo
de representar de una manera simplificada y compacta las interacciones entre las variables
temperatura promedio anual T, el carbono contenido en la vegetaciéon N y carbono con-
tenido en la atmésfera C (a través del calculo del carbono total del sistema A). Tal sistema

se definié de manera explicita como:

dN

dT

k— = S(1—a(N)) —ce(A,N)T*

I (1—a(N)) —o@(A,N) 4111)
d_A— t)

Para realizar un andlisis del sistema utilizando herramientas asociadas a la teoria de
control, puede resultar mas complejo utilizar el sistema no lineal de dimension tres defini-
do en (4.1.1.). El objetivo de esta seccién consiste en utilizar el método de perturbaciones
singulares para obtener un sistema simplificado que capture de manera aproximada el
comportamiento de (4.1.1.1). Con este objetivo, note que en la figura de la seccién
se puede observar que las trayectorias solucion del sistema en el pano fase {N, T}
(cuando se considera el carbono total del sistema como constante) convergen a la cero-
clina de la variable de la temperatura promedio anual T antes de converger al punto de

equilibrio estable. En el caso del sistema de tres variables (4.1.1.1) se sabe que el sistema

71
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no posee puntos de equilibrio debido a que la tasa de cambio del carbono total con respec-
to del tiempo A se definié como una funcién que depende solo del tiempo. Sin embargo
el sistema de tres dimensiones presenta el mismo comportamiento que el sistema de dos
dimensiones cuando se define A = 0, es decir en la figura las trayectorias solucion
convergen también a lo que parece ser una trayectoria {(t), incluso cuando se varia el
término k de la ecuacién diferencial que define la temperatura. Utilizando el concepto de
perturbaciones singulares en esta seccion se mostrara que el conjunto de puntos que con-

forman esta curva pertenecen a la ceroclina de la temperatura en el espacio fase {A, N, T'}.

En la figura se muestra la superficie de la ceroclina para la temperatura T del
sistema y la trayectoria generada en la simulacién del sistema de 3 variables utilizando
mltiples condiciones iniciales con una funcién de emision constante f(t) = 30 Gtyr—ly

k = 3.16.

Temperatura: T
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2000

1000 20 >\,\’\//{000
1500 2500
2000 1000
2000 1500 000

2500 Carbono Total: A 0 0o o
2500 Carbono Total: A
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(a) Vista superior. (b) Vista inferior.

Figura 4.1: Simulacién A =20 Gt yr_l.

4.1.2. Sistema reducido A — N.

De acuerdo al enfoque estdndar de perturbaciones singulares, en el sistema (4.1.1.1)) se
tiene que la variable rdpida es T, mientras que las otras dos variables A y N poseen una
dindmica mas lenta. Por lo tanto se define a la variedad invariable como la ceroclina de T,

6 expresado en términos del modelo estdndar de perturbaciones singulares se tiene:

0=g(N,T,A,0,t) (4.1.2.1)
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Utilizando la notacién estdndar del modelo de perturbaciones singulares, se tiene que:

T=¢,(NAtL), i=12.,k (4.1.2.2)
Dado que el sistema se encuentra definido en el intervalo:
= TeR
= A€ 0,00
= N € [0,00]

Se tiene que en este intervalo la expresién (4.1.2.1) solo tiene una raiz definida, por lo
tantoi = 1 para la ecuacién @1.2.2) y todo el conjunto de condiciones iniciales (A(ty), N(t)))"
convergen al sistema casi-estable definido por (4.1.2.2)). En la seccién 3.1] se estableci6é que

la superficie que define la ceroclina de T se encuentra representada por la ecuacion:

o (2AM) 412

Se define ¥ (A, N), como la superficie que representa la ceroclina de T en el espacio fase
{A,N, T}. Para el sistema simplificado se tiene que la derivada con respecto del tiempo

de la variable N es:

N = P,.g(T)Gx(N) — mN, (4.1.2.4)
donde la funcién dependiente de la temperatura g(T) se define como:

g(¥(A,N)) = méx {0, (A‘L—TF(\P(A, N) = T1)(T» — ‘I’(A,N))} (4.1.2.5)

En el caso de la variable A se tiene que no presenta dependencia de la variable T por

lo que A = A. El modelo casi-estable asociado al sistema se encuentra definido por

la expresion

A= f(t) (4.1.2.6)
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Denotando las soluciones del sistema casi-estacionario (4.1.2.6) como N(t) y A(t). Como
la variable T fue excluida del modelo y sustituida por su aproximacién de estado casi

estacionario ¥ (A, N), se obtiene T al resolver (4.1.2.6):

T:=¥(A,N), (4.1.2.7)

que describe el comportamiento del estado casi-estacionario de T, cuando A = Ay N =
N. En contraste de la variable original T, que se encontraba definida por un valor inicial
To en el tiempo ¢, el estado casi estacionario T no puede iniciar en cualquier valor, mas
bien su valor inicial se encuentra determinado por Ty = ¥ (A(ty), N(tp)). Puede existir
una discrepancia grande entre estos valores iniciales, por lo tanto T () no puede ser una
aproximacién uniforme de T (¢, €). La mejor aproximacion que se puede esperar es que el

valor estimado para:

T(te) — T(t) = O(e), (4.1.2.8)

se mantenga de manera uniforme en un intervalo donde no se encuentre contenido tg, es
decir para todo t € [t1, T] con t; > t. Sin embargo si se puede restringir que los estados
casi-estacionarios N y A mantengan las mismas condiciones iniciales prescritas Ag y Np.

Por lo tanto las aproximaciones de Ay N por N y A son uniformes, es decir:

N(t€) — N(t) = O(e), A(te) — A(t) = O(e) (4.1.2.9)

La aproximacion del sistema es vélido en un intervalo que contiene a ty, es decir en el
intervalo t € [ty, T|, enel que A(t) y N(t) existen. En la figura4.2se muestra la trayectoria
solucién de una simulacion del sistema reducido con condiciones iniciales N(0) = 367
Gt, A(0) = 968 Gt, tiempo de simulacion ¢ £ =300 yr y una valor constante de 30 G¢ yr1
para A.

Asi como en el sistema original de tres variables, en el sistema reducido {A, N } se
observa que el carbono total crece sin cota y el carbono de la vegetacion tiende asintoti-
camente a cero, lo que implica que en el tiempo final ¢ todo el carbono en el sistema se

encuentre en la atmdsfera.
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En la figura[4.3)se muestra la trayectoria (color magenta) de una simulacién del sistema
completo con condiciones iniciales N(0) = 367 Gt, A(0) = 968 Gty T(0) = 18 °C. En el

plano (A, N) se muestra la trayectoria solucién del modelo reducido (en color rojo s6lido).

Simulacion para el sistema Reducido

1000 T

900 -
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700 -

600 -

500 -

400

300 -

N: Carbono en la Vegetacion

200 -

100

O 1 1 1 1 1 1 1 b
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

A: Carbono Total

Figura 4.2: Sistema reducido {4, N'}.
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Figura 4.3: Trayectorias para el sistema reducido y el sistema completo.
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Para las variables N y A, el sistema de orden reducido obtenido a través del método de
perturbaciones singulares aproxima al comportamiento del sistema original. En la figura
se muestran las series de tiempo de las variables del sistema. La linea sé6lida representa
la simulacién del sistema reducido y la linea punteada representa la simulacién del sis-
tema completo. Después del transitorio, la diferencia entre las series es imperceptible. La
figura |4.5| muestra la trayectoria generada por simulacién del sistema de tres variables y

la trayectoria T := ¥ (A, N).

1000 T T T T T 10000
N(t):sistema reducido
= = = -N(t):sistema original || 9000 -

8000 -

A(t):sistema reducido
= = = A(t):sistema original ||

N: Carbono en la Vegetacion
@
g
3
A: Carbono Total del Sistema
@ & o @ N
8 &8 8 38 o
8 8 8 8 8
8 8 8 8 8

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
t: tiempo t: tiempo

(@) N(t). (b) A(t).

10000 . : : . . 28
C():sistema reducido
9000 - - - = -C(t):sistema original | | 26

T(t):sistema reducido
= = = T(t):sistema original |
8000 - 7

7000 -

6000 [

N
S
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5000

4000

=)

3000 [

C: Carbono Total del Sistema
T: Temperatura del Sistema

2000 [

1000 -

0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
t: tiempo t: tiempo

(©) C(b). (d) T(H)

Figura 4.4: Solucién para las variables del Sistema.

4.2. Caracteristicas del modelo reducido.
4.2.1. Propiedades asociadas a la escala de tiempo.

Las perturbaciones singulares provocan un comportamiento de multiples escalas de
tiempo de los sistemas dindmicos caracterizado por la presencia de transitorios lentos y
rapidos en el respuesta del sistema. La idea general consiste en que la respuesta lenta del

sistema o el estado semi-estacionario, es aproximado por el sistema reducido (4.1.2.6) mien-
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tras que la discrepancia entre el sistema reducido (4.1.2.6) y el sistema completo4.1.1.1es

el transitorio rapido. En la simulacién mostrada en la figura se puede observar la dis-
crepancia entre la trayectoria generada por el sistema completo (en magenta) y el modelo
aproximado (en negro), para un tiempo t > t1, es T(t,€) — T(t) = O(e). Por simplicidad
el sistema se reformula utilizando una notacién similar al modelo estdndar de

perturbaciones singulares:

N =¢1(t,A,N,T,e)
€T = ¢(t, AN, T,¢)

' 4.2.1.1)
A=gq(t,A,N,T,e)

La aproximacion establece que durante un intervalo inicial [f, #1] denominada
como capa limite, la variable original T se acerca a la variable T y durante el intervalo
[t1,tf] permanece cercana a T. Debido a que la velocidad de cambio de la temperatura
T = g2/€ puede ser grande para un € pequefio, al igualar € a 0 en el modelo original el

transitorio de T se ha vuelto instantdneo siempre que g # 0.

30 -

1]
o° o0 ol
o 29 s 5
= © b%
E (o]
g 20 - I °
5 1
& 1
-~ ‘
s \
(o]
10 -l ]
1000 ~
- T 6000
) ,i, 4000
- -
0 0 |
A: Carbono Total

N: Carbono en la Vegetacion

Figura 4.5: Simulacion del sistema para el modelo completo (magenta) y el modelo reducido (negro).

Al analizar el comportamiento de €T, es posible determinar que la trayectoria soluciéon

de la temperatura T(t) puede permanecer finita, incluso cuandoe — 0y T — co.
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Tal como se realiz6 en la seccién se definen dos escales de tiempo en el sistema:

dT _ dT _ dT dt

- _ T _ 27 4.21.2
4 " dr  dtdr ( )
Por lo tanto:
t 1 dt
_ = - 42.1.3
€ I’ entonces - T ( )

Definiendo como valor inicial T = 0 para t = t( se tiene que la para la nueva variable
de tiempo 7, para € — 0 la variable T — oo, Vt. Mientras que la ecuacién diferencial para
T casi cambia de inmediato a causa del cambio repentino ocurrido en 7, las variables A y

N permanecen cercanos a su valores iniciales Ag y Np.

1 gt
T:—/dt, con 7(0) =t
€ Jt

_t—t
€

(4.2.1.4)

De acuerdo a [47] solo se puede esperar que el estado T converja al estado semi-estable
T, cuando ciertas condiciones de estabilidad se satisfacen. Para realizar este andlisis se

define el término de correccién de la capa limite:

y=T-T
(4.2.1.5)
=T—-Y¥(tAN)
Que representa la diferencia entre la trayectoria del sistema completo y la trayectoria

del sistema simplificado. Para simplificar la notacién se define la variable x = (A, N)T y

la funcién vectorial h como:

W= | (4.2.1.6)
81
Por lo tanto la dindmica de las variables A y N se encuentra dada por:
Ap
x=nh(t,x,y+¥(t A N),e), conlacondiciéninicial: xy= (4.2.1.7)

No



4.2. CARACTERISTICAS DEL MODELO REDUCIDO. 79

Con T = y+ ¥(t,A,N). De acuerdo al planteamiento del modelo estandar de per-
turbaciones singulares se tiene que la aproximacién por medio del sistema reducido esta

dada por:

A
h(t,x,¥(t,A,N),0), conlacondicién inicial: xy = 0 (4.2.1.8)
Nop

X

De manera similar a la ecuacién (4.2.1.5) se define el término de correccién para la

variable x:

£ =x(t) — x(b), (4.2.1.9)

que representa la diferencia entre las trayectorias del sistema completo y el sistema re-

ducido. Definiendo g = g, y utilizando las expresiones (4.2.1.5) y (4.2.1.9) se tiene que el

sistema que define la dindmica de las variables de correccién £ y y es:

x=h(t,2+xy+¥(tAN)e)—h(txy+¥(tAN)O0)
b4

ey=g(t,2+%,y+¥(t A N)e)— (eg + e%{;h(t, y+¥(t A, N),e)) (4.2.1.10)

Representando el sistema (4.2.1.10) en la escala de tiempo 7 se obtiene:

dx _ elh(t,t+xy+¥(t, A N),e)—h(t,x,¥(t,A N),0)]

O¥(LAN)  9¥(t AN
o Tz

dt
= sltxy+ ¥ AN)€) ~ e, 5y + ¥ 4,N),0))

(4.2.1.11)
De la ecuacion (4.2.1.4) se puede concluir que la variacion de las variables x y ¢ en la

escala de tiempo T se encuentra dada por:

t=et+ty, x(t)=x(et+ty) (4.2.1.12)

Se concluye que las variables t y x evolucionan lentamente para un € < 1. Se realiza

un andlisis de la dinamica de las variables de correccion y y £ para el sistema (4.2.1.10):
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Para la variable de correccion £ se tiene que dt/dt — 0 conforme € — 0. Parae =0
se tiene que el término de correccién es un valor constante C es decir £(7) = C. Co-
mo xp = Xo se tiene que C = 0 y en la escala de tiempo rdpida 7, se obtiene £ = 0

por lo que x(t,e) — x(t).

Para la variable de correccion y al definir el valor de € como 0, se tiene que %(t) =0.

Ademas de (4.2.1.12), se sabe que parae = 0, t = to y X(fp) = xo y el sistema}4.2.1.11

se reduce al sistema auténomo:

d

= glto, To,y + ¥(t0),0), (1) = T(0) — ¥(to) (42.1.13)
T

El sistema (4.2.1.13) se denomina como ”“sistema de capa limite.”La ecuacién de

(4.2.1.13) tiene un punto de equilibrio en y = 0, si este punto de equilibrio es asintéti-

camente estable y y(0) pertenece a su region de atraccién, entonces la solucion y(7)

alcanza una vecindad O(e) del origen durante el intervalo de capa limite.

La condicién de estabilidad que garantiza que y(7) permanece cercano a 0 mientras

que los pardmetros lentos (x, ) se mueven lejos de sus condiciones iniciales xq y ¢ se basa

en la estabilidad exponencial del origen para la ecuacién diferencial del término de co-

rreccion y en la escala de tiempo T para la ecuacién diferencial (4.2.1.13). En [47] se puede

encontrar la siguiente definicion para la condicién de estabilidad:

Asumiendo que la solucién ¥ del problema reducido esta definido para t € [0,t1] y
%(t) € Dy C R" para algtin dominio D,. El punto de equilibrio y = 0 para el sistema de
capa exterior es exponencialmente estable, de manera uniforme en (t,x) € [0, #1] X xDx,

si existen constantes positivas k, 7y y po tal que las soluciones del sistema de capa exterior

satisface:

()| < ky(O)exp(—77), VIly(0) | < po, ¥(£,x) € [0,12] x Dy, ¥r >0 (42.1.14)

En [47] se muestra que que si la matriz Jacobiana [g—‘;’] satisface la condicion:
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Re [)L {%(t’ x,‘P(t,x),O)H < —c<0,V(t,x) €10,t1] x Dy (4.2.1.15)

Entonces existen las constantes k, v y p para las cuales se satisface la condicién (4.2.1.14).
Este resultado se deriva de lo que se conoce como el teorema de Tikhonov [47]. Para la
ecuacion de la temperatura para el sistema (4.2.1.1)) se tiene que g se encuentra definida

CcCOmo:

2(AN,T) = S(1—a(N)) — cp(A — N)T* (4.2.1.16)
Definiendoy = T — ¥(A,N) y x = (A, N)T se tiene:

¢(A,N,T) =S(1 —a(N)) —cp(A—N)(y+¥(A,N))* con T=y+¥(AN)
(4.2.1.17)

9 _ _4o(A— N)(y+ ¥(A N))
3y (4.2.1.18)

= —40(A - N)(T)?

Como A>NyAe€ (0,00)yN € (0,00) se tiene que la expresion

Re [A {%H < —c <0, paratodoslosvaloresde A€R" y NeR" (42.1.19)

Se tiene que la condicién (4.2.1.15) se cumple, por lo que el sistema reducido dado por
(4.1.2.6) aproxima al comportamiento del sistema completo dado por (4.1.1.1).

4.2.2. Ceroclinas para el sistema reducido.

Para el sistema reducido definido en se tiene que:

A= f(t)

N =h(A,N,¥(A,N)),

(4.2.2.1)

donde h(A, N, ¥ (A, N)) se define utilizando las funciones definidas en el sistema (4.1.2.6)
y f(t) es un valor constante. Como f es una funcién que depende solo del tiempo, para

A no existe una ceroclina y por lo tanto el sistema reducido no tiene puntos de equilibrio.
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Para obtener la curva que define la ceroclina de la variable N se resuelve la ecuacion

algebraica:

h(A,N,¥(A,N)) =0 (4222)

Para N se tiene que:

h(A,N,¥(A,N)) = Pyg(¥(A,N))Gx(N) —mN (4.2.2.3)
De (4.2.2.3) se sabe que h(A,N,¥(A,N)) = 0 cuando N = 0 o cuando la expresion
seigualaa 0.

Pug(¥ (A, N))Gg(N) —m =0 (4.2.2.4)

No es posible obtener una expresion para definir de manera explicita a la variable N
utilizando la ecuacién (4.2.2.4). Sin embargo es posible obtener las raices de N utilizando
el método de Newton Rhapson para resolver h(A, N, ¥ (A, N)) = 0 al considerar a A como
un parametro variable y variar N. Como el sistema definido en (4.1.2.6) es una aproxima-
cion del sistema completo {#.1.1.T), los puntos de equilibro (N*, T*) obtenidos para cada
Ap en cada plano fase {N, T} que pertenece a la interseccién entre las ceroclinas de Ty N
en el espacio fase { A, N, T}, se aproximan a los valores obtenidos para los puntos (A, N)
en el plano fase { A, N} y a partir de un tiempo 1 a su aproximacién ¥ (A, N). Expresado
de otra manera, las componentes A y N de los puntos que conforman las curvas wy, w»
y w3 definidas en el capitulo 3| son iguales a los valores de las componentes A y N de
la ceroclina para N en el sistema reducido. Dado que las proposiciones del teorema de
Tikhonov planteadas en la subseccién[2.1.6se cumplen, entonces la ecuacién que describe
a la superficie ¥(A, N) es una variedad invariante en el espacio fase {A, N, T}. Es decir,
toda orbita del sistema que comience en ¥ (A, N), permanecerd en ¥ (A, N). Ademds, bajo
ciertas condiciones, las 6rbitas que comiencen fuera de ¥ (A, N) también convergeran a
estd variedad. De manera local, la superficie ¥( AN ) es equivalente al semi plano A > N.
En la figura 4.6{se puede observar estd relacion, la ceroclina de N para el sistema reducido
es una proyeccién de las curvas wy, wy y ws. El equilibrio N = 0 corresponde a la proyec-

ci6én de la curva wy, definida en el plano (A, T).
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El conjunto de puntos A y N del plano fase que conforman la curva definida por
(4.2.2.4) corresponde a la proyeccién de las curvas w; y wy. Es importante mencionar que
los puntos que conforman la ceroclina de N en el plano fase, aun no se pueden clasificar

como estables ¢ inestables, a diferencia de la curva w; en el espacio fase.

40 —
30 |

20 —|

Temperatura
—
o
I

-10 4 1000

=20 =~
4000

3000
2000 4500 e

Carbono Total: A
Carbono en la Vegetacion: N

Figura 4.6: Proyeccion de los puntos de equilibrio A*, N* y T* sobre el plano { A, N'}.

En la figura @I se observa la curva que define la ceroclina para N en el plano (A, N).
Las ceroclinas para N se muestran en negro solido, tanto en la figura 4.6/como en la figura

[.7] con la intension de realizar un distincion visual entre las curvas.
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Figura 4.7: Ceroclina para el sistema reducido 4, N.
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Al utilizar las herramientas analiticas del método de perturbaciones singulares, es po-
sible obtener informacién del modelo climético de tres dimensiones, a través de una apro-
ximacién realizada en un modelo més sencillo cuya dindmica es més facil de analizar. Este
fue uno de los objetivos planteados inicialmente en la tesis. El andlisis de este nuevo mo-
delo se realizara en el plano fase, lo que permitird que la interpretacién de los resultados
presentados posteriormente se realice de una manera mas sencilla. Este planteamiento
permite realizar una simplificacion del modelo, sin necesidad de utilizar una premisa si-
milar al planteamiento realizado en el articulo original presentado por [7]. Utilizar est4
reduccién resultara de gran utilidad para definir las funciones de emisiéon de carbono y
estudiar la respuesta que presentara el modelo climético a funciones que dependen de las

otras variables de estado del sistema.



Capitulo 5

Sistema en lazo cerrado.

5.1. Planteamiento.
5.1.1. Introduccion.

El objetivo de este capitulo es analizar el sistema {A, N, T} descrito en las secciones
anteriores, pero planteando que la tasa de cambio del carbono generado por emisiones
antropogénicas se encuentra definida a través de una funcién que depende de los otros
estados del modelo en lugar de definirla por medio de un valor constante o una funcién
que dependa solo del tiempo. Plantear la evolucién del sistema climatico a través de un
esquema basado en la retroalimentacién, permite modelar las emisiones de carbono ge-
neradas por el humano como una funcién que depende de los otros estados del sistema.
Se propone adoptar una perspectiva enfocada en el cumplimiento del acuerdo de Parfs,
que se encuentra orientado en reducir las emisiones de carbono para disminuir el creci-
miento de la temperatura promedio anual. Este planteamiento corresponde a modelar las
emisiones de carbono en la atmésfera como una funcién u que depende de la temperatura
del sistema. Como el objetivo del planteamiento es generar un modelo de emisiones de

carbono, la funcién u debe de cumplir con ciertas restricciones, en particular:

u(t) >0 (5.1.1.1)

La restriccion establecida anteriormente se fundamenta en que no es posible extraer
carbono de la atmosfera, por lo tanto cualquier funcién u que se proponga, se encuentra
limitada a un conjunto de funciones admisibles. El modelo climético definido a través de

un esquema basado en la retro alimentacién implica la generacién de puntos de equilibrio

85
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y por lo tanto el posterior andlisis de la viabilidad de estos equilibrios para el desarrollo de
la biota del modelo propuesto. Es posible utilizar este anélisis, (incluso a un nivel bésico)
para generar criterios de cardcter cualitativo para conocer la efectividad de la reduccién de
las emisiones de carbono y determinar el conjunto de condiciones iniciales para el cual esta
reduccién implica una reduccién de la temperatura del sistema y alcanzar un equilibrio
que genere condiciones que se consideran deseables para las otras variables de estado en
el modelo. En el modelo planteado para el sistema climatico en lazo cerrado se describe
que para el ciclo del carbono, la tasa de cambio del carbono A se encuentra definida como
una funcién de la temperatura T. En particular, en [6] se plantea que el objetivo principal
de la reduccién de emisiones consiste en que el incremento de la temperatura promedio
de la tierra no sobrepase 1.5 grados celsius de la temperatura presentada por el planeta
durante el siglo pasado. Denominando T; a esta temperatura, se plantea un modelo de
emision basado en un esquema proporcional clasico. Ademas, el modelo obtenido debe
enfocarse en disminuir las emisiones de carbono por lo que se debe prestar atencién en
el sentido de la retroalimentacién. De manera especifica, se plantea que las emisiones de
carbono por parte del humano deben ser proporcionales a la diferencia que existe entre
el pardmetro T; que representa la temperatura deseada y la temperatura del sistema T.

Definiendo a esta diferencia como e se tiene:

e=T;—T (5.1.1.2)

Por lo tanto la funcién u propuesta para modelar la tasa de cambio de las emisiones de

carbono, se define como:

u = Kpe, (5.1.1.3)

por lo que el sistema climético en lazo cerrado se expresa como:

"Z—f — P,G(A, N)gr(T) — mN

dT

k— = (N) —op(A,N)T*

ddzfl $IN) = 09(AN) (5.1.1.4)

E—u
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En el sistema de ecuaciones diferenciales se plantea que al mantener las emi-
siones antropdgenicas de carbono A acotadas, se busca alcanzar un equilibrio estable que
permita el desarrollo de la biota N y donde se alcance una temperatura de Tj; en el sistema.
Por lo tanto, en la ecuacién (5.1.1.3) se tiene que el término k;, es una parametrizacion las
acciones realizadas para disminuir las emisiones de carbono, proceso que no se encuentra
descrito en el modelo (5.1.1.4). Dado que la funcién u modela las emisiones antropogéni-
cas de carbono, se tiene que la unidades para u son Gtyr ! y por lo tanto las unidades para
el pardmetro k, son Gt/°Kyr. Para realizar el andlisis del sistema (5.1.1.4), resulta ttil usar
la reducciéon del modelo que se obtuvo utilizando la propiedad de miltiples escalas de
tiempo asociadas al método de perturbaciones singulares. Como la superficie que define
la ceroclina de T en el espacio fase es un variedad invariante del sistema, se tiene que para
el sistema reducido la diferencia planteada anteriormente entre la temperatura deseada

T; y la temperatura del sistema T es:

e=T,—T, (5.1.1.5)

por lo que el sistema reducido en lazo cerrado de (5.1.1.4) puede ser expresado como:

‘%’ — Pug(T)Gx (A, N) — mN
5;_1? — Ky (Ty— T) (5.1.1.6)

Para el modelo reducido la funcién de emisiones de carbono se define como i = K,e.
De acuerdo a [6] se tiene que el pardmetro T}, la temperatura promedio deseada para el
sistema es 288.5 °K 6 15.5 °C. La variable T corresponde a la aproximacién obtenida para
la temperatura a través de las variables de estado A y N del sistema reducido definido en
(5.1.1.6). La superficie que define a la ceroclina de la temperatura T del sistema (5.1.1.4) se

encuentra dada por la funcién ¥(A, N). Por lo tanto la aproximacion T se define como:

T=%(AN)
B ( (kys1 +s2N)(kc + A — N) )1/4 (5.1.1.7)
~ \o(ke + N) (ke + 9o A — 9oN)
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En términos de las variables de estado A y N del modelo reducido la funcién de emi-

sién de carbono 7 se define como:
= K,,(Td —¥(A,N)) (5.1.1.8)

5.2. Andlisis de los puntos de equilibrio.
5.2.1. Equilibrios para el modelo completo en lazo cerrado.

A diferencia del modelo planteado en el sistema en lazo abierto definido en (2.2.4.10),
el modelo retro alimentado presenta puntos de equilibrio que pueden ser estudiados. Para
el sistema enunciado en la tasa de cambio del carbono total del planeta se define
como una funcién g1(A, N, T), por lo que todo el sistema se puede expresar de manera

simplificada como:

A = gl(A,N, T)
N = 2(A,N,T)

‘ (5.2.1.1)
kT = ¢3(A, N, T)

Al resolver de manera simultanea las ecuaciones no lineales definidas por el sistema
(5.2.1.1) se obtienen los puntos de equilibrio de este sistema. Las superficies que definen
las ceroclinas de N y de T ya fueron definidas en el capitulo La superficie que define

la ceroclina para A se encuentra definida por la expresion:

T,—T=0 (5.2.1.2)

En el espacio fase {A, N, T} la ecuacién corresponde a un plano paralelo al
plano (A, N). Resulta de interés obtener la curva generada por la interseccién de las su-
perficies que definen las ceroclinas de T y de A, tal como se realiz6 anteriormente para las
ceroclinas de N y de T. Se define como ¢(A, N) a la curva generada por todos los puntos
del espacio fase que conforman la interseccién entre las ceroclinas de T 'y de A en el sis-
tema completo. En la figura 5.1/ se muestra la interseccién entre las superficies generadas

por las ceroclinas de A y de T, en particular en la figura [5.2| se muestra la curva (A, T)
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circunscrita sobre la ceroclina de T. En la figura [5.3| se observa la interseccién entre las
curvas #(A, N) y las curvas w;(N, T) con i = 1,2, 3, definidas en el capitulo 3| Estas tres
curvas corresponden a la interseccién entre las superficies de las ceroclinas de Ny T. La
interseccion de estas tres curvas con la curva #(A, T) generan los tres puntos de equilibrio

que existen en el sistema.

El primer punto de equilibrio esta dado por la interseccién de las curvas #(A,N) y
la curva definida por w(N, T), definida como la interseccion de la ceroclina de T y el
subconjunto de la ceroclina de N que se define como el plano (A, T). Tal subconjunto co-
rresponde a los elementos que se encuentran definidos por los equilibrios para los cuales

N* = 0. esta curva se puede obtener analiticamente utilizando la ecuacion:

* Sl(kc + A) 1/4
T —_— (0-U<C+—¢0014)) (5.2.1-3)

Esta expresion fue definida anteriormente en la ecuacion (3.2.1.5)), en el capitulo 3| Al

realizar la sustitucion T = T, se puede despejar A para obtener la ecuacion:

ke(oT7 —s1)
(51— 0peoTy)
Utilizando los parametros definidos en la tabla [2.2|de la seccién del capitulo 2/en

Al = (5.2.1.4)

la ecuacion (5.2.1.4) se obtiene que A} ~ 9,517.70, por lo que el primer equilibrio se en-
cuentra en el punto (A}, N;, T;)T ~ (9,517.70,0,288.5)T. Los otros dos equilibrios corres-
ponden a la interseccién de las curvas wy (N, T) y w3(N, T) con 8(A, N) y se encuentran
a través de métodos numéricos para resolver ecuaciones no lineales, en particular de la

aplicacién de una versién optimizada del método de Newton-Raphson.

Los otros dos puntos de equilibrio son (Aj, N3, T;)T ~ (3,248.60,107.70,288.5)T y
(A3, N3, T;)T ~ (1,496.25,830.00,288.5)T. Para realizar un analisis de la estabilidad y
determinar las regiones de atraccion del sistema resulta conveniente utilizar el sistema

reducido en el plano fase.
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En el andlisis del sistema realizado para A = 0 la curvas w;(N, T) corresponden al
conjunto de puntos de equilibrio estables o inestables al variar A como un pardmetro.
Aunque los puntos que forman la curva son los mismos, esto no implica que se conserve

la propiedad de estabilidad en el sistema de lazo cerrado.

T: Temperatura

1000
2000
3000

4000 4000 A: Carboén Total

N: Carbon en la Vegetacion

Figura 5.1: Interseccién entre las ceroclinas de T 'y A.
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2000 3000 40004000 3000 Carbon Total: A
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Figura 5.2: Curva (A, T) circunscrita sobre la ceroclina de T
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40 ~
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T: Temperatura
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A: Carbono Total

N: Carbono en la Vegetacion

Figura 5.3: Interseccion entre la curva 9(A, T) (rojo s6lido) y las curvas wq, w3 (negro sélido) yw; (azul
punteado).

5.2.2. Equilibrios para el modelo reducido en lazo cerrado.

Utilizando las propiedades derivadas de la diferencia en las escalas de tiempo del mo-
delo (5.2.1.1), se utilizara el modelo reducido de la ecuacién para determinar la
estabilidad de los puntos de equilibrio obtenidos anteriormente. Como se mencioné con
anterioridad existe una equivalencia topoldgica entre el semi plano definido por A > N en
el plano (A, N) y la superficie ¥ (A, N). Este enfoque resulta util porque permite visuali-
zar en el semi plano los puntos de equilibrio del sistema de tres dimensiones. En el sistema
reducido se conservan las propiedades del sistema completo, en particular se conseva la

estabilidad de estos puntos de equilibrio. Expresando el sistema reducido como:

N
>

i

§1(A,N)
$2(A,N) (5.2.2.1)

7

i

donde las funciones ¢; y §» se definen como en el sistema (5.1.1.6). Se tiene que la ceroclina
de N se encuentra dada por la curva formada por las raices de N de la funcién g,(A, N)
al variar a A como un parametro. esta ceroclina ya fue obtenida en la seccion (4.2.2). Para
la funcién g1 (A, N) se tiene la curva que corresponde a la ceroclina de A esta formada por

las raices de A al variar N como un pardmetro.
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La curva de la figura esta dada por las raices de la ecuacion Ty — ¥(A,N) = 0,
para A al variar N como un pardmetro libre. En la figura [5.5 se observan las curvas que
corresponden a las ceroclinas del sistema reducido circunscritas sobre la ceroclina de T en
el sistema completo. Los tres puntos de equilibrio se encuentran a través de la aplicacion
del método de Newton-Raphson. Los puntos de equilibrio son (Aj, Nf)T ~ (9,517.70, O)T,
(A5, N5)T ~ (3,248.60,107.70)T y (A%, N;)T =~ (1,496.25,830.00)7, cada equilibrio en el

plano corresponde a un equilibrio en el espacio fase.

1000 T T T T T T T T

900 [ b
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A:Carbono Total

Figura 5.4: Ceroclina para A en el sistema Reducido.
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Figura 5.5: ceroclina para T. Interseccién de curvas 9(A, N) y w;(N, T) coni =1,2,3.
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En la figura 5.6/ se observan las ceroclinas del sistema reducido en lazo cerrado. Para

conservar la escala solo se muestran 2 puntos de equilibrios.

—
[a)
(@)

]

R O
o

N: Carbono en la Vegetacion
[
e}

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
A: Carbono Total

Figura 5.6: ceroclinas para A y N en el sistema reducido en lazo cerrado.

5.2.3. Anadlisis de Equilibrios para el Sistema en lazo Cerrado.

Definiendo el sistema reducido como:

$(A,N) = P,g(¥(A N))Gx(A, N) —mN (5.2.3.1)

Como herramienta para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio y las
cuencas de atraccion se utiliza el Teorema de Hartman—-Grobman [55]:

Considere un sistema que evoluciona en el tiempo con el estado x(t) € R" que satis-
face la ecuacion diferencial dx/dt = f(x) con x(0) = xy para un mapa suave f : R" —
R™. Considere que el mapa tiene un punto de equilibrio hiperbdlico x* € R": es decir
f(x*) = 0y la matriz Jacobiana | = [9f;/dx;] del equilibrio x* no tiene valor propio con
parte real igual a cero. Entonces existe una vecindad M del equilibrio x* y un homeomor-
fismo h : M — R" tal que h(x*) = 0y tal que en la vecindad M del equilibrio x* el flujo
de dx/dt = f(x) es topolégicamente conjugado por el mapa continuo X = h(x) al flujo

de su linealizacion dX /dt = | X.
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Por lo que para determinar la estabilidad de los tres puntos de equilibrio encontrados

en la seccion (.2.2) se obtiene la matriz jacobiana del sistema (5.2.3.1)):

981 981

— 0A ON
JAN)=| "
982 98

0A ON

Con el objetivo de determinar la estabilidad de los tres puntos de equilibrio (A}, N}')
para i = 1,2,3 se evaluan estos puntos en la matriz Jacobiana J. Para cada punto de
equilibrio se realiza esta evaluacién y se deben determinar los valores propios de esta
matriz para cada equilibrio. Se tiene que si estos equilibrios se pueden clasificar como
hiperbdlicos es posible determinar su estabilidad. Para expresar la matriz Jacobiana de
manera explicita de las funciones del sistema (5.2.3.1), se considera la definiciéon dada

anteriormente para la funcion ¥ (A, N):

T 1/4
¥(A,N) = (M) (52.3.2)

Para determinar las derivadas parciales de (5.2.3.2) resulta conveniente reescribir la

funcion (A, N) como:

— (a1 4+ N)(ke+A—N)
P(A,N)=0b = ——— 5233
(4 N) Y(ky + N)(a2 + A — N) ( )
Donde se definen los pardmetros:
L ke 52
a1 = a b1 = —

= o
Utilizando esta sustitucion, se tiene que las derivadas parciales de la funcién ®(A, N)

7 2=
52 Peo

con respectoa Ay N son:

(a1 4+ N)(az — k¢)
(ko + N)(az + A — N)2

= by (5.2.3.4)

(5.2.3.5)
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Entonces, las derivadas parciales de la funcién ¥ (A, N) con respecto a A y N son:

I¥(A,N) 1 [d(AN)\ *d(A N)

A 4 ( o ) oA
¥(A,N) 1 [/D(AN)\ *a0(AN) (5.2.3.6)
~ON 4 (T)  ON

Utilizando las expresiones enunciadas en (5.2.3.6), se tiene que las derivadas parciales

de la funcién g1 (A, N) son:

3 Ky (9(AN) S50 (A, N)

0A 4 o 0A

g Ky ((A,N)\ " 90(4,N) (52.37)
OoN 4 o oN

Las derivadas parciales de la funcion ¢,(A, N) se encuentran de manera similar. Una
),

7
vez que se encontré la matriz Jacobiana J(A, N), se realiza la sustitucién en cada uno de

los tres puntos de equilibrio:
» Para el punto de equilibrio (A}, Nj) = (9,517.70,0), se tiene:

—763x1078% —1.39 x 108)

J(9,517.70,0) =
0 —0.0518

Los valores propios de la matriz J(A}, Nj) son A; &~ —7.63 x 1078 y A, ~ —0.0518.
Dado que A; < 0y Ay < 0 se tiene que (A, Nj) es un punto de equilibrio estable.
Ademas J(A1) = 0y I(A2) = 0y el punto de equilibrio (A}, Ny) se clasifica como
un nodo estable. Los vectores propios normalizados asociados a los valores propios

para este punto de equilibrio son:

1 —2.70 x 1077
0= , =
0 1

» Para el punto de equilibrio (A3, NJ) = (3,248.60,107.70), se tiene:

1(3,248.60,107.70) =
—0.0026 —0.0027

—493%x10-10 89 x 108>
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Los valores propios de la matriz son A; ~ 7.80 x 1078 y A, ~ —0.0027. Dado que
A1 > 0y Ay <0, se tiene que (A}, N3) es un punto de equilibrio inestable. Ademas
J(A1) =0y F(A2) = 0y el punto de equilibrio (Aj;, N5) se clasifica como un punto
silla. Los vectores propios asociados a los valores propios normalizados para este

punto de equilibrio son:

0.73 —3.20x10°°

~

0~ , OO =
—0.68 1

= Para el punto de equilibrio (A}, N}) = (1,496.25,830.00), se tiene:

—3.10x107% 1.19x 108
0.0109 —0.0997

7(1,496.25,830.00) =

Los valores propios de la matriz son A; ~ —2.97 x 1078 y Ay ~ —0.099. Dado que
A < 0y Ay <0, se tiene que (A}, Nj) es un punto de equilibrio estable. Ademas
J(A1) =0y F(A2) = 0y el punto de equilibrio (A}, N3) se clasifica como un nodo
estable. Los vectores propios asociados a los valores propios normalizados para este

punto de equilibrio son:

0.99 —-1.19 x 1077
U= ;o 02
0.10 1
Todos los puntos de equilibrio del sistema se consideran hiperbdlicos porque al evaluar
los i-esimos puntos de equilibrio, la matriz jacobiana J(A;, N;) no posee valores propios
en el eje imaginario. Para determinar las cuencas de atraccién de los puntos de equilibrio
estables (Aj, N;) y (A3, N3) se calculan las variedades locales estables e inestables del
punto de equilibrio inestable (A}, N5). Por lo tanto resulta necesario enunciar las siguien-
tes definiciones y caracteristicas de los sistemas no lineales. Los valores propios asociados

a los puntos de equilibrio generan subespacios invariantes:

= El subespacio estable, ES = gen {v!,..., 0"}

= El subespacio inestable, E = gen {ul, e u”“}
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Denotando el flujo generado por (5.1.1.6) como 7;(+); entonces se pueden definir las va-
riedades estables e inestables para un punto de equilibrio hiperboélico (A*, N*) utilizando

los puntos sobre las variedades locales (estables e inestables) como condiciones iniciales:

WH(A*,N*) = U 1t (Wi (A", N¥)),
t<0

WP (A*,N*) = U 7 (Wi (A", N¥))
>0

(5.2.3.8)

WH*(A*,N*) y W?(A*, N*) son denominados las variedades inestables y estables, res-
pectivamente del punto de equilibrio (A*, N*). Suponiendo que la ecuacién diferencial
X = f(x) tiene un punto de equilibrio hiperbdlico %, entonces las superficies n-k-dimensionales

WS

_ U (= . . : : .
7 (%) y Wi _(x) son tangentes y son de las mismas dimensiones a los espacios vectoria-

les E° y E" del sistema linealizado en una vecindad cercana al equilibrio localizado en
x [53].
Para el punto de equilibrio inestable (A3, NJ') los subespacios inestables y estables para

la linealizacion del sistema son:

) 0.73 ) —-3.20x107°
E" =~ gen , E°=gen
—0.68 1

Se tiene que las 6rbitas de los puntos W* (A*, N*) se aproximan al punto de equili-

loc

brio (Aj;, N5) asintéticamente en tiempo negativo (es decir cuando t — —o0) y las orbitas

de los puntos W?

i (A3, Ny3) se aproximan al punto de equilibrio (A}, N3) asintéticamen-
te en tiempo positivo (es decir cuando ¢ — +-o00). Para determinar la variedad estable
WS

© (A3, N3) de (A3, Ny) se integra en tiempo negativo (t — —oo) tomando como condi-

cion inicial (A3, Nj) + €(0,1)T donde € es un escalar positivo. La variedad W; (A3}, N})
mostrada en la figura divide las cuencas de atraccion para los puntos de equilibrio
estables (A}, NJ) y (A3, N3) se encuentra representada por la trayectoria roja que se so-
brepone a la ceroclina de N en una regién del plano fase. La region del plano fase formada
por el conjunto de pares ordenados (A, N) tal que N > A el modelo no se encuentra de-
tinido. Por lo que la recta A = N, mostrada en rojo sélido de la figura 5.7|divide el plano

en las regiones donde el sistema no esta definido y donde esta definido.
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Es posible observar una discontinuidad en la trayectoria solucién obtenida para la va-
riedad estable del punto de equilibrio inestable. Tal discontinuidad se presenta cuando la
trayectoria generada presenta un escape en tiempo finito, al acercarse a la regiéon del plano
tase donde no se encuentra definido el modelo. Es posible realizar un andlisis sencillo pero
efectivo que genere informacion acerca del comportamiento cualitativo del sistema defi-
nido en (5.1.1.6) a través de los puntos de equilibrio obtenidos en esta seccion. El analisis

de estos puntos de equilibrio puede ser trasladado a la interpretacion fisica del sistema:

= El punto de equilibrio estable localizado en (A}, Nj)T ~ (9517.70,0)T, puede clasi-
ficarse como indeseable porque implica la extincion de la biota en el sistema, N = 0.
Al realizar una interpretacion fisica, este equilibrio podria clasificarse como un de-
sierto en el que no existe una componente bioldgica, es decir N = 0. De la intersec-
cién de las ceroclinas de N y A y considerando la funcién de emisiones planteada
originalmente en el modelo, se tiene que el estado final para la temperatura T del

sistema coincide con el valor propuesto para Tj.

= El punto de equilibrio estable localizado en (A3, N3)T ~ (1496.25,830) refleja con-
diciones de sobre vivencia para la biota en el sistema, N > 0. Al realizar una in-
terpretacion fisica, este punto de equilibrio puede clasificarse como un ecosistema
calido donde el carbono en la biota y el carbono en la atmésfera se encuentran en

equilibrio y la temperatura del sistema se mantiene estable.

Con respecto a las cuencas de atracciéon para los puntos de equilibrio estable se tie-
ne que, el conjunto de condiciones iniciales (Ag, Np), tal que estos puntos se encuentren
dentro de la region donde se encuentra definido el modelo y dentro de la cuenca de atrac-
cién generada por las trayectorias de la variedad estable del punto de equilibrio inestable
convergeran al equilibrio que se ha clasificado anteriormente como deseable. esta regién
se encuentra conformada por las condiciones iniciales que se encuentran arriba de esta
variedad. Analizando los conceptos presentados durante el desarrollo del capitulo desde
una perspectiva préctica, es posible concluir que incluso estudiando un modelo altamen-
te idealizado como el planteado en el sistema (5.1.1.4), los resultados presentados pueden
interpretarse principalmente en términos de los dos equilibrios estables obtenidos para el

modelo.



5.2. ANALISIS DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO. 99

El punto de equilibrio (A}, Ni)T, resulta indeseable para la biota en el sistema, por
lo que resulta importante conocer las regiones que determinan las cuencas de atracciéon
de ambos puntos de equilibrio definidos para el modelo en lazo cerrado (5.1.1.4). Como
se menciono en las secciones anteriores, cualquier trayectoria que comience en el conjun-
to de condiciones iniciales (Af, Nj) que pertenezca a la cuenca de atraccién del punto
de equilibrio estable (Aj,0) serd atraida hacia este equilibrio. En el préximo capitulo se
estudia el cambio que puede presentar una trayectoria, al modificar estructuralmente el
sistema cuando se realiza una variaciéon de uno o multiples pardmetros que conforman
las ecuaciones diferenciales que definen el modelo. Este planteamiento resulta de parti-
cular interés, pues es la base del estudio de las bifurcaciones del sistema climatico y por

consiguiente de sus puntos de inflexién o tipping points.
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Figura 5.7: Variedades Estables e Inestables.
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Capitulo 6

Simulaciones numéricas del sistema en
lazo cerrado.

6.1. Planteamiento.

En esta seccién se presentan tres alternativas distintas para modelos de emisién de
carbono en la atmdsfera. El primer modelo consiste en utilizar el concepto de cero emisio-
nes, planteado en el trabajo presentado por [7] y desarrollado en parte en el capitulo 3| El
segundo modelo propuesto consiste en la funcién proporcional de emisiones presentada
en la seccién particularmente en la ecuacion (5.1.1.3). Finalmente, el tercer modelo
de emisién se plantea como una combinacién de los dos planteamientos anteriores. Para
cada modelo se propone investigar tanto su viabilidad como la posibilidad de alcanzar un
equilibrio estable que resulte favorable para el desarrollo de la vegetacion N. Para realizar
este andlisis, en la primera seccién se presentan: la trayectoria del sistema en el espacio
fase {A, N, T} y la trayectoria generada por la aproximacion del sistema reducido, la tra-
yectoria en el plano fase {A, N}, las series de tiempo de la funcién de emisiones u y de
la temperatura del sistema T. Se presentan los resultados utilizando las condiciones ini-
ciales (Ag, No, To)T = (1800,450,15)T con un tiempo de simulacién de 1000 yr. Debido al
modelo propuesto, donde A = C — N se tiene que el valor del carbono en la atmosfera es
C = 1350. En la segunda seccién se presentan los planos fases del modelo reducido para
los tres esquemas utilizando miltiples condiciones iniciales, para visualizar las cuencas
de atracciéon de cada uno de los puntos o conjuntos de equilibrio. Finalmente, en la tercera
seccion se desarrolla un andlisis de bifurcaciones para el sistema en lazo cerrado, utilizan-

do el modelo proporcional de emisiones de la ecuacién (5.1.1.6)). Este andlisis se realiza

101
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con el objetivo de localizar posibles puntos de inflexién 6 tipping points para las variables

de estado en el sistema climético.

6.1.1. Modelo de Cero Emisiones.

El planteamiento de cero emisiones se desarroll6 con detalle en el capitulo 3 El espa-
cio fase es similar al de la figura la trayectoria solucién esta definida en el plano
{N, T} definido para Ag = 1800 y A = 0. Se muestra solo el espacio fase y la serie
de tiempo para la temperatura, debido a que la trayectoria del sistema reducido y la
serie de tiempo de u no presentan informacién. El sistema alcanza el equilibrio estable
(As, N, TS)T = (1800,948.12, 18.62)T que corresponde al punto de equilibrio estable del
sistema simplificado cuando el carbono total del sistema se conserva, por lo que la trayec-
toria solucién se mantiene en el plano A = 1800 del espacio fase. La serie de tiempo para
la temperatura solo se muestra hasta t = 100 yr, periodo en el que T alcanza su estado

final.
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1799.5
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N: Carbono en la Vegetacion

60

Figura 6.1: Trayectorias solucion para el modelo completo (azul) y para el modelo aproximado (negro).

De las figuras[6.1] y [6.2] se observa que existe un transitorio en el que el modelo com-
pleto alcanza al modelo aproximado. Como se defini6 A = 0, las trayectorias tanto del
modelo aproximado, como la del modelo reducido se encuentran contenidas en el plano

A = 1800.
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Figura 6.2: Serie de tiempo de la temperatura.

6.1.2. Modelo proporcional de emisiones.

Para realizar las simulaciones numéricas utilizando el modelo proporcional de emisio-

nes se utiliza:

uy =ky(T; —T) (6.1.2.1)

Se define el valor numérico de los parametros del sistema con los valores k, = 0.5

y T; = 288.5 °K 6 15.5 °C. En las figuras [6.3 y [6.4] se presentan las trayectorias para el
sistema completo y para el sistema reducido. En las figuras y se presenta la serie

de tiempo para T y para la funcién u.

1800

1600
400 1500 A: Carbono Total

N: Carbono en la Vegetacion

Figura 6.3: Trayectorias solucién para el modelo completo (azul) y para el modelo aproximado (negro).
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Figura 6.4: Plano fase del sistema reducido para el modelo proporcional de emisiones.

El sistema alcanza el equilibrio estable (As, Ns, Ts)T ~ (1496.30,830,15.5)7, que corres-

ponde al mismo punto de equilibrio estable que se defini6 previamente.

T: Temperatura
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195 — — -Sistema Gompleto | |
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t: tiempo t: tiempo

(a) Serie de tiempo para la temperatura. (b) Funcién u.

Figura 6.5: Simulacién del sistema con .

De la figura es posible concluir que la funcién de emisiones propuesta en la ecua-

cién (6.1.2.1) no se encuentra en el conjunto de funciones admisibles debido a que u al-

canza valores menores a 0, lo que contradice el planteamiento inicial del problema, toda

funcién de emisién debe de permanecer positiva para todo t debido a que no es posible

extraer carbono de la atmdsfera.
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6.1.3. Modelo saturado de emisiones.

Tomando en cuenta los resultados obtenidos para los dos primeros modelos propues-
tos, se propone la siguiente funcién de saturacién para modelar las emisiones de carbono

como:

us = méax {0,k,(T; — T)} (6.1.3.1)

Este modelo de emisiones simple esta basado en los dos esquemas propuestos con an-
terioridad. Para plantear la dependencia de las condiciones iniciales en el modelo saturado
de emisiones de la ecuacién (6.1.3.1) se utilizaran la condiciones iniciales (A1, Ny, Tl)T =
(1300,1000,15)T, ademads de las condiciones iniciales (Ao, No, To)T = (1800, 450, 15)T pro-

puestas en la introduccién del capitulo.

Para las condiciones iniciales (Ao, No, To)T = (1800,450,15)7, utilizadas en la simula-
cién de los otros dos esquemas de emision, el sistema alcanza el punto de equilibrio estable

en (As,, Ns,, T.

50) T~ (1800,948,18.60)T que corresponde al conjunto de equilibrios forma-

do por la ceroclina de N y no al equilibrio estable alcanzado por el modelo de emisiones
up. La funcién de emisiones u es diferente de 0 para un periodo de tiempo muy corto, que
corresponde al tiempo en que la trayectoria cruza la ceroclina de A. En cambio para el
otro conjunto de condiciones iniciales, (A1, Ny, Tl)T = (1300, 1000, 15)T el sistema alcanza
el equilibrio estable (As,, Ns,, Tsl)T ~ (1800,948,18.60)7, el sistema alcanza el equilibrio
estable que fue planteado inicialmente y que es alcanzado por el modelo proporcional
de emisiones. Analizando la figura se concluye que el equilibrio al que converge el
sistema, aplicando el modelo saturado de emisiones depende de las condiciones iniciales
propuestas. La funcién de emisiones 15 se muestra la figura Para esta funcién se tiene
que las emisiones alcanzan el 0 en un periodo aproximado de 700 yr. Para observar la de-
pendencia del modelo planteado en (6.1.3.1) resulta mds conveniente analizar los planos

fase mostrados en la siguiente seccion.
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Figura 6.7: Series de tiempo para el modelo saturado.

6.2. Planos fase de los modelos propuestos.

Para explicar el comportamiento presentado por el modelo saturado, en esta secciéon
se propone realizar un andlisis de las trayectorias solucién de los planos fase de los tres
modelos de emisién propuestos, utilizando el mismo conjunto de condiciones iniciales.

Como la funcién de emisiones se encuentra definida para A, la restricciéon impuesta so-
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bre u afecta solo a la componente A de todos los modelos. En cambio, la componente N
se puede desplazar libremente en la regién donde se encuentra definido el modelo en el
plano fase. Esto implica que la posicién de la condicién inicial con respecto a la ceroclina
de A afecte el signo de u. En la figura se muestra el plano fase del modelo de cero
emisiones. Es f4cil percatarse que como se defini6 A =0 para este modelo de emisio-
nes, las trayectorias generadas, solo cambian para la componente vertical del plano fase
es decir N y la componente de horizontal de las trayectorias se mantiene como Ay para
todo valor de N. Dependiendo de la condicién inicial (A, Ny) para cualquier trayectoria
en este plano fase, el sistema alcanza uno de los dos equilibrios estables planteados ante-
riormente, el equilibrio definido para N = 0 y un equilibrio con N correspondiente a la
rama estable del conjunto de equilibrios definido para la ceroclina de N. Los resultados
obtenidos para este modelo de emisiones, son los mismos que los obtenidos en el mode-
lo original propuesto el articulo [7], solo visualizando el plano fase {A, N} en lugar del
plano fase { N, T'}. Dada cualquier condicién inicial A, 1o que se observa en el plano fase es
que el modelo puede converger a un conjunto de equilibrios en el que la biota del planeta

se extingue N = 0 6 en el que existe la biota en el sistema N = 0.
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Figura 6.8: Plano fase para A = 0.
Ceroclinas (en azul) y
trayectorias solucién (en negro).

Las cuencas de atraccién para el modelo proporcional de emisiones se estudiaron en

detalle en el capitulo 5 Sin embargo, es posible obtener informacién adicional al analizar
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el plano del modelo utilizando las ceroclinas de las variables de estado como aparece en
la figura Debido a la definicién de la funcién de emisiones u, se tiene que la cerocli-
na de A divide al plano fase en dos regiones. De manera mas especifica, para cualquier
condicién inicial (Ag, Ny) que se encuentran por debajo y a la izquierda de la ceroclina
de A (region I en la figura), el valor obtenido para la funcién u seré positivo por que las
trayectorias del sistema se mueven hacia un equilibrio estable cuya componente en A; es
mayor al valor Ay de la condicién inicial. Por otro lado, el conjunto de condiciones ini-
ciales (Ap, Np) que se encuentren por arriba y a la derecha de la ceroclina de A (regién
IT) generaran trayectorias asociadas a funciones de emisién u negativas por que la com-
ponente A del punto de equilibrio estable es menor a la componente A de la condicion
inicial. Esta relacién espacial se cumple independientemente de la cuenca de atraccion
donde se encuentra la condicién inicial (Ap, Np). Esto implica que aunque al proponer
el modelo proporcional de emisiones, el modelo alcanza el punto de equilibrio propues-
to inicialmente, este modelo no se vélido debido a que para una region considerable del

plano fase seria necesario plantear que es posible retirar carbono de la atmosfera.
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Figura 6.9: Plano fase para el modelo proporcional.
Ceroclinas (en azul) y
trayectorias solucion (en negro).

Para analizar el plano fase del modelo saturado de la figura resulta de utilidad
definir las mismas regiones que se definieron para el plano fase del modelo proporcional

de emisiones. Debido al planteamiento del modelo saturado en la ecuacién (6.1.3.1), se
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tiene que dependiendo de la regién donde se encuentre la trayectoria, el modelo se puede
comportar como el modelo de cero emisiones A = 00 como el modelo proporcional de
emisiones de la ecuacién (5.1.1.8). El cambio en el comportamiento del modelo se mani-
fiesta cuando las trayectorias cruzan la ceroclina de A. El conjunto de condiciones inicia-
les (Ag, Np) que se encuentren en la region I y no cruce por la ceroclina de A, generaran
trayectorias iguales a las presentadas por el modelo proporcional de emisiones y conver-
geréan al punto de equilibrio estable (A;, N;) al que converge el modelo proporcional. En
cambio, el conjunto de condiciones iniciales que se encuentren en la regién II y no crucen
por la ceroclina de A, generaran trayectorias iguales a las presentadas por el modelo de
cero emisiones y convergerdn a la rama de equilibrios estables de la ceroclina de N. Una
trayectoria que cruce la ceroclina se comportara dependiendo de su ubicacién como el
modelo de cero emisiones o como el modelo proporcional de emisiones. Desde una pers-
pectiva practica esto implica que el comportamiento del modelo saturado de emisiones
es dependiente de la condicion inicial planteada. Ademas, utilizando este planteamiento
se tiene que el modelo puede alcanzar cualquier punto de equilibrio estable (A;, Ns) que
pertenezca a la ceroclina de N. Ademas de acuerdo a lo planteado en la simulacién, solo
definiendo la funcién de emisién como u = 0 es posible alcanzar algtn equilibrio estable

para N > 0.
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Figura 6.10: Plano fase para el modelo saturado.
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6.3. Analisis de bifurcaciones.

La ecuacién del capitulo[5|se defini6 como un esquema propuesto para mode-
lar las emisiones antropogénicas. Para definir este esquema proporcional resulta relevante
definir y asignar valores numéricos a los parametros k, y T; que representan un factor de
escalamiento de emisiones y la temperatura deseada para el sistema, respectivamente.
Como se mencioné con anterioridad el valor numérico propuesto para T; corresponde a
una de las metas principales planteadas por el IPCC en [6]. Sin embargo puede resultar
relevante variar el valor numérico del parametro T, para modelar las emisiones de car-
bono antropogénicas a través de planteamientos distintos. En la figura se muestran
las curvas de las ceroclinas de A obtenidas por medio de la ecuacién para cuatro
valores distintos del parametro T,;. La ubicacién de los puntos de equilibrio cambia para
cada valor de T, pero el comportamiento del sistema dindmico es el mismo, el sistema
presenta tres puntos de equilibrio:

» Un punto de equilibrio estable con (A, N) = (As,, N, ).
» Un punto de equilibrio inestable (A, N) = (A,, N,).

» Un punto de equilibrio estable con (A, N) = (As,, N;) con N, =0
Conforme el valor del parametro T; se incrementa los puntos de equilibrio se despla-

zan sobre el plano fase, mostrando el siguiente comportamiento:

= El valor numérico de la componente A del punto de equilibrio estable definido para
N # 0 se incrementa conforme se incrementa T,;. Para este punto de equilibrio, el
valor numérico de la componente N presenta un comportamiento creciente para

valores de T; menores a un valor T, y decreciente para valores mayores a Ty .

= Para el punto de equilibrio inestable se tiene que el valor numérico de la componente
A presenta un comportamiento creciente para valores de T, menores a un valor T,
y decreciente para valores mayores a Ty .. El valor numérico de la componente N del

punto de equilibrio inestable se incrementa conforme se incrementa Tj.

= Para el punto de equilibrio estable definido para N = 0 se tiene que el valor numéri-
co de la componente A se incrementa conforme se incrementa Tj y la componente

N se mantiene constante.
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Enla figura se observa que al incrementar el pardmetro T se presenta este despla-
zamiento de los puntos de equilibrio. Para los valores propuestos para T en la figura no
existe un cambio cualitativo en el comportamiento del sistema, sin embargo, si el parame-
tro T; contintia incrementdndose se tiene que los puntos de equilibrio, tanto el estable
como el inestable se acercan cada vez mas hasta que las ceroclinas de A y de N se inter-
secan en un solo punto. Una vez que ambas ceroclinas ya no se intersecan, se tiene que el

sistema ya solo presenta un equilibrio estable en (A, N) = (As,,0).

Al disminuir el valor del parametro T; también se presenta una variacién en el com-
portamiento cualitativo del sistema, para valores de T; menores a 8.1 °C se tiene que no
existen puntos de equilibrio. Estos cambios cualitativos en la dindmica del sistema son
denominados bifurcaciones y los puntos donde ocurren estos cambios son denominados

puntos de bifurcaciones [54].

En la figura se muestra una gréfica de la ceroclina de N, donde se resaltan to-
dos los puntos de equilibrio estables e inestables que se generan cuando se interseca esta
curva con la ceroclina de A, al definir a T; como parametro de bifurcacién y variar este

parametro.
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112CAPITULO 6. SIMULACIONES NUMERICAS DEL SISTEMA EN LAZO CERRADO.

1000 T T T T T T

Equilibrios Estables
900 - Equilibrios Inestables

800 | -
Ty =~ 25.3C

700 . -
600 |- > 8
500 - N .
400 + ) .

300 - N

N: Carbono en Vegetacion

200 S , 4

100* S - N

-
~ -
il B R

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
A: Carbono Total

Figura 6.12: Equilibrios Estables e Inestables.

Aproximadamente en el intervalo 8.1 °C < T; < 25.3 °C se tiene que existen tres pun-
tos de equilibrios y el comportamiento cualitativo del sistema es el mismo. Para los valores
T; fuera de este intervalo el inico punto de equilibrio es estable y se encuentra definido
en (A,N) = (As,0) para un A; definido para cada T,. En la figura se muestran tres
planos fase con la simulacién de las trayectorias solucion del sistema climéatico reducido
partiendo de las condiciones iniciales planteadas en la seccion [f del capitulo [5| para los
valores del pardmetro T; mostrados en la figura y definiendo k, = 0.5, debido a que es-
te valor se utiliz6 en la simulaciones anteriores. Los valores seleccionados para T, en las
simulaciones permiten mostrar visualmente el cambio en el comportamiento cualitativo
del sistema. Este tipo de bifurcacién se conoce como bifurcacién nodo-silla, debido a que
para valores de T; menores a 8.1 °C se encuentra definido un solo punto de equilibrio.
En T; =~ 8.1 °C se genera un punto de equilibrio, que a su vez se divide en otros dos,
un equilibrio estable y un equilibrio inestable. Conforme T; aumenta estos dos puntos de
equilibrio se acercan entre ellos hasta que colisionan y desaparecen en T; ~ 25.3 °C, por

lo que para valores de T; mayores a este valor, el sistema presenta un punto de equilibrio.
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Estos dos puntos definidos en T; ~ 8.1 °Cy T; ~ 25.3 °C, donde surgen y desaparecen
estos puntos de equilibrio son los puntos de bifurcacién del modelo. Para los objetivos

planteados en esta tesis es de particular importancia el punto de bifurcacién T; = 25.3 °C.
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Figura 6.13: Solucién para las variables del Sistema.

En la figura se muestran las trayectorias solucién al fijar el pardmetro T; = 26 °C
> 25.3 °C, donde es posible apreciar que dos puntos de equilibrio ya fueron aniquilados
y solo se conserva en equilibrio estable (ASS,NS3) donde N;; = 0. Analizando la figura
es posible apreciar como se modifica la dindmica del sistema una vez que el valor del
parametro T; es mayor al valor del punto de bifurcacién. Para el tinico punto de equilibrio
estable que existe en el sistema, su cuenca de atracciéon corresponde a todo el plano fase,
por lo que todas las trayectorias convergen al punto de equilibrio (As,,0). Desde luego al-
canzar este tinico punto de equilibrio estable implica la extincion de la biota en el sistema.
Desarrollar el diagrama de bifurcaciones utilizando como pardmetro a la temperatura de-
seada Ty tiene como objetivo generar un anadlisis de la dindmica del sistema debido a que
conforme aumenta la temperatura del sistema, resulta mds complicado proponer valores

de T, alejados del punto de bifurcacién obtenido. Una interpretaciéon consiste en que el va-



114CAPITULO 6. SIMULACIONES NUMERICAS DEL SISTEMA EN LAZO CERRADO.

lor propuesto como temperatura deseada T; no debe ser mayor al valor donde sucede la
bifurcacion del sistema y aunque el valor del punto de bifurcacién es casi 10 grados mayor
que el valor propuesto originalmente para T,;, posiblemente la utilizacién de otros valo-
res para los parametros que definen las ecuaciones diferenciales que describen el sistema,

ocasione que el valor de bifurcacién del sistema sea menor.
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En la figura se muestra el diagrama de bifurcacién de Ty, utilizando al carbono en
la vegetacion N del sistema como variable de bifurcacién. En el diagrama de bifurcaciones
es posible observar las tres ramas generadas por los tres puntos de equilibrio en el sistema.
La primera rama corresponde al equilibrio estable definido para N = 0 y se observa que
este equilibrio se mantiene fijo para cualquier valor del pardmetro T,. Las otras dos ramas
corresponden al equilibrio inestable y al equilibrio estable restante. El diagrama de bifur-
caciones de la figura presenta caracteristicas del sistema como la histéresis, debido a
que una vez que el pardmetro T,; crece més alld del valor del punto de bifurcacién, cual-
quier trayectoria solucion converge al punto de equilibrio definido para N = 0. Ademas,
este punto puede considerarse como un punto de inflexién climatico de la vegetacién pa-
ra el sistema porque una vez que se alcanzo este valor, todas las trayectorias del modelo

convergen al punto de equilibrio estable definido para N = 0, de manera irreversible de-
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bido a que ambas ramas de equilibrios estables se encuentran desconectadas. Por lo tanto
desde una perspectiva practica, se define a T; = 25.3°C como un punto de inflexién o
tipping point para la vegetacion N del modelo climético no lineal definido en (5.1.1.4), al
utilizar el modelo proporcional como funcién de emisiones. Este punto de inflexién, pue-
de considerarse como alto en comparacién de un modelo climatico més cercano a valores
actuales, sin embargo considerando que en la seccién anterior se definié que el modelo
de emisiones proporcional se encuentra altamente idealizado, es posible concluir que al
utilizar otro esquema que si cumpla con la restriccién planteada anteriormente u > 0, el

punto de inflexién puede presentarse para un valor de T; menor.

La figura muestra el diagrama de bifurcacion de la variable A del sistema reduci-
do. Los diagramas son consistentes con el comportamiento presentado por el sistema, tal
como se presenta también en el diagrama de equilibrios de la figura Del diagrama
de bifurcaciones de la variable A de la figura se puede observar que los cambios en el
comportamiento cualitativo del sistema son congruentes con los cambios obser-

vados para el diagrama de bifurcaciones de la variable N.

El diagrama de bifurcaciones para A también presenta tres ramas, las dos ramas que se
observan en la figura corresponden al equilibrio inestable y al equilibrio estable defi-
nido para N # 0. La otra rama corresponde al equilibrio estable para el cual N = 0, que
se encuentra definido para todos los valores del parametro T;. Esta rama de equilibrios

tiene la caracteristica que esta conformada por valores muy grandes de A, que pueden ser

encontrados utilizando la ecuacion (5.2.1.4) definida en el capitulo

Para conservar la escala no se muestra esta rama en el diagrama de la figura
Este diagrama también presenta caracteristicas como la histéresis porque de acuerdo a lo
mostrado, una vez que el valor del pardmetro T; sea mayor que 25.3 el carbono total en el
sistema alcanza un valor muy grande para cualquier cualquier valor de T,. Utilizando la
relacion entre los puntos de equilibrio del sistema C* = A* — N* se obtiene el diagrama
de bifurcaciones para la variable C en el sistema reducido. Se observa que el diagrama de

bifurcaciones para C es similar al de A y se presenta en la figura
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Figura 6.15: Diagrama de Bifurcaciéon para N.
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Figura 6.16: Diagrama de bifurcacién para A.
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C: Carbono en la Atmosfera
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Figura 6.17: Diagrama de bifurcacién para C.
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Conclusiones Generales.

Desde su desarrollo los modelos climaticos de intercambio de energia han sido utili-
zados ampliamente en el desarrollo de literatura cientifica enfocada en la btisqueda de
soluciones a la crisis de cambio climético, sin embargo, en la actualidad los modelos es-
tadisticos de andlisis de datos cada dia se utilizan mds para obtener informacién acerca
del comportamiento del modelo planteado. Estos modelos estadisticos han resultado tti-
les para cumplir con estas funciones, pero pueden resultar poco intuitivos. Al incorporar
un planteamiento basado en la modelacién de las emisiones de carbono por el hombre por
medio de funciones basadas en la retroalimentacién de las variables del sistema es posible
utilizar modelos dindmicos que resulten intuitivos en su interpretacién, pero formales y

robustos en su formulacién.

Precisamente, estos modelos de emisién de carbono resultan ttiles para visualizar la
evolucion del sistema y demostrar la irreversibilidad ocasionada por las emisiones de
gases de efecto invernadero, en las caracteristicas cualitativas asociadas al sistema por
medio de herramientas sencillas como los diagramas de bifurcacién. Sin embargo, resulta
relevante robustecer el planteamiento de estas funciones de emisién por medio de otras
herramientas analiticas para ofrecer una perspectiva mds clara acerca de la capacidad del
sistema de converger hacia un punto de equilibrio que presente condiciones 6ptimas pa-
ra el desarrollo de todas las variables de estado, debido a que planteando como objeti-
vo alcanzar un punto de equilibrio estable, las funciones de emisién que cumplieron la
restriccion propuesta u > 0, alcanzaron a un conjunto de puntos de equilibrios y no al
equilibrio planteado. Sin embargo incluso utilizando una funcién de emisién sencilla en
su planteamiento, para la variable que representaba la biota en el modelo planteado, fue
posible determinar los puntos de bifurcacién para el modelo en lazo cerrado. Esos puntos

coinciden desde luego con el valor para el cual el pardmetro T; para el cual el carbono
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total en el sistema A alcanza valores muy altos.

Tomando en cuenta las consideraciones generales y las restricciones planteadas al ini-
cio de la tesis, el modelo estudiado presenta dos puntos de equilibrio estables, uno pre-
senta condiciones favorables para el desarrollo de la biota del modelo en una temperatura
ambiente agradable que a grandes rasgos puede clasificarse como un ecosistema templa-
do. El segundo punto de equilibrio presenta condiciones que resultan desfavorables para
el desarrollo de la biota, al presentar una temperatura también templada, pero con niveles
de biota demasiado reducidos para mantener la poblacién, este punto de equilibrio pue-
de clasificarse como un desierto templado. Asi como el modela conserva una estructura
cualitativa similar a otros modelos climaticos o ecolégicos también presenta tres ramas
de equilibrio en su diagrama de bifurcacién. La presencia y la forma de estas ramas de
bifurcacion generan que en la dindmica del sistema se presente una marcada histéresis y

en consecuencia la presencia de un punto de inflexién en el modelo climatico.

Durante el desarrollo de esta tesis se utilizaron multiples herramientas relacionadas
a la teoria de control, en particular debido a que el modelo de intercambio de energia
propuesto presentaba propiedades relacionadas al desarrollo de su dindmica en maltiples
escalas de tiempo, el modelo estandar de perturbaciones singulares y la definicién de una
variedad hiperbdlica normalmente invariante resultaron fundamentales para simplificar
el modelo y realizar un analisis de equilibrios y de bifurcaciones que si se hubiera realiza-
do en la dimension original del modelo hubiera resultado demasiado dificil de realizar y

cuya interpretacion geométrica no hubiera resultado tan intuitiva.

Incluso una vez que se realiz6 la reduccién del sistema es posible suponer que el mo-
delo reducido (A, N) también presenta la propiedad de multiples escalas de tiempo, po-
siblemente a causa del parametro k, impuesto en la ecuacioén diferencial que modela la
emisiones generadas por el hombre. A través de una inspeccion visual rdpida de los pla-
nos fase del sistema es posible visualizar que las trayectorias soluciéon del sistema avanzan
tangencialmente a la ceroclina de N en un segmento del plano fase. Ademads los puntos

de equilibrio definidos para N = 0, presentan valores de A muy altos. Esto implica que
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formulada esta funcién de emisién u también es posible realizar otra reduccién de orden

al sistema.

Trabajo Futuro.

Durante el desarrollo de esta tesis también se desarrollaron propuestas de ideas para

ampliar el trabajo ya realizado.

1. Reformular las ecuaciones que modelan los fen6menos en el modelo de intercam-
bio de energia. Aunque las funciones que modelan los fenémenos climaticos del
modelo planteado resultaron ttiles para el desarrollo de este trabajo y para andlizar
la dindmica del sistema, existen multiples funciones que presentan un comporta-
miento similar y pueden ser utilizadas para modelar tales fenémenos. La ventaja
principal de utilizar otro tipo de funciones radica la posibilidad de usar parame-
tros que se encuentren mds actualizados que en el momento en que fue publicado
el articulo base o que incluso estos pardmetros hayan sido estudiados y definidos

después de la publicacién original.

2. Utilizar herramientas de determinacién de los parametros para el sistema dinami-
co estudiado. Realizar un andlisis mas preciso de la dindmica del modelo climati-
co propuesto puede implicar lidiar con la incertidumbre implicita que existe en la
determinacién de los pardmetros del sistema. Utilizar herramientas analiticas enfo-
cadas en determinar estos parametros puede ofrecer més certeza en los resultados

obtenidos.

3. Ampliar las ecuaciones en el modelo utilizado y las variables climéaticas del sis-
tema. Aunque ampliar las ecuaciones diferenciales implica aumentar la dimensién
del espacio fase y por lo tanto también dificultar la tarea de realizar un analisis de
caracter geométrico de la dindmica del modelo, es posible que al incorporar a la
dindmica variables como el agua o los cuerpos de hielo los resultados obtenidos per-
mitan analizar de manera mds profunda el sistema climético. Ademads, debido a la
intrinseca caracteristica de multiples escalas de tiempo en la escala de tiempo rela-
cionada con los modelos climéticos de intercambio de energia es probable que sea

posible realizar una reduccion del sistema a por lo menos un modelo de orden 3.
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4. Utilizar un enfoque de disefio mas avanzado para la funcién de modelado de emi-
siones. A través de las funciones bésicas utilizadas durante el desarrollo de la tesis
fue posible realizar un analisis y obtener una comprensién amplia del sistema. Por lo
tanto, es posible suponer que al utilizar un conjunto de herramientas de disefio co-
mo el principio del maximo de Pontryagin, o un planteamiento basado en el control
por modos deslizantes o en el control estocédstico puede resultar conveniente para
obtener trayectorias que permitan cumplir con la restriccién planteada en la formu-
lacién de la funcién de emisiones y converger a un punto o conjunto de equilibrio

estable y que sea considerado favorable para las variables de estado del sistema.

5. Incorporar una perspectiva econémica en la formulacién del modelo. Tanto el mo-
delo saturado de emisiones, como el modelo de cero emisiones cumplian con la res-
triccién planteada para la funcién de emisiones u, sin embargo, si se busca realizar
una interpretacion de las trayectorias generadas por ambos modelos se podria con-
cluir que se encuentran limitadas, por que utilizar estos modelos de emisiéon impli-
ca detener la emisién de gases de efecto invernadero por periodos prolongados de
tiempo. Sin embargo, adoptar esa perspectiva resulta imposible por el momento, por
lo menos hasta que la generacion de energia por medio alternos sea mas comun. Por
lo tanto, puede resultar conveniente integrar una componente econémica al modelo
para por medio de herramientas analiticas como la teoria de juegos diferenciales, in-
vestigar si es posible realizar una politica de disminucién de emisiones, procurando

limitar al méximo las consecuencias que se pueden presentar en el modelo climatico.
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